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ENKELE NOTITIES 

bij 

WISKUNDE I 

Het voor alle afdelingen (de latere 'faculteiten') bestemde l e  jaars wiskundeonderwijs 
aan de TH/TUE heeft, inhoudelijk, tussen 1956 en f1980  een belangrijke ontwikkeling 
doorgemaakt. Aanvankelijk (Wiskunde I 1959/60) is de opzet nog puur 18e eeuws: Aan- 
schouwelijk ambachtelijk geknutsel met grafieken, 'brokjes', 'infinitesimale aangroeingen', 
etc. Het is dé manier waarop ingenieurs en natuurkundigen graag tegen wiskunde en, met 
name analyse, aankijken. Een mooie illustratie hiervan is de introductie van het getal 
e in 51.5. Het dictaat Wiskunde I (1959/1960) is t /m  1968 min of meer, op wat kleine 
herverkavelingen na, onveranderd in gebruik geweest. 
De variant Wiskunde I (1969) bevat al enkele wat fundamentelere toevoegingen van 19e 
eeuwse snit, zoals een echte wiskundige definitie van de functie x ++ ez. 

JdG, Mei 2005. 
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1.1 

IIOOFDSTUK I INLEIDING 

$ 1. Getallen 

- N = verzameling der natuur .jke getallen: 1 ,  5,  ... . 
Bewerkingen: optellen en vermenigvuldigen. 

a,b in N =! a + b in N, ab in N. 
Voor "a + b in N" schrijft men ook "a + b E N" (spreek uit: a + b is een 
element van BI). 
Verschil a - b is het getal x zodat b t x = a. Dan 2 - 3 6 N. 
Opdat aftrekken steeds mogelijk is (opdat b + x = a steeds oplosbaar is) 

voeren wij in de negatieve getallen en het getal O. 

- G = verzameling dei, pehele getallen: pos., neg., O. 
2 
3 

In G is de bewerking delen niet steeds uitvoerbaar: - 6 G. 
Quotiënt 

Opdat delen steeds mogelijk is (opdat bx = a steeds oplosbaar is),behalve 
delen door O, voeren wij in gebroken getallen (breuken). 

is het getal x zodat bx = a, 

= verzameling der meetbare (rationale) getallen (p,q geheel, q f O). 
9 

a,b E M =) a + b, ab, a - b € NI en E E PI1 voor b # O. 
Echter: x - 2 = O is niet oplosbaar in M. 
Bewijs: Stel E voldoet, p en q geheel, E onvereenvoudigbaar. Dan 

9 g 

b 
2 

2 2  2 2 
p2 = 29 , p 

contradictie. 

even, p even, p deelbaar door 4, q even, q even, 

Toch hebben wij getallen als 6 en n nodig om de meetkunde te beschrij-' 
ven. M vult de fletallenrechte niet op. Voer in onmeetbare (irrationale) 

getallen [wortels, n). 

- B = verzameling der getallen: de getallen die corresponderen met de 
punten op de getallenrechte. 

Nog zijn we niet tevreden: x + 1 = O is niet oplosbaar in R. Daarom 
wordt later ingevoerd 

2 
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- C = verzameling der complexe getallen: a + ib, a en b reëel, i = complexe 
eenheid. 
Wij werken voorlopig met R. 

Opmerking 1. Delen door O is niet gedefinieerd. 

Dit kan niet op zinvolle wijze geschieden, want stel = c, 

dan zou uit de definitie van een quotient op pag. 1.1 volgen 
dat 3 = O .  c = O ,  dus 3 = O. Gnzin. 

O 

Opmerking 2. Ordening. 

Uit het beeld op de getallenrechte blijkt: 
als a,b E R, dan a < b Òf a = b Òf a > b 
m.a.w. R is Feordend (de,complexe getallen zijn het a). 
a b betekent a < b of a = b. 

Eigenschappen: 

a < b  * a + c < b + c  

a < b ,  c > O * a c < b c  
a < b ,  c < O * a c > b c  

a < b ,  b < c * a < c .  

Uit de 2e en 3e eigenschap volgt  c 2 > O voor c f O.  

Cpmerking 5 .  Absolute waarde = modulus. 



Ia1 > ( b l  i s  gel i jkwaardig m e t  a 2 > b 2 . 

Opmerkinff 4. A l s  p > O ,  dan i s  6 h e t  pos i t i eve  r e ë l e  g e t a l ,  waarvan he t  

kwadraat = p.  Verder i s  fi = O .  U i t  deze d e f i n i t i e  vo lg t ,  da.t 

Q = 1x1. 

Opmerking 5. A l s  a en h g e t a l l e n  z i j n ,  a < b ,  dan kunnen we de verzameling 

der ge t a l l en  x beschouwen d i e  aan één der  volgende voorwaarden 

voldoen 

I a < x < b  V a<cX 

11 a - c x < b  V I  a - z x  

111 a < x < b  V I 1  x=s b 

Tv a < x < b  V I 1 1  x < b . 
Elk var. deze verzamelingen h e e t  een i n t e r v a l .  In de geval len 

I ,  11, 111, IV heet  he t  i n t e r v a l  begrensd, i n  de gevalien V ,  

V I ,  V I I ,  V I 1 1  onbegrensd, in de gevallen I V ,  V I ,  V I 1 1  open 
(randpunten behoren niet t o t  de verzameling) en i n  de geval len 

I ,  V ,  V I 1  gesloten (randpunten behoren t o t  de verzameling. 

Het i n t e r v a l  I1 heet  l i n k s  ges lo ten ,  rechts  open, analoog hee t  

I11 l i n k s  open, r ech t s  ges lo ten .  

Opmerking 6 .  W i j  maken aanstonds gebruik van de symbolen en - m (oneindig 

en min oneindig). Deze symbolen z i j n  geen ge ta l len :  e r  kan n i e t  

op f a t soen l i jke  wijze mee worden gerekend. Voor l e t t e r s ,  d i e  

ge t a l l en  voors te l len ,  mag aan ook nooit  m of  - 00 worden ge- 

subs t i tueerd ,  t e n z i j  h e t  tegendeel u i tdrukkel i jk  wordt vermeld. 

5 2. Functiebegrie 

A .  Constante en var iabele  grootheden b i j  de beschri jving van een ( fys i sch )  

verschi jnse l .  

Een constante i s  een grootheid d i e  gedurende de beschouwing s teeds he t -  

zelfde g e t a l  voor s t e l t .  Een var iabe le  is  een grootheid d i e  verschi l lende 

ge ta l l en  voor s t e l t .  

./ . 

I 



,.. p , 

- Vb. 1 xrije xal 

x = afgelegde weg en v = snelheid zijn variabelen 
g = versnelling en m = massa zijn constanten. 

- Vb. 2 se@& 1% zeg &OL 
I = inhoud, h = hoogte van het segment zijn variabelen 
r = straal van de bol is een constante. 

Aantal millimeter regen dat p e r  dag in 1967 valt. 
a = aantal mm 

d = hoeveelste dag in 1967 
zijn beide variabelen. I 

B. Een functie van de variabele x is een voorschrift, volgens hetwelk 
a) x bepaalde waarden mag aannemen 
b) aan elk van deze waarden een getal wordt toegevoegd. 

De verzameling van waarden die x volgens voorschrift mag aannemen (voorts 
geoorloofde waarden genoemd) heet definitieverzameling van de functie j 
men zegt ook dat de functie op deze verzameling gedefinieerd is. 

Wanneer de toegevoegde waarde door de variabele y wordt aangeduid, dan 
heet y een functie van x; notatie y = f ( x ) .  

- Vb. 1 v = f ( x ) ,  namelijk v = i 2gx . 
Vb. 2 I = f(h), namelijk I = - nh (5r-h) . 
u a = f( d) , namelijk een tabel. 

Opm. 1 Uit Vb. 3 blijkt dat een functie niet hetzelfde is als een formule. 

Opm. 2 x in Vb. 1 ,  h in Vb. 2, d in Vb. 5 heten onafhankeli.ike variabelen, 

1 2  
3 - 

v in Vb. 1 ,  I in Vb. 2, a in Vb. 3 heten afhankeli,ike variabelen. 

Opm. 1 De definitieverzameling van een functie, die door een formule is 
gegeven, hoeft niet overeen te komen met de verzameling van waar- 
den, voor welke de formule zinvol is. De formule I = - nh (3r - h) 
kan ook gebruikt worden om voor alle h E R een functie te delini- 
eren. 

Als in I = - nh2( 3r - h) zowel h als r variabel zijn, dan heet I 
een functie van twee variabelen. 

1 2  

3 

1 
7 



Opm. 5 Aan het voorschrift dat een functie vastlegt kan een betekenis worden 
toegekend los van de betekenis van de erin voorkomende variabelen. 
Het voorschrift y = x  heeft betekenis zonder dat men behoeft te weten, 
wat door de letters x en y wordt voorgesteld: het is het voorschrift, 

dat aan ieder getal zijn kwadraat toevoegt. Deze opvatting van het 
funotiebegrip stelt het voorschrift primair: de "variabelen" zijn dan 

2 2 slechts symbolen: of men y = x  of v = u  schrijft is onverschillig. In 
toepassingen der wiskunde zijn de variabelen primair; de functie legt 
er een verband tussen. In de notatie komt dit verschil van aanpak ock 
tot uitdrukking; begint men met variabelen x en y ,  dan spreekt men 
over de functie y =  f ( x ) ,  stelt men de functie voorop, dan noemt men 
deze f. Wij doen hier geen keuze tussen beide opvattingen, maar gebrui- 
ken ze door elkaar. 

2 

C. De grafiek van een functie v = f ( x )  is de verzameling van de punten in het 
vlak, waarvan de coördinaten ( x , y )  voldoen aan het voorschrift van de 
functie. 

- Vb. 1 y = X. Geoorloofd: x a O. 
Merk op dat de y-as in O aan de grafiek raakt omdat tan 'p = JZ = l K x  

willekeurig groot is als x dicht genoeg bij O. 
X 

Vb. 2 y = log x. Geoorloofd: x > O. 

u y = 2 . Geoorloofd: alle x E R. X 

y = \i 1 - x2. Geoorloofd: -1 G x G 1.  
2 2 Elk punt op de grafiek voldoet aan y' = 1 - x  , dus aan x2 + y 

een cirkel. De grafiek is slechts een halve cirkel daar y a O. 

y = I x - 4 1 .  Geoorloofd: alle x. 
Voor x >- 4 staat er y = x - 4. 
Voor  x i 4 staat er y = 4 -xi 

O < x-( 1 : f(x) =; 

= 1 ,  

Vb. 6 

I 1  

- 
1 <: X G  2: f(x) = o 
y = grootste natuurlijke getal G x. Geoorloofd: x 2  1 .  

f(x) = 1 als x meetbaar 
f(x) = O als x onmeetbaar 1 - Vb. 8 

Afspraak: Als in het vervolg een functie door een formule gegeven is en 
als de definitieverzameling niet uitdrukkelijk vermeld is, zijn alle waar- 
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den geoorloofd voor welke de formule z invol  i s .  

D. Even en oneven f u n c t i e s  

f ( x )  heet  even f u n c t i e ,  a l s  de def ini t ieverzameling symmetrisch i s  t . o .v .  O 

en a l s  voor a l l e  geoorloofde x ge ld t :  f ( x )  = f (  -x) .  

- Vb. . x  - 3 ,  x , cos x, s i n  x , x - 21x1 + 3 .  

f ( x )  heet  oneven f u n c t i e ,  a l s  de def ini t ieverzameling symmetrisch i s  t . o .v .  O 

en als voor a l l e  geoorloofde x ge ld t :  f ( - x )  = - f ( x ) .  

Vh. s i n  x, t a n  x ,  x - 6x + -  . 
Opm. E r  z i j n  ve le  f u n c t i e s  d ie  noch even, noch oneven z i j n .  Voorbeelden 

2 6 2 2  

5 3 1  
X - 

z i j n  Vb. 1 ,  2 ,  3 ,  5 ,  6 ,  7 u i t  C. 

E. Monotonie 

f ( x )  heet monotoon s t i j gend  als voor i e d e r  paar geoorloofde g e t a l l e n  x ,  

en x2 g e l d t ,  dat  

x 1 < x2 * f ( x l  ) < f ( x 2 )  
O Vb. 1 y = s i n  x i s  v o o r  O < x < 90 monotoon s t i j g e n d ,  ook voor - 

O O -90' < x < 90 , maar n i e t  voor O < x < 180 . 
2 .  Vh. 2 y = x is voor x a O monotoon s t i j gend .  

u 
f ( x )  heet monotoon dalend als voor i e d e r  paar geoorloofde ge ta l l en  x 

x g e l d t ,  dat 

- 
y = 2x i s  monotoon s t i jgend .  

en 
1 

2 

Xi < x2 * f ( X 1 )  > f ix , )  . 
F. Samengestelde func t i e  

2 y = sin x 
y = s i n  u: h e t  i s  de samengestelde func t i e  van de f u n c t i e s  u = x 2  en 

y = s i n  U. 

Algemeen: u = f ( x )  en y = q ( u )  leveren de samengestelde func t i e  y = ? ( f ( x ) ) .  

kan men verkr i jgen  door e e r s t  u = x2 t e  nemen en daarna 

G. Inverse f u n c t i e s  

Een f u n c t i e  y = f ( x )  voegt aan iedere  geoorloofde waarde van x (b i jvoor -  

beeld i n  he t  i n t e r v a l  a s x 

Laat nu y = f ( x )  zo z i j n ,  da t  bovendien b i j  elke verkregen y één x h o o r t ,  

waarvoor ge ld t  y = f ( x ) .  De func t i e  f hee t  dan een-een-duidig. De verzame- 

l i n g  van deverkregeny-waarden i s  dan t e  beschouwen als de d e f i n i t i e v e r -  

b )  één waarde van y toe.  
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zameling van een functie x = g(y). 

Voorbeeld: y = x voor O S a  -s x G b, dan is het interval a 
geoorloofd voor y. 

Het voorschrift, dat x als functie van y levert is te krijgen door uit 
y = f(x) de x op te lossen: x = g ( y ) .  

De functies I en g zijn verschillende functies, omdat zij verschillende 
voorschriften voorstellen, nl. 

2 2 2 < y  S b 

f: bij x de y te verkrijgen, 

g: bij y de x te verkrijgen. 
Functies f en g, die zo bijeenhoren, heten inverse functies. Wil men de 
grafieken van beide functies tekenen en schrijft men y = f(x) en x = g(y), 
dan zijn de grafieken van beide functies dezelfde, echter met dien ver- 
stande, dat bij f de x-as de as der Onafhankelijke variabele en de y-as 
die der afhankelijke variabele voorstelt en bij g juist omgekeerd. Men is 

vaak gewend om bij de grafiek van een functie de as der onafhankelijke 
variabele horizontaal en die der afhankelijke variabele verticaal te te- 
kenen. Doet men dit bij x = g(y), dan tekent men de y-as horizontaal en 
de x-as verticaal. Noemt men tenslotte bij g de variabelen anders en 
schrijft men y = g(x) dan kan men de grafieken van beide functies 
en y = g(x) weer in één figuur tekenen. De grafieken ontstaan dan uit el- 
kaar door spiegelen in de lijn y = x. 

De samengestelde functie van u = f(x) en y = g(u) is y = x (identieke 
functie) als f en g elkaars inversen zijn. Analoog met verwisseling van 
f en g. 

y = f(x) 

2 - Vb.l y = x .  

Beperken wij ons tot x 3  O, dan hoort ook bij elke y 2 O precies 
één,x, namelijk x = i- y. 
Teneinde beide functies op hetzelfde coördinatenstelsel te tekenen: 

verwissel x en y, dan y =L op x >  O. 

l 

zijn inverse functies. 3 2 y = x  o p x > - o  

y =G op x >  o 

L o s  x op: x = G. 

3 - V b . 2  y = x .  
Voor alle x geldt: bij elke y hoort één x. 
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Op hetzelfde coördinatenstelsel getekend (verwissel x en y): 

y = voor alie x. 
3 De functies y = x 

y = 2 .  

Los x op: x = l o g  y. 

en y = E zijn inverse €uncties. 
X 

Voor alle x geldt: bij elke y > O hoort één X. 
2 

Op hetzelfde coördinatenstelsel getekend (verwissel x en y): 
2 y = log x op x > o. 

X 2 y = 2 en y = l o g  x zijn inverse functies. 

H. Veeltermen. Reststelling 
7 y = 3x9 + x 

Algemeen : 

- I en y = 2x + xz - I zijn veeltermen of polynomen. 

n f(x) = a. + a x + ... + anx . 
1 

Dan is f(0) = a . Hieruit volgt: 
1.  Als f(x) een veelterm is, dan is er een veelterm rp(x), zodat 

f(x) = f(0) + q(x). 

Verder geldt: 

2. A l s  f(x) en g(x) veeltermen zijn, dan is E(g(x)) weer een veelterm. 
(Voorbeeld: als a een constante is en g(x) = x + a, dan is f(x + a) 
weer een veelterm.) 

3 .  (Reststelling) Als f(x) een veelterm is en a een constante, dam is er 
een veelterm $(x), zodat 

f(x) = f(a) + (x - a)+(x) . 
w. 2 .  is evident. Om 3. te bewijzen stellen we g(x) = f(x + a), dan 
is g(x) een veelterm en g(0) = f(a). Pas hierop 1. toe: 

g(x) = d o )  + 1w, (XI * 

Vervang x door x-a: 

f(x) = g(x-a) = g ( 0 )  + (x-a)rp,(x-a) = f(a) + (x-a)+(x) . 
Gevolff. Als f(x) een veelterm is en f (a)  = O, dan is f(x) deelbaar door x-a. 



I. Goniometrische functies 
Wij meten hoeken in radialen. 

Eén radiaal is de middelpuntshoek die zo groot is dat de lengte van de 
bijbehorende cirkelboog gelijk is aan de straal van de cirkel, dus 

dus 3 

- hoek 
1 radiaal 

2n rad. 
O O 3 = 211 ra , 180 = n rad., o n  5 = - rad.; 

5 .. 

Voorts is 1 rad. = j6Oo/2n N 57" 
De grafieken van 

y = sin x, y = cos x, y = tan x, y = cot x 
worden bekend verondersteld. De volgende ongelijkheden zijn meetkundig in 
te zien en vinden hun interpretatie in de grafieken: 

I) voor x > O geldt sin x < x, voor  alle x geldt [sin x/ == 1x1. 
2)  voor O < x < - geldt tan x > x. 
3) voor alle x geldt 1 - 

n 

2 
2 

x G cos x S 1 ; wegens 1) geldt namelijk 

2 4 '  
X2 I - cos x = 2 sin2 3 G 2 - 

J. Cyclometrische functies 
Cyclometrische functies zijn de inversen van goniometrische functies. 

n n I) y = sin x is monotoon op - - x G :  , en heeft daar de eigenschap 2 
dat bij elke y tussen -1 en 1 één x hoort. 
Op - - < x G - (niet op alle x! ) kunnen wij  dus spreken van de inverse 
functie van y = sin X. Verwissel x en y (spiegel t.o.v. y = x) dan 
krijgt men ae grafiek van y = inverse van sin x. Noem deze functie 
y = arcsin xi 
Geoorloofde waarden: -1 4 x < 1 .  Functiewaarden: - - S  arcsin x 4 - . 

n n 
2 2 

n 71 

2 2 

2) y = cos x is monotoon op O < x S n en heeft daar de eigenschap, dat 
bij elke y tussen -1 en 1 één x hoert. 
Op O S x =s n kunnen we dus spreken van de inverse van y = ces x. 
Verwissel x en y (spiegel t.e.v. x = y), dan krijgt men de grafiek 
van y = inverse van cos x. 
Noem deze functie y = arccos x. 
Geoorloofde waarden: -1 G x -Z 1. Functiewaarden: O S arccos x G n .  
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n n 
2 2 3) y = t an  x i s  monotoon op - - < x < - . Daar hoort  b i j  elke y één x, en 

bes t aa t  de inverse.  

Verwissel x en y ,  dan k r i j g t  men de g ra f i ek  van y = inverse  van tan x. 
Noem deze func t i e  y = a r c t a n  X. 

Geoorloofd: a l l e  x. Functiewaarden: - - i a r c t a n  x < -  . n n 
2 2 

e n - i = S p < T ,  n n - Vb. 1 a r c s i n  Q = ? S t e l  a r c s i n  

dus p = -  ( n i e t  p =6 ! j .  

arccos ( -  3)  = ? S t e l  arccos ( -  2)  = p ,  dan cos p = - 
dus p = - ( n i e t  - -). 

n 
a r c s i n  x + arccos x = - . 2 
Eewijs: S t e l  a r c s in  x = p en a rccos  x = q ,  dan i s  

x = s i n  p 

x = cos q en O G q < n of anders geschreven 

x = sin(- - q) 

= p ,  dan s in  p = =& 
n 
6 

1 1 en O G p G n ,  
2n 2n 
7 3 

en - E s p < - ,  n 
2 2 

n n n  n en - - G  - 2 - 9 G 2 .  
2 

n 
Hieru i t  vo lg t  p = - - q. 2 

1 1 a r c t an  - + a rc t an  - = ? 
2 3 

1 1 S t e l  a r c t an  - = p en a rc t an  - = q ,  dan 
2 3 

tan  p = - en tan q = - en O < p < -  

Gevraagd wordt p + q. Nu i s  

u 

1 1 n n O < q < -  . 
2 7 2 '  2 

t an  P + t a n  q 
~ , . 1 - tan p t a n  q tan(p + q )  = 

n 
4 O m d a t  O < p + q < n v o l g t p + q = - .  

t a n  ( a r c t a n  x) = x, m a a r  

a r c t an  ( t a n  x) hoeft  n i e t  = x (neem bi jv .  x = n, dan i s  

a rc t an  ( t a n  n )  = a rc t an  O = O f n). 

9 3 .  Limieten 

A. Voorbeelden van r i j e n :  

1 1 1  - Vb. I 

- V b . 2  1 , 1 , 1 , 1  ,.... 
1 ,  7 ,  - , 4 3 . n .  . 
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1 ,  -1 ,  1 ,  -1 )... . 
1 1 1  1 1 1  
2 2 4  2 4 8  u 1 , 1 + - ,  1 + - + - ,  1 + - + - f -  ,... . 

Men kan de elementen van een rij nummeren met de getallen 1 ,  2, 3,  4,.. . . 
e Noemt men het element op de n plaats a dan wordt de rij: n’ 

a,,a2,a3,a4,.. . . 
Om de rij vast te leggen moet men voor iedere plaats in de rij zeggen wat 

er staat. Deze plaats is aangegeven met een nummer: aan ieder natuurlijk 

getal n moet een getal an zijn toegevoegd. D i t  leidt tot de volgende for- 

mele definitie: 

E e n d  is een functie, die gedefinieerd is op de verzameling der natuur- 

lijke getallen. 

Men schrijft de onafhankelijke variabele bij een rij gewoonlijk als index; 
dus niet f(n), maar f 

1 In bovenstaande vier voorbeelden is resp. a = - 
of a . n n 

n n ’  

Als wij de rij van Vb. 4 op de getallenrechte voorstellen, dan zien wij 
dat a 
Voldoende ver gaande in de rij komen wij willekeurig dicht bij 2. Wil men 

b.v. dat 

het midden is van het lijnstuk an-, tot 2. n 

I 2 -an<- 

dan moet men n groot genoeg nemen, nl. 
1000 ’ 

- 1 <- ’ , hetgeen zo is als 2n-i > 1000, hetgeen zo is a l s  n >  IO. 
2n-l 1000 

Bij elke E > 0 bestaat dus een getal N zodat voor alle n > N geldt: 

2 - a < E (er geldt namelijk 2 - an = ,n-i < E als 2 

voorwaarde is volkan als n -  I 

Men zegt dat hier lini a = 2. n 

Op soortgelijke wijze komen wij bij de rij in Vb. 1 willekeurig dicht bij O 

en zeggen daarom, dat 

1 n-i 1 > , en aan deze n 
N 1 .  N en 2 > - is). 

E 

I 
n-- 

1 lim- = O. Hetzelfde geldt voor n n - -  n - m  
lim an = O, of ook 
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1 - 1 1 
+ Y ’ -  4 ’ . ’ * .  de r i j  1 ,  - 7 ,  - 

n - m  

B. In p l a a t s  van de func t i e  f ( n )  = i u i t s l u i t e n d  voor na tuu r l i j ke  g e t a l l e n  n 

t e  beschouwen, kunnen wij  ook f ( x )  = ; voor r e ë l e  x f O nemen. Deze heef t  

de eigenschap, da t  f ( x )  wi l lekeur ig  d i ch t  b i j  O komt, a ls  x groot  genoeg 

i s .  Zo i s  

1 

1 1 O < ; < €  a l s x > - .  
E 

1 Men zegt nu ook l i m  - = O. 
X 

X - m  

C .  Alvorens een formele d e f i n i t i e  t e  geven, beschouwen we nog een ander ge- 

va l .  Hierboven gingen w i j  he t  gedrag na. van een r i j  a 

van een func t i e  f ( x )  voor g ro te  x .  We kunnen ook k i jken  naar het gedrag 

van een func t i e  voor x in de buurt van een g e t a l  a .  

Als voorbeeld nemen we f ( x )  = - in de buurt van x = 1 .  A l s  x i n  de buurt  

van 1 l i g t ,  dan ook -. Crn d i t  t e  prec iseren  vragen we, voor welke waarden 

van x ge ld t  

voor  gro te  n en n 

1 .  
X 1 

X 

D i t  i s  zo a l s  

I - € < - - I < & ,  
X 

1 
1 - € < - < I  + E .  

X 

A i s  & < 1 ,  dan 

D i t  i s  een open i n t e r v a l ,  dat  he t  g e t a l  1 bevat. 

Als & 2 1 ,  dan i s  

I - < x  
I + &  

voldoende om t e  bewerkstel l igen,  dat 

1 
I 1  -;I < E  . 
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Ook h i e r  vinden we vnor x een open i n t e r v a l ,  da t  h e t  g e t a l  1 bevat.  hr: 

noemen een de rge l i j k  i n t e r v a l  een omgeving van 1. 

Def in i t i e  A l s  a een g e t a l  i s ,  dan hee t  i ede r  open i n t e r v a l  dat a bevat ,  

een omgeving van a. 

Ieder  i.nterva1 van de vorm R < x  heel; een ompevino. van m .  

Ieder  i n t e r v a l  van de vorm x < R heet een omReving van - m. 

Voorbeelden van omgevingen van h e t  g e t a l  3 :  
1 

-10 < X ;  -1 < x < 1000; 2 < x < 3 - i 2,9995 < x < 3,03; 2,96  < x < 3,04. 
I 

Eet l a a t s t e  i n t e r v a l  bes taa t  u i t  de g e t a l l e n  x ,  waarvoor {x- 31 < O,04. 

W i j  zu l l en  zegtyen da.t f ( x )  voor x - a t o t  een l i m i e t  L nadert  als 

1 )  e lke  omgeving van a nog geoorloofde waarden x # a bevat (a heet  dan 

verdichtinEspunt van de def ini t ieverzameling van f )  , en 

2 )  men b i j  elice omgeving van L een omgeving van a kan kiezen zodat de 

waarden van f i n  a l l e  geoorloofde punten u i - t  deze omgeving van a ,  i.n 

de omgeving van L l iggen. 

Def in i t i e  l i m  
x - a  
x f a l iggen en da t  e r  b i j  e lke  E > O een omgeving van a be- 

staat ,  zodat voor a l l e  geoorloofde x f a i n  de omgeving g e l d t  

f ( x )  = L betekent ,  da t  i n  e lke omgeving van a geoorlooidn 

l f ( x )  - LI < E . 
(B ie r in  mag a een g e t a l ,  m of  - m . z i j n . )  

I n  deze d e f i n i t i e  s t e l t  x een ge ta l lenvar iabe le  voor; a l s  dus a = m of - w,  

i s  de voorwaarde, da t  x f a i s ,  overbodig. Ook als a een g e t a l  i s ,  behoeft  

01 geen geoorloofde waarde van x t e  z i j n  en als a dat  wel i s ,  behoeft  f(a) 
n i e t  = L t e  z i j n .  

Voor h e t  geval  d a t  a = - l e v e r t  bovenstaande d e f i n i t i e  h e t  volgende: 

l i m  f(x) = L betekent ,  da t  i n  elke omgeving van m geoorloofde x 
x - m  
l iggen  en dat  e r  b i j  e lke  E > O een g e t a l  R b e s t a a t ,  zodat voor 

a l l e  geoorloofde x > R ge ld t  

l f ( x )  - LI < E . 
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Analoog voor O: = - m .  Een speciaal geval van (I = m is het limietbegrip 
voor rijen: 

lirn 
n - m  

staat, zodat voor alle natuurlijke getallen n > N geldt 

a = a betekent, dat er hij elke E > O een getal N be- n 

Ian - al < E . 
u 
Vb. 2 

lim - 1 = O, want om - 1 < E te krijgen kan n > - 1 genomen worden. 

lim - I - - O, want om - 1 < E te krijgen neme men n > - I 
n - m G  fi E 

n n E n -- 
. - 

2 

lim 
n - -  

1 = 1, want om 11 - 1 1  < E te krijgen neme men n a  1 .  

l i m  bestaat niet. Evenmin lim en lim j. 
n - c a  x - o  n - m  

n 
1 n 1  lim (-1 = O, want om (-) < E te krijgen moet 3 . n 1 

3 3 n - m  

n 1 1 
E & Hiertoe neme men n > - , want uit n > - 1 

log - log - 

log 3 1% 3 volgt (-) < E . 3 

1 1 O, want o m - <  E te krijgen neme men x > - . lim - - 1 
2 x - w c -  G & 

1.im - 1 - - O, want om I-+=( 1 < E te krijgen neme men x < - - 1 . 
3 x - - m \ l T x  & 

- Vb. 8 lim ('i t $1 = ' . We proberen te voldoen aan 
x -  2 X 4 

Ix2 - 41 <  EX' (x = O is niet geoor loofd! )  

x2(1 - 4 E )  < 4 < x2(1 C 4 E )  . 
1 .  
4 Voor E < - is aan de voorwaarde te voldoen door 

2 2 

te kiezen. 
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1 .  Voor E a -  < x voldoende. 

In  üeide gevallen vinden we voor x een interval, dat het getal 2 
bevat (een omgeving van 2). 

&. De uitkomst is in dit voorbeeld eenvoudig te verkrijgen door 

x = 2 te substitueren. Zie "continuïteit" onder G. 

D. Standaardlimieten 

1 I) p > û,dan lim - = O 
x - a x p  

n 2) /gl < 1,dan lim g = O 
n - ' m  

3 )  a > û,dan lim \;.a = I 
n - w  

Voor het bewijs gebruiken wij, behalve de definitie van limiet, de eigen- 
schap 

h > O , d a n  ( 1  + h ) n = l + n h + . . . + h n a l + n h > n h .  

1 P I  
2 

Bewijs 1) Opdat - < E ,  nene men x > , dus x > (;y". 
Er is dus een R, nl. R = 

1 
P 

, zodat voor alle x > R geldt 1- - 01 < E 

X 

Bewijs 2 )  We willen, door n voldoende groot .te nemen,, zorgen dat 

Ign - 0 1  < E ,  ofwel y - - ( I + #)'>E - 
I gl 

( g  f O). Dit is zo als 

l + n ~ L > ~ , d u s a l s n > -  E . ,% 1 -  g = N. Aldus is - voor elke 
n 

E > O - een getal N bepaald, zodat voor alle n >. N geldt ( g  

Hoe kleiner E en hoe dichter IgI bij 1, hoe groter N. (Als g = O, dan is 
lgnl < E waar voor alle n a I .) 

Bewi,is 3 1  
kunnen bepalen zodat voor alle n > N geldt 

- 01 < E. 

Het voorgaande toont aan, dat we bij elke e > O een getal N 

< a <  (1 + c)"  ofwel 
( I  + 
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g: - 

-- E < x - l < E ,  
I + &  

E. S t e l l i ngen  over l imie t en  

S t e l l i n g  Stel  f en g z i j n  gedefinieerd i n  een omgeving van a en 

l i m  î(x) = L , 

l i m  g (x)  = M . 
x - -  

x - -  

Dan g e l d t  

a )  l i m  { f ( x )  + g(x)} = L + M 

b)  l i m  f (x )g (x )  = LM 
x - a  

x - a  

c) l i m  $$ =; ( m i t s  L + 0) 
x - a  

Bewi.is 

B i j  i edere  E, > O bes taa t  e r  een omgeving U 

i n  U, ge ld t  

Op grond van het  gegeven ge ld t :  

van a ,  zodat voor a l l e  x f a 
1 

I f ( x )  - LI < E l  . 
B i j  i ede re  E~ > O bes taa t  e r  een omgeving U 

i n  U, ge ld t  

van a ,  zodat voor a l l e  x f a 
2 

I d X )  - Ml < E2 . 
A l s  x zowel t o t  de ene a ls  t o t  de andere omgeving van a behoort, gelden 

beide ongelijkheden. Hetgeen twee omgevingen U, en U 

(de zg. doorsnede van U 

a )  Voor a l le  x li a i n  deze doorsnede g e l d t  

van a gemeen hebben 2 
en U ) ,  i s  e c h t e r  ook een omgeving van a .  

1 2 

I f ( x )  + g(x)  - (L +M)I = l ( f ( x )  - L) + ( g ( x )  -M)I e 

l f ( x )  - LI + Ig(x) - Ml < E ,  + c 2  . 
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B i j  een willekeurige E > O kan nu voor deze waarden van x t o t  

I f ( x )  + g(x) - ( L  + M ) l  < E 

geconcludeerd worden, a l s  E > O en E > O zo  gekozen worden dat 

E + E = E ,  b i j v .  E = E = 2 E .  

1 2 
I 

1 2 1 2 

b) Voor a l l e  x f a i n  de doorsnede van U en U ge ld t  
1 2 

I f (x)g(x)  - ml = l ( f ( x )  - L)(g(x)  - M) + (f(d - L)M + L(g(x)  - M)I s 

G \ f ( x )  - Ll lg (x )  - Mi + i f ( x )  - LI ]Ml + IL/ Ig(x) - M /  

G E  . E  + E  . Ibtl + IL(  . E . 
1 2  1 2 

De l a a t s t e  som i s  k l e i n e r  dan E a l s  E 

e lk  der  proclukten E E 

en E zo k l e i n  z i j n  gekozen dat 
1 2 

IMI en E21LI k l e i n e r  dan E i s .  

c )  B i j  het  bewijs maken w i j '  gebruiken van twee opmerkingen: 
1 2' 3 

I .  U i t  l f ( x )  - L I  < E < I L ~  volgt  l f ( x ) [  > I L I  - E > O ,  immers 
1 1 

o c: ILI - E ,  = IL - f ( x )  + f ( x ) l  - E ,  G IL  - f (x ) l  + l f (x ) l  - E ,  < l f ( x ) l  . 
m i t s  L ,L O )  t e  bewijzen en dan 1 

f o = L  ( '  2. Het i s  voldoende om l i m  
x-OI 

1 
op 

Van he t  begin a f  aan kiezen wij E 

en g (x )  r ege l  b) toe  t e  passen. 

< I L I .  Voor a l l e  x f a i n  U 
1 1 

g e ld t  

hl? en E 
* 2  2 

De l a a t s t e  term i s  k l e i n e r  dan E als E k l e i n e r  dan 

w o r d t  gekozen. 
1 

d)  Omdat f ( x )  >- O ,  i s  ook L 2 O. We beschouwen e e r s t  L > O. 

Dan i s  
E 

voor x f a i n  U (als boven). 
J f ( x )  - L I  A im -61 = m+fi fi 

1 

Kiest men nu E 

dan kiezen we E 

I n  de volgende voorbeelden l e i d t  e e r s t  een omvorming van de ui tdrukking 

en dan een toepassing van de s t e l l i n g  zowel t o t  de conclusie da t  de 

l imie t  bes taa t  als ook t o t  z i j n  berekening. 

= c f i ,  dan i s  lm -GI < E voor deze x. A l s  L = O, 
1 

2 2 
= E ; u i t  O S  f (x)  < E volgt  dan lm1 < E .  

1 



Bewi,is Kies E > O. 

In een omgeving U 

In U ge ld t  voor x f a 

van a ge ld t  voor x f a 
1 

- E < f ( x )  - L< c .  

f ( x )  - L<g(x)  - L .  

1.10 

-4.1 
2 

n n  O O .  
I + I  =2 = 

-4n + 5 - Vb. 1 l i m  = l i m  
n - - 2 n  - 5 n + 3  n - m 2 -  

2 n n  

- Vb. 2 Worteltruc.  

2n - 2 l i m  ( G ' G T i  - = l i m  j 2  i?= n + -  n - m  n C n - I  + n - n + l  

2 2 - -  n - 1 .  2 
n + m  Y I + - - - +  -=-- I - - + -  

= l i m  

2 2 n n  n n  

* l i m  g(x) = L . 
x -  a 

I n s l u i t s t e l l i n g  l i m  f ( x )  = L 
x - a  

lim h(x) = L 
x - a  

In een omgeving U van U geld t  voor x f a 

f ( x )  G g(x)  < h(x)  

~n de doorsnede van U en u1 ge ld t  voor x f a - E  < g(x)  - L .  

Analoog: 

I n  de doorsnede van U en 

dus in de doorsnede van U ,  U en U ge ld t  voor x f a 

ge ld t  voor x f a g ( x ) - L < ~  , 
I d x )  - L I  < E .  1 2 

lim- s i n  n = O volgt  u i t  de i n s l u i t s t e l l i n g  en - 1 - S - G  s in  n - 1 . 
n n n n ,  n - -  

u l i m  yj=- 6 + 5 - l i m  6 . dm= 6 volg t  u i t  de i n s l u i t s t e i -  
n - m  n - m  

l i n g  en 

sin x I +- 1 x + s in  x X l i m  = lim j1 = 1 omdat - - O en 
2 x - m  i7-Z x - m  I + -  X 

2 
X 
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1 sin x 1 - - < - < - .  
X X X 

a. l i m  i s  door s u b s t i t u t i e  x = - t t e  her le iden t o t  l i m  : 

x.+- m t - m  

l i m  f ( x )  = l i m  f ( - t )  , want x < - R  correspondeert  met R < -x, 
x-. - m  t - -  
dus met R < t ,  dus de omgeving x < -R van - m correspondeert  met de 

omgeving El < t v a n m .  

x + sin x - t - s i n  t 1 i m  = - 1 .  Vb. 6 l i m  
x - - m  +1 = t - m  

- 
F. Funct ies  d i e  naar  oneindig gaan 

- Def. l i r n  f(x) = m betekent da t  i n  e lke  omgeving van a geoorloofde x f a 
x - a  
l i ggen  en da t  er  b i j  i edere  K een omgeving van a bes t aa t ,  zodat 

voor a l l e  geoorloofde x f a i n  d i e  omgeving ge ld t  

f ( x )  > K . 
Analoog l i m  f ( x )  = - rn . 

x - a  

u l i m  2” = -; l i m  \r, = m. 
n - m  n - m  

= c I  
1 Vb. 2 l i m  - I XI - 

x -  o 

n u (-1) hee f t  geen l i m i e t  voor n - m ,  doch gaat ook n i e t  naar  oneindig. 

u f (x )  = ; 1 voor x > O geef t  f(x) - m voor x - O. Men s c h r i j f t  w e l :  

1 l i m  - = m . 
X I O X  

1 

x T O x  
Analoog l i m  - = - m  

G.  Cont inuï te i t  

Ruw gesproken zu l l en  wij een func t ie  f i n  een punt a van haar  d e f i n i t i e -  

verzameling cont inu noemen, ais de waarden f (x )  voor a l l e  geoorloofde x 
i n  een geschikt  gekozen omgeving van a d ich t  b i j  f ( a )  komen t e  l iggen.  

Def. f ( x )  i s  continu voor x = a ,  a ls  a t o t  de def ini t ieverzameling van f 

behoort en als e r  b i j  i edere  E > O een omgeving van a bes t aa t ,  zo- 
- 
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I.. 

q! 

dat voor a l l e  geoorloofde x i n  d i e  omgeving ge ld t  

l f (x)  - f ( a ) l  < E . 
Let wel, da t  de r e s t r i c t i e  x f a nu n i e t  op t reedt ,  omdat voor x = a 

automatisch aan de ongelijkheid i s  voldaan! 

Een ve rge l i j k ing  met de d e f i n i t i e  van l imie t  op pag. 1.15 l e v e r t  de 

S te l l i ng .  S t e l  e lke  omgeving van a bevat geoorloofde waarden x f a van de 

func t i e  f ( x ) .  De func t ie  f ( x )  i s  p r e c i e s  dan continu i n  a a ls  l i m  f ( x )  = f ( a  
x - a  

De betrekking l i m  

waarden vervuld moeten z i j n :  

1 .  l i m  f ( x )  bestaat ( l i n k e r l i d  i s  gedefinieerd) .  

2. a i s  een geoorloofde waarde ( r e c h t e r l i d  i s  gedef in ieerd) .  

f ( x )  = f ( a )  betekent daa rb i j ,  da t  de volgende d r i e  voor- 
x - a  

x - a  

3 .  Linker l id  = r ech te r l id .  

1 .  u y = is n i e t  continu voor x = O ,  w a n t  l i m  f ( x )  bes taa t  n i e t .  

i s  n i e t  continu voor x = 1 , 
O < X < l  : f ( x ) = x  

1 G X G Z  : f ( x ) = 0  

want f ( 1 )  = O en l i m  f ( x )  bes taa t  n i e t .  
x -  1 

(N.B. Wel ge ld t  l i m  f ( x )  = O en l i m  f ( x )  = ' I )  
x l l  X T I  

- Dei. Een func t i e ,  d i e  continu i s  voor a l  haar geoorloofde waarden, heet  

continu. 

u y = x i s  continu. 

T e  bewijzen i s ,  da t  l i m  
x -  a 

x = a. D i t  i s  t r i v i a a l ,  want om I x - a l  < E 

t e  k r i jgen  moet men I x - 21 < E nemen, hetgeen de omgeving 

a - E < x <  2 + E van 2 is. 
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3 .  u y = x is continu. 
3 3 3 3 Te bewijzen is, dat lim x = a . Aan 1x - a I < E is voldaan, 

x - a  

als 
ven ook nog een ander bewijs. 

Neem voor het gemak a 1 O. Wegens 

< x < G, hetgeen een om,yeving van a is. We ge- 

3 3 2 2 lx - a  I = I x - a l  lx + a x + a  I 
volgt, ais wij alvast 1x1 < Za nemen, dat 

3 3 2 lx - a  I ~ 7 a  Ix-al . 
E 3 Als wij verder Ix - al < - nemen, dan is /x - a31 < E .  

7a2 

Hieruit volgt de bewering. 

y = sin x is continu. 
Te bewijzen is, dat lim sin x = sin a. Uit 

x - a  

Isin x - sin al = 2lsin +(x-a)l / c o s  +(x+a)l < / x  - a /  

zien wij, dat Isin x - sin al < E als l x  - al < E .  

b. Merk op dat hier gebruik gemaakt is van Isin hl 
heid die uit een plaatje is bewezen. 

lhl, een ongelijk- 

b X Stelling De functies x , log x, 2 , de goniometrische en de cyclometrische 
functies zijn continu overal waar zij z i j n  gedefinieerd. 

Een bewijs kan b i J  de huidige opzet niet worden gegeven. De functies, die 
nu meetkundig of b i j  overlevering zijn gegeven, zouden dan beter moeten 
worden gedefinieerd. (Schets de grafiek van deze functies.) 

Stelling 
omgeving van a. Dan zijn ook de volgende functies continu in a: 

Stel f(x) en g(x) zijn continu voor x = a en gedefinieerd i n  een 

a) f(x) + g(d; 

b )  f(x) . g(x); 

d) h(g(x)) mits h(y) continu is in g(a) en gedefinieerd in een omgeving 

van g(a) . 
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Bewi,js De bewijzen van a), b ) ,  c) verlopen analoog als op pag. l . . lG,l ' ( .  

d) lh(g(x)) - h(g(a)) 1 < E a ls  g(x) in een voldoend kleine omgeving van 
g(a) ligt, d.w.z. als Ig(x) - g(a)i < 6. Aan deze laa.lste ongelijkhoid 
is wegens de continuiteit van g weer voldaan a l s  x in een voldoende kleine 

omgeving van a ligt. 

a. Evenals d) bewijst men: 
Stel f(y) is continu voor y = 

geving van lim g(x). Dan geldt 

lim 
X - a  

g(x) en gedefinieerd in een om- 

x - a  

Iim f(g(x)) = i( lim g(x)) . 
x -+ a x - a  

log(arcsin(x-2)) . 
f (x)  = 7 is 'continu voor 2 < x c 5. 

3 x - 1  lim - - - 7 .  
x - ' 2  x - 1  

3 

2 
x - 1  

x + l  x - 1  

continu voor x = 1 .  

Deel nu teller en noemer door (x-1); dat mag omdat x i I .  

De opgave wordt dus 

lim - - - lini 

Vb. 8 lim - . x = 1 i s  niet geoorloofd, dus de functie is niet - 

3 

2 
x - 1  x2 +xi1 

x - 1  x - 1  x - I  x+l 

De laatste limiet is ' , verkregen door x = 1 in te vullen in de 

nieuwe functie, die voor x = 1 continu is. 
2 

sin 2x 2 sin x COS~X 2 
= lim - lim 2 cos x = 2. tan x sin x lim 

x -  o x -  o x -  o 
Voor de oorspronkelijke functie is x = O niet geoorloofd. Na deling 
wordt een functie verkregen, die wel continu is voor x = O. 

bestaat niet. x' + l x  - 8 Vb.lO lirn 
X x -  o 

Als lim f(x) bestaat, maar a een getal is dat niet in de definitieveraa- 
x - a  

meling van f ligt, kan men de functie continu voortzetten in a l  d.w.z. 
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een functie definiëren door g(x) = f(x) voor x f a en g(a) = 

Deze functie g is dan continu voor x = a en heet de continue voortzetting 
van f in a. Zo is (zie Vb. 8 )  de functie g gedefinieerd door 

lim 
x - a  

f(x). 

3 

2 
x - 1  

x - 1  
g(x) = - voor x f I 

e n x f - I  

continu voor x = 1 

H. Een standaardlimiet 

sin x lim - - 1 .  - 
X x - o  

Bewi,js 
gelijkheid af 

Uit een meetkundige figuur lezen wij de volgende belangrijke on- 

sin x < x < tan x (voor O < x <:) . 
Hieruit volgt 

X 1 I < - < -  sin x cos  x 
n welke ongelijkheid ook voor - - < x < O geldt. 

Uit de continuïteit van cos x voor x = O en uit de insluitstelling volgt 
het gevraagde. 

2 

1 1  . 2 ' 2 .  
2 1  1 -cos x 2 sin T X  = lim 
2 

Vb. 2 lim = lirn 
2 x - o  x x-' O X 

1 
- 4  
- _  1 2x 

= lim X 1 
= lim d l  + x - I  lim 

x -  O 2 ( G x  + 1 ) sin 2x * x - o G X +  1 . sin 2x x -  o sin 2x 

1 omdat O S Ix sin - 1  S I X I  . 
X 



n u l i m  (I - x) tan(: x )  . 
x - 1  

Subs t i tueer  x - 1 = t ,  dan 

l i m  
t - O  

- t tan(- n t + -) n = l i m  t co t  2 t = l i r n  + . - 2 2  = - . tan z n t  n n t - O  t - O  2 

§ 4. Enkele belangri,ike s t e l l i ngen  

A. In he t  vervolg baseren w i j  ons op de volgende eigenschap der  r e ë l e  g e t a l -  

l e n  ( "b ina i r e  fuik")  : 

Een oneindige rij  ges lo ten  i n t e r v a l l e n ,  waarbi j  e l k  de l i n k e r  of II r e c h t e r h e l f t  i s  van h e t  voorafgaande, bevat p r e c i e s  één r eëe l  g e t a l .  

B. Ste l l i nD van Bolzano ( I781  - 1848) 

* E r  i s  een 5 met a < 5 < b,waarvoor f ( 5 )  = O . 

= O ,  voor [a ,b21 
2 

1 f ( x )  cont inu  op a < x S b 

f (a )  < O ,  f ( b )  > O I 
Bewi,js Halveer [a,bl = [al  ,b,]; neem, t e n z i j  f 

( a1 + b l  ,) > O ,  de r ech te r  a l s  f( + b ,  ) < O. Pas deze 
de l i n k e r h e l f t  als f 
procedure opnieuw op he t  i n t e r v a l  [ a2 ,b2 1 t o e ,  enzovoort. 

Tenzij  een v m  de waarden f ian : 'n) = O i s ,  "gaat de fu ik  dicht"  en bin-  

nen a l le  i n t e r v a l l e n  l i g t  één g e t a l  L.  Ware f(S) > O dan zou f ( x )  i n  een 

omgeving van E p o s i t i e f  moeten z i j n  (analoog voor f ( t )<  O ) ,  t e r w i j l  s t eeds  

f(a,) < O ,  f ( b n )  > O. DUS f ( 5 )  = O. 

In  deze s t e l l i n g  kan de voorwaarde, dat f ( x )  continu i s ,  n i e t  worden ge- 

m i s t .  

Vb. 1 f (x)  = -3 op O x G  1 . - 
€(x) = 3 op 1 x - (  2 . 

1 u f ( x ) = ;  op - I < X < O  en O < X S I .  

Men kan een n i e t  t e  r a r e  oppervlakte door een hor izonta le  l i j n  i n  
twee g e l i j k e  delen verdelen. Immers z i j  x de hoogte van de rechte  

en z i j  y = de oppervlakte boven minus de oppervlakte onder de 

i 



rechte. Dan y = f(x) en als deze functie continu is, dan i s  vol- 
gens Bolzano ergens f(x) = O, omdat f(groot) < O en f(k1ein) > O. 

Een functie f(x) heet begrensd op een interval 1 als er een getal M 
bestaat, zodat /f(x) 1 G M voor alle geoorloofde x in I. 

Een continue functie hoeft op zijn definitieverzameling niet be- 
grensd te zijn; bijv. y = - op het (niet gesloten!) interval 
O < X < l .  

C .  - Def. 

l 
X 

Stelling A l s  f(x) continu is op a < x G b, dan is f(x) daar begrensd. 

Bewi,js 
[a,b] = [al,b 1. f kan niet op beide helften begrensd zijn. Neem als 
[a2 ,b2]  de linkerhelft als f daarop onbegrensd is, en anders de rechter- 
helft. Pas deze procedure opnieuw toe op [a ,b ], enzovoort. De rij inter- 
vallen bevat één getal E,. D a n  is f(E,) - 1 < f(x) < f ( 5 )  + 1 voor alle ge- 
oorloofde x in een voldoend kleine omgeving I van < en dus f(x) begrensd 
op I. Anderzijds is voor voldoend grote n [an,bn] bevat in I en f(x) on- 
begrensd op [a,,b ]. Deze tegenspraak toont aan dat de veronderstelling, 
dat f(x) onbegrensd is, onhoudbaar is. 

D. Hoofdstellinis over ri,jen. Het getal e. 

(uit het ongerijmde). Stel f(x) is niet begrensd en halveer 

1 

2 2  

n 

Een rij is een functie en daarom zijn de begrippen monotoon stijgend en 
monotoon dalend voor functies (zie 5 2. E) ook op rijen van toepassing. 

Een rij a ,a. , . . . heet monotoon stijgend, a l s  uit m < n volgt c( < a . 
Klaarblijkelijk is hiervoor voldoende, dat an, < an+, voor alle n. 

Een rij alla2, ... is monotoon stijgend, als a 
Analoog: 
Een rij al,ü2, ... is monotoon dalend als an > OL 

Eij een monotoon stijgende rij wordt a steeds groter bij toenemende n. 

Als we behalve groter worden ook gelijkblijven toelaten, spreken we van 
monotoon niet-dalend. Men kan dit voor willekeurige functies formuleren. 
Wij doen het alleen voor rijen: 

Een rij a ,a2, . . .  is monotoon niet-dalend, a ls  an s an+l voor alle n. 

Analoog: 

Een rij al,a2, ... is monotoon niet-stiiuend, als 0: 
Een rij a ,a2,....is naar boven begrensd, als e r  een getal M bestaat, 

1 2  m n 

< voor alle n. n n+i 

voor alle n. n+i 

n 

1 

2 a 
n ntl voor alle n.  

1 
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zodat a < M voor a l l e  n. 

Een rij n,,a2, ... i s  naar  onder begrensd, a ls  e r  een g e t a l  K bes t aa t ,  

zodat an 2 K voor a l l e  n. 

Hoofds te l l ing  

n 

Elke monotoon niet-dalende r i j  a1 , ,a2 , . . . ,  d i e  naar  boven 

begrensd i s ,  hee f t  een l i m i e t  a ,  waarvoor ge ld t  a > a  

voor a l l e  n. 

Elke monotoon n ie t - s t i j gende  rij  a l , a 2 ,  ..., die  naar  onder 

begrensd i s ,  hee f t  een l i m i e t  a ,  waarvoor ge ld t  a c a  

voor a l l e  n. 

n 

ri 

A l s  de r i j  s t i j g e n d  i s  ge ld t  z e l f s  a > an (immers a 2 a n+ i ’ an). 

A l s  de r i j  dalend i s  ge ld t  z e l f s  a < a 

Bewijs S t e l  a l  

Neem voor [a ,b 1 de l i n k e r h e l f t ,  t e n z i j  een ai i n  de r ech te rhe l f t  ligt. 

[a2 ,b2 ]  bevat dan a l l e  a vanaf‘een zekere in.dex. Pas deze procedure o p  

nieuw op [ a 2 , b  1 t o e ,  enzovoort. Dan l i g t  één punt a i n  a l l e  i n t e rva l l en .  

Zou nu een zekere a .  > a z i j n ,  dan zou e l k  i n t e r v a l  [a ,b  1 behalve a ook 

een ak 2 a. bevatten en b - a  3 a - 2 ü.  - CI = p > O moeten z i j n ,  on- 

clanks h e t  herhaalde halveren de r  i n t e r v a l l e n .  na.t  kan n ie t .  Dus z j j n  a l l e  a .  s a 

Maar voor een voldoend groot gekozen n g e l d t  wel a - E C a S a ,  hoe 

k l e i n  E ook i s  , en daarom voor a l l e  k vanaf een zekere index 

a - E < a s a .C. a .  C.W.Z. l i m  a = a .  
k - m  

(immers a S a n n i i  < an) .  

u2 s . .. < ük < . .. < p. Halveer [ a ,  , P I  = [a, , b , ] .  

2 2  

k 
2 

1 n ,n 
1 n n  k 1 

1 

n 

k n k  

Het bewijs voor een monotoon n ie t - s t i j gende  r i j  a , ,a 2 ” ”  i s  analoog. 

- Vb. 1 1 ,  - 1 ,  1, -I,... i s  n i e t  monotoon, i s  wel begrensd, hee f t  geen 

l i m i e t .  

- V b . 2  1 , 2 , 3 , 4  ,... i s  n i e t  begrensd, i s  wel monotoon, hee f t  geen 

(e indige)  l i m i e t .  

i s  begrensd en monotoon s t i j gend ,  dus heef t  

een l i m i e t ,  nl. 1 .  
u T ’ 3 ’ 4 ’ 5  1 2 1 4  ,... 

De r i j  w, met a > 1 ,  i s  monotoon dalend en naar  onder begrensd, 

dus hee f t  een l i m i e t ,  n l .  1. 



D e  r i j  n(c/a  - I ) ,  met a > 1 ,  i s  naar onder begrensd en monotoon 

dalend. Teneinde de monotonie t e  demonstreren tekenen wij de gra- 

f i e k  van y = a . w i j  noemen deze func t i e  de exponentiële f u n c t i e  

of  de g roe i func t i e  (evenredige g r o e i ,  samengestelde i n t e r e s t ) ,  

omdat a = aa . 
Door ( 0 , l )  trekken w i j  de koorden naar  resp.  

X 

x+ 1 X 

Op de v e r t i c a a l  door E = ( 1  , I  ) bepalen deze koorden de stukken 

A ~ E  = a - I ;  A E = z ( j á  - I ) ;  ...; A E = n ( s  - i ) ;  ... . 
2 n 

De punten A , A 2 , . . . , A n , . . .  naderen t o t  het  sni jpunt  B van de ver-  

t i c a a l  met de r a a k l i j n  i n  ( 0 , l ) .  De r i j  n ( K  - 1 )  daa l t  monotoon 

naar  de l i m i e t  b. D i t  g e t a l  b,  de r i ch t ingscoë f f i c i ën t  van de raak- 

l i j n  aan de g ra f i ek  i n  ( O , I ) ,  hangt op continue en monotoon st i j-  

gende wijze a f  van a. Voor a = 2 b l i j k t  b < l (benaderd b = O , 7 ) .  

Voor a = 4 b l i j k t  b > 1 (benaderd b = 1 , 4 ) .  Volgens de s t e l l i n g  

van Bolzano i s  e r  een (en  wegens de monotonie s l e c h t s  een) g e t a l  a ,  

waarvoor de h e l l i n g  b = 1 .  D i t  g e t a l  noemen w i j  he t  g e t a l  e ( z i e  

appendix I ) .  

Voor d i t  g e t a l  ge ld t  

1 

Later  zu l l en  w i j  z e l f s  bewijzen d a t  
n 1 

n e = l i m  ( I  + -) . 
n + m  

De r i j  

1 O 0 0  
= 2.37; 1.001 = 2.718 

27 
2; e = 2.25; 4 

l e v e r t  d a n  

e = 2.71828 ... 
e i s  de waarde van a waarvoor de graf iek  van ax i n  ( O , I l  
een raakl i , jn  met r i ch t ingscoë f f i c i ën t  = 1 heef t .  II 

u De rij bestaande u i t  de g e t a l l e n  

1 n! , w a a r i n  n! = 1.2.3.4 ..... n ,  a = 1 + 1 + -  +i+...+- 

l u i d t :  

1 1 
n 2 !  3. 



a, = 2 

a* = a +I = 2 + 0,s = 2 , 5  
i 2 !  

1 
3 2 3 !  

1 
4 3 4! 

5!  

a = a + - 2 , 5  i 0,16667 = 2,66667 

a = u .  + - N  2,66667 + 0,04167 = 2,70834 

a5 = a4 

a6 = a + 2,71667 t 0,OOljg = 2,71806 . 
+ - N  2,70834 + 0,00813 = 2,71667 

1 
5 

Dat de r i j  monotoon s t i j g t ,  i s  t r i v i a a l .  

Dat de r i j  begrensd i s ,  volgt  uit 

n = 1 + 2 [ 1 - ( ~ ) 1 < 3 .  1 

Dus l i m  a bes taa t  en = 2,718... . Later  za l  bli,]ken da t  deze 

l i m i e t  he t  g e t a l  e van Vb. 5 is .  

n n - m  
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HOOFDSTUK Iï 1Nl~’INISESIMAALREKENING 

$ 1 .  Afgeleide 

Def. A l s  lim f(x) - fis' bestaat, dan heet f(x) differentieerbaar voor x - a  - 
x - a  
- x = a. De limiet heet de afgeleide voor x = a; notatie: f’(a). 
Als de afgeleide voor alle geoorloofde x bestaat, heet f(x) differen- 8 

tieerbaar; de afgeleide f’(x) is weer een €unctie van x. 

Stelt men x = a + h, h = x - a, dan kan men voor  de afgeleide ook schrijven: 

f(a+h) - f(a) 
h lim 

h - O  
(1) 

f(a+h) - f(a) 
h Eet bestaan van de afgeleide kan ook zo worden uitgedrukt, dat 

als  functie van h continu kan worden Voortgezet voor h = O. 

We zeggen dat f(x) lineair benaderbaar is voor x = a indien er een constante A 
en een functie p(h), gedefinieerd in een omgeving van h = O, bestaan met de 
eigenschappen: 

f(a+h) = f(a) + A h  + hp(h) 

( 2 )  

lini p(h )  = O . 
[h- 0 

Ce volgende stelling drukt uit dat lineaire benaderbaarheid gelijkwaardig is 
met differentieerbaarheid. 

Stelling 
f(x) differentieerbaar voor x = a en f’(a) = A .  

A l s  f(x) differentieerbaar is voor x = a, dan is f(x) lineair benaderbaar 

voor x = a door f(a) + f’(a)h. 

f(a+h) - f(a’ = A + p(h)  een limiet Eewijs A l s  (2) gegeven is, dan heeft 
voor h -, O, nl. A .  

Omgekeerd: bestaat (1) inet waarde f’(a), dan geldt: 

A l s  f(x) lineair benaderbaar is voor x = a door f(a) + Ah, dan is 

, 

h 

terwijl: 



S t e l l i n g  A l s  f(x) difierentieerhaar is voox x = a ,  aan i s  €(x) contint1 v«or 

x = a.  

Bewi;is lim f (x )  = l i m  f ( a + h )  = l i m  [ f ( a ) + h f ' ( a ) + h p ( h ) ]  = 
x - a  h - O  h - O  

= f ( a ) + O . i ' ( a ) + ~ . ~  = f ( a )  . 

m. E r  z i j n  f u n c t i e s ,  d i e  wel cont inu,  maar n i e t  d i f f e r e n t i e e r b a a r  z i j n .  

u f ( x )  = 1x1 . 

1 als  a > O 
-1 a ls  a < O . h a + h '  - j a '  = i f ( a + h )  - f(a2 = lim I 

h -> O h l i m  
h -  O 

hd n i e t ;  de functie i s  ech te r  wel Als a = O ,  dan bes taa t  l i m  

cont inu voor x = O. 

h h -  O 

Meetkundige i n t e r p r e t a t i e :  

I .  f ( x )  - = t a n  'p i s  de r i ch t ingscoë f f i c i ën t  van de koorde tussen de x - a  

punten (a , f (a ) )  en ( x , f ( x ) )  van de gra£iek.  

f ' ( a )  = t a n  a i s  de r i ch t ingscoë f f i c i ën t  van de r a a k l i j n  i n  h e t  punt 

(a : f (a ) )  aan de graf iek .  

A ~ S  f l ( a )  > O ,  dan tan a > O ,  aus O < a < - . n 
2 

n 
2 

B I S  f f ( a )  < O ,  dan tan a: < O ,  dus - - < CI < O . 
~ ì s  f l i a )  = O ,  dan tan a = O ,  aus a = O . 
De l i n e a i r e  benadering van f (x )  = f ( a + x - a )  door f ( a ) + ( x - a ) f l ( a )  i s  

dus een benadering van de g ra f i ek  van y = f ( x )  door de r a a k l i j n  i n  
( a , f ( a ) )  waarvan immers de ve rge l i j k ing  i s :  y = f ( a )  + (x  - a ) f l ( a ) .  

De a fge le ide  wordt ook i n  de d e f i n i t i e  van zeer  v e l e  natuurkundige en 

technische begrippen gebruikt .  

2. 



VI). 2 Mechanica. S i j  (!en beweging s = f ( t )  i s  de &emidd.elde sneltieiti o v ( ~ i  
he t  t i jdvak [ to , to  + hl p e r  d e f i n i t i e  - 1 [f(to + h )  - f ( t o ) ] .  

h 

Bij eenpari(: versnelde beweging, s = v t + -5- 2 
o z gt , i s  

v f l ( t + h )  + * g ( t + h ) ' - v t  - ~ g t  1 2  
0 = v  + c t .  sne lhe id  = 1.im 

h -' O h O 

u Uitzettin:?scoëff. van een staaf. Z i j  de l eng te  van een st,aaf b i j  nul. 
graden L( 0 )  en b i j  T graden L = L(T) . 
De mate van u i t z e t t i n g  b i j  temperatuur T wordt aangegeven door 

L ( T + T )  - L ( T ~  l i m  
7 - 0  7 3 

d i t  heef t  de d h e n s i e  van lengte  gedeeld door temperatuur. 

De uitzett i .n~scoci ' i ' iciënt b i j  temperatuur T i s  

Vloeistof i n  een buis .  De druk p i s  een func t i e  van de p l a a t s  i n  de 

bu i s :  p = p ( x ) .  Het drukverval langs de buis i s  de verandering van de 

druk per  lengte-eenheid = l i r n  9' x + h )  - p(xl 
h h -  O 

Soorteli . ike warmte. A l s  Q ( T )  de warmte i s ,  nodig om een eenheid van 

massa van temperatuur G o  op temperatuur T t e  brengen, dan i s  

Q ( T 2 )  - Q(T,) de warmte n0di.g om de temperatuur van T 
1 2 

gen. De l i in ie t  van de gemiddelde benodigde warmte i s  de s o o r t e l i j k e  

w a r m t e  b i j  temperatuur T ,  en wordt gegeven door  

op T t e  bren- 

T+T) - Q ( T 1  
i i r i i  Q' 

7 
T-. o 

In a l l e  voorbeelden i s  a.angenomen da t  de l i m i e t  bes t aa t .  



2. De techniek van he.L d i f f e r e n t i ë r e n  

A .  Regels van LeibnkL (1646 - 1716) 

Gegeven i s  dat f(x) en g(x) di f fe ren t i . eerbaar  z i j n  voor  x = a ,  dus: 

f ( a + h )  = f ( a )  + h f ' ( a )  + hp(h) 

g ( a  j h )  = g ( a )  + hgt(a) + b ( h )  

Nu gelden de volgende r ege l s :  

met p ( h )  -' O 

mei; o(h) -' O 

a1.s h -> O.  

al:: h - o. 

1. 

2.  

3 .  

€(x) + g(x) heef t  i n  x = a de a fge le ide  f l ( a )  + g t ( a ) .  

Kortweg: ( f  + g ) '  = f '  + g ' .  

Bewi,is: f ( a + h )  + g ( a + h )  = f ( a )  + g ( a )  + h ( f ' ( a )  + g ' ( a ) )  + h d h ) ,  

met .i(h) = p ( h )  + o(h)  en dus T(h) -, O a l s  h -> O. 

£ (x )g (x )  heef t  in x = a de a fge le ide  f ' ( a ) g ( a )  + f ( a ) g ' ( a ) .  

Kortweg: ( f g ) '  = f'g + f g ' .  

Bewijs: f ( a + h ) g ( a + h )  = f ( a ) g ( a )  + h ( f ' ( a ) g ( a )  + f ( a ) g ' ( a ) )  + hT(h), 

met 7(h)  = h ( f ' ( a )  + p ( h ) ) ( g ' ( a )  + o ( h ) )  + p(h )g (a )  + o ( h ) f ( a )  + O 

als h-+ O. 

Gevolgen : 

( c f ) '  = c f '  ( c  cons t an t ) ,  want c' = O. 

( A f + k g ) '  = A f ' f p g '  ( A  en p cons tan t ) ,  i n  he t  bijzonder (f - g ) ' = f ' - g ' .  

( f g h ) '  = f ' g h  + f g ' h  + fgh ' .  u 
f2(a)  

& h e e f t ,  n i t s  f(a) f O ,  i n  x = a de a fge le ide  - 

Kortweg: ($) = - - . f '  \ '  

f 2  

u 
f2(a)  

& h e e f t ,  n i t s  f(a) f O ,  i n  x = a de a fge le ide  - 

Kortweg: ($) = - - . f '  \ '  

f 2  

'fT;1T- ' h u  f 2 ( a )  + hT(h) , 

h f ' ( a ) ( f ' ( a )  + p ( h ) )  - p ( h ) f ( a l _  met T(h) = 
f 2 ( a ) f ( a  + h)  

(N.B. f ( a + h )  f O voor h i n  een omgeving van 

Gevolg: 

O als h -> O . 

h = O.) 



4. Kettinmeisel voor samengestelde €uncties 

Gegeven: f(x) is difierentieerbaar voor x = a en q ( u )  is differentiëer- 

baar voor u = b = f(a). Dan geldt: 
q(f(x)) heeft in x = a de afgeleide q'(b)f!(a). 

Bewi,js: Stel q ( b + k )  = q(b) + k y p ' ( b )  + ko(i:) met o(k) - O 
Nu is: 
y(f(ath)) = rp(b+hf'(a) + hp(h)) = q(b) + hq'(b)f'(a) + h-c(h) 

met ~ ( h )  = qJ(b)p(h) + (ft(a) + p(h))o(hf'(a) t hp(h) )  - O 

Voorbeeld 

als k -a O. 

als h -' O. 
3 

Bij q ( u )  = u vindt men voor de afgeleide van 
'g(f(x)) = (f(x)) 3 .  in x = a: S(î(a))'îl(a). 

5. Inverse functie 

A l s  y = f(x) voor a x < b differentieerbaar is met fl(x) f O en een 
inverse functie x = q ( y )  heeft, dan is V(y) differentieerbaar met af- 
geleide 

Bewi.js: Voor x met a < x, < b geldt f (xo  t h) = f(xo) t hf'(x,) + bp(h) 
Voor voldoend kleine h heeft fl(xo) + p(h) het teken van fl(xo). 
Stel bijvoorbeeld fl(x,) + P(h) a c > O als Ihl 

o 

B ,  dan is 
f(xo - a )  < f(x,) = y, < f(xo t 6). 

Bij elke y, in f(xo - b )  < y ,  < f(xo + 6) is er precies één x, met 
y, = f(x ). Nu is voor zo'n y, : 

en ft(xo) + p(x, - xo) f O. 
A l s  nu y - y , ,  dan gaat ook ~(y,) = x, - x 
We hebben echter: 

1 
Y, - Y, = f(x,) - f(xo) = (Xi - x,)[f'(x,) + P(Xl 2 .,)I, 

= ~ ( y , ) .  1 O 

d Y 1 )  - d Y 0 )  x, - xo - 1 

y1 - y o  - y ,  - y o  fl(x O ) + p(xl - xo) -.ia; 
indien y - y,. 
OJJ. Deze regel is in overeenstemming met de kettingregel: 

1 

1 qp(f(x)) = x geeft y'(f(x))fl(x) = 

Ook de meetkundige betekenis is duidelijk: de raaklijn aan de 
grafiek in (x 
f'(x ) = tan a ,  q ' ( y  ) = tan(- - a )  = ~ - 

. îl(x) = I. 

) maakt complementaire hoeken met x- en y-as, 
n 1 1 o 'Yo 

O O 2 tan a - f'(x,T . 



B. Dc clerncn.i;a-i.re fun,- 

6 .  y = s i n  x;  y '  = cos  x .  

7 .  y = cos x; y '  = - s i n  x. 

2 2 

2 
cos  x + s i n  x 

cos x 

1 8.  y = t an  x; y '  = - 
2 cos  x 

1 

s i n  x 
9. y = cot x;  y '  = - - 

2 

voor - 1 -= x <  1 . 1 10. y = a r c s i n  x; y '  = K-2 
Bewijs: y = a r c s i n  x i s  inve r se  func t i e  van x = s in  y voor 
- * n < y &  2 n .  

v o o r ' -  1 x < 1 ,  omdat cos y i 0 1 1 1 

cos y 1 - s i n  y 1 - x 
Y' : = -  - - f--7 = i 7  

v o o r  - + n  c y < - , n  1 . 
, want arccos x = .3 ,, ir - ~ r ~ ! ~ ; i - , ~ .  x , 

1 
& 

1 1 .  y = arccos x ( - I  c x <  I ) ;  y '  = - 
2 

4 1  - x  
1 1 2 .  y = a rc t an  x; y '  = 

1 + X 2 .  

Bewijs: y = arc tan  x i s  inverse  func t i e  van x = tan y voor - + n < y c . 
1 - - 2 1 y '  = 30s y = 

2 2 I t t a n y  l + x  

n n-i 15 .  y = x ( n  gehee l ) ;  y '  = nx 

Bewiis: 

n a ) n > ~ , y = x  = x . x . . . x ;  

n-i y '  = x' . x...x + x. x'  ... x t ... + x. x. . .x '  = nx 

(herhaalde toepassing van 2 .  ) 
h ) n < ~ , n = - p , p > ~ , x # ~ , y = - ;  1 

P X 

( toepassing van 3. ) 



X. X 
1 4 . y = e ; y i - e .  

X De groeif imct ie  (ook exponentiële f u n c t i e  genoemd) y = a 

s t e i l e r  naarmate a g r o t e r  i s .  Voor één waarde van a ,  d i e  w i j  op 

blz. 1.27 he t  getal o noemden, z a l  de graf ie l :  de y-as onder een hoek. 

n/4 sni jden.  Voor de i:unctie y = e 

De afge le ide  v o o r  wil lekeurige x vo lg t  u i t  

verloop 1 

X. g e l d t  ( iu s  y'(0) = I .  

y- Afsi,raak 

e - e  X X X e - -  I 
h = e l i m  l i  - i' y ' ( 0 )  = e . 

h x+h x 

h - O  
y'(x) = l i i n  

h - O  

Voortaan zu l len  w i j  e a ls  grondtal  der logarithmen nemen, 

wanneer e r  n i e t s  b i j s t a a t .  De logarithmen met grondta l  e 

heten na tuu r l i j ke  of neperiaanse logarithmen naar  Napier 

(1550 - 1617). 



;I,-1 I O .  y = xa (x  > O ,  a r e ë e l ,  cons t an t ) ;  y '  = 3x 

E r  ge ld t  

a a log  x x = e  

dus 

a log  x 5 - a l o g  x - log x (a- i  ) log  x a-i y '  = e - ae e = ae = ax X 

n 
(De r ege l s  1 3  en 18 z i j n  ge l i j k lu idend ;  het ve r sch i l  i s  dat x 

x < O en gehele n wel gedefiniëerd i s ,  t e r w i j l  da t  voor x 

r e ë e l  i n  het algemeen n i e t  he t  geval  i s . )  

voor 
a met x < O en a 

Bewi,js: W i j  bewijzen de tweede formule, waaruit de e e r s t e  vo lg t .  x i s  wi l l e -  

lceiirig maar vas t .  
log(1 + X) - log  1 

. x  x n  n n i o g ( l  + X) 
l i m  (1 + 9 = l i m  e = l i m  e 

n - m  n - m  n -> m 

S t e l  x/n = h ,  dan komt e r  

log.( l+h)  - log 1 
h x. l i m  . x  log(l+h) - log. 1 

h h -> O = e  l i m  e 
h -  O 

De l imie t  heef t  de waarde 1 ,  want h i j  i s  j u i s t  de a fge le ide  van de logarithme 

voor x = 1 .  

Voorbeelden 

Vb. 1 

- Vb. 2 y = e ; y '  = e 

TI y = cos x + c o s 6  ; y '  = - s i n  x . - 
t an  x t a n x  - 1 

2 cos x 

2 . 3x . 3 1 1 
3 '  6 u y = iog[arc tan(x  )I; y' = 

a r c t a n  x 1 + x 

7 - -  2 _ -  2 _ -  1 
5 1 1 2 1 3 2  5 - 1 -  

- - x  - 3 5 x2 - x3 + x 
1 



1 1 " . [I t 7 (1  t xZ)-". 2x1 = 
y = lot:[x +{i+,]; 2 y' = 1 

L x t v 1  + Xe 

u y = log 1x1 . 

I 
x x log x x log x y = x  = e  ; y' = e ( 1  + log x) . 

' - Vb. 8 y = arctam 

1 1 
I 1 .J1_,2 - x.'; (l-x")-". (-24 

X 1 - x  1 + -  2 
1 -x 

1 2 
= V X  1 - x  +- - 

\i 1 -x =f-T 1 -x 

w. Dit antwoord krijgt men ook bij het differentiëren van 
y = arcsin xi 

1 )  In een conisch vat stroomt water met een constante snelheid. 
Hoogte vat = b = 3 m 
straal bovencirkel = a = 4 m 
snelheid = s = 2 m 
Gevraagd wordt de snelheid, waarmee de waterspiegel stijgt, op het 

moment dat de hoogte h van het water 1 m is. 

3 per minuut. 

2) begexec zijn a, b, s, en op een bepaald moment h. 
- Gexrsagd wordt de stijgsnelheid, i.e. de afgeleide van de hoogte h 
op het bepaalde moment, en wel de afgeleide van h naar de tijd t. 

Gevraagd is dus h'(t) uit te drukken in a, b, s, h. 

3 )  s = V1(t) met V = volume water ten tijde t. 

De vraag is dus h' uit te drukken in a, b, V', h. 



1.1.10 

- Def. 

4 )  Nu z i j n  V en  11 onderl ing a fhanke l i jk ,  nl. als  x de straal van de 

waterspiegel  j 3: 

f i x )  heef t  een maximum voor x = c ,  als f ( x )  S f ( c )  voor a l l e  geoorl.oof- 

de x. 

f ( x )  hee f t  een locaal maximum voor x = c ,  als e r  een omgevin:: van c be- 

staat, zodat voor a l l e  geoorloofde x i n  d i e  omgeving g e l d t  f(x) zs f ( c ) .  

D i f f e ren t i ee r  naar t ,  dan 

2 2  na h 

b2 
V' =-h' 

en hiermee i s  h' u i t  t e  drukken i n  a ,  b ,  V '  en h. 

5) Vul de spec ia le  waarden i n :  

h '  , dus h '  = 2 m/min. n . 1 6 . î  
9 2 =  

§ 3 .  Extrema 

Opm. 1 Analoge d e f i n i t i e s  gelden voor minimum en locaa l  minimum. 

I n  p l a a t s  van locaa l  maximum zegt  men ook wel r e l a t i e f  maximum, 

i n  p l a a t s  van globaal  maximum absoluut  maximum. 

s t e l l i n g  van Weiers t rass  (1815 - 1897) 

Als f ( x )  continu i s  op a G x G b,dan i s  e r  een 5 met a G L < b zodat 

f(E,) >- f ( y )  voor e lke  y i n  a 4 y G b ,  m.a.w.  f ( x )  i s  maximaal i n  E,. 

(Evenzo i s  e r  een q met a G q G b waar f ( x )  minimaal i s . )  



1 1 . 1 1  

Bcw.i..is: We passen dc  s t e l l i n g  van de "b ina i r0  I ' i r i k "  toe ( b l z .  1.24). 

Verdeel h e i  i n t e r v a l  3 c .  x S b i n  twee he l f t en  ( i j l .  a G x c '. !i (a + b ) ;  
I (a + b)  < x < b) . Li,D1 i n  de r e c h t e r h e l f t  een pun 1, waar de waarde van f (x) 

Gro.ter i s  dan a l l e  waarden van f ( x )  i n  de l inkerhe l i '%,  dan kiezen we de 

recli-terhelft ,  anders  kiezen we de l i n k e r h e l f t .  ( A l s  f ( x )  een maximum Z O I J  heb- 

ben i n  x = % ( a + b ) ,  kiezen we dus h e t  l i n k e r  i n t e r v d . )  We hebben zo een 

h e l f t  van he t  i n t e r v a l  {Tekozen met de eigenschap clal; f ( x )  i n  deze h e l í t  waar- 

den aanneemt, d i e  2 z i j n  dan a l l e  waarden bu i t en  he t  gekozen dee l in t e rva l .  

Verdeel nu h e t  gekozen i n t e r v a l  i n  twee h e l r t e n  en k i e s  volgens he t ze l fde  

procédé een van de twee he l f t en .  Herhaal d i t .  We verkr i jgen  zo een fuj.k van 

i n t e r v a l l e n  met de eigenschap d a t  i n  e l k  i n t e r v a l  piinten l i ggen  waar de waanie 

van f ( x )  >- i s  dan a l l e  waarden bu i t en  da t  i n t e r v a l .  De fu ik  t r e k t  z i ch  samen 

rond een punt w a a r  de f i inct ie  f (x )  een maximum hee f t .  

Opm. 1 Het i n t e r v a l  moet z i j n  eindpunten bevat ten ,  anders  behoeft e r  geen 
1 maximum t e  bes taan ,  zoa ls  b l i j k t  u i t  f ( x )  = - op O < x G I .  

De e i s  da t  f ( x )  contiiiu i s  behoort e r b i j ,  a r d e r s  behoeft e r  geen 

maximum t e  bestaan,  zoals b l i j k t  u i t  hei; volgende voorbeeld. 

Op O < x < 1 i s  f(x) gedef in ieerd  door f ( x )  = x a l s  x i r r a t i o n a a l  i.2; 

f ( x )  = + als  x r a t ionaa l  i s .  

Ook de func t i e  g(x), gedefinieerd door g(x) = x ( O  

hee f t  op O G x <  1 geen maximum. 

X 

Opm. 2 

x < 1) ;  g(1) = O 

Opm. 3 L behoeft  n i e t  h e t  enige g e t a l  op a b t e  z i j n ,  waar f(x) maxi- 
maal i s .  Ook kan h e t  maximum op de rand worden aangenomen. 

W i j  zu l l en  een u i t b r e i d i n g  van deze s t e l l i n g  v o o r ' f u n c t i e s  van meer 

dan één var iabe le  vaak gebruiken. 

Opm. 4 

S t e l l i n g  (Fermat, 1601 - 1665) 

S t e l  f ( x )  i s  voor a < x < b d i f f e r e n t i e e r b a a r  en f ( x )  heef t  een locaal 

maximum voor x = c, (a  < c < b) .  Dan i s  f l ( c )  = O .  

Bewijs: U i t  f ( c t h )  - f ( c )  O voor h >  O en h <  O volgt  

- f ( c ) >  O voor h <  O .  
h - f (c l  < 0 voor h > 0 en h 

-1 ? .  De l imie t  van h e t  quot iën t  b e s t a a t ,  en i e  i n  beide geva l len  f'(c) 
Dus f ' ( c )  < O en f l ( c )  2 O ,  dus ft(c) = O.  t 



12.12 

Gevolg 

h. Een overeenkomstige stelling geldt voor een locaal minimum van f(x). 

Als f'(x) > O voor alle x in een interval, dan is f(x) monotoon stij- 
gend in dat interval. 

Stelling van het gemiddelde 

Als f(x) çontinu is voor a S x < b en differentieerbaar voor a < x < b, 

dan is er een 5 met a < E, < b zodat 

Gevoln 

= f!(E) f(b) - f(a1 
b - a  

Als f!(x) < O voor alle x in een interval, dan is f(x) monotoon 

dalend in dat interval. 

Er bestaat dus een punt waar de raaklijn aan y = f(x) evenwijdig is aan de 
koorde die (a, f(a)) en (b, f ( b ) )  verbindt. 

(Er kunnen uiteraard meerdere punten bestaan met deze eigenschap!) 

Bewi.js: Noem 

[f(b) -'f(a)l . x - a  
g(x) = f(x) - 

D m  

g(b) = f(a) en g(a) = f(a) dus g(b) = g(a) en 

Volgens Weierstrass is er een E, waar g(x) een maximum en een q,  waar g(x) 
een minimum heeft. Als t = q, is g(x) constant, dus g'(x) = O voor alle x. 
Als g(x) niet constant is, volgt uit g(a) = g(b), dat van 5 en q er minstens 
één f a en f b is, bijv. 5 .  Volgens Femat is dan g'(E) = O. Daar geldt dus 

Bewi,js: Stel dat f(x) niet monotoon stijgend is, dan bestaan er x 
waarvoor x, < x2 en i (xi ) 2 f (x2 ) , dus 

en x 
1 2 

f(Q - f(x,  ) 
s O , dus er is een L waarvoor î t ( t )  O, x - x1 

2 



11.15 

Gevolg Als f'(x) = O voor alle x in een interval, dan is f(x) constant in 

dat interval. 

X O 1 2 
1 y + + ? + + O - -  - - - -  4 

y' + + ? - - - - -  o +  + 

Voor x = 2 bereikt de functie een minimum, daar f(x) afneemt voor 
x < 2 en toeneemt voor x > 2 en continu is voor x = 2. 

u Schetsy = (x-1) (x+I)~. Uit y' = (~-1)(x+1)~(5x-1) volgt 
2 

1 1 
5 
- X -1 

Y - -  o + + + + + ( ) + +  
y' + + o  + + o  - - o + + . 

1 
5 B i j  x = -1 treedt geen extreem op, bij x = -  een locaal maximum 

1456 M 1 ,l),bij x = 1 een locaal minimum. 31 25 
(groot 

3 2  Schets y = x - = '&? (s- 3) .  
Merk op dat steeds y < x behalve voor x = O. 



11.14 

h 

X O 8 27 

y - - O - - - - - ( ) + +  

y '  + t ? - - O + + + + + ,  

1 6 .  - 3  
I ' + O -  

Voor x = O heeft f(x) een extremum omdat f'(x) daar van teken wisselt 
(hoewel f'(0) niet gedefinieerd is); voor x = O heeft f(x) een maximum, 

voor x = 8 een minimum (grootte = - 4). 

u Gevraagd die kegel, met grondcirkel op een gegeven boloppervlak en top 
in het middelpunt van de bo l ,  die de grootste inhoud heeft. 

m. 
onafiankelijke variabele, dan is 

I = - h . nr' = - &(I  -hz), geoorloofd: O 5 h s 1. 

I' = - 7t - nh'. Voor h = 

Neem de straal van de b o l  = 1. Neem de hoogte h van de kegel als 

1 1 
3 3 
1 
3 3 6 is I maximaal wegens 

u Gegeven is de grafiek van y = f(x). 
Gevraagd de vergelijkingen van de raaklijn en de normaal in het punt 
P(xo,f(xo)) van de kromme. Schrijf: f(xo) = yo. 

a. De vergelijking van een willekeurige rechte door P is: 
y - y o  = c(x-x ). O 
(De rechte x = x 
heeft in P de normaal y = y,, ) 
De richtingscoëfficiënt van de raaklijn in P is tan a = f'(x,), dus 
de raaklijn heeft de vergelijking 

die ook door P gaat beschouwen we verder niet; deze O' 

Y - Yo = f'(xo)(x-xo) * 

tan p = - l / tan a = - l/fl( 

De richtingscoëfficiënt van de nomaal in P is 

. 
"0 

1 Vergelijking normaal: y - y = - 7) ( x - x0 ) . 
"0 

O 

We gebruiken nu onze kennis van de samenhang tussen het teken van de afgeleide 
en monotonie van een functie voor de berekening van enige standaardlimieten. 



~ 

11.15 

Beschouw f(x) = xpe-x voor x > O (p > O constant). 

1 -x fl(x) = pxp-'e-x - = 2- e (p - x) . 
Dus f'(x) < O voor x > p ,  dus f(x) is monotoon dalend voor x > p. 

Vervangt men p door 2p, dan vindt men 

x e 

x2Pe-x < (2p)2Pe-2P 

2p -x monotoon dalend voor x > 2p en continu voor x = 2p, 

voor x >- a, 

Laat nu x -, m. De insluitstelling levert dan: 

2 lim - = O, hetgeen ookjuistis voor  p < O. 
X x - - e  

Beschouw nu u (q > O constant) en stel t = q log x, x = e t/q 
9 X 

dan correspondeert x + met t -* - en 
= o .  -gx - -  

- t  , dus lim 
9 X'rn x X qe 

We vinden als resultaat twee standaardlimieten 

- 0  ( p  constant) lim - - xp 
X 

X - -  e 

= o  (p constant > O) . lim 
x - =  xp 

X De functies log x, 2 (p > O constant), e 
2 gaat vlugger naar m, naarmate p groter is. Verder gaat log x langzaam 
naar m, gaat vlugger, zelfs als p klein positief is; e gaat vlugger 
dan 2, z e l f s  ais p groot is. 

gaan alle naar - voor x -. m ,  

X 



5 4. De methode van Newton 

Voor h e t  

dus 

&. x 
1 

D i t  i s  een methocle voor de numerieke b e n a d e r i q  van wor t e l s  van verge1i.jki.n- 

gen. Wanneer de v e r g e l i j k i n g  f ( x )  = O n i e t  exa.ct opCelost kan woden.  moeten 

numerieke methoden gebru ik t  worden, zoa l s  de volgende: 

Laat xo i n  de buurl. van de wor te l  liggen. 

De r a a k l i j n  i n  h e t  punt P ( x o , f ( x o ) )  aan de gra.fiek van y = C(x) sni3d.t d.e 

x-as i n  x . Onder zekere omstandigheden i s  dan x ,  een betere  benaderin,: van 

de wortel .  De v e r g e l i j k i n g  van de r a a k l i j n  i n  P l u i d t  y -  f ( x o )  = f ' ( x , ) ( x - x , ) .  
1 

sn i jpun t  met x-as i s :  -f(x,) = îl(x,)(x, -xu) 

I x = x  -q 
g e e f t  n i e t  a l t i j d  een b e t e r e  benade rhg .  

3 Vb. 1 f ( x )  E x - 2 X  - 5 = O. - 
f ( x o )  

-I = 2 , l O  
2 V o o r  xo = 2 is f(x ) = -1. Dan x 1 = x o -f'o=?- 

3 . 2  -2 O 

Voor x = 2,1 is  f ( x  ) = 0,061 
1 1 

Volgens Newton i s  dan 

We weten n i e t ,  hoe nauwkeurig de benadering i s ,  hoeveel decimalen 

a c h t e r  de komma we mogen opschri jven.  

f(x) = x - a = O (a  z O ) .  

Z i j  x > O ,  dan 

2 - Vb. 2 

O 

U i t  x vind.en w e  x enz. Algemeen 
1 2 '  
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- D e f .  

Om fi t e  benaderen, nemen we a = 2. Kies x = 1 .  
O 

De b i j  dx behorende d i f f e r e n t i a a l  van y = f ( x ) ,  n o t a t i e  d y  of d f ( x ) ,  

i s  

We proberen i n  d i t  geval i e t s  over  de "fout" = xn - 1 2  t e  weten t e  komen: 

n-i (Xn-1 - 6 2  + 2 - 2i-2 Xn-, 
- 

x2 
- 2 

n-i 
x - T2 = &(xn-, +y) - fi = 2x "n-1 n-i 
n 

Hieru i t  vo lg t ,  da t  xn - fi a O (behalve eventueel  voor n = O ) ;  we benaderen 

fi "van boven af". Hie ru i t  vo lg t :  

n -C)* ; 

de fout  i s  hoogstens g e l i j k  aan h e t  kwadraat v a r d e  vorige f o u t .  D i t  be tekent ,  

da t  a l s  i n  een bepaald stadium 5 decimalen a c h t e r  de komma c o r r e c t  z i j n ,  d i t  

aan ta l  b i j  de volgende s t a p  1 0  en b i j  de daarop volgende s t a p  20 i s  enz. 

Om een idee  van de t e  bereiken nauwkeurigheid t e  geven i s  hierboven h e t  maxi- 
male aantal co r rec t e  decimalen opgeschreven, da t  u i t  de betreffende benade- 

r i n g  t e  halen i s .  

'$ 5. D i f f e r e n t i a l e n  
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m. W i j  noemden het  willekeurige ge t a l  dx, opdat de nota t ie  ook k lopt  

voor de func t ie  y = x i  D a n  l i n k s  dx en r ech t s  1 . dx. Dus dx i s  ook 

een d i f f e r e n t i a a l ,  n l .  van f ( x )  E x i  

2. Nu de meetkundige i n t e r p r e t a t i e  

De r ich t ingscoëf f ic iën t  van de r a a k l i j n  i n  een punt van de graf iek  van 

y = f ( x )  wordt gegeven door 

s tuk i n  y - r i c h t i n  
f ' ( x )  = stuk i n  x-richti: 

Duid een wil lekeurig stuk i n  x- r ich t ing  aan door dx (dus dx i s  een varia- 

be l e ) ,  en duid he t  bijbehorende stuk i n  y- r ich t ing ,  zodat wij op de raak- 

l i j n  te recht  komen, aan met &y. Dan 

d y  = f ' ( x ) d x  . 
Voorbeeld y = y , y '  = 2x . 
in ( 1 , ~ )  i s  

Algemeen: dy = 2xdx. 

2 

= 2 d ~ .  i n  ( -  &,$) i s  Q = - d ~ .  

3 .  Het quotiënt 4r i s  volgens de d e f i n i t i e  g e l i j k  aan f ' ( x ) .  Daarom heet dx 
f ' ( x )  ook wel een d i f f e ren t i aa l auo t i ën t .  

4. Het werken met d i f f e ren t i a l en  vereenvoudigt de schr i j fwi jze :  

Volgens de r ege l s  van Leibniz i s  

d ( u + v )  = ( u + v ) ' d x  = u'dx + v'dx = dU + dv. 

d(uv) = (uv) 'dx = uv'dx + u'vdx = udv + vdu. 

De Kettingregel:  y = ip(u) en u = f ( x ) ,  dan y'  = rp ' (u) f ' (x )  wordt 

dy = y 'dx  = cpl(u) .  f ' ( x ) d x  = cp'(u)du. 

Samenvattend: 

u vdu-udv  
d ( u +  v) = du + dv d($ = 

V 

d(uv) = udv t. vdu drp(u) = T ' (u )du  . 
5. 9. Het gebruik van d i f f e r e n t i a l e n  i s  soms handig b i j  het  stapsgewijs 

toepassen van de ke t t i ng rege l  i n  ingewikkelde gevallen.  

Voorbeeld Als f ( x )  = m, dan df = x d ( m )  +mdx; vervolgens 
1 3 -2 

berekent men d ( m )  = & ( I  - x  ) d ( l  - x 3 ) ,  e tc .  
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$ 6. De bepaalde integraal 

Differentiaal- en integraalrekening behoren tot de stof van het eindexamen 

HBS en Gymnasium. Bij de behandeling wordt hiermee rekening gehouden door 
bij de bespreking van bekend veronderstelde onderwerpen uitvoerige toelich- 

ting achterwege te laten. 

Zij gegeven een .functie f(x) op het begrensde gesloten interval a =z x s b. 
We verdelen dit interval in m deelintervallen door de keuze van (m- 1) deel- 

punten x ,x2,...,x . Noem xo = a en x = b, dan krijgen we een 
1 a-i m 

verdeling D: a = x < x, < x2 < ... < x < xm = b .  
O m-r 

Elk van de deelintervallen heeft een lengte, achtereenvolgens: 

x1 - xo, x2 - xl, ..., x - x  m m-1 

Het is de bedoeling deze lengtes straks klein te maken; deze lengtes kunnen 
echter verschillend zijn. Daarom beschouwen we het grootste onder de getallen, 

die deze lengtes voorstellen en noemen dat getal de diameter van de verdeling: 

&(D). A l s  deze klein is, dan zijn alle lengtes klein. 
Kort geschreven: 

We gaan de lengte van elk interval vermenigvuldigen met de functiewaarde f(E,) 
van de functie f voor een in dat interval gelegen waarde E, van de variabele X. 
Dit moeten we voor elk interval doen en daartoe kiezen we een 

stel tussenpunten %: E,, , t2 ,..., tm met x. s E,. G x. (j = î ,..., m ) .  
J -1 J J 

Het product van lengte en functiewaarde gaan we optellen over alle intervallen: 

korter geschreven: 

heten Riemann-sommen. Neemt men elke E,. (j = 1,. . . ,n) zó dat 

s x s x is, dan heet de bijbehorende 

D+l J 
De sommen S 

f(E, , )  de maximale waarde van f op x. 
Riemann-som: bovensom bij de verdeling D; (neemt men minimale waarden dan 

J J -1 j 
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krijgt men een benedensom.) Kennelijk benedensom (D) S SD,RD G bovensom (D) 

voor elk stel tussenpunten Eb. 
We willen nu de lengtes der deelintervallen steeds kleiner laten worden. 

Daartoe beschouwen we een ri,i verdeliwen: 

waarvoor geldt 

stel tussenpunten R . A l s  nu 

lim 
n - m  

D 

b(D ) = O en bij elk der verdelingen Dn een bijbehorend n 

n 

lim SD 
n - w  n’ D n 

bestaat voor iedere keuze van een rij verdelingen met bijbehorende stellen 
tussenpunten (mits 

keuze van de verdelingen en tussenpunten, dan noemen we deze limiet de 

bepaalde integraal van f(x) over het interval a s x G b, en noteren deze: 

lim 
n - m  

6(D ) = O), en deze limiet onafhankelijk is van de n 

s” f(x)ax . 
a 

In dit geval heet f(x) integreerbaar over het interval a < x < b. 

Opm. 1 Men kan bewijzen, dat als de limiet voor iedere rij verdelingen met 
tussenpunten gekozen als boven bestaat, deze limiet vanzelf voor 

iedere dergelijke rij dezelfde is. 

Bij verschillende verdelingen mag het aantal m der deelintervallen 
uiteraard verschillend zijn. Het is trouwens duidelijk, dat als de 
diameter klein is, het aantal deelintervallen groot moet zijn. 

Opm. 2 

Zelfs voor eenvoudige functies is het lastig te verifiëren, dat ze aan boven- 
staande definitie van integreerbaarheid voldoen. Zonder bewijs vermelden we, 
dat functies die niet begrensd zijn, niet integreerbaar zijn. We behelpen ons 
met de volgende stelling. 

Stelling Als f(x) continu is voor a S x < b,dan bestaat s” f(x)ax. 
a 

We bewijzen deze stelling hier niet. 
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Als we de definitie en bovenstaande stelling gebruiken kunnen we voor het be- 

rekenen van de bepaalde integraal van een continue functie ermee volstaan één 
rij verdelingen met bijbehorende tussenpunten te beschouwen. 

x dx met O =s a i b, m is een natuurlijk f m  Voorbeeld Bepaal 

a 

Verdeel het interval a < x < b in n gelijke stukken; dus x = 

x = a + 2 -  ,..., x = a + n - = b. De diameter van deze 

b-a 

O 

b -a b-a 
2 n n n 

. Tussen x. en x. kiezen we het tussenpunt 5 .  zÓ dat - 
n 2-1 J J 
m ' (X'p+X. m- i x. + . . . +  x. m ). 5 .  = -  J m+l J J 2 - 1  J - l -  

m+i m+i 

( bm+' ,'-i - - 1 
n n x. - x. 

= c gm(x.-x. ) = - 
J J J-1 j=l m + l  m+l Nu is SD 

' D j=i 

De marde van deze S is dus onafhankelijk van n. Laat n - 
D,RD 

getal. 

b -a a, x, = a  + -  n '  

verdeling is 

- am+') . 

m. We vinden 

a 

m. Dit resultaat blijft geldig als we de restrictie a 3 O laten vallen. 

De integraal f(x)dx kan worden geïnterpreteerd als een oppervlakte. 
a 

Stel f(x) 
de x-as. Dan is de in de approximatiesom van de integraal voorkomende term 
f(g.)(x. - x. ) gelijk aan de oppervlakte van een rechthoek met als basis 
het lijnstuk tussen x. en x. op de x-as en als hoogte de ordinaat van het 

J -1 J 
punt van de grafiek behorende bij x = 5 . .  Door optellen over alle interval- 
len krijgen we een benadering van de oppervlakte van het gedeelte van het 
vlak tussen grafiek en x-as. De benadering ontstaat door net te doen alsof 
op elk deelinterval de fu,nctie constant = f ( 5 . )  is. We trachten de benade- 
ring te verbeteren door de intervallen te verkleinen en limietovergang toe 
te passen. Zo vinden we: 

O voor alle x, d.w.z. de grafiek van f(x) verloopt geheel boven 

J J  J -1 

J 

J 
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f (x )dx  = oppervlakte van h e t  gedee l t e  van h e t  vlak tussen  de 

a g ra f i ek  van f ( x ) ,  de x-as en de l i j n e n  x = a en x = b. 

Zo i s  de oppervlakte van he t  gedeel te  van h e t  v lak  tussen de parabool y = x , 
x-as en x = b g e l i j k  aan - b . D i t  soor t  oppervlakteberekeningen voerde 

Archimedes reeds u i t .  

A l s  f ( x )  G O ,  dan i s  de oppervlakte = - f f ( x ) d x  . 

2 

1 3  

3 

a 

De bepaalde i n t e g r a a l  i s  behalve voor de d e f i n i t i e  van oppervlakte ook t e  

gebruiken voor de d e f i n i t i e  van zee r  vee l  natuurkundige en technische be- 

grippen. 

Arbeid. De kracht  op een s t o f f e l i j k  punt v a r i e e r t  met de afgelegde 

rechte  weg: K = K(s). D a n  i s  de a rbe id ,  v e r r i c h t  b i j  de beweging van 
A naar  B 

SB 
1 i m T  K(oi)(si - s.  ) = K ( s ) d s ,  . 

1-1 van A naar  B 
'A 

Po ten t i aa l  

Volgens Coulomb geldt :  

Veldsterkte  op a fs tand  r van punt lading Q = 

= kracht  van Q op pos i t ieve  eenheid van lad ing  = 

Het po ten t i aa lve r sch i l  VB - V A 
een pos i t i eve  eenheid van l ad ing  van A naar  B t e  brengen = 

&.1 
. 2  r 

= de a r b e i d  d i e  i k  moet ver r ich ten  om 

Volumen. Het volumen, verkregendoor wenteling van de graf iek  van f ( x )  
om de x-as i s  

lim 7 
van O t o t  a 

a 

7I f2 (E i ) [Xi  - x. 1 = j rrf"x)dx . 
1-1 

O 
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Eigenschappen van / f ( x ) d x .  

a 

f (x )dx  a l l e e n  gedefinieerd voor a x 5 b,  waar- :b I. T o t  nu toe hebben we 

a 

b i j  a < b. 

f ( x ) d x  ( r e c h t e r l i d  i s  / f ( x ) d x  = - r We def in ië ren  nu voor a > b: 

a b 

bekend, want b < a ) .  

f ( x ) d x  = O. Dan ge ld t :  f Verder 

a 

Jp f ( X h  = - f (x )dx  (ongeacht welke van a en b de g roo t s t e  i s ) .  

a b 

Het nut van deze afspraken za l  hieronder  b l i j ken .  

a b a 

We beschouwen e e r s t  het geval a < b < c. Discussie over het bestaan der 

i n t eg ra l en  l a t e n  we achterwege. Dan i s  de ge l i j khe id  gemakkelijk t e  ver- 

k r i jgen  door een r i j  verdelingen van h e t  i n t e r v a l  a -C x 5 c t e  beschou- 

wen, d i e  a l l e  het punt  b a l s  deelpunt bevat ten.  Ter behandeling van an- 
dere l iggingen der  ge t a l l en  a ,  b en c schr i jven  we de ge l i jkhe id  i n  een 

andere vorm: 

C j’p f (x )dx  + i’ f(x)dx  + f f ( x ) d x  = O .  

a b C 

Door een andere rangschikking d e r  termen en eventuele verwisseling de r  

in tegra t iegrenzen  komen we t e rug  op he t  reeds besproken geval,  a l s  de 

g e t a l l e n  a ,  b en c verschi l lend  z i j n .  Als e r  g e l i j k e  onder de ge t a l l en  

a ,  b en c z i j n  i s  de gevraagde g e l i j k h e i d  d i r e c t  du ide l i jk .  
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a a a 

Af(x)dx = A f(x)dx, als A constantis. 
a Jp a s 
A l s  a < b, dan volgt dit gemakkelijk uit de integraaldefinitie; het geval 
a Z b volgt daarna door grenzenverwisseling en het geval a = b is triviaal- 
Uit deze gelijkheden volgt: 

Als A en constanten zijn, dan geldt 

a a a 

b 
IV. f f(x)aX = j f(t)dt. 

a a 

De integraal is een getal, dat niet afhangt van de "benoeming" van de 
variabele in f. 

A l s  voor alle a S x S b geldt f(x) G g(x), dan V. 
b i' f(x)dx S f g(x)ax (a G b) . 

a a 

Dit volgt direct uit de integraaldefinitie. 

Waarschuwing: deze ongelijkheid geldt alleen voor a G b en mag niet wor- 

den toegepast als a > b. 

VI. Voor constante K geldt dx = K(b - a). Door toepassing van V 
a a 

vinden we : 
Als voor alle a S x S b geldt f(x) S K, dan 

( f(x)dx sz K(b-a) 

a 

(a< b) . 



11.25 

Als voor alle a G x S b geldt L G f(x), dan 
b 

L(b-a) < J' f(x)dx 
a 

(a G b) . 

Als voor alle a x G b geldt If(.)/ G M ,  dan - M G f(x) -C M, dus 

- M(b-a) G f(x)dx -CM(b-a) (a b) , a ," 

De laatste ongelijkheid geldt ook als a > b. 

b 
1 i' (x2 + px + q)dx ='(b3 - a3) +,p(b2 - a') + q(b-a). 3 u 

a 

9 7. Enkele numerieke intearatiemethoden 

De definitie van een bepaalde integraal geeft meestal geen handelbare methode 
om integralen uit te rekenen. In de hierna volgende paragraaf zullen wij een 
methode behandelen om de differentiaalrekening toe te passen ter berekening 
van bepaalde integralen. Deze methode werkt echter niet in alle gevallen. 
Numerieke benadering van bepaalde integralen valt te verkrijgen door de approxi- 
matiesommen uit de definitie als benadering te gebruiken. 'Dit is de eerste 
methode van de hieronder behandelde 3 manieren om integralen numeriek te be- 
naderen. 

Uit de definitie 
~ 

Verdeel b - a  in n gelijke stukken, en bereken de functiewaarden in het linker 

deelpunt (y. = f(x.)), dan is 

I 

J J 

a 



Trapeziumregel 

Een betere benadering krijgt men, als men niet rechthoeken, maar trapezia als 
benadering gebruikt. Dan 

P, op parabool: y, - y, = ahz + bh 

P op parabool: y, - yo = 4ah + 2bh 2 
2 

2 + "I 2 + ... + 2 + 
a 

-2 4 
1 -1 

&s[ Y, + a, + a, + m . .  + an-, + Y"] ' 

Regel van Simpson (1743) 

Nu benaderen wij de kromme door stukjes parabool. 

Hulpstelling I Voor de parabool y = p(x) geldt 

Dus 2ah' = yo - 2y, + y, en 2bh = - 3y0 + 4y, - y2. 

x d x + b  (h xdx + c 
O ö r O r 2  O O 

(ax' + bx + c)dx = a p(x)dx = 

1 1 
2 = a  . 7 (2h)3 + b . - (a)' + c . 2h = 

- 
- 3  

= y  h[4(yo - a, + Y , )  + 3(- 3y0 + 4 ~ ,  - Y,) + 6y01 = 

= - hbo + 4y, + y2]  - 

h[8ah2 + 6bh + 6cl = 

1 

1 
3 

Verdeel nu b-a in 
w5j door de oppervlakte, die ontstaat door de kromme te benaderen door een 

parabool. Dan 

stukken. De oppervlakte van elk der n paren benaderen 
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Dan geld t  

B i j  E > O kiezen we E,  < E, dan is voor x i n  de bijbehorende omgeving 

Ioo-o(c) - f ( c ) l <  E ,  dus O ' (c )  = f ( c ) .  
x - c  

Gevolff A l s  f ( t )  continu i s ,  dan i s  O'(x) = f ( x ) .  

m. Deze s t e l l i n g  vormt de brug tussen  de i n t e g r a a l -  en de d i f f e r e n t i a a l -  

rekening. 

-g Als voor a < x 

dan i s  

b g e l d t ,  dat rp'(x) = f ( x )  en f ( x )  continu is, 

f f (x)dx  = cp(b) - q ( a )  
a 

Bewi,i s 

Noem i' f ( t ) d t  = O(x), dan is O'(x)  = f ( x )  encp ' (x)  = f ( x )  
X 

a 

Dus [o (x )  - cp(x)l' = o 
o(x)  = cp(x) + c . 

Nu i s  O(a) = O ,  dus C = - cp(a). 

DUS O(X)  = q ( x )  - ? ( a )  en speciaal 

O(b) = cp(b) - ? ( a ) ,  

dus 

f ( t ) d t  = cp(b) - cp(a) . 
a P 

h. Deze formule ge ld t  ook a ls  a >  b. 
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- Vb. 1 f s i n  x dx = ? 

O 

Een func t i e  'p zodat 'p'(x) = s i n  x, i s  'p(x) = - cos x i  

]x=n 
= - cos n + cos o = 2.  x=o Dus f s i n  x ax = [- cos x 

O 

- ?  Vb. 2 f. - - dx - - 1 + x 2  
U 

Een func t i e  'p met 'p '(x) = - is  'p(x) = arc tan  x,  
1 + X 2  

1 O00 

OJJ. Hieru i t  z ien  wij ,  da t  he t  ook mogelijk i s  t e  def iniëren 
m 

n 
2 - = l i m  a r c t an  N = - . 

1 + x 2  N - r -  
= l i m  

O J %  N - m  O 

s' - ax = [ l o g  X I x = ,  x=2 = l o g  2 
X 

1 

5 9. De onbepaalde in t eg raa l  

A .  De hoofds te l l ing  l e i d t  t o t  he t  volgende probleem. 

A l s  gegeven i s  een continue y = f ( x ) ,  zoek dan een f u n c t i e  'p(x) zodat 

cp'(x) = f ( x ) ,  m.a.w.  dq(x) .=  f(x)dx.  

W i j  vragen ons af 
1 .  Heeft d i t  probleem s teeds  een oplossing ( ex i s t en t i e ) .  

2. Zo ja,  hee f t  he t  probleem meer dan één oplossing (eenduidigheid). 

5 .  Zo ja,  hoe vind i k  de oplossing. 
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Def. - 

Antwoord: 

De onbepaalde integraal f(x)dx stelt voor alle functies, waarvan 

f(x) de afgeleide is, m.a.w. waarvan f(x)dx de differentiaal is. 

B. Grondformules 

Jxaax = -  ' xa+l + c (a -1) want d(xP) = p. xPpldx a+ I 

= loglxl + c dx want d(l0gl x1 ) = - 
X 

r j e x b = e  X + C  

cos x dx = sin x + C s sin x dx = - cos  x + C s 
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J+ = tan.  x + c 
cos x 

J& = a r c s i n  x + c 

cot  x + c 
s i n  x 

J$- - arc tan  x + C 

log[x + m l  + c = log lx  + i-1 x + C  sf&- = 

b. Hiermee z i j n  we nog n i e t  klaar ,  want b i j v .  

de l i j s t .  Ver i f ieer  dat  

log  x dx staat n i e t  i n  s 
log  x ax = x log. x - x + c . s 

C. Eigenschappen 

1. 

2. 

3. 

4 .  

5. 

s Af(x)dx = A s f (x )dx ,  A = constante f O. 

J d f ( x )  = f ( x )  + C w a n t  J df(x)  i s  iedere  func t i e ,  

waarvan d f ( x )  de d i f f e r e n t i a a l  i s ,  

dat i s  f ( x )  + C. 

d J  f (x)dx  = f (x)dx of (J f (x )dx) '  = f ( x ) .  
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ft?, i. 
.,,, 

1 - a rcs in (  l o g  x )  arcsin( i o g  x)  1 Vb. 2 Als y = e dan y '  = e 

D u s j e x G 7 i  dx = e 

W i j  behandelen twee methoden voor he t  integreren.  Andere methoden volgen 

l a t e r .  

* m x ' x .  
- 

- a rcs in (  l o g  x)  ie ',: sv: : a r c s i n ( i o g  x)  + c .  

= =. ~ =, '. <!:. 

D. In t eg ra t i e  d o o r  s u b s t i t u t i e  van nieuwe var iabelen 
~ 

Gevraagd J" f(x)dx. S t e l  f ( x )  i s  t e  schr i jven  i n  de vorm f ( x )  = T(dJ(x)) . $ ' ( x )  

Als u = dJ(x), dan i s  du = $ ' (x )dx  en f (x)dx  = q(u)du. S t e l  nu, da t  we 

cp(u)du kunnen vinden, d.w.z. een @ ( U ) ,  waarvoor @ ' ( u )  = rp(u), dan i s  
Y. 1 - .- 1L s 

Controle: Afgeleide van @($(x) )  i s  @'(u) . $ ' ( x )  = ~ ( u )  . $ ' ( x )  = 

-, q , = d * ( x ) )  * ' ( X I  = f ( x ) .  

- Vb. 1 j cos (x+4)dx  = cos u du = s i n  u+C = s i n ( x t 4 )  + C 

[subst .  x + 4  = u ,  dan du = d x l .  

s 
- Vb. 2 s% =s-  U = loglul + C = l og lx - l /  + C 

[ subs t .  x - 1  = u ,  dan du = dxl .  t 
s i n ( 2 x t  5)dx = 4 sin u du = - cos u + c = - 4 C O S ( ~ X +  5) + C  s s 

fl, 
! a : .  3 [subst.  2 x + j  = u, dan du = 2dx l .  

J cos x dx = J  d s in  x 2 =s* - - arc tan[s in  x l  + c u 
1 + s i n  x 2 1 + s i n  x 

[ s in  x = u,  cos  x d~ = aul. 



2 2 
1 J -x 2 -X 

2 
e x d x = - z  e d(-x)=-+e t C .  s -x 

2 [-x = u ,  -2xdx = dul .  

E. Methode der partiële integratie 

A l s  u(x) en v(x)  twee functies van x zijn, dan is 

u. v+c = J d(uv) = J (udv + vdu) = J udv + J 'vdu, dus 

1 j- udv = uv - J vdu I . 
Deze formule is handig te gebruiken als vdu eenvoudiger is dan udv. s s 
In het bijzonder is de formule bruikbaar, als u(x) een log of een cyclo- 

metrische functie is. 

J log x ax = x log x - s s xd log x = x log x - dx = x log x - x + c. 

1 s  d ( l  +x') - 
2 dx = x arctan x - z J-2 1 + x  

u J arctan xdx = x arctan x - 

2 
= x arctan x - 2 iog(1 + x  ) t C. 

1 1 = z x sin 2x + 4 cos Zx + C. 



2 x  X X u e x d x =  x d e  = x e  - 2 sex. dx = x e - 2xe + 2e + c ,  s x 2  s z x  
x arctan x dx = (arctan isoleren, zie vb. 2) s 

. 2  2 

2 
X 1 1 x + - dx = - arctan x - 2- x + 3 arctan x + C. = 4 x2 arctan x - 2 

I j  x 2 + 1  

b. Later volgt een meer systematische behandeling van J" f(x)dx. 

5 1 O. Differentiaalvergelijkingen 

Een differentiaalvergelijking is een vergelijking waarin behalve de groot- 
heden x en y ook tenminste één afgeleide van y naar x voorkomt. Dikwijls is 
oplossen naar y' mogelijk; dan komt er: 

=. 

& 
j 3 ,  

De vraag is, welke functies y(x) hieraan voldoen. 

Een zeer eenvoudige situatie ontstaat er ?is F(x,y) = g Y  i dit geeft 

dY)Y' = f(x) (scheiding der variabelen) . 
Laat nu î(x) = dx en g(y) = w , dan betekent de gelijkheid der afge- 
leiden naar x dat G(y) = F(x) + constante. 

X u Y ' = - - .  
Y 

Dan 2ydy = - 2x dx, dus door  integratie 

y2 = - x2 + c.  
2 De oplossing is dus x 

ci rke 1 s .  

+ y2 = C (met C a O), een stelsel concentrische 



- Vb. 2 y '  = hy . y = 0 j.s een oplossing.  ScEirijI '  

Nu z i j n  de var iabelen gescheiden. In t eg rec r ,  i l m  

loglyl = AX t D met - m c; D .= 

- m < c -;m. 
hX y = C e  

Inderdaad voldoen deze oplossingen (voor  e lke  C &én oplossing) aan de o a r -  

spronkel i jke verge l i jk ing .  Deze ve rge l i j k ing  komt z e e i  veel  voor. 

a) De bevolking B van een land i s  een f u n c t i e  van de t i j d .  De aanname, cl3.S 

de groe i  der  bevolking evenredig i s  met d.e groot te  -va-fl de bevolking, 

l e i d t  t o t  de d i f f e ren t i aa lve rge l i j k ing  

B ' ( t )  = h B ( t )  . 
A t  Oplossing: B ( t )  = C e 

Wanneer B de bevolking t e n  t i j d e  t = O i s .  dan 

. 
O 

B ( t )  = Boe A t  

b)  De ont leding,  d i e  een radioact ieve s tof  ondergaat als s t r a l i n g  wordt u i t -  

gezonden, heef t  de eigenschap da t  de snelheid v&n ont leding evenredig, is 

met de aanwezige hoeveelheid. Als y ( t )  de hoeveelheid radioact ieve s t o r  

ten t i j d e  t i s ,  dan ge ld t  dus 

- A t  De oplossing i s  y ( t )  = y(0 )e  

De halfwaarde t i j d  TL berekent men u i t  y(T,) .. c 5 y ( 0 ) .  Diis 

h .  

-AT1 2 2 
- - -s_- 2 ; T 1 =  - 

2 

c )  Een k a p i t a a l  K staat u i t  tegen een constante  ren te  van & en i s  t 
t = O groot  KO. Dekapitaalsvermeerderini~: t en  t i j d e  t i.s evenredig niet he.:, 

k a p i t a a l  t en  t i j d e  t :  
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De oplossing i s  K ( t )  = Koe P t  . 
_E 

K ( l )  - K ( O )  = Ko(eli .- l)  = K  o * 100 ' 
= el i -  I ,  p = iog(1 + &) . 1 O0 

1 
Y 

u y '  = - - hee f t  als oplossing: 

(1 )  
2 y = - 2 x + D  

y '  = y hee f t  als oplossing (voorbeeld 2)  

y = C e  ( 2 )  
X 

Alle .  krommen u i t  ( 2 )  sn i jden  a l l e  parabolen u i t  ( 1 )  loodrecht.  Men zegt  d a t  

zulke f ami l i e s  van krommen e lkaa r s  orthogonale t r a j e c t o r i ë n  z i j n .  

5 1 1 .  Bepaalde in tegra len  

Met behulp van de hoofds te l l ing  en de onbepaalde in tegra len  kunnen wij  nu 
eenvoudige bepaalde in tegra len  oplossen. 

- Vb. 1 Om tan x dx t e  bepalen berekenen wij  e e r s t  

O 

dx = - d c o s  x = - loglcos XI + c s i n  x J cos  x tan x dx = s s 

Gevraagd wordt de oppervlakte t e  berekenen d ie  wordt ingesloten tussen 

de graf ieken van y = x 
De sni jpunten de r  krommen z i j n  ( 0 , O )  en ( 1  , I ) .  

De gevraagde oppervlakte i s  

2 2 
en x = y . 
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Opm. 1 A l s  f(x) een even functie is, dan geldt 

f(x)dx = 2 1 f(x)dx . 
-a O 

A l s  f(x) een oneven functie is, dan geldt 

1 f(x)dx = o . 
-a 

Opm. 2 Past men de substitutiemethode toe bij het berekenen van bepaalde 

integralen, dan is het vaak handig ook de grenzen van de nieuwe 
veranderlijke in te vullen. 

= - icg&h = 4 log 2 . 

5 12. 0neigenli.ike interralen 

Vroeger is de stelling genoemd, dat een integreerbare functie begrensd is. 
Niet-begrensde functies zijn dus niet integreerbaar. 

1 

1 .  
2 

- - 2 , want - is niet 1 _ -  I x=+1 
- l - 2 -  X 

%niet gelijk aan [ - ; I  x =  -2 Zo is 
X -2 

begrensd op het intepal - 2 S x 

trouwens ook niet gerechtvaardigd. De hoofdstelling mag op P f(x)dx aileen 

worden toegepast als f(x) continu is voor a S x S b. Nu is - 2 op het inter- 
val - 2 G x G I in één punt, ni. x = O, niet gedefinieerd, 

1. De toepassing van de hoofdstelling is 

a 
1 

iaat staan 



continu; de func t i e  kan ook n i e t  i n  x = O cont inu  worden voort{:ezet. De in -  

tegraa l  / ? bes taa t  n i e t ,  omdat de f u n c t i e  onbepensd i s .  We kunnen het  

in tegraa lbegr ip  echter  wat u i tbre iden ,  zodat he t  ook nog op sommige onbe- 

grensde func t i e s  kan worden toegepast.  

X -2  

- Def. S t e l  f ( x )  gedefinieerd voor a s x < b en voor iedere  keuze van p met 

a < p < b g e l d t ,  da t  f ( x )  in tegreerbaar  i s  voor a G x G p. 

We def in ië ren  de oneiaenl i jke i n t e g r a a l  van f ( x )  over het  i n t e r v a l  

a G x G b  als 

P b 
i’ 

J f (x)dx  = l i m  J f (x )dx ,  m i t s  deze l imie t  bes t aa t .  
a p T b a  

i n  h e t  r e c h t e r l i d  i s  een bepaalde in t eg raa l  i n  de !p Opm. 1 D e  i n t e g r a a l  

a .  
z i n  van paragraaf 1. 

I n  de d e f i n i t i e  wordt n i e t  g e ë i s t ,  d a t  f ( x )  onbegrensd i s .  De d e f i n i -  

t i e  mag ook op begrensde func t i e s  worden toegepast. 

Opm. 2 

De voorwaarde dat voor iedere  keuze van p met a < p < b ge ld t ,  da t  

f ( x )  integreerbaar  i s  voor a G x 

f ( x )  continu i s  voor a s x < b. 

p ,  i s  automatisch vervuld als 

Opm. 4 De keuze van dezelfde n o t a t i e  voor een oneigenl i jke in tegraa l  als 

voor de vroeger gedefinieerde ( e i g e n l i j k e )  i n t eg raa l  houdt he t  ge- 

vaa r  i n ,  dat  twee verschi l lende dingen met dezelfde n o t a t i e  worden 

aangeduid. D i t  b l i j k t  ech te r  n i e t  h e t  geval t e  z i j n .  A l s  namelijk 

f ( x )  ( e i g e n l i j k )  in tegreerbaar  i s  voor  a G x b ,  dan is volgens de  

e e r s t e  s t e l l i n g  van 5 8. de func t i e  O(x) = f ( t ) d t  continu, dus 
a i 

voor  de ( e igen l i jke )  i n t e g r a a l  i f (x)dx ge ld t  JI^” f (x)dx = 

b 

a a 
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f(x)dx, zodat het geen verschil maakt of men Jp a 

= lim 
P i b a  

als eigenlijke of als oneigenlijke integraal opvat. 

De hierboven gegeven definitie heeft betrekking op het geval, dat de inte- 

greerbaarheid der functie verstoord is bij het rechtereindpunt van het in- 
terval. Een geheel analoge definitie kan worden gegeven, als dit bij het 

linkereindpunt van het interval het geval is. We geven niet de volledige 
formulering, maar alleen de formule: 

f(x)dx = lim ;b f(x)dx, mits de limiet bestaat. 
a ;b P i a p  

l 2  1 1  { dX = lim [ -  -1 = lim ( -  - + -) bestaat niet! 
2 x p 1 O p  xz p 1 0  x p  p 1 0  2 p O 

De voorbeelden suggereren de vraag voor welke positieve exponenten a de 

oneigenlijke integraal s& $ bestaat (a  > O): 
O 

Deze limiet bestaat als a C 1 en bestaat niet als > 1.  Voor a = 1 

krijgen we 

( 2  = lim [loglxlla = lim (log a-log p) bestaat niet. 
O P L O  ,p p 10 
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.-i 
d '  Ook kan de integreerbaarheid van de functie verstoord zijn in een punt binnen 

het interval; dan splitsen we het integratie-interval. 
1 

1 

- Vb. 6 J' !k . We splitsen de integraal in en [ .  Ze bestaan geen van 
O X -2 -2 

beide als oneigenlijke integraal. 

Soms is de integreerbaarheid meer dan eens verstoord. Ook in dat geval split- 
sen we het integratie-interval in stukken. 

1 

dx = lim P,-T + lim 
I - x  q T  1 o 

-1 J h - 2  p 1 - 1  P 

= iim ( -  arcsin p) t iim (arcsin q) = + TI + 3 TI = x . 
p 1-1 q T l  

Tenslotte kunnen we nog proberen te integreren over een interval, dat zich 
naar het oneindige uitstrekt. 

- Def. Stel f(x) gedefinieerd voor a < x en voor iedere keuze van R > a geldt, 
dat f(x) integreerbaar is voor a < x =s R. We definiëren de oneiRenlijke 
integraal van f(x) over het interval a G x als 

m 

f(x)dx, mits deze limiet bestaat. i f(x)dx = iim 
R - m  a 

c ,i s 
A 

a 

Op analoge wijze definieert men {en / =  { t f .  

/j.. 

a -m -ca -a ,1 
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- Vb. 8 Zij a > O. 
m 

Deze limiet bestaat als a >. 1 en bestaat niet als a < 1. Voor a = 1 

krijgen we 
m 

R d& = lim [ loglxl  la = lim (log R - l o g  a), en deze bestaat niet. 
S X  R - m  R - m  a 
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HOOFDCTUI( I11 VERVOLG DER DDFERENTIAALREKENING 

$ 1. VoïìediEe induc t i e  

Beschouw de som 

n 

i = i  
I' + 2' t ... t n2 = c i' . 

W i j  zu l len  bewijzen dat voor e lk  na tuu r l i j k  ge t a l  n ge ld t  

2 1  
n 
C i = x  n ( n + 1 ) ( 2 n t 1 )  

i = i  

Men gaat gemakkelijk na dat formule (1) j u i s t  i s  voor n =  1 .  

Uitgaande van de veronderstel l ing dat (1 )  j u i s t  i s  voor n = k ,  bereke- 

nen we C i . We vinden 
2 k+i 

i = l  

1 k+i k 

i = i  i = i  
C i = C i 2 + ( k t 1 ) 2 = ~ k ( k t 1 ) ( Z k k + l ) t ( k + l ) 2 = ~  ( k + l ) ( k + 2 ) ( 2 k + 3 )  

Deze uitkomst b l i j k t  i n  overeenstemming t e  z i j n  met ( l ) ,  m.a .w . :  

u i t  de veronders te l l ing  dat formule (1  ) j u i s t  i s  voor n = k ,  vo lg t  da t  

( 1 )  juist i s  voor n = k +  1. Hieru i t  en  u i t  ( 2 )  volgt  nu da t  ( 1 )  j u i s t  

i s  voor n =  2. Herhaalde toepassing van deze argumentatie geef t  dat 

formule ( 1 )  g e l d t  voor n =  3 ,  voor n =  4 ,  e t c .  Zo kan men bewijzen dat  

(1 ) j u i s t  i s  voor elke n 

de r  vol ledige induct ie .  

h i s  een g e t a l  2 -1. Bewijs, da t  (1  t h ) n >  1 + nh voor n na tuu r l i j k .  

De bewering i s  j u i s t  voor n = 1. 

Neem nu aan, da t  de formule j u i s t  i s  voor n = k  en bewijs haar voor 

n = k + l .  A l s  da t  i s  gebeurd, weten wij dat de formule voor a l l e  natuur- 
l i j k e  n k lopt .  

( l + h ) k a  l + k h .  Te bew. ( l + h ) k + i  > l + ( k + l ) h .  

(1 +h)k+i  = (1 t h ) ( l  + h ) k 2  (1 + h ) ( l  + k h )  = 1 t ( k + l ) h t k h 2  > 1 + ( k + l ) h .  

1. D i t  i s  een voorbeeld van de bewijsmethode 

\ 



111.2 

9 2. Het binomium van Newton 

- Def. In! = 1.2 .5  . ... . ( n - l ) n ]  als n een n a t u u r l i j k  g e t a l  i s ;  O !  = 1 .  

Spreek u i t :  n f a c u l t e i t .  

e) = 1. (Spreek uit: a over k ) .  

In h e t  bijzonder i s  

(n) = n(n-I ) (n-2) .  . . (n-k + 1 )  
k! ( n  k O ,  n en k beide geheel) .  

Eigenschappen: ml en (Pasca l )  . 

Bewiis van Pascal :  

n! n! n! n-k t 1 n!k k) + &:I) = k!(n-k)! + ( k - l ) ! ( n - k + l ) !  =Mt k ! ( n - k + l ) !  = 

Met behulp van de eigenschap van Pascal kunnen w i j  a l l e  (z) opschrijven 

(driehoek van Pasca l ) .  

S t e l l i n g  van Newton. Voor na tuu r l i j ke  n g e l d t  

n 

k;u 
(a  + b)n  = c (“jan-‘ bk = an + (;)an-’ b + ($)an-’b2 t . . . + ( n-I )abn-’ + bn . 

Bewi,j s met vol ledige induct ie .  

1 )  Voor n =  1 i s  de s t e l l i n g  j u i s t ,  want a t  b = a’ + b’ . 
2) Aannemende, da t .  de s t e l l i n g  g e l d t  voor n ,  gaan w i j  haar  bewijzen voor (n + I ) ,  

deg. z i e  boven. 

n +  1 n t l  
Te bew. ( a + b ) n + ’  = a  n + ’  + ( )anb t ... t ( n )abn + b n + ’ , .  
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Bewijs W i j  vermenigvuldigen he t  gegeven met a ,  daarna met b ,  en t e l l e n  de 

r e s u l t a t e n  op met gebruikmaking van de eigenschap van Pascal :  

a(a+b)n = ant' t (:)anb t ($)an- '  b2 t @an-'b3 + . . . t e l ) a 2 b n - '  t abn 

b(a+b)n = anb + t ) a n - ' b 2  + @an-2b3 + . . . + ( )a2bn-' + nabn t bn+' 
n-2 

(a+b)n+'= a n t  1 +(n+l )anb+($ a n - 1 b 2 t ~ 1 / 1 , n - 2 b 3 + .  . . t k ; ) a 2 b n - '  +(n+l )abn+bnt' . 
- 

De s t e l l i n g  van Newton ge ld t  voor n = 1 ,  dus ook voor n = 2 ,  maar dar; ook voor 

n =  3 ,  e t c . ,  dus your a l l e  na tuur l i jke  n. 

5 4 3 2  2 3  4 5 - Vb. ( a + b ) 5  = a + 5a b + 10a b + 10a b + 5ab t b . 

h. Op grond van de s t e l l i n g  van Newton noemt men een binomiaalcoefficient.  

5 3 .  Hogere afgeleiden 

De afge le ide  van y = f ( x )  wordt genoteerd met Y', o f  a 
func t ie  van x. 

De tweede a fge le ide  y", of 2 , i s  de a fge le ide  van de afgeleide:  y" = ( y f ) ' .  

De derde a fge le ide  y"' = ( y ! ' ) ' .  De n a fge le ide  wordt genoteerd met y(n) of 

en i s  ze l f  weer een ax ' 
2 

ax 

e 

A l s  een r e c h t l i j n i g e  beweging wordt gegeven door x = x ( t ) ,  dan i s  de 

snelheid ten t i j d e  t :  v ( t )  = x ' ( t ) ,  en  de versnel l ing:  a ( t )  = v ' ( t )  = x l t ( t ) .  

Voor de harmonische t r i l l i n g  ge ld t :  x = a s i n  w t .  

Dus x '  = a u  cosw t en x" = - aw s i n  w t  = - w x i  

De ve r sne l l i ng  i s  h i e r  dus evenredig met de u i twi jk ing ,  doch tegenge- 

s t e l d  ge r i ch t .  

&, y" '  = 6 ,  Y'" = o, y "  = O ,  e t c . ,  y = x , dan y '  = 3x , y" = 

algemeen y(n)  = û voor  n >- 4. 

. 8  

2 2 

3 2 

X X x (n) x u y = e , d a n y '  = e  ,y" = e  , y = e  . 
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y = log x, dan 

y = arcsin x, dan 

1 X I + 2x2 
(\-Xi)' * y' = i Y" = i Y"' = (G-7 13 

Vooralsnog is weinig regelmaat te bespeuren. 
Wij beschouwen de hogere afgeleiden van een product u(x)v(x). 
(uv)f = u'v t uv1 
(uv)ll 
(UV)fff = u"fv + 3u"v' + ju'v" t uv"' 

= u"v t 2u'v' t uv" 
. 

Met volledige inductie volgt de stelling van Leibniz: 

y = arcsi.n x, dan y' - dus y' = 1. -m 
Differentieer nogmaals, dan 

2 
y" e - - O dus y" (1 - x  ) = xy' K-2- 
Wij passen links en rechts de stelling van Leibniz toe en differen- 
tiëren n maal: 

e e Dit verband tussen de n , (n + 1 ) 
heet een -g en Stelt ons in staat alle afgeleiden 
te berekenen. 

en (n + 2)e afgeleide van arcsin x 

Speciaal geldt voor x = O: y ( n + 2 )  ( 0 )  = n2y(n)(o) 

waaruit volgt dat y(zn)(û) = 0 en y ( 9 ) ( 0 )  = 7 2 .  5 2 .  3 2 2  . I  . 
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5 4. Parametervoorstelling van krommen 

Wanneer wij een kromme voorstellen door y = f(x), moeten wij ons beperken tot 
stukken van de kromme zodat bij elke x één y hoort. Vaak is het handiger de 
kromme op een andere manier voor te stellen, met een hulpgrootheid. In plaats 
van één der coördinaten in de andere uit te drukken, kunnen wij beide coördi- 
naten x en y uitdrukken in een derde variabele, een parameter. Zo stellen 

x = x(t) en y =y(t) , 
waarin de parameter t bepaalde waarden doorloopt, tezamen een kromme voor. 

y = a sin t 

is een parametervoorstelling van de cirkel met middelpunt O en straal a. 

I y = 2 +  t 

is een parametervoorstelling van de rechte x - 3y + 5 = O .  

2 2 

a b2 
De ellips % + = 1 

kan worden voorgesteld door 

x = a c o s t  , y = b s i n t  , O-(t<Z'rc* 

Meetkundig ziet 'men, dat t nu is de hoek tussen de positieve x-as en 
de verbindingsreohte van O met het snijpunt van de cirkel x + y = a 
met de verticaal door het punt.. 

2 2 2 

a. Uit de parametervoorstelling van de ellips volgt, dat de ellips uit de 
cirkel x + y = a te krijgen is, door,alle y-coördinaten met - te 
vermenigvuldigen. Eveneens is de ellips uit x + y  = b te krijgen 

door alle x-coördinaten met ; te vermenigvuldigen. 

2 2 2 b 
a 

2 2 2 

a 

Laat een kromme enerzijds door y = f ( x )  en anderzijds door een parameter- 

voorstelling x = x(t), y = y(t) zijn gegeven. wij vragen y' = & uit te 
drukken in - = k en 

dx dx 
at dt = i. 
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m. 
Wij vinden y = f(x) uit x = x(t) en y = y(t) door uit de eerste vergelijking 
op te lossen t = t(x) en het resultaat in de tweede vergelijking in te vullen: 

Y = Y{t(X)} * 

Differentieer naar x, dan 

Voor punten met horizontale [verticale] raaklijn is dus y = O 
Hieruit vinden w i j  ook de tweede afgeleide: 

[? = 01. 

.. . . .. d [i] = .& [i] Y" = a;; 
~ 

04. - - YX - ?n . - 1 

x dx ( X )  * x 
dus 

Voorbeeld 1 Cycloïde. Een cirkel met straal a en middelpunt M rolt over de 
x-as. Beschouw de kromme die wordt beschreven door het punt, 'dat oorspronke- 
lijk in U was. Neem als parameter de hoek t tussen de straal naar het be- 

treffende punt P en de verticaal. 

x = OP' = OA - PIA = PA - P'A = at - a sin t h 
(PI is de projectie van P en 
A de projectie van M op de .x-as) 

(B is de projectie van P op MA). 

P 

yp = PIP = AB 

Deze parametervoorstelling voor de cycloïde luidt dus 

= AM - EM = a - a cos t 

x = at - a sin t y = a  - a cos t 
X = a  - a c o s t  f = a sin t 

x = a sin t y = a  cos t . 
Dus 

y' = y  = a sin t 
= cot(+, t) = tan(- n t  - -) * a - a cos t 2 2  x 

De raaklijn in P is dus gericht naar het hoogste punt van de cirkel die bij 
de stand P behoort. 



De p l a a t s  van een plint i n  he t  vlak i s  aan te  ;:e\ic?i~ r!om gewone c«Örtlinrtl,c:ri 

x,y ~ maar ook door pool.coördinaten. 

Neem een vas t  puril, U,  tic: pool, en een vas t e  lialírscklte door  U(de j~oolc ts ) .  

Viij bepalen nu. een punt door z i j n  argument 'p, vanaf poolas teeen klok j ~ n  ry-  

rekend, en z i j n  voers t raa l  r 2 O. 

Kiest. men de poolas :i.Is pos i t ieve  x-as en de voers t raa l  behorend b i j  cp L :: 71. 

als pos i t i eve  y-as,  dan 1iJidt he t  verband Liissen rechthoeki6:e coördinat,eï, 

( x , y )  en pooicoör~iinai.nn (r,ip ) :  

y = r s i n < p  1 . x = I' cos 'o 

b. Door r en 'p wordt een punt bepaald, maar omgekeerd bepaalt  een p imt  

n i e t  z i j n  'p, immers (r,.p) en (r,'o + 2kn) behoren b i j  hetzelfde punt. 

Van de oorspronp; i.s 'o z e l f s  geheel onbepaald. 

Een kromme kan i n  poolcoördinaten worden gegeven door het  verband 

r = r('p) . 
Hier fungeert  'p als parameter. Deze l e v e r t  i n  rechthoekige coördinater, 

y = r ( q )  s i n  9 1 . x = r ( v )  cos ip 

Vb. 1 Spi raa l  van Archimedes: r = 'o;  'o >- O. 

Vb. 2 De logarithmische spiraal: r = e' ; a l l e  c p .  

Voor 'p > O i s  r > 1 ,  voor cp < O i s  r < 1 en l i m  r = O. 

De hyperbolische sp i r aa l :  r = - ; c p > o .  

Wegens y = r s i n  cp = is he t  d u i d e l i j k ,  dat  y < 1 en dat  l i m  y = 1 .  

$0 - - -  
u 

'o 
- .  

9 -' o 9 

Laat een kromme z i j n  gegeven zowel door y = f ( x )  a l s  door r = r ( q ) .  

Wij zoeken he t  verband tussen 
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" 
y = r('p) sin ' p J  = + sin 'p + r cos c p J  2 F cos cp - r sin cp 

De tweede afgeleide y" is als volgt te bepalen: 

Na enig rekenwerk volgt 

2 r + 2 ( i . 1 2  - ry 
(i. cos cp - r sin cp) 

y" = 
3 

s. Uit de formule voor y' volgt na deling door cos cp 

. .  tam (o + r/i. 
I - tan 'p . r/i. y' = tan a = 

Anderzijds volgt, als p de hoek tussen voerstraal en raaklijn voorstelt, dat 

tan m + tan IJ. 
1 - tanrp . tanp tan a = tan(cp + p )  = 

Hieruit volgt dat 

tan 1i = r/i. . 
x Voor de logarithmische spiraal is p = - = constant. 4 

Vb. 1 Cardioïde 

a) Een cirkel met straal a (a > O) en middelpunt N rolt over een andere 
cirkel met straal a en middelpunt M. Gevraagd wordt de kromme, die 
wordt beschreven door het punt P van de eerste cirkel, dat oorspron- 
kelijk in O was. De tweede cirkel gaat door O en is vast. 
A l s  C het raakpunt is op zeker moment, dan is 
n n  CP = CO dus L CMO = L CNP. Daar NF = a = MO is PO//". 
Kies als poolas door O het verlengde van MO. Dan is 

a - 2 r = a cos cp, dus r = 2a(l - c o s  'p). 1 

b) Om de vergelijking in (x,y)-coördinaten te krijgen substitueren w i j  
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i 

x 2 + y  2 + 2 a x = 2 a W  

=. Ga na dat door  kwadratering geen nieuwe punten zijn ingevoerd! 

c) Wij zoeken de punten met horizontale (en verticale) raaklijn: 

2 x = r cos 'p = Za (cos 'p - cos 'p) 

y = r sin 'p = 2a (sin 'p - sin 'p cos 'p) 

X = 2a ( -  sin 'p + z sin 'p cos rp) = 2a (2 cos 'p - 1 ) s i n  'p 

y = Za (cos 'p - cos 'p + sin 'p) = Za ( c o s  'p - cos 2 'p ) .  

Dus X = O als 'p = O, 5 , n ,  ~ . Dan r = 0, a, 4a, a 

y = O a l s  cos 'p = cos 3 ,  dus 'p = ~ c p  o f  'p = ~ n -  2rp of 'p = 4n - z'p. 

DUS = O ,  - 

2 2 

n 
.7 

4 en r = O, 3a, Ja. zn 
3 ' 3  

a) In O is 
7 

z sin 2 'p sin [p cos 'p - c o s  2rp 2 2 
1 1 

= lim sin ' p ( 2  cos 'p - I )  lim ' = lim 
' p - o x  ' p - o  'p - O 2 sin 7 'p cos - 2 ' p ( 2  C O S  'p - I )  

Lemniscaat: r = a 7 cos Q . 
A l s  'p = O - n - 71 In 

4 2 4 n 

dan r = a daalt O bestaat niet O stijgt a 

x = r  cos 'p=a cos 'p 7; cos 3 j: (-sin 'p cos 3 -cos 'p sin 2'p) = 

- a sin 5q - 

-GF& 

LFG 

-Ge 

a (cos v cos 3 - sin 'p sin 3 )  = y =  r sin 'p =a sin 'p 7 cos a; i = 

a cos 3 q - 

Een horizontale raaklijn treedt op als 9 = 0,dus als 'p = , 2 n .  

= o  
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a;r = i = - cot  j r p  verk laa r t  de r a a k l i j n e n  i n  (a,O), (0 ,O)  en (-a,O). 

De ve rge l i j k ing  van de lemniscaat i n  de Cartesische coördinaten l u i d t ,  

omdat 

& r .  
OJJ. 

2 2 4 2 2  2 2 r = a cos zip, r = a r (cos  q - s i n  y )  

(x’ + y2)’ = a ( x  
2 2  2 - y ) . 

§ 6. Funct ies  van twee var iabelen 

A. D&. Een f u n c t i e  van twee onafhankelijke var iabe len ,  z = f ( x , y )  i s  een 

voor sch r i f t ,  d a t  aan e l k  geoorloofd paa r  (x ,y)  een g e t a l  toevoegt. 

2 3  V b . l  z = x y  . 

m z = a r c t a n  y/x. Hier (0,b) n i e t  geoorloofd. 

B. Grafiek. Aan e l k  geoorloofd punt ( x , y )  van he t  (x,y)-vlak i s  een waarde 

van z toegevoegd. Zet deze z-waarde af loodrecht  op he t  (x,y)-vlak,  dan 

vormt de verzameling der  punten ( x , y , z ) ,  waarvan de coördinaten voldoen 

aan he t  voor sch r i f t ,  een oppervlak. 

D i t  i s  de g ra f i ek  van de func t ie .  

z = 6 - 3x - 2y. De gra f i ek  i s  een vlak.  

De graf iek  i s  een halve bol. 2 2 z = d l - x  - y .  

Vaak i s  h e t  handiger om een beeld van de g r a f i e k  t e  k r i jgen  door een 

hoogtekaart  t e  maken: b i j  e l k  punt ( x , y )  van he t  (x,y)-vlak s c h r i j f t  

men de bijbehorende hoogte. 

Voorbeeld 1 z = 
2y 
2 2 -  I + x  + y  

Voorbeeld 2 z = L. 
Y2 

Voor (a,O) i s  de func t ie  n i e t  gedefinieerd.  

Voor x = O i s  z = 1 ; 

Voor x = y i s  z = O ; 
2 Voor x = -y i s  z = 2 ; 

2 
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Voor 2x = y 2 ïs Z = 2 1 i 

Voor x = îûy IS z = -9. 2 .  

C. Continuiteit. Ter voorbereiding van de definitie van continuïteit breiden 
we het begrip omgeving uit tot twee variabelen (overgang van rechte lijn 

naar plat vlak). 

- Def. Als U een omgeving van a is en V een omgeving van b, dan is de ver- 
zameling der punten (x,y), waarvoor x E U en y E V, een omeevino van 

m. 
Voorbeeld Stel a, < a < a 2 ,  p, < b < p,, dan vormen de punten (x,y), waar- 

voor 

2l a < x < a  
1 

P,'Y<P2 9 

een omgeving van (a,b). Meetkundig is dit een rechthoek met 
zijden evenwijdig aan de x-as en de y-as, waarbinnen het punt 
(a,b) ligt. 

- Def. f(x,y) is continu in (a,b), als er bij iedere E > O een omgeving 
van (a,b) bestaat, zodat voor alle geoorloofde (x,y) in die omgeving 
geldt 

If(x,y) - f(a,b)l < E . 

f(0,O) = o 
Deze functie is continu in ( O , O ) ,  want voor (x,y) f ( 0 , O )  geldt 

2 
X 3 

X 
if(x,y) - f (0 ,O) l  = I !? * I  = , lvl I d  . 

x + Y  x + Y  

Om dit < E te krijgen, kan men bijv. 1x1 < E en IyI < 1 kiezen, 
hetgeen een omgeving van (0,O) lever t .  (Andere mogelijkheid: 1 X I  < L, 
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Vb. 2 f ( x , y )  = voor ( x , y )  i (0,O) i s  i n  ( 0 , O )  n i e t  continu voort  
2 2  - 

x + Y  
t e  ze t t en ;  d i t  b l i j k t  u i t  de hoogtekaart .  

W i j  behandelen nu de algemene vraag: 

Hoe verandert  f ( x , y )  a ls  x en y veranderen? 

D. Hoe verandert  f ( x , s )  a ls  één var iabe le  cons tan t  i s ?  

Laat P ( a , b , f ( a , b ) )  een punt van de g ra f i ek  z i j n  en Q de p ro jec t i e  van P 

op h e t  (x,y)-vlak.  A l s  Q loopt  langs y = b ,  dan doorloopt P de kromme 

z = f ( x , b )  i n  he t  vlak x 'U 'z ' .  De afge le ide  van z = f ( x , b )  i n  P i s  

f ( a  t h ,b )  - f ( a , b )  - - 
h t a n  ci = l i m  

h -  O 

D i t  i s  de p a r t i ë l e  a fge le ide  naar  x i n  ( a , b ) .  B i j  het  d i f f e ren t i ë ren  

b l i j f t  y constant.  

Als Q loopt  langs x = a ,  dan doorloopt P i n  y " d z " :  z = f ( a , y ) , d i e  i n  P 
de a fge le ide  hee f t  

- - f ( a , b + k )  - f ( a , b l  
k t a n  p = l i m  

k -  O 

genaamd de p a r t i ë l e  a fge le ide  naar Y i n  ( a , b ) .  B i j  h e t  d i f f e ren t i ë ren  

b l i j f t  x constant.  

2 3 a z  2 a z  2 
V b . l  z = q  + y , d a n - = y  e n - = Z x y + j y  . a x  ay - 

:v e n & ,  = X 

x +y2 a y  x 2 + y 2  * 
z = a rc t an '  , dan- = a x  2 X 

a z  
a x  Merk op, dat - z e l f  weer een func t i e  van x en y is! 

ben  continue func t i e  behoeft n i e t  p a r t i e e l  d i f f e ren t i ee rbaa r  t e  z i j n .  

I f ( x , y )  - f(0,O)l = m, 
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hetgeen < E t e  kr i jgen  i s ,  b i j v .  door 1x1 <-& c ,  1yI < &  c t e  k i e -  

zen. De func t i e  i s  e c h t e r  n i e t  p a r t i e e l  d i f f e ren t i ee rbaa r  naar  x 

i n  (o,o), w a n t  

u bes taa t  n i e t .  f (h .0 )  - f (0 ,Or  = lim 
h h - O  h l i m  

h - O  

Een func t i e  d i e  i n  een punt p a r t i e e l  d i f f e r e n t i e e r b a a r  naar x en y i s ,  

behoeft daar n i e t  continu t e  z i j n .  

u î ( x , û )  = I = f (û ,y )  en f ( x , y )  = O als  x f O en y f O. 

f ( x , y )  i s  p a r t i e e l  d i f f e r e n t i e e r b a a r  naar  x en naar  y i n  (O,O), want 

f (h .0 )  - f(O.01 = lim - -' - - O en analoog voor - a f  . 
h -  O h ay h l i m  

h - O  

f ( x , y )  i s  ech te r  n i e t  cont inu i n  (0,O). 

E. Hoe verandert  f (x , ' i )  a l s  x en ?i onafhankelijk van e lkaa r  veranderen? 

Laat P h e t  punt ( a , b , f ( a , b ) )  en T he t  punt ( a + h , b t k , f ( a + h , b + k ) )  van 

de graf iek  z i j n ,  Q de p ro jec t i e  van T op h e t  (x ,y)-vlak en R de p r o j e c t i e  

van P op QT. 

Teneinde de veranderingen der  functiewaarden, 

RT = f ( a t h , b t k )  - f ( a , b )  , 
voor verschi l lende  waarden van h en k t e  onderzoeken, gaan we als volgt  

t e  werk: 

Breng h e t  vlak aan door de r aak l i jnen  i n  P aan de krommen z = f ( x , b ) ,  

y = b en z = f ( a , y ) ,  x = a en laat  S he t  sn i jpunt  z i j n  van d i t  vlak met QT. 

D a n  i s  

a f  a f  
RS = h t an  a + k tan p = h(=) + k(-) = Ah t Bk . 

ay p 

W i l  men nu van een raakvlak aan h e t  oppervlak kunnen spreken, dan moet he t  

v e r s c h i l  

RT - RS ST \ I=m t an  L TPR - t an  L SPR = 

k l e i n  z i j n ,  als /hl  en Ik1 k l e i n  z i jn .  



- Dol'. i:(x,y) hocl; ilii ' i 'crentieerbaar i n  (a , l>) ,  :.i12 e r  constanten A en [I en 

een func t i , ;  [ p ( h , k )  bestaan, zodat p(0,O) = O ,  p(.h,k) continil i:: in  

( 0 , ~ )  en 
.. 

f (a t l i , l , t ' I . : )  - l ' ( a ,b )  = A h  + Bk + 6' .I I'.' p(h,k). 

Bewijs Neem k . O. dan i s  voor h # O :  

waaruit A = (!$(:t,b) d i r e c t  vo lg t .  B = gaat analoog. 

Populair:  f(x,,y) i s  f i f ï e r e n t i e e r b a a r  i n  ( a , b )  a l s  de toename 

f ( a + h , b +  k )  - f ( a , b )  "goed" benaderd wordt door 

- Def. /Noem h = dx en k = d y  en 

Ide d i f f e r s n t i a a l  i n  ( a ,b ) .  

Gevolg Z i j  f ( x , y )  d i f f e ren t i ee rbaa r  i n  ( a , b ) .  Dan i s  df = ($(a, b)dx + ($)(a, b)*, 

voor a l l e  dx en dy gedefinieerd (raakvlak!) .  A l s  dx en dy k l e i n  

genoeg z i j n  (dus i n  de buurt  van ( a , b ) ) ,  dan i s  df een "goede" 

benadering voor  de toename van f ( x , y ) .  

2 2 - Vb. z = x + y dan dz = 2xdx + 2ydy en i n  ( 1 , l ) :  dz = 2dx + 2dy.  

De verge l i jk ing  van he t  raakvlak i n  P = ( x  ,y ,zo)  aan de g ra f i ek  

van z = f ( x , y )  l u i d t  
O 0  

I ' a f ;  - z O = ( x  - x o ) ( d  + ( Y  - . 
O O 

U i t  de d e f i n i t i e  volgt  d i r e c t :  

S t e l l i n g  A l s  f ( x , y )  d i f f e ren t i ee rbaa r  is i n  ( a , b ) ,  dan i s  f ( x , y )  continu 

i n  ( a ,b ) .  
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Stelling af af , 

ax ay A l s  - en - in een omgeving van (a,b) bestaan en in (a,b) 
continu zijn, dan is f ( x , y )  differentieerbaar in (a,b). 

= f(a,b)+hf (a,b) + kf (a,b) + a(h,k) 
X Y 

met 

Dus is de functie f(x,y) differentieerbaar in het punt (a,b) 

h. Uit deze stelling volgt, dat functies met continue partiële afge- 
leiden differentieerbaar zijn. 

F. Hoe verandert f(x,y) bij onderling afhanke1i;ike variabelen? 

Stelling A l s  z = f(x,y), x = v ( t ) ,  y = $(t) differentieerbare functies 
zijn, dan is 

z = f(q(t),*(t)) = z(t) 
ook differentieerbaar en voor  de afgeleide geldt de volgende 

kettingregel 
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Bewi,is Wij bewijzen de differentieerbaarheid voor  t = a. Aangezien q(t) 
en +( t) differentieerbare functies zijn, geldt in een omgeving van t = a 

f(da+h),+(a+h)) = f(da) + hvp'(a) + hp(h),+(a) + h+'(a) + ho(h)) 

met lim p ( h )  = O, lim d h )  = O. 
h - O  h - O  

Volgens de voorwaarden van de stelling is z = f(x,y) een differentieer- 
bare functie. We kunnen dus schrijven 

f(rp(a+h),+(a+h)) = f(v(a),+(a)) f {hvp'(a) + h p ( h ) }  . fx(co(a),+(a)) + 

+ {h+'(a) +ho(h)}. fy(cp(a),+(a)) + j[hq'(a) +hp(h)12+ [h+ ' ( a )+ho(h )12-c ( . . , . . )  = 

met 

Omdat 

lim r ( h )  = O, lim p(h)=O en l i m  o(h) = O, volgt lim v(h) = O. 
h -  O h -  o h - O  h - O  

Dus is z = f(q(t),$(t)) een differentieerbare functie voor t = a met afge- 

leide fx(v(a),+(a)) . vl(a) + fy(v(a),+(a)) . +l(a). 

az  a n  
ax ay 

Wij zien dat dz = - dx t - dy . 
Dit is dezelfde formule als onder E, echter met andere betekenis der 
differentialen, die hier differentialen zijn van functies van één variabele, 
nl. t. 

Y 2 Vb. 1 z = xe met x = sin t en y = t . Dan 
dz t2 t2 - = eY cos t + xey 2t = e dt cos t t e 2t sin t. 

z = uv met u = u(t) en v = v(t). Dan 

- au dv = v - t u - dt dt dt (productregel bij differentiëren). 
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dz az 
dx ax Teneinde het verschil tussen- en - te laten uitkomen, beschouwen 

wij een functie z = f(x,y) waarbij y = y(x). 

Nu speelt x de r o l  van t in de stelling, nl. 

x - x  J 

(!$(e,q) is een maat voor  de verandering op de doorsnede van 
2 z = x + y  metvlaky=l 

is een maat voor de verandering op de doorsnede van 
2 

z = x + y met de cilinder y = log x. 

G .  Hoe verandert f(x,'i) als x en 'i afhangen van twee onafhankeliik variabelen 
u en v? 

Zij z = f(x,y) en x = x(u,v), y = y(u,v). Vul in, dan 

z = f[x(u,v), y(u,v)] = F(u ,v)  . 
Ook hier geldt, dat als f(x,y), x(u,v) en y(u,v) differentieerbaar zijn, 
ook de samengestelde functie F(u,v) differentieerbaar is. Het bewijs, dat 
analoog is met het vorige bewijs, geven we niet. Nemen we de differentieer- 
baarheid aan, dan kunnen de partiële afgeleiden uit de in het vorige 
geval opgestelde kettingregel worden gevonden. 

Neem v constant, en pas de kettingregel toe,' dan 

Neem vervolgens u constant, dan volgt weer met de kettingregel 
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Daar z = F(u ,v )  i s  per  d e f i n i t i e  

az a z  d z = - d u + - d v .  au a v  

Vul de z o j u i s t  gevonden formules i n ,  dan 

Wij hebben aangetoond de volgende formule: 

A l s  z = f ( x , y )  dan dz = - dx + - dy . 
Deze formule i s  een d e f i n i t i e  als x en y onafhankelijk va r i abe l  z i j n .  De 

formule i s  i n  F bewezen voor he t  geval d a t  x en y a fhankel i jk  z i j n  van 

één parameter. Hierboven i s  de formule bewezen voor  he t  geval dat x en y 

afhankel i jk  z i j n  van twee parameters. 

Voorbeeld 

az  az 
ax ay 

Z i j  z = f ( x , y ) .  Voer i n  poolcoördinaten x =. r cos ‘p, 

y = r s i n  ‘p, 

en bereken (%y + ($1 . 2 

OE’. P a s  de ke t t i ng rege l  toe op z = f [ x ( r , v ) ,  y(r ,cp)l ,  dan 

az . a z  a z  
a r  a x  ay a’p a x  ay 

- cos ‘p + - s i n  ‘ p i  - - - - - r s i n  ’p + - r cos q . 
Hieru i t  volgt 

H. Funct ies  van d r i e  var iabelen 

Voor w = f ( x , y , z )  i s  de d e f i n i t i e  der  p a r t i ë l e  a fge le iden  

a w  a w  a w  
a x  a y  I a z  
- - -  

analoog aan d ie  voor func t i e s  van twee var iabelen.  Nu moeten ech te r  s t eeds  

- twee var iabe len  constant worden gehouden. 

f ( x , y , z )  heet  d i f fe ren t ieerbaay  i n  ( a , b , c )  als 

f ( a + h , b + k , c + J )  - f ( a , b , c )  = A h + B k + C R + m  p ( h , k , J ) ,  waarbij 

p ( O , O , O )  = O en p ( h , k , J )  continu i s  i n  ( O , O , O ) .  
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Kettingregels : 

1 )  Als w = f(x,y,z) en x = x(t), y = y(t), z = z(t), dan 

dw af dx af & + g 
at ax dt ay at az * at * 
- = -.- + -. 

2) Als w = f(x,y,z) en x = x(t,u), y = y(t,u), z = z(t,u), dan 

aw af ax + af az aw af ax af + 
at - ax at ay at az at au ax au az au * 

+ - -  en- = -- + a y  au 

§ 7 .  Impliciet gegeven functies 

A. F(x,.v) = O. 

Voorbeeld 
van de punten, waarvan de coördinaten voldoen aan 

De cirkel met middelpunt (0 ,O)  en straal a is de verzameling 

2 2 x + y  = a  . 
Men noemt deze vergelijking de vergeli,jking van de cirkel. 

De vergelijking komt overeen met twee functies, nl. 

y=- en y =  - f F 7 .  
De afgeleiden van deze functies zijn resp.  

-X X 

d,'. y' = en y' = f r - 2  
Voor beide functies geldt dus 

X y' - - .  
Y 

De laatste formule is door een omweg verkregen. Deze omweg is hij het he- 

palen van de afgeleide der drie functies, die door de vergelijking 
3 3 x + y  - 3 x y = o  

zijn gegeven, veel moeilijker omdat deze derdegraadsvergelijking in y 
niet gemakkelijk oplosbaar is. Wij zoeken nu een methode om, als de 
functies door een vergelijking zijn gegeven, toch de afgeleiden eenvoudig 

t e  bepalen. 
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Door F(x,y)  = O heet y imp l i c i e t  als  f u n c t i e  van x gegeven. Wij kunnen ons 

h i e r u i t  y = y ( x )  opgelost denken en ik a l s  volgt berekenen. 
dx 

Door toepassing van de ke t t i ng rege l  op z = O = F(x ,y) ,  x = x, y = y ( x )  

volgt 

waaruit ik kan worden berekend. In f e i t e  komt he t  erop neer  d a t  w i j  de u i t  

F(x,y) = O opgelost  gedachte y = y(x).weer subst i tueren en de verkregen 

i d e n t i t e i t  i n  x 

dx 

F(x,y(x))  = 0 

naar x d i f f e ren t i ë ren .  U i t  de verkregen ve rge l i j k ing  kan dan y '  worden op- 

ge los t .  

Voorbeeld 1 De c i r k e l  x + y = a . 
Denk h i e ru i t  opgelost y = y ( x ) ,  vul i n  en d i f f e r e n t i e e r :  

2 2 2 

X 2x + 2yy '  = O dus y '  = - -  . 
Y 

W i j  bepalen nog de tweede a fge le ide  door de  ons u i t  x + y  = a opgelost  

gedachte y (x )  en y ' ( x )  t e  subs t i t ue ren  i n  x + yy' = O en te d i f f e ren t i ë ren :  

2 2 2 

2 a - 2 1 + ( Y ' )  + yy" = O dus y" = - , 
Y3 

Voorbeeld 2 (logarithmische s p i r a a l ) .  log - a r c t a n  y/x = O. 

Denk opgelost y = y(x ) ,  v u l  i n  en d i f f e r e n t i e e r :  

Nogmaals d i f f e r e n t i e r e n  g e e f t  

2 
x2 + y 

( x  - Y I 3  
y" = 2 

3 3 Voorbeeld 5 x + y  - 3xy = O. 
2 

De methode toepassend vinden w i j  3x 2 + ?y 2 y '  - 3y - 3xy' = O; y I , -  -y-x. 
2 

Y - x  
Blijkbaar kunnen extrema optreden a ls  y = x , dus i n  verband met de oor-  
spronkelijke ve rge l i j k ing ,  voor x 

2 

6 3 
= Zx , dus voor x = O en x = fi. 
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2 Het punt (0,O) is een bijzonder punt, omdat daar ook y 

gedrag in (6,s) na te gaan, bepalen we ook de tweede afgeleide. 

- x = O. Om het 

2 2 
(x - Y )Y' = x 

(x - y )y1 + (1  - 2yy')y' = zx - Y ' ,  

- Y, 
2 

dus in (fi,fi) is y" = -2, dus y' monotoon dalend en = O, dus y rnaxi- 
maal. 

Om de grafiek van de vergelijking te tekenen merken wij op dat er symmetrie 
t.o.v. y = x bestaat. Snijding met de rechte y = -x+p levert 

X2(5P+5) - 5xP(P+l) + P3 = 0 . 
Voor p = -1 is er geen snijpunt, voor p = O is (0,O) een dubbel snijpunt, 
terwijl uit 

2 Discriminant = 5p (p + I ) (  3 - p) 
blijkt, dat slechts bij -1 < p 3 snijpunten optreden. 
De gevonden grafiek is het Folium van Descartes. 

az ò z  
x ay 

B. F ( x , y , z )  = O. Beschouw z = z(x,y) en bepaal a- en - . 
Door toepassing van de kettingregel op w = O = F(x ,y , z ) ,  x = x, y = y, 

z = z(x ,y)  volgt na partiële differentiatie 

naar x: O = 

aF aF naary: o = - + -  . - J  ÒY ò z  ay 

aF a z  Ò Z  

a z  a x  ay waaruit, indien - f O, de - en - kunnen worden berekend. 

Voorbeeld x = ey sin z. Gevraagd wordt te.berekenen de uitdrukking 

Qg. Partieel differentiëren levert op 

Y az 
a x  

Y 3 2  sin z + e' cos z - 
ÒY 

naar x: 1 = e cos z - 

naar y: O = e 
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az az 
ax ay 

Hierui t  z i j n -  e n -  t e  berekenen. S u b s t i t u t i e  l e v e r t  a l s  he t  gevraagde 

antwoord: 1 .  

Beschouw z = z (x )  en y = y ( x )  en bepaal y '  en 2 ' .  

c. F(x,y,z)  = o 

G(x,y,z) = 0 

Dif fe ren t i a t i e  naar  x l e v e r t  de beide formules 

waaruit y '  en z' volgen. 

Voorbeeld 

x + y* + z = 5 Gevraagd wordt t e  berekenen de waarden van 

X y t y z  = 2 

2 2 

Y'(X), Z ' ( X ) ,  Z " ( X )  voor x = O ,  y = 1 ,  z = 2. 

m. D i f f e r e n t i a t i e  naar  x l e v e r t  

2x + 2yy'  + 222' = o ;  y t ( x  t z ) y '  t yz '  = o. 

Voor ( x , y , z )  = ( o , I , z )  wordt d i t  

y ' ( 0 )  + 2 2 ' ( 0 )  = o; 1 t Zy'(0) + z l ( 0 )  = o 
waaruit ~ ' ( 0 )  = - 2 / 3  en .?(O) = l/j. 

Differen t ieer  nu nogmaals naa r  x ,  dan 

2 
1 + (y!) + yy" + (ZI)* t 22'' = o ;  

y '  + ( x  + z)y" + ( 1  + 2 f ) y I  t y ' z '  + yz" = o 

hetgeen voor (x,y,z) = (0,l , 2 )  wordt gereduceerd t o t  twee vergel i jkingen 

voor y"(0) en z " ( O ) ,  waaruit vo lg t  ~"(0) = - 44/27. 

D. F(x ,y ,z , t )  = O Beschouw z = z (x ,y )  en t = t ( x , y )  en bereken 

as: a z  a t  a t  G(x ,y ,z , t )  = O a x ~ ~ * a X ~ ~ *  

Vier maal toepassing van de ke t t ingrege l  gee f t  

w a a r u i t  de gevraagde afgeleiden volgen. 
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Voorbeeld 

Beschouw x en y a l s  onafhankel i jk  verander l i jke  en bepaal - . 
xy + z t  = 8 en x + y + z + t = 6. 

a z  
a x  

m. Part ië le  d i f f e r e n t i a t i e  naar  x l e v e r t  

a t  a z  az a t  
ax ax ax ax 

y + z - + t - = O  en 1 + -  + - = O  

waaruit : 

ax t - z  

E. De algemene behan 

Voorbeeld 

x + y = t + u  1 

jk. Wi 1 

Beschouw x als onafhankel i jk  var iabe l  en bereken y l ( x )  
voor x = y = t = u = O. 

volgt  

' i  2 x + y  = - t + u  
x 2 + y  2 = t " u  

û&. Uit 

dus y ' ( 0 )  = - 2 . i 1 + y ' ( 0 )  = t ' ( o )  + u'(0) 

1 = -  t l ( 0 )  

o = u'(0) 

1 + y '  = t '  + u '  

1 + 2yy' = -t '  + 2uu' 

2x + 2yy' = 2 t t '  + UI 

5 8. Hogere p a r t i ë l e  a fge le iden  

A.  De f in i t i e  

a z  a z  
ax ay 

A l s  z = f(x,y), dan z i j n  - en - ze l f  ook func t i e s  van x en y. 

2 3  a z  3 a z  
ax ay 

Voorbeeld z = x y , dan - = Zlcy en - = 3x2y2. Dus 

2 - 6 x y .  - 6 w ; - -  -6~;;- 2 a2z  

ay2 

2 
2 a z  

2Y3; ayax - axay 
a'z - =  a2z 

a x2 

a 2 z  a2z  
axay ayax Merk op,  da t  - - - - . 
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a2f en - bestaan i n  een omgeving van ( a , b )  en continu S t e l l i n g  A l s  axay ayax 
a 'f 

z i j n  i n  ( a , b ) ,  dan ge ld t  

a'f a 2 f  . 
axay ayax i n  ( a , b ) .  - _ -  - 

Bewi.i s 

We passen de s t e l l i n g  van he t  gemiddelde der d i f fe ren t iaa l rekening  toe  

( z i e  hoofdstuk 11, § 3 . ) ,  die  zeg t ,  dat  a l s  g( t )  d i f f e ren t i ee rbaa r  i s  

voor a t P ,  e r  een T bes t aa t  met a < T < P, waarvoor 

z - a  
Ste l l en  we h = p - U en 0 = t( , dan i s  p = a + h en T = a + eh. 

We kunnen dan ook zeggen, da t  e r  een a bes t aa t  met O < û < I ,  zodat 

P -  

g(a + h)  - g ( a )  = hg ' (ü  + eh) . 
Bij  deze formulering behoeft h n i e t  p o s i t i e f  t e  z i j n .  

Z i j  U = f ( a  + h ,b  + k)  - f ( a  + h , b )  - f ( a , b  + k )  + f ( a , b ) .  

1)  Z i j  ?(.,y) = f ( x  + h , y )  - f ( x , y ) ,  dan U = 'p(a,b + k )  - cp( a ,b ) .  

Volgens de s t e l l i n g  van he t  gemiddelde, twee maal toegepast ,  i s  

af af 
1 ay ay 

U = k . ( a , b  + û k)  = k[- ( a  + h , b  + e l k )  - - ( a , b  + e l k ) ]  = 

= k . h . -  a'f (a + û2h,b  + a l k )  met O < B I  < 1 en O < 9' < 1 . axay 

2 )  Z i j  +(x,Y) = f ( x , y  + k )  - f ( x , y ) ,  dan 
4 

U = +(a  + h , b )  - + ( a , b )  . 
Pas wederom tweemaal de s t e l l i n g  van het gemiddelde toe ,  dan 

a'f 
ayax 

U = hk- (a + û3h , l ;  + e4k) met O < e3 < I en O c e4 < I 

3) U i t  1) en 2) volgt  dus dat 

a' - a'f ( a  + û2h,b + e l k )  = - ( a  + û3h,b + û 4 k )  axay ayax  

Laat nu h en k t o t  nu l  naderen, dan volgt  op grond van de c o n t i n u ï t e i t  

der gemengde tweede a fge le iden  d a t  z i j  i n  ( a , b )  g e l i j k  z i jn .  



b. Dat de voorwaarde betreffende de c o n t i n u ï t e i t  i n  deze s t e l l i n g  n i e t  

gemist kan worden, b l i j k t  u i t  he t  volgende. 

Voorbeeld Z i j  

f ( h , k )  - f(h,O) = lim dMd= k k -  O k f (h,O) = l i m  
Y k -  O 

k - O  J 

f ( o , o )  = l i m  I = I . 
h -  O YX 

fx(O,k) - f x ( O , O )  
f (o ,o )  = i i m  k k -  O Icy 

f ( h , k )  - f(O.kl = lim m=  h h - O  h f (0 ,k)  = l i m  
h -  O X 

'I (voor k = O )  = l i r n  O = O 
h -  O 

f ( o , o )  = l i m  - I = - I . 
Icy k -  O 

I n  dit voorbeeld i s  dus f yx f fyy i n  (o ,o ) .  

Analoog d e f i n i e e r t  men de derde p a r t i ë l e  afgeleiden,  ook van func t ies  van 

meer dan twee variabelen. 
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A l s  i s  voldaan aan zekere voorwaarden, dan z i j n  weer gemengde p a r t i ë l e  

afgeleiden g e l i j k ,  b.v. 

a l s  w = f ( x , y , z )  dan 7 - - 
3 3 a w  - a w  - - a3w 

2 ax ay agax  axayax 

A l s  het  tegendeel n i e t  u i td rukke l i jk  wordt vermeld, nemen we voortaan 

aan, da t  van de door ons beschouwde func t i e s  de gemengde p a r t i ë l e  a f -  

geleiden die door verwisseling van d i f f e ren t i a t i evo lgorde  uit e lkaar  

onts taan inderdaad g e l i j k  z i j n .  

B. Kett ingregels  

De ke t t i ng rege l s  voor hogere a fge le iden  kunnen i n  elk a fzonder l i jk  geval 

worden a fge le id  door toepassing van de gewone ke t t i ng rege l ,  a l s  men maar 

s teeds  besef t  dat  p a r t i ë l e  afgeleiden van a l l e  var iabelen afhangen. 

1) A l s  z = f ( x , y )  en x = x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  dan z = f [ x ( t ) , y ( t ) ]  en 

2 2 d2z a z  azx a 2 z  ax + a2z ay dx az ay + [ a  z ax + a 2 z  q a . 
at' ax at2 ax a t  ayax at at a y  a t 2  axay a t  ay2 at  at  

- . - +  [y- ] - + -  

2 )  A l s  z = f ( x , y ) ,  x = x ( u , v ) ,  y = y ( u , v ) ,  dan z = f [ x ( u , v ) , y ( u , v ) l  en 

a z  az ax + -  a 
a u  a x  au a y  ' au I 

- = -.- 
a z  P a r t i ë l e  d i f f e r e n t i a t i e  van deze formule en d ie  voor  l e v e r t  d r i e  

formules op,  waarvan e r  één l u i d t  

2 2 2 2 a z ax + a'z ay ax  a z  ay_ + a z z  ax + a ay a;r a2z a z  a x 

avau ax  avau ax  av  ayax av  . au  ay  avau axay av ay av au 
+ [y- ] - + -  2 1 - _ - -  - 

De hierna  volgende voorbeelden 1 en 2 z i j n  aanloopjes t o t  de voorbeelden 

5 en 4 ,  waarin de r e su l t a t en  van paragraaf 8 en 9 gecombineerd worden. 

Speciaal  voorbeeld 3 i s  van belang voor de toepassingen. 

a2z  
avau . Z i j  z = f ( x , y )  met x = u + v ,  y = u - v. Gevraagd wordt - 
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az  OJg. - + - . Dif fe ren t i ee r  nu naar  v ,  dan a u  ax ay 

a'z - a'z . ( -1 )  = -  - . - a 2 z  -- a z +A 
avau a x  ayax axay ay a x  ay2 

2 2 . ( - 1 )  t - a z  . I  + -  - 
2 2 

a 2 z  a Z z  
ax ay2 

Vb. 2 Z i j  z = f ( x , y )  met x = u + v,  y = u - V. Gevraagd wordt 7 - - 

u i t  t e  drukken i n  z,u,vi Door voorbeeld 1 weten wij het  antwoord 

reeds.  

m. Vul x en y i n ,  dan s t aa t  e r  

= f [x (u ,v ) ,y (u ,v ) I  = [P(u,v) 

t e r w i j l  i n  he t  gegeven impl ic ie t  s t a a t  u = u(x,y)  en v = v(x,y) .  In d i t  

voorbeeld i s  namelijk u = & ( x + y ) ,  V = $ ( x - y ) .  Dus z = [p(u,v) met 

u = u(x ,y )  en v = v(x,y) .  i. 

a z  I az I az - - +  au  -,-=-- " av " + - -  . Evenzo - = _ _  - _ _  a x  au ' a x  av ax 2 a u  2 av ay 2 au 2 av - 
Nogmaals d i f f e r e n t i ë r e n  gee f t  

- _  a 2 z  - 1 [& . 1 + -  a Z z  . -1 I + -  1 [ a 2 2 * l + a ' z * l ] ,  
2 2 a x  2 au2 2 avau 2 2 auav 2 a v  2 

a'z 
Aftrekken g e e f t  he t  verwachte antwoord: auav . 

a 2 z  +& 
ax2 ay 

u Z i j  z = f ( x , y ) ,  x = r cos [p, y = r s i n  [p. Gevraagd wordt - 
2 

I 

u i t  t e  drukken i n  z,r,[p. 

OJ~. = f[x(r,?), y ( r , ~ ) l  = F ( r , v )  

t e r w i j l  imp l i c i e t  gegeven z i j n  r = r ( x , y )  en [p = [p(x,y). DUS 

a z  a z  a r  a z  en - = - - + -  az - az ar + & &  
ax a r  ax a y  a x  ay ar ay a'p a y  * 

-e door impl ic ie t  d i f f e ren t i ë ren  u i t  We bepalen nu e e r s t  ax , a x  , ay  , ay  

x = r cos cp en y = r s i n  'p: 

ar 
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9 ax 
ar 
ax 1 = - cos 'p - r s i n  'p 

Vul d i t  i n ,  dan volgen 

Di f f e ren t i ee r  nu nogmaals naar x (resp. naa r  y )  en t e l  op, dan k r i j g t  men 

t e n s l o t t e  

I a2z  a'z a Z z  a z + 1- + 

ax2 ay2 a r  r a r  r a'p 

2 
- + - = -  

2 2 2  

de operator  van Laplace i n  poolcoördinaten, toegepast op Z. 

2 2 u Z i j  z = f ( x , y )  en x = u 

(2x - y 2 )  

+ v , y = u + V. Gevraagd word t  OD 

2 a z  . + - in z ,u ,v  ui t  t e  drukken. 
ax2 ax 

m. z = ip(u,v) = q[u (x ,y ) ,v (x ,y ) ] .  W i j  zoeken e e r s t ,  teneinde 

a v  
a x  ' a u  en - d i e  volgen u i t  t e  kunnen ui t rekenen,  a; 

a v  1 a;=-* - -  a u  
a x  
- -  

2 a u  
a x  

au av 
y = u + v  , d u s  o = - + -  a x  ax 

x = UZ + v , dus 1 = 2u- + 2 Y a ;  

a z  1 az  az az a z  
ax 2 U-v a u  av ax a u  av CUS - (- - -> of 2(u-v) - = - - - . 
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P a r t i ë l e  d i f f e r e n t i a t i e  naar x l e v e r t  

2 
2 a 2 av a', au a Z z  av 1 ] = L Z i 2 + - -  - - _ _ - -  

2 2 
2(u-v) 7 a z + - . 2 [  I +  

2 a z +  4 - = -  - 2 . h  + -  
4(u-v) 2 2 2 

ax a x  z ( ~ - ~ )  2(u-v) au a x  auav a x  auav  a x  av a x  

a z  a Z z  a Z z  
ax a x  au auav a v  

2 

a' 
a x  a x  4 au auav av  

2 
a z  +* l .  ( 2 x - Y  ) y  - [ 2 - 2 -  2 a z  + - - -  a, I & 

Opmerking 

Genera l i sa t ie  van voorbeeld 3 i n  de ruimte,  namelijk voor bolcoördinaten. 

Neem als  coördinaten van het  punt P. = (x ,y ,z ) :  

p = a f s t and  OP, 

'3 = hoek tussen OP en pos i t ieve  z-as,  

'p = hoek tussen OQ en pos i t ieve  x-as, waarin Q de p r o j e c t i e  van P op he t  

(x,y)-vïak is. 

D a n  ge ld t :  

x = p s i n  8 cos 'p 

y =, p s i n  8 sin 'p 

z = p cos 9 l. 
Voor de Laplace-operator berekent men: 

2 2 2 2 2 2 a w + 2 h  - a w + a w + a w - -  - a w + l a +  1 -  + - - ,  
a x  ay2 az a p 2  p2 ae2  p s i n  e a'p p a p  

co t  e a w  
p2  as 2 2 2 . 2  2 
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IV.1 

HOOFDSTUK 'IV NEETKUNDE EN ALGEBRA 

I .  Vectoren i n  ruimte en vlak 

A. Z i j  0 een v a s t  punt ,  genaamd de oorsprong. Een vector  g i s  de p i j l  van O 

naar  een punt A .  
Twee vectoren 3 en kunnen worden opgeteld:  4 + h. Een v e c t o r s  kan met _i 

een reëel g e t a l  A (een  sca l a r )  worden vermenigvuldigd: A g .  

De volgende eigenschappen gelden: 

Optell ing: I )  + b = 2 + g. 

2 )  ( - + b ) + s = a + ( b + s ) .  

5 )  E r  i s  één s zodat & + & = z. Noem deze Q ( p i j l  van O naar  o).  

4) B i j  i edere  2 i s  e r  één 2 zodat a + s = 0. Noem deze - 
( tegengestelde van i). 

Opmerking: B i j  i edere  g en b i s  e r  é é n &  zodat a + 
2 = b + ( -  a). Noem deze 

= b, namelijk 

- g (he t  ve r sch i l  van en g). 

Scala i re  vermeninvuldiging: 

B. W i j  gebruiken de vectoren om meetkundige f iguren en hun eigenschappen t e  

beschrijven. 

1 )  Een punt A wordt aangegeven door het  u i te inde  van de vec tor  2 = OA. 

2 )  Een rechte  .l door O. Z i j  1 een vec to r  langs .l. Dan i s  de rechte  1 de 

-. 

verzameling van de eindpunten de r  vectoren 

- x = A x ,  - - < A < = .  

3 )  Een rechte  R n i e t  door O .  Z i j  1 een vec tor  evenwijdig aan ,e en z i j  2 

een vec tor  met eindpunt op A. Dan i s  de rechte  R de verzameling van 

de eindpunten d e r  vectoren 

- x = g + A x ,  - - < A < - .  
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4) 

5) 

§ 2. 

A .  

De vector 1 heet een richtingsvector van de rechte, de vector a heet 
een steunvector van de rechte. 

Een vlak V door U. Laat x en 3 (niet langs één rechte) vectoren in het 
vlak zijn. Dan is het vlak V de verzameling van de eindpunten der vec- 
toren 

- x = h ~ t p ,  - m < A < m , - ~ < p < ~ .  

Een vlak V niet door U. Laat 1 en 
evenwijdig aan V zijn en zij 
de verzameling van de eindpunten der vectoren 

(niet langs één rechte) vectoren 
een vector met eindpunt in V. Dan is V 

- x = & + A x t p ~ ~ ,  - m < A < m , - m < p , < m .  

- v en heten richtingsvectoren en 5 een steunvector van het vlak. 

Coördinaten 

Het vlak, I1 

Neem in het platte vlak door de oorsprong twee onderling loodrechte assen, 
de x-as en de y-as. Elk van deze assen maken we door de keuze van een 

schaal tot een getallenrechte met de oorsprong als getal O: elk punt van 
de rechte correspondeert met een reëel getal en omgekeerd. Bij een vector & 

behoren nu twee componenten a en a de getallen die corresponderen met 
de projecties van het eindpunt vans op de x-as, resp. de y-as. Zo cor- 
respondeert met iedere vector & een getallenpaar (a ,a ) en omgekeerd met 
ieder getallenpaar een vector. De verzameling der getallenparen noemen 
we R 2 .  Op grond van deze correspondentie schrijven we eenvoudig 

2 

1 2' 

1 2  

Vectoren langs de x-as: (p,O), langs de y-as: ( 0 , q ) .  

A l s  = (a ,a ) en b = (b ,b ) dan is 
1 2  1 2  

+ b ) en A& = (ha , ha2) . 
1 ' 2 2 1 

a + & = ( a  + b  

Men noemt de getallen a en a 

de vector & wordt aangegeven. Men bedenke hierbij, dat de betrekking tus- 
sen een punt A en zijn coördinaten (a ,a2) afhangt van de keuze van de 

x-as en de y-as en van de schaal op deze assen. Voorlopig denken we ons 

1 - 
ook de coördinaten van het punt A, dat door 

1 2 

1 
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hiervoor een vaste keuze gedaan en maken we geen verschil tussen R2 en 
het platte vlak. De rechte = + A l  wordt met coördinaten geschreven 

als 

Dit zijn twee vergelijkingen. Eliminatie van h geeft 

( 2 )  

(1) heet een parametervoorstelling, (2) een vergelijking van de rechte. 

Voorbeeld ( 1 )  

Het punt (10,5) ligt erop, want 

px, + qx2 + r = O of px + qy + r = O . 

Rechte s = (1 ,2 )  + h ( 3 , l ) .  

Het punt (-2,-1) ligt er niet op, want voor elke X is 

(-29-1) b (192) + A(3 , l )  . 
Het snijpunt met de x-as is te vinden uit 

immers uit de vergelijkingen volgt A = -2 ,  p = -5, dus het snijpunt met 

de x-as i s  ( + , O ) .  Op analoge wijze vindt men dat (O, 5/3) het snijpunt 
met de y-as is. 

De vergelijking van de rechte volgt na eliminatie van A uit 

x = l  + j h  
We vinden x - 3y + 5 = O. 

y = Z + h  I . 
Voorbeeld ( 2 )  Een rechte is gegeven door de vergelijking 2x + y - j = O. 

Gevraagd wordt een parametervoorstelling. 
Stel x = h ,  dan is y = -U + j. Dus een parametervoorstelling is 

.- 

s = (5) + A(:*) ' 
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Neem in de ruimte door de oorsprong drie onderling loodrechte assen, de 

x-as, de y-as en de z-as. Elk van deze assen wordt door een schaal t o t  
ee.9 , ~ .  getallenrechte met de oorsprong als getal O gema:?kt en wel zo dat de 
positieve x-as, ylas en z-as georiënteerd Zijn a l s  resp. duim, wijsvinger 
en middelvinger van een rechterhand ( recht8 coördinatenstelsel). 
Een vector heeft nu drie componenten (a ,az,a3), de getallen die bij de 
projecties van het eindpunt op x-as, y-as en z-as behoren. 

In het bijzonder is 2 = (O,O,O); (p,O,O) is een vector langs de x-as; 
(p,O,r) is een vector in het (x,z)-vlak. 

A l s  

__i 

I 

1 

= (a1,a2,a3) en 2 = (bl,bz,b3), dan is 

- a + = (a1 + bl,a2 + b2,a3 + b 3 ) en A& = (Aa,,Aaz,Aa3) . 
Ook hier noemt men (al ,az,a3) coördinaten van het punt,A dat bij de vec- 
tor a behoort. We maken geen verschil tussen R 
hier de keuze van een vast assenstelsel inhoudt. 
Een rechte, resp. een vlak, heeft parametervoorstelling 

en de ruimte, hetgeen ook 
3 

- x = (al1a2,a3) + A(v,,v2,v3), rew. 

- x = (a 1 ,a2,a3) + h(vl ,v2,v3) + d w ,  ,wz,w3) 

Een vlak wordt ook voorgesteld door een vergelijking 

pxl + qx + rx = s of p x i q y + n = s ,  
2 3 

die verkregen wordt door uit de 3 vergelijkingen van de parametervoorstel- 
ling A en p te elimineren. Een rechte kan niet door één vergelijking wor- 
den voorgesteld. 

Voorbeeld 1 Beschouw de rechte 
Het punt ( 1 , 5 , 5 )  ligt op deze rechte, omdat ( 1 , 3 , 5 )  voldoet aan 

= ( 1 , l  , I )  + h ( 0 , l  , Z ) .  

Het snijpunt van de rechte met het (x,y)-vlak volgt uit 

1 O = z = 1 + Z A ,  A = - - 2 



en i s  dus he t  p u n t  ( 1 ,  $, O). 

Eet sni jpunt  met he t  (y ,z ) -v lak  zou moeten voltyen u i t  O = x = 1 t AO, dus 

bes taa t  n i e t ;  inderdaad b l i j k t  u i t  beschouwing van de r ich t ingsvec tor  

( 0 , 1 , 2 )  da t  de rechte  evenwijdig i s  met h e t  (y ,z)-vlak.  

De rechte  door ( 7 , 0 , 3 ) ,  d i e  evenwijdig i s  met de gegeven rechte ,  hee f t  

parametervoorstell ing 

- x = (7 ,093)  + A(0,1 ,2)  

Voorbeeld 2 

schreven 

Beschouw he t  v l a k x  = ( 1 , 2 , 3 )  t A ( O , I , l )  + p( l ,O, -Z) ,u i tge-  

x = l  + P  

y = 2 + A  

z = 3 + h - 2 p .  

Voor het  sni jpunt  met de y-as  moet x = O en z = O ,  dus p = -1 en A = -5. 
D i t  sni jpunt  i s  dus (0,-3,0). 

De verge l i jk ing  van h e t  v lak  wordt verkregen door A e n . p  t e  elimineren 

2x - y  + z = 3 .  

Voor e l k  punt van de s n i j l i j n  met he t  (x ,y)-vlak moet z = O ,  d w  de ver -  

ge l i j k ing  van deze s n i j l i j n ,  beschouwd als rechte  i n  h e t  (x ,y)-vlak,  

l u i d t  Zx - y = 3. In de ruimte s t e l t  deze verge l i jk ing  voor h e t - v l a k  door 

de s n i j l i j n  en evenwijdig aan de z-as. 

Voorbeeld 3 Het sni jpunt  van de rechte  u i t  voorbeeld 1 met he t  v lak  u i t  

voorbeeld 2 v e r k r i j g t  men door & = ( 1 , l  , I )  + A(O, I ,2 )  i n  t e  vu l len  i n  de 

verge l i jk ing  van h e t  v lak ,  2x - y + z = 3. Dan 

2.1 - (1  + A )  + (1  + u) = 3, 

dus h = 1 en h e t  gevraagde sn i jpun t  i s  ( 1 , 2 , 3 ) .  

Voorbeeld 4 
Gevraagd wordt een parametervoorstel l ing van het vlak.  S t e l  y = A en 

z = a, dan i s  x = ZA - X + 6 ,  dus & = (6,0,0) + A(2,1 ,0)  + ~ ( - 3 , 0 , 2 )  

voldoet. 

Een v lak  hee f t  ve rge l i j k ing  2x - 4y + 32 = 12 .  

Voorbeeld 5 Gegeven z i j n  twee vlakken, 

x + y = l  en 2 x - y + z = 3 .  
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Gevraagd wordt eer] parainetervoorstelljn~~ van clc mi  . j l i J n .  

Stel x = A, dan y = -h + 1 en z = -3A + 4 ,  dus  

- x = (0,1,4) + k ( l , - l , - ? )  voldoet. 

C. Cartesische ruimten R- , (naar Cartesius = Descartes 7596-1650). 

Een rijtje (a1,a2, ..., a ) van n reële getallen dciden wij kortweg aan 
door S. 

n 

De Cartesische ruimte R is de verzameling van a.lle rijtjes, waarbij de " ,  n 
som van twee rijtjes en het product van een rijtje met een getal wordt 

gedefinieerd als volgt: 

Het is eenvoudig in te zien, dat voor deze som en scalaire vermenigvuldi- 

ging de eigenschappen van § 1 .  gelden. 

R 
1 

Naar analogie met deze cartesische ruimten van dimensie I , Z , ?  kunnen wij 

ook in Rn, n > 3,  een meetkundige terminologie invoeren. 

Wij doen dit voor n = 4: (0,0,0,0) heet de oorsprong U. 

Alle (a1 , O , O , O )  vormen de x-as; alle (O,a,,O,O) de y-as; 
alle (0,0,a3,0) de z-as; alle (0,0,0,a4) de t-as. 
Alle (a, ,a2,0,0) vormen het (x,y)-vlak. Hiervoor is dus z = t = O. 
Alle (a, ,a2,0,a4) vormen de (x,y,t)-ruimte, waarvoor dus z = O. 

) + A(vl,v2,v ,v4), met A variabel, heet 
3 De verzameling s = (a, ,a2 ,a3 ,a4 

een rechte. De verzameling s = g + 11 + pvr, met A en p variabel, heet een 
vlak. De verzameling = 2 + Ax + + v u ,  met A,p,v variabel, heet een 
ruimte. Als wij uit de laatste (vier!) vergelijkingen de h , k , v  elimineren, 
dan krijgen wij de vergelijking van de ruimte: 

is de getallenrechte, R 2  het gewone vlak, R3 de gewone ruimte. 

a x + b y + c z + d t  = e .  

Voorbeeld 
en b = (ü,-1 , 2 , 2 )  met de (x,y,z)-ruimte (de ,,grondruimte"). 
Oplossing: Een richtingsvector van de rechte is 2 - 1, dus  een parameter- 
voorstelling is 

Gevraagd wordt het snijpunt van de rechte door g = (1 ,Z ,3,4)  

- x = ( 1 , 2 , 3 , 4 )  + k ( 1 , 3 , 1 , 2 )  . 
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i; . 

Snijden met t = O levert 4 + 2A = O ,  dus A = -2, dus het gevraagde mij- 

punt is (-1,-4,1,0). 

Opmerking 
(x,z)-vlak, noch het (y,z)-vlak. I n  R 
het algemeen kruisend, twee vlakken in R 
in één punt. 

De genoemde rechte snijdt dus noch het (x,y)-vlak, noch het 
zijn een rechte en een vlak in 

4 
snijden elkaar in het algemeen 

4 

$ 3. Afhankelijkheid 

A.  Een vector 1 heet een lineaire combinatie van de vectoren g,&,c,d, a l s  - 
- v = ct& + pb + y 2  + ab . 

Voorbeelden 

( 4 , 5 )  is lin.oomb. van (1,l) en (2,3) 
(O,?) is lin.oomb. van (1,2) en (4,3) 
(0,1,2) is lin.comb. van (1,2,3) en (l,l,l) 
(5 ,6 ,7 ,0 )  is lin.comb. van (1,2,3,4) en (l,l,l,-l) 

( 1 , 2 )  is lin.comb. van (3 ,6) .  

Drie vectoren &,b,c, zijn afhankelijk, als A& + b& + vc = Q voor zekere 

(A ,P ,V)  # (o,o,o). 
Drie vectoren &,b,c, zijn onafhankelijk, als zij niet afhankelijk zijn, 
dus als 

As + p.6 + vs = Q* A = p = v = o . 
Twee vectoren &,b, zijn afhankelijk, als 1s + p 2  = Q voor zekere 
(A,p) f (O,O), en onafhankelijk als zij niet afhankelijk zijn. 

Voorbeelden 

(l,Z,3), (l,l,l), (O,1,2) zijn afhankelijk, 
(l,Z), (4,8) zijn afhankelijk, 
(1,2), (4,8), (6,l) zijn afhankelijk, 
( l , O , O ) ,  ( 6 , 7 , 0 ) ,  (1,2,3) zijn onafhankelijk, 
(3,2), ( 1 , l )  zijn onafhankelijk. 

B. - De betekenis der zojuist ingevoerde begrippen voor de meetkunde blijkt 
uit de volgende opmerkingen: 
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i 

1 ) Twee rechten zijn evenwijdig of samenvallend, als hun richtingsvectoren 
afhankelijk zijn. 

2) Een vlak door U bestaat uit alle vectoren, die een lineaire combinatie 

zijn van twee onafhankelijke vectoren. 
J) De rechte 5 = + hg is evenwijdig met of ligt in het vlak x = b + a + vw, 

als 2 een lin.comb. is van 1 en w. 
4) De eindpunten der vectoren &&,c liggen op een rechte a ls  - 3 en - 

afhankelijk zijn. 
5) De eindpunten der vectoren &,b,c,l liggen in een vlak, als 2 - a ,  - a, 

- d - a afhankelijk zijn. 

- C. Stelling =,b,c zijn onafhankelijk dan en slechts dan als + A ,  i, 2 
onafhankelijk zijn. 

Deze stelling bevat twee beweringen nl. 
i )  Gegeven: a,b,c onafhankelijk. Te bewijzen: + b, A, onafhankelijk. 

Bewijs: Stel h ( 5  + A )  + pb + vc = 0 
d m  hg + (A + p ) b  + vc - -  = O. 

Uit het gegeven volgt dan A = O, A + p = O ,  u = O, dus A = p = Y = O. 

2) Gegeven: a + 1, i, 2 onafhankelijk. Te bewijzen: a,d,c, onafhankelijk. 

Bewijs: Stel A& + p h  + vc = 0 
dan ~ ( 2  + g)  + (p  - A)& + vc = Q. 

Uit het gegeven: A = p - h = v = 0,dus h = p = v = O. 

Stelling 
kelijk zijn ( a  f O). 
Door herhaalde toepassing van beide stellingen kan het onderzoek naar de 
afhankelijkheid van een stelsel vectoren herleid worden tot het onderzoek 
van een ander, eenvoudiger stelsel. 
Het systematisch uitvoeren van dit procédé heet ,,vegen". 

Voorbeeld 1 

Schrijf de vectoren onder elkaar en veeg de tweede kolom schoon: 

- a = ( - I , I , I )  

- b = ( 1 7 2 , J )  

- c = ( 5 , 1 , J )  

-,b,c zijn onafhankelijk dan en slechts dan als a&,b,c onafhan- 

Zijn& = ( - l , l , l ) ;  2 = ( 1 , 2 , 3 ) ;  c = ( 5 , 1 , 3 )  afhankelijk? 

- a = ( - I , I , I )  

- b - 2s = ( 3 , 0 , 1 )  

- c - 2 = ( 6 , 0 , 2 )  . 
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Nu blijkt c - 
De vectoren zijn afhankelijk. 

Voorbeeld 2 

- a = (1,2,3) 
- b = (2,790) 

= 2(6 - Zg), dus 3- - 2b + 2 = Q. 

Zijn a = (1,2,3), b = (2,7,0), = (1,2,-1) afhankelijk? 

- a + 3s = (4,8,0) 
- b = (2,7,0) 

- a + 3s - 22 = ( 0 , - 6 , O )  

- b = (2,790) 
c = (1,2,-1) . - c = (1,2,-1) - c = (1,2,-1) - 

De laatstgenoemde drie vectoren (en dus de gegeven drie) zijn onafhanke- 

lijk, want stel 

§ 4. Vectorruimten 

8 .  Definitie 

Een vectorruimte V is een verzameling van dingen (genaamd vectoren), die 
kunnen worden opgeteld, en die kunnen worden vermenigvuldigd met een getal, 
in die zin dat als a,, E V, dan 
de volgende rekenregels is voldaan: 

1 )  i + b  = - b + g  4) ( A i l ) &  = A h & )  
2)  (g+b) + s = g + ( & + c )  5 )  (A + ilk =As + ils 

+ 2, A g  E V (A getal) en wel zo dat aan 

3) Bij iedere 2 en i is er één 6 )  h ( 3  +i) = As + Ab 
zodat g, + = b 7 )  l.g = a  

Vb. 1 R is een vectorruimte. n - R', , ' 
, ,  .,, , - Vb. 2 Een verzameling van vectoren met eindpunt in een vlak niet door U 

is geen vectorruimte, want als en 2 hun eindpunt in het vlak 
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hebben, dan heeft a + b dat niet. 

u Alle continue functies op O G t G 1 vormen een vectorruimte, want 

als f en g continu zijn, dan is f t g en ook hf continu en de re- 
kenregels zijn vervuld. 

u Alle veeltermen van de graad G 7 in één variabele,dus alle 
I 6 5 4 3 2 ax + bx + ex + dx + ex + fx + gx + h. 

Alle lineaire vormen in 5 variabelen (vorm = homogene veelterm), 

dus 2x1 + jx2 - x3 + 7x4 - x en dergelijke. 
5 

B. Definities 
k 

i=i 
1) & is lineaire combinatie van a ,a . . . , ak  , als & = Aiai. -1 , 2' 

2 )  2, ,A2,.. .,b zijn afhankelijk, als er getallen pl ,... ,pmWl ,p,, niet -m 
alle O, bestaan zodat 

p,d, + p g ,  + ... + P$,= Q . 
5 )  2, ,A2, .. . ,kmzijn onafhankeli,jk, als zij niet afhankelijk zijn. 
4) De dimensie van V = dim V = het maximale aantal vectoren van V, dat on- 

afhankelijk is; als zo'n maximaal aantal niet bestaat, zeggen we dat 

de dimensie van V oneindig is. 

5) Een basis van V is een stel onafhankelijke vectoren, waarvan iedere 
vector uit V een lineaire combinatie is. 

Vb. 1 dim R2 = 2, want elk drietal vectoren in het vlak is afhankelijk. 

Ieder tweetal onafhankelijke vectoren vormt een basis van R2. 

dim R3 = 3 ,  want elk viertal vectoren in de ruimte is afhankelijk. 
Ieder drietal onafhankelijke vectoren vormt een basis van R . 

De dimensie van de in bovenstaand Vb. j gegeven vectorruimte is 
oneindig. 

Vb. 2 

3 

u 

Wij beperken ons verder tot vectorruimten met eindige dimensie. 
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C. Coördinaten 

Zij dim V = n en zij g,,g2, . . . , e  n 
willekeurige vector van V is, dan zijn de n + 1 vectoren &,el, ..., e 
afhankelijk, dus 

een onafhankelijk stelsel. Als & een 

-n 

As + algl + . . . + a e = 0 , niet alle coëff. = O. n a  

O L .  
1 dan 3 = x e + ... + x e . A 1' 1-1 n- n NU is A ,& O (waarom?). Noem - - = x. 

Elke vector is dus als lineaire combinatie van el, . . . , e  
wel op één manier, want als ook 

te schrijven, en n 

- x = YIS 

O = (x, - y )e 

+ e . .  + YnZn, dan is 

+ ... + (xn'- yn)sn 
1 -1 

en uit de onafhankelijkheid van el, ..., e 
De vectoren el, ..., e -n 
Conclusie 1 

- 
volgt x. = yi. -n I 

vormen dus een basis van V. 

Als gl, ...& 
op één en slechts één manier te schrijven als lineaire combi- 

natie van zo'n basis: 

x = x e 

De getallen (x, ,... ,x ) heten de coördinaten of de componenten 
vans t.o.v. deze basis. 

een basis van V is, dan is elke vectors van V n 

+ ... + x s n .  

n 

1-1 - 

Conclusie 2 In een vectorruimte van dimensie n vormt ieder stelsel van n 
onafhankelijke vectoren een basis (en z o ' n  stelsel bestaat). 

- Vb. 1 In R3 is een basis: 2, = ( l , O , O ) ;  

(Elke vector is te schrijven als 
+ x e ofwel s = xe + ye + 2%) . x = x e  +x& 

In R is een basis: 2 = (1,O); g = ( 0 , l ) .  

De veeltermen met graad S 3 ,  alle 

= ( O , l , O ) ;  g3 = ( O , O , l ) .  

3-3 -1 -2 1-1 - 

2 1 2 

2 3 a o + a x + a x  1 2 +a3x , 
2 3  vormen een vectorruimte met basis 1 ,  x, x , x . 

c 



u De lineaire vormen in 4 variabelen, alle ax + by + cz + dt, vormen 
een vectorruimte met basis x, y, z, t. 

We hebben al gezien: in een ruimte van dimensie n vormen n onafhankelijke 
vectoren steeds een basis. Omgekeerd geldt: 

Stelling Als in een vectorruimte V een basis van p elementen bestaat, 
dan is dim V = p. 

Bewi.is StelL1, ..., f ie een basis; 2 ,...,g onafhankelijk en n > p. 
- P  1 n 

Elke vector is lineaire combinatie van 11, ..., f , dus ook 
-P 

e = a f  + . . . t a f  . 
-1 1-1 P- P 

Eén der a. f O, b.v. a 

f l  = p e 

# O, dus volgt na deling door a l :  
1 1 

+ p2L2 + ... + P p f p  1-1 - 

en daar f ,...,f basis is, is elke vector lineaire combinatie van 
-1 P 

f , dus o.a. 
- P  e l ,  f , t . . . >  

e2 = Y 1 S l  + y  f + ... + y  f . 
2-2 P-P  

Eén der y, ,... ,y # O, b.v. y, f O, dus volgt 
P 

f = & e  + 6 e  + ò f  + . . . +  6 f . 
-2 1-1 2 2  3-3 P-P 

Dus elke vector is lineaire combinatie van 

e l ,  e2 ,  L3>...,f * - P  

Zo voortgaande zien wij tenslotte dat elke vector lineaire combinatie is 
van 

el ,  e , e , . - . , s  
1 -3 P 

Omdat n >  p ,  vinden we, dat lineaire combinatie is van e , . . . , e  in 
strijd met de onafhankelijkheid van e ,..., e 

-1 -n 
vectoren kan dus ten hoogste uit p stuks bestaan; er is een onafhankelijk ntel- 
se1 , dat uit p stuks bestaat, nl. f ,..., f . Dus dim V = p.  

P+' -1 P 9  . Een stel onafhankelijke 

-1 -P 
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Gevolg Elke b a s i s  van een vectorruimte van dimensie n bevat n vectoren. 

Hierui t  vo lg t ,  da t  dim Rn = n op grond van de b a s i s  

e = (1,0, ..., O )  

e = ( o , I ,  ..., O) 
-1 

-2 

................ 
e = ( 0 ~ 0 ,  ..., 1)  I - n  

Verder i s  i n  bovenstaande voorbeelden 3 en 4 de dimensie 4. 

D. Deelruimten 

- Def. Een verzameling W van vectoren van een vectorruimte V heet  een 

deelruimte van V als 

u i t  2 E W en y E W volg t  

u i t  g E W en a een g e t a l  vo lg t  üg E W. 

+ y  E W en 

D i t  betekent ,  da t  W ook een vectorruimte i s  t.o.v. d e , o p t e l l i n g  en de 

vermenigvuldiging met een s c a l a r  van V (de rekenregels z i j n  automatisch 

vervuld). 

Een deelruimte kan men b i jv .  a ls  volgt  verkr i jgen:  

Neem vectoren a ,. .. , a 
-1 -r 

m e t  wi l lekeurige A , . . . , A  dus u i t  a l l e  a l l e  & = A a t ... + Arar 
l i n e a i r e  combinaties van a ,...,& . Dan i s  D een deelruimte van V :  

+ p r ) g r  x + x  = ( A  + p l ) a l  r 

ax = (ah  )a t ... + (UA ) a  . 

i n  V (eventueel  a fhankel i jk) .  Laat D bestaan u i t  

r '  1-1 1 

-1 r 

+ ... f ( A  x = A a 
1-1 

+ ... + A r g r  
1 

1 -1 r - r  

-1 r -1 r 

Het i s  d u i d e l i j k ,  d a t  D de k l e i n s t e  deelruimte van V i s ,  d ie  de vectoren 

a ,...,& bevat.  Men zegt,  da t  D opgespannen wordt door a ,...,a . 
Als a, ,...,& 

u In R 

1;. - 

Y = p , 3 ,  + + P r g r  

onafhankelijk z i j n ,  vormen ze een b a s i s  van D en i s  dim D = r. r 

i s  de verzameling & = A g  (2 vaste  vec tor  f 0 )  een deelruimte 
3 

van dimensie 1 en de verzameling g = AI + c(w (x en 

hankel i jke vectoren) een deelruimte van dimensie 2. 

vas te ,  onaf- 

Een rechte  i n  R 3 ,  & = & + Ax, d i e  n i e t  door O gaat, vormt geen dee l -  

ruimte van R 3 .  
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S t e l l i n g  

Bl i jkbaar  i s  2 - 3s = -2d en 1 - 4s = -3d. De vectoren 

b a s i s  van een deelruimte,  waarin 

en 4 vormen een 

- a = 3 2  - 24 , = 42 - 34 liggen. 

Dus en l iggen  i n  he t  vlak,  da t .door  en d wordt  opgespannen. 

Twee s t e l s e l s  vectoren,  d i e  door vegen u i t  e lkaa r  z i j n  onts taan ,  

z i j n  equivalent .  

Def in i t i e  Twee s t e l s e l s  vectoren heten eguivalent ,  als z i j  dezelfde deel-  

ruimte opspannen. 

I 
In vb. 3 i s  he t  s t e l s e l  b,b,c,b} equivalent met het s t e l s e l  b- 32,b - 4~,2,&l 
en ook equivalent  met het s t e l s e l  {2,2}. 
Wij schr i jven  { a , b , c , d j  - - - -  - {&- jc,b-42,c,4j - (c,&j. 

S t e l l i n g  Als D opgespannen i s  door gl, . . . , g  ,dan i s  

dim D = maximale a a n t a l  l i n e a i r  onafhankelijke onder de 
r 

vectoren al , . . . , a , - r  

# p -  , Bewijs S t e l  d i t  maximale aantal = k .  Door de nummering zo nodig 'te ver -  

. ._ "  anderen kunnen we bereiken, dat a, ,. .., a onafhankelijk z i jn .  Als j > k ,  - k  
b 

dan z i j n  a ,...,a , 2 .  afhankel i jk  dus 
-1 k J  

A a + ... + Akak + @ . = Q met A , . . , A k ,  p n i e t  a l l e  = O. 
1-1 3 1 

i, 
r 

Nu zou 1 = O l e iden  t o t  afhankel i jkheid van 

i s  een l i n e a i r e  combinatie van a ,..., a voor j = k + l , .  . . ,r,  dus 

a ,...,z spannen D op en z i j n  onafhankelijk,  dus dim D = k. 
-1 k 

, . . . , a dus p f O ,  dus g , 
, .  1 . - k '  J 

-1 - k  
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C: i,. Lineaire  vormen 

Alle  l i n e a i r e  vormen i n  ri var iabe len ,  zoals  

L z  a x t ... + anxn en NI E b x t ... + b x 
1 1  1 1  n n  

vormen een vectorruimte want L t M E (a  
AL E h a  x + ... + h a  x z i j n  weer l i n e a i r e  vormen en de rekenregels gelden. 

W i j  kunnen de theor ie  de r  vectorruimten, zoals afhankelijkheid,  dus toepasson. 

t b )x + . .. t (an + bn)xn en 
1 1 1  

1 1  n n  

Vb. L 5 3~ + 4y - 2 
1 

2 

3 

- 
L F x + 5 y t 2 2  z i j n  a fhankel i jk ,  daar L1 = L* t L3. 

L i 2 x -  y - 3 2  

De geldigheid van de volgende s t e l l i n g  s t e l t  ons i n  staat t o t  he t  vegen: 

S t e l l i n g  L 1 ,  L2, L3 onafhankelijk@ L1 + L 2 ,  L2 ,L3 onafhankelijk,  

L onafhankelijk.  ( a  f O )  
1 ’  L2’ 3 

w aL 

- Vb. 1 De volgende twee s t e l s e l s  l i n e a i r e  vormen z i j n  Ò f  beide afhankeli.>k, 

Òf beide onafhankelijk.  We z ien  gemakkelijk da t  he t  tweede s t e l s e l  

afhankel i jk  i s ,  dus he t  e e r s t e  s t e l s e l  i s  ook afhankel i jk .  

L 5 -  x t  y +  2 L = -  x + y +  2 

L E  x + Z y t 3 z  en L - 2 L  E 3x + z  

L z 5 x +  Y + 32 

1 1 

2 2 1 

3 1 3 

W i j  zoeken nog een zo eenvoudig mogelijk s t e l s e l  l i n e a i r e  vormen, dal. 

met L 
c iënten der  l i n e a i r e  vormen: 

(-1 9 1  7 1 )  (-1 11 $1)  (-1 9 1  91)  (-491 90) 

( 1 , 2 , 3 )  equiv. ( ~ , o , I )  equiv. ( J , o , I )  equiv. ( ~ , o , I )  

( 5 , 1 9 3 )  ( 6 , 0 , 2 )  

Ons r e s u l t a a t  i s  dus he t  s t e l s e l  - 4x + y  

L - L Z  6x + 22 . 

L,, L 
1 ’  3 

equivalent is .  Daartoe noteren w i j  s l ech t s  de coëïi‘i.- 

3 X  t Z .  

@. Een andere formulering van de vraag i s :  zoek een eenvoudige b a s i s  van 

de deelruimte,  opgespannen door L, , L 2 ,  L3. 
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TX2 + x4 
Dus he t  antwoord is: 

- 2 x  + x  
2 3 

X 
1 

5 6 .  Homogene vergeli,ikingen 

Beschouw k l i n e a i r e  vergel i jkingen met n onbekenden 

a x + a12x2  + ... + a x = O 
1 1  1 i n  n 

a x + a22x2 + ... + a2nxn 

k2 x2 kn n a x + a  

2 1  1 
( 1 )  

................................ 
+ ... t a x = O  

ki i 

W i j  merken he t  volgende op: 

1)  De l inker leden  z i j n  elementen van de vectorruimte der  l i n e a i r e  vormen i n  

n var iabelen.  W i j  zu l len  de l inker leden  aanduiden door r i j t j e s  

( a s ,  , as2 ,  .. . ,a ) en noemen: de r i i vec to ren  sn 
2 )  De oplossingen (x , . . . ,x ) z i j n  vectoren van de vectorruimte R . De oplos-  1 n n 

, . . . > u  ) en (v i  ,..., vn) op- n singen vormen een deelruimte van R , want a l s  ( u  

lossingen z i j n ,  dan z i j n  ook (u, + v1 ,..., u 

gen. 

n 
+ vn) en (Au, ,... ,Au ) oplossin- n n 

De deelruimte gevormd door de oplossingen heet de oplossinnsniimte.  
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J )  De linkerleden zijn elementen L 1 , .  . , ,L van de ruimte der lineaire vormen k 
in n veranderlijkeri. Als {L1 ,... ,L 1 equivalent i.s met {M1 ,..., M R } ,  dan 
noemen we de bijbehorende stelsels vergelijkingen ook equivalent. Het is 
makkelijk in te zien dat equivalente stelsels vergelijkingen dezelfde op- 
lossingsruimte hebben. We vinden de oplossingsruimte door het stelsel te 

vervangen door een, eenvoudiger equivalent stelsel, waarvan de oplossingen 

gemakkelijk kunnen worden aangegeven. 

k 

Vb. 1 - x + y + z = O is volgens $ 5., vb. 1 equivalent met 

+ z = o  = O 1  
- 4 x + y  1 3x 

x + 2y + jz = o 
5 x +  y + j z = o  

Stel x = A ,  dan is y = 4h en z = - jh .  De oplossingsruimte is dus 

- x = A(1,4,-3). 

Vb. 2 x + 2y + 3z = O is volgens $ 5 . ,  vb. 2 equivalent met - 
2x + 7Y = o ]  y = o; x = o; z = o. 
x + 2 y -  z = o  

De oplossingsruimte is dus = ( O , O , O ) .  

2x1 + x* + 3x3 + x = o is volgens $ 5., vb. 3 equivalent met 
4 

+ x  = o  
3 

2 3 4 = o] 
x + 2x2 - x 

2x, - 4x2 + 9x3 + 2x 
1 

- 2 x  + x  = o 
4 

X = o  
1 

Stel x2 = A ,  dan is x 

De oplossingsruimte is dus & = A(0,I , 2 , - ' 7 ) .  

= O ,  x3 = Z A ,  x 
1 4 

= -7A.  

u 2x1 + x + j x  + x 4 = o  

- 4x2 + 9x3 + 2x4 = o 
x 1 + 2x2  2 - x  3 3 

= 0 1  x 1 
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S t e l l i n g  Voor k homogene l i n e a i r e  verge l i jk ingen  met n onbekenden g e l d t :  

di.m. (rui.mte opgespannen door r i j v e c t o r e n )  t dim. 

oplossingsrJimte = n. 

Bewijs 

vergel i jkingen van de vorm Ox t ... t Oxn = O )  i s  ( 1 )  t e  her le iden t o t  een 

s t e l s e l  van de vorm 

X1 n n  

Door vegen ( en ,  indien nodig, omnummeren van de x-en en weglaten van 

1 

t a j t , x j t ,  + ... t a x 

+ Pj t lx j t ,  + ... + Pnxn = O 

= o 
x2 

q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , , .  

t ... + bnXn = O x .  3 ' * j t i X j t i  

Daar w i j  n-j  de r  x-en wi l lekeur ig  kunnen aannemen, hee f t  de oplossingsruimte 

dimensie n- j .  De deelruimte opgespannen.door de r i j v e c t o r e n  hee f t  dimensie j .  

Voorbeeld (Dimensieanalyse) 

B i j  een probleem spelen de volgende fysische grootheden een r o l :  

de snelheid v ,  de lengte  i ,  de k rach t  k ,  de dichtheid p ,  de 

v i s c o s i t e i t  K .  

Eewijs da t  de coë f f i c i ën t  van Newton N = - en h e t  Keta l  van 
pv'i' 

Reynolds 

vormen. 

R = -e een compleet stel  van dimensieloze grootheden 
P 

Bewi;is De i n  he t  probleem optredende grootheden hebben t.o.v. de massa M ,  
de lengte  L ,  de t i j d  T de dimensies ( i n  fys i sche  z i n ) ,  d i e  i n  he t  volgende 

schema z i j n  vermeld: 

M O O 1 1 1  

L 1 1  1 - 3 - 1  

T -I O -2 o -1 
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x3 x4 x5 , De grootheid v '.e 'k p p is een dimensieloze grootheid, als 

x + x + x  = o  i 3 4 5 

I 2 5 
x + x  t x 3 - j x 4 - x  = o  

- x5 = o - 2x3 - x1 
Dit homogene stelsel heeft als oplossingsruimte 

- x = @(-2,-2,1,-1,0) + (3(-1,-1,0,-1,1) . 
-2 -2 -1 -1 -1 De grootheden v e kp-' en v R p p zijn dus dimensieloos, en alle andere 

dimensieloze grootheden zijn er combinaties van. 

$ 7. Inhomogene vernelijkinnen 

Beschouw k lineaire vergelijkingen met n onbekenden, waarvan de rechterleden 
niet alle O zijn, dus . 

= b  \i a x + a x + a x + ... + a,nxn 1 1 1  1 12 2 13 3 

x + a  x t a  x +...+a x = a21 1 22 2 23 3 2n n 
( 1 )  ........................................ 

aklxl + a x + t ... + aknxn = bk 
k2 2 %3'3 

n 
Kort geschreven C 

j =1 
a. .x. = bi; i = 1 ,... ,k. 

= 3  J 

Het stelsel van homogene vergelijkingen, dat wordt verkregen door alle 
rechterleden door O te vervangen, is 

n 
I: a. .x. = O . 
j=i I J  J ( 2 )  

Stelling Als I = (5, , . . . ,En) een oplossing van het inhomogene stelsel (1) 

is, en als hg t + ... alle oplossingen van het homogene stelsel 
( 2 )  voorstellen, dan stellen 5. + 
van het inhomogene stelsel (1) voor. 

+ + . . . alle oplossingen 
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(1,2,3,-1 
( 2 , 3 , - 2 , 3  

(4,7,4,1 

Bewi.js 

l i n k e r l i d  b en A 2  + px + .,. i n  he t  l i n k e r l i d  0. 
- 5 + Ag + + ... l e v e r t  a l l e  oplossingen: s t e l  i s  een oplossing,  dan i s  

3 - i een oplossing van ( 2 ) ,  dus t e  schr i jven  i n  de vorm 12 + px + . . . . 
h. Het i s  zee r  wel mogelijk d a t  he t  stelsel  ( 1 )  geen enkele oplossing 

bez i t .  Een cr i te r ium hiervoor l e r en  w i j  i n  de volgende paragraaf kennen. 

5 + hg + px + ... i s  een oplossing: v u l  maar i n ,  dan l e v e r t  1 i n  he t  

1) (1,2,3,-1 
1) - (0,-1,-8,5 
2) (O,-I 9 - 8 9 5  

1’ u x1 + 2x2 4- 3x3 - x4 = 1 

2x1 + jx* - 2x3 + 3x4 = 1 
4x1 + 7x2 + 4x + x4 = 3 3 

Wij vervangen d i t  s t e l s e l  door een equivalent  s t e l s e l  door middel van 

vegen, waarbi5 w i j  de rechter leden meenemen. 

Dus he t  s t e l s e l  i s  equivalent met 

X 1 
- Ijx3 + 9x4 = -I} 

x + ex3 - 5x4 = 1 
2 

S t e l  x3 = A ,  x4 = p ,  dan x1 = Ijk - 9p - 1 en x2 = - 8h + 5p + 1, 

dus de oplossingen z i j n  & = (-l,l,O,O) + A(13,-8,1,0) + p(-9,5,0,1) 
hetgeen i n  R4 voor s t e l t  een v lak ,  n i e t  door  de oorsprong. 

1 )  (1,2,3,-1 
-1) - (0,-1,-8,5 

- 2 )  (u ,o,o,o 

Het s t e l s e l  i s  dus equivalent met een s t e l s e l ,  waarvan de l a a t s t e  ver-  

g e l i j k i n g  l u i d t :  O = -1. H e t  s t e l s e l  b e z i t  dus geen oplossingen. 
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1 u y + 2 2 = 1  
x + 2y + 32 = 2 
5x + y +  z = 3  

2plossing is x = 1 ,  y = -1, z = 1. 

5 8. Matrices 

Een matrix is een rechthoek van getallen 

a . . .  a~ 
1 1  12 in a 

a . . .  a 
821. 22 2n .................... 
a a mi m2 

Men kan deze matrix op twee manieren opvatten: 
1)  Als m rijvectoren, die een deelruimte van R 

Zij de dimensie van deze deelruimte = r. 

opspannen. n 

2) Als n kolomvectoren, die een deelruimte van R opspannen. m 
Zij de dimensie van deze deelruimte = k. 

Stelling r = k. 

Bewi,is Beschouw het stelsel van homogene lineaire vergelijkingen 

n 
C a. .x. = O; i = I ,..., m. 
j =I 1 J  J 

Volgens § 6. is de dimensie van de oplossingsruimte = n - r. 
Schrijf nu de vergelijkingen als volgt op: 
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a O 

a O 
ik in 

2k 2n 

a a a 

a a a 
1 1  12 

21 22 

X f  x + ... + "k t ... t x =  
i 2 n 

O m n  a a mi mz 

Wij weten, dat het maximale aantal onafhankelijke kolomvectoren k is (zie de 
laatste stelling van § 4). 
Stel dat de eerste k kolomvectoren onafhankelijk zijn en dat de overige kolom- 
vectoren lineaire combinaties van de eerste k zijn. Dan zijn er al dadelijk 
n-k onafhankelijke oplossingen in te zien, namelijk de coëfficiënten, waar- 

mee de overige kolomvectoren in de eerste k zijn uit te drukken. Dus de di- 
mensie van de oplossingsruimte is >- n-k. Wij concluderen dat n-r >-n-k, dus 

k >- r. Met een analoge redenering voor de vergelijkingen 

m 

bewijzen wij, dat ook r 2 k. Dus r = k .  

- Def. De ranff van een matrix is het maximale aantal onafhankelijke rijvectoren 
(kolomvectozen). 

Voorbeeld 

Wij beschouwen zowel een inhomogeen stelsel van m vergelijkingen met n onbe- 
kenden, als het bijbehorende homogene stelsel. 

n n 
C a. .x. = b. en C a. .x. = O; i = 1 ,..., m. 
j=i I J  J 1 I J  J j=i 

De matrices van deze stelsels zijn 

Duidelijk is dat rang B rang A .  
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Stelling Het stelsel 

n 

j=i 
a..x. = b: i = l , . . . , m  i J  J 1' 

is oplosbaar dan en slechts dan als rang B = rang A. 

Bewi,js Noteer do k.olomvectoren van B door ca1,...,an, b. 
Eet stelsel kan dan geschreven worden in de vorm 

a x +a2x2 + ... + a x = b . 
-i 1 -n n - 

Er is dus een oplossing dan en slechts dan als 
van de vectoren si, ..., a 

te schrijven is als lin.comb. 

. -n 

!? 9. Determinan- 

Vraag: Druk de oppervlakte van het parallellogram, opgespannen door 
de vectoren 3 en 3, uit in de componenten van deze vectoren. 

LI 
Voer in 

als richting van 

als richting van & naar > is ?. 

naar b 1 s  7 

opp.parall. 
D(a,b) = 

Uit deze eigenschappen volgt dat D(&,b) = O als 2, b afhankelijk zijn. 
Neem een basis e , ,  g, met 

a = a e 

Uit de eigenschappen volgt 

faze;?, b = blgl + b2+ . 1 -i - 

D ( & , b )  = D(algl + a e b e + b e ) = 
2 1 '  1-1 2-2 

= al b,D(g, , g2) + a2blD(e e ) = (a,b, - a b )D(gl 9 e,)  
-2 '-1 2 1  
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D ( g , b )  heet een 2 x 2 determinant. T.C.V. een basis el, 2 met grondmaat 
~(g,, g ) = I noteren we de determinant. 

2 

2 

= a b  - a b  . a 1 bl 

a 2 b2 
1 2  2 1  

Vraag: D n k  de inhoud van het parallellepipedum, opgespannen door 

a., b, e ,  uit in de componenten van deze vectoren. 
V o e r  in 

+ inhoud pedum als oriëntatie = die van g z ,  dus rechts is 

- inhoud pedum als oriëntatie = die van xzy, dus links is. i D(s,d,.d = 

Uit deze eigenschappen volgt dat D(g,b,c) = O als a,b,c afhankelijk zijn. 
Neem basis el, e2,  e3 en zij t . o . v .  deze basis 

- a = (al ,a2,a3)i b = (bi ,b2,b3)i C = (cl )c2>c3) 

Dan 

+ b2g2 + b3g3, clel + c2g2 + c e ) = D(alel + a g 2  + blei 3-3 

= (a b c + a2b3cl + a b c - a b c - a b c - a b c )D(gl,e2,e3) . 1 2 3  3 1 2  1 3 2  2 1 3  3 2 1  

D(-,&,c) heet een 3 x 3 determinant. T.O.V. een basis el, 2 , e met grond- 
maat D(gl ,g2,e3) = 1 noteren we de determinant: 

2 3  

bl cl 

a3 b3 c3 

a b c = a b c  + a b c  + a b c  - a 1 b 3 c 2 - a b c  - a b c  . 
2 2 2  1 2 3  2 3  1 3 1 2  2 1 3  3 2 1  

Dit is de regel van Sarrus. 
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Opm. 1 Merk op,  dat  d i t  

aprn. De determinant heef t  b i j  een andere bas i s  dezelfde waarde, ais de 

grondmaat maar 7 i s .  

Vb. 1 a b c 

D i t  k l o p t ,  want 3 + 51 - 22 = Q. 

a a l  

b' b 1 = -(a-b)(b-c)(c-a) . 
c c 1  

2 

2 

Teneinde he t  onbekende begrip inhoud t e  kunnen def in ië ren  zoeken w i j  

een func t i e  D ( a  , . . . , a ) d i e  voldoet aan de volgende axioma's: 
-1 -n 

-n 1 - n  I )  D(k31 ,s2 ,. .. ,a ) = AD(& ,. .. , a 

A l s  D aan deze axioma's voldoet ,  dan ook aD voor i e d e r e a  f O. We zul len  s t r a k s  

z ien ,  dat d i t  de enige onbepaaldheid i s .  E r  bes taa t  een f u n c t i e ,  d ie  aan de 

axioma's voldoet ;  d i t  tonen we n i e t  aan. We noemen zo 'n  func t i e  een 

n x n determinant en i n t e r p r e t e r e n  haar  als een georiënteerd volume. 

Gevolgen der  axioma's: 

5 )  

6 )  

7 )  

D(sl , . . . ,a  n) = O als één de r  vectoren = Q 

D(a , . . . , a ) = O als twee vectoren dezelfde z i j n .  

D(gl ,...,& ) b l i j f t  g e l i j k  als wij b i j  één vector  een lin.comb. van de 

-1 -n  

n 
overige opte l len .  
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8) - n  - n  

Neem i n  R een bas i s  e ,..., e . Z i j  

D ( s l  ,..., a ) = O a ls  s l , . . . ,  a afhankel i jk  z i j n .  

n -1 - n  

Dan ge ld t  

A l s  a l l e  j ( i )  ongel i jk  z i j n ,  dan i s  D ( S ~ ( ~ ) , . . . , ~ ~ ( ~ )  ) met 2 )  t e  maken t o t  

+ D ( s l ,  ..., e ). A l s  j ( i )  = j ( k )  dan i s  de bijbehorende term O. 

DUS 
-n  - 

D(al,. . . - a n )  = , . . . ,en.) . 
Omdat A n i e t  van de waarde van D ( g l  , . . . , e ) afhangt,  b l i j k t  h i e n  t ,  
D(s,, . . . , a ) op een vas t e  f a c t o r  na vastgelegd i s ,  en geheel vast l igt  

keuze van D (  e , . . . , e ). Hierover maken we de volgende afspraak. 

Neem de na tuu r l i j ke  bas i s  i n  R : 

-n 

-n  

-1 -n 

n 
e = ( I , o ,  ..., O) 

e = ( o , I ,  ..., O )  

-1 

-2 ................ 
e -n  = ( O , O  ,..., I )  , 

a t  

door 

dan i s  (xi ,... ,x  ) = x i e l  + . .. + x n g n .  Voor deze bas i s  spreken we a f ,  d a t  

D ( S ~  , . . . , e ) = I .  We vinden dan voor de waarde van de determinant 
n 

-n 

a 

a 

a 

a 

i n  1 1  1 2  - - *  a 

2n 2 1  22 . - *  a 

* * *  " j ( n ) , n  * J(1 ),i J ( 2 ) , 2  
a .  = C 2 a .  ( *) 

a a ... a ni nz nn 

De termen hebben he t  +teken a l s ( j ( l ) , j ( 2 )  ,..., j ( n ) )  i n  ( 1 , 2  ,..., n )  i s  om t e  
ze t t en  door een even aantal verwisselingen, en he t  -teken a l s  deze omzetting 

door een oneven aan ta l  verwisselingen geschiedt .  
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I _  

Opm. 1 De determinant heef t  op a l l e  bases dezelfde waarde, a1.s de groncirnaat 

de r  bases maar 1 i s .  

Opm. 2 

a a ... a 
1 1  1 2  i n  1 1  21 ni 

a a ... a 

a a 
- 1 2  - 21 , ,  

~ a . ... a a . ... a ====== 
ni nn in  nn - 

O p m .  5 Volgens (*) i s  een determinant t e  beschouwen a l s  een g e t a l  det A dat 

toegevoegd i s  aan een v ie rkante  matrix A .  

det  A f O dan en s l ech t s  dan a l s  rang A = n. Opm: 4 

Vb. 1 1 0 0 3  

0 1 0 0  

0 0 1 5  

2 0 6 1  

D =  = I - j O - 6 = - 3 5 .  

Anders, met eigenschap 7 (vegen),  

1 O 0  3 1 0 0  3 

O 1 0 0  0 1 0  o 

0 0 1  5 O 0 1  5 

O O 6 - 5  o o o -35 

D =  - - = - 3 5 .  

met eigenschap 7 ) .  

1 0 - 1 1  1 0 - 1 1  1 0 - 1 0  

0 - 1  2 1  0 - 1  2 1 0 - 1  2 0  

1 0 - 1 2  O 0  o 1 O 0 0 1  

2 1 - 1 0  o 1  1 - 2  o 1  1 0  

- - - - - - 

1 0 - 1 0  1 O 0 0  

O 0  3 o 0 0 5 0  

O 0  o 1 O 0 0 1  

o 1  1 o O 1 0 0  

- - = 3 .  - - 
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o -1 1 1 -1 1 1 o -1 

= 1  -1 o 2 - 2 0  o 2 - 3 0 - 1  o 
1 2 1  

1 2 0 3  

1 0 - 1 1  

o - 1 0 2  2 1 0  1 1 0  

m. E i g .  7 )  mag wegens opm. 2 )  . ho r i zon taa l  en v e r t i c a a l  worden toegepast.  

= 

D&. De determinant van de matr ix ,  d i e  men k r i j g t  door i n  
?~ 

in /ail . . . a 

1 2 3  
- - = -  2 2 1 

o -1 2 

1 0 - 1 1  2 2 0 1  

0 - 1  o 2 0 - 1 0 2  

1 2 1 0  1 2  1 0  

. . . . . . , 

= - ( 4 - 6 + 1  

. . .  a . . . .  
I J  . . . . . . . 

a . . .  a ni nn 
I 

e e de i rij en j kolom weg t e  l a t e n ,  h e e t  de b i j  a . .  behorende oncler- 

determinant en wordt genoteerd D . . .  
1 3  

1.3 

S t e l l i n g  

in  a , 1  . . - a 
. . . a  

'inD,, * 
= a D - a D + a D + ... + a2  1 

11  1 1  1 2  1 2  13 1 3  . . . .  . 
a . . .  a nt m 

Bewijs: Reken maar u i t .  Vergeli jk opmerking 1 i n  R3.  

Voorbeeld 

Anders, door e e r s t  t e  vegen: 

8 )  = 9. 



5 IO. Gebruik van determinanten bi.j matrices en vergeli,jkingen 

A .  Laat een matrix m rijen en n kolommen hebben. Door uit de matrix m-p 

rijen en n-p kolommen weg te laten, ontstaat een vierkante matrix van 

p rijen en p kolommen; men noemt zo'n matrix een deelmatrix. 
De determinant van zo'n matrix heet een p X p onderdeterminant. 

Stelling Als een matrix de rang r heeft, dan 
1. zijn alle p X p onderdeterminanten met p > r.nul, 
2.  is er tenminste één r X r onderdeterminant ongelijk nul. 

Bewi,is Als p > r, dan is elk stel van p rijvectoren afharkelijk, du.s ook 
de p rijvectoren van een p x p onderdeterminant zijn afhankelijk. Hieruit 
volgt 1 .Daar de rang r is, kunnen wij in de matrix een stel van. r onaf- 
hankelijke rijvectoren vinden. 
Schrap nu de overige rijen, dan ontstaat een matrix van rang r, die dus 
r onafhankelijke kolomvectoren heeft. Schrap nu de overige kolommen, dan 
ontstaat een matrix met r rijen en r kolommen van rang.r, die een deter- 
minant f O heeft. 

b. Uit het ongerijmde bewijst men het omgekeerde van deze stelling. 

B. Beschouw n vergelijkingen met n onbekenden 

+ ... + a  x = bi 

+ ... + aznxn = b2 

a x + a  

a x + aZ2x2 

n n n  I n n  n I 1 2x2 i 1  i 

2 1  1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
a x + an2x2 + ... + a  x = b ni i 

of, geschreven met kolomvectoren, 

( 1 )  sixi ++xz + ... + a x = b . -n n - 
Stel dat de coëfficiëntendeterminant 

Nai ,%,*..,i n ) f 0 9 

dan zijn &,, . . . , a  
dat ( 1 )  één oplossing heeft. 

onafhankelijk, dus een basis van R . Hieruit volgt, n n 
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Met eigenschappen van determinanten i s  dus 

a ) = D(b a a3 an) xlD(al ,+2,. . , - n T’-2’- ’ * ‘ * ’ -  

Dus 

D(b ,a2 ,a3 9 * 9 a 1 -n 
x =  

i D ( g l  ,a ,a ,..., a 2 -3 - n )  

Evenzo 

D ( g l , a  b 

) 1 ~ ( 2 ~  ,a2,. . . , a . , !a 
x. = 

n -1 

D i t  i s  de r ege l  van Cramer. 

Voorbeeld 1 

2 x , -  x + 3 x  = - 2  

3x1 + x2 - x = 10 

- 2x2 + 3x3 = -11 

2 3 

3 

- x 
1 

Men vindt  

D ( a ,  ,a 2 ,a -3 ) = -5; D(l~,~a,~~) = -10; D ( & , & + )  = -15; D ( & l + z & )  = 5-  
Dus x, = 2, x2 = 3,  x = -1. 

3 

Voorbeeld 2 
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G G 
1 1  1 2  

G21  G 2 2  

e =  
2 G G  - G G  

1 1  2 2  1 2  21 

( 3 )  

C .  Beschouw n homogene vergel i jkingen met n onbekenden 

n 
C a. . x .  = O; i = 1 ,..., n. 

j =i  LI J 
( 2 )  

Pl 91 rl 

P, q, r2 = 0 . 
p3 93 r3 

Uii, de s t e l l i n g  van 5 6. volgt d a t  de dimensie van de oplossingsruimte 

> O i s  als de rang van de matrix der  coëff ic iënten < n i s .  

Anders gezegd: 

S t e l l i n g  Het s t e l s e l  ( 2 )  heef t  dan. en s l e c h t s  dan een van de nuloplossing 

verscki l lenpe oplossing, a l s  de determinant der  coëff ic iënten 

nul  i s .  

Voorbeeld 1 

Het s t e l s e l  2xl + ax2 = O 
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Is omgekeerd van de d r i e  rechten (1 )  gegeven dat  ( 3 )  g e l d t ,  dan hebben de 

verge l i jk ingen  ( 2 )  een oplossingsvector ( a , b , c )  f (O,O,O). Is hiervan 

c f O ,  dan mogen w e  w e l  veronderstel len d a t  c = 1 (immers voor e lke A i s  

ook A(a,b,c) een oplossingsvector) .  D i t  betekent dan da t  de rechten h e t  

punt x = a ,  y = b gemeen hebben. 

Is  e c h t e r  c = O ,  dan voldoet (x,y) = ( a , b )  f (0,O) aan h e t  s t e l s e l  verge- 

l i j  ki ngen 

D i t  betekent d a t  de rechten evenwijdig z i j n  en a ls  ze ve r sch i l l en  hebben 

ze dan geen punt gemeen. 

Voorbeeld 2 

In R i s  de voorwaarde, da t  de 3 punten 

A = (xi  ,y,); E = (x2 ,y2 ) ;  C = (x3,y3) op één rechte  l iggen ,  de volgende: 
2 

= o .  

Hieru i t  v o l g t ,  da t  de ve rge l i j k ing  van de rechte  door  de pimten A = (xi  ,y, ) 
en B = (x ,y2) als volg t  in determinantvorm kan worden geschreven 

2 

= o .  



Voorbeeld 4 

In  R3 i s  de voorwaarde, 

i n  
A = (x, > Y l  >zl 1 i B = 

één v lak  liggen, 

x1 y1 21 

x2 y2 2 

3 73 3 

x4 y4 z4 

z 
z 

1 

1 

d a t  4 punten 

1 

1 
- - o .  

D 
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HOOFDSTUK V COMPLEXE GETALLEN 

9 1 .  Definitie 

De reële getallen hebben als meetkundige voorstelling de punten op de getal- 
lenrechte. In de verzameling der reële getallen is de vergelijking x 

niet oplosbaar. 

We gaan nu uit van het platte vlak, opgevat als een vectorruimte met een 
basis, bestaande uit twee vectoren ( 1  ,O) en ( O , l ) ,  die we 1 en 
vector a kunnen we scnrijven 

2 
i 7 = O 

noemen. Een 

a = a l  + a i .  
1- 2- - 

We gaan voor deze vectoren een -product definiëren, dat weer een vector is. 

Zij & = alL + a2L 
- -  1 . i = L . = 1 ; L . 2 = -I en worden daardoor geleid om te definiëren 

a . E = (all $. a&) . (bil + b i) = (a b - a2b2)1 + (alb2 + a2b,)i . 
2- 1 1  

Het zo gedefinieerde product voldoet o.a. aan de volgende rekenregels, die 
voor het product van reële getallen wel bekend zijn: 

en & = b 1 + b i .We eisen nu dat I . 1 = I ; 
1- 2- 

- a . b = b . & ,  

(a .&)  .s = a .  (b.d , 
-.(i+c) = & . b + a . S  

(ga na!). Door de invoering van dit product hebben we deze vectoren tot 
complexe getallen gemaakt. Voorlopig zien wij nog niet, wat het pr0duc.t meet- 

kundig betekent. 

Wel zien wij dat, als a = b = O, de productformule luidt: 
2 2 

a,L . b l l  = a b 1 
1 1- 

Dus blijkt dat deze vermeniguuldiging, &Is nen haar beperkt tot de vect,oren 
op de horizontale rechte (d.w.z. de rechte, waarop de vector 1 li$), overeeii- 
komt met de vermenigvuldiging der reële getallen. 
Maar ook 

a 1 + b 1 = (a, + bl)l 
I - .  1- 

du.s ook de optelling van vectoren op de horizontale rechte komt over'eeii niet 

die der reële getallen. 
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Een deel der complexe getallen, namelijk die op de horizontale as, v0rm.t dus 
de getallenrechte met bijbehorende vermenigvuldiging en optelling. 

Afspraak: Laat 1 weg en laat de streep onder i weg. 
Dan zijn de complexe getallen: a + bi. 
De verzameling der complexe getallen a + bi omvat dus de verzame- 
ling der reële getallen a. 
De coördinaatas, die de reële getallen bevat, noemen we de reële 

as, de coördinaatas die het getal i bevat de imaginaire as. 

Het product h(a+bi) kunnen we nu echter op twee manieren opvatten, nl. als  

de vermenigvuldiging van de vector a+bi met de scalar A of als vermenigvul- 
diging van de twee complexe getallen A = A+Oi en a+bi. Het kan geen kwaad, 
want de uitkomst is in beide gevallen ha+hbi. 

(4+3i) + (5-4i) = 9 - i  . 
2 - Vb. 2 (2+ji)(l -2i) = 2-i-6.i = 8 - i  . 

u (2+3i)(2-3i) = 2'+j2 = 13 . 

= j + i  . 2+4i 2(1 +2i)(1 -i) - w , + i  1 + I  

2 3 4 4k 
I Vb. 6 i = -1, i = -i, i = 1, i = 1 (k geheel). 

2 Er is ook een getal met z = i, nl. 

1+2i-1 
2 = i .  

- Def. Zij z = a+ib. Wij definiëren van z het reële deel Re z ,  het imaginaire 

I_ deel Im z ,  en de modulus I z I  = r als volgt: 

R e z = a ; I m z = b ;  I z I  = r =  m. a 

Onder het argument arg z = 'p verstaan wij de hoek(en) 'p waarvoor geldt: 

R e z = r c o s ' p e n  I m z = r s i n v .  

Als Re z = O heet z zuiver imaginair. 

I - 
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m. Bli jkbaar  i s  arg O onbepaald. Voor z f O i s  he t  argument cp bepaald op 

een veelvoud van 2n na,  d.w.z. a l s  cp argument i s  dan ook cp + 2kn. 

I n  de complexe func t ie theor ie  maakt men de afspraak - n <arc z G n 

om t e  bereiken d a t  e lk  complex g e t a l ,  behalve O ,  p rec ies  één argument 
heef t .  In d i t  dictaat maken w i j  deze a fspraak  n i e t .  

U i t  de d e f i n i t i e s  volgt  

z = a + i b  = Re z + i I m  z = r (cos  'p + i s i n  'p) . 
Een complex g e t a l  kan dus op twee manieren worden geschreven: 

1 )  2) [ z = r ( c o s  'p + i s i n  ' p ) J  

B i j  de e e r s t e  schr i j fwi jze  wordt het complexe ge ta l  ui tgedrukt  met behulp 

van z i j n  p r o j e c t i e s  a en b op de assen ,  b i j  de tweede schr i j fwi jze  door z i j n  
modulus r en argwnent 'p. 

- Vb. z = 2 - i heef t  modulus r = i 5 en argument 'p = - a rc t an  4 + 2kn. 

Denk erom da t  a r c t an  tussen - 
z = - 2 + i heef t  modulus r = $5 en argument 4> = - a rc t an  6 + n + 2kn. 

arg(- i )  = 3 n ,  I -  i1 = 1 ;  arg 2 = O ,  (21  = 2. 

arg(1 + i) = - n ,  1 1  + i1 =!2; arg(- I )  = n ,  I -  I I  = I .  

n en 2 n l ig t !  

Vb. 2 - 
1 
4 

S t e l l i n g  Voor modulus en argument gelden de volgende eigenschappen: 

1) 12, + z21 Iz , I  + I z 2 1  

2) lz,z21 = I z l l  . 1z21 en arg(z z ) = arg z + arg z 2  
1 2  1 

Bewi,i s 1 ) met de driehoeksongeli jkheid.  

Bewijs 2 )  A l s  z = r (cos  'p + i sin 'p ) en z = r ( cos  'p + i s i n  q 2 ) ,  1 1 1 1 2 2 2 
dan 

z z = r  r [cos 'p 

= r  1 2  r [cos('pl + q 2 ) + i  sin('pl + ' p 2 ) l .  
cos  i p ,  - sin cp, sin (p + i ( c o s  'p s i n  (p, + s i n  'p cos 'p,)] 1 2  1 2  1 2 1 1 

z 
1 . - 
2 

Bewijs 3 )  analoog aan bewijs 2), of  u i t  2) door t e  s t e l l e n  z = z 
1 2 Z .  
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Stelling 

Het is nu mogelijk om het getal z z te construeren als z en z 
zijn gegeven, immers 

1 2  1 2 

De vrije vector van het beeldpunt van z 
stelt het complexe getal z2 - z 

ten van z en z is l z 2  - z I .  

naar het beeldpunt van z 
1 2 

voor, de afstand van de beeldpun- 
1 

1 2 1 

- 
Als z = a + i0 dan heet z = a - ib de gecon.juReerde van z. 

- 
Stelling Voor de geconjugeerde z van een complex getal z gelden de volgende 

eigenschappen 

1 )  z z = I Z I  2) z + z = 2 R e z  
- 2 - 

3 )  z 1 z 2  = 2 z 4) z + z  = z  + z 2  
1 2  1 2 1 

- - - 
5)  z = z  6) z = z u  z reëel 

2: g ; - $* 7 )  arg z = - arg z e )  IZI = 121 . 
i$ ,: 
3.': , , 9' , 

4 4.' Een complex getal werd gedefinieerd als een vector ui t  de oorsprong O. Het 
eindpunt van deze vector heet het beeldpunt van het complexe getal. Daar 
grootte en richting deze vector vastleggen, kunnen wij het complexe getal ' *  

?,. ook voorstellen door een vri.je vector, gelijk gericht met en even groot als 
'' de van O uitgaande vector. Van vrije vectoren zijn dus slechts grootte en 
1 

richting van belang. 

- Vb. 2 De verzameling der beeldpunten der complexe getallen z, waarvoor 
\ z \  < 3 ,  is het inwendige van de cirkel ( 0 , 3 ) .  

Wat is de verzameling der beeldpunten van z, waarvoor [ z  -t 2i( > I ?  

Dan moet de afstand van z tot - 2i groter dan 1 zijn. De verzameling 
bestaat dus uit alle punten buiten de cirkel met straal 1 en middel- 

punt - 2i. 

u Idem met Im z = - 3 .  



Idem met Re z > 2.  

Idem met Re z = 1z - 1 I .  
Dan moet de a fs tand  van z t o t  de imagina i re  as g e l i j k  z i j n  akin de af- 
stand van z t o t  l .  De verzameling i s  dus een parabool. 

Idem met I z  + 31 = I z  - il. 
Dan moet de afs tand van i: t o t  - 3 g e l i j k  z i j n  aan de a fs tand  van z 
t a t  i. De verzameling i s  dus de middel loodl i jn  van - 3 en i. 

- Vb. 8 Idem met li: + 51 + I z  + 5il  = 8. 

Dan moet de som van de afs tanden van z t o t  - 5 en  t o t  - 3i g e l i j k  z i j n  

aan 8. De verzameling i s  du.s de e l l i p s  met brandpunten - 5 en - ji en 

lange as 8. 

z-'J i s  zuiver  imaginair .  Idem met 

Dan moet a rg (z  - 3 )  - a rg (z  + i) = - of - - . 
De meetkundige p l a a t s  i s  de c i r k e l  met middel l i jn  van 3 t o t  - i met 

ui tzondering van he t  punt - i. 

- Vb. 6 

z+1 
n n 
2 2 

Dei. - 

Z 
§ 2 .  

Een r i j  complexe ge ta l l en  c ,c2,...,cn,... hee f t  de l imie t  c 

( l i r n  

zodat voor a l l e  na tuu r l i j ke  g e t a l l e n  n > N ge ld t  1 cn - C I  < E .  

1 
cn = e ) ,  a l s  b i j  e lke r e ë l e  E > O een r e ë e l  g e t a l  N b e s t a a t ,  

n + w  

S t e l l i n g  

Bewijs S t e l  l i m  a = a en l i m  bn = b. Dan geld t  n n - m  n - a  

De rij cn = an + ibn (an en b 

(a en b r e ë e l )  dan en s l e c h t s  dan, a l s  l i m  a = a en l i r n  b = b .  

r e ë e l )  hee f t  de l imie t  c = a + i b  n 

n n n - m  n-- 
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!,' , 

E E 
Het l i n k e r l i d  i s  k l e i n e r  dan E a l s  b i jv .  Ian - al  < -  en Ib 

Omeekeerd, s te l  lim = c. Dan ge ld t  

- bl <: . 
2 n 

n - -  

2 2 2 2 + (bn - b) = I C  - C I  , (an - a)  (an - a )  n 

dus /an - al Ien - cI < E (en analoog Ibn - bl < E )  a l s  n voldoende groot i s .  

Analoog kunnen we de betrekking l i m  c = c beschrijven met behulp van 

modulus en argument. 

S t e l l i n g  De r i j  c = rn(cos 'p, + i s in  'p ) heeft  de l imie t  c = r ( c o s ' p + i  s i n  q) i 

n n - -  

n n 
dan en s l ech t s  dan als 

l i m  rn = r f O , 
n - m  

l i m  
n - m  

cos 'pn = cos 'p , r ( ") 

l i m  
n - -  

s i n  cpn = s i n  'p . , ,' 

," 

Bewijs S t e l  l i m  en = c f O en sch r i j f  c = a + i n ,  c = a + i b  

(an,bn,a ,b  r e ë e l ) .  Wegens de voorafgaande s t e l l i n g  ge ld t  dan 

n n 
n - m  

l i m  r n = l i m  j l a 2 + b n = m = r f o ,  n 
n r . m  n - m  

a n a  l i m  cos 'p = l i m  - - - - - - cos 'p , n r r n - m  n - m  n 

bn b l i m  s i n  'p = l i r n  - - - - - - sin cp . 
n + m  n 

3 :  
3 ,  4 r r n n - m  

7 .i 
Omgekeerd volgt  u i t  (*) 

$: 

l i m  a = l i m  r cos 'p = r cos cp = a , n n n n - m  n - m  

l i m  bn = l i m  r s i n  cpn = r s i n  cp = b n n'm n + m  

en dus l i m  c = c .  
n - t -  n 



.? 
k' 
1 

u cn = & ( c o s  9 + i s i n  ( c  = r ( c o s  'p + i s i n  'p) û,cons t . ) ,  n h' 

ì i m  c = 1 . ( cos  O + i sin O )  = I .  
2, 
?J;, I n n - -  - 9  

(Merk op da t  voor a l l e  n ge ld t  ( c  1" = c ,  dus c 
he t  complexe g e t a l  c ) .  

i s  een n-de machtswortel u i t  n n 

X n X 

n n X n (pn = a r g  c = n . a rc t an  - = x . - arctan - , 

i i m  r = i (wegens I -c r -C 
n n 

n X l i m  (pn = x . l i m  - a r c t a n  - = x , 
X n n - m  

dus 

l i m  cos (pn = COS x , 
n - c e  

l i m  s i n  (p = s i n  x , 
n n - w  

n 
l i m  (1 + $) = cos x + i s i n  x . 

n - -  

Gaan we nu u i t  van de bekende formule 

y dan de f in i ë ren  we op grond van voorbeeld 4 voor r e ë l e  x 

ix - e - cos x + i sin x (formule van Euler ) .  

z e. 3 
j 

In overeenstemming hiermee def in ië ren  w e  nu e voor complexe z .  - 
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Z - 3ef.l A l s  z = x + iy (x en y reëel) dan I e = eX(cos y + i s in  y) 1 
X Evenals voor de reële exponentiële functie e geldt voor de aldus gedefinieerde e' de 

z z  
2 z +z 

'e 1 2  Stelling e = e  

Bewi,is Zij z1 = x + iy en z 2  = x, + iy , dan is 
1 1 2 

2 
z z  X X 
1 2  1 e e = e  (cos y, + i s in  y ) e (cos y, + sin y,) = 

1 

De definitie heeft zeer belangrijke gevolgen: 

1) Als z = x + iy (x en y reëel) dan 

" + e 1 i.q - i v )  I , -i') I en I sin 'p = -  (e - e 2i 2) cos 'p = +(e 
I 1 I 1 

Bewijs: Uit de formule van Euler: 

-i'p ei' = cos 'p + i sin 'p en e = cos cp - i sin 'p . 
3 )  De complexe getallen ei' hebben hun beeldpunt op de eenheidscirkel 121 = 1 ,  

immers dit is het geval voor de getallen cos cp + i s in  'p. 

2kni = I  = e  2ni 1 -ni -1 e4 - ( I  + i) en e fi 
i r p  4) Elk complex getal z = x + is is te schrijven als z = r e . 

Dit volgt direct uit de schrijfwijze z = r(cos 'p + i sin 'p)  en uit de 
formule van Euler. 

5) Een complex getal vermenigvuldigen met ei' betekent meetkundie: 
de vector draaien over rp. 

i'po i(' +'po ) 
Bewijs: Zij z = r e dan is z ei' = r e 

O O O O 
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3 - Vb. 1 Druk sin u i t  als som van sinussen van cp en veelvouden. 

opl. 

3 i ' p  3 cos 5'p = Re(e3iq) = Re[(e ) 1 = Re(cos 'p + i sin q )  = 

3 . 3  2 2 = Re[cos 3 'p + 5i cos 2 'p sin 'p + 3i cos 'p sin 'p + i sln q l  = 

- - cos 3 'p - 3 cos 'p sin 2 'p = 4 cos 3 'p - 3 cos  'p . 

Wij zagen dat het beeldpunt van z = e ia , als a loopt van O tot Zn,  in 

het complexe vlak de eenheidscirkel doorloopt. 
Welke baan beschriJft nu het beeldpunt van 

(P + z = e  

als a loopt van O tot m ,  en p en q f O reëel en vast zijn? 

opl. 

iqa . Daar z = epa . e 
dus (elimineer a )  r = e "q , de vergelijking in poolcoördinaten van 
een spiraal. 

Wanneer z de eenheidscirkel doorloopt, welke baan beschrijft dan 

is Iz/ = r = epa en arg z = 'p = qa 

opl. 
Wij kunnen stellen z = ei' met O =s q i 2n. Dan 

1 + cos  'p - i sin q - - - - 1 - 
1 w =  

I + ei' I + cos 'p + i sin 'p ( I  + cos q )  2 +sin 2 'p 



v r  v . 1 0  

D u s R e w = -  1 en I m w = - - t a n - ' p .  1 1 
2 2 2 

- E ,  1 n , 2 n j 2 n  2 Dus als 'p: O , ,I . 

'p = n ,  z = - 1 is uitgezonderd. 

1.5 t' Bewijs dat, als z op de eenheidscirkel ligt, 

Re(+) = O . 

opl .  (Algebr.) 

': + 
' .  

op l .  (Meetk.) 
,I ' 

n I,,,' . 
arg(") = arg(z + 1) - arg(z - 1) = i. - 2 . 

5 3 .  Vergeli,jkingen 

Wij bespreken vergelijkingen van de vorm 
, ,. 

n n-i z + a = O (a.., z complex, a f O). P ( Z )  E a z + aiz + ... + an-1 
O O n 1 

Hoofdstelling van de algebra 
De vergelijking P ( z )  = O van graad n 2 1 heeft tenminste één wortel z . 
De hoofdstelling wordt later bij de functietheorie (leer der functies van een 

3. > 

1 
'4: " ?? ~ 

_ . I  : 

!l complexe variabele) bewezen. . *  
f 
; 2 :. e hebben,bijv. x + 1 = O heeft geen reële wortel. 

Y -. ?l 
i 
'I 
:t 1 1 

w. Vergelijkingen met reële coëfficiënten behoeven geen reële wortels te 
E,, . 

De reststelling geldt ook voor polynomen P ( z ) ,  dus: 

Als P ( z )  = O wortel z heeft, dan is P ( z )  deelbaar door z - z . 
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Deel, dan P(z) = (z - z ) Q ( z ) ,  Q ( z )  graad n -  1 -  

Maar volgens de hoofdstelling heeft ook Q ( z )  = O een wortel, dus 
P(z) = (z - z , ) ( z  - z2)R(z) .  Zo voortgaande vinden wij: 

Stelling Iedere veelterm van ae graad n met complexe coëfficiënten is 
product van n veeltermen van de graad 1: 

n n-i a z  + a z  + ... + anv1 z + a  = aO(z-z1)(z-z2) ...( z-z ) . o i n n 

a. De z , ,  ..., z behoeven niet verschillend te zijn. n 

Een vergelijking van de graad n heeft niet meer dan n wortels. 

Men zegt wel eens w a t  onnauwkeurig, dat een vergelijking van de graad n precies 

n wortels heeft. Hiermee is bedoeld, dat de getallen, die meermalen onder 
z , ,  ..., z 

Stelling Als aozn + alz 

voorkomen, ook meervoudig worden geteld. n 
n-i + ... + an-i z + a = O reële coëfficiënten a. 

1 - n 
heeft, en als z 

wortel. 
= p + iq een wortel is, dan is ook z = p - iq een 

O O 

Bewi,i s 

Vul in, dan is ao(p+iq) (p+iq) + an = O. 
Neem de toegevoegde complexe waarde links en rechts, d.w.z. vervang overal 

i door - i. Daar de % reëel zijn, staat er dan 

n + al(p+iq)n-i + ... + a n- i 

( p  - iq) + an = O 9 
a (p -iq)n + al(p-iq) n-i + ... + an-, 

O 

dus p - iq is een wortel. 

Voorbeeld z3 + '22 + 2z + a = O. 
Gegeven is, dat a reëel is en dat de vgl. een zuiver imaginaire wortel f O 
heeft. Gevraagd a en de worte1.s. 

2 

Op grond van de stelling ziet' men dat de wortels moeten zijn van de gedaante 
z = ip, - ip, q met p ,  q reëel en p ,L O. 

De vergelijking moet dus luiden ( z  
2 2 + p ) ( z  - q) = O. Dus 

z 3 - q z 2 + p z - p q = 0  2 2 

3 2 moet identiek zijn met z + 22 + 22 + a = O. 
Hieruit volgt q = - 2 ,  p2 = 2, a = 4. De wortels zijn dus - 2, if2, - d2. 

i -  
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5 ' .  

Binomiaalverneli,jking z n = c 

Methode: 

Schrijf c = r ei', dan staat er z 

Modulus: Iz I = Iz/ = r dus IzI =G. 
Argument: arg z n = n arg z = cp + 2kn 

De oplossingen van de binomiaalvergelijking zijn dus 

(n natuurlijk, c complex) 

n i c p  + zkni  = r ei' = r e 
n n 

dus arg z =ie + -  2kn . n n 

L2 i(ip + Z E )  i(' + zkn) 
n n z =%e , k = 0 , l  ,2,. .. , n - I ,  uitgeschreven 6 en , % e 

dip + 4 n )  
n 

iiip + z(n-i ) n )  
n % e  %e > a . . ,  

In het complexe vlak vormen deze wortels een regelmatige n-hoek, waarvan 6 
de straal van de omschreven cirkel is. 

Vb. 1 Los op de vergelijking z 4 = 2f2(1 +i) - 
ni - + z k n i  

ll n kn 
4 1 6  '2 ' 

4 4 
OJ&. z = 4 e  dus 121 = f2 en 4 arg z = - + 2kn, dus arg z = - 

met k = 0,i , z , j .  

25 
16 n i  - 17 n i  - 9 ni - n i - 

' z z  = i 2  el6 , z 3 '= f 2  el6 , z 4 = i 2 e  z = f 2  e16 
1 

ni - 
Vb. 2 ( z  + Z i ) 3  = i, dus ( z  + P i l 3  = e 2 - 

dus /z + 2il = 1 en 3 arg(z + 2i) = - 7l + 2kn 2 

(' + +)i 
arg(z + Zi) = E + - 2kn . De wortels zijn dus z + Z i  = e 

6 3  



2 z 

(z - 3i) 

- 6zi - I 5  - 8i = O. Kwadraat afsplitsen geeft 

2 i arctan 4/3 + 2kni  , dus de wortels zijn = 6 + ûi = IO e 

- Def. 

- - 6 i arctan 4/3 = 3 i + G e  f- z = 3i + 10 e 4 i arctan 4/3 + kni 

Een complexe functie van een reële variabele x is een voorschrift 
volgens hetwelk aan elke geoorloofde reële x een conplex getal wordt 

toegevoegd. 

1 1 
2 = 3i + 6 [cos(: arctan $1 + i sin(- arctan $ j l  = 

r 1 

i(n - arctan 4 / 3 )  + z k ~ i  u z 2  = -6 + 8i = 1 0  e , dus 

5 4. 

m. 

Complexe functies van een reële variabele 

Een complexe functie van een complexe variabele z is een voorschrift, 
volgens hetwelk aan elke geoorloofde complexe z een complexe functie- 
waarde wordt toegevoegd. 

Zo zijn w = e , w = -  I +z 
complexe variabele z. 
De zeer belangrijke theoi 

z 1 voor z f - I) complexe functies van de 

e van deze functies wordt in semester 5 be- 
handeld. Nu beperken wij ons tot 

Algemeen kunnen w i j  schrijven f(x) = u(x) + iv(x) met u(x) en v(x) 

reële functies. 

- Def. Bij de complexe functie f(x) van een reële veranderlijke x zeggen wij dat 

iim î(x) = L , 
x-CL 

als elke omgeving van a geoorloofde waarden x f a bevat en als bij iedere 

reële c Z O een omgeving van a bestaat, zodat voor alle geoorloofde x f a 

i n  die omgeving geldt dat 

i: 
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l f ( X )  - L I  < E 

( h i e r i n  i s  a een r e ë e l  g e t a l ,  m of - m). 

In het  spec ia l e  geval. van een r i j  van complexe g e t a l l e n  komt deze def in i . t i e  

overeen met de i n  5 2 

e e r s t e  s t e l l i n g  van 5 2 

wijzen. 

gegeven d e f i n i t i e .  Op een analoge manier waarop de 

werd aangetoond, kan  men de volgende s t e l l i n g  be- 

S t e l l i n g  Z i j  f ( x )  = u(x )  + i v ( x )  en L = M + i N  m e t  u(x),v(x),M,N r e ë e l .  Dan 

ge ld t  dat  

l i m  f ( x )  = L 
x - a  

dan en s l e c h t s  dan a ls  

l i m  u(x) = M en l i m  V ( X )  = N . 
x - a  x - a  

Bli jkbaar  kan men de l imie t  van een complexe func t ie  van een r eë l e  var iabe le  

berekenen v i a  de l imie ten  van he t  r e ë l e  en het imaginaire  deel.  Hetzelfde 

ge ld t  voor de a fge le ide  en de in t eg raa l  van een complexe func t ie  van een 

r eë l e  va r i abe le .  Voor f ( x )  = u(x)  + i v ( x ) ,  m e t  u(x) en v(x) r e ë e l ,  ge ld t  dus: 

I )  l i m  f ( x )  = l i m  u(x)  + i i i m  v(x)  
x - a  x - a  x - a  

3 )  s f ( x ) d x  =Ju(x)dx + i s v(x)dx 

b b b 

4) j f (x )dx  = u(x)dx + i i v(x)dx . 
a a a 

Voorbeeld 

- d ( e  i x  ) = - d ( c o s  x + i  s i n  x)  = - s i n  x + i  cos x = i ( c o s  x + i  s in  x )  = i e i x  
dx ax 

Algemener g e l d t  voor een complexe constante a 
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- Dei. 

Bewi.js Z i . j  ü = p + i q ,  dan 

Een complexe vectorruimte i s  een verzameling dingen, genaamd vectoren,  

waarin i s  gedefinieerd een som x + y  en een scalair product Ax 
( A  complex) zodat de bekende rekenregels  gelden. 

d d 
dx dx = - (epx cos qx) + i - (epx s i n  qx) = 

= pepX(cos qx + i sin qx) + iqePx(i  s i n  qx + cos qx) = 

= ( p  + i q ) e  (P + i q ) x  = aeax . 

Voorbeeld 

c o s x d x =  e R e e  i x  sx  
i x  

= + eXRe(1 - i ) e  + D = + eXRe(1 - i ) ( c o s  x + i  s i n  x )  + D = 

- Vb. De l i n e a i r e  vormen i n  3 var iabe len  met complexe coëf f ic iën ten  

az 

De complexe func t ies  f(t) van de r e ë l e  var iabe le  t ,  dus u ( t )  + i v ( t )  
vormen een vectorruimte omdat f ( t )  + g ( t )  en (a  + i b ) f ( t )  weer complexe 

func t i e s  zi , jn.  

+ bz2 + cz3  vormen een vectorruimte over de complexe ge ta l l en .  
1 

- Vb. 
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9 5. Hyperbolische functies 

-ix 
f 

7 
In analogie met cos x = 

x -iX - e  
2i definiëren wij 

thans de functies 

-X X -X X -X X 
e - e  e - e  - sinh x . e + e ; sinh x = - ; tanh x = 

2 X -X cosh x ’ 2 cosh x = 
e + e  

dit zijn reële functies, gedefinieerd voor elke x. 

Wij merken op, dat 

cosh O = 1 ; sinh O = O j tanh O = O 

cosh (-x) = cosh x ; sinh (-x) = - sinh x ; tanh (-x) = - tanh x . 
(even) (oneven) (oneven) 

Er gelden verder vele formules, b.v. 
2 2 X cosh x - sinh x = 1 e = cosh x + sinh x 

en somformules die mooier, maar onbelangrijker zijn dan in de goniometrie, b.v. 

cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y 

sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y . 
Voor differentiëren geldt 

d a d 1 
ax dx dx  
- cosh x = sinh x ; - sinh x = cosh x ; - tanh x = 

2 cosh x 

Wij merken nog op,  dat cosh x > sinh x voor alle x ,  dat 

-2X 

-2x 
1 -e 

x - -  x -, 00 l+e 

en kunnen dan de grafiek tekenen. 

lim tanh x = lim = 1 en lim tanh x = -1 , 
x +  -cc 

h. Door x = a cosh t en y = b sinh t wordt een parametervoorstelling ge- 
geven van een tak van de hyperbool 

2 2 

2 a b2 
- X - E L = l .  

b. A l s  x van - m  tot + W  loopt, doorloopt sinh x monotoon stijgend alle 
reële getallen. De omkeerfunctie vindt men uit 



X -X e - e  
2 y = sinh x = , 

e': - 2yeX - I = O , 

x = log(y + &KT) voor alle reële y . 
De afgeleide der omkeerfunctie is 

Voorbeeld (Kettinglijn). 

Beschouw een vrij hangende homogene ketting, die zich slechts onder invloed 
van zijn eigen gewicht bevindt. Welke kromme zal de hangende ketting volgen? 

m. Zij S(x)  de spanning in P, en S(x + h) die in Q ,  
dan is 
horiz.comp.: S ( x  + h)cos  a(x + h) - S(x)cos a(x) = O 

n 
vert.comp. : S(x + h)sin a(x + h) - S(x)sin a (x )  = c PQ 
waarin o = gewicht per lengteeenheid van de homogene ketting. 
Dus 

Uit de eerste vergelijking volg t  S(x)cos a(x) = c, ingevuld in de tweede 

- d [c tan cI(x)l = 7 (5 = oiil t tan2a(x) , dx cos a x 

U d tan aix) = - -  &x d I + tan2a(x) C 

log[tana(x) + { I  +tana(x)I 2 = : x + ~ = - ( x - a )  U . 
C 

Op grond van de zojuist gemaakte opmerking volgt nu dat 

C o 
o C 

y = - c o s h - ( x - a ) + A .  

Daarom heet de grafiek van cosh x wel de kettinglijn. 
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Voorbeeld (Hangbrug). 

Beschouw een kabel met verwaarloosbaar gewicht en een daaraan opgehangen wei:- 

dek met gewicht o per  hor izontaa l  gemeten lengteeenheid.  Welke kromme z a l  ùe 

kabel volgen? 

w. Ontbinding van de spanning S(x) i n  z i j n  hori.zontale en v e r t i c a l e  oom- 

ponent l e v e r t  weer 

S(x  + h)cûs a(x + h)  - S(x)cOS .(x) = O , 
S(x + h ) s i n  a ( x  + h)  - S(x)sin a ( x )  = oh . 

DUS [ s (x )cos  ü(x)ll = O en [S (x ) s in  a(x)]l = o .  U i t  de ee r s t e  verge- 

l i j k i n g  volgt  ~ ( x ) c o s  a(x)  = c ,  u i t  de tweede daarna 

d 
dx - [ c  tan  a ( x ) l  = u , 

U 
y = - ( x - a ) '  + b . 

2c 

D i t  i s  de vergel. i jking van een parabool met v e r t i c a l e  as. 
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X Appendix 1 :  Over de invoering van h e t  g e t a l  e en de exponentiële func t i e  e . 
In  hoofdstuk I gingen we e r  van uit dat  groe i func t ies  en hun eigenschappen 

reeds bekend z i jn .  De invoering van h e t  g e t a l  e i n  I. 5 4 . D  vb. 5 hing van 

deze eigenschappen a f .  We geven nu een invoering van e en e ., waarbij geen 

gebruik gemaakt wordt van groe i func t ies .  

X 

S t e l l i n g  1 (1 + *r+’ > (1 + x>” , aangenomen dat  n > -x + o. 

Bewi,is 
X X 

Schr i j f  u = 1 + - , v = 1 + - n+l n ’  

du s 

n+ i n n n 
U - v = u(un - v ) + v (u-1) = 

= u(u - V)(un-l + un-zv + . . . + vn-’) + v n . n .  ( v - u )  = 

= ( u - v ) ( u  n + u  n-1 v + ... + u v  n-i - n v ) =  n 

= ( u - Y )  (u n - ’ + 2 u  n-2 v + . . + n v  n-i ) > O .  

S t e l l i n g  2 i i m  (1 + :r(l - = 1.  
n - w  

Bewi,j s 
~ 

Voor n > 1x1 + 0 i s  (1 + sy(î - :y = (1 - $In wegens s t e l l i n g  1 monotoon n 

s t i j gend ,  maar naar boven begrensd door 1 ,  dus 

2 

R n >  (1 -g . 
n 

Als R < 1 ,  dan zou i? monotoon naar O dalen,  t e r w i j l  volgens s t e l -  
n l ing  1 monotoon s t i jg t .  Dus R = 1. 
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S t e l l i n n  7, Voor al1.e x bes taa t  

en e r  ge ld t  

e(-x) = &J.  

Bewiis Voor n > 1x1 g e l d t ,  zoa l s  u i t  h e t  bewijs van s t e l l i n g  2 vo lg t ,  

Omdat voor n - m  de l i n k e r  t e m  s t i jg t  en de r ech te r  term d a a l t , i s  de monotone 

rij (1 + :r begrensd en heef t  z i j  een l i m i e t  e ( x )  > O. In he t  bi jzonder  g e l d t  

v o o r  O 1x1 < I en n = I 

1 I + x <  e (x )  <- I - x  ' 

X x < e ( x )  - I < - I - x  ' 

? , e (x ) - l>1  X 1 - x  voor -1 < x < 0 , 

dus volgens de i n s l u i t s t e l l i n g  

l i r n  e(x)-l=, . 
X x -  o 

Tenslot te  ge ld t  volgens s t e l l i n g  2 

= e ( x )  . e( -x) 

i; 



S t e l l i n g  4 
l i j  king" 

De func t i e  e ( x )  i s  continu en voldoet aan de , ,functionaaiverge- 

e ( x + y )  = e(x)  . e(y)  . 

Bewi.js U i t  

pn - q n = (p -q ) (pn - l  + p-q + ... + qn-') 

concluderen w i j  zowel voor p > q 3 O a l s  ook voor q > p 2 O 

n-i n n n-i 
nq (P-d G P  - q Grip (P-9) - 

m .  Voor p = (i + :](I + en q = î + n impliceer t  d i t  

Toepassing van de i n s l u i t s t e l l i n g  l e v e r t  i n  de l imie t  

e ( x ) .  e (y )  - e ( x + y )  = O . 
Cont inuï te i t  van e ( x )  volgt  nu u i t  

l e (x )  - e(a) I  = e ( a ) l e ( x - a )  - 1 1  ; 

volgens s t e l l i n g  3 i s  he t  r e c h t e r l i d  namelijk k l e ine r  dan Z l x - a l  . e ( a )  als 

1 x - al m a a r  voldoende k l e i n  i s .  

A l s  w i j  he t  g e t a l  e def in ië ren  door  e : = e ( l ) ,  dan ge ld t  voor willekeurige 

na tuur l i jke  g e t a l l e n  m en n 

m 
m 1 n 

e(") n 
n 

_ -  
e ( - - )  = -  = e 

Voor e lk  ra t ionaa l  g e t a l  a i s  daarom e ( a )  he tze l fde  a ls  e a , en a l s  a een rij 
ra t iona le  ge t a l l en  met l imie t  x doorloopt,  vo lg t  u i t  de con t inu ï t e i t  van e (x )  

a 

n 

e (x)  = i i m  e(a,) = lim e n . 
n - m  n - m  

Deze betrekking de f in i ee r t  pas goed he t  g e t a l  ex ( =  e ( x ) )  en daarmede de 

groeifunot ie  e . X 
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Appendix 2 :  De kromtestraal .  

A. Teken van y" 

Z i j  gegeven een kronune y = f ( x ) .  De meetkundige betekenis  van de e e r s t e  

a fge le ide  i n  een punt P i s  de tangens van de hoek a, die  de r a a k l i j n  i n  P 
maakt met de pos i t ieve  x-as. A l s  de e e r s t e  afgeleide p o s i t i e f  i s ,  dan i s  

de func t ie  toenemend. A l s  de tweede a fge le ide  p o s i t i e f  i s ,  dan i s  wegens 

y" = ( y t ) '  de e e r s t e  a fge le ide  toenemend, dus dan d r a a i t  de r a a k l i j n  vol -  

gens ? ;  de kromme i s  hol  naar  boven. Als de tweede a fge le ide  nega t ie f  i s ,  

dan i s  de e e r s t e  a fge le ide  afnemend, dus de r a a k l i j n  d r a a i t  volgens %, 
dus de kromme i s  b o l  naar boven. 

- f l f (x )  i O 

f '  ( x )  toenemend extreem afnemend 

f ( X )  hol = concaaf buimunt bol  = convex 

Voorbeeld 1 y = x - 9x ; y '  = 3x - 9  ; y" = 6x . 
Bi j  x = O t r e e d t  een buigpiuit op; voor x > O  i s  de g ra f i ek  hol en voor  
x i  O i s  h i j  b o l .  

3 2 

B. Kromming 

A l s  de e e r s t e  a fge le ide  groot  i s ,  dan i s  de kromme sne l  s t i jgend.  A l s  de 

tweede a fge le ide  groot i s ,  dan i s  wegens y" = ( Y ' ) '  de ee r s t e  a fge le ide  

snel  s t i jgend;  de r a a k l i j n  d r a a i t  dus sne l ;  de graf iek  i s  s t e rk  "gekromd". 

Het begrip kromming d ien t  ech te r  nog t e  worden gedefinieerd.  

c Def. Het kromtemiddelpunt M ,  behorend b i j  een punt P van een kromme, i s  

de l imie ts tand  van he t  sn i jpunt  van de normalen i n  P en i n  een na- 
burig punt  Q van de kromme, wanneer Q t o t  P nader t .  

De kromtestraal  p i n  P i s  de a fs tand  van P t o t  het  kromtemiddelpunt. 

De kromtecirkel van P i s  de c i r k e l  (M,p). 

Vb. De kromtecirkel vaneenpunt  van een c i r k e l  i s  die c i r k e l  z e l f .  

W i j  l e iden  een formule af voor de kromtestraal  in P = (a ,  f ( a ) )  van de 

kromme y = f ( x ) .  De ve rge l i j k ing  van de normaal i n  P i s  

[y  - f ( a ) l î l ( a )  + x - a = O 
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en van de normaal i n  Q = (a + h,  f ( a  + h ) )  

- f ( a  + h ) l f ' ( a  + h)  + x - a - h = O , 

Voor het sn i jpunt  S = ( x  ) van beide normalen ge ld t  s >y, 

y s [ f ' ( a  + h) - f ' ( a ) ]  = h + f ( a  + h ) f ' ( a  + h) - f ( a ) f l ( a )  . 
Deel door h en neem de l imie t  voor h - O ,  dan S - M en 

dus 

De kromtestraa.1 p = PM i s  

A l s  f"(a) > O ,  dus a l s  de kromme concaaf i s  i n  P ,  dan l i g t  het  kromte- 

middelpunt hoger dan P. 

A l s  f"(a) < O ,  dus a l s  de kromme convex i s  i n  P ,  dan l igt  he t  kromte- 

middelpunt l age r  dan P. 

In beide geval len l iggen de kromtecirkel en de kromme aan dezelfde kant 

van de r a a k l i j n  i n  P. 

A l s  f " ( a )  = O ,  dus zeker a ls  P buigpunt van de kromme i s ,  dan verdwijnt 

het sn i jpunt  S naar he t  oneindige. 

- Def. De kromming K(P) van y = f ( x )  i n  h e t  punt P i s  he t  omgekeerde van 

de kromtestraal ,  dus 

a. X(P) kan ook a l s  volgt worden gedefinieerd.  Z i j  cp de hoek tussen 

de r a a k l i j n  i n  P en de r a a k l i j n  i n  een naburig punt Q van de kromme. 

Z i j  PQ de lengte  van he t  stuk kromme tussen P en Q. D a n  i s  
f i  

K(P) = /&im & l .  
-+ P PQ 
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1': 
Voorbeeld 

de coördinaten van he t  kromtemiddelpunt. 

y = l o g  x. In welk punt P i s  de kromming maximaal? Bereken daar 

X , dus K = 1 1 o&. y = log x, y' = - , y" = - - 
X X ( x 2  + 1)3'* 

U i t  een f iguur  z ien  w i j ,  da t  voor het  kromtemiddelpunt ( t , q )  ge ld t  

t = xP + p sin cp en  q = yp' - p cos 'p 

waarin voor cp, de hoek van de raaklijn i n  P met de pos i t ieve  x-as, ge ld t  

tan 'p =Y'(;&) = 6. Dus 

C .  Osculeren 

Een kromme y = f (x )  wordt door de r ech te  y = g(x) mx + n door he t  c n i j -  

punt P = (xo , f (xo ) )  ge raak t ,  als i n  P g e l d t  fl(x ) = rn, dus a l s  

f ' ( x o )  = g ' ( x o ) ,  dus als i n  P hun e e r s t e  afgeleiden overeenstemmen. 

S t e l l i n g  

O 

y = f ( x )  en de f u n c t i e  d i e  de kromtecirkel i n  l' voors t e l t  hebben 

de eigenschap, da t  i n  P n i e t  a l l e e n  hun ee r s t e  afgeleiden,  maar 

ook hun tweede afgeleiden g e l i j k  z i j n .  Men zegt dat de kromme 

en de c i r k e l  i n  P osculeren. 

Bewi,i s 

De kromme heeft  ve rge l i j k ing  y = f ( x ) .  L a a t  de verge l i jk ing  van de c i r k e l -  

boog i n  de buurt van P = (x  , f (x , ) )  z i j n  y = g(x) .  Dan i s  f ( x o )  = g(x ) 
en ook f ' ( x  ) = g ' ( x  ),omdat kromme en c i r k e l  i n  P dezelfde r a a k l i j n  heb- 

ben. Maar bovendien i s  de kromming i n  P dezelfde,  dus 

O O 

O O 

I f"(Xo ) I  lg"(xo)l  

{ l + [ g f ( x o ) l  1 
= K(P) 

2 3/2 ' {I  + [ f l ( x , ) l  2 1 3/2 

i 
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Dus ook 1 f"(x,)I = 16 ." (xo) l .  Omdat c i r k e l  en kromme aan dezelfde kant van 

de r a a k l i j n  l iggen ,  i s  dus €"(x ) = . 
O "0 ) 
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