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ENKELE NOTITIES
bij
WISKUNDE 1

Het voor alle afdelingen (de latere 'faculteiten’) bestemde le jaars wiskundeonderwijs
aan de TH/TUE heeft, inhoudelijk, tussen 1956 en +1980 een belangrijke ontwikkeling
doorgemaakt. Aanvankelijk (Wiskunde I 1959/60) is de opzet nog puur 18e eeuws: Aan-
schouwelijk ambachtelijk geknutsel met grafieken, 'brokjes’, ’infinitesimale aangroeingen’,
etc. Het is dé manier waarop ingenieurs en natuurkundigen graag tegen wiskunde en, met
name analyse, aankijken. Een mooie illustratie hiervan is de introductie van het getal
e in §1.5. Het dictaat Wiskunde I (1959/1960) is t/m 1968 min of meer, op wat kleine
herverkavelingen na, onveranderd in gebruik geweest.

De variant Wiskunde I (1969) bevat al enkele wat fundamentelere toevoegingen van 13e
eeuwse snit, zoals een echte wiskundige definitie van de functie z — e*.

JdG, Mei 2005.
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HOOFDSTUK I  INLEIDING
§ 1. Getallen

N = verzameling der nstuurlijke getallen: 1,2,3,... .

Bewerkingen: optellen en vermenigvuldigen.

a,binN=a + b in N, ab in N. 4
Voor "a + b in N" schrijft men ook "a + b € N" (spreek uit: a + b is een

element van N).

!

Verschil a - b ig het getal x zodat b + x = a. Dan 2 - 3 ¢ W.

Opdat aftrekken steeds mogelijk is (opdat b + x = a steeds oplosbaar is)

voeren wil in de negatieve getallen en het getal O.

G = vermameling der gehele getallen: pos., neg., O.

¢ G.

In G is de bewerking delen niet steeds uitvoerbsar:

N

Quotién % is het getal x zodat bx = a.
Opdat delen steeds mogelijk is (opdat bx = a zieeds oploshaar is),behalve
delen door 0, voeren wij in gebroken getallen (breuken).

M = verzameling der meetbare (rationale) getallen ﬁ (p,q geheel, q £ 0).
a,b€M==>a+b,ab,a«bEMen-%EMvoorb;éO.
Echter: x°- 2 = 0 is niet oplosbaar in M,

Bewijs: Stel ﬁ voldoet, p en g geheel, ﬁ onvereenvoudigbaar. Dan

2 2 2 2 2
P =29, P even, p even, p deelbaar door 4, § even, g even,

contradictie.

Toch hebben wij getallen als {5 en 1 nodig om de meetkunde te beschrij-

ven. M vult de getallenrechte niet op. Voer in onmeetbare (irrationale)

getallen (Wortels, ).

E = verzameling der reéle getallen: de getallen die corresponderen met de

prunten op de getallenrechte.

s

Wog zijn we niet tevreden: x¥° + 1 = O is niet oplosbaar in R. Damrom

wordt later ingevoerd

1
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L = verzameling der complexe getallen: a + ib, g en b regel, i = complexe
eenheid.

Wij werken voorlopig met K.

Cpmerking 1. Delen door 0 is niet eredefinieerd.

Dit kan niet op zinvolle wijze geschieden, want stel g = ¢,
dan zou uit de definitie van een quotiént op pag. I.1 volgen

dat 3 =0.c¢c =0, dus 3 = 0. Onzin.

1
i?' Opmerking 2. Ordening.

Uit het beeld op de getallenrechte blijkt:
alsg a,b € R, dana<b ofa=Dbdf a>h

m.z.w. B 1s geordend (de complexe getallen zijn het niet).
a = b betekent a < b of a = b.

Eigenschappent

a <b Sa+c<bh+e
a<hb, c>0=ac < be
a<b, c<Q0=ac>hbec

a<hbh, bsc=a<c.

Uit de 2e en 3e eigenschap volgt 02 > 0 voor ¢ % 0.

Cpmerking 3. Absolute waarde = modulus.

|
'

Def = a als a =0
|al _
= -a als a < 0
_Vﬁ |—5J = 5, ‘5' =5,
=p-¢ “alsp>g
ip-al ¥
=q-p als p<aq .

Op de getallenrechte stelt {p-q| de afstand van p en q veor.

Eigenschappen:

lal =0, [-a] = fa , [a+B] < la| + |¥]

la+bl = |a] - b
arl | |—_+>|a+b1;-‘ lal-lb[‘

le+bl = {v| ~ {al




Opmerking 5.

Opmerking 6.

Opmerking 4.

2 s f§| = als b % 0.

lab| = lal . |b! , lal® = = S

lal > lbl is gelljkwaardig met a? > 17,

Als p > 0, dan is {; het positieve regle getal, waarvan het
kwadraat = p. Verder is‘{g = 0. Uit deze definitie volegt, dat

Vel = |xl.

Als a en © getallen zijn, a < b, dan kunnen we de verzameling

der getallen x beschouwen die aan één der volgende voorwaarden

voldoen

T assx=<b v a = x
I1 a=sx<b VI a < X
ITY a2 «x =D . VII x=xh
IV a<x<b VIIT x < b .

Elk van deze verzamelingen heet sen interval. Tn de gevallen
I, Iz, ITI, IV heet het interval begrensd, in de gevallen V,
VI, VIIL, VIII onbegrensd, in de gevallen IV, VI, VIII open
(randpunten behoren niet tot de verzameling) en in de gevallen
I, V, VII gesloten (randpunten behoren wel tot de verzameling.

Het interval IT heet links gesloten, rechts open, analoocg heet

IIT links open., rechts gesloten.

Wij maken aanstonds gebruik van de symbolen e en - oo (oneindig

en min oneindig). Deze symbolen zijn geen getallen: er kan niet

op fatscenlijke wijze mee worden gerskend. Voor letters, die
getallen voorstellien, mag dan ock nooit @ of - « worden ge-

substitueerd, tenzij het tegendeel uitdrukkeliik wordt vermeld.

§ 2. Punctiebegrip

A. Constante

en variszbele grootheden bij de beschrijving van een (fysisch)

verschijnsel.
Een constante is een grootheid die gedurende de beschouwing steeds het-

zelfde getal voorstelt. Een variabele is een grootheid die verschillende

e getallen voorstelt.




I.4

Vb. 1 Vrije val

x = afgelegde weg en v = snelheid zijn varisbelen

g = versnelling en m = massa zijnh constanten.

Vb. 2 Segment van gen bol

— T iy —

I

inhoud, h = hoogte van het segment zijn variabelen

r gtraal van de bol is een constante.

Vb. 3 Aantal millimeter regen dat per dag in 1967 valt.

a gantal mm

zijn beide variabelen.

d = hoeveelste dag in 1967

Een functie van de variabele x is een voorschrift, volgens hetwelk

a) % bepaalde waarden mag aantemen

b) aan elk van deze waarden een getal wordt toegevoegd.

De verzameling van wearden die x volgens voorschrift mag aannemen (voorts

geoorloofde waarden genoemd) nheet definitieverzameling van de functie;

men zegt ook dat de functie op deze verzameling gedefinieerd isg.

Wanneer de toegevoegde wearde door de variabele y wordt aangeduid, dan

heet y een functie van x; notatie y = f(x).

Vb. 1 v = f(x), namelijk v = ¥ 2gx .
Vb, 2 I = f£(h), namelijk I = 15 nh” (37 -h) .
Vb. 3 & = £{d), namelijk een tabel.

Cpm. 1 Uit Vb. 3 blijkt dat een functie niet hetzelfde is als een formule.

Cpm. 2 x in Vb. 1, B in Vb. 2, d-in Vb. 2 heten onafhankelijke variabelen,

v in Vb, 1, I in Vb. 2, a in Vb. 3 heten afhankelijke variabelen.

Opm. 3 De definitieverzameling van een functie, die door een formule is
gegeven, hoeft niet overeen te komen met de verzameling van waar-

2
den, voor welke de formule zinvol ig. De formule I = % nh” (3r - 1)

kan ook gebruikt worden om voor alle h € R een functie te defini-

eren.

Cpm., 4 Als in I = % nhZ(Br-h) zowel h als r variabel zijn, dan heet I

een functie van twee variabelen.
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Opm. 5 Aan het voorschrift dat een functie vastlegt kan een betekenis worden

toegekend los van de betekenis van de erin voorkomende variabelen.

Het wvoorschrift y==x2 heeft betekenis zonder dat men behoeft te weten,

LA

wat door de letters x en y wordt voorgesteld: het is het voorschrift,

dat aan leder getal zijn kwadraat toevoegt. Deze opvatting van het

"
——

functiebegrip stelt het voorschrift primair; de “wvariabelen" zijn dan
2
slechts symbolen: of men y==x2 ef v=u schrijft is onverschillig. In

toepassingen der wiskunde zijn de variabelen primair; de functie legt

[zl

er egen verband tussen. In de notatie komt dit verschil van aanpak ock

tot uitdrukking; begint men met variasbelen x en y, dan spreekt men

i
TN
(

over de functie ywzf(x), gtelt men de functie vocrop, den noemt men

deze . Wij doen hier geen keuze tussen beide opvatiingen, maar gebrui-
ken ze door elkaar.

] A
=T
L
%

”
SN

I
i

el 2

C. De grafiek van een functie v=7(x) is de verzameling van de punten in het

.
=

vliak, waarvan de codrdinaten (x,y) voldoen aan het voorschrift wvan de

Ll

functie.

Vb. 1 ¥ =‘{;. recorloofd: x = O.
Merk op dat de y-as in QO san de grafiek razskt omdat tan p = % = 1/(;
willekeurig groot is aig x dicht genoeg bij O.

iwn. A

Hi

%{_ Vb. 2 y = log x. Geoorloofd: x > O.

féj Vb. 3 y = o*. Geoorloofd: alle x € R.

gy

5}; Vb. 4 y =V -x°. Ceoorloofd: -1 = x < 1.

5?‘ Elk punt op de grafiek voldcet aan y2 =1 _xz, dus aan x° + yz =1,

*A%ﬂﬁ

een cirkel. De grafiek is slechts een halve cirkel daar y = 0.
Vb. 5 y = |x-4
Voor x = 4 staat er y = x- 4.

4"'Xv

. Geoorloofd: alle x.

Voor x < 4 steat er ha

Vb, 6 O<x=‘51=f(x)=§c'
1<x<2:f(x) =0

Vb. 7 y = grootste natuurlijke getal < x. Geoorloofd: x = 1.
Vb. 8 f(x)

£{x)

Afspragk: Als in het vervolg een funcitie door een formule gegeven is en

als de definitieverzameling niet uitdrukkelijk vermeld is, zijn alle waar-

"

1 als x meetbaar }

0 als x onmeetbaar

1

e LA T 0L

T

EE oY




1 1.6

den gecorloofd voor welke de formule zinvol is.

D. Even en oneven functies

f{x) neet even functie, als de definitieverzameling symmetrisch is t.0.v. O

eh als vecor alle géoorloofde x geldt: f(x) = f(-x).
2 & 2
¥b. x - 3%, %, cos x, sin x , x2 - 2[x| + 3.

£(x) heet cneven functie, als de definitieverzameling symmetrisch is t.0.v. O

en als voor alle gecorloofde x geldt: f(mx) = - f(x).

Vb. sin x, tan x, XS - 6%+ i .

Opm. Er zijn vele functies die noch even, noch oneven zijn. Voorbeelden
zijn Vb. 1, 2, 3, 5, 6, 7 uit C.

E. Mcnotonie
£f(x) heet monotoon stijgend als voor ieder paar geoorloofde getallen %,

en x, geldt, dat
x, <E, = f(x1) < f(xz) .

Vb, 1 v = sin x ids voor 0 < x < 900 menotoon stijgend, ook voor

-9CP < x < 900, maar niet voor Q0 < x < 1800.

Vb, 2 ¥y = x° is voor x = 0O monotoon stijgend.

o* is monotoon stijgend.

Vb, 3 ¥

f(x) heet monctcon dalend als voor ieder paar geoorlocfde getallen x1 en
X, geldt, dat

x, < x, ™ f(x1) > f(Xz)

F. Samengestelde functie

. . 2
¥ = sin x* kan men verkrijgen door eerst u = x te nemen en dazrnsz

¥ = sin u: het is de samengestelde functie van de functies u=x% en

¥ = sin u.

Algemeen: u = ©{x) en y = ¢(u) leveren de samengestelde functie y = o (£(x)).

G. Inverse functies

Een functie y = f(x) voegt aan iedere gecorlcofde wasrde van x (bijvoor-

[

=i

3»
;
=

beeld in het interval a < x < b) één waarde van v toe.

Laat nu y = f(x) zo zijn, dat bovendien bij elke verkregen ¥y één x hoort,

wasrveor geldt y = £(x). De functie f heet dan een-een-dvidig. De verzame-

IR T

ling van de verkregen y-waarden is dan te heschouwen als de definitiever-

g

e

e
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zameling van een funectie x = g(y).

Veoorbeeld: y = %% voor G = a<x =D, dan is het interval a® sy b

geoorloofd voor y.

Het voorschrift, dat x als functie van y levert is te krijgen door uit
y = f{x) de x op te lossen: x = g(y).
De functies f en g zijn verschillende functies, omdat zij verschillende
voorgchriften voorstellen, nl.

f: bij x de y te verkrijgen,

g: bi) v de x te verkrijgen.

Functies £ en g, die zo bijeenhoren, heten inverse functies. Wil men de

grafieken van bheide functies tekenen en gchrijft men y = f(x) ernn ¥ = g(y),
dan zijn de grafieken van beide functies dezelfde, echter met dien wver-
stande, dat bij f de x-as de as der cnafhankelijke variabele en de y-as

die der afhankelijke variabele voorstelt en bij g juist omgekeerd. Men is
vaak gewend om bij de grafiek van een functie de as der onafharkelijke
variabele horizontaal en die der afhankelijke variahele verticaal te te-
kenen. Doet men dit bij x = g(y), dan tekent men de y;as horizontaal en

de x-as verticaal. Noemt men tenslotte bi] & de variabelen anders en
schrijft men y = g(x) dan kan men de grafieken van beide functies ¥y = f(x)
en y = g{x) weer in één figuur tekenen. De graficken ontstesan dan wit el-

kaar door spiegelen in de lijn y = x.

De samengestelde functie van u = f(x) en y = g(u) sy = x (identieke
functie) als T en g elkaars inversen zijn. Analoog met verwisseling van

f en g.

Vb, 1y =x°.
Beperken wij ons tot x = 0, dan hoort ook bij elke y = 0 precies
één x, namelijk x = J}.
Teneinde beide functiezs op hetzelfde cobrdinaiensiteisel te tekenen:

verwissel x en y, dan y =>{; op x = 0.

s x2 op x= 0

zijn inverge functies.

1l

N {; op x= 0

Vb.2 y=x3.

Voor alle x geldt: bij elke y hoort één x.
3

Log % op: = = \//;:
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Op hetzelfde codrdinatenstelsel getekend (verwissel X en y):

¥y = \&G? voor alle x.

! 3 3 .. . .
De fincties y = x en y = \/;'213n inverse functies.

Yo. 3 y =2
Voor alle x geldt: bij elke y = O hoocrt één x.
Los x op: x = 2log Ve
Op hetzelfde codrdinatenstelsel getekend (verwisssl x en y):
y=2logx op x > 0.
X

y=2"eny = 2log x zijn inverse functies.

H. Veeltermen. Resgtstelling
7

¥y = 3x9 +x -leny-=2x + x2 - 1 ziJjn veeltermen of polynomen.

Algemeen:

n
f{x) a, + a1x oo tax
Dan is £(0) = & . Hieruit volgt:

1. Alg f(x) een veelterm is, dan is er een veelterm w(x), zodat
£(x) = £(0) + xp(x).

Verder geldt:

2. Als f(x) en g(x) veeltermen zijn, dan is f(g(x)) weer een veelterm.
(Voorbeeld: sls a een constante is en g(x) = x + a, dan is f{x + a)

weer een Veelterm.)

7. {Regtstelling) Als f(x) een veelterm is en a een constante, dan is er

een veelterm ¢(x), zodat
£lx) = fla) + {x - a}(x) -

Bewijg. 2. is evident. Om 3. te bewijzen stellen we glx) = flx + a), dan

is g(x) een veelterm en g(O) = f(a). Pas hierop 1. toe:
g(x) = g(0) + xw, (x)-

Vervang x door x~a:

£(x) = glx-a) = g(0) + (x-2a) (x-a) = (a) + (x~a)(x) .

?\

Gevolg. Als f(x) een veelterm is en f(a) = Q, dan is f(x) deelbaar door x-a.

T TSR T R
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I.9

Goniometrische functies

Wij meten hoeken in radialen.

Eén radiesal is de middelpuntshoek die zo groot is dat de lengte van de

bijbehorende cirkelboog gelijk is aan de gtraal van de cirkel, dus

hoek bogglengte
1 radiaal T
2n rad. 2nr
dus 3600 = 21 rad., 180O =1 rad., 60O = % rad. ; 450 = % rad..

Voorts is 1 rad. = 3600/2ﬂ ~ 577,

De grafieken van
¥y =8in x, y =cosXx, ¥y =+tan x, ¥y =cot x
worden bekend verondersteld. De volgende ongelijkheden zijn meetkundig in
te zien en vinden hun interpretatie in de grafieken:
1) voor x > 0 geldt sin x < x, voor alle x geldt |sin x{ = |x|.
2) voor O < X < % geldt tan x > x.

2) voor alle x geldt 1 - 2 x° < cos x < 1; wegens 1) geldt namelijk

H
2
. 2 X X
1 - cog ¥ = in™ £ = 2 = |,
2 s - Z

Cyclometrische functies

Cyclometrische functies zijn de inversen van geniometrische functies.

1) ¥y = gin x is monotoon op - % = X S'% y en heeft daar de eigenschap
dat bij elke y tussen -1 en 1 één x hoort.
Gp - % < x = % (niet op alle x!) kumnen wij dus spreken van de inverse
functie van y = sin x. Verwissel x en y (spiegel t.o.v. y = x) dan
krijet men de grafiek van y = inverse van sin x. Hoem deze functie

¥y = argsin X.

Geoorloofde wasyden: -1 = x = 1. Functiewsarden: -

n s

. Y
= arc¢sin XS;.E .

2) ¥ = cos x is monotoon op O < x < 7 en heeft daar de eigenschap, dat
bij elke y tussen -1 en 1 één x hoort.
Cp 0= x= n kunmen we dus spreken van de inverse van y = cos x.
Verwissel x en y (spiegel t.0.v. x = ¥}, dan krijgt men de grafiek
van y = inverge ven cos X.

Noem deze functie y = arcceos x.

Geoorloofde waarden: -1 < x < 1. Functiewaarden: 0 < arccos x = 7.
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3)

y = tan x is monctoon op - g < x <-% . Dazr hoort bij elke y één x, en

bestaat de inverse.
Verwissel x en y, dan krijgt men de grafiek van y = inverse van tan X.

KNoem deze functie y = arctan x.

, i i
Geoorlecofd: alle x. Functiewasrden: - — < arctan x < =

2 2’
Vb. 1 arcsin 3 = ? Stel arcsin 3 = p, dan sin b = % en - % < p S;g ,
dusp=g(nietp=i6’1 t).
Vb. 2 arccos (- %J = ? Stel arccos (- 1) = p, dan ¢cos p = —<% en 0 = p = m,
2m . 2n
dus = — (niet - —).
p=5( >
Vb. 3 ] =2
. arcsin x + arccos x = 5
Bewijs: Stel arcsin x = p en arccos x = g, dan is
. I T
X = gin p en - E‘E D 5'5 ’
X = ¢os q en O < g < 1 of anders geschreven
XL L I
X = sln(2 q) en > = > q = 5 -
Hieruit volgt p = % - q.
Vb. 4 arctan % + arctan % = 7
Stel arctan-% =D en arctan-% = q, dan
1 1 Pl e
tan p = 5 en tan ¢ = 5 en 0 < p < 5 0<g<x< 5 -
Gevraagd wordt p + q. Nu is
__tanp + tan g
tan(p * Q) T 1 - tan p tan q
Omdat O<p+q<nvolg‘tp+q=%.
Vb, 5 tan (arctan x) = X, maar

X (neem bijv. x = m, dan is

0 #n).

arctan (tan %) hoeft niet

arctan (tan n) = arctan O

i

§ 3., Limieten
4. Voorbeelden van rijen:
12
Vb.11,2,3,4;----
Vbe 2 1, 1, 1,y 1540 &
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1 1
s -
tY

o=

%.g1,1+%,1+%+%,?+

Men kan de elementen van een ri] nummeren met de getallen 1, 2, 3, 4,... .

Noemt men het element op de n® plaats & s dan wordt de rij:
838,58 ,8 yeer -

Om de rij vast te leggen moet men voor iedere plaats in de rij zeggen wat
er staat. Deze plaats is aangegeven met een nummer: aan ieder natuurlijk
getal n moet een getal a, zijn toegevoegd. Dit leidt tot de volgende for-

mele definitie:

Een rij is een functie, die gedefinieerd is op de verzameling der natuur-

1lijke getallen.

Men schrijft de onafhankelijke variabele bij een rij gewconlijk als index;

dus niet f(n), mear £ of a .
n n,

In bovenstaande vier woorbeelden is resp. an = ’

n

- e 1+t _ 1 1
a =1,a = (-1) ", a =1 +E+Z+ ...+
Als wij de rij van Vb. 4 op de getallenrechte voorstellen, dan zien wij
dat a het midder is van het Iijnstuk a tot 2.
Voldoende ver gaande in de rij komen wij willekeurig dicht bij 2. Wil men
b.v. dat

]
- | —
2 =8 < 3000

den moet men n groot genoeg nemen,. nl.

1 1 . n-1 . .
— i —
-7 7000 hetgeen zo ig als 2 > 1000, hetgeen zo is als n > 10.

2

Bij elke € > O bestaat dus een getel N zodat voor alle n > N geldt:

n-1 1
< & als 2 > E y €n gan deze

- < ' i 5 - =
Z a, > (er geldt namelijk 2 a, 2n—1

voorwaarde is voldaan als n-1= N en 2N > g-is).

Men zegt dat hier 1lim a = 2.

n-—+ o
l

Op soortgelijke wijze komen wij bij de rij in Vb. 1 willekeurig dicht bij O

en zeggen daarom, dat lim 8 = 0, of cok 1im'% = 0. Hetzelfde geldt voor
n-—>00 n—oOO
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. . 1 1 1
de 1] 1, "d;, +'gg ‘Z; P
(1)
lim =0 .
n
N - oo

B. In plaats van de functie f(n) = % uitsluitend voor natuurlijke getallen n
te beschouwen, kumnen wij ook f(x) ='% voor reele x # 0 nemen. Deze heeft
de elgenschap, dat f(x) willekeurig dicht bij O komt, als x groot genoeg

is. Zo is

0 <'l < € als x > 1 .
X £

Men zegt nu ook lim % = 0.
X = oo

C. Alvorens een formele definitie te geven, beschouwen we nog ecen ander ge-
val. Hierboven gingen wi} het gedrag na van een rij a  voor grote n en
van een functie f(x) voor grote x. We kunnen ook kijken naar het gedrag
van een functie voor x in de buurt van een getal a.
Als voorbeeld nemen we f(x) = i in de buurt van x = 1. Als x in de buurt
van 1 ligt, dan ook'i. Cm dit te preciseren vragen we, voor welke waarden
van x geldt

L

-1 <e?
pd

Dit is zo als

1
e < T -1 <e ,
X

1
- — +
1 £ < ” < 1 £ .

Als £ =1, dan

< X <

Dit is een open interval, dat het getal 1 bevat.

Als € 2 1, dan is

1
1 4+ &

< X

voldoende om te bewerkstelligen, dat

3
s
1
b
£,
g

AT

1 -2 <e -

o

o




Ook hier winden we voor x een open interval, dal het getal 1 bevat. Ve

noemen een dergelijk interval een omgeving van 1.

Definitie Als a een getal is, dan heet ieder open interval dat a hevat,

een omgeving vamn a.

leder interval van de vorm R < x heel sen cmgeving van oo.

Ieder interval van de vorm x < R heet een omgeving van - .

Voorbeelden van omgevingen van het getal 3:

10 < x; -1 < x < 10005 2 <« x < 3 % 32,9995 <« x < 3,033 2,96 < x < 3,04.
Het laatste interval bestaat uli de getallen x, waarvcor !x-i‘ < 0,04.
Wij zullen zeggen dat £(x) voor x - « tot een limiet L nadert als

1) elke omgeving van o nog gecorloofde waarden x % o bevat (a heet dan

verdichtingspunt van de definitieverzameling van £}, en

2) men bij elke omgeving van L een omgeving van o kan kiezen zodat de
waarden van f in alle geoorloofde punten uit deze omgeving van «. in

de omgeving van L liggen.

Definitie lim f(x) = L betekent, dat in elke omgeving van o geoorloolde
X = g

X # a liggen en dat er bij elke € > 0 een omgeving van o bhe-

Loy staat, zodat voor alle gecorloofde x # a in de omgeving geldt

]f(x) -L <.

(Hierin mag o een getal, o of - oo zijn.)

In deze definitie stelt x een getallenvariabele voor; als dus o = of - e,

=

1*
it

-5

b
.

ig de voorwaarde, dat x # o ig, overbodig. Ook als o een getal is, behoeft

% geen geoorlcofde waarde van x te zijn en als o dat wel is, behoeft f(a)

niet =L te zijn.

Voor het geval dat o = levert bovenstaande definitie het volgende:

WL

lim f(x) = L betekent, dat in elke omgeving wvan ¢ geoorlocofde x
¥ - o0

liggen en dat er bij elke £ > 0 een getal R bestaat, zodat voor

alle geoorloofde x = K geldt

|£({x) - L] < ¢ .




Analoog voor o = -o. Een speciaal geval van « = o is het limietbegrip

voor rijen:t

Lim an = g betekent, dat er hij elke £ > O ecen getal N be-

n—-?DO
staat, zodat voor alle natuurlijke getallen n > N geldt

\an -al <eg .

Vh. 1 lim 1. 0, want om'% < £ te krijgen kan n >'l genomen worden.
n —e

Vb. 2 lim L. = 0, want om'J— < ¢ te krijgen neme men n > A .

n._,oo\f'r_l ﬁ 82

lim 1 =1, want om [1-1] < & te krijgen neme men n = 1.
Y1 ~ o0

n - oo oo X =g

n n
lim (l) = 0, want om (l) < & te krijgen moet 3 > 1.
3 3 £

n - o

Yo, 3
Vb. 4 lim ‘f; bestaat niet. Evenmin lim (-1)n en 1im V-x".
Vb. 5

log % log 1 n

. £ 1
Tog 5 want uit n > Tos 3 volgt (3) <& .

Hiertoe neme men n >

Vb, 6 lim -= = (0, want om L o< e te krijgen neme men x >'jg .
X == {; {; £

x

¥Ybh., & 1im (1 + “—) 2 . We proberen te voldoen aan

Vb, 7T 1lim f?“'“ 0, want om

- 1
< £ te krijgen neme men x < - — .
W = &0 3

£

x-— 2 X
g2
< 4
4=xf < &
4
[<® - 4] < 4€x2 (x = 0 is niet geoorloofd!)

(1-4e) < 4 < x°(1+4¢) .

Voor ¢ < % is aan de voorwsarde te voldoen door
2 2
< x <

V1 + e 1 - 4e

te kiezen,




2

ig —==—= <« x voldoende.
\}‘I + A&

In beide gevallen vinden we voor x een interval, dat het getal 2

e

Voor e =

£l

bevat (een omgeving van 2).

Opm. De uitkomst is in dit voorbeeld eenvoudig te verkrijgen door

x = 2 te substitueren, Zie ”continuitéit” onder G.

=}

otandaardlimieten

1) p > O,dan  lim ~— = 0

X - @

’
==

=4

2) |g| < 1,dan lim gn = 0

n—>80

—

I T

3) a > 0,dan lim /& = 1

n — o

Voor het bewijs gebruiken wij, behalve de definitie van limiet, de eigen-

schap

h>0,dan (1 +0)" =1 +nh+ ... +n% =1 +nh>nn.
’

Bewijs 1) Opdat — < &, neme men x> >~ , dus x > |— .
& © ©

1/p
Br 1s dus een R, n1. R = (%) , zodat voor alle x > R geldi LJE - Ol < g

X

Bewijs 2) We willen, door n voldoende groot -te nemen, gorgen dat

n
[gn -0 < e, ofwel |1|n = (1 + 1iéﬁg#) >>% (g # 0). Dit is zo als
g

1 4+ n lj;HgL;> 1 , dus als n > J-¢ . —Jf?—T = N. Aldus is - voor elke
Iy £ £ 1-1g

€ > 0 - een getal N bepaald, zodat voor alle n > N geldt lgn - 0| < €.
Hoe kleiner £ en hoe dichter lgl bii 1, hoe groter N. (Als g = 0, dan is
|l < € waar voor alle n= 1.)

Bewiis 3) Het voorgeande toont asan, dat we bij elke e > 0 een getal N

kunnen bepalen zodat voor alle n > N geldst ( 1 )
1+

~<a< (1 + &) ofwel

%
3

s

|
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n,
< < + £
1T+ e Y@ 1 ’

'1i5<%'1<€’
dus IQVQ - 1[ < £ .

. Stellingen over limieten

Stelling Stel f en g vwijn gedefinieerd in een omgeving van a en
lim £(x) = L ,

X > @

[
=

lim g(x)

X = oo
Dan geldt

a) lim {f(x) + glx)} =L + W

X = o
b) lim f(x)elx) = M
X = 0
¢) 1im 5%%=ﬁ (mits L £ 0)
flx L
X = o

d) lim Uf(x = {i (mits f(x) = O) .

X =

Bewijs Op grond van het gegeven geldt:
Bij iedere e > O bestaat er een omgeving U& van o, zodat voor alle x # a
in U‘ geldt

| f(x) - 1l < e,
Bij iedere £, > 0O bestaal er een omgeving U2 van o, zodat voor alle x % o

in U2 geldt
lg(x) - M| <e

Als x zowel tot de ene als ‘ot de andere omgeving van o behoort, gelden
beide ongelijkheden. Hetgeen twee omgevingen U1 en Ué van o gemeen hebben

(de zg. deorsnede van U1 en Ug), is echter ook een omgeving van «.
a) Voor alle x # a in deze doorsnede geldt
|£(x) + g(x) - (L +M)| = [(£(x) - 1) + (glx) - M)} =

< [£{x) - L] + |g(x) - ¥ <e te
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Bij een willekeurige & > 0 kan nu voor deze waarden van x tob
[£(x) + g(x) - (L +M)| <&

geconcludeerd worden, als €, > Q en e, > 0 zo gekozen worden dat

£ +& =¢&, bijv. ¢ =g =% g.
1 2 ’ J 1 2 z

b)Y Voor alle x £ o in de doorsnede van U1 en U2 geldt
(x)e(x) - W = [(£(x) - D)(e(x) - M) + (£(x) - LM + Liglx) - )| <
l£(x) - Llle(x) - Mi + J2(x) - L]M] + |T]]g(x) - M|

<e .e_ +e (M + L] e .
1" %2 1 2

Il

i
il

A

De laatste som is kleiner dan e gls 51 en 82 z0 klein zijn gekozen dat

elk der produkten 8182, 81|M[ en 52‘L[ kleiner dan.E is.

3

T

%%Q ¢) Bij het bewijs maken wij gebruiken van twee opmerkingen:
;iﬁ 1. Uit |£(x) - L] < e, < L] volgt [f{x)| > |L] - e >0, immers
‘ 0 <Ll e = [L-1() + 2G| - e =10 - £(x)| + 2] - e, < [£(x)]
2. Het 1ig valdocende om lim _T—_ —'l (mlts L # 0) te bvewljzen en dan
X =

;. op ETET en g(x) regel b) toe te passen.
ﬁ'* Van het begin af aan kiezen wij 81 < |L|. Voor alle x % o in U1 geldt
-
a0 | L - fx °
& T -1 - RS < S A
W 2
f%d De laatste term is kleiner dan & als £, kleiner dan_l%l en € . l%¥_
:gf wordt gekozen.
|3i“

d) Omdat f(x) = ¢, is ook L = 0. We beschouwen eerst L > O.

Dan is

Vi( - {il —-%ﬁéig—:t%%-c EL VooTr X # @ in U (als boven).

Kiest men m e, = eﬁi, dan is IVf(x - {EJ < & voor deze x. Als L = Q,
dan kiezen we e, = 52; uit 0= fx) < 52 volgt dan ldf(x)| < £,

In de volgende voorbeelden leidt eerst een omvorming van de uitdrukking
en dan een toepassing van de stelling zowel tot de conclusie dat de

limiet bestaat als ook tot zijn berekening.

A R
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_4
Vb, 1 1lim —4BFD  _ qyn —B 9:0.

n->°2n -%51+3% n—>o%?- 2,
n

%P‘

”m}w

Vb, 2 Worteltruc.

1lim (‘Jn2+n—1 —\[n2—n+1) 1lim enz- 2 =
n - oo n—*m\ln +n—1+\ln ~n+1
2

= 1lim : _n — =1

n e \j‘l+l-~%+\l’l-l+—1- 1+ 1
m n n n°

Insluitstelling lim f{x) = L

b Sl
im n{x) =L = lim glx) =
x> a X~ o

In een omgeving U van o geldt voor x ;é a

{x) = g(x) < h(x)

Bewijs Kies ¢ > 0.

In een omgeving U1 van o geldt voor x % o -e< f(x) -L<e.
In U geldt voor x # « f(x) -L=g{x)-L.
In de decorsnede van U en U1 geldt voor x £ o —e< glx) -
Analoog:
In de doorsnede van U en U2 geldt voor x ,1_ a g(x)-L<e ,
dus in de doorsnede van U, U en U, geldt voor x £« “elx) -Ll <.
Vb, 3 lim ﬂg__n_ = 0 voigt uit de insluitstelling en - -:;s; 512 1 sﬁ .
T — 0o .
. n n - i . . .
Vb, 4 1lim 6" + 57 = lim 6.\ + = 6 volgt uwit de insluitstel-
T, — o0 = X
‘ ling en
: n
= Il i T
X 1 < 1+<6)< T+1.
E
£ 1+ sin x
%r"-.‘, Vb. 5 lim Tt gnx lip ———=— - 1 omdat L. 0 en

X — o0 Vx2+1 x =00 V1 +--1— B x2

2 |
H [j6]

“garege !

SR

SRy
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_lssinxsl )
X X X
Opimn. lim is docr substitutie x = -t te herleiden tot lim
x> R t > ®
1im  f(x) = lim f(-t) » want x < ~R correspondeert met R < -x,
K s -0 t - o0
dus met R <%, dus de omgeving x < -R van - o« correspondeert met de
omgeving R <t vaneo.
Vb, & . X + gin x -t - gin %

Lim = 1lim = =-1.
¢ 2
X - x + 1 t > oo t2 + 1

F. Functies die naar oneindig gaan

Def. lim f£{x) = « betekent dat in elke omgeving van o geoorloofde x # o
X~ a '

liggen en dat er bi] iedere K ecen omgeving van a bestaat, zodat

voor alle geoorloofde x % a in die omgeving geldt
f(x) > K .

Analoog lim f(x) = - o .
b

Vb, 1 lim 2% =w; lim Vn = co.

n—a-DO n—»OO
Vb, 2 1lim TiT =00 ,

x>0
Vb, 3 (-1)n heeft geen limiet voor n - %, doch gaat ook niet naar oneindig.
Vb, 4 f(x) = i voor x > 0 geeft f(x) —+ o0 yvoor x -+ Q. Men schrijft wel:

lim ‘% =0 .,
x|l C
Analoog lim 1. .
xtTo*

G. Continuiteit

Ruw gesproken zullen wij een functie £ in een punt a van haar definitie-
verzameling continu noemen, als de waarden f(x) voor alle geoorloofde x

in een geschikt gekozen omgeving van a dicht bij f{a) komen te liggen.

Def. f(x) is continu voor x = a, als a tot de definitieverzameling van f

behcort en als er bij iedere € > O een omgeving van a bestaat, zo-
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dat voor alle geoorloofde x in die omgeving geldt
l£(x) - £2(a)] <€ .

Let wel, dat de restrictie x % a nu niet optreedt, omdat voor x = a

automatisch aan de ongelijkheid is wvoldaan!
Ben vergelijking met de definitie van limiet op pag. I1.13 levert de

Stelling. Stel elke omgeving van a bevat gecorloofde waarden x % a van de
functie f{x). De functie f(x) is precies dan continu in a als lim f(X)==f(8
X = a
De betrekking 1lim f{x) = fa) betekent daarbij, dat de volgende drie voor-
X~ a
waarden vervuld moeten zijn:
1. lim f(x) bestaat (linkerlid is gedefinieerd).
X a

2. a is een geoorloofde waarde (rechterlid is gedefinieerd).
3, Linkerlid = rechterlid.

Vb, 1 v = % is niet continu voor x = O, want 1im f(x) bestaat niet.
x— 0

i

. . . i
¥ tan x 1g niet continu voor x = Eh

Vb, 2 O0=x<1: f(x)

1l

x
ig niet continu veoor x =1 ,
f(x) = 0

1T=x=2

-

it

0 en lim f(x) bestast niet.
x

want £(1)

(N.B. Wel geldt lim f£(x) =0 en 1lim £(x) =1)

x L1 x 11
Def. Een functie, die continu is voor al haar gecorloofde waarden, heet
continu.
Vb. 3 y = x is continu.
Te bewijzen is, dat 1lim x = a. Dit is triviaal, want om |x-z| < ¢
X a

te krijgen moet men |x-—a| < & nemen, hetgeen de omgeving

a-e<x<ga+ £ van a is.

T
T

oY
Lo A

R A
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Vo, 4 y = x3 is continu.

. . . . 3 3 3 3 )
Te bewijzen iz, dat lim x° = sz . Aan 1x° - a < g is voldaan,
X~ a

S T i .
als Wa~ - e <x<WVa + g, hetgeen een omgeving van a is. We ge-

ven cok nog een ander bewijs.
Neem voor het gemak a > 0. Wegens
3 3 2 2
lx - a ] = ]x - a| |x + 8% + a |
volgt, als wij alvast le <X 2a nemen, dat
*

|x3 -a | = 7a2 lx - al .

- . £ X 3 3
Als wij verder lx - al <'""E nemen, dan is % - a < E.

Ta

Hieruit volgt de bewering.

Vb, 5 ¥ = sin x is continu.
Te bewijzen is, dat lim sin x = sin a. Uit
X > a

lsin x - sin al = 2|sin 2{x-a)| lcos &x+a)| = |x - ai

zien wiJ, dai |sin x - gin al < £ als Ix - a{ < £.

Opm. WMerk op dat hier gebruik gemaakt is van lsin hl = |h|, een ongelijk-

heid die uit een plaatje is bewezen.

Steliing De functies xb, log x, 2X, de goniometrische en de cyclometrische

functies zijn continu overal waar zi] zijn gedelinieerd.

Een bewijs kan bi] de huidige opzet niet worden gegeven. De functies, die
mi meetkundig of bi) overlevering zijn gegeven, wouden dan bheter moeten

worden gedefinieerd.(Schets de grafiek van deze functies.)

Steiling Stel f(x) en g(x) zijn continu voor X = a en gedefinieerd in een
omgeving van a. Dan zijn ock de volgende functies continu in a:
a) £(x) + g(x);

) £(x) . &lx);

¢) %%;% (mits £(a) £ 0);

d) h(g(x)) mits h(y) continu is in g(a) en gedefinieerd in een omgeving

van gla).
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Bewijs De bewijzen van a), b), c) verlopen analocg als op pag. L.15,17.
i) [n{e(x)) - nlgla))l < e als glx) in een voldoend kleine omgeving van
g(a) ligt, dow.z. als |g(x) - g(a)l < 8. Aan deze laatste ongelijkheid

is wegens de contiruiteit van g weer voldaan als x in een voldoende kleine
omgeving van a ligt.

Opm. Evenals d) bewijst wment

Stel f(y) is continu voor y = lim g(x) en gedefinieerd in een om-
X o
geving van lim g(x). Dan geldt

X a

l}m f(g(x)) = £{ lim g(x)) .

Vb. 6 f{x) = Tlog(ar051n(x—2)) iz continu vocr 2 < x = 3,

3
Vb, 7 lim *=—=L _ 7,
x = 2 % =1
3 g

Vb. 8  lim £==
x =1 % -1

- x =1 1is niet gecoricofd, dus de functie ig niet

continu voor x = 1.

Deel nu teller en noemer door {(x-1); dat mag omdat x £ 1.
De opgave wordt dus

3 2
. x -1 . X +x+
1im = lim ———~F .

x—~ 1T x -1 x = 1 X+

De laatste limiet is-% y verkregen door x = 1 in te vullen in de

nieuwe functie, die voor x = 1 continu is.

C s
. 8in 2x . 2 gln x cos X
T g HW e T MR T
x— 0 B x> Q

= 1iim 2 coszx = 2.
x> 0

Voor de oorspronkelijke functie is x = 0 niet geocorloofd. Na deling

wordt een funciie verkregen, die wel continu is voor x = (.

2
Vb.1C0  lim -E——i{£5—2—§ bestaat niet.
x—= 0

Als lim f{x) bestaat, maar a een getal is dat niet in de definitieverza-
X = a

meling van  ligt, kan men de functie continu voortzetien in a, d.w.z.
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een functie definiéren door g(x) = f(x) vOoor x % a en g(a) = lim f(x).
. X = a

Dege functie g is dan continu veor x = & en heet de continue voortzetting

van £ in a. Zo is {zie Vb. 8) de functie g gedefinieerd door

-
el

~ 1
g(x) = x2 voor X % 1
x -1 en x % -1

L2
continu veor x = 1.
Een standaardlimiet
lim Hh X _ 1 .
x

x>0
Bewijs Uit een meetkundige figuur lezen wij de volgende belangrijke on-
gelijkheid af
. I
sin x < x < tan x (voor 0 < x <'§) .

Hieruit volgt

X 1
1 < — <<
gin x cos X
welke ongelijkheid ook voor - % < x < 0 geldt.

Uit de continuiteit van cos x voor x = 0 en uit de insluitstelling volgt

het gevraagde.

Vb, 1 1lim ta‘i": 1im 001 . 3123:: 1.1 =1 .
x—= 0 x— 0 8 X
. 1 FRRY:
Vb, 2 lim ’l—c;)sx= lim 2810 ZX _ g5, <M> £=1.
x—= 0 X x—™ 0 X x> 0 %x

V1+x-1 . X 1 . 2x

. 1 4
Vb. 3 lim - = lim - . = = 1lim : . =7
x=~0 SME LoV SIS X o)
2 .. 1
L Xeng :
Vb, 4 1lim ";Iaf;— = lim e 51n'; =1.0=20
x—= 0 x>0

omdat 0 < |x sin i| < |x| .
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Vh. 5 lim (T-X) tan(% x)

x =

Substitueer x-1=1%, dan

7 L1 T . = nt
1im -t tan(=t + <) = 1im t cot = 4 = lim -—dm—
5= 0 2 o b0 2 L o o tan E m

3 o
I
3 o

0

§ 4. Enkele belangrijke stellingen

A. In het vervolg baseren wij ons op de volgende eigenschap der regle getal-

len ("binaire fuik"):

Fen oneindige rij gesloien intervallen, waarbii elk de linker of

rechterhelft is van het voorafgaande, bevat precies één regel getal.

B. Stelling van Bolzano (1781 - 1848)°

f(x) continu op a € x = b
= Er is een £ met a < £ < b,waarvoor f{t) = 0 .
f(a) < 0, £(v) >0

a +b.
Bewijs Halveer [a,b] = [a1,b1]; neem, tenzij f(—L??—L> = 0, voor [ag’bg]

a, +b

1
1 5 1) > 0, de rechter als fC—_ﬁf_-> < 0. Pas deze

procedure opnieuw op het interval [az,b2] toe, enzovoort.

a +b

de linkerhelft als f(

a +b
—n-—n> =0 is, "gaat de fuik dicht" en bin-

Tenzi] een.van de waarden f( 5
nen alle intervallen ligt €én getal £. Ware f(E) > 0 dan zou f(x) in een
omgeving van £ positief moeten zijn,(analoog'voor f(E)< O), terwijl steeds

f(an) < 0, f(bn) > 0. Dus £{&) = 0.

In deze stelling kan de voorwaarde, dat f(x) continu is, niet worden ge-

mist.

Vo, 1 f{x) = -3 op O<x<1.

f(x)

5 op YT<x=2.

- Vb, 2 f(x)=-;; op -1=x<0 en O<x<1.
Vb. 3 Men kan een niet te rare oppervlakte door ecen horizontale lijn in

twee gelijke delen verdelen. Immers zij x de hoogte van de rechte

en zij y = de opperviakte boven minus de oppervlakte onder de

G P TATATRRISITN L e A

..



rechte. Dan y = f(x) en als deze functie continu is, dan is vol-

gens Bolzanoc ergens r(x) = 0, omdat f(groot) < 0 en f£{klein) > 0.

C. Def. BEen functie f(x) heet begrensd op een interval I als er een getal M

bestast, zodat (f{x)! < M voor alle geocorloofde x in I.

Een continue functie hoeft op zijn definitieverzameling niet be-
grensd te zijn; bijv. y =-% op het {niet gesloten!) interval

O<x=1.

Stelling Als f(x) continu is op a < x <= b, dan is f(x) daar begrensd.

Bewiis (uit het ongerijmde). 8tel £{x) is niet begrensd en halveer

‘ [a,b] = [a1,b1]. f kan niet op beide helften begrensd zijn. Neem als
[az,sz de linkerhelft als f daarop onbegrensd is, en anders de rechter-
helft. Pas deze procedure opnieuw toe op [az,bg], enzovoort. De rij inter-
vallen bevat één getal £. Dan is f(i) -1 < f(x) < f(ﬁ) + 1 voor alle ge-
oorloofde x in sen voldoend kleine omgeving 1 van £ en dus f(x) pegrensd
op I. Anderzijds is voor voldoend grote n [an,bn] bevat in I en £{x) on-
begrensd op [an,bn}. Deze tegensprask toont aan dat de veronderstelliing,

dat f(x) onbegrensd is, onhoudbaar is.

D. Hoofdstelling over riien. Het getal e.

Ben rij is een functie en daarom zijn de begrippen monotcon stijgend en

monotoon dalend voor functies (zie § 2. E} ook op rijen van toepassing.

Ben rij « ,aé,... heet monotoon stijgend, als uit m < n volgt « <A
1

Klaarblijkelijk is hiervoor voldoende, dat a <a ., Vvoor alle n.

Ben rij LT IERY is monctoon stijgend, als @ <d ., voor alle n.
Analoog:

Ben rij a ,«_,... is monotoon dalend als a > « voor alle n.
1772 n n+1
Bij een monotoon stijgende rij wordt o, steeds groter bij toenemende n.

Als we behalve groter worden ook gelijkblijven toelaten, spreken we van
monctoon niet-dalend. Men kan dit wvoor willekeurige functies formuleren.

Wij deen het alleen vcor rijen:

voor alle n.

Ben rij P TRY is monotoon niet-dalend, als dn-g &1

Ansloog:

Een rij(x1¢%,-.. is monctoon niet-stijgend, als % Brdn+1 voor alle n.

Ben rij a1,a2,...-is naar boven begrensd, als er een getal M bestaat,
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zodat an < M voor alle n.

Hen ri] ai,ae,... is naar onder begrensd, als er een getal K bestaat,

zodat an_k X voor alle n.

Hoofdstelling  Elke mconotoon niet-dalende rij a11a2,..., die naar bhoven

begrensd is, heeft een limiet a, waarvcor geldi o = an
voor alle n.
Elke monotoon niet-stijgende xij CORLIPEREY. die naar onder

2

begrensd is, heeft ecen limiet a, waarvoor geldt o = an

voor alle n.

. . . .
Als de Tij stijgend is geldt zelfs o > o« (immers « o« an).
Als de rij dalend is geldt zelfs ¢ < o (immers a < a <a ).
T n+1 n
Bewijs Stel €, SO, S ... Sd S ... < . Halveer [a1,B] = [aT,b1].

Neem voor [az,hz] de linkerhelft, tenzij een oy in de rechterheift ligt.

[az,b2] bevat dan alle . vanaf ‘een zekere index. Pas deze procedurs op-

nieuw op [az,sz toe, enzovoort. Dan ligt één punt o in alle intervallen.

Zou nu een zekere a; > zljn, dan zou elk interval [an7?n] behalve o gok

eenak = ai bevatten en bn-an = ak - Erdi - o = p >0 meeten zijn, on-

danks het herhaalde halveren der intervallen. Dat kan niet. Dus zijn alle %, <
Maar voor een voldoend groct gekozmen n geldt wel oo - & < a, = a, hoe
klein & ook is , en daarom voor alle k vanal een zekere index

o - £ g = ak < 0. Dowez. lin ak = .
e k-—)OO

Het bewijs wvoor een monotoon niet-stijgende rij %50, e is analoog.

Vb 1 1, =1, 1, =1,-., is niet monotoon, is wel begrensd, heeft geen
limiet.
Vb, 2 1, 2, 3, 4dyess is niet begrensd, is wel monotoon, heeft geen

(eindige) limiet.

) ) yooo is begrensd en monotoon stijgend, dug heeft

1
Vb, E ¥

W ro

3 4
4 "5

een limiet, nl. 1.

Vb. 4 De rij Q}Q} met & > 1, i1s monotocn dalend en naar onder begrensd,

dus heeft een limiet, nl. 1.




.. n
Vb, 5 De rij n(\/g - 1), met a > 1, is naar onder begrensd en monotoon
dalend. Teneinde de monotonie te demonstreren tekenen wij de gra-

fiek van y = at. Wij noemen deze functie de exponentigle functie

of de groeifunctie (evenredige groei, samengestelde interest),

*+1 X
omdat a = 84 .

Door (0,1) trekken wij de koorden naar resp.

(1,a); (3, Vadsewns (2, A5,

n
Op de verticaal door E = (1,1) bepalen deze koorden de situkken
A1E =a -1; AZE = 2({; - T);...; AnE = n(\SG; - 1);... .
De punten A1,A2,...,An,... naderen tot het snijpunt B van de ver-

iix ticaal met de rasklijn in (0,1). De rij nC{%; - 1) daalt monotoon

T W

naar de limiet b. Dit getal b, de richtingscogfficiént van de raak-

g AN

.

lijn aan de grafiek in (0,1), hangt op continue en monotoon stij-
gende wijze af van a. Voor a = 2 blijkt b < 1 (benaderd b = 0,7).
Voor a = 4 blijkt b > 1 (benaderd b = 1,4). Volgens de stelling
van Bolzano is er een (en wegens de monotonie slechts een) getal a,
waarvoor de helling b = 1. Dit getal noemen wij het getal e (zie
appendix 17
Voor dit getal geldt

n(\/e - 1)>1 aus e > (1 +%)n

Later zullen wij zelfs bewijzen dat

e = lim (1 + l)
n—;co n
Pe rij
2: 2 - 005 84 5575 1.00170%0 = 2718
4 27
levert dan

e = 2.71828 ...

. ) X .
e is de waarde van a waarvoor de grafiek van & in (0,1)

Kortom
I gen raakliin met richtingscoéfficiént = 1 heeft.

Vb. & De rij bestaande uit de getallen

8, = 1+ 1+ é% + é% + ... t ;%',waarin n! = 1.2.3.4.....00,

luidt:




(T

a, = a, +—21!-:2+o,5=2,5

a, =a, + —;—!w 2,5 + 0,16667 = 2,66667

e, = a, "‘"ZET'"V‘ 2,66667 + 0,04167 = 2,70834
a, =a, + -51,— N 2,70834 + 0,00833 = 2,71667
a, =8, + 27 ™ 2,71667 + 0,00159 = 2,71806

Dat de rij monotoon stijgt, is triviaal.

Dat de rij begrensd is, volgt uit

toaa. t =1 +
3 -1

a <1 + 1+ 1 + ;% +
& 2 2 2 1-

1
I ] -G

2 1
2

.
=1+2[1-(5)]<3,
Dus 1lim a, besfaaf en = 2,718... ; Later zal blijken dat deze

n—)w

limiet het getal e van Vb. § is.




II.

HOORDSTUK IT  INICINITESIMAALREKENTING

§ 1. Afgeleide

Def. Als lim Lx) - £la)

— bestaat, dan heet f(x)} differentieerbaar voor

X~ a
X = a. De limiet heet de afgeleide voor x = a; notatie: f'(a).

Als de afgeleide voor alle geoorloofde x bestaat, heet f{x) differen-#

tieerbaar;: de afgeleide f'(x) is weer een functie van x.

Stelt men x = a '+ h, h = x - a, dan kan men voor de afgeleide ook schrijven:

(1) Lim ﬂa+h%;:ﬂal.

h -0

flat+h) - fla)
h

Eet bestasn van de afgeleide kan ock zo worden uitgedrukt, dat

alg functie van h continu kan worden veortgezet voor h = Q.

We zeggen dat f£(x) lineair benaderbaar is voor x = a indien er een constante A

en een functie p(h), gedefinieerd in een omgeving van h = Q, bestaan met de

eigenschappen:

fla+n) = f(a) + Ah + hp(h)
(2)

im plh) =0 .
h- 0

Le volgende stelling drukt uit dat linesaire benaderbaarheid gelijkwaardie is

met differentieerbaarheid.

Stelling Als f(x) lineair benaderbaar is voor x = a deor fla) + Ah, dan is
f{x) differentieerbaar voor x = a en £'(a) = A.
Als f(x) differentieerbaar is voor x = a, dan ig f(x) lineair benaderbaar

voor x = & door fla) + £'(a)n.

fla+n) - £la)
n

Bewijs 4&ls (2) gegeven is, dan heeft = A + p(h) een limiet

voor h - 0, nl. A.
Omgekeerd: bestaat (1) met waarde f'{a), dan geldt:

lim (L(“h%‘ fa) _ f'(a)) =0,

h-=20

terwijl:
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f(&+h) srla) + hf'(a) + h<£(a+h)h_ f(a) _ f'(a))

stelling [ Als £{x) differentiserbaar is voor % = a, dan is f£ix) continu voor

X = 4a.

It

Bewijs 1lim f{x) Lim fla+n) = lim [fla)+n'(a) +np(n)] =
X~ a h-=20 h-=20

It

fla)+0.£(a)+0.0 = £(a) .
Cpm. Er zijn functies, die wel continu, maar riet differentieerbaar zijn.

Vb. 1 f(x) = x| .

h

Lam Hewn) - £(a) 4L Ig+h|h- lal [ 1alsa>0
h-—)o h—>o ' -

1 a8lsa<0.

Als a = 0, darn bestaat lim lﬁL niet; de functie is echter wel

neo °
continu voor x = 0.
Meetkundige interpretatie:
‘ flx) - fla) . . . s e ,
1. . - & = tan ¢ is de richiingscoéfficiént van de koorde tussen de

punten (a,f(a)) en (x,f{x)) van de grafiek.

£'{a) = tan o is de richtingscoéfficisnt van de razklijn in het punt

(a,f{a)) aan de grafiek.

’}u Als £'{a) > 0, dann tan & > 0, dus O < < %
5‘ Als f'(a) < 0, dan tan « < 0, dus - %-< o< 0.
Als f’(a) =0, fdan tan « = 0, dus o =0 .

‘l!lml . LA
[\

De lineaire benadering van £f(x) = f(a+x-a) door f(a)4'(x-a)f'(a) is
dus cen benadering van de grafiek van y = f(x) door de rasklijn in

(a,f(a)) waarvan immers de vergelijking is: y = f{a)+ (x-a)f'(a).

De afgeleide wordt ock in de definitie van zeer vele natuurkundige en

*qu'ﬂmmmmmt

technische begrippen gebruikt.
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Mechanica. BiJ) cen beweging s = f(t) is de gemiddelde snelheid over

het tijavak [t ,t + h) per definitic Jﬁ [£(t, +0) - o(s )]

def.

P
it ian,

f(to +h) - f(to)
h

Snelheid ten tijde t lim
0 h - 0

Bij eenparig versnelde beweging, s = vot + & gtz, is
vo(t+n) + % g(t+n)® - vt - & gt
snelheid = lim =v_+gt .
h - 0 h 0

Uitzettingscoeff. van een staaf. Zij de lengte van een staaf bij nul

graden L{0O} en bij T graden L = L(T).

De mate van uitzetting bij temperatuur T wordt aangegeven door

Lig ME41) - L(T)

T
T =0

dit heeft de dimensie van lengte gedeeld door temperatuur.
Je uitzettingscodlficiént bi) temperatuur T is

1 iy HIFT) - L(T)
T o T

Vlgeigtof in een buis. De druk p is een functie van de plaats in de

Vb, 2
Vh. 3
Vb, 4
Vh. 5

buis: p = p(x). Het drukverval langs de buils is de verandering van de

plx+h) - plx)
- )

druk per lengte-eenheid = lim
h—-0

Soortelijke warmte. Als Q(T) de warmte is, nodig om een eenheid wvan.
massa van temperatuur 0° op'temperatuur T te brengen, dan is

Q(Tz) - Q(T1) de wermte nodig om de temperatuur van T op T  te bren-
gen. De limiet van de gemiddelde benodigde warmte is de scortelijke

warmte bij temperatuur T, en wordt gegeven door

Q(T+1) - a(n)

T

lim
T

In alle voorbeelden is aangencmen dat de limiet bestaat.
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§ 2. De techniek van het differentidren

A. Regels van Leibniz (1646 - 1716)

Gegeven is dat 7(x) en g(x) differentieerbaar zijin voor x = a, dus:
fla+n) = £{a) + ht'{a) + he(h) met p(h) - 0 als h - O.
gla+h) = gla) + hg'(a)} + nolh) met o(h) - 0 als h = Q.

i

Nu gelden de volgende regels:
1. f£{x) + g(x) heeft in x = a de afgeleide £'(a) + g'(a).

Kortweg: (fi-g)' = + g'.

Bewijs: f(a+h) + gla+h) = £(a) + gla) + h(r'(a) + g'(a)) + hel(n),
met T(h) = p(h) + c(h) en dus T(h) -+ (0 als h— Q.

2. f(x)g(x) neeft in x = a de afgeleide f'(a)ela) + £(a)g'(a).
Kortweg: (fg)' = {'g + fg'.

Bewijs: f(a+h)g(a+h) = fla)gla) + h(t'(a)gla) + £(a)g'(a)) + hiln),
met 1(h) = h(£'(a) + p(n))(g'(a) + o(h)) + p(h)gla) + o(n)f(a) - 0
als h - Q.

Gevolgen:

(ef)t = cf! {c constant), want c!' = O.
(Af+pg)t = AL' +ug' (A en p constant), in het bijzonder (f-g)'=£'-g'.
(fgh)' = f'gh + fg'h + fgh'.

"La

1 . : . i = i .
3+ gy meetts nite fe) £ 0, dnx = o do afgeleide - 7 8

!
1y L
Kortweg: (f) = - f2 .

1 he'(a) + np(h) N B 1 )
2

Bewlis' T(o7%) ~ Wa) © He)a + B) ~ ) 2a) beln)

met 1{h) = hf'(a)(f'(a)figp(h)) - p(n)e(a)
fa(a)f(a + h)

- 0 alsh~- Q.

(N.B. f(a+h) # 0 voor h in een omgeving van h = 0.)

Gevolg:
£ ' !
5 (i) =<f_1) =f,,1+f<_gL>=f_'g;ig;,
ReR g g & 2 2

1 g g
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4. Ketbingregel voor samengestelde Tuncties

Gegeven: f(x) is differentieerbaar voor x = a en ¢(u) is differentider-
baar voor u = b = f(a). Dan geldt:

p(£{x)) heeft in x = a de afgeleide ¢'(b)f'(a).

Bewijs: Stel ¢(b+k) = ¢(b) + kg'(b) + ko(ir) met o(k) ~ 0 als k ~ 0.
Nu is:

p(£a+h)) = ¢(b+nr'(a) + hp(h}) = ¢(b) + he'(b)f'(2) + h1(h)

met T(h) = ¢'(b)p(h) + (£'(a) + p(h))o(nf'(a) + he(n)) » 0 als h = 0.
Voorbeeld Bij m(u) = u3 vindt men vecor de afgeleide van

(0(x)) = (2(x))” in x = ax 3(£(a))'(a).

5. Inversge functie

Als y = f(x) voor & < x < b differentieerbaar is met £'(x) £ 0 en een
inverse functie x = @(y) heeft, dan is @(y) differentieerbaar met af-

geleide

1
&) =T

Bewijs: Veor X, met a < x, < b geldt f(XO +n) = f(xo) + hf'(xo) + hp(h).
Voor voldoend kleine h heeft f'(xo) + p(h) net teken van f'(xo).
Stel bijvoorbeeld f'(xo) + o(h) = ¢ >0 als |h] =8, dan is

f(xb -8) < f(xo) =¥, < f(xo + 8).

Bij elke y, in f(xo -d) < g, < f(xo + 8) is er precies &én x, met
y, = f(x1). Na is voor zo'n y,

v, =y = M) - ilxy) = (g = x)LE () + el = xo)},

en f'(xo) + p(x1 - xo) # 0.

Als nuy ~y,, dan gaat ook m(y1) = x
We hebben echter:

g = ely )

¢(y1> - ¢(yo) R . 1
- - - = 1 - L]
y,om ¥, v, -y, f (E;) + plx, xo) f (XQF

indien y -y .
indien y1 yo
Opm. Deze regel is in overeenstemming met de kettingregel:

o(f(x)) = x geeft @'(f(x))f'(x) = E:%—j-. £1{x) = 1.

X
Ock de meetkundige betekenis is duidelijk: de raaklijn aan de

grafiek in,(xb,yb).maakt complementaire hoeken met x- en y-as,
1 1
tan o f'(xbj :

1 _ ' = no_ _
T (Xb) = tan o, p (yo) = tan(2 a)




B. De elementaire functies

6., ¥y = ¢8in x; y' = cos x.
7. ¥y =cos x3 ¥y' = - gin x.
. ' 2 -
5 - tan x; y' = 1 want <81n x) _ Sos x + gin X
7 ? ? Cos X 2
cos X 208 X
1
9. y =cot x5 ¥y' = - P
sin x
. 1
10. ¥y = arcein x; y' = T voor - 1T=<x<1.
1T - x

i

Bewijs: arcsin x i1s inverse functie van x = sin y voor
J
1

J
L = = x
—zﬂxy-:-zﬂ,

! = ! = L voor - 1< x <1, omdat cos y = 0
.2 d 2
cos y V1 - sin"y 1 - x

y‘ H

voor ~-% n <y < %-n .

1 .
1. y = arccos x (—1 < X < 1); o= - 7 want arccos x =‘i o= aresill x
VT - X
2 ! 1
12,y = arclan x; y' = — -
1T+ x

Bewijs: y = arctan x is inverse functie van x = tan y voor -+ n <y < £+ n

, 2 1 i
;y" ='JOS,Y= = .

T+ tan?y 1+ %

13. 7 = x {n geheel); y' =nx . .

Bewijs:
a)n> a, y:xnxx.x...x;

n
= x' X X T X.X e Xt o T Te.ex! = 1Y

yl
(herhaalde toepassing van 2.)

H

B)n<O,n=-p,p>0, x£0, y =
XP

-1
_DXP = _21 = ™!
%P xP

(toepassing ven 3.)

y' o=

oY

WD e

ke
kY
f
B
i1




4.y =59 =¢.

. . . . X
De groeifunctie (cok exponentidle functie genoend) y = a’ verloopi

steiler naarmale a groter is. Voor één waarde van a, die wij op
blz. I1.27 het getal o noemden, zal de graliel; de y-as onder cen hook
n/4 snijden. Voor de functie y = e geldt dus y'(O) = 1,
De afgeleide voor willekeurige x volgt uit

x+h b'd h.
y'(x) = lim €. =8 _ K 14 &—=1. “xy’(O) _—

h - 0 h h-o P

t

Deze eenvoudige regel maakt dat y = elog x zich onderscheidt van

logarithmen met ander grondtal door eenvoudige eigenschappen.

ggﬁygggg Voortaan zullen wij e als grondtal der logarithmen nemen,
wanneer er niets bijstaat. De logarithmen met grondtal e
heten natuurlijke of neperisanse logarithmen naar Napier
(1550 ~ 1617).

’
15 ¥y = log x; y' = 3

Bewijs: y = log x is de inverse functie van x = ey, dug y' x-%; i
(toepassing van 5. ) €
De afgeleide van y = log x veor x =1 is dus 1; de grafiek snijdt de

x-as onder een hoek n/4.

16, y =a’; y' =a". log a-
Tlke groeifunctie ax 18 terug te bhrengen toi ¢*. Immers

y = X - (elog a)x _ X log a )

Differentiéren geeft
1
=gt e R log a = a® . log a .
Voor x = O vindt men dus y'(0) = log a. Zie I.27. Verder blijkt

lim n(Q}é; - 1) = log &.

n-— o

&
.y ="1logxiy =750

log x
log a

Immers, y = & log x = log x. & log e .

1l

Opm. Bij a = 10 is = log e

§  1Olog x ® 0.4%43% log x en log x ™ 2.3026 1Olog X

0.43%34%..., dus




bijv. Plog 2 = 0.%010; log 2 = 0.6931.

18. Yy = Xa' (X > O, a re'e'el, Constant); yr - 53,){_5-}‘-1 .

Br geldt

a a log x
x e & \

dusg

g o= o2 log x La .8 log x e—log X _ ae(a-1)10g X _ A

o

(De regels 1% en 18 zijn gelijkluidend; het verschil is dat ¥ voor

x < 0 en gehele n wel gedefinieerd is, terwijl dat voor X met x < 0 en a

o

n
N
Y

reéel in het algemeen niet het geval is.)

1 - X - X
1lim (1 + E) =& en Lim, (1 + —) = e .

o oo n - oo 1.

LA

P

Stelling

i

Bewijg: Wij bewijzen de tweede formule, waaruit de eerste volgt. x is wille-

keurig maar vast. <
log(1 +-E) - log 1

n n 1og(1 +-£) . X
lim (1 + f) = 1lim e L lim e X/h .

n—Dm n-—>00 n—)w

Stel x/h = h, dan komt er

log{1+h) - log 1 x x. lim log(1+h) = log 1

. n : n- 0 h
lim e = e .

h-20

De limiet heeft de waarde 1, want hij is juist de afgeleide van de logarithme

voor x = 1.

Voorbeelden
Vb, 1 ¥ = cos x + cos % s y' = -sinx .
Vb, 2 y = etan x; y! = etan X ‘I2 )
cos X
3 1
Vb, 3 y = log[arctan(x )]; y' o= . 1 rak 5x2 .
arctan x 1 + x
. 1 2 2 T
i - L = -
Vb, 4 y = {; - QV;\+ Lo *-x +x ° sy o= 1 x = - 1 s _2 x 2 .
QV;E 2 5 5

\
&
{
b
£
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Vb. 6

Vb, 9

11,9

— 1
y = log[x + V7 + 57 =———l—m—2 . [ +-1§(1 + x*)7E, ox] =
x + 41 + x
- 1 ‘J1+x2+x:‘ 4
X + V1 + x V1 + % 1+ x°
y = log |x|
Als x> 0 dan y = log x met y' = 1
x -
1 ’ y' =7 voor x % o .
Als x < Q dan y = log(-x) met y' = - - (-1} = X

v = &£ o X log X, gt = oF log x(1 + log x) .
¥y = arctan'*—-g——; , dan
Vi - x
'— 9\ ke
4 1. 1—X2—X.‘;“(1—X)2.(~2x)
| B —
T x2 . 1 2 )
-X
1+ 5
t-x

2
=\1 - x2 !

+ X = .
V1-x2 V1-x2

Opm. Dit antwoord krijgt men ook bij het differentiéren van

¥y = arcsin X.

1) In een conisch vat stroomt water met een constante snelheid.
Hoogte vat = b = 3 m
straal bovencirkel =a = 4 n
snelheid = 5 = 2 m? Per minuut.
Gevraagd wordt de snelheid, waarmee de waterspiegel stijgt, op het

moment dat de hoogte h van het water 1 m is.

2) Gegeven zijn a, b, s, en op een bepaald moment h.
Gevraagd wordt de stijgsnelheid, i.e. de afgeleide van de hoogte h

op het bepaalde moment, en wel de afgeleide van h naar de tijd t.
Gevraagd is dus h'(t) uit te drukken in a, b, s, h.
%) g = Vi(t) met V = volume water ten tijde %.

De vraag is dus h' uit te drukken in a, b, V', h.
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4) Nu zijn Ven h onderling afhankelijls, ni. als x de straal van de
waterspiegel is:

2 2.3

_ma’h
dus V = 5

3h

=
]
g

li

ol

W
gt

Differentieer naar t, dan

2.2
vt - g h ht

b2

en hiermee is h' uit te drukken in a, b, ¥' en h.

5) Vul de speciale waarden in:

n.16.1 , 9 .
2 = 9 ht , dus h' = B m/mln.

§ 3, Extrema

Def. ] flx) heeft ecen maximum voor x = c, als f(x) = f{c) voor alle geoorloof-

de x.

f{x) heeft een locaal maximum voor X = ¢, als er een omgeving van ¢ be-

staat, zodat voor alle geoorloofde x in die omgeving geldt f(x) = f(c).

Men drukt zich vaak slordig uit en zegt maximum, als men locaal maximum be-
doelt. Tengevolge van deze slordigheid heeft men er soms behoefle aan om uit
te drukken, dat een maximum "echt" is en niet alleen maar locsal; men spreekt

dan van een globaal maximum.

Opm. 1 Analoge definities gelden veor minimum en locaal minimum.

Opm. 2 In plasts van locaal maximum zegt men ook wel relatief maximum,

in plaats van globaal maximum absoluut maximum.

Stelling van Weierstrass (1815 - 1897)

Als f(x) continu is op & < x < b,dan is er een £ met g < £ < b zodat
f(i) = f(y) voor elke y ina<y< b, m.a.w. f(x) is maximeal in .

(Evenzo is er een 1 met a < n < b waar f{x) minimaal is.)
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Bowijs: We passen de stelling van de "binaire [uik" toe (blz. I1.24).
Verdeel het interval a = x € b in twee helften (ul. a < x < ﬁ'(a4-b);
Y (a+Db) < x=0b). Ligt in de rechterhelft een puni waar de waarde van [(x)
groter is dan alle waarden van f(x) in de linkerhelft, dan klezen we de
rechterhelft, anders kiezen we de linkerhelft. (Als E(x) een maximum zou heb-
ben in x = %'(asfb), kiezen we dus het linker jnterval.) We hebben zo een
helft van het interval gekozen met de eigenschap dat f(x) in deze helit wgar-
den aanneemt, dle = zijn dan alle waarden buiten hei gekozen deelinberval.
Verdeel nu het gekozen interval in twee helflten en kieg volgens hetzelide
procédé een van de twee helften. Herhaal dit. We verkrijgen zo een fuik van
intervallen met de eigenschap dat in elk interval punten liggen wasar de waarde
van f(x) = ig dan alle waarden buiten dat interval. De fuik trekt zich samen

rond een punt waar de functie f(x) een maximum heeft.

Opm. 1 Het interval moet zijn eindpunten bevatien, anders behceft er geen

maximum te bestaan, zoals blijkt uit f{x) = i op 0 < x =< 1.

Opm. 2 De eis dat £{x) continu is behoort erbij, arnders behoeft er geen
maximum te bestaan, zoals bhlijkt uit het volgends voorbeeld.

Op 0< x= 1 is (%) gedefinieerd door f{x)

x als x drrationaal ic;
f(x) = 4 als x rationaal is.

Ook de functie g(x), gedefinieerd door glx) = x (0 =< x< 1); g(1) =0

heeft op 0= x <= 1 geen maximum.

Opm. 3 E behoeft niet het enige getal op a= x < b te zijn, waar f(x) maxl-

maal is. Ook kan het maximum op de rand worden aangsnomen.
Opm, 4 Wij zullen een uitbreiding van deze stelling voor functies van meer
dan één varizbele vaak gebruiken.
Stelling (Fermat, 1601 - 1665)
Stel f{x) is voor a < x < b differentieerbaar en £(x) heeft een locaal
maximum voor X = ¢, (a < ¢ < b). Dan is £'{c) = 0.
Bewijg: Uit f(c-#h) - f(c) < 0 voor h>» Oen h< 0 volgt

f(c-khgl- £(e) o 0voor h> 0 en f(ci-hl.— el o O voor n < O.

De limiet van het gquotiént bestaat, en is in beide gevallen f'(c).
Dus f'{c) = 0 en £'(c) = 0, dus £'{(c) = O.
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Opm. Een overeenkomstige stelling geldt voor een locaal minimum van fx).

Stelling‘van het gemiddelde

Als f(x) continu is voor a < x < b en differentieerbaar voor a < x < b,

dan ig er een { met a < £ < b zodat

ﬂh)_-.i—‘(.a'_). = f1(£) .

b -a

Er bestaat dus een punt waar de raaklijn aan y = £(x) evenwijdig is aan de

" koorde die (a, f(a)) en (b, f(b)) verbindt.

(Er kunnen uiteraard meerdere punten bestaan met deze eigenschap!)

Bewijs: Noem

g(x)

£(x) - F=2 [£(0) - £(a)] .

Dan

]

g(b) f{a) en g(a) = f(a) dus g(b) = g(a) en

f§b2 - fﬂa}
g'(x) = £'x) - ==
Voigens Weierstrass is er een £, waar g(x) een maximum en een 1, waar g(x)
een minimum heeft. Als £ =1, is g(x) constant, dus g'(x) = O voor alle x.
Als g(x) niet constant is, volgt uit g(a) = glb), dat van £ en 71 er minstens
één‘# a en # b is, bijv. £. Volgens Fermat is dan £'(%) = 0. Daar geldt dus
: _f(b) - f(a)
£1(g) = S
Gevolg | Als £'(x) > O voor alle x in een interval, dan is f(x) monotoon stij-
gend in dat intexrval. '

Bewiis: Stel dat f(x) niet monotoon stijgend is, dan bestsan er X, en x,

waarvoor x, < x, en f(x1) = f(x2), dus

£(x,) - £(x, )

X =X

€0, dus er is een £ waarvoor f'(t) < 0,

contradictie.

Gevolg Als f‘(x) < O voor alle x in een interval, dan ig f(x) monotoon

dalend in dat interval.
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Gevolgf Als £'(x) = O voor alle x in een interval, dan is f(x) constant in

dat interval.

Gevole| Als f{x) continu is voor x = ¢ en f'(x) wisselt van teken in x

:C,
dan heeft f(x) een extremum in x = c.
Vb. 1 Schets de grafiek van y = 1';X .
X
Geoorloofd: alle x % 0.
Asymptoten: verticaal x = 0, horizontaal y = O, want lim 1_§ = o
x—+0 x
lim 1';X =0 .
x = ®© x
y' = r-2 ydus
3
x
X ¢ 1 2
y ++?4+4+0- - A
4
y'o++? - - - - 0+ +
Voor x = 2 bereikt de functie een minimum, daar f(x) afneemt voor

X < 2 en toeneemt voor x > 2 en continu is voor x = 2.

Vb. 2 Schets y (x-—1)2(x-k1)3. Uit y' = (x-—1)(x-#1)2(5x-1) volgt

x -1 1 1

p,
¥y ==0+++++0++

y' +4+0++0~=-0++.

Bij x = -1 treedt geen extreem op, bij x ='% een locaal maximum
(groot %%gg'm 1,1),bij x = 1 een locaal minimum.

Vo. 3 Schetsy =x - fe/;g ='€/§E\03/;“— 3).

Merk op dat steeds y < x behalve vcor x = 0.

¥

=1_\3;,=\3/§/;2 (x £ 0) .
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X 0 8 27
y - =0 -===-= 0+ +
' o+ + 7 - o0ttt
Voor x = O heeft f(x) een extremum omdat f'{x) daar van teken wisselt

(hoewel £'(0) niet gedefiniderd is); voor x = 0 heeft f(x) een maximum,

voor x = 8 een minimum (grootte = - 4).
Gevraagd die kegel, met grondcirkel op een gegeven boloppervlak en top
in het middelpunt van de bol, die de grootste inhoud heeft.

Opl. DNeem de straal van de bol = 1. Neem de hoogte h van de kegel als

onafhankelijke variabele, dan is

I =13h . nr? =‘-13- ni( - %), gécorloofd: 0 < h < 1.
Ir = % n - nh®., Voor h = % {E is I maximsal wegens

Gegeven is de grafiek van y = f(x).
Gevraagd de vergelijkingen van de raaklijn en de normaal in het punt

P(xo,f(xo)) van de kromme. Schrijf: f(xo) =¥,

Opl. De vergelijking van een willekeurige rechte door P is:
y -y, =Clx-x).

(De rechte x = x die ook door P gaat heschouwen we verder niet; deze

O’
heeft in P de normaal y = yo-)
De richtingsceéfficigént van de'raaklijn.in P is tan a = f'(xb), dus

de raaklijn heeft de vergelijking
- = ! - .
y -3, = £'(x Mx-x)

De richtingscoéfficiént van de normaal in P is

f

tan B = - 1/tan a = - 1/f'(xo) .

Vergelijking normaal: y - y, = - f"; (x"xb) .
0

We gebruiken nu onze kennis van de samenhang tussen het teken van de afgeleide

en monotonie van een functie voor de berekening van enige standagrdlimieten.
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Beschouw £(x) = xPe™ voor x > 0 (p > O constant).

f'(x) = p}cp_1c.:~,_]lc - e ¥ = xp_1e-x(p -x) .

Dus f'(x) < Q veor x > p, dus f{x) is monotoon dalend voor x > P.
Vervangt men p door 2p, dan vindt men

2p -Xx .
% Fe monotoon dalend voor x > 2p en continu voor x = 2p,

2 Pe™ < (2p)?Pe™P voor x = 2p,

_ 2p_=2D
O<xpexs-(&xp¢- voor x = 2p.

Laat nu x - . De insluitstelling levert dan:

lim = = 0, hetgeen ook juist is voor p = Q.
X >0 e

Beschouw nu EE;_X (q > O constant) en stel t = q log %, x = et/q
X

dan correspondeert x —+ oo met t —» o en

logx= tt,dus 1im logx=0
xq qe X >0 X

We vinden als resultaat twee gtandaardlimieten

lim % =0 {p constant)
X > e

iim Loz x =0 (p constant > O) .
X = oo

De functies log x, X (p>o0 constant), e® gaan alle naar o voor x — eo,

b gaat vlugger naar o, naarmate p groter is. Verder gaat log x langzaam
naar <o, P gaat vliugger, zelfs als p klein positief is; e* geat vliugger

dan xp, zelfs als p groot is.

A
|8
i
i
L
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§ 4. De methode van Newton

Dit is een methode voor de numerieke benadering van wortels wvan vergelijkin-
zen. Wanneer de vergelijking f(x) = 0 niet exact opgelost kan worden., mosten
numeriecke methoden gebruikt worden, zoals de volgende:

lagt %, in de buuri van de wortel liggen.

De raaklijn in het punt P(xo,f(xo)) aan de grafiek van y = £(x) snijdt de
%x-a5 in X, . Onder zekere omstandigheden is dan X, een betere benaderinz van

).

de wortel. De vergelijking van de rasklijn in P luidt y-—f(xo) = f'(xo)(x-xo

Voor het snijpunt met x-as is: —f(xo) = f‘(xo)(x1-xo)

dus

Vp, 1 flx) =% -2%x -5 = 0.
) f(xo) ' -1
Voor X, = 2 is f(xb) = -1, Dan x,o=x - ETT;"j =2 -0 = 2,10 .
0 3.2 =2
Voor x, = 2,1 is f(x1) = 0,061.
Volgens Newton 1s dan '
f(x )
X, =X, - ; = 2,1 - ~——949§l;—— = 2,1 - 0,00543 = 2,0946 .
1 7, (2,1) -2

We weten niet, hoe nsuwkeurig de benadering is, hoeveel decimalen

achter de komma we mogen opschrijven.

Vo, 2 f(x) =% -a=0(a>0).
41 X > 0, dan
2
f(xb) xb - a

oLy

a
- — + =3
1 0 f‘(xo) % EXO o x )

8]

Uit x, vinden we X, enz. Algemeen

i

e
=)
E
)
;

=
A

e TR
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Om {5 te benaderen, nemen we a = 2. Kies X,

x, =4(1+2) =Z =15

x, =32+ 9 =1L~

x, = (0% + 2 - 2f 10422

x, = 325 2}?) 6?322% % 1,41421356257 , enz.

We proberen in dit geval iets over de "fout" = X, - {E te weten te komen:

Hﬁj x° + 2 - 2{5 X (x - {5)2
I TR TR P a o .
3 -1 X . 2x 2%
n-1 =1 n=-1

Hieruit volgt, dat X {; 0 (behalve eventueel voor n = 0); we benaderen

{E “"yan boven af. HlerU1t volgt:

VoL (x , -V2)%;

212

1) M‘@y;:;; SR

n-1

de fout is hoogstens gelijk aan het kwadraat van de vorige fout. Dit betekent,

ki

AL AN

dat als in een bepaald stadium 5 decimalen achter de komma correct zijn, dit

santal bij de volgende stap 10 en bij de daarop volgende stap 20 is ensz.

Om een idee van de te bereiken nauwkeurigheid te geven is hierboven het maxi-
male aantal correcte decimalen opgeschreven, dat ulit de betreffende benade-

ring te halen is.

§ 5. Differentialen

1. Eerst de formele definitie. Laat dx een willekeurig getal voorstellen.

Def. | De bij dx behorende differentiaal van y = £f(x), notatie dy of df(x),

is

dy = £'(x)dx

De bij dx behorende differentiaal is dus een functie van x. (In xb is de

waarde f'(xb)dx.)
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Opm. Wij noemden het willekeurige getal dx, opdat de notatie ook klopt
voor de functie y = x. Dan links dx en rechts 1. dx. Dus dx is ook

een differentizal, nl. van f(x) = x.

. Nu de meetkundige interpretstie

De richtingscoéfficiént van de raaklijn in een punt van de grafiek van

yo= f(x) wordt gegeven door

£1(x) = stuk in y-richting
stuk in x-richting °

Duid een willekeurig stuk in x-richting asan door dx (dus dx is een vari@—
bele), en duid het bijbehorende stuk in y-richting, zodat wij op de raak-

lijn terecht komen, aan met dy. Dan

dy = £'(x)dx .

Voorbeeld y = y2 y ¥ = 2x .

Tn {(1,1) is dy = 2dx. In (- &, %) is dy
Algemeen: dy = 2xdx.

:

Het quotiént gf is volgens de definitie gelijk aan £'(x). Daarom heet
£'(x) ook wel een differentiaalquotiént. ‘

. Het werken met differentislen vereenvoudigt de schrijfwijze:

Volgens de regels van Leibniz is
d{lu+v) = (u+v)'dx = u'dx + v'dx = du + dv.

d(uv) = (uv)'dx =uv'dx + uw'vdx = udv + vdu,

De Kettingregel: y = ¢{u) en u = £{x), dan vyt o= ¢‘(u)f‘(x) wordt
dy = y'ax = ¢'(u) . £'{x)dx = ¢'(u)du.

Samenvattend:

dlu+v) = du + dv d(%) = 39343391
.

dluv) = udv + vdu dou) =o'(u)du .

. Opm. Het gebruik van differentialen is soms handig bij het stapsgewijs

toepassen van de kettingregel in ingewikkelde gevallen.

Voorbeeld Als f(x) = H1-x, dan af = xd(V+ -x°) + V1 - X dx; vervolgens

1
verekent men V1 -x°) = 4(1-%)"% a(1 - %), ete.
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§ 6. De bepaalde integraal

Differentiaal- en integraalrekening behoren tot de stof van het eindexamen
HBS en Gymnesium. Bij de behandeling wordt hiermee rekening gehouden door
bij de bespreking van hekend veronderstelde onderwerpen uitvoerige toelich-

ting achterwege te laten.

41j gegeven een functie f(x) op het begrensde gesloten interval a < x =< b.

We verdelen dit interval in m deelintervallen door de keuze van (m-1) deel-

punten x1,x2,...,xm X Noem Xy = a en x = b, dan krijgen we een
verdeling D: g = x < X, <X, < +ss <X <X =25 .
: 0 1 2 m-1 m

Elk van de deelintervallen heeft een lengte, achtereenvolgens:

- X , X = veey X - X% .
X4 0? Fp T Eyaeern Xp 7Kgy

Het is de bedoeling deze lengtes straks klein te maken; deze lengtes kunnen
echter verschillend zijn. Daarom beschouwen we het grootste onder de getallen,
die deze lengtes voorstellen en noemen dat getal de diameter van de verdeling:
5(D). Als deze klein is, dan zijn alle lengtes klein.

Kort geschreven:

) .

(D) = max (x.-—xj_

. 1
1=j<m

We gaan de lengte van elk interval vermenigvuldigen met de functiewaarde (&)
van de functie f voor een in dat interval gelegen waarde £ van de variabele x.

Dit moeten we voor elk interval doen en daartoe kiezen we een

stel tussenpunten RD= £1,£2,...,Em met xj_1 = Ej = xj (3=1y00e,m).

Het product van lengte en functiewaarde gaan we optellen over alle intervallen:

)

0 1

.

SD,RD = f(£1)(x1-x ) + f(ﬁz)(xz-x1) + e + f(Em)(xm-xm_
korter geschreven:

sz (e )(x.-x, ) .

s :
DRy 5o VAN B

De sommen SD RD heten Riemann-sommen. Neemt men elke Ej (i=150..,n) 26 dat
r

f(Ej) de maximale waarde van f op %5

= x = xj is, dan heet de bijbehorends
Riemann-som: bovensom bij de verdeling Dj (neemt men minimale waarden dan
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e =y e

sl

krijet men een benedensom.)Kennelijk benedensom (D) = S < bovensom (D)

£ benedenson DR,

voor elk stel tussenpunten RD'
We willen nu de lengtes der deelintervallen steeds kleiner laten worden.

Daartce beschouwen we een rij verdelingen:

I S S

1 »

waarvoor geldt lim 6(Dn) = 0 en bij elk der verdelingen Dn een bijbehorend
n —>®

stel tussenpunten RD . Als nu

n

lim SD R

n—« n’"D
n

bestaat voor iedere keuze van een rij verdelingen met bijbehorende stellen

tusgenpunten {mits 1im 6(Dn) = O), en deze limiet onafhankelijk is van de
n-—-°

keuze van de verdelingen en tussenpunten, dan noemen we deze limiet de
bepaalde integraal van f(x) over het interval a2 < x < b, en noteren deze:
b

f P(x)ax -

a

In dit geval heet f(x) integreerbaar over het interval a = x < b.

Opm. 1 Men kan bewijzen, dat als de limiet voor iedere rij verdelingen met
tussenpunten gekozen als boven bestaat, deze limiet vanzelf voor

iedere dergelijke rij dezelfde is.

Opm. 2 Bij verschillende verdelingen mag het aantal m der deelintervallen
uiteraard verschillend zijn. Het is trouwens duidelijk, dat als de

diameter klein is, het aantal deelintervallen groot moet zijn.

Zelfs voor eenvoudige functies is het lastig te verifiéren, dat ze aan boven-
staande definitie van integreerbaarheid voldoen. Zonder bewijs vermelden we,
dat functies die niet begrensd zijn, niet integreerbaar zijn. We behelpen ons

met de volgende stelling.

b
Stelling Als f(x) continu is voor a < x < b,dan bestaat |f {x)ax.

a

We bewijzen deze stelling hier niet.
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Als we de definitie en bovenstaande stelling gebruiken kunnen we voor het be-
rekenen van de bepaalde integraal van een continue functie ermee volstzan één

rij verdelingen met bijbehorende tussenpunten te beschouwen.

b

Voorbeeld Bepsal jﬁ ¥'dx met 0 <a < b, m is een natuurlijk geﬁal.

a
Verdeel het interval a = x < b in n gelijke stukken; dus X, = a, x1 = a + hﬁé
b-a b-a . . .

x,=a+ 2 T oaeres X = A +n - - b. De diameter van deze verdeling is
hﬁg . Tussen X._, en xj kiezen we het tussenpunt Zj z6 dat

m 1 i m=-1 m
gj == (xj + T + ..+ Xj—m)'

m+1 m+1
o m( ) g X'] - X"]-'I 1 (m+1 m+1)
Nu is S = X £.(x.-x. = : ¢ = b -a .
D,RD =1 J 3 -1 =1 m+ 1 m+1
De wzarde van deze SD R is dus onafhankelijk van n. Laat n — ., We vinden
D
b
m 1 n+1 m+1

j xd_Xﬂm_l_j (b -a )

a

Opm. Dit resultaat blijft geldig als we de restrictie a = 0 laten vallen.

b
De integraal ‘f, f(x)dx kan worden geinterpreteerd als een oppervliakte.
:
Stel £(x) = 0 voor alle x, d.w.z. de grafiek wvan f(x) verloopt geheel hoven
de x-as. Dan ig de in de approximatiesom van de integraal voorkomende tefm
f(ij)(xj - x._1) gelijk aan de oppervlakte van eern rechthoek met als basis

d
het lijnstuk tussen Xj—1 en Xj op de x-as en als hoogte de ordinaat van het

punt van de grafiek behorende bij x = Ej. Door optellen over alle inte;val-
len krijgen we een benadering van de oppervlakte van het gedeelte van het

vlak tussen grafiek en x-as. De benadering ontstaat door net te doen alsof
op elk deelinterval de functie constant = f(Ej) is. We trachten de benade-
ring te verbeteren door de intervallen te verkleinen en limietovergang toe

te passen. Zo vinden we:

H



I1.22

b
j1 f{x)dx = oppervlakte van het gedeelte van het vlak tussen de

a grafiek van f{x), de x-as en de lijnen x = a en x = b,

Zo is de oppervliskte van het gedeelte van het vlak tussen de parabool y = x2,
x-as en x = b gelijk aan % b3. Dit soort oppervlakteberekeningen voerde

Archimedes reeds uit.

b
Als £(x) < 0, dan is de oppervlakte = - j‘ f(x)ax .

a

De bepaalde integraal is behalve voor de definitie van oppervlakte ook te
gebruiken voor de definitie van zeer veel natuurkundige en technische be-

grippen.

Vb, 1 Arbeid. De kracht op een stoffelijk punt varieert met de afgelegde

rechte weg: K = K(s). Dan is de arbeid, verrichi bi] de beweging van

A naar B

Sn '
lim :2% K(oi)(si - Si—1) = jﬁ K(s)ds‘.

van A nsar B

Sp

Vb. 2 Potentiaal

Volgens Coulomb geldt:
Veldsterkte op afstand r van puntlading Q =

= kracht van @ op positieve eenheid van lading = Q‘;1 .
T

Het potentiasalverschil VB - VA'= de arbeid die ik moet verrichten om

een positieve eenheid van lading van A naar B te brengen =

r(B)

= = 1im —& r. - r. = - & T .
1 A% (pi)2 ( 1 1--1) r(A)f 1‘2 d

Vb, 3 Volumen. Het volumen, verkregen door wenteling van de grafiek van f(x)

om de x-as is

a

lim :EE nfz(Ei)[xi - X. 1 = 'j‘ nfz(x)dx .

van O tot a -t 0
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b
Eigenschappen van jﬁ fx)ax .

a

I. Tot nu toe hebben we j f(x)dx alleen gedefinieerd veor a <x < b, wear-

a
bij a < b.
b a
We definiéren nu veor a > b: jﬂ f(x)dx = - jﬂ f(x)dx (rechteriid is
a b
bekend, want b < a).
a
Verder j’ f(x)ax = 0. Dan geldt:
. .
b a
j1 flx)ax = - jﬁ fx)ax (ongeacht welke van a en b de grootste is).
a b

Het nut van deze afspraken zal hieronder blijken.

II. fb f(x)dx + fc f{x)dx = f fx)dx .

a b a

We beschouwen eerst het geval a < b < ¢. Discussie over het bestaan der
integralen laten we achterwege. Dan.is de gelijkheid gemakkelijk te ver-
krijgen door een rij verdelingen van het interval a = x = ¢ te beschou-
wen, die alle het punt b als deelpunt bevatten. Ter Behandeling van an-
dere liggingen der getallen a, b en ¢ schrijven we de gelijkheid in een

andere vorm:

fb f(x)dx + fc f(x)dx + fa f(x)dx = 0.

8 b c

Door een andere rangschikking der termen en eventuele verwisseling der

integratiegrenzen komen we terug op het reeds besproken geval, als de

getallen a, b en ¢ verschillend zijn. Als er gelijke onder de getallen

1

a, b en ¢ zijn is de gevraagde gelijkheid direct duidelijk.

s

Ll
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b b b
| 10+ elax - | sxdax+ | sl
b

jﬁ Af(x)dx = A J‘ f(x)dx, als A constantis.

Als a < b, dan volgt dit gemakkelijk uit de integraaldefinitie; het geval
a > b volgt daarna door grengenverwisseling en het geval a = b is triviaal.
Uit deze gelijkheden volgt:

Alg A en p constanten zijn, dan geldt

b b b

J, [Af(x) + ug(x)]dx = A ji flx)dx + p J1 g(x)dx .
b b
fi‘(x)dx= j £{t)at .

De integresal is een getal, dat niet afhangt van de "benoeming" van de

variabele in f.

Als voor alle a < x < Db geldt f{x) < g(x), dan
b

fb £(x)dx < f e(x)ix  (a<b) .

a a
Dit volgt direct uit de integraaldefinitie.

Waarschuwing: deze ongelijkheid geldt alleen voor a < b en mag niet wor-

den toegepast als a > b.

Voor constante K geldt .f‘ Kdx = K ‘f dx = K(b~a). Door toepassing van V

8 a
vinden we:
Als voor alle a < x = b geldt f(x) <K, dan
b
| #w)ax < x(5-a) (a<b) .

a
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Als voor alle a < x <b geldt L = f(x), dan
b
L(b-a)sj fx)ax (a<b) .

a

Als voor alle a < x < b geldt |f(x)| <M, dan - M < £(x) <M, dus

b
CM(p-a) < f f(x)ax <H(b-a)  (a<b)
b
j f(x)ax| = M|lv-al .

De laatste ongelijkheid geldt ook als a > b.

b
Vb. 4 j (x2 + px + q)dx ='%(b3 - a3) + % p(b2 - aa) + q(b-—a).
a

§ 7. Enkele numerieke integratiemethoden

De definitie van een bepaalde integraal geeft meestal geen handelbare methode

om integralen uit te rekenen. In de hierna volgende paragraaf zullen wij een
methode behandelen om de differentiaalrekening toe te passen ter berekening

van bepaalde integralen. Deze methode werkit echier niet in alle gevallen,
Numerieke benadering van bepaalde integralen valt te verkrijgen door de approxi-
matiesommen uit de definitie als benadering te gebruiken. Dit is de eerste
methode van de hieronder behandslde 3,maniereh om integralen numeriek te be-

naderen.

Uit de definitie

Verdeel b -2 in n gelijke stukken, en bereken de functiewaarden in het linker
deelpunt (yj = f(xj)), dan is
b

‘ b-a
j flx)dx ~ ~ [yb Ty oty t et yn_1]

a
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Trapeziumregel

Zen betere benadering krijgt men, als men niet rechthoeken, maar trapezia als
benadering gebruikt. Dan
b

’ . y oty y, ty ¥ ty
j fx)dx D a[ = Ly L R > n]

n 2 2
a

~o b_a.
~ + + + ...+ + .
on [yo 2Y1 ZYE 2yn_1 yn]

Regel van Simpson (1743)

Nu benaderen wij de kromme door stukjes parabool.
Hulpstelling | Voor de parabool y = p(x) geldt
Zh
1 )
p(xjax =3 by, + 4y, +7,) -

0

. . — 2 .. vt s s te . .
Bewijs Stel p(x) = ax” + bx + ¢. Wij drukken de coéfficiénten a,b,c uit in
'VO’ y1, PN h.

Po op parabool: g = ¢

P, op parabool: y -y, ah® + vh | -2 | 4

Il

It

2
P2 op parabool: Y, =Y, dah™ + 2bh 1 -1

2
Dus 2ah = Yo - 2;y1 ty, en 2bh = - 3yo + 4y1 -V, i
Zh 2h . Zh 2h 2h
p(x)dx = j1 (ax2 + bx + c)dx =8 ‘f‘ xadx + b jm- xdx + ¢ j‘ dx =

0 0 0 0 0

=a..-15'(2h)3+b.%(2h)2+c.2h=

1 2 ]
=gh[8ah + 6bh + bc) =

[}

%h[d,(yo -, +y2) + 3(- 55, * 4y, - y2) + 6y0] =

1
3 bly, + 4y, y2] .

Verdeel nu b-a in 2n stukken. De oppervlakte wvan elk der n paren benaderen

Bs

e

wi] door de oppervlakte, die ontstaat door de kromme te benaderen door een

Pl T R

parabool. Dan
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b

[ saemdofly, vy, o) ¢ Gy e ar, b)) v
a

~b=-2a
~— + + S I + ‘e
& otV 4(y1 iEF yan-1) 2y, +y, * +3"2n_2)]
Dit is de regel van Simpson, die o.a. zijn toepassing vindt in de scheepsbouw-

kunde bij berekening van de waterverplaatsing.

§ 8. De hoofdstelling der integraalrekening

Zij f(t) integreerbaar voor a < t < b. Voor a = x = b definigdren we

x

o(x) = f r(t)as .

a
Stelling 0(x) is continu.

Bewijs Omdat iedere integreerbare functie begrensd is, bestaat er een M > O,
zodat |f{t)| < M voor a < t < b. We kiezen een cmet a < c<ben bewijzen

de continuiteit voor x = ci

lo(x) - (o)l = |f £(t)at - f f(t)at| = |f £(t)at] < Mlx - ol

a

en dit is < € voor |x-cl < e/M.

Stelling als £(t) contiru is voor t = ¢, dan is O(x) differentieerbaar voor

x = ¢ met afgeleide f(c).

Bewiis
ff(t)dt f[f(t)-f(c)]dt
Wl =dle) _ g(o)] - o - )] - | -

Omdat f(t) continu is voor t = ¢, bestaat er bi] iedere €, > 0 een omgeving
van ¢ zodat voor alle t in die omgeving geldt lf(t) -f(c)\ < 51 . Als x in
die omgeving ligt en t tussen c en X ligt, dan ligt + ook in die omgeving.
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b

5 .

LN

‘,gf '

¥,
{4

%?:
5
b

Dan geldt

f [£(t) - £(e) Jat

Ejlx-cl = £

| X-c | < lx-¢c| ° 1t

Bij € > 0 kiezen we e, <& dan is voor x in de bijbehorende omgeving

Q=) _ o) < ¢, aue 0'(e) = £(o).

Gevolg Als £{t) continu is, dan is 0'(x) = f(x)-

Opm. Deze stelling vormt de brug tussen de integraal- en de differentiasl-

rekening.

Hoofdstelling Als voor a < x < b geldt, dat w'(x) = f(x) en f(x) continu is,

dan is
b
| 1)ax = o) - ola) -
Bewijs
Noem 'J' r{t)at = O(x), dan is 0'(x) = £(x) en ¢'(x) = f(x).

Dus [0(x) - o(x)] =0
olx) =g(x) +C .

Nu is 0(a) = 0, dus C = - ¢(a).

Dus 0(x) = 9(x) - 9(a) en speciaal
0(b) = ¢(b) ~gla),
dus
b
f f(t)at = ¢(b) - ¢(a) .

a

v Opm. Deze formule geldt ook als a = b.
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Vb, 1 j1 sin x d&x = 7
0
Een functie ¢ zodat ¢'(x) = sin x, is 9(x) = ~ cos x.
T
Dus jﬁ sin x dx = [- cos x]izg = =-cosn+cos Q= 2.
0
1000
Vp. 2 &x_ _ o
1-+x2
0
Een functie ¢ met 9'(x) = > is p(x) = arctan x,

1+x

1000
=1000
=0

5 = [arctan x]i = arctan 1000.

1T+x

Opm. Hieruit zien wij, dat het ook mogelijk is te @efinidren
[==]

N
j1 ¢x2 - lim ‘f X _ 1im arctan N =
o 1+x N = oo 1+ x N — o

N
3

2
Vb, 3 jﬁ %f = [log x]iif = log 2 .
1

§ 9. De onbepaslde integraal

A. De hoofdstelling leidt tot het volgende probleem.

Als gegeven is een continue y = f(x), zoek dan een functie ¢(x) zodat
o'(x) = £f(x), m.a.w. ap(x) = f(x)dx.

Wij vragen ons af
1. Heeft dit probleem steeds een oplossing (existentie).

2. Zo ja, heeft het probleem meer dan één oplossing (eenduidigheid).

%. Zo ja, hoe vind ik de oplossing.
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Antwoord:

X
1. Ja, immers neem 9(x) = jﬁ £(t)at .
a
Omdat f(x) continu is, bestaat de integraal. Volgens paragraaf 8 is

9p'(x) = f(x). Br bestaat dus een oplossing.

2. Br is meer dan één oplossing, immers met ¢(x) is ook p(x) + C
(C constante) een oplossing, want uit ¢' = f volgt (9 +C)' = f. Daar-
mee zijn echter ook alle oplossingen gevonden, want stel dat ¢1(x) egen
oplossing is, dan is (cp1 -p)! = f-f =0, dus cP1(x)—Cp(x)=C,

¢1(x)==¢(x)-+0. Er zijn oneindig veel oplossingen, die een constante

verschiilen. Xent men één oplossing, dankent men ze alle.

Def.| De onbepaalde integraal‘j‘f(x)dx stelt voor alle functies, waarvan

f(x) de afgeleide is, m.a.w. waarvan f(x)dx de differentiaal is.

3. De in 1. aangegeven oplossing is meestal onbruikbaar, daar wi] de he-
praalde integraal juist zoeken en deze moeilijk rechtstreeks kunnen bepalen.
Soms kunnen wij echter de onbepaalde integraal uitdrukken in elemen-
taire functies. Als dat mogelijk is, kummen wij via de hoofdstelling
de bepaalde integraal uitrekenen.

Dit is o0.a. het geval bij de volgende grondformules, die volgen uit

de lijst van formules voor het differentigren.

B. Grondformules

fxadx - al,l 2T ee (af 1) want d{xF) = p. & 'dx

dx

j‘%f = loglx| + C want d(log|x|) = "

i ‘f sin x dx = - cos x + C _ j‘cos xdx =sinx + ©C
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f—d—'}-c—=ta,nx+c fd'Xz:—cotxi-C
cos X sin x

dx 5 = arcein x + C j dx > = arctan x + C
b \ 1-x 1+x

=log[x+1x2+az]+c =log,x+qx2-a2| + C

j‘ dx j‘ dx
Vx2+a2 ‘sz—a

Opm. Hiermee zijn we nog niet klaar, want bijv. flog x dx staat niet in

de lijst. Verifieer dat
flogxdx=xlog-x—x+0.

C. Eigenschappen

1. [ amGax = | fx)ax, 1 = constante £ 0.

2. f[f1(x) + fg(x)]dx =ff1(x)dxijf2(x)dx.

3, ff'(x)dx = f(x) + C want als y = f{x) dan dy = f'(x)cbc,T

4. Id f(x) = £f(x) +C | want I df(-x) is iedere functie,
waarvan df(x) de differentiaal is?

dat is f(x) + C.

5. df flx)ax = f{x)dx of (f flx)dx)'t = £f(x).

4 X 1
Vb, 1 X+1dx=fx7/2dx+fx2dx=%x9/2+2x2+0.

Vx
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earcsin(log x) _ earcsin(log x) 1 1

‘ d1-10g2x X

earcsin(log x)

w1 - logzx

dx = eaTCSln(log x) ‘0.

Dus

Wij behandelen twee methoden voor het integreren. Andere methoden volgen

later.

D. Integratie door substitutie van nieuwe variabelen

Gevraagd j f(x)dx. Stel f{x) is te schrijven in de vorm f(x) = p(b(x)) . ¢ (x).

Als u = ¢(x), dan is du = ¢'(x)dx en f(x)ax = ¢(u)du. Stel nu, dat we

jmm(u)du kunnen vinden, d.w.z. een @(u), waarvoor &'(u) = p(u), dan is

sdgk Sttt e S L T

ff(x)dx = a(¢(x)) +C .

Controle: Afgeleide van &(¢(x)) is @'(u) . ¢'(x) = g(u) . ¢'(x) =
= p{e(x)) « o' (x) = £(x).
Vb, 1 fcos(x*rd,)dx =fcos udu=8in u+C = sin(x+4) + C
[subst. x+4 = u, dan du = dx].
x| du - -
Vb, 2 f}m -fu = loglu| + C = log|lx-1] + ¢C
[subst. x-1 = u, dan du = dx].

Vb, 3 fsin(2x+3)d_x =—12—f sinudu=-%cosu+C=-%cos(ex+3)+C
[subst. 2x+ 3% = u, dan du = 2dx].

= arctan[sin x] + C

co8 X dx d sin x =dr du

1+u

s

. 2
1-+51n X 1+ sin ' x

[sin x = u, cos x dx = dul.
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2 2
Vb. 5 fe—xxdx= —%Ie"x d(-x2) = __%e-x + C,
[-x2 =u, =-2xdx = dul.

4§ £ 1
To. 6 f +xlo de=f(3+10gx)2 d(5+10€§x)=%(5+logx)3/2+c.

' 1
Vb.zf = ax - % L=-%j(*|-x2)'2c1(1-x2)=- 1-x° + C.

1-x 1-x

E. Methode der partiéle integratie

“Als u(x) en v(x) twee functies van x zijn, dan is

u.v+C =fd(uv) =f (udv +Vdu) -—-fudv +j vdu, dus

fudv=uv-fvdu .

Deze formule ig handig te gebruiken als f vdu eenvoudiger is dan f udv.

In het bijzonder is de formule bruikbaar, als -u(x) een log of een cyclo-

metrische functie is.

Vb. 1 flogxdx=xlogx—fxdlog:c:xlogx-fdx:xlogx-x+C.

X arctan x —f >

Vb, 2 f arctan xdx
: 1+x

' L2
dx=xarctanx-%fi(1+—xz)-=

T+ x

= x arctan x - % log{1 +x2) + C.

nj

Vb.ifxcos2xdx %fxdsin2x= xsin2x—%fsin2xdx=

=% x sin 2x + 3 cos 2x + C.




II.34

daar j exxdx = j xdeK = xeX - ex + C.

Vb, 5 j1x arctan x dx = (arctan igoleren, zie vb. 2)

o2
2 2 X
= %-jlarctan x &x° = % x arctan x - %—j p dx =
1+x
v 2 2
2 x +1-1 X
= 4+ x~ arctan x - %—j P dx = Y arctan x - & x + £ arctan x + C.
x +1

Opm. Later volgt een meer systemafische behandeling van j f{x)dx.

§ 10. Differentiaalvergelijkingen

Een differentiaalvergelijking is een vergelijking waarin behalve de groct-
heden x en y ook tenminste één afgeleide van y naar X voorkomt. Dikwijls is

oplcssen naar y' mogelijk; dan komt er:

y' o= F(x,y) of % = F(X3Y) .

De vraag is, welke functies y(x) hieraan voidoen.

Een zeer eenvoudige situatie ontstaat er als F(x,y) =-§%§% ; dit geeft

g(y)y' = f(x) (scheiding der variabelen) .
Laat nu f(x) = Q%éfl en gly) = Q%éfl , dan betekent de gelijkheid der afge-
leiden naar x dat G(y) = F(x) + constante.
x
Vb1 y'=-3 -
Dan 2ydy = - 2x dx, dus door integratie
y2 = - x2 + C.

De oplossing is dus x2 + y2 =C (met C = O), een stelsel concentrische

cirkels.




Vb, 2 ¥' =) .« y =V is een oplossing. Schrijl

%ﬁ =AY 3 91 = Aadx .

[

Nu zijn de variabelen gescheiden. Integreer, dan

loglyl = Aax + D met - ® <D <™
Lyl_eb{'eD O<eDfm
y ==z eDekx - o<+ eD < oo
y=Ce)\X : -0 < C e,

Inderdaad voldoen deze oplcssingen (voor elke U één oplossing) aan de oor-

spronkelijke vergelijking. Deze vergelijking komt zesr veel voor.

a) De bevolking B wan een land is een functie van de tijd. De aanname, dat
de groei der bevolking evenredig is met de grootte wvan de bevolking,

leidt tot de differentiaalvergelijking

B'{t) = AB(%)

COplossing: B(t) =C e}kJD .

Wanneer B0 de bevolking ten tijde t = 0 is. dan

B(+) = B¢t .

b) De ontleding, die een radiocactieve stof ondergaat als straling wordt uit-
gezonden, heeft de eigenschap dat de snelheid van ontleding evenredig is
met de aanwezige hoeveelheid. Als y(t) de hoeveelheid radioactieve stofl

ten tijde t is, dan geldt dus

&y
at Y

De oplossing is y(t) = ;y(O)e—)\t .

De halfwaarde tijd T1 berekent men uit y(Tl) = % y(O). Dus
-AT, e =

nj-
I
o

c) Een kapitaal K staat uit tegen een constante rente van p% en is ten tijde
t = 0 groot K . Dekapitaalsvermeerdering ten tijde t is evenredig met hot
kapitaal ten tijde 1:

Jelie
dt

= pkK .




II.%6

De oplossing is K(t) = Kbeut.

k(1) - k(o) = Ko(e“-1) =K . 7%6 ,

P _ _k_ = B
100 = e 1, B log(1 + 100) .

Vb, 3 y' = - i heeft als oplossing:

y=—2x+D (1)

¥' = y heeft als oplossing (voorbeeld 2)

y =Ce" (2)

Alle krommen uit (2) snijden alle parabolen uit (1) loodrecht. Men zegt dat

zulke families van krommen elkaars orthogonale trajectoridn zijn.

W

vt

§ 11. Bepaalde integralen

Met behulp van de heofdstelling en de onbepaalde integralén kunnen wij nu

eenvoudige bepasalde integralen oplossen.

g
E%

P n/4

é, Vb. 1 Om j‘ tan x dx te bepalen berekenen wi] eerst

34

¥ 0

; f jntan X dx = Jﬂglg_g ax = - j doos x _ _ 1og|cos x| +¢C .
3&_@ CoB8 X cos x )

b n/4 y |

%ﬁ, Dus j1 tan x dx = [- loglcos x|]§:g 4 log %‘{E =% log 2.
? 'y

ey
Painty

Vb. 2 Gevraagd wordt de oppervlakte te berekenen die wordt ingesloten tussen

2 2
de grafieken van y = x enr x =y .

e

De snijpunten der krommen zijn (0,0} en (1,1).

De gevraagde oppervlakte is




\
=3

Ay

'_‘f;'f‘lf’.i-‘}é‘,)_i-g;\g:.‘ 5
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Opm. 1 Als f(x) een even functie is, dan geldt

fa P(x)dx = 2 f £(x)ax -

-a 0
Als f(x) een oneven functie is, dan geldt

a

f f(x)dx = 0 .

-&

Opm. 2 Past men de substitutiemethode toe bij het berekenen van bepaalde
' integralen, dan is het vaak handig ook de grenzen wvan de nieuwe

veranderlijke in te wvullen.

LR ! ne
sin x ' 1 3|7 1
Vb, 3 f —_——=dx = fudu=—u =
+ 5 =0 5

0 ces X (U_

It
+
o
=
&
~—
(@]

/4 32 1

Vb. 1 tan x dx

1
Q
Q
m
sl

o

§ 12. Oneigenlijke integralen

Vroeger is de stelling genoemd,’ dat een integreerbare functie begrensd is.

Niet-begrensde functies zijn dus niet integreerbaar.

1
=+

Zo is j i'f,;nie”c gelijk aan [__;I_c_]x R

X

1 2
X= =2 2
-2

2 L]

want —1-2- is niet

begrensd op het interval - 2 = x < 1. De toepassing van de hoofdstelling is
b
trouwens ook niet gerechtvaardigd. De hoofdstelling mag op f f(x)dx alleen
a
worden toegepast als f(x) continu is voor a = x < b. Nu is —J; op het inter-

val - 2< x < 1 in &én punt, nl. x = 0, niet gedefinieerd, X laat staan
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continu; de functie kan ook niet in x = O continu worden voortgezet. De in-
1

tegraal jﬂ Q% bestaat niet, omdat de functie onbegrensd is. We kunnen het

-» %

.integraalbegrip echter wat uitbreiden, zodat het ook nog op sommige onbe-

grensde functies kan worden tcegepast.

Def. Stel £(x) gedefinieerd voor a < x < b en voor iedere keuze van p met

a <p<b geldt, dat £(x) integreerbaar is voor & = x = p.

We definiéren de oneigenlijke integraal van f(x) over het interval

a<x<bals
b
j f(x)dx = 1lim jp f(x)dx, mits deze limiet bestaat.

T
a I &

p
Opm. 1 De integraal j in het rechterlid is een bepaalde integraal in de

a

zin wan paragraaf 1.

Opm. 2 In de definitie wordt niet geéist, dat f(x) onbegrensd is. De defini-

tie mag ook op begrensde functies worden toegepast.

Opm. 3 De voorwaarde dat voor iedere keuze van p met a < p < b geldt, dat
f(x) integreerbaar ig voor a < x < p, iz automatisch vervuld als

f(x) continu is voor a € x < b.

Opm. 4 De keuze van dezeifde notatie voor een oneigenlijke integraal als
voor de vroeger gedefinieerde (eigenlijke) integrazl houdt het ge-
vaar in, dat twee verschillende dingen met dezelfde notatie werden
sangeduid. Dit blijkt echter niet het geval te zijn. Als namelijk
f(x) (eigenlijk) integreerbaar is voor a ¥ x = b, dan is volgens de

X
eerste stelling van § 8. de functie O(x) = ‘f f(t)dt continu, dus
a
] b
voor de {eigenlijke) integraal ‘j f(x)dx geldt ‘f fx)ax =

= a
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b
= lim JP f(x)dx, zodat het geen verschil maakt of men jﬁ f{x)ax
pr
a a

als eigenlijke of als oneigenlijke integrzal opvat.

Vi-x p11 V1-x p 11 ° p 11

0

De hierboven gegeven definitie heeft betrekking op het geval, dat de inte-
greerbaarheid der functie verstoord is bij het rechtereindpunt van het in-
terval. Een geheel analoge definitie kan worden gegeven, als dit bij het
linkereindpunt van het interval het geval is. We geven niet de volledige

formulering, maar alleen de formule:

j f(x)ax = lim j f(x)dx, mits de limiet bestaat.

a Pla D

2 2

Vb, 2 j 8K . lim f %: lim [2\(_x]2 - 1im (25 - 2\/5) a2 .
P X

g Tx »pio p L0 P oSl

It

X plLlO plO0O P pl O 2

2 2
2
Vb. 3 jﬂ lim f d—j: lim [-~] = lim (_1+%) bestaat niet!
X
0 P

De voorbeelden suggereren de vraag voor welke positieve exponenten a de

a
) . . dx
oneigenlijke integraal jﬂ o bestaat (a > 0):
X
0

(31 -

dx . 1 198 .
i lm1[1_ax 1% = 1lim

1 -0
0 )
X pl O plO

.
vo.q | =
O

Deze limiet bestaat als @ < 1 en bestaat niet als o > 1. Voor o = 1

krijgen we

i a

jﬁ & . qip [loglx|]® = 1lim (log a- log p) bestaat niet.
x ! P 1o
0 D 0 . P

:
nl
:
:

= I

-t

;
Vb. 1 f QX - 1im f e - vin [~ A1 -xlP = nin [-2l1-pr2l-2,



VL EE

SCM RN

II.40

Ock kan de integreerbaarheid van de functie wverstoord zijn in een punt binnen

het interval; dan splitsen we het integratie-interval.

1
dx

) == = J1dim fp—-—+ lim —_— =
f%c p]fO_ \/;c qloqf\%—c

p 1O x==-1 g {0 x=q p 10 + 0
_ 3,3
= -3 5 = 0.
: 1
Vbh. 6 f & . We splitsen de integraal in f en I . Z¢ bestaan geen van
-2 ¥ -2 0

beide als oneigenlijke integraal.

Soms is de integreerbaarheid meer dan eens verstoord. Ook in dat geval split-

gen we het integratie-interval in stukken.

a

dx dx
[ f lim f——+ lim f—“"——=
V1 pi-‘lp V1 -5 gt 1 1-%

0

1im (— arcsin p) + lim (arcsin q) =%;n +%n =7 .
i -1 q T 1

Tenslotte kunnen we nog proberen te integreren over een interval, dat zich

naar het oneindige uitstrekt.

Def. Stel f(x) gedefinieerd voor a < x en voor iedere keuze van R > a geldt,

dat f(x) integreerbaar is voor a < x < R. We definiéren de oneigenliike

integraal van f(x) over het interval a < x als

N R
f f(x)dx = lim f f(x)ax, mits deze limiet bestaat.
a e a
co
Op analoge wijze definieert men f en f = f + f .
- o0 -0 a
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Vb, 8 Zij a > O.

E - o 1-a R-—»cx)1-‘a

o0
jﬂ Qﬁ - lin [ xI'a}z = lim —— (R'% L g1y,
. ,
a
Leze limiet bestaat als o« > 1 en bestaat niet als ¢ < 1. Voor a = 1

krijgen we

o

f dx = lim [log|x|]R = lim (log R - 1log a), en deze bestaat niet.
¥ Row & R-ow
a




HOOFDSTUK ITT

IIT.1

. VERVOLG DER DIFFZRENTIAALREKENING

: § 1.
" Vb. 1
iy
=
=3
E’
B (1)
g‘ . (2)
%
=
%’{‘
5
fa,"
Tb.

|w
[o]
=

Volledige inductie

Beschouw de som

Wij zullen bewijzen dat voor elk natuurlijk getal n geldt

n
i
i=1

2 =-16- n(n+1)(en+1) .

Men gaat gemakkelijk na dat formule (1) juist is voor n=1.

Uitgaande van de veronderstelling dat (1) juist is voor n=k, bereke-

k+i
nen we & i . We vinden
i=1
ko, ko, 2 1 2 1
i“= 5 i“+(k+1) =Ek(k+?)(2k+‘l)+(k+1') =2 (k+1)(k+2){2k+3)
i=1 =1

Deze uitkomst blijkt in overeenstemming te zijn met (1), m.a.w.:

uit de verorderstelling dat formule (1) juist is voor n=%k, volgt dat
(1) juist is voor n=k+ 1., Hieruit en uit {2) volgt nu dat (1) juist
is voor n=2. Herhaalde toepassing van deze argumentatie geeft dat
formule (1) geldt voor n=3, voor n=4, etc. Z0 kan men bewijzen dat
(1) juist is voor elke n= 1. Dit is een voorbeeld van de bewijsmethode

der volledige inductie,

h is een getal ® -1. Bewijs, dat (1 +h)rl 2 1 + nh voor n natuurlijk,

De bewering i1s Juist voor n = 1.
Neem nu aan, dat de formule juist is veor n=k en bewijs haar voor
n=k+1. Als dat is gebeurd, weten wij dat de formule voor alle natuur-

lijke n klopt.

k+

(1+h)k?—1+kh. Te bew. (t+h) = 1+(k+1)h.

k+1

1+ = (1+n)(1+0) > (1+0)(1 +Kkh) = 1+ (k+ 1h+kn® = 1+ (k+1)h.
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§ 2. Het bi

I11.2

nomium van Newton

Def. n! =

1.2.%3 « ve. . (n=-1)n| als n een natuurlijk getal is; O! = 1.

Opreek uit: n faculteit.

= alo=1)(a-2).. (a-k+1)

) -

In het

o , (o willekeurig; k = 1,2,%,...)

1. (Spreek uit: o over k).

bijzonder is

(E) _ n(n-1)(n-2)...(n-k-+1) _ n!

Eigenschappen: <£) = (n?k) en (Pascal) (nizj = <§)

k! k'(n—k)' ’ (n 2z k=0, nen k beide geheel).

)

+

Bewijs van Pascal:

_ __a! n! _nlln-k + 1) n'k

=)ok T e (nk = ) ki(n-k+10! T Kl(n-k+ 1)1 -
n!(n+1) (n+1)! n+ 1

=mm¢+ﬂ!=m@;+ﬂt=(;)'

Met behulp van de eigenschap van Pascal kunnen wij alle (n
(driehoek van Pascal).

Stelling van

k) opschrijven

Newton. Voor natuuriijke n geldt

n
(a+b)?= T
k=0

(i)an_kbk:= s+ (?)an-1b + <g)an_2b2 Foae. # (n?1>abn_1 T

Bewijg met volledige inductie.

1) Voor n="

is de stelling juist, want a+b =a + b'.

2) Aannemende, dat.de stelling geldt voor n, gaan wi] haar bewijzen voor (n-k1).

Geg. zie boven.

+ + +
Te bew. (a-i-b)n+1 = an vy (n 1>anb + ees + <n111)abn + bn+1,

1
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Bewijs Wij vermenigvuldigen het gegeven met a, dasarna met b, en tellen de

resultaten op met gebruikmaking van de eigenschap van Pascal:

- ~2 -
R SR 9 L

-1, 2 \ n-2 -
anb'+<?)an 1b -+<2)an b3-+...-k<nn2>a2bn1-+nabn-+bn+1

a(a+b)n

b(a+b)n

]

+ -1.2 (n+1\ n-z_ 3 ; - +1
(a+p)* = an+1+(n+1)anb+<n;> 2" +(n57)an o +...+<;ltj|)a2bn "H{(n+1 )ap e .

De stelling van Newton geldt voor n=1, dus ook wvoor n=2, maar dan ook voor

n=3, etc., dus voor zlle natuurlijke n.
5 5 4 3.2 2.3 4 5
Vb, (a+b)” =a +5. b +10ab +10ab + 5ab + b .

Opm. Op grond van de stelling van Newton noemt men <E) een binomigalcoéfficiént.

§ 3. Hogere afgeleiden

De afgeleide van y = f{x) wordt genoteerd met y', of %ﬁ y en 1is zelfl weer een

functie van x.

2
De tweede afgeleide y", of Q_g y 1s de afgeleide van de afgeleide: y" = (y')'.
dx

De derde afgeleide y'" = (y")'. De n° afgeleide wordt genoteerd met y(n) of

Vb, 1 Als een rechtlijnige beweging wordt gegeven door x = x(t), dan is de
snelheid ten tijde t: v(t) = x'(t), en de versnelling: a{t) = v'(t) = x"(t).

Vb. 2 Voor de harmonische trilling geldt: x = a sin wt.

2 . 2
Dus x'" = awcoswt en x" = - aw” sin wt = - wx.
De versnelling is hier dus evenredig met de uitwijking, doch tegenge-

steld gericht.

y' o= 3%, ¥y o= 6x, ' =6, y"W =0, y¥ = 0, ete.,

Vb. 3 y = x3, dan
(n)

algemeen y

= 0 voor n = 4.

1
% Vb. 4 y = ex, dan y' = e”, ¥y o= ex, y(n) =" .
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i Vb. 5 ¥ = log x, dan

:‘_f‘; y _ . _
% yl=g syt = x %5t = (F1(-2)x70 gV o= (<) (~2)(-3)x 7
£

en v o ()(<2)un (=(n))x™ = (+1)P T (ne1) xR

= arcsin x, dan

2
) 1 T —_ e _ 1t 2x

Vooralsnog is weinig regelmaat te begspeuren.

AT, AT LA
-
&
[en
o

Wij beschouwen de hogere afgeleiden van een product u(x)v(x).

A (uv)' = u'v + uv'

Pk

ixh

5 (uv)n = ul'v + 2utv' + uy"

&

e (uv)"' = u''y + Mty o+ BH'V" + '

Met volledige inductie volgt de stelling van Leibniz:

(uv)(n) = u(n)v + (?)u(n't)v' + (;)u(n—z)v" + ... ( n )u'v(n-1)-+ uv(n) '

n-1

TR,

s L o

Vb. 7 y = arcsin x, dan y' = ! dus y' V1 -%x" = 1.

1 -x2

Differentieer nogmaals, dan

'
el - - =T 2 0 dus ¥ (1 -x2) = xy' .

Wij passen links en rechts de stelling van Leibniz toe en differen-

tigren n maal: :
) ey L v oy Ei%fll y™(2) = gt ny(n)

(1 _xa)y(n+2)_= (2n4-1)xy(ﬁ+1) N ney(n) .

Dit verband tussen de n°, (n+1)° en (n+2)% afgeleide van arcsin x
heet een recurrente betrekking en stelt ons in staat alle afgeleiden

te berekenen.
Speciaal geldt voor x = O y(n'kz)(o) = nzy(n)(o)

waaruit volgt dat y(zn)(O).= 0 en y(g)(O) =72 .52, 3% 4%,
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III.5

§ 4. Parametervoorstelling van krommen

Wanneer wij een kromme voorstellen door y = f(x), moeten wij ons beperken tot
stukken van de kromme zodat bij elke x één y hoort. Vask ig het handiger de

kromme op een andere manier voor te stellen, met een hulpgrootheid. In plaats
van één der codrdinaten in de andere uit te drukken, kunnen wij beide‘coﬁrdi—

naten x en y uitdrukken in een derde variabele, een parameter. Zo stellen
x=x(t) en y=y(t),

waarin de parameter t bepaalde waarden doorloopt, tezamen een kromme voor.

be 1 x a cos t

i}

, ost<on, (a>0),

y =asin t

ig een parametervoorstelling van de cirkel met middelpunt O en straal a.

Vb. 2 x =1+ 3t

il

y, =< f <o,
2+ t

¥y

is een parametervoorstelling van de rechie x - 3y + 5 = 0.

2 2
Vb. 3 De ellips% +3L2- = 1
a b

kan worden voorgesteld door

x=acost , y=begint , O0st<2n.

Meetkundig ziet men, dat t nu is de hoek tussen de positieve x-as en

de verbindingsrechte van 0 met het snijpunt van de'cijkel x2 + y2 = a?

met de verticaal door het punt.

Opm. Uit de parametervoorstelling van de ellips volgt, dat de ellips uit de
2 2 .. ‘
cirkel ¥ +y =a te krijgen is, door alle y~cosrdinaten metg te
vermenigvuldigen. Eveneens is de ellips uit x? + y2 = b2 te krijgen

door alls x-cobrdinaten met %’te vermenigvuldigen.

Laat een kromme enerzijds door y = f(x) en anderzijds door een parameter-

voorstelling x = t), y = y(t) zijn gegeven. Wij vragen y' = %ﬁ uit te

o, AX s & _ .
drukken in at - X en o = V.
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Opl.

Wij vinden y = £(x) uit x = x(t) en y = y(t) door uit de eerste vergelijking

op te lossen t = t(x) en het resultaat in de tweede vergelijking in te vullen:
y = vt} .

Differentieer naar x, dan

&y _ & 4t s _1
ax © dt ' dx en daar x N dus
I,

x

y' o=

Voor punten met horizontale [verticale} raaklijn is dusy = 0 [x = 0J.

Hieruit vinden wij cok de tweede afgeleide:

4 ¥4z at. _¥x - g% 1
=3 [.] T at [k] *ax T (k)‘z dus

(%)

Voorbeeld 1 Cycloide. Een girkel met straal a en middelpunt M rolt over de

x-a8. Beschouw de kromme die wordt beschreven door het punt, dat oorgpronke-
lijk in ¢ was. Neem als parameter de hoek t tussen de strasl naar het be-

treffende punt P en de verticaal.

xp = 0P' = OA - P'A

~
PA - P'A =gt -a sin t (P' is de projectie van P en

A de projectie van M op de x-ag)

AM - BM

i
it

yp = P'P = 4B a -acost (Bis de projectie van P op MA).

Deze parametervoorstelling voor de cycloide luidt dus

x=at -a sin % y =a-acost
XxX=a -acost ¥y =asgin t
X =g sin t ¥ =8acost.

Dus
y __&asgint 1 _ n_t
= = cot(% t) = tam(2 2) .

De raaklijn in P is dus gericht naar het hoogste punt van de cirkel die bi]
de stand P behoort.
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§ 4. Poolcodrdinil.n

De plaats van een punt in het vlak is asan le even door gewone codrdinaiocn

TR

X,¥, maar ook door poolcodrdinaten.

Neem een vast punt O, d¢ pocl, en een vaste hallrechte door O(de poolas).

JUT

MO L LTI UL A8

Wij bepalen nu een punt deor zijn argument ¢, vanaf poolas tegen klok in -

rekend, en zijn vecerstraal r = (.

Kiest men de poolas als positieve x-as en de voerstraal behorend bij @ = ; T
als positieve y-as, dan luidt het verband tussen rechthoekige codrdinater

(x,y) en poolecodrdinaten (r,p):

.

X

U

I cos ¢

¥y =1 sing

Opm. Door r en ¢ wordt een punt bepaald, maar omgekeerd bepazlt een punt
niet zijn 9, immers (r,¢) en (r,» + 2kn) behoren bij hetzelfde punt.

Van de oorsprong is ¢ zelfs geheel onbepaald.
Ben kromme kan in poolcodrdinaten worden gegeven door het‘verband
r=r1(p) .
Hier fungeert ¢ als parameter. Deze levert in rechthoekige codrdinaten

r(¢) cos ¢

X

y =r(¢) sino].

Vb. 1 Spirgal van Archimedes: r =¢; ¢ = Q.

Vb, 2 De logarithmische spiraasl: r = e’ alle P .
Voor ¢ > 0is r> 1, voor ¢ < 0disr<1en lim r = 0.
p - -
Vb. 2 De hyperbolische spiraal: r = j 3o > 0.
Wegens y = r sin ¢ = §;?_9 is het duidelijk, dat y < 1 en dat lim y = 1.

¢~ 0

Laat een kromme zijn gegeven zowel door y = f(x) als door r

r(e).

Wij zoeken het verband tussen

A . _ dr
yt=gy em T a0
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x = v(p) cos ¢ X =Trcos ¢ -1 sin ¢ . .
= =yt _¥ _Irsing fr cos g .
y = r(o¢) sin ¢ y =T sin ¢ +.r cos ¢ ¥ Y cos g -1 sinog

J'“ ml: J_Emuwﬁzjmﬁm T e

De tweede afgeleide y" is als volgt te bepalen:

d
e ) e ) x 2

Ng enig rekenwerk volgt

r2-+2ii)2 - rP

(# cos ¢ - r sin w)a

y" o=

Opm. Uit de formule voor y' volgt na deling door T cos ¢

tan ¢ + v/t

y' = tan o = L.
1 - tan ¢ . r/%

Anderzijds volgt, als @ de hoek tussen voerstraal en raaklijn veorstelt, dat

tan @ + tan o
- tan ¢ . tan p °

tan o = tan(m + u) =7

Hieruit volgt dat
tan p = v/t .

Voor de logarithmische spiraal is p = = = constant.

N

Vb. 1 Cardioide

a) Een cirkel met straal a (a > O) en middelpunt N rolt over een andere
¢irkel met siraal a en middelpunt M. Gévraagd wordt de kromme, die
wordt beschreven door het punt P van de eerste cirkel, dat ocorspron-
kelijk in O was. De tweede cirkel gaat door O en is vast.

Als C het raakpunt is op zeker moment, dan is

P = 60 qus < OMO = < CNP. Daar NP = a = MO is PO // MN.

Kies als poolas door O het verlengde van MO. Dan is
a
a-4Tr=acos9, dus r = 2a(1 -cos ¢).

b) Om de vergelijking in (x,y)-coﬁrdinaten te krijgen substitueren wij

r = 4X2 + yE y COB @ =i.g y (Xsy) }é (0’0)5 dus

{;?_;_;E = 23(1 - —““z”“‘)
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x2 +y2 +2ax=2an2 +y2
2 2 2, 2 2
(x2+y +2ax) = da (x + ¥ )
Opm. Ga na dat dcor kwadratering geén nieuwe punten zijn ingevoerd!

¢) Wij zoeken de punten met horizontale (en verticale) raaklijn:

T cos ¢ = 2a (cos @ - cosch)

X =
v =1 sin g = 2a (sin ¢ - sin ¢ cos @)
% =23 (-sin¢ + 2 sin ¢ cos ¢) = 23 (2 cos 9 -1)sin o
) 2 o2
¥y = 2a (cos ¢ - cog ¢ + sin cp) = Za (cos P - cos 2cp).
g Dus:fc=0alsfp=0,ﬂ,n,-ﬁ.Danr=0,a,4a,a
i o
’3‘:’ v = 0als cos 9 =cos 29, dus 9 = 29 of ¢ = 2n~ 29 of 9 = 4n - 2.
: Dusqo=0,%fl,45ﬂ' en r =0, 3%a, 3%a.
d) In O is
. L]
. 2 s1nicp sin = ¢
tn L. i R ey - i T = 0
p>0x 9-~0 ¢ ¢ 9 = 02sin5 g cos - ¢(2cosg-1)
Vb, 2 Lemniscaat: r = alcos 2¢p .
n s i1
Als 9o = C 4 5 4 i’
dan » = a daalt © begtaat niet 0 stijgt a
X=T cCS 9 =a cO08 ol cos 25 X -2 {-sin 9 cos 2y - cos ¢ sin 2q:) =
| cos 9
_~asin %o
cos 29
y=r sin 9 =a sin ¢l cos 2p3 ¥ - (cos ¢ cos 2p - sin 9 sin 2q:) =
cos 29
5 _acos3g
X Vcos 29
Een horizontale raaklijn treedt op als y = O,dus als ¢ =% , '211.
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.
de
i
e

%ﬁ =L - - cot 39 verklaart de raaklijnen in {a,0), (0,0) en (-a,0).
e
Opm. De vergelijking van de lemniscaat in de Cartesische codrdinaten luidt,

omdat

2 2 4 2 2 2 .2
T =484 ¢o0s 2¢, T =arT (cos ® - sin m)

2 2.2 2, 2 2
(x"+3" )" =a"(x" ~¥7) .

§ 6. TFuncties van twee variabelen

A, Def. Een functie.van twee onafhankelijke variabelen, z = f(x,y) is een

voorschrift, dat aan elk geoorloofd paar (X,y) een getal toevoegt.

Vb, 1 =z = X2y3

Ybh. 2 2z = arctan y/x. Hier {(0,b) niet geoorloofd.

B. Grafiek. &an elk geocrloofd punt (x,y) van het (x,y)-vlak is een waarde
van z toegevoegd. Zet deze z-waarde af loodrecht op het (x,y)-vlak, dan
vormt de verzameling der punten (x,y,z), waarvan de codrdinaten voldoen
aan het voorschrift, een opperviak.

Dit is de grafiek van de functie.

Vb. 1 2 =6 - 3x - 2y. De grafiek is een vlak.

Vb. 2 z =V1 = x - yz. De grafiek is een halwve bol.

Vaak is het handiger om een beeld van de grafiek te krijgen door een

=
4
£

hoogtekaart te maken: bij elk punt (x,y) van het (x,y)-vlak schrijft

men de bijbehorende hoogte.

S S

Yoorbeeld 1 z = .
-_— 2 2
1+x +¥

TSR AR
|

2
Voorkeeld 2 2z = X—éiz .

Veoor (a,O) is de functie niet gedefinieerd.

o ]
) Voor x = 0 is 2 = 1 3
a‘,é' 2

% Voor x = ¥ is z = 0 3
5 2 .

g Yoor x = -y dgz =23

Ky

DR
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2 “
¥ s z =

ol

Voor 2x

.

Il
1
O

2 .
Voor x 10y is =z

C. Continuiteit. Ter voorbereiding van de definitie van continuiteit breiden

we het begrip omgeving uit tot twee variabelen (overgang van rechte lijn

naar plat vlak).

Def. Als U een omgeving van g is en V een omgeving van b, dan is de ver-

zameling der punten (x,y), waarveor x € Uen y € V, een omgeving van

(a.b).

Voorbeeld Stel o, <a<da, 31 <b < Bz’ dan vormen de punten {x,y), waar-

voor

oc1<x<052
B1<y<52 ’
een omgeving van (a,b). Meetkundig is dit een rechthoek met

zijden evenwijdig san de x-as en de y-as, waarbinnen het punt

(a,b) ligt.

Def. f(x,y) is continu in (a,b), als er bi) iedere € > O een omgeving
van (a,b) bestaat, zodat voor zlle geoorloofde (x,y) in die omgeving

geldt

£(x,y) - £la,b)] <& .

3
vb. 1 f(xy) = wvoor (x,y) # (0,0)
n X +y

0 .

i £(0,0)
Deze functie ig continu in (0,0), want voor (x,y) % (0,0) geldt

£, - £(0,0)] = 15— = =% |yl < Iyl

x +y X +y |

Om dit < e te krijgen, kan men bijv. x| < e en ly| < 1 kiezen,

hetgeen een omgeving van (0,0) levert. (Andere mogelijkheid: x| < {;,

Iyl <Ve).

S

*‘Ev%#%ﬁ@ﬂg@gmgﬁgggﬂ

TR A

- aTEEe s
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Vb, 2 f(x,y) = —;EE—E voor (x,y) % (0,0) is in (0,0) niet continu voort
X +y

te zetten; dit blijkt uit de hoogtekaart.

Wij behandelen nu de algemene vraag:

Hoe verandert f(x,y) als x en y veranderen?

. Hoe verandert f(x,v) als &én variabele constant is?

A

Laat P(a,b,f(a,b)) een punt van de grafiek zijn en Q de projectie van P
op het (x,y)-vlak. Als § loopt langs y = b, dan doorleopt P de kromme
z = f(x,b) in het vlak x'0'z'. De afgeleide van z = f(x,b) in P is

f{a+h,b) - f(a,b) _

14
im h

h—-0

(notatie) = fx(a,b) = (%i)(a,b) = /%§>(a,b) '

tan o

I

Dit is de partidle afgeleide nsar x in (a,b). Bij het differentidren

blijft y constant.

Als @ loopt langs x = a, dan doorloopt P in y"O"z'": z = f(a,y),die in P
de afgeleide heeft

tan 6 = lim fla,b+k)-fla,b) _

k=0 .
= {notatie) = fy(a,b) = <%§ (a,b) (%?)(a,b)

genaamd de partiéle afgeleide nasr y in (a,b). Bij het differenti&ren

blijft x constant.

2 3 3z 2 0z 2
Vb. 1 z=xy +¥y , dan 3 = 7 e By - 2xy + 3y .
Vb, 2 Z=arctanx,dan'a—a=-—-Lena—z'.= £
_— X d0x 2 2 oy 2 2
x ty x ty

Merk op, dat %i zelf weer een functie van x en y is!
Een continue functie behoeft niet partieel differentieerbaar te zijn.
Vo. 3 flx,y) =Vx° + y° is continu in (0,0), want

| £(x,5) - £(0,0)] =V« +y°,
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hetgeen < ¢ te krijgen is, bijv. door |x| <% ¢, |yl <3 ¢ te kie-
zen. De functie is echter niet partieel differentieerbaar naar x

in (0,0), want

£(n,0) - £(0,0) _ 4, bl

1im = bestaat niet.
h—=0 h h—-20 h

Ben functie die in een puni partieel differentieerbasr naar x en y is,

behoeft daar niet continu te zijn.

Vb. 4 f(x,O) =1 = f(O,y) en f(x,y) =0 als x % Oeny % 0.

f(x,y) is partieel differentieerbaar naar x en naar y in (0,0), want

lim £(h,0) ﬁ £(0,0) = 1i ! ;1 0 en analoog voor 3L .

h-0 h= 0 oy

f(x,y) is echter niet continu in (0,0).

E. Hoe verandert f{x,v) als x en y onafhankelijk van elkaar veranderen?

Laat P het punt {a,b,f(a,b)) en T het punt (a+n,b+k,f(a+h,b+k)) van
de grafiek zijn, Q de projectie van T op het (x,y)-vlak en R de projectie
van P op QT.,

Teneinde de veranderingen der functiewaarden,
RT = f(a+h,b+k) - f(a,b) ,

voor verschillende waarden van h en k te onderzoeken, gaan we als volgt
te werk:
Breng net vlak aan door de raaklijnen in P aan de krommen z = f(x,b),

y=benz-= f(a,y), X =a en laat 5 het snijpunt zijn van dit vlak met QT.
Dan is

ar

RS = h tan « + k tan B = h(ax

8Ly _
)P+k(ay P‘Ah"’Bk .

Wil men nu van een razkvlak aan het oppervlak kunnen spreken, dan moet het

verschil

j Wl

RD - RS _ _ ST
V2 +k2 Vn? +%°

xlein zijn, als |h| en [k| klein zijn.

tan <« TPR - tan « SFR =

ﬁﬂ%ﬁﬁgawgw*nr
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£{x,y) hect difierenticerbaar in (a,b), als er constanten A en B en
een functic p(h,k) bestaan, zodat p(u,0) = 0, plh,k) continu s In
(0,0) en

Bh o+ Bk + V10 4 1 plh,k).

n

ﬂa+h$+k)-1(mb)

e & (2] (o
Stellinae A = \ax/ia,h) y B = <6y>(a,b) ’

g

Bewijs Neem k - O, dan is voor h £ O:
% i_(_a'i'}'!b)h" f(aab) = A + E p(h,()) ,
¥

- o (B : _{ag
waaruit A = (ax/(u,b) direct volgt. B = kay)(a,h) gaat analoog.

Rty ot

Populair: f{x,y) is differentieerbaar in (a,b) als de toename
fla+h,b+k) - f(a,b) "goed" benaderd wordt door

@é ()" * (%)(a.b)k'

Def. [Noem h = dx en k = dy en

gt L TP

ar ) af
df = dz = kg‘ (a,b)dk * (ay)(a,b)dy

de differentisal in (a,b).

Gevolg Zij f(x,y) differentieerbaar in (a,b)}. Dan is daf = (axJ(a,b)dx-k<By>(a,b)dyk

voor alle dx en dy gedefinieerd (raakvlak!). Als dx en dy klein
genceg zijn (dus in de buurt van (a,b)), dan is df een "goede"

benadering vocr de toename van f{x,y).

Vb, =z = x2 + y2 dan dz = 2xdx + 2ydy en in (1,1): dz = 2dx + 2dy .

Gevolg| De vergelijking van het raskviak in P = (xb,yo,zo) aan de grafiek
van z = f(x,y) luidt

7 -z, = (x- Xo)(a)g)o b -y) By)o :

Uit de definitie volgt direct:

Stelling | Als f(x,y) differentieerbaar is in (a,b), dan is f(x,y) continu
in (a,b).

gl
b
ik
=
g
i
;"":_

7
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Stelling| Als %ﬁ en %§ in een omgeving van (a,b) bestaan en in (a,b)

continu zijn, dan is f(x,y) differentieerbazr in (a,b).

Bewijs Aangezien,gi in een omgeving van (a,b) hestaat en in (a,b) continu

is, volgt dat in een dergelijke omgeving geldt
ﬂa+h&+k)-;dam+k)=1ﬁga+eﬁub+k)=hg§mb)+hdh¢);

|p(h,k)| < g, als h en k voldoende klein worden gekozen. Uit de voorwaar-

den van de stelling volgt eveneens dat in een omgeving van (a,b) geldt
fla,b+k) - £la,b) = kfy(a,b+82k) = kfy(a,b) + xt{k) ,

waarbij [t(k)| < £ als k voldoende klein is.

Ku volgt

fla+h,b+k) f(a,b)+hfx(a,b) + kfy(a,b) + np(h,k) + kt(k) =

£(a,b) +0f (a,b) + kfy(a,b) +Vn° + k% olh,k)

met

o(h,k) = ——Eh——; pln,k) + ——;5——; (k) ~ 0 als \n? + k2 - 0.
in” +k h™ +k

Dus is de functie f(x,y) differentieerbaar in het punt (a,b).

Opm. Uit deze stelling volgt, dat functies met continue partiéle afge-

leiden differentieerbaar zijn.

. Hoe verandert f(x,v) bij onderline afhankeliike variabelen?

Stelling Alg z = f(x,y), x =9(t), y = ¢(t) differentieerbare functies
zijn, dan is
z = £{o(t)4(t)) = 2(t)
ook differentieerbaar en voor de afgeleide geldt de volgende
kettingregel

dz _ 0z dx | 8z dy _ ' .
b ~omar oy at - fx - @) et




IIL.16

Bewijs Wij bewljzen de differentieerbaarheid voor t = a. Aangezien e(t)
a

en,¢(t) differentieerbare functies zijn, geldt in een omgeving van t =

tlgla+h),b(a+h)) = flola) + ho'(a} + np(h),¢{a) + ne'(a) + holh))

met lim p(h) = Q, lim c(h) = 0.
h-=20 h~-0

Volgens de voorwaarden van de stelling is z = f(x,y) een differentieer-~

bare functie. We kunnen dus schrijven

£(plath),¢(ath)) = £lo(a),4(a)) + {no' (a) +ho(n)/ . £ (a(2),4(a)) +

A hy'(a) +ha(n)} . fy(qv(a),dJ(a)) + V[hp' (a) +hp(n) 1% + [0 ' (a) +ho{n) 1%1(..,..) =
= 2(o(a),4(a)) +uir (o(a) 4(a))o (o) + £ (o(a) s (e) )i ()} + nu(n)

met

() = p(0)2, (3 (a),4(2)) + 0(n)2 (9(a),0(a)w 2L {572 + 60 7+ [0 7(a) +olm) ()

Omdat

iim t(h) = 0, lim p(h)=0 en lim o(h) = 0, volgt lim v(h) = O.
h-0 h—-0 n-0 h— 0

Dus is z = £(p(t),b(t)) een differentieerbare functie voor t = a met afge-
leide fx(@(a),¢(a)) L o't{a) + fy(@(a),¢(a)) . ¢'(a).

e oz iz
Wij zien dat dz = ox dx + By dy .

Dit is dezelfde formule als onder E, echter met andere betekenis der
differentialen, die hier differentialen zijn van functies van één variabele,
nl. ©.

Vb, 1 2z = xe’ met x = sin t en y = £, Dan

2 +2
— = ey cos t + xey 2t = e cog t + e 2t sin &.

Vi. 2 z =uvmet u = u(t) en v = v(t). Dan

L2y =X (productregel bij differentiéren).
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Teneinde het verschil tussen'%i en %ﬁ te laten uitkomen, beschouwen

wij een functie z = f(x,y) wazThl] ¥y = y(x).

Wo speelt x de rol van t in de stelling, nl.

z = £(x,y)

- - dz 082 3z gy
= y = y{x) dan z = flx,y(x)] en -2+ il
fﬁ; X = x /
= a 2 9 dz . . [Bz B
Ef‘ Vb. 3 2z =x+y dan o 1, en in (e,1) is <8x>(e,1) =1,
3 [
Eﬁf = log x maar dz _ 1+ 2log x | in ( T) i <g§> =1 + 2
5 y = log x ) dx x 0 e (e1) T T

(@g) is een maat voor de verandering op de doorsnede van
ax/(e,1) |

z =X + y2 met vliak y = 1

\
(%i)(x—e) is een maatl voor de verandering op de doorsnede van

z =x + y2 met de cilinder y = log x.

8 G. Hoe verandert f{x,v) als x en v afhangen van twee onafhankelijk varisbhelen

uen v?

Zij =z = f(x,y) en X = x(u,v), v = y(u,v). Vul in, dan
Z = f[x(u,v), y(u,v)] = F(u,v) .

Ook hier geldt, dat als f{x,y), x(u,v) en y{u,v) differentieerbaar zijn,
ook de samengestelde functie F(u,v) differentieerbaar is. Het bewijé, dat
analoog is met het vorige bewljs, geven we niet., Nemen we de differenticer-
baarheid aan, dan kunnen de partidle afgeleiden uit de in het vorigé

geval opgestelde kettingregel worden gevonden.

Neem v constant, en pas de kettingregel toe, dan

3z _dz 9x , 3z 8y
du x ' du 3y du

R I0L ot il el S
il

- Neem vervolgens u constant, dan volgt weer met de kettingregel

)

N

_8z 98x 83 0oy
v 3x " dv  dy av

¥
[oF]
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Daar z = F(u,v) is per definitie

a2

5; av .

dz = Sz du +
au

Vul de zojuist gevonden formuleg in, dan

dz‘(axau+ayaudu+axav+ayavv‘

_ 9z {3x 3x 3z (By §x>_§z 2z
T 9x <au du + %5 dv) * Ay (au du+ gy dV) =g & ° ¥ W -

Wij hebben aangetoond de volgende formule:

8z 3z
CAls z = f(x,y) dan dz = 3x dx + oy dy .

Deze formule is een definitie als x en y onafhankelijk variabel zijn. De
formule is in F bewezen voor het geval dat x en y sfhankelijk zijn van
éen parameter. Hierboven is de formule bewezen voor het geval dat x en ¥

afhankelijk zijn van twee parameters.

Voorbeeld 2ij z = f(x,y). Voer in poolcodrdinaten x = r cos @,

3z 2 9 2
en bereken (“*) + (—E> .
ox oy

y =r sin o,

Opl. Pas de kettingregel toe op z = f[x(r,@), y(r,w)], dan
Sz _ 2z + 9z sin ©3 Sz _ _ 8z r sin g + 8z r COS
br ~ ox 0% 9 T oy %3 39 T T ox Yt oy ¢

Hieruit volgt
OO
3 dy/ \or. L2 \bo

H. Functies van drie variabelen

Voor w = f{x,y,z) is de definitie der partiéle afgeleiden

e

analoog aan die voor functies van twee variabelen. Nu moeten echter steeds
twee variabelen constant worden gehouden.

f{x,y,2) heet differentieerbasr in (a,b,c) als

fla+h,b+k,c+L)-f(a,b,c) =Ah+Bk+Ce+Vn° +k° +£° p{h,k,2), waarbij
0(0,0,0) = 0 en p(n,k,4) continu is in (0,0,0).
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. _ ﬁ = 'Q'f‘ = Qi
Dan is A = (a;c)(a,b,c) » 3 <By>(a,b,c) » 0= (az>(a,b,0)

Kettingregels:

1) Als w = £(x,y,2) en x = x(t), ¥ = y(t), z = 2(t), dan

i

dw _ 3f,dx , 0f,dy , 3F dz
dt ox dt o0y dt dz dt

2) Als w = f(x,y,z) en x = x(t,u), ¥y o= y(t,u), z = z{t,u), dan

=

bw 3L ox , 88 , 8L 0z _ dw _ 3L dx , Bf by , Of 3z
3t * 9z ot " du _ 0x du _ 8y 8u . 0z du

§ 7. Impliciet gegeven functies

Voorbeeld De cirkel met middelpunt (0,0) en straal a is de verzameling

van de punten, waarvan de codrdinaten voldoen aan
2 2
x +ty =a .

Men noemt deze vergelijking de vergelijking van de cirkel.

De vergelijking komt overeen met twee functies, nl.
V.2 2 2 2
y=V¥a =-x en y=~=-1a -X .

De afgeleiden van deze functies zijn resp.

X en . S
7 5 N 7
a - X a - X

\

Voor beide functies geldt dus

De laatste formule is door een omweg verkregen. Deze omweg is bij het be-

palen van de afgeleide der drie functies, die door de vergelijking

X +y -3y =0
zijn gegeven, veel moeilijker‘omdat deze derdegraadsvergeliijking in y
niet gemakkelijk oplosbaar is. Wij zoeken nu een methode om, als de
functies door een vergelijking zijn gegeven, toch de afgeleiden eenvoudig

te bepalen.
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Door F(x,y) = 0 heet y impliciet als functie van x gegeven. Wij kunnen ons

hieruit y = y(x) opgelost denken en.gx als volgt berekenen.

dx
Door toepassing van de kettingregel op z = 0 = F(x,y), x = x, ¥ = y(x)
volgt
- 8F | OF gy
e e
0 ax Oy dx
waaruit %ﬁ kan worden berekend. In feite komt het erop neer dat wij de uit

P(x,y) = 0 opgelost gedachte y = y(x).weer substitueren en de verkregen

identiteit in x
Pix,y(x)} = 0
naar x differentiéren. Uit de verkregen vergelijking kan dan y' worden op-

geloat.

2
Voorbeeld 1 De cirkel x + y2 = a2

Denk hieruit opgelost y = y(x), vul in en differentieer:

2x + 2yy' =0 dus y' = - ; .
Wij bepalen nog de tweede afgeleide door de ons uit x2 + y2 = 32 opgelost
gedachte y(x) en y'(x) te substitueren in x + yy' = 0 en te differentiéren:
2 a®
T+ @) +wy" =0 as y"=-=.
¥y

Voorbeeld 2 (logarithmische spiraal). log sz + yz - arctan y/x = 0.
Denk opgelost y = y(x), vul in en differentieer:

x + yy' xy' -y Xty
- =0 . dus y'-= .
eyt [ @1 Xy

Nogmaals differentiéren geeft

2 2

y" o= 2..3.C_+y_ .
3
(x-¥)

Voorbeeld 3  + y3 - 3xy = 0. . 2

De methode toepassend vinden wij 3x2 + 5y2y' -3 -3xy' =0; y'.= léfig- .
¥y =X

Blijkbaar kunnen extremsa optreden als y = xa, dus in verband met de ocor-

spronkeli jke wvergelijking, voor x° = 2x§, dus voor x = 0 en x = \?@;
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Het punt (0,0) is een bijzonder punt, omdat daar ook y° - x = 0. Om het

gedrag in,(ﬁyg,e/Z) na te gaan, bepalen we ook de tweede afgeleide.

2 2
(x -3yt =x" -7,

oyy' )y = 2x —y',

(x - 7yt + (4

dus in (\75,%) is y"®

-2, dus y' monotoon dalend en = 0, dus y maxi-

maal.

Om de grafiek van de vergelijking te tekenen merken wij op dat er symmetrie

t.0.v. ¥ = x bestaat. Snijding met de rechte y = -x+p levert

2 3
x (5p+3) - sxp(p+1) +p =0 .
Voor p = -1 is er geen snijpunt, veor p = 0 is (0,0) een dubbel snijpunt,
terwijl uit
Discriminant = 3p>(p+1)(3-p)

blijkt, dat slechts bij -1 < p = 3 snijpunten optreden.

De gevonden grafick is het Folium van Descartes.

0%

F{x,y,z) = 0. Beschouw z = z(x,y) en bepaal %% en,€§ .

Door toepassing van de kettingregel op w = 0 = F(x,y,z), X=X,¥% =Y,

z = z(x,y) volgt na partiéle differentiatie

oF | ¥ D2
dx dz = 9x

It

naar x: 0

near vi o o &E L8 2z
gar y: YV =%y Tz * oy
waaruit, indien oF % 0, de Sz en 9z kunnen worden berekend.
9z ox By
¥

Voorbeeld x = e’ sin z. Gevraagd wordit te berekenen de uitdrukking
o)
® \dx 8y

Opl. Partieel differentiéren levert op

il
ey COS Z 2z
ox

naar x! 1

ey sin z + ey cos 2z oz .
oy

naar y: 0
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Hieruit zijn_%i en-%? te berekenen. Substitutie levert als het gevraagde

antwoord: 1.

c. F(x,y,z)

G(X’Y5Z)

il

0
}- Beschouw z = z(x) en y = y(x) en bepaal y' en z'.
0

i

Differentiatie naar x levert de belde formules

oF | ¥ dy , F dz _ o6 . 3G dy , 3G dz _
9x Oy dx Tezax 0 & i 3y dx Thwax - 9

waaruit y' en z' volgen.

- Yoorbeeld
2 2 2
X +y +tz2 =5 Gevraagd wordt te berekenen de waarden van
¥y tyz = 2 y'{(x), 2'{x), 2"(x) voorx = Q, y =1, 2 = 2.

Opl. Differentiatie naar x levert

2% + 2yy' + 2zz' =0; y + {x + z)y' +yz' = 0.

Voor (x,y,z) = (0,1,2) wordt dit
y'(0) +22'(0) = 0; 1 + 2y'(0) + 2'(0) =
waaruit y'(0) = -2/3 en 2'(0) = 1/3.

Differentieer nu nogmaals naar x, dan
1 G gyt (37 e e = 0
y'o+ (x + Z)y" + (1 + z')y' +y'z! + yz' = O

hetgeen voor (x,y,z) = (0,1,2) wordt gereduceerd tot twee vergelijkingen

‘, voor y"(0) en z"(0), waaruit volgt‘z"(o) = - 44/27.

%il D. F(x,5,2,t) = 0 Beschouw 2z = z(x,y) en t = t(x,y) en bereken
4 S(rgait) —0) 22,02 3t 8%

%?* Vier maal toepassing van de kettingregel geeft

waaruit de gevraagde afgeleiden volgen.

v e
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6.

Beschouw x en y als onafhankelijk veranderlijke en bepaal

Vogrheeld xy +zt =8enx+y +2 +t =

dx °

2 g‘ Opl. Partigle differentiatie naar x levert
: t 3z 3z 8t
-— + — = +—+—=
Y ro gy e s 0 e T T =0
waaruit:
382 _z-¥
ax  t-z '
E. De algemene behandeling is nu duidelijk. Wij geven nog een
Voorbeeld
X+y=t+u
o+ v? = ot o+l Beschouw x als onafhankelijk variabel en berecken y'{x)
1”.", ¥ - ) voorx:y:’t:u:O.
X2+y2='t + u :
g Cpl. Uit volgt
1 +y" =" +u 1+ y'{(0) = t'(0) + u'(0)
¢ 1+ 2yy' = -t' + Zuu’ 1 = - t'(O) dus y'(O) = =2,
% 2x + 2yy' = 2tt' + u' o =u'(0)
%f; § 8. Hogere partigle afgeleiden
P
=
L s
ﬁh A, Definitie
: Als z = f(x,y), dan zijn %% en %? zell ook functies van x en y.
or L(B_Z)_ﬁ=z .i(a_}zg__iﬁz_=z
=" 8x \dx —axz xwx 7 3y \ax/  aydx Xy
a_@z_)_ﬁ_ ._a_<a_z>_ﬁ_z
ax \8y/ "oxdy ~ %yx ' oy \oy oy yy
2.3 oz 3 iz 2 2
Voorbeeld 2 = xy , dan—— = 2xy  en —— = 3xy . Dus
—_— 9x oy
2 ) 2 2
8"z 3. 872 2 3z 2 Z 2
=2y = 6xy = bxy s T, = 6x'y .
ax2 dyox dxoy By
2 2
9z 0z
Merk op, dat 30y - ay9x
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- 3°f ar
Stelling Als %0y en 3y 0%

bestaan in een omgeving van (a,b) en continu
zijn in (a,b), dan geldt

2 2
3" f 8 f .
oxoy  dydx in (a,0).

Bewijs

We passen de stelling van het gemiddelde der differentimalrekening toe
{zie hoofdstuk II, § 3.), die zegt, dat als g(t) differentieerbasar is

voor & = t = [, er een T bestaat met oo < T < B, waarvoor

() o £8) = ale)
g(T)“' B-a’ .
Stellen we h = f - & en 0 = g::z , dan is B=a¢ +hen v =0c + 6h,

We kunnen dan ook zeggen, dat er een © bestaat met 0 < & < 1, zodat
gla + n) - gla) = hg'(a + 6h) .

Bij deze formulering behoeft h niet positief te zijn.

7ij U = f(a + h,b + k) - £(a + h,b) - fla,b + k) + f{a,b).

1) Zij o(x,y) = £f(x + h,y) - £(x,¥), dan U = ¢(a,b + k} - 9(a,b).

Volgens de stelling van het gemiddelde, twee mesal toegepast, is

_ 8o - ref _af _
U=%k. oy (a,b + 81k) = k[ay (a + h,b + e1k) 5 (a,b + 81k)] =

2
3°f
30y (a + 6,h,b + 91k) met 0<8 <1 en 0<8, <1 .

=kch-

2) Zij ‘l’(st) = f(xay + k) - f(x,y)! dan

N

U =¢(a + h,b) - d(a,b) .

Pas wederom tweemaal de stelling van het gemiddelde toe, dan

3%

aydx

U="hk (a + e, bk + e4k) met 0< 6, <1 en 0<6 <1.

2) Uit 1) en 2) volgt dus dat

2 . 2
0°f _ ¥%f
. (a + 6,h,b + e1k) = 3795

(a + 8,h,b + 64k) .

Laat nu h en k tot nul naderen, dan volgt op grond van de continulieit

der gemengde tweede afgeleiden dat zij in (a,b) gelijk zijn.
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Opm. Dat de voorwaarde betreffende de continuiteit in deze stelling niet

gemist kan worden, blijkt uit het volgende.

Voorbeeld 2Zij

2 2
£(x,y) = xy 5= woor (x,5) # (0,0)
X< +y
£(0,0) = 0

fv(h,OJ - £ (0,0)

fyx(0,0) = lim

h~0 h
£ (n,0) = lim f(h’k)-£ e
4 k- 0 k ~ 0
2 2

(voor h #0) = lim h h2 ~ k2 =h

k-0 h° +%k

;Y(h,o) =h

(voor h = O) = 1lim 0 =20

k—~ 0
fyx(0,0) = h;imo 1 =1

fx(O,k) - fx(o,o)
£ (0,0) = lim .
Xy k - 0O k
£ (0,k) = 1im £{h.k) = £lo:k) |y ii%fhl -
h—0 h~—0
2 L2

(voor k # 0) = 1lim k 93—5—5; = -k

lh"’O h + Kk f(O,k)=-k.

X

(voor k = 0) = lim 0 =20

h— 0
f (0,0) = 1lim -1 =-1.
X k=~ 0

In dit voorbeeld is dus fyx % fxy in (0,0).

Anasloog definieert men de derde partiBle afgeleiden, ook van functies van

meer dan twee variabelen.
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v
~
he

gc

N

Als is voldaan aan zekere voorwaarden, dan zijn weer gemengde partigle

afgeleiden gelijk, b.v. |

3 3 3
8
als w = f(x,y,z) dan 2W = 0 w2 = 0w .
0x 3y  dyodx 0x0ydx

b

Als het tegendeel niet uitdrukkelijk wordt vermeld, nemen we voortaan

aan, dat van de door ons beschouwde functies de gemengde partigle af-

geleiden die door verwisseling van differentiatievolgorde uit elkaar

ontstaan inderdaad gelijk zijn.

B. Kettingregels

DR AU | TR,

De kettingregels voor hogere afgeleiden kunnen in elk afzonderlijk geval

=

worden afgeleid door toepassing van de gewone ketiingregel, als men maar

steeds beseft dat partiele afgeleiden van alle variabelen afhangen.
1) Als z = f(x,y) en x = x(t), ¥y = y(t), dan 2z = f[x(t),y(t)] en

dz _dz dx , %z 4y

at ~ 8x ' dt  ay " dt o

2 2 2 2 2 2 2
a’z 9z &x, 2lzdx 8z dyjdx 0z dy [z & 3 dy)dy

at?  ax  at®  ex® At ayex at dt oy dt°  oxdy dt  dy° dt dt

2) Als z = £(x,5)s x = x(u,v), y = y(u,v), dan z = £[x{u,v),y(u,v)] en

z 9z 3x , 3z By
—_— — ——— 4 —— .
du x du v du

Particgle differentiatie van deze formule en die voor %% levert drie

formules op, waarvan er één luidt

2 2 2 2 2 2 2
8z 9z08x 82 :_G_X+_a z 9y]3x 0z 3y +[6 z 8x 3z zéxjiy_.
gvou dx dvou dx dv  dydx Ov .Du By dvou 0xdy 0v 9y ©8v du

De hierna volgende voorbeelden 1 en 2 zijn aanloopjes toft de voorbeelden
% en 4, waarin de resultaten van paragraaf 8 en 9 gecombineerd worden.

Speciaal voorbeeld 3 is van belang voor de toepassingen.

622

Vb, 1 Zijz = f{x,y) met x =u+v, y =u -~ v. Gevraagd wordt 3von "
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0z 0z dz ) .
Opl. 3u - % + 3y Differentieer nu naar v, dan
2 2 2 2 2 2
9z =a§+az C(1) ¢ 2B .1+—a§.(-1)=——-—az--—az.
dvéu  0x dydx 9x0y dy 9x oy
a2z azz
Vb, 2 Zij z = f{x,y) met x =u + v, y = u - v. Gevraagd wordt — -
ax By

uit te drukken in z,u,v. Door voorbeeld 1 weten wij het antwoord
reeds.

Opl. Vul x en y in, dan staat er
2 = f[x(u5v)ay'(usv)] = ‘P(usv)

terwijl in het gegeven impliciet staat u = u{x,y) en v = v(x,y). In dit
voorbeeld is namelijk u = 2(x+y), v = H{x-y). Dus 2z = ¢(u,v) met

u=ulx,y) en v = v(x,y).

92 _ 32 du Bz dv _13z ,18z o 3z _ 13z 12z

x 8u " 0x dvdx 20w 208y VMEC Ay T o Fa T2 ov ¢
Nogmaals differentigéren geeft

2 2 2 2 2

3 3 1 3 3 1 3 1
8z lpge 1,82 1],2p2= 1,22 1
9x 2 ou 2 gvou 2 2 Judv 2 v 2

2 2 2 2 2

8 2% 1 37z 1 %~ 372 1 1 70" 2 1 0z 1
it e d i O e e e P R

By 2 du 2 0vdu 2 2 dwv 2 v 2

622
Aftrekken geeft het verwachte antwoord: Aoy
azz 2z
Vb, 3 Z2ij z = f(x,y), X =T oS ¢P,y =1 sin ¢. Gevraagd wordt — + Q-;-
ax oy
uit te drukken in z,r,0.

Opl. z = f[x(z,9), y(r,9)] = F(r,9)

terwijl impliciet gegeven zijn r = r(x,y) en ¢ = ¢(x,y). Dus
8z 9z dr , 8z _ 3z _8z3r  dz3de
9x ~ Or 8x dg9 dx 9y ~ 8r 3y B9 dy
We bepalen nu eerst 8z % Sr Do door impliciet 4iff tig it

P St 3% 2 3 ! 3y ! oy D erentieren ui

X=Tcos@ eny =71 5in ¢:




_dr '
1 = 5x 05 @ r sin ¢ Ho
Sz _ cos @, S¢ _ _ sin
ox ax T
0= ox sin ¢ + r cos @ S
ox X
ar B
0 = By cos @ r sin @ dy
or _ sin g, Se _gosg .
3 3y dy T
1 = == gin ¢ + T cos @ Lo
oy oy
Vul dit in, dan volgen
3z 3z 8z sin g 3z 9z _. 02 ¢o0s8 @
— o - — = + — .
dx T 08¢ dp T ef gy Or sin ¢ oo r
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Differentieer nu nogmaals naar x (resp. naar y) en tel op, dan krijgt men

tenslotte

2 2

2z , 3%z _ 8%z , 13z, 3z
2

= R i
3x 8y2 6r2 T or r° 8@2

de operator van Laplace in poolcodrdinaten, toegepast op z.

Vb, 4 Zij z = f(x,y) en x = we o+ v2, y = u + v. Gevraagd wordt om

2
a—f +22 5) 2 u,v uit te drukken.
ax

ax

(2x - ¥%)

Opl., = = plu,v) = m[u(x,y),v(x,y)]. Wij zoeken eerst, teneinde

3z 8z Ju , 8z v

x _ du " 9x @ ov ox

du oV

te kurnmen uitrekenen, =— en . , die volgen uit

0x dx

3
x=u2+v2,dus 1=2u%+2v—v
x 9x
8u  dv _ 1

au  av dx  9dx ~ 2(u-v

y=u+v ,dus 0= 3% + A%
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Partiéle differentiatie naar x levert

2 5 0 , \
) )
o(u-v) =2 + 22 o [—1— 41 ]=azﬁ_u+_?_z_ﬁ_az_@3_az_
Bx 0x 2(u-v) 2(u-v) du Odx  Oudv Ox  Odudv dx Ov
2 2 2 2
29
4(u-v) _%+4§_z_=a_§_2az +—az
0x 8x  Bu dudv v
2 2 2 2
(x -y 22422 18z ,08z2 02)
0x 9x 4 O0du dudv  Ov
Opnerking

Generalisatie van voorbeeld % in de ruimte, namelijk voor bolcodrdinaten.

Neem als cobrdinaten van het punt P. = {x,y,z):

p = afstand OF,

0 = hoek tussen OP en positieve z-as,

® = hoek tussen 0Q en positieve x-as, waarin § de projectie van P op het
(x,y)~vlak is.

Dan geldt:

X =p sin 6 cos @

y=¢ sin 6 gin g

Z =p cos B .

Voor de lLaplace-operator berekent men:

2 2 2 2

2 2
0w Ow ¥ w _ o w 13w 1 8w 23w  cotd 3w .
2 2 2 2 .2 2

0x°  8y°  oz°  3p°  po° 88°  posin®e 39S  p dp  p° @@

v
0x
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HOOFDSTUX IV MEETKUNDE EN ALGEBRA

§ 1. Vectoren in ruimte en wvlak

A. Zij O een vast punt, genaamd de oorsprong. Een vector g is de pijl van O
naar een punt A.
Twee vectoren a en b kunnen worden opgeteld: a + b. Ben vector g kan met
een reéel getal A (een scalar) worden vermenigvuldigd: Aa.

De volgende eigenschappen gelden:

|

Optelling: 1) a + b = b + a.

2) a+b)+c=2a+(2+cg)

3) Br is één x zodat a + x = 2. Noem deze QO (pijl van O naar 0).

4) Bij iedere a2 is er één x zodat a + x = 0. Noem deze - &

(tegengestelde van §)-

Opmerking: Bij iedere a en b is er één x zodat a + x = b, namelijk

x=5x+ {- g). Noem deze b - & (het verschil van b en g).

Scalaire vermenisvuldiging:

1) (Ap)a = Alpa)

2)1 . a

a

3) (A +u)a = Aa + ua

4) ra + 1)

Aa + Ab .

B. Wij gebruiken de vectoren om meetkundige figuren en hun eigenschappen te
beschrijven.

—

1) Een punt A wordt aangegeven door het uiteinde van de vector g = 04,

2) Een rechte £ door 0. Zij v een vector langs £. Dan is de rechte £ de

verzamneling van de eindpunten der vectoren
..}E:}\E! -0 < A Lo,

%) Ben rechte £ niet door 0. Zij v een vector evenwijdig aan £ en zij a

een vector met eindpunt op £. Dan is de rechte £ de verzameling van

de eindpunten der vectoren




?‘
%: De vector v heet een richiingsvector van de rechte, de vector a heet
Ilf]

een steunvector van de rechte.

A) Een vlsk V door ¢. Laat v en w (niet langs één rechte) vectoren in het

vlak zijn. Dan is het vlak V de verzameling van de eindpunten der vec-

toren

X=A +t W, -0 A<, —x< |y <o,

5) Een vlak V niet door 0. Laat v en w (niet langs één rechte) vectoren
evenwijdig aan V zijn en 2ij a een vector met eindpunt in V. Dan is V

de verzameling van de eindpunten der vectoren
XxX=a+tAv +uw, - < ) <o, -o<y <o,

¥ en w heten richtingsvectoren en a een steunvector van het vlak.

§ 2. CoSrdinaten

A, Het vlak, R2

Neem in het platte vlak door de corsprong twee onderling loodrechte assen,
de x-as en de y-as. Elk van deze assen maken we dcor de keuze van een
schaal tot een getallenrechte met de oorsprong als getal O: elk punt van

de rechte correspondeert met ecen regel getal en omgekeerd. Bij een vector a

behoren nu twee componenten a, en & de getallen die corresponderen met

2’
de projecties van het eindpunt van a op de x-as, resp. de y-as. Zo cor-
respondeert met ledere vector g een getallenpaar (a1,az) en omgekeerd met
ieder getzllenpaar een vector. De verzameling der getallenparen noemen

we Rz' Op grond van deze correspondentie schrijven we eenvoudig

a1
a = (a1,aé) of a = (a ).

2

Vectoren langs de x-as: (p,0), langs de y-as: (0,q).
Als a8 = (a1,a2) en b = (b1,b2) dan is

a+hb= (a1 + b1, a,2 + b2) en g = (ha1, Aag) .

_Men ncemt de getallen a1 en a2 ook de codrdinaten van het punt 4, dat door
de vector g wordt aangegeven. Men bedenke hierbij, dat de betrekking tus-
sen een punt A en zijn codrdinaten (a1,a2) afhangt van de keuze van de

x-as en de y-as en van de schaal op deze assen. Voorlopig denken we ons
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hiervoor een vaste keuze gedaan en maken we geen verschil tussen R2 en
het platte vlak. De rechte x = g2 + AV wordt met codrdinaten geschreven

als

(1) (X1’X2) = (a1 ,32) T A'(V13V2>

G = G o)

2 2 2

of

Dit zijn twee vergelijkingen. Eliminatie wvan A geeft

(2) PX, tgx, tr-= O of px+qy+r =20.
(1) heet een parametervoorstelling, (2) een vergelijking van de rechte.

Voorbeeld (1) Rechte x = (1,2) + A(3,1).

Het punt (10,5) ligt erop, want

10y (1 3 _
(5 ) = <2> + k<1> voor A 3.

Het punt (-2,-1) ligt er niet op, want voor elke A is
(~2,-1} # (1,2) + A(3,1) .

Het snijpunt met de x-as is te vinden uit

@) - ()0

immers uit de vergelijkingen volgt A = -2, p = -5, dus het gnijpunt met
de x-as is (-5,0). Op analoge wijze vindt men dat (0, 5/3) het snijpunt

met de y-as is.
De vergelijking van de rechte volgt na eliminatie van A uit

x =1 + 3\

We vinden x - 3y + 5 =.O.

h'g 2+ A ).

Voorbeeld (2) Een rechte is gegeven door de vergelijking 2x + y - 3 = Q.

Gevraagd wordt een parametervoorstelling.
Stel x

Ay dan is y = -2h + 3. Dus een parametervoorstelling is

- (9 ? ACE) ’

I
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Voorbeeld (3) Dezelfde vraag bij 2x + 3y - 7 = 0. Stel nu x = 3A, dan

y = =2% + 7/3, dus x = (0, 7/3) + A(3,-2).

De ruimte, R3

Neem in de ruimte door de oorsprong drie onderling loodrechte assen, de
x-as, de y-as en de z-as. Elk van deze assen wordt door een schagl tot
een getallenrechte met de ocorsprong als getal O gemsaki en wel zo dat ge *‘A
positieve x-as, y-as en z-as georiénteerd zijﬁ‘gls resp. duim, wijsvinger

en middelvinger van een rechterhand (rechts codrdinatenstelsel ).

Een vector a heeft nu drie componenten (a ,a2,a3), de getallen die bij de

1

"projecties van het eindpunt op x-as, y-as en z-as behoren.

In het bijzonder is g = (0,0,0); (p,0,0) is een vector langs de x-asj
(p,0,r) ig een vector in het (x,2)-vlak.

Als g = (a1,a2,a3) en b = (b1,b2,b3), dan is
at+b-= (a1 + b1,a2 + bz,a3 + b3) en ia = (Ka1,Ka2,Aa3) .

2,&3) codrdinaten van het punt-A dat bij de vec-

tor a behoort. We maken geen verschil tussen 33 en de ruimte, hetgeen ock

Ook hier noemt men (a1,a

hier de keuze van een vast assenstelsel inhoudt.

Een rechte, resp. een vlak, heeft parametervoorstelling

X (31,a2,a3) + h(vT,vz,VB), resp.

X (31 53253-3) + A(v’i vvzava) + U(W1 9W2yW3) .

Een vlak wordt ock voorgesteld door een vergelijking
PX, +ax, + X, = 8 of px +aqy + rz =8 ,

]

die verkregen wordt door uit de 3 vergelijkingen van de parametervoorstel-
ling A en pu te elimineren. Een rechte kan niet door één vergelijking wor-

den wvoorgesteld.

Voorbeeld 1 Beschouw de rechte x = (1,1,1) + A{0,1,2).
Het punt (1,5,5) ligt op deze rechte, omdat (1,3,5) voldoet aan

X 1 0 '
yl=l 1t 1+ H1 voor A = 2 .
2 1 2

Het snijpunt van de rechte met het (x,y)-vlak volgt uit

O=z=1+2\, A = -%
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en is dus het punt (1, %, Q).

Eet snijpunt mel het (y,z)-vlak zou moeten volgen uit 0 = x = 1 + A0, dus
bestaat niet; inderdaad blijkt uit beschouwing van de richtingsvector
(0,1,2) dat de rechte evenwijdig is met het (y,z)-viak.

De rechte door (7,0,3), die evenwijdig is met de gegeven rechte, heeft

parametervoorstelling

x = (7,0,3) + ale,1,2) .

Voorbeeld 2 Beschouw het vlak x = {1,2,3) + A{0,1,1) + u(1,0,-2),uitge-

schreven
x =1 +
=2 + A
z =3+ A - 2p
Voor net snijpunt met de y-as moet x = O en z =0, dus p = -1 en A = -5,

Dit snijpunt is dus (C,-3,0).
De vergelijking van het vlak wordt verkregen door A en.p te elimineren
e2x -~y +tz =3 .

Voor elk punt van de snijlijn met het (x,y)—vlak meoet z = 0, dus de ver-
gelijking van deze snijlijn, beschouwd als rechte in het (x,y)-vlak,
luidt 2x - ¥y = 3. In de ruimte steli deze vergelijking voor het.vlak door

de snijlijn en evenwijdig aan de z-as.

Voorbeeld 3 Het snijpunt van de rechte uit vocrbeeld 71 met het vlak uit
voorbeeld 2 verkrijgt men door x = (1,1,1) + A(0,1,2) in te vullen in de

vergelijking van het vlak, 2x -y + 2 = 3. Dan
2.1 - (1 +2) + (1 +2) =3,
dus A = 1 en het gevraagde snijpunt is (1,2,3).
Voorbeeld 4 Een vlak heeft vergelijking 2x - 4y + 3z = 12.

Gevraagd wordt een parametervoorstelling van het vlak. Stel y = A en
z =2, dan is x = 2» - % + 6, dus x = (6,0,0) + A(2,1,0) + p(-3,0,2)

voldoet.

Voorbeeld 5 Gegeven zijn twee vlakken,

x+y=1 en 2x -y +tz=53.
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Gevraagd wordt een parametervcorstelling van de oni jlijn.

Stel x = A, dan y = =A + 1 en z = -3\ + 4, dus

¢

x = (0,1,4) + A(1,-1,-3) voldoet.

Cartesische ruimten Rn , (naar Cartesius = Descartes 1596-1650).

Een rijtje (a1,a2,...,an) van n reéle getallen duiden wij kortweg aan
door a.

De Cartesische ruimte Rn ig de verzameling van alle rijtjes, waarbi] de
som van twee rijtjes en het product van een rijtje met een getal wordt

gedefinieerd als volgt:

a+hb = (a1 + b1,a2 + b2,...,an + bn) en Ag = (Ka1,ka2,...,Aan) .

Het is eenvoudig in te zien, dat voor deze som en scalaire vermenigvuldi-

ging de eigenschappen van § 1. gelden.
R1 ig de getallenrechte, R2 het gewone vlak, R3 de gewone ruimte.

Naar analogie met deze cartesische ruimten van dimensie 71,2,3 kunnen wij

cok in Rn’ n> 3%, een meetkundige terminolcogie invoeren.
Wij doen dit voor n = 4: (0,0,0,0) heet de ocorsprong C.

Alle (a1,0,0,0) vormen de x-asj alle (O,az,0,0) de y-as;
alle (o,o,aB,o) de z-as; alle (0,0,0,34) de t-as.
Alle (a1,a2,0,0) vormen het (x,y)—vlak. Hiervoor is dus z =t = 0.

Alle (a},az,O,a4) vormen de (X,y,t)-ruimte, waarvoor dus z = 0.

De verzameling x = (al,az,a ,34) + A(v&,v ,v3,v4), met A variabel, heet

3 2 .
een rechte. De verzameling x = a + Av + pw, met A en p variabel, heet een
vligk. De verzameling x = a + Av + uw + vu, met A,p,v variabel, heet een

ruimte. Als wij uit de laatste (vier!) vergelijkingen de A,u,v elimineren,

dan krijgen wij de vergelijking van de ruimte:

ax + by + cz + dt = e .

Voorbeeld Gevrasgd wordt het snijpunt van de rechte door a = (1,2,5,4)
enb = (0,-1,2,2) met de {(x,y,z)-ruimte (de ,grondruimte").
Oplessing: Een richtingsvector van de rechte is z - b, dus ecen parameter-

voorstelling is

X = (192s534) + K(13331,2) .
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g‘ Snijden met t = O levert 4 + 2A =0, dus A = -2, dug het gevraagds snij-
g,. punt is (-1,-4,1,0).
e

=

Opmerkinz De genoemde rechte snijdt dus noch het (x,y)-vlak, noch het
(x,z)-vlak, noch het (y,z)-vlak. In R4 zijn een rechte en een vlak in
het algemeen kruisend, twee vlakken in R4 snijden elkaar in het algemeen

. -,
in één punt.

§ 3. Afhankeliijkheid

A. Een vector ¥ heet een lineaire combinatie van de vectoren g,b,c,d, als

v=o0a + 3b+ yc+ dd .

Voorbeelden

(4,5) is lin.comb. wvan (1,1) en (2,3)

(0,5) is lin.comb. van (1,2) en {(4,%)

(0,1,2) is lin.comb, van (1,2,5) ern (1,1,1)
(5,6,7,0) is lin.comb. van {1,2,3,4) en {(1,1,1,-1)
(1,2) is lin.comb. van {3,6).

Drie vectoren a,b,c, zijn afhankelijk, als Ag + ub + vg = 0 voor zekere

(7\’“5\’) % (010’0)'

Drie vectoren a,b,¢, zijn onafhankelijk, als zi]j niet afhankelijk zijn,
dus als

ha tub tvg=0=A =4 =v =0.

Twee vectoren g,b, zijn afhankelijk, als Aa + pb =0 vbor zekere
(x,n) # (0,0), en onafhankelijk als zij niet afharnkelijk zijn.

% (1,2,3), (1,1,1), (0,1,2) zijn afhankelijk,
;4o '
:. (1,2), (4,8) zijn afhankelijk,
/ (1,2), (4,8), (6,1) zijn afhankelijk,
&

(1,0,0), (6,7,0), (1,2,3) zijn onafhankelijk,
(3,2), (1,1) zijn onafhankelijk.

Boax

§ B. De betekenis der zojuist ingevoerde begrippen voor de meetkunde blijkt

uit de volgende opmerkingen:
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1) Twee rechten zijn evenwijdig of samenvallend, als hun richtingsvectoren
afhankelijk =zijn.

2) Ben vlak door O bestaat uit alle vectoren, die een lineaire combinatie
zijn van twee onafhankelijke vectoren.

3) De rechte X = a + AU is evenwijdig met of ligt in het vlak x = b + pv + W,
als u een lin.comb. is van ¥ en w.

4) De eindpunten der vectoren a,b,c liggen op een rechte ale b -aenc - a
afhankelijk zijn.

5) De eindpunten der vectoren a,b,c,d liggen in een vlak, als b - a, ¢ - &,

4 - a afhankelijk zijn.

. Stelling a,b,¢ zijn onafhankelijk dan en slechts dan als a + b, b, ¢
onafhankelijk zijn.

Deze stelling bevat twee beweringeﬁ nl.

1) Gegeven: a,b,c onafhankelijk. Te bewijzen: a + b, b, ¢ onafhankelijk.

Bewijs: Stel ala + b) + ub + ve =
dan Aa + (A *+ p)b + vg =

o 1o

Uit het gegeven volgt dan A = 0, A + 14 =0, v =0, dus A =y =v = 0.

2) Gegeven: g + b, b, ¢ onafhankelijk. Te bewijzen: asb,c, cnafhankelijk.

0

—

Ab +ve = Q.

Bewijs: OStel Az + pb + ve
dan Alg + b) + {u

Iy

Uit het gegeven: A = - A v =0,dus A =y =v=20.

Steliing a,b,c zijn onafhankelijk dan en slechts dan &ls ag,b,c onafhan-
kelijk zijn (a £ 0)-

Door herhaalde itoepassing van beide steilingen kan het onderzoek naar de
afhankelijkheid van een stelsel vectoren herleid worder tot het onderzoek
van een ander, eenvoudiger stelsel.

Het systematisch uitvoeren van dit procédé heet ,vegen".

Voorbeeld 1 Zijn a = (-1,1,1); b = (1,2,3); ¢ = (5,1,3) afhankelijk?
Schrijf de vectoren onder elkaar en veeg de tweede kolom schoon:

(-1,1,1) (=1,1,1)

a= a =
b= (1,2,3) b - 2a = (3,0,1) ,
e =(5,1,3) ¢ - a=(6,0,2) . :
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Fu blijkt.c - a = 2(b - 2a), dus 38 - 2b + ¢ = Q.

De vectoren zijn afhankelijk.

Voorbeeld 2 Zijn a = (1,2,3), b = (2,7,0), ¢ = (1,2,-1) afhankelijk?

a = (1,2,3) a + 3¢ = (4,8,0) a + 3¢ - 2 = (0,-6,0)
.h= (2,790) b= (25730) b = (2,7,0)
L= (132s‘71) : L= (1925"1) c = (7a29“1) .

De laatstgencemde drie vectoren (en dus de gegeven drie) zijn onafhanke-

lijk, want stel

0 0 1 o
“xl-6] + T+ vi2)1=\0 dan v =0, p =0, A = 0.
G O -1 Q

EEQEQEElQ_i Bewijs dat a = (7,8,0,0), b= (1i2s413)} L= (1"2"4s'3):
4 = (0,0,4,3) afhankelijk zijn.

a = (7,8,0,0) a = (7,8,0,0) a+ 4c +4d = (11,0,0,0)
b = (1,2,4,3) b-4=101,20,0) b+ ¢=(2,0,0,0)
e = (1,-2,-4,=3) c+4d=(1,-2,0,0) ¢+ d=(1,-2,0,0)
4 = (0,0,4,3) d = (0,0,4,3) 4 = (0,0,4,3)
Wu blijkt 2(g + 4e + 4d) = 11(k + ¢) dus 2a - 1p - 3¢ + 8d = O.

§ 4. Vectorruimten

&, Definitie

Een vectorruimte ¥V is een verzameling van dingen {genaamd vectoren), die
kunnen worden opgeteld, en die kunnen worden vermenigvuldigd met een getal,
in die zin dat als a, b€ V, dan & + b, Aa € V (A getal) en wel zo dat aan

de volgende rekenregels is voldaant

1) a+h =b+ga 4y (wa = Aalpa)

2) (a+2)+c=a+(bte) 5) (A +pu)a = Aa + ua

3) Bij iedere‘g en b is er één x 6) Ala + D) =Aa + Ab
‘zodat & + X =D 7) 1.z =2

Vb. 1 Rn is een wvectorruimte.

- Vb. 2 Een verzameling van vectoren met eindpunt in een vlak niet door O

is geen vectorruimte, want als g en b hun eindpunt in het vlak
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hebben, dan heeft g + b dat niet.

Vb, 3 Alle continue functies op 0 = t < 1 vormen een vectorruimte, want
als £ en g continu zijn, dan is £ + g en cok Af continu en de re-

kenregels zijn vervuld.

Vb, 4 Alle veeltermen van de graad = 7 in één variabele,dus alle
2

7 6 5 4 3
ax + bx + ex + dx + ex + fx + gx + h.

T

Alle lineaire vormen in 5 variabelen {(vorm = homogene veelterm},

TR
F

dus 2x1 + 3x2 -x_ + 7x4 - X, en dergeli jke.

3

W il

B. Definities

[N l-on

A.a . .

1) x is lineaire combinatie van a By

R - T als x =
i=1

2) E1=22’°-'xEH1Zijn afhankelijk, als er getallen 61""’Bm~1’Bm’ niet

alle 0, bestaan zodat

& h1 + szz + ...+ BDb =0.

1 mn =

3) 21’22""’21n2ijn onafhankelijk, als zi) niet afhankelijk zijn.

4) De dimengie van V = dim V = het maximale mantal vectoren van V, dat on-

afhankelijk is; als zo'n maximaal aantal niet besiaat, zeggen we dat

de dimensie van V oneindig is.

5) Ben basis van V is een stel onafhankelijke vectoren, waarvan iedere

vector uit V een lineaire combinatie is.

¥b. 1 dim R2 = 2, want elk drietal vectoren in het vlak is afhankelijk.

Ieder tweetal onafhankelijke vectoren vormt een basis van RQ.

Vb, 2 dim R3 = 3, want elk viertal vectoren in de ruimte is afhankelijk.

Ieder drietal onafhankelijke vectoren veormt een basis van Rs'

Vb. 3 De dimensie van de in bovenstaand Vb. 3 gegeven vectorruimte is

oneindig.

: Wij beperken ons verder tot vectorruimten met eindige dimensie.
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C. CoBrdinaten

Zij dim V = n en zi] £,18,00 00,8 eeN onafhankelijk stelsel. Als x een

willekeurige vector van V is, dan zijn de n + 1 vectoren - SY-BF "e‘n
afhankelijk, dus
Ax + @ e + ... +a 8 =0, niet alle cogff. = 0.
= 1-=1 n-n -
. o,
i ‘? - = = = LI I L]
Nu is A ;é 0 (waarom?). Noem Iy X dan x X8, + + X, &,

Elke vector is dus als linealre combinatie van LI te schrijven, en

wel op €én manier, want als ook

x=y.e 1+ cee T Y B dan is

9

(x, -5 e, + oo+ (x =7 )e,

en uit de onafhankelijkheid van AR ,_gnvolgt X =Y

De vectoren &9+ 18, VOTHED dus een basis van V.

Conclusie 1 Als ARRE 2 een basis van V is, dan is elke vector x van V
op één en slechts één manier te schrijven als lineaire combi-

natie van zo'n hasis:
X =x¢e *+ ... +xe .
- mrm—n

De getallen (x1 yaese ,xn) heten de cobrdinaten of de componenten

van x t.o.v. deze basis.

Conclusie 2 In een vectorruimte van dimensie n vormt ieder stelsel van n

onafhankelijke vectoren een basis (en zo'n stelsel bestaat).

Vb. 1 In R, is een basis: e = (1,0,0)5 &, = (0,1,0)5 e, = (0,0,1).

(Blke vector is te schrijven als

= + + = + + .
X =Xx8 X8, X.e, ofwel x = xe ye, ze )

1 1 =3

Vb, 2 In R2 is een basis: _g1 = (1,0); e, = (O,‘I).

Vb. 3 De veeltermen met graad < 3, alle
2 3
&, + a1x + azx + a,x

. . 2 3
vormen een vectorruimte met basis 1, x, x , X .
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Vb. 4 De lineaire vormen in 4 variabelen, alle ax + by + cz + &t, vormen

een vectorruimte met basis x, y, z, t.

We hebben al gezien: in een ruimte van dimensie n vormen n onafhankelijke

vectoren steeds een basis. Omgekeerd geldt:

Stelling Als in een vectorruimte V een basis van p elementen bestaat,

I

dan is dim V = p.

"

H

Eff* Bewijs Stel i1 gone ,_f_P ls een basisj P RN onafhankelijk en n > p.
5

ﬁi : Elke vector is lineaire combinatie van £1 pueey ip’ dus ook

e =af + ... +o_°T .
=1 171 P=p

i
e
3

iy

Eén der a, ;é 0, b.v. a, 74 0, dus volgt na deling door @,

£, =fe

+ T oaa. T
11 B222 Ppd

=D

& en daar _i:1 ,...,gp bagis is, is elke vector lineaire combinatie van

e , I ,...,_f_p y, dus c.a.

B i e

=Y.e +Ya_f_2+...+7pip.

Bén der Yz""’Yp ;é 0, b.v. T, ;4 0, dus volgt

= + & + + uua .
—Ea E)131 232 E’33?-:-1 * Bpip

Tus elke vector is lineaire combinatie van

215 £, .f.3,---’..i.‘p .
Zo voortgaasnde zien wij tenslotte dat elke vector lineaire combinatie is
van

£, &, 239'--59.13 .

Omdat n > p, vinden we, dat e lineaire combinatie is van g 4+v., e _,in

pH 1 =p’
strijd met de onafhankelijkheid wvan 2 erer &y Een stel onafhankelijke
vectoren kan dus ten hoogste ult p stuks bestaan; er is een onafhankelijk stel-

sel , dat uit p stuks bestaat, nl. 21 ""’ip' Dus dim V = p.
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Gevolg Elke basis van een vectorruimte van dimensie n bevat n vectoren.

Hieruit volgt, dat dim R = n op grond van de basis

e, = (1,0,...,0)
£, = (0’1!'~-!O)
£n=(oro5-":1) .

Verder is in bovenstaasnde voorbeelden 3 en 4 de dimensie 4.

D. Deelruimten

Def. Een verzameling W van vectoren van een vectorruimte V heet een
deelruimte van V als

it x e Weny € Wvolgt x +y € W en

uit x € W en o een getal volgt ax € W.

Dit betekent, dat W ook een vectorruimte is t.0.v. de optelling en de
vermenigvuldiging met een scalar van V (de rekenregels zijn automatisch

vervuld).

Een deelruimte kan men bijv. als volgt verkrijgen:
Neem vectoren g ,«.+,z, in V (eventueel afhankelijk). Laat D bestaan uit
alle x = A1g1 + ..t krér met willekeurige h1 seeahs dus uit glle

lineaire combinaties van a TERRE- Dan is D een deelruimte van V:
1

_Jg=)\1§._1 LARERI I S - ;+1= (;\1 +H1)_a_1 Foeas +A(;\r+pr)§r
=
r=pa *eetpa |oax=laada el e,

Het is duidelijk, dat D de kleinste deelruimte van V is, die de vectoren
§,_1 TEERY - bevat. Men zegt, dat D opgespannen wordt door _a_1 EREEY-

Als Bseres B onafhankelijk ziJjn, vormen ze een basis van D en is dim D = r,

Vb, 1 In R3 is de verzameling x = Au (_1_1_ vaste vector 74 _Q) een deelruimte
van dimensie 1 en de verzameling x = Av + uw (v en w vaste, onaf-

hankeli jke vectoren) een deelruimte van dimensie 2.

Vb. 2 Een rechte in Rs’ x =a + A¥, die niet door O gaat, vormt geen deel-

ruimte van R3 .
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Vb. 3 a = (532’3’5)3 :Q = (2,'1 9437); L = (5v8a1515)§ 4= (6,11,0,-1)

liggen in een deelruimie wvan R4 met dimensie 2.

Bewije

a = (3,2,3,5) a - 3¢ = (-12,-22,0,2)

b =(2,-1,4,7) b - 4c = {-18,-33,0,3)

-_Q= (59831!1) c = (5,891!1)

Q=(6,11,O,-1) Q‘-‘ (6s11909'1)

Blijkbaar is g - 3¢ = -2d en b - 4¢c = -3d. De vectoren c en d vormen een

basis van een deelruimte, waarin

a=3c-2d,0b=4c - 3d liggen.

Dus & en b liggen in het vlak, dat .door ¢ en d wordt opgespannen.

Definitie Twee stelsels vectoren heten eguivalent, als zij dezelfde deel-

ruimte opspannen.

In vb. 3 is het stelsel {a,b,c,d} equivalent met het stelsel f{a - 3c,b - 4c,g,df
e en ook equivalent met het stelsel {g,g}.

Wij sohrijven {a,b,c,d} ~ {a-3¢,b-4c,.c,a} ~{c.d.

Stelling| Twee stelsels vectoren, die door vegen uit elkaar zijn ontstaan,

zijn equivalent.

Bewijs Dit volgt direct uit a = (a+b) + (-1)b en & =

2|

(ca) -

Stelling| Als D opgespannen is door a5, ..,g_r,dan is
dim D = maximale aantal lineagir onafhankelijke onder de

vectoren EAPRRERY- S

'Bewijs Stel dit maximale asntal = k. Door de nummering zo nodig te ver-

e

anderen kunnen we bereiken, dat _@1 ooy B

onafhankelijk zijn. &ls j > k,
dan 2ijn & s.+es2, &;afhankelijk dus -' "
7 ! ! ’ 'R + = .aa

- . A-,Q'..] + + A-ké'.k “g‘.’] 9_ met A1 ] ’Ak,
Nu zou p = 0 leiden tot afhankelijkheid van _a_L1 seeen By dus p 74 0, dus éj

p niet alle = 0.

is een lineaire combinatie van CNEREEEY -1 voor J = k+1,...,T, dus

k
& yee+y 8, SPannen D op en zijn onafhankelijk, dus dim D = k.

1
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§ 5y, Lineaire wvormen

Alle lineaire vormen in n variabelen, zoals

L=zax + ..o +3x enM=2Dbx + ... +bx
11 nn 1 1 nn

I

vormen een vectorruimte want L + M (a1 + b1)x1 + ..., + (an + bn)xn en
AL = ha1x1 + oo + Aanxn zijn weer lineaire vormen en de rekenregels gelden.

Wij kunnen de theorie der vectorruimten, zocals afhankelijkheid, dus toepascen.

Vb. 1 = qx+ Ay - =
» = x + Hy + 2z zijn afhankelijk, daar L1 = Ib + L3.
= 2x - ¥y - 3z

De geldigheid van de volgende stelling stelt ons in staat tot het vegen:

Stelli L,, L, L onafhankelijke L + L_, L ,L onafhankelijk,
——”_ng 1 2 3 1 2 27 3

<ol , L, L onafhankelijk. (a £ 0)

Vb, 1 De volgende twee stelsels lineaire vormen zijn bf.beide afhankeli jk,

Of beide onafhankelijk. We zien gemakkelijk dat het tweede stelsel
afhankelijk is, dus het eerste stelsel is ook afhankelijk.

L1 = - x+ y+ z L1 = - xty+ z
2 = x + 2y + 3z en L2 - 2L1 = 3x + gz

= + + - L = + .
; 5x y t 3z L 1 bx 2z

Wij zoeken nog een zo eenvoudig mogelijk stelsel lineaire vormen, dad
met L1, Ib’ L3 equivalent is. Daartoe noteren wij slechts de cogf{-

cignten der lineaire vormen:

(‘1,151) ("1’1,1) ’ ("1s1s7) ('4;1,0)
(1,2,3) equiv. (3,0,1) equiv. (5,0,1) equiv. (3,0,1)
(5,1,3) (6,0,2)

Orns resultaat is dus het stelsel - 4x + ¥y

BX + 7.

Opm. KEen andere formulering van de vraag ist zoek een eenvoudige basis van

de deelruimte, opgespannen door L1, L2, L3.
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Vb, 2 Geef een eenvoudig stelsel vormen dat equivalent is met

L1 = x + 2y + 3z, L2 = 2x + Ty, L3 =Xt 2y - z.

(1!293) (4a8&0) (09‘-'650) (0,1,0) (05130)
(2,7,0) ~ (2,7,0) ~ (2,7,0) ~ (2,0,0) ~ (1,0,0)
(1,2,-1) (1,2,-1) (1,2,-1) {(1,0,-1) (0,0,1) .

Dus het antwoord is: M1 =y, M2 = x, M3 = a.

Vb, %3 Tdem bij 2x  + x2 + 3x3 + x4
- 1

X + 22X - X
1 2 3
2x - 4x + Gx + 2x .
1 2 3 4
(241,3,1) (2,1,3,1) (5,7,0,1) (0,7,0,1)
(1,2,-1,0) ~ (1,2,-1,0) ~ {(1,2,-1,0) ~ (0,2,-1,0)
(2,-4,9,2) (-2,-6,3,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0) .
Dus het antwoord is: 7x + x

2 4
- 2% + X
2 3

§ 6. Homogene vergeliikingen

Beschouw k lineaire vergelijkingen met n onbekenden

‘a X +ta X t ... tT8a x =0
1171 1272 mm'n

(1) a +a X + ... ta x =0
217 822% ' en'n

a ¥ +a x + ... *a =0

k1™ ka2 knxn

Wij merken het volgende opt

1) De linkerleden zijn elementen van de vectorruimte der lineaire vormen in
n variabelen. Wij zullen de linkerleden aanduiden door rijtjes

a a ) en no n: de rijvectoren
( g1 '8t Sn) eme i v

2) De oplossingen (X1""’Xn) zijn vectoren van de vectorruimte Rn. De oplos-

singen vormen een deelruimte van Rn’ want als (u1,...,uh) en (v ,...,vn) op-

lossingen zijn, dan zijn ook (u1 + Ve ¥ vn) en (Au1,...,hun) oplosg

gen. De deelruimte gevormd door de oplossingen heet de oplossingsruimte.

.

irn-
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%) De linkerleden zijn elementen L1 L wvan de ruimte der lineaire vormen

LR

in n veranderlijken. Als {L],...,Lk} equivalent is met §W1,...,M£}, dan

noemen we de bijbehorende sielsels vergelijkingen ook equivalent. Het is

makkelijk in te zien dat equivalente stelsels vergelijkingen dezelfde op-

lossingsruimte hebben. We vinden de oplossingsruimte door het stelsel te

vervangen door een eenvoudiger equivalent stelsel, waarvan de oplossingen

gemakkelijk kunnen worden aangegeven.

Vb, 1

Vb, 2

Vb, 4

- x+ y+ z=20 is volgens § 5., vb, 1 equivalent met
x+ 2y + 32 =0 - 4dx +y =0
hx + y+jz= 3% + z =0

Stel x = A, dan is y = 4X en z = ~-3A. De oplossingsruimte is dus

x = 7\(1 s4s"3)-

is volgens § 5., Vb, 2 equivalent met

I
o

X + 2y + 3z
2x + Ty

x+ 2y - z2 =20

I
Q

y = 0; x=0; z = 0.

De oplossingsruimte is dus x = (0,0,0).

2x1 + X, + 3x3 + x, = 0 is volgens § 5., vb. 3 equivalent met
x, + 2x2 - Xy =0 7x2 + x, = 0
— = — + =
2X1 4x2 + 9X3 + 2x4 2x2 x, o]
x =0
1

Stel X, = Ay dan is X, = 0, X, = 20, X, = =T\
De oplossingsruimte is dus x = A(O,T,Z,-Y).

2x1 + X, + 5x3 + X, = 0

x, + 2x2 - X = 0

X, - 4x2 + 93(.3 + 2x4 =0

(2,1:3,1) (2,1,3,1) (2,1,3,1) (0,-3,5,1)

(152a‘110) ~ (1!2!_170) ~ (152"130) ~ (1,23'1’0)
(1,"459,2) (-5,-6,5,0)

n

Dus het stelsel is equivalent met - 3x2 + 5x3 + x4 O
X +2x - X =0

1 2 3

Stel X, = Aen x. =p, dan X, = I - 5u, X, = ~Z2h o,

3
dus de oplossingsruimte is x = A(-2,1,0,3) + u(1,0,1,-5).
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Sielling Voor k homogene lineaire vergelijkingen met n onbekenden geldt:
dim. (ruimte opgespannen door rijvectoren) + dim.

oplossingsruimte = n.

Bewijs Door vegen (en, indien nodig, omnummeren van de x-en en weglaten van
vergelijkingen van de vorm Ox1 + e, + Oxn = 0) is (1) te herleiden tot een

stelsel van de vorm

X + O, x. + .. v A& x =
1 . J+r g+ nn
+ P, X, + ... + X =
Xz J+roj+t Bn n
LI I N B I B B I A I R R R N )
X, *d.,.%x.  +..+0x =0
J 63+1 J+ nn

. Daar wij n-] der x-en willekeurig kunnen aannemen, heeft de oplossingsruimte

dimengie n~-j. De deelryuimte opgespannen door de rijvectoren heeft dimensie j.

Voorbeeld (Dimensieanalyse)

Bij een probleem spelen de volgende fysische grootheden een rol:
de snelheid v, de lengte £, de kracht k, de dichtheid p, de

viscositeit u.

Bewijs dat de cogfficiént van Newton N = pvggz en het getal van
vdp . .
Reynolds R = M een compleet stel van dimensieloze grootheden

vormen.

Bewijs De in het probleem optredende grootheden hebben t.o.v. de massa M,
de lengte L, de tijd T de dimensies (in fysische zin), die in het volgende

schema zijn vermeld:
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X, X, X_ X, X
De grootheid v £ "k "p p = is een dimensieloze grootheid, als

¥ + x +x_ =20
3 4 5

Il

X +x + ¥_ - 3% ~-X
1 2 3 3 4 5
- X - Px -

1 3 x5

I

Dit homogene stelsel heeft als oplossingsruimte

x = a{-2,-2,1,-1,0) + B(-1,-1,0,-1,1) .

-2 =2 -1 -1 -1 = ‘
De grootheden v £ kp en Vv 1£ 1p 1p zijn dus dimensieloos, en alle andere

dimensieloze groctheden zijn er combinaties van.

§ 7. Inhomogene vergélijkigggn

Beschouw k lineaire vergelijkingen met n onbekenden, waarvan de rechterleden

niet alle 0 zijn, dus

a X +a X +8 X + ...t8 X =Db.
11 1 12 2 13 3 .

mn 1

il
o

X+ + + ... t A X
(1) BogXy T 8%, T 8p3%, an™n 2

R R R R R R I I O BB RE RN L R R L L BN

ak1x1 + ak2x2 + ak3x3 + s + aknxn = bk

n
Kort geschreven X a,.x. =Db,; i = 1,...,k.
. i3] i
J=1
Het stelsel van homogene vergelijkingen, dat wordt verkregen door alle

rechterleden door 0 te vervangen, is

. n .
(2)  a .x., =0,

Stelling Als § = (E1,...,Zn) een oplossing van het inhomogene stelsel (1)
is, en als Au + p¥ + ... alle oplossingen van het homogene stelsel
(2) voorstellen, dan stellen £ + Au + pv + ... alle oplossingen

van het inhomogene stelsel (1) voor.




Iv.20

Bewijs & + Au + ty + ... is een oplossing: vul maar in, dan levert £ in het.
linkerlid b en Au + pv + ... in het linkerlid Q.
E+ Au + pv + ... levert alle oplossingen: stel 1 is een oplossing, dan is

1 - £ een oplossing van (2), dus te schrijven in de vorm Au + p¥ + ... .

Opm. Het is zeer wel mogelijk dat het stelsel (1) geen enkele oplossing

bezit. Ben criterium hiervoor leren wij in de volgende paragraaf kennen.

Vo, 1 X, + 2x2 + 3x3 - X, = 1
2x1 + 3x2 - 2x3 + 3X4 =1
4}:1 + 'sz + 4}(3 + );4 = 3

Wij vervangen dit stelsel door een egquivalent stelsel door middel van

vegen, waarbij wi]j de rechterleden meenemen.

(1,2,3,-1] 1) (1,2,3,-1 | 1) (1,0,-13,9| -1)
(2,3,-2,3] 1) ~ (0,-1,-8,5|-1) ~ (0,1,8,-5 | 1)
(4,7,4,1 | 3) (0,-1,+8,5] -1)

Dus het stelsel is equivalent met

Ez: X - 13x3 + 9% = -1}
Eﬁ.f .

1 4

¥ + Bx, -~ 5x4 = 1

T

2 3

Il

Stel X, = A, X,

dus de oplossingen zijn x = (-1,1,0,0) + A(13,-8,1,0) + u(-9,5,0,1)

g, dan X, = 130 = 90 - 1 en X, = - Bh + Su + 1,

hetgeen in R4 voorstelt een vlak, niet door de oorsprong.

ﬁ; Vb, 2 X, + 2x2 + 3x3 - X, = 1

o 2x, 5xé - 2x3 + 5x4 =1

3i 4x1 + ?x2 + 4x3 T X, = 2

" (1,2,3,-1 | 1) (1,2,3,=1, | 1) (1,2,3,-1 | 1)
b (2,3,-2,3 | 1) ~ (0,-1,-8,5|-1) ~ {0,-1,-8,5|-1)
o (4,740 | 2 (0,-1,-8,5[-2)  (0,0,0,0 |-1)

Het stelsel is dus equivalent met een stelsel, waarvan de laatste ver-

gelijking luidt: 0 = -1. Het stelsel bezit dus geen oplossingen.

TOET WK T 4
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1l
—

Vb. 3 y + 22
x + 2y + 3z

3x + y+ oz =73

Il
[\

(Os192 1) (011’2 1) (O,?,2 1) (Os?yo '1)
(1,2,31 2) ~ (1,2,3 2) ~ {(1,0,-1|0) ~ (1,0,0 1)
(3,1,11 3) (0,-5,-8 1 -3) (0,0,2 | 2) (0,0,1 | 1)

dusg de oplossging isx =1, y = =1, z = 1.

§ 8. Matrices

Een matrix is een rechthoek van getallen

a a . &
i1 12 m
a e . a
E!‘21 22 2n
a. a . e a
mi mz2 mr}

Men kan deze matrix op twee manieren opvatten:

7) Alg m rijvectoren, die een deelruimte van Rn opspannen.
Zij de dimensie van deze deelruimte = .

2) Als n kolomvectoren, die een deelruimte van Rm opspannen.

Zij de dimensie van deze deelruimte = k.

Stelling r = k.

Bewijs Beschouw het stelsel van homogene lineaire vergelijkingen

Volgens § 6. is de dimensie van de oplossingsruimte = n - r.

Schrijf nu de vergelijkingen als volgt op:




. Y

a a a 0

au 12 1k n
a a a a 0
21 22 2k on

Toox o+ X + ...+ ) + ot toox =

1 2 *k n

a a

1 _amQ m_k_ 8’mn 0

Wij weten, dat het maximale aantal onafhankelijke kolomvectoren k is (zie de
laatste stelling van § 4).

Stel dat de eerste k kolomvectoren onafhankelijk zijn en dat de overige kolom-
véctoren lineaire combinaties van de eerste k zijn. Dan zijn er al dadelijk
n-k onafhankelijke oplossingen in te zien, namelijk de coéfficiénten, waar-
mee de overige kolomvectoren in de eerste k zijn uit te drukken. Dus de di-
mensie van de oplossingsruimte is = n-k. WiJ concluderen dat n-r = n-k, dus

k = r. Met een analoge redenering voor de vergelijkingen

m
2 oa.,.x.=0;1=1,...,1
FENERS

bewijzen wij, dat ook r = k. Dus r = k.

Def. De rang van een matrix is het maximale aantal onafhankelijke rijvectoren

(kolomvectoren).

Yoorbeeld
2 1 3 71 2 ] 3 1 2 1 3 1
rang [1 2 =1 O| = rang |1 2 -1 0| =rangl 1 2 -t =92 .
0 0 ©

1 -4 9 2 -3 6 3 0

Wij beschouwen zowel een inhomogeen stelsel van m vergelijkingen met n onbe-

kenden, als het bijbehorende homogene stelsel.

n n
z a;.xX. = bi en & a; X, = 03 i =1,...,m.
joqg 137 joq 187

De matrices van deze stelsels zijn

a .. b a,, « + &

11 am 1 11 in

B = . « s o» en A = L T S T T
& g

am1 Ei'mn bm mt mrn

Duidelijk is dat rang B = rang A.
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¥
!‘{w
dr Stelling Het stelsel
n
21 aijxj = bi; i = 1,..-,111

J=

is oplosbaar dan en slechts dan als rang B = rang A.

Bewijs Noteer de kolomvectoren van B door Byseeer B b.

Het stelsel kan dan geschreven worden in de vorm

Er is dus een oplossing dan en slechts dan als b te schrijven is als lin.comb.

van de vectoren Byreeesd,

§ G, Determinanten .

R Vraag: Druk de oppervlakte van het parallellogram, cpgespannen door

de vectoren a en b, uit in de componenten wvan deze vecltoren.

Voer in

+ opp.parall. als richting van & naar b is ‘\
D(ésh) =

- opp.parall. als richting van g naar b is fl
Kigenschappen:
1) 2(xa,b) = Ab(a,b)
2) Ma,n) = -D{b,a)

3) D(a,b+c) = Dla,b) + Da,c)

4) D(a,b) £ 0 als a, b onafhankelijk zijn.

Uit deze eigenschappen volgt dat D(a,b) = O als a, b afhankelijk zijn.

Neem een basis g1, g2 met

- + b=be + .
&4-82.8 "Ta¢e,,23 &, t b,

Uit de eigenschappen volgt

i D(g,2) = Dlae +ae, be

17 i b2_6_2) =

8 sz(g1, E2) * a2b1D(_e_2 ’91) = (a1b2 - a2b1 )D(g‘l’ 92) '
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D(a,b) heet een 2 x 2 determinant. T.c.v. een basis £ 2, met grondmaat

D(_e;1, 32) = 1 noteren we de determinant.

a b
1 = ab, -ak,
8y bz
Rq Vraag: Druk de inhoud van het parallellepipedum, opgespannen door
a, b, ¢, vit in de componenten van deze vectoren.
Ev.;-,‘t‘f
e Voer in
B
g |
zf + inhoud pedum als oriéntatie = die van xyz, dus rechts is
E D(é,_b,_g) = -
[
gf - inhcud pedum als crientatie = die van xzy, dus links is.
T
-i"\:‘l' ’ Ei Yol .
" igenschappen:

1) Dra,b,e) = AD{a,b,c)

2) D(.@:shyﬂ) = ‘D(.]?.aé’.g) = ‘D(Es_b.!é)

e e R
T T el
® .
f I

i{ 3) D(g,l)_,_q+g) = D(és:,b_s_c_:) +D(§$.}3!g)
e
5 4) Dlasb,e) # 0alsa, b, o onafhankelijk zijn.

CE
SRS

Uit deze eigenschappen volgt dat D(g_,ﬁ,g) = 0 als a,b,c afhankelijk zijn.

Neem basis £,s 8,5 &, €N zij t.o.v, deze basis

3
a=(a 8,8 )5 =1(b,b,,b);c=_(c,c,0) .

Dan

+C§_)=

et c_e
- =2 33

D + a + + +
(a1§. e a b.e b, e b3§_3, .2, >

1 =2 3837 & =2 1

= -+ + - - = D .
(a1b203 a,0;¢, tabec, -abe, -abec, a3bzc1) (21 ’92’33)

D{a.b,c) heet een 3 x 3 determinant. T.o.v. een basis g8, 8 met grond-

maat D(g1 18,58 ) = 1 noteven we de determinant:

i;. 3

I

;l . a, b2 e, = a1b203 + eu,2b3c:1 + a3b102 - a1b302 - a2b103 - a3b201 .
Wy

;* 2, b, ¢,

Dit is de regel van Sarrus.
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Opm. 1 Merk cp, dat d4it

Opm. 2 De determinant heeft bij een andere basis dezelfde waarde, als de

grondmaat mear 1 is.

it

A%

= L
1 ‘
-1 1 2]l=-4-6+3+9+2-4=0.
-3 -1 4

Dit klopt, want a + 5b - 2¢ = Q.

Vb. 2 a® a 1
b b 1 = -(a-b){b-c)(c-a) .
c2 c 1
Rn Teneinde het onbekende begrip inhoud te kunnen defini&ren zoeken wij

gen functie D(g1 yous ,én) die wvoldoet aan de volgende axioma's:

1) D()\_@.1 ’ﬂzs--'sén)= ;\D(Q1s"-:§n)

2) D(§1s---9§_is--"§.~.js'“s§n) = - D(§1p---,ijs'“s_a.i,---’én)

3) D(b+cia,,e--ra,) = Dba,-esa ) + Deg,s--vra )

4) D(g1 ;...,gn) ,l- 0 als Bogrees2y ‘onafhankelijk zijn.

Als D aan deze axioma's voldoet, dan ook «D voor iederea % 0. We zullen straks
zien, dat dit de enige onbepaaldheid is. Er bestaat een functie, die zan de
axicma's voldoet; dit tonen we rniet aan. We noemen zo'n functie een

n x n determinant en interpreteren haar als een georiénieerd volume.

Gevolgen der axioma's:

0 als één der vectoren = 0

5) D,y eera,)

6) Dle,srrap)

0 als twee vectoren dezelfde zijn.

" 7) ID(_a_1 ,...,gn) blijft gelijk als wij bij één vector een lin.comb. van de

overige optellen.
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8) D(@1,...,,@n) = 0als g,,...,a afhankelijk zijn.

Neem in Rn een basis RPN 41

Dan geldt

P =E . “ee PR .
Pagr-ozy) =B ay) 1 25a),2 0 ) XE5(1) 8 5(a)
Als alle j(i) ongelijk zijn, dan is D(E'j(1)""“§j(n)) met 2) te maken tot

i.D(§1""ﬂ£TQ' Als j{i) = j(k) dan is de bijbehorende term G.
Dus

D(_a_1s'--a )=?\D(§ e )

&, 1P &

Omdat A niet van de waarde van D(gﬂ,...,_gn) afhangt, blijkt hieruit, dat
D(g1,...,grg op een vaste factor na vastgelegd is, en geheel vastligt door

keuze van D(£1""’EIJ‘ Hierover maken we de volgende afspraak.

Neem de natuurlijke basis in Rn:

1

(1,0,4..,0)

@

[
—
<
o
i
R

dan is (x ,...,xn) =xe + ... + ;ng;n. Voor deze basis spreken we af, dat

D(g1,...hgn) = 1. We vinden dan voor de waarde van de determinant
819 B2 %n
821 Ban &in

* ' = + v a. e . .

) . ZE85(1),1 %ile),z T 2iln)yn
1 %n2 fmn

De termen hebben het +teken als(j(1),3(2),...,5(n}) in (1,2,...,n) is om te
zetten door een even santel verwisselingen, en het ~teken als deze cmzetting

door een oneven santal verwisselingen geschiedt.




V. 27

Opm. 1 De determinant heeft op alle bases dezelfde waarde, als de grondmaat

der bases maar 1 is.

Opm. 2
a & cee & & 4 vee &
1112 m 1121 ni
a
21 _ 12
a, * seas 8 a . e e e 8
fel Tin m Tn
Opm. 3 Volgens (*) is een determinant te beschouwen als een getal det A dat

toegevoegd is aan een vierkante matrix 4.
Opm. 4 det A # 0 dan en slechts dan als rang A = n.

Vb. 1 1 0 0 3

o 0 1 5

2 0 6 1

i 0 0 3 7 0 O 3
G 1 0 O o 1 0 0
D - - = - 35
c 0 1 5 0 0 1 5
o 0 6 -5 0 0 0 =-35

1 0 -1 1 1 0 -1 1 10 -1 0
r 0 -1 2 1 0o -1 2 0 -1 2 0
g. = = =
i 1. 0 -1 2 0 0 0 1 0O ¢ 0 1
¥
%.;jv 2 1 -1 0 o 1 1 =2 0 1 1 0
E 70 -1 0 10 0 0
¥ 00 3 0 00 30
;é, = = = 5 .
2 00 0 1 0 0 0 1
i
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Opm. Eig. 7) mag wegens Opm. 2).horizontaal en verticaal worden toegepast.

Def. De determinant van de matrix, die men krijgt door in

Y
/a . a

de 1i° rij en je kolom weg te laten, heet de bij aij behorende onder-

determinant en wordt genroteerd Dij'

Stellin
49 0 0 " %n
a . . . o8
21 S a D -a D +a D + ... T (_1)n+1 a, .
1111 12712 1313 1 1n
-,
Bewijs: Reken maar uit. Vergelijk opmerking 1 in Ra'
Voorbeeld
T2 03 o -1 1 1 -1 1 10 -1
YUY a0 2f-2lo o 2| -300 -1 o=
0 102 2 0 11 0 1 2 1
1 2 1 O

= (-4-1) - 2(-2-2) - 3(-1;1) = =-5+8+6' =9,

Anders, door eerst te vegen:

1 2 9 3 1 2 0 3

10 -1 f 2 2 0 1 toe 3

0 41 0 2 "0 102 ~"|2 2 1=-l4-6+1-8) =09
12 1 0 1 2 10 0 -1 2

s
Ex 'l.
f
i
[t
.

W
Wi
P




§ 10. Gebruik van determinanten bij matrices en vergelijkingen

A. Laat een matrix m rijen en n kolommen hebben. Door uit de matrix m-p
rijen en n-p kolommen weg te laten, ontstaat een vierkante matrix van
P rijen en p kolommen; men ncemt zo'n matrix een deelmatrix.

De determinant van zo'n matrix heet een p X p onderdeterminant.

Stelling Als een matrix de rang r heeft, dan

1. z2ijn alle p X p onderdeterminanten met p > r . nul,

-UJ B f‘:;::‘;,. S o B B

il

2. is er tenminste €én r X r onderdeterminant ongelijk nul.

.t““#“e.‘

ALY

AT

- Bewijs Als p > r, dan ig elk stel van p rijvectoren afhénkelijk, dus ook

de p rijvectoren van een p X p onderdeterminant zijn afhankelijk. Hieruit

i

volgt 1. Daar de rang r is, kunnen wij in de matrix een stel van r onaf-

hankelijke rijvectoren vinden.

Schrap nu de overige rijen, dan ontztaat een matrix van rang r, die dus

R

r onafhankelijke kolomvectoren heeft. Schrap nu de overige kolommen, dan

2 g il

ontstaat een matrix met r rijen en r kolommen van rang r, die een deter-
e minant # O heeft.

Opm. Uit het ongerijmde bewijst men het omgekeerde van deze stelling.

B. Beschouw n vergelijkingen met n onbekenden

a x +a x +...+a x =Db
11 1 12 2 immn 1

X +ta x +*.,..+ta x =0Dh
:‘:121 1 22 2 2n n 2

a x +4a X + ...+a x =05
n nn n

of, geschreven met kolomvectoren,

(1) X tax t...ta, X =b.

'Stel dat de coéfficiéntendeterminant

&‘.

D(§1 9@2’°"’§n) 7é o,

¢ '
’“
q)"
%

=

dan zijn g1,...,grlonafhankelijk, dus een basis van Rn' Hieruit volgt,

dat {1) één oplossing heeft.

IR
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Op grond van (1) geldt

D + + oo t x O 4eaa = D(b
(_a_1x1 2,%p &%y 808y ’én) (bsa

e

Met eigenschappen van determinanten is dus

K1D(§_~.1 ’9'2"" :in) = D(‘?"QQ?QEL’”"QH) .

Dus

_D(;b, !é2:§3!"-3§n)
1 D(é1 ,_@_2,@3,...,22) .

Evenzo

Dlg gy eer B oeerra )

——

)

n’

X. =

Dia 48 4eceyg 8 .90eay 8
(_15_29 rE ! =t

N Dit is de regel van Cramer.

L.
t Voorbeeld‘ 1
i '

I
|
[aS]

. _ "
- 2x ) b4 3x3

*
+
la
1
5
il
-
«Q

' -
E
i
N
gl
[\V]
+
WM
LuH
[
1
ey
—

Men vindt

D(§1 122 ,§3) = =53 D(lﬂ_,_&_g i§-.3) = =103 D(QT >Eii3) = -153 D(.a'...1 )@2 ,E) = 5.

Dusx1=2,x2=3, x3=-1.

Voorbeeld 2

G e +G e

= J
A 122 ! Wij lossen e, ene, op als functie van ,j1 en j2:
G + =
214 Gzzez g
*
| J‘! G12
¥ j j G =3 G
o = 3, G _31 22 ~ 9p 12
1 |G G ] G G -G G °
11 12 11 22 12 21
G G
21 22

g T RN TEMA S sl L o M e UL LIS ' el TR




i G +j ¢
2 Ty Tor T 9 Tay
G G -G G
12 1122 1221

.

C. Begchouw n homogene vergelijkingen met n onbekenden

n
(2) L a,.x, =0;1=1,...,n.
J=1

Uit de stelling van § 6. volgt dat de dimensie van de oplossingsruimte
> 0 is als de rang van de matrix der coéfficiénten < n is.

Anders gezegd:

Stelling Het stelsel (2) heeft dan. en slechts dan een van de nuloplossing
verschillende oplossing, als de deferminant der cogfficiénten

nual is.

Vocrbeeld 1

i

Het stelsel 2x1 + ax,
5%, + 5%,

heeft een oplossing % (0,0) als

n

§ ? = 0, dus als a = 10/3.

Voorbeeld 2

Als in R2 de drie rechten

]

Pxtoytr,
(1) L PX oyt

+
p3x + qsy T

i

]

3

een punt x = a, y = b gemeen hebben, dan betekent dii dat de vergelijkingen

pxtqyt+trt=20
(2)  p,x +qy + 1,6 =0
B x + q,¥ + r3t =0

een oplossing (x,y,t) = (a,b,1) hebben.,

Dus moet dan

LT
(3) P, q, T,|= o .
Py 4y Ty




; T

Is omgekeerd van de drie rechten (1) gegeven dat (3) geldt, dan hebben de
vergelijkingen (2) een oplosgingsvector (a,b,c) % (0,0,0). Is hiervan

C # 0, dan mogen we wel veronderstellen dat ¢ = 1 (immers voor elke A is
cok Ala,b,c) een oplossingsvector). Dit betekent dan dat de wrechten het

punt x = a, y = b gemeen hebben.
Is echter ¢ = 0, dan voldoet (x,y) = (a,b} # (0,0) aan het stelsel verge-
lijkingen

p,x +qy =0

Py ¥,y =0

px + 9.y =0,

aus
Poo 4y
Tang | P, 4, =1 .
Py 4
Dit betekent dat de rechten evenwijdig zijn en als ze verschillen hebben

ze dan geen punt gemeen.

et o L

Voorbeeld 3

In R2 is de voorwaarde, dat de 3 punten

A = (x1,y1); B = (x2,yé); C = (x3,y3) op één rechte liggen, de volgende:

gy ]
X, ¥, 11 = 0 .
X, Y, 1 ) |

Hieruit volgt, dat de vergelijking van de rechte door de punten A = (x1,y1)

en B = (xg,yz) als volgt in determinantvorm kan worden geschreven

Sotlille o £ e TEITTTETINEY
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Voorheeld 4

In,R3 is de veoorwaarde, dat 4 punten
A= (x5 2,08 B = (x,07,02,)5 © = (x,05,,2,05 D = (x,,5,,2,)
in één viak liggen, de volgende:

X, ¥, 3, 1

X, ¥, %, 1 .
x, v, 2z, 1 ’
x4 y4 z4 1
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HOOFDSTYK V _COMPLEXE GETALLEN

§ 1. Definitie

De reéle getallen hebben als meetkundige voorstelling de punten op de getal-

lenrechte. In de verzameling der reéle getallen is de vergelijking x5+ 7 =20
niet oplosbaar.

We gaan nu wit van het platte vliak, opgevat als een vectorruimte met een

basis, bestaande ult twee vectoren (1,0) en,(O,1), die we 1 en i nocemen. Een

vector a kunnen we schrijven

We gaan voor deze vectoren een product definidren, dat weer een vector is.

Zija=al+ai en p="b1

a i oL 4 bE;_.Wé eigenmudat 1 . 1 =1 ;

I .i=3i.2=41i3i.1i=-1en worden daardoor geleid om te definisgren
g-k=(a1+ad). (b1+vi)=(ad -ab)i-+ (a1b2 +ab )i .

Het

zo gedefinieerde product voldoet o.a. aan de volgende rekenregels, die

voor het product van redle getallen wel bekend zijn:
a.-b=pb.a

t¢)=z.-bta.g

(a.
a-(

(ga na!). Door de invoering van dit product hebben we deze vectoren tot

fo*

:Q°(b-§.) ’

lo

o

complexe getallen gemazkt. Voorlopig zien wij nog niet, wat hei product meet-
kundig betekent.

1]

Wel zien wij dat, als a, b, = 0, de productformule luidt:

al.b1=abl.

Dug blijkt dat deze vermenigvuldiging, als men haar beperkt tot de vectoren

op de horizontale rechte (d.w.z. de rechte, waarop de vector 1 ligt), overeen-
komt met de vermenigvuldiging der reéle getallen.

Magr ook

al+b1=_(a

1= 1= 1 +b1)1

dus ook de optelling van vectoren op de horizontale rechte komt overeen met
die der reéle getallen.
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Een deel der complexe getallen, namelijk die op de horizontale as, vormt dus

de getallenrechte met bijbehorende vermenigvuldiging en optelling.

Afsprask: Laat 1 weg en laat de streep onder 1 weg.
Dan zijn de complexe getallen: a + bi.
De verzameling der complexe getallen a + bi omvat dus de verzame-
ling der regle getallen a.
De codrdinaatas, die de reéle getallen bevat, noemen we de regéle

as, de cobrdinaatas die het getal i bevat de imaginaire as.

Het product Ala+bi) kunnen we nu echter op twee manieren opvatten, nl. als
de. vermenigvuldiging van de vector a+ bl met de scalar A of als vermenigvul-
diging van de twee complexe getallen A = A+01 en a+bi. Het kan geen kwaad,

want de uitkomst is in beide gevallen Az + Abi.
Yo. 1 (4+31) +(5-44) = 9-1 .

V. 2 (2+31)(1-2i) = 2-i-6.i° =8-1 .

It

2% +3% =13 .

Vb. 3 (2+3i)(2-31)
Vb. 4

4+3i (4 +d)(o+3i) B+14i-3 5 14,
2-31  (2-3i)(2+3i) 13 13~ 137 °

o4+ 4i 2(1+21)(1-1)

Vo, 5 T35 - T = 3+1
Vbe 6 2 = -1, 4% = i, i* =1, i* =1 (k geheel).

Er is ook een getal met z° = i, nl.

<1+i>2 _ifei-n
T 2

Def. Zij z = a+ib. Wij definigren van z het reé€le deel Re z, het imaginaire

deel Im z, en de modulus |z| = r als volgt:
Rez=a ;Imz =" ; Iz| =71 =\ 2 + b2 .

Onder het argument arg z = ¢ verstaan wij de hoek(en) ¢ waarvoor geldt:
Rez =r cosge en Imz =71 gsin g .

Als Re z = O heet z zuiver imaginair.




Opm. Blijkbaar is arg O onbepaald. Voor =z # 0 is het argument % bepaald op

een veelvoud van 27 na, d.w.z. als ¢ argument is dan aok ¢ + 2km.

In de complexe functietheorie maakt men de afsprask - 7 < arg z < 1

om te bereiken dat elk complex getal, behalve 0, precies één argument

heeft. In dit dictaat maken wij dezme afspraak niet.

Uit de definities volgt

z=a+3ib=Rez +1Imz = rfcos 9 + i sin @)

Een complex getal kan dus op twee manieren worden geschreven:

1)— z =a + ib 2) z = r(cos ¢+ i gin m)

Bij de eerste schrijfwijze wordt het complexé getal uitgedrukt met behulp

B van zijn projecties a en b op de assen, bij de tweede schrijfwijze deoor zijn
medulus 1T en argument ¢.
Vb, =z =2 - i heeft modulus r = {5 en argument ¢ = - arctan % + 2kn.

Denk erom dat arctan tussen - 5 n en %+ m ligt!

z = ~ 2 + 1 heeft modulus ¢ = {5 en grgument ¢ = - arctan %‘+ n + 2K7.
Yb. arg(— i) = S T, | - il =1; arg 2 = 0, |2| = 2.
. 1 . {
arg(1 + i) = Z T, (1 + il = 23 arg(- 1) = T, [- 1] =

Stelling Voor modulus en argument gelden de volgende eigenschappen:

1) |Z1 + zgl = JZ1J + lzgf
2) |2122| = [z [ . z | en arg(z z ) =arg a +argz,
2z

S~

|2, |
3 T—-T en arg<f—- = arg z - arg Z,

1
z,

x

Bewijs 1) met de driehoeksongelijkheid.

Bewijs 2) Als z, = r1(cos P, + i sin‘¢1) en z, = rz(cos P, + i sin ¢2),

L

dan

%Z 2 =r r |cos cos - gin sin + il cos qrL + s8in
1927 Ty 2[ P, ?s ¢, ?a ( ¢, @, vsing, cos mg)]

==r1r2[cos($1-+¢2)-fi sin(¢1;*@2)l‘

-%f:
=,
=
%f
%§
¥
;i
7
*
N

(R YT

Bewiis 3) analoog aan bewli]js 2), of uit 2) door te stellen zT =z, .';L
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Gevolg Het is nu mogelijk om het getal z,2, te construeren als 2, en z

zljn gegeven, immers

) Z z Z
l 1 2] 1
arg(z1z2) = arg z, + arg z, en . = l*—l .

5 1

2

DefJ Als z = a + ib dan heet z =3 - ib de geconjugeerde van =z.

Steliing Voor de geconjugeerde ;lvan een complex getal z gelden de volgende

eigenschappen

1) = z = lle 2) z+z=2Hez

3) PPy T B % 4) 2, T2, =5t 2,
5) 7 =g 6) Z = z¢3 5 Tedel
7) arg.g = - arg 2 8) |EW = ]z\ -

Een complex getal werd gedefinieerd als een vector uit de oorsprong 0. Het
eindpunt van deze vector heet het beeldpunt van het complexe getal. Daar
grootte en richting deze vector vastleggen, kunnen wij het complexe getal

ock voorstellen door een vrije vector, gelijk gericht met en even groot als

de van O uitgaande vector. Van vrije vectoren zijn dus slechts grootte en

richting van belang.

Stglllng De vrije vector van het beeldpunt van z, naar het beeldpunt van z,
stelt het complexe getal z, =~ Z, VOOT, de afstand van de beeldpun-

ten n 7z en i - Y
va, ; z, is ‘ a 1|

Vb. 1 Drie vrije vectoren die een driehoek in dezeifde zin decrlopen hebben

som nul.

Vb. 2 De verzameling der beeldpunten der complexe getallen z, waarveor

\z\ < 3%, is het inwendige van de citkel (0,3).

Vb. 5 Wat is de verzameling der beeldpunten van z, waarvoor lz + 2i| > 1%
Dan moet de afstand van z tot - 21 groter dan 1 zijn. De verzameling
bestaat dus uit alle punten buiten de cirkel met straal 1 en middel-

punt - 2i.

Vb. 4 Tdem met Im z = - 3.




Vb, 5 Idem met Re z > 2,

Vb, 6 TIdem met Re z = |z - 1.

Dar. moet de afstand van z tot de imaginaire as gelijk zijn san de af-

stand van z tot 1. De verzameling is dus een parabocol.

Vb, 7 Idem met |z + §| = |z -1

Dan moet de afstand van z tot - 3 gelijk zijn aan de afstand van z

tot 1. De verzameling is dus de middelloodliin van - 3 en i-

Vb, 8 Tdem met [z + 5| + |z + 31| = 8.

Dan moet de som van de afstanden van z tot - 5 en tot - %i gelijk zijn

aan 8. De verzameling is dus de ellips met brandpunteﬁ -5 en - 31 en
lange as 8.

Vb. 9 Idem met g%ij% ig zuiver imaginair.
Dan moet arg(z - 3) - arglz + i) = % of - % .
De meetkundige plaats is de cirkel met middellijn van 3% tot - i met

ultzondering van het punt - 1.

§ 2. &°

Def. | BEen rij complexe getallen C,3CpseaesC suee heeft de limiet ¢

( 1im ¢, = c), als bij elke reéle £ > O een redel getal N bestaat,

n — oo

@ll ki i ) T LD R IR - =R
S BT AT e :

zodat voor alle natuuriijke getallen n > N geldt Icﬁ - ¢ < e.

Ak i

a0, yig |
L .ﬁ,ﬁ_.!l- .-;-,l
et

Vh. 1 lim z" = 0 voor ‘Z[ < 1, want [zn - Ol = lz[n < € als n voldoende
= n = eo
E'_
aﬁ' groot is.
S
% Yb. 2  1lim 2" bestaat niet voor Izl > 1 omdat |zn| = |z]n-*‘”.
- n - oo
%

, . o - . sal . _ .
. Stelling| De rij c,6 = a, + 1bn (an en bn redel) heeft de limiet ¢ = a + ib
i . (a en b reéel) dan en slechts dan, als 1lim a_ =a en lim b = b.

A n - o n — oo

Bewijs Stel 1lim a =aen lim bn = b. Dan geldt

n — oo n - o

le, = el =la, ~a+i(o -D)| <ia - a + b, -l .

T ey A

o g




Vlé

Het linkerlid is kleiner dan € als bijv. Ian - al <—§ en Ibn - b <—§ )

Omgekeerd, stel lim = c¢. Dan geldt

n — o

(a, -a)° < (a, - a)® + (o - )? = e - cl®,

dus ian - a| = |cn - c| < g (en analoog |bn - b] < e) als n voldoende groot is.

Analoog kunnen we de betrekking lim ¢, = ¢ beschrijven met behulp wvan
n -

modulus en argument.
‘Sfelling De rij c, = rn(cos P, i sin wn) heeft de limiet ¢ =r(cosg+i sin @) #
dan en slechts dan als

lim rn=r;éo,

n —

1

cos P

_R_ . .
( ) lim cos P
n — oo

. lim sin P, = sin ¢ .
5 noee

7 Bewijs Stel lim ¢, =c % 0 en schrijf ¢, = e, + ibn, c =a +ib

n-—"ox

(an,bn,a,b redel). Wegens de voorafgaande stelling geldt dan

lim r = lim \lai+bi=\(a2+b2=r740,

11— oo n ~* oo

Ll
Il
=
.
=
Il
M
Il

1 =

. lim cos P - cos ¢

1 b

=0 . . \ n b .

= lim sing@ = 1lim —= == = sin ¢ .

_:'J n— o y — 0 n r

=

o Omgekeerd volgt uit (¥*)

o

. lim = lim cos = T cOs =g
n —+ = n—ooo

s ldim b = lim r sin® =1 s8in® =5D

e n— n n = n n

A
Xu

b
"i .
o

en dus lim cn = C.
n - w

R
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Vb; 3 cn = Q}g(cos % + i sin %) (c = r(cos ¢ + 1 sin ¢) % O,const.),

lim ¢ =1 . (cos 0+ 1 sin 0) = 1.
n —- <«

' n
(Merk op dat veoor alle n geldt (cn) =c, dus c, is een n-de machtswortel wuit

het complexe getal c).

. AN
Vb. 4 c, = (ﬁ + %%) (x regel % Q) ,
T
n
Pn
on/ (x%)
lim r, =1 (wegens 1 < r, = e ),

. ._n X
lim P, =X - lim < arctan )
n - oo

dus

iim cos @n = C08 X ,
n - o
lim sin ¢n = gin x ,
n —~ o
. Coodx .
lim (1 + ?;D = ¢co5s x +1 sin x .
n— <

Gasgn we nu uit van de bekende formule

n
X . X ..
e = lim (1 + ;) voor reéle x,

n—> e

dan definiéren we op grond van voorbeeld 4 voor reéle x

ix ..
e =cogx +1isingx (formule van Euler).

. . R ' Z
In overeenstemming hiermee definidren we nu e” voor complexe z.
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Z

Def.| Als z = x + 1y (x en v redel) dan | e = ex(oos ¥y + 1 sin y)

Evenals voor de reéle exponentiéle functie e geldt voor de aldus gedefinieerde e? ae

z,t3z, 21 z,,
Stellina e = e e
Bewijs 2ij z, =x + iy1 en =z, =x, * iyz, dan is

Z_ Z X

1 2 i R . 2 .
e e = e (cos y1 + 2 sin y1) € (cos I + sin yg) =
XT+X2
= e [cos(y1 + yz) + i sin(y1 + yz)] .

De definitie heeft zeer belangrijke gevolgen:

4 X
| = e

1) Als z = x + 1y (x en y reéel) dan |e en arg ez =y

. 2} | cos o = %{elm + e en | sin ¢ =-§I (e ~ &™) .

Fe

% Bewijs: Uit de formule van Buler:

& . :

ﬁiy‘ e1CP =cos @ +1 ging en e ¥ = cos ¢ -1 sinog .

?gé" 3) De complexe ge*hallenelcP hebben hun beeldpunt op de eenheidscirkel lz] = 1,
._.- ‘:.I.‘

Eﬁﬁ‘ immers dit is het geval wvoor de getallen cos ¢ + i sin ¢.

= :

it % i i 5 ™

= Zo iz e® =13e =~13e€ = -1

%}:‘

%%& et Mt - = (1 +1i) en P

i T

Tk 4) Blk complex getal 3 = x + iy is te gchrijven als z = e 9.

ﬁ f » Dit volgt direct uit de schrijfwijze z = r{cos ¢ + i sin @) en uit de
' . formule van Euler.

5) Een complex getal vermenigvuldigen met elcP betekent meetkundig:

de vector drasien over .

ig ; i{e +o )
Bewijs: Zij z =T € ® dan is z e ¥ -re .
3] 0 ) 0

Tl it e i ERERPERY T

- FF
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L3 . .
Vb. 1 Druk sin ¢ uit als som van sinussen van ¢ en veelvouden.

opl.

#

sin3¢ & - e - 1 [831¢ _ 5@1@ + 5@-1@ _ e—sle .

- 3(sin %0 - 3 sin @) .

f
>
(N3
[

F
AN
AN
—
Il

Vb. 2 Druk cos 3¢ uit als som van machten van cos Q.

opl.

cos 3¢ Re(e3i¢) = Re[(eim)3] = Re(cos ¢ + 1 sing) =

. .2 . . . I
Re[cos3w + 3 cosz¢.51n ¢ + 31 cos o 51n2w + 1331n3mJ =

il

3
0053$ ~ 3 cos @ sinzw =4 cos @ ~ % cos @

$?£f? i

o Vb, 3 Wij zagen dat het beeldpunt van z = ela, als o loopt van 0 tot 2n, in
F E het complexe vlak de eenheidscirkel doorloopt.

;_9‘ Welke baan beschrijft nu het beeldpunt van

4 - oPFigla

als o loopt van O tot o, enn p en g % O regéel en vast zijn?
opl.

i o
Daarzzepa.elqaislzl::r=ep en arg z = ¢ = QU

i dus (elimineer a) r = ep@/q , de vergelijking in poolcodrdinaten van

een spiraal.

Vb, 4 Wanneer z de eenheidscirkel doorloopt, welke baan beschrijft dan

%

Pt L et L]
=
|
-—
BVl

opl.

Wij kunnen stellen z = e'? met 0 < p << 2m. Dan

i

%‘ " - 1 _ 1 _Jl+tcosp -ising _

% 1 + el$ 1 +cosgp +1 sin o (1 + cos @)2-+sin?¢

7

¥ _l+tcosgp ~3sing 1 ising 1 1. . 1
: 2(1+cos9) "2 2(1 +cosg) "~z " rranG e .

i




1 1
Dus Re w = 5 en Im w = - 5 tan 5 P .
e Dus als ¢: O , 1 T n , 2 no, 2n
2 2
- B S A L 2.1, 1
dan 1s w : 5o "5 T > i o / 5 + 100, 5 + 5 i3
@ =n, z = -1 is uitgezonderd.
g ¥ Vb, & Bewijs dat, als z op de eenheidscirkel ligt,
Re(gj;l) =0 .
z =1
opl. (Algebr.)
. 1 s _ Ll
z+1 e 4 24T
~ = . T - — I =
z-1 19 _, gFilv_ ~%i¢
L 4 - % ig
_ €7 ¥+ ® - 2i . 1_ i aot il ¢
2 Fl -z L 2
opl. (Meetk.)
B
. arg<2t1>=arg(z+1)-a.rg(z—ﬂ:j_—%

§ 3., Vergelijkingen

Wi) bespreken vergelijkingen van de vorm

~ n n-1
P(z) = a5z + a1z + ... +a z + a

Wi

0 (ai, z complex, &, % 0).

Hooﬁdstelling van de algebra

De vergelijking P(z) = O van graad n = 1 heeft tenminste één wortel z,-
g 3 R De hoofdstelling wordt later bij de functietheorie (leer der functies van een

complexe variabele) bewezen.

Opm. Vergelijkingen met reéle coéfficiénten behoeven geen reéle wortels te

L hebben,bijv. x? + 1 = 0 heeft geen re&le wortel.

De reststelling geldt ock voor pelynomen P(z), dus:
Als P{z) = 0 wortel z, heeft, dan is P(z) deelbaar door z - z, -

A SR T

i e
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Deel, dan P(z) = (z - z )Q{z), Q(z) graad n-1.

Maar volgens de hoofasteiling heeft ook Q(z) = O een wortel, dus

P(z) = {2z - z1)(z - ZE)R(Z). Zo voortgaande vinden wij:

Stelling Tedere veelterm van de graad n met complexe coéfficiénten is

product van n veeltermen van de graad 1:

aozn + a1zn_T + ...t a z -+ an = ao(z-—z1)(z-22)...(2-Zn) .

Opm. De zq;...,zn behoeven niet verschillend te zijn.
Gevolg Een vergelijking van de graad n heeft niet meer dan n wortels.

Men zegt wel eens wat onnauwkeurig, dat een vergelijking van de graad n precies
n wortels heeft. Hiermee is bedoeld, dat de getallen, die meermalen ondewr

ZyyesesZy voorkomen, cok meervoudig worden geteld.

-1

. - n n e e
Stelling Als a7 + a.z + ...+ an z + an = 0 reéle coéfficienten &y

-1
heeft, en als z, =P + ig een wortel is, dan is ook 2,= D - 1q een

wortel.

Bewijs

Vul in, dan is ao(p-kiq)n + :a,1(p+iq)nﬂ1 + .. an_1(p-+iq) +a = 0.
Neem de toegevoegde complexe waarde links en rechts, d.w.z. vervang overal

i door - 1. Daar de ay reéel zijn, staal er dan
. \h . \TL-1 . B
a,(p-ig)” +a (p-10)  + ... +va (p-iq) +a =0,
dus p-iq is een wortel.
Voorbeeld 23 + 222 + 2z +a = 0.

Gegeven is, dat a regel is en dat de vgl. een zuiver imaginaire wortel % 0

heeft. Gevraagd a en de wortels.

Op grond van de stelling ziet men dat de wortels moeten zijn van de gedaante

z = ip, - ip, -q met p, q redel en p # 0.

2
De vergelijking moet dus luiden (2° + p )z - q) = 0. Dus

20 - q22 + pgz - pzq =0

-

moet identiek zijn met z3 + 222 + 2z + a = Q.

!
L
L
.

a

?.

Hieruit wvelgt q = - 2, p2 = 2, a = 4. De wortels zijn dus - 2, 1{2, - iJ2.

T R AR
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Binomiaalvergeliiking zn = G (n natuurlijk, ¢ complex)

Methode:
SChI‘ijf c =7 eicP, dan staat er Zl’l = p elCP = elﬁp+2kni )
Modulus: |z"| = |2{" = r aus {z| = s

Argument argzn=nargz=cp+2kn dus arg z =%+_2_I_1_n .

= dglera

De oplossingen van de binomiaalvergelijking zijn dus
. i{g + 2kn) ip i(g + on
n

n n . . 7l n n
zZ = \/:;e » Kk =0,1,2,...,n-1, uitgeschreven % e , \/I-‘ e

il +am) ile +2(n-1)n)
Yre O e W o n

by

i

]

L.
Gy

In het complexe vlak vormen deze wortels een regelmatige n-hoek, waarvan \n/:

A AU

o

3

de straal van de omschreven cirkel is.

Vb. 1 Los op de vergelijking 2" = 2\{2(1 +1)

. %& + 2kmni
Opl. 2" = 4e dus |z =‘f2 en 4 arg z =

L]

met X = 0,1,2,3.

Lt

n

Vb, 2 (2 +2i)° =4, gus (z +2i)% = e

dus]z+2i|=‘| en 3&rg(z+2i):%+2kn
- <£+2krc>i
arg(z+2i)=%+—§E.Dewortels zijndusz+2i:e6 3
Ly
- o 6~ _ . .1 1._1 2,
z1-—21+e ——21+2\!—5;+21_2\f_3-2l
5
=i . 1 1 - 1 3.
= = - + - = - -
zg—-Zi-l-eé = 2\1_3 ot 2\]—3 2t

Z. = <21 + e = 21 -1 = =31




Vb, 3 2° - 6zi - 15 - 8i

N

G. Kwadraat afsplitsen geeft

i arctan 2/3 + 2kmi

2 .
(z - 31)° = 6 + 81 = 10 e , dus de wortels zijn

51 + V70 e% i arctan 4/3 + kmi _ 33+ 110 e% i arctan 4/3 _

7 =
= 3i + J?B [GOS(% arctan,%) + i sin(%‘arctan %)] =
~31 2 V10 [E v =31 (2« )2 .
AT
Vb. 22 - 6481 =10 ei(ﬂ-arctan,4/é) + 2kﬂi, dus
o raafio s Biemim el (B ) o )

;ff § 4. Complexe functies van een reéle variabele

¥ o

; b Opm. Een complexe functie van een complexe variabele z is een voorschrift,
b '

F volgens hetwelk aan elke geoorloofde complexe z een complexe functie-

waarde wordt toegevoegd.

Zo zijn w = ez, w = (voor z # - 1) complexe functies van de

1+2
complexe variabele z.

LA o
I -

De zeer belangrijke theorie van deze funciies wordt in semester 5 be-

handeld. Nu beperken wij ons tot

Def. | Ben complexe functie van een reéie variabele x is een voorschrift

volgens hetwelk aan elke gecorloofde redle x een complex getal wordt

toegevoegd.

Vo. flx) = (ix+1)° =1 -3 +i(32 - ©) .
Algemeen kunnen wij schrijven f{x) = u(x) + iv(x) met u(x) en v{x)

regle functies.

Def. Bij de complexe functie f(x) van een redle veranderlijke x zeggen wij dat

lim £{x) =L,
X~ d

——

als elke omgeving van o geoorloofde waarden x % a bevat en als bi] iedere
regéle £ > 0 een omgeving van « bestazat, zodat voor alle gecorloofde x # o

in die omgeving geldt dat

TRt BT T
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l£(x) - L] <&

(hierin is o een redel getal, © of - o).

In het speciale geval van een rij van complexe getallen komt deze definitie
overeen met de in § 2 gegeven definitie. Op een analoge manier waarop de

eerste stelling wvan § 2 werd aangetoond, kan men de volgende stelling be-
wijzen.

Stelling Zij fx) = ulx) + ivix) en L = M + il met w(x),w(x) M, ¥ redel. Dan
geldt dat

lim f(x) =1L
-

dan en slechts dan als

Tim u{x) =M en 1im v(x) = ¥ .
X -« X - o -

Blijkbaar kan men de limiet van een complexe functie van een redle variabele

. ‘ berekenen via de limieten van het reéle en het imaginaire deel. Hetzelfde

; 57: geldt voor de afgeleide en de integraal van een complexe functie van een

%{ reéle variabele. Voor £(x) = ul(x) + iv{x), met ulx) en v{x) redel, geldt dus:
£

b 1) lim £(x) = lim u(x) +1i lin v(x)

X - X - X~

2) f'(x) = u'(x) + iv'{x)

b %) j}(x)dx = ju{x)dx + %f;(x)dx

;. b b b
”?t 4) j1 fx)ax = j ulx)dx + 1 ‘[‘ v{x)dx .
Ek a a &
s
e Voorbeeld
d ix d .. . . . . . dix
o {e™™) =4 (cos x+i sin x) = - sin x+i cos x = i(cos x+1 sin x) = 1 e X .

Algemener geldt voor een complexe constante o

Stelling fx— (e**) = xe®* en jeaxdx - % N (« £0).




Bewis Zij o« =p + iq, dan

é% (&™) éi e(p-F1Q)X = éé‘[epx(cos gx + i sin qx)) =

= ﬁi (epx cos qx) + i é% (er gin qx) =

= pepx(cos qgx + 1 sin qx) + iqepx(i sin gx + cos qx) =

]

jelp+ia)x | ox

(p + ig oe .

Voorbeeld

joexelxdx =

X
j; cos x dx

j;x Re elxdx

Refe(w i)x&X'= Re< 1 e(1 +i)x . C) )

141

%—eXRe(1-i)eix + D =

-

il

eXRe(1-i)(COS x+i sin x) + D =

g S = %'ex(cos X + sin x) + D .

EQ“ (C is een complexe constante en D = ReC.)

Def. | Een complexe vectorruimte 1s een verzameling dingen, genaamd vectoren,
waarin is gedefinieerd een som x + ¥ en een sc¢alair product ix

(A complex) zodat de bekende rekenregels gelden.

Wij hebben steeds met regle getallen gewerkt, maar de gehele theorie geldt

ook wanneer wij complexe getallen gebruiken.

Vb. De lineaire vormen in 3 variabelen met complexe coéfficiénten

az, + bz2 + ¢z, vormen een vectorruimbte over de complexe getallen.

V. De complexe functies f(t) van de reéle variabele %, dus u(t) + iv(t).
vormen een vectorruimte omdat f(t) + g(t) en (a + ib)f(t) weer complexe

functies zijn.

B
g‘ .
Fw
[
o
4
i
i
2
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§ 5. Hyperbelische functies

ix ~ix ix -ix

. & + e . g - e Ca .
In analogie met cos x = > en sin x = o1 definiéren wij
thans de functies
X 4 X X Lo RIS inh %
cogsh x = —=—— ; sinh x = 3 tanh x = = = 3
2 2 eF 4o ¥ cosh x

dit zijn reéle functies, gedefinieerd voor elke x.
Wij merken op, dat
cosh 0 =1 3 sinh O =0 ; tanh 0 = O

cosh (-x) = ¢osh x ; sinh (—x) = - ginh % ; tanh (-x) = -~ tanh x .

(even) (oneven) . {oneven)
Er gelden verder vele formules, b.v.
cosh2x - sinh2x = 1 e* = cosh x + sinh x
en somformules die mooier, maar onbelangrijker zijn dan in de goniometrie, b.v.
cosh{x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y
sinh{x + y) = ginh x cosh y + cosgh x sinh ¥y
Voor differentiéren geldt

ol , 4 _ L4 ]
It cosh x = sinh x ; ax ginh x = cosh x oz tanh x

It

2
cosh x

Wij merken nog op, dat cosh x > sinh x voor alle x, dat

-2X
lim tanh x = lim 28—~ 1 en  lim  tanh x = 1 ,
: -2X
X —» oo X — o +e X = = o

en kunnen dan de grafiek tekenen.

Opm. Door x =a cosh t eny = b sinh t wordt een parametervoorstelling ge-

geven van een tak van de hyperbool

2 2
£ X _ 1
a? b2

Opm. Als x van -« tot +« loopt, doorloopt sinh x monotoon stijgend alle

reeéle getallen. De omkeerfunctie vindt men uit
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oA T T
T

»
4N
]
o]

. e -
¥y = sinh x = =——F"—,

e2ﬁ - Zyex -1=0,

et = y o+ Jyz + 1 (omdat ex > 0) )

x = logly + Vyz + 1) voor alle reéle Vo

o

.ggg;ﬁ@@i

De afgeleide der omkeerfunctie is

ax 1 __
dy \[}_2 + 1

Voorbeeld (Kettinglijn).

Pl T

gert. 2L T

Beschouw een vrij hangende homogene ketting, die zich slechts onder inviced

van zijn eigen gewicht bevindt. Welke kromme zal de hangende ketting volgen?

Opl. Zij S(x) de sparnming in P, en S(x + h) die in Q,

dan is
horiz.comp.: S(x + h)cos alx + 1) - 5(x)cos alx) = 0

o~
vert.comp. : S(x + h)sin «{x + h) - S(x)sin alx) = ¢ PQ
waarin ¢ = gewicht per lengteeenheid van de hemogene keiting.
Dus

)
. . _ . _ g

[s(x)cos a{x)]' = 0 en [8(x)ein a(x)]' = Ghlimo v e i

Uit de eerste vergelijking volgt S(x)cos a{x) = ¢, ingevuld in de tweede

0]

?;;;ETET = UVT + tan2a(x) s

é% [c tan a(x)]

d tan,a(xl__:

V1 + tanQa(x)

o la

ax ,

log[tan alx) + V1 + tanza(x)] = %-x + C = % (x-a) .
Op grond van de zojuist gemaakte opmerking volgt nu dat
tan af{x) = sinh.% (x-a) = %ﬁ )
¥y = § cosh % (x-a) + A .

Daarom heet de grafiek van cosh x wel de kettinglijn.
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Voorbeeld (Hangbrug)-

Beschouw een kabel met verwaarloosbaar gewicht en een daaraan opgehangen weg-—
dek met gewicht ¢ per horizontaal gemeten lengleesnheid. Welke kromme zal de

kabel volgen?

Opl. Ontbinding van de spanning S(X) in zijn horizontale en verticale com-

ponent levert weer

5{x + h)cos u(x

+

0,

1

h) - S(x)cos alx)

S(x + hysin a(x

+

h) - S(x)sin a{x) = oh .

Dus [S(x)cos a(x)]’ Q en [S(x)sin a(x)}‘ = . Uit de eerste verge-

lijking volgt S(x)cos a{x) = ¢, uit de tweede daarna

It

1l
Q

é% [c tan a{x)l

Dit is de vergelijking van een parabool mel verticale as.




Appendix 1: Over de invoering van het getal e en de exponentiéle functie ex.

In hoofdstuk T gingen we er van uit dat groeifuncties en hun eigenschappen

reeds bekend zijn. De invoering van het getal e in I. § 4.D vb. 5 hing van

. . . X o
deze eigenschappen af. We geven nu een invoering van e en e, waarbij geen

gebruik gemaakt wordt van groeifuncties.

r—;—s&%:‘ A TR

i A e e

n+1 n
j;; Stelling 1 (1 + nf‘l) > (1 + f) y aangenomen dat n > -x ;é 0.

'
Sl
?‘\i%

I 4

Bewijs
- N X _ 4 4+ =X
Schrijf uh1+n+.] ’ T+5»

danisv>0,u>0,u;éven

n(v-—u)=n<§— X>=n £ == oy
n+1 "anln+1) T+ !

‘“ dus
B 414
‘ u.n-'_1 -vnzu(un- n) +vn(u—1) =
;' ‘" = u(u—v)(u - + un-zv + .., vn_1) + vn. n. (v-u) =
= (u-v)(u™ + R nv') =
- ) -
:(u—v)z(u 1 +2un V+.- +nVn1)>G-
O\ <\
Stelling 2 lim <1 +—> (1 _-—> = 1,
n n
n — o0
Bewiis
<\ x\" 2\
Voor n > |x] ;é 0 is (1 + ;) (1 - E) = (1 - ";) wegens stelling 1 monotoon

n

stijgend, maar naar boven begrensd door 1, dus

2\vn
1a£=1m(1-%ﬁ > 0

. - n— oo n
.

2n2
£n><1-£9 .
2
n
2

n
Als £ < 1, dan zoun o monotoon naar O dalen, terwijl (1 - %) volgens stel-

2

ling 1 monotoon stijgt. Dus £ = 1. n




Stelling 3 Voor alle x bestaat

1
e(x) = lim (‘l +ﬁ> > 0

n — o

v en er geldt

Mmﬂﬂﬁﬁ"" sl 2 4y

e e

1ip Sxl=1

X
x = 0

3

o0 -y

=

Bewijs Voor n > [x| geldt, zoals uit het bewijs van stelling 2 volgt,

(e e (-7
o

Omdat voor n - o de linker term stijegt en de rechter term dzalt,is de monotone

LAY

e

' 0
rij (1 + f) begrensd en heeft zij een limiet e(x) > 0. In het bijzonder geldt

I
i

o VOOI‘O<\Xi <71 enn =1
%’ 1+xse(x)s ]
2 1-x
Ry
!
b
X
5 x_s.e(x)-1x<.1_x,
15_%511}: voor 1> x> 0 ,
1?$3)c_1211x voor -1 < x < Q ,

dus volgens de insluitstelling

1lim Mﬂz'}

X
x—= 0

Tenslotte geldt volgens stelling 2

% n < n n n
lim (1 + ;’) (‘I - -n_) = 1lim (‘I + ':f) lim (‘I - f) =
n — QO o0

n - n —

-
1!

e(x) . e(-x) .

TR
I




Stelling 4 De functie e(x) is continu en voldcet aan de (functioraslverge-
1ijking"

elxty) = olx) . oly) . ,
Bewijs Uit

bt n n-1 n-2 n-1

p =g =(p-a)p +p g+ ...+qg ")

concluderen wij zowel voor p > g = 0 als ook voor ¢ > p = 0O

-1
P<npt (p-q) .

Voor p = (1 + f)(*l + fl) en g =1+ if_,:.l“_l impliceert dit

+ “I1=1 1l n + n n-1 n-t
(1 +u) 'HSO +5>'(1 +E) -(1 +x——l> s<1 +1‘—> (1 +1) &
n n I n n n n n

Toepassing van de insiluitstelling levert in de limiet

n-1 n
ng (p-q) <P -gq

dx).eﬁﬁ -e(x+y)= 0.
Continuiteit wvan e(x) volgt nu uit
lelx) - ela)] = ela)fe(x-2)-1] ;

volgens stelling 3 is het rechterlid namelijk kleiner dan 2'X-—a|. e(a) als

[Xn-al masr voldoende klein is.

Als wij het getal e definiéren dcor e h=e(1), dan geldt voor willekeurige

natuurliijke getallen m en n

e =el1) = eln .%) = [e(%)]n, dus e(%)

e(En) = e(m'%) = [e(fg)]m » dus e(%) - ’
e(-%) = 11*1 *eﬁz :
e(})

Voor elk rationasl getzl a is daarom e(a) hetzelfde als ea, en als an een rij
raticnale getallen met limiet x doorlcopt, volgt wit de continuiteit van e(x)
a
e(x) = 1iim ela ) = lim e 7,
n— e n n-— oo

s Deze betrekking definieert pas goed het getal e* (= e(x)) en daarmede de

. . X
o groeifunctie e”.




Appendix 2: De krombestraal.

A,

Teken van vy

Zij gegeven een kromme y = £{x). De meetkundige betekenis van de eersie
afgeleide in een punt F is de tangens van de hoek a, die de raaklijn in P
maakt met de positieve x-as. Als de eerste afgeleide positief is, dan is
de functie toenemend. Als de tweede afgeleide positief is, dan is wegens
g o= (y')' de eerste afgeleide toenemend, dus dan draait de wrazklijn vel-
gens 7y ; de kromme is hol naar boven. Als de tweede afgeleide negatief is,
dan is de ecevste afgeleide afnemend, dus de raaklijn draait volgens TL,

dus de kromme is bol naar boven.

f”(x) + 0 -
£1(x) toenemend extreen afnemend
(x) hol = concaaf buigpunt bol = convex

Voorbeeld 1 y =x -9x ; y' = 5x" =9 ; y" = 6x .

Bij x = O treedt een buigpunt op; voor x >0 is de grafiek hol en voor
x < 0 is hij bol.

Kromming

Als de eerste afgeleide groot is, dan is de kromme snel stijgend. Als de
tweede afgeleide groot is, dan is wegens y" = (y')' de eerste afgeleide
snel stijgend; de raaklijn drasit dus snel; de grafiek is sterk "gekromd.

Het begrip kromming dient echter ncg te worden gedefinieerd.

Def. Het kromtemiddelpunt M, behorend bij een punt P van een kromme, is

—

de limietstand van het snijpunt van de normalen in P en in een N
hurig punt § van de kromme, wanneer Q tot P nadert.

De kromtestraal p in P is de afstand van P tot het kromtemiddeipunt.

De kromtecirkel van P is de cirkel (M,p).

Vb. De kromtecirkel vaneen punt van een cirkel is die cirkel zelf.

Wij leiden een formmule af voor de kromtestrasal in P = (a, f(a)) van de

kromme y = f(x). De vergelijking van de normaal in P is

[y - £(a)lt'(a) +x -a =0




en van de normaal in Q = {(a + h, f£{a + 1))

[y - f(a+h))e(a+h) +x-a-h=0.
Voor het snijpunt S = (xs,ys) van beide normalen geldt

y [8(a + 1) - (@)l =n + £la + n)e'(a + 1) - 2la)e(a) .
Deel door h en neem de limiet voor h -~ O, dan S -~ M en

it (a) = 1+ [COE G Iy =1+ [£(a) P - 2(a)e(a)
dus

1+ [rr(a)]?

Yy - fla} = (a) en

Xy - A= - f‘(a)[yM - f(a)] .

De kromtestrasl p = PU is

i 3
o z 5 {1+ Lo (a)]?) /2
¥ T - a)" + Gy - 2(0))? = Pimadt—
3§7 Als £'(a) > 0, dus als de kromme concaaf is in P, dan ligt het kromte -

middelpunt hoger dan P.

Als f*(a) < 0, dus als de kromme convex is in P, dan ligt het kromte-

middelpunt lager dan P.

In beide gevallen liggen de kromtecirkel en de kromme aan dezelfde kant

van de raaklija in P.

Als £"(a) = 0, dus zeker alg P buigpunt van de kromme is, dan verdwijnt

het snijpunt 8 naar het oneindige.

gf ,
e Def. De kromming X{P) van ¥y = £{x) in het punt P is het omgekeerde van
i} de kromtestraal, dus
T t
W (e - — Lol
¥ {1+ (£1(a)] }
A Opm. X(P) kan ook als volgt worden gedefinieerd. Zij ¢ de hoek tussen

s
s e

de raaklijn in P en de rgaklijn in een naburig punt @ van de krcmme.

~~
Zij PQ de lengte van het stuk kromme tussen P en Q. Dan is

B i

K(P) = ’ lim 2 .
QR+ P Pq




Voorbeeld y = log x. In welk punt P is de kromming maximaal? Bereken daar

de codrdinaten wvan het kromtemiddelpunt.

1 n 1 X

Opl. y=logx, y' =3, ¥ = -3, dus K = =5 .
(=" + 1)

X

0 als ~(x° + 1)3/24'3{.‘3(:{2 +1)‘/2.2x=o, dus als 2x> - 1 = 0,

"UN %I%
il )

1 . o4 L2
5 {E. Dan yp= -3 log 2 en p = 5 Jg.

Uit een figvur zien wij, dat voor het kromtemiddelpunt (E,n) geldt

g

sz 1111

1

£ = Xp +p sin @ en 1 = Jyp - pcosg

e ”‘M

waarin voor ¢, de hoek van de rasklijn in F met de positieve x-as, geldt
tan ¢ =y'(*1§‘r2) - V2. Dus

ACREAERETRECR
- 3

L7
f‘ n=- % log 2 - g V} . L. % log 2 - 2 .

i

£

C. Osculeren

% Fen kromme v = £{x) wordt door de rechte y = g(x) = mx + n door het snij-
punt P = (xb,f(xo)) gergakt, als in P geldt f'(xo) =m, dus als

f'(xb) = g'(xb), dug als in P hun eerste afgeleiden overeenstemmen.

Stelling y = f(x) en de functie die de kromtecirkel in P voorstelt hebben
de eigenschap, dat in P niet alleen hun eersté afgeleiden, maar
ook hun tweede afgeleiden gelijk zijn. Men zegt dat de kromme

en de cirkel in P osculeren.

Bewls

De kromme heeft vergelijking y = f(x). Laat de vergelijking van de cirkel-
kocg in de buurt van P = (xb,f(xb)) zijn y = g(x). Dan is f(xb) = g(xb)
en ook f'(xb) = g‘(xb),omdat kromme en cirkel in P dezelfde raaklijin heb-

ben. Maar bovendien is de kromming ir P dezelfde, dus

E (% )| k() & (x )i
3 {1+[f'(x0)]2}375h {1+[g'(xo)]2}:72 '

B e




Dus ook If"(x@)f = lg"(xo)| . Omdat ecirkel en kromme aan dezelfde kant wvan
de raaklijn liggen, is dus f"‘(xo) = g"(xo }.

e re;\:(
P

-

|

i
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