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*. jaren, t e  weten: 
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n 'q- 

in d i t  tentamenboek (samengesteld door een commissie u i t  de onderafdeling 

der wiskunde) z i jn  opgenomen a l l e  
e 

wiskunde I tentamens u i t  de l aa t s t e  t ien 

- 
- 

de tentamens u i t  1957 t / m  1961 met antwoorden 

de tentamens uit 1962. t / m  1966 met uitgewerkte oplossingen. 
.- 

V a n  de opzet van het vroegere sommenboek "Exanien en tentamen' opgaven - W i s -  g S~ ,'. ,,. 
- i ,- - .. = 

kunde I en I1 met oplossingen - Deel I en 11" is in zoverre afgeweken 
. . . .  , .. . ~ 

~ 

. .  

.= ~ 

de tentamenstof n i e t  rubrieksgewi js maar: per tentamen . .  ,.. .chronologisch wordt .. .. . . ' . . 
~ . . .  . -  

besproken en het tweede gedeelte (aanwijzingen) in de nieuwe o p z e t ' i s  weg- 

.~ 
<- 

.- .,I - - Voor studenten, die oefenstof zoeken voor een bepaald onderdeel van Niskunde i 
I,. is het boek toegankelijker gemaakt door toevoeging van een. tabe l  (achter- 
aan in  d i t  boek), d ie  de indeling' v m  de collegestof geef t  over de besprocen 

tentamens. 

$* - - - =' 
.. 

Ieder tentamen is aangegeven met een code: 

een l e t t e r  (P, I, respect ievel i jk  voor proef- en deeltentamen) e n  

een cijfercombinatie voor de maand en het jam w a a r i n  he t  tentamen plaats  

1 



P 11.57 - 

E 
Proeftentamen Wiskunde I op dinsdag 12 november 1957 ,( 2 men).  

,l 
* i. 

1: a)  Bewijs de volgende s t e l l i ng :  
? 

.v *. A l s  f ( x )  differentieerbaar is voor x =  a, 'dan is f (x )  continu voor x =  a.' 
c 

1 
- 

b )  Different ieer  en werk u i t :  - - - - 
2 

4 

f (x )  = 2x arctan x - iog(I + x  ) . - 
I 
i ~ .*, 

2. Bereken de volgende limieten 
E: . 

. .  

3. Bereken de volgende integralen 

ll 1: 4. Beschouw op O G x - de funct ies  2 

y = s i n x  en y = + t a n x  . 
2 

a)  Teken i n  één figuur de graf iek van beide funct ies  (a l leen.de tekening 

wordt gevraagd). ? 

b )  Bereken de tangens yitn de hoeken, waazonder de beide grafieken snijden. 

c )  Bereken de oppervlakte van het gebied dat door beide grafieken wordt 

inges loten. 

5. Schets op - TC S x < i~ de graf iek van y = arcs in(s in  x). 
Geef een korte toelichting. 

,. 



P 11.57 

I c. 
! L 
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Antwoorden Proef tentauen november 1957. 'i 

!. 
i 1. a )  Z i e  dic taa t .  

< 

i 
b) fl(x) = 2 arctan x . 

Z. a) 5 ( in s lu i t s t e1 ì jng  toepassen). 

- -  i :  



a)  Bepzal de afgeleide yitn f (x).  i 
i 
c * - 

~ 

- b )  BFpaal l i m  f ( x )  en l i m  f ( x ) .  
X - r a ;  x-.-oo - 

~ 

c )  Schets 'de grafiek van f ( x ) .  

d )  Bewijs, zonder de i n t eg raa l  u i t  t e  rekenen, dat 
L, - 

1 
2 < J f (x)dx < arctan I2 . ' 4 

O 

I 1.58 

E 2 2 
2. a) Een punt P = (xo,yo) l i g t  op de hyperbool % - Z.- = 1 . 

..= ~ a b2 ~ 

'<,7 

,i Bewijs d a t  de vergel i jking va.n'.de r a d l i j n  i n  P aan de hyperbool l u i d t  
i 

xx YYo 
2 b2 ' 

- I .  O 

a 
LI 
..a 

b )  Los op het s t e l s e l  1 
\ 2x - ?y + 42 = 6 

5x - 8y + 112 = 17 

6x - 8y + 102 = I4 I 3~ - 5y + 7 2  = 11 . 

.~ 

- .~ 
~ * 
.~ 

~ 

! - 
ï 
t 

I c )  in R2 z i j n  gegeven de punten 

f i  CT = (o,o) ; A = ( - 2 , l )  ; B = (-1,4) ; c = (3,3) . 
8 

Bereken de oppervlakte van de vierhoek UBBC. 

Aanwijzing: gebruik de terminanten. , ,' i! .. 
.= 

,~ 

z 
? -  

3. a )  Door de vergeli jking z3 + 3x2 - 3 y  = O wordt z impliciet  als functie van - - 
-~ ~ 

x en y gegeven. 
Bereken 

I .  

0 :  



~ 

i 
11.58 

Gevraagd wordt 

u i t  t e  drukken in de h o s r e  pai-;iëlv afgeleiden van a naar x en y. 

4. a )  Z i j  V een vectorruinte var. dimensie 4. Z i j  g ,  1, &, &, een onafhanke- 
l i j k  s te l se l 'vec toren  van V. 
Bewijs, dat elke vector van V als l inea i re  combinatie van e ,  r;g, h t e  
schrijven is ,  en dat d i t  s l ech t s  op één nanier'mogelijk i s .  

b )  Bereken 
1 I l i m  y [O' + 1' + 2 + 3" t ... + (n-q) ']  . 

n-mn  

Aanwijzing: Denk aan de d e f i n i t i e  van h e t - b e p i p  "uepaalde integraal" .  

Antwoorden Tentanien januari 1958. 

1 - x  1. a) 
2(x2 + x i  1 ) p - Z  

b )  n/4 resp. - n/4 . 
2. b)  g =  (-1,092) + A(Ii291) . 

c )  11. 

3. a)  O . 



1. 

2. 

3. 

I 6.58 

Examen /tentamen Wiskunde I op maandag 16 juni 1958. 

x - 1 )  2 ( x - 3 )  
kgeven i s  de funct ie  ï ( x )  = 

i (.- 2 ) 3  

a)  Welke asymptoten heef t  de graf iek van de funct ie?  
b) Bepaal fá (x) .  

d )  Schets de grafiek. 
e) Bepaal' de extremen. i 

a) Gegeven z i j n  de-vlakken U: & = (0,1,2) + A(1,@,2) + p(092,l) en 
v: 

Bepaal een parainetervoorstelling va.n de s n i j l i j n .  

= (O;1,2j + p(2,0,0) + a(O,l,@). 

b) Los op: 
x +  y +  z - & +  v = o  

x - 2 y +  z +  u + j v = o  
y + 22 - 3u - 2v = e 2x + 

5x - ' y  + . 5 z  - 4u + v = O 

Welk verband bestaat  e r  bij een s te l se l  homogene l i nea i r e  vergelijkingen 

tussen aantal (n) onbekenden, rang (r) van de 'coëfficiëntenmatrix en di- 

mensie (a) van de oplossingsruimte? Controleer d i t  verband b i j  deze opgave. 

. 

e) Bepaal x zodanig, da t  de inhoud van he t  paral le lepipedm opgespannen door 

de veecoren - a = (1 ,2,3) ,  b = ' ( 0 , 1 , 2 )  e n g =  (2;0,x) groter  i s  dany3.- I -. , . . .  : 
-. . 

n 
D e  func t ie  f ( x )  is gegeven door f ( x )  = l i m  arctan ~+nx voor x S, O. 

a )  Is f (XI continu in  het punt x = O ? 

b) Bepaal de oppervlakte begrensd door x-as, y-as, de grafiek van f (x) en de 

n-- 

rechte x = 1. 

4. a) Gegeven z i jn  2 betrekkingen tussen x, y ,  z en t : 

x 3 + y % + z + t  3 - 2 = o  

xz + y t 2  - t - 1 = o .  

Hierdoor z i jn  z en t als func t ies  van x en y bepaald: z = z(x,y) en 
t = t ( x , y ) .  Nu s t e l t  z = z(x ,y j  een oppervlak voor. Bepaal de vergeli jking 

van he t  raakvlak aan d i t  oppervlak i n  het punt (x,y,z) = ( l , l , l ) .  



1 6 . 5 8  

u+v -~ u-v 
b)  Gegeven i s  z = f ( x , y ) ,  x = e 

az 

, y = e . 
Druk - a2z u i t  i n  x,y en de par t ië le  afgeieiden van z naar x en y. 

av2 - aU 

Antwoorden Tentamen jun i  1958. 

I .  a) y = i (voor x + - e n  x - - m). 

x = 2 (voor x T L en x 1 2: y - m  resp. Y - - -1 . 
voor x # 2 . x- 1 ) ( x -  5 )  b )  f I(x) = - i 

(.- 214 

1 f(x) = arctan -voor  x # O ; continu U; x = O . 
X 

4. a) 2 -  I = -2(x- 1)  . 

Y 



P 11.58 

Boeftentamen Wiskunde I op maandag 3 november 1958:(2 .. uren). 

i:. a)  Bewijs de volgende s t e l l i n g :  

Gegeven: f ( x )  i s  d i f fe ren t ieerbaar  op a < x G b j 

c is een ge ta l ,  zodat a < c c b ; 

f (x) i s  m i n i m a a l  voor x = c . i 

Te bewijzen: f l ( c )  = O . 
b)  Gegeven: f(O) = O 

1 f ( x )  = x l o g ( 2 + s i n  -) x # O . 
X 

IS f (x )  continu i n  x L O ? 

Is f (x) different ieerbaar  i n  x = O ? 

Motiveer Uw antwoorden. 

2. Gegeven: f ( x )  = 3x 4 - 81x1(2x2+3) + 30x2 + 12 . 
a)  Bepaal de extrema, 

b) Toon aan dat f ( x )  a l t i j d  pos i t ie f  is. 
c )  Teken de grafiek. 

3. Integreer:  

a) dx . 
& i 2  

2 x arcs in(x  )dx . 
b) s 

O 

4. Bereken de volgende l i n i e t en :  

1 + x  s i n  x - cos x i i m  1 a) 2 x - 0  sin x 

l i m  x - - a rcs in  
X -- (2" b) 

t 



P 11.58 

Antwoorden Proeftentamen november 1958. 

i. a) Zie dictaat. 

b) Continu maar niet differentieerbaar in x = O. 

2. a) Locaal maximum 12, bij x = O . 
, . . . _ .  . ~ 

Globale ,mi+ma-4, bij x = - 2 en x = 2' . 
b) Zie a). 

3. a) ï og ( î  +sin2x> + c . 
b) g . i ( f 3 - 2 )  

4. a) 1 . 
b )  1 . 



Tentamen Wiskmde I OD z a t e r d w  17 ja iuur i  1959. 

1. a)  Gegeven i s  de funct ie  

3epaal a l l e  extrema ei; schets  de gral'iek. 

i, ) Bereken 

- - s i n x ä x .  

O 

2. z )  De kromming i n  een punt van de krorpe y = f (x) kan worden berekend met 

de formule 

Leid h i e ru i t  af de formule voor de kromming, indien'de h o m e  wordt gege- 

ven i n  pnranet:&omsteliing x = x ( t ) ,  y = y ( t ) .  

b) Geyevon i s  in  p a r m e t e r v o o r s t e l l ~ g  de h o m e  

% y = -  t2 x = -  
l + t 3  * 

3 '  1 + t  

S t e l  de vergelijking op van de r aak l i jn  i n  het met t = l  corresponderende 
pint  v m  de houme. 

+ z  + u  i v  = O  
2 

3 3 
+ v  = I O  

az . 
ax worden z, u en v gsgeven als func:ties v a  x en y. Bereken - In  het punt 

( X , Y , ~ , U , V )  = ~0y2,1,-1,-2).  

b) In  de funct ie  z = z(s,y) worden door 

x = u ( l - v 2 )  , y = u v  

nieuwe variabelen ingevoerd. 3nik u - 2 a2z u i t  i n  x,y en de p a r t i ë l e  afge- 

leiden vna z naar x en y. au 

4. a )  Gegeven het punt P = (1,2,?) en äe rechte 

I :  s -  ( 6 , 1 , j )  + A(1,2,3) . 
:. 



Gevraagd een parunetervoorstell ing van het vlak door P en 2 .  

Bewijs dat d i t  vlak evenwijdig is  aan het vlak 

x - = ~(-7~8, j)  + ~ ( 1 ~ - 9 ~ - 1 0 )  . 

2' De determinant a l ,  a a 

a a 

a a 

1 2  13  

23  

32 33  

32 1 22 

31 a 

b )  Van het s t e l s e l  vergelijkingen 

i s  nul. 

a x + a  y + a13z = O 

z = o  

a x + a  y + a33z = 1 

1 1  12 

21 x + a  ' 2 2  Y + a 2 3  

3i  32 

rang A < 3, rang B = 3 w a n t  a a O 
1 1  12 

21 

31 

O2 2 
a 

a 1 
'32 

is ge,.dven 

a a 
o =  

Globale minima O b i j  x = O en x = 5. 
Locaal aammm 643 bij x = 3 .  

2 .  

x + y = l .  

a Z z  a Z z  1. axay ayax (aangenomen is  d a t  - = - 

(6,173) + A(I3293) + i 1 ( 5 ~ - 1 ~ 2 ) .  

Zowel ( - 7 y 8 y 5 )  als (1y-9y-10) is een l i nea i r e  combinatie van ( 1 y 2 y 3 )  en (5 , - lY2) ,  



I 6-59 

1 1  12 1 

2 1  22 2 3  

31 32 33 3 

a x + a  y + a ,3z  = b 

e x + a  y + a .  z = b  

a x + a  y + a  z = b 2  i s  

Exasien/tentamen Yishunde I op vr i jdag 12  j u i i  1959. 

a 
1 2 '  1 3  

a a 
1 1 .  

2 1  2 2  23 . a a # O  . a 

8 3  1 a 3 2  &33 

I .  a )  ~n de f m c t i e  z = i(::,;;) worden door 

6u+3v 3U+6V 
x = e  , Y = e  

nieuwe variabelen ingevoerd. D r u k  

u i t . ' i n . x , y  en de p a r t i ë l e  afgeleiden van z naar x en Y. 

b) Tussen x, y, z ,  t jes taan de betrekkingen 

x2 + y + yz .+ sin(z,  + t )  = ' O  

+ 22 + XZ - cos(2 t )  = o . 2 
y 

3eschouw z en t als func t ies  van de onafhankelijke variabelen x en y. 1 
2 

öx 
Bereken - a i n  het piuit 

2 

:c = 1 ,  y = -1, z = o, t = n .  

2. a)  Gegeven z i jn  de vlekken 

u : 2 x + y + 2 2 =  7 
V :  x + y -  2 = - 2  

w : x = ( I , ' ? , O )  - 40,1,2) + P(2,0,1) . - 
Door hun snijpunt gaat een vlak evenwijdig aan de rechten 

1 : x =  (O , l , i )  + p(3,1,2) 

Bepaal d i t  vlak i n  parametervoorstelling. 

en m : & =  (2,0,1) + u(2,1,3) . 

b )  Van het  s t e l s e l  vergelijkingen 

Geef de formule vocr de oplossing van x volgens de regel van Craner. 

k i d  deze forirule 2.f. 

2 x tan  x 3. a) Bapad i i n  
>:-O .dcos x + t a  x - '{cos x + s i n  x 

P 



! 
i 

b) De integraal 

p o s  a sin xdx 
I - ,. riii :. a s i n  x 

O 
2 2 

hangt af van a. Bepaal de waarde 

1) ais a = O ; 

2) aïs O < a < 742 . 
’ 

~. 
L ,  

3 2 ? 4. Gegeven 
y = x - 4x + 21x1 . 

- 

y b )  schets de grafiek; 

a )  Bepaal de x-coördinaat van elk extreem; 

c )  bepaal de vergelijking v” de raakl i jn  i n  (2,-4);  

d )  toon aan, dat deze raaklijn de kromme nog in  een tweede pwnt raakt. 

r 

i, 

I ,  . .  
, ,  
, ,  

, ,  Antwoorden Tentamen juni 1952. 

a 
als O < a < r / 2  : .- sin a . 

3 en x = 
4 - J 2 2  

3 - 
4. a) Locale m a x i m a  bij x = I 

4+d10 . 
3 locale mininia b i j  x = U en x = 

c )  a: + y = o . 
d) Tweede raakpunt (0,O). 



Proeftentamen Wiskunde I op maandag 2 november 1959 (2  uren). 

1. Gegeven f (x) is continu voor a l l e  x. 
i 

Voor x O i s  deze functie gedefinieerd door: 

Sin(XK) f ( x )  = 

a) Bereken f (O).  

b )  Bereken f ' (x) . 
(x3 - 3 2  f X -  3). arctan x 2. f ( x )  = e 

a )  Bepaal de snijpunten van de graf iek van f ( x )  met de assen. 
b )  Voor welke x i s  de functie extreem? 

c )  Schets de grafiek. 

3. Bereken de volgende integralen.  

tan x .  loglcos xldx . 
1 

a) s 
b)  

O 

4. f ( x )  is gedefinieerd door: 
. .. . . .. . ., .. .. 

Maak een grafiek van f (x). 

Antwoorden Proeftentamen november 1959. 

1. a) 0 . 
3 

b) Voor x.# O: f i ( x )  = x% c o s ( x G )  - s i n ( x K 1  . 
3 x K  

, 

P 11.59 



- 

P 11.59 
i 

! 
t 
L f ( 2 )  = - 5 e  ì o c a a ï  m i n i m  . 
i t 3 .  a) -+log'/cos XI + c . '7 

~ 

= log L .  ~ 

t- = b) l o g  4 - loc  i i m  ,. 6 
t ,o i;rctzL 6 i 

_z 4. Voor 1x1 > I : f ( x )  = :.: j vooi' v < 1x1 < I : f(x) = I ; 
li 
.I - f ( 0 j  = o , f ( l ) ' =  2 , f(-I) = o . 
'L 
,- 
,~ 

r 



E m e n  en tentamen oumven Wiskunde I 

In d i t  tentamenboek z i j n  opgenomen a l l e  wiskunde I tentamens: 

u i t  1960 t / m  1963 met  antwoorden, respect ievel i jk  

u i t  1964 t/m 1968 met  uitgewerkte oplossingen. 

Voor studenten, die  oefenstof zoeken voor een bepaald onderdeel van Wiskunde 

I, is het  boek toegankelijker gemaakt door toevoeging wn een t abe l  (achter- 
aan in  d i t  boek), bie de indel ing van de collegestof geeft over de besproken 

tentamena. 

Ieder tentamen is aangegeven m e t  een code: 

een l e t t e r  (P, I, respec t ieve l i jk  voor proef- en deeltentamen) en 
een ci.ifercombinatie voor de maand .en het jaar waarin het tentamen plaats  
vond. 



~~ - 

I 1.60 

Tentamen Wiskunde I op maandag 11 januari 1960. 

1)  a) Gegeven is de funct ie  

f ( x )  = Isin xle -21sin X I  
1) Bepaal 

2) Schets de grafiek voor O 4 x 

extrema i n  het in te rva l  O G x 4 271 . 
271 . 

b) Bereken de integraal  

2. a) Gegeven z i jn  de vlakken 

v : x + 2 y = 3  

en W : x + y + z - 6 ,  

Bepaal de ver,qeli;ikin& van het vlak U, da t  evenwijdig i s  met de s n i j l i j n  

1 van V en W en g a t  door de punten A(1,-5,2) en B(-2,-3,4). 

b) Gegeven is in parametervoorstelling de kromme: 1 )  

x ( t )  = t2 + t + 1 i y ( t )  = t2 + 4 t  + 1 . 
1 )  Bepaal de punten met horizontale resp. ver t icale  raaklijn. 
2 )  Bepaal m zodanig dat de l i j n  y = x + m  de kromme loodrecht s n i j d t ,  en 

bepaal dat snijpunt. 

3. a) Los het volgende s t e l s e l  vergelijkingen op: 

3 x -  y +  z + 5 u = 7  
2y - 32 + 4u - 6 

b )  Gegeven z i j n  de v i e r  vectoren 

al , 9 a3 e n s  i n R 4  * 

1) Noem de v i e r  afiona's voor de d e f i n i t i e  van de determinant D(gl , a;!, g3, ay)  

2) Bewijs u i t  de axioma's da t  deze determinant ge l i j k  i s  aan nul  als a 
van de vier gegeven vectoren. 

a 
-1 -2' 

') Opgave gewijzigd; de oorspronkelijke betrof kromming en kmmtemiddelpunt. 
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4. a) Gegeven is de funct ie  z = f(x,y). Door de betrekkingen 

X E *U2 - & V 2  

y = uv 

worden nieuwe onafhankelijke variabelen u en v ingevoerd. 

D r u k  1 e+$) uit  i n  x en y en de par t ië le  afgeleiden van 

z naax x en y. 

u2 + v2 

b )  Door de vergeli jking 

x 2 + y 2 - z 2 - 4 z x + 2 y + l = 0  

is een oppervlak gegeven. 
1 )  Bewijs dat de rechte 

1: = (0,-1,0) + A(l,2,1) 

geheel op het oppervlak ligt. 
2) Bewijs dat a l l e  punten van 1 hetzelfde raakvlak bezitten. 

Bepaal de vergeli jking van d i t  raakvlak. 

Antwoorden 'Iientamen januari  1960. 

1. a) Globale minims f (x) = 0 b i j  x = O, 71, 271 ; 

1 l l n  globale maxima f ( x )  = - 2e b i j  x =;, F ,  F, -iT ; 

locale m i n i m a  f ( x )  = - 1 b i j x ~ 3 , F .  
2 e. 

b ) - ä G  X + logl tan $1 + c . 
2. a ) y -  z + 7 = 0 .  

b) 1)  ( 3 1 - 3 )  rasp. ( f ,  -f) 

2 ) m = -  2 ;  4 (&@ 

3. a) x =  (O,-û,-6,1) + A(1,9,6,0) . 
b) Zie d ic taa t .  

4. a) a22 + -  a22 . b) 1) E l k  punt P(A, -1 +ZA, A) voldoet aan de vergelijking. 
a l  ay2 

2) x - 2y + 3z - 2 .  



16.60 

Emunen/tentamn Wiskunde I op maandag 13 juni 1960. 

1. a) Bereken 2 3 I - c o s  x - c o s  x+cos x 1Un 
x-o m-62 

b) Bepaal een parametervoorstelling van de s n i j l i j n  van twee vlakken V en W,  als 

V : 2 x + y - 3 ~ = - 6  

W : - x = ( -1 ,2,3)  + A(2,1,2) + 1(-2,2,1) 

2. a) Los op het  s t e l s e l  vergelijkingen 

- a x + 2 y -  Z E  o 
3x - y - 22 = 5a 
3 x - 4 y +  z = 2 a  

voor a l l e  -den van a. 
2 

b) Gegeven is het oppervlak O: x + y2 + 2x2 = 1. 

Bereken het  raakvlak aan O i n  een willekeurig punt P(xo,yo,zo). 
Hoe moet P gekozen worden, opdat d i t  raakvlak de l i j n  1: x = (0,0,1) + A(I,I,-l) 
geheel bevat? 

3. a )  Bereken e 
dx 

JxfZG& 
b )  Gegeven i a  de funct ie  f ( x )  = (2-2x-x2)eIXI- '  . 

Bereken de u i t e r s t e  nasrde(n). 

Bereken de buigpunten, voorzcver aanwezig. 

Schets de grafiek van f (x).  

4. a) Gegeven 2 = f (x ,y ) .  
We voeren nieuwe variabelen u en v i n  door de betrekkingen 

U = - x + y  

v - x  + y  . 2 2 

Druk nu 7 a2z + u i t  i n  u,v, en de par t ië le  afgeleiden van z naar u en v. 
ax ara 



4. 

I. 

2. 

3. 

4. 

I 6.60 

b )  V a n  de functie f ( x )  is.gegeven: 

f ( x )  - sin x 
f" (x)  9 cos x 
f (x)  is different ieerbaar  voor x = O. 

als x C O 
ala x > O  

Bereken f ( x )  voor posit ieve wsarden ven X. 

Antwoorden Tentamen .juni 1960. 

a) ?f * 

b) & - (-7,0,-2) +a(4,1,3) . 
a) A ~ E  a j I : E =  (O,-a,-za) ; 

aïs a - 1 : g =  (û,-í,-2) + A ( ? , ~ , I )  . 
YO 

xO O 

x +zo 
O 

b)  z-zo = - - (Y-Yo) bo pr o) ; 

t e  herleiden t o t  xox + yoy + xoz + zox = 1 . 
Speciale k e u z e n w r P :  P, = (1,2,-2), P, (1,0,0) . 

a) l o g ( l + \ c 2 )  . 
b) f (-2) - Ze globaal maximm; 

(1 -65 t (4f5 - 6)ei5) buimunt. 

b) Voor x > O : f (x) = sin x + C, f (x) = - cos x + Cx + D, m i n  D - 1 

- f l ( 0 )  - - COS h + Ch+l -O 
h 

opäat l i m  f ( h )  - f(0) - O en C = 1 opdat l i m  
h i 0  h 10 



P 11.60 

fioeftentaaen Wiskunde I op vrijdag 11 november 1960 (2 men).  

~ .. , 
<". 

1. a) Ga na voor welke waarden ven x de volgende twee funct ies  gedefinieerd z i jn  
en bepaal de afgeleiden van deze functies. 

I. arcsin qx + EI.mtan-1' 

r.; 11. X log x .  s,in x . 
&$i,, 
i?& i 
:?; ', ,"<i', p.:' 
~ *,, 

b )  Een func t ie  f is gegewn door 

f (x)  9 3 + a x  + b als x < O , 
f ( x )  = x3 + x  + 1 als x O . t' a 

sj;. q,:, 
?.: 
;*,: a en b. (Toelichten!) :$' 
2 

A l s  gegeven is dat f een overa l  different ieerbare  funct ie  is, bepaal dan 

&$, 
2. Bewi j a  met behulp van de def ini t ie  : 

= & .  n2 +I l i m  I> 

n-m a1' + 1 

Teken een grafiek van deze func t ie  en geef een toe l ich t ing  daarop. 

4. a) Bepaal log(1 +x2)dx . s 
b )  Bereken 

O J[&- A] dx 

Antwoorden Proeftentamen november 1960. 

1. a) i û < x  cq3 fl(x) - O voor 0 e x  e l ,  ft(?) - O . 
o <x; f ' (x )  = x log x12 sin x log x + cos 

X 
I1 

i '  b )  b - l i r a  f (x )  i. f ( 0 )  = 1 . 
x t o  
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2 
2. Bij iedere E > O  kan m n  bijbehorende N ( E )  vinden 26 dat "--& 

/ 2 n 2 + l  
< E  
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Examen/tentamen Wiskunde I op maandag 16 januari  1961. 

2 + 3 x - 8  
3x- 5 I. a) Op he t  in te rva l  -1 =s x =s 4 (x 2) ia gegeven de functie f ( x )  - 

Bepaal de u i t e r s t e  waarden van f (x) .  

b )  Bereken 
tan x - s i n  x 
x ( 1 -  cos 2x) 

X' o 

c )  Bereken 

3(x2 +l )a ro tan  xdx . 
O i' 

2. a) "1 9 9 e3 9 -4  e vormen een basis van de vectorruimte R. Wat betekent d i t ?  

b )  Bereken de volgende determinant: 

1 0 0 A  

p 1 0 0  

O V 1 0  
O O p l  

c )  Aan welke voorwaarden moeten A, p, v, p voldoen opdat de vectoren e+ +k%,  

e +ye , e +p< , % +Ac?, ook een baais van R vormen? Licht Uw antwoord toe. 
7 7 - 3  

3. a) Gegeven i a  de kromme m e t  parametervoorstelling: 

x = 2 cot e 
o c e c n  . 

y = 2 sin20 

Bereken de waarde van ,*- (de kromming) i n  het hoogste punt van 
de homme. (n +g. 1 

U 2 a 2 z  az 
ayax ax b )  z i s  een funct ie  van x en y; x - y , y = v . Waarin gaat 2y - - - 

over als z als functie van u en v wordt beschouwd? 

4. a) h s  op: 

2x + xp + 4x + 2x4 = 5 ; 
7 x , + 2 x 2 -  x + x = 7 ;  
7x, + x -11x3 - 3x, - o . 

1 3 

3 4 

2 

b )  z is als funct ie  van x en y gegeven door xz3 - jyz + x = O . 
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2) Waarin gaat betrekking ( a )  over als men op poolcoördinaten Overgaat 
(x 0 r cos cp, y = r sin cp)? 

3) Hoe kunt U het  onder 2) verkregen resu l taa t  d i rec t  inzien? 

Antwoorden Tentamen .januari 1961. 

f(-1) ., 1 globai l  minimum; f (l/3) 5/3 iocaa l  maxim; 
f (3)  u 7 locaal  minimum; f ( 4 )  = 52/7 globaal m a x i m u m .  

a .  
2x)Tj - I* - 2 l o g  2 . 

% , %  -4’ 

D i t  betekent dat iedere vector van R een l i nea i r e  combinatie is van e , ,  
en e en dat deze 4 vectoren onafhankelijk zijn.  

1 - Apvp . 
hpvp 1, dan z i j n  e + pe , e + v% , 83 + pe, , + AE, namelijk onafhanke- 

7 1 1  
l i j k ,  dus ook een basis  van R. 

1. 

az e 3 + ~  az -2 1)  - =  
ax 

- P  

2 .  3 ( Y  - 5z2) ’ y - x z  

3 3) z - 3(tan cp)z+l = O d.w.z. z i s  func t ie  van cp alleen. 



Tentamen Wiskunde I op dinsdag 13 juni 1961. 

I 6.61 

1 - i X 2  +I 
1. Bepaal l i m  arctan 

x- o 

lI 
2. De func t ie  f is voor - 2 S x S - gedefinieerd door 2 

cos x f (x )  = iim 
n + m  ( x + i ) " + ~  * 

Maak een graf iek van f ,  en ga na of f continu is voor x = O. 

dx 
l/Sin x - sin X .  t an  x . e  

3. Bereken 
O 

4. Een vlakke h o m e  is in parametervoorstelling gegeven door: 

x - a t a n u  

[y=&% 

Toon aan dat d i t  een tak van een hyperbool is en bepaal 

h o m i n g )  i n  he t  punt P(af3, 4a) . (de 
2 +SI 

5. U i a  een func t ie  van de rechthoekige coördinaten x en y. 

i n  poolcoördinaten u i t .  a% 
ax ity 

D r u k  - 

6 . G e g e v e n i s d e b o o g x = t , y = t f  2 z = t  3 ( O c t  s 8 ) . D e e i n d p u n t e n v a n d e z e  
boog heten A en C. Op de boog l i g t  het punt B, waarvoor t = 5 .  Bepaal D op 

de boog zodanig, dat  he t  volume van de piramide BBCD msximaal ia. 

Antwooorden Tentamen juni 1961. 

I. -* . 
2. f ( X )  

COB x voor - $6 x c O 

il voor x O 

O voor O < x 2 .  
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f i s  noch links- noch rechts-continu voor x = O. 

-1/sin 6 -1  3 .  iim (e-’ - e ) = e  . 
8 1 0  

6.  D = (2,4,8) . 
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Proeftentamen Wiskunde I op donderdag 9 november 1961 (2  uren). 

1. a) Bepaal lim 
n-= 

arccos x b) Bepaal lim \11-~7 - 
xt 1 

JX 2. a) Bepaal de afgeleide van (fx) . 
b) Bewijs met de definitie van het begrip limiet: 

Als lim f(x) = 1, dan is lim f(&x)= 1 . 
x- m x-co 

voor x # 1, f(1) = O . x- 11 3/2 
3. f(x) = 4!  

x3-jx2+6x-4 

Teken de grafiek van f(x). Geef daarbij aandacht aan asymptoten, nulpunten, 
extrema, raaklijnen in bijzondere punten. 

4. Zij e het grondtal der natuurlijke logarithmen. 

We definiëren I (p )  = log xdx voor O < p G 1 . 
P a 

a) Bereken I(p) en toon aan dat I(p) > O is. 
1 b) Bewijs dat lim I(;) bestaat. 

n -- 
(Aanwijzing: het in a) bewezene gebruiken.) 

Antwoorden Proeftentamen november 1961. 

b) B i j  iedere E > O kan men bijbehorende N(E) vinden zodat If (x) - 11 < E 

voor alle x > N(E); dus is If(px) - 1 I CE voor alle x > N*(E) = 2N(c). 
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3. x >  1: de raaklijn in (1,O) is verticaal; de x-as asymptoot; f ( 2 )  1 

globaal m a x i m u m .  
x G 1: de grafiek onts taa t  uit het deel voor x 2 1 door puntspiegeling 
t.o.v. (1,o). 

1 4. a) ~ ( p )  = p - p log p = p(i +log p) > 0 . i 
1 1 1 

b) I(--) > I(n+l) ; de rij I(;) daalt, maar biiJft > 0 . 
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Examen/tentamen Wiskunde I op vr i jdag 19 januari  1962. 

2 
1 .  a)  f ( x )  = arctan(x - ZX) . 

Teken de grafiek van f ( x ) .  

2 

b)  Bepaal J (x-  l ) f (x)dx  als f ( x )  dezelfde betekenis heeft  als boven. 
O 

2 
2. a) Toon aan dat de kromming van de orthogonale hyperbool y' - x = 1 in  een 

1 
3 r 
O 

7 2 3 4  
5 6 t 8  

2 3 4 5  
4 3 2 4  

punt (xo,yo) ge l i jk  i s  aan - als ro de afstand van (xo,yo) t o t  O voorstelt.  

b )  Gegeven is 

f ( t )  = 

Bepaal f l ( t ) .  

3. a) Bepaal een parametervoorstelling van l i j n  4 als: 
l l i g t  i n V : x =  ( 2 , 3 , l ) + p ( l , 1 , 2 )  + 0 ( 3 , 1 , 4 ) ,  
4 is evenwijdig aan het XOY-vlak, 

4 s n i j d t  m: & = ( l , l , 4 )  + p ( Z , l , l ) .  

b )  a,  b , c ,  &vormen een afhankelijk s t e l s e l  vectoren, 

- a, - 9 -  b c een onafhankelijk s t e l s e l .  

E e w i j s  dat  & een l i nea i r e  combinatie is van a,  en c .  

r 4. z is een func t ie  van x en y; x = r tan cp , y = - cos cp 

Beschouw z als funct ie  van r en cp. Druk nu - a22 u i t  i n  de pa r t i ë l e  afgeleiden 

van z naar r en cp. (Alle voorkomende afgeleiden z i jn  continu.) 
ax 
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Antwoorden Tentamen januari  1962 

1. a) f ( 1 )  I - is een globaal minimum; f(x) daalt monotoon voor x < 1, 
4 

stijgt monotoon voor x > 1; de l i j n  y = 5 is horizontale ssymptoot. 

b )  O .  

c )  2 .  

1 T 
2. 4 fi ( X ~ , Y ~ )  is Y; =. -Q ; y: - - ; àaamjee vindt men (de f o m ï e  wm de 

YO Y; 
kromming behoort n i e t  meer t o t  de s t o f :  

b) 21. 

3. a) I - ( 2,5) + ~(l,-l,O) 

b) E r  bestaan getal len a,  p, y, b ,  n i e t  alle nul, 26 dat a& + @ + yo + b o  = 2; 
a e h ie r in  i a  O 

combinatie van E, en 0 .  
O (waarom?); dus d = - a & - O b - 2 d.i. een l inea i re  
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Examen/tentamen Wiskunde I op woensdag 13 juni  1962. 

z 1 - \I 1 - (arcsin X I  
x s i n  x 1. a) ikpaai i i m  

x-. o 
b )  Bereken 

,sin x . s i n  2xdx . 
O r" 

3 2  
en f Z ( x )  = I x ( x - î ) I .  x + x  + 3 x + 3  

X 2. Gegeven voor -1 G x 6 2 de funct ies  f , ( x )  = 
e 

a )  Bepaal van beide functies de nulpunten en extrema. 

b )  Teken in één figuur de grafieken van beide functies.  

c )  Bewijs da t  de functie f (x) - f2 (x )  i n  het i n t e rva l  O < x < 1 minstens 
1 

één extreme waarde heef t  (n ie t  uitrekenen!). 

3. V a n  het  s t e l s e l  vergelijkingen 

+ a  x + a  x + a  x = O  
lX1 1 2  2 1 3  3 14 4 

2 4 4  = o + a  
2 3x3 

a x + a  x + a  
2 1  1 22  2 

+ a  x + a  x + a  x = O  

a x + a  x + a  x + a  x = O  
a31X1 32 2 3 3  3 34 4 ' i  4 1  1 42 2 4 3  3 44 4 

(1) 

a a 
is gegeven dat 

Verder z i jn  gegeven de vectoren 2 = (1,0,1,-2), 2 = (2,1,3,5) en 

a )  Bepaal de rang van de coëfficiëntenmatrix van (1)  als gegeven is dat 2 en 

b) Is 

c )  Geef de algemene oplossing van (1). 

= (1,5,2,-7). 

9 oplossingen van (1) zi jn .  

oplossing van ( I ) ?  Beredeneer uw antwoord. 

4. Door de vergelijkingen 

q y + x z = O  

2xt2 + y e t  = i 

2 I 3w + y t  + t = 12 

z i j n  x, y en z als funct ies  van t gegeven. 

Bereken - d2z voor t .= o. 
dt2 
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Examen/tentamen Wiskunde I op woensdag 13 juni 1962. 

2 i - ,\i I - (arcsin x)  
x s i n  x 1. a) Bepaal ì i m  

x-o 

b )  Bereken 

. s i n  2xdx . 
O 

3 2  
x + x  + 3 x + 3  en f (x) = ] x ( x - l ) l .  2. Gegeven voor -1 =G x G 2 de funct ies  f l  (x) = X 2 e 

a )  Bepaal van beide funct ies  de nulpunten en extrema. 

b) Teken in één f iguur  de grafieken van beide functies.  

c )  Bewijs da t  de funct ie  f (x) - f (x) in het i n t e rva l  O < x e 1 minstens 1 2 
één extreme waarde heeft  (n ie t  uitrekenen!). 

3. Van het stelsel  vergelijkingen 

+ a  x + a  x = O  

+ a  x = O  a x + a  

a x + a  x + a  x + a  x = O  

a x + a  x + a  x + a  x = O  

&1lX1 + a12x2 1 3  3 1 4  4 

2ZX2 + a23x3 24 4 2 1  1 

31 1 32 2 33 3 34 4 

4 1  1 4 2  2 4 3  3 44 4 

(1) 

a a 
is gegeven dat 22 23  # o  . l a 3 ?  a331 

Verder z i jn  gegeven de vectoren E = (î,O,l,-2), 9 = (2,1,3,5) en 

a )  %paai de rang van de coëfficiëntenmatrix van (1) aïs gegeven is dat E en 

b) Is 
c )  Geef de algemene oplossing van (1). 

= (1,5,2,-7). 

%oplossingen van (i) zi jn .  

oplossing van ( I ) ?  Beredeneer uw antwoord. 

4. Door de v e r e l i j k i n g e n  

x y + x z = O  

2xt2 + yet = i I 3xy + y t  i t2  = 12 

z i j n  x, y en z als funct ies  van t gegeven. 
2 

Bereken - voor t - O. 
at2 
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Examen/tentamen Wiskunde I op woensdag 13 juni 1962. 

2 I - \I I - (arcsin XI 
x s i n  x 1. a.) Bepaal i i m  

x- o 
b )  Bereken 

. s i n  2xdx . ,sin x 
O s" 

3 2  

e 
x + x  + J x i l  en f2(x)  = Ix(x- 1 ) 1 .  2. Gegeven voor -1 < x G 2 de funct ies  f (x) = X 1 

a)  Bepaal van beide funct ies  de nulpunten en extrema. 

b )  Teken in ékn figuur de grafieken van beide funct ies .  

c )  Bewijs dat de functie f (x) - f 2 ( x )  i n  het  i n t e rva l  O < x C 1 minstens 
1 

één extreme waarde heeft  (n ie t  uitrekenen!). 

3. Van het s t e l s e l  vergelijkingen 

- a  x + a  x + a  x + a  x = O  
i aZ3x3 + a x = O a x + a  

a x i a  x i a  x + a  x = O  

a x + a  x + a  x + a  x = O  

1 1  1 12  2 13 3 14 4 

2ZX2 2 4  4 2 1  1 

3 1  1 32 2 3 3  3 34 4 

4 1  1 4 2  2 4 3  3 4 4  4 

(1)  

Verder z i jn  gegeven de vectoren E = (1,0,1,-2), g = (2,1,3,5) en 2 = (1,5,2,-7). 

a) Bepaal de rang van de coëfficiëntenmatrix van (1) als gegeven is dat E en 

b)  Is 2 oplossing van ( I ) ?  Beredeneer uw antwoord. 
c) Geef de algemene oplossing van (1) .  

3 oplossingen van ( I )  zi jn.  

4. Door de vergelijkingen 

x y + x z = o  

2xt + y e t  = I 
2 Í 2  3 q  i y t  + t = 12 

z i jn  x, y en z als funct ies  van t gegeven. 

Bereken - d2z voor t = o. 
dt' 



16.62 

i: 
I, " :,' 

P 5. Een kromme K is i n  poolcoördinaten gegeven door 

ll ll (r2 -cos  rp)cos rp = I (- 2<rp < $ .  

a)  Bepaal het punt (de punten) van K w a a r i n  de raakl i jn  aan K loodrecht op 

b) Bepaal in  he t  (de) onder a )  genoemde punt(en) de kromtestraal. 
de l i j n  9 = O staat. 

Antwoorden Tentamen .juni 1962 

2. a) f l ( x ) :  nulpunt x = -1; f l ( 0 )  = 3 globaal maximum; f ,(-1) = O globaal rand- 
minimm; f , ( 2 )  = zie-' locaa i  randminim.  

f2(x): nulpunten x = O, x = 1; z i j n  globale minima; f2(s) = 4 locaa l  6- 

mum; globale d r a  - 2 b i j  x = -1 en x = 2. 

8 ;> 2,9; f 1 daal t  i n  O < x < 1 monotoon; 

dus f ,  (5) - f,(*) < 2,75. De functie moet dus tussen O en 1 minstens één 
m i n i m u m  hebben. 

c )  f l ( 0 )  - f2 (0 )  = 3,  f , ( l )  - f 2 ( l )  

3. a) rang A = 2. 

b) 2, 9 en g z i j n  onafhankelijk; dus kan n i e t  behoren t o t  de tneedimensio- 
nale oplossingsruimte. 

0 )  x = s e + P 9 .  
4. 'i, = 15. 

5. a) Alleen het punt - O ,  r = \r; voldoet. 
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Froeftentamen Wiskunde I op zaterdag 3 november 1962. 

De vragen moeten gemotiveerd worden beantwoord. 

1. a) Bereken 
d + x  s i n  x 

2 .  
l i m  
X-m I - x  

b )  Voor welke waarden van x geldt de volgende ongelijkheid: 

arccos x 5 arcs in  x . 
2. De funct ie  f is gedefinieerd door 

arcsin x f ( x )  = x log 

f(0) = o 1 
a)  Bepaal het definit iegebied van de functie f .  

b )  Bewijs dat f continu is voor x = O. 

c )  Bepaal f ' ( x )  voor x # O. 

d)  Bereken l i m  f ' (x ) .  
x-o 

e )  Bepaal fl(0). 

3. a) Bereken 

Jarccos x .  dx 

b )  Bereken 

4. f ( x )  - i teken de graf iek van f (x ) .  
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. 
I. 

2. 

Antwoorden boef tentamen november 1962 

a) Met de ins lu i ts te l l ing  vindt men: -1. 

-1 < IC 4 fi. 
-1 < I< 1 .  

l i m  x log  
1 - 0  

=cain 
P 0.0 - o - f(0). 

arcsin x + X 1 arcsin x 
f f ( x )  - log arcsin x (m - X 

log  I + l (1 -1 )  = o .  

x axccos x - iT.7 + c .  

f 
2' 

4. f(x) is  een even functie. 

x 3 i e  verticale asymptoot. 
f(2) - 4 ïocaal maximum; f(4) = û locaai mininnun. f(-2) en f(-4) evenzo; 

, dus y = x + 3  8 1 f(O)Pj locaalminimum.voorx>ois f(x) = x + 3 + -  x- 3 
i s  een scheve asymptoot; het spiegelbeeld daarvan t.o.v. x - O eveneens. 



I 1.63 

&amen/tentamen Wiskunde I op dinsdag 15 januari 1963. 

2 
1. Gegeven is d e  func t ie  f (x) = + & - 3 voor  x O. 4 

De functie g(x) w o r d t  gedefinieerd door 

voor a l le  x waarvoor de integraal  i n  he t  rechter l id  bestaat. 

a) Voor welke x is g(x) gedefinieerd? 

b )  B e w i j s  da t  g(x)  voor d ie  waarden van x een monotoon sti jgende func t ie  is. 

c )  Bepaal he t  nulpunt van g(x). 

2 2  
2 2 u - v  2. a )  Gegeven is: w = (u + v  ) 

Bereken: & (v au a w  + U - an ) 
av 

b)  z is als func t ie  van u en v gegeven door 

1 1  Voorts i s  

Beschouw z a l e  functie van x en y en dnik - u i t  i n  u en v. 

x = u+v en y = - - - . u v  

ax 

3. a) LOS op: x + 4y + = O 

2 x -  y + 3 z = l  

31 - 6y + 4z = 2 

x - 5 y i  z a 1  

b )  in R, z i j n  gegeven 

een l i j n  I : & = g + ag 

een vlak V : 5 - 0 + +y=  

bovendien is de determinant D L  x, E, g-b) = O. 
Onderzoek of I en V punten gemeen hebben 

le: als de door z , ~ ,  opgespannen deelruimte de dimensie 3 heeft. 

2e: als de door g,- f ,  E opgespannen deelruimte de dimenaie 2 heeft. 
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4. a) Welke complexe getallen a voldoen asa 
2 - i  II 

arg z-1 = 7 

b) Bereken de  complexe getallen z, en z2 u i t  

12,l = Iz21 - 1 

z , + z 2 + l = 0  

Antwoorden Tentamen .ianumi 1963 

1. a)  Voor a i i e  I > O. 

x2 
4 x  

g ' ( d  > 0 (I + 2). 

b )  g l (x)  = f (x)  = - + - 3 (x > O) heeft  b i j  I = 2 het minimum O; dus 

0 )  I = 2. 

J. a) I = (2,0,-1) + A(14,1,-9). 

b )  Als E,  E, onafhankelijk z i jn ,  den moet &-o een l inea i re  combinatie van 

5, E, 5 zi jn;  d.w.z. I en V één punt gemeen. 

A l a  k e e n  l inea i re  combinatie is mrn E en 
Òf geheel in V Ò f  geheel buiten V. 

(onafhankelijk!), dan l i g t  I 

2 4. a) I + y2 - x - y O, 1 - I - y  > O, d.w.z. de c i rke l  met middellijn v m  
z = 1  naar z p i ,  voor zover h i j  onder deze middelli jn ligt. 
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Examen/tentamen Wiskunde I op v r i j d a g  7 Juni 1963. 

i 
l o  1 - x  

1. Teken de grafiek v m  f ( x )  = en bereken 

/ + l 0 p ; L  ax . 
O 

voor (x,Y) P ( 0 ~ 0 )  
sin q 2. Gegeven: f ( x  ) - 1 'y-m 

f(0,O) = o . 
a)  Is f (x,y) continu i n  het punt ( 0 , O )  ? 

b) Teken i n  het  vierkant 
- l l < y < r f  , 

a2f  
axay 

1 - n G x G n 

w a a r u i t  het  punt ( 0 , O )  weggelaten i s ,  de punten waarvoor - = O . 
3. Gegeven: ~ ( p ) :  - x = (1,0,2) + A ( ? , - ~ , O )  + p(3,1,p) 

- x = (-1,-1,o) + p(1,2,2) 
& = ( 2 , 1 , 2 )  + 0(2,-3,4) . 

e: 
m: 

a)' Bewijs, dat  V(p) voor iedere waarde van p een vlak (en geen l i j n )  voorstelt .  

b) Bewijs, dat  e r  één waarde van p i s ,  zodat e in V(p) l i g t ;  bepaal de verge- 

c )  Bewijs, da t  e r  geen waarde van p is, zodat m i n  V(p) l igt .  

l i j k i n g  van dat vlak. 

3 4. a)  LOS op z6 + z = -I . 
b) Een punt z doorloopt in het complexe vlak de kromme IzI = 1 voor 

ll O < a r g z < - .  

Welke baan beschri j f t  w = ? 

2 
2 i z  + z + i  
z2+1  
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;$ 

{i: Antwoorden Tentamen juni 1963 

,>. 
1 ,  

- 4  , ,  

1. -4. 

dus If(h,k)-f(O,O)I < E  
' f i  JFí7 2. a) If(h,k) - f (0 ,O) l  

als c E; dus f(x,y)  continu. s; ,I 
r :, 

a2 f 
a d Y  

straal $3. 

b) - - O op beide assen (exclusief (O,O)), op de gedeelten der hyperbolen 

xy - kn, k = 21,22,23, binnen (2 n,'n) en op de c i rke l  om (0,O) mst 

. .  i;' 
<'i:. 

,"),I, i,., 
_ i  3. a) a(1,-1,O) + @(3,l ,p)  = 2 al léén als a - p - O; onafhankelijk. 

C )  (2,1,2) - (1,0,2) = ( l , l ,O )  resp. (1,-1,0) en (2,-3,4) z i jn  onafhankeli3r. 

4. a) z = e 2 / 9  *i met k = 1,2,4,5,7,8. 

b) 1 begint i n  + + i  en loopt pa ra l i e i  met de positieve reële  aa. 
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boeftentarren Wiskunde I op zaterdag 9 november 1963. 

x 7 1  e 
log  x 1. Bepaal de a f e l e i d e  van (log x) 

2. Bereken e - dX . 
9 - 1  l-27- 

3. Teken een grafiek van y - log{x(l - IxI)} . 
Bepaal asymptoten, nulpunt(en), u i t e r s t e  waarde(n), en het  gedrag voor 

grote 1x1. 

a r c t m f x d x  . s 4. Bereken 

O 

5. Een funct ie  f is gegeven door 

x c o  

x a o  . 
1 +x f ( x )  = 2e - e 

f ( x )  = e 1 -x 

a )  Bewijs dat f continu is voor x E O. 

b) Bewijs dat f differentieerbaar is voor x = O. 

Antwoorden Proef tentamen november 1961 

1 1. - ( log x)log =(1 +log log x) . 
X 

2.10g 3. 

3. Verticale aaymptoten b i j  x O, 1, -1; nulpunt x -a  - 6; l o c m l  maxim 
- 2 log 2 b i j  x &. Voor grote  raSrden van 1x1 = -x l igt  y d ich tb i j  2 loglxl. 

5. a) f is rechts different ieerbaar  en dus rechts  continu; links continu: 

ïim ( Z e - e ' * )  = e = f(0). 
x t o  

b)  rechtse afgeleide (-e'-x)po = - e .  

x t o  x t  o 

1- 
= - e  (u rechts).  e - e  

X 
l inkse afgeleide l i m  f0-e- l b  
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Examen/tentamen Wiskunde I op vrijdag 10 januari 1964. 

1. a) Bepaal de extremen van y = arccos , -1 S x sá 1. 

b )  Kin s t e l t  cot udu = g(x) . 
X r/2 

Voor welke waarden van x is hierdoor de funct ie  g(x) gedefinieerd? 

Schets voor deze waarden van x de grafiek van g(x). 

2. z i s  gegeven als funct ie  van x en y; door x = uv en y = u + v  is e ook op t e  

vatten als functie van u en Y. 

I)& a22 u i t  in u, v en pa r t i ë l e  afgeleiden van z naar u en V. 
ax2 

3. a) Bepaal de meetkundige p laa ts  van de beeldpunten van de complexe ge ta l len  
waarvoor 

Re{(l+i)z '}  = 1z21 . (1) 

b )  Bepaal de meetkundige p laa ts  y ~ n  de beeldpunten van de complexe ge ta l len  
waarvoor 

( 2 )  
2 - 2  n arg - = - - 

2 2 .  

c )  Bepaal de complexe getal len d i e  zowel san ( 1 )  a l s  aan ( 2 )  voldoen. 

4. Het s t e l s e l  vergelijkingen 

- 3x1 + 2x, + x3  + 3xs = 4 
- x + x2 + x 3  + 2 X 4 '  

3x 4 
13x, - 4xz + 5x3 - 3x4 = 20 

+ 3x3 + x = 1 0 + a  
1 

is oplosbaar. 

Bepaal a en de oplossingen. 

5. Gegeven z i j n  in R de vlakken 
3 

U,: a x + b y + c z = d  
1 1 1 1 

UZ: a x + b y + c z  
2 2 2 

U :  a x + b y + c z =  
3 3  3 3 

d2 

d j  
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3 c ) spannen i n  H De vectoren 5 = (a,,a,,a3), = (b , ,b2 ,b3)  en 2 = (c 1 r C 2 >  3 

een tweedimensionale deelruimte op waartoe = (d  ,d2 ,d3)  n i e t  behoort. 

Bewijs 

a) UI, U2, en U 

b)  U , ,  U,, en U 

1 

bezitten geen gemeenschappelijk punt. 

hebben paarsgewijze tenminste twee sn i j l i j nen ,  en deze z i j n  
3 

3 
evenwijdig. 

. Oplossingen Tentamen januari 1964. 

1. a)  y = arccos K2 (-1 ,r x s 1) 

Opmerking: y '  is n i e t  gue f in i ee rd  voor x = O , + l  . 
> O  , l i m  y '  = 1 , Y'-- mals x - 1 

1 
o < x < 1 :  y'= 

x 1 0  

-1 < x < o :  Y ' = -  ? < O ,  l i m  y ' = - I ,  y ' - - m a l s x - - l .  
\jl-x2 xTO 

y i s  een continue func t ie  van x dus, gezien het tekenverloop van de afge- 
le ide  functie : 

Voor x = O t reedt  een "hili" op net raaklijnen y = 2 x . 
Voor x = 2 1 z i jn  de raakl i jnen ver t icaal .  

Het kan ook zonder differentiaalrekening, en wel als volgt: 

62 = cos y 

o " y  s TI 

y = arccos ij1-x2 w 

Omdat ~ 7 2  2 O zal  de waarde van y voldoen aan O s y s . 
Nu berekenen we s i n  

Derhalve volgt 

o s y  <- 2 
i s i n  y = 1x1 

met als graf iek een 

* y = arcsinlxl  

omgekeerde sinterklaasmi j t e r ,  
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i r 
We hebben toegepast de hoofdstelling van de  integraalrekening. Hiervoor 
moet de integrand cot u i n  het hele integratievak continu zijn,  dus 

- x < x < O. We kunnen nu ook i n  d i t  speciale geval schrijven 

g(x) = log - -' 
asymptoten x = O, x = - TI. 

Opmerking: Zonder t e  different iëren moet U kunnen beredeneren dat 

g l (x )  = - cot X. Hoe? 

n een funct ie  met minimumwaarde g(- 2) = O en ver t icale  s i n  x ' 

2. x = uv x E U(X,Y)V(X,Y)  

Y 2 U(X,Y)  + V ( X , Y )  

Oplossing u = u(x,y) ,  v = v(x,y) 
substitueren 

y = u + v  I *  
Nu gaan we differentiëren naar x : 

au 1 av 1 - = -  j - = - -  ax u - v  9 ax u - v  

au 1 _ Y -  ax 

au av o _ - + -  ax ax 

az a z  au az  av 1 a z  a z  (--=I - = - -  + - - = _ -  
ax au ax av ax u - v  au Nu is 

2 
Voor het berekenen van de tweede afgeleide moeten we bedenken dat het 

ax2 
rechter l id  van de l aa t s t e  formule een functie van u en v is; zeg g(u,v). D a n  is 
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en 

mogen we deze termen identificeren. 

a 2  z 
auav Opmerking: Als we veronderstellen dat  - - beide continu z i jn ,  

avau 

2 2 2 3 .  a) S t e l  2; = x + iy (x, y reëe l ) ,  dan is I z  I = 2)’ = x + Y  , 
(1 + i ) z 2  = (1 + i ) ( x 2 - y 2 + 2 i x y ) .  Uitwerken geef t  

Re{(l + i ) z 2 }  = x 2 - y 2 - 2xy , 

zodat (i) overgaat in  

2 2 2 2 x - y  - L x y = x  + y  4 5 ( x + y ) = o ,  

waarmee correspondeert het  paar rechten y = O, y = -x. 

b) Meetkundig: z -  2 correspondeert met de vector van 2 naar z; z met die  van 
2 -  2 IT O naar z. a r g ( y )  = a rg (z -  2)  - arg z = - 2 , dus genoemde vectoren staan 

loodrecht op elkaar. z l i g t  dus op een c i r k e l  met [ 0 ,2 ]  als middellijn. 

Echter: n i e t  de hele c i rke l  voldoet, maar s l ech t s  het gedeelte onder de 
reë le  as (y e O).  G a  d i t  na m e t  argumentbesohouwingen. 

c )  Aan ( 1 )  en ( 2 )  smen voldoet s lechts  één punt: z = 1 - i  . 

4. We gaan vegen met de coëfficiëntenmatrix: 

-3 2 1  3 4  -1 O 0 -I 4-4a 
-1 1 1 

3 o 3 1 IO* 

-4 5 9 O 9 5 20+€Ja 

-1 O -1 -1 4-4a 
Het s t e l s e l  i a  
s t r i j d i g ,  t e n z i j  a =  2 . 

O O -4 56-28a 12-6a 

S t e l  x1 = h =+& = (0,0,4,0) + A(1,2,-1,0) . 
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, I  

5. Noteer de door a, b en g opgespannen ruimte met L(&, d ,  c). 

a)  & $ L(a, b, c ) ,  dus e r  bestaat geen lineaire combinatie + + yb + z c  die  
- d oplevert, m.a.w. x= + yb - + zg = & is n i e t  oplosbaar * U,, U, en U, 

hebben geen gemeenschappelijk punt. 

b) Blijkbaar is de opgave als volgt t e  lezen: 

Minstens twee van de â r i e  mogelijke s n i j l i j n e n  van telkens twee der vlakken 
U best- en deze z i jn  evenwijdig. 

ul, 3 

I Stereometrische oplossing: De sni j f iguur  van d r i e  vlakken die geen gemeen- 

schappelijk punt hebben, en welke n i e t  onderling evenwijdig z i jn  bestaat  

u i t  drie (eventueel twee) evenwijdige l i jnen.  ( D a t  U1, U, en U, onderling 
n i e t  evenwijdig z i jn  volgt u i t  dim L(=, d,  = 2.) 

Li AlRebrakche oplossing: Beschouw vlakken U; 11 Ui (i = 1,2,3) door 2 
U I :  a x + b y + c z = O  
U': a x + b y + c z = O  

U I :  a x + b y + c z - O .  

1 1 1 1 

2 2 2 2 

3 3 3 3 

Omdat de coëfficiëntenmatrix van d i t  stelsel  homogene vergelijkingen de 

rang 2 (= d i m  L(=, L, c)) heeft ,  is de oplossingsniimke I-dimensionaal: 

x - = h(p,q,r). Nu z i j n  er  twee mogelijkheden: 

A .  U', U '  en Ui a l l e  verschillend d.w.z. e lk  t w e e t a l  heeft  precies de l i j n  
1 2  - x = A(p,q,r) gemeen. D a n  hebben U l ,  U,, U, paarsgewijs drie l i jnen gemeen, 

a l l e  evenwijdig met 2 - h(p,q,r) .  

B. Twee der vlakken, b.v. U; en U; vallen samen, en U; s n i j d t  U', en UI volgens 

evenwijdig, en hebben ze met U, s n i j l i j n a i ,  
2 

x = h(p,q,r) .  D a n  z i j n  U ,  en U 
die pa ra l l e l  lopen met 

2 - 
= A(p,q,r). 
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, ,  
Examen/tentamen Wiskunde I op vrijdag 5 juni 1964. 

. .  

1. Gegeven: z 9 f(x,y) 

x - u - v  
y = u 2 + v  2 . 
uit  i n  x en y en &geleiden van z naar I en y (men mag aannemen g,: i >  auav 

.4; 

I. &, a 2 2  a 2 z  
'1.". j , axay ayax 

-I- 

o0 

1 - -)dx . 2. Bereken S(& X 
1 

3. Gegeven de functie 
t;, 
i .  Y i. f ( x )  = Itan xle  -4 1x1 

a)  Bepaal a l le  extrema. 
b )  Schets de grafiek. 

n n - - < x < -  
2 2 .  

i: i, 
4. Gegeven het s t e l s e l  

~ ' I , ' ,  
1'1', 

x +  y + a z = O  i:,: 
,; ~ ax - w, + 4z = o g$ , 

f";: . Y  ~; 2 x - 3 y + 2 z = O  . 
,, ,*: I .  

Bepaal voor al le reële waarden van a de oplossing(en). 

5. Bereken ('csn-4x - Jn+4x)arcsin('-x) 2 
( n -  2r)cot x pi;. l i m  

3, 
y:, ll 
li: X-T 

6. Voor welke complexe z geldt  

2 
logie' I 6 IzI' - 2 . 

Teken i n  het complexe z-vlak het bijbehorende gebied. : 
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i' 

Oplossinuen Tentamen .juni 1964 i; 9 1. We beschouwen z als functie van u en v via x en y, z = f{x(u,v),y(u,v)} ; 

a z  az 
ax ay Hierin z i jn  - en - weer op t e  vatten als functies van u en v via x en y : 

2 

a z 2  a2z 
ayax axay We mogen aannermn dat - a - D i t  maakt het gemakkelijk de verkregen 

uitdrukking exp l i c i e t  in x en y u i t  t e  drukken; immers 

- 2u + 2v = - 2x en 4uv= 2 ( y - 3 )  . 8 
I' 

We vinden dus 

2 a2 z a2 a z  
auav 
- D  - 

- .  

iz m N 
1 - -)dx = lim 

N-m 
p l l  p P i l  

1 

= i i m  (log N + f i  p +E P 

P 
= ï i m  iog(1 +fïZJ?) - i i m  log P 

Pi 1 P 
- l og  

N-a-- 
P l '  - log 2 - log 1 log 2 . 

i' I 
Opmerking. Man denke eraan da t  : i  

3 : ,, 

y? 

$+ m 

9.. =. 7. , 
fidx n i e t  bestaan. 

1 S 7 k b  en 1 

@t . .  
lx n 6, 

3. De functie heeft  voor - 2 c x < 5 één-nulpunt, nl .  x = O, en is verder posi- 

tief. Omdat f(x) even is, heeft  de graf iek de y-as t o t  as vaa spiegeling. In 
(0,O) vertoont de graf iek een h i k ,  rant de rechterafgeleide i a  daart 
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- 1  (linkerafgeleide dus - 1 )  . tan h e-4h l i m  - 
h l . 0  h 

Voor I > O geldt 

I - 4 sin x cos x -4x 1 - 2 s in  2r e-4x 
2 e 

f l ( I )  = 2 cos I cos x 

K 
D i t  wisselt  v8n teken b i j  x = 

-5 n/3 
daar heef t  f (x) dus een maximum tan 6 e-K/3 resp. een minimum tan @ e 

Het minimum O b i j  x = O is globaal. De twee andere minima b i j  x = 2 .Z 1 2  z i jn  
locaal,  evenals de twee maxima b i j  x = 2 12 . 
Voor x - 7 gaat f (x) - - . Dua I. = 2 (en x 

(pos. -neg.) en b i j  I = (neg. - p o s . ) ;  

K 

K K K 
2 - -) is een ver t ica le  asymptoot. 

4. We vereenvoudigen het s t e l s e l  door vegen: 

l a  1 [i :; ;) ; 2€3 
3a+2 

DE tweede r i j  bevat de f ac to r  a + 2 1  als a = -2 dan valt dus een vergeli jking 

weg en b l i j f t  er staan 

- 3 x + 2 y - o  d.i. 
5 0 -4 O) (; o 3 - ( 5 x - 4 2 1 0  . 1 -3 2 

S t e l  x - 4 ~ ;  dan volgt y - 6h, z = 5h. 
De oplossing is dus 

- x = h(4,6,5) als a - -2 . 
Als daarentegen a -2, dan vo lg t  1; o 1 E )  - 1: E a;2) 

5 O 3a+2 3a-i3 . 
A l s  a = 7 dan b l i j f t  over 

y + j - z = o  2 1' ' '\ d.i. 
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1 l a  1 1 a 
a -2 4 .I a+2 O ~ a + 4  
2 -3 2 5 O ja+2 

8 A l s  a + 7 (en -2) dan volgt u i t  ( 3 8 - 8 ) z  = O dat z - O; daarmee vinden we 

x = y = o :  
aïs a + j , + - 2 .  8 - x - (0,090) 

Opmerking 8 

Men k m  ook beginnen met de determinant: 

1 2 

5 3a+2 
= - (a+2)  = - ( a + 2 ) ( 3 a - 8 )  . 

R 5. S t e l  x = 2 + y dan vinden we voor de l imiet  

l i m  i &Z - &)arcsin(-yl I 

Y-0 -2.Y cot($+y) 

9 
-8 arc 8 i n  l i m  

6. S t e l  z = x + i y ,  dan is 

1212 = x 2 + Y 2  

a2 = x2 - y 2 + 2ixy 

en 

, 

De vergeli jking gaat dus over in 

x 2 - y 2 c x  2 + y 2 - 2  

1 c y 2  

DUB Y S l  of y c-1 . 
Het bijbehorende gebied bestaat  dus u i t  t r e e  delen: de punten met y - h z 
en d i e  met y = h z 4 - 1 .  

1, 
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Proeftentamen Wiskunde I op zaterdag 7 november 1964. 

1 n -- s i n  ; 
1. Bereken: l i m  

2. Differentieer:  

3 .  De funct ie  f ( x )  is voor - 5 G x 6 2 gedefinieerd door: 

f (x) = x3 + 5 x2 - 21x1 + 6 . 
Bepaal de extrema en schets de grafiek. 

4. Bereken 

a )  pcos xdx . 

b)  . ., 
@ '  

s:.. 

5. 

d 
(Is d i t  een eigenlijke of oneigenlijke integraal?)  

Ge v r a d  : 
a) Wat is het definitiegebied van f ( x )  ? 

b )  Bestaat l im f ( x )  ? 

c )  Is het mogelijk f (x )  continu t e  maken voor I = O ? 

x 'O 

Motiveer Uw antwoorden! 
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Oplossinen Proef tentamen november 1964 

2 - 
= l i m  n 5 2 - m  4 6 .  v2n-R 

1 n-00 s i n  1 (E + v2ilf-> 2 6  n-rn s i n  - n n 
1. l i m  

2. a )  Y '  = (e l o g  x. '/log+ 1 = e (lo@; x) 3/2 . .) 1/2 . l=$xG-l.G 

b )  S t e l  arctan x = u, zodat y = L. D a n  is volgens de ket t ingregel  +u 

1 .- h - + 1  +u) -u 3 h 2u 4-*$ UI = I -u 
2 y' 2 

(1 +u)2 (1  +u)2 2&(1 + u p  l + x  

3. We beschouwen f ( x )  ee r s t  in het in te rva l  O S x 6 2 : 

f ( x )  = x3 + 5 x2 - ô( + 6 O S X G 2  

f ' ( x )  5 3x2 + 5x - 2 = (x+2) (3x-  1) 

wisselt f 1 (x)  van teken n l .  neg + pos ; dus heef t  f (x) daar een 

. 
1 .  B i j  x 7 

minimum, en wel 5 
Dam's stijgt f ( x )  t o t  20 b i j  x = 2; f ( x )  is  steeds posi t ief .  B i j  x = O is 

de rechter  afgeleide l i m  

Vervolgens beschouwen we f ( x )  in  het i n t e rva l  - 2 G x S O 

ZT 
54 5 ,. - 

3 -.  i 

f(h)-f(O)= - 2 .  
h h 1 0  

f ( x )  = x3 + 2 x2 + 2x + 6 + X S O  

f ' ( x )  3x2 + 5x + 2 = ( j x + 2 ) ( x + 1 )  . 
Tekenwisselingen van f ' ( x )  z i jn  e r  b i j  x = -1, nl. pos -neg  , en b i j  

, nl.  neg -pos .  Dus heeft  f ( x )  b i j  x = -1 een ( locaa l )  maxirmun nl. 2 

B i j  x = - I b e r e i k t  f ( x )  een rand- 2 
""3 

1 
2 3 27 * 2 5 - en b i j  x = - - een m i n i m u m  nl. 5 

minimum nl. 1. Ook i n  dit in te rva l  i s  f ( x )  dus steeds pos i t ie f .  

B i j  x = O is de l inker  afgeleide l i m  fO-f(0) = 2. Hier heef t  f ( x )  b l i jk -  h !,; h TO 
baar een knik; er  wordt een locaal maemum, f ( 0 )  = 6, bereikt.  

Gegevens voor de grafiek 
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i- 

" .1 

4. a)  

2 1 0 -  3 5 -1 - 'j- 
- 2  X 

1 u 6 5g 20 
f ( x )  1 5 F  5 2 7  I 

S 2 - x d s i n  x = x sin x - 2 x sin xdx = S 2  
S S 2 x s i n  x + 2 x d COS x = x2sin x + 2x cos x - 2 cos xdx = 

?sin x + 2x cos x - 2 s i n  x + c . 
d 2  

b)  T ~ ~ C O S  xdx = dx i s  een oneigenlijke integraal  om- 

O O 

dat de integrand voor x = O n i e t  gedefinieerd is. Per de f in i t i e  wordt 

onder de integraal  verstaan: 

5. a) In f ( x )  = xV-F- kan men x = O n i e t  substitueren, en evenmin 
X 

waarden van x die -$ - 1 < O  maken. 

D u s  i s  het definitiegebied: a l l e  x waarvoor 1x1 6 1 behalve x = O. 

b) f ( x )  - & (m - 1) w a n t  &- fi . Hieruit b l i j k t  dat 

-(I  - 62)  C f ( X )  c 1 - J1-? , o c 1x1 c 1 

Voor x - O gaan l inker- en rechter l id  naar O; volgens de in s lu i t s t e l l i ng  

is dus lim f(x) = O. 
x- o 

c )  Blijkens het resu l taa t  van b) kan f ( x )  continu worden gamakt voor x = O; 

nl .  door t e  s t e l l e n  

f ( O )  = l i m  f (x)  = O . 
x- o 
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Examen/tentamen Wiskunde I op dinsdag 1 2  januari  1965, 

1. a) Teken de grafiek van 
$n + 22n+1 

2n ' f(r) = ï i m  
n-m 3xZn + 2 

i)) Bereken: 

cos - d x .  1 J (1 +x)3 1 + x  
O 

2 
2. a) Gegeven: y - (arcsin x) 

S t e l  een reourrente betrekking op voor y("), y("-'), y(n-2) en bereken 

daarmede y(4 ) ( O 1. 

. 

b )  Gegeven: x = cos U .  s i n  v 
y pi sin U .  cos v 

Z 5 2 u + J V .  

Beschouw z als functie van x en y en druk a;; , aj; u i t  i n  u en v. 

3 .  a) in een vectorruimte V ven dim 4 z i j n  a, b_l g en - d onafhankelijke vectoren. 

Bewijs, dat elke vector van V éénduidig als een l inea i re  combinatie van 5, 

b, en 0 t e  schrijven is. 

b )  Los op voor a l l e  reële  waa,rden van de parameter a 

x + 2 y +  a2 = 3 
2x + 3y + ( a + l ) z  = 5 i 2x + y + ( a + 2 ) 2  3 . 

4. a) De vergelijking 

23 + ( -1+3i )z2  + ( a - 3 i ) z  + 2 = O (a reëe l )  

heef t  eqn reële  wortel p. 

Bepaal p, a en de andere wortels van de vergelijking. 

b) in het complexe vlak doorloopt z de halve c i rke l  van -i t o t  i die gaat 
door 1. Bepaal de baan d i e  w doorloopt als: 

1 
Z+l 
- 

w = e  



Oplossingen Tentamen januari 1965. 

1 .  a)  We vinden d i r ec t  
2?1+2) 2 

4 .  f ( û )  = 2 , f ( 2 )  = f ( - 2 )  = ï i m  
n-m Z2"(3 + 1 )  

Verder volgt voor elke x tussen -2 en 2: 

Als daarentegen 1x1 > 2, dan i s  

De grafiek van f (x) is dus 

.. 
-2 O 2 

Cu N 

dx . 1 1 cos - dx - lim f(, + x ) 3  l+x 
1 

O N-= 1 + x  b )  
O 

We berekenen ee r s t  de onbepaalde in t eg raa l  

1 1 cos-a-  . l + x  l + x  
1 cos - 1 

D i t  wordt, als w e  - ' = u s t e l l e n  1 +x 

- u cos udu = - u d s i n  u = - u sin u + sin u d u =  - u s i n  u - cos u + C . s s s 
Voor de oorspronkelijke integraal  vinden we dus 

1 
1 + x  s i n  - - COB 

2) - (- s i n  I -cos 1 )  = -i + sin I + cos i 
1 + N  

1 
1 + N  sin - - cos 

1 i i m  (- 1+N 
N -00 
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2. a )  U i t  y '  = 2 arcsinxAl - g ) +  vinden we 

-3/2 
y" - 2( 1 - 3 )-I - arcsin x.( 1 - x2 ) 

* y" = ( 2 + y ' x ) ( l  -x2)-1 . 
Hiermee is y" uitgedrukt i n  y '  en door n - 2  m a a l  te  different iëren zouden 
we y(n) kunnen uitdrukken i n  de lagere afgeleiden. De term (1 - x  )- maakt 

d i t  echter ingewikkeld. We g W  daarom u i t  VBn 

2 1  

2 y"(l - x  ) = 2 + y 'x  . 
Door d i t  n-2-voudig t e  different iëren m e t  de regel van Le$bniz vinden we 

D i t  geeft  de volgende uitdrukking van y(n) in en y(n-2) 

n > 2  . 2 2 (n-2) y ( n ) ( ~  - x = (în - j)y(n-')x + (n - 2)  y 

E l k  van deze afgeleiden is een funct ie  van X. De waarden die  deze functies 
aannemen voor x = O la ten  zich gemakkelijk bepalen door in @e betrekking 

x O te s te l len.  E r  komt dan: 

2 
in het bijzonder vinden we ~ ( ' ~ ( 0 )  - 22y."(0) - 2 2 = 8 
u i t  *). 

(y"(0) = 2 volgt 

b )  Met de kett ingregel vinden we 

I n  de gegeven betrekkingen tussen x, y, u en v kunnen we u en v als func- 
t i e s  van x en y opvatten; dat geeft ,  identiek i n  x en y : 

x f cos u(x,y)sin v(x,y) y = sin u(x,y)oos v(x,y) . 
Different ia t ie  geeft  

av 
O =  -sin u s i n  v -+ au cos u cos v - av 

ay ay 
1 = - sin u sin v $ +  cos u cos va ; ;  

au av 1-  cosu  cosv - -a inus inv -  au av ax ax ay ay - O - cos U COS v - - sin u s i n  v - 



~..I 
!I 

i I: 

k 
2 2 2 2 Oplossing: s t e l l e n  we sin u s i n  v - cos u cos v = D, dan komt sr 

2 a  2 a  1; ; 1;; i) - (B ;; 

au - sin U sin v av - cos u COS v au - COS U cos v av - s i n  u s i n  v 
D ' ax= D , a y =  D , a y =  D - *  

ax 

1 O 2-a 

1 -a ;i - lo O -1 O 2a-1 O 
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#<  
#\: 

8 4. a)  U i t  p3 + (-1 + 3i)p2 + (a- 3i)p + 2 = O (a en p reëel) volgt dat 
2 3ip2 - 3ip = O, dus p 

al leen de mogelijkheid p = 1. D i t  geeft  a = -2. 

We vinden nu voor de vergeli jking 

- p = O. Omdat p kennelijk n i e t  O kan z i jn ,  b l i j f t  

& 4 

3 2 
z + (-1 +3i)z2 - ( 2 + 3 i ) z  + 2 = ( z - î ) ( z  + j i z - 2 )  = O . 

,g De twee overige wortels vinden w e  door kw&aat afspl i tsen 

D i t  geef t  

. #:i k) ? 
Men kan deze oplossingen ook gemakkelijk vinden door te "zien" dat g; 

.$:;' &:: 
z2 + 3iz  - 2 = (z + i ) ( z + z i )  . 

n n b) Voor z kunnen w e  schrijven z eirp waarbij g, loopt van - naar . 
D i t  geeft  voor w 

1. 
e'Z1'P/:?cos +g, = e&-3.i tan $ . w = e  r/(el'+i) = e  

Hieruit b l i j k t  dat 

Dus doorloopt w een cirkelboog met straal e', i n  negatieve r icht ing,  van- 

af  het punt m e t  argument - & tan (- :) = * naar dat met argument 

- + t a n ; = - & .  
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Examen/tentamen Wiskunde I op dinsdag 8 juni 1965 

1.  Bepaal de extrema van 

2. Bereken 

3.  Bereken 

1 
sinzx ï i m  (cos x) 

x t o  

m 

o 

4. Teken de Qafiek van 

x = log(1 + t 2 )  

y = arctan t 

- 2 - z x s 2 .  

- m < t < -  . 
=+by 5. De funct ie  z van x en y i s  gegeven door z = {f(x) + g(y)}e 

(a en b constant). Bepaal a en b zo dat  

identiek nul  is voor a l l e  different ieerbare  funct ies  f en g. 

6. Vccr welke waa,rde(n) van a hebben de d r i e  vlakken 

3 + 3 3 + 3 3 = 0  

xi + m 3 = 0  

2x, + 4x2 + x3 = o 

een gemeenschappelijke s n i j l i j n ?  Bepaal een parametervoorstelling van deze 
sn i j l i j n .  

. 
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1, .' 
7. Bepaal a l l e  complexe waarden van z, d i e  voldoen aan d e  beide vergelijkingen 

lz-11 = 1 

I z - 1  -&GI + ) z - l  +&GI = 2 

en l i c h t  TJA oplossing toe  met een figuur. !$, r"' 
:; 
.i; 2,. 
. ., 
,*. 

l,i 
I , 

bloss innen  tentamen .juni 1961. 

I. ìiuïpunteni O en I ;  f ( x )  a O i n  1x1 c 2. 
2 1 3 

f l ( x ) = j x - . 5 ( x - 1 ) ( 7 x - 1 )  , x # o. 

f (x)  is n ie t  different ieerbaar  voor x = O: 

- - als x 1 O resp. - - - als x t O .  f ( x ) - f ( O l  

in x - O: ver t ica le  r aak l i jn  ën tekenwisseling van f l (x) .  

f l ( x )  < o als - 2 6 x < O  , 

$#! 
2 x- o 

1 - e x c l  7 
1 c x s 2  1 als O c x i -  7 '  f l ( x )  > o  

, x = 1 .  1 
" " 7  f t ( x )  o als 

Globale minima O voor  x = O en x = 1. 

1 Lokaal maximum 6 4 .  7-' voor x = - 
Fbndmaxim, lokaal, $ voor x = 2 

Randma%imum, globaal, 81 $ voor x =-2. 

1 4  

7 .  

- 1 log CO8 I 

S i n 2 X  sin x ~ 2. lim(c0s x) . 2 
lim e 

X T O  x-o 

Ste l len  w e  - u en l i m  u 9 a ,  dan gaat met u - A ook e - e 

(cont inuftei t  van eU)i t e  bepalen dus e . 
lo' ' O 8  u a  

S h 2 X  x - o  
a 

I 
lon(l-sin2I)- lFm loPo_& lim l o d l  - y )  - loa 1 

Y - 0  Y10 a Y10 
2 Nuis a - lim 

x-o 2 s i n x  



- 3  De gemaagde l imiet is dus e 

. 
1 1 1 1 1 

O 

4. Besohouw x 

mat y í t )  
de x-as i s  

als funct ie  van y. 

= - y(  - t )  en x ( t )  = I( - t )  is x een even functie van y: 
as van symmetrie. 

dx 
dY 

. DJa i s  -- 2 t  = 2 tan y. 2t $ 9 -  1 

1 +t2 1 +t2 
$ 9  

b i a t  $ van teken wisselt  i n  y - O en x(0) =O, (&) - O makt  de grafiek 

i n  de oorsprong aan de y-as (x woni t  n i e t  negatief). 

z i j n  asymptoten. y - 5  en y = - -  2 

y heeft  geen extreme waarde. 

x heeft  het  minimum O. 

dY 0 

n n 
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=+by - &  -&  + z . =  { ( b - l ) f l ( x )  + (a- l )gl(y)  + ( a b - a - b + l ) ( f ( x )  + g(y))}e 
axay ax ay 

. 
a2z  
axay ax ay Opdat - - a- - &i + z 

f en g is nodig en voldoende dat  

identiek nul is voor a l l e  differentieerbare funct ies  

b - 1  O, a - 1  = O, a b - a - b + l  = O. 

Deze d r i e  vergelijkingen hebben één oplossing: a = b = 1. 

6. Vervang door t e  vegen de  d r i e  vergelijkingen door een eenvoudiger, equivalent 
s t e l s e l :  

Opdat de d r i e  vlakken een gemeenschappelijke s n i j l i j n  hebben is nodig en 

voldoende dat  de rang van de  coëfficiëntenmatrix ge l i j k  is aan twee (de di- 
mensie van de cplossingsruimte moet l zijn).  D i t  is het  geval als 2 a + 9  = O. 

Dus a = - 9/2 .  

De vergelijkingen - 2x + 9 z - o  
2y + 52 = o 

hebben a ï s  oplossing de rechte 3 - A ( 9 ,  - 5,2). 

7. De verzameling van punten i n  het complexe vlak d i e  voldoen 8811 de vergeli jking 

12-1  -461 + 12-1 +SI = 2 is een e l l i p s  met brandpunten 1 +* en 

1-442. 

Het middelpunt van deze e l l i p s  is 1. 



Voor de snijpunten van deze e l l i p s  met de reële as geldt ,> 

Ix-1-&1 + Ix-1 +&GI - 2 . 
Voor he t  snijpunt met de reë le  aa links van F, geldt :  

, ,  

1 +$fi-x+l -jj-fi-x = 2, of wei x = O. 

Voor het  snijpunt met de reë le  as rechts van F P  geld t :  I'! 2 le 8 x - I  -jj-fi+x-i ++G= 2, of wei x = 2. 
'@, 

$! a;$, 
>$, 

/$i, 

Deze punten liggen ook op de c i rke l  Ix - 1 I = 1 en z i jn  d e  enige gemeenschap- 

pe l i jke  punten van de e l l i p s  en d i e  c i rke l ,  want de ver t icale  as van de e l l i p s  

is kor te r  dan de horizontale w a a r  immers de brandpunten op liggen. 

De oplossing van de vergelijkingen i s  dus z = O, z = 2. 

Opmerking. M e n  kan d i t  algebraïsch als ml& vinden. 

Blijkens le - 1 I = 1 is z = 1 + eiTi invullen i n  de  tweede vergeli jking geef t  

1 2 

c 

2 
dus 19 - e cos ' = 1, cos cp = 2 1 ,  'p = o o f  7T. 

k 
f 

D i t  geeft  weer z = 2 resp. O. 



P 11.65 
p i l :  
! 
'L 
l i;* 
,. , 
d 
t i  

Proeftentamen Wiskunde I op zaterdag 13 november 1965. 
i. . *  
ux 1. Bereken & * 
,.- $5 ï i m  ï og ( l  x + 2 )  - G 4 )  s i n  x x-o  
..,. 'i, 
,'i 

2. Different ieer  d e  volgende funct ies :  

a) y = ïog(tan x + 

b )  y = arctan 
1 + e  

en her le id  de uitkomsten t o t  eenvoudige gedaanten. 

3. De funct ie  f (x) i s  gedefinieerd als volgt: 

als x < O ' 1  - - cos x a 

1 
x -a 

2 - e  

aïs O o x  < 2, x + a f(x) = - - 
als x 2 2 X- 2 . 

(a i s  een constante + O). 

a) Bepaal voor a 3 de d iscont inu~te i t spunten  van f (x). 

b )  K a n  a 26 bepaald worden, da t  f (x )  continu is voor a l le  waarden van x? 

c) Bepaal a 26 d a t  f ( x )  different ieerbaar  is i n  x =  2. 

4. Bereken 
2 

a) Jex x3dx 

b) /"= dx 
O 

Waaxom is de tweede integraal oneigenlijk? 
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1 00s x 1 1 1 

i' i,,;. 
j ! .  f ( 2 )  u 2 -eo 1 

3. a) Als a 3, dan is f (x) discontinu voor x = 2 w a n t  
. . ., 

1 maar lim f(x) - lim -=-1 . 
r t 2  x t 2 x - 3  

Eiders is f (x) overal continu; ook voor x = O w a n t  3 

1 1 1 
l i m f ( x ) -  lim 3= - - f ( O ) = l i m ( - - c o s x ) -  l i m f ( x )  . 

X l O  x l o x -  (x - 3lx4 I t 0  3 x t 0  

. D i t  is a l leen  dan ge l i jk  aan b) Voor x = 2  is l i m f ( x )  lim --- x-a  2 - a  
1 

T f 2  x 7 2  
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f ( 2 )  - 1, als a = 1. In d a t  geval heef t  f (x) echter een d iscont inuï te i t  b i j  
x=1.  
Het i s  onmogelijk a 26 t e  bepalen dat  f (x) continu is voor a l l e  waarden van X. 

c )  Zojuist  bleek da t  f (x)  discontinu is i n  x -  2 als a h l ;  dus zeker n i e t  d i f fe -  
rentieerbaar. 

A l s  a = 1 dan bli jken de  beide limieten 

f ( 2 + h ) - f ( 2 )  
h 

f ( 2  + h )  - f ( 2 )  
h en l i m  

h t 0  
lim 

h 1 0  

t e  bestaan en ge l i j k  t e  z i jn ;  we vinden nl. 

Voor a =  1 is f(x) dus differentieerbaar i n  x = 2. 

2 
2 x2 - 3 ( x 2 - î ) e x  + c 

äx is de integrand voor X = O  n i e t  gedefinieerd. 
O GE 

De integraal  i s  dus oneigenlijk en per d e f i n i t i e  ge l i j k  aan 

2 - l im 2 6 - i  = 2. 
a . l  o 

(X - 1 (x - 5) 
5) Voor x a O is f (x)  = x2 - 6 x + 5  m 

x2-6x+15  (x-3)' + 6 
. 

We vinden dus nulpunten in  x = l  en x = 5 ;  een horizontale asymptoot: 

x t- 
Door t e  schrijven 

îim f(x) = 1 ;  geen ve r t i ca l e  (de noemer is de f in i e t  posi t ief) .  

~ 

10 

( ~ - 3 ) ~  + 6 
f (x )  - 1 - 
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f(x) 

f ’ (x )  

u- ”: 

4 0 0  

-1’ O - -  2 o  - 1  

- 0 ;  -4- - i - 0  
3 

O 1 
3 
- 
I + O’ 

2 
3 zien we da t  f(x) b i j  x = 3  een m i n i m u m  heef t  nl. - -, tussen O en 3 daa l t ,  en 

vanaf 3 stijgt. 

2 -(x+l -fi)(x+l +fi) - x  -2xi5, 
. Voor x s O i s  f í x )  = 2 x - 6 ~ + 1 5  2 , I  

x -6xi15 

D i t  geeft  een nulpunt i n  x = - 1 - 
f ’ (x )  = 

(x2-6x+15)‘ 
is dus st i jgend t o t  f(0) E -; aldaar heef t  de grafiek een knik met naar links 

een horizontale r aak l i jn  (de rechter  afgeleide i n  x = O i s  - &). 

en een horizontale asymptoot: 

is (voor T s O )  overal pos i t ie f  behalve b i j  x =  O; f(x) 

lim f (x) = - 1 
x - - m  

W x - 5 )  

1 
3 

Extremen van f (x) a i  jn  dus : 
2 

- 7  

3 .  

b i j  x= 3 een loosal minimum nl. 

1 
b i j  x =  O een l i a a a l  maximum nl. - 
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'Eaunen/tentanien Wiskunde I op mandag 10 januari 1966. 

k, 
y 
'.* 

1. a) Bereken ,.., 

2 
"'1 

f;x-+os x dx . 
O & 

(. 

x -  1 b) Bepaal lim (21+5)log x+l . 
X-- 

2. a) Gegeven zijn de lijnen 

1 : z =  (1,2,3) + A(1,0,1) 9 

m : de snijlijn van de vlakken 2x + y  + z = O 
n : gaande door de punten A ( O , 2 , 5 )  en B(1,4,6) . 

en 2x + y - z = O , 

Gevraagd een parametervoorstelling van de lijn die 1 en m snijdt en even- 
wijdig is aan n. 

' i c  

i 
ri 

b) Gegeven: de vectoren a, b-, 0 zijn onafhankelijk. 
Bewijs : de vectoren + b + 2 0 ,  2g + E, 3b_ + 40 zijn ook onafhankelijk. 

/# 
3. a) Gegeven het stelsel vergelijkingen 

* -  Y -  22 + u  = 3 
x -  ay - (a+~)z + u = i 
x -  Y -  3 z + u = l  

4az + u  = û 4x + (a- î)y + 
& 
$ 

1) Voor welke waarde(n) van a is het stelsel onoplosbaar? 
2) hef voor de overige waarden van a de oplossingen. 

b) Bepaal alle wortels van de vergelijking 9 
z2(i +z2) = -6 

en schrijf deze in de vorm a + bi , a en b reëel. a ,  r 

U V V 1 
4. a) z is een functie van x en y; x = e + e , y = e' - e . u 

Men beschouwt nu z ala functie van u en V. 

over? (Alle voorkomende afgeleiden ai jn con- w a a r i n  gaat dan 1 - - 
tinu.) 

aZz aZz 
ax w 2  
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i: 4. b )  Waarin gaat 
h. 
I,. 
., , 
f\,* k; 
a 

g.:*4 over, als men y in p laa ts  van x als onafhankelijke veranderlijke beschouwt? 
>*, ,? 
$1. $ 
r# 
u .  ,a, 

&:, Oulossingen Tentamn .januari 1966 

2K 

1 .  a)  Ix- 1 ~ 1 ~ 0 8  2 x dx - fn-x)cos 2 x dx + 
O 

2K 

1 .  a)  Ix- 1 ~ 1 ~ 0 8  2 x dx - fn-x)cos 2 x dx + 
O 

x' 
y," Door in de tweede integraal x- n = y t e  s t e l l e n  gaat deze over in 

r 2 y(- cos y) dy = y cos2y dy . 
i,, i. O s O 

De oorspronkelijke integraal  wordt dus r i 

2 li, y .  x -  1 
,p b)  lh (&+5)10g x+l= lim ( 2 x + 5 ) l o g ( l  - x+l) 

x -00 X +- 

, 

za h, zodat x = - 2 - h  . De l imiet  wordt dan We s t e l l e n  x+l 2 
h 

= -4i im -h - 4  , l o d l - h ) - l û a  I + h  loa;( 1 - h l  
h 1 0  h lim 

h 10 h 1 0  
log(1 - h )  = 4 lim 

, de afgeleide van log I in x = 1.  log(1 + h )  - l o g  1 
h w a n t  l im 

h-O 
2, 

2. De l i j n  n heef t  de richt,+gsvector (1 ,4 ,6)  - (0,2,5) ( I , & l ) .  BJke lijn 
ï, t 
I.: 
I, * ,c 

d ie  deze richtingsvector heef t  en A s n i j d t  l i g t  in het vlak 

9 

d.i. x = l + h + p ,  y = 2 + 2 p ,  z = 3 + h + p .  

Het snijpunt van d i t  vlak m e t  de l i j n  m vinden we door h e n  p zo t e  bepalen 
dat aan 2x + y  + z = O en 2x + y  - z - O wordt voldaan: 
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2 + 2A + 2p + 2 + 2p + 3 + A + p = 7 + 3 A  + 51 O i 
L? 
Y> g 

,A. , 

e. 

// 2 + Z A  + 2p + 2 + 21 - 3 - A - p = 1 + A  + 3 p  p O ., 
D i t  geeft  A = -4, p = 1; het snijpunt is dus (-2,4,0). We kunnen dm (-2,4,0) 

als steunvector nemen voor de l i j n  //n, die  ,E en m sni jdt ;  de parametemor- I, 'V  
ii r. s t e l l i n g  wordt dan 
i': - x = (-2,4,0) + d1,2,1)  

1 8. 
% 

!i 
$;, 

,U' 

b)  Te bewijzen dat aan 1, 
h(g  + 0 + 2 2 )  + p(2g + c) + V ( N  + 42) = 0 

s lechts  wordt voldaan als A, p en v alle O z i jn .  

We herleiden de betrekking t o t  
3; 
<+( (A+2p)a - + ( A + j v ) L +  ( U + p + 4 v ) z =  2 . ,\ 

Omdat a, b-, 
voldaan ala 

volgens het gegeven onafhankelijk z i jn  wordt hieraan s lechts  

A + Z p = O ,  A + 3 v = O ,  2 A + p + 4 V = O .  

Hieruit  volgt direct :  2p = 3v en -3p + 4 V  = O, dus p a 0, V 0, = o; 
q.e.d. 

3. a) We vereenvoudigen het  s t e l s e l  door vegen 

2 -1 2 -1 -2 1 I 

4 a-1 4a i 8  2 a 4a+2 O I 5 O a 48 0 1  

A l a  a 1, dan b l i j f t  s lechts  over 

o -1 -4 1 1 - 1  o o o 1 1  u p 0  

d.i. I + z 2 

o 1 4 0 1 1  o 1 4  O 1 1  y + 4 2 = 1  . 

A l s  a 1, dan kunnen we i n  de tweede rege l  delen door 1 - a : 
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Door de gegeven uitdrukkingen voor x en y ’ i n  u en v, z i jn  laatstgenoemden 

bepaald als funct ies  van x en y: u(x,y) en v(x,y). Teneinde af, a;; , ay 
en E t e  vinden different iëren we de iden t i t e i t en  

au av au 

ay 

x z e  U ( X , Y )  + ev(x,Y) , y z e  +,Y) - ev(x,Y) ; 

D i t  geeft  
U & + e  V a J  

ax ax 1 = e  

resp. 

U a u + . V a J  

l = e  ukallev& 
ay ay 

ay ay 

O = e  

Waaruit volgt 

D i t  substituerend hebben re 

az a z  
au av Evenals z worden - en -beschouwd als funct ies  van u en v; dus via  u 

en v als funct ies  van x en y: 

a2z ,-2u a2z e - ~ - ~  a Z z  ,-2v & ,-au & ,-2v 
= x ä 7  +*m ++a,2 - au - 4 a v  

a2z a2z a2z  e-U-V 

a s  ay2 auav 
-_-_- . 

U i t  het gegeven dat a l l e  voorkomende afgeleiden continu z i jn  volgt dat 

- I -  a2z wat we i n  het bovenstaande hebben gebruikt. auav avau , 
Oumerking. 
Ken kan het  verkregen resu l taa t  in  d i t  bijzondere geval gemakkelijk con- 

troleren; nl .  op de volgende manier: 
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o o -3 1 ' - 1  -32 + u  = -1 

o 1  o i) d.i. y + z =  O 

x + z =  2 
O O j a 0 1 1  

1 0  I O ,  

3az = 1 . 
1) A l s  a = O dan i s  de l aa t s t e  vergelijking, en dus het hele s t e l s e l ,  vals. 

2) Voor a O hn # 1, zie boven), vindt men 

1 .  
1 1 1 x - 2 - -  1 ' .  

z = -  3a ' 3 a '  y = - j a , u = - -  a 

b)  S t e l  z2 = w dan geldt  hiervoor 

w 2 + i w  = - 6  d.i. ( w + * i ) 2  = - 6 4 -  6 4 e  1 rri+2krri 

DUS w + & i = $ e  'm*m k = 0 , l  ; d.i. w +-$i= 2 '&i dus 

w - 2 1 ,  w ==-3i  . 
1 2 

D i t  geeft  

1 )  

d.i. 

2) 

d.i. 

&+zmni 2 
zz = 2 i  = 2e , 

EL + mni 
z = f i e 4  m = 0,l  

z =fiu-~+i resp. fi 1 

z = - I J 2 - a - 1 - i  1 + i  . 
2 1c; 

n i  
2 -- + znni 

z2 = - 3i = 3e 

4. a) Met de kett ingregel vinden we 
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b) Naar bekend geldt, als men y als onafhankelijk veranderlijke beschouwt: 

Met de kettingregel vinden we 
bg 2 

2 
1 dmLe, , -  dx 

3 
Als re de gegeven betrekking door (E) delen (als $ = O staat er een 

trivialiteit), dan komt er dus 

2 d2x dx - Y  ~ + 3 Y d y - 3 x = o ,  
dY 

waarin y de onafha@ceiijk veranderlijke is. 
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Examen/tentamen Wiskunde I op maandag 6 juni 1966. 

1. a)  Bepaal de afgeleide van 

2 (1 + x  )arctan x + Ix -  21 . 
b) Bereken 

U* l i m  u 
u-1  

3 x cos x ax . s 2. Bereken: 

U U 3. Gegeven z i jn  z = f (x ,y)  en x = e cos v, y = e sin v . 
a'z ai: uit in Beschouw nu z als een funct ie  van u en v en druk daarna 7 - a; 

x, y en de eers te  en tweede afgeleiden van z naar x en y. 
au 

4. S t e l  de voorwaarde(n) op w a a r a a n  a, b en c moeten voldoen, opdat onderstaand 

s t e l s e l  vergelijkingen precies één oplossing heeft. 
Bereken vervolgens deze oplossing. 

2 

2 

2 

x + ay + bcz = a 
x + by + caz = b 

x + c y + a b z = c  . 
5. Bereken de wortels van de vergelijking: 

2 
e" + 1 = O . (z complex) . 

Oulossingen Tentamen juni 1966. 

1. a) De funct ie  (1 +x?)arctan x is differentieerbaar voor iedere waarde van x; 
r e  vinden 

d 1 +x2 

1 +x2 
- { ( l  +x2)arctan x} = 2x arctan x + - ax 

- 2x arctan x + 1 

De funct ie  Ix- 21 is differentieerbaar als x 2. 



i d d - Ix-21 = - ( x - 2 )  = 1 dx dx Als x > 2: . 
d d - Ix-21 = - ( 2 - X )  = -1 
dx dx Als x < 2: 

We vinden voor de d g e i e i d e  van ( I  +x2)arctan x + Ix- 21 

als x > 2: 2x arctan x + 2 

als x -= 2: 2x arctan x . 
Voor x = 2 i a  de functie n i e t  differentieerbaar.  

. 

u +-log -1 u 
= l i m  e & L = l i m  u 

u+ 1 u- 1 

Substitueer u = t + 1, dan geldt 

t - O  

t+ l  lon(t+l)- log 1 
t l i m  - 

t + 2  t-o - e  

l o g (  1 +t )-log 1 l i m  - t+l i i m  t t-o t-o = e  

In deze uitdrukking is de eerste limiet 9 ; de tweede is de afgeleide van 

log  x voor x = 1, due ge l i j k  aan 1. 
i i ieruit  volgt: L = Je . 

2 2. - s i n  x)d sin x . 
1 '  

= J x d s i n x = x s i n x -  x + c  

x d s in  3 1  x - - I  sin x - i j i n 3 x  dx - 3 'S 3 
I2 - h  sin 2 x d s i n  x = - 

1 2 
3 3 - - x a i n x + -  j(1 -cos x)d cos x = 

3 3 ' S  'S 
1 3 1  1 3 

1 
3 

3 3 9 

X - X S ~ ~ X  + -  d c o s  X - -  COS X ~ C O S  X =  

= - x  sin x + - c o s  x - -cos x + c . 
- I t  = x s i n x + - c o s r - j x a i n x + - c o s x + C  2 1 3 1  3 . 

3 9 
1 = 1  

1 
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c 

t 

az 3. We berekenen met de ket t ingregel  ee r s t  au : 

U i t  het  gegeven volgt 

ax U - =  e cos v - x au 

= e'sin v = y , au 

az az a Z  

au ax ay 
x - + y - .  - =  dus 

Deze uitdrukking wordt nu weer rmt behulp van de kett ingregel nam u gedif- 

f erent ieerd : 

Hieruit  volgt 

.a2z a2z dan is 
axay ayax 9 

Nemen we aan dat - - - 

4. Een pr incipieel  wel j u i s t e  methode is op t e  merken d a t  het s t e l s e l  dan en 
s lechts  dan precies kkn oplossing heeft  als de determinant van de coëff ic i -  
entenmatrix ongelijk aan nul is, en vervolgens de oplossing met de regel  van 

Cramer te bepalen. 
Zoals meestal is het gebruik van de regel van Cramer nogal omslachtig. 

Eenvoudiger is het stelsel  door vegen op t e  lossen. 

1 2 
(1 , a ,  bc i a') (1 , a , bc i a  

(1 , b , ca i b2) - ( O  , b-a , c(a-b) ; (b+a)(b-a)) 
, c , ab i c2)  (O 0-8 b(a-c) i (c+a)(c-a)) 
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A l s  a - b of a - c, dan valt een wrg8 l i jk ing  weg en vinden w e  twee l inea i re  

vergelijkingen met drie onbekenden, waarvoor i n  d i t  geval a l t i j d  meer dan 
één oplossing wordt verkregen. We mogen dus aahnemen a 

stelsel  is dan equivalent met 

b en a C ;  het  

( 1 , a , b c ;  a 2 ( l , a , b c  ; a 2 )  
(O , 1 , -c ; b+a) - (O , 1 , -c ; b+a) 

( O ,  1 , -b ; c+a) (O , O , c-b ; c-b) 

Als c = b, dan v a l t  de laa t s te  vergeli jking weg en vinden we meer dan een 

oplossing; we mogen dus aannemen b # c. 

Het s t e l s e l  is dan equivalent m t  

2 x + ay + bca = a 

y -  c z = b + a  
a = l  . 

Hieruit berekenen we d i r ec t  de oplossing: 

a = l  

y = a + b + c  

x = a' - bc - a ( a + b + c )  

= - a b - b c - c a  . 
Samenvattend: e r  is één oplossing dan en s lechts  dan als a # b, b # c,  c # a. 
in d i t  geval is de oplossing 

x = - ab - bc - ca 

y = a + b + c  

2 = 1  . 
volgt in+k. 2 n i  2 

5. U i t  e" = -i = e 

z2 = i n  + k.2ni met k = O, +I, '2, ... 
We onderscheiden nu twee gevallen 

a)  k 2 O. D a n  is 

1221 = ( z k + l ) n  
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of n 
4 en arg z = 

In d i t  geval zijn de oplossingen 

k = 0,1,2,. .. 5 " i  
z J o n  e" 

b) k C O .  DW is 

E .  ?2 of 4 4 arg z = 

Substitueren we k = -t , dan vinden we a l s  oplossingen 

t = 1,2,. .. 
7 ni 

z = {-e4 t = 1 ,2 , . . .  a 

Hiermee zijn a l l e  oplossingen gevonden. 

Anders: S t e l  z = x + i y ,  dan is  z = x - y + i23y . 2 2 2 

2 2  
k =  0,'1,+2, ... . x -y +mi i a e k n i  Dus e = e  

D i t  geeft xz - y2 = O , 2xy = ( 2 k + l ) n  . 
uus 

1 )  aïs y = x 1 
2x2 = (Zk+l)n  , I = k V m i  k = 0,1,2,j ,... 
z = k(1 +i) (k +*)n I 

1 2) aïs y = - x 

- 2x2 = (2k+ l )n  , x = tf-} k = -1,-2,-3,... 
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Proeftentamen Wiskunde I .op zaterdag 5 november 1966 

1. a)  Bepaal de afgeleide van arccos J1-1 voor -1 < x < O . 
b )  Bereken 

2. Teken de o a f i e k  van de funct ie  f die voor O < x 6 Zn, x n gedefinieerd ie 

.x-n door 

f(d 1 +cos x 

Bepaal in het bijzonder de eventueel aanwezige extrema en asymptoten. 

3. Bepaal b x ( a r c t a n  x)'dx . 
4. Bewijs met behulp van de l imiet-definit ie 

lim 
n-- n - n  

5. Gegeven is  de func t ie  f (x) = Xe 1x1 . 
Bereken f 1 (O). 

B e w i j s  dat f '(x) continu is voor x = O. 

Ouloss*en Proeftentamen november 1966 

d -1 -2x -1 - axccos dx 1. a) 

N.b.: a l t i j d  geldt  @ = 1x1 ;s O . 
iiier is gegeven: -1 < x < O; dus 1x1 = -x . 

a0 

1 
b) I -  2 S ( f i - f i ) b  - 

De integraal  is oneigenlijk i n  twee opzichten: 

1) de bovengrens i s  m .  

2) de integrand bestaat niet  voor x = 2. 
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2. 

- 
a l  2 

JN2 d 
a l 2  

ex-' O G X S 2 7 t ,  x + n .  f ( x )  = 1 +cos x ' 

(i) Geen nulpunten. 
Immers, de t e l l e r  is pos i t ie f ;  de noemer is posit ief en G 2 voor a l l e  

geoorloofde waarden van xi 

Verticale asymptoot x = n. 

immers f ( x )  - m voor x - x . ( i i )  

X- x (iii) Extrema! 
e (cos S x + s i n  Qx) ex-Yi +cos x + s i n  x) E f ' ( x )  = - . 

3 1  (1  +cos x)' 2 cos z x  

Het enige nulpunt van f I (x) is  x = 2 . 

2K 2 
X O x 2 
f i b )  + + + + + + + +  - - - o + + +  
f (XI st i jgend dalend s t i jgend  . 
f l ( x )  is evenals f (x )  n i e t  gedefinieerd voor x = rr. 

f f ( x )  - 0 0  voor x t n, f ' ( x )  - - 00 voor x 1 x. 

U i t  het  tekenverloop v m  ff(x) volgt dat f (x)  minim bezi t  in  x - In e n i n  

x = O en een martmum i n  x - 2n. 
adat f ( x )  - O D  voor x - x, is f(2n)  = +e" een r e l a t i e f  maximum. 
Vergelijking van f ( 0 )  = & e  ,% n/2 toont dat f ( 0 )  een absoluut en f (  2 )  = e -x 

m i n i m u m  en f ( k ) een r e l a t i e f  min imum is. 



3. Door par t ië le  i n t eg ra t i e  moeten we de "arctan x" zien b i j t  t e  raken. 

On - 0 
n - n  

JZx(asctan x)'dx = arctan x)2d(xz) = S( 

e E voor a l l e  n > N . 

2. arctan x dx 2Jx 1 + x2 
= x2(arctan X)* - 

2 
= x2(arctan x)2 - arctan x dx - 

i" 
{i, on - 0  

n 2 - n  
."$ 

*. , ",,'.. 
,,. 

= x2(arctan x ) ~  - 2 arctan x dx + dx . s 

(n > I )  = -  < E  
2 n - n  

3' i" Op de tweede term passen w e  weer pa r t i ë l e  in tegra t ie  toe;  de in tegraa l  wordt: 

dx + 2 arctan x d(arctan x) = s x2(arctan x)2 - 2x arctan x + 2 Jl;x;; 
2 

= x2(arctan x)' - ~x arctan x + ïog(1 +x2)  + (arctan x)  

= (x2+ I ) ( a rc t an  X ) Z  - 2x arctan I + log(1 + x  ) + c 

+ c = 

2 . 
4. We moeten aantonen da t  e r  b i j  iedere E > O een (van E afhangend) getal N kan 

worden bepaald 26 dat  * 

Y 

1 1  
4 d.i. als (n-Q)' >; + 1 n 2 - n  >-  

E 
als 

dus aïs n >& + . 
En omgekeerd: als n hieraan voldoet dan is  kennelijk aan (1) voldasn. We 

hebben dus aangetoond da t  een ge ta l  N als gevraagd inderdaad bestaat  nl. 

L 

'. Opmerkin@;. B i j  de d e f i n i t i e  van de limiet van een r i j  wordt niet  gesproken 

van "het" ge t a l  N maax van "een" (beter In) g e t a l  N. Vaak kan men door "ruwer" 
rekenen het bestaan van In N gemakkelijk aantonen. Zo kan men h i e r  als volgt 

rekenen: 



i 

Y 

voor n > 2 . 1 
2 <n n - n  

1 Met n > - is dua aan (1) voldaan. Wel moet men tevens l e t t en  op de neveneis 
E 

n > 2. Daarmee rekening houdend hebben we aangetoond dat N - -(E, 2) aan 
de in de de f in i t i e  gestelde e i s  voldoet. 

1 

5. U i t  het gegevene volgt dat 

, x > o  

o , x = o  . 
I 

f (x)  -1- , x - = o  

Voor x = O moeten we de afgeleide rechtstreeks vol@;ens de d e f i n i t i e  berekenen 

xelxl - l i m  -- 1 . f (x) - f (o) 
f I ( 0 )  - lim I: X x- o -x+o 

Voor x > O en x < O  kunnen we de regels voor het different iëren toepassen: 

A ~ S  X > O ,  dan: f ' ( x )  - ( x + l ) e x  

AIS x < O, dan: f l ( x )  -(-x + l ) e - I  

ìim f f ( x )  - ïim ( x + l ) e x  = 1 
x i  o x i  o 

iim f l ( x )  = ï i m  (-x+l)e'I - 1 
x t  O x t o  

Due lim f l ( X )  1 f ' ( 0 )  3 

x- o 
zodat f i ( x )  continu is voor x - 0 
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Examan/tentamen Wiskunde I op maandag 16 j anua r i  1967 

1. De functie f ( x )  wordt gedefinieerd door 

1 f ( x )  = (1-cos x)s in  ;; , x o 
f ( 0 )  - o . 

a) Toon aan dat f (x) continu is in  x = O. 
b )  B e p a d  f ' ( x )  vo& die  waarden van x, waarvoor f ' ( x )  bestaat .  

3. Door de betrekkingen 

1 + 2 2 - 1  

x - y - z  - -1 

# - t 2 = 3  

is z vastgelegd als funct ie  van t. 

Bereken - ID (x,y,Z,t)  = (1,2,0,1). 
2 d z  . 

at2 

2 
4. a) %paai die complexe getai len z met 1.1 = 1 zodanig dat Ie" I minimaal is. 

b )  Teken in  het complexie vlak die punten z, d ie  voldoen aan 

hlossingen Tentamn januari  1967 

1. a) We moeten aantonen äat lim f(x) bestaat  en dat lim f ( x )  - O 
I - o  I - -o  

dus O 6 If(x)l U 11-cos XI  . 1 If(x) I - 11 - cos XI Isin f I , 
Isin;( c 1  1 
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1 

4 

Nu is lim11-coü XI  .I l im( l - coa  x) = O , 
x-o x-o 

dus volgens de i n s l u i t s t e l l i n g  is lim If(x)l = O 

dus i s  f(x)  continu i n  x-O. 

en dua l i m  f ( x )  - O; 
x-o x- o 

1 b )  Voor x O is f (x) - (1 -cos x)sin en is dus 

1 1  1 f ' (x)  - s i n  x sin - - - (1 -cos x)coa ; . 
I* 

Per de f in i t i e  is f ' ( 0 )  = l i m  fO-f(0) als deze limiet bestaat .  
X x-o 

2. a) 

ib 

1 1 dus is volgens de i n s l u i t s t e l l i n g  lim lx sin 11 = O dus lim x sin 

Hieruit  volgt: l im p(x)-fO= 1.0 - O; dus i s  f ' ( 0 )  = O. 

= O. 
x-o x-o 

x-  o x-o 

fx' log(x + 11+I2)& = b o g ( x  + I l + l ) d ( +  x3) 

x3 log(x + J1+3) - J 5 x3d log(x + 62) = ' 3  

x3 I XJ log(x + J1+1) - IJ - dx I 
3 3 w  

x3 log(x + Jl+r2) - r;J I' dx2 
'3 ll+x'2' 

d ( r 2 + 1 )  - (x2 t 1 - 11 

\(1+x1 
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i .$ 

3 - 1 x 3  log(x + Jl+r") - 4 * 5 (1 +2)5 + 4 2 ( 1 + 2 ) 4  + c = 

= 1 x 3  log(x + V) - 9 (1 + X 2 ) G 7  + + J1+x2 + c . 
3 

3 
1 

b) Om evenwijdigheid aan t e  tonen, bewijzen we dat e lk  der  beide richtings- 

vectoren van a een l i nea i r e  combinatie is  van de richtingsvectoren van p. 
Omdat de richtingsvectoren van p onafhankelijk z i jn ,  is het voldoende aan 

te  tonen, dat de rang van het  s t e l s e l ,  gevormd door de richtingsvectoren 

van a en p, ge l i jk  is aan 2: 

a en p z i jn  dus inderdaad evenrijbig. 

Cm aan t e  tonen, dat  de vlakken n i e t  samenvallen, bewijzen we dat het  

vlak p n i e t  door (1,0,0,0) gaat, d.w.z. dat  e r  geen v en p bestaat  zoda- 

n i g  dat: 

(1,O.O.O) = ~(3 ,3 , -3 ,1)  + p(1,2,-1,2) 

1 - 3 v + p  
o = 3v + 2p 
o = -3v - p 
o - v + 2 p  

of 

1 
de eers te  en derde vergeli jking z i jn  strijdig, dus gaat p n i e t  door 

(1,0,0,0). De vlakken a en p z i j n  dus evenwijdig en vallen n i e t  samen. 

3. x, y en z z i j n  a b  funct ies  van t bepaald. Impliciet different iëren naar t 
lever t  : 

Nu berekenen we 3 ,  g en in (1,2,0,1). a t  
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".' 

'6, .,,.. 

, 

dx dz 
at d t  1 - + o - - 0  

- -  at at 

2 % - 1 - 0 .  

Door de ident i te i ten  van het s t e l s e l  I no&s naar t t e  different iëren 

vinden ne: 

($ +.$+(%) 2 + . & - - o  $ 2  

at 1 

d2X en dzz in  het punt (1,2,0,1) te berekenen, 
dt2 

Gm àe waarden van 1 

at2 at2 
substi tueren we i n  I1 de waarden voor (x ,y ,z , t )  en de berekende raarden van 

& at ' at at  & ien -  " . we vinden aan: 

- + * - o  d2 x 

at* 

2 

at  
* + 2 % - 1 - 0 ;  

h i e ru i t  volgt: 

c A-3. 
8 dt2  

8 .  d2 z 
-1- 

at2 
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cos 27 . I l e  

cos 29 +i s i n  2(p lez21 - Ie 

D i t  getal  is minimael als COS m i n i m a a l  is, dus als co8 @ - -1; duñ 

a ? = =  3 = - n .  i of 

De gevraagde getal len ziJn dus: 

n i- 
z - e  ' = i  

3 - e  

1 
n -i - 
* - - i .  

2 
2 2 

2 + z + l  
I Im- . S t e l  nu: z - x + i y  22 

b) z + l  z + l  z + l  & + l  
Z 2 + Z + l  - 1 +- ;  dus Im 

't 
2 

.i 

i P  
* ( x + l ) - y ( 3  -3 ,  I y(X + 2 x + y  1 , ,  i 

9 I 

(x + 1)2 +$ ( x +  1)2 +$ 
De waarde z = -1 is dus al direct uitgezonderd. 

De gevraagde punten z i j n  dus die punten z - x + i y ,  raarvoor geldt:  

1 .  Y < O  

(x+1)  +y < 1 
2 2  i Of Y > O  ,e#, 

?.:':, .i:,.. 

8,834, 

(x+1)2 +y2 > 1 

De gevraagde punten z liggen dus buiten de c i rke l  C met middelpunt z - -1 
en straal 1, als h z > O en binnen de c i rke l  C,  als Im z < O. 

h t e n  m a t  h 2: - O en punten op C hebben de gevraagde eigenschap niet .  
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Examen/tentmen Wiskunde I op uiaandag 5 juni  1967 

1 

c 

't 

3 1. a) Bereken: x arctan x äx . , s s  
b )  Welke complexe getal len a voldoen aan ei' = 1 + i  ? 

2. kgeven: a - z(x,y) 
-u -Y x = e  + e  

. 
-V y = e " - e  . 

Druk- 3'2 u i t  i n  u ,  v en par t ië le  dge ie iden  van z naar u en vi 
a X  

2 3. kgeven: f (x )  - arccos(2x -1)  - 2 a r c c o ~  x . 
a) Bepaal de geoorloofde waarden van xi 

b) Bepaal de dge le ide .  
c )  Schets de grafiek. 

4. Voor welke reële  waarden der parameters a en b is onderstaand s t e l s e l  oplos. 
baar? Bepaal de oplossingen. 

x + b y +  8 ' 1  
a x +  y + b z = l  

x + a y +  2 - 1 .  

h loss inaen  Tentamen .juni 1961 

1. a) S t e l  x3 = u ;  du - 3x2dx . 
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l b l  

;b a 1 b 
l a l  

2. We zien z als functie van x en y via  u en V I  

2. - Z[U(X,Y)YV(X,Y)I Y zx - \ux + ZVVX Y 
t 

- ( a - b ) 2  . 

raarin ne u en v bepalen u i t  
X X 

'9 

u - - + e u  -U -V 
X 1 - - e  u x - e  v x ;  
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, ‘ I  

Het geval a - b m o e t  apart worden bekeken: 

x + a y +  z a l  

ax+ y + a z = l ,  

of equivalent dammee 

x + a y + z - l  
( I -a2 )y  - i - a  . 

D i t  is  s tr i jd ig  als a - -1. B i j  a = 1 b l i j f t  slechts over x + y + z  = 1, of 

als re y = A en z - p s te l len  

= (1,0,0) + A(-I,lpO) + p(-l,O,l) 

B i j  a l l e  overige a volg’t y = 1/(1 + a ) ,  x + z  - 1/(1 +a) dus 

z -  ( l + a ’ 1 + 8 9  1 o) + v(-I,O,l) . 

* 
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Froeftentamen Wiskunde I op zaterdag 11 november 1967 

1 arcsin x 
u 1. a) Bereken lim (ain ;)log 

x-o 

2x 
1 -x 

b )  Differentieer y = arctan - 
2 

b) Bereken s(x- x + 2  a)& 
x + 3  

O 

3. De functie f (x )  is  gedefinieerd als volgt: 
If 

X G O  X 
Xe 

O < X < l  

X S l .  - 3 x +  1 
X 

a)  Voor welke x i a  f (x)  discontinu? 

b)  Bepaal de asymptoten. 

c )  Bepaal de extrema. 
d) Schets de grafiek. 

4. Bepaal voor x 3 O 

1 - x  
n n-m 1 + x  

f(x) - ïim - arctan x . 
W 

Bereken vervolgens s.€(x)a+ . 
O R: 

i: 
, ,  

. .  
? 
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ODlossingen F'roeftentamen ,november 1961 

1. a)  Ale x O g e l d t  

I '  arcsin XI ~ sin - 1 log arcsin x l lOg arcsin I - 11043 X X T 

Omdat 
arcsin x lim 

x-co 

en log x continu i a  voor x= 1, geldt 

Met de ina lu i t s t e l l i ng  volgt dan dat 

1 arcsin x o , ( 

l i m  s i n  - l o g  
x-o X 

Opmerking: blits men duidelijk maakt dat log 
soïuut-strepen weglaten. 

> O, kan men de ab- 

Opmerking: Voor x = '1 is arctan 7 2x discontinu; voor 1x1 C 1 ge l i jk  

aan 2 arctan I. 
1 - x  

arctea x2 d(x21 
2. a) 

I Jarctan x 2 d ( m t a n  x 2 ) = p arctan 2 2  x + c a 

= lim (log - N + l  + log 3) = log 3 . 
N-- N + 3  
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I 

3. a ) f ( ~ ) i s c o n t i n u v o o r - m < x c 0 ,  O c x c l  e n l e x < - .  B i j x P O e n  

x - 1  i s  d iscont inuï te i t  mogelijk. 

ï i m  f ( x )  i. ï i m  Xex = O , 
x t o  x t  o 

e .  

*, 
Y>, 

X l i m  f ( x )  0 lim == 0 9 

x l o  x l o  

DUE f (x )  is continu i n  x - 0 .  

A l s  x T 1 dan f(x) - - o ,  dus f ( x )  is discontinu Fn x-  1. 

b )  f(x) - - o a l s  x t 1, dus de grafiek van y f (x )  heef t  een ver t ica le  

asymptoot x.i 1; d i t  is ook de enige ver t ica le  asymptoot omdat f (x )  voor 
a i i e  x + 1 continu is. 

-.. , . ï i m  f (x )  = i im -3x+1- - 3  ; hor izontde  asymptoot y - - 3 .  
x -=  x -= $:, 

t 
si X e - -  x -0-m t - m  e 

ïim f ( x )  = ï i m  Xex = - lim t- O ; horizontale asymptoot y = O . 
',, 

c )  x c o .  6;: 

f l ( x )  0 eX(1 +x)  ; f t ( x )  - í a l s  x T O ; f ' (x)  0 O voor x = - i .  

f ' (x) = - 
o < x  < 1. 

; f ' ( x )  --1 als x 1 o . 1 

(x- lp 
1 c x .  

; f ' ( x )  * - 1  als x 1 1 . 1 
2 

f ' ( x )  = - - 
X 

-1 O +1 

f l ( x )  neg O POS - 1 -1 - neg -1 + ne% 

f ( X I  neg -e neg O neg - - O D  f ( l ) = - 2  neg -1  

k 
Aan de hand van d i t  overzicht kunnen we concluderen, tiat f(x) de volgende 

extrema heef t  : 
een lokaal minimum - e in x = -1, -1 



~ 
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'! 
;. 
I ', 

i 

, ,  

6 
een globaal masmUm O in x = o, 
een lokaal maximum - 2  in x = 1 (dit  is n i e t  een rand- 
is t e  merazijden van X E  1 gedefinieerd; d a t  f (x)  - - - a l s  x 7 1 doet 

, want f(x) i t .  

1. ' n ie t  terzake). 
4 

$.I,, *, 4. Voor O 4 I < 1 geldt dat 1 i m  xn O, dus 
n -00 

f ( x )  l i m  - 1 - x  almtan x P (1 - x)arctan x . 
n n-m 1 + x  

f ( 1 )  o. 
i ,  

,< , n -- Voor 1 < x geldt l i m  x - ~  = O, dus 

arctan x = o .  '. 1 -x g ( 1 -  x l  
f (x) ,  - i* -.%rotan x = lim :., 

n--- x-n +I n n-m 1 + x  
, . ' 

Samenvattend kunnen we schrijven 

( 1 - x ) a s c t a n x  ( 0 4 x 6 1 )  , 
O ( X * l ) .  

Q 
I 

X + 7) dx = 
8 1 +x2 1 +I O 

1 

O 
- p [ a r o t a n  x 

8 
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Examen/tentamen Wiskunde I op dinsdag 16 januari 1968 

1. a) Bepaal de extrema en schets de grafiek van de funct ie  f (x )  a la  

+ 5 x + 2  - x 

X $m J 1 + 2 x + l - x  
h? +5x+2 - x ì i m  '2 en l i m  

x--m i m - x  ' 

2. a) &geven: y = x + arctan x. 

Leid een recurrente betrekking af tussen y (n+i), 

b )  Bepaal de oplossing van het  s t e l s e l  vergelijkingen 

en y (n-i) voor n i. 3. 

2y 0 2 i a  I" 31 + + ( a - l ) y  2 + a  

voor die  reë le  waarden van a, wa6rvoor het  s t e l s e l  oplosbaar is. 

. 3. a)  u en v z i jn  gedefinieerd als functies van x en y door "I, 
a - 2 + $  I u v = x + y .  

Beni ja : 

au o .  au x - + y - =  
ax ay 

b )  Gegeven het oppervlak S: z = &(x2 +y2) en de punten P(o,o,-1) en Q(I , l ,O) .  
Bepaal de vergeli jking van de raakvlakken aan S die P en Q belde bevatten. 

(z compïex) . z - i  4. kgeven: K = - 
2 +i 

a) Ala het beeldpunt van z binnen het ee r s t e  kwadrant l igt ,  dan li& het  

beeldpunt van w binnen de eenheidscirkel onder de reële &B. Bewijs dit .  
b) Welke üaan moet het  beeldpunt van z beschrijven opdat het beeldpunt van w 

r e c h t l i j n i g  van O naar -i  loopt? 



blossingen Tentamen 16 .ianumi 1968 

C 
I ';y 

1. a) x 5 0  f ( x )  = (X2-3x+3)e'-X 

f ( x )  = (x2 -3x+3)e  I C X  

f ' ( x )  - ( - ~ ~ + 5 ~ - 6 ) e ' - ~  = - ( ~ - 2 ) ( x - 3 ) e  1 -x 

f l (x)  = ( 3 - x ) e  ltr -- x(x- 1)e 1cX 

x c  o 

X >  0 

x <  O 

2 + 1im -3x + ï i m  - P o .  -l+x 
x-m e -1 +x lim f (x)  = ï i m  - 

x-- x-- e x-- e -1 +x 

2. a) 

-0 +o0 O 2 3 i- c 
X 

f (x )  O - + + + + + + + + + + + + +  - 0  
f ' W  + + + ? - - - o + + o - -  

max i n  X = O  : f(O) = 3 
min i n  x = 2  : f ( 2 )  e 

globaal (want 3e > 3e4 ) 
locaal (want bijv. l i m  f ( x )  = O )  -1 

X -00 max i n  x = 3  : f (3 )  = 3e-2 locaal. 

Merk op: in x=O is f n i e t  differentieerbaar (duidelijke hoek tekenen) 

= -3e -3e  = -6e e-=- 1 fo-f(O)= i i m  e(x-3)e-X + iim 3e l i m  
xlo X I 0  x l o  X 

X 
X - l i m  e ( x - 3 ) e  + i i m  3e += - 3 e + 3 e  * O . f (XI - f (o) 

X 
lim 

xT o x t  o X T O  

$ +5x+2-x)( ' /x2 + 5 x + 2 + x r  i j F G T 2 - x -  lim IJ lim 
x-m p - 7 z Z - x  x-- (x+l-x)( ' /=+x)  

2 
2 

= 2  ' 
5 +I 

= lim 5 x + 2  = l i m  
I-- J1+5x+2 + x  

X 

+ 5 x + 2 - x  = j-+t - lim -+A I , .  
2'; 1 t -0 

lim t - l + t  i i m  f' 
x- -- i/= - x t -- 

1 y = x + arctan x y'= 1 +- 
1 +I2 

(2+x2) (n )  = 0 m i t s  n 3 . y'(1 +x2) 9 2 + x  2 
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Differentieer met Leibniz n maal: 

Mits a 3 en a # - 2  is  het gegeven s t e l s e l  vergelijkingen equivalent met 

Voor a = 3 staat er 

Voor a = - 2 : 
i,, 

li 
? 

(O o O) 4 0 -  A ( 1 , l )  . 
( 3  -3 I 0 )  

Opmerking: Het gegeven stelsel is n ie t  equivalent met ,. ,, 
i " ,  i,: 

2 a + 2  ) 

3. a) a - a  + +  
u v = x + y .  

Differentieer naar x: 

4 CE,-,- l m  
as v v2 ; 

v -  av m x 

v a I + u a x  

I 9' >,, ax 
11 

G 
au av = i 

*?' 

differentieer naar y: 



t. 
W 

il 
S 

E 

i 

<' 

~ 
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= u-u = o . X - i y - "  au au x+g u(x2 +s21 
ax ay v V 

bs) Vergelijking raakvlak aan S in  het (op S gelegen) punt (xo,yo,zo): 

of 

z +ZO * X0" + yoy . 
xo + yo = 1 

(X0-Yo) = 3 
* -1 
2 

P(o,O,-i) iigt i n  d i t  vlak: -1 + z  = O o. 
Q(l,l,O) ligt i n  d i t  vlak: O+zo E %+yo 

( x o , ~ 0 9 z o )  li& OP S 220 E < + $  

8 '  xo * y o  = 1 

O 

Raakvlak: z+l =&(l+fi)x+&(l-6)y. 

B x o + y o = l  

O - y o = -  

Raakv lak :  z + 1 = $(1- 6 ) x  +*(I + 6 ) y  . 
4. a) Meetkundig: 

H e t  beeldpunt van z iigt binnen het l e  kwadrant (n ie t  op r eë l e  of imagi- 

naire as); dus 

Hiermede is nog n i e t  bewezen dat Im w d O. Daartoe moet ook z i jn  voldaan 
aan arg w > - x . Dit is inderdaad het gevel: 

(1) en (2) * - II < arg w < O . 
Ook volgt u i t  het  gegeven 1z+i1 > 1z-11, dus 

( 3 )  

J 
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P 
Met ( 3 )  en (4) is het matelde bewezen. 

Algebraïsch: 
et a = x +iy (x > O, y > O) VOW 

I m w c o .  

x + i y - i ~ ,  . x-ity+lf- x2+y2-1-2d 
x+i y + l  x-i y+l r2+(y+1)2 

I 7  o 

w =  

Y'O 

b) Meetkundig: 
n Opdat arg w = - 

der punten van waaruit de beeldpunten van i en -i onder een rechte hoek 
worden gezien; die verzameling is  de eenheidscirkel. Dus z - e 

Bij Q = 2 of z = i hoort w = O 
1-i 2i of z = 1 hoort w = -=  - - =  -i. 1 +i 2 Bij cp = O 

Zoals i.v.m. a) duidelijk is, geldt: A l s  z = eiCP en 9 neemt af van 2 tot 
O, ä8n  beschrijft het beeldpunt van w = z+i - i de rechtlijnige baan van O 
naar -i. 

Algebraïsch: 

dient het beeldpunt van z te liggen op de verzameling 

iQ . 
x 

n 

4 x2+y2-1 = O  of z = e  i9 . 2 + g 2 _ 1 - a  ì = ',2 + (y + 1 

R e n - 0  

n 9 - 2  of x = O ~ w = J O  

Q = o  of x = l , y = O + w = - i .  

- 
inderdaad rechtlijnig n 

Voor q dalend van 2 naar O gaat w = 2 sin cp+2 
van O naar -i. 
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Examen/tentamen Wiskunde I op woensdag 5 juni 1968. 

1, Bepaal de volgende limieten: 

2. Geaeven: 

f i s  continu. 

Gevraagd: 
a) Bereken a. 
b)  Bepaal de afgeleide voor x # O. 

c )  Is f (x) voor x = O differentieerbaar? 
1 

kan men z opvatten 

a2z u i t  in x en y en par- als een funct ie  van u en V. Druk zowel aïs - 
t i ë l e  afgeleiden van z naar x en y. 

u cos v 3. Gegeven z = z(x,y). Door subs t i tu t ie  van 

ae 
av2 

4. a) Bereken de oneigenlijke integralen 

j-t s i n  . a t  d t  . cos a t d t  en 
O O 

b )  Los op voor a l l e  reë le  waasden PEA a: 

x + ay = (i +a2)-' , 
ax + y = a ( î  +a2)-' . 

5. a)  Bepaal en scheta in het complexe vlak de verzameling van de punten e 

waarvoor geldt: 

I z + l l  + 12-11 = I O .  

b) Bepaal en schets in het  complexe vlak de verzameling van de punten e 

waaxvoor geldt: 
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o <arg z < n / 2 ,  I a r g ( z + l )  + arg(z -1 )  = n/2 . 
> i '  r;i 

: *i,; 
,' $ 

*; bloseingen Tentamen 5 juni 1968 

lim e2x- 1 
,i 

= 2.e 0 - 2 .  
Y4) Y = l i m  2 2T 

x -  o Y - 0  
X 1. a) x 

x-o 

1 l o d l  + 3 x )  - 
lim lim s i n  rn x-o ( x -  J 7 T j s i n  nx x - o  x - \ i a + l  x - o  

loa(1 + 3x1 - log 1 2 
x-o x - p - z  x-o x - 0  3x n 

ïim 4 ï i m  

l o d l  + 3x1 lim b) 

- 1 
= l i m  

Y n n = - 1 . 1 .  l i m  
Y-0 

1: 

i 1 1 - - < - O -  1 s i n x  1 , l im - - =  l i m  - = o ,  
X 

X X X x-00 = x-m 

sin x geldt: l i m  y = O. Met behulp van de worteltruc tonen we aan: 
x - -  

zodat de gevraagde limiet O is. 

-1 -y 

-Y .: 2. a) ï i m  f ( x )  = iim -I/x= l i m  lim 0 .  
x l o  l + e  y-m 1 +eY y-00 i + e  I' x l o  



.. 
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b) A l s  x # O, dan 

q e - Y = 0 .  f (x)  -f(O) lim += i i m  4= lim 
-Y X x l o  l + e  y-m ? + e 9  y-w ? + e  

l i m  
x i  o 

f(X)-f(O)= lb l i m  1 = 4 .  
y-m 1 + e  -Y x t o  l + e  X 

l i m  
x t o  

is f (x )  voor x = O niet  di f f e -  f ( x ) - f ( O l +  lim f (XI - f (01  
X x l o  X 

Omdat l i m  
x t  o 

rent ieerbaar. 

DUS 

ax s in  v tan v a 9 . = - = t a n v + I = y 2 + 1 .  1 2 

av u cos v 
= = i  av -P 

COSZV 2 u cos v 
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1 1 +ia 1 
I I& - = Re - P - 

1 +a2 ?+a2 1 - ia 
omdat 

ì i m  e-p = O . ïim 1 7  1 e -p(i-ia) 
P -OD - ia I = P 7 p - m  

m o3 

1 +ia a 
lta l+a 

sin at dt = Im [e-t(l’ia)dt = Im 7 = - 2 .  

d o” 

1 
1 +a 

x + y  = &  , dus 
, dus 

Oplossingen: aïs a 6 2 1: x = (y, O) ; 

als a = + 1: 

als a = - 1: x - y = 

o =  (&,O) + A(1,-1) ; 

0 = (&,O) + ~ ( 1 , l )  . 
5. a) I z + l l  + 12- 1 1  = 10. Noem z = x+iy. 

Jx+l+iyl + Ix-l+iyl j v  X+I) +y + i?- (x i) +y 

jo2+52= 1 0 - m .  

(x+1)2 +y2 100 + (x-1)2 + y 2  - 2 0 6 0 2 + y .  

10. 

Ais 

Of 
4x - 100 = - 2 0 d w  , 
9 - 5Ox + 625 = 2 5 ( ~ - 1 ) ~  + 25y2 . 

x - 25 0 - 5Jo2+si! . 

De verpuoeling ie dus de e l l ipa:  24x 2 + 25y 2 = 600; (1,O) en (-1,O) zijn 

de brandpunten; grote 88 en kleine 88 zijn resp. 5 en i- 24. 
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E 

b) arg(z+î) + arg(z- 1) - arg(z2 - 1 )  u;. Dus Re($ -i) = O en Lu($ -1) > O. 
I 

Stel z 

Omdat 

Conclusie: de verzameling is het N.O. deel van de hyperbool x - y  = 1, 
zonder het punt (1,O). 

x + i y ,  dan z 2 - 1  - 2 -7 ' -  1 + 2 i v r Y .  EU w >  O en 3 -J: - 1. 

n 
O < arg z < volgt x > O en y > O. 

2 2  

-- 
I 
i 

14 
t a 



Indeling van de stof over de tentamens 

determ. 
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