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Examen en tentamen opgaven WiskunderI.

In dit tentamenboek (samengesteld door een commissie uit de onderafdeling
der wiskunde) zijn opgenomen alle wiskunde I tentamens uit de laatste tien
jaren, te weten: . '

- de tentamens uit 1957 t/m 1967 met antwoqrden

- de tentamens uit 1962 t/m 1966 met uitgewerkte oplossingen.

Van de opzet vén het vroegere sommenboeki"Exanenfen tentamen'opgamen - Wis-
‘kunde I en II met oplossingen - Deel T en II" is 1n zoverre afgeweken dat

de tentamenstof niet rubrieksgewijs maar per tentamen -chronologisch wordt
_ besproken en het tweede gedeelte (aanwlgzlngen) in de nieuwe opzet is weg- )
‘gelaten. ! g

Voor studenten, die oefensfof zoeken voor een bepﬁald onderdeel van Wiskﬁn&e }
I, is het boek toegankelijker gemaakt door toevoeging vanm een tabel (achtér- i
aan in dit boek), die de indeling’van de collegeatof geefd over de besprd%?n :

tentamens.

Ieder fentamen is aangegeven met een code:

een letter (P, I, respectlevellgk voor proef- en deeltentamen) en

B T T e S e LG ) s i T W20 SR

een cijfercombinatie voor de maand en het jaar waarin het tentamen plaats

vond.
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P 11,57

Proeftentamen Wiskunde I op dinsdag 12 november 1957 (2 uren).

1. a) Bewijs de volgende stelling: | ‘
Als £{x) differentieerbaar is voor x=a, dan is f(x) continu voor x=a.

b) Differentieer en werk uit:

f(x) = 2x arctan x - log(1 +x2) .

2. Bereken de volgende limieten

n " .
2) lim \/5%7+3 ;  b) 1:'.::1\%3—2;—1 .

Il -+ X=+0 . [

3. Bereken de volgende integralen

é.) | jx log(1-x)dx b) f(‘i—-:-ii;[; .

4. Beschouw op 0 = x <% de functies
y=sinx en y=+%tanx . -
a) Teken in &8n figuur de grafiek van beide functies (slleen de tekening
wordt gevrazgd). '
b') Bereken de tangens van de hoeken, waaronder de beide grafieken anijden.

¢) Bereken de oppervlakte van het gebied dat door beide grafieken wordt

ingesgloten.

5. Schets op - n < x < n de grafieék van y = arcsin(sin x).

Geef een korte toelichting.




P 11.57

@

b

= Antwoorden Proeftentamsn november 1957.
1. a) Zie dictaat.

i Cb) £1(x) = 2 arctan x .

; 2. a) 5 (insluitstelling toepassen).

I

1 2 2

b 3. a) H(xP-1)log(1-x7) - FxT +C .

; b) 2 arcian Vx +C .

L A T 3 3 e

* 4. b) Bij O: tan cpo=-3-';bljS=(g,“\J—3l)-ta-n ¢ =& -

L

;“_ ¢) % -4 log 2.

11 n o

‘_ 5.‘Ioor-béxs-%,-5sxs_—2— resp.2£x=€~n
T Py = -Tn-X, y=X Tesp. Y =T =~ X
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I1.58"

Tentamen Wiskunde I op meandag 13 januari 1558.

1

1. Gegeven is f(x) = arcten
' . dx2-+1

a) Bepsal de afgeleide van f(x).

b) Bepaal lim f(x) en lim f(x).

X ~coc X+ wo

¢) Schets de grafiek van f(x).

L

d) Bewijs, zonder de integraal uit te rekenen, dat

1
f‘< ff(x)dx < arctan {2 .~
g
<2 2
2. a) Ben punt P = (xo,yo) ligt op de hyperbool = - E;-: 1.
a b

Bewijs dat de vergelijking van de raaklijn in P aan de hyperbool Iuidt

b) Los op het stelsel

2x - 3y + 4z = 6
5% - 8y + 11z = 17
6x - 8y + 10z = 14

5% - 5y + Tz = 11

c) In Rk, zijn gegeven de punten
0= (0,0); A=(-2,1)3 B=(-4,4); C=(53) .

Bereken Jde oppervlakte van de vierhoek CABC.

Aznwijzing: gebruik determinanten.

3. a) Door de vergelijking > + 3xz - 3y1= O wordt z impliciet als functie wan
X en y gegeven. '

Bereken
3 2
0% 2/ 072
2<3X> T (63'2\
oz

b) Gegeven is z = f(x,y). Door X = u-v en ¥ = u+V worden gz, 3x % 3;

functies van u en v.
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I1.58

Gevraagd wordt

2 loz _ 22
ov |3y ox

uit te drukken in de hogere par:iiéle afgeleiden van z naar X en y.

-u:lmli;x—u‘ﬁl*d“ - l-lﬁs- -

I—AI

4. 8) 2ij V een vectorruimte van dimensie 4. Zij e, £, g, b, een cnafhanke-
1ijk stelsel vectoren van V. :
Bewijs, dat elke vector van V als lineaire combinatie van e, £, 2, b te

schrijven is, en dat dit slechts op één manier mogelijk is.

b) Bereken :
nm—%[§-+ﬂ + 2 +3 +eee+ (a-1)] o
n—ocon ’

ik U T S DT e e oo e

Aanwijzing: Denk aan de definitie van het.begrip "bepaalde integraal".

Antwoord.en Tentamen januari 1958.

:
;}4 1, a) - 1-x .

It ' 2(x% +x+1)Vx2 +1

i b) n/4 resp. - W4 .

" 2. 0) = (~1,0,2) + a(1,2,1) .
é c) 1. |

2 .2 2

. 3"z 0%z 3z 3"z

: b) 532 - awy * ol " ayex
; 4. b) 5 -

:
Pl
4




T 6.58
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© Exemen /[tentamen Wiskunde I op maandag 16 juni 1958.

T i, e T

s

(x-1)%(x- 3)
(x-2)°

R

1, Gegeven is de functie f(x)

ST

>
+

; 'é) Welke asymptoten heeft de grafiek van de functie?

‘i b) Bepeal £1(x). '

;E '¢) Bepaal de extremen. _
E‘ &) Schets de grafiek.

! 2. 8) Gegeven zija de vlakken U: x = (0,1,2) + A(1,0,2) + p(0,2,1) en
i i x = (051,2) + 9(2,0,0) +0(0,1,0).
‘5 Bepaal een parametervoorstelllng van de snijlijn.

%‘ b) Los op:

g X+ y+ z2-20+ v=

% X-2y+ z2+ u+i3vs=

2

2x + y + 22 -~ %u - 2v =

o O O O

5% - 'y +.5z ~ 4u + v =

Welk verband bestaat er bij een steisel homogene lineaire vergelijkingen
tussen aantal (n) onbekenden, rang (r) van de cofficintenmatrix en di-

mensie (d) van de oplossingsruimte? Contreleer dit verbend bij deze opgave.

c) Bepaal X zodanlg, dat de inhoud van het parallelepipedum opgespannen door
de vec*oren a = (1 2,3}y b = (0,1,2) en ¢ = (2,0,%) groter is dan : 3.A"J

3. De functie f(x) is gegeven door f(x) = lim arctan 1-fnx voor x = Q.

n-+co
a) Is f(x) continu in het punt x.= 0 2

b) Bepaal de oppervlakte begrensd door x-as, y-as, de grafiek van f(x)‘en de

rechte x = 1.

A. a) Gegeven zijn 2 betrekkingen tussen x, y, Z en *t

o+ yzt +z+t - 2=0
2
xz +yt°" -3 -1=20.

Hierdoor zijn z en t als functies van x en y bepsald: z = z(x,y) en
t = t(x,y). Nu stelt z = z(x,y) een oppervlak voor. Bepaal de vergelijking
van het raskvlak aan dit opperviak in het punt (x,y,z) = (1,1,1).

IlliiIIIlIIllllllllIlIlllllllllllllllllIlllllllIlIlIlIlllllllIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!
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I 6.58

b) Gegeven is z = £{x,y), x = e ", y=e> ",

2
Druk -a-a-v—g- - %ﬁ- uit in x,y en de parti€le afgeleiden van z naar x en y.

Antwoorden Ten@ameﬁ Juni 1958.

1 (voor x > en x = ~ =),

a)y
X

2 (voor x 12 en x | 2: y —ooTesp. ¥ = - ) ,

| (x-1)(x-5)
b) £l i{x) = ~
) £1(x) Y

voor x # 2 .

¢c) £(1) = 0 locaal minimum, £(5) = ‘2%- locaal maximum.
a) X = (031:2) + p(2,—8,0) .

b)- ?\('1!0’110,0) + P(1!1’Os1’0)

n=r+d;d=2,r=3 n=5,
e) x>1of x <-5.
a) f(0)='§; f(x)=arctan-}1c-voorx¥0 ; continu in x = 0 .
b= +4In2 .
)4 =
a) z-1=-2(x=1) .

2 2
b) 2 X - EZWW tz.y (als Py zyx)’




P 11.58

PR 1 el

Proeftentamen Wiskunde I cp maanda.gj nevember 1958:7(2 uren).

[

i )

1. &) Bewijs de volgende stelling:

e

Gegeven: f(x) is differentiecerbaar opa<x<1b ;
¢ is een getal, zodat a <c <b 3
i
f(x) is minimaal voor x = ¢ .

Te bewijzen: £'(c) =0 . _ ‘ }

P e

T

b) Gegeven: £(0)

£{x)

Isrf(x) continu in x =02

0

x log(2 +sin iﬂ x# 0.

1l

[

Is £(x) differentieerbear in x = 0 ?

Motiveer Uw antwoorden. ' ' ' -

[Iitasus ks | P I | W0 1 PYR KSR

2. Gegeven: f(x) = 3x* - 8[x](2x" +3) + 30 + 12 .

(]

IR

a) Bepaal de extremar
b} Toon aan dat f(x) altijd positief is.
z ¢) Teken de grafiek.

3, Integreer:

8) f.sin_&c_, dx .
1 +Sin‘2X -
2
b) j‘x arcsin(x?)dx . i
0

4. Bereken de wvolgende limieten:

ﬂ1-+x sin x - cos x

X =0 sj_n?}g
b) lim x(ﬂ - arcsin —x———> .
X —>oc 2 : 41 +x?
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P 11,58

Antwoorden Proeftentamen november 1958.

a) Zie dictaat.
b) Continu masr niet differentieerbaar in x = O.
a) Locaal maximum 12, bij x = 0 .
Globale minima-4, bij x = ~2 en x = 2 .
b) Zie a).
a) log(1+sin’x) + C .
p) 7y +%(3-2) .
a) 1.

b) 1.




I1.59

Tentamen Wiskunde I op zaterdag 17 januari 1959.

1. a} Gegeven is de functie -

£(x) = wfx(w-5) voor == 0O .

Bepaal alle extrema en schets de grafiek.

b) Bereken

JI_ ‘ .
1 L
\[. - sin x &x .
sin x
S .

2. 2) De kromming in een punt van de kromme y = f£(x) kan worden berekend met

3. a)

o

de formule

Leid hisruit af de formule voor de kromming, indien de kromme wordt gege-

ven in parametervoorsielling x = x(t), v = y(t).
Gegeven is in perametervoorstelling de kromme

4 t2 -
X = y y= » . .
4et> 1443

Stel de vergelijking op van de rasklijn in het met t=1 corresponderende

pant van de XkXromme.

Door (x +y +23 +u +v =20
2 2 2 2 2
x +y +z° +u +v =10
3 3 3 3 3
x +y +tz t+tu +v =0

- iz
worden z, u en Vv gageven als funclhies ven x en y. Bereken 3% 1P het punt

‘ (x,y,z,u‘,v} = (03271,"15"2)'

In de functie z = z(x,y) worden dooxr
x=u(1-v%) , 3= uv

: 2
nieuwe variabelen ingevoerd. Druk n® Sz uit in x,y en de partigle afpe-

2
. du
leiden van z naar x en y.

4. a) Gegeven het punt P = (1,2,1) en de rechte

2: x=(6,1,3) + A(1,2,3) .

=R v PP i N




I 1.59

5 s

Gevraagd een parametervocrstelling van het vlak door F en -f.

Bewijs dat dit vilak evenwijdig is aan het vlak
X = P("‘T:815) + 0(1,"‘9v"10) . : :

b) Van het stelsel vergelijkingen

-y

i a x +a + a, =0 A ' ’ £
L, 11 12y T 8437 . '
§ a x+a y+4+a z=0 - y
1 21 22 23 . i
; ‘a_ xt+ta_yta_ _z=1 y

31 32 33 i

ey

R

is ge;even
= 1 a a a =a
: 11 22 7! 1221 !

g 2° De de inan i .
x termi t o4 a.“2 a.13 is nmul

!
[
R R R

a’2 1 a2 2 a'2 3

-3

. B A TR PR FY .

Is d4it stelsel oplosbaax? Beredeneer Uw antwoord.

s s

Antwoorden Tentamen januari 1959.

1. a) Globale minima O bij x = O en x = 5.

Locaal mesi mam 6\(5 bij x = 3.

b) 2.

Ze a-)K_' .x—" .

v A
S a.)—%-.
2 2 ' 2
2 97z "z 2 97z
b) x ax? +?'Xyaxay+y 3y
Bzz_azz

(a.angenomen is dat 9x0y - dy9x ).

4. g) X = (6,1,.5) +A(1,2,3) + u(5,-1,2).
Zowel (-7,8,5) als (1,-9,-10) is een lineaire combinatie van (1,2,3) en (5,-1,2). |

b) reang A < 3%, rang B = 3 want |a

11 3“12 a a
11 12
a =
21 a'22 a a ?J 0.
21 22
31 a32 )

Het stelsel igs dus onoploshazr,

5




T 6.59

Examen/%eﬁtamen Wislomde I op vrijdag 12 jqni 1959,

i

%i | ;
Ef 1. a) In de functie z = u(x,y) worden door i
i su+3v 3u+6V i
. X=e ’ = e |
4 1
il . . ) a
5 _nieuwe variabelen ingevoerd. Druk :
i u
4 %z _ ,8z _ , 3z ;
L dudv o - v '
(s

i

+ uit‘in x,y en de parti¥le afgeleiden van z naar x en y.

i b) Tussen x, y, 2z, t bestaan de betrekkingen

5 .

b . )

g * + ¥y +yz + Sln(z—kt) =0

:é y2 + 2% + xz - cos(zt) = 0 . .

3 Beschouw z en t als functies van de onafhankelijke variabelen x en y. ]
- 325 ;
- Berzsken — in het punt i
E dx : :
i.-

£ x=1,y=-1,2z2=0,1t=mn.

=

= 2. a) Gegeven zijn de vlakken

U
v
W

Docr hun

£ : x=(0,1,2) + 0(3,1,2)

: 2x +y + 2%
T X +y ~- 5

X = {1,2,0)

snijpunt gaat

1]
-1

-2
7(0,1,2) + p(2,0,1)

Il

+

een vliak evenwijdig aan de rechten

en m: x=(20,1) + 0(2,1,3) .

Bepaal dit vlak in parametervoorstelling.

b) Van het stelsel vergelijkingen

a x + & + a =D la a a
11 129 137 1 11 T2 P13
g X +a +a_ 2=>"5n i a a a o .
“21 22Y 23 > 21 22 2a| 7
2. X +a + 8 = a a
34 3pd T %357 3 a3, 32 33

Geef de formule voor de oplossing ven x volgens de regel van Cramer.

Ieid dezc formule af.

2
X tan x

3. a) Bepeal lim

x=0 Ycos x+tm1x-—{mm x+s8in x




I 6.59

b) De integraal

n/2

f cos ¢ sin xdx

42 .2
=0l o SN X

0

hangt af van a. Bepaal de waarde
1) als a = O ; ‘_'
2) als O<oc<n/2 . -

B P

cur s

4. Gegeven
y=x3 -4.:{2 +2\x! .
a) Bepaal de x-codrdinaat ven elk extreem;
b) schets de grafiek; .
¢) bepaal de vergelijking van de raaklijn in (2,-4);

’

R e, s -

A A

d) toon aan, dat deze raaklijn de kromme nog in een tweede punt raakt.

Antwoorden Tentamen juni 1959.

s 8%z 3%z 3%2
1. a) 18x 5‘;2'+45y;[ 3%3y + 18 -ay—z .

b) 2.
2, a') Z=(“3’5;4) + P(5:1v2) + °(2s1’3)°

D@.’iz’@_3) D(§_1!1_3_,§'_3) D(é“%,w
D) X = Sy o YT e ' %5 a e
_.1’_2’_3 __1’__2’._.3 _1’,__2,_3

Zie dictaat.

3. a) 4.
b) Als a=0: 1 ;
(¢4
a1s0<gc<n/2. e

13

1
n
]
=1
~

I

I

i

-
E]

4. &) Locale maxima bij x

t
>
3
(]
u
[‘;
'.T]
o

locale minima bij x
c) 2x +y =0 .

d) Tweede raskpunt (0,0).

,£ .
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3.

24

Proeftentamen Wiskunde I op maandag 2 november 1959 (2 uren)f

Gegeven f(x) is continu voor alle x.

Voor x # O is deze functie gedefinieerd door:

| f(x)=_%@
a) Bereken f(0). .
D) Bereken f'(x).

arctan x
e (

£(x) = x3—3x2+x-3)._

a) Bepaal de snijpunten van de grafiek van f{x) met de assen.

b} Voor welke x is de functie extreem?

¢) Schets de grafiek.

Bereken de volgende integralen.

a) j%an X. loglcos xjdx .
11
b) f(‘i‘— - - 1 )dx .
G (1+x)arctan x

f£(x) is gedefinieerd door:

.__en-+t
X2

f(x) = lim =~

. n—oo X

Maek een grafiek van f(x).

Antwoorden Proeftentamen november 1959,

a) 0.

b) Voor x.#£ O: f;(x) = QX\E’/; CQS(xB\B/?:) - sin(xVx)
: ' 3xVx

A :
£1(0) = 1im Sm@\{EL‘ 0 _ 4
h —0 AV

2) (3,0), (0,-3) 3

P 11.59
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-y

b) £(- ;—) = -(100/27)e

£(2) = _5earcta.n 2
3. a) -3 log®|cos x| +C

b) log 4 log lin

-gretan 1 .
/ 3. locaal maximum ,

locaal minimum .

T arctan

510

4. Voor |x| >1:8(x) = x

£0)=0, £(1)=2,

;j  voor o< lx] < ':f(x) =1

P 11.59



Examen en tentamen opgaven Wiskunde I

In dit tentamenboek zijn opgenomen alle wiskunde I tentamens:
uit 1960 t/m 1963 met antwoorden, respectievelijk
uit 1964 t/m 1968 met uitgewerkte oplossingen.

Voor studenten, die oefenstof zoeken voor een bepaald onderdeel van Wiskunde
I, is het boek toegankelijker gemaakt door toevoeging van een tabel (achter-
aan in dit boek), die de indeling ven de collegestof geeft over de heaproken
tentamens,

Jeder tentamen is aangegeven met een code:
een letter (P, I, respectievelijk voor proef- en deeltentamen) en

een cijfercombinatie voor de maand en het jaar waarin het tentamen plaats
vond.




I1.60

Tentamen Wiskunde I op maandag 11 januari 1960.

1) a) Gegeven is de functie

£f(x) = lsin xle-zlsm xl
1) Bepaal alle extrema in het interval 0 < x < 2n .
2) Schets de grafiek voor 0 < x < 2n .

X cos X

. 2
sin X

b) Bereken de integraal ax .

2. a) Gegeven zijn de vlakken

Vix+2r=3

en Wix+y+z=6,

Bepaal de vergelijking van het vlak U, dat evenwijdig is met de snijlijn
£ van V en W en gaat door de punten A{1,~5,2) en B(-2,-3,4).

b) Gegeven is in parametervoorstelling de kromme: 1)
2
x(t) = t°+1t +1
y(t) = t2 +4t + 1.

1) Bepaal de punten met horizontale resp. verticale raaklijn.

2) Bepaal m zodanig dat de 1lijn ¥y = x+m de kromme loodrecht snijdt, en
bepaal dat snijpunt.

3. &) Los het volgende stelsel vergelijkingen op:

3X - ¥y + 2 +510 =17
2y - 3z +4u = 6
bx - z+3u=9.

b) Gegeven zijn de vier vectoren

g, s 8,,8, ena, in Rk, .

1) Noem de vier axioma's voor de definitie van de determinant D(g._1

)

] __za' ] _.8'3 2 _a"
van de vier gegeven wvectoren.

2) Bewijs uit de axioma's dat deze determinant gelijk is aan nul als a, = a,.

1)

Opgave gewijzigd; de oorspronkelijke betrof kromming en kromtemiddelpunt.
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4. &) Gegeven is de functie z = £(x,y). Door de betrekkingen
x = &u® « &v?
¥y = uv
worden nieuwe onafhankelijke variabelen u en v ingevoerd.

2 2

2 ov

u“+v
Z nasr X en y.

b) Door de vergelijking

x2+y2—zz-4zx+2y+1=0

is een oppervlak gegeven, .
1) Bewijs dat de rechte
£: x= (0,-1,0) + A(1,2,1)

geheel op het oppervlak ligt.
2) Bewijs dat alle punten van £ hetzelfde raakvlak bezitten.
Bepaal de vergelijking van dit raskvlsk,

Antwoorden Tentamen januari 1960.

1. &) Globale minime f{x) = 0 bij x = 0, m, 2n ;

globalemaximaf(x)n—;; bijx=%,%,%’-‘-,1%£ :

ofy

rola

locale minime f(x) = 1—2 bij x =
e’

b)-si::x+log|1:anx-é—| +C.

2.8)y-2z+7T=0.

®) 1) (3,-3) zesp. (2, -2)

1 21
2) m = --45—} (ﬁ,-é%) .
3. a) x = (0,-8,-6,1) + A(1,9,6,0) .
b) Zie dictaat.

2 2 '
4. a) a_xzz_ + a_f.. . b) 1) Elk punt P(A, -1 +2A, A} voldoet aan de vergelijking.
) oy ‘ : -

, E)x-2y+3252.

2 2
Druk -—-1--5 (:—:E + _a_;.;) wit in x en y en de partiéle afgeleiden van
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Examen/tentemen Wiskunde I op meandag 13 juni 1960.

1. a) Bereken " 3
. 1008 X=CO8 X+CO8™X
lim S ——

x=0 V1+x* —V1-2

b) Bepaal een parametervoorstelling van de snijlijn van twee vlakken V en W, als

Vi2x+y-3z=-8

Wexws (-1,2,3) +AM2,1,2) +u(-2,2,1)

2. a) los op het stelsel vergelijkingen

-ax + 2y - z= 0
3x -~ ¥ - 2z = Ha
3x -4y + z = 2a
voor alle waasrden van a.
2
b) Gegeven is het oppervlak O: x° +y° + 2xz = 1,
Bereken het raakvlsk aan O in een willekeurig punt P(xb,yo,zo).

Hoe moet P gekozen worden, opdat dit raakvlak de lijn £: x = (0,0,1) + A(1,1,-1)
geheel bevat?

3., a) Bereken
dx
J 1 +logfx
b) Gegeven is de functie f(x) = (2..2x..x2)elxl-1 ]
Bereken de uiterste waarde(n).

Bereken de buigpunten, voorgzover -aanwezig.
Schets de grafiek van f(x).

4. 8) Gegeven z = £(x,¥).

We voeren nieuwe variabelen u en v in door de betrekkingen
U=x+y

v-xz-i-ya .

g 2 2
R 97z 8%z ., . 2 .
2 Druk nu s + —2 uit in u,v, en de parti€le afgeleiden van z naar u en v.

] ax ay




g
%
k
)
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4. b) Van de functie f(x) is gegeven:

f(x) = 8in x als x <0
f"(x) = cos x als x >0

£(x) is differentieerbaar voor x = O.

Bereken f(x) voor positieve waarden van x.

Antwoorden Tentamen juni 1960.

1.8) % .

b) X= (-T,Og-2)+a(4!1,3) .
2, 8) Als a ¥ 1 : x = (0,-a,-28) ;
als e =11 x= (0,-1,-2) + a(1,1,1) .
x, + 2,

D) memy = w5 xmxy) - 2 eyy) A O)

te herleiden toi XX + ¥,y + X2 +2.X= 1.

Speciale keuzen voor P: P, = (1,2,-2), P, = (1,0,0) .
30 a) 108(1 +{2) .

b) f(=2) = 2e globaal maximum;

(15, (85 - 6)e"®) butgpunt.

2

2 2
4.&)2%—u§+4uaz 3z

oz
dugv T A v AV T -

b) Voor x > 0: £'(x) = sin x + C, f(i);--cosx+0x+1), waarin D = 1

opdat lim £(h) = £(0) = O en C = 1 opdet limn =L RFCh*1-0 _ .5y .
hio hio h

gin h=gin 0 -

= lim "

ht1o

1.
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Proeftentamen Wiskunde I op vrijdag 11 november 1960 (2 uren).

1. a) Ga na voor welke waarden van x de volgende twee functies gedefinieerd zijn
en bepaal de afgeleiden van deze functies.

\h
L. arcsin ‘fx + arctan - 1

xlog x

II. .sin x .

b) Een functie f is gegeven door

£f(x) =¥ +ax+b als x <0 ,
£(x) =2 +x + 1 als x= 0 .

Ale gegeven is dat f een overal differentieerbare functie is, bepaal dan
a2 en b. (Toelichten!)

2. Bewijs met behulp van de definitie:

3, 7ij . £(x) = 3‘-:2-1e'|“*‘| .

Teken een grafiek ven deze functie en geef een toelichting daarop.

4. a) Bepaal jlog(1 +x%)dx .

b) Bereken

Antwoorden Proeftentamen november 1960,
. a)I O <x =<1 £{x) = Ovoor 0 <x <1, £'(1) = 0.

IT 0 <x; £'(x) = x 08 ¥fp BBXI0RX | 454 x)

b) b =1lim £(x) = £(0) = 1.
xt0
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(h®+ah+1) -1 _ (23 +h+1)=1 _

a = lim lim 1.,
h 10 h n o h
' « ‘ n? +1
2. Bij iedere & > O kan men- bijbehorende N(e) vinden z6 dat == - i <e
' an” +1

voor alle n > Nj bijvoorbeeld N = 1/27e .
3, Beide assen asymptoot; £1(1) = 1; £(Y2) = %(\[2-1)91-\[2 globaal maximum,.

4. 8) x log{1+x2) - 2x + 2 arctan x + C .

b) lim log F—LNE= log 2.

N+1

N~
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Examen/tentamen Wiskunde I op maandag 16 januari 1961.

: 3% +3x -8
1. a) Op het interval -1 < x< 4 (x # %) is gegeven de functie f(x) = 3}(_.15: .

Bepaal de uiterste waarden van f(x).

b) Bereken
lim
x—+0

tan x-s8in x
x(1-cos 2x5

¢) Bereken {3
3(3{2 +1)arctan xdx .
0
2. a) € 18, 18,8, VOTHen éen basis van de vectorruimte R. Wat betekent dit?

b) Bereken de volgende determinant:

1 0 0 A
p 1 0 O
0O v 1 0
0 0 p 1 .

¢) Aan welke voorwaarden moeten A, i, Vv, p voldoen opdat de vectoren g, the,

e +tve ,e +pe ,& +Ae o0k een basis van R vormen? Licht Uw antwoord toe.
= =TS TR AT

3. a) Gegeven ie de kromme met parasmetervoorstelling:

x = 2 ¢cot 6
O0<B<n ,
¥ = 2 sin®@
Bereken de waarde van , "2 /> (de kromming) in het hoogste punt van
de kromme. & +57) o
b) z ig een functie van x en y; x = = 3 v = v2, Waarin saat 2y .._322_ 8z
i vid * & dyox ~ ox

over als z als functie van u en v wordt beschouwd?

4. a) Los op:
2x1+ x2+4x3+2x4=5
7x1+2x2—~xs+ x‘=7;
+ -1 - - R
71:1 x2 x3 31:4 0

-e

b) z is als functie van x en y gegeven door xz> - 3yz + x = O .

iy 9z . . 9z _
1) Bewije: x =tV 5y 0. (a)




o
5
#
v
.

2,

Se

4.
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2) Waarin gaat betrekking (a) over als men op poolcodrdinaten overgaat

(x =rcos g, y =7 8in ¢)?

3) Hoe kunt U het onder 2) verkregen resultaat direct inzien?

Antwoorden Tentamen januari 1961.

a) £(-1) = 1 globagl minimum; £{1/3) = 5/3 locaal maximum;
£{(3) = 7 locasl minimum; £(4) = 52/7 globasl maximum.

b) .

¢) 2n{3- 12 -2 1log 2.

a) Dit betekent dat iedere vector van R een lineaire combinatie is van g ,
g,18,€ene ,en dat deze 4 vectoren onafhankeli jk zijn.

c) Apvp ?( 1, dan zijn e, +ue, ,ga-w_ea y 8,1 PE, ,g‘+kg1 namelijk onafhanke-
1ijk, dus ock een basis van R,

a) 1.

2 2
3"z 2 9%z
b} uv P73 +vo-__3v3u .

9-) X = ("117’0’0) + 7‘-(5:‘1031’0) + P(1r“410’1) .

3
3z z +1 Bz -2z
b) 1) —_—a e ==
o 3(y - xz°) ¥y xd?

2)£=0.

3) 22 - 3(tan )z+1 =0 d.w.z. z is functie van 9 alleen.
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Tentamen Wiskunde I op dinsdag 13 juni 1961.

1. Bepaal lim 1—;@'

% 0 X arctan x

Iz

> gedefinieerd door

2. De functie f is voor = gsx =

£(x) = lin —EX

n-o (x+1)%+1

Mask een grafiek van f, en ga na of f continu is veoor x = 0.

n/2
3, Bereken f ‘
o]

dx

. ' 1/sin x °
s:l.nx.ta.nx.e/

4, Een vlakke kromme ie in parametervoorstelling gegeven door:

X =2 tan u -
_ 2 (e > 0, |u| <§).
= Gos u i |
Toon asn dat dit een tak van een hyperbool is en bepaal —2&;2-&;7-2- (de
kromming) in het punt P(ay3, 4a) . (%" +3%)

5. U is een functie van de rechthoekige coBrdinaten x en y.

2%y . s .
Druik 5x 3y in poolcoSrdinaten uit.

6. Gegeven is de boog x=t, y=t2, z=1%> (0 =t <8), De eindpunten van deze
boog heten A en C. Op de boog ligt het punt B, waarvoor t=5. Bepaal D op
de boog zodanig, dat het volume van de piramide ABCD maximesl is.

Antwoorden Tentamen ;i‘uni 1961,

1- -% .
cos x voor -%Sx<0
2, £(x) =% voor x = O

0 voor O<xog- .
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f is noch links- noch rechts-continu veoor x = 0.

3. 1im (e~! - e-1/sin 6) - o

ol0
be - % +32y% =8® en y>0 (wegens Iul<12r-) .
A
32a °
. 2 2 2
5 sin 29 Md7u 3w 1 8u 460820 /07w 1 du
* 2 dre = 99 " r dr T d9dr ~ r dp;

6. D = (2,4,8) .
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Proeftentamen Wiskunde I op donderdag 9 november 1961 (2 uren).
VLI
1. a) Bepasl lim 342 .
n-reo
. arccos X
b) Bepaal }]‘;J.Tm.‘I Ve

2. a} Bepaal de afgeleide van (‘[x) Vx .

b) Bewijs met de definitie van het begrip limiet:

‘ ”Muuﬂ“ ” acy 1-':"?!-' ‘_n n -;1'3-.~i e L L M 'T: o >"-"~‘ Er e

Als 1im f£(x) = 1, dan is lim f(3x)= 1

x>0 =0

4|x-‘||3'/2

x3-3x2 +6x-4

3 f(x) = voor x # 1, £{(1) = 0 .

Teken de grafiek van f(x). Geef daarbij asndacht aan asymptoten, nulpunten, -

extrema, rasklijnen in bijzondere punten.

4. Zij e het grondtal der natuurlijke logarithmen.
e
We defini&ren I(p) = f log xdx voor O<p =1,
r

a) Bereken I(p) en toon aan dat I(p) > O is.

b) Bewijs dat lim I(IJI—) bestaat.

n-—-c

(Aanwijzing: het in a) bewezene gebruiken. )

Antwoorden Proeftentamen november 1961,

1. a) 9.
v) V2 .
2. a) %fx({xﬂ)@ +log x) .

b) Bij iedere € > O kan men bijbehorende N(€) vinden zodat |f(x) - 1| <e

voor alle x > N(e); dus is |f(%x)- 1| <e voor alle x > N*(e) = 2N(e).
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3, x = 1: de rasklijn in (1,0) is verticaal; de x-as asymptoot; £(2) = 1
globaal maximum,
x < 1: de grafiek ontstaat uit het deel voor x = 1 door puntspiegeling
too.v. (1,0).

1
4. a) I(p)=p-plogp=p(1+log5)>0-

b) I(=) > I(n—+3-) 3 de rij I(:—l') dealt, maar blijft > O .
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Examen/%entamen Wiskunde I op vrijdag 19 januari 1962.

1. a) f(x) = arctan(x?-—Zx) .

Teken de grafiek van f(x).

2
b) Bepaal ‘f(x- 1)f(x)dx als f(x) dezelfde betekenis heeft als boven.
3 .

( 2)
¢) Bepaal lim RIS X

1 - cos x
x-0

2, a) Toon aan dat de kromming van de orthogonale hyperbool yz - x? =1 in een
)

punt (xo’yb) gelijk is aan j; als r, de afstand van (xo,y0 tot O voorstelt,

I

)

b) Gegeven is 7 2 3 4
£e) =}° & v 8 .

2 3 4 5

4 3 2 4

Bepaal f'(t).

3, &) Bepaal een parametervoorstelling van lijn £ als:
£ ligt in V: x = (2,3,1) + p(1,1,2) + 0(3,1,4),
£ is evenwijdig aan het XO0Y-vlalk,
£ snijdt m: x = (1,1,4) + p(2,1,1).

b)

&

s €, d vormen een afhankelijk stelsel vectoren,
' C& een onafhankelijk stelsel.

I®
= Iz

’

Bewijs dat d een lineaire combinatie-is van a,b en ¢.

. . T
- <] H = =
4. z is een functie van x en y; x =r tan ¢ , y o8 § "
82,
Beschouw z als functie van r en 9. Druk nu —= uit in de partiéle afgeleiden
ox

ven z naar r en ¢. (Alle voorkomende afgeleiden zijn contimu.)
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Antwoorden Tentamen januapri 1962

1, a) £(1) = = % is een globaal minimum; f(x)} daalt monotoon voor x < 1,

stijgt monotoon voor x> 1; de lijn ¥y s% is horizontale asymptoot.
b) 0.
c) 2.
X 1
2,8) In (x,y ) is y' ==2; y" = — ; dsarmee vindt men (de formule voor de
0o'"o0 ° ¥, 0 yg ‘
kromming behoort niet meer tot de stof:

k.__’&'LT,.J..
1243/2 3’
(1+y0) Ty

b) 21,

3. 3) - (312:5) + A(1!‘1:O) .
b) Er bestaan getallen a, B, Y, b, niet alle nul, z6 dat ag + fb + ye + bd = 03

hierin is & ¥ O (waarom?); dus & = - %g - -g b~ g-g d.i. een lineaire

combinatie van &, b en ¢c.

2 T a2 2 2
3°z 3z 2 2 3%z 1 8°z 19z 1 1 0z
ax®  ar’ r Orde 22 atpz r or cosaq: 22 dp




4.
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Examen/tentamen Wiskunde I op woensdag 13 juni 1962.

1 - {?l-(arcsin x)z
x sin x

a) Bepaal lim
x=0

b} Bereken n/2
ji 2szn x_ sin 2xdx .
0 .

xs-fxa'F3x-f3

X
e

Gegeven voor -1 < x < 2 de functies f1(x) = en fz(x) = |x(x-1)].

a) Bepaal van beide functies de nulpunten en extrema.
b) Teken in één figuur de grafieken van beide functies.
c) Bewijs dat de functie f1(x) - fz(x) in het interval O < x < 1 minstens

één extreme waarde heeft (niet uitrekenen!).

Van het stelsel vergelijkingen

1]

[
Cc O O O

a + + +
1%y T 8%y T8 X, T8,

8 x +a_x +a_x +a_x
(1) 2171 2272 2373 2474

]

a + + + =
31%y T 85K, T 85K, T ALK,

a x +a ¥ +a x +a X
41 1 42 2 43 3 44 4

]

£0.

El'22 a'23
is gegeven dat
gegeve a a

32 33
Verder zijn gegeven de vectoren p = (1,0,1,-2), g = (2,1,3,5) en ¢ = (1,5,2,=7).
&) Bepaal de rang van de codfficidntenmatrix van (1) als gegéven_is dat p en

q oplossingen van (1) zijn.
b) Is r oplossing van (1)? Beredeneer uw antwoord.

¢} Geef de algemene oplossing van (1).

Door de vergelijkingen
xy +xz =0
tha + yet = 1
3xy +yt + 45 = 12

zijn x, ¥y en z als functies van t gegeven.

2

Bereken gﬂf voor t = (.
dt
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Examen/tentamen Wiskunde I op woensdag 13 juni 1962.

: 2
-y1 -
1. &) Bepaal lim 1 -1 (arcein x) .

x sin x
x—=0

b) Bereken n/2

j‘ 2sin x. g8in 2xdx .
O .

x> +x* +3x+3

X
e

2. Gegeven voor -1 < x < 2 de functies f1(x) = en fz(x) = |x(x-1)].

a) Bepaal van beide functies de nulpunten en extrema.
b) Teken in één figuur de grafieken van beide functies.
c) Bewijs dat de functie f1(x) - fz(x) in het interval ¢ < x < 1 minstens

één extreme waarde heeft (niet uitrekenen!).

3. Van het stelsel vergelijkingen

8 +a X +a +a X =

1151 12%2 T 8%y T BN

a x +a + a + a =
(1) 217 2272 T Bas¥s T B0

It

a +a_x +a8a +a_ x
31x1 32 2 33x3 344

a4 x +a8a x +a8a x +a X
41 1 42 2 43 3 44 4

o O o O

£ 0.

aaa a23
j 11
is gegeven dat a a

32 33
Verder zijn gegeven de vectoren p = (1,0,1,-2), g = (2,1,3,5) en r = (1,5,2,=7).

&) Bepasl de rang van de coéfficiBntenmatrix van (1) als gegeven is dat p en
g oplossingen van (1) zijn. _
b) Is r oplossing van (1)? Beredeneer uw antwoord.

c) Geef de algemene oplossing van (1).

4. Door de vergelijkingen

Xy +xz =20

2xt? + yet = 1
3%y + gyt + 82 = 12

zijn x, y en z als functies van t gegeven.

2

Bereken g—f- voor t = O.
dt
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Examen/tentamen Wiskunde I op woensdag 13 juni 1962.

1 - Y1- (arcsin x)? .

a) Bepaal lim — oin %

x—~0
b) Bereken n/2
j‘ P X sin 2xdx .
O N

3 2
Gegeven voor -1 < x < 2 de functies f1(x) = X Ix ;'BX+3 en fa(x) = |x(x-1}}|.
e

a) Bepaal van beide functies de nulpunten en extrema.
b) Teken in één figuur de grafieken van beide functies.
c) Bewijs dat de functie f1(x) - fa(x) in het interval 0 < x < 1 minstens

één extreme waarde heeft (niet uitrekenen!).

Van het stelsel vergelijkingen

) + + &8 =
& X, ta. X, +a.x, 14%4

+ + + =
(1) By 0%, T aK, T B Xy T ALK

+ + =
Gag%y taLX, TaXy TauE,

a X +a X +8 x +a X
41 1 42 2 43 3 44 4

}
o o o O

0.

322 a23
is ven da
gegeve o, a

32 33
Verder zijn gegeven de vectoren p = (1,0,1,-2), g = (2,1,3,5) en r = (1,5,2,-7).

a) Bepaal de reng ven de coBfficiBntenmatrix van (1) als gegeven is dat p en
g oplossingen van (1) zijn.
b) Is r oplossing van (1)? Beredeneer uw antwoord.

¢) Geef de algemene oplossing van (1).

Door de vergelijkingen

Xy +xz =0

2xt® + ye¥ = 1

5xy+yt+t2=12

zijn x, ¥ en z als functies van t gegeven.

2

Bereken d—: voor t = Q.
dt
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5. Een kromme K is in poolcodrdinaten gegeven door

(z? - cos p)cos g = 1 (--123<cp <%)

a) Bepaal het punt (Ge punten) van K waarin de raaklijn aan K loodrecht op
de lijn 9 = 0 staat.
b) Bepaal in het (de) onder a) genoemde punt(en) de kromtestraal.

Antwoorden Tentamen juni 1962

1. a) %.

2
log 2)3

4
b)logE_(

2. a) £ (x): mlpunt x = =15 f, (0) = 3 globaal maximum; f,(-1) = O globaal rand-

“2 joceal rendminimum.

minimum; f1(2) = 21e
fz(x): nulpunten x = 0, x = 1; zijn globale minima; fa (%) = % locaal maxi-

mum; globale maxime = 2 bij x = -1 en x = 2,

c) f1(0) - 1‘2(0) = 3, f1(1) - f2(1) & %> 2,93 f, deslt in O < x < 1 monotoon;
dus f (&) - fz(%) < 2,75. De functie moet dus fussen O en 1 minstens één

ninimum hebben.

3, &) rang A = 2,

b) p, g en r zijn onafhankelijk; dus kan r niet behoren tot de tweedimensio-
nale oplossingsruimte.

¢) x = ap + pg.

4. ZO = 15,

5. a) Alleen het punt ¢ = O, r = ﬁ voldoet.

2,2
+pl
b) p = — = geeft in9 =0, r=Y2: p= V2.

r2 +&12 _rx"
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Proeftentamen Wiskunde I op zaterdag 3 november 1962.

De vragen mceten gemotiveerd worden beantwoord.

1. a) Bereken ”
. x" +x 8in %
llm e,

X—00 1-5°

W

b) Voor welke waarden van x geldi de volgende ongelijkheid:

arccos x @ arcsin x .

2. De functie f is gedefinieerd door

f(x) = x log arcijn X
£(0) = 0 )

a)} Bepasl het definitiegebied van de functie f.
b) Bewijs dat f continu is voor x = O.
¢) Bepaal f!(x) voor x # O,

d) Bereken lim f£'(x).
x=-0

e) Bepaal f'(0).

3. a) Bereken
farccog X . dx

2

4o £(x) = ﬁ—a ; teken de grafiek van f(x).

b) Bereken
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1. a) Met de insluitstelling vindt men: -1,

b) 1< x< %12,

2. ﬂ-) —1‘1‘1-

b) 1im xlogﬂ"‘—?ﬂ—’-‘-o.o-ouf(o).

x+0
i 1 arcsin x
¢) £1(x) = log BESBIRX . _X_ [ _ercsinx|
X arcsin x -"1 _xz b 4

d) log 1 +1(1-1) = 0.

e) lim 2 1og BESBILR 40 -0,
h—o g

3, &) X 8YcCOS X - V1-2 +c.

T
b) 2

4. £(x) is een even functie.
x = 3 is verticale asymptoot.
£(2) =4 locaal maximum; f(4) = 8 locaal minimum. £(-2) en f(~4) evenzo;
£(0) =-§- locaal minimum, Voor x> 0O is f(x) =x + 3 +-£-}-3 y Qs ¥ = x+3
is een scheve asymptoot; het spiegelbeeld daarvan t.o.v. ¥ = O eveneens,
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Examen/tentamen Wiskunde I op dinsdag 15 januari 1963.

7
De functie g{x) wordt gedefinieerd door

2
1. Gegeven is de functie f£(x) = % + -riﬁl- -3 wvoor x # O.

x
ste) = [ e(e)ae
5
voor alle x waarvoor de integraal in het rechterlid bestaat,
a) Voor welke x is g(x) gedefinieerd?
b) Bewijs dat g(x) voor die waarden van x een monctoon stijgende functie is.
c) Bepaal het nulpunt van g(x).

o 2 2 2
2, a) Gegeven is: w= (u +v )" "'

1 ow ow
Bereken: e (v 3u + 1 3v .

b) z is als functie van u en v gegeven door

LB
u2+v2
' . 1 1
Voorts is x=utvenys=—=—,
u v

Beschouw z als functie van x en y en druk %—E uit in u en v,

3, a) Los opt x +4y +2z2 =0
2k - ¥ + 3z =1 4
3X = by + 4z = 2 ’
X =5y + z=1
b) In R, zijn gegeven
een lijnl : x =g +au
een vlak V : x = b +fyv +vw

= bovendien is de determinant D(u,v,¥,a=-b) = O,
" Onderzoek of £ en V punten gemeen hebben

1% als de door LU, ¥V, %W oi:gespa.nnen deelruimte de dimenaie 3 heeft,.

2%: als de door Uy Vy ¥ Opgespannen deelruimte de dimensie 2 heeft.
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4. a) Welke complexe getallen z voldoen aan

zei =
TETTT T2 °
b) Bereken de complexe getallen z, en z, uit
|z,| = |z} =1

z'+zz+1-0

Antwoorden Tentamen jamiari 1963

1. &) Voor alle x> 0,
2
b) g'(x) = £(x) = ﬁ-+§-- 3 (x > 0) heeft bij x = 2 het minimun O; dus
g'(x) >0 (x ¥ 2).

c) x = 2.

u2 v2
2. a) T -
u" t+tv

! 2 2( ]

(u2 +v2)3

»

3 a) X= (2’0s‘1) + A'(14-:‘]""9) *

b) Als u, v, w onafhankelijk zijn, dan moet a&~Db een lineaire combinatie van
2,¥,¥ zijn; dow.z. £ en V é6n punt gemeen.
Als u een lineaire combinatie is van y en w (onafhankelijk!), dan ligt £
of geheel in V &f geheel buiten V.
4o 8) 2 +y axuya= 0, 1=x-y >0, dow.zs de cirkel met middellijn van
z=1 naar z=1i, voor zover hij onder deze middellijn ligt.

)z, ,=-%x41V3
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Examen/tentamen Wiskunde I op vrijdeg 7 juni 1963.

1 -
1. Teken de grafiek van f(x) = l—oﬁlj-;)}ﬂ- en bereken

1=
j‘ lo1 1-x a
-x
Q
2. Gegeven: (f(x,y) ={%_2.'ﬂ' voor (x,¥) # (0,0)
+y
£(0,0) = 0

a) Is £(x,y) continu in het punt (0,0) ?
b) Teken in het vierkant - n<x < n}
- TSy SN ’

2
waaruit het punt (0,0) weggelaten is, de punten waarvoor %-5; =0 .

3, Gegeven: V(p): x = {1,0,2) + A(1,-1,0) + u(3,1,p)
£: X = (‘1’“1,0) +P(1,2’2)
m: X = (2!1!2) + 0(2:-394) .

a) Bewijas, dat V(p) voor iedere waarde van p een vlak (en geen lijn) voorstelt.
b) Bewijs, dat er &én waarde van p is, zodat £ in V(p) ligt; bepaal de verge-
lijking van dat vlak.

c) Bewijs, dat er geen wearde van p is, zodat m in V(p) ligt.

4. 8) Los op z° + z° = =1,
b) Een punt z doorloopt in het complexe vlek de kromme |z| = 1 voor
O<arg =z <% . '

, 2 .
Welke baan beschriijft w = %;mé— ?
7"+ 1
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Antwoorden Tentamen juni 1963
1. =%,

2. a) |£(h,k)~£(0,0}] = %;flc\{%c 2 +X* , aus |£(h,k)-£(0,0)] <&

als Yh2 +k2 < ¢; dus £{x,y) contin.

2 .
b) aix?f;? = 0 op beide assen (exclusief (0,0)), op de gedeelten der hyperbolen
Xy = kn, k = +1, +2, +3, binnen (* ®, +n) en op de cirkel om (0,0) met

straal \7_3‘

3. a) a{1,-1,0) + B(3,1,p) = O &alléén als « = B = O; onafhankelijk.
b)P‘%s 21-'*'23'- 32 = -4 .
0) (2s172) - (1!0:2) = (1’130) TesP. (1!"1!0) en (2:'3s4) zijn onafhankelijk.

92/9 ki

4, a) z = met k = 1,2,4,5,7,8.

b) w begint in £+i en loopt parallel met de positieve refle as,
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Proeftentamen Wiskunde I op zaterdag 9 november 1963.

log x

1, Bepaal de afgeleide van (log x) x>1 .

> 1 1
2, Berek - dx .
ereken J‘(sz_1 \[xz +3> b 4

3, Teken een grafiek van y = log{x(1-|x|)} .

Bepaal asymptoten, mulpunt(en), uiterste waarde(n), en het gedrag voor
grote |x

3
4. Bereken f arctan \I-x dx .
0

5. Een functie f is gegeven door

1+x

f(x) =2 ~e

X <0

£(x) =e'® x =0

a) Bewijs dat £ conmtinu is veor x = O,

b) Bewijs dat £ differentieerbaar is voor x = O.

Antwoorden Proeftentamen november 1963

1. i- (log x)log %(1 +1og log x) -

2.1log 3.

3, Verticale asymptoten bij x = 0, 1, =1; nulpunt x = -4 -~ % ¥5; locasl meximum
- 2 log 2 bij x = %, Voor grote waarden van |x| = -x ligt y dichtbij 2 log|x|.

4. 8- 3,

5. a) £ is rechts differentieerbaar en dus rechts continu; links continu:

lim (2e~e'™) = e = £(0).
xto '

b) rechtee afgeleide (-ez-x)x_o = ~g,

1+x
linkse afgeleide lim tixl-e _ 14y o=¢ = ~e (= rechts).
x x
xto xto
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Examen/tentamen Wiskunde I op vrijdag 10 jamuari 1964.

1. a) Bepaal de extremen van y = &rccos 41-}:2 , -l=sx<1.

-n/2
b) Men stelt f cot udu = g(x) .

p 4

Voor welke wa.arrien- van x is hierdoor de functie g(x) gedefinieerd?

Schets voor deze waarden van x de grafiek van g(x).

2. 2 is gegeven als functie van x en y; door x =uven y =u+v is z ook op te
vatten als functie van u en v.
3% . .
Druk — uit in u, v en partiéle afgeleiden van z naar u en v.
9x

3. a) Bepaal de meetkundige plaats van de beeldpunten ven de complexe getallen

Re{(1+1)z°} = |2°] . (1)

b) Bepaal de meetkundige plaats van de beeldpunten van de complexe getallen
Waarvoor

arg'z;z = -

. (2)

] =]

¢) Bepaal de complexe getallen die zowel aan (1) als man (2) voldoen.

4. Het stelsel vergelijkingen

-3x1+2x2+ x3+3x4= 4
-x1+ x2+ x3+2x4= 2a
3x1 + 5x3 + X, = i0+a

13x1 - 4x, + 5x, - 3x, = 20
is oplosbhaar.

Bepaal a en de oplossingen.

5. Gegeven zijn in R 3 de vlakken

U: ax+1b + =
1 ) 1y c1z d1
Us: ax+b +¢c 2z =
2t oY t 2= 4,
U,: ax+b + =
3 3 3y csz d.3
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De vectoren a = (31,82,33), b o= (b1,b2,b3) en ¢ = (01,02,03) spannen in R_
een tweedimensionale deelruimte op waartce d = (dt’dz’d3) niet behoort.
Bewijs

a) Uy Uy en U, bezitten geen gemeenschappelijk punt.

b) U1, Uz' en U3 hebben paarsgewijze tenminste twee sniylijnen, en deze zijn

evenwijdig.

. Oplossingen Tentamen januari 1964.

1. ) y = arccos |1 -x° (<1 <x<1)

' -1 -2%

i-(-2) 2hiR |x|V-e

Opmerking: ¥!' i niet gedefinieerd voor x = 0, +1 .

Cex<l: y'! = == 0, lim y' =1, y'-+coals x -1
1-x xl0
4 .

1T <x <0 ylsa——<0, lim y'=-1, y' > -®als x - =1,
1-x xT0

¥y is een continue functie van x dus, gezien het ftekenverloop van de afge-
leide functie:

= i = = = &
Vpin = ¥0) =0y =¥(x1) =3

Voor x

1l

0 treedt een "knik" op met raaklijnen y = + x .
Voor x = + 1 zijn de raaklijnen verticaal.

Het kan ook zonder differentiaslrekening, en wel als volgt:

1-x2=cosy
¥ = arccoes V‘I-xz &
O-‘;..y-<-.TI

Omdat V1-x2 = 0 zal de waarde van y voldoen aan 0 < ¥ <

i3
2

Mu berekenen we sin y = + | 1-cos’y = V1 - (1-x°) = |x} .
Lerhalve volgt

s 0=y S‘g
! Sy o= arcsin]xl
sin y = x|

met als grafiek een omgekeerde sinterklausmijter.




I1.64

- -
/2 ﬂ:/zd gin u -n/2
1. b) g(x) = fcot udu = f —==— = log

X X

= - log|sin x|

We hebben toegepast de hoofdstelling van de integraalrekening. Hiervoor
moet de integrand cot u in het hele integratievak continu zijn, dus

-t <x <0, We kunen nu ook in dit speciale geval schrijven

g(x) = log STn o » een functie met minimumwaarde g(- -g-) = 0 en verticale

asymptoten x = 0, X = - m.
Opmerking: Zonder te differentigren moet U kunnen beredeneren dat

g'(x) = = cot x. Hoe?

2. X

]
=}
]

Oplossing u = u(x,y), v = v(x,¥) x = u(x,y)v(x,y)
substitueren

y=u+v u(x,y) + v(x,y)

¥

My gaan we differentiéren naar x :

1z=vw u + a—v
ox ox
du 1 av 1
= — = - — =
v ax u-v ' 8x u-v
0=2+X
- ax ox
. 9z 98z du 8z 3v _ 1 dz 0z
fa is 3x aua+avax_-u-v(6‘u_8v)'
aaz
Yoor het berekenen van de tweede afgeleide ) moeten we bedenken dat het
ix

rechterlid van de laatste formule een functie van u en v is; zeg g{u,v). Dan is

(g(u,V)) = - + -a-é- gv , derhalve:

8%z B8 ( 1 (dz_dz)du_ 8 (_1 Dz 23z dv
7 -auiu-v(au-a—v')}a-a—ﬂu—*_v( 2} & -

8z _ 3z 8%2,] __1
+ (_u__v)'z(&u'av) u- v(avau 'c)vzlu--v=

. @z _ 22y _ 1 2% 322) -1
(u-v)2 ‘0u ~ ¥/ T u-v ‘auf " Bwov/ | u-v T

( _ Bzz - azz + 62z
(u VF au2 Budv  dvou av2) *

= -—_......._
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2 2
. [ 07z
Opmerking: Als we vercndersiellen dat 305y = 3veu

beide continu zijn,

nmogen we deze termen identificeren.

3, a) Stel z = x + iy (%, y regel), dan is |z2| = [zl2 = +y2,
(1+1)22 = (1+1)(x®-y% + 2ixy). Uitwerken geeft
Re{(‘l +i)zz} = x° - y2 - 2%y ,

zodat (1) overgaat in

X2 - y2 - 2xy = x° +y2 = 2y(x+vy)

[}
o
-

waarmee correspondeert het paar rechten y

H
e
e
I
!
%

b) Meetkundig: z- 2 correspondeert met de vector van 2 naar z; z met die van

A
Z

0 naar z. arg( ) = arg(z-2) - arg z = - g , dus genocemde vectoren staan

loodrecht op elkaar. z ligt dus op een cirkel met [0,2] als middellijn,
Echter: niet de hele cirkel voldeet, maar slechts het gedeelte onder de

reéle as (y < 0). Ga dit na met argumentbeschouwingen..

c¢) dan (1) en (2) samen voldoet slechts é&n punt: z = 1-i .

4, We gaan vegen met de co&fficiéntenmatrix:

3 2 1 3|4 -1 0 (::) -1 | 4-4a
-1 @ 1 2 | 2a U L 1 2 | 2a ~
3 0 3 1| 10+a o 3 1] 1042 |~
13 -4 5 3|20 0 9 5 | 20+8a
-1 0 -1 -1} 4-4a A
- -2 1 1| 4-2a ~f e . . . . = Het stelsel is ‘
0 0 0 @ 22-11a . . . . . strijdig, tenzij a=2 .
0 © -4 | 56-28a 0 0 © O | 12-6a
a=2: ;-1 0O -1 <1 ]-4 10 Gl 4 X, +x,=14
-2 1 0 1 oY (-2 1 0 o0|oc = -2x1 +x, =0
o 0 o0 C) 0 o o 1] o0 x, =0 .
0 0 -4 0

Stel x = A =x = (0,0,4,0) + A(1,2,-1,0) .




A
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5« Noteer de door &, b en ¢ opgespennen ruimte met L{ia,b,c).

a)d ¢ L(a, b, ¢), dus er bestaat geen lineaire combinatie xa + yb + z¢ die
d oplevert, m,a.w. xa + yb + 2¢ = 4 is niet oplosbaar = U, U, en U,
hebben geen gemeenschappelijk punt.

b) Blijkbaar is de opgave als volgt te lezens

Minstens twee van de drie mogelijke snijlijnen van telkens twee der vlekken

U1, Ua’ U3 bestaan en deze zijn evenwijdig.

T Stereometrische oplossing: De snijfiguur van drie vlakken die geen gemeen~

schappelijk punt hebben, en welke niet onderling evenwijdig zijn bestaat

uit drie (eventueel twee) evenwijdige lijnen. (Dat U, U, en U, onderling
niet evenwijdig zijn volgt wit dim L{g, b, ¢) = 2.)

I Algebraische oplossing: Beschouw vlekken U! || Uy (i = 1,2,3) door QO

U1'= a.1x +b’y+c1z-—-0
Ut ¢+ ax+hy+ecz=

2 2 2 2

Ut : ax+by+cz=20,
3 3 3 3

Omdat de coffficiéntenmatrix van dit atelsel homogene vergelijkingen de
rang 2 (= dim L(a,b, ¢)) heeft, is de oplossingsruimte 1-dimensionaal:
x = A(p,q,r). Mu zijn er twee mogelijkheden:

A. U:, U2’ en U:; alle verschillend d.w.z. €lk tweetal heeft precies de lijn

x = A(p,q,r) gemeen. Dan hebben U,y U,y U, paarsgewijs drie lijnen gemeen,
alle evenwijdig met x = A(p,q,T).

B. Twee der vlakken, b.v. U; en U‘,'Z vallen samen, en U; snijdt U'1 en Ua' volgens
x = Alp,q,r). Dan zijn U, en U, evenwijdig, en hebben ze met U, snijlijnen,
die parallel lopen met x = A(p,q,T).
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Examen/tentamen Wiskunde I op vrijdag 5 juni 1964.

1. Gegeven: z = f(x,y)
X%y =V

2
y=u +v .

2
Druk aauazv uit in x en y en afgeleiden van z naar x en y {men mag aannemen
62z - aaz )
gxdy dyox ‘°
(=]
2. Bereken f ( L %)dx .
{ 412 -1
3, Gegeven de functie
-4 | X 1 1
£f(x) = |tan x|e |=| -3<x<3z .

a) Bepaal alle extrema.
b) Schets de grafiek.
4. Gegeven het stelsel

X+ ytaz=90
ax - 2y +4z =0
2X - 3y + 22 = 0

Bepaal voor alle reZle waarden van a de oplossing(en).

D« Bereken (Y5n-4x - Yn+ 41)&rcsin(%— x)

(n~2x)cot x *

lim
x=I

2

6. Voor welke complexe z geldt

.
logle® | < |z]® -2 .

Teken in het complexe z-vlak het bijbehorende gebied.
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Oplossingen Tentamen juni 1964

1. We beschouwen z els functie van uen v viaxen y, 2 = £ {x(u,v),y(u,v) } ;

den geeft de kettingregel, in verband met x =u-v, y = W v2

9z _ 3z ox . 8z dy _ 1 9z
3v - 3x dv T oy ov 5 (1) *3 7 &
Hierin zijn g—x- en g—:; weer op te vatten als funciies van u en v via xen y :

3%z _ [o% ax _ 8%z 3y %z ax Bz§x> 8z
auav ~ \3x® du ' 9yox au>( )+(3xay o T3¢ a2 tay O

2 2 2
0z 8%z )
= --—;-1 - 3y ax2u 'l'axay 2v +?4U.V .

azz 3 Z

Byax axay
witdrukking expliciet in x en y uit te drukken; immers

We mogen aannemen dat . Dit maskt het gemakkelijk de verkregen

-2u+2v==2x en 4uv=2(y-—12).

We vinden dus

8%z 3%y
oY B e axz - 2x + (a 2xz)ay2 .
N N
( - —)d.x = lim |( - —)dx = lim [1og|x+\lx -1] -« logx| =
f J N"W Jx -1 N-+co l o)
pi 1 P pi

1’ . \’ 2 T
= lim (log H-i-ﬁNf—:l - log -D—"'—E—-:J-) = lim log(1+ 41 - 1/?) -lim log ptiyp -1
N-=co P Neeoco pi1 P
pt1 -
-_log 2=1log 1= log?2.
Opmerking. Men denke eraan dat

0
IT-;— dx en f% dx niet bestaan.
¢oa-1 3

3. De functie heeft voor - g <x <*g- &één_nulpunt, nl. x = 0, en is verder posi=-
tief, Omdat f(x) even is, heeft de grafiek de y-as tot as van spiegeling. In
(0,0) vertoont de grafiek een knik, want de rechterafgeleide is daar:
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t
g
~
]

™
o g

lim ~—~—— e =1 (linkerafgeleide dus =1) .

Voor x > 0 geldt

(x) = 1-4 sin x cos xe-4x_ 1-2 8in 2x e-4x

f1

2
cos8 X cod X

Dit wisselt van teken bij x = 1—n2- (pos. * neg.,) en bij x = % (neg. - pos.);
daar heeft £(x) dus een maximum tan -:]% e-“/a resp. een minimum tan %e-5“/3 .
Het minimum O bij x = O is globaal, De twee andere minima bij x = + % zijn
locaal, evenals de twee maxima bij x = :_':IEE .

Voor x -*% gaat f(x) = ., Dus x = 125 (en x = = %) is een verticale asymptoot.,

4. We vereenvoudigen het stelsel door vegen:

1 1 a 1 1 a
a =2 4 ~ la+2 0 2a#4
2 -3 2 5 0 3atl .

De tweede rij bevat de factor a+2; als a = -2 dan valt dus een vergelijking
weg en blijft er staan

(1 1 -z) (-3 2 o> ai. T Ix+ 2y = 0
5 0 -4/ ~ 5 0 -4 5x = 4z = 0 .
Stel x = 4r; dan volgt y = 6A, z = 5A,
De oplossing is dus
x = A(4,6,5) als a = =2,

Als daarentegen a ¥ -2, dan volgt

PN
[ I
|

N

1 1 a8 O
1 0 2 ~ 1 0 2
5 0 3a+42 0 0 3a-8 .

2 2, .
(O 1 5\ aq., 73" °

Stel z = % dan volgt ¥ = =2y, X = ~6ps

x = p(-6,-2,3) als & =

W
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Als a ;‘% (en ¥ -2) dan volgt uit (3a-8)z = 0 dat z = 0; daarmee vinden we
x=y=0:

x-(0,00)  sls afZ,f-2.

Opmerkings
Men kan ock beginnen met de determinant:

1 1 a 11 a ] 0
a =2 Al = |a¥2 0 2at| = -(a+2) = -(a+2)(3a-8) .
2 3 2 5 0 2a42 5 a2

Hieruit blijkt dat er geen andere oplossing is dan de nuloplossing x =y = z = 0,
+ Voor deze waarden van & lost men het stelsel apart op

Wi

tenzij a = =2 of a =

(zie boven).

L3

5. Stel x = 2

+ ¥y dan vinden we voor de limiet

1im (‘[ﬁn-gx - ‘[Qn +411arcsin§-x2 -

1L
y=0 -2y cot(G+y)

arcain y

-8
lim .
y~0 Vn-4y + Brn+sy 2y ten(-y)

¥ arcain vy 2
lim * * = -

6. Stel z = x + iy, dan is

Izla - x2 + yz
en
zauxa -y2 + 2ixy 4,
dus z2 12“ 2 2 2
le® | = |&* ¥ (cos 2xy + i sin 2xy)| = e* T .,
De vergelijking gaat dus over in

I R

1<1,r2
Dus y =1 of y<-1 .

& Het bijbehorende gebied bestaat dus uit twee delen: de punten met y = Im z 3 1,
en die met y = Im z < -1,
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Proeftentamen Wiskunde I op zaterdag 7 november 1964.

2
Il I

1+ Bereken: 1lim 1 .
n = sin —
2, Differentieer:
a) y = x' °g x

b) y = garctan X

1+arctan x

3. De functie f(x) is voor - gsx < 2 gedefinieerd door:

b el TS

R
NS
A.}""f

f(x) =x3+.%x2- 2lx| +6 .

Bepaal de extrema en schets de grafiek.

4. Bereken

a) fxacos xdx .

‘ n/2
b) J V1 + cot®x cos xdx .

(Is dit een eigenlijke of oneigenlijke integraal?)

il x|
S f(x) = x = -1- =

Gevraagd:
a) Wat is het definitiegebied van f£{x) ?

b) Bestaat lim f(x) ?
x~=0

¢) Is het mogelijk f(x) continmu te maken voor x = 0 ?

Motiveer Uw antwoorden!
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Oplossingen Proeftentamen november 1964

T T 2 |
V2+—-V5-— =

n
= lim ; =
. .1 i ik
n-—eo sin — n-% gin I—l-(V2 ot \/2-;) 2\/5

2, a) y' = (e

log x.Vlog x)‘ - e(log x)3/2 . %(log x)1/2 . %xilogxd. {log x .
x

b) Stel arctan x = u, zodat y = -—ﬁ— . Dan is volgens de kettingregel

1+u
. =%:ud%(‘l +u)—u% . ﬂ%u%—%u%u, L d-u _1 )
(1+u)? (1+u)? 2\/1:(1 +u)? 1 +x°
3, We beschouwen f(x) eerst in het interval 0 < x < 2
f(x)=x3+ix2-2x+6 Osx=<2

2
£1(x) =3x +5x-2=(x+2)3x~-1) .

Bij x = -%— wisselt f£'(x) van teken nl. neg — pos ; dus heeft £(x) daar een

minimum, en wel 5 %{% .

Daarne stijgt £(x) tot 20 bij x = 2; f£(x) is steeds positief. Bij x = O is

de rechter afgeleide lim £(h)-£(0) ;f 0. .2, |
hilo

Vervolgens beschouwen we f£(x) in het interval - %S x<0

f(x)=x3+%x2+2x+6 -géxso

f1{x) = 3x2 +5x + 2= (3x+2)(x+1) e

Tekenwisselingen van f£'(x) zijn er bij x = -1, nl. pos = neg , en bij

I

X = -32- , nl, neg - pos, Dus heeft £(x) bij x = -1 een (locaal) maximum nl,
5 -;-en bij x = —-%een minimum nl. 5 %% . Bij x = = g-bereikt f(x) een rand-

minimum nl, 1. Ook in dit interval is f(x) dus steeds positief.

Bij x = O is de linker afgeleide lim SBL=£M0) o5 pier neest £(x) blijk-
' baar een knik; er wordt een locaal maximum, f(0) = 6, bereikt.

Gegevens voor de grafiek




P 11.64

2 4 -2 1
x -3 1 3 0 3 2
1 8 22
£(x) 1 55 5%% 6 552 20
£1(x) + 0 -0+ '=0 +
4. a) fxacos xdx = fxzd sin x = x°sin x - 2[1 gin xdx =

xzsin X + 2fx d cos x = xzsin X 4+ 2x cos x - 2fcos xdx =

xasinx+2xcosx-2ssinx+c "

n/2 n/2
b) f \4/1 + cot®x cos xdx
O .

dat de integrand voor x

]

f CO8 X ax is een oneigenlijke integrasl om-
0

VSin X

0O niet gedefinieerd is, Per definitie wordt

i

onder de integraal verstaan:

Ve cos X ﬂ/2d gin x ]“/2
lim f ———dx = lim —="=a lim |2y8in x =
6l06 \Jsinx 6l06 Ysin x 610[ )

2 - lim 243in6=2 .

510

ERUBNTE = e e
EE Lol s o oo SRR R S

5. a) In £(x) = XV'XJ:."' -1- l%‘- kan men x = O niet substitueren, en evenmin
waarden van x die ;12— - 1 <0 msken.

Dus is het definitiegebied: alle x waarvoor |x| < 1 behalve x = O,

b) £f(x) = TET (V1=x2 - 1) want lf;-a T§T . Hieruit blijkt dat
A(1-1-B)st(x)<1- -2 0 < |x| <1

Voor x = O gaan linker- en rechterlid naar 0; volgens de insluitstelling

is dus lim f£(x) = O.
x-0

g

o

¢) Blijkens het resultast van b) ken f(x) continu worden gemaskt voor x = O;
nl, door te stellen

£(0) = lim f(x) =0 ,
x-+0
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Examen/tentamn Wiskunde I op dinsdag 12 januari 1965,

1, a) Teken de grafiek van

20, p20H
£f(x) = lim
oo 320 4 220

*

L) Bereken:

oo

1
1+x

cos dx .

Of (1 -::oc)3

2
2, a) Gegeven: y = (arcsin x)° .
Stel een recurrente betrekking op voor y(n), y(n-1 ), y(n-a) en bereken
daarmede y(4)(0).

b) Gegeven: x = cos u, sin v
y=sinu,co8 v
z = 2u + 3v .

Beschouw z als functie van x en y en druk g—;- ’ %;- uit in u en v.

3, a) In een vectorruimte V van dim 4 zijn a, b, ¢ en 4 onafhankelijke vectoren.
Bewijs, dat elke vector van V é&nduidig als een lineaire combinatie van a,

b, c en d te sohrijven is.
b) Los op voor alle reéle waarden van de parameter a

X+ 2y + az = 3
2x + 3y + (a+1)z =5
2x+ y +(a+2)z =3 ,

4, &) De vergelijking

22+ (-1+31)2% + (a=3i)z +2 =0 (a reéel)

heeft een reéle wortel p.

Bepaal p, a en de andere wortels van de vergelijking.

b) In het complexe vlak doorloopt z de halve cirkel van -i tot i die gaat
door 1. Bepaal de baan die w doorloopt als:

1

Z+
W= .
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Oplogsingen Tentamen januari 1965.

1. &) We vinden direct

£(0) = 2, £(2) = £(-2) = 1in 2U*2 3

n~e 227(3 +1)
Verder volgt voor elke x tussen -2 en 2:
( )211
£(x) =11m 2 8I?= 2 .
n-+o0 3( ) +1
Als daarentegen |x| > 2, dan is
()m
1+0
£f(x) = lim = 1.
n-veo 3 +<>2n 3+0 3
De grafiek van f(x) is dus
0,2
‘ ( 9 ) *
(-2, %) L] ‘.(2’ %)
gt > < 13
w2 0 2
s N
1 1 1 1
b) f cos dx = lim cos —/— dx .
5 (1+x)3 1+x N“’“’O (1 +x)3 1 +x

We berekenen eecrst de onbepaalde integraal

---—-—1 cos—-—‘l dx = L ] 1 d !
(1+I)3 T 1l+x Tl 1+x °S1+x 1+x °*

Dit wordt, als we 3 1 = u stellen
X

—fucosudu=-fudainu=-usinu+fsinudu=-usinu-cosu+0.

Voor de oorspronkelijke integraal vinden we dus

N
lim -—-1—sin~—1——cos 1

N =+co T+x 1+x 1+x0
11 1 in—-l-- 1 in 1 .

e\ T+N ° TR - %08 7y) - (- sin 1-cos 1) = -1 +sin 1 + cos 1

N oo
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2. a) Uit y! = 2 arcsin x.J1 -xg)-% vinden we

v = 2(1 -:cz)-1 - arcsin x.(1 - )-3/2 (-2x) , dus

* ¥ o= (2+y'x)(1-x2)-1 .

Hiermee is y" uitgedrukt in y' en door n -¢ maal te differentifren zouden
we y(n-) kunnen uitdrukken in de lagere afgeleiden. De term (1 -xa)"’ maskt
dit echter ingewikkeld. We gaan daarom uit van ‘

y"(1-xa) =2 +y'x .

Door dit n=-2-voudig te differenti€ren met de regel van Leibniz vinden we

r -2 +(*3 2% 2 o (35 D () -
_ y(n.q ) s +(n-1- 2>y(n-2 ) 4

Dit geeft de volgende uitdrukking van +(®) in y(n“) en y(2-2)

yW(i-2) - (En-i):r(n")x + (n-—2)2y(n'2) n>2 .,

Elk van deze afgeleiden is een functie van x. De waarden die deze functies
aannemen voor x = O laten zich gemakkelijk hepalen door in de betrekking
x = O te stellen. Er komt dan:

(n) 2_(n-2)
Vymo = (2=2)T10p
. . (4) 2 2 n
In het bijzonder vinden we y' /{0) = 2°y"(0) = 2°2 =8 (y"(0) = 2 volgt
uit *)o

Met de kettingregel vinden we

bz 9z du L 328V _ ,fu,,0r . ., .0
5x “Buox Tdvox - cox Todox ) oy~ laytiaw ¢

In de gegeven bheirekkingen tussen x, y, u en v kunnen we u en v als func-
ties van x en y opvatten; dat geeft, identiek in xen y :

X

Hl

cos u(x,y)sin v(x,y) y = sin u(x,y)cos v(x,y) .

Differentiatie geeft

= ll- _31. = : : au av
1 Binusinvax+cosucos v ax 0 l-smu s:.nv-é}-+cosucov-a-§
0= ¢cos ucos va—ux--sinusinv-a-y- 1= cosu cosv-?&-ainusinira—v

ox day ay




3, 8)

Oplossing: stellen we sin®u sin?v - cos?u cos?v = D, dan komt er

Qli_‘-sinusinv 8v _=-cos ucos v du _
dx D ! ax D ' Ay
Dus

.2 . o
0x cos?u cos?v - sin®u sin’v v

- cogs ucos v 23V _

D ' dy

I 1.65

- 8in uw 8in v

2 2 . 2
COo8 U CO8 Vv = 521

u sinav

Als x een vector in de ruimte V is, dan kunnen x, &, b, ¢ en d niet onaf-

hankelijk zijn, want de dimensie van V (d.i. het maximum aantal onafhan-

kelijke vectoren) is 4., Er bestaan dus getallen E, a, B, Y, & - niet alle

0 - 25 dat

tx +aa +Bh +ye +064a=0 .

Hierin kan f niet O zijn; want was { = O dan zou er een betrekking tussen

a, b, ¢cen d, met «, #, v, & niet alle 0, bestaan. Dat ken niet, want a,

b, ¢, 4 zijn onafhankelijk. Als we door E delen en - a/f = a' enz. stel-

len, dan komt er

x=a'g +p'D +y'gc +3'd .

Bestond hiernaast een andere lineaire combinatie voor x

-x— = allg‘- + pllh + T"Q + 6"9-

dan zou volgen

(@' =a")a + (pt-p")b + (y' -v")e + (3"

in strijd met de cnafhenkeli jkheid van a, b, ¢

x is dus éénduidig als lineaire combinatie van a, b,

We vereenvoudigen het stelsel door vegen

a 3 1 2 a

3 e+l |5 ~ [0 =1 1-a [ -1
1 a+2 | 3 0 =3 2-a | -3

Als 2a~1 # O dan volgt direct z =0, x =1, ¥

-')d =0 ,

en d.

c en d te schrijven.

~ 0 1 lea | =1

O

o} 2a=1

=1,

Als 2a~1 =0, dus & = & , dan wordt het stelsel

x+ Hz=1

waaruit met z = 2A volgt

-y +%z= =1

(xsy’z) = (1)1!0) + l("3,1’2) .

D

Az 28inu gin v+3% co8 u cos Vv az=2005ucosv+3sinusinv
9z _ ¢ S g1l Sz u nu Sin v
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4. a) Uit p° + (=1+31)p® + (a=3i)p + 2 = 0 (a en p redel) volgt dat
3ip2 - 3ip = 0, dus p> - p = O. Ondat p kennelijk niet O kan zijn, blijft
alleen de mogelijkheid p = 1, Dit geeft & = «2,
We vinden nu voor de vergelijking
22+ (<1+31)2% = (2+31)z +2 = (2= 1)(z° +3z-2) = O

De twee overige wortels vinden we door kwadraat afsplitsen
. \2 (12 1 i2
(z+3i)f =2+ (G =-7= (3

Dit geeft

o -2' l'a_' a_z’_i=_°
31 ---23.+2 i, 22 51 5 2i .

Men kan deze oplossingen ook gemskkelijk vinden door te "zien" dat
22 + 3iz = 2= (2 +i)(z+2i) .
b) Voor z kunnen we schrijven z = e*? waarbij ¢ loopt van -~ % nasr g .

Dit geeft voor w

N 1.
5 = ei/(elq’-ﬂ) - ee"'glq’/:Zcos 30 _ e%—%_itan «2 .

Hieruit blijkt dat

%

|1r|=-le , argw=-%ta.n%.

%

Dus doorloopt w een cirkelboog met straal e, in negatieve richting, van-
af het punt met argument - 4 tan (—- E—) = 2 naar dat met argument
- %‘ tan '41_‘ 2 - '%' .
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Examen/tentamen Wiskunde I op dinsdag 8 juni 1965

Bepaal de extrema van
£(x) = x2/ 3 (x-1)* —2<x <o

Bereken ' 1

sin2
1im {(cos x) X
x—~0 '

Bereken

fme“x (1 -x)2 dx .
0

Teken de grafiek wvan

[x = log(t +t2)

y = arctan t

-0 < t <00 .

De functie z van x en y is gegeven door z =-{f(x) + g(y)}eaX+by

(a en b constant). Bepaal a en b zo dat

identiek nul is voor alle differentieerbare functies f en g.

Voor welke waarde(n) van a hebben de drie vlakken
%y o+ Ixp 3% =0
x + ex, = 0

2:1 + 4x2 + X, = 0

T 6.65

een gemeenschappelijke snijlijn? Bepaal een parametervoorstelling van deze

snijlijn.




7. Bepaal alle complexe waarden van z, die voldoen aan de beide vergelijkingen
- [z=-1] =1

|z-1a%V2| +]z-1+2V2] = 2

en licht Uw oplogsing toe met een figuur.

Oplossingen tentamen juni 1965.

1. Mulpunten: 0 en 13 £(x) = 0 in |x| < 2,

f'(x)w—%x—%(x-'l)s(?x-‘l) , x4 o

" £(x) is niet differentieerbaar voor x = O:

f{x)-£(0)}

-0 glg x { O resp. +~o0alsx?t 0.
x=-0

In x = Ot verticale raaklijn &n tekenwisseling van f'(x).

£f1(x) <0 als -2<sx<0 , ':I-r'<x<1
£f'(x) >0 als 0<x<% ’ 1<x=52
f'(x).*- 0 als x=% , x=1,
Globale minima O voor x = O en x = 1,

l4
Lokasl maximum 6% . 73 voorx=717- .

3
Randmaximum, lokaal, \ﬁ. voor x = 2

3 .
Randmaximam, globaal, 81 \/A_, VOOr X = =2,

1 log cos x

2
2, lim{(cos x)*® X = 1im o Bin"x .

x=0 x-+0

Stellen we -'-1-95:-020—85-11 en 1lim u = £, dan gast met u -~ £ ook eu--e'g
s1n=x x—+0

(continuTteit van e"); e bepalen dus .

2
Mo is £ = lip 208(l=-sinx) _ ..o 1og2y§1 ~¥) _ 3 1ip Los(oy) = log1

x=~0 2 gin’x yio yio y-0

;
5
£
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-%[IOg(1-y)'1y_o=%[1—7;1; o=t .
%

| 15e gevraagde limiet is dus e <

co N . ‘ ,
fe"‘ (1=x)%x = lin | e X|1-x|ax = lin ( [ e™F(1 ~x)ax + f'e""(xq)dx).

fe-x(1 -x)dx = -f(‘l -x)de™ = [-(1 -Jc)e":k-']:j +fe-#d(1 -x) u1 + [e'x]; -

-0 0 0
N N N
f Llx=1)dx = Ixe dx-fe dx--fxde f
1 1
N
- -:ce“x1""Ne-'N+e|‘-1 .

| f o™Xy (1 wx)x = lim (2e™ -Ne_N) -2
0

N=oo e

4o+ Beschouw x als functie van y.

Omdat y(t) = = y(~1t) en x(t) = x(=1%) is x een even functie van y:

de x-as is as van symmeirie.

x-log(1+t2.)>0 en -§<y<-2’-"'-
lim y(t) -- , lim y(t) = -;-’25 :
t-ooo t-o_m

= —-i— en = ! .mgisguzt-2ta.ny.'

1+t 1+t dy.
Omdat -&—' van teken wisselt in y = 0 en x(0) =0, ( = 0 raakt de grafick

in de ocorsprong aan de y~as (x wordt niet nega.tief).

y= 12‘- en y= = g zijn asymptoten.

S -y heeft geen extreme waarde.
o x heeft het minimum O,
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Se %xa = {£1(x) + af(x) + ag(y)}e2XY

-g-?; = {g'(y) + b£(x) + bg(y)}eXPY

622

3xdy = {bf!(x) + ag'(y) + abf(x) + abg(y)}eax+by

e 8 B (b)) + (2-)g () + (Bbmanbr)(el) + g(r))}e Y

2
Opdat o z identiek nul is voor alle differentieerbare functies
oxoy ox oy :
f en g is nodig en voldoende dat
b=1=0, a=1 =20, ab=a=b+1 =0,

Deze drie vergelijkingen hebben &én oplossing: a=b = 1,

6e Vervang door te vegen de drie vergelijkingen door een eenvoudiger, equivalent

stelsel:
1 3 3 -2 o 9 -2 0 9 .
1 0 a |~ |1 0 al~10 0 2a+ 9
> 4 1 2 4 1 0 2 5

Opdat de drie vlakken een gemeenschappelijke snijlijn hebben is nodig en
voldoende dat de rang van de co&fficiéntenmatrix gelijk is aan twee (de di-
mensie van de oplossingsruimte moet 1 zijn). Dit is het geval als 2a+9 = 0,

Dus a=-9/2.,

De vergelijkingen = 2x +9z = 0
2y + 5z =0

hebben als oplossing de rechte x = A(9,-5,2).

Te De verzameling van punten in het complexe vlak die voldoen aan de vergelijking

13-1-£E|+Iz-1+HE]=2 iseaxﬂlmsmetmmmmmmm11+ﬁﬁ en
132,

Het middelpunt van deze ellips is T,
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Voor de snijpunten van deze ellips met de re8le as geldt

[x-1-%ﬁl + lx-‘l +1§\E| =2

|

S
7o & e TE s o

Voor het snijpunt met de reéle as links van Fi geldt:
1+%\E-x+1 -%\E-xﬁ 2, of wel x = Q.

Voor het snijpunt met de reé}.e as rechts van F2 geldt:
x-‘l-%ﬁ+x-—1+%ﬁ=2, of wel x = 2,

Deze punten liggen ook op de cirkel |x - 1] = 1 en zijn de enige gemeenschap=
pelijke punten van de ellips en die cirkel, want de verticale as van de ellips

is korter dan de horizontale waar immers de brandpunten op liggen.

De oplossing van de vergelijkingen is dus z1 = Q, z2 = 2,

Opmerking., Men kan dit algebraY¥sch als volgt vinden.

Blijkens [‘z-1| =1ig z =1+ ew; invullen in de tweede vergelijking geeft
L+ o1+ B2
|e? = H2| + | ® + H2| = 2
deis E‘ﬁcosw+v'%+ﬁ008cp=2 .
Kwadrateren geeft

3+2V%-2cosafp=4

dus v9-80082¢=1,OOSCp=i1,Ep=‘00f1l:o

Dit geeft weer z = 2 resp. 0.
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Proeftentamen Wiskunde I op zaterdag 13 november 1965,

1. Bereken

- Vx2+2x+4)

Lim 1og({X*2) =X

x=+0

2. Differentieer de volgende functies:

a) y = log(tan x + V1 + tan’x)

X
1te

=X
1T4+e

b) v = arctan
en herleid de unitkomsten tot eenvoudige gedaanten.

3. De functie f(x) is gedefinieerd als volgt:

71

-;coax als x <0
f(x)=~x1a als 0 <x<2, X% 8

2~ g2 als x =2

(a is een constante # 0),
a) Bepaal voor a=3 de discontinuIteitspunten van f(x).

b) Kan a z§ bepaald worden, dat f(x) continu is voor alle waarden van x?

c) Bepasl a z6 dat f(x) differentieerbaar is in x=2,

4+ Bereken
x 3
a) |e& x dx

n/2
b) f c08 X ax
\lsin x ’

0

Waarom is de tweede integraal oneigenlijk?
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5¢ Do functie is voor alle x gedefinieerd door

x|x| - 2|x| ~4x +5
f(JC) = 2 .
x° - 6x + 15

Bepaal de extrema en teken de grafiek.

Oplossingen Proeftentamen noverber 1 965
1’ >
x+2=ix +2x + 4

2x
1, 1lim log = lim log =
x=0 gin x x -0 (x+2+9x2+2§:+4)sinx
log lim ( X)) = 1og(%e1)==1og 2

2
L J *
x—=0 x+2+Vx2+2x+4 sin x

2.a)£‘"log(‘tanx+q1+tan2x)= L ( 1 + dan x ! ) =
ta.nx+V1+ta.n§x cos® x V1 + tan®x  cos®x

1 e 1 |cos x| LI 1

V1 +tan’x  cos®x Ycos?x +sin®x  cos®x Iéos‘ xl

X
x x g5
b)'&g*arctan 1te . L arctan o2 .2
X 1 +e-—x dx X
3, a) Als a=3, dan is f(x) discontinu voor x =2 want
£(2) m2.e’ =1

maar lin £(x) = 1lim =
xt2 x 12

= ]

Eders is f(x) overal continuj ook voor x=0 want

lim £(x) = 1im 13=(1 ) =£(0)= lim (-lcosx)- lim f£(x) .
x!{0 x40%* X =350 xto 2 x1o

1 1

m ——— , Dit is alleen dan gelijk aan

b) Voor x=2 is 1lim f(x) = 1lim Xmg 2eg

x T2 x 12
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£(2) = 1, als a=1, In dat geval heeft £(x) echter een discontimuIteit bij
x=1.

Het is onmogelijk a zé te bepalen dat f (x) continu is voor alle waarden van x.

) Zojuist bleek dat f(x) discontimu is in x=2 als a¥1; dus zeker niet diffe-
rentieerhaar.

Als a=1 dan blijken de beide limieten

lim f(2+h!-f!2!

m en lim
hio h'to

f(2+h) =-£(2)
h

te bestaan en gelijk te zijny we vinden nl.

lim 2221 . 1 @ 1 (—— 21)/h = lim —— ==
hio B n 1o 2¥h-1  ptolth
Voor a=1 ig £(x) dus differentieerbaar in x= 2.
2 2 2 2
4e 8) fex xlax = %—fxadex -3 x%e* - fxex dx =
2 2 2
x2e* -%‘fdex =%—(x2-1)ex +C o
, n/2
Q08 X . . .
b) In f ———= dx is de integrand voor x=0 niet gedefinieerd.
0 #sin x
De integraal is dus oneigenlijk en per definitie gelijk aan
n/2 Tl:/2
lim 208 X 4x = 1lim dsinx . q4n [ZVsin x]g/z =

6106 Ysin x 6106 ain x 5 10

2 - lim 2ysin § = 2,
5.1 0

2 (x=1)(x=5)
5) Voor x # 0 is fix) = = =6x+5

x> =6x+15 (x=3)2 +6

We vinden dus nulpunten in x=1 en x=5; een horizontale asymptoot:
lim £(x) = 1; geen verticale (de noemer is definiet positief).

X =™
Door te schrijven

10

A




TR Y TR o o F 8

e T o o Pl

P 11.65

zien we dat £(x) bij x=3 een minimum heeft nl, = %, tussen O en 3 daalt, en

vanaf 3 stijgte
xtopees -~ =V G+t 476)

x° mbx+15 %2 = 6x +15

Voor x <0 is f(x) =

Dit geeft een mulpunt in x =~1 -\/g en een horizontale asymptoot: lim fx) ==1e

x-?-m

8x(x=-5)
f1(x) = is (voor x < 0) overal positief behalve bij x=0; £(x)

(x* =6x+15)2
is dus stijgend tot £(0) = 13; aldaar heeft de grafiek een knik met naar links

een horizontale rasklijn (de rechter afgeleide in x=0 is - %) .

Extremen van f£(x) zijn dus:

bij x=3 een locaal minimum nl, = 2

3

bij x=0 een liceal maximm ni, -;- .

Gegevens voor de grafiek:

x wwe 1216 0 1 3 5 - o0
1 -2 -

£(x) | -1 0 3 0 s 0 1
[}

f1(x)] o= + —eoi-%—« - o * -0
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Examen/tentamen Wiskunde I op maandag 10 januari 1966.

1. &) Bereken
2n

f |x-x|cos’x dx .
0

x-1
x+1

b) Bepaal lim (2x +5)log

X -+

2. &) Gegeven zijn de lijnen

£t x=(1,23) +r(1,0,1),
m: de snijlijn van de viakken 2x +y +2z2=0 en 2x+y -z = 0,
n : gaande door de punten A(0,2,5) en B(1,4,6) .

Gevraagd een parametervoorstelling van de lijn die £ en m snijdt en even-

wijdig is aan n.

¢ zijn onafhankeli jk.

b) Gegeven: de vectoren &, b,
a+b+2,2 +c,3 +4c zijn ook onafhankelijk.

Bewijs : de vectoren

3. a) Gegeven het stelsel vergelijkingen

2x - ¥y - 2z +u =3
x - ay - (a+2)z +u = 1
x - ¥ o~ 3z +u =1
4x + {(a~ 1)y + daz +u = 8 .

1) Voor welke waarde(n) van a is het stelsel onoplosbaar?

2) Geef voor de overige waarden ven a de oplossingen.
b) Bepaal alle wortels van de vergelijking

22(1+2%) = -6

en schrijf deze in de vorm a + bi , & en b reéel.

. . u
4, 8) z is een functie van x en y; x = e +ev,y=eu-ev

Men beschouwt nu 2z als functie van u en v.

2%z 3%z

Waarin gaat dan =" of over? (Alle voorkomende afgeleiden zijn con~
tinu. )
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4. b) Waarin gaat

# 55 3y<%§>2 - 3{%&)3 =0

over, als men y in pleats van x als onafhankelijke veranderlijke beschouwt?

Oplossingen Tentamen januari 1966

2n L] 2n
1. a) f |x - n[cosax dx = f(n-x)coszx dx + f (x- ﬂ)coszx dx .
0

0 n
Door in de tweede integraal x- n =y te stellen gaat deze over in

T . T

fy(- cos y) 2y = fy cos?y ay .
0 4]

De oorspronkelijke integraal wordt dus

n n
n 2
fncosaxd_x=~g- f(cos 2x+1)dx==g[% sin 2x+x] ==32— .
0 0 o
-1 2
b) lim (2x +5)log §+1 = lim (2x+5)log(1 - =57)
X =00 X = O
We stellen = h, zodat x = 2=b Do limiet wordt dan
x+1 h

lim iihz’-lllogm-h)az;lim Lo ll'h = =4 lim 1°““"%k)1'l°ﬁ1=
h 40 nio hio

want lim

log(1+h)~log 1 _ (1
h-0

h ;>x=-1’ de afgeleide van log x in x = 1,

2. De 1ijn n heeft de richtingsvector (1,4,6) - (0,2,5) = (1,2,1). Elke lijn
die deze richtingsvector heeft en £ snijdt ligt in het vlak

x = (1,2,3) + A1,0,1) + p(1,2,1) .
d.i. x=1+A+p, y=22+2p , z2=3+A+p.

Het snijpunt van dit vliak met de 1lijn m vinden we door A en § zo te bepalen
dat san 2x + y + 2 =« 0 en 2x +y - z = 0 wordt voldaan:

-4

¥
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2 +2A+ 2k +2 + 2 +3+A+pT +3A+50=0
2+2A +2p+2+2p -3 -A-p=1+A+31=20 .,

Dit geeft A = =4, § = 1; het snijpunt is dus (-2,4,0). We kunnen dus (-2,4,0)
als steunvector nemen voor de lijn //n, die £ en m snijdt; de parametervoor-
stelling wordt dan

x= (“21470) + 9(1!2!1) .

b) Te bewijzen dat aan
Ma +b+2) +u(2a +¢) +v(3 +4¢) =0

slechts wordt voldaan als A, p en v alle O zijn.
We herleiden de betrekking tot

(A+2p)a + (A+3v)b + (2A+p+4v)e = 0 .

Omdat &, b, ¢ volgens het gegeven onafhankelijk zijn wordi hierasn slechts
voldaan als

A+2=0, A+3v=0D, 2L+ +4v=0 .
Hieruit volgt direct: 2p = 3v en -3y +4v =0, dus p = O, v = 0, A = Q;

g.e,.d.

3, a)} We vereenvoudigen het stelsel door vegen

2 -1 -2 ! 2 -1 -2 1 0 -1 LI
ONE 3 -4 |
1 -8 =-a-2 1 ;1 o =1 1-a -a 0 ;-2 _]0 1-a 1-a 0 1 0
1o =31 o -1 ol=| |1 o -1 o -2
[
4 a=1 4a 1., 8 2 a J4atz 0O ) 5 0 a 4a o ; 1
Als & = 1, dan ©lijft slechts over
0 =1 -4 1 : =1 0 O 0 110 u=0
!

1 0 1 ot 2| ~ 0 o 2 deie x+ 2 =2

b |
0 1 4 0 1 0 1 4 0O | 1 ¥y +4z = 1 .

Stelt men z = A, dan volgt y = 1 = 4A, x = 2 - ), samengevat
(X!Y!z!u) it (2:17010) + h(-1,~4,1,0) .

Als a ¥ 1, dan kunnen we in de tweede regel delen door 1 - & 3
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g

Door de gegeven uitdrukkingen voor x en y in u en v, zijn laatstgenoemden

] g
bepaald als functies van x en y: u(x,y) en v(x,y). Teneinde %1_11_ R % , 3-;—
en g—} te vinden differentigren we de jdentiteiten
He x= eu(ny) + ev(x)Y) , y = eu(x!Y) - ev(x9Y)
Dit geeft
u du v oV u du v dv
1=e ax+e ix 0 = 6y+ dy
resp.
u du v dv u v ov
= b . — 1 = — . —_— .
0=e x - ¢ ox © oy Ay
Waaruit volgt
u -u v -v du -u dv -V
_’3%9 ' Bx %e H E“%e s "a';"'""%e .
Dit substituerend hebben we
0z _ .02 . 22 3108z -u_ 40z -v
ax %au +% P 3y T RFam® TEFE e e

dz dz . .
Evenals z worden 3 0 v beschouwd als functies van u en v; dus via u

en v als functies van x en y:

8%x _ /22 3u, 8%z 3\ -u _ 08z —ugu  5/09%z du 'z _v-_% o -V OY
3  “\guZ 8x  avou 90X "% 3u 3x pudv ax  0ve 0x ax
y 3%z -2 %_ o ~U-V lazz -2v 18z ~2u , 3z _-2v
BT B S © ta3gE e " T TEI e

2 2 2 2 2
3 z=é(a 9%z du 0%z 6_v>e—u. 3 3z udu _7‘<a du 2 zﬁg)e-v+%_g_§e—v_ala

dy2 du2 9y dvou 3y du y dudv Oy & ove By By
- 1 32z o _% ~U=V L 1 322 o2V 1 8z g2 _ 2 0z o2V

4l Buav 43z T4 Bu 2 9v .
5 Tus 32z _ a2z o %z o~V
é ‘ 9x2 dy2  Budv *
?f' Uit het gegeven dat alle voorkomende afgeleiden continu zijn volgt dat
i 2 2
. %z 2z

adv - Bvou !’ wat we in het bovenstsande hebben gebruikt.

Opmerking,
Men kan het verkregen resultaat in dit bijzondere geval gemakkelijk con-

troleren; nl, op de volgende manier:




;
:

4. &)

0 =1 -4 1 o) 0 0 -3
o (O 1 o : o 1 1
1 0 1 0 : B O ¢ B
0 a 4a 0 ; 1 0 0 3a

Voor a ¥ O en # 1, zie boven), vindt men

1

.._L."=2 —_ .
z = x ”3&'2{ "33!

3a ?

Stel z° = w dan geldt hiervoor

2

woo+iw = -6 dii. (w+di)? = -6

"

Dus w+%i=2%e%m+km’ k=0,1;

w -21’ w ="5i *

1 2
Dit geeft
ni .
2 ) 3—+2mn1
1) z- = 2i = 2e .
1:-J*+mni
z =\ 2e m= 0,1
d.i. z, = \/—2- i 1 +1i Tesp.

V2

zaa-ﬁ1+i=-‘l-i .

V2

) -';—l+2nni
2) z- = - 3i =3 °
i
-—f—+nni
z = Y3e n=0,1%

. 1-3
d.i. z, = ﬁ ﬁl = \/‘23-—1'\/%- resp.

24 =-ﬁ%“-\/§+i\/§ .

Met de kettingregel vinden we

9z _3z9u  2z3v 9z _dzdu
8x Oudx O9vadx ' By Odu dy

O O O =

-1

=1
u ===

3z v

ov oy

d.i.

=3z +u =

y+z-=

X + 2=

3az =

1.66

-1

1

) Als a = 0 dan is de laatste vergelijking, en dus het hele stelsel, vals.
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2z _ 2z dx , 2z3y . (0 32)9

! d3u  3x du ' 9y du ax t 3y

AN 2 2

8%z _ (zdx 87z 3y 8%z ax z__v_)u

L avou (?- ov t 3yex 3v T dx0y ov ' 032 Bv)°

o o aaz v aaz v 82 oz v ﬁ viu
| 32 € "ayx© Toamy ° T e )C

3

b) Naar bekend geldt, als men y als onafhankelijk veranderlijke beschouwt:

dx _ 1 1 . d

X _ yim 8o ip - = (mites =L £ 0) .

oY Y S dx
) Ay=0 Ax=0 Ax dx
Met de kettingregel vinden we 2
& iy
o 2 2 2
dxﬂi(.E)-i_l. L4 ax %y ax | _ ax
dy* " a\\dy/ " &y (&y| T ax (&) &y 2 g2 dy e
| R
g L
§? &)’ ay
§;‘.‘.? Als we de gegeven betrekking door delen (als iz " C staat er een

trivialiteit), dan komt er dus
2 d°x d=x
- — — X = O
e > el ’

waarin y de onafhankelijk veranderlijke is.
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Examen/tentamen Wiskunde I op maandag € juni 1966.

RN

-
.

1. a) Bepaal de afgeleide van
(1+x2)arctan x+ |x-2| .

b) Bereken

u
, ue =1

lim u .

u-1

2. Bereken: 3
fx cos"x dx .

L u u_ .
3, Gegeven zijn z = f(x,y) en x = e cos v, ¥y = e sin v . )
z

@
@
=]

Beschouw nu z als een functie van u en v en druk daarna uit in

&
g

X, ¥ en de eerste en tweede afgeleiden van z naar x en y.

4. Stel de voorwaarde(n) op waaraan a, b en ¢ moeten voldoen, opdat onderstaand
stelsel vergelijkingen precies één oplossing heeft.

Bereken vervolgens deze oplossing.

x+ay+bcz=a.2
x+by+c&z=b2
2

X +cy +abz =c¢" .

5« Bereken de wortels van de vergelijking:

e’ +1=0 . (z complex) .

Oplossingen Tentamen juni 1966,

1. a) De functie (1+F )arctan x is differentieerbaar voor iedere waarde van xj

3 we vinden

2
P dd—x {(1+x®)arctan x} = 2x arctan x + H—zz
14

= 2x arctan x + 1

De functie |x-2| is differentieerbmar als x # 2.
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LLIEmpm T TTw moe -

d d
Als x > 2: —d.x Ix-2| = d—-—x (x...2) =1 .,
v
d d
Als X < 2% "5‘"‘:':' lx—zl =H(2-x) o .

We vinden voor de afgeleide van (1+x°)arctan x + |x- 2]
als x > 2: 2x arctan x + 2
als x < 2: 2x arctan x .

Voor x = 2 is de functie niet differentieerbasr.

u

b) L = lim u’*~

u—+1 u-1

Substitueer u = t +1, dan geldt

t41

log(t+1

L=lin o(t72)t sler)
t=0

1im z: log(t+;)-log 1
- e‘t"O

lim :I‘; lim log(1+t1);-log 1
et-'o t—+0

=1

In deze uitdrukking is de eerste limiet & ; de tweede is de afgeleide van
log x voor x = 1, dus gelijk aan 1.
Hieruit volgt: L = {; .

2, I-= fx cos *x dx =fx(1 -sin®x)d sin x .

I1=fxdsinx=xsinx-fsinxdx=xsinx+cos x'+C1 .

I2=fx sinzxdsinx=%-fxdsin3x-%x sin‘,'x-% sinaxdxa
1 .. 3 1 2
=3x31nx+gf(1-cos x)d cos x =
=-;—xsjnsx +;—fdcos x-% coszxdcos X =
-%xsinax+;—cosx-;—cosax+c
I=I1 -I2 axainxd—%—cos x-%xain31+-;—cossx+c .
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)
5, We berekenen met de kettingregel eerst 3& H

3z _ 9z 9x 8z 3y
du 9xdu 9y du °
Uit het gegeven volgt

8 | elcos v = x
u

oy _ u_. -

Ay - € sin v ¥

9z _ _ 0z dz
dus m - *ax TV 3y °

Deze uitdrukking wordt nu weer met behulp van de kettingregel naar u gedif-

ferentieerd:
2
%z 8 ( 2z, dzldx _B_{-a_z B_Z}Qx=
au""ax{xax+yay}au+ay *ox TV oy

- 13z 9%z azz} 8’z | 3z 3%z
{a + X + x + Ix ta tY } v =

x ax2 | ¥ 3xdy 3y ox ay2
2 2 2 2
2 3% "z 07z 2 8%z Bz 9z
X 32t (axay+ay3x>+ w2 T X "V %y
Hieruit volgt
%z 3z _ 223%z, r9%s 9% 2 3%z
au? du Axe oxdy = dydx By2
a2 2
8z [ .
Nemen we aan dat 3x3y - 3y 9x * dan is
2 2 2 2
Z oz 2 87z A 2 37z

4. Een principieel wel Jjuiste methode is op te merken dat het stelsel dan en
slechts dan precies één oplossing heeft als de determinant van de coéffici-
entenmatrix ongelijk aan nul is, en vervolgens de oplossing met de regel wan

Cramer te bepalen.

Zoales meestal is het gebruik van de regel van Cramer nogal omslachtig.

Fenvoudiger is het stelsel door vegen op te lossen.

(1, a, be ; a?) (1, a , be ; a® )
(1, b,ca; b2~ (0, b-a, cla-b) ; (b+a)(b~a))
(,c, ap ; c?) (0y ca y» D(a-c) ;5 (c+a)(c-a))
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Als am=b of & = ¢, dan valt een vergelijking weg en vinden we twee lineaire
vergelijkingen met drie onbekenden, wasrvoor in dit geval altijd meer dan
één oplossing wordt verkregen. We mogen dus aahnemen & 7‘ b en & 7‘ ¢; het

stelsel is dan equivalent met

(1v&’b0332) (1,a,bc;a.2)
0,1, -c 3 b#a) ~ (0, 1, -c ; bia)

’ ?
(0,1, -0 ; c+a) (0,0,C-b;c-b) .

Als ¢ = b, dan valt de laatste vergelijking weg en vinden we meer dan een
oplossing; we mogen dus aannemen b 7‘ c.

Het stelsel is dan equivalent met

2
&

It

X + ay + becz
¥y - ¢z = bta

z =1
Hieruit berekenen we direct de oplossing:

z =1

Y a+hb +c

a2 —bc - a{a+b+c)

x
= - ab - bc - ca .

Samenvattend: er is &én oplossing dan en slechts dan als a ¥ b, b # ¢, ¢ # a.
In dit geval is de oplossing

X = =2ab - bec - ca

y=a+b+ec
z =1 .
2
Uit 2 = -1 = imtk.2mi olgt
22 = in + k.2ni met k = 0, +1, +2, ...

We onderscheiden nu iwee gevallen

a) k 0. Dan is
|2%] = (2 +1)n

arg z* =

zodat |z| = q(2k+1)n

S TE
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on

n
en argz=z of‘4.

:. o In dit geval zijn de oplossingen

N 2= (& + )ne’ k = 0,1,2,000
5hy

z=V(Z+Nne?r k= 0,1,2,...

b) k <O. Dan is
|28} = (<1-2)n

2 _ 3n

arg z = 2 .

zodat |z| = (-2k - 1)

a.:t:ggz==5:fE of % .

Substitueren we k = =%, dan vinden we als oplossingen

an
-1
‘_, z= W(2t-1)ne?t t = 1,2,0e0
* TR
] ('——‘—"— —1
:‘ 7 = (21’.—1)1‘(84 t=1,2,.o- *
El Hiermee zijn alle oplossingen gevonden.
&
ﬁ‘:l':.‘.

Anders: Stel z = x + iy, dan is 22 = x° - y° + i2xy .

W
i
by

ech-,w,r 2+2z;yi - e mi+zkni

1‘3 Dua k = O, i1, :2’ Y .

#

! Dit geeft > - y2 =0 , exy = (2k+1)m .,

i" 1) als y = x

- 2

; 2 = (Z+1)n , x=2\Ek+B)W T k=0,1,2,3...
- 2= 1+5) (k4

2) als y = - x

i "2x2‘“(2k+1)7‘ ’ xziv(;k"%’)n k=-1,—2,-—-3,....
z=+(1-1) \k»k-%)n .
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Proeftentamen Wiskunde I op zaterdag 5 november 1966

a) Bepaal de afgeleide van arccos V41— voor -1 <x<O0.

b) Bereken

J(ﬁ:——{—f—:—g)h .

Teken de grafiek van de functie f die voor O < x < 2m, x # n gedefinieerd is
door —_
f(x) " T¥cos x

Bepaal in het bijzonder de eventueel aanwezige exirema en asymptoten.
Bepaal f.?x(arctan x)?dx .

Bewijs met behulp van de limiet-definitie

n
lim -(:l)—=0

n=+en =-n

Gegeven is de functie f(x) = xe‘xl .
Bereken £'(0).

Bewijs dat f'{x) continu ig voor x = O.

Oplossingen Proeftentamen november 1966

- a \, > -1 =2x x -7
dx J‘l.‘l—:—x2 2V1 -~ 2 |x]{1-x2 h—x

N.b.: altijd geldt V22 = |xj =0 .

Hier is gegeven: =1 < x < 0; dus Ix] Sl S

o«

> Iﬂzf(xzta,-\fx—;:)dx )

De integraal is oneigenlijk in twee opzichten:
1) de bovengrens is o ,

2) de integrand bestaat niet voor x = 2,
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N

: 1
I = 1lim ( X _ )dx=
N-vooa x2+4 ix2-4

al?

x=N
= lim [log {2 +4 - log(x +qx?-4)] =
x

N—c =8
al?

2
= lim (log——%nz:—logﬂ—ﬁ—laz>=1og';—-32-log2=-%log2 X
Now\  N+Wo4 a+ Yel-4

al?2

XwTT
e

£(x) = 1+cos x

y O<x<2n, x¥mn,

(i) Geen nulpunten.
Immers, de teller is positief; de noemer is positief en < 2 voor alle
geoorlocfde waarden van X.

(ii) Verticale asymptoot x = .

Immers £(x) - voor x = n .

(iii) Extrema, _
e¥ ™cos $x+sin 1 x)

X~ .
£1(x) = e” (1 +cos x+8in x) -

(1 +cos x)*° 2 cos dx
Het enige nulpunt van f'{x)} is x = 221—: .
X G ] % an
£1(x) ++++++++ === 0+++
f(x) stijgend dalend stijgend

ft{x) is evenals f(x) niet gede;‘inieerd'voor =1
f1(x) =o0 voor xt m £'(x) = = voor x ! =

Uit het tekenverloop van f'(x) volgt dat £(x) minims bezit in x = <& en in
x = (0 en een maximum in x = 2n,
Omdat £(x) ~o voor x ~ m, is £(2r) = 4e" een relatief maximum,

Vergelijking van £(0) = 2e " en f(%ﬁ) = en/.? toont dat £(0) een absoluut

minimm en f(52£) een relatief minimum is.
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3. Door partiéle integratie moeten we de "arctan x" zien kwijt te raken.

40

fzx(arctan x)%dx = f(arctan x)a(x?) =

arctan x
.—--C_———-—dx

= x*(arctan x)° - 2fx2 5

1 +x

x2 411

= x?(arctan x)? - 2[ arctan x dx =

1+ x
= x2(arctan x)? = Iarctan x dx + 2f§£-9-ta£1?x-dx .
1+ x

Op de tweede term passen we weer partiéle integratie toe; de integraal wordt:

x?(arctan x)? - 2x arctan x + 2f dx + 2farctan x d{arctan x} =

1+x

= x?(arctan x)? - 2x arcten x + log(1+x2) + (arctan x)2 +¢ =

= (x® +1)(arctan x)? = 2x arctan x + log(1 +xa) +C .

We moeten aantonen dat er bij iedere € > 0 een (van € afhangend) getal N kan
worden bepaald zd dat
(=)

- Q! <¢ woorallen>N .,

2
n -1

We kunnen een deré;elijk getal N in dit geval als volgt rechistreeks bepalen:

n
(1) L—)—j 0| = —— < (n >1)
n-n n®-n
2 1 ; n2 1,1
als n"-n >= deis als (n=-3%)° > s+

dus als n>%+\/-‘-|e-+% .

En omgekeerd: als n hieraan voldoet dan is kennelijk aan (1) voldaan. We
hebben dus aangetoond dat een getal N als gevraagd inderdsad bestaat nl.

1 .
N=&+ et -

Opmerking. Bij de definitie van de limiet van een rij wordt niet gesproken
van "het" getal N maar van "een" (beter 'n) getal N, Vaak kan men door "ruwer"
rekenen het bestaan van 'nm N gemakkelijk aantonen. Zo kan men hier als volgt

rekenen:




. ‘}'.3'

Se

i

\n ‘
-(-;l)—-o- ! <;11- voor n. > 2 .
n -n n?-n

Met n >‘2— ie dus aan (1) voldaan. Wel moet men tevens letten op de neveneis
1
n > 2, Daarmee rekening houdend hebben we aangetoond dat N = max(;, %) aan

de in de definitie gestelde eis voldoet.

Uit het gegevene volgt dat

xw¥ y >0
f(x) ={ze™ , x<0O
0 ] I=0 L]

Voor x = O moeten we de afgeleide rechtstreeks volgens de definitie berekenen

- x
rgx;;fgo!_lm xe[ I__1

o - x-0 x

f'(o) m 1im .

 x
Voor x > 0 en x < 0 kunnen we de regels voor het differentiéren toepassen:
Als x> 0, dan: £'(x) = (x+1)e"

Als x <0, dan: £'(x) =(-x+1)e™

im f£1(x) = iim (x+1)e™ = 1
xl0 xi0

lim £'(x) = Llim (~x+1)e™F = 1

xt 0 xt0
Dus lim f'(x) = 1 =£'(0) ,
x~+0

zodat £1(x) continu is voor x = 0O
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Examen/tentamen Wiskunde I op meandag 16 januari 1967

" % 1. De functie f(x) wordt gedefinieerd door
.3 f(x) = (1-cos x)sin-:-:- , xX#0
' £f(0) = 0,

a) Toon aan dat f(x) continu is in x=0,

b) Bepaal f'(x) voor die waarden van x, waarvoor f'(x) besteat.

2. a) Bereken fxz log(x + Y1 +x2)ax .
b) Bewijs dat de volgende vlakken evenwijdig zijn en niet samenvallen:
a1 x=(1,0,0,0) +1(2,7,-2,9) +u(2,1,-2,-1)

ﬁ : En V v(3,31_3,1) +p(1,2,‘1,2) .

3. Door de betrekkingen

:Q, ' ¥+ 22 =1
- _ Xmyu=iZ = -1
Y-t =3
{ is 2 vastgelegd als functie van t.
"
a2z

Bereken —= in (x,y,%,t) = (1,2,0,1).
at®

2
4. 8) Bepasl die complexe getallen z met ]z] = 1 zodanig dat ]ez | minimaal is.
b) Teken in het complexe vlak die punten. z, die voldoen aan

2
z- +z+1
m (2520 > 0.

Oplossingen Tentamen januari 1967

| 1, a) We moeten aantonen dat lim f(x) bestaat en dat lim f(x) = O
“ x-0 X0

|£(x)| = |1-cos x||sin =|, x#0
4 , dus 0 < |£f(x)| < |1-cos x| .
|sm;[<1 ,
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Fu is lim|1-cos x| = lim(1~cos x) = 0,

e dus volgens de insluitstelling is lim {f(x)| = 0 en dus lim f(x) = O;

X0 x=~0
dus is f(x) continu in x=0.

b) Voor x ¥ 0 is f(x) = (1=cos x)sin% en is dus

. 1 1 1
f*(x) = 8in x sin ol = (1-cos x)cos T -

Per definitie is £'(0) = lim ﬂﬁ);—f@- als deze limiet bestaat.
x=-0

f£(x) =£(0) a-f(x) . (1-cos x)sin% 2 Sinzéx sin 1

= x =
x x x x
- % gin %I) x ain l
Ax x °
'*.@f M is (——L) en O'Slxsin%IGlxl ;
i x=0
'?‘ ‘ dus ie volgens de insluitstelling 1lim lx sin -l =0 dus lim x sin -;-n 0.
x=0 x=*0

Hieruit volgt: lim ﬂl‘ﬁﬁ@- = 1,0 = 0; dus is £'(0) = O.
X=0

2. &) fxz log(x + 1 +x%)dx = flog(x + 11 +x2)d(% x3) -
'—x log(x+ U1+x2) f xdlog(x+\’1+ x2) =

1.3 1 x>
== x” log(x + Y1 +x2 -—f“—'—'—-—'dx
> 3] R

2.2
-%13 1og(x+ 41 +I2) ”%IIT'E:E-
7 1+x

o -—x log(x+ﬁ1+xz)-6flﬂ;l)-d( 241) =

'%xs log(x + 1 +x2) -%f1+x2 a(1 +x?) +%fi%fi).-
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3
2

=-%:r.3 log(x + w]1+x2) -% -%—(‘sz) +%—2(1+12)%+C -

=%x3 log{x + \J1+?) -%(1 +x2)41 +X° +-;- d1+x2 +C .

b) Om evenwijdigheid aan te tonen, bewijzen we dat elk der beide richtings-
vectoren van a een lineaire combinatie is van de richtingsvectoren van f.
Omdat de richtingsvectoren van f onafhenkelijk zijn, is het voldoende aan
te tonen, dat de rang van het stelsel, gevormd door de richtingsvectoren
van a en B, gelijk is aan 2:

3 3 =3 1 0 -3 0 -5
1 2 =1 1 2 -1 1 2 -1 2
rang = rang = rang =2 .
2 7 -2 0 3 0 5 (o 3 0 5)
2 1 -2 -1 0 -3 0 -5

o en B zijn dus inderdaad evenwijdig.

Om aan te tonen, dat de vlakken niet samenvallen, bewijzen we dat het
vlak @ niet door (1,0,0,0) gast, d.w.z. dat er geen v en p bestaai zoda-

‘. nig dat:
’t' g (11'0-0'0) = \’(3:3;“311) + 9(1!2!'1’2)
: of
| 1 =3y 4p
0 =3y + 2p
0==3v-p
0 =v+2p

de eerste en derde vergelijking zijn strijdig, dus gaat p niet door
(1,0,0,0). De vlakken o en B zijn dus evenwijdig en vallen niet samen.

3. X, y en z zijn als functies van t bepaald. Impliciet differenti&ren naar t

levert:
- ax L, dz_ )
2x at T 2z it = 0
v
' dx dy dz _
- -a? ) @
L3
& _ o
2y X -2t=0.
Nu berekenen we X, &L on 42 ip (4,2,0,1).

at * at dt
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&, odz .o )
1c1t+0dt 0

ax _day _dz_
at ~at " at " |

& _1a
28l _1=0.

dus:

dx d .
E-ofﬁ-%.g-&hmmtmmﬁmmm

Door de identiteiten van het stelsel I nogmaals nasr t te differentidren

vinden we:

at ap  \4t at?
2_ . 2 2 s
&x dy_dz_.9 (11)

2

ax dax a2z
Om de waarden van ——, en =% in het punt {1,2,0,1) te berekenen,
at?  at® at?

gubstitueren we in II de waarden voor (x,¥,z,t) en de berekende waarden van

dx dy dz
3%’ at °® at ° We vinden dan:

2
-d-...;.‘.i-.o \
at?

Pz _ &y _ ds

- ——
2 4

at?  at?  at?

2
i~+2i—§-1-o; ‘

hieruit volgt:

2
4" x
z-_-}
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4, a) |z - 1dus z = e ? en"zaueaiq’-coah+iain2q;.1)us

IezzlA - lecos 29 +1i sin chl - oS08 20

Dit getal is minimaal als cos 2 minimasl is, dus als cos 2p = ~1; dus
2p = x

of
2@ = =

De gevraagde getanllen zijn dus:

zzﬂe- w -1,

2 2 2
z° +z+1 b4
3 dus Im---------------'-z"_1 -Imz+1.

e Stel mas z =~ x+iy

dan is

Im % e Tn xz-f-+zig) - g (=i t2ixy) (x 1 -iy) |

z+1 x+1+iy (x+1)2+y2

_2g(x+)ey(P ) g +2x+i”)
(x+1) +5 (x+1)% +y°

De waarde z = -1 is dus al direct uitgezonderd.

De gevraagde punten zijn dus die punten z = x +iy, waarvoor geldt:

y>0 y<0
of

(:;-M)2 +y2 > 1 (:;:4-‘!)2 +y2 < 1

De govraagde punten z liggen dus buiten de cirkel C met middelpunt z = =1
en straal 1, als Im z > O en binnen de cirkel C, ale Im z < O,
Punten met Im z = O en punten op C hebben de gevrasgde eigenschap niet.
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Examen/tentamen Wiskunde I op maandag 5 juni 1967

1. a) Bereken:. fxoa:r:ctan xadx-.

b) Welke complexe getellen z voldoen aan elZ 2 144 7

2. Gegeven: 2z = z(x,y)

Druk 9—: uit in u, v en partigle afgeleiden van z naar u en v.

dx

3, Gegeven: f(x) = arccos(2x’=1) - 2 arccos x .

a) Bepaal de geoorloofde waarden van x.
b) Bepaal de sfgeleide.
¢) Schets de grafiek.

4. Voor welke ref€le waarden der parameters a en b is onderstaand stelsel oplose
baar? Bepaal de oplossingen.

xX+by+ z=1
ax + y + bz = 1

xX+ay + z=1,

Oplossingen Tentamen juni 1967

1. a) Stel x° =u; du = 3x%dx .

u?
1 ‘t-u2

I-%fu2 a.rctanudu--lua a.rctanu-l da .

9 9

3
Nuisf “2du-f(- u2>dn-ﬁ-u2—%£n(1+u2)+0.
1+u 140

1.9 3 _ 1 .6 .1 6 o
Dus I=g5x evcten x° - 75 x +18.zn(x+1)+c*.

b) Stel 2 = x+iy; iz = —y+ix; e ? m e Vel¥ u |2 e(iﬂk)ni;

eV = |2 -e""%“n"'; Yy=-%in2; z= (2+X)n-4isn2,

k - 0, i1|12, she »
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2. We zien z als functie van . x en y via u en v3

z = z[u(x,y),v(x,¥)] B m Ty + BV

waarin we u, en v bepalen uit

-1l -7 u
1 = = - e 3 U = =Fe
e 'll: Vx, X

-u -v v
-e u_ +e v.; v_=-%e
O=-e u_+e v _; x e .

We hebben nu
u v
z = -¥ze" - %zve ;
dus

z_. = -%[ (zuueu + zueu + zvuev)ux + (zuveu + zwev + zvev)vx] ;

» 2u 2u utv 2v 2v
+ + 27 +z +z e 8 32 =
Z » %‘ [zuue zue uve We oo ] al v ‘.Zvu *

3. a) [2x®-1 <1 & |x| €1 geeft |x| <1,

1 ix) = - -2X 2 .

> £ T A V-2 Vi = ke 1 <x<0
1-2
£1(1) = lim £04n)of(1) 0; f£'(0) bestaat niet (zie ¢)).

hlo h

¢) £f(x) is constant = O voor 0 < x < 1.
f(x) = 4 arcsin x voor -1 €« x < O,

In (0,0) heeft de rasklijn asn de linkse tak van de grafiek de helling 4
(de hoek in de grefiek duidelijk tekenen!).

4. De determinant van het ctelsel is

1 b 1
a 1 bl = (B.'-b)z .
1 a 1

Het stelsel is dus altijd oplosbaar als & ¥ b. Men vindt dan {door vegen of
met de regel van Cramer)

b-1 -1
xsb—& y ¥y=0, zaa
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Het geval 8 = b moet apart worden bekeken:

x+ay + z=1

ax + y +az =1,
,;; of equivalent daarmee
4 x+ay +z =1

Dit is strijdig als a = -1, Bij a = 1 blijft slechts over x+y +2 = 1, of
als we y = Aen z =y stellen

x = (1,0,0) + A-1,1,0) + p(-1,0,1) .
Bij alle overige a volgt y = 1/(1+a), x+z = 1/(1+a) dus

1 1
P (m ' T+a ? 0) + V('1p011) .
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Proeftentamen Wiskunde I op zaterdag 11 november 1967

" 1, 8) Bereken 1lim (sin —)log a.rcsm x
x~0
3 i i 2x
’ b) Differentieer y = arctan — .
1-x

’ 2
2x arctan x ax .

‘I+x4

2. &) Bepaal

b) Bereken f(x+2 E-—“:—A")dx .

x+1 x4+3

b
1* 3. De functie f£(x) is gedefinieerd als volgt:
: xex xs 0
" s x
i‘(x)‘x_1 0cx<t
. ‘ Sxtl J;'H x=1,
5 a) Voor welke x is f{x) discontinu?
Li_,. b) Bepaal de asymptoten.
;. ¢) Bepaal de extrema.
H

i d) Schets de grafiek.

4, Bepaal voor x # O

£(x) = lim —=% arctan x .
n--oo | 4+x.

- -]
Bereken vervolgens |f(x)dx .
0
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Oplossingen Proeftentamen november 1967

1. a) Als x ¥ 0 geldt

821'08111 X

- |20 [-:sinllog?'-r-"sTm—Es log 2Zc2in x
Omdat

1im a.rcs;i.n X o 1

X=0 .

en log x continu is voor x=1, geldi

lim logwcsmx-logcxlim M)=1031 «0.
x=0 x -0 x

Met de insluitstelling volgt dan dat

{ . .
arcsin x
X

Vlimsini'-log =0 .

x-*0

Opmerking: Mits men duidelijk maekt dat log g—-im—z > 0, kan men de ab-
goluut-strepen weglaten.

d 2x 1 d 2x
b) --(a:rcta.n ): .._.( )_
dx 1ex? 1 +(__g_x,:_;)2 dx \, _ 2
. 1ex

-»

1 2-21:2+4x2) _ 2
2

K +( 2xa>2( (1-x%)2 14x

1-—x

Opmerking: Voor x = +1 is arctan discontinu; voor le <1 gelijk

1-%°
aan 2 arctan x.
2. a) 2x arctan x> f arctan x° d(x ) .
14x4 1+x*
' = fa.rcta.n xzd.(arcta.n xa) -k a.rc-ba.nzxa +C.
| %’.,“::
; xt2 _ x+4 - x+2 x+4 -
. b) f(x-n x+3)d"‘ 11"‘ f(x+1 T+3)x
| N
= lm [ ——)dx = lim [10 |’*1l]
+1 &
b N=oo o % x+3 N-sco x+3' o

= lin(logN+3+log3)-log3-

N=o0
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3. &) £(x) is continu voor = ® <x <0, O0<x<len 1<x<w, Bij x=0en

x= 1 is discontinuiteit mogelijk.

lim f(x) = lim xe~ = 0,

xto xto

i lim £(x) = lim =¥ =0,
xlo xlo
f(o)'o‘v

m.a.w. lim f£{x) = £(0) .
X0
Dus f£(x) is continu in x=0.
Als x 1 1 dan £f(x) - - «, dus £(x)} is discontinu in x=1.

b) £f(x) - ~xals x 1 1, dus de grafiek van y = f(x) heeft een verticale
asymptoot x= 1; dit is ook de enige verticale asymptoot omdat f£(x)} voor
alle x # 1 continu is.

P lim f(x) = lim :}l;'z'tl= -3

Q. . X - ™ X + &

horizontale asymptoot y = =3,

-y

lim £(x) = 1lim xe* = - lim —% = 0 ; horizontale asymptoot ¥y = O .
) i X g =00 X =+ w OO t-.nc et

c) x <O.
£1(x) = eX(14x) ; £1(x)~>1alsx10; £'(x)=0voor x = =1,

Dex <t

f'(x)n-z:‘;‘)—z ; f1(x)~-1als x 0.

1 <x.,
£1(x) -- L 3 f'(x)=-1alsx !,
12

P - 0 +1
" £1(x) neg 0 pos -1 -1« neg -1 -~ neg
£(x) neg  =e neg 0 neg - f(1)==2 neg

Aan de hand van dit overzicht kumnen we concluderen, dat f (x) de volgende
axtrema heeft:

een lokaal minimum -e”' in x = -1,




een globaal maximm O in x = O,

P 11.67

cen loksal maximm ~2 in x = 1 (dit is niet een rand-maximum, want £(x)

is te weerszijden van x=1 gedefinieerd; dat f(x) » -~ als x 1 1 doet

niet terzake).

4. Voor O < x < 1 geldt dat lim x" = 0, dus

holad -
£(x) = lim ! "‘; arctan x = {1-x)arctan x .
n-— 1+x
£(1) = 0.
Voor 1 < x geldt lim x = 0, dus
-n
£(x) = Lin =% arctan x = lim 1-x
n—-o 1+x n-sw x +1

Samenvattend kunnen we schrijven
(1-x)arctan x (0 <x <1},
£f(x) =
. (x = 1) .

™ N 1 N

ff(x)dx = 1lim [f(x)dx = [f(x)dx + lim fO.d.x =

N-om N-&W

0 0
1 1
- f(1 - x)arctan xdx = farctan xd(x-4x?) =
9]

0

14+x

- [(x-%xz)arctan x}; - Ofx' x:dx -

1
-g_f(..%+ x2+ %2>dx'
o 1+4+x 14+x

1

1
- g +d -~ [103(1 +xa):l -4 [a.rctan x] = %(1-1o0g 2) .
0] 0

arctan x = 0 ,
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Exsmen/tentamen Wiskunde I op dinsdag 16 januari 1968

1. a) Bepasl de extrems en schets de grafiek van de functie f(x) als

f(x) = (2 -3x+3)e! 1T (Cmcx<c+w) .

in,
Yy

b) Bereken de limieten

oy Y2 25x+2 - x g VP #5x¥2 - x
1im en lim
X—+c0 qx2+2x+1 - X X+ =oo J; +2xt1 - x

2, a) Gegeven: y = x + arctan x. _
leid een recurrente betrekking af tussen y(nﬂ ) ’ y(n) en y(n"1) voor o # 3.
b) Bepaal de oplossing van het stelsel vergelijkingen

ax + 2y = 248
3x + (a=~1)y = 2+a

voor die refle waarden van a, waarvoor het stelsel oplosbaar is.

-3, 8) u en v zijn gedefinieerd als functies van x en y door

¥ = x® + ¥R

uv =X+ 3 .

Bewijs:

du
Iax'!-y

o o
Z|e

=0 ,

b) Gegeven het oppervlak S: z = 4(x® +3°) en de punten P(0,0,-1) en Q(1,1,0).
Bepaal de vergelijking van de raskvlakken aan S die P en Q beide bevatten.

Z=1i
—ry (z complex) .

4. Gegeven: w =

a) Als het beeldpunt van z birmen het eerste kwadrant ligt, dan ligt het
beeldpunt van w binnen de eenheidscirkel onder de reéle as. Bewijs dit.

b} Welke bman moet het beeldpunt van z beschrijven opdat het beeldpunt van w
rechtlijnig van O naar -i loopt?




Oplossingen Tentamen 16 januari 1968

i3

( -3x+3)™
(x® - 3x+3)e'™*

1, a) x» 0 f£(x)

x< 0 f(x)

It

x>0 £1(x) = (x?+52-6)e"¥ = = (x-2)(x~3)e"™

A x<0 £'(x) = (3:2--:c)e1+x-'=x(x-1)ewx

&

+ lim -:5-—-—+ llm—-L=0

lim f(x) = lim vy e

X~+00 X—=00 € X+ e K=o €

2
lim £(x) = lim L"iﬁ'—t‘i=0.

X w00 £ 00 eﬂ*t

— -— - +
N 2 : >
fx) O + 4+ + + + + + + + + + + + =20
£ft{x) + + + ? « = - 0 + + 0 - =
max in x=0 : f£{0) = 3 globeal (want 3e > 3%72)

min in x=2 : £(2) =e”™'  locaal (want bijv. lim f£(x) = 0)

. . max in x=3 £(3) = 3™  1ocaal. Koo

N Merk op: in x=0 is f niet differentieerbaar (duidelijke hoek tekenen)

~X
lim &)—;—f—(g)-= lim e(x-})e-x+ lim 3ee "1=--3e-39=-69
xlo xio xlo .

x
lim ﬁﬁ:ﬂg)—- lim e(x-3)e™ + lim %e & ;1

xTo xto xTo

b) Lim 7#12 t5x+2-x _ , ”xz +5x+2 x)(dx +5x+2+x) _
X0 Y2 +2x+1-% x-*w (x+1-x)(\l;€+5x+2+x)

5+2

= =3+3e =0

= lim 2xt+2

x-m‘l +5x+2+x x-co\/1+z+-—2+1
>
1-5-+-2-+1
. yim Frmmreex g oserzas . VImgrEtt
2

5.

' : x-ﬁ-w\lf +2x+1=-x 1:-°° b1+t t-'°° % '
2. a) ¥ = x + arctan x y!' =1 + 12
1+x

y.(1+x°) = 2+x° (2+x2)(n) =0 mits n®3 .,
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Differentieer met lLeibniz n maal:

(12 ™)+ @2+ @2y®) w o
§ of

I'1"'1)=-0 voor n# 3 .

(1 +JF2 )y(n+1 ) + 21'1::}'(11) + n{n - 1)y(

at2) (0 6-a’+a 3a.+6-a2-28)
a+2) (3 a~1 a+? )

b) (a 2
(3 a-1

-e? +a+6=-(a-3)(a+2).

Mits a ¥ 3 en a # -2 is het gegeven stelsel vergelijkingen equivalent met

(o 1
(3 ae1

1) _ (0 1 1) o oy =
a+2) (3 0 l 3 T (1

Voor a = 3 gtaat er

(0 o© l 0) o
G 21 5).

Yoor a = -2

x-= (i’ O) + A(21"5) .

e

i (019 5 xang .
$ (3 =31 0)
: Opmerking: Het gegeven stelsel ie niet equivalent met
(e 2 a+2 )
(38 &-a | & +2a)
3. 8) Vo= +¥
: uv = x +y .
Differentieer nasr x:
v
vVaz =X
= Q—u_'t = l - & 5
av ] x v v2

u ov .
v ax + u ax
differentieer naar y:

Vaﬂy

)
du ov _ v
"ay+“ay‘1
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u du x+¥ u.!x2 +x22 = 0
x._..._+y m—— 2 - = U=-U .
ox oy v v

b) Vergelijking raskvlek asn § in het (op S gelegen) punt (xo,yo,zo)a

+ - (32 - 92\ (.

; of

L 2.2

| - = - - = +

z-z =X (x-x) +y (y-7,) (2z = xg +¥7)

z+z0 = xox + yoy .

P(0,0,~1) ligt in dit vlak: -1 tz, =0 X, +¥, =1
Q(1,1,0) 1ligt in dit vlak: O+z, =x,+7, | = 2%, ¥, : -1
(x,1%,92,) Ligt op S 2z = x2+3: (x,-7,)" =3.

A xo+yo=1 1=.xox%ﬁ-i-‘g)
xo-yo=\lg} YO’%(1-6)

z+1 = {1+ \3)x + 3(1- By .

Raskvlak

o 1 ]#xf%mﬁ)
i %o =¥, = -3 ] 3, =31+ )

Reakvlak: z+1 = 2(1- \3)x + (1 + 3)y .

il +
; B x, +ty,=

4. 8) Meetkundig:
Het beeldpunt van z ligt binnen het le kwadrant (niet op re&le of imagi-
naire 8s); dus

arg(z-i) < arg(z +1)
of .

argwe< O, (1)
Hiermede is nog niet bewezen dat Im w < O. Daartoe moet ook zijn voldaan
aan argw> -n. Dit is inderdaad het geval:

- %<a.rg(z-i) <%
y, 1= -n < arg(z-1i) - arg(z +1) <-g (2)
) 0 <arg(z+1i) <z
v
* (1)en (2) ~ ~n<axgw<O. (3)

Ook volgt uit het gegeven ]z+il > [z-il, dus
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]—z;i'-Lnlwl<1. (4)

lz+il
Met (3) en (4) is het gestelde bewezen.

Algebralsch:
Met z = x+iy (x>0, y > 0) volgt

g o Xtily=1)  x-i(y+1) x+y-1-2d
+i(y+1 =iy +1 2 2
Y * 7 X +(y+1) Imw<O.

x>0

I'I = 4; +(y-1)
= +(y+1)° = |w| <1

y>0

b) Meetkundig:
Opdat argw = - -'25 dient het beeldpunt van z te liggen op de verzameling
der punten van wearuit de beeldpunten van i en -i onder een rechte hoek

worden gezien; die verzameling is de eenheidscirkel. Dus z em.

" .
% Bijg =% of z =1 hoort w=0
a‘:/ Bijgop=20 ofzm1hoortw=‘.:-i=-géi'=-i.
Z08ls i.v.m.a)duidelijk is, geldt: Als z = % en ¢ neemt af van 3 tot
0, dan beschrijft het beeldpunt van w = 253 de rechtlijnige bean van O
near i, '
Algebraisch:
2 2 .
'.,,&_2;"_1_:_3.:.5239; = x2—+.y2_-1 =0 of z =-eiq’ .
x° + (y+1)
Re w= 0

=7 of x=0=2w=20
=0 of x=1,y=0=2w=37 ,

= o - 2icos @ :
Voor ¢ dalend van 5 hear O grat w T ein @r2 inderdaad rechtlijnig

« ' van O naar -i.
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Examen/tentamen Wiskunde I op woensdag 5 juni 1968.

i 1, Bepaal de volgende limieten:

2X - .
e =1 b) 1im log{1 +3x) $ ¢) lim Hx2+2x+;0 x)sin x ]

&) lim

x+0 X ' x-=0 (x- V& +1)sin nx p S J
2., Gegeven:
~_Ax
e A9
£(x) =
o (x = 0)
f is continu.
Gevraagd:

a) Bereken a. ‘
b) Bepaal de afgeleide voor x # O.
¢) Is £(x) voor x = O differentieerbaar?

1

A ————
u cos v

3, Gegeven z = z(x,y). Door substitutie van kan men z opvatten

9 y = tan v
| % 92 62z
i ;. als een functie van u en v, Druk zowel Fr= alg —— uit in x en y en par-
| ."‘ ' ov
h * tifle afgeleiden van z naar x en y.
4, a) Bereken de oneigenlijke integralen
o o0
-t -t .
e cos atdt en e ain atdt .

0

b) Los op voor alle refle waarden van a:

X +ay = (1+a.2)—1 ’
| -

ax + y = a(1+a

5. 8) Bepaal en schets in het complexe vlak de verzameling van de punten z
waarvoor geldt:

R z+1] + |z-1| = 10,

b) Bepaal en schets in het complexe vlak de verzameling van de punten z
waarvoor geldt:
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:
o 0 <arg z < /2.,
E' arg(z+1) + arg(z-1) = n/2 .
; Oplosgingen Tentamen 5 juni 1968
. 2x 2x _ Y4 ¥y
“"~ 1. 8) 1i,m'3"1==111[11292::1“111:12‘3y =2%f—§—) a2e =2,
: X0 x X0 y—o y=o
; 1+
b) lim _ﬁﬂﬁ:ﬁl———n 1im 1 1 .]QEL_—E).=

im
x~+0 (x- \sz +1)sin 1x X-0 X - \J? +1 x=o0 8in nx

+ - 1
= linm lin —2E— 14p Log(1 5‘3—‘% log 12,
X=0 x-\J? +1 x-=0 X0

= -1,1, lin 1°g(1+-‘7)'1°g-1%=_(d 1°d;+ ) 2..2
=0

y=o 7
¢) g Qf#2xri0axleinx | gy sin X 140 ((F 4254 10-%)

Volgens insluitingssielling,

gin x
X

<1, lm-1-1umi-o,

X w00 b

- 1<
X

geldt: lim 512 X = 0, Met behulp van de worteltruc tonen we aan:
X -t

limn (2 +2x+ 10-x) = lim x+10 . 4,
x=00 x-0 Y2 +2x+ 10 +%

zodat de gevrasgie limiet O is.

-1 ey -y
2, 8) lin £(x) = lin ~2E7~ = 1in e 1 2= o
i xlo xlo 1+e yoo 1+ed  gmoo 14V
| -1
% lim £(x) = lim ng;= lim - 2 — .0,
xto xto 1+e yoeo 1+e™Y

Wil f continu zijn, den moet « = £(0) = 1lim f(x) = 0.
XxX~+0
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§ R II e

b) Als x # 0, dan

Ef.
?f‘: 1/x 1/x 1
{k fl(x)=4(1+e/ ) - (e '-x—2)4x=4x+de1/x(x+1_l
_ 1 +e1/x)2 x(1+e1/x)2
-y
xiO xio 1+e1 x Yoo 1 +e Y=o 1+e
o ERE0) g b 1 by
xTo xTo‘|+e y—=eo 1+e
Ondat 1lim —L-)——f@)- # lim -—ﬁﬁ);—f@l is £(x) voor x = O niet diffe-
xTo xio
rentieerbaar.
1
3. 2 = 2{x(4,v),y(w,v)} , x = ;== , v = tan v.

. . 22 .223x 02037
R 7 hangt af ven u en v via x en y: §= = ZE I 4+ T2

- 3x _ _sinv__ _ten v 3y 2 2
:“ — iy Se——— = =W, = ='tanv+1=y +1.
% OV | sosly WOV OV os2y
é:: Dus
" QE.: ( +1)
2
P OV (”ax+(y2+1)ay) v it T ovor TV oy G t
PR Y 2 ( 3z 3y 3z
+2yavay+(3'2,“) av ) avyax xav ax+
2 2 2 2
37z 3x 3"z 3y _y;az z 3x 3z dy\ _
+""7'(32a-\r"'ayaxav Vv t O <3xayav+ 2 BV
x oy
s EaaP ) By (v 22 e L) s e 24
T ax v ax Y 9y 0% y 3
2 2
"% + (P +1) (T + (O +1) L&),
; ¥
&
2 2
. 3"z "z,
Dit wordt, sangenomen dat _ayax _axay :

2 2
x2y2ﬁ-%+e,¢(y2+1) +(2+1) --+ x(2y° +1) Z 4 2y(y* 1) 22
ax° By iy
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. ] ‘ ] P
4. a) fe-t cos atdt = Re fe-t(1-m)dt = Re lim fe_t(1'm)dt =
Y 1 t(eta)]? (1-12)
. 1 =t(1-ia o] 1 ~p(1-ia
F = Re lim I:— e ] = Re 1:r.m[ —_— - e ]..
P ﬁ’ p-.w 1"1& O p-ooo 1-13 1-13
L 1
-Re11.aaRe1+i‘:=. 12
- 1+a 1+a
omdat
l:i.ml1 1‘&. e"p(1"i°')| - lim e P =0,
P -3 ac +1 p-soo )
oo [~ +]
fe"‘ gin atdt = Im fe't(1-ia')dt - Igltie__a&
. 1+a2  1+a?
0 0
1 =a ! > 1 a ! als /1 a L > 1 0 L
‘ 1+a 1+a af +1 1+8 1+a
b) Land -~ ~
a1 & 0 1-82| © o 1 0 o 1 0
2
1+a

Oplossingen: als a ¢ + 1: x = (1—13, O) ;
‘ +8

els a =+ 1: x+y=-%, dus x = (%‘;0) +A(1,'1) H

als a = - 1: x—y=%, dus 2‘_"('%,0) "‘P»("s") .

5. a) |z+1| + |z-1]| = 10, Noem z = x+1iy.

[t 1+iy] + Jx=1+iy] = V(x+1)2+5% + {(x-1)%+7% = 10..

(x+1)%+y% = 10 - V(x-1)7 432 .
(x+1)2 + 32 = 100 + (x=1)% + 3° = 20V(x~1)2 +3° .
of
# - 100+ - TGRS, 5= 25 = TG

R X = 50x + 625 = 25(x-1)% + 25¢° .

(3
‘Ta‘.
‘
o
k3

De verzameling is dus de ellips: 24x° + 25y° = 6005 (1,0) en (=1,0) zijn
de brandpunten; grote as en kleine as zijn resp. 5 en {2_4

i
I
{
!




Ié6.68

b) arg(z+1) + arg(z-1) = arg(z - 1) = % . Dus Re(2 -1) = 0 en Im(# -1)> 0,

i
@;
:

n

Omdat O < arg z<2.v01gt x> 0eny> 0.

Conclusie: de verzamaling is het N.0O. deel van de hyperbool x2 -y"z =1,
zonder het punt (1,0).

g R R




Indeling van de stof over de tentamens

|

Tentamen limiet func- afge- gra- on- J‘ bep. vervolg vectorr. lin, complex

tie leide fiek bep. dif.rek. meetk. verg.,

determ.

I1.60 1a 1 4a,b 2a 3a,b
I 6.60 1a 4b 3b . Za 2b, 4a 1 2a,
P 11.60 2 1b 1a 3 48 4b
I 1.61 1 1a 1c 3b, 4b 2a,c 2b, 4a
I 6.61 1 2 : 3 5 6
P 11,61 1a,b 2b 28 3 | 4a,b
11,62 1o 1a $ 21 4 3a,b 2b
I6.62 1a 2 .‘ 1b 4, 5a 3 ;
P 11.62 1a 1, 2 4 3a 3p )
I 1.63 1 | 2a,b 3b 3 4a,b
T 6.63 1 | 1 2 3 4a,b
P 11,63 5 1 3 ! 2, 4
I 1.64 1 2 5 4 3
I6.64 5 3 \ 2 . 1 4 6
P 11.64 1 5 2a,b 3 4a 4%
I 1.65 1a 1a ' 1 2a,b 3a 3b 4a,b
I 6.65 2 1 4 : 3 5 6 7
P 11.65 1 3 2a,b 5 da 4b
I1.66 1 1a 4a,b 2a,b Za b
I6.66 1b 1a 2 3 4 -5
P11.66 4 5 1a 2 3 15 '
I 1.67 1a 1 2a 3 20 4a,b
I 6,67 38 3b 3 1al 2 4 1
P 11,67 e 4 1b 3 2al %0, 4
I1,68 1 1a 2a, 3a 3b 2b 4a,b
I

6.68 la,b,c 2a 2b,c 4a 3 4o 5a,b
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