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TECHNISCHE HOGESCHOQOL EINTHOVEN
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Qefeningen Semester I

Aangeraden cefenstof Wiskunde I

Diktaat: Examen en tentamenopgaven (met oplossingen) I
Verkrijgbaar bij de pedel C.H.B.

Boekje : W.J.H. Salet. Vraagstukken over Analyse en Algebra I
Verkrijgbaar bij de boekhandel,

Verdere cefenstof vindt U in de centrale bibliotheek bijv,.
Berman : A collection of problems on a course of mathematicael analysis.

Smirnov: A course of higher mathematics Volﬁme I
Elementary Calculus. ‘

Het griekse alfabet:

hoofdletters Xkl,letters naam hoofdletters kl.letters neam

A o alpha N v - nu

B B béta E £ ki

r Y gamma 0 0 omikron
A d delta I b pi

E € epsilon P 4] rho

Z L zéte z g sigma

H 7 éta T T tan

e 0 théta Y v upsilon
I t ifta ) P phi

K " kappa X b4 chi

A A lambda v ) pei

M B mu Q © omege




nr.l.1.

Los de volgende ongelijkheden op.

g x=20(xl 1)

3

Te

8.

9.

10.

11.

12,

13,

4.

X+ 3

lx2—4xl S X .

| x =~ 3| +2>§+5.

|x+7| < |x| -5.

|—x"2+1| < 2x + 2 .
|X2+1l = 2x N

¥ +9|x] =10<0.

Op de getallenrechte liggen de punten A, B en C resp. op de afstanden 1, 2
en 6 rechts van de oorsprong.
Voor welke punten P op de getallenrechte geldt: PA + PB< PC 7

Bepazl de afgeleiden van de volgende functies en breng deze zo mogelijk in

een eenvoudige vorm.

a) £(x) = (x+2)* - 6(x+2)2 +12x + 24 3 | b) £(x) = 28\x - .\7_533

5% )

a) f(x) = B_:'Ln_(ﬁ_;g_gﬁ ; b)) £i(x) = Vx+Vx .

Bepaal de scherpe hoek tussen de krommen y = \I; (x 20)en y = x3 in het van
de oorsprong verschillende anijpunt.

Bepaal de scherpe hoek waaronder de grafieken van y = \a/lx eny = x2 elkaar
snijden in het van de oorsprong verschillende shijpunt.

Bepaal de scherpe hoek waaronder de krommen y = x en y = xz -x+1 elkaar
sni jden.

Bewijs, dat de totale oppervlakte O van een cilindrische blikken bus (deksel
+ bodem + zijwand) bij gegeven inhoud I minimaal is, als de hoogte gelijk is
aan de diameter, Druk in dat geval O in T uit.




15.

16,

17.

18.

1']1‘.1.2-

In het platte vlak liggen twee punten P en Q aan dezelfde kant van de rechte
£. Ben deeltje beweegt zich rechtlijnig en met constante snelheid v van P
naar een punt R op £ en vandaar op dezelfde wijze naar Q.

Bewijs, dat de +ijd, die het deeltje nodig heeft om Q te bereiken, minimaal
is, als R zo op £ ligt, dat de hoeken, die FR en RQ met de loodlijn in R op
£ maken, gelijk zijn. (le wet van Snellius.)

Uit een metalen plaatje van 16 bij 21 cm moet een bakje worden gemaakt op de
volgende manier: Uit de 4 hoeken knipt men even grote vierkanten; de randen,
die men zo overhoudt, zet men om; daarne soldeert men de naden dicht, Druk

de inhoud van het bakje uit in de hoogte x. Hoe hoog moet de rand worden ge-

nomen om een meximale inhoud te krijgen?

Welke functies worden voorgesteld door

a) s:.n'-dx,'by(O b)f(x+1)4é_x; c)fiifi(t_an_ilél.

2 ?
co8 X

d) f5x4 cos(m+x )ax ; e)f —Xox “ax

cos (x

Bereken de oppervlakte van het deel van het vlak, dat wordt begrensd door
de krommen

= (x=3)%(x+1) en y=x+1.

Analoge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk I, § 4, nrs. 9, 10, 27, 28,
§ 6, nrs. 2, 3, 9, 10, 12, 14.
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8.

9o

10.

1.

12,

13,

n:cl.2.‘l.

Bepaal a zo, dat x> - ax® + x + 6 deelbaar is door x+1.

Ontbind daarns de vorm in factoren.

3

Bepaal a zo, dat x+1 een factor is van x° - 312 +{a+1)x - a + 1,

Ontbind dasrna de veelterm in factoren.
los op: x> -~ 6x2 + 11x - 6 =0,

los op: x3+3x2—4x—12=0.

Bepaal de rest bij deling van x* - 5x> + 10x® - 20x + 24 door X + 5x + 6

zonder de deling uit te voeren.

2

Bepaal de rest bij deling van %' « 17x° + 15x% + 3x + 6 door %° - x - 2,

zonder de deling uit te voeren.
Teken de grafiek van
£flx) =x> +x* -~ 8x +6 .
Teken de grafiek van
flx) = x* - x2 +12 .
Teken de grafiek van
flx) = x> +3x"* +3x-7.
Teken in €én figuur de grafieken van
x3, x1/3, x* en x1/4 voor Osxsg- .

Bepeal (in redialen)

a) arcsin(-%V3) ; b) arctan({3) .

Bepaal (in radialen)

a) arccos(-%V3) ; b) a.rctan(-%ﬁ) .

Tekenn de grafiek van

arctan(tan x) , -n<x < n, x,(i-g- .




nr.2.2.

i4. Teken de grafiek van
arccos{cos x) , =-2n<=x<2n,

L

15. Berekent arcten T + arcein 4/5 .

16, Is er een getal y te vinden, waarvoor geldi: arcsin ‘2— + arcein -%—: arcsin y 7
Zo ja, bepaal deze Y.

17. Bewijs, dat voor =1 < y geldt:

1=y =
arctan y + arctan T+y =4 °

X
18. Toon ean, dat arctan x = arcsin voor alle X.
V1 +

Analoge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk I, § 7, nrs. 12.3°, 14.6°, 15.3°.

¢
#
LY




nr.3.1.

- n
1. Bewijs met de definitie van limiet, dat lim -(i)— =0.

-0 n+4
: -’ + 1
2. Bewijs met de definitie van limiet, dat lim ——— = -%.
n-c n°
Bepaal:
n® +7
3, lim .
Netos I
1968 = 2n +n°
4. lim .

n—+e 1969 -n+2n°

5. 1im sin n+ {(=1)"
n-+co n2+4

6. lim cos(n’)

-+ ﬁ+‘l

Te lim coz m ;3 lim sin mn .
n = 1 —+co

8. Iim (\fn2+2n+4-- \[n2-3n+7) .

n-+co
a
. n+1 . vl
9, lim , wa.a.r:.nan=2 +1 .
Il =00 n

m.mn@f+f.

n =0

4 2
11, lim -&ﬁﬂig
x=+0 x5+x + 2x

-

3
12, lim lf...;*_&.x_'i

J‘ X =0 x=-1
ff 4 2
13, lim ~—Xt2X

x =1 x5 +x3'+2:c2




NT. 3.2

3
14. lim x_iﬂ-i_'_ﬁ

x=-1

x~ 1

q1+x+f -1

15, lim .
x—-0 x
16. lim {i X+ - ﬁ}& .
X— oo
— 7
17. 1in E221 lim XL,
X X
x-—.oo X -0
18, lim (‘sz +3x + 2 + x) .
X= =0
19, lim (V2@ +3x+2 + x) .
X =0
2 2
20, 13n M= = o+x .
Xx-1
x— 1
b
. A
21, Teken de grafiek van f(x) = lim .

n=+w x +2

22, Teken de grafiek van

. n_. 2

3 xasn1%x+x

i f(x) = 1lim v .
: n-—+co x4+ 1

Bepaal:

5:‘“ 23, 1im cos Bx-zoslc

x =0 X

1 + tan x sin x ~ cos 2x

24. lim .
2
x -0 X
. g8in x - X
25. lim X - cog .
n
7 X - =
x =

Z




nr. 3. 3..

26, lim
x—=+0

(B-I‘CCOB X i)
X - oox C

ta.nf*x - cot 4Ex
27. lim .

x-1 x -1

sin x + 8in 2x + sin 3x + ... + 3in nx
tan x

28, lim
x-0

29. lim x(g - arctan x) .
X -+e0

1-2sin B
30, lim
x -1

1 - x

Analoge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk III, § 2, nrs. 14, 15, 17, 18, 21, 22, 24.
hoofdstuk IV, § 2, nrs. 1, 2, 4.1°, 7.1°, 8.1°, 9.1°, 10.2°, 11, 13, 14.




nred.l.

Overzicht wvan differentiaalguotiénten

f£(x) x® log|x| | 8log|x| I sin x I cos x ] ten x l cot x
£'(x) I ax ! % - llg z | cos x | -sinx 12 - 12
co8 X sin x
£(x) e* g ‘ arcsin x | arccos x | arctan x | arccot x
x | ox 1 1 1 1
£1(x) e glog g - - - = -
1=-x 1-% 1+x 1+x

Bepaal de afgeleiden van de volgende functies en breng deze zo mogelijk in

een eenvoudige vorm.

1. a) f{x) = log|x + \[—xz—-—a?l; b) £(x) = bxla? - 1232 + alarcsin g-x (a>0).
. x =_\x/;; x) = =,

2. a) £(x) b) £(x) ot

3. 8) £G0) = (1+2)' /% 5 b) £(x) = 2x{log X7

4o £(x) =1eX(x sin x - x cos x + cos x) .

1

1 X
5. a) £(x) = & arctan x + + arcten 3 b) £(x) = arccos .
3 5 1a? Vi+2
6. a) £f(x) = log|cos x - co; xl : b) f(x) = arcsin{i -2 .

7. 8) £(x) = log|ten X| ; b) £(x) = 10g Lt 1=

X

8. a) £(x) = ¢ arccos &= _ Yocx .2 (e f0); b) £(x) = %08 X

c

9., &) £f{x) = 10"‘2" : b) f(x) = arctan(arcsin \[;:) .




10.

1.

12.

15.

1.

15.

nI'.4. 2¢

De functie f(x) is gedefinieerd door:

£(x) = sin x voor - g—s_ x< O,
f(x) =3x -5 voor O<cxg2,
£(x) =1 voor 2<x< 3,
f(x) =x* -6x+9 voor 3<x.

Teken de grafiek van f(x). Voor welke waarde(n) van x is deze functie dis-

continu?

Teken de grafiek van de functie f(x), die als volgt is gedefinieerd:

f(x)=x2 voor -~ 2= x< O,
f(x)=cos%}'{' voor O0sx< 1,
fx) = 3x - 2 voor 1<x<2,
f(x) = xp' voor 2% X .

Voor welke waarde(n) van x is deze functie discontinu?

2
Gegeven: f(x) = X +X=)

X2 + x=2

voor x £ Ten x # -2,
Kan £(x) in x=1 en/of x=~2 continu worden voortgezet?

1 1

+ .
+
22 2x +4

Is het mogelijk f(x)} in x = O enfof x = -2 continu voort te zetten?

Voor x  Oen x # =2 is f(x) =

Zo ja, door toekenning van welke functiewaarde(n)?
Voor welke waarde(n) van a is:

£(x) = lim L ™+ e

neew |x|"*2

continu voor alle x en voor welke vertoont de functie discontimuiteiten?

Bepaal deze discontinuiteiten.

Op het interwval ~1s xs 1 is f(x) = L = lim S .
1+% n-+oo (‘1 +x
Is f(x) continu?

Bestaat er een x, waarvoor f(x) maximaal is?




16.

17.

nr.4.3.

Gegeven:

1
x> cos % Veor x #£ 0.

0.

It

f(x)
£(0)

]

Bewijs, dat f(x) differentieerbaar is in x = 0 en dat £'(x) continu is voor

x = 0,

Gegeven:

1 1
£(x) (tan el x) voor x # O .

£(0) =0,

Bewijs, dat f(x) differentieerbaar is in x=0 en dat f'(x) continu is voor x=Q,

Ansloge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk IV, § 3, nrs. 1, 2, 5, 9.
hoofdstuk V, § 1.

In verband met de wenselijkheid de techniek van het differentiéren volkomen
te beheersen verdient het aanbeveling zeer veel differentiatievraagstukken
te maken,

Men vindt deze in grote getale in: Salet I, hoofdstuk V, § 1.




5

10.

11,

Bij het tekenen van een grafiek kan men aandacht schenken aan:
1) definitieverzameling van de functie,

2) nulpunten,

3) discontinuiteiten,in het bijzonder verticale asymptoten,

4) extrema,

5) gedrag voor grote X, in het bijzonder horizontale asymptoten,

6) gedrag in punten waarin f(x) niet differentieerbaer is.

Teken de grafiek van

f(x) = —& , x =0 {(bepaal ook de raaklijn in x = 0).

% +1
X X i
£f(x) = en g(x) = in één figuur.
4
f(x) = x —\/lel .
x -
f(x) = en g(x) = —=—— in &n figuur. Bewijs, dat g(x) even
1+e ('] +ex)
£(x) = =

(1-+x2)¢72:;§
f(x) = \3/§+ - \3/}(-3 .

f(x):sin2x+jsin%x, -%sxs%,
f(x) = cos x cos 2x op het interval 0 < x < 2n .
f(x)z 1 - 9

cos x 1 +cos x

is.



12,

13,
14,

15

. 2x
arcsin S
1+x
arccos Yt-x2 , |x| 1.

Bepaal de extrema van de functie f(x) gedefinieerd in opgave 4.10.

Bepaal de extrema van de functie f(c) gedefinieerd in opgave 4.11.

nr. 5.20



nrl6'1'

Overzicht wvan grondformules

H
)]

n 1 n+1 X X
f}cdx=mx +C, n#-1; fedx +C .

x

1 X, _ _a
f;dx:loglxl+0, fadx-—loga+0.
fcoaxdx=sinx+0; fsinxdx=-cosx+c.
fd:’; = tan x + C 3 f—-g'—j-c—=—cotx+c.

cos" x sin"x
f—ﬁ—=arcta.nx+c; f——d-:ﬁ—-=a.rcsinx+c.

1458 2

X

=loglx+\‘x2-a2] +C 3 1og(x+\lx +a,)+c.

J %

1) [ o [ 255 o) [
o

0 [ = o) [ =, (>0
h)j_xé% ; 0| =

2
—_
w
§<
M
oy

-

tan(x eX+1
n/2 1
2. a) f g3 T Cos b 0 oy at 3 b) Iarcsin xdx .
0 0
1 ea.rcta.n x “/22
3. a) j —— dx ; b) f ¥ cos xdx .
14+x '

0 0




nr.6.2.

Vr

. e
: 4. a) flog xdx b) fx cos(x%)dx .
1 0
/2 e
5. fx sin xdx ; b) f d’:
o 1/e x(log x+1)
o0 o0
x=e" 1 a
6. a) e dx 3 b) (x_i_.]-x—:-a-)dx, a>0.
0 0
0 o 3
7. &) fexdx H b) fx-ae *ax .
- 0O 0 .

.80 f 1_ - 1 )dX L]

x gin x

n/2
9, f (:l: - cot x)dx .
0

3 2
X
en y oa

u 10, Schets de figuur ingesloten door de krommen y =
x° +a
bereken de oppervliakte ervan (a > 0).

%

1. Ofx%a.rcsin xdx .

e2

12, Ix log"'xdx .
1

Analoge yrasgstukken

Salet I, hoofdstuk VI, § 1, nrs. 5, 13, 18, 22, 28, 32, 49, 51, 66, 78.
§ 2, nrs. 12, 21.
§ 7, nre. 25, 32, 41,
§8’ nrs. 1, 3, 5.
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20

3e

4.
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8.

9.

nr.7.1-

Bewije door volledige inductie, dat

1+2+...+n-£(%1)-

en 1+8+27+...+n'-(1+2+3+...+n)2.

Bewijs door valledige inductie, dat

102 + 2,3 + 344 + oso +n(n+1) = n(n+1)(n+2)/3
en 1e2a3 + 2,344 + 3edeh + 400 *+ n(n+1)(n+2) =

=n{n+1)(n+2)(n+3)/4.

Druk de tweede afgeleide van y = 3 gin x = 4 sinar uit in sin x,
Toon aen, dat y(4) ~ 81y,

Gegeven: y = log (se™ + be"X), & en b constant.

Bereken: (y')° + y".

xz + 2x + 1
Bepaal de n-de afgeleide van y = 4—-51—1—- .

2
Bepaal de n-de afgeleide van y = %—%ﬁ- .

2 i81

Toon aan, dat de n-de afgeleide van
) 1T=x

-;—nl {(1=x)™" o (1 -x)-n-1}.

Gegeven is: y = log (x + dx2+1).
leid een recurrente betrekking af tussen y(n), y(n_i) en y(n'a)
voor n # 2,

Gegeven y = arctan x. Toon aan (1+x%)y' = 1,
leid daayuit een recurrente betrekking af voor y(n), y(n-i), y(n-z)
(n - 2)0




10.

1.

12.

13,

14.

15.

nr.T+2,.

2
Bepasl het buigpunt van y = arccos x en de buigpunten van y = e X /2.

Teken de grafiek van f(x) = ¢™* sin x in het interval 0 < x < =

en bepaal eventuele buigpunten.

Een cirkel met middelpunt M en straal 2 rolt over de x-as.

a) Geef een parametervoorstelling ven de kromme beschreven door het
punt dat oorspronkelijk midden tussen M en O lag (dus in (0,1)).

b) Bepaal van deze kromme de buigpunten,

Een kromme is in parameterveoorstelling gegeven dooxr
x=acos g; y = b sin g; a>b > Q.

Gevraagd worden de punten waarvean de afstand tot O extreem is.

Teken de kromme die in poolcoBrdinaten gegeven wordt door ra = 49,
Bepaal het snijpunt met de eenheidscirkel en de scherpe hoek die cir-

kel en kromme in dat punt met elkaar maken.

Bepaal de vergelijking in x, y-coSrdinaten van de kromme die in
poolcoBrdinaten gegeven wordt door r = (1 = cos q:)”, O<op <2m,

Druk de hoek tussen voerstraal en rasklijn van deze kromme uit in g.

Analoge vraagstukken
Salet I, hoofdstuk I, § 1, nr. 7.
§ 2, or. 7.
hoofdstuk v, § 2, nrs. 3, 9, 14, 20.




1’11‘.8.1.

2x
1.Gegeven. Z=1+y,y§!-1- |
a) Bewijs dat lim z bestaat als y = px- 1, voor elke constante p ;é 0.
X0
2x

b} Kan z = Ty in (0,-1) continu voortgezet worden?

3

3
2. £(x,y) = 2L=E- voor (x,y) # (0,0), £(0,0) =
X +y .

Bewijs dat f(x,y) contimu is in (0,0).

3. Gegeven: f(x,y) =0 voor x £ Oen y # O;
£{x,0) = x sin % voor x # O;
£(0,y} =v.

a) Is f(x,y) continu in (0,0) ?
b) Bestean de parti&le afgeleiden van f(x,y) in (0C,0)?

4. Bepaal de partiéle afgeleiden van

a) gz = arcta.n;—;- ; b) z = (Jc-qr)x"afY .
5. Bepaal de parii€le afgeleiden van
8) z =2 ; b) z = xye¥Y
6. z = e arcsin{x-y). Toon aan dat g_z + g—-—z- =z,
T. Gegeven: z = 2x > -
x +y
az a7z

Bewijs:

3z dz

ax+yay—220

8., z = xz arctan % - y2 arctan ? « Bewijs dat =x

9. Gegevenz=f(-) Toon aan: x —— +yay 0.

10. Bepaal de (totale) differentimal van de functie

£(x,y) = log tan ; in het punt (8 2)
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i1,

12.

13,

4.

15.

16.

17-

18,

nr.8.2.

Bepaal de {totale) differentiaal van de functie f(x,y) = arctan %—t%r- in
101 =
het punt ('27, -3~)

Bepaal de vergelijking van het raakvlsk in het punt (1,2,2) aen het opper-
3
viak z = \/‘12-:qr2 .

Bewijs dat het raakvlak in het punt (=2,1,-13) san het oppervlak
z = 15x + 4y2x2 + 3y2 + xy4 evenwijdig is aan de x-as.

Gegeven is z = s8in x sin yvoor 0= x < n; O< y <m,
a) Bepaal de vergelijking van het raskvlak in het punt (xo,yo,zo).
b) Bepaal (xo,yo,zo) zo dat het reskvlek evenwijdig is aen het xy-vlak.

Gegeven: z = xz - bxy + 5y2 +2x + 2y,

a) Bepaal de vergelijking van het raskvlak san dit oppervlak in het punt
(%409012)-

b) Bepaal (xo,yo,zo) zo dat dit raskviak evenwijdig is aan het xy-vlak.

Gegeven is: y3 = 6x* + 2, Hierdoor is y als functie van x vastgelegd.
Bepaal van deze functie het extreem en de buigpunten; teken ook de grafiek.

Gegeven iss y’ + 3% - bxy = 0.

Bepaal de punten op de kromme waar

1) de rasklijn evenwijdig is aan de x-as;

2) de raaklijn evenwijdig is aan de y-as.

N.B, Het punt (0,0) wordt buiten beschouwing gelaten.

Gegeven is \(;Z-yz = gre¢sin % + Bereken -g';L in de snijpunten van de kromme
met de rechte y = %x.
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Gegeven: 2z = xaex‘y, x = log t, ¥ = sin t. Bepaal ==,

1. dt
. _ . 2 2 t e o - dz
2., Gegeven: 2z = x arcsin(x” +y°), x=e", y = tan t, Bepaal at
3. Gegeven: =z = xy, xX=rco8 g, ¥y =rsin g, Druk -g-::— en gf uit in x en ¥
4. u is een functie van x=£9%-2 en y='s-£%£.Druk % uit in X en y en -
de partiéle afgeleiden van u nasr x en naar y. |
5. x = ¢0s8s usin v Beschouw z als functie van x en y en druk -g—; en -g—-:‘%
= gin u cog v uit in w en v,
z = 20 + 3%
6. Gegeven: u = log{(x-8a)% + (y-b)a}.
2 2
Toon aen dat L2 + &2 - o,
oy’
7. Gegeven: u = {(x-a)® + (y-1b)° + (z-c)a}-%.
2 2 2
Toon ssn dat & +24 ,&U _ o,
2 2 2
ox dy G-
3 3 3
8. Boor x” +y +2 ~3xyz=0 en x+y +2z=1 zijny en z als functies
van X gegevens d:'n'uk %’% uit in x en y, g—; in x en z,
9. Gegeven: x +y + z = 13 x* + y2 + 22 = 25, Beschouw x als ocnafhankeli jk - |
iy dz 4%y a3z
veranderlijke en bereken T ! dx ? o2 en :1;2- voor (x,y,z) = (4,-3,0). -
x2 2 z2
10, CGegeven is EriRd y_}_ + 27 = 1. Beachouw z als functie van x en y.
3
Bepaal 3:% en % en daarna de vergelijking van het raskvlak in het punt
(‘2!1!'3)'
11. Door ze™ = te’ en -2x +2y +2 +2t=3zijn z en t gegeven als functies

van x en y, Bepasl in (x,y) = (0,0) de wasrde van %,%?,%t; en %—;—
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é{ 12. Op het oppervlak x3 - 2x2y - 32 + 4y = 0 ligt het punt (t,1,1).
s 2
. 9°2
Bepaal in dat punt %oy
13, Gegeven: x +y +z +u=5; xyzu = 2, 2
Beschouw X en y als cnafhankelijk veranderlijken en bepaal ;;;; in het
punt (1,1,1,2).
14. Gegeven: exy - z2 - arctan xy = 0.
2
Bepaal 92 in het punt (0,0,=1).
2
oy
15. Gegeven: xu +yz = 2; Xz +yu = 3, 2
Beschouw 2z en u als functies van x en y en bepaal aaxazy in het punt
(0,1,2,3).
16, Gegeven: xy +zt =33 x+y +tz2+t=25, 2
Beschouw x en y als onafhankelijk veranderlijken en bepaal aa xazy in het
punt (X’Y:Z’t) = (151:2!1)'
17. Gegeven: xy + xz +xt +yz +yt + 2t = 0; x +y4 +2+t =4,

cv,c:u
LY (=]

Beschouw x en y ale onafhanelijk veranderlijken en druk uit in x, y, 2

en t.

18. Gegeven: xy + yz = 2z + 22, Beschouw x en ¥ als de onafhankelijk verander-

1i jken en druk %% . %?- uit in x en y.
19, Gegeven: z = f(x,y). Verder zij x =uv, y = %-.
Druk ;;g; uit in 2z, u, v en de partiéle afgeleiden van z naar u en v,
1 2 azz
20, Gegeven: z = f(u,v)en x=uv, y =u + v+ Druk y — uit inu, v en de
: ax

partiéle afgeleiden van z naar u en v.

21, Gegeven: z = f(u,v); x

Druk aaz
dxdy

naar u en v,

log \Ez+v2; ¥y = arctan % .

uit in u, v en de parti€le afgeleiden van le en 2e orde van z

uv + 1 U=-v uv -1
» '.Y== ’ Z2 =0
u+v u+v u+v

22, Gegeven: x = & , 8% Oenb £0,
i Door hieruit u en v geélimineerd te denken, kan men 2z als functie van x en y
beschouwen: z = £(x,y). Druk de partifle afgsleiden van de le orde van z naar

x en nasr y uit in u en v (pas III.17G. toe) en druk dasrns oz en g-f;- uit

ox

{ in x, y en z.
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23, Gegeven: y is een functie van x. Men voert nieuwe veranderlijkeﬁ zen t in

door de betrekkingen:

2

X + y2 + 22

+ t2

X +y +z +1% 0.

Druk %%- uit in %% y X, ¥y, 2 en t,

(t-x) +$2 (z-x)

(y-t) + L& (y-2)

. 4y _
Antwoord: ax
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1. Op de zijde AB van A OAB ligt een punt P tussen & en B zo, dat AP : PB = A : .
Druk de vector OP met behulp van A en p uit in de vectoren Qh en OB.

2. Bij het parallelogram OABC (OB en AC diagonalen) wordt BC met zichzelf ver-
lengd tot BD. Druk OD uit in QA en CB.

3. Ligt het punt A(3,-2Y2) op de rechte x = (1,¥2) + A(-V2,3) ?

Bepaal de colrdinaten van de snijpunten van deze rechte met de assen.

4. Bewijs dat het punt 4(3,4) ligt op de rechte x = (1,5) + A(2,-1).

In welke punten snijdt deze rechte de assen?
5. Bepsal het snijpunt van de rechten x = (2,1) +A(1,3) en x = (0,3) +u(1,1).

6. Bepaal het snijpunt van de rechten x = (9,0) + A(7,8) en x = (0,8) + K(8,9).

Ix

7. Geef een parametervoorstelling van de rechte, die de volgende vergelijking
heeft: 4x + 3y - 2 = C.

8. Geef een parametervoorstelling van de rechte, die de volgende vergelijking
heeft: 3x + 4y -~ 5 = 0,

9, Geef een parametervoorstelling ven de rechte door A(-1,1,4) en B(1,2,3).
Waar snijdt deze rechte het XY-vlak?

10. Ceef een parametervoorstelling van de rechte door A(1,2,3) en B(2,4,3).
Bepaal het snijpunt met het XZ-vlak.

11, Geef een parametervoorstelling van het vlak «, waarvan de vergelijking
luidt: 2x + 3y + 4z = 7.

12. Geef een parametervocrsielling van het vlak o, dat gaat door het punt
A =(1,2,1) en evenwijdig is aan de rechten x = (-6,2,0) +A(1,1,1) en
X = (5’1y5) +[~|-(6,251)-

1

13, Bepaal een parametervoorstelling van het vlak door © en de rechte
x= (1"‘110) + a(2,1,1).

14. Geef een parametervoorstelling van het vlak door 4(0,1,1) en de rechte

x = (1,2,1) + A(2,1,2). Bepaal ook de vergelijking van dit vlak.

N EMT TR

15. Bepaal het snijpunt van de rechte 1, die door de punten A(1,2,3) en B(4,5,-3)
gasat, met het vlak, dat wordt gegeven door de vergelijking 2x - y + 32 = 4.
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Bepeal het snijpunt van de lijn door A(1,0,-1) en B(2,3,4) met het vlak
x = (1,0,3) + A(1,4,5) + w(1,3,3). 5

Gegeven het punt A{1,1,2) en d&e lijn m, voorgesteld door
x = (0,0,1) + A(1,0,0)}. Bepaal een parametervoorstelling van de lijn £ door
A, die m en de Y-as snijdt.

Toon aan dat elk der heide volgende drietalléﬁ punten op €én rechte liggen:

B-) A(6’1’“3): B(O:"Z!B) en 0(10,39‘7)5

b) A(5,3,4) , 3(835’2) en 0(291’6) .
Sehrijf v als lineaire combinatie van a, b en c.

y-= (6’17!16)3 a = (13415)5 E = (2!594); [s3 5'2':1(1!2:())'

fl

.(11"2u3)s b= (4:"3’1)v

Sehrijf v = (-1,4,7) als lineaire combinatie van a

e= (3"‘235)'

(1,2y3), b = (211’1)v

L}

Schrijf v = (5,-2,3) als lineaire combinatie van g
g = (1)0!1)' \

Bewijs dat elk der volgende stelsels vectoren onafhankelijk is:

1) (1v3); (2,5)

2) (1:2’3)5 (1!1,4)5 (1,3,5)-

3) (1!1!1’0)3 (1r2y1’2)§ (0,1,3;-1); (1,-1,2,1).
4) (1’293"“2)5 (1,1!4t3)2); (1,5,5:1,3)-

Bewijs dat elk der volgende stelsels vectoren afhankelijk ist

1) & = (2;1!5) 3 b= (3!2’1) } &= (1!079) ; 4= (1!2’17)-
2)a=(31,2-1); b= (2,-1,,1); ¢ =(5,54,-5); &= (~2,-9,-3,9).
3)2“(““” H E”(“&“ H Q’(h%ﬂ .

Onderzoek of de volgende stelsels vectoren afhankelijk of onafhankelijk zijn:

1) a = (1'2’3) 3 b=1(321) ;5 e=1(-327 .
2) & = (1,-1,4,2); b= (2,0,2,1); g = (7,-316,8).
3) a4 = (4s5!2) 3 b= (1s8:2) iy &= (141491) .

Onderzcek of de volgende stelsels vectoren afhankelijk of onafhankelijk zijn:
1) & = (2’3!4) (5!2,1) H = ('4;5;10) J
a

<
2) & = (4,-3,5) = (2,-4,7) 3 ¢ =1(10,53) .
3) a8 = (2’4’"1:“1)3 (135!1"2)? e = (;{;3’39'2)'

= 1o [
[
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Onderzoek of de eindpunten van de volgende viertallen vectoren in één vlak
liggen:

1) (5;2,13) s (1,-2,4), (5,¢,2) , en (2,-3,-4).
2) (-4,-2,%3), (1,3,-2), (0,3,-2), en (5,-2,0) .

Toon aan dat het viek x = (-3,4,-1) + A{1,2,-1) + p(3,1,-1) door C gaat.

Bewijs dat het vlak x
gaat.

(0,2,5) + A(1,5,-2) +p(1,7,3) door de corsprong

B

Bewijs dat de rechte x = (6,7,6) + A(~1,1,1) evenwijdig is aan het vlak
X = (6!1’2) + 02(1,2,3) + 3(5!1’3)-

Bewijs dat de rechte x = (1,0,20) + A(2,1,3) evenwijdig is aan het vlak

Tex+y-2=1.

Bewijs dat de vlekken x = A(1,4,4) +p(2,1,3) en
x = (1,1,0) +p(=1,1,1) +0(3,0,2) evenwijdig =ijn.

Gegeven zijn de vectoren:

a=(1,303); b= (2-1,-21); ¢ =(0,7,2,5); &4 = (51,-4,5).
Onderzoek de afhankelijkheid van de volgende stelsels vectoren:
)a byg; 2)a b 4 3)a g d.

Bepaal verder een basis voor de deelruimte opgespannen door &, b, ¢ en d.

—

Gégeven zijn de wvectoren:
a = (1’2!33'1); b= (2’3y4’0)3 c = (1"'11231)3 d = (19‘4,1’3)-

Onderzoek de afhankelijkheid van de volgende stelsels vectoren:
1)@')2’9_5 2)a, b, d;s 3)a,c, d.

Bepaal verder een basis voor de deelruimte, opgespannen door a, b, cen d.,

Gegeven zijn de vectoren: & = (8,0,-9,8), b = (12,-10,6,6),
e = (437:"'63‘8)! g4 = (Bs'7;3!6) €en g = (01'3,12!"10)-
Bepael de dimensie en een eenvoudige basis van de door a, b, ¢, 4 en g

a——

opgespannen deelruimte.

De vectoren a = (3,-2,3,1); b = (2,1,-2,-1); ¢ = (1,1,2,3), spammen een
vectorruimte U op.

a) Bepaal de dimensie van U.

b) Behoort 4 = (1,4,3,1) tot U?

c) Behoort e = (-4,2,1,3) tot U?




36,
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De vectoren a = (1,2,3,4), b = (2,-1,0,2) en ¢ = (4,-%-1,-1) spannen een
vectorruimte U op.

a) Bepaal de dimensie van U.

b) Behoort 4 = (-4,1,-2,10) tot U?

¢) Behoort e = (3,1,2,1) tot U?

1

;

Gegeven zijn de vectoren: a = (3,-1,4,7J), b = (1,-3,2,5), ¢ = {2,6,1,-2),
d=(53,2,-1) en g = (0,4,=1,-4).

Bepaal van elk der volgende vectorruimien de dimensie en een hasis.

1) U1 opgespannen door a, b en ¢
2) U, opgespannen door &, b en ¢.
3) U3 opgespannen door &, b, ¢ en €.

Geef ock een voorbeeld van een vector die niet in 132 ligt.
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Geef van elk der volgende stelsels homogene vergelijkingen de oplossing in
vectorvoorstelling en controleer telkens de relatie:

dim. opleossingsruimte + dim. ruimte der rijvectoren = aantal onbekenden.

]
O

4
2x + *x =-2x +3x =0
1 2 3 4

1e ¥ +2x +3x - x
1 2 5 3

I
O

4x + 6X + X + 2x
1 2 3 4

It

2 3x1 - 2x2 - 5x3 + 5x4

il

Tx, = 5%, = Txy + 7x,
-5x1 + 3x2 + 5x3 - 5x4 = 0.

3 x, + 4x2 - 3x3 = 0
x1 + x2 - xs = 0
3x1 + 6x2 - 4x, = 0.

4. 4x1 - 3x2 +tox, =
-2x1 + X, - 2x3 =0

i

2x1 + x, + 5x3 =0,

5% x + x - x + x =20
1 2 3 4
X - X +2x =0
1 2 4
- + o=
3x1 x, 5x4 0
+ -2 = 0,
x1 3x2 x3 0
6. x +2%x =290
1 2
-2 + x =.0
2
2x + x =0
2
-x + x =20,
1 2
Te x1 + 2x =0
- X + x. =0
2 + - =
x1 5x2 X 0.
8. + -2 =
5x 4x2 x3 0
1 + 1 - =
3x1 4x2 4x3 0
- - + =
Tx 5x2 3x3 O
11 + 1 - = .
x 3x2 3x3 0
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9. 5x1 + x,

2x - x + x_ +
1 2 3

5x1 + 5x2 +4x, - 5%, =
2x1 + 9x2 + 3x3 -0x =

+2x3-— X, =

= »M N
o o o O

~

Ios de volgende stelsels inhomogene vergeli jkingen op.

10. x1+ x2-2x3=0
2:»:1 %, - 3x3 =0
4x1 - 2x.2 - 2x3 =0
6x1 - %, - 5%, = 0
7X1 b 33[2 - 4}{3 = 1.
11, x, + 2x2 +4:\c3 + 7x4 = 0
-2x1 + 3x2 + 5x3 +4x, = ~4
2x1 - %, + X, = 3.
12. x1 - X, + X, + 2x4 =2
2x1 - 51:2 +4x, - X, = 3
X - X, ¢t 7x4 = 3,
13- }C2 + 2X3 = 1
x,. + 2% 53:3 = 2
3x1 X, X, = 3.
14. =
4 X, + 2x3 1
- xa 3 = —1
2x + 5% - x, = T
15. - =
5 x1 + x2 + 2x3 + 3x4 2x5
2x  + 4x - 8x5 = 3
- + =
2x2 4x, + 6x4 +4x, = 0.
J‘ 16. X + zy = O
x+4y -2z = 4
" 2x +4z = - 8
3x + bz = =12

-2x - 8y + 4z = - 8.




17

19,

20.

21,

22,

23-

nr.11.3.

+ -z = =i
x1 2x2 2x3
- = 9
2x1 4x3
x +ax = =1,
2 3

Voor welke waarde(n) van a heeft dit stelsel één of meer oplossingen?

Bepaal deze oplossingen.

X+ y=2a+?
ax + y =3
(3a~-1)x +ay = Ta=-2.

Voor welke waarde(n) van a heeft dit stelsel een of meer oplossingen?

Bepaal deze oplossingen.

X+ 2y + z=8a+2
(a+1)2

ax + y+ z=8+1

B

X - ¥y +8&z

Voor welke waarde(n) van a heeft dit stelsel een of meer oplossingen?

Bepaal deze oplossingen.

Schrijf een matrix op van 3 rijen en 4 kolommen, die
1) rang O heeft;
2) rang 1 heeft.

Bepaal de rang van de beide volgende matrices:
1) 1 2 0 5 1 ) A o 3 1\
-1 0 -3 3 3 2 1
1 -2 1 =3 c 2 2 3 1 .
3 =3 9 =5 2 - 2 -2 4
2 3 -2 5 -3,

Bepaal de rang van de matrix

1T 2 3 4
T3 5 1) .
1 4 7T 10

Bepaal de rang van de volgende matricess:
1) 1 2 4 0 =2 2) 1 -1 0 03
-2 =3 =1 1 0 2 1 0 1
c 1t 7 1 2 -2 0 6
-2 =2 6 2 -4 -1 =2 1 2
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24. De rang van de volgende matrix is 2, bepaal a.

1 2 a 3
=1 a 2 1 .
2 1 <3 a3
25. 1 o 2
1 2 3
2 8 a
5 b 13

Bepaal a en b zo, dat de rang van deze matrix 2 is.

26, Voor welke waarde a heeft de volgende matrix de rang 27

3
5 2
1 2 a

27. Van een stelsel homogene vergelijkingen is de coBffici&ntenmatrix:

1 1 «2a-2
2a 1 -3 .

3a=1 a =Ta+2

Voor welke a is de dimensie van de oplossingsruimte O resp. 1, 2, 37

2 2 &y 312' 1
28, Gegeven: x. = I &,.7V.31 .= L . waarin =
¥ o= M 79t YT P a a -2
21 22
“11 %12 2
Bereken de matrix uit de relatie x. = & ¢, 2y »
: 1 22 T g I
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1. Bereken:
a) 0 =718 +29 b) |7 <3 8 e) |7 9 4
718 0 384 9 11 5 & 5 4
-29 =384 0 8 8 3 2 5 3

2. Bereken de volgende determinanten

a) 1-4 1 0O 1 b) 11 3 -4 5
-2 0 2 1 =13 =4 5 =6
¢ 2 -3 0 18 5 -5 7
-7 2 0 2 8 2 =2 3
%. Bereken:
a) |1 3 -1 2 ) {4 6 2 5
-1 1 -1 & 9 3 7
2 1 =2 5 6 2
¢ 3 4 1 7 10 8 3
4. Bereken de volgende determinanten
) |11 1 0 O b) 12 4 6 5
1 2 1 o] 3 6 9 2
T3 3 1 5 3 2 3
1 4 6 4 7 2 5 4
5. Los x op uit: |2 =x-2 4
1 x-1 2| =0.

6. los x op uit: |x
2 x 2l =0,
3 2 x

Te a) Gegeven: A(2!1)! 8(412)3 C(3y5)-
Bepaal de oppervlaktie van A ABC.
b) Gegeven: P(1,2,3), Q(4,5,6), R(7,8,15).
Bepanal de inhoud van het viervlak OPQR.

F

=
o
R
L
O
=
Ea
T
‘I
4.'""
W
3
b
)

8. Bepaal de inhoud van het tetraeder ABCD,
A(1v2,'1); B(‘210’5); C(‘314;‘4); D(2,1,0).

- mrme
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11.

12,

13,

14.

15.

16.

Bepaal de inhoud van het tetraeder ABCD.
4(2,3,4); B(-2,4,8)3 C(1,1,5); D(0,2,6).

Bepaal de inhoud van het teiraeder ABCD.
A(1’6,7)§ B(5’9,11); 0(43832)3 D(211’8)0 '*'

Los met behulp van de regel van Cramer y op uits
X- y+32= 6
3x -2y + Tz = 14
x+3y -3z =-4.

Los met behulp van de regel van Cramer x op uit
3X+4}r+22=6
4x + 6y + 3z = §
2x + 3y + z =1,

Los met de regel van Cramer X, OP uit

X, + 3%, v X,
2x1 - 3x2 + Xy
5x1 + 3x3

I
[GIRS)]

]

Onderzoek of de volgende vlakken door €én punt gaan:

O O O

2x + 3y + =z -6
X=- y+idz -4
Tx + 5y - 32 - G =

=X + Ty - Gz + 4

+

T~

Onderzoek of de volgende vlakken door één punt gaan:

X- y+ z =0
5* + 3y + z - 8
2x + 4y ~ 3z + 10
6x+ y+ z + 5

H

]

)

Onderzoek of de volgende vlakken door één punt gaan:
X+ y+ z- 1=0
2x + 3y +4z - 1 =0
qx + 2y + 32z + 6 =20
3 +4y +2z - 14 =0,

nr,12,2,
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Teken in het complexe vlak de beeldpunten van de getallen

2 ==33 g =2iy z,_="1+13 = =y3 -1

1 2 %

en schrijf deze getallen in de vorm re'? (- n<g¢ <, r > 0).

z, = -1-1Y3, z, = -2, Teken de getallen z,, 2z, en z, +z, in het complexe

vlak. Schrijf elk van deze drie getallen in de wvorm re? met -n < P s m,
r> Q. |

Teken de beeldpunten van de getallen

lyd I ni 2 ni -3qi
2e° V2 et ; 23 ¢° i 2y2e ?

en schrijf deze getallen in de vorm a +bi (a en b reéel).

- ni
2 Sni T2 -1 - ——1
Z = e = 2e . Teken de getallen =z Z Z n in
1 3 * 2 © de & 17 Zpr By B U B T

het complexe vlak. Schrijf de laatste twee getallen in de vorm a +bi.

Teken in het complexe vlak het beeldpunt van een getal z.

Congtrueer dan de beeldpunten van de getallen z+2, ~2z,-%, z=-2i, iz, E;

-iZe

Teken het beeldpunt van een complex getal z, 7
- i < ni ni
Construeer daarna de heeldpunten der getellen ze Enl, 3236 " ’ zeg .
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1. Geaf in het complexe vlak aan waar de punten z liggen die voldoen aan de

beide ongeli jkheden

2

o

|z+‘i-i <2 en En<argz<in .

2. Hetzelfde vecor de punten z, die voldoen aan

7+ 31

aTg z - 1

=
2

3. Bepaal de meetkundige plaats van de beeldpunten der getallen z, die wvoldoen

aan &én der volgende voorwaardent

a) |z-3i| =|2+2i-2| ;
z=-1 _ =

b) 8re 2 ¥1° 2 1}
z=3 _

e) Imz+2i—-0.

4. Waar liggen de punten z die voldoen aan

2% 22
a) —_—ree =1 7 p) —F=—=17
~(1--z)2 (1-2)2
5. z doorloocpt de eenheidscirkel in positieve zin, te beginhen bij z = =1,
i

L¥]
Welke baan beschrijft w = 2e* =+ (z-1+2) 2

6. z is het complexe geteal ela, o redel.

2
a) Toon aan, dat w = -Z—-:Eg-ii regel is,
b) Beschrijf nauwkeurig de baan, die het beeldpunt van w doorlcopt, als

arg z toeneemt van 0 tot 2m.

7o 7z doorloopt de eenheidscirkel. Welke baan beschrijft w = Z:-:‘Il.

Sehrijf arg w en |w| als functies van ¢ = arg z (~n < ¢ < x).

?

-

ST

&

I 8. 5tel a is een complex getal, r en p reéel, r positief,
Laat zien dat de meetkundige plaats van de beeldpunten van de complexe ge-

tallen z die voldoen aan de vergelijking

(z+a)(Z+2) = x°

een cirkel is.
leid de vetrekking af waarasn p en a moeten voldoen opdat hetzelfde geldt
voor de vergelijking zz + az + az + p = 0.




TR RERE RN

AL AT BRI

@
!

Qe

10.

1.

12.

13,

14,

150

16.

17.

Log op: (z-1i)* = =1 en
11 jking.
Dezelfde vragen voor de

z10 +Z8 + 26

I@sop:(z+2—if =1
gelijking.

IlI‘.13.20

teken de beeldpunten van de wortels van deze verge-

vergeli jking

+z4+z2+‘|=O.

en teken de beeldpunten van de wortels van cGeze ver=

Dezelfde vragen voor de vergelijking
2V +2% 4.+ 22 42 +1=0.
b
Schrijf de som Z cos 2mp met behulp van complexe getallen als een pro-
m=k
duct.
p
Schrijf de som Z sin 2mp met behulp van complexe getallen als een pro-
m=k
duct.
i
zn

ei tan x
Bepaal j‘ —

Bereken Jéos RX e"mﬂ[2 dx .

2

oo
Bepaal j;-bx sin ax
o

Analoge vraagstukken
Salet I, Hoofdstuk II,

dx (b >0),

§3 nrs. 1, 2, 6, 7, 8.
§ 4 nrs. 4, 6, T.
§ 5 nrs. 4, 9, 11,




i
e
3
gﬂ;\l
3
3:

L

1.

2,

3e

4o

Se

6a

Te

B

9e

Gegeven 1g de differemntisalvergelljking:

xy" -~ (2x+1)y' + (x+1)y =0,

2

a) Toon azn dat y = x o~ voldoet.

b) Zoek nog een oplossing.
¢) Schrijf nu de algemene oplossing op.

Gegeven is de differentiasalvergelljking:
2 1] [ ]
xy" -xy' +y =0,

a) Toon san dat y = x log x voldoet.
b) Zoek nog een oplossing.

¢) Geef de algemene oplossing,

d) Bepaal de oplogsing waarvoor geldt

y(1)=1 en y'(1) = 2,
y = £(x) voldoet aan de differentiasalvergelijking

y"+y =2y

Verder is gegeven: £(0) = 33 £1(0) = 1,
Bepaal f(x)e

Ios op: yM = 6y" + 11y! = 6y = O,
Bepasl alle reéle oplossingen wvan

y(4) + 25" +y 0. | .

]

(4)

v -y' =0, i .

]
e}
-

y™m - 2y' + 4y

y'-y-x-1=0.

y" + 5yt + 6y = 6%,

nr.14.1 ®
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10.

1.

12,

13.

14.

15

16.

17

nr.14.2.

ym - 2y" - 5y 4+ 6y = sin x,
y¢ o+ m2y =a cos mx +b sin mx, voor alle refle &, b en m.
y(4) -2y +y = 24xex.

sin xo.

y' - 4y' + 0y

yU - 4y = X 4 T

-3yt 2y

il
"
L]

y' +y = x8in x.

a) In een bak van 60L met een oplossing van de concentratie x(t) voert men
1L water per sec. toe en 1L oplossing per sec. af. last x(0) = ¢; be-
paal x(t).

b) De bak wordt tevoren in twee delen van 30 L verdeeld door eer schot met
een opening (toevoer in het ene deel, afvoer uit het andere); de concen-
traties zijn er y(t) en z(t). Laat y(0) = z(0) = ¢} bepaal y(t) en z(t).

Analoge vrasgstukken

Salet I, hoofdstuk IX, § 4, nrs. 1, 3-6.
§ 5, nrs. 1-16.
Salet II, hoofdstuk XIII, § 1, nrs. 1-17.
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Bewijs met de definitie van convergentie wvan ©en reeks dat de reeks
waarvan de aslgemene term in de volgende opgaven gegeven wordt, con=
vergent is en bepasl de som,

n+1
1.uh- e-x dx, nb?.
n
n+1
2.uh-f %, n=1,
N x
3 '-s:l.n(l-- L )cos (1—+ ——) >1
¢ U n " n+i n+i/? n=t
! =1
4.un=n2_i." n .
n+t 2n+1
5.11,‘1-(-1) m, n=1,

1

% % = T@+3) Y nE

(nderzoek met de vergelijkingsstelling of de wvolgende recksen conver-
gent of divergent zijine '

7.1+%+L2+'13‘ "1: '25" see @
2 2 2 2
(e T NP
a.a,o-t-:'-.a‘ g t—=3 t—5 tee.meta gehealeno-:a. <9.
10 10 10

(Dit is een decimale breuk.)

1 1 1
9. 1 +1 +2 +i + s e + + oo #
n+-—
n
1 1 1 1

10, + + + + oee o
2,4% 3,28 437 547
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Onderzoek met de vergelijkingsstelling of de volgende reeksen
oonvergent of divergent zijn,

1M, (1+3) + (1 +§)z +(1 +%)3 + (1 +4‘3‘{)‘ Toee o

12, I -""4'—" .
n=2 Yn{n? =1)

(- -]
13, T n=1

=—  (voor elke p).
n=1 nof

t 8

. 4. L+ @)

n=1

1000 .
n=1  (2n=1)?

6, 3 Imt1-n

n=1 n

ts 8

15

TTEATEE T E IR

[- -]
17. & sin .
nwq

oo
18, b lSinl'o
n=t 2 n

19. T (1 - cos 1),

n=1
ot 1
20. b Bin _r .

n=1000 a
e
: 0o
¥ 1
. 2. ¢ 2
- n=1 2108 :n
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2
22, I .
n=i Va4 3m+2
o n
23. z -'1 = + 1 .
n=1
0 n> =100n® +n
240 L 4,13 2 *
n=1 n° +n «8n" +1
®  aretan n
25 3 @Amm—————,
n-'l 12 o n + 1
[~ -]
26, £ (In* +n-Vn* =n)
n=1
o
27, © o708 Y,
n=1
[- -]
28, & n arctan —— ,

1
n=1 mf;

o0
29, X —La:cta.n\f;..

n=i n]Ex

-~
30,  nle™ o,
n=1{

1
n

[= -]
31, § n"P cos voor alle reéle waarden van p.
n=

1

Onderzoek met Cauchy/d 'Alembert de convergentie van

32. & n? P voor de verschillende waarden van p > Q.
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Onderzoek met Cauchy/d'Alembert de convergentie van

® nl
33, § 2.,
n={ §
&« n
3. B 2=,
n=1 10
[~ <]
35¢ & n° e CO-B,
n=1
co n(n~1)
. I a
o n
n+1 :
e 2 Grar) .

oo -n
38, & (@%*-2n)e .
n=1%

Onderzoek of de volgende reeksen convergent zijn en zo ja, of zij
absoluut of relatief oconvergent zijn,

oo
39, cos mm

I ——.
n=1 \(2n+1

N oo n
w0, 3 L1
n=1 n+ﬁ ,

a3 42

z
) logn

bl Al Aty

o0
g 42. 5 staZ2, (fn-1 - Vn+1),
& n=1
o0

5, 8 (a) eem

n= n *




nre’1 5.5,

g oo 40
i 44, I (n” —
n=1 log (¢ +e )
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1. Bepasl de convergentiestraal van de volgende machireeksen

o © n_m oo n(n+1)
a) I o5, b) » B nx, .« o) T (=17 x_____z .
n=1 n=1 : n=1 3211 +2n

2, Bepaal de convergentiestraal van de volgende machtreeksen

o0 0 I m o0
a) L nlx. b) & 22E. o) 2 (1" PaginnE,
n 4
n=1 n={ n n=i

3¢ Bepaal van de volgende machtreeksen
1) de convergentiestraal;
2) het gedrag in de randpunten;

3) de som voor die waarden van x waarvoor de reeks convergeert,

oo n oo nxn
a) 2 (n+4)(n+3)x. b) I .
nw=o = a+1d

44 Bepaal van de volgende machitreeksen
1) de convergentiestraal;
2) het gedrag in de randpuntens
%) de som voor die waarden van x waarvoor de reeks convergeert
(elleen in de gevallen b) en o)),

oo 2n+1 o0 n
o+ x n+1)x
&) 2 U mEnEmeTy s ) ZTE

eo n+

2
) I otavEy e
=1 B R +2
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5¢ Onderzoek de convergentie en bepaal de som van de reeks

- s n
T !ﬂln IZ co8 X

n=1 n

6. Onderzoek voor welke x de volgende reeksen convergeren

©o R oo x Ne={ o0 en (x-xz)
@) 2 Q). ) oalEy) . o) . Togla+1y *

Te Onderzoek voor welke x de volgende'reekaen convergeren

o0 o0
&) I (_1)n+1(2_+x)2n+1. ) I ™™ ayctan 1—.
n1 n=1 n

® +2
0) ) -—;—"_—.

n=2 x2 log n

8, Bepaal van de volgende reeksen
1) de convergentiestraalj;
2) het gedrag in de randpunten,

[+ -]
a) T (3"-e"). 1) = m- n)c"
n=

n=1

9, Bepaal van de volgende reeksen
1) het convergentiegebied;
2) het gedrag in de randpunten.

= =1 n o g™ n
a) 2 2 I- b) 2 xO

n=l n m1f+f




5 nr.16.3.

Analoge vraegsiukien,

Salet I, Hoofdstuk VIII, § 3: 1, 4(1°, 2°, 5°),
5(19! 30! 60)’
6(109- 3°)i
7, 12.
§ 4: 1(2°, 4°), 6.

iy ) fal
* o lng

R R
¥y

e

STy SRR
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1. Geef met behulp van de astandaardrecksen de reeksontwikkelingen tot
aan de term met Y van de functies

sin x
a) >
x(1 +X )

: b) log cos x,.

2. Geef met behulp van de standasrdreeksen de reeksontwikkelingen van
de functies

a) 995—%- tot aan de term met x'+ b) log (x + V1 +x2) tot
1+x

aan de term met xs.

3. Bepaal eveneens met behulp van de standaardreeksen de Taylorreeks van
de funecties

1
a)cos xrond x = 23 b) rond x = 2,
3 =

"4, Bepaal eveneens met behulp van de standaardreeksen de Taylorreecks van
de functies

a) ¥x rond x = 1 ; b)sin x rond x = &

4°
5« Bepaal met behulp van reeksontwikkelingen
. x x4x2 x _2
a) Lin $RE=X, p)2m pErlogo)lm Tsgox
x -0 X =0 X0 X

6. Bepaal met behulp van reeksontwikkelingen

x 2
a) lim 1°gc(gﬂ+:)_-1£, SETMEGELNCELET RS
log gr%a_.n_:_:_ +3 x sinh x
o ¢) lim ; .

b dud: X




Te

9e

10,

11,

12,

13,

HI‘;17.20

Cnderzoek de volgende reecksen op convergentie

et oo
1 SN 1
a) 2 (1-coshz); b) B (log(2+7) - 1og 2 - 32)
n=1 n=1

Onderzoek de volgende reeksen op convergentie

oo
(arctan 1. 1—); b) 2 (a1/n -1); a>1,
n=1 non n=1

Voor welke complexe waarden van z ..onvergeert de reeks

Voor welke complexe waarden van z convergeert de machtreeks

nz
8 - 7
> e

n=1n

Voor de berekening van sinh 1 worden 3 termen van de reeksontwilkkeling
gebruikt, Geef een schatting van de gemaakte fout volgens de methode
van de meetkundige reeks (zie collegesyllabus VII.24).

. . X .
Hoeveel termen van de reeksontwikkeling van e moet men minstens nemen
1/10

van de methoden die in de collegesyllabus op blz. VII,24 2zijn aange-

om e in 4 decimalen nauwkeurig te berekenen? Gebruik hiervoor &én

geven,

1 . . .
Bereken cos 73 in 4 decimalen nauwkeurig en schai de fout met &4n der

in 12 gencemde methoden.
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14, Bereken sinh == in 6 decimalen nauwkeurig.

1

20

15, Bereken log = 3 met behulp van de reeksontwikkeling voor log -1— breek
de reeksontwikkeling af na de 3¢ term en bepaal van log -5 een o groot
mogelijk santal decimalen,

1/10 é ,
16, Bereken f e~t dt in 8 decimalen nauwkeurig door e~¥ in een
0

machtreeks te ontwikkelen,

Analoge vraacstukken

Salet I, Hoofdstuk VIII, § 3: 8, 9(1°, 2°, 4°);
§ 45 7, 11, 29;
§ 5: 13,
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1o Bepaal de afstand van de punten (2,1,3) en (-1,2,4).
2, Bepaal de afstand van de punten (-1,1,=3) en (-3,=2,3).

3, Bepaal de scherpe hoek, die de volgende rechten met elkaar maken:

x= (791"'2) + A(E,-'l,—-}) en x = (034:5) + F(1’3’2)-

4, Bepaal de scherpe hoek, die de volgende rechten met elkaar maken:

x-= (2y=3,4) + A(1,2,3) en x = (5!1!"‘3) + H('2’3!1)-

Se Bepaal de afstand van het punt (3,~1,5) tot de rechte

x = (0,~1,2) + 7\(212,1)-

6. De rechte £ is gegeven door: x = (2,1,12) + A(2,~3,6).
Bepaal de afstand van (2,1,12) tot het snijpunt van £ met het xy-vlak,

Ts Gegeven is

= (552’5) + 4\-(092!‘1) H
= (4""’51'1) + Il(3r'4’1) .

2 £t x
m:x

Bepaal de afstand van £ en m en een parametervoorstelling van de
rechte n, die £ en m loodrecht snijdt,

B8+ Gegeven is

£t x=(-1,3,6) +A(6,1,-2) ;
m:x= (04,3} +1(3,2,-2) .

Bepaal de afstand van £ en m en een parametervoorstelling van de
rechte n, die £ en m Joodrecht snijdt.

’ 9. Bepaal de scherpe hoek tussen

R e

a) de rechten 2x + 3y -7 = 0 en XxX~-5y+4 =03
b) de vlekken 5x +3y -8z =13 en 13x -2y - 11z=5,
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10, Bepaal de scherpe hoek tussen

a) de rechten 3x -4y -13=0 en x+ 7y +4 =0
b)devla.kken 2x+2y~ z=5 en x —‘z~4.

11, Bepaal de vergelijking ven het vlak U door het punt P(2,3,4) en
loodrecht op de rechte:

2x 2y + z= 5
X w2y =-2zml,

12, Bepaal de vergelijking van het vlak U door het punt P = (1,2,=1) en
loodrecht op de rechte £ :

i

IE‘F‘:

.
s

2x =y + z =13
I-y+22-2-

13, Bepasl de parametervoorstelling van de projectie van de rechte
£t x=(=3,T,=1) + A(3,-3,1) op het vlak U met vergelijking
3.‘! - 2y + 22 - 9.

14, Gegeven het vlak V : x + 3y = 4z + 5 = O en de punten A(2,2,3) en
B(4,2,1). Gevrasgd de vergelijking van het vlak W door AB en lood-
recht op ¥,

15, Bepaal in R, de afstand ven het punt (241,=3,1,=2) tot het hypervlak

waarvan de vergelijking is

“711 - 5:u:2 + 3x3 - 6::4 + 5x5 - 8 = 0,

16, Bepaal in R, de afstand van het punt (1,2,3,=2,~1) tot het hypervlak
waarvan de vergelijking is:

4x1-3x2+6x3+4x‘-2x’+8=0.

S 17, Gegeven is de bol x° + y2 + 22 = 8z + T = 0,
Gevraagd worden: &) het reakvlek in (2,=2,3);
b) de raskvlakken evenwijdig san het vlak
Ax -~ 8y + z = 31,




o
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18,

19,

20,

21,

22,

22,

25

26,

nre 1803.

Bepaal de reakvlakken asan de bol 12 + ya + 22 = g, die gaan doorx
de rechte x = (1,1,5) + A(=2,1,2),

Schrijf de vergelijking van de bol x° + y2 + 20+ 4x + 16y + 8z + 59 = 0
in de vorm (x - &, x - &) = r°, Wat is het poolviak van P(-2, -;-, -4 )
te0eve deze bol?

Bepasl de punten Q op de bol zodanig dat PQ rasklijn aan de bol is en

loodrecht op de x-as staat,

Bepaal de bol die ¢ tot middelpunt heeft en die zodanig is dat de
punten A = (1,-2,3) en B = (-1,1,4) in elkasrs poolvlak liggen,

Bewijs dat de vectoren & = (2,14,5) en b = (~11,=2,10) gelijke lengte
hebben en loodrecht op elkaar staan., Bereken een vector ¢ met de

eigenschappen ¢ L aenc L'k, Ig[ - 15,

Gegeven de punten A(2,14,5), B(=10,2,11), C€(2,-1,2) en D(~14,7,=14).
Bewijs dat ABCD een orthocentrisch viervlak is (een viervlak wasrvan

elk paar overstaande ribben loodrecht op elkaar staan)e.

Bereken de afstand tussen de lijnen

= (2,1,0) + A(1,2,3)

en = (2y04,=T7) + u(=2,1,1).

iK1

= (-1,2,0) + A(1,-1,2) 3
= (2,1,1) + p(1,~1,2) .

Idem voor x
X
Bepaal de scherpe hoek tussen de vlakken

Us: x+y +2z =3 ;
Vi2ZXwy+ z2=4,

Bepaal de vergelijking van het vlak V, dat gaat door de punten
A(3,-6,3) en B(1,~6,0) en dat loodrecht staat op het vlak

U:2x~35 +6z+T7T=20,
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27. Bepaal de parametervoorstelling van de projectie van de rechte
£t x= (3,210,6) + A(4,-9,7) op het viak U : x = 5y + 3z = 1,

28, Gegeven de punten A(2,1,0), B(2,3,6) en C(~2,3,6).
Bepaal de sinus van de hoek tussen OC en vlsk OAB,

29, Gegeven zijn de punten 0(0,0), A(3,4) en B(3,-6) in R,
Bepaal de vergelijking van
1) de cirkel door O met A als middelpunt;
2) de omgeschreven cirkel van A ABO;
3) de eirkel door B, die in O aan de X-as raakt,

30, Gegeven is de cirkel x? + y2 = 25,

L
4

{
-§%=
=

< I
gfu
3

.

Bepaal de vergelijking wvan

1) de rasklijn in het punt (3,~4);

2) de raaklijnen evenwijdig aan de rechte 4x + 3y = O;
3) de poollijn van het punt (-5,15);

4) de reaklijnen uit het punt (=5,15).

SR Ll

31s Door de rechten x - 4y = 12, x = y m 4, x + 4y = 4 wordt in R, een
A ABC ingesloten., Bepaal de vergelijking van de cirkel waarvan A ABC
pooldriehoek is; d.w.z. ieder hoekpunt van A ABC heeft als poollijn.

TR e

te0.vo de gevraagde cirkel de overstaande zijde uit A ABC,

M is het middelpunt van deze cirkel. Bewijs MA 1 BC.

‘—.,.

A ERN R SO O TE NN FI ML VAR

e

=T e

PO L SR, T e
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1. Bepasl de rechten die liggen op het oppervlak z = xy en evenwijdig
zijn aan het vlak 2x - 3y + z = O,

2+ Op het oppervlak z = x* - y2 worden gevraagd:
a) de beide stelsels rechtenj |
b) de (twee) rechten evenwijdig met het vlak x +y + 2z = O en hun

anijpunt;
¢) welke rechten zijn evenwijdig met het vlak x +y = 0 ¢

3+ Gegeven is het oppervlek: xz'- y2 + z2 = 1,
Gevraagd: &) de beide rechten op het oppervlak door (1,0,0)3
b) twee andere rechten, eveneens op het oppervlek en

evc?nwijdig met deze twee rechten,
4. Bepaal de aard ven het volgende oppervlak:
x2-6x-82.--i-y2+y-8=-0.
S5¢ Onderzoek de amard van het oppervlak

ax® + (1+a)y® - 2z’ ma = 1

voor alle reéle waarden van &,

6o laat zien, dat x2 - 1% - 4y2 - By = zz = 8 een tweebladige hyper-
bololide voorstelt.

7. Bepaal de vergelijking van de kegel met (1,0,0) als top en

X = o8 ¢
y = 8in ¢
z-ta.n%tp

gls richtkromme.
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12,

13,

14,

Ilro"t9¢ 24

Een kegeloppervlak heeft 0(0,0,0) tot top en tot richtkromme de
doorsnijding van de bol 2 + 32 + zz = A4 met de hyperbolieche ¢y=
linder xy = 1,

Bepaal de vergelijking van het oppervlek.

&) Bepaal de vergelijking van de kegel met top (0,0,2) en richtkromne

xz _ yz -1
zZ = 1.
b) Bepasl de orthogonale projectie op het XOY-vlak van de doorsnede
der kegel met het vlak z = x + 3,

Bepaal de vergelijking van de kegel met O als top en als richtkromme

x =2 +1
y =2t
Z"tz"1o

Bepaal de vergelijking van de kegel met top {1,-1,0) en als richt=
kromme de snijkromme van de oppervlekken

12-21+y2+2y+1-0;
X* = 2x +2° - 3 -0 .

Bepaal de rechte ¢irkel-cylinder met als richtkromme de cirkel

i2+y2+22-4; 2x +y -z =1,
Van een cylinderoppervlak maakt de as gelijke hoeken met de positieve
coBrdinaatassen; de doorsnede met het XOY-vlak is de hyperbool xy = 1,

Bepaal de vergelijking van het oppervlak,

Bepaal de vergelijking van de cylinder waarven de beschrijvenden
loodrecht atasn op vlak x + ¥ + z = O en waarvan de richtkromme is

%xz+y2+zz-2

X -y +z =20,




nJ‘-'-19-3o

T M R

15, De rechte £ : x = (0,=3,0) + A{1,2,0) wordt gewenteld om rechte
msx = p(1,1,1).

g

3\ Bepaal de vergelijking van het omwentelingsoppervlak.

16, Bepasl de vergelijking van het omwentelingsoppervlak dat ontstaat
als men de x-as wentelt omde lijn y = 2x =z = 1 = Q,

e
o

ARy A

e

Bepaal de rechte lijnen door (1,0,0), die op het oppervliak liggen.

17. Men laat de lijn £ met parametervoorstelling x = (1,0,0) + A(0,1,=1)
wentelen or de lijn m met parametervoorstelling x = u(0,0,1).
a) Bepaal de vergelijking van het door £ beschreven oppervlak,
b) Bepaal de standen van £, waarbij hij de rechte

x = (0,0,1) + v(1,1,0) enijdt.

(Cpm, : £ doorloopt juist &én stelsel rechten op het oppervlak, )

2

18. Bepasal de omhullingskegel van de bol x° + y2 + 22 = 1 met top (2,1,3).

" 19. Bewijs: a) rot grad 9 = O
% b) div rot & = O,

20, Bewijs dat voor een vaste vector & geldt:

gred(a, x) =2 divia xx) =0 ; rot(axx) = 2a.

L
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nr.20.1.

Elke vector in R2 wordt over een hoek _%n_ gedraaid, Toon aen dat dit
een lineaire afbeelding is en bepaal de matrix van die afbeelding.
Elke vector in R2 wordt over een hoek + -2-513 gedraaid, Toon aan dat dit
een lineaire afbeelding is en bepaal de matrix van die afbeelding.

Elke vector in R2 wordt geprojecteerd op de rechte y = 3x. Bepasal van
deze lineaire afbeelding de rang, de matrix, de nulruimbte en de beeld-

ruimte,

Elke vector in R2 wordt geprojecteerd op de rechte y = =2x, Bepaal van
deze lineaire afhbeelding de rang, de matrix, de nulruimte en de beeld~
ruimte.

Van de lineaire afbeelding A van Ra in R3 is gegeven dat
A(1,0,0) = (65952)5 4(0,1,0) = (=7,6,=6); 4(0,0,1) = (~6,2,9).
&) Bepaal de matrix.

b) Druk de componenten van x' = Ax uit in die van x.

c) Bewijs dat x' elf maal zo lang is als x,

Van de lineaire afbeelding A van R3 in R3 is gegeven dat
4(1,0,0) = (1,2,-2); 4(0,1,0) = (2,1,2)5 4(0,0,1) = (2,=2,-1),
a) Bepsal de matrix,

b) Druk de componenten van x' = Ax uit in die van Xx.

¢) Bewijs dat x' drie maal zo lang is als x.

2 2 =1
Gegeven is de matrix A =| =1 .
2 1 2

Bewijs dat de beeldvectoren van de transformatie x = Ax drie maal zo
lang zijn als de oorspronkelijke en dat de hoek tussen Ax en Ay
dezelfde is als die tussen x en y.
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8. De lineaire afbeelding A van R3 in R4 is gegeven door
4(1,0,0) = (1,2,4); £(0,1,0) = (=1,3,-5); £(0,0,1) = (5,0,22),
Bepaal:

&) de rang ven deze afbeelding;

b) de dimensie en een basis van de beeldruimte;
¢) de dimensie en een basis van de nulruimte;

d) de betrekking tussen deze beide dimensies;

e) de vector{en) waarvan (3,-4,14) het beeld is,

9. De lineaire afbeelding A van R3 in R, is gegeven door
A(1!O!O) = (5t2!‘4)i A(O,1,0) = (1!5!'3)3 A(O|O’1) = (73'11’1)°
Bepaal:
a) de rang van deze afbeelding;
b) de dimensie en een basis van de beeldruimte;
¢) de dimensie en een basis van de nulruimte;
d) de betrekking tussen deze beide dimensies;
e) de vector(en) waarvan (13,-4,-6) het beeld is.

10, Van de lineaire afbeelding A van R3 in R3 is gegeven:
A(2,1,1) = (7,6,7); A(1,0,2) = (1,15,10); A(-1,2,2) = ('1’7)4).
Bepasal s
a) de matrix van Aj
b) de beeldruimte;
¢} de nulruimte;
d) de vector(en) waarvan het beeld (4,5,13) is,

?

e

11, Van de lineaire afbeelding A van R3 in R3 ie gegevent
A(1’2:3) = 4(2,3,1) = A(2,1,3) = (6,-36,%0).
Zelfde vragen als in 10.

i

12, A is een spiegeling in R3 te0.v. het vliak 2x - y + 3z = 0.
Bepaal de matrix ven A,

13, A is een draaiing in R, om de as: p(1,1,1) en als draaiingshoek = rad.
Bepaal de matrix van A,




nr.2Q0, 3-

14. Bepaal de producten AB en BA van de matrices

1 2 3 1 2
A =| 4 5 8 en B=| 4 =2 2 .
2 1 -3 4 1

15« Bepaal de producten AB en BA van de matrices

16+ Bepaal de producten AB en BA van de matrices

(102) 1
A=\l 2 3 en B=|2 24} .

3

17. Bepasal de 16e macht van de matrix

£V2 + V2 V2 - V2
4\2 - & 2\Ne + V&)

18, Bepaal de 12e macht van de matrix

rA N
-+ 33

19, Bepaal van de volgende matrix de inverse op 2 manieren nl. met vegen
en met Cramer,




nr, 20.40

20, Bepaal van de volgende matrix de inverse op 2 manieren nl, met vegen

en met Cramer.

-2 -1 .

M
- w A
-

b e
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1. Bepaal van de onderstaande matrices de eigenwaarden en de bijbehorende

eigenvectoren,
a) 1 6 =4 b) R 0
6 2 =2 -2 2 =2 .
-~ =2 =3 0 =2 1

20 Bepaal van de matrix uit opgave 20¢12, de eigenwaarden en de bijbeho-
rende eigenvectoren,
Verklaar het antwoord meetkundig,

3, Bepaal van de matrix uit opgave 20-13, de eigenwaarden en de bijbeno-

rende eigenvectoren,
Verklaar het antwoord meetkundig,

= i sollde ol N PP LI% T
&%é‘ R P S AL R R BT RO LT P TR N

Ga na of de volgende matrices orthogonasal zijn, en zo ja, direct of

gespiegeld, en bepaal tevens de re¥le eigenwaarde(n).

o | 2 50 4
4o a) 3 : F\ D) 8 12 -9
L 0 -1 -{17 12 1 12

o\ 1 2 2 =
AR ACEEAE g =12 -8

2 4 4
e)( 4 2 -4 .
4 -4 2

, 1 | 1 2 3\
5.8)f = = 0 b) ) /1 {3 o
2 2 {12 {12 Y
-1 1 -
= — o0 2 o =X 3 -1 o0
V2 |2 V10 {10
0 O 1 1 -5 3 0 0 1

: | V35 V35 3
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Bepaal A, u, v en w, zo dat de volgende matrix gespiegeld orthogonasal is:

4 7
Al v -8 4 .
-1 -4

Zij A een drsaiing over 7 rad, om de lijn £ = A(1,2,0); B een spiegeling
to0eve het vlak z = Q.

Bepaal eigenvectoren en eigenwearden van AB,.

Zij D een draaiing om de as A(1,1,1), waarvoor geldi:

D(1,0,0) = (0,0,7).

a) Bepasal Y.

b) Bepaal de matrix van D,

c) laat zien dat de matrix van D orthogonssal is,

d) Bepasl zonder berekening refle eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren,

¢) Bepasl D°,

Zij & een vaste vector in R3 en de afbeelding A gedefinieerd door
Ax = (x +y +2)a; x= (%y,2).

Bewija:

a) A is een lineaire afbeelding,

b) Bepaal eigenvectoren en eigenwaarden,

¢) Kunt U bij gegeven & e bepalen? Motiveer Uw antwoord.,

Ga na of de lineaire afbeelding met matrix
-3 =b 2
1
7 2 =3 =6
-6 2 =3

een draaiing is, Zo ja, bepaal de as en de hoek van de draaiing,

Ga na of de lineaire afbeelding met matrix
10 15 <6
1
15 ~6 10 15
15 <6 10

een drasiing is. Zo ja, bepaal de as en de hoek van de draaiing.
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Bepaal:

a) fsinax dxs b) fx‘+ dx; o¢) f 423:6: i
1=x (1 +x ) arctan x

Bereken:

2 3 1
a) ftanxdx; b) fx cos”x dxg o) f ax.

‘ 1 =x" arccos x
Berekens )
a) ftanax dx; b) fxzcosh xdx; c¢) f\/%osaxdx.
1-x

Bepaal:

3 dx X -2
a) fcosxdx; b) fsinhx' o) fm ax .,
m n
Gegeven is: Im,n ﬂfx (1 -x) dx.
Ieid een betrekking af tussen Im “ en T .

’n‘-1 Iﬂ,n

Leid een reduoctieformule af wvoor In -fxn gin x dx,

a) Leid een reductieformule af voor de integraal
I -fx(log )t ax.
) Bereken met behulp van die betrekking I,

Leid een reductieformule af voor

In-fxncosxdx.




T 22' 2-

2
9 I, -f e~ X x" ax,

T S SR e T

leid voor n = 2 esn reductieformule af tussen In en I en bereken

i 9 [va) n-2

hiermee f ? -x dx.
. 0

¢ co

i@ ‘ 10, Bereken f -—-;—x—-; met behulp van een reductieformule wvoor

b (x® +1)

1 i

% 6 (:'zz +1 )n
Bepasal:

11.f dy .
(25 +2y +1)2

' 3
X
1z'f(am)(xz-md"

dy
12, .
f (y? +2y+3)*

1. fx - 632 -2x+15
x> + 2% -5x=6

dx
15' L]
f(x2-1)(x-1)




nr.22.3,

3 2
16. X t4x =x+3
f(x-Z)(xz+1)2

3
5
"

18.f x *%”29 dx
(x=4)(x" +2x+3)

Jg_f__’..‘.s.‘l.-"_.

(x2 +1)2

20, dx
7T

Ansloge vraagstukken

Selet I, Hoofdstuk IV § 3: nrs. 1 t/m 22,
o § 6: nrs. 4, 17, 46 t/m 51,

TR i L B L, LN A Y
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e~

1+ Bepaal:
& n/2 n/2
o a) f gin®x cosx dx. 1) f sin'x cos’x dx.
0 0
’ 2o Bepaal:
n/2 n/2
a) f sin'%x dx. b) f gin®x cos’x ax,
0 | 0
3, Bepaal:

e

) dx b) f sin x dx o) _ein x dx
& intr cos X{1 =co8 x) ° oos x(1 +8in x) *

4+ Bepaal:

T T R AT

8-) J. d:: . b) f(1 + tan x)Zd:. 0) f 3+zi:°%:§: X dx.
5¢ Bepaal:

—ax
a) f2-sinx‘ b) {+tanx *

6s Bepaal:

gin x cos x
a) f2+cosz' b) fcos Px ~ gin 2% “X*

Bereken de volgende onbepaalde en hepaalde integralen,

7.f dx y Wasrin x < =« 2,
’ (x+1) ixi+3x+2

e.f = .
(x+1) Vx2 +2x +2
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1=c08 X
oo [ otnx \EEEE

) (z+3)\ft§+a+z> )
f (x+1 2

X -X+

13
_5f (x+7) V5 = 4x =x

f (x+3)dx

x +21+

1

o [l

J'Wlx—-1-x

x-1

Analoge vrasgstukken

Salet I, Hoofdstuk IV, §4: 1 t/m 18
§6: 5, 10, 11, 13, 16, 18, 20, 27 t/m 34, 38,
55 t/m 60, 69, 703
§7: 55 t/m 58, 643
§8: 30, 57, 59.

IJ.".‘.230 2
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nre 24.1 .

Bereken met een herhaalde integrasl de inhoud van het afgeknotte prisms
dat wordt ingesloten door de vlekken x=0, y=0, z=0, x+y =1 en

Z = X+2V.

Bereken de inhoud van het lichaam ingesloten door x=0, y=2, z=0,
2
X=mY 9 Z=XYe

Bercken de inhoud van het lichaam begrensd door y=x, y=2x, y=2, z2=0
en z= (y=x)(2x+y)e

Bereken f f sz +yzdxdy, als G een cirkelsector voorstelt met middelpunt
G
(0,0) en hoekpunten (1,2) en (2,1),

Bereken ﬂ

cirkelschijf met middelpunt (,0) en strasl % is verwijderd.

> ¢+ 2l8 G het halfvlak x = 0 is, waaruit de
(x2 +y2 +1)

Berecken f

'H -X

1 1
Bereken’ Idy f yexy cos xy dx.

1 2
Bercken f dy Jy ¥ SEae
0 1

L is het lichaam dat ontstast door de kromme x = Y1 = Zy y=0 om de z=asg
te wentelen, C is de oylinder met x=0, y = * als a8 en met strasl 7,

dx.

Bereken de delen van L binnen en buiten C, boven het xy - vlak,.

In het xy - vlak wordt de schijf (x* +y*)° < xy, x> 0, y > 0 belegd met
massay, met dichtheid xy, Bereken de totale masas,
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12.
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16.

17

18,

Nre24.2,

Bereken de inhoud van het lichasm bepaald door
x=20,y=20 2>=0 .‘r:2+y2 <1, x+y+z <3,
Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door

(x-1)2 + (y“1)2<1, Z?—'-O’ xyaz,

Bepaal:
1 1
2 _ log ¥
-t =]
a x 2a &
2 Y2 2 Yz
fdx v e dy+fdx vy e" 4y,
0 x/2 a x/2
Schrijf in ieder der volgende opgaven 15 t/m 22 het volume als dubbele
integraal, druk de dubbelintegraal op 2 manieren uit in een herhaalde
integraal en hereken een der twee integralen.
Het volume begrensd door de vlekken z = 2y, z=0 en de rechte c¢ylinder
waarvan het grondvlak is het in het 1e kwadrant van het XCY vlak gelee
gen gebied 9 < %% < 36-y2.
Het volume in het 1e ootant begrensd door z = x+y en de rechte cylin-
der met richtkromme z =0, 4x2 +93,r2 = 36,
Het volume begrensd door y= zz, z=0 en de rechte cylinder met als
grondvlak in het XOY vlak het door de krommen y=0 en 2 +9y = 9
begrensde gebied,
Het volume waarvoor geldt x =0, y =0, z = 0, en dat voorts begrensd

wordt door de cylinder x- =4 -z en het viak 4x+3y = 12,
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21.

224

23,

: ‘24.

25,

nre 2403-

Het volume waarvoor x =0, y = 0, % >0 en voorts begrensd door z=9 -xz,

2
x-3-‘y .

Het volume begrensd door x =0, x’-yﬁ, 9(:&:2 +y2) + 422 = 36 en in het
serste cotant gelegen,

Het volume dat binnen de cylindexr (:\:-a.)z + y2 - a? &n binnen de bol

x2 + yz + zz - 43.2 ligt.

Het volume binnen de cylinder x2 + y’ = 23y, het vlak z=0 en de kegel
z = Vx +y gelegen,

Bepaal de massa van een in het le kwadrant gelegen schijf, die wordi be-
grensd door de krommen r=&, r=a(l~cos ©) en 8=0 in de volgende gevallen:
a) de dichtheid is 1;

b) de dichtheid is sin 8.

Bepaal de oppervlakte van de doorsnede van de girkelschijven, begrensd

door r=a gin 8 en r=2a cos 6,

Bereken:

-] o0
2 2
[ar [ayswamond gy (o<,
0
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Bepasal fjf (x* + 3* + 2*)z dx dy dz wearin G gegeven wordt door

2
x2+y +z2551.

Bepaal f ff xzyzzzdx dy dz wearin G gegeven wordt door
~l€x €1, 25Ky <2, =3 €z <3,

Bepaal de massa van het viervlak begrensd door x = 0y 2 =0y 2 -y =0

i . . 1
en X +y = 1, waarin de massadichtheid Xy is.

Bepasl de massa van de afgeknotte pyramide begrensd door de vlakken
y=1%1 y=2,2=0, x=y, 2=x wearin de dichtheid is

1

x2 +y2

Bepaal f f f dx dy dz 5 Wwaarin G gegeven wordt door
(2 +372 +22 +1) ,

x2+y + 22 <1,

3/2
Bepaal fff (x +'Y +z ) dx dy dz, waarin G het gehele eerste

octant voorstelt.

Bepaal fff (x2 +,V2 +7)ix dy dz, waarin G het gedeelte van het eerste

octant is bhepaald door z < ya en x* +y° <1,

Bepaal het zwaartepunt van een homogeen lichaam in het eerste octant
begrensd door de oppervlakken x = 0, y = O, x* + y2 + 22 = 1,
7° +;,r2 +k22° = 1 met k > 1,

Aanwijzing: gebruik cylinderco¥rdinaten.
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Bepaal de oppervlskte van het gebied gelegen binnen de kromme

x* +y* = a2(2 -y2).

Bepaal de lengte van de doorsnijdingskromme van de parabolische
cylinder 2x -~ y2 = () met het vlak x + 2 = 3 voor zover deze hoven
het xy-vlak ligt.

Bepaal de lengte van &é&n winding van de schroeflijn die op de cy-
linder x> + y2 m p2 ligt en apoed 2n h heeft.

Bepaal de lengte van de kromme die in bolcoBrdinaten wordt gegeven
door p=1, ¢ = log 'hang, 0<9<§”.

Bepaal de lengte van de kromme y = cosh x (=1 <x 1),

Bepaal de lengte ven de boog van de kromme

I

= cos + 8in
x 5-( PTQ q’) } bepasld door O < ¢ < 5

y = a{sin ¢ - ¢ cos @)

Bepasnl de lengte van de kromme die wordt gegeven door de parameter-—
voorstelling

x=tan t
y =cot t
z-{2logtant

tussen de punten die respectievelijk corresponderen met

t --2- en t = % .

De strophofde bepaald door de vergelijking x(x2 +3°) = a(y® - xa) heeft
x = a als asymptoot, Bepsal de oppervlakte ingesloten door kromme
en asymptoots voor zover gelegen in eerste en vierde kwadrant.

Binnen een bol met middelpunt (0,0,%), straal % is een massaverdeling
aangebracht met dichtheid z.

I I |
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Bereken: &) de totale massa;
b) het zwaartepunt;
¢) het traagheidsmoment t.0.v. de z-as.

Bereken fffyaz dx dy dz waarin G het in het eerste octant gelegen

gebied is binnen de bol x? + y2 + 22 = 1 en binnen de cylinder
x2 + ya -x =0,

Bereken fi (x* + 32 + 22)"%x dy dz over het deel G van de ruimte,
waarvoor z = 1.

Bereken de massa van het deel van het eerste octant begrensd door de

oppervlaekken y = x2, y =1, 2 = xy en met massadichtheid xyz.,

Bepaal de lengte van de kromme y = log cos x, gemeten tusaen de

punten (- f , - logV2) en (&, - 1ogV2).

Door de vergelijkingen x = ¢ \FB-
y = 2 - 2t

ztzﬁ

is een ruimtekromme in parametervorm gegeven.

Bereken de lengte van de kromme tussen de punten t = %{-en t = % .

a) Bepaal ff (1+x " )

met G: de rechterlus van de kromme (x* + y2)2- x? + y?
(lemniscaat ). .

b) Dezelfde integraal met G: het (oneindige) gebied rechts van de
rechtertak der hyperbool x° - y° = 1,
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Een kegel heeft de oorsprong als top en &lg richtlijn z = 28, r = &p
(0 < ¢ < n/2). Bepaal de oppervlakte van de kegel tussen top en

richtlijn,

Bepaal de oppervlakte van het deel van de hyperbolische parabololde

xy = 2z dat binnen de cylinder x* + y2 = 1 ligt.

t
Bepaal de oppervlakie beschreven door PQ als P = (0,0 1) terwijl Q

de kromme z = 0, 2y = x* (=1 <x < 1) doorloopt,

Bepaal de oppervlakte van dat deel van de paraboloIde Z2az = X - y2
waarvan de projectie op het xy-vlak binnen de kromme r = a Jcos 9
valt,

Bepaal de oppervlekte van het oppervlak 3z = %2 - yz, binnen de
cylinder x2 + 72 = 4

Bepaal de oppervlaltte van het deel der cylinder y2 + 22 = 36, waar-
voor 2 =0, 0O sy <3-x en O=sx <3,

Bepasl de oppervlakte van het gedeelte van de bol (x,x) = &2, dat

2+y2=ax.

wordt afgesneden door de cylinder x
Bepaal de oppervlekte van het gedeelte van de kegel z? = x2 + y2
binnen de cylinder X% + ya = 2ay,

Bepaal de oppervlakte ven de bol B binnen en buiten de kegel XK.

2

2
B: x +y + z2

= 1

K: z° = x° + (y=1)2.

Bepaal de oppervlaekie van het deel van het boloppervlsk x2 + y2 + z2 = a2

afgesneden door de cylinder (x2 + y2)2 = a.z(x2 - yz).




i
¥
&
i

R St o

,-Tg

e

k
A

’ “‘aﬂ!}ﬁ s,

1.

12,

13,

4o

15,

16,

17,

18,

19,

nr.26.2;

Bereken de inhoud van het lichaam, dat begrensd wordt door het vlak
z = 0 en de oppervlakken:

4
a’z = x* +y

2 2
-x—-—.l.L -1.
a? b2

Bepaal de oppervlakte van het deel van het kegelvlak 2xz = yz = 0,
gelegen tussen de top en het vlak x + z = 1,

Bepeal de oppervlakte (a > 0, b > 0) van:

Het gedeelte van de cylinder z2 = 8x binnen het prismafchtige licheam,
begrensd door y = O, x = 1 en de cylinder x° = 4.

Het gedeelte van de cylinder y2 + 2% = a2 binnen de cylinder x° = aly +a),

2

Het gedeelte van de cylinder y2 +2° =ma? waarvoor z 20 en 0 € x < y = B

Het gedeelte ven het platte vlak door de punten (0,0,0),(s,0,b), (0,b,a)
2 2

dat in het eerste octant en birmen de cylinder 52— + X-z— = 1 ligt.
& b

Het gedeelte van de parabololide 4z = :\c2 + y2 dat ligt binnen de
cylinder waarvan de: beschrijvenden evenwijdig aan de z-88 zijn, en
de richtkromme is r = 4 cos 2¢ in het XOY-vlak,

Het gedeelte van de bol x° + y: + 2% - a.z, dat binnen het prisma P
ligt; P wordt begrensd door de vlakken y = 0, x =y, x = a |2,

z = =23, z = 24,

a) Bepaal de oppervlakte van de hyperbolofde x> + y2 - 22 = 1,
tugssen z = Oen z = 1, .

b) Bepaal de ronde oppervlakte van het lichaam dat ontataat als het
deel van het x-y-vlak, ingesloten dcor ya - 4y + 4x = O en de

y-as, om de y~-as wentelt.




11.

12.

13.

14,

15.

17.

18.

x < =33 -1<x<1;x>2.

4
]

0; 3=x=245,

x <03 x>12.

~T<x <1,
De punten P met |PO} = 3,
a) 3x°. b) -;-(4x_7/3 + x-a/z).

2 3 3 . .3 2
a) x° cos(x”) cos'x ~ sin(¥”) cos“x sin x.

—_— -
b) 2m (1 + 2\(;).
n/4. |

n/4.

0.
0=Nen P
3.

a) =b cos,% + C, b) %(x +1)° +cC.

¢) —cos(tan x) + C. a) -sin ¥ + C.
e) '13- tan(xa) + C.

ﬂéil a-‘!-usn
0-1,2 4 ’02,4 3




Serie 2

1. a=4; (et 1)(x - 2)(x - 3).

2. & =*2; (x+\1)(x-1)(x-5)-

3, x=1;x=2;x=3, |

4. x=2;x='—2;x=-3.

5.  =230x - 300.

6., 2x+4.

7. Nulpu.nten; =75 15 -1 +V73
Maximum: f{-2) = 18;
Minimum: £(4/3) = - -12-% )

8. Nulpunt: x = -2;

Maximum: £(0) = 123
Minimums f(%) - 52270- .

9. Nulpunt: 13
Buigpunt: f(‘-1) = -8,

11. a} - n/3. b)) n/3.

12. a) 5n/ 6. b) n/é.

15. %’1.

16. jay3 y = -Z-% .

Serie 3

3. O.

4. k.




5. 00
6. 0.

T hestaat niet; 0.

9. 2.
10. 3.
2
11. 2 .
12. 5.

13, 1.

14. 7.

15. 4.

16. 2

17. 13 -1,
18. %.

19, -%.
20.

21. f(x)

0 als |x| <1;

£(x)

"

x als |x|>1;

£(1) = 1/3;

£f(~1) bestaat niet.

22, f(x) = * als |x| <1;
o f(x) = sin-’-;-x als |x|>1;
£(1) = 15

f(-1) = 0.




4.

« log 2 (log x)™*(log x

als x < Q.

23. 8.
24. 3.
25. V.
26- —1-
27. m.
28. *n(n+1).
29, 1,
30, —’65\[3.
Serie
1. a) 1 . b) 2bdaz—b2x2 .
x“-a
X
\/ 86
2. a) & (1-log x) . b)E— (87 -x1og 87).
2 x
x 87
1, ‘ 1
30 8) (1+x)%  (log(i+x)+2E7) . b) 2¥(loE ®)
4. xe* sin x.
4
5. a)‘J—r-x—s- . b) 1 als x > 03 = sls x < O.
& a) —ltcosx + cog'x b) -l 1 > 0: i
* sin x cos x masx O,W
1 -1
7. &) b) —m—— .
R




. 4 - -
: 8. a) lel-cxx b) X108 X1 5 log x .
d2cx-x2

2
X -1 1. 1 1
9. a) 10 2x log 10 . b) . .
(1 +arcsin \Gc)z V1 -x 2&
10, x =03 x = 3.
11. X = O; X = 1-

12. continu voortzetbaar in x = 1; &(1) = %
13, continu voortzetbaar in x =-2; g(-2} = -%.
14. a = 25 voor a # 2 discontinu in 1 en -1.

15. discontinu in x = 0; neen.

Serie 5
1. nulpunt: 1;
minimum: £{0) = 0;
macimum fog) =:§4'%;
verticale razklijn in x = Q.
2, geen nulpunten, geen snijpunten;
buigpunt met hor. rasklijn: £(1) = %e;

maximum: g(%) = {;;

minimum: g(g) = %e\re .
3. nulpunten: 0; 2;
maximum: £{0) = 0;
ninimm: £((3)°7%) = @' (3)*/*1);

vert.raaklijn in O.




A

geen nulpunten; geen snijpunten;
maximum: g(0) = & ;

hor.asymptoten: f: y =1 eny = 0;

]
o -

g4y
nulpunten: 'O;

maximum: f(\@) = = H
33
minimum: f(-\j%) = =2 H
33
hor.asymptoot: y = Q.

geen nulpunten;

/.

maximum: £(1) = 2*
vert.rasklijn in -1 en 3, £{-1) = £(3) = 41/3;
hor.asymptoot: y = 0.

nulpunten: -gn; 03 -3 n3

It

ma.xima.\: f(-‘gﬂ) Q; f(—-z'n) = =23 i‘(‘g n) = f(% n) = 2\(_2;

minima: f(—%n)' f(-—g

ﬂéf@ﬂ)aaf@n)=a

n) =
nulpunten:-z-; -g-; %; %;‘}zﬂ; -Tf;

15 f(n -a) '=~§ %; f(n+a) =~§-‘/1-; f(2n) = 1;
-%V%; f(n) = =13 f(2ﬂ-—a) = -%\E—

(Hierin is a = arccos\/_%).

3

maxims: f(O)

minima: f£{a)

n

nulpunten: + arccos% + 2kn .

maxima: £(2kn) = -3%; £(+ arccos(-%) + 2kn) = -16;

minima: £+ arccos(d) + 2kn) = -4}

6.



vert.asymptoten: x = (k + $)n; x = (2k + 1)
f periodiek.
10. geen nulpunten;
. 23y 22?41y 22
minimum: £(2°/7) = 75 e ;
2 -1
vert.ssymptoot: x = 1.
11, nulpunt: 1;
. 1
maximum: £(1/e) = S -
12, nulpunt: 03

maximum: £(1) = n/2;

g' minimum: £{-1) = ~ﬁ/2;
@- hor.asymptoot: y = Q.

13. nulpunt: 0;

maxima: £(1) = £(-1) = n/2;

Saan

minimm: £(0) = 03
vert.raaklijnen in 1 en -1,

14. maxima: £(0) = 0; £(x) = 1 voor 2 € x < 3;
minima: f(ﬁ?) = «1; f(x) =1 voor 2 < x < 3.

15. maxima: £{-2) = 4; £(0) = 1.

Serie 6
ecxa 2
1. &) 5o *C, (c £ 0); #x +C (¢ = 0).

b) -g-.- log |ax+b| +C (a # 0); -fé- +C (a= 0).

c) _;_eax+ C(afo)jx+C(a=0) d)-log|eos x| +C.




) mpe s T (A0 (e = 0).
f) i arctan'ﬁ +C (a £0); - % +C (a=0).
g) arcsin.§ +C, h) % log |sin x2| +C. i) log (e +1) + 0.
2. a)0. b)mwfe -1,
3. a) 7L b) & . 2.
4. a) 1. b) 0.
5. a) 1. b)n/2.
6. a)1fe. b) log a.

7. a) 1. b) 1.

8. log n/ﬁ.

9. log n/2.
2/ 4 1
10. a“(n/2 -—3-).

A 2
11. 144+8ﬁ-9o

1o, Aei+3
Py 8 [
Serie T
élg 3, y't =-27 sin x + 36 sin?x.
4. 1.
5, y' =22 (2x +1)7%;

7)o (2)ar (2x + 1)  (as2).
6. y' =2-37 (3x-2)"%

7)o (3)%1 7(3x - 2) (a>2).




8. (4 )y s xen - 3y 4 (ne)B(n2) L (n > 2).
9. G2+ 1y 4 2y 4 ey 20 @ 2)
-k
10. (O,ﬁ/Z); (139 2), ('1!9—%)'
11. nulpunten: 03 mj
. + T 1 -'rﬂ/4
maximum: f(z) = @"\Ee ;
minima: £{0) = £{n) = O;
buigpunt: f(%) = e-n/z.
12. a)x =2t-sint ) t=1n/3+ 2kn; x =+ (%n-%ﬁ)+4kn
y =2 «cos t . ¥ =15
13. maximaal in (a,0) en (~-a,0);
minimaal in (0,b) en (0,-b).
14. (1,1/4); arctan 2.
15. y° = 2x+ 15 p = 4o + kn.
Serie 8
1. b) neen.
. af . af .
3. a) ja; b) os bestast niet; 3y < 1 im (0,0).
d 9z -2 -
4 a)gr ===, b)3E = (x+3) (log (x+y) « X280
" +y 4
3z -X dz x~-2 - P
i diE g;n(x+y) Y (-2 1log (x+y)+}§c—+4x).
x +y
g -1 a' +2
5. a-)"a';%“yxy ’ b)§=y(x+1)ex ys
82 _ ¥ log x 22 x(2y +1)e* Y
3y " By .
10- 4d.x - ndyl



1.

10.

4/54x + 9/10dy .

12. x+y + 3z = 9.
14. a) z-2, = (x—xo) cos x, sin y, + (y—yo) sin x, cos y .

v) (0,0,0) en (m/2,n/2,1).
15. a) zZ-2, = (xnxo)(2xo-6y0+2) + (y—yo)(-6x0+10y0+2).

b) (2,1,3).

3
16. minimum: £{0) =\/;; buigpunten (-1,2) en (1,2).
8
7.1 (3,3). 2) (2, D).
Serie
1. ™% (14 gin 4 Tog t+ 6 cos 4 log2t).
t .
o, z{‘t)+ 2291: : 1(eat + s:.n3t)_
V1 -(e + tan"t) cos t
3. e 2, &, (1+10g x)
. aq)-—- X ng."'y ,ar 5 3 OF X/
X +y

Su Su
4- X ay - y ax »
5 8z 2A+3B 93z _2B+3A
. = y

X g2 _,2 ' oy 32 .22

met A = gin u sin v, B = cos u cos v.
5. dy _ =2x-y+1 4z _ =2X~2Z + 1 .

ax “X+2y-1'dx " x+2z -1
o, . 4 & 1 &y &2 1

dx 3’ dx 37 ax 2 27"

2z 2 X 3z _ X
10. X 4 z ) ¥ "'9z ] Bx"'6y+22 = "18-

az -a—g' = H 'g'i - Q:E =
11- ax=ay—-0, % 1’ ¥ -1,
12. -4/3.




é:

A AEE T

MRt

- oy
T

eyt

13- -2¢

14. 0.

15. 6

16. 1.
X~z

17. =%,

1 V2 v
18. 22 +—z -———z o——3 (als 2z == ).
. 4u 4u2 v Au u vu

1 2 2

19, — 2z =%z +=52 44 (als 2. =2 )
J4om T3 Tu 2 tuy u vu

20. uv gz + (v2 - uz)z -uv z
uv vy

91 Qz_=c§uv+1; 9z _clu-v
" 0x  aluv-1) ? 9y  b(uv-1

Serie 10
Q A
TR et &

2. 0B - 204.

3. das (2,005 (0, 2V2).

b (1,005 (058).

5. (4,7).

6. (1024,1160).

7. (£,0) + A(3,-4).

8. (0,2) +A(4,-3).

9. (1,2,3) +x(2,1,-1); (7,5,0).

10. (1’2,3) + A(1!2’0)5 (0?0’3)-

11.



] W T P

R T R T W LA SR L T T

1. (£,0,0) + A(-3,2,0) + u(-2,0,1).

12, (1,2,1) +a(1,1,1) + 1(6,2,1).

13. o(1,-1,0) + 7(2,1,1).

14. (0,1,1) +¢{1,1,0) + ¢(2,1,2); 2x + 2y + 2z = 3.
15, (2,5,1).

16. (3,6,9).

17. (1,1,2) + u(1,2,é).

w.%g+%9.

20. -2a-2b+ 3g.

21. -a + 6g.

24. 1) afhankelijk. 2) afhankelijk. 3) onafhankelijk.
25. 1) afhankelijk. 2) onafhankelijk. 3) afhankelijk.
26. 1) ja. 2) nee.

32. 1) afhankelijk. 2) afhankelijk. 3} afhankelijk; {a,b).
3%, 1) onafhankelijk. 2) onafhankelijk. 3) afhgnkelijk; {a,b,c}.
34. 35 {(0,0,3,-4), (0,1,0,-2), (2,0,0,-1)}.

35. 35 nee; ja.

6. 3; jaj nee.

37. 1) 2; {&,b}. 2) 35 {a,b.8}. 3) 2; {e,b}.

Serie 11

1. A(7,-7,4,5).

2. A{1,0,1,0) +u(1,0,0,-1).

12.



a.

10.

11.

12.

13,

14.

15.

16.

17

18.

19-

21.

22.

23.

(0,0,0).

(0,0,0).

r{(-3,1,0,2).

(0,0).

A-2,1,1).

A(2,-1,3),

A3,1,-5,0) + u(0,1,0,1).
strijdig.

(2,1,-1,0) + A(1,1,1,-1).
(3,1,0,0) + A(1,2,1,0) + u(7,5,0,-1).
(1,-1,1).

(1,1,0) + a(-2,1,1).
strijdig.

(0,0,-2) + r{~2,1,1).

oplossingen voor alle aj
a =0: (1,-1,0) + A(2,0,1);
a ¢ 0: (1,-1,0).

oplossingen voor & = 3 en a = &3
a =3: (-1,9); a = &: (0,3) +A(1,-1).

oplossingen voor a ¥ 2;
a =<1z (0,1,~1) + A(1,-4,5)

a g1, a f 21 9,12 (<1,1,8% ~3),

1) 3. 2) 4.

2.

1) 2. 2) 3.

13.



24. 0.
25. a=8;b=258
26. 1.
27. dim =Qals a # 3 en a-;é%;;
dim = 1 als a = 3;
dim = 2 als a = %3
dim = 3 voor geen enkele a.
28. 5 .
0 5
Serie 12
1. a) 0. b) -216. ¢) -45.
2. a)1. b) 0.
3. a) 73 b) -8.
4. a) 1. b) 484.
5. x=0; x=1.
6, X =-H; X =25 x =3,
7. a). 3. b) 3.
8. 3/2.
9. 0.
10. 23.
1. 2.
12. 6.
13, 1.

14.



% .

14. nee.
15.  ja.
16.  ja.
17. 2 =3 "z = 2e“1/2; 2. =2
1 2 3
2 .
"3 ni
18. z = 2e 12 =2e ;2
1 2
19. Y3+i; 1+4; -3+1(3; - - 1.
20. -5 j\1—51, 2 -gﬁi.
Serie 13
6. b)w =cos (arg z) - %.
7. argw'::-ﬁalsﬂ-::cp-\:n
4 >
L
-%alé -n<qa<n/2
lw| =32 |1-t8 2.
8. lal®=1p
TT
9. i+ (1 +2k) , k = 0,1,2,3.
kni .
10. ef% , k= 142,3,4,5,7,8,9,10,11.
110 2 l"’ %(1 +4k) k = O)1Q2!3!4!5‘
kni
12. eT k = 1,2,...,11«
13, &in (p-lk+1)p cos (p+klp
' sin ¢
14. sin (p-k+1)p sin (p+klp
sin ¢
15- 1(1—91)-

en:i/4; z = &

15.



;{“
5,
v

i
I8
(:
9,‘-'
Yo
4
i

16. ﬁ e-zn\E.

3n
17, ——— .

2 2
s +b

Serie 1

1. A. b) &%,
X 2 x
c) Ae" tpxe .
2. B.b) x.
¢c) Ax log x + px.
d) x(log x + 1).

3- A- 39x - Qxex.

X 3
4. B. ae + bc—;’?x + ce x.

5¢ B. acosx+Dbsinx + ¢x cos x + dx sin x; a,b,c,d reéel.

-+ x

-2

X X . .
6. A. a + be + ce cos & xy3 + de sin + x\3; a,b,c,d redel.

-2X X x . .
7. B. se + be” cos X + ce” sin X; a,b,c redel.

B. A, = x -2 + aex; 8 Teéel,

9. A. TI% eX + ae ¥ + pe™%, a,b redel.
. -2 .-
10. A. BLO‘ (3 cos x + 4 sin x) + aex + be * 4 ce3x; a,b,c redel.

11, Ao m = 03 & ax® + cx + d; ¢,d reéel,
bx axs . ..
m# 0: (A - E)cos mx + (p + E)Sln mx; A,p redel.
12. &, o5(x° - 3x° + ax + b) + e “(ex +4); a,b,c,d redel.
1 , .
13. B. B o8 X +% gin x + aeax cos x + bezx sin x; a,b reéel.

1 - i
14. B. xe4x -3 ® 4T ae4x; 8 reéel.

16.



17.

15. B. (% x° - -g x + %)eBx + aeX + pe’™; a,b reéel.

, 2 . .
16. B, £ x sin x = ¥ x cos x + a cos x + b gin x; a,b redel,
g 1 1 1

- .= - -1

17. x(t) = ce °° s ¥7(t) =ce %, 2(s) =ce ¥ + £ g 3

Serie 15
1. A, -l- . 16. A. convergent. 31. ¥ p<1 divergent.
p>1 convergent.
2. B. % 17. A. divergent. .
N 32. ¥ 0<p<1 convergent.
* »
3. 5 sin 2. 18. B. convergent. p>1 divergent.
*
4. 2. 19. A. convergent. 33, A. divergent.
* -
5. A. 1, 20, divergent. 34. A. divergent.
6. B 1 21. A, divergent
* 18 ° ' ' %*5. * convergent.
7. A. convergent. 22. B. divergent. 36. A. convergent.
* Iy
8. B. convergent. 23. divergent. 37. B. convergent.
¥ a4 .
9. divergent. 24. ‘A. divergent. 38. B. convergent.
10. B. convergent. 25. B. convergent. 39. B. relatief conversent.
11. B. divergent. 26. B. divergent. 40. * relatief convergent.
12. A, convergent. 27. ¥ convergent,

41. A, relatief convergent.

*
13. B. p>2 convergent.  28. divergent. A2. A. relatief convergent.

ps 2 divergent.

*
29. convergent. 43. ¥ Qdivergent.

14. A, convergent.

30. B. divergent. A4, B. relatief convergent.

15. * convergent.




Serie 16
1. A. a) O. b) e-%. c) 9.
2. B, a) Q. b) e-}. c) 1.
3, B.a) 1) 1. b) 1) 1.
2) x =1, x = -1 divergent. 2) x =1, x = -1 divergent.
2 2(53(¢j:i:§3+6) ] ) 11—x +lx Log(1 - x).
4. A, a) 1) 1. b) 1) 1.
2) x =1, x = -1 abs. conv. 2) x =1, x = -1 divergent.
(3) & (1 +x°) + arcten x_gzc__). 3) %}-{- - log(1-x).
c) 1)ee
3) 1-% x* + (x -1)e~.
5, ¥ convergent voor alle x; S(x) = - cos x log(1 - sin x); S(g) = 0.
6. A. a) |x|>1. b) x>~ 3. c) x<0 of x>1.
7. B.a)-3<x<-1. b) x > O. ¢) x = -2 conv.; x £ -2 ] divergent
X #0 }
8. B. a) 1)-15-. | B) 1) 1.
v 2) x = %, X = --15 dl:i.vergent. 2) x = 1; x = -1 divergent.
ig 9. A. a) 1)%. v) 1) 2.
o 2)x-=13;x=-13abs. conv. 2)x=£;x=—-§divergent.
Serie 17




TR N

G e

L
A
v
N
f

13.

14.

5.

16.

19.

3.2 37 4 1111 .8
B. a)1 - > X T 755 Xt oeee -
13,3 .5
b)X-6X +40X L]
oa) -3 V5e -0 -3 - 5% 5 3 L -2y 4.
> 3 31 3
\2
b)%:-%-—l{x-2)+i-i- 1 (XEF; v
Vo 2y 2 252 ‘
1 1
foa) 1+ Bx-1) - Lx 1)2+Tg(x—1)3- ..
v T3
_ x -— (x-%) (x - =
v) Ve {1+ -4 - A - 3,4 + e}
A, a) -3, b) -1. c) 1.
B, . ) 49 1.
a) 1 b) % c)5
B. a) convergent. b) divergent.
A. a) convergent. b) diverzent.
A, Re(z) + In(z) > 0.
B. - Re(z) < Im{z) < + Re(z).
L 12 1 -3
B. lfou’c-c?! 7T o < 021,107
A, vier termen.
A, 0,9950.
* 0,050021.
* -0,40546.
B, 0,039966766.




20.

Serie 18
1. a.  Y11. 19. B.  y +5 = 0;
2. B. 7 (-24-5,0) en (-2,-5,-8). -
3, B 13‘- 20. B, x° +y° +2° =g.
4. A —’3‘- %21, e = (10,-5,10).
5. B 3, *2,
6. A. 14. . *23, 0.
a1 (3,4,4) + 1(2,3,6). 24, (5.
8. B. 113 (5,4,4) + 1(2,6,9). %5, -’31
9. B. a) -E; b) -’é. *6, 3% - 2y - 2z = 15.
10. A. a) % b) g. %7, (1,0,0) + A(2,1,1).
1. B.  6x + 5y - 22 = 19. x4, -1—3—.
12, A, x+ 3y +2z = 6. %9, 1) (x-3)% + (y-4)% = 25;
13. 4, (3,1,1) + A(0,1,1). 2) (2x-11)2 + (2y +2)2 = 125,
4.8, x+y+z=T7. 3).163:2 + (4y +15)% = 225.
15. B. 2. , *30. 1) 3x -4y = 25;
16, A, 2. 2) 4x+3y = + 25;
17+ &. &) 2x - 2y -z = 5. 3) X=3y = -5;
b) 4x - 8y + 2 = 4 + 27 4) x = -5 en 3y +4x = 25.
18. A,  2x+ 2y +2 = 9; *31, (x-3)% + (y-4)% = 25.

I-2y+2z=9-




1. A. (0,-2,0) + A1,0,-2)
(3,0,0) + p(0,1,3).

*2, a) {a=x-¥ B=x+y

I ;s II
Bx-y)

2
[

a(x +y) z
b) (‘%"%,O) + A'(1s1,"2) en “(1!"130)5
5 = (‘%9%10);

¢) stelsel II.

. 3. B. a) (1,0,0) + M0,1,+1) ;
b) (-1,0,0) + A(0,1,£1) .

‘ 2
4. B. (x-—})2 - ly-2)° = 8(z + 2) hyperbolische paraboloide.

2*

x5, a < -1 eenbladige hyperboloide;
ﬁ  a = =1 hyperbolische cylinder;
& -1 <a <0 tweebladige hyperboloide;
%- a =0 geen oplossingen;

%, 0 <a <1 tweebladige hyperboloide;
g- a =1 kegel;

%' 1<:'a eenbladige hyperboloide.

S
o
B
L]

T. A, (x-1)2 +y2 = 2yz.

8. A, £+ y? + zz = AXy.

2 2

2
*g, a) x - y? = {z-2) b)ly +2x +1 =0

z = (.

2 2
10. Bo Xz"y - 2 = Q.

11. B, 5(::-1)2 +4(y+1)2 -z =o0.




22,

12, B.  2x° + Sy +'52° - 4xy + 4xz + 2y2 = 23.
13, A, (x-2){y-2) = 1.
2 2 2 '
4, - 2x~ - 6xy + 6y° - byz + 2xz + 22" = 2.
*5, 4z +y% +2°) - 10(xy +xz +y2) + 6(x+y+z) = 18.

16. B. 4qu+‘3y2-z2+22=0

(1,0,0)
{?1 ’O!O) + “("'1 :'4!8)-

17. A. &) x° + y2 - 2% =1

b) (0,1,0) + u(1,0,1)
(0,-1,0) + A(1,0,-1).

8, A, dx-2)(y-1) +12(x-2)(z-3) + 6(y~1)(z~3) =

| = 9(x-2)% + 12(y - 1)* + 4(z -3)%.
19. A,

: | 20. B.

Serie 20

-+ 43
2. A, % %3
: AL + )
3. A. 0.1 0.3 1
13 poY =X y = 3x.
0.3 0.9

4u Bo 002 "‘004
13 i ye=3%x; y= -2x.




5 ' 23.

50 Bc a,) 6 _? -6

9 6 2

2 -6 9
6. A.a)f1 2 2
2 1 =2

2 2 -
8. A.a)2; b)2, A ende; o) 1, A(=3,2,1); e) (1,-2,0) + A(-3,2,1).
9. B.a)2; Db)2, he ende s c) 1, M2,-3,-1); o) (1,1,1) +A(2,-3,-1).
= *10. 3 2 -

a){ 1 -3 7 |3 ®)2, u(7,6,7) + p(1,15,10);
2 1 4
i.u' c) AM{1,-2,-1)}; a) geen origineel.
y
%f:?; *1. a)f1 1 1
}I -6 -6 613 b)u(1,-6,5);

5 5 5
b e) x+y+2z=0; d) geen origineel.
3{:{ 12. A, 3 2 -6
72 6 3
8 -6 3 -2/,
i 13. B. -2 2
i 1 .
%};a g 3 2 1
Y 2 -1 .
G *14. 0 10 10 15 15 25
=10 30 3 |; BA=[0 o0 o0 | .
0 10 10 15 15 25

" 15. A, -
15 7 0 -3 4 4
A-B= 6 -5 1 ;B.&n
4 -1




Moy s euog S ol

At Yol gild |+

Talegll, -

ol e

s e

b
b
i

L

16. B.
6 - 0 2
AB = ; BA = -2 8
6 16 2 €
17. B, A'® =1,
18, A, A'? -1,
19. B. 1 -3 2
ATV = |33
2 -1 0
20. B. 7 9 1
-
A1 o - 1 .
4 3 5
-5 =7 1
Serie 21
1. Ao a) A = -3 - P('1s2’2)

= 19 T(“Ea‘211)
= 6 co(-2,1,-2)

b) A =-1 - p(1,2,2)
= 2 w(2,1,=2)
= 5 0(2!'2:1)-

A=+1; o(1,2,0) + (0,3,1)
A=-13 p(2,-1,3).

A=+13 p(1,1,1)
A=<1; (1,-1,0) + 0(0,1,-1).

n) gespiegeld orthogonaal;
b) direct orthogonaal;
¢) niet orthogonaal.

a) direct orthogonasl;
b) gespiegeld orthogonsal;
c) niet orthogonaal.

5
16

11

24.
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25.

6. B. A= - 1/9 (uyvsw) = (4:118> ‘
of A = +1/9  (u,v,¥) = (~4,-1,~8).

7. A. =+1 ev.: u(0,0,1) + 7(1,2,0)
A= =1 ev.: g(2,~1,0).
8. A.a)y =1;
b) 0o 1 0
D=|0 ¢ H
1 0 0
a) A =1 ev.: “(.1’1’1);
9. A.
10. A, Bi;jkm‘l-*p(‘!,‘],'l) 9 =arccos%.
. 11
11. B. Bij A =1 = p(1,1,1) ¢ = arcoss 35

Serie 22

1. A, a)-cosx+%cos3x+0; b) 3 arcsin x - Y1 -x° + C, |x] < 1;

¢) log(arctan x°) + C.

*2. a) tan x - x + C; b) x sin x +3003x—lxain3x+lcos3:x+c;'

3 3 9

c) - log{arccos x) + C.-

1

3, a)—-—-z—-i-logicos x| +C; b) (x® + 2)sin h x-2x cosh x + C}
2 cos'x
c) - % a.rccosa/ax + C.
4., B. &) sin x -%sinax +C; b) log|tanh -Jéc-l + C3

o) Vx° - 4 - 2 log|x +Vx° - 4] + C.




26.

b
Loy
. M-+ n
£ x " (1-x) . _m B
E‘. 5. B. m+ 1 TR Im.+1 =1 Im,n'
& 6. B I = -x'cos x +nx ! sin x - n(n-1)I .
. * * n n-2
7. A I =4x"log™x -2 1 L2 (4 logx - 6 log®x + 6 log x - 3) + C.
n 2 n-1" 8
o _.n- .
¥ 8. A, I, =x (x sin x + n cos x) - n(n-‘l)In_a.
3 2 1
=3 - 1.0 X n- o,
gf. *9- In = z X e + 5 In—Z H 12.
Py
*1Q, ‘Z}‘;T“Z'
11. A, arctan(2y+1) +——-21L-+C
1+ (25 +1)°
12. 4. x+13log|x+1] +3 log|x-2| - 2 loglx+2| + C.
13. B. “1—2 It 3+-95-6- 2y+1 2+128 2Y+1 256\[_2-arctanx——1+
(y*+2y+3) (y"+2y+3) Y +2r+3 V2
14. B. ‘%xz - 2x - 2 loglx+1| +-15- log|x - 2| +—25g‘- logjx+ 3| + C.
- i - R
15. B. T logix~1| + % log|x+1] m+0.
16. B. loglx-2| - % log(x*+1) - arctan x - ; + C,
2(x“+1)

17. A, 3.0% + 2x + % log|x| --zlx- - —']-2' + %45 logjx-2| +C.
2x '

+ 1
2

18. A. 3 log|x - 4]

log(x® + 2x + 3) --ﬂh arctan & + C.

2

19. A. 3+ log(x2 +1) +——51—_—— + C.
2(x°+1)

20, B, T log .§+ ~ % arctan x + C.

Serie 2

1. A, a) 2048 ;b)) e 3003

2. B. a) b) L
512 d 60 °
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5.

6.

10.

1.

12.

13.

14.

154

16.

27.

1 ~-cos X

+ Cj
cos X

&) - cot x —%éotax +C; b) log ‘

1+gin x +C
1-gin x = 2(1+ain x)

c) ¥ log

a)ltansx +gtan3x~+ tan x + C; b) tan x -2 log|cos x| + C;

5 3
c) -4 log |3+4 cos x| +C.

2 tan & x -1
V3

tan =

a) %\[3 arctan +C; b) ¥+ x+ 2 1og(t+sin 2x) + C.

a) 2{3 arctan £405 D) - % log(1 - sin 4x) - % + C.
x+2
2 e + C.
: 2

%log X t2x+2-1 +C = log2+x- X +2X+2I +C.

X* +2x+2+1 -X + x2+2x+2l

1 ~cos x

5 arctan 2+cosx_\!(2+cos x){(1~cos x) + C.
-—10

VoF + x4 2w x-3-V5 ‘e
s V2 +2x+2-x- 3+\[5|

(x° —x+1 +% log(x-% + V% ~x+1) + C.
o2, g Y221

12 Vo-1

i1
4
Vx? +2x+2 + 2 log(x+1 + Vx° +2x+2) +C,

log 2.

log 2\[3(2 -V3).




) Serie 2
1. A. * 1%, A =
"f‘;‘, 5 4 _1__6_ 1 3.2 2
. A. 3 14. B. L™ (a“-1)+1).
3, B, % *5, 45.
| 4. B. %\"5 arcta.ni-. *6. 10.
X 31
s 5. 3. gl 7. =
£ 6. B 1 *18. 16
S~ 7. A (e sin 1-1). *9, 458?6\[3
' 8. A.  #(cos 1-1). *20. -433
5., 11 ’
9. B. —3551:;-5;'2-::. *21. 1—6-l9ij-(3n-4).
| L z2laf
0.5, 4. 2. 2l
T2
11, A. %-3’ *23, a) (1 -g)az; b)%az.
» : 2
12. A. n., *4. “az* (2n - 2 - 3 arctan 2).
%5, gin o - dscos o (o # 0)
=3 4 gin o
: 1
77 (a = 0).
%" Serie 2
£ erie
E!’
1. A. 0. . B. I,
::é* ¥ 6
:.' V“ 2. B. * 1_1ﬂ-
% G e 1m
3. B. %log2-%. 8. A 2011, &),
| 4. A. % log 2. 9. B. a%2 10g(1 +V2).

T

5. 4. n:("2- - 1). 10. B. L,f( 12.13 + 1og(ﬂ5 +\f1—3).

28.



5? e 7
5
11. B. 2r® +1n°. *g, -—1’-‘1—5
| 3.2
R n
| 12. 3. 27 | 9. -
1
13. A, e -3 %0, £
= > 48
9 T ]a]
% 4. 4. g * %1, 2 10g(f2 + 1).
=3 15. 4. &, *2, V6 + 10g({2 +V3).
- Vs
=
= 2 : n_1, n_1
= 16. A, %—(4 + ). %23 e) 4 " 27 b) 3" 2"
=
?{3‘\ * )_TL . b) (O O'i)‘ )._.E.._
2! Te. algps 0555 ¢) 755
ﬁ Serie 26
= 2 3 4 .4
= 1A BG4 11, B. “lbi(a;b ),
5 * 8a
= |
%’ 2. B. 5(2\(2 1). 12. B. L=,
g‘: 3. B. :6£‘ *3, %‘log(z +V3).
= .
| ! 4. h. (20 - ). %4, 8a 2.
?Lf 9 A
3 -
7 49 : 2
E 5. A. 9 T[o- *15- a .
E 6. B. 3n +18(3 - 36. - 6. ﬁ-\(a‘ + bt + 8% .
E
"y 2 ‘ 4
. 7. B. 28°(n - 2). *7. 9(20-31:).
E 2
K 8. A. 2na?a. *g. E%‘—(\fz-ﬂ.

9. A. - 2n + 4 buiten, 21 - 4 bimmen.  ¥9. &) W3 +% V2 log(V3 +V2)

10. 4.  22°(n +4 - 42). o) W2 + 51 log(V2 + 1).
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