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m.l.1. 

Los de volgende ongelijkheden op. 

7 0 .  x-2 ) ( lx l  - 11 
x + 3  1. 

4. 1x+7) c 1x1 - 5. 

5. I-x2+11 2x + 2 . 
6. IxZ++ll  4 2x .  

7. x2 + 91x1 - 10 c o . 
8. Op de getallenreohte liggen de punten A ,  B en C resp. op de afstanden 1 ,  2 

en 6 rechts  van de oorsprong. 
Voor welke punten P op de getallenrechte geldt :  PA + PB G Pc ? 

Bepaal de afgeleiden van de volgande funct ies  en breng deze zo mogelijk in  
een eenvoudige vorm. 

sin(x3)cos 3 x 
i 3 10. a) f ( x )  = b) f ( x )  = v - 7  x +  x . 

11. Bepaal de scherpe hoek tussen de krommen y - & (x 5 O )  en y = x3 i n  het van 
de oorsprong verschillende snijpunt. 

12. Bepaal de scherpe hoek waaronder de grafieken van y ==* en y = x2 elhar 
snijden in het van de oorsprong wnichi l lende anijpunt. 

13. Bepaal de scherpe hoek waaronder de hommen y = x en y = xz - x + l  elkaar 

snijden. 

14. B e w i j s ,  dat de to t a l e  oppervlakte O van een ci l indrische blikken bus (deksel 

+ bodem + zijwand) b i j  gegeven inhoud I minimaal is, als de hoogte g e l i j k  i s  
aan de diameter. h k  in dat  geval O i n  I u i t .  



nr.1.2. 

E '  

15. ~n t vlak 1 punten P en  Q aan dezelfde kant van de rechte 

R. Een dee l t j e  beweegt zich r e c h t l i j n i g  en met constante snelheid v van P 
naar een punt R op R en vandaar op dezelfde wi j ze  nam Q. 
Bewijs, da t  de t i j d ,  die het dee l t je  nodig heeft  om Q te  bereiken, m i n i m l  

i s ,  als R zo op ,8 ligt, dat de hoeken, d i e  PR en RQ met de loodl i jn  i n  R op 
,8 maken, ge l i j k  zijn.  ( l e  wet  van Snel l ius . )  

16. U i t  een metalen plaat je  van 16 b i j  21 cm moet een bakje worden gemaakt op de 

volgende manier: U i t  de 4 hoeken knipt men even grote vierkanten; de randen, 

die men zo overhoudt, zet men om; daarne 'soldeer t  men de naden dicht. Dr& 
de inhoud van het bakje u i t  in  de hoogte x. Hoe hoog moet de rand worden ge- 

nomen om een maximale inhoud te krijgen? 

17. Welke funct ies  worden voorgesteld door 

b) ( x + 1 ) 4 ~  i 

2 

s , b + O  ; 

d)  5x4 cos(n+x5)dx ; x dx s 
18. Bereken de oppervlakte van het deel van het vlak, dat wordt begrensd door 

de krommen 
2 y = ( x - 3 )  ( x + I )  en y = x + l  . 



nr.2.1. 

1. Bepaal a zo, dat x3 - ax2 + x + 6 deelbasr is door x +  1. 
Ontbind daarna de vorm i n  factoren. 

2 2. Bepaal a zo, dat x+l een f ac to r  is v&n x3 - 3x + (a+l)x - a + 1. 
Ontbind d m a  de veelterm i n  factoren. 

3. Los op: x3 - 6x2 + llx - 6 = O . 
.4. Los op: x3 + 3x2 - 4x - 12 = 0 * 

5. Bepaal de r e s t  bij deling van x4 - 5x3 + lox2 - 2Ox + 24 door x2 + 5x + 6 
zonder de deling u i t  t e  voeren. 

6 2 + 15x 6. Bepaal de rest b i j  deling van xIo - 17x + 3x + 6 door x2 - x - 2, 
zonder de deling u i t  t e  voeren. 

7. Teken de grafiek v&n 

f(x) = x3 + x2 - 8~ + 6 

8. Teken de grafiek van 

f (x)  = x3 - x* + 12 . 
9. Teken de grafiek van 

2 f (x )  = x3 + 3x + 3x - 7 . 
10. Teken in Cén-fi@;uur de grafieken van 

1. x3, x'/3, x4 en x 1 /4 voor O =á x 5 . 
11 o Bepaal (in radialen) 

a) arcsin(-.Sfi) ; b )  a rc tad?)  . 
12. Bepaal ( in  radialen) 

1 b) arctan(- - fi) . 
a) mooos(-%13) i 3 

13. Teken de grafiek van 
n arctan(tan x)  , - II 6 x  6 n , x 2 2  . 



nr.2.2. 

d r 

14. Teken de grafiek van 

~ c c o s ( c o s  x)  , 
arctan 7 + arcsin 4/5 . 

- 271 O x 6 2n . 
r.. . 15. Bereken: 

16. Is er een getal y te vinden, waarvoor geldt:  a rcs in  $ + arcsin & = arcsin y ? 

Zo ja, bepaal deze y. 

_<.. 17. Bewijs, dat  voor -1 < y  geldt:  

- n  
l + y P 4  * arctan y + arctan 

X voor a l l e  X. J1+1 18. Toon 8&n, dat arctan x = arcsin 

Analoae vraamtukken 

S a l e t  I, hoofdstuk I, 7, nrs. l2.3', 14.6", 15.3". 

I -  



-4. 
n +4 n +co 

1. Bewijs met de de f in i t i e  van l imiet ,  dat  l i m  

2 -n + 1 1 2. Bewijs met de de f in i t i e  van l imiet ,  dat l im = -2. 
n-m 

Bepaal : 

n2+7 
3 

3 .  l im 
n-0  n 

1968 - a1 +n2 
2 .  

4. l i r n  
n+- 1969-n+& 

n sin n + ( - î )  5. lim 
n -- n2 +4 

COS(~ ' )  6. l i m  
n-rn &+I 

7. 1im COS mi ; l i m  sin m . 
n -03 n+- 

8. l i m  (i= - z) . 
n-m 

a 
, w a i n  an = P + I  . n+r 9. lim - a n-- n 

2 x4 + 3x 11. l i m  
x - o  d + X 3 + & 2  

3 x +4x-5 
x -  1 12. lim . 

x - o  

4 2 x +3x 
5 3  2 .  

13. lim 
x-I  x + x  +2x 



nr.3.2. 

3 x + x - 5  14. lim 
x- 1 

I l + X + X Z  - 1 
X 

15. lim 
x- o 

16. l i m  {G - 
x- - 

2 - x  - i 2+xz  20. l im 14 x -  1 x- 1 

n+l 

n-w x n + 2  

X 21. Teken de grafiek van f ( x )  = lim - . 
22. Teken de grafiek van 

2 x2"sin x + x 2 f (x )  = l i m  
n -co xzn + 1 

Bepaal : 

cos 3x- cos sx 23. lim 
x -0 X2 

1 + tan x s i n  x - cos 2x 
2 

24. lim 
x +o X 

sin x - cos x 25. l i m  
ir 

"-4 n 
'4 



m. 3.3. 

arccos x - n 
26. lim ( 2x1 * 

x -0 

n n tan - x - cot  - x 
27. l i m  

x-1 x -  1 

sin x + s i n  2x + s i n  3x + ... + s i n  nx 
tan x 28. lim 

x-o 

29. ïim x($ - arctan x) . 
x -m 

1 - 2 S i n 7  TOC 

I - x  30. l i m  
x-I  

Analom vraagstukken 

Salet  I, hoofdstuk 111, $ 2, nrs. 14, 15, 17, 18, 21, 22, 24. 
hoofdstuk IV, 5 2, nrs. 1, 2, 4.Io1 7.1°, 8 . l 0 ,  9.Io1 10.2', 11, 13, 14. 



nr.4.1. 

U 
f (XI X 

f'(x) ax a- i 

Overzicht van differentiaalquotiënten 
8 

sin x cos x tan x cot x 

cos x -sin x - 1 - -  1 
2 

1 1 - 
2 X x log g 

gX I 1 f(x) e 

x ' X' 
f'(x) e Q log g 

arcsin x arccos x arctan x arccot x 

1 - -  1 - - 
2 2 7 5  775 l+x 1 +x 

1 x  T ,  
'I;' .A,, . 4. f(x) = %e (x sin x - x COS x + cos x) . 
_ / i  

.A$' 
, .: , 2 1 X 

3 
1 f b) f(x) = arccos 5. a) f(x) = - arctan x + - arctan - 

3 1-2 jt+p' 

b) f (x )  = amsin- . 1 
cos x 6. a) f(x) = loglcos x - -1 ; 

g* 
1 +m $$ 

X 
X 

7. a) f(x) = logltan 21 ; b) f(x) = log 'n, 

l og  x - \12cx-1 (ctco); b) f(x) = x c-x 
C 

8. a) f(x) = o arccos - 

3-1 y. a) f(x) = 10 

'$4 

3 b) f(x) = arctan(clrcsinL) , 



nr.4.2. 

$. , ;' 10. De funct ie  f ( x )  is  gedefinieerd door: 
5'. ,.. , , ., 

f ( x )  = s i n  x voor - 5s x , s  O , 
f ( x )  = 3x - 5 voor O < x 4 2 , 
f ( x )  = 1 voor 2 < x G 3 , 
f ( x )  = 2 - 6x + 9 , voor 3 < x . 

Teken de grafiek van f ( x ) .  Voor welke waarde(n) van x is deze func t ie  dis- 

continu? :,i. 

& :, 
' 

11. Teken de grafiek van de func t ie  f ( x ) ,  die als v o l g t  is gedefinieerd: 

2 f ( x )  = x voor - 2 4  x <  O ,  

f ( x )  = 00s voor O 5 x < 1 , 
f ( x )  = 3x - 2 voor 1 x < ' 2  , 
f ( x )  = x 

2 

voor 2 5 x . 2 

'.,. .., 

,, >; Voor welke waarde(n) van x is deze funct ie  discontinu? 
i,l 

P 

E 
f .  

Kan f ( x )  in x =  1 en/of x =  - 2 continu worden voortgezet? 

1:) 
i; 1 1' 
&, 
U.: x + 2 x  

13. Voor x # O en x # - 2  i s  f ( x )  = 7 + - 2x +4 
.,,t! 
>:> 

?,i) 
'/i 

,,,.* 

Is het mogelijk f ( x )  i n  x = O en/of x = - 2  continu voort te zet ten? 

Zo ja, &oor toekenning van welke functiewaarde(n)? 
, ,  

j l  

14. Voor welke waarde(n) van a i s :  

continu voor a l l e  x en voor welke vertoont de func t ie  discont inui te i ten? 
Bepaal de ze d is  continuite it en. 

1 1 15. Op het i n t e rva l  -1 4 X G  1 i s  f ( x )  = 2 - l i m  i+x n-= ( l + x )  2 n  

ia f ( x )  continu? 

&staat er een x, waarvoor f ( x )  maximaal i s ?  ,! . 



nr.4.3. 

16. &geven: 
3 1 f(x) = x cos - voor x # O. 

f(0) = o  . X 

Bewijs, dat f(x) differentieerbaar is in x = O en dat f'(x) continu is voor 
x = o. 

ri", 
$: 17. Gegeven: 
,', 

1 1 
f(x) = (G - z) 
f(0) = o , 

voor x f O . 

Bewijs, dat f (x) differentieerbaar is in I- O en dat f '(x) continu is voor x- 0. i: 

Analoge v-raam tukken 

Salet I, hoofdstuk IT, $ 3, nrs. 1, 2, 5, 9. 

,,, 
,<:, 
.I I ! 

hoofdstuk V, $ 1. 
1 , 

i, 

in verband met de wenselijkheid de techniek van het differentiëren volkomen 
te beheersen verdient het aanbeveling zeer veel differentiatievraagstukken 
te maken. 
hlen vindt deze in grote getale in: Salet I, hoofdstuk V, $ 1. 

.' 

.* 



m.5.1. 

B i j  het tekenen van een grafiek kan men aandacht schenken aan: 
1) definitieverzameling van de funct ie ,  

2) nulpunten, 

3) discontinuïteiten,in he t  bijzonder v e r t i m l e  asymptoten, 

4) extrema, 
5) gedrag voor grote x, i n  het bijzonder horizontale asymptoten, 

6) gedrag i n  punten waarin f ( x )  n i e t  d i f f e r e n t i e e r b a r  is. 

Teken de grafiek van 

f ( x )  = -k , x O (bepaal ook de raakl i jn  i n  x = O). 
x2 + 1 

3. f ( x )  = x -lpqq . 

X 5. f ( x )  = 
(1 + x 2 ) i í z  - 

22 
2 2 - s = s x <  2 7. f ( x )  = s i n  ~r + 3 sin - x  , 3 

,7*: 

.', ,<! 
i?, 

8. f ( x )  = cos x co8 2x op het in te rva l  O G x =z 2x . 
i 

9. 9. f ( x )  = - - 1 ':: 
!j 
(E. 

CO8 x 1 + c o s  x 

xz + 2  e x  10. f ( x )  = x-l 

11. f ( x )  = - x log x , x > o . 



2x 12. arcsin - . 
1 +x2 

13. arccos 'w, 
14. Bepaal de extrema van de functie f(x) gedefinieerd in opsve 4.10. 

15. Bepaal de extrema van de functie f ( c )  gedefinieerd in opgave 4.11. 

1x1 6 1 . 

,e 

'5' 

$7 
<,, 
I:, 

.i. 
+< 

, ' I  
#, 

, d .  
,;', 



.. .. 

nr.6.1. 

/ '  

Overzicht van mondformules 

e d x = e X + C .  sx 1 x n+i + c ,  " # - I ;  sxndx = - n + l  

cos x dx = s i n  x + C ; s 
X a + c .  

s i n  x dx = - cos x + C . s 
J +- = - cot x + c . 

s i n  x 

- = arctan x + c ; s 1 f " x  
dx arcsin x + c . s F =  - x  

loglx + + c ; J + = log(x + Pz) + c . 
x +a 

2 
1. a) s Xe cx dx ; c )  Jeax.. ; 

sin x x d x  i 
d)  J (ax2 + 1)' 

dx ; 

f ) J  a2"=,. 
8 ) s  & , (a > O) ; 

X 

; - i ) J L d x .  
hl s e x + ?  

1 

cos 2 t d t  ; b) J arcsin xdx . t cos t 2. a) 

O O 

arctan x s"? x cos xdx . 
1 

3 .  a) J e 2 dx ; b) 
O 1 +I O 



nr.6.2. 

e 

4. a) log  xdx ; 
i 

5. p s i n  xdx ; 
O 

OD 
X 

6. a)  s e x - "  dx ; 
O 

1 
s i n  x - -)dx . .8. 

O 

n/2 

9. (i - cot x)dx , 
O 

b )  cÖs(x2)dx . 
O 

dx 
x ( l o g 2 x + l )  1 /e 

m 1 

b )  r x-2e Xdx . c 

8 

2 

en Y = -  2a en a3 

x + a  
IO. Schets de figuur ingesloten door de krommen y = 

bereken de oppervlakte ervan (a > O ) .  

2 

12. f x  log 3 xdx . 
1 

Analoae vraagstukken 

sa le t  I, hoofdstuk VI, $ 1, nrs. 5, IJ, 18, 22, 28, 32, 49, 51, 66, 78. 

$ 2, nrs. 12, 21. 

§ 8, nrs. 1, 3, 5. 
$ 7, nrs. 25, 32, 41. 



1. Bewijs door volledige inductie, d a t  

n í n + l l  
2 1 + 2 + . . . + n =  

en 1 + 8 + 2 7 +  ...+ n ' = ( 1 + 2 + 3 +  ...+ n ) .  2 

2. Bewijs door vdledige inductie,  dat 

1.2 + 2.3 + 3.'4 + ..* + n ( n + l )  - n ( n + l ) ( n + 2 ) / 3  

1.2.3 + 2.3.4 + 3.4.5 + ..O + n ( n + l ) ( n + 2 )  - 
= n(n + l ) ( n  +2) (n  +3)/4. 

en 

3 3. D r u k  de tweede afgeleide van y - 3 s i n  x - 4 sin x uit in sin I. 
Toon aan, dat y(') - 81y. 

4. Gegeven: y = l o g  (ae' + be-'), a en b constant. 

Barelren: (Y')' + y". 

x 2 + a + 1  5. n-äe afgeleide van y - 4 . 2 X + l  

I .  

6x2 + 5x + 1 
3x- 2 6. Bepaal de n-de +geleide van y - . 

is: 7. Toon aan, dat  de n-de afgeleide ven - 1 
I - '  

8. Gegeven is: y = log (x + \i2 x + l ) .  
b i d  een rscurrente betrekking aî tuasen y(n), y (-1) en y (-2 1 
mor n 5 2. 

9. Gegeven y = arctan X.  Toon aan (1 +x2)y' - 1, 
Leid daaruit een recurrente betrekking af voor y("), ~ ( ~ ~ ' 1  , Y  (n-2) 

(n 2). 



1 o. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

-I /2 
Bepaal he t  buigpunt van y = arccos x en de buigpunten van y - e 

Teken de graf iek van f (x) = e-x s in  x i n  he t  interval O 6 x SZ n 

en bepaal eventuele buigpunten. 

Een c i r k e l  met middelpunt M en straal 2 r o l t  over de x-as. 
a )  Geef een parametervoorstelling van de kromme beschreven door het 

punt dat oorspronkelijk midden tussen. M en O lag (dus in (0,l)). 

b)  Bepaal van deze kromme de buigpuiten. 

Een k r o m  is in parametervoorstelling gegeven door 

x = a cos rp; y = b s1.n q ;  a > b > O. 

Gevraagd worden de punten waarvan de afstand t o t  O extreem is. 

2 Teken de kromme die i n  poolcoördinaten gegeven wordt door r 
Bepaal he t  snijpunt met de eenheidscirkel en de scherpe hoek die cir-  
k e l  en kromme i n  dat punt met elkaar maken. 

4% 

Bepaal de vergeli jking i n  x, y-coördinaten van de kromme die in 

poolcoördinaten gegeven wordt door r - (1 - cos v)-', O c e 271. 
Druk de hoek tussen voerstraal  en r a a k l i j n  van deze kromme u i t  i n  cp. 



m.8.1. 
I, 

2x i 
-1 

I. Gegeven: z = - f Y #-l. 

a) Bewijs dat  l i m  z bes taa t  als y = px- 1 ,  voor elke constante p # O .  
x-o 

b) k z = in  (0,-I) continu voortgezet worden? 
1 + Y  

3 3 
2. f ( X , Y )  = x 2 -w voor (x,y) f (O, ( ) ) ,  f ( û , û )  = O. 

x ' y '  
Bewijs dat f ( x , y )  continu i s  i n  (0 ,O) .  

, . ,  3 .  Gegeven: f ( x , y )  = 0 voor x # O en y f O; 

f ( x , û )  = x s i n  - 1 voor x # O; 
X 

; f ( O , Y )  = Y * 

a)  IS f (x ,y )  continu i n  (o ,o )  ? 

b)  Bestaan de pa r t i ë l e  afgeleiden van f (x ,y)  i n  (0 ,O)  ? 
... 
i,! 4. Bepaal de pa r t i ë l e  afgeleiden van 

a) z = arc tan  - b )  z = ( X + Y ) ~ ~ '  . X 
; Y 

5. Bepaal de pa r t i ë l e  afgeleiden van 

a ) z = 2 ;  b )  z = q e x t e y .  

X 7. Gegeven: z = 
x2 +y2 

Bewi j a  : x a ; ; + y a y = - z .  a z  a z  

a z  22 . 2 X az 8 .  z = s.? arc tan  $ - y arc tan  - . Bewijs dat  x - + y - = 
Y ax a Y  

9. Gegeven z = f(z). Toon aan: x - az , , y$=û .  
Y 

10. Bepaal de ( to t a l e )  d i f f e ren t i aa l  van de func t ie  

X n 1  
Y 

f(x,y)  = l o g  tan - i n  het punt (8,  F). 
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, Y  .' 

11. Bepaal de ( t o t a l e )  d i f f e r e n t i a a l  van de func t i e  f(x,y) = arcttui u i n .  
1 -v 1 1  

het  punt ( 2 , ~ ) .  

12. Bepaal de vergel i jking van het raakvlak i n  he t  punt  (1,2,2) aan he t  opper- 

vlak z =-. 

Ij. Bewijs dat het  raakvlak i n  het punt (-2,1,-13) het oppervlak 

z 15x + 4y23 + 3y' f q4 evenwijdig i s  aan de x-as. 

14. Gegeven i s  z = sin x s i n  y voor O 0 x < n; O 6 y < n. 
a) Bepaal de vergel i jking van het  raakvlak i n  het punt (xo,y0,zO). 

b )  Bepaal (xo,yo,zo) zo dat het raakvlak evenwijdig is aan he t  q-v lak .  

2 15. Gegeven: z = x2 - 6v + 5y + 2x + 2y. 
a)  Bepaal de vergel i jking van het  raakvlak aan d i t  oppervlak i n  het  punt 

b)  Bepaal (xO,yO,z0) zo d a t  d i t  raakvlak evenwijdig is aan het xy-vlak. 
(Xo,Yo' ZO). 

16. Gegeven is: y' = 6x2 + 2. Hierdoor i s  y a l s  functie van x vastgelegd. 

Bepaal van deze funct ie  het extreem en de buigpunten; teken ook de grafiek.  
* 

2 17. Gegeven is: y' + 3x - 6 q  = O. f 
t .  y'i 

# , , > ' '  p 
$. :J, 

Bepaal de punten op de kromme w a a r  

1) de r a a k l i j n  evenwijdig is aan de x-as; 
2) de r a a k l i j n  evenwijdig i s  aan de y-as. 
N.B. Het p&t (0,O) wordt buiten beschouwing gelaten. 

' .  , i,', 
i,.:,,. k,;;, 

18. Gegeven is - arcsin ia de snijpunten ven äe kromme 
), 
1 :  Bereken ~ 

met de reohte y - Qx . 

j 
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dz I.  Gegeven: z = xeq, x = log t ,  y = sin t. &paai z. 

z = x arcsin(x 2 2  + y  1, x = et ,  y = tan t. &paai dz . 2. Gegeven: 

i~ u i t  i n  x en y. az 
en ar z = 9, x = r coe 'p, y = r s i n  'p. ~nik - 

a'p 
3. Gegeven: 

4. u is een functie van x = 

de pa r t i ë l e  afgeleiden van u naar x en naax y. 

5. x = cos u s i n  v 
y = s i n  u cos v 
z = a l + 3 v  

en y = . D r u k  - au u i t  in x en y en 
r r a'p 

Beschouw z als func t ie  van x en y en druk 
u i t  in u en v. 

az 
ay 

ax en - 

6 .  Gegeven: u = log{(x-a)2 + (y-b)2}. 

Toon aan dat & + & = O .  
a 2  a3 

7. Gegeven: u = + ( y - b ) 2  + ( z - c )  J 4 . 

- 3 q z  = O 8. Boor x + y3 + z en x + y  + z = 1 z i jn  y en z als functies S 3 

a u i t  i n  a en y, i n  x en a. ax van x gegeven8 ax 

9. Gegeven: x + y + z = 1 ;  x2 + y* + z2 = 25. Beschouw x als onafhankelijk 
2 

d z  veranderlijke en bereken dx , dx , drn 

2 2 2  
lo. &geven is + + = 1. Beschouw z als funct ie  van x en y. 

12 3 27 
a2 

(-2,1,-3)* 
en daarna de vergel i jking van het raakvlak i n  het punt ax en ay 

11. ~ 0 o r  zex - t e r  en - 2 ~  + + z + 2 t  = 3 z i j n  z en t gegeven a b  funct ies  

van I en y, Bepaal in (x,y) = (0,O) de waarde van a;, az G ,  a z  a; a t  en - a t  
ay 
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12. Op het  oppervlak x3 - 2x2y - 32 + 4y = O l i g t  het punt (l,l,l). 
a2z Bepaal i n  dat  punt axay . 

13. Gegeven: x + y  + z + u  = 5; gni = 2. 
Beschouw x en y als onafhankelijk veranderli jken en bepaal - a2u in het  axay 
Punt (1,1,1,2). 

14. Gegeven: eW - e2 - arctan xy = O .  
2 

Bepaal - a i n  het  punt (O,O,-I). 
ay2 

15. Gegeven: xu + yz = 2; xz + p = 3 .  
Beschouw z en u als func t ies  van x en y en bepaal 

(091, 2,3  1. 
axay i n  het punt 

16. Gegeven: xy + z t  = 3; x + y + z + t = 5 .  
Beschouw x en y als onafhankelijk veranderli jken en bepaal i n  het  

Punt ( X , Y , Z , t )  = (1,1,2,1). 

17. Gegeven: xy + xz + xt + yz + y t  + z t  = O; x + y4 + z + t = 4 .  
Beschouw x en y ala onafhanelijk veranderli jken en druk - at u i t  in x, y, z 

en t. 
ax 

18. Gegevena ry + y' - 22 + z2. Beschouw x en y als de onafhankelijk verander- 

l i j k e n  en druk u i t  i n  x en y. 

U 
V 19. Gegeven: z = f (x ,y) .  Verder z i j  x = uv, y = - . 

u i t  i n  z, u, v en de p a r t i ë l e  afgeleiden van z naex u en V. -axay 

u i t  i n  u, v en de 1 2 6  20. Gegeven: z = f(u,v) en x = uv, y = u + ; . Druk y 
ax2 

p a r t i ë l e  afgeleiden van e naar u en V. 

U 
V 21. Gegeeven: z = f (u ,v ) ;  x = log  j U 3 - 2 ;  y = arc tan  - . 

aZz 
a x e  

D& - u i t  i n  u, v en de par t ië le  afgeleiden van en Ze orde van z 

naar u en V. 

, a + O e n b + O .  u v + l  u - v  u v -  1 22. Gegeven: x = a - z = c -  u + v  ' Y " b U + v '  u + v  

Door h i e r u i t  u en v geëlimineerd t e  denken, kan men z als funct ie  van x en y 

beschouwen: z = f (x ,y) .  Druk de pa r t i ë l e  afgeleiden van de l e  orde van z naar 
x en naar y u i t  i n  u en v (pas 111.17 G. toe ) en druk daarna 
i n  x, y en z. 

az u i t  az 
en aj; ax 

- 
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P 

23. Gegeven: y is een functie van X. &n voert nieuwe veranderlijken z en t in 
door de betrekkingen: 

2 x +y2 + 22 + t2 = 1 

x + y  + z  + t  = o .  

x, y, z en t. ~ n i k  uit in E ,  dz 

dz 

dz 
( t - x )  + E  (2 -x )  

(Y-t) += ( Y - 2 )  
Antwoord: = dx 
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1. Op de zijde AB van A OAE3 ligt een punt P tussen A en B zo, dat AP : PB = h : P. 
i 

Druk de vector Op met behulp van h en u i t  i n  de vectoren en E. 

2. B i j  he t  parallelogram OBBC (OB en AC diagonalen) wordt BC met zichzelf ver- 

lengd t o t  BD. Dnik 00 u i t  in g en g. 

3. L i g t  he t  punt A(3,-26) op de rechte x = ( 1 , f i )  t h ( - f i , 3 )  ? 

Bepaal de coördinaten van de snijpunten van deze rechte met de assen. 

4. Bewijs dat het punt A ( 3 , 4 )  l i g t  op de rechte  

In welke punten sn i jd t  deze rechte de aasen? 
= ( l , 5 )  + h(2,-1), 

5. Bepaal he t  snijpunt van de rechten 5 = ( 2 , 1 )  + A(1,3) 

6. Bepaal he t  snijpunt van de rechten & = ( 9 , O )  + A(7,û)  

en 2 = ( 0 , 3 )  + P(1,1)* 

& = ( 0 , 8 )  + P(8,9). en 

7. Geef een parametervoorstelling van de rechte ,  die de volgûnde vergelijkiiig 

heef t :  4x + 3y - 2 = O. 

8. Geef een paramtervoorstel l ing van de rechte,  die de volgende vergel i jking 

heef t :  3x + 4y - 5 = O. 

9. Geef een paranetervoorstell ing van de rechte door A ( - l , l , 4 )  en B(l,2,3). 

Vaar s n i j d t  deze rechte het XY-vlak? 

10. Geef een parametervoorstelling van de rechte door A(l,2,3) en B(2,4,3). 

Bepaal he t  snijpunt met het Xzvlak. 

11. Geef een parametervoorstelling van het vlak a, w&~;pvan de vergeli jking 

l u i d t :  2x + 3y + 42 = 7. 

12. Geef een parametervoorstelling van het vlak a, d a t  gaat door het punt 
A = (1,2,1) en evenwijdig is aan de rechten & = (-6,2,0) + h ( l , l , l )  en 

z = (5,1,3) + ~ ( 6 ~ 2 ~ 1 ) .  

13. Bepaal een parametervoorstelling van het vlak door O en de rechte 

- x = (1,-1,o) + k(2,1,1). 

14. Geef een parametervoorstelling van het vlak door A ( O , l , l )  en de rechte 

x -  (1,2,1) + A( 2,1,2). Bepaal ook de vergel i jking van d i t  vlak. 

15. Bepaal het snijpunt van de rechte 1, die door de p t e n  A(l,2,3) en B(4,5,-3) 
gaat, met het vlak, dat wordt gegeven door d.e vergeli jking 2x - y + 32 E 4. 
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16. Bepaal he t  snijpunt van de l i j n  door A(I,O,-l) en B(2,3,4) met het vlak 
5 = (1,0,3) + 1(1,4,5) + P ( l 9 3 , 3 ) -  

17. Gegeven het punt A (  1,1,2) en de l i j n  m, voorgesteld door 
- x = (0,0,1) + 1(1,0,0). Bepaal een parametervoorstelling van de l i j n  d door 

A ,  d ie  m en de Y-as sn i jd t .  
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26. Onderzoek of de eindpunten van de volgende v i e r t a l l en  vectoren i n  één vlak 

liggen: 

1) (3,2,10) , (I,-w), (5,0,2) , en (2,-3,-4). 
2) (-4,-2,3), (1,3,-2), (0,3,-2), en (5,-2,0) - 

27. Toon aan dat het vlak 

28. Bewijs dat het vlak 

& = (-3,4,-l) + A(I,Z,-l) + p(3,l,-l) door O gaat. 

= (O,2,5) + h(1,5,-2) + p(1,7,3) door de oorsprong 

gaat. 

29. Bewijs dat de rechte & = (1>,7,6) + A(-l,l,l) evenwijdig is aan het vlak 

x - = (6,1,2) + a(1,2,3) + l3(5,1,3). 

30. %wijs dat de rechte 5 = (1,0,2U) + h(2,l,3) evenwijdig is aan het vlak 

u : x + y - z = l .  

31. Bewijs dat de vlakken = h(l,d,4) + p(2, 1,3) en 
= (l,l,O) + p(-l,l,l) + < r ( 3 , C , Z )  evenwijdig zijn. 

32. Gegeven z i jn  de vectoren: 

- a = (1?3?0,3); b - = (2,-7,-2,1); c = (0,7,2,5); d = (5,l,-4,5). 
Chderzoek de afhankelijkheid van de volgende s t e l s e l s  vectoren: 

1) a, b, 2; 2) a, b, d; 3) a, 2, d .  
Bepaal verder een basis voor de deelniimte opgespannen door a, & en b. 

33. Gegeven z i jn  de vectoren: 

a - = (1,2,3,-1); b =  (2,3,4,0); & =  (1,-1,2,1); b =  (1,-4,1,3)- 
Onderzoek de afhankelijkheid V&TI de volgende s t e l s e l s  vectoren: 

1) a, b, 2; 2) a, 6, 4; 3) a, c, b. 
Bepaal verder een basis voor de deelruimte, opgespannen door 5, b, g e n  b. 

34. Gegeven z i j n  de vectoren: a = (8,0,-9,8), b = (12,-10,6,6), 
- c = (4,7,-6,-8), & =  (8,-7,3,6) e n e =  (0,-3,12,-10). 
3epaal de dimensie en een eenvoudige basis  van 

opgespannen deelruimte. 

de door a, b_, 2, en 5 

35. lie vectoren = (3,-2,3,1); b - = (2,1,-2,-1); = (1,1,2,3), spannen een 

vectorruimte U op. 

a )  Bepaal de dimensie van U. 

b) Behoort 

c )  Behoort 5 = (-4,2,1,3) t o t  U ?  
= (1,4,3,?) tot U ?  



36. De vectoren a= (7,2,3,4),  b = (2,-1,0,2) e n  c = (4,-3,-1,-1) spamen een 

vectorruimte U op. 

a) Bepaal de dimensie van U. 

b)  Behoort g = (-4,1,-2,10) t o t  U ?  

c )  Behoort = (3 ,1,2,1)  t o t  U ? 

37. Gegeven z i j n  de vectoren: 5 = ( 3 , - 1 , 4 , 7 j ,  F = ( 1 , - 3 , 2 , 5 ) ,  - =  <2,6,1,-2),  

- d = (5,3,2,-1) en e =  ( (~ ,4 , -1 , -4) .  
Bepaal van e l k  der  volgende vectorruimten de ainensie en een basis. 

1) U opgespannen door a, en c. 
2 )  ü2 opgespannen door a, er1 g .  
3) U3 opgespannen door a, b, g er, z. 
Geef ook een voorbeela van een vector d i e  n i e t  in i: l i g t .  

1 

2 



~~ 
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\. i" 
i.. 
! Geef van e l k  der volgende s t e l s e l s  homogene vergelijkingen de oplossing i n  

vectorvoorstell ing en controleer telkens ùe r e l a t i e  : 

dim. oplossingsruimte + dim. ruimte der r i jvectoren = aantal  cnbekeiiden. 

I. x +2x +3x3- x = o  

4x1 2 3 4 

1 2 4 

1 2 3 4 
2x + 3x - 2x + 3x = o 

+6x + x +2x = O .  

2. 3x - 2x - 3x3 + ix4 = o 
7x1 - 5x2 - 7x3 + 7x4 = o 

1 2 

-5x1 + jx2 + 5x3 - 5x4 = U .  

3. x1 + 4x2 - 3x3 = G 
x + x 2 -  x = o  1 3 
3xl + 6x2 - 4x3 = U .  

4. 4x1 - 3x2 + x3 = O 
-ZX, + 

1 

x2 - 2x3 = O 
2x + x2 + 5x3 = o. 

5. x + x - x + x = o  
+2x = U  

1 2 3 4 

2 4 1 

2 

x - x  
+ 5x4 = o 3x, - x 

x + 3x2 - 2x3 = o. 
1 

6. x + 2 x = O  
-2x + x =-o 
2x + x = o  
- x  + x =o. 

1 2 

1 2 

1 2 

1 2 

+2x = o  
3 

- x + x = o  
2 3 

1 3 

7. x1 

2~ + 5x2 - x = U .  

8. 5x1 + 4x2 - 2x = o 
i3X1 + 14x2 - 4~ = o 
-7x1 - 5x* + 3x3 = o 

3 

3 

IIx + 13x2 - 3x3 = O. 1 
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I 
I,, 

i 
+, 

< / _  . 

i,. 9. 3x1 + x + 2x3 - x = o 

5Xl + 5x2 + 4x3 - 5x4 = 0 
+ gx2 + 3x3 - 9x4 = o .  

2 4 

1 2 3 4 
2x - x + x + x = o  

2x 
1 

Los de volgende s t e l s e l s  inhomogene vergelijkingen op. 

IO.  x1 + x - 2x = o 
2x + x2 - 3x3 = o 

- 2x3 = o 4x1 2 

- 3x2 - 4x3 = 1 . TX1 

11. x1 + 2x2 + 4x3 + 7x4 = o 
-2x1 + 3x2 + 3x3 + 4x4 = -4 

2x1 - x 

12. x - x + x 3 + 2 x  = 2  

2x1 - 3x2 + 4x3 - x4 = 3 

2 3 

1 - 2x 

1 2 
6x - x - 5x3 = O 

+ x4 = 3 .  2 

1 2 4 

- x + 7 x 4  = 3 .  
1 3 

X 

x2 + 2x = 1 13.  3 

x l .  + 2x2 + 3x3 = 2 

3x1 + x + x3 = 3 .  2 

+ 2 x  = 1 
- x + - x  = -1 

14. x1 3 

2 3 

1 3 
2x + 5 x 2 -  x = 7 .  

P.. i.' v,, 15. x + x + 2x3 + jx4 - 2x5 = i 
H '  1 2 

2x + 4x2 - 8x5 = 3 
1 - 2x + 4x3 + 6x4 + 4x = O .  

2 5 

16. x + 2y = o  
x + 4 y - 2 2 =  4 

3x + 62 = -12 

2x + 4 2  = - 8 

-2x - Oy + 48 = - 0 .  
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d i 17. x + 2~ - zx = - I  
1 2 3 

1 
2x - 4x3 = 2 

x +ax = - I .  
2 3 

Voor welke maarde(n) van a heef t  d i t  s t e l s e l  ékn of ineer oplossiilgen? 
Bepaal deze oplossingen. 

18. x + y = 2 a + 2  

2ax + y = 3 
(3a- l ) x  + ay = 7a- 2 .  

Voor welke waarde(n) van a heef t  d i t  s t e l s e l  een of meer Oplossingen? 
Bepaal deze oplossingerl. 

19. 3x i 2y i 
x - y + az = ( a + l )  

z = a + 2  
2 

a x +  y +  z = a + î  

Voor welke -de(n) van a heeft  d i t  s te l se l  een of meer oplossingen? 

Bepaal deze oplossingen. 

20. Schr i j f  een matrix op van 3 r i j e n  en 4 kolommen, die 

3 )  rang O heef t ;  
2 )  rang 1 heeft. 

21. Bepaal de rang van de beide volgende matrices: 

1) 2 0 5  2) 1 2 0 3 1 \  

3 2 2 3 1  
o 2 2 3 1  

2 -1 2 -2 4 
2 3 - 2  5 - 3 ,  

1:. -; -: -i) ' 

.2 3 -3 9 -5 

22. Bepaal de rang van de matrix 

23. Bepaal de rang van de volgende matrices: 
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24. De rang van de volgende matrix is 2, bepaal a. 

(-i i i) . 
25. 

b 13 

Bepaal a en b zo, dat de rang van deze matrix 2 is. 

26. Voor welke waarde a heeft  de volsende matrix de rang 2 ?  

27. V a n  een s t e l s e l  homogene vergalijkingen i s  de coëfficiëntenmatrix: 

(2: 1 -y) . 
3a- 1 -7a+2 

Voor welke a is de dimensie van de oplossingsruimte O resp. 1, 2,  3 ?  

2 2 , w a a r i n  (:I 1 1 . i  = (-: :), 
Bkj % 28. Gegeven: x. = C a. . y .  ; y. = C 

k=i = j = 1  1 J  J 
21  2 2  

Bereken de matrix (::: 1:;) u i t  de r e l a t i e  x I C C ~ I ? ( .  
2 

k=l i 
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c ) 7 9 4  
6 5 4  
2 5 3  

a) o -718 +29 

718 0 384 
-29 -384 c 

a) 1 0 1  

o 2 1  

2 -3 c 
2 0 2  

-4 
-2 

O 

-7 

b) 

leterminanten 

a)  3 -1 2 

1 o -1 

2 1 -2 

3 4 1  

volgende 

1 0 0  

2 1 0  

3 3 1  

4 6 4  

1 

-1 

1 

O 

m m u i  

a) 1 

1 

1 
1 

5. Los x op u i t :  

11 3 -4 5 
-13 -4 5 -6 

2 x-2 4 
1 x-I 2 

2 o x+: 

18 5 -5 
8 2 -2  

6. Los x op u i t :  

1 

3 

x 2 3 
2 x 3  
3 2 x  



9. Bepaal de inhoud van het t e t r a d e r  ABCD. 

A(2,3,4) ;  B(-2,4,8); C ( 1 9 1 ~ 5 ) ;  D(0,2,6). 

10. Bepaal de inhoud van het te t raeder  ABCD. 

A(1 ,6 ,7 ) ;  B(3,9,11); C(4,8,2); D(2,1,8). 

11. Los met behulp van de rege l  van Cramer y op u i t :  

X -  Y + ~ z =  6 

x + 3 y - 3 2 = - 4 .  
3x - 2y + 72 = 14 

12. Los met behulp van de rege l  van Cramer x op u i t  

3x + 4y + 22 = 6 
4x + 6y + 3 2  = 6 
2x + 3y + z = 1.. 

13. Los met de regel van Cramer x3 op u i t  

xi + 3 3  + x3 = 5 
2x, - 3 5  + x = o 
5x1 

3 
+ 3x3 = 0 ,  ? 

14. Onderzoek of de volgende vlakken door één punt gaan: 

2 x + 3 y +  z - 6 = 0  
x -  y + 4 z - 4 = 0  

7x + 5y - 32 - 9 = o 
-x ~+ 7y - 92 i 4 = 0. 

15. Onderzoek of de volgende vlakken door één punt gaan: 

x -  y +  2 = o  
5 x + 3 y +  2 -  8 = 0  

2x + 4y - 32 + 10 = o 
6 x +  y +  z +  ? = o .  

$3, 
$ *, 16. Onderzoek of de volgende vlakken door één punt gaan: 

x +  y +  z -  1 = 0  

2x + 3 y  + 4 2  - 1 = O  

4 ~ + 2 y + 3 z +  6 = 0  

3x + 4 y  + 2z - 14 = o .  

nr.12.2. 
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j' 
'i, ,, . 

17. Teken i n  he t  complexe vlak de beeldpunten van de getallen 

z = - 3 ;  z = 2 i ;  a = l + i ;  z Z-6-i 
1 2 3 4 

en schr i j f  deze getal len i n  de vorm reicp (- n < cp < n, r 7 O ) .  

= -2. Teken de getal len zl, z e n  z1 +z2 in het complexe 18. z1 = - l - i f i ,  z2 2 

vlak. Schr i j f  e lk  van deze dr ie  getallen i n  de vorm re" met - n  < cp sz n, 

r > O. 
I 

19. Teken de beeldpunten van de getal len 

3 n i  
1 fie-x 2e6 ; G e 4  ; 263 '  i 2  

1 n i  1 n i  5 n i  

en sch r i j f  deze &ta l l en  i n  de vorm a + b i  (a en b reëe l ) .  

- U n i  $ 2 3 '  -1 - --1 . 
t' I 3  1 '  2 '  1 2 2 1  ' "2 

20. z = - e d n l  l 2  . Teken de ge ta l len  z z z z en z z m = Ze 

het complexe vlak. Schri j f  de l aa t s t e  twee ge ta l len  i n  de vorm a + b i .  

21. Teken i n  het complexe vlak het beeldpunt van een ge ta l  z. 

Construeer dan de beeldpunten van de getal len 2 + 2 ,  - 2 2 ,  -, z - 2 i ,  i z ,  z ,  

- iz .  

- 1 
2 - 

2 22. Teken het beeldpunt van een complex getal z .  
- zn1  1 .  5 n i  7 n i  

Construeer daarna de beeldpunten der getal len z e  , 3ze  , z e  

~ 
~ ~ - 

~ u 

-*. =I,)  -c 

i. 
\:, 

? i. 

, ,. 



,. ... 
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I .  Geef in het complexe vlak aan w a a r  de punten z liggen die voldoen aan de 

beide ongelijkheden 

l z + l - i I 2 = s 2  en c n s a r g z ~ s n .  1 

2. Hetzelfde voor de punten z ,  die voldoen aan 

arg-=zI. z + i  
2 - 1  2 * 

5. Bepaal de meetkundige p laa ts  van de beeldpunten der getal len z ,  die voldoen 

aan één der volgende voorwaarden: 

a )  I z - 3 i l  = ) 4 + 2 i - z l  ; 

2 - 1  ll b)  a rg  - =  - - z + l  2 ' 

c )  I m 2 - 3 = 0 .  z + 2 i  

'4. Waar liggen de punten z die voldoen aan 

5. a doorloopt de eenheidscirkel i n  positieve zin, t e  beginnen b i j  z = -1. 
I T .  

Welke baan beschr i j f t  w = Zer1 * ( z - i + 2 )  ? 

i a  6. z is  het complexe ge ta l  e , a reëel. 

2 2 - 2 + 1  r eëe l  is. 
22  

a )  Toon aan,: dat w = 

b) Beschrijf nauwkeurig de baan, die het beeldpunt van w doorloopt, als 

a rg  z toeneemt van O t o t  2n. 

7. z doorloopt de eenheidscirkel. Welke baan beschr i j f t  w - ? z + l  
S c h r i j f  axg w en IwI ais funct ies  van cp = arg  z (-n =s cp C A ) .  

8. S t e l  a is een complex getal ,  r en p reëel, r pos i t ie f .  
iaat zien dat de meetkundige plaats  van de beeldpunten van de complexe g+ 

t a l len  z die  voldoen aan de vergeli jking 

2 - 
( z+a )G+a)  = r 

een c i rke l  is. 
Leid de betrekking af waaraan p en a moeten voldoen opdat hetzelfde geldt 
voor de vergeli jking 

- -  
zy + az + az  + p - O. 



i 
,),' 

.' 
i. li jking. 

10. Dezelfde vragen voor de vergeli jking 

9. Los op: ( 2 -  i)4 = -1 en teken de beeldpunten van de wortels van deze verge- 
, 

2 ' 0  + 28 i. 26 + 24 + 22 i. 1 = o . 
jp 

6 
r,, ~, 

$ 11. Los op: ( z  + 2 -  i)  = i en teken de beeldpunten van de wortels van deze ver- .. 
ge li jking . 

12. Dezelfde vragen voor de vergeli jking # 
211 + 210 + ... + a2 + z t 1 = u . ;$ 

<*t, 

P 

m=k 
I j .  Schrijf  de som C cos 2119 met behulp van complexe getal len als een pro- 

duct. 

$' P 
:;! '* 14. Schri j f  de som C s i n  2mq met behulp van complexe getal len als een pro- 

m=k i', duct. 

1 q;, S' - 

2. I 15. Bepaal f ' ero:: x dx . 
O 

co 

cos iix e ax . - n d 2  s $ '  2 

- 16. Bereken 

3;. 
3: 
-. 

ca e, 

-bx , + 
17. Bepaal s e  s i n  ax dx (b > O) . 3 5, O 

!' 
1' 

'7 
3: Analom vrmmtukken 

, 4 
S a l e t  I, Hoofdstuk 11, § 3 WE. 1, 2, 6 ,  7, 8.  

?~ 

§ 4 
§ 5 ms. 4, 9 ,  11. 

m. 41 6, 7. 

1 
I 1 

l i  



1. Gegeven i s  de differentiaalvergelijking: 

Xy'l - (a + 1)y' -k (x + 1 )y - 0. 

a )  Toon am dat y - =*ex voldoet. 
b )  Zoek nog een oplossing. 
c )  Schr i j f  nu de algemene opiossing op. 

2. Gegeven i s  de differentiaalvergelijking: 

2 x y " - x y ' + y - O .  

a) Toon aan dat  y 
b )  Zoek nog een oplossing. 
c)  Geef de algemene oplossing. 
à )  %paai de opiossing waarvoor g e l d t  

x l og  x voldoet. 

y ( i )  1 en ~ ' ( 1 )  2. 

3* y = f (x) voldoet aan de differentiaalvergelijking 

Y'! + y = 2yf. 

Verder i s  gegeven: f ( 0 )  - 3; f ' ( 0 )  - i. 
Bepaal f (I). 

Bepaal a l l e  reële oplossingen van 

5. Y ( 4 )  + 2y" + y  = o. I 

7. y"' - 2y' + 4y = o. ! 

8. y'  - y - x - 1  - O .  



nr .  14.2. 

2 11. y" + m y 4 a cos mx + b s i n  mx, voor a l l e  r eë l e  a, b en m. 

-4 x 14. y1 - 4y = e4x + e  . 
2 3x 15. y" - 3y' + 5 = x e . 

16. y" + y = x sin X .  

17. a) in een bak van 6 0 L  met een oplossing van de concentratie x ( t )  voert men 

1 L water per sec. toe en 1 L oplossing per  sec. af. Laat x ( 0 )  = o; be- 

b )  De bak wordt tevoren in twee delen van j 0 L  verdeeld door een schot m e t  
P a a l  d*). 

een opening (toevoer i n  het ene deel,  afvoer ui t  het  andere); de concen- 

t r a t i e s  z i j n  e r  y ( t )  en z ( t ) .  k t  y(0) z ( 0 )  = c ;  bepaal y ( t )  en z ( t ) .  

AnaloEe vraamtukken 

S a l e t  I, hoofdstuk IX, $ 4, nrs. 1, 3-6. 
$ 5, ms. 1-16. 

S a l e t  11, hoofdstuk XIII, 5 1, nrs. 1-11. 



B e r i j 8  met de d e f i n i t i e  van oonvergentie van ,een reeke d a t  de reeks 
raarvan de algemene term in de  mlgende opgaven gegeva wordt, om- 

vergent is en bepaal de 8m. 

i. ’h- jflp dr, n >l. 
n 

n+l 

1 1 1 1 3. un = sin (; - -) cos (- + -) , n + l  . n n + l  n 5 1. 

n 5 1. 

uderzoek met de  verge l i jk ingss te l l ing  of de volgende reeksen oonvelc 
gent of divergent zijn. 

a a  a 
‘3 + 4 + 0 . .  met an w e e i  en 0 < an < 9 .  % . a o + - + - + -  1z 2 

lo l o 2  10’ 10’ 

( D i t  is een decimale breuk.) 



Cnderzoek met de vergelijkingsstell ing of  de volgende reeksen 
oonvergent of divergent zijn. 

2 3 4 
11 .  (1 + 3 )  + (1 +$> + (1 +5, + (1 +i) + e.. . 

W 

12. c - 
n-2 4-j 

OD 

(voor eïke p).  n - 1  13. C - 
n-1 2' 

1 

n-1 n 

m 
14. C 7 (2 + (-l)n}. 

W 
1 O00 

2 .  15. C 
n-1 (2n-I )  

OD f i - G  
n 16. C 

ni l  

OD 

17. 2 
n-1 

(D 

18. c ;sin;. 1 1 
n-1 

OD 
I 19. C (1 - O 0 8  n). 

na1 

OD 

n-1 O00 

m . 



; (-1 1" + 1 
n 23. 

na1 

m 
-tan n 
a2 - n + î 

25. C 
n-í 

26. c d z n  - c n ) .  
n-1 

m 
-log n 27. I: n o 

n i l  

OD 
1 28. C n ara tan  - 

n-1 & *  

m 

30. c n! e-n. 
n=l 

1 
31. I: n-p 'Os n 

m 

voor a l l e  reële -den van p. 
n= 1 

íhderzoek met Caua~/dtAlembert de convergentie van 

ca 
P "  32. C n p 

n-1 
voor de verschillende waarden van p > O. 



Onderzoek met Cauchy/dlAlembert de convergentie van 

m 

33e C 
n=l 

m 

34. 2 
n-1 

m 

35. 
na1 

m 

36. c 
n=l 

m 

37. 
n i l  

00 

36. C 
ni l  

n l  - 
5n * 

nn 
lon 
- 

2 100-n 
n e  . 

n(n-1) 
(*) . 
(E) 

n n +1 

(n' - 2 1 1 1 8  . 
(Merzoek of de volgende reeksen convergent z i j n  en zo ja, of z i j  
absoluut of re lat ie f  convergent zijn. 

m 
COB 101 39. c - . 

m 

42. C s i n o .  2 (fi-fi). 
n=l 

m 
n o08 mi 43. 2 (-1 1 - nil n .  



i, 

nr35.5 .  

m n (-1 1 
log (en + e-n) 

44. c 
n=î 
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1. Bepaal de convergentiestraal van de volgende machtreekaen 

m 0 n m  m n (n+i ) n x  a)  C n x .  n n  b) C %. c) C (-1) . 
2 . ,  n: 

n-I n-I n-1 32n +2n 

2. Bepaal de convergentiestraal van de volgende maohtreekeen 

m 
n+i n c) c (-I) x sin n a .  

m m n! x 
ca 

n *  n-1 4 a) C nl I". b) C 
na 1 na1 n 

3. Bepaal van de volgende machtreeksen 
I ) de convergentiestraal; 
2) het gedrag in de randpunten; 
3) de som voor die waarden van x waarvoor de reeks convergeert. 

m n m 
a)  2 (n+4)(n+3)xn. b) C n+l. N 

n-o n-I 

4. Bepaal van de volgende machtreekeen 
1) de convergentiestraal; 
2) het @;ebrag in de randpunten; 
3 )  de som voor die waarden van x w-oor de reeks convergeert 

(alleen in de gevallen b) en c)). 

n+2 m 

c, n- 1 *)' 



I' 
I '  

8 '  .; 

5. Onderzoek de convergentie en bepaal de som van de reeks 

00 n sin I) CC8 x d n o n=l 

6. ûnderzcek voor welke x de volgende reeksen convergeren 

7. Onderzoek voor welke x de volgende reeksen convergeren 

m al 

a) C (-1)n+1(2 +x) 2n+l . b)  e-= arctan - 1 
n '  n= 1 n= 1 

8. Bepaal v m  de volgende reeksen 
1 )  de convergentiestraal; 

2) he t  gedrag i n  de randpunten. 

9. Bepaal van de volende  reeksen 

1 )  het convergentiegebied; 
2)  het  gedrag in  de randpunten. 

en n 
00 

OD xn. b) C - 
n-1 P+P a )  2 

n-1 n 



Analom vraam tukken. 

Salet I, Hoofdstuk V I I I ,  3: 

43 



1. Geef met behulp van de standaardreeksen de reeksontwikkelingen tot 
aan de term met x van de functies 7 

; b) l og  COS X. sin x 
a) 

x ( l  +x2) 

2. Geef met behulp van de standaardreeksen de reeksontwikkelingen van 
de functies 

7 a) E y  tot aan de term met x . b) log (x +\li) tot 
5 aan de term met x . 1 + x  

3. Bepaal eveneens met behulp van de standaardreeksen de Taylorreeks van 
de functies 

n a) COB x rond x = 7 ; b) rond x = 2. 

4. Bepaal eveneens met behulp van de standaardreeksen de Taylorreeka van 
de functies 

n a) rond x = 1 ; b) sin x rond x = - 4 .  

5. Bepaal met behulp van reeksontwikkeïingen 

6. Bepaal met behulp van reeksontwikkelingen 

2 ex-1)(2x - 1  +cos 2x1 

6 s in  x -  6x +x3 
; b) lim l o d l  +x) - x . 

I-o CO8 X - 1 a) lim 
I - o  

log + $ x si& x 
X 

4 
o )  lim 

x-o X 



nr. 17.2. 

7. Onderzoek de volgende reeksen op convergentie 

8. Onderzoek de vo1gend.e reeksen op coiivergentie 

m 
1 1  

n= 1 n=l 

m 

a )  c (arctan ; - ;); b )  c (a'/" - 1 ) ;  a > i. 

9. Voor welke complexe waarden van z t,onvergei?rt de reeks 

10. Voor welke complexe waarden van z converGert  de machtreeks 

m 2 

2 
C -  1 e n= ? 

n-I n 

11. Voor de berekening van sinh 1 worden 3 termen van de reeksontwikkeling 

gebruikt. Geef een scha t t ing  van de gemaakte fout  volgens de methode 

van de meetkundige reeks ( z i e  collegesyllabus VIL 24). 

12. Hoeveel termen van de reeksontwikkeling van ex moet men minstens nemen 

om e 
van de methoden d ie  in de collegesyllabus op blz. V I I . 2 4  z i j n  aange- 

geven. 

i n  4 decimalen nauwkeurig t e  berekenen? Gebruik hiervoor één 

1 .  13. Bereken cos E i n  4 decimalen nauwkeurig en schat de fout met één d e r  

i n  12 genoemde methoden. 



1 
20 14. Bereken sinh - in 6 decimalen nauwkeurig. 

1 - x  15. Bereken log met oehulp van de reekaontwikkeling voor log l+x ; breek 3 
de reeksontwikkeling af na de 3e term en bepaal van log 

mogelijk aantal decimalen. 

een zo goot ? 

2 -t e dt in 8 decimalen nauwkeurig door e-t in een 
16. Bereken O i'1° 

machtreeks te ontwikkelen. 

Analoge vraagstukken 

Salet I, Hoofdstuk VIII, $ 3: 8, 9(1°, 2 O ,  4"); 
§ 4: 7, 11, 29; 
5 5 :  13. 



nr. 18.1. 

’ .  

1. Bepaal de afstand van de punten (2,l 

2. Bepaal de afstand van de punten (-1, ,-3) en (-3,431. 

3e Bepaal de scherpe hoek, d ie  de volgende rechten met elkaar maken: 

- x - (7919-2) + h(2,-1,-3) en (0,415) + @(1,3,2)* 

4. Bepaal de scherpe hoek, die de volgende rechten met e lkaar  maken: 

- x = (2,-3,4) + A(1,2,3) en 5 = (5,1,-3) + @(-2,3,1)* 

5. Bepaal de afstand van het  punt (3,-1,5) t o t  de rechte 

- x = (0,-1,2) + A(2,2,1). 

6. De rechte R is gegeven door: & = (2,1,12) + h(2,-3,6). 
Bepaal de afstand van (2,1,12) t o t  het sni jpunt  van R met het xy-vlak. 

7. Gegeven is 

1 : (3,215) + A(0,2,-1) i 

m : x =  (4,-3,-1) + i1(3,-4,1) . 
Bepaal de afstand van R en m eneenparametervoorstelling van de 

rechte  n, d ie  1 en m loodrecht sn i jd t ,  

8. Gegeven is 

1 : 5 -  (-1,396) + h(6,Ip-Z) ; 
m : = (0,-4,-3) + @(3,2,-2) . 

Bepaal de afstand van 1 en m en een parametervoorstelling van de 

rechte n, die  1 en m loodzecht sn i jd t .  

9. Bepaal de scherpe hoek tussen 

x - 5 y + 4  - 0 ;  8 )  de rechten 2x + 3y - 7 = O en 

b) de vlakken 51 + 3y - 8z = 13 en ljx - - 1 1 ~  = 5 . 
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10. Bepaal de scherpe hoek tussen 

a) de rechten 3x - 4y - 13 - O en I i 7y + 4 = O i 

b ) d e v l a k k e n  & + a -  2 - 5  en x - 2 - 4 .  

11 .  Bepaal de vergel i jking van het  vlak U door het  puit P(2,3,4) en 
loodrecht op de rechte:  

- 2 y +  2 -  5 ;  
x - 2y - 22 - -1 . 

12. Bepaal de vergel i jking van h e t  vlek U door het punt P - ( I , Z , - l )  en 
loodrecht op de rechte .8 : 

2 x - y +  2 = 1 !  

I -  y + 22 - 2. 

13. Bepaal de parametervoorstelling v6u1 de p ro jec t i e  van de rechte 
= (-3,7,-1) + A(3,-3,1) op het  vlak U met vergeli jking 

3r - p + 22 - 9. 

14. Gegeven he t  vlak V : x + 3y - 42 + 5 - O en de punten A(2,2,3) en 

B(4,2,1). Gevraagd de vergel i jking y ~ n  h e t  vlak W door AB en lood- 

recht op v. 

15. Bepaal i n  R5 de afs tand van he t  punt (Z,I,-3,1,-2) t o t  he t  hypervlak 

de vergel i jking is 

16, Bepaal in R5 de afs tand van het  punt (1,2,3,-2,-1) t o t  het  hypervlak 

raarvan de vergel i jking is: 

2 2 + y* + z 17. Gegeven i e  de bol r - 02, + 7 - O. 
Gevraagd worden: a) het  raakvlak i n  (2,-2,3)! 

b) de roekvlakken evenwijdig aan het  vlak 
41 - 87 + z 31. 



2 2 
18. Bepaal de raakvlakken aan de bol x 

de rechte 5 = ( l , l , 5 )  + h(-2,1,2). 

+ y 2  + z = 9, d ie  gaan door 

2 2 2 19. Schri j f  de vergeli jking van de bol T + y + z + 4x + 16y + 82 + 59 - O 
1 i n  de vorm (x - a, & - s) = r2, Wat is he t  poolvlak van P(-2 ,  7, -4) 

t.o.v. deze bol? 
Bepaal de punten Q op de bol zodanig da t  FQ raakl i jn  aan de bol  i s  en 
loodrecht op de x-aa staat. 

ZOe Bepaal de bol d i e  O t o t  middelpunt heef t  en d i e  zodanig i s  da t  de 

punten A = (1,-2,3) en B = (-l , l ,4) in elkaars poolvlak liggen. 

21. Bewijs da t  de vectoren = (2,14,5) en 1 = (-11,-2,10) ge l i jke  lengte 

hebben en looàrecht op elkaar  staan. Bereken een vector 2 met de 

eigenschappen g 1 %  en 1 = 15. 

22. Gegeven de punten A(2,14,5), B(-10,2,11), C(2,-1,2) en D(-14,7,-14). 
Bewijs dat  BBCD een orthocentrisch viervlak is (een viervlak w a m e n  

elk paar overstaande ribben loodrecht op elkaar staan)o 

24. Idem voor - (-1,2,0) + A(l,-l,Z) ; 

- x = (2,1,1) + p( l , - l ,Z)  . 
25. Bepaal de scherpe hoek tussen de vlakken 

u :  x + y + 2 z - 3 ;  

v : 2 x - y +  2 - 4 .  

26. Bepaal de vergel i jking van het vlak V, dat gaat door de punten 

A(3,-6,3) en B(1,-6,O) en dat loodrecht staat op het vlak 
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27. Bepaal de parametemoomtelling mn de projectie van de rechte 
.!, : - x - (3,-10,6) + A(4,-9,7) op het vlak U : x - 5y + 32 = 1. 

28. Gegeven de punten A(2,1,0), B(2,3,6) en C(-2,3,6). 
Bepaal de sinus van de hoek tussen OC en vlak UB. 

29. Gegeven zijn de punten O ( O , O ) ,  A(3,4) en B(3,-6) in R2, 
Bepaal de vergelijking van 
1) de cirkel door O met A als middelpunt; 
2) de omgeschreven cirkel van A ABO; 
3)  de cirkel door B, die in O aan de X-as raakt. 

2 30. Gegeven is de cirkel x + y2 = 25. 
Bepaal de vergelijking van 
1) de raaklijn in het punt (3,-4); 
2) de raaklijnen evenwijdig aan de rechte 41 + 3y = O; 
3) de poollijn van het punt (-5,15); 
4) de raaklijnen uit het punt (-5,15). 

31. Door de rechten x - 4y - 12, x - y * 4, x + 4y - 4 wordt in R, een 
A ABC ingesloten. Bepaal de vergelijking van de cirkel waarvan A ABC 
pooldriehoek is; d.w.z. ieder hoekpunt v m  AABC heeft als poollijn 
t.o.v. de gevraagüe cirkel de overstaande zijde uit AABC. 
M is het middelpunt viw deze cirkel. Bewijs MA 1 BC. 



1. Bepaal de rechten d i e  liggen op het oppervlak z - ry en evenwijdig 

z i jn  aan het vlak 2x - 3y + z = O. 

2. Op he t  oppervlak z - x2 - y *  worden gevraagd: 

a) de beide s t e l s e l s  rechten; 

b )  de (twee) rechten evenwijdig met het vlak x + y + z = O en hun 

s n i  jpunt ; 
c)  welke rechten z i j n  evenwijdig met he t  vlak x + y - O ? 

2 2 3. Gegeven is het  oppervlak: x ' -  y 
Gevraagd: a )  de beide rechten op het oppervlak door (l,O,O); 

+ zz - I. 
b )  twee andere rechten, eveneens op he t  oppervlak en 

evenwijdig met deze twee rechten. 

4. Bepaal de aard ven het volgende oppervlak: 

x 2 - 6 x - & z - * y  2 + y - & = O .  

5. Onderzoek de aard van het oppervlak 

2 2 ax + (1 +a)y2  - a z  = a - 1 
voor a l le  reë le  waarden van a. 

2 2 6. Iaat zien, dat x - 4x - 4y - 0y - z2 - 0 een tweeblaüige hyper- 
boloïde voorstelt.  

7. Bepaal de vergeli jking van de kegel met (1,0,0) als top en 

als richtkromme. 
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8. Een kegeloppervlak heeft O(O,O,O) tot top en tot richtkromme de 
2 doorsnijding van de bol I 

linder xy - 1. 

Bepaal de vergelijking van het oppencvlek. 

+ y2 + z2 - 4 met de hyperbolische cy- 

9. a) Bepaal de vergelijking van de kegel met top (0,0,2) en richtkrom 

I' - f 1 :* 
b) Bepaal de orthogonale projectie op het WY-vlak van de doorsnede 

der kegel met het vlak z - x + 3. 

10. Bepaal de vergelijking van de kegel met O ala top en als riohtkromme I::::'' 2 

z - t  - 1 .  

11. Bepaal de vergelijking van de kegel met top ( l , - l , O )  en als richt- 
kromme de enijkromme van de oppervlakken 

x 2 - 2 x + y  2 + 2 y + l - O ;  

x 2 - 2 x + z  2 - 3  - 0 .  

12. Bepaal de rechte cirkel-cylinder mt.als richtkromme de cirkel 

i 2 + y 2 + z  2 1 4 ;  2 x + y - z - 1 .  

13. Van een cylinderoppervlak maakt de as gelijke hoeken m t  de poeitiave 
coördinaataasen; de doorsnede met het WY-vlak ia de hyperbool qr - 1. 
Bepaal de vergelijking van het cppervlak. 

14. Bepaal de vergelijking van de cylinder raarvan de beschrijvenden 
loodrecht staan op vlak L + y + z - O en naarvan de richtbomme I s  

2 + 2 2 - 2  
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15. De reohte 1 : & -  (0,-3,0) + h(1,2,0) wordt gwenteld om rechte 
m x 5 -  11(1,1,1). 
Bepad  de vergeli jking van het  omwentelingsoppervlak. 

16. Bepaal de vergeli jking van het  omwentelingsoppervlak d a t  onts taat  

als men de x-ea wentelt om de l i j n  y - 2x = z - 1 - O. 
Bepaal de rechte lijnen door ( l ,O,O) ,  d i e  op he t  oppervlak liggen. 

17. Men laat de l i j n  ,P, met parametervoorstelling 5 - (1,0,0) + A(O, l , - I )  
wentelen om de l i j n  m met parmetervoorstel l ing 

a) Bepaal de v e r e l i j k i n g  van het  door i? beschreven oppervlak. 

b )  Bepaal de standen van 1, r a a r b i j  h i j  de rechte 

p(0,0,1). 

- I - (0,0,1) + v ( l , l , O )  sn i jd t .  

(Opm.: i? doorloopt j u i s t  &n stelsel rechten op he t  oppervlak.) 

18. Bepaal de omhullingskegel van de b o l  x2 + y2 + z2 = 1 met top (2,1,3). 

19. Bewijs: a )  r o t  grad cp = 2 
b) div r o t  2 = O. 

20. B e d j s  dat voor een vaste vector 2 geldt: 

a a d ( & ,  = 2 ; div(& x x) = O ; r o t ( &  x x) a. 
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I '  I. Elke vector i n  R, wordt over een hoek -58 gedraaid. Toon aan dat d i t  
een l i nea i r e  afbeelding i s  en bepaal de matrix van die afbeelding. 

2n 
3 2. Elke vector i n  R, wordt over een hoek + -gedraaid. Toon aan dat  d i t  

een lineaire afbeelding i s  en bepaal de matrix van die afbeelding. 

3. Elke vector i n  R wordt geprojecteerd op dc rechte y - 3x. Bepaal van 
2 

deze lineaire afbeelding de rang, de matrix, de nulruimte en de beeld- 

ruimte. 

4. Elke vector i n  R, wordt geprojecteerd op de rechte y = -2x. Bepaal van 

deze lineaire afbeelding de rang, de matrix, de nulruimte en de beeld- 

ruimte. 

5 .  V a n  de lineaire afbeelding A van Rf in R, i s  gewven dat 

A(1,0,0) = (6,9,2); A(O,I,O) = (-796v-6); A(0,0,1) 
a) Bepaal de matrix. 
b)  Druk de componenten van 0' - A& u i t  i n  die van 2. 
c )  Bewijs dat I' e l f  maal zo lang is als 5. 

(-6,299). 

6. V a n  de l inea i re  afbeelding A van R3 i n  R3 is gege;even dat 

A ( I , O , O )  = (1,2,-2); A ( O , I , O )  = (2,192); A(0,0,1) = (29-29-1). 
a)  Bepaal de matrix. 
b )  D r u k  de componenten van 

a )  B e w i j s  dat 5' drie maal zo lang is  a le  &. 
- AZ u i t  i n  die van 5. 

7. Gegeven is de matrix A = 

B e w i j s  dat de beeldvectoren yan de transformatie r - A ~ d r i e  maal zo 

lang z i j n  als de oorspronkelijke en dat de hoek tussen A= en A x  
dezelfde is a le  d ie  tussen en x. 



# 
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8. De l inea i r e  afbeelding A van R, in R, is gegeven door 
A ( 1 , 0 , 0 )  - (1 ,2,4);  A(09190) - (-1939-5); A ( O P O , ~ )  (5,0s22)* 

Bepaal: 
a )  de rang van deze afbeelding; 

b)  de dimensie en een basis van de beeldruimte; 

c )  de dimensie en een basis  van de nulruimte; 
d )  de betrekking tussen deze beide dimensies; 

e )  de vector(en) waarvan (3,-4,14) het  beeld is. 

9. De l i n e a i r e  afbeelding A van Rg i n  R 3  is gegeven door  

A(19090) 
Bepaal : 

a) de rang van deze afbeelding; 
b)  de dimensie en een basis van de beeldruimte; 

c )  de dimensie en een bas is  van de nulruimte; 
d)  de betrekking tussen deze beide dimensies; 
e )  de vector(en) waaman (13,-4,-6)  het  beeld is. 

(5929-4); A(0,1,0) = (1959-3); A(0,0,1) = ( 7 9 - 1 1 9 1 ) .  

', i 

10. Van de l i nea i r e  afbeelding A vitn R, in R3 is gegeven: 

A(29191) (7,697); A(1,0,2) E (1915910); A(-19292) = ( - 1 9 7 9 4 ) .  

Bepaal : 
a )  de matrix van A; 

b )  de beeldruimte; 

c )  de nuiruimte; 

d )  de vector(en) waarvan het beeld (4 ,5,13)  is, 

11 .  V a n  de l i nea i r e  afbeelding A van R 3  in R3 is gegeven: 
- 

A(1,2,3) 
Zelfde vragen als i n  10. 

A(29391) = A(2,1,3) = (69-36930). 

12. A is een spiegeling In R t.o.v. het  Vlak 2x - Y + 32 = 0. 
3 

Bepaal de matrix van A. 

13. A is een draaiing in  R, om de as: p ( I , l , l )  en als draaiingshoek a rad.  

Bepaal de matrix van A. 



14. Bepaal de producten AT! en BA van de matrices 

15. Bepaal de producten Añ en EA van de matrices 

. 16. Bepaal de producten AB en BA van de matrices 

A -  -1 2 3 

17. Bepaal de 16e macht van de matrix 

18. Bepaal de 12e macht van de matrix 

19. Bepaal van de volgende matrix de inverse op 2 manieren nl. net vegen 

en met Cramer. 



20. Bepaal van de volgende 

en met Cramer. 

matrix de inverse OP 2 manieren met  vegen 
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1. Bepaal van de onderstaande matrices de eigenwaarden en de bijbehorende 
eigenvectoren. 

2. Bepaal van de matrix uit opgave 2Or12. de eigenwaarden en de bijbeho- 
rende eigenvectoren. 
Verklaar het antwoord meetkundig. 

3. Bepaal van de matrix uit opgave 20-13. de eigenwaarden en de bijbeho- 
rende eigenvectoren. 
Verklaar het antwoord meetkundig. 

Ga na of de volgende matrices orthogonaal zijn, en zo ja, direct of 
gespiegeld, en bepaal tevens de reële eigenwaarde(n). 
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6. Bepaal A, u, v en w, zo dat de volgende matrix gespiegeld orthogonaal i s 8  

7. Z i j  A een draaiing over n rad. om de l i j n  1 = A(1,2,0); B een spiegeling 

t.o.v. het  vlak z = O. 
Bepaal eigenvectoren en eigenwaarden van AB. 

8. Z i j  D een draaiing om de as A(l,l,I), waarvoor geldtr  

D ( I , O , O )  (O,O,Y)* 
a) Bepaal y. 

b) Bepaal de matrix van D. 
c )  laat zien dat de matrix van D orthogonaal is. 
d )  Bepaal zonder berekening reë le  eigawaasden en bijbehorende eigenvectoren. 

e )  Bepaal D . 3 

9. Z i j  a een vaste vector i n  R3 en de afbeelding A gedefinieerd door 

AZ = (x + y + z)& ; & = (x,y,z). 

Bewijs : 

a) A is een l inea i re  afbeelding. 
b) Bepaal eigenvectoren en eigenwaarden. 
c )  K u n t  U b i j  gegeven a A-' b-palen? Motiveer Uw antwoord. 

10. Ga na of de lineaire afbeelding met matrix 

-3 -6 

een draaiing is. Zo ja, bepaal de &s en de hoek van de draaiing. 

11. Ga na of de l inea i re  afbeelding met matrix 

-6 10 

een draaiing is. Zo ja, bepaal de as en de hoek van de draaiing. 
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I. Bepaal: 

2. Bereken: 

dx. 1 
a) s tan2x d x ;  b )  x coe3x dx; c)  s Jm mccos x 

3. Bereken: 

a) s t a n 3 x  dx; b) x2cosh x d r ;  s 
4. Bepaal: 

5. Gegeven ia:  I =Jxm(l -x)" dx. 
m7 n 

en I . Leid een betrekking af tussen .$,+l,n-, m,n 

6. Leid een reductieformule af voor In -fX sin x ax. 

7. a) Leid een r e d u o t i e f o d e  af voor de i n t e g e m i  

In -Jx(log x)n dx. 

a) Bereken met behulp van d i e  betrekking 13. 

8. h i d  een reduct iefomüie af voor 
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Leid voor n 3 2 een reductieformule af tussen I en In-2 en bereken 

hiermee f x9 e-x âx. 

n m 
2 

ï0 .  Bereken 

m 

dx met behuïp van een reductieformule voor 
O J (x2 +1)5 

dx 
O J (X'+l)n ' 

Bepaal: 

d s (2y2+:+1)2 
3 

dx. X z 2. .f (X + 1 )  (x' - 4) 

x4 - 6x' - 2x +i5 dx. 

x3+2x2-5x-6 
14. J 

dx 
1 5 * J  (x'-l)(x-l) ' 





1. Bepaalt 

./2 
a)  f’2sln8x 008*x dx. b )  sin’x O O S ~ X  dx. 

O O 

2. B e p a a l 8  

a) f’2sin10x äx. b )  f/2sh 4 x 008 5 x dr. 
O O 

s k i  x dx sin x dx 
a) J&. b, J o o s x ( l - o o s  X I  0 )  J 008 r ( 1  +ein x) 

a) J 2  -Bin x b ,  J1+Ex* 

6 .  B e p a a l :  

B a r d E a i  de volgende onbepaalde en bepaalde integralen. 



9. J sin x y==.&. 2 + c o s  x 

dr 10. J 
(x+3)  i ( X *  +2x+2) 

. 'i , ,  

1 

dx J (.+7) \15-4x'c2 13. 
-5 

16. dx. 
x2-1 2 



1. Bereken met een herhaalde integraal  de inhoud van het  afgeknotte prisma 

da t  wordt ingesloten door de vlakken x=O, y=O, z=O, x + y  - 1 en 
z - x+2y. 

2, Bereken de inhoud van he t  liohaam ingesloten door x =  O, y =  2, z=O, 

x - y ,  z=xy.  2 

3. Bereken de inhoud van het lichaam begrensd door y=x, y=2x, y-2, z =  O 
en z =  (y-x)(b+y). 

4. Bereken ss d I 2 . d x d y ,  a l s  G een c i rke lsec tor  w o r s t e l t  met middelpunt 

G 
(0,O) en hoekpunten (192) en (2,l). 

, als G he t  halfvlak x a O is, w a a r u i t  de 
axdy 5. Bereken j' 

G (x2 + y2 + 1 

cirkelschi j f  met middelpunt (%,O) en straal 3 is verwijderd. 

6. Bereken 

O 
1 

7. Bereken' j a y  J y e w  oos xy h. 

8. Bereken f a y  LIy y *ax. 

O O 
2 

O 1 

9. L is he t  lichaam d a t  onts taat  door de homme x = \i1 - z, y=O om de z-as 
t e  wentelen. c i s  de cylinder met x =  O, y - 3 a ïs  88 en met straal 3. 
Bereken de delen van Lbinnen en buiten C, boven het qy-vlak. 

10. in het  w-vlak wordt de sohi j f  (r2 +y2)' 6 xy, x 2 O, y 5 O belegd met 
mass% met dichtheid 3or. Bereken de t o t a l e  massa. 



11. Bereken de inhoud van h e t  lichaam bepaald door 

12. Bereken d e  inhoud van het  lichaam bepaald door 

( ~ - 1 ) ~  + ( ~ - 1 ) ~ 4 1 ,  z 2 0 ,  x y 2 3 .  

13. Bepaal: 
1 1 

Schrijf i n  i ede r  der  volgende opgaven 15 t / m  22 he t  volume als dubbel- 

integraal, druk de dubbelintegraal op 2 manieren u i t  i n  een herhaalde 
integraal  en bereken een der  twee integralen. 

15. H e t  volume begrensd door de. vlakken z = 2y, a = O en de rechte  Cylinder 

w-an h e t  grondvlak i a  he t  in het  l e  kwadrant van het  X O Y v l a k  gele- 
gen gebied 9 e x =z 36-Y . 2 2 

16. Het volume i n  h e t  1 e octant begrensd door z = x + y  en de rechte cyiin- 

der  met richtkromme z = O, 4x +9y2 - 36. 2 

2 
17. Het volume begrensd door y-  z , z -  O en de rechte cylinder met als 

2 
grondvlak i n  het  XOY vlak he t  door de krommen y =  O en x +9y = 9 
begrensde gebied. 

18. Het volume wa-or geldt  x 2 O, y a O, z O, en dat  voorts  begrensd 

wordt door de  cylinder x2 = 4 - z en h e t  vlak 4~ +3y = 12. 



2 
19. Het volume waarvoor x 2 O, y 5 O, z ;b O en voorts begrensd door z -  9 -x  , 

2 
x - 3 - y .  

2 2 
21. Het volume dat  binnen de oylinder (x -a )  + y - a' en binnen de bol 

2 2 
I2 + y *  .!. z - 4a ligt. 

2 22. Het volume binnen de aylinder x + y' = 2ay, het  vlak z-O ea d e  kegel 
z - 7 I + y  gelegen. 

23. Bepaal de massa van een in het l e  kwadrant gelegen s c h i j f ,  die wordt be- 
pensd  door de krommen ria, r -a( l  -COB 0 )  en 0-0 in & volgende gevallen: 
a )  de dichtheid is 1; 
b) de dichtheid i s ' s in  8. 

e4. Bepaal de oppervlakte van de doorsnede van de üirkelschijven, begrensd 
door r = a  s i n  0 en r = 2 a  cos 8. 

.... 



. 

1. Bepaal JJJ (x4 + y4 + z4)z dx dy dz waarin G gegeven wordt door 

G 
2 x2 + y 2  + z G7. 

2 2 2  2. Bepaal x y z dx dy dz w a a r i n  G gegeven wordt door 

G 
-1 C X  O ? ,  -2 O y  G?., -3 O 2  G 3 .  

3. Bepaal de massa van het viervlak begrensd door x O, z - O, z - y - O 

is. 1 
x + y + l  en x + y - 1, w a i n  de massadichtheid 

4. Bepaal de measa van de afgeknotte pyramide begrensd door de vlakken 
y = 1, y = 2, z ='O, x = y, z = x waarin de dichtheid is 

1 

x2 +y2 
. 

w a a r i n  G gegeven wordt door dx dy dz 5. Bepaal 
G 

x2 + y2 + 22 C 1. 

2 2 2  3/2 

I 
6 .  Bepaal fff e-(" +y +z dx dy dz, w a a r i n  G het gehele eerste 

G 
octant voorateit .  

7. Bepaal Jff (x2 +y2 + z)dx dy dz, waarin G het  gedeelte van het eers te  i 
G 

2 octant i a  bepaald door z O y en xz + y2 1. 

8. Bepaal he t  zwaartepunt mm een homogeen lichaam in het ee r s t e  octant 
begenad door de oppervlakken x = O, y = O, 2 + y2 + z2 I 1, 
x 

Aanwijzing: gebruik cylindercoorainaten. 

2 + y2 + k2z2 - 1 met k > 1. 
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9. Bepaal de oppervlakte van he t  gebied gelegen binnen de kromme 

4 2 2  2 x + y 4  5 a (x - y  1. 

10. Bepaal de lengte van de doorsnijdingakromme van de parabolische 

cylinder 2x - y' = O met he t  vlak x + z = 3 voor zover deze boven 

he t  qy-vlak ligt. 

11. Bepaal de lengte van één winding van de schroef l i jn  d ie  op de cy- 

r2 ligt en spoed 2 n  h heeft. 2 l inder  x + y2 

12. Bepaal de lengte van de kromme d ie  i n  bolcoördinaten wordt gegeven 

2 2 
e I ,  cp - log tm - , o e e 6'. door p 

13. Bepaal de lengte van de kromme y - cosh x (-1 6 x q 1). 

14. Bepaal de lengte van de boog van de homme 

bepaald door O G cp 6 f  . 3 x = a(cos cp + cp sin c p )  

y = a(sin cp - cp cos c p )  

15. Bepaal de lengte van de kromme d ie  wordt gegeven door de parameter- 
voors tell ing 

x - t a u t  
y oot t 
z - f 2  log t a m  t 

tussen de punten d ie  respect ievel i jk  corresponderen met 

TI n t - x  en t - -  3 '  

2 16. De strophoide bepaald door de vergel i jking x(x +y2)  - a(y2 -x2) heeft 
x E a als asymptoot. Bepaal de oppervlakte ingesloten door kromme 

en ssymptoot, voor zover gelegen in eers te  en vierde kwadrant. 

17. B innen  een bol m t  middelpunt (O,O,p), straal & is een massaverdeling 

aangebracht m e t  dichtheid z.  
I I 



", 

,' 

? 

Bereken: a)  de to t a l e  massa; 
b) h e t  zwaartepunt; 

c)  he t  traagheidamoment t.o.v. de z-as. 

y2z dx dy d z  waarin G het i n  het eers te  octant gelegen Jff 18. Bereken 
G 

gebied is binnen de bol x2 + y 2  + z' = 1 en binnen de cylinder 
x 2 + y Z - x = o .  

19, Bereken (x2 + y2 + z2)"dx dy dz over het deel  G van de ruimte, 

waarvoor z 2 1. 

,20. Bereken de massa van het  deel  van het  e e r s t e  octant begrensd door de 
2 oppervlakken y = x , y = 1, z = xy en met massadichtheid xyz. 

21. Bepaal de lengte van de kromme y - l o g  cos x, gemeten tussen de 

punten (- - , - log  6) en (f , - l o g  cl. n 
4 

220 Door de vergeli jkingen x = t fi 
y = t 2  - 2 t  

z = t'6 
is een ruimtekromme i n  parametervorm gegeven. 

Bereken de lengte van de kromme tussen de punten t - - e n  t = 1 5 
4 4' 

23. a) Bepaal 

G 
met G: de rechter lus  van de kromme (3 + 9)'- x 2 + y2 D O 

(lemniscaat). 

b )  Dezelfde in tegraa l  m t  G: het  (oneindige) gebied rechts  van de 
rechter tak  der hyperbool 2 - y' = 1. 



9; 

'4. 

. .  

1. Een kegel heeft  de oorsprong als top en als r i c h t l i j n  z za, r - a? 
( O  c cp s x/2).  Bepaal de oppervlakte van de kegel tussen top en 
r i c h t l i j n .  

2. Bepaal de oppervlakte van het  deel  van de hyperbolische paraboloïde 
2 sy = z dat binnen de cylinder x + y2 1 l i g t .  

i 

3. Bepaal de oppervlakte beschreven door FQ als P - (0,O'l) terwijl Q 
2 de kromme z = O, 2y = x (-1 < x 6 1) doorloopt. 

2 2 4. Bepaal de oppervlakte van dat deel  van de paraboloïde 2az = x - y 
w a a r v a n  de project ie  op het w-vlak binnen de kromme r 
val t .  

a 

binnen de 5. Bepaal de oppervlakte van het oppervlak 32 - x - y , 
cyl inder  P + y2 - 4. 

2 

6. Bepaal de oppervlakte van het  dee l  der cyl inder  y2 + z2 36, naar- 
voor z >O, O < y  ~ 3 - x  en O < x  ~ 3 .  

I ., 

7. Bepaal de oppervlakte van het gedeelte van de bol  (sx) = a', dat 
wordt afgesneden door de cylinder x2 + y2 - ax. 

2 2 + y 8. Bepaal de oppervlakte van het  gedeelte van de kegel z2 = x 
binnen de cylinder x2 + y2 = 2ay. 

9. Bepaal de oppervlakte van de bo l  B binnen en buiten de kegel K. 

2 B: x 

K: z2 = x 

+ y 2  + z2  = 1 

2 + (y-  1)' . 
2 2 2 10. Bepaal de oppervlakte van het deel  van het  boloppervlak x + y 2  + z - a , 

2 2 2  2 afgesneden door de cylinder (x + Y')' = a (x - y ). 
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li. Bereken de inhoud van het  lichaam, dat begrensd wordt door het vlak 
z P O en de oppervlakken: 

3 4 a z = x  + y 4  

2 2 

a2 b2 
L+L -1 .  

!i 
P 

12. Bepaal de oppervlakte van het dee l  van het kegelvlak 2x2 - 3 O, 
gelegen tuasen de top en he t  vlak x + z = 1. 

Bepaal de oppervlakte (a > O, b > O )  v a t  

13. Het gedeelte van de cylinder z2 - 8x binnen het pris&htige lichaam, 
begrensd door y - O, x - 1 en de cylinder x2 - 4y. 

14. Het gedeelte van de cylinder f? + z2 - a2 binnen de cylinder x2 - a(y+a) .  

15. Het gedeelte van de cylinder y2 + z2 - a2 waarvoor z 2 O en O C x 4 y 6 a. 

16. Het gedeelte van he t  p l a t t e  vlak door de punten (O,O,O),(a,O,b), (O,b,a) 
2 2 

a2 b2 
da t  in he t  eers te  octant en binnen de cylinder + - 1 ligt. 

2 17. Het gedeelte van de paraboloïde 42 - x + y' dst ligt binnen de 

cylinder w-an delbeschrijvenden evenwijdig 889. de z-as zijn,  en 
de richtkromme is r2 = 4 COB 29 in he t  XOY-vlak. 

2 2 18. Het @;edeelte de bol x2 + y + z2 - a , dat binnen het prisma P 
l igt ;  P wordt begrenad door de vlakken y = O, x - y, x a (2, 
z - -28, z = 28. 

2 19. a)  Bepaal de oppervlakte van de hy-perboloIde x2 + y' - z = 1, 
tussen z - O en a = 1. 

b) Bepaal de ronde oppervlakte van he t  lichaam dat ontstaat a l a  he t  

deel van het  x-y-vlak, ingesloten door y - 4y + 4x O en de 

. y-as, om de y-as wentelt. 

2 



Serie 1 

1. x < -3; -1 < x  < 1; x > 2. 

2. x = o ;  3 G X S 5 .  

3. x < o ;  x > 12. 

4. x < -6. 

5.  -1 G x == 3. 

6. x = 1. 

7.  -1 < x  < 1. 

8. De punten P met /POI 6 3. 

9. a) 3x2. b) $4. -7/3 + x -3/2 ). 

2 3 3 3 2 IO. a) x cos(x ) cos x - sin(x ) cos x sin X .  

1 (1 + -). 1 

2G 
11. n/4. 

12. n/4. 

13. o. 

14. O = 

15.  3. 

17. a) -b cos + C. b) '(x + + C. 
b 5 

c )  -coa(tan x) + C. à) -sin x 5 + C. 

e) ' tan(x + C. 3 

3 
& ; o  a-. 16 

-1 ,2 = 4 2 , 4  3 18. O 



c 

i 

S e n e  2 

I. a = 4; ( x ; I ) ( x - z ) ( x - ~ ) .  
i 

2. a -2 ;  ( x + b ) ( x - l ) ( x - 3 ) .  

3. x = I ; x = 2 ; x = 3 .  

4. 

5. 

6. 

7. 

8.  

9. 

2. 

11. 

12. 

75. 

16. 

x = 2; x = -2 ;  x = -3. 

-23OX - 300. 

2 ~ + 4 .  

Nulpunten: -1 -fi; 1 ;  -1 +fi; 

&ximum: f ( - 2 )  = 18; 

B. Einimum: f(4/3) = - 
Nulpunt: x = -2; 

27 

illaxirnum: f(û) = 12; 

27 
Iiinimum: î(-) = 

Nulpunt: 1; 

2 720, 
3 

B u i g p u n t :  f(-I) = -8. 

a )  - d 3 .  b) d 3 .  

A .  
4 

Serie 2 

3. o. 

4. 3. 



f 
Y 

3 .  

5. o. 

6 .  O. 

7. bestaat niet; O. 

5 
2 '  8. 

9. 2. 

10. 3. 

11. 3 . 
12. 5. 

13. I .  

14. 7. 

17. i ;  - I .  

18. *. 

2 20. - 
6 '  

21. f(x) = O aïs 1x1 cl; 

f (x)  = x a ï s  J X J > I ;  

f(l) = 1/33 

f ( -1)  bestaat nie t .  

22. f(x) = x2 als 1x1 cl; 

TI f (x )  = ain - x aïs 1x1 > 1 ;  

f (1)  = 1; 

f(-1) 9 o. 

2 



4. 

23. 8.  

26. -1. 

27. n. 

28. Q n ( n + l ) .  

29. I .  

Serie 4 

1. a) 1 . b) 2 b i m '  . IX2-a' 

86 - b) % (87 -xlog 87). 
87 

2 
2. a) 

X 

1 - -2 
3. a) (1 +x)x (log(1 +x) +*) . b) 2 x(lOg * log 2 (log x)-2(log x 

X 4. xe s in  X. 

-1 5. a) 7 b) 7 als x > O; - a l s  x < o. 

6. 

1 4 1 + x  
1 + x  1 + x  1 + x  2 

2 

als  x < o. 1 + cos x -1 1 als x z o; J1-x 8) sin x cos x 



5 .  

Y 

t 

d !cl - c + x  . b) xlog x-1 
8.  E) 2 log x . 

1 1 
2 .- - 1 9. a) lox -' 2x log 10 . b) 

(1 +arcsin fi)' J1-x 2 6  * 

I O .  x = o; x = 3. 

11. x = o; x 1. 

12. 

13. 

14. 

15. discontinu in x = O; neen. 

continu voortzetbaar in x = 1 ;  g(1) = L. 

continu voortzetbaar in x =-2; g(-2) = -& .  

a = 2; voor a f 2 discontinu in 1 en - I .  

3 

Serie 2 

1. 

2. 

3. 

nulpunt: 1 ; 

minimum: f(O) = O; 

verticale raaidijn in x = O. 

geen nulpunten, geen snijpunten; 

buigpunt met hor. raaklijn: f(1) = *e ; 

i 



6. 

4. geen nulpunten; geen snijpunten; 

maximum: g(0) = 2 ; 

hor.asymptoten: f :  y 1 en y o; 

g: y = o. 

5. nulpunten: O; 

hor.asymptoot: y = O. 

6. geen nulpunten; 

maximum: f ( 1 )  = 2 4/3 ; 

1 /3 vert.raaklijn in -1 en 3 ,  f ( -1)  = f ( 3 )  = 4 ; 

hor.asymptoot: y = o. 

7. nulpunten: -2n;  1 o; 2 n; 

n n & . % . & . & ;  
4 '  4 '  2 '  4 

8. nulpunten: 4;  2; 

(Hierin is tl = arccos - . 
nulpunten: + arccos - + 2krr. 

maxima: f(2kn) = -34; f(+ arccos(-+)+ Unr) - -16; 
E) 

1 
0 9 .  

minima: f (+  arccos(*) + u ~ r r )  - -41 



I .  

vert.asymptoten: x = (k  + 2)n; x = (2k + l ) x ;  

f periodiek. 

IO. geen nulpunten; 

vert.asymptoot: x = 1. 

11. nulpunt: 1 ;  

1 maximum: f(î/e) = . 
12. nulpunt: O; 

maximum: f(i) = n/2; 

minimum: f( -1 ) = -'7/2; 

hor.asymptoot: y = O. 

13. nulpunt: O; 

maxima: f(1) = f(-í) = x/2; 

minimum: f(û) = O; 

vert.raaklijnen in 1 en -1. 

maxima: f(0) = O; f(x) = 1 voor 2 G x G 3; 

minima: f ( 2 )  = -1; f ( x )  ,= i v o o r  2 -= x e 3. 

maxima: f(-2) = 4; f(0) = 1. 

14. 

-n 

15. 

Serie 6 
i! cx 

1. a) + c1 (c + O ) ;  +x 2 + c1 (c = O). 

b) i log lax+bl  + C  (a f O); $ + C (a = O). 

c)  i e = +  c (a O); x + c (a - O). à)-ioglcos xi +C. 



8.  

i 

+ c ( a  4 o); gx'(a = O ) .  1 e )  - - 
#," 2 a a x 2 + 1  

f) ; 1 arctan: + c (a  1 O ) ;  - ; + c ( a  = O). 

X 2 g) a r c s i n -  + C .  h) 9 log  Isin x 1 + C. i) log (eX + 1 )  + C. a 

2 .  a) O. b) n/2 - 1. 

2 
3. a ) e n / 4 - l .  b ) % - 2 .  

4. a )  1. b )  O. 

5. a )  1 .  b) n/2. 

6. a) l/e. b )  l o g  a. 

7. a )  1. b) 1. 

a. log n/4. 
IL'. 
I 

y. log n/2. 

10. a2(n/2 -7). 

144 8 

17e4 + 5 

1 
F 

2 
- 9  * 11. - +lfi 

0 .  1, 12. 
2) - 

Serie 7 ?. 

k :  

3. 

4. 1. 

5. 

= - 27 s i n  x + 36 sin3x. 

y '  = 2 - 2  (2x + 1 p ;  

(n 2 2 ) .  (n) = (-2)nni (a + 1 )  -n-i 
Y 



9. 

11. nulpunten: O;  n ;  

m a x i m u m :  f(f) = + G e  - 4 4 .  , 

minima: f(0) = f ( n )  = O; 

buigpunt: f(7) = e 

a )  x = 2t - s in  t 

n 4 2  

12. b) t = 2 n/3 + 2kn; x = 2 
y = 2 - c o s t .  y = 1% 

13. m a x i m a a l  i n  ( a , O )  en (-a,O); 

minimaal in (0 ,b)  en ( O , & ) .  

14. (1,1/4); arctan 2. 

15. y 2 = ô r + l ; p = z c p + k n .  1 

Ser ie  8 

1. b )  neen. 

3. a )  ja; b )  % b e s t a a t  n i e t .  al = 1 i n  ( 0 , o ) .  ' ay 

b )  ax - - (x+y)x-2y ( log  ( x + y )  + zz2L) 9 

az 

a2 - P (x+y)X-2Y 
2 2 '  ay 

az x+2y 

= x(@+ ? ) e  az 
* ay 

4. a)  
x + Y  ax 2 2 '  

az -X 

x + Y  

- =  
ay x + y  

5- a ) - = d - '  ax , b ) z = y ( x + l ) e  9 

x+2y - - = xy log x 
ay 

10. 4dx - n d y .  



10. 

11. 4/5aX+ 9/1Ody. 

Ser ie  2 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

t s i n  t - i  ( I  + s i n  t l o g  t + t 00s t l o g  2 t) .  

s i n  t 
cos t 

t 
z i t )  + 2e 2(e2t +-l. 

3 i 1  - (ezt  + tan't) 

- a z  = K-'(x2 l o g  x - y ), ar az = 2 Z L  (1 + l o g  x). a m  
x + Y  

az a+ 3B - =  , 
ax BZ - 8 2  

met A = s i n  u 

a;r - - -2x-y+l 
dx x + 2 y - 1  

s i n  v, B = cos u COS V. 

dz -2x-z+1 
' dx x + 2 z - 1  * 

P - 



11. 

13. -2. 

14. O. 

15. 6. 

16. i. 

x - z  17. Z' 
2 

18. a zuu + 4; 1 zu - - V z - -  V (als  zuv = zm). 
4u2 

l Z  - -  2 2  + 2 2  (a i s  zuv = z ). vu l9. a uu 3 u 2 uv + z w  
V V V 

2 2 
20. uv z + (v - u )ZUV - uv z + vz - UZ (ais z = z ). 

uu W U v uv vu 

- C [ U V + I ~  & - C;U-V$ az c 2 x 2 
21. & ' 

bZ2 ax a U V - I  * ay b uv-i i G = 2  
a z  

S e n e  10 



~~ 

12. 

11. 

1 2 .  

13. 

14. 

15- 

16. 

17. 

19. 

20. 

21. 

24 

25 

26. 

32. 

3 -  3 -  

-22 - 2 2  + 3 2 .  

-& + 62. 

1 )  afhankelijk. 2) afhankelijk. 3) onafhankelijk. 

1) afhankelijk. 2) onafhankelijk. 3) afhankelijk. 

1) ja. 2) nee. 

1 )  afhankelijk. 2) afhankelijk. 3) afliankelijk; b,b}. 

Serie 11 

1 -  A(7,-7,4,5). 

2. A ( l , O , l  ,O)  + p(l,O,O,-l)* 



13. 

i;' 
,, . 

6 .  ( 0 , O ) .  

7. A(-2,1,1). 

15. s t r i j d i g .  

17. oplossingen voor alle a; 
a = O: ( ~ , - I , o )  + A ( ~ , o , I ) ;  
a + O: (i  ,-I , O ) .  

18. oplossingen voor a = 3 en a = 9; 
a = 3: ( -1 ,g) ;  a = 9: (0,3) + A ( ? , - I ) .  

19. oplossingen voor a + 2; 

a = - I :  (O , l , - I )  + A(1,-4,5) 
1 2 a + - I ,  a + 2: a-2 (-1 , I  ,a - 3). 

21. 1 )  3. 2) 4. 

22. 2. 

23. 1 )  2. 2) 3. 



l A .  

24. o. 

25. a = 8; b = 6 

26. -1. 

27. dim = O als a f 3 en a 
dim = 1 als a = 3; 
dim = 2 als a = 2; 
dim = 3 voor geen enkele a. 

Q; 

Serie 12 

1. a) O. b) -216. c)  -45. 

2. a) 1. b)  O. 

3. a) 73. b) -8. 

4. a) 1. b) 484. 

5. x = o; x = 1. 

6. x = -5; x = 2; x = 3. 

7. a). &. b) 3.  

8.  3/2. 

9.  o. 

10. 23. 

11. 2. 

12. 6. 

13. I .  



14. nee. 

15. ja. 

16. ja. 

5 n i  - -  
- n i  

= 2e n i/z ; zj  =fi e n i/4 ; z4 = 2e 6 17. z = 3e ; z2 1 
5 n i  - -  2' . - - n1 

3 n i  6 
= 4% 18. z = 2e ; z2 = 2e ; z, + z2 

19. 

1 

\r+i;  1 + i ;  - 3 + i f i ;  4 -&i.  

Serie  15 

6. 

7. 

8 .  

9. 

10. 

11. 

12. 

13,  

14. 

15a 

2 - i + e e ( '  +4k) k = 0,1,2,3,4,5. 

lori 
e (r k = 1 , 2  ,..., 11. 

s in  ( u - k + l ) m  co6 (u+k)cp . 
sin (u-k+l )cp  sin (u+k)m . 

sin rp 

sin q 

i(l - ei). 



16. 

i 
?, '. 

fi e -2 l l i l ;  

3n 
16. 

Ser ie  14 

1.  A. b )  ex. 

2 x  c )  AeX + px e . 
2. B. b )  x. 

c )  kc log x + px. 

a) x(l0g x + 1 ) .  

X X 3. A. 3e - 2xe . 
4. B.  aex + be2x + ce . 3x 

5 .  

6. 

7.  B. ae-2x + be cos x + ce sin x; a ,b , c  reëel.  

8. A. - x - 2 + ae ; a reëel.  

9. 

10. A. - ( 3  cos x + 4 s i n  x)  + aex + be-2x + ce3x; a ,b ,c  reëel .  

11. A. m = O: 2 BK + cx + d; c,d reëel. 

B. a cos x + b s i n  x + cx cos x + dx s i n  x; a,b,c,d reëel.  

A. a + bex + C e T X  cos & xJ? + de +X 
1 

s i n  3 xJ?; a,b,c,d reëel.  

X X 

X 

A. - ' ex + ae-2x + be-3x; a ,b  reëe l .  12  

1 
50 

2 

m O: ( A  - %)cos bx mx + ( v  + -)sin ax mx; A,F reëel.  
2m 

12. A. ex(x3 - 3x2 + ax + b) + eqX(cx + a);  a,b,c,d reëel. 

1 1 2x 13. B. - cos x + - s i n  x + aeZx cos x + be 8 8 

1 4x 14. B. xe4x - - e-4x + ae 6 

s in  x; a,b reëel. 

; a reëel. 



15. B. (-2 x2 - $ x + $)e3” + ae X + be 2x ; a,b reëel. 

2 16. B. a x sin x - 2 x cos x + a cos x + b sin x; a,b reëel. 
1 1 1 1 --t - -t - -t - -t 60 30 C 30 i- te 

30 
17. x(t) = ce ; At) = ce , z(t) = ce 

Serie 15 

16. A .  convergent. 

17. A. divergent. 

1 
e 1. A .  - .  
1 2. E. 2 . 

3. * 2 sin 2. 18. B. convergent. 

4. * 2. 19. A. convergent. 

5. A .  1. 20. * divergent. 

21. A. divergent. 6. B. . 
7. A .  convergent. 22. B. divergent. 

11 

8. B. convergent. 23. * divergent. 

9. * divergent. 24. A .  divergent. 

10. B. convergent. 

11. B. divergent. 26. B. divergent. 

25. B. convergent. 

12. A .  convergent. 27. * convergent. 

13. B. p >  2 convergent. 28. * divergent. 
p=S 2 divergent. 

29. * convergent. 

30. B. divergent. 
14. A .  convergent. 

15. * convergent. 

31. * p~ 1 divergent. 
p > I convergent. 

52. * ü < p < l  convergent. 
p 5 1 divergent. 

3 3 .  A. divergent. 

34. A .  divergent. 

35. * convergent. 

36. A .  convergent. 

37. B. convergent. 

38. B. convergent. 

39. B. relatief convergent. 

40. * relatief convergent. 

41. A. relatief convergent. 

42. A. relatief convergent. 

43. * divergent. 

44. B. relatief convergenk. 



18. 

;' 

Serie 16 

1. A. a) O. b)  e -s . c )  9. 

2. B. a) O. b )  e 7 . c) 1. 

3 .  B. a)  1 )  1. b) 1 )  1. 

2) x = 1 ,  x = -1 divergent. 2) x = 1, x = -1 divergent. 
2 2(3~ - 8 ~ + 6 )  

(1 - x y  
3 )  1 3 )  5 +; log(1 -x). 

2) x = 1 ,  x = -1 abs. conv. 2) x = 1 ,  x = -1 divergent. 

2 X X ( 3 )  Q (1 + x  ) - arctan x - 7 ) .  3 )  l-x - l o d l  -x ) .  

2 3 )  i - + x  + ( x - l ) e X .  

convergent voor aï ie  x; S(X)  = - cos x iog(1 - s i n  x ) ;  s(X) = O. 2 5 .  * 

6. A .  a)  1x1 > 1. b ) x > - * .  c ) x < O  o f  x > l .  

c)  x = -2 conv.; x j4 -2 

X A O  

divergeni J 7 .  B. a) - 3 c x < -1. b )  x 7 O. 

b )  1 )  1. 1 8. B. a) 1) 7. 

2) x = i ; x = -1 divergent. 1 1 2) x = -, x - - divergent. 
3 3 ,  

9. A. a) 1 )  - 1 b) 1 ) J .  

2) x = -; x = - - abs. conv. 

3 .  e 

2) x = 2 ; x = - J divergent. 1 1 
3 3 e e 

Serie 17 

I .  A. a)  í - z x 2  + $  x4 -= xs + ... . 
5040 

b) -*x2 - I x 6  + . S .  . 
12  45 



i 
.. , 
i!. 

b)  x - 2  x3 +-$j x5 - ... . 

4- A. a )  1 + - $ ( x - I )  - ; (x - I )  1 2 1  +-+-i) 3 - ... . 16 

(x - "y (x - ")3 
n 

+ ...} . - 
2! 3 !  

b) *f2 {I + "-4 I !  - 
5. A .  a) 4. b )  -1. c )  1. 

c) 5% 1 b) q" 3 '  
6.  B. a )  1. 

7. B. a) convergent. b) divergent. 

8. A. a )  con-Tergent. b) divergent. 

7. A. Re(z) + Iin(z) > O. 

10. B. - Ke(z )  < Im(z) < + Re(z). 

11. B. fout  < - *  12 = 1 0,21.10-~ '7! 71 4970 
12. A. vier termen. 

13. A. 0,9950. 

14. * 0,050021. 

15. * -0,40546- 



20. 
\ 

Serie 18 

1. A .  fi. 
2. B. 7. 

n - 
3. 

3' 

3. B. 

4. A .  

5. B. 3. 

6. A .  14. 

n - 

7 .  A .  7; 3,4,4) + 7(2,3,6). 

8 -  B. 11; (59494) + 2(2,6,9). 

9. B. a) -; b )  6.  

1,O. A .  a) -; b)  E. 

11. B. 

n n 
4 

4 4 

6x + 5y - 22 = 19. 

x + 3y + z = 6. 

ll 

12. A .  

13. A .  (3,1,1) + A ( O , l , l ) .  

14. B. 

15. B. 2. 

16. A .  2. 

17. A. a) 2x - 2y - z = 5. 

x + y  + z = 7. 

b )  4~ - 8y + Z = 4 2 27. 

18. A .  2x + 2y + z - 9; 

x - 2y + 22 = 9. 

19. B. 

20. B. 

9 1 .  

9 2 .  

*3. 

9 4 .  

9 5 .  

9 6 .  

9 7 .  

98. 

9 9 .  

50. 

9 1 .  

2 
x + Y  

- c =' 

O. 

6.  
n - 
3 '  

y + 5 = 0 ;  

(-2,-5,0) en (-2,-5,-û). 

2 + z  = 9 .  

10,-5,1 O ) .  

3~ - zy - 22 = 15. 

(1 ,o,o) + A ( 2 9 1 , l ) .  

12 _ -  
49 e 

1) ( x - 3 )  2 + ( Y - 4 ) 2  = 25; 

2) ( 2 ~ - 1 1 ) ~  + (Zy+2)' = 125; 

3)  16x2 + (4y+15)' = 225. 

1 )  F - 4 7  = 25; 

2) 4 ~ + 3 y  ='  25; 

3) x-3Y = -5; 

4) x = -5 en 3 y + b  = 25. 

( X - 3 ) 2  + ( y - 4 ) 2  = 25. 



21 

Serie 19 

1. A. (0 , -2 ,O)  + ' A l  909-2) 

b) (-+,+,O) + %7,1 , -2 )  en d1, -1 ,0) ;  

s = (-+,$,o); 

c) stelsel 11. 

3 .  B. a) (1,0,0) + A(O,l,Ll) ; 

b) (-l,O,O) + A(O,l,Al). 

4. E. ( x - 3 )  - i.v-2)2 = 8(z + 2 )  hyperbolische parabolo.ïde. 
2 2  

5. a -= -1 eenbladige hyperboloïde; 
a = -1 hyperbolische cylinder; 
-1 < a < O tweebladige hyperboloïde; 

a = O  geen oplossingen; 
O < a < 1 
a = l  kegel ; 
1 <  a eenbladige hyperboloïde. 

tweebladige hyperboloïde; 

6 .  A.  

2 2 7 .  A.  ( x - 1 )  + y  ZYZ.  

2 2 2 0 .  A. x + y  + a  = & .  

9. a) x - y  = (2-2) b) 
2 2 2 

2 2 2 
10. B. x - y  - 2  = o .  

11. B. 3 ( x - 1 ) '  + 4 ( y + 1 ) '  - a = O. 
2 



2 2 12. E. 2x2 + 5y + ' 5 z  - 4xy + 4x2 + 2yZ  = 23. 

13. A .  ( x - z ) ( y - z )  = i .  

2 2 9 4 .  . 2x2 - 6xy + 6y - 6yz + 2x2 + 22 = 2. 

- 5 .  4 ( x 2 + y 2 + z 2 )  - i o ( x y + x z + y z )  + 6 ( x + y + z )  = 18. 

& + 3y 
2 

16. E. - z 2  + 22 = O 

{::k:Ly+ p(-1,-4,8). 

2 2 2 17. A .  a) x + y  - z = i  

b) (091 90) + ,0,1) 
( O , - l , O )  + A ( l , O , - I ) .  

38 .  A .  4 ( ~ - 2 ) ( ~ - 1 )  + 12(X-2) (Z-3 )  + 6 ( ~ - 1 ) ( 2 - 3 )  = 

!,, = 9 ( x - 2 )  2 + 12(y-1) '  + 4 ( Z - 3 ) 2 .  

19. A. 

22. 

20. B. 



' 

5. B. a) 6 -7 -6 (z 66 i). 

r .  

8. A. a) 2; b) 2, Ag, en Ae2; 

9. B. a) 2; b) 2 ,  A s ,  e n h 2 ;  

c) 1, A(-3,2,1);  

c)  1 ,  A(2,-3,-1); 

e )  (1,-2,O) + A(-3,2,1). 

e )  (l,l,l) + ~(2,-3,-1). 

9 0 .  

a)(: :3 i) i b) 2, i1(7,6,7) + ~(1,15,10); 

c)  A(1,-2,-1); d)  geen origineel.  

?l. a) ; b) ~(1,-6,5); 

c) x + Y + z = O ;  6 )  geen or igineel .  



16. B. 

17. B. 

18. A. 

19. B. 

20. B. 

A B =  

-2 6 6 16 

A'6 = I. 

Serie 21 

1. A. a) A = -3 * p(-1,292) 

= + 9  T (  -2, -2,1) 

= -6 u(-2,1,-2) 

B. b) A = -1 - p(1,2,2) 

= 2  T(2 ,1  9-21 

= 5  u (2 ,  - 2 , l ) .  

2. A .  A = + I  ; U(1,2,0) + ~(0,5,1)  

A = -1 i P(2,-1,3)- 

3 .  B. A = +1 ; p ( l , l , l )  

A = - 1 ; T(1 ,-I 90) + ~ ( 0 , l  , - l ) .  

4. B. a) gespiegeld orthogonaal; 
b) direct orthogonaal; 
c) niet orthogonaal. 

9x5. a) direct orthogonaal; 
b) gespiegeld orthogonaalj 
c) niet orthogonaal. 



i: 

7 .  A .  A = t 1 ev.: p(O,O,l) + 7(1,2,0) 

A = - 1 ev.: o(2,-1,O). 

8.  A. a) y = 1; 

b) D=(! 1 .) ; 

d) h = 1 

e) D3 = I. 

ev.: p ( l , l , l ) ;  

9. A. 

10. A .  

11. B. 

1 9 = arccos- . 7 
11 9 = arcoss - 
38 

B i j  h = 1 - p ( l , l , l )  

B i j  A = 1 - p ( l , l , l )  

Serie 22 

1 3  
3 1. A. a) - cos x +-cos x + C; 

c) iog(arctan x2) + C. 

a )  tan x - x + C; 

c) - ïog(arccos x) + c. 

b) 3 a rcs in  x -- + C, 1x1 e 1 ;  

b) x s i n  x t - 2 cos x - - 1 x s i n  3 1  x + - c0s3x + C; 
3 3 9 

y2. 

' + log1 cos xI + C; b) (x2 + 2)sin h x - 2x cosh x + C; 
3 0  a) 2 2 cos x 

c) - 2 arcooe3/2x + c. 3 
1 3  
3 4. B. a) s i n  x - - s i n  x + C; b) logltanh $1 + C;  

c) E 4  - 2 loglx + E 4 1  + C. 



26. 

5 .  B. 

6. B. 

7 .  A .  

8. A .  

9. 

Y-O. 

11. A .  

12. A .  

13. B. 

m+i n 
(1  - x )  +- = I  . 

m,n 
" 1  X 

m +  1 m + l  m+i ,n-1 

n n-i 

z n  n 1 2  

I = -x co8 x + nx 

i = &x log  x - - i 
I = x  

I ; 12. I = c ; x  e +- 

s in  x - n ( n - í ) I n - 2 .  n 

n 2 n-1' 8 -x 

(x  sin x + n cos x) - n ( n - î ) ~ ~ - ~ .  

(4 i0g3x - 6 log2x + 6 log x - 3 )  + C .  

n-i 
n 

1 n-i -x n - 1  
n 2 n-z 

2 

a rc t an (Zy+l )  + 2'+1 + C. 

x + -  loglx+11 + -  loglx-21 - 2 l o g l x + 2 1  + c. 
1 + (a+ 1 ) 2  

1 2 
3 3 

- 1 '17 1 1 Y + l  5- + & 112 arctan m +  
fi 128 2 

+ + 
l 2  ( y ' + 2 ~ + 5 ) ~  96 ( y 2 + 2 y + 3 ) '  Y + 2 ~ + 3  

14 .B.  ? x  1 2  - 2 x - 2 l o g l x + l l  + - l o g l x - 2 l  1 + 2 4 1 0 g j X + 3 /  + c .  
5 5 

+ c.  1 '  
15. B. - 4 log /  x - 11 + + loglx + 1 I - 

+ c. 2 16. B. loglx-2I  - log(x + l )  - arctan x - 

2 1 

2(x2 + 1 ) 

+ l.!i logjx-21 + c. 4 17. A. 2.x + 2x + a loglxj - - - 
2x2 

18. A .  3 loglx-41 - log(x2 + 2x + 3 )  - A arctan - x + l  + c .  
fi 

19. A. 9 log(x2 + 1 )  + + c. 
2(x2 t 1 ) 



t 
27. 

1 '  3 

3 3. B. a) - cot x - - cot  x + C ;  b )  log  (Irosx/ cos  x + C; 

+ c. 1 + sin x 1 
C )  4 log  I - sin x + 

1 5  2 3  
5 3 4. A. a )  - t an  x + - t an  x ,+ tan x + C ;  b) t an  x - 2 log1 COS xI + C; 

c )  - * log  I 3 + 4 cos -g7 XI + c. 

5. A .  a)  arctan + C ;  b )  x t 4. log(1 +sin 2x) + C. 
2 t a n 3 x - 1  

i r 3  
X 

1 tan 7 

i 3  
+ C; 6 .  B. a) : i 3  arctan- 

7. B. Z e +  C. 

b )  - i6 log(1 -sin 4x) - + C. 4 

9 .  A. 3 arctan \ / l - c o s x - W ) + C .  2 + C O 8  x 

x + 2 x + 2 - x - 3 -  
- x -  3+;: 

1 

G 10. A .  

11. B. dx2_x+1 +1 2 log(x-*  +-) + C. 

12. B. A2 + + log 
i r2-1 - 12 

x - 
4 '  13. B. 

14. A. \lx2+2x+2 + 2 l o g ( x t 1  t dX2+2X+2) + C. 

15. A ,  log 2. 

16 .  A .  log d 3 ( 2 - i 3 ) .  



28. 

Serie 24  
! 

1 
18 * 

1. A ,  *. 13. A .  

2 
14. B. *(ea (a2-7)+í). 

35. 45. 

3 6 .  1 o. 

16 - 
3 '  
1 
6 '  

3 4 

2. A .  

3 .  B. 
,1 

4. B. 5-f~ arctan 1 . 

2 .  4 5. B. y2. 9 7 .  

6. B. 1. 98. 16. 
- 

486 f 3 .  

16iat- ( 3  1T- 4). 

-. 
35 7 .  A .  &(e sin 1-1 ) .  99. , 

8. A.. *(cos 1 - 1 ) .  90. y .  
9 

3 2  laf 
9 -  

9 1 .  

w22. 

11 1: 
g 9. B. 

10. B. 

I n ;  Frr. 
32 
1 
48 * 
- 

I '  

11. A. - 2  9 3 .  a)  (1 -:)a 2 ; b) 7 1 2  a . jr. 

i:, 
9 ,  4 3 '  
& 3; 
iii. 

2 
a - (271 - 2 - 3 arctan 2 ) .  4 12. A. n. -4. 

S e r i e  25 

1. A. O. 

2. B. 64. 

3. B. 9 l o g  2 - a  
0 
'h 

4 

( a f  0) 
sin a - a cos a 

4 sin3a 
-5. 

- 1 ( a  = o). 12 

n 6. B. - 6 .  

1 i n  
192 ' 

$1,1, 7). k+ 1 

- 7. B. 

8. A. 

4. A. 9 log 2. 9 .  B. a V 2  iog(i +\J2). 
t 

n 
5. 8 .  n(- 2 - I ) .  10. B. 



11. B. 2 n m  . 
12. B. 5 6 2 .  

1 
e 13. A. 

8 .  14. A .  

e --. 
& 

15. A .  L. 
63 

Serie 26 

2 3  -- a (” + E ) .  
2 24 

1.  A. 

q 4 2  - 1). 3 2. B. 

3 .  B. 1 6 .  

2 
I 

“(20 - 3n). 

44 E. 

9 4. A. > L .  
I. 

0 
$ ’ ,,’ 

,i 
4 
E 9 5. A .  , ,  
7 

j 8. A. 2xa262. 

“ i e .  7n 
3.2” 

3 9 .  n. 

2 0 .  

*l. 

2 2 .  

1 - 
48 * 

2 log(62 + 1 ). 

66 + log(62  + 63). 
n 1  b)--- n 1  
4 2 ’  

)t23. a ) ; - - *  2 ’  

11. B. 

12. B. 

q4. 

” i 5 .  

96. 

”i7. 

“ i e .  

d2 
2 ’  

1 - 8 log(2 +63). 

ûaV 2. 

2 a .  

“ J a 4  + b4 + a2b2 
4 

+( 20 - 371). 
2 

&((2 - 1 ). 2 

9. A. 271 + 4 buiten, 2x - 4 binnen. ” i 9 .  a) nfi + 9 fi log(fi  + fi) 
10. A .  b) nfi + 5 TT l og ( f i  + 1 ). 2 28 (x + 4 - 462). 
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