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VI.1

HCOFDSTUK VI LINGAIRE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

§.1 Inleiding

zen differentiaalvergelijking

F[x,y,y',y",y”',...,y(n)j = 0

is een vroag naar de functies y = y{x) die, gesubstitueerd, de betrekking
tot een identiteit in x maken. Het getal n heet de orde der D.V.

Voorbeeld y"' = x
Wilj zien, dat y = é% x" voldoet, maar ook
y = oxt s Ax? 4 EX + V.
24

Sr zijn dus «’ veel oplossingen, dwz. er zijn 3 willekeurig te kiezen
constanten,

Def. | Een lineaire differentiaalvergelijking van de orde mn is een D.V.
van de soort

y(n) + P{x) y

(=10 el ¥+ RGO 3o+ 500 ¥ = T,

Als T(x) = O, dan heet de D.V. homogeen.
Als T(x) # O, dan heet de D.V, inhomogeen.

x¥ym + xy' + (x? - n?) y = 0. De vergelijking van Bessel.

E

De oplossingen heten Besselfuncties en zijn van groot belang voor
de techniek, In hogere semesters worden zij uitvoerig besproken.

Vb ¥y -ap{1 - y) ¥yt +y =0, de vergelijking van Van der Pol {(1927),
is een niet-lineaire differentiaalvgl.

Stelling | De oplossingen van een lineaire homogene differentiaal-
vergelijking van orde n vormen een vectorruimte.

Bewijs

Laat y = f(x) en y = g{x) oplossing zijn, dan is dus
£« p) BTG ¢l Rk £ (x) + S(x) £(x)
g(n)(x) + P(%) g(nﬂq)(x) + eoe + R(x) g'{x) + S(x) g(x)

Ik

Als & en 1 constanten zijn, dan volgt hieruit dat

(n) (n-’l)+

[Af(x) +pg(x)] + P(x)Af(x) + pg(x)] eeat S(x)[kf(x) + pgl{x)]= 0.
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Dus de functie Af(x) + ng(x) is ook een oplossing. Dit betekent dat de
oplossingen een vectorruimte vormen.

Stelling | De dimensie van de in de vorige stelling genoemde vectorruimte
is n.

Deze stelling, die uitdrukt dat elke oplossing f{x) van een lineaire
homogene differentiaalvergelijking van orde n te schrijven is als lineaire
combinatie van n oplossingen: :

£(x) = A £ (x) + A E,(x) + weu # A, fn(X).

is geldig als de co&ffiecienten P(x), Q(x), ..., 5(x) nette functies zijn.
Dit wordt voor een speciaal geval in 8.8 bewezen.

Voorbeeld yi - 3y' + 2y = O.
Wij zien, dat y = e* en ook dat y = ézx voldoen.
Dus de algemene oplossing is

ps 2x

i Meetkundig gezien vormen de oplossingen een vlak door O, opgespannen
B x 2x

b door f,= e en EZE e .
Stelling | Als a(x) een oplossing is van de lineaire inhomogene D.V,

S y(n) + P(x) y(n'1) * oo+ R(x) y' + 8(x) y = T(x)

en als A f, (x) + Azfz(x) ¥ oeee + hn fn(x)
alle oplossingen van de bijbehorende lineaire homogene D.V.

y(n) + P(x) y(n'-“) N

vee # R(x) y' + S(x) y =0

zijn, dan zijn alle oplossingen van de lineaire inhomogene
D.V.:
alx) + A F (x) + A f (x) + o00 + A fn(x).

Bewiis

Laat g(x) een andere oplossing zijn van de lineaire inhomogene vergelijking
dan ‘ '

£ )+ P g™ (0 ¢ ves 4 S50 g(x) = T(x) en

2Py + P a® )« k800 alx) = T(x).
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VI.3

Trek af, dan

(g(x) - a(x))(n)+ P(x)(g(x) = a(x))(n-1)+...+ S{x)(g(x) - a(x)) =0
dus g(x) - a{x) is oplossing van de homogene D,V. ‘

Maar alle oplossingen van de homogene D,V, zijn bekend, dus

glx) - a{x) = K1f1(x) + ses +-1nfn(x), of

glx) = a(x) + h1f1(x) + eea +-lnfn(x).

Voorbeeld y"' - 3y' + 2y = 2x + 1
De oplossingen van de bijbehorende homogene D.V. zZijn

X 2%

Aae * Aze

Probeer nu een oplossing van de inhomogene vergelijking te vinden,
nl. probeer y = px + q. Dan y' = p en y" = 0, dus moet

-3p + 2(px + q) = 2x + 1
Dus p=1en gq=2, eny =X + 2 + K eX 4+ A e
is de algemene oplossing van de 1nhomogene % V.

Meetkundig stellen de oplossingen een niet dooE 0 gaand glak

a+Mf +Af voor, waarin a=x + 25 £ =e"; f =

§2. Lineaire homogene D,V. met constante coéfficienten.

Het gaat erom een onafhankelijk stel oplossingen te vinden. Dit 15
eenvoudig bij orde 1.
y' -ay =20 met a constant,

Opl. e voldoet. Dus de oplossing is AeZ™

Methode bij orde n > 1 : y(n)+ a“y(n-1)+ ceeta_y'+ay=0

Stel y = etx, t = constant, dan t? + a1tn-1+ ess + an_qt +a = 0.
Dit is een vergelijking van de graad n in t en heet de karakteristieke
vergelijking, Laat de wortels zijn t ,t ,t,,..., tn' dan zijn

t, x t,x |, tnx oplossingen der D.V.
e L] e ’ e

Als alle wortels verschillend zijﬁ, is dus de algemene oplossing

t. x t tpx
Ael ¢ Ae? & suu +Ae ™
1 2 n
tx
Vb 1. y"' = 2y" = S5y' + 6y = O Stel y = e 7, dan

t> -2t -5t + 6 =0, dus t = 1, -2, 3, waaruit blijkt, dat

ex, 6-21, e3x oplossingen zijn, dus dat y = re™ +]¢e-2x + ve3x

de algemene oplossing is.
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0. Stel y = etx, dan

2 -8 =0 of (¢t - 2)(t2 + 2t + 4) = O met wortels

=
Mo
'
'
o
2
1]

t=2,t==14+iV3, t = = 1 - iV3, Oplossingen zijn dus
eax, e-x eleB’ e-x e-leB_ Maar dan zijn ook

- i -ixV’ - ixV —ixV
e2x’ % o~ X (eleB , o-ix 5)' é% o X (elx 3 - e ix 3)

dus eax, e cos xV3, e * sin xV3 oplossing.

2x

De algemene oplossing is dus y = Ae“ > + e * (u cos xV3 +v sin xV3).

0 ' Stel y = etx, dan

Vb 3. -y" ~ 4y' + Ly
t2 - 4t + 4 = 0, dus twee maal t = 2.

We vinden slechts één oplossing, nl, eax. Om de algemene

oplossing op te schrijven hebben wij er nog een nodig. Om die
te vinden stellen wij ox
' y = u(x) ¢, WVul in, dan is, daar

y' = u'eax + 2ueax en y" = u"e2x + 1‘+u'e2x + lt»ue2x

"+ dut' + bu - 4(u' + 2u) + 4u =0 dus u" = 0.
Hieraan voldoet u = x, dus

2x . 2% 2x .
xe is een andere oplossing en Ae + U Xe is de algemene
oplossing.

Net als in dit voorbeeld kunnen wi] algemeen hewijzen :

Stelling | Als van de D.V,

y(n) + a1y(n'1>+ ess * any = 0
de karakteristieke vergelijking
2+ at™V 4 Ll va =0
! a ' TX
een k~voudige wortel 1 heeft, dan zijn behalve e
X 5 TX k-1 1tX :
ook Xe "y X% Ty e.s 4 X e oplossingen.

Vb 4, Vi * BY'“' + Byn + ¥y = 0

B Gde ¥

De karakteristieke vergelijking is
]

£ o+ 3t"+ 382 v 1=20= (8% + 1)
wortels zijn t = i t = i t = i
t = -i t = =i t = =1
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Een basis voor de oplossingsruimte is
ix -ix ix ~ix ix ~ix
e, @ s X&', xe s X277, xle

Een andere basis is
cos x, sin x, x cos x, x sin x, x? cos x, x? sin x.
Dus de algemene oplossing is

Yy = 7\1 cos X + Azsin X + Kjx €O X + ?\“x sin x +.?\5x2cos X +7\6x2 gin x

3, Lineaire inhomogene differentiasalvergelijkingen met constante
coefficienten.

y(n) (1) y(n-2)+

+ &y
1 2

Wegens paragraaf 5 passeh wij de volgende methode toe 1

ces + an_qy' +ay = f(x)

Methede : Los eerst de homogene differentiaalvergelijking op.
- Zoek nu &én oplossing van de inhomogene vergelijking.
Wij geven hiertoe geen vast systeem, maar wij zullen die
éne oplossing vinden door proberen, waarbij wij door het
~rechterlid zullen worden geleid.

Voorbeeld 1 ¥y - 2y" - 5y' + 6y = 3x
Probeer als oplossing ¥y = ax + b met nader te bepalen a en b,
Dan moet y' = a, y" =1y”' = 0 dus
~5a + bfax + b) = 3x
:‘|

b = 2/12, dus ¥y = 3X + 5/12 voldoet.

1
E!
De algemene oplossing is dus

y = %]{+ 5/12 + R1ex + Kze-ax + K3e5x

waaruit a =

Vocrbeeld 2 y'" - 8y = 6% sin x. Probeer y = a sin x + b cos x,
dan (=a cos x + b sin x) - 8(a sin x + b cos x) = 65 sin x
dus -a=~8 =0 en b -8 =65.

b =1 en a = =8, dus - 8 sin x + cos x is een oplossing.

De algemene oplossing is dus

Y = reX 4+ X (. cos x V3 + v sin x V3) - 8 sin x-+ cos x.
Voorbeeld 3 y“ + 2y' = 6x?

De. oplossingen van de homogene vergelijking zijn Ke-ax + U
De poging om een oplossing van de inhomogene vergelijking van de vorm

¥y = ax® + bx + ¢ te vinden mislukt.
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Probeer echter dx® + ex? + fx, dan moet

6dx + 2e + 2(3dx? + 2ex + f) = 6x*?

dus 4 = 1, e = -2, £f =2, Dus 2x - 2x%+ x* is een oplossing en
2 S 2n 2 2’
%x- %x? e x> 42e™® 4y is de algemene oplossing.
2x
Voorheeld 4 y" -y = 2e
De oplossingen van de homogene vergelijking zijn A e* +u.e-x
a2x

Probeer y = ae ~, dan
1+ae2x - aeax = 2eax dus de algemene oplossing is

2 2x ®

y=3e +he® 4 pe™

Voorbeeld 5 Ft -y = 2e*

Nu mislukt de poging om een oplossing van de soort ae” te krijgen,
omdat die reeds aan de homogene vergelijking voldoet.

Probeer y = axex, dan blijkt a = 1, dus

y = xe* +Ae* +pe © is de algemene oplossing.

h. Trillingen

Wij beschouwen de tweede-orde D.V. in x = x(t) met constante
coefflclenten h en k, beide niet-negatief,

¥ + 2hx+ k%x = £(¢).

A Voorbeelden

Voorbeeld 1, Mechanische trilling.

Beschouw een lichaam met masgsa m, dat een rechtlijnige beweging

uitvoert onder werking van

1) een elastische kracht, gericht naar O, die wij evenredig aan
de uitwijking x nemen : =eXx

2) een wrijvingskracht, gericht naar O, die wij evenredig aan de
snelheid nemen : = wx

3) een uitwendige kracht ‘ : f(t)
Op grond van k = ma volgt mx = -ex ~ wk + f(t),

Voorbeeld 2, Slinger.

Zij B de hoek van uitwijking en £ de 1engte van de slinger,

Langs de boog, waarvan Jde lengte = £0, geldt

ma = comp., zwaartekracht + wrijving + uitwendige kracht.

mfd = -mg sin 0 - wh + £(t). in 9

Als O klein is, kan men wegens lim B8 2
' 0.0

mé8 + wd 4+ mg® = £(t).

= 1 nemen sin 6w 0 |

dus dan krijgt men
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'Voorbeeld 3. Electrisch circuit met CapaCltelt smoorspoel, weerstand
en uitwendige electromotorische kracht e(t).
" Over de weerstand treedt op een spanningsval = Ri.
Over de capaciteit treedt op een
. _gq _ 1 .
spanningsval = el j'ldt.

Door de smoorspoel wordt opgewekt een magnetische flux & = Li, dus een

_d¢ di
inwendige e.m.k, = 3t " LE?

De som der e.m.k. is gelijk aan de som der spanningsvallen, dus
e(t) -~ 152 = Ri + 1 [ idt, waaruit

at
a2i di i _ de
L= * R ve =3

Dit zijn drie voorbeelden van de D,V,
X + 2hk + k%x = f(t)

Als f{(t) = 0, dan spreken wij van een vrije beweging,
als f(t) # O, dan van een gedwongen beweging.

Het getal h heet de dempingscoefficient.

Voor een vrije ongedempte beweging blijft er staan

X + k?x = 0,

: de gewone harmonische trilling met oplossing
= A sin kt + | cos kt.

B Beginvoorwaarden.

In paragraaf 1 is meegedeeld, doch niet bewezen, dat de D.V.
%+ 2hx + ¥x = £(t)

de algemene oplossing
x(t) = Ap(t) + pe(t) + a(t)

met twee constanten bezi¥. Dit voor een ogenblik aanvaardend zien wi]
dat er precies één oplossing is, die de beginpositie x{(o) = a en de
teginsnelheid x{o) = b heeft.

Dit laatste resultaat zullen wij thans apart bewijzen.

Daarmee wordt het bewijs van de stelling van paragraaf 1 geleverd voor
tweede~orde differentiaalvergelijkingen met constante niet-negatieve
coefficienten. -

Stelling Als X + 2hX + kix = £(t), met h 20,
oplossingen heeft dan is er precies één oplossing x(t) -
waarvoor x{o} en %(o) voorgeschreven waarden aannemen,

Bewijs. Stel u(t) en v(t) zijn beide oplossingen met u(o) = v(o) = a
{ en (o) = ¥(0) = b,
ﬁ Dan is w(t) = u(t) - v(t) oplossing van

X + 2hx + k%% = 0 en w(o) = O en w(o) =
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Dus W + 2hw + k?w =0
29w + Lhw? + 2k%ww = O

4 .2 .2 4 2y
dt'(w ) + 4hw? + dt_(k?w ) =0

Integreer tussen O en T, dan volgt c

w2(1) = w2(0) + k2w?(1) -~ k?w2(0) + kb [w*at =

T
= (1) + k2w (1) + 4n f&zdt = 0
o]

Maar links is, daar h » O, niet negatief en rechts = 0, dus moet
w(T) = 0 voor alle T, dus w(t)=0, dus u(t) = v(t).

¢ Vrije trillingen X + 2hx + k%x = O Stel x = &%

De karakteristieke vergelijking a2+ 2ha+ k¥ = 0 heeft complexe

wortels als de discriminant ’ .
h" = k" <0

Stel h? - k2% = -pz, dan zijn de wortels ~h : pi, dus de oplossing is
x(t) = e-ht(k.cos pt + ¢ sin pt)
Zetten wij A=A sin ¢ en B = A cos ¢, dan

x(t) = ae Pt sign (pt + @)
waarbij A als beginamplitude en ¢ als (begin)phase moet worden
opgevat,

2 .xk¥>0

Stel h* - k? = g%, dan zijn de wortels ~h I q (beide negatief) en

de oplossing is _ .
: X(t) =Ae-(h q)t ue (h+q)t

De karakteristieke vergelijking heeft reele wortels als h

+

Duidelijk is dat deze oplossing niet periodiek is en dat lim x(t) = O.
A )
De demping is zo groot, dat de elastische kracht geen trillingen
meer veroorzaakt.
Wanneer tenslotte de wortels van de karakteristieke vergelijking
gelijk zijn, dus wanneer
h? - k% = 0, dan is de oplossing

x(t) = Ae Bt 4 pee™BE - BP0 4 ut)

Ook hier is geen bPeriodieke beweging. Later zullen wij zien, dat
ook hier lim x(t) = 0O

t+

D Gedwongen trillingen X + 2hx + k2%x = A, sin ot

Wij nemen dus een periodieke sinusvormige uitwendige kracht aan
met positieve amplitude Ao en frequentie w.

Wij hebben één oplossing van deze inhomogene vergelijking nodig.
Probeer x = a &in gwt+ b cos wt, of liever probeer
x = a sin {(wt + &), waarin

<6 g % nader te bepalen 2zijn.

nn

a >0 en -

A
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Dan moet

- aw® sin (wt «6) + 2haw coslut + &) + kza-sin(mt +8) = Al sin o t.

a(k? « w?) sin (wt + &) + 2haw cos{uwt + 8) = A, sin ot

a(k?® = w?)(sin wt cosbd + cos iut_ sin &) + 2haow (coswt cos 6= sin wt sin 8)=

= Ao sin ot

sin wt[a(k?® - «w?) cos & - 2ahw sin § = Ao] *

+ cos ®tla(k?® - mz) sin b +‘2haw cos S] =0

Stel beide coefficienten nul, dan volgt
tan & = 2ho en f{neem som van kwadraten)

w? -~ 1

AO

) Vi(k? - 0w?2)% yhew?

a

waardcor de éne oOplossing van de inhomogene vergelijking is bepaald.

De algemene oplossing luidt, in het geval h? - k¥ <0
x(t) = asin (0wt +8&) + Ae-ht sin (pt +9)

Na verloop van tijd is echter, wegens de e-macht, het tweede stuk
klein geworden. De grootste bijdrage wordt geleverd door

tan&,:_._g_.}.l_w_.
w? - k?
x{t) = a sin (ut + &) met A
”
a = N

V(k?2 - ®2)% 4n2 o2

Wij hebben dus t.o.v. de uitwendige kracht een phaseverschuiving &5 .

De amplitude van de oplossing is maximaal, als

& - 057+ 4n® minimaal is, dus als -2(k? = &®) + 4n® =0
dus als w? = k% - 2n? Dan a = -
2nVkz - h?

Men spreekt dan van resonantie tussen uitwendige kracht en het
trillende systeem. De resonantie wordt catastrofaal, als h = 0
(geen demping) en ¢ = k.
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HOOFDSTUK VII " REEKSEN

8.1 Convergentie en divergentie.

Eindig veel getallen hebben een som : wu, +u, + ... U.

n
Oneindig veel getallen Uys Uy Uygy sooy Uy ose unnen wij niet optellen.
Vorm de rij
8, = u1; s, =u + ?2; 8, =u +u + u, 3 etc,, dus algemeen
E u; = n-de partiele som = som der eerste n termen.

i=1

Def. | Als lim L bestaat en gelijk is aan S, dan heet de oneindige

n—+«

reeks LA R T T un + ... convergent met som S,

Als 1lim 5, niet bestaat, dan heet de reeks divergent, en dan
n-+o

heeft hij geen son.

Vbel 1+ 2 + 3 + 4 +5 ,,,4u_ =n} = =1n(n+1)-°°'.

——— n n a

dus de reeks is divergent.

Vhe?2 1 =1 4+ 1 =1T %1 =14 400} L (-1)n+1; 8, is afwisselend
‘0O en 1, dus de reeks is divergent.
n-1 1-r"

Vb3 1+r +2r? 41 + ..05u_ =1 ;8 =
n n 1-r

voor r £ 1.

Als | r| €1 dan is de reelts convergent met S = T%F .

Ale | r| > 1 dan is de reeks divergent.

V.4 1 P I S ceed W = X en
Y2 V3 Vn
B, = 1+ 1. cee + L >n . 2. Vn;
V2 Vn Vn

wegens s -~ is de reeks divergent.

1 4 1 _ 1 :
Vb, 1 + 2 3 + % + e U= de harmcnische reeks,
1 1 1 1 1 1 1 1 .1 4 1 1 1 k]
sn‘1+-2-+“3-+1;,+3+3+]+3'+.9+10+11+1 13 1-|-+15+-6+...
1 1 1
>3 >3 > 2
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=

+ %: 8 >1+2. 1 8 >1+ 3. %;

dus 8, = 15 8, = . 2% By

1 2

>1 + h . 53 ete.

[N B

By

ol

Algemeen & X >1 + k.
2

Hieruit volgt dat 8, = dus dat de reeks divergeert. Zo is
bijvoorbeeld s > 1000, als wij k > 2000 nemen, dus als wij 2%®

termen nemen.

SO0 R EE i E A N a = 1 -1[1-_1_]

T35 T35 8T 0t Y THne2) T2l n T me2
,_1[1'_1+1_1+1_1+1_ JE: IR N RN N B
n 2 R B T S S S 4 e n=1 n+ n  n+2 |
e PR R TR I _2

_.2[1 +2 e n+2]' Dus ijfmsn-l"

De reeks is convergent met som é, ‘

Stelling: Ale de reeks u, + u, + + «... convergent is, dan is
2tel ing 1 2 Uy

Bewiis: lim sn = 83 lim sn

1im u = 0.
n

n—+ o

-4 = 8 lim (s -sn_1) =0 =1lim u.

n-+ o n—+ o : n -+o0 n«eoo

Het omgekeerde van de stelling geldt niet (zie vb.4 en 5).

Notatie: Kgrtheidshalve noteren wij de reeks u o+u, o+ u o+ e door

E u . Dit is dus een symbool voor de reeks, Het opschrijven
n=1 ;

van dit symbool behoeft niet te betekenen dat de reeks een som
heeft.

oD
Z 1 - 2
De reeks heeft som S = =,
=7 nin+2) 4

00
De reeks E % is divergent, heeft geen som.
n=1
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i
3

.2 Reeksen met uitsluitend positieve termen.

Stelling: Een reeks met positieve termen is convergent dan en slechts
dan als de rij der partiele somnen bsgrersd is.

Bewijs

Daar alle L positief zijn, is de rij der partiele sommen
B =U§8, =u, +U§8 U +U +UFE U U +U UG ..
een monotoon stijgende rij. Er kunnen nu twee gevallien optreden, n'.

a) deze rij is begrensd, dwz, alle s, < G, Op grond van een oude stelling

(hoofdstuk I, pag.17) beataat dan lim & i de reeks is dan convergent.

n--
3 b) deze rij is niet oegrensd. Dan gaat s naar oneindig, dus de reeks
t'. is divergent.

Vergelijkingsstelling voor reeksen met positieve termen.

‘{'I o
§ 1, Als 321 v convergent is en als vanaf zekere N geldt u, L£C Voot

o
dan is E u_ convergent.
n=1 =

2. Als ivn divergent is en als vanaf zekere N geldt v 2 C LA c>0,
n=1

00
dan is E u, divergent.
n=1

SRR T T T L T ey

Bewijs 1.
u1+-.. +un=u1+oul+un+uN+1+..o+un£

A Clvgeq * e # vn) < W + ... +ug + CS = constant.

De partiele sommen 2ijn begrensd, dus !1un is convergent.

Bewijs 2.
u1+ooo+un=u1+..¢+un+uN+1+ooo+un2
P C(vN+1 + aee + vn), wat elke grens overschrijdt.

Dus T u, is divergent,

Stelling|1.Als p. £ 1, dan is 2—1’; divergent.
n

2.Als p > 1, dan isa le convergent.
n
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Bewiis 1,

Als p < 1, dan 15,% 2 2. Daer I I divergent is, volgt met de
" d

vergeli jkingsstelling de bewering.

Bewiis 2.
Zij p > 1. Wij tekenen de grafiek van y = ;%. Dan
x

n n
D P 1

+
n 2P 3P 4P (n-1)? oP L ox 1=
=1 - 1 + 1 1 <1+ 1 dus &_ begrensd, dus de reeks
1-p = T=p _p-1 p-1" n '

is convergent.

Wij kunnen bij vele reeksen tot convergentie of divergentie besluiten
met behulp van de vergelijkingsstelling en de

Standaardreeksen
p>11: & ;L-convergent p£t: I L divergent
oP ' of
lql< 1 : = q® convergent lqlz 1 : = q® divergent.
tan 1;
Vb.1 Onderzoek L tan --1-. Merk op, dat tan L = ——B -—1—.
—— n? n? L n?
1 ‘?2
tan - tan -
n
Nu is 1im ——?—E— = 1, dus vanaf zekere n is I < 2.
n-pm —— - —
n? n?
‘ 1 1
Vanaf die n is dus tan 2 <2 .-
n

Z tan -17 convergent.
n
Tevens is 2';% convergent

n
1
- 1 1 _sag
Vb.2 Onderzoek X sin —. Merk op: sin = = s =
—— n n 1 n
n
1
sin a - sin -:I 1
Nu is 1im = 1, dus vanaf zekere n is 3 > 3.
n -+ o e . —
‘n : n

Vanaf die n is dus sin-1 > 2 . u
n 2 n

1 L =in 2 divergent.
Tevens is I ° divergent n
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-n
n arctan e -n

Vbe.3 Onderzoek I arctan e ™, Merk op: arctan e © = —m—::E-——— e .
aretan e ° arctan e
Nu ie 1lim —a = 1, dus vanaf zekere n is — ¢ 2.
n— e e

' -n 1\"
Vanaf die n is dus arctan e <2 . (;)

-n
9\ B L arctan e convergent.
tevens is I (;) convergent

Vb.4 Het onderzoek van I sin ;% kan geschieden met de methode van
n

voorbeeld 1, maar ook als volgt:
Bekend is dat sin ;ng ;%. Daar I %; convergeert is ock I sin-%r

n? n n n

convergent,

Tenslotte behandelen wij nog twee criteria voor convergentie, waarvan
de toepasbaarheid soms tegenvalt. :

Criterium van Cauchy voor reeksen met positieve termen.

1. | Als lim e/un = £ <1, dan is & u convergert.

n-+»

n
2. | Als lim \\/;;1= £>1, dan is I u divergent.

n—-,
Be'il'ls e
n S
Uit 1lim \\/;: = £ < 1 volgt, dat vanaf zekere n geldt u, < L 2 £ .
n--oo
dus u, < qn met q = L ; £ < 1., Daar T qn convergent is, is ook

) un convergent.

Bewijs 2.
n n
Uit 1im \/un = £ > 1 volgt, dat vanaf zekere n geldt \\/;; > 1,
n-» o

dus v, > 1, dus niet u, - O. De reeks is divergent.
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Criterium van d'Alembert voor reeksen met positieve termen.

u
1. | Als 1lim ns1 _ ¢ <1, dan is I u_ convergent.

-+ n

un+1

2. | Als 1lim =£>1, dan i I u, divergent.

n-»co n
Bewi |B 10
Volgens het gegeven is voor n > N
u Lo
n+1 _1+ £ _ N& N
m < qmet g = > < 1, dus Uy g <g uy =4 - R

n G
en u <qu < N+2 EE dus algemeen voar n>Ni

Ne2 S D UNeq & ¢ " g 8
u < u < n EE dus u < C N waaruit de convergentie volgt
n Qv 1 q N ° n q 8 gL.

q
Bewijs . a
Voor n > N is dus n+1 > 1, dus u > U _.
n n+1 n

De termen naderen dus niet tot 0. De reeks divergeert.

= 1im ‘§'z"" = 0.
n+1

u
n+1

n
Vb.,1 Onderzoek I §%T° 1lim

n—+» o n n-»o

Volgens d'Alembert is de reeks dus convergent.

\a—
Vb,2 Onderzoek I «——;L———. Daar 1lim u_ = lim I 1 = 0,
(log n)® n-c I pnee 08D

is volgens Cauchy de reeks convergent.
1 Yn+1

Vb.5 Onderzosk I +» Daar lim
1+n2 n-—+e un

= 1 is d'Alembert niet van

toepassing, evenmin Cauchy. Met vergelijken blijkt eenvoudig, dat de
reeks convergent is,

Vb.4 Zelfs T % is noch met d'Alembert, noch met Cauchy te beslissen.

Wij weten echter reeds dat deze reeks divergeert.
Om het vertrouwen te herwinnen:

Vb5 Onderzoek I E%.

n
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Volgens d'Alembert is wegens

. : a n
1im Q—%ﬁ——=_lim -(ﬁl-)—ﬂ-——?=lim _.._1_:1._}?:1(1
n-+w (n+1)° 'n!  n-o (n+e1)(n+1) nsoo (14 =) e

de reeks convergent.

Opm. Wij ‘herhalen nog eens, dat de stellingen van §.2 slechts gelden
voor reecksen met uitsluitend positieve termen.

§.3 Reeksen met zowel positieve als negatieve termen.

A. Per definitie komt het convergentie-onderzoek van een reeks neer

op het onderzoek van de limiet van 8, T U, +u, o +uy o+ oLl 4 U, q U

De resultaten van de vorige paragraaf zijn, wanneer het reeksen met
niet-uitsluitend positieve termen betreft, niet van toepassing.

Zij

o
i

som der positieve termen in 5,5 en

=N som der negatieve termen ins . Dan is 5 =P - N .
n n n n n

Beachouw nu de beide limieten 1im Pn en 1lim Nn'

n-+ o n-—+ cc

Wanneer beide limieten bestaan, dan bestaat ook 1lim s en is

n-—+» o
de reeks convergent.

Wanneer één der limieten ni€t, en de andere wél bestaat, dan bestaat

lim &_niet en is de reeks divergent.
n—Dm

Wanneer echter beide limieten niet bestaan, is er over het bestaan
van lim 8, nog niets te zeggen, In dit laatste geval is het convergentie-
n--co

onderzoek moeilijk, behalve in het hieronder genoemde geval C.
B, Stelling |Als de reeks van de absolute waarden der termen convergent
is, dan is de reeks zelf ook convergent.

: I snt .
Gegeven lun| convergent

Te bewijzeh: z u, convergent.
Bewijs.

) 8, T Uy U+ ..+ u, = Pn - Nn met Pn > 0, Nn > 0.

Du5|u1| +lu2| "'o-o+lun| =Pn+Nno
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Daar E[uil convergent is, en positieve termen heeft, volgt op
grond van de eerste stelling van paragraaf 2, dat de rij Pn + Nn
begrenad is. Maar dan is, omdat Pn en Nn positief zijn, zowel Pn
als Nh begrensd. Dus bestaan de beide limieten lim Pn en lim Nn'

n-»oo n—+
Maar dan bestaat ook lim (Pn - Nn) = 1im s

n-+ oo n -+ oo

dus de reeks Elui is convergent..

Def.|Een reeks ui heet absoluut convergent, als de reeks der

absolute waarden I Iuil convergent is.

Gevolg: Een absoluut convergente reeks is convergent.
Vb.1 1 -

Daar E‘%; convergent is, is deze reeks absoluut convergent,
n
dus convergent.

n
Vb,2 Voor welke x is L ET convergent ?
n
Wij onderzoeken eerste I lzi +« Daar dit een reeks met

positieve termen is, mogen wij d'Alembert erop toepassen:

lem—‘l

nl Ix|
lim =1lim —— =0< 1,
g1 e 00 En+15! |xln fs oo n+1
- ix|®
Dus Z ~ is convergent voor alle x. De oorspronkelijke reeks

is dus eveneens convergent voor alle x.

1,113 :
%.21-51-3'-1;4-'5'.-.0

Daar T % divergent is, is de reeks niet absoluut convergent.

Wij kunnen over de convergentie nog geen uitspraak doen.

C. Def.| Een alternerende reeks is een reeks, waarvan de termen afwis-
selend positief en negatief zijn. Dus

a, ~a, +a =-a +a, -8, + .o met-ai 2 0.
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n
Stelling | Als een reeks 3_ (-1) a,

1) alternerend is,

2) a, 2>a, 28, 28 2.0,
3) 1im a_ = 0,
" e n

dan 1s de reeks convergent.

M.a.W, Een alternerende reeks, waarvan de absolute waarden van de
termen monotoon afnemen en tot nul naderen, is convergent.

& =& &

De getallen 8,4 5,4 By esey 8 nEMED toe, zijn begrensd (nl. < a,),

= a,~-8,, 8 =&-8+3a,8 =3a-3a+a-a, etc.

dus lim = bestaat.
2

- o

De getallen B, 4, 8,4 B,y evey 5061 nemen af, zijn begrensd (nl. > 0),

dus lim = bestaat.
2n+1
n-—+ o
Nu is lim a = 0, dus lim (a2n+1 - szn) = 0, dus lim s, ., = lim s,
n-» o n—+ o n-—- « n— oo

De reeks is convergent.

De vier volgende reeksen zijn alle convergent op grond van de stelling.
7ij zijn echter niet absoluut convergent.

101 111
M1-2+3“I+5-g+l.o.

1 1 1
Wod 115z 2 *Tog 3 Tog bt
Vh.4 De reeks arctan 1 =~ 1 arctan 2 + 1 arctan 3 - ... =

2 3

o0 n+1
= E (=1) arctan n ;. .)iernerend.
n=1 n

Wegens arctan n < % n naderen de termen tot O,

Om te onderzoeken of de termen, in absolute waarde genomen,
monotoon dalen beschouwen wij

(____arctan x)' = —1-[ X - arctan x].
x x2 | 1+

Vanaf zekere x is deze uitdrukking negatief. Hieruit volgt de
monotonie, en dus de convergentie van de reeks.
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N® 1 1 1 1

aZ Vo s (D0 VZ 41 V3 e e V5" -1

Deze reeks is alternerend, de termen paderen tot nul, maar er
is geen monotonie, Toch kunnen wij in dit geval wegens

¥b.5

+ LN ] [

(=1 (=D VA -(-D®] (P Vr 1
Vo e (=18 n=1 T n=1 n-1

tot een heslissing komen., Daar

o~ (=1 Vo'
n-1

v o
convergent enZn—lT divergent is, is de
a=2 n=2

ocorspronkelijke reeks divergent.

Stelling |Zij S de som van een alternerende reeks waarvan de absolute
waarden der termen monctoon naar O naderen. Dan is de fout
bij afbreken na de n® term kleiner dan de eerstvolgende term.

Bewijs.
Voor de alternerende reeks
a1"a.2 ""aj-ah+o¢.'an+an+1-an+2+ooo

bestaat de som S en geldt voor a,

‘>, see >,an )an+1 }an‘.’a > s

I1s -8 | =a

n n+1-a~ + a - a 4*’-0.6&

n+2 n+3 n+

n+1

D. Def.|Een reeks Z u, heet relatief convergent als Zu

convergent,

i
maar Eluil divergent is.

i

Voorbeeld:

1 1 1
1 « >+ I~ + 4.. 158 relatief convergent.

Als men bij een relatief convergente reeks de termen in een andere
volgorde neemt, dan behoeft de so0m van de nieuwe reeks niet dezelfde
te zijn als die van de oude reeks. Zelfs kan de nieuwe reeks divergent
zijn. Wij lichten dit toe aan een voorbeeld en bewijzen vervolgens dat
bij een absoluut convergente reeks dergelijke moeilijkheden zich niet
voordoen. '

Voorbeeld:

1 1 1 1 1 ‘
De reeks 1 - > + 3T + 5° 3% + ++. 1B convergent met een som S,

waarvoor op grond van de tweede stelling onder C geldt
1 1 1
1 - 5 <8<t - 5+ 3
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Beschouw nu de reeks

1+ 1.1 + il + 1.1 + 1 + 1] +
3 2 5 7 1; 9 11 g L)
die dezelfde termen heeft als de harmonische reeks, echter in andere
volgorde. Merk op, dat de som van de eerste drie termen positief ie,
de som van de volgende drie termen ook, algemeen dat

1 1 A 8p-3
%p-3 * Tp-1 " 25 - 2plhp-3)(kp-1) ° O

Onze reeks is convergent met een som S', die dus beslist groter is
dan 1 + 1. 1; Wij concluderen dat S < S' dus dat de nieuwe reeks

3 2
een andere som heeft dan de oorspronkelijke.

Stelling Als de reeks L uy absoluut convergent is met gsom S dan is

de reeks, die er uit ontstaat door de termen in een andere
volgorde te nemen, eveneens absoluut convergent met dezelfde
som S,

Bewijs.

Schrijf voor de partiele sommen van I u

S, = Pm - Nm.

weer
i

Omdat I ug absoluut convergeert, bestaan-zowel 1im P als 1lim N

en geldt voor de som S van I ug

m-—- w nm-—-+ o

8= 1im P -~ lim N_.
m m
m-> o m-— oo

De nieuwe reeks van dooreengegooide termen heeft andere partiele
sommen s'n, die wij weer in positief en negatief deel splitsen volgens

st = Pt - N l.
n n n
De termen uit Pn' komen voor onder die van Pm' voor m groot genoeg;

] ]
dus P 2 £ Pm' waaruit lim P n £ lim Pm'

n-+co m-s

De termen uit Ph komen ook voor onder die van P'k, voor k groot

genoeg; dus En's P' , waaruit 1lim Pm.g lim P' . Wi} concluderen

1im P = 1lim P'n en evenzo lim N_ = lim N'n, dus
n-e oo n-—+ n-» 00 n—oo
lim s_ = 1im s_"'.

o

n-—-c<o n-—+ oo
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§.4 Machtreeksen.

A, Een oneindige reeks heet een machtreeks in x, als hij luidt

2 3
B.o +a1x+azx +B’X + esoe

dus als u, = anxn, a onafhankelijk van x.

Wij vragen ons af voor welke A deze reeks convergeert resp.
divergeert.

Stelling |Als een machtreeks convergent is voor x =%, dan is hij
absoluut convergent voor alle x met |x| < |E[.

Bewijs
Daar & ang“ convergent is, geldt lim angn = 0, dus vanaf zekere n @
n-+ oo
n
lanZ | < 1.
Nu geldt n n
n n x x
lanx | = Lanl | ol Zl < |z|
n ,
en daar voor alle x met | x| < |£|de reeks & |—| convergent is,

is ook Ela x"| convergent, d.w.z. de oorspronkellgke reeks is absoluut

¥ convergent.

Gevolg | Er zijn twee mogelijkheden, namelijk

1) de machtreeks is convergent voor alle x,

2) er is een getal R zodat de machtreeks convergeert voor
alle | x| < R en divergeert voor alle [ x| > R.

Dit get=1l R heet de convergentiestraal van de machtreeks.

Soms kunnen wij direct zien welke waarde R heeft; soms kunnen wij R
vinden door toepassing van de criteria van Cauchy of d'Alembert op
de reesks der absolute waarden.

Vbel 1 4+ X + X% +#%X 4 vue

Hier i8 R = 1, want er is convergentie voor [x| < 1 en
divergentie voor |x| > 1. Voor x = 1 en voor x = =1 is de
reeka divergent.

x xt  x3 n
V'b.z 1+—+_2-+'_2+o¢¢+_2_+o|-
12 2 3 n
, [xi®
Toepassing van d'Alembert op E levert, daar
n=o n?
1
Yhe1 [x |2* n’ 2

lim —r = lim 2 - n = 1linm IXI _——2 =
n-»eo n n+co (n+1) Ixi n-o (n+1)
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dat er convergentie is voor |x| < 1 en divergenfie voor
Ix} » 1. De convergentiestraal is dus 1., Voor x = 1 en voor
x = «1 is de reeks convergent. :

.3 %x T+ (%)“ x? + (%)9 X%+ eee
[ n nz n . )
Toepassing van Cauchy op 2 (EIT) |x] 1levert, daar
n=1 _ ‘
lim \/un = 1im (E%T) fx] = 1x| TR = l;l ,
n- n- 1im (1 +;)
n—- o

dat er convergentie voor |x| < e en divergentie voor [x| > e
optreedt, dus dat R = e. Voor |x| = e is de reeks divergent

omdat dan
2

_ n & n e 1,n B e
) ('rm‘) e = t /(1 % E) ] > (e) = 1.

2
n
1 ¢+ x +%X* + x2 + 2% 4 xB 4 co0 + X 4+ 4ae

=
+

We zien direct dat R = 1, omdat voor |x| > 1 divergentie op-

treedt (de n® term gaat niet naar nul) en voor |x| < 1 conver-

gentie optreedt wegens n? 0.
' Ix" | < 1x71.

- |
Laat E nnxn convergentiestraal R hebben, dan is voor elke |x| < R
n=o .

 de reeks convergent met een som, die.cen functie van x is.’

Wij schrijven voortaan korthéidahaive voor |x| <R :

ST ax® = sx)

a x = B\X).

n=o * .

Wij moeten ons echter steeds realiseren, dat deze formule betekent

(-] .
dat de reeks E anxn tot som s(x) heeft.
n=o

Voorbeeld 1 + x + % + x> + ..., = ;%; voor Ix] < 1.

Stelling [(Het differentieren en integrﬁren van een reeks binnen
het convergentiegebied]

Als voor | x| < R geldt

2 3 & n
a +
a1x+azx +a31_c + a'.x + ose +anx

. + 2o = 8(x)

dan geldt voor |x [ < R ook
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n-1

a, + 20, + 3;,:’ + .. +max + oo = 8'(x)

1

1 X

1 2 ; n+1
en &ox + 2 a.1x * see *+ n+1 anx + 400 = .£ ﬂ(t)dt’

Deze stelling wordt in semester V bewezen.
Toepaesing van de steliing op de meetkundige reeks levert

1+ 2x + 3x? + Wx* + ... =—l—;voor'lxl <1
. {(1-x)

an ook

x2 x* dx d(1-x)
X+ T e = I—1-x = - 1oy = - tog (1-x)
of, als wij x door -x vervangen:

2 3
108(1+x)-=x-52"' !'_"T"' N V°°r|x|<1.

s L R S

Een reeks zoekend voor arctan x gaan wij uit van

4 ex® e x* -x 4 x® ... voor | x| < 1,

14x2
Na integratie volgt

3 5 7 .
arctan x = X - %r . %; - %F os voor_lxl <1,

De zojuist afgeleide formules noemt men de reeksontwikkelingen van
log(1+x) en arctan x. Binnenkort ontmoeten wij nog meer reekaontwikkelingen
Wij zullen de formules

g .
1 e xext e, )
Tex
2 [ .
3 5 7
Larctanxzx-l;—-!-x?-!?—-l-...)

als standaardformules gebruiken voor numerieke berekeningen en voor
het bepalen van de som van een aantal reeksen. :

Vb.,1 Benadering van m,

] ' %'= arctan + + arctan 1

2 3
1, .1

4 1 1, 1 1 1,1 1
“=(-§+-5-)-3(-2-;+-;-)+-§(-—-+ = + =)+ cee ,

3 25 35 7 21 37
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g dus n = 3,14159265358979323846264338327950288... .

[ =]
- .n
E %r sin? B heeft convergentiestraal 1.

vblé 3
n=1
Bepaal de som veoor | x| < 1. _
Oplossing. Schrijf uit, dan staat er
Bry o X2, xb x> x| x? -
h[x+2+T+5+7+_3-+"']
| + & 3 6 ]
E = L’Ex + 2 + 3 + “ + 5 "'T * se 3 z— 9 P ]
LI
= %[- log(1«x) + % log(1-%>}] = % log lei—%.
(1-x)
Vb.4 Bepaal de som voor Ix| € 1 van de reeks
x_ , xX . x3 . x*_
1.2 2.3 3.4 4.5 et
Oplossing. Ga uit van
‘2 3 L T
x + %? + %r + %r + se. = = log(1ex).
Integratie levert
x? x3 x4
-— —a—— =T s = = 1~ =
T.2tz3 355" / 1og (1-x)dx
= - x log (1-x) + x + log (1-x).
De gevraagde som is dus voor x # O en ix[< 1 :
- log (1=x) + 1 + 1o i1-X) , en nul voor x = O.
Vb.5 Voor practische berekening van logarithmen is de reeksontwikkeling

van log {1+x) niet geschikt, wegens langzame convergentie.
Door aftrekking van

x? x3

xlr
log (1+x) = x - CaRdE pil wi L

P e e
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103(1-X)=-x-—2—-%-§h—...

volgt, steeds voor x| < 1,

3 5
105%‘;‘=2x+2§3"+2%—+00¢.

Zet x = , dan volgt voor y > O de formule

1

2y+1

1og(y+1) = log ¥ + 2[-2—13 +* -;--——1—, + % —1—5 + ...]
y (2y+1) (2y+1)

.die beter hanteerbaar is.

§.5 Reekaontwikkeling.

A. Zij f(x) een veelterm, dus bv. f£(x) = pox" + pix’ + pzx’ +p,x + D

Dan
f(a+h)

P, (a+h)‘ +p, (a+h)3 + pzi(a+h)2 + p, {a+h) + p, =

po(a“+4a’h+6a2h2+hah’+h*) + p1(a’+3a2h+3ah2+h’) +

+ pzfa2+2ah+hz) + p,(a+h) +p, =

p,a* + p,a’ + p,a® + p,a + p_+ h(kp a’+3p a?+2p,asp,) +

+ h2(6pna’+3p1a+pz) + h’(hp°a+p1) + h*, P, =

= £(a) + %T f'(a) + %} £ (a) + %% frr(a) + %% M (a),

Stelling | Ale f(x) een veelterm is van graad £ n, dan geldt

n
h‘"" f(n) (&) I

2 ,
“f{a+h) = f(a) + %T £1(a) + %T £7(a) + ... + =

de formule van Taylor voOor veeltermen.

Bewijs

Daar f(a+h) een veelterm van graad £ n in h is, stellen wij

2 . n
fla+h) = F, + F1h + F}h + eee + Fnh .

Neem h = 0 : f(a):Fo.

 Diff.naar h : f£'(a+h)

H

| i
E + EF;h + see * nFn h .
Neem h = 0, dan f'(a) = F, .

Diff.naar b : f"(ash) = 2F, + 3.2.5;h + ... + n(n=1)F, nt-2,

Neem h = 0, dan f"(a) = 2F,.
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Diffonaar h : £9¢(a+h) = 3.2.1.F, + ... + n(a-1)(n-2)F, n"=2,
Neem h = 0, dan f"'(a) = 3,2.1.F.. etc.

Opm,1 Toepassing van de formule van Taylor op de veelterm f(x) = x"
levert juist het binomium van Newton.

Opm,2 Voor willekeurige f(x), dus bv. e*, sin x, arctan x, veelterm
van graad > n, geldt bovenstaande formule van Taylor niet.
Wanneer wij voor willekeurige f(x) schrijven

. n
f(a*h) = f(a) + ?—!' f'(a) + g_zi' f“(a) + eee + ﬁ_l f(n)(ﬂ) + Rn|

dan betekent deze formule slechts de definitie van Rn. genaamd
de restterm, die afhankelijk is van a, h, n en de functie.

Opm.,3 Misschien is voor sommige functies lim Rn = 0,

n-=+co
Wanneer dat zo ias, dan is de reeks

f(a) + Z h_n. f(n)(a)

n=1 nl

convergent met som f(a+h), omdat dan de limiet der partiele
sommen gelijk is aan f(a+h). Wij gaan nu eerat een uitdrukking
voor Rn opastellen, teneinde lim Rn voOor diverse functies te

kunnen onderzoeken.

Stel de restterm R = 1®*7 P, dus stel
2 n
f(a+h) = f{a) + %% f1(a) + %T f"(a) + ... + %T f(n)(a) + hn+1 P.

Wij berekenen P. Beschouw de hulpfunctie

(h-x)n

i f(n)(a+x) + (h-x)n+1 P.

¢(x) = tla+x) + hT-'E T'(a4x) + +u. +

Dan is ¢(h) = f{a+h)

¢(0), dus volgens de stelling van het gemid-
delde *) is ¢'(6h)

O voor zekere 0 € 8 < 1. Nu is

*) Wij gebruiken de reeds in II,6 bewezen
Stelling van het gemiddelde: Als f(x) differentieerbaar is in
a £ x £ a+h, dan is
f(a+h) = f(a) + h £'(a+0h) voor zekere
0 <6 <1, ‘
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h

-1
e'(x)= f'(a+x)+ ﬁf% Fra+t) + oo+ (h;x)n f(n)

. n
(a+x) + Lﬁi%l— f(n+1)(a+x)+

- £ (a+x) - Qr- f"(a+x)-_...- S%§§%7T“ f(n)(a+x) - (ne1)(h=)2 P =

" \n
= iﬁi%l_ f(n+1)(a+x) - (n+1)(h=-x)* P
Vul in x =

6h, dan blijkt

_ 1 (n+1)
P = T;:?TT b 4 (a+6h), dus

n+1

IB'

n .
r'{a)+ Ei " {(a)te. .+ h_ f(n)(a)+ f(n+1)(a+6h)

f(a+h) = f(a)+ ; 57 ol Ta+1) !

-t

de formule van Taylor voor willekeurige functies.

Opm. Deze formule is een uitbreiding van de stelling van het
gemiddelde, die men krijgt deor n = O te nemen.

c. Schrijf in de formule van Taylor a = O en h = x, dan krijgt men
de formule van Maclaurin

£1(0) _, £7(0) ™) a, £%*Dex) a

71 X 21 Xt oeee T ne1) 1

£(x) = £(0) +

die wij thans op verschillende functies gaan toepassen.

I f£(x) 5 &F Met f(i)(x) = e* volgt voor de formule van

Maclaurin:

2 n 6x
x x X x e n+1
e =1+ rET AT T *
1,1.1 .1 .08
Voorbeeld e =1+ 1 + 35+ z+ 350+ 33558 (n = 4; x =1)
25 17 S L . I 2. -1

dus e 2 55 e de gemaakte fout = 150 ¢ < 50 ¢ < 120 - §o°

Met behulp van de formule van Maclaurin kunnen wij thans de
reeksontwikkeling van e* vinden, nl.

ex =1+ =4 5: + E: + ees +'52 * ses .
11 1 I !
o
xk x
Bewijs. Om aan te tonen dat de reeks 1 + T de som e heeft,
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moeten wij bewijzen dat 1lim (e* - sn) = 0, waarin 8, de som van de
n=--o
eerste n termen voorstelt,

Welnu, volgens Maclaurin is

|e* - & | = %% -(—-5-—“"“1 ol -(—)-—"‘In+1 en het rechterlid nadert tot nul
- a = o+l ’\ o+l 11 eC e nader u
xn+-1
omdat 1lim = 0.
B o zn+15!

.
Dit laatste volgt uit het reeds vroeger bewezen feit dat de reeks I ET
convergent is. n

Opm. De formule van Maclaurin voor e* geeft meer informatie dan de

reeksontwikkeling van e¥, ¢

IT f£{x) = sin x.

R sl

£'(x) = cos x3.f"(x) = - 8in x§ £"'(x) = - cos x; £"(x) = sin x
£r(0) = 1 s £"(0) = 0 s £1(0) = -1 s £(0) = o,
De formule van Maclaurin wordt dus:
2m=1
x x> x° me1 x0T m 2]
sin x =37 - Fy 4 57 4 eee + (1) Ga=iyi * -1 GarTyT cos ox.

_ 1,1 _ cos 8 101 1
Voorbeeld sin 1 =1 - Z * 735 Sob0 =~ 120 met | fout| < So50°

De reeksontwikkeling voor sin x sin x = = . 5: + 51 - 51 +

g ] - 1! '31 5! 7! - o8
kan weer uit de formule wvan Maclaurin worden bewezen.
IIT f(x) = cos x
f'(x) = -~ sin x3; £"(x) = - cos x3 £"'(x) = sin x; £""(x) = cos x.
£1{(0) = 0 s £"(0) = -1 s £71(0) = O s £(0) = 1.

De formule van Maclaurin luidt

x| x

m‘ xam
cosE x = 1 - ST*+ET * eee * (=1) Gyt * (=1

en de reeksontwikkeling luidt

c°x=1—£'i+'x—h'.'x6+oc-o
2t T x T 81

2m+2
X

Toasz)T ©°8 Ox.

)m+1
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IV f(x) = (1+x)%] , m willekeurig constant.

Neem eerst m niet natuurlijk. Dan
fr{x) = m(1+z)m'1; tr(x) = m(m-1)(1+x)m-2; ces
f(n)(x)

&l

m(m-1) e e (m-n+1)(1+x)mdn; PR

£(0} =15 £'(0) = m5 £"(0) = m(M=1)} eos 3 f(n)(o) = m(m=1) ... (m-n+1)

n

De formule van Maclaurin geeft dus

(ex)® = 1 + B, 0@ o | m(m-1)...(m-n+1)  +R.
] 11 21 n! n

Men kan bewijzen (deels met de door ons gebruikte restterm, deels met
- een verfijnde vorm ervan), dat voor {x| < 1 geldt 1lim R =0.

De reeksontwikkeling luidt dus

m(m=1) <2 + mi(m-1)(me2)

3
51 . 31 x> + ... voor Ix| < 1.

(1+x)m‘z 1 + mx +

Als m natuurlijk is, dan geldt dezelfde formule met dien verstande
dat slechts de eerste m+1 termen £ O zijn.

Wij beschikken thans over de volgende reeksontwikkelingen:

2 3
x x x x 3
1) e =1+ T 5Tt 3Tt -
x> x5 x?
2) sinx=x - 3T * 57 7 + eee ? voor alle x
: x2 x4 x6
3) cosx=1-= ST*EIT - ZT * *=*
J
2 3 5
x x x
t) log(1+x) = x - 2wl ndb Y
3 5 7
5) arctan x = x - %— + %r - %r + ees voor | x| < 1

6) (14x)™ = 1 + mx + m(m-1) x2 4 ...

7

Ontwikkel in een machtreeks

-

1-x2

Volgene formule 6, met m = - %, en x+« ~ x?, ia

1 4.1 1,03y £ | 1y 3,5, x°
——= =13+ (P H- DD -
=1 + % x? 4+ %f% x* + %f%fé x6 + %f%fgf% x8 + ... .
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Vbe2 Zoek een reekaontwikkeling voor ar¢ sin x. Integreer daartoe
de reeks van voorbeeld 1, dan
1 x? 1,3 x?
aresin x = x + 3 3 + 3°f 5+ oo - voor lx| < 1.

Vb.3 In eerste benadering is

(14x)™ =1 + mx, bv. Viex m1 + -;_-_- X.

Vb.4 Ontwikkel 1 .

1 = 1 =
bax? 4[1+(’2-‘)’J

+i=
—
—
'
+|%
+
&
)
I
+
.
L ]
-
Al
[ ]

Deze ontwikkeling geldt voor | x| < 2.

1
vb--é OntWikkel .
Vx2 <1
LI 1 L R - S Y- K N
Vxz =1 - §J1-(I?; x 2 x’ 8 x3 € x?
x
Deze formule geldt voor x > 1,
. x
Vb.6 Ontwikkel =2— .
_— 24X
-.e_x-lx —J—_—l(1+x+ﬁ+-x_i+ )(1_£+-x.-.2. xi )-
2 "2°% " TxT2 2t Y37t e 2T T e T
2 3

= 1(1 + 2 x? + T 4+ eeele
2 27 L T 24
Deze ontwikkeling geldt voor |x| < 2

¥ Vb.7 Ontwikkel cosh x.
cosh x = -;—(ex + e %) =
1 2 43 4 x? ¥} x*
;; = 2[1 FX ST I LT bt 1 -x + ST~ 3T *I7 - seel
; _ x? x4
‘r —1+ﬁ+m+....
) x> x5
Evenzo sinh x = x + 3? + §T + aee o

Deze ontwikkelingen gelden voor alle x.
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D. Onder C schreven wij functies als machtreeks in x met behulp van
de formule van Taylor voor a = O, De ontwikkeling van f(x) als reeks
in machten van (x-a) verkrijgen wij als volgt.
De formule van Taylor, waarin a+h = x gesteld, luidt

P(x) = t(a) + £%-(Ti-)-(x-a) + z'E'--%E-)-(x-a)2+ cee

Lt W@ n 2 are(xa))
L n!

n+1
(n+1)1 a)™ .

(x-

Voor die waarden van x, waarvoor de restterm tot O nadert voor
n -+, heeft f(x) dus de volgende eenduldige
ontwikkeling als Taylerreeks rond a

l 1 n (n)
f(x) = t(a) + 1?%El(x-a) + £E—E-El(x-a)zwk... + l’—E—!L@-—)—(x«a)n + ees

Voorbeeld De Taylorreeks van e* rond x = log 2 luidt

x _ 2 2 (x- 2 2 (x- n
e =2 + 1!(x - log 2) + 2!(x log 2} + ... + n!(x log 2) + eee

en is geldig voor alle x. Deze formule is ook te verkrijgen door
x - log 2 = t te stellen en de gewone machtreeksontwikkeling voor e
op te schrijven.

E. Wij kunnen de gevonden reeksontwikkelingen met vrucht toepassen
bij het berekenen van limieten.

7 7 7 7
Vbo1 1im x_ = 0, want x— = X L 4 X = 8—!— - 0,
X-+ ex e "| +£E—+£3_+ 1 xs x
M TR TRARRAN. 1)

V.2 1im 22X _ 0, want
X+ x
log x _ _log x log x clog x| 8 .
] oL 1 2 1 2. logx °
Vx ea log x 1+2 log X+ 57 log“x+sss -glog x
Standaardlimieten:
P
1im £ -0 en lim 26X -0 voor «>o0.

i Populair gezegd: log x nadert langzaam tot oneindig, x® vliugger en e*
nog veel vliugger.
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Bewijs 1.

Voor p £ O is de bewering triviaal. Stel p > O en neem x > 1.
Z2ij q een natuurlijk getal > p. Nu is
q+1 P q
x . x x x . fge1)t
e > W y dus ) £ - < 0.

X
L]

Bewijs 2.

Stel o log x = t, dan is, daar o > O,

lim BE . 3yn oo,

X+ 00 x t- ge
log x
x x o
Vboé lim \/x_= lim e = & = 1-
x-oa..-p X—+
Vb.4 1im =x log x., Wij stellen x = %, dan = lim 1—05—!'- = 0,

x,0 tso

x? x?
‘ X = == + = = L40 2 :
Vb.5 1lim lﬁ@:lm 2x3 = lim 1-§+"3--...=1.
X—-+0 X—+0 X—+0

N

ax-,l 1 + X + g"‘!' + 262 = 1
.6 lim == = lim - = lim 1 + ;—! +oees =1,
X-»0 X—-0 X—+0
9 5
3. g3, X _ X &
Vb.7 1im [x3-sin(x*)]% _ |, [x"- x4+ 37 =57+ «.. ] N
x+0 [1 -cos(x?)]’ X- O x* x?® 9
[1 - 1 L 2_1- ——!+ P ]
1 xé
E'—" - m— -po]h 5
¢ 1 ! 1
1 = lim 212 = (Pt 3Y= 2,
- x-—+0 [L _ x4 . ]9 3
3 2! ! .90
3
3 b 4 1+x+£+£-1+ﬁ-5_:+
‘ Vb.8 1im 2-=S95 X _ 4. 2! 31 1 [ tee -
R arctan x X0 x3 x5
x(x - 3—"' _5"- - sae )
2
= 1im X3 X ¥+ e- beataat niet.
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8.6 Numerieke berekeningen.

Wanneer wij een“gatal als som van een convergente reeks kunnen schri jven,
geeft een partiele som een numerieke benadering voor dat getal.
Er zijn drie manieren om de gemaakte fout te schatten:

a) Gebruik de restterm uit de formule van Maclaurin.

b) Vergroot de fout tot er een meetkundige reeks ontataat.

¢) Wanneer het een alternerende reeks betreft, waarvan de termen in
ahsolute waarde monotoon naar nul naderen, dan is de fout bij af-
“breken kleiner dan de absolute waarde van de eerste weggelaten
ternm,

1 Bereken e met een fout van ten hoogste 10'h.

e
1 1 1 [
e =1+ 1+ 31 + 3!1+ ess + al + TE:?TT'

g

]

9
Nu moet n zo zijn &.t TE%TTT < 107, Daar ¢® < e < 3, is hieraan

voldaan als T;%%TT < 10-4’ dus als (n+1)! > 30.000, dus als n = 7.

Hieruit volg: . .: bij

1,1, ., 1,1
2767 24 T 720 T 720 T 5040

ex 1+ 1+ = 2,71822

ten hoogste een fout van 0,0001 kan zijn gemaakt,

Vb.2 Bereken log ©,9.
2 . T S U S A A 1 1 |
}og 5 = log (1 10) =~l 5 +35. 7 * 5.10’+ PCT-LE cesle
Wanneer wlj na de tweede term afbreken, dan
log 0,9 = - é%-- 3%6 = - 0,105, terwijl voor de fout geldt:
é | fout | = 13 — e ... <%[ LI I + eeel =
3 3,107 4,10  5,10° 10° 10t 10°
3 1 11
o - 5 ° 1 T 2700°
2.100 1= 35
i
vb-é &rctan:"%=:‘lo"- 1 + 1 - 1 * ene o

3,107 5.10°  7.107

Wanneer wij afbreken na de derde term, dan is de fout in absolute

waarde < 1 > e
F 7.10
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3 3
W N =VET = Nfi e g -
- 1. e (B AL 2Byl
= 2E1+ 3 . B‘ + 21 . 3 . ( 3)0(3) + 37 03-('3)( 3)(8‘) + ---]o
De fout bij afbreken na de derde term is kleiner dan de vierde term.
Def. | f(x) in p decimalen nauwkeurig berekenen betekent zorgen dat
1 1
lfout | < 5 -
2 40P
Vb.1 Bereken sin #% in 2 decimalen nauwkeurig:-
1 1 1 1. + 1
Sin""—-"—'"‘-- + + sse = Tt Lee e
10 10 6000 51 10° n! 10" ‘

3 Opdat de | fout | g 5%3 kunnen wij al na de eerste term afbreken,. -

\ dus sin 0,1 = 0,10,
v Wanneer wij sin 0,1 in 5 decimalen nauwkeurig willen berekenen,

: moet de |fout| £ — 1
3 2.10°

~ LU
sin 0,1 % 70 ~ €500 © 0,09983.

y dus moeten wij bij de 2de term afbreken:

; Vb.2 Bereken e in 2 decimalen nauwkeurig. Dan moet

0
: _ e 3 1
Ifout] = +73y7 < eyt < 306 ¢

Hieraan is voldaan voor n = 5, dus

1 1 1 1
e ™ 1+ 1 + 3+ z* 55 * 9355 " 2,72.

Opm. Een schatting van de fout, die scherper is dan TE%TTT ’

verkrijgt men door methode b) toe te passen.

Dan

2 1 1 1
gr |f0ut I = (n+1)! + (n+2)! + (n+3)! + see <
i 1 1 1
iy < [1+ + 2 + oo-] =

(n+1)! B+2  (ne2)
1 1.1 n+2
: T (n+1)! 1. = (as1)! ° nel® :

n+2

T T
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§,7 Complexe machtreeksen.

De reeks U, +u, + Uy + .o met complexe termen heet convergent met

som S, als voor de partiele sommen sn = U+ oeas ¥ un geldt 1lim =_ = S.
n-—'bDO

Een complexe reeks heet absoluut convergent, als de (reele) reeks der

moduli convergeert.

Stelling Een absocluut convergente complexe reeks is convergent.

Bewijs.
Stel u = v + iw_met v_, w_ resel. Dan is lu | = Vv 2+ w2 , dus
n n n n* 'n n n n

w
Iunl %.Ivn[ en lunl 2> | n|.

Uit vl oo +liv I glul+ con + lunl,
lwl+ o0+ Iwn}.s lad+ coo +tul,
en het bestaan van lim (luf+ ... + lunl) volgt, dat de reele reeksen
z vn en XL v absoluut convergent, dus convergent zijn. Maar dan is wegens
u, + ses + u, = Vo o+ eee vV i(w1 + see wn) ook de complexe reeks
I u, convergent.

Opmerking. Als Eun convergent is, dan is lim u, = O.

Voorbeeld., 1; ein is convergent omdat I ;% convergeert.

n n

Voorbeeld. Eein is divergent omdat u niet naar O gaat.

Een complexe machtreeks is een reeks van de vorm

a, + a4,z + azz2 + a,z’ + e met complexe a; en z.

Stelling Wanneer a 6 + a,l + a2§2 + a3§3 + sae convergent is,

dan is voor alle z met |z| < | | de reeks

a, + 8,z + azzz + a2z’

) s + ... absoluut convergent, dus convergent.

Bewi js. n n
n, _,..,n 2yn) _ n z iz
Ianz | = |anC . (C) | lanC | o ;l <C. |Cl .
. i n
Daar volgens het gegeven de reele meetkundige reeks | gl convergeert,

n .
zal ook I | a 2z | convergeren, dus is I anzn absoluut convergent.
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n
Gevolg. Als % az convergeert voor een complex getal I, dan

convergeert de reeks voor alle complexe getallen z, die
binnen de cirkel om O met straal {Z| liggen.

3

z 2° z 2%
Vb, T +:§— +~3— + T e convergeert voor z = =1. Dus convergeert

de reeks voor alle complexe z die binnen de eenheidscirkel liggen,

2 3 5
Vb.,2 2z + gT + 3T + ET + ... convergeert voor alle complexe z, omdat

de reeks voor alle reele waarden van 2z convergeert.

Voor een machtreeks a, + a,z + azz2 + a,z5 + «es Zzijn er nu twee
mogeld jkkheden:

a) de reeks is convergent voor alle complexe z,

b) er zijn complexe waarden van z, waarvoor de reeks divergeert.
In dit geval bestaat er een positief getal R zodat de machtreeks
convergeert voor z met |z | < R en divergeert voor |z | > R. Dit
getal R heet de convergentiestraal van de machtreeks, en de macht-~
reeks is dus convergent binnen de cirkel om O met straal R en divergent
buiten deze cirkel. Deze cirkel heet de convergentiecirkel van de
machtreeks.

z?  2°  z7
Voorbeeld z - 37 + T " AT + +.. convergeert voor alle z.
23 2,5 27
Voorbeeld z -3 + Tt e heeft convergentiestraal R = 1,

Wij kunnen thans inzien hoe complexe functies van een complexe variabele
z met behulp van reeksontwikkelingen kunnen worden gedefinieerd.

De tot nu toe niet gedefinieerde functie sin z zal voor reele z overeen
moeten stemmen met de reeds bekende functie sin X, waarvan wij de reele
reeksontwikkeling kennen. Dagr de overeenkomstige complexe machtreeks
voor alle complexe waarden van z convergeert, ligt het voor de hand om
te definieren:

23 5 27 )
sin z = z = 37 + ET - 7T + 20 g
z2 zb 26
cog z = 1 - ST 47 - ZT * *ee s | voor alle complexe 2z,
2 - z2 23
e =1+ 2z + 37 + 37 + see J

Opm. De laatste definitie stemt overeen met de in hoofdstuk VI
gegeven definitie, Wij demonstrerern dit door de formule van
Euler te controleren:
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_ 2 s 3

cos ¢ + 1 sing = (1 - g% + E% - eed) + ilp - %T + ET - ees) =
- (19) . (19) | (i@t _ 19
=1+ 19 + 31 +3! +l;.[ + .40 =@,

De tot nu toe niet gedefinieerde functie arctan z zal voor reele z
overeen moeten stemmen met de reeds bekende functie arctan x, waarvan
wij voor | x| < 1 de reele reeksontwikkeling kennen. Daar de overeen-
komstige complexe machtreeks convergeert voor alle complexe z binnen
de eenheidscirkel, ligt het voor de hand om te definieren:

3 5
arctanz=z--23—+£5—-...,
' 2 3.
log(1+z) = z = Z + %r - vee s voor |z < 1.
(1+z}m = 1 4+ mz + m(g;1) z2 + ...

(n reeel)

Opm. Deze definities krijgen pas inhoud, wanneer men heeft bewezen,
dat de complexe functies van een complexe variabele z eigenschappen
bezitten, dle analoog zijn aan eigenschappen van de overeenkomstige
reele functies. Dit is stof voor de theorie der complexe functies,
te behandelen in semester V.
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HOOFDSTUK VIII METRISCHE MEETKUNDE

§.1 Inﬁendis product.

Voorbeeld. k er s zijn vectoren vanuit O. Als een stoffelijk punt
onder werking van een constante kracht k een rechte weg s aflegt
dan is de arbeid die door de kracht over de weg wordt verricht

lki.lsl., cos a
waarin k| en |8 |de grootte van kracht en weg en o de hoek
ertussen voorstelt. Wij drukken de arbeid uit in de coordinaten van

k en 5 t.0.v. een rechthoekig coordinatenstelsel, daarbij gebruik
makend van de stelling van Pythagoras en de coainuaregel

Arbeid = | k| .| 8| cosa=%[|gi=+|51’-il_c-5|’J =

1 2 2 2 2 2
in R, = 3 [51 +8, +k" +k, - (k1-a1) - (kz-szf ] =
= k1 s, + kzua .
‘ 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
in R, =3 [51 +8, +6, +k ' +k’+k’~ (k1-a1)_ - (kz-% )-(k,-s,)]ﬂ

= k1a1 + kzs2 + k,s,.

De gevonden uitdrukkingen legaliseren de volgende definitie
Def. Het inwendig product (a b) van twee vectoren a en b is een
reeel getal, dat als volgt wordt gedefinieerd :
In R, : (a,b) = ab +ab,
InR : (a,b) =ab +ab +ab
InR : (a,b) = ab +ab + ...+ab.
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Eigenschappen van het inwendig product.

1) (a,b) = (b,a) $ 2) (a,b+c) = {a,b) + (a,c)
3) (ia,b) = a(a,b) ; 4) (a,a) >0 alsa#0
5) (0,0) =0 $ 6) (Eo.‘l)z £ (a,2)(b,b)

De eerste vijf eigenschappen zijn triviaal. Eigenschap 6),
de ongelijkheid van Schwarz, wordt als volgt bewezen ;

Als a = 0, dan is eigenschap 6 triviaal. Als a # 0, dan heeft de
voor alle A geldende formule

0 (Aa +b,ha+b) =2(a,a) + 2x(a,b) + (B,b)

tengevolge dat de discriminant van de kwadratische vorm in het
rechter lid niet positief is., Dus

(a,0) < (2,2)(b,b).

Stelling |In R, en R, geldt bij een rechthoekig coordinatenstelsel
3 voor de beiende begrippen lengte | a |van een vector a
i en hoek ¢ tussen twee vectoren a en 3

- (a,b)
; lal = \/(a,2) en cos g = -3
. |'a ’ @ TR

Voorts zijn a en b loodrecht als (a,b) = O.

Bewijs. Met de stelling van Pythagoras en de cosinusregel,

v

In Rn worden de begrippen lengte |a |van a en hoek ¢

I1Z

tussen a en b gedefinieerd door

(a,db)
lal =\/{(a,a) en cos ¢ = —
- T : \ fa,a)(b,b)

Voorts heten a en b loodrecht als (g,h) = 0.

O
=]

pm. Wegens de ongelijkheid van Schwarz is

(a,b)
- 1L <1
\(a2)(B,b)

en kan de middelste vorm inderdaad als cosinus worden geinter-
preteerd,
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Vb,1 De afstand van A = (1,-2,0) en B = (3,1,4) is de lengte
van de vector (-2,~3,-4) dus is V4+9+16 = V29 ,
Vb.,2 De rechten

x = (7,1,6) + AM(1,=2,21) en
x = (3,-1,2) +u(-1,2,-5)

ziJn loodrecht omdat het inwendig product van hun
richtingsvectoren nul is.

Vb,3 Voor de hoek, die de vector (2,2,1) maakt met de y-as, geldt

cos ¢ = % .

Vb.k Gegeven zijn het punt P = (-1,2,3) en de rechte
l: E = (-1’1l|'|-3) + 7\-(-1g§.-2).

Gevraagd wordt de afstand van P tot 1.

Opl. De verbindingsrechte van P met een willekeurig punt op 1
heeft als richtingsvector

(=1,14,23) + A(=1,2,=2) = (=1,2,3) = (=A,12+2%,~6-27).

Deze verbindingerechte en 1 zijn loodrecht als het inwendig
product van hun richtingsvectoren nul is, dus als

(«1).€(=A) + 2(12+27) = 2(=6=2)\) =

dus als A = =4, De projectie Q van P op 1 18 dus
(=1,14,=3)=4(=1,2,=2) = (3,6,5). De afstand van Q = (3,6,5)
en P = (-1,2,3), de gevraagde afstand, ie dus

Vi2+42422 = 6.

. Verder is van de loodlijn PQ op 1 een parametervooratelling

x = (=1,2,3) + u(4,4,2).

Bepaal de afstand van de rechten
1l : X = (0’1’0) "'A(Z,""') ean
m: X = (0,-1,3) +'|1(1'2,1).

5

Opl. Neem op 1 een willekeurig punt L = (2A,A+1,A) en op

m een willekeurig punt M = (p,2p-1,u+3). De verbindingsrechte M
waarvan de richtingsvector ias

i (2AapiA=2u42,Aep-3)

: is loodrecht op 1 en op m indien

E 2(2a-p) + (A-2p42) + (A-p=3) = 0 en

: (2h=p) + 2(h-2n+2) + {(A-p=3) = O,




i
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Hieraan is voldaan voor A = 1,1 = 1, Het punt (2,2,1) op 1

en het punt (1,1,4) op m hebben dus de eigenschap dat hun vera=
bindingsvector (1,1,-3) locdrecht op 1 en op m is.

De afstand van 1 en m is dus

\/1 + 1T+ 9 = \f;;1.

Gevraagd alle vectoren die gelijke hoeken maken met
a=(2,2,1) en b = (4,0,3).
Opl. De vector X = (x,7,2) voldoet, indien

(a,x) (b,x)
Ll —— = dus als
(ee)(x,x) B0 (x,x) |
2x _+ ;I + 2 _ Lx ; 32 . aus als x - 5y + 2z = O.

Dit is de vergelijking van de meetkundige plaats van de eind-
punten van de gevraagde vectoren : de vergelijking van het
bissectricevlak van a en b.

Gevraagd alle vectoren in Rz, die loodrecht op (1,2) staan.
Opl.

Dit is de vergelljking van de meetkundige plaats van de eind-
punten van de gevraagde vectoren : de vergelijking van de
loodlijn in 0 op (1,2). g

De vector x = (x,y) voldoet, indien x + 2y = O

Gevraagd alle vectoren in R,, die loodrecht op (1,2,3) staan.
Opl. x = (x,y,z) voldoet, indien '
X + 2y + 3z =0,

de'vergelijking van het loodvlak in O op (1,2,3).

Gevraagd alle vectoren in R , die loodrecht op (1,2,3,4) staan,
Opl. x = (x1,x2,x5.x~) voldoet, indien

X o+ 2x2 + 3x3

+
1 hx,.

= 0,

de vergelijking van de deelruimte van dimensie 3, die in 0
loodrecht op (1,2,3,4) staat.
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Vb,10 De beide vlakken in R~

= 7\(1,2'3"‘}) + 15(2'0’1!"3) en
=p(2,5,~4,0) + ¢(0,=-13,6,2)

I I

hebben de eigenschap, dat elke vector uit het ene vlak
loodrecht staat op elke vector uit het andere vlak. Men noemt
zulke deelruimten orthogonaal. &

Vb,11 Bereken de z2ijden en de hoeken van de driehoek in R,

gevormd door de punten
A = (3"1,1'4'6) . B = (4.0,-2,6,?) ’ c = (5.1'3'4’8)-

De zijden AB en AC hebben richtingsvectoren

(1,1"3’2’1) en (2,2'2,0,2)

dus cos a = 0, o = %-n. De lengten van AB en AC zijn beide &4,

Hiermee zijn alle elementen bekend.

3 8,2 Normalen.

A. Rechten in Rz hebben twee voorstellingen, namelijk

met een parameter T X =ma+Ay (1)
door een vergelijking : px +qy +s8 = 0 (2)

Uit (1) op (2) komen wij door A te elimineren., Uit (2) op (1)
komen wij door te stellen x = qA, dan y = =pA = 8/q , dus

X = A(q.o"P) "'(o"a/q)o

Blijkbaar staat de richtingavector loodrecht op {p,q), waarmee
bewezen i3 het eerste deel van de

Stelling De rechte px + qy + & = 0 staat loodrecht op de
vector (p,q). Omgekeerd heeft een rechte loodrecht op b
een vergelijking, waarin de coefficienten van x en y
juist de componenten van b zijn.

Bewijs Laat a zijn eindpunt hebben op de rechte loodrecht op b.
Den is deze rechte meetkundige plaats wan uiteinden van vectoren Xy
waarvoor geldt

Th E) = constant

b x ¥y = constant.
Hiermee is ook Let omgekeerde bewezen.

o
»
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De bij de rechte . px +.qF ¢ 8 = 0 behorende zogenaamde
px + Q¥ + 8§
\/pz + qz’

lowart gegevens omtréht buiten de rechte gelegen punten, zoals
bY1jkt uit de

= 0,

nnrmaalvergﬁlijking:

Stelling De afstand van (xo,yo) tot de rechte px + qy + 5 = 0 1is

px, + qy  + 8
\/pz +q2

Bewijs: zie onder C.

Opm. De zogenaamde normaalvectoren

staan loodrecht op de rechte en hebben lengte = 1. De afstand van
hun eindpunten tot de rechte is resp.

l‘l.-l- 5 en , - — .
P2+ \/p2+q?

Vb.1 Gevraagd de afstand van C = (1,=3) tot de rechte door
A= (-2,3) en B = (2,0).
Opl. De rechte AB heeft vergelijking 3x + by = 6, dus in

normaalvorm
x+ by -6 _
5 -

De gevraagde afstand is dus 3.

Vbh.2 Gevraagd de bissectrices van de rechten

ax + by + ¢ = 0O en px + qy + s = C.

: Opl. De voorwaarde, dat het punt (x,y) dezelfde afstand heeft
v tot beide rechten, luidt '

ax + by + ¢ - I X + + E

\a? + b \/pi + q°

hetgeen uitgeschreven de vergelijking der bissectrices levert.
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B. Vlakken in R3 hebben twee voorstellingen, namelijk

met parameters !X =4 +AY +uw (1

door een vergelijking: px + qy + rz + g = 0 (2)

Wij komen uit (1) op (2) door A en ¢ te elimineren. Wij komen uit
(2) op (1) door te stellen x = rA\, ¥y = r4, dan is
Z = -pA - q¥ - 8/r, dus

X = A.(I',O,-p) + ].I.(O,I‘,—Q) + (O'O"“' &/r).

Blijkbaar staan de richtingsvectoren loodrecht op (p,q,r), waarmee
bewezen is het eerste deel van de

Stelling Het vlak px + q¥ + rz + s = O staat loodrecht op (p,a,r).
Omgekeerd heeft een vlak loodrecht op b een vergelijking,
waarin de coefficienten van Xy, ¥y en z julst de componenten
van b zijn.

Bewijs lLaat a zijn eindpunt hebben in het vlak loodrecht op b.
Dan is dat vlak de meetkundige plaats van de uiteinden der
X waarvoor
(x ~a, b) =0
(x, QT = Constant
b,x + bzy + b,z = C.

De bij het vlak px + qy + rz + 8 = O behorende zogenaamde

PX + gV + rz + 8
\/p2+q2+r2'

levert gegevens omtrent buiten het vlak gelegen punten:

normaalvergelijking: =Q

Stelling f: afstand van (xo,yo,zo) tot het vlak px + qy + rz + 5 =-O

Ipx_ + Qy, + rz_ + 8|

0 [+]

\/P2+q2 +I'2

Bewijs: 2ie onder C.

Opm. De z.g. normaalvectoren

( ) 4 . = ) en ( =2 ’ —d == )

—1 =1 vy J rul ﬁ’ r——
sz +q2 +I‘2 \/pz +q2 -l-I‘2 sz -0-(]_2 +I‘2 vp2 +q2 +I‘2 vpz -F-q2 +I‘2 \/pz +q2 +I‘2
staan loodrecht op het vlak en hebben lengte = 1.

Vb.1 De rechte door P = (1,2,3) en loodrecht op het vlak
7% =y +2 =3 is
E = (1'233) + K(?g"‘g’l)o




g

|

5
+

Het vlak door P = (3,2,1) en loodrecht op de rechte
x = (7,8,9) + A(2,-1,4) heeft tot vergelijking

2{x~3) ~ (y=2) + 4(2-1) =0
2x -y + 4z - 8 = 0.

Gevraagd de hoek tussen de rechte 1 en het vlak V:

1: x = (1,2,3) + A(1,1,V6); Vi x -y + 2z =12,

De gevraagde hoek ¢ is het complement van de hoek tussen de
vectoren (1,1,V6) en (1,-1,1), dus

1-1+V¥6 _ 2
V8 V3 2

sin ¢ =

Gevraagd de oppervlakte van de driehoek, gevormd door de
punten 4 = (1,1,0), B = (0,3,1) en C = (1,4,2).

Wij verschuiven de driehoek tot A in O wvalt:
0 = A* = (0,0,0), B* = (-1,2,1), ¢* = (0,3,2).
De vergelijking van het vlak door OB*C* is

xy z

000 1 001 001 001
-1 211 = X 211 =y |-111 + 3z =121 =0
0321 321 021 031

X + 2y - 32 = 0.

VIII.8

Als nu I de inhoud aanduidt van het pedum, dat wordt opgespannen

(-1, £, 22
Vg | ViR | Vin

door OB*, OC* en de normaalvector

vlak, dan 1is

=1 2 1
- wor 17 21 _1 a4
OPP.ABC—-OPP.OBC —2I~2 0 3 2 —207:1?1:
. 2 =3
AT Tw o

s

ﬁ aan een lineaire vergelijking

ces + + C =
a,x, +a,x, + a X, o,

b anders geschreven

(EQE)'FC:O-

op het

C. Fen hypervlak in R is de verzameling van alle vectoren, die voldoen
- Il
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T

De vector a is loodrecht op elke rechte in het hypervlak.
immers als . Y en 2z in het hypervlak liggen, dan is

(a,y) + =0 en (a,2) +¢ =0, dus (a,y-2) =
dus a staat loodrecht op de rechte door de uiteinden van Y en z.

Met pormaalvergelijking van het hypervlak bedoelen wij de
vergelijking

(E-_g_x—) + C

en met de normaalvectoren (die lengte 1 hebben) de vectoren

Stelling De afstand van een punt P = p tot het hypervlak
(a,x)+C = 0 is

Bewijs De loodlijn uit P op het hypervlak heeft parametervoorstel-
ling

X=p+Aa

Wij bepalen het snijpunt Q met het hypervlak. Dan

(a, p+Aa) + C =0

(a,p) + C
A=~

(ivﬁ_)

Dus Q is het eindpunt van de vector
(a,p) + C

T (a,2) =

De afstand PQ is de lengte van de vector
(a,p) + C

(i,i)

en dit levert juist het beweerde antwoord.

Opm. Specialisatie voor n=2 en n=3 geeft het bewijs van de
stellingen die onder A en B werden genoemd.
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§.3 Methode der kleinste kwadraten.

Wij wensen een getal A te vinden dat de waarnemingsuitkomsten

8,9 8,y eos 4 A VaD een zelfde experiment zo goed mogelijk

benadert. Met "zo goed mogelijk" bedoelen wij dat X zodanig moet
zijn, dat de som van de kwadraten der afwijkingen minimaal is, dua
e (a, =M%+ (&, =M+ oos 4 (2 = 0)°

minimsal is. Beachouw (a1, ces an) =aen (1,1,...,1) = ¢

als vectoren van Rn' Wij moeten A dus zo kiezen, dat de lengte
van de vector & - A¢ minimaal is. Beschouwing van de door & en ¢

opgespannen deelruimte leert, dat dit het geval is als a - Ae

‘loodrecht op e staat, dus als

(a ~Ae, 8) =0

(a, &) = A(e, o)

A, 48, b .4B
n

A=

dus als A het gemiddelde der waarnemingsuitkomsten is.

Laat in R2 gegeven zijn een aantal punten

(3.1 |b1) Y (az'bz) g eoe g (an'bn) Y

dus een amantal paren van waarnemingsuitkomsten. Wij wensen een
rechte 'y = Ax + 4 te vinden, die zich zo goed mogelijk aan de

gegeven punten aanpast. Met '"zo goed mogelijk" bedoelen wij, dat

A en u zodanig moeten zijn, dat de som van de kwadraten der verticale

~afwijkingen minimaal is, dus dat

(b, - Ga, +8)F + coo v b = (o +0)1?

minim&al iB. Beschouw (%' 9 eces g an) = & [} (b.' s *oey bn) = 2
en (1, .e0y 1) = ¢ als vectofen van R . Wij moeten A en u dus zo

kiezen, dat de lengte van de vector b -Aa -pe minimaal is.
Beschouwing van de door a, b en ¢ opgespannen R, leert, dat dit

het geval is als b - Aa - #e loodrecht op e en op a staat,
Dit levert twee vergelijkingen

0
0

(bye) - A(a,e) - ule,e)
(b,a) - Aa,a) - n(e,a)

Hieruit zijn A en 14 te berekenen, De gevonden rechte y =Ax + ¢

heet de regressierechte van y naar x, die bij de gegeven waarnemings-
punten hoort. De gebruikte methode is de zogenaamde methode van de
kleinste kwadraten.
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Yoorbeeld

(a ,by) = (0,15 (2,2)5 (4,2)5 (6,5} (8,4), dus n = 5.
Wij berekenen achtereenvolgens

a b ] (a,a) {a,b)
0 1 1 0O 0
2 2 1 4 4
4 2 1 16 8
6 5 1 36 30
L & ) 64 32
20 14 5 120 24

De vergelijkingen worden

200+ S5u = 14 _ 9.
120\ + 201 = 74 dus A =55, u =1

[

De gevraagde rechte heeft dus de vergelijking

v = /20 x4+ 1.

Laat in R2 weer gegeven zijn een aantal punten
(a1,b1); (az’bz)‘ ces § (an'bn)'

Men kan nu ook vragen naar de kwadratische functie

¥y =Ax?+px +v, die "z0 goed mogelijk" bij deze punten past.
Bij dit probleem van kwadratische regressie kan dezelfde methode

worden toegepast. A, g, v moeten zodanig zijn, dat de volgende som
van kwadraten minimaal is

2 2
(b, - a2 + pa, +v)1% + ...+ (o - (J\an’ +pa, +v)]%,
Dit iz het geval wanneer in de deelruimte R~. opgespannen door

h = (b1' ses g bn)

aa = (312, ces a.nz)
£= (a.1, see g an)
£= (1' cee g 1)

de vector b - Aaa - ua ~ ve loodrecht is op aa, a en e,

Dit geeft drie vergelijkingen voor A, u, v en de regressieparabool
is gevonden.

Opmerking 1 In plaats van de parabool Ax? + ux + v kunnen ook

andere functies worden genomen. Bljvoorbeeld kan men vragen naar

de functie A sin x + » cos x + v e* die zo goed mogelijk bij een
aantal gegeven punten past.
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Opm.2 Een andere uitbreiding is het zoeken van een functie
(bov. z =Ax? +uxy +vy? +px +0y + 1) die zo goed mogelijk
past bij de punten

(a1"b1'c1) ’ (az 'bz ,cz) ¢ vse g (an'bn.cn) in R,o

Voorbeeld
Gevraagd de regressieparabool van de punten
(aigbi)=(-3.1o1);("2,1.3);(-1,106);(0,2.45)5(1,201')‘(2‘3.1");(3"".1)-

Wij berekenen achtereenvolgens

a b e aa (a,a) (a,b) (aa,a) (aa,b) (aa,aa)
-3 1.1 1 9 9 -3.3 =27 9.9 81
=2 1,3 1 4 4 2,6 -8 5.2 16
-1 1,6 1 1 1 -1.6 -1 1.6 1

0 2.45 1 0 o} 0 0 0

1 2.4 1 1 1 2.4 1 2.4 1

2 3.4 1 L 4 6.8 8 13.6 16
- . P N <2 2 2.3 <7 36.9 81

0 16,35 7 28 28 14,0 0 69.6 196

De eis, dat b ~Aaa ~na -ve loodrecht i=s op aa, a, & levert

69,6 - 196 A= 28v=0
14 - 28qp = 0 dus p =

1
P ,X = e
16,35 = 28A = 7v=0

= 30 sV = 2'13.

=

De regressieparabool is dus y = 'é:l'd x? 4 %x + 2,13,

8.4 Cirkel, bol, hyperbol.

In Raia een cirkel de meetkundige plaats der punten (11 ,xz) = (x,y),

die tot een gegeven punt M = (9.1,9.2) = (a,b) een gegeven afstand r
hebben, dus die voldoen aan

(x -a,x-2a)=r?
uitgeschreven (x - a)? + (y =« b)? = r?

of x? + y?2 ~ 2ax - 2by + a2 + b?2 = r2 = 0,
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Vb,1 3x2 ¢+ 3y2 4+ 6x - 2y = O
is de vergelijking van een cirkel, immers
1 10
x2+y2+2x--§-y=0 of (x+1)2+(Y'3)2=§'
1 1 VTS
stelt een cirkel voor met middelpunt (-1,3) en straal 3 10,
Vb,2 De cirkel (x,x) = 25 wordt door de rechte x = (1,3) + A(2,1)

gesneden in twee punten, Substitutie levert immers

(1 +20% + (3 + 2)? =25, waaruit A= <3, A =1
De snijpunten zijn dus (=5,0) en (3,4).

In R’ is een bol de meetkundige plaats der punten

(xq.xz,x,)ss (x,¥,2), die tot een gegeven punt M = (a1,12.a5)55(a,b,o)
een gegeven afstand r hebben, dus waarvoor

(x -2, x-a)=r?,

% uitgeschreven (x -~ a)? + (y - b)° + (2 = ¢)° =r2,

4 Vb.3 De bol met M = (12,6,~5) en r = 13, dus met vergelijking
(x »~ 12)2 4+ (y - 6)2 « (z + 5) = 169
i enijdt het xOy-vlak volgens de cirkel, die in R, de vergelijking

(x - 12) + (y - 6)* + 5% = 169

heeft, dus die middelpunt (12,6,0) en straal 12 heeft.

- In Rn is een hyperbol de meetkundige plaaﬁs der punten (x1,x2.....xn).

die tot M = (a1,a2,...,an) de afstand r hebben, dus waarvoor
(x - a, x - a) =r?,

- 2 - .
1 uitgeschreven (x1 a1) ¥ oeee + (xn an) = r?,

17 T e e e e




VIII. 4

Opmerking De hierna volgende stellingen en bewijzen blijven van kracht
als men de woorden ''vlak" door "rechte' en '"bol' door
"cirkel" vervangt., Evenzo als men "vlak" door "hypervlak"
en 'bol" door "hyperbvol" vervangt.

Stelling Het raakvlak in een punt P van de bol (x - 8, X ~ &) =
heeft de vergelijking

(x -2, p-a)=r?

Bewijs. De richtingasvector van de rechte door P en het middelpunt
van de bol is p -~ a. Het raakvlak ataat hier loodrecht op en gaat door
P, dus heeft vergelijking

(x - p, p~-a2al)-=
(x-a+a~p, p-~ a) =0

(x-a,p-a)+ (a-p, p~a)s=so.

Daar P op de bol ligt is (p - a, % - a) =r?, dus de vergelijking
van het raakvlak is (x - a, p~a) - r? =0,

Stelling ZiJ] P een vast punt buiten de bol (x ~ &, x - 2) = r?,
——~———— Alle raakpunten van door P gaande raakvlakken aan de bol
liggen in het vlak
(x - &, p~2a)=r

Bewijs, Het raakvlak in een punt Q op de bol heeft tot vergelijking
(x - a, g - a) =r?, Hierop ligt P indien (p - a, g - a) = r?,
Alle raakpunten Q voldoen dus aan de vergelijking (p - a, x -~ a) = r?,

Def. Het poolvlak van P t.o.v. de bol (x ~a,x=-2a) =r is het vlak
‘met vergeiijking
(x ~a, p-a)=r2.

Als P op de bel ligt, is het poolvliak het raakvlak in P,

Als P buiten de bol ligt, is het poolvlsk het vlak door de raakpunten
van de raakvlakken door P, De betekenis van het poolvlak van een
binnen de bol gelegen punt blijkt uit de volgende stelling,

Stelling Ale Q op het poolvlak van P ligt, dan ligt P op het
-  poolvlak van Q.

Bewijs. Het poolvlak van P is (x - a, p = a) = r?. Hierop ligt Q
indien geldt (g - a, p ~ a) = r?., De voorwaarde dat P op het

poolvlak van § ligt luidt (p - a, q - a) = r2,
Beide voorwaarden zijn dezelfde.
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Vb.4 Gevraagd het poolvlak van P = (5,2,4) t.o.v. de bol.
X +y?+22-2x-Ly+ 1 =0, De vergelijking van de bol is te
schrijven als (x - 1) + {y - 2)? «+ 22 = 4 '
dus de vergelijking van het poolvlak luidgt
4(x = 1) +0(y -2) + 4z =4 of x4+ 2 =2.

Vb,5 Gevraagd de raaklijnen uit P = (0,10) aan de cirkel met
M= (5,0) en r = 5.

De cirkel heeft vergelijking (x - 5)% + y? = 25, dus de poollijn
van (0,70) luidt x - 2y = O. De snijpunten van de poollijn met

de cirkel blijken te zijn (0,0) en (8,4). De gevraagde raaklijnen
zijn de rechten x = O en 3x + Ly = 40,

3

.6 Gevraagd de cirkel om O, waarvoor P = (1,3) en Q@ = (2,1) op
elkaars poollijn liggen. Stel de cirkel x2 + y? = r?, dan moet

1,2 + 3,1 = r?, dus de gevraagde cirkel is x? + y2 = 5.
!3 De poollijnen zijn x + 3y = 5 en 2x + ¥y = 5,

§,5 Oppervlakken en ruimtekrommen.

Wij maken kennis met de voornaamste typen tweedegraads oppervlakken
in hun meest eenvoudige gedaante.

' . 2 2 2
4 1. Ellipsoide: X- + L= + 2= = 1,
az -b2 c2

De doorsnijding met elk der drie coordinaatvlakken 1s een ellips.

v 2 2 2
2. Eenbladige hyperboloide: LA AR D
al 2 2

b [

De doorsnijding met het xOz-vlak en met het yOz-vlak is een hyperbool
die met het xOy-vlak is een ellips. Op het oppervlak liggen twee
stelsels rechten, immers schrijf

2 2
FofereLoer (20E-H - (D01,

Zij o een reeel getal. Dan is de snijlijn van de beide vlakken

' x . oz _ X z\ _
: (1) ats= x(1 + %) en a(; - 3) =1 - %

"een rechte, die geheel op het oppervlak ligt, omdat elke (x,¥.2),
die aan beide vergelijkingen (1) voldoet, ook aan de vergelijking
der eenbladige hyperboloide voldoet, Voor elke & stelt (1) dus een
rechte op het oppervlak voor.
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Op het oppervlak ligt , behalve het stelsel rechten (1), ook het stelsel

x  z z
(2) ;+E=ﬁ(1-%) enB(g---c-)=1+%.

Opm. Twee rechten van hetzelfde stelsel snijden niet. Twee rechten
van verschillende stelsels snijden elkaar.

Opm. De voorstellingen (1) en (2) zijn niet geheel volledig . De snijlijn
van de vlakken
1+L =0 en X-2-0
b a c

is niet vermeld, doch ligt wel op het oppervlak. Men krijgt een
volledige voorstelling der beide op het oppervlsk gelegen stelsels
rechten door telkens twee parameters te gebrulken, waarvan dan
slechts de verhouding belangrijk is, dus

(1) 0‘-1(7::' + §)= “2(1 + %)en az(g - i’-): o, (1 - %)
@) B1(§+ %)"’ B, (1 - %)en Bz(% - %): 8, (1 + %)

Voorbeeld: Gevraagd de rechten evenwijdig aan het yOz-vlak op

x2+%y2—zz=1.

Stelsel (1): x + z = a(1 + %y) en oaf{x = z) =1 - %y,
Stelsel (2): x + 2 = p(1 - %y) en P(x -2) =1+ % .

Wij schrijven de rechten van stelsel (2) in parametervorm, door
¥ = 2% te stellen. Dan

1+p2 1-8° A R -
2Bt 2p " T zp "~ 2B ™

X =

De richtingsvector van deze rechte is dus

1-8" , B+
2B ' ’ 2B

5 De rechte van het stelsel (2) is evenwijdig aan het yOz-vlak,
3 dus is loodrecht (1,0,0), als B = 1 of B =
De gevraagde rechten van stelsel (2) zijn dus

= (1,2u,-1) en X = («1,2u,1).
Evenzo berekent men de gevraagde rechten van stelsel (1):

x = (1,2),7) en x = (-1,25-2).
x? xi z2

3, Tweebladige hyperboloide - ~— - —_— =1,
a? b? c?

Dit oppervlak bevat geen rechten.
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Ces “ x?  y?
4. Elliptische paraboloide = + Y, = 2z.
a
Snijding met 2z = ¢ geeft een ellips als ¢ > O, de oorsprong als
¢ = O, geen reéle snijkromme als C < 0. Snijding met het x0Oz-vlak en
yOz-vlak geeft een parabool. Dit oppervlak bevat geen rechten.

R . x2 Lz
5. Hyperbdolische paraboloide == - e = 2z.
a
Snijding met het xOz-vlak en het yOz-vlak geeft een parabool, snijding
met z = ¢ £ O geeft een hyperbool, snijding met z = O geeft twee
rechten. Op het oppervlak liggen weer twee stelsels rechten, namelijk

EiL=az oL Pz
SOR N en (2) e
“(5 - b> =2 ﬁ(; + b) =2

Vb, Gevraagd de rechten op xy = z die door (1,17,1) gaan.
De stelsels luiden
(1) =x = % {1 ¥y =az en (2) y = % 1 x = pz.

Door {1,1,1) gaan de exemplaren met a = 1 en B =1,
Dit zijn de rechten x = (1,AA) en x = (u,7,u).

2%

= 0,
e?

: 2 2
6. Kegel met top O E? + X; -
a b

Als (x,y,z) erop, dan ook (Ax, Ay, Az).

2 2
9. Cylinder evenwijdig z-as 5; + %; = 1.
a

Tenslotte merken wij op dat een ruimtekromme kan worden gegeven in
parametervoorstelling
x =x(A), ¥y =y, z = z2(N\)

of als snijfiguur van twee oppervlakken.

Vb. x + z = 0y y2 = 2x 1s de parabool, die de doorsnede is van het
loodrecht op x0z staande viak x + z = O met de loodrecht op xCy
staande parabolische cylinder y2 = 2x, Len parametervoorstelling
van de kromme is x = (2A%, 2A, -2A%).

Vo. x =a cos ¢, ¥ = a sin ¢, z = hp , met a en h constant, ¢ variabel,
is de parametervoorstelling van een schroeflijn, die geheel op de
cylinder %2 + y? = a? ligt en die spoed 2mh heeft.

Wanneer a en @ onafhankelijk van elkaar varieren, dan ontstaat het
zogenaamde rechte schroefopper+lak. Als a = k¢ dan krijgen wij de
conische schroeflijn, die op het rechte schroefoppervlak ligt.
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8.6 Meetkundige plaatsen.

A. Kegels

Een kegel is de meetkundige plaats der rechten, die door een

gegeven punt (de top) gaan en die een gegeven kromme (de richtkromme)
snijden. Men vindt de vergelijking van de kegel, door de voorwaarde
op te stellen dat een willekeurige rechte door de top een snijpunt
heeft met de richtkromme.

Vb.1 Gevraagd de kegel met top O en richtkromme x = (a,a’,a’}.
Wij zoeken de voorwaarde opdat de rechte
(1) x =Au , ¥y =Av , 2z =2>Aw

de richtkromme snijdt, dus een verband tussen u, v en w.
De voorwaarde ls dat

Au=a , Av=oa?, Aw= o’

een oplossing hebben. Elimineer A en «, dan krijgen wij

uw = v |
welke voorwaarde in verband met (1) leidt tot de vergelijking

van de gevraagde kegel: xz = y2, Men krijgt een meetkundig
beeld van de kegel, die de x-as en de z-as bevat, door hem te
snijden met het vlak x + z = 2,

3

Gevraagd de kegel met top T = (2,0,1) en richtkromme

x = 0, y2 + 22 = 1, De voorwaarde opdat een rechte door T
(1) x
de rishtkromme snijdt is

2+Aui=0 v)® + (1 +2w)? =1

waaruit na eliminatie van A als verband tussen u, v, w volgt

(%})2 + (ﬁ.a %})’ =1

of by2 4 (u -~ 2w)?2 = uz ,

2 +Au, y=Av, 2z =1+Aw

In verband met (1) leidt deze voorwaarde tot de vergelijking
by? + [ (x = 2) = 2(z = 1) 1* a (x - 2)?
of bky? + (x - 22)? = (x - 2)?

van de gevraagde kegel. Deze kegel snijdt het xOy-vlak
volgens de parabool y2 + x -~ 1 = 0,
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Vb.3 Gevraagd de kegel met top (2,1,3) die de bol (x,x) = 1 omhult.
De voorwaarde opdat een rechte door de top

(1) x =2 +Aku, ¥y =Av, 2z =3 +Aw

de bol x? + y? + 2?2 = 1 raakt is dat de vergelijking

- (2 ) (1 +An)? w3 eam)? =1
twee gelijke wortels A heeft. Dus moet van

2 (u? + v2 o+ w?) + 2M2u + v + 3W) 4+ 13 = 0

de discriminant nul zijn:

(2u + v + 3w)? = 13(u?2 + v2 + w?) = O,

Dit verband tussen u, v, w levert in verband met (1) de vergelijking
van de gevraagde kegel.

Cylinders

Een cylinder is de meetkundige plaats der rechten die evenwijdig zijn

met een gegeven rechte en die een gegeven kromme (de richtkromme) snijden.
Men vindt de vergelijking van de cylinder door de voorwaarde op te stelle:
dat een willekeurige rechte evenwijdig aan de gegeven richting een snij-
punt heeft met de richtkromme.

Vb.4 Gevraagd de cylinder evenwijdig aan x = A{(1,2,1) met richtkromme
z =1, xy = 1.
Laat (xo,yo,zo) op de richtkromme liggen, dus

(1) 2 =1, xy, =1.

Een rechte door (xo,yo,zo) met gegeven richting is

2y =x = X, + Ay ¥y =y, +t2h z =z o+ A,

De vergelijking van de cylinder wordt verkregen door uit (1) en (2)
de A, Xy Yo 24 te elimineren. Dit levert

A=z -1, X, =X =-2z+ 1, Yo =7 - 2z + 2 dus
(x =2+ 1)(y =22 +2) =1.

De doorsnede met het xOy-vlak is (x + 1){(y + 2) = 1.

Omwentelingsoppervlakken

Een gegeven kromme wentelt om een gegeven as. Men vindt de vergelijking
van het verkregen omwentelingsoppervlak door voor een willekeurig punt
P'van de te wentelen kromme op te stellen
a) de vergelijking van het vlak waarin P wentelt, dat dus loodrecht

op de as is}
b) de vergelijking van de bol. door P met een handig middelpunt op de as.
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Vb.5 Wentel x = (0,1,0) + A(1,0,71) om de as x = (3,0,0) + p{0,1,1).
Neem P = (A,7,A) op de te wentelen rechte. De wentelcirkel van P
beschrijven wi] door
a) het vlak door P loodrecht op de as is
(y = 1) + (z ~-A) =0
b) de bol met M = (3,0,0) door P is
(x = 3)% + 32 + 22 = (n=~3) + 1 4+ 22,
Elimineer A uit a) en b), dan is de vergelijking van het omwente-
lingsvlsk ’ - » ‘ »
(x - 3) + 32+ 22 =(y+2z -4 +1 4+ (y+2-1)°,
Vb.6 wentel de parabool z = x2, y = x + 1 om de z-as. fen parameter-
voorstelling van de parsbool is P = (A, A+ 1,A%), Het vlak door
P loodrecht op de as is 2z = A%, De bol om O door F is
X2+ y2 427 = A7+ (A e 12+ A
LElimineer A, dan
(x* + ¥% - 22 - 1)? = 4z,
Vb.7 tientel de in het yOz-vlak gelegen kromme z = f(y) om de z-as.
Zen punt op de kromme is P = (Q,A,f(A)). Het vlak loodrecht op
de z-as z = f{A) en de bol x? + y2 + 22 = A% &+ £2(A) leveren als
g vergelijking van het omwentelingsoppervlak
z = £(Vx2 + y7).
E  Vb.8 ilenteling van de in het yOz-vlak gelegen cirkel
(y ~a)? + 22 =1t

om de z-as levert de torus

[Vx? + y2 —al?2 + 22 =2,
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§,7 Vectorproduct in R,.

a= (11.al,a,) en b = (b1,bz,§3) zijn vectoren in R, . De componenten

van hun lineaire combinaties x =Aa +ub voldoen, zoals na
eliminatie van A en p bdlijkt, ‘aan

Xy 1

= O, dus aan

2
X

'

o o o

3 3
(a,b, - a,b,)x, + (a,b - 2ab)x, + (ab ~-ablx =0,
de vergelijking van het door a en b opgespannen vlak,
Blijkbaar staat de vector
(a,b, -~ ad, a;b, - ab, ab, ~-ab)

loodrecht op dit vlak. Wij noemen deze vector het vectorproduct a x b.
Van deze vector, die loodrecht op a en op b staat, bepalen wij de
lengte. Daartoe merken wij op dat de determinant

a, .b1 a2b3 - a,b2
D{a, b, a X b) = | a b, a,b1 - a1b3 =
a, b3 a, b2 - a, b1
2 2 2
= (a,b - ab )" + (ayb, - a,b ) + (ab -ab)
# positief is en in waarde gelijk is aan het kwadraat van de lengte
s van a X b, Uit het positief zijn blijkt dat de orientatie van
a, b, a x b die van x, y, z is. Verder heeft het parallelepipedunm,

dat wordt opgespannen door a, b en de daarop loodrechte axb ,
de inhoud | a x b|?* , dus

faxb|? = | g”x b| . opp. parallelogram opgespannen door a en b

laxb| = oﬁp;ﬁa;allelogram = Jal.lbl . sin ¢ (a,b).
Hiermee is bewezen de
Stelling | Het vectorproduct van a en b, dat gedefinieerd is door

axb = (azb3 - asb,, a,b - ab,, a b, - a2b1),

is een vector die

1. loodrecht staat op a en'b,

2. met & en b is georienteerd als x, ¥, 2z,

3, in lengte “gelijk is aan de oppervlakte van het
door a en b opgespannen parallelogram,
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Vb.1 De momentvector m t.o.v. de oorsprong van een kracht k,
die werkt in een punt A = g wordt gedefinieerd door

n=ax k.

Deze momentvector heeft lengte |a| .| k| . sin ¢ en dit is
Juist het product van de lengte van k en de afstand van O tot
de werklijn van k.

Vb,2 Een lichaam roteert om een as met constante hoeksnelheid w.
Wanneer de hoeksnelheidsvector wordt voorgesteld door de
vector w langs de as, in positieve zin t.o.v. de rotatie, en met
lengte w, dan is de snelheidsvector v in een punt A = a juist
Y= gxa |
immers niet slechts de richting van v klopt, maar ook de lengte
ivi=w. |alsing.

i

Vb3 (1,0,0) x (0,1,0) (0,0,1)
(1,0,0) x (0,0,1) = ~(0,1,0)
(1’0'0) x (1'010) = (OQOQO)-

Elgenschappren van het vectorproduct :

1.axb==-bXxa 2. ax(b+gc)=axb+axc.

Bewijs: uit de definitie.

\fj 3. (a, b x¢) = Dla, b, ¢).

Bewijs: links is a1(bzc3 - b,cz) + az(b5°1 - b1c,) + as(b1c2 - b2c1)

en dit is Jjuist de determinant, Meetkundig is de eigenschap

in te 2ien door beschouwing van het pedum met alas grondvlak het door
b en ¢ opgespannen parallelogram en met als derde zijde a.

Dan is (a b x c) het product van de lengte van a, de 0pperv1akte

van het grondvlak, en de cosinus van de hoek tussen a en de normaal
op het grondvlak. Dit is juist de inhoud van het pedum.

b4, a x (b xe) =(a, e) . b~ (a, b) . c.

Bewijs: a x (b x ¢) staat loodrecht op b x ¢, die zelf loodrecht
op het vlak van E en ¢ staat. Daarom is “reeds te verwachten dat
a x (b x ¢) een vector in het vlak van b en ¢ is. De eerste
component van a X (b x c) is

a,(b,c, - b,c,) - a,(bc, - b)) =

b, (a,c, + asc;) - c1(a2b2 + a,b,) =

b {ajc, +a,c, + ajec)-cfad +ab +abdb)=

b, (a, ¢) ~ ¢, (2, b).

Op analoge wijze berekent men de andere componenten.

\
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Gevolgen. Uit eigenschap 3 volgt
(ar Bx g) = (b, gx2a) = (g, ax b)=

= -(a, 0 x b) = =(b, axg)=-(c, axDd)

Uit eigenschap 4. en 1. volgt

ax (bxgeg)=-ax(egxbd)=-(xcec)x a.

Met de vier genoemde eigenschappen kunnen wlj inwendige en
uitwendige producten van meer dan drie vectoren berekenen.

Voorbeeld

Opmerking:
De bovengenoemde eigonschappen spelen een belangrijke rol in de
vectoranalyse. Men werkt daar met de symbolische vector

V = (.& , a_;'" 36; , de nablaoperator,

met behulp waarvan de volgende grootheden kunnen worden gedefinieerd.

1. Als tp(x,y,z) een functie van drie variabelen is, dan wordt
de Eadient van ¢ gedefinieerd door

OS¢
gradtp “V" ax'ay'az)

Beachouw het stelsel oppervlakken ¢(x,y,z) = C.
De differentiaal is

-gfdxd-g-?dj-pﬁpdz

dus grad ¢ in een punt P is een vector die loodrecht staat op
het raakvlak aan het door P gaande oppervlak ¢ = C. De lengte van
grad ¢ is een maat voor de toename van ¢ (x,y,z) in de buurt van P.

o,

2. Als a(x,y,z) = (nJ;\.y,z). a,(x,y,2), a,(x,y,z)) een veld van
vectoren is, namelijk in elk punt P(x,y,z) één vector a, dan wordt
de divergeritie van a gedefinieerd door

da oa da

ditr':’?—'xs (v’ﬂ) = ax1 + a’! + 38, -
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Beschouw het vectorveld a{(x,y,z) als de flux (anelheidavector
maal de dichtheid als functie van de plaats) van een stroom water,
gas, warmte of electriciteit. Het totale verlies aan substantie
per tijdseenheid bij stroming door een brok AxAyAz is dan

AxAyldz div a.

Als b(x,y,2z) = (b ,b,,b, ) een veld van vectoren is, dan wordt
de rotatie van b gedefinieerd door

, (am3 b, % 3, b, ab1)
rot b = Y Xk = 3y ~ 9z ' 9z "~ ox ' x " 3y ‘

Beschouw b(x,y,z) als de flux van een stroom., Dan geeft de vector
rot b de rotatie van de stroming rond de vector b aan.
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IX.1

HOQFDSTUK IX LINEAIRE AFBEELDINGEN

8.1 Inleiding

Een functie ¥y = mx + n is op te vatten als een afbeelding van de gehele
x=-as 0p de gehele y-as. Bij

(1) ¥ = mx

gaat bovendien het nulpunt van de x-as over in het nulpunt van de y-as.
Een lineaire functie

(2} z = ax + by

is op te vatten als een afbeelding van het gehele (x,y)-vlak op de
gehele z-as, waarbij bovendien de oorsprong van het (x,y)-vlak overgaat
in het nulpunt van de z-as. Ook door

(3) u

v

ax + by
cx + dy

wordt een afbeelding gegeven waarbij de O van het (x,y)-vlak overgaat
in de O van het (u,v)-vlak.

(1), (2), (3) hebben een eigenschap gemeen, die kenmerkend is voor het
lineaire karakter van de afbeeldingen. Bij (3) luidt deze eigenschap:

Als (x,, y,) wordt afgebeeld op (u,, v,) en als (x,, y,) wordt afgebeeld
op (“z’ vz), dan wordt (x, + x,, ¥y, + ¥,) afgebeeld op (u,. + u,, v, + v,)

en (7x,, 7y,) op (7u,, 7v,).

2u - v
-3y + 2v

Vb1 u
v

2x + Y x
3x + 2y dan y

"o
"nu

Elke (x,y) wordt afgebeeld op één (u,v) en elke (u,v) is beeld van één
(x,y). Het gehele (x,y)-vlak wordt lineair afgebeeld op het gehele (u,v)-
vlak.

Vbe2 u
v

2x + ¥
bx + 2y

Nu wordt wel elke (x,y) afgebeeld op één (u,v), maar bv. (u,v) = (1,3)
is geen beeld van een (x,y). Het gehele (x,y)-vlak wordt afgebeeld op
de rechte v = 2u van het (u,v)-vlak. Deze rechte heet de beeldruimte
van de lineaire afbeelding. De punten van de rechte 2x + y = 0 worden
afgebeeld op de oorsprong van het (u,v)-vlak. De rechte 2x + y = O
heet de nulruimte van de lineaire afbeelding.

i 2 7T 2 1
In vb.1 is '3 2' £0 en in vb.2 is |4 2, = 0.

Blijkbaar speelt bij een lineaire afbeelding

v ax + by de matrix (a. b‘)

v

i

cx + dy c d

een rol. Inderdaad is de rang van deze matrix beslissend voor de vraag,
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of de beeldruimte het gehele (u,v)-vlak dan wel een lineaire deelruimte
daarvan is, en voorts voor de vraag of de nilruimte wordt gevormd door
de oorsprong van het (x,y)-vlak dan wel door een rechte door O.

Vb.3 Beschouw twee lineaire afbeeldingen

on P =2u-v
q:

-1 4+ ¥V
Door de eerste afbeelding A wordt het gehele (x,y)-vlak afgebeeld op
het gehele (u,v)-vlak, terwijl deor de tweede afbeelding B het gehele

{u,v)-vlak wordt afgebeeld op het gehele (p,q)-vlak. Substitueren wij
u en v, dan krijgen we

P b4
q X + Y.

Dit is een lineaire afbeelding van het gehele (x,y)-vlak op het gehele
(p,q)-vlak, genaamd het product BA van beide eerst genoemde afbeeldingen.

Vb.4 Door y = 2x + 3 wordt geen lineaire afbeelding van de x-as op de

y-as gegeven. Evenmin door y = x>,

8,2 Definities

Def Een lineaire afbeelding A van een vectorruimte R in een vector-
ruimte S is een voorschrift, waardoor aan elke vector x van R

wordt toegevoegd een vector Ax van S, en wel op lineaire wijze,
dwz. zo dat A(x, + x,) = Ax, 6 + Ax en A(Ax)} = AAx geldt voor

alle x, X,y X, € R en alle getallen A.

Vb.1 u = 2% + ¥
v =X +¥
W= +X

stelt voor een lineaire afbeelding van het (x,y)-vlak in de (u,v,w)-
ruimte, namelijk op het daarin gelegen vlak u -~ v = 2w. Zo geldt

A0,1) = (1,1,0) 5 4a(1,1) = (3,2,3) ; A(1,2) = (4,3,1D)
Inderdaad is
A(1,2) = AL (0,1) + (1,1) 1 = A(0,1) + A{1,1).

Vb.2 Draai alle punten van R, om de oorsprong over de hoek 37 .
Deze draaiing is een lineaire afbeelding D van R, op zichzelf, omdat

de som van twee gedraaide vectoren gelijk is aan de gedraaide somvector.
Blijkbaar is D(x,y) = (-y,x).
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Vb.3 Len draaiing van Rz om O over de hoek % is eveneens een lineaire
afbeelding D van R, op zichzelf. Teneinde het verband tussen x en de

gedraaide Dx te vinden interpreteren we X en Dx als complexe getallen.
Dan is Dx het produet (in de zin der complexe getallen) van X en

elm, dus

Dx

(x + iy)(cos ¢ + i sin ¢} =
X cos ¢ ~ y sin ¢ + i{x sin ¢ + y cos w)

De coordinaten (x*, y*) van Dx hangen dus met de coordinaten (x,y) van
X samen volgens

x*
Lr

Vb.4 .Projecteer alle punten van R, op een vlak a. Deze projectie is

X cos ¢ -y sin ¢
X sin ¢ + y cos ¢

een lineaire afbeelding P van R3 in zichzelf, want de projectie van een

somvector is de som van de projecties der vectoren. Wanneer wij het
coordinatenstelsel in R3 zo nemen, dat het (x,y)-vlak samenvalt met «,

en de z-as daar loodrecht op staat, dan is P(x,y,z) = (x,y,0).

Vb.5 Zij R de vectorruimte van alle differentieerbare reele functies
van één variabele en zij S de vectorruimte van alle reele functies van
één variabele., Dan is R deel van S. De afbeelding A, die aan elke diffe-
rentieerbare functie zijn afgeleide toevoegt, nl.

A f(x) = £'(x),
is een lineaire afbeelding van R in S5 omdat
[ £flx) + g{x) ' = £'(x) + g'(x) en (Af)' = Af'.

Vb6 Zij R de vectorruimte van alle in a § x £ b continue functies,
dan is de afbeelding A die aan elke f(x) uit R toevoegt het getal

b
At = [ f(x) ax

a
een lineaire afbeelding van R in R,, omdat

b b b b b
Jasaax=[raxs [gax en [Afax= 2] rax.
a a a

a a

Zij A een lineaire afbeelding van vectorruimte R in vectorruimte S

Def De beeldruimte van A is de verzameling van de vectoren van S,

die beeld zijn van een vector in R.
De nulruimte van A is de verzameling van de vectoren van R, die
worden afgebeeld op de nulvector van S,
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Stelling Beeldruimte en nulruimte zijn lineaire deelruimten.

Bewijs 1 Als x, y € R, dan Ax, Ay € 5. Wegens
Ax + Ay = A(x + y) en Aax = A(A x)

behoren ook Ax + Ay en AAx tot de beeldruimte, die dus lineaire deel-
ruimte van S is.

Bewijs 2 Als 4x = 0 = Ay dan is ook
A(x +y) =0 en A(Ax) =0

dus de nulruimte is lineaire deelruimte van R,

In de voorbeelden zijn beeldruimte B en nulruimte N:

Vb.1 B: vlak u - v = 2w van Ry 3 N: oorsprong van R,

Vb.2 en 3 B: gehele R, H N: oorsprong van R,

Vb4 B: het (x,y)-vlak 3 N: z-as

Vbh.5 B: alle afgeleiden : N: alle constante functies
h

Vb.6 B: gehele getallenrechte ; N: alle f met J\'f dx = 0.
a

laat R, S, T drie vectorruimten zijn.

‘L - Def Het product BiA van twee lineaire afbeeldingen

4: R-> 8§ en B: 5T

is de afbeelding BA: R - T, die wordt gedefinieerd door
x €ER~-B(AX)ET

Het product BA is weer een lineaire afbeelding, want
BA(x + y) = B(A(x + y)) = B(Ax + Ay) = Bax + BAy en
BA(KE) = B(A()\E)) = B(}\.AE) = ?\BA_X_.

BA is alleen gedefinieerd als A een afbeelding is in dezelfde
ruimte §, waarvan B een afbeelding is.
R, S, T kunnen dezelfde ruimten zijn.
AB en BA behoeven niet gelijk te zijn.

Vb.1 2ij At R, - R, een draaiing om G over hoek a.
2ij Bt R, = R, een draaiing om O over hoek B, dan is BA een draaiing

om O over hoek o + B. In dit voorbeeld is BA = AB.
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Vb.2 Zij A de projectie van de punten van R, op de rechte y = _
Zij B de -projectie van de punten van R, op de x-as. Dan is BA £ AB.

om de X=a8. Zij B de draaiing

Nl.‘-l

in R, over g om de y-as. Dan is BA # AB

§.3 Voorstelling door matrices

Voorbeeld. Het (x,y)-vlak wordt door een lineaire afbeelding A afgebeeld
op de (u,v,w)-ruimte. Wanneer men weet, dat
A(1,0) = (a;b,ec)  en A(0,1) = (d,e,f)

dan kan men ook van een w1llekeurige vector (x,y) het beeld bepalen,
immers

AGryy) = & (x(1,0) + y(0,1)) = x A(1,0) +y A(0,1) =
= x(a,b,c) + y(d,e,f) = (ax + dy, bx + ey, cx + fy).
u = ax + dy fa 4 '
v = bx + ey De matrix (b e ’
w = ¢x + fy. c f

- waarvan de kolomvectoren juist de beelden van de basisvectoren van het

(x,y)}-vlak zijn, geeft dus alle informatie omtrent de lineaire afbeel-
ding.

-Wij beperken ons in het vervolg tot vectorruimten van eindige dimensie.

Zij A een lineaire afbeelding van de vectorruimte R met dimensie n in
de vectorruimte S met dim m. Zij e,, .-y e, een basis van R. De

beelden Ae,, «.., A€ liggen in S en zijn dus lineair uit te drukken
£ En

in een basis f,, ..., £ van S, bijvoorbeeld als volgt:
-1 ~m .

Ae

e, Ae, cee Ae
n ] - [}
_ ‘a11 a12 -a‘ln
a21 } o a22 az n
» L ] L N 2N . ’
., . Ad -
a a &a
mq ‘ m2 mn

kort Ae.= z aij ii . j = 1’ RO .
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Het beeld van?een‘willekeurige vector uit R

X=X, e, +

pX 'y 29 L

+ X e
_ n-n
is wegens het lineaire karakter van A eenvoudig in deze kolommen uit
te drukken: - ‘ ' '
AX = X, Ae, + .o. + X_ Ae .
In coordinaten geschreven: als

X o= (X, ooy xn) en Ax = (¥4 +evy ¥,), dan is

y1 = a..“ x1 + see + a1n xn a11 « o a1n
Yo =8 X+ .. ta X : By e e B
Yy = 2y ¥4 + ves +a__ x_ . Dus \ a._. .. .a

mn n m1 mn

geeft bij vaste basiskeuze in R en S alle informatie over A. Deze
matrix heet daarom de, bij de vaste basiskeuze behorende, matrix van
de lineaire afbeelding A. Aangezien wij in het vervolg steeds vaste
bases zullen gebruiken, duiden wij deze matrix ook aan met de letter A.
De rang van de matrix is juist de dimensie van de beeldruimte, die
immers wordt opgespannen door Ae,, ..., Ae (de kolomvectoren van de

matrix ). Deze rang hangt daarom niet af van de basiskeuze van R en S,
en heet de rang van de lineajre afbeelding.

: Stelling | Voor een lineaire afbeelding van een n-dimensionale vector-
‘ ruimte R in een vectorruimte S geldt
dim. beeldruimte + 4im, nulruimte = n.

Bewiis De vectoren x, die op de vector O worden afgebeeld, zijn juist
de oplossingen van het stelsel vergelijkingen

O=a, X, + ses + a x
m ' n

L] * L] L] * L] L] - - L] . . .

Oza X, * o8 + & X
mn

Toepassing van de stellingen van blz. V, 13 en V, 16:
dim. (ruimte opgespannen door kolomvectoren) + dim. oplossingsruimte = n,
. levert het gestelde.

Vb.1 Als A(1,0,0) = (1,1,0); A(0,1,0) = (2,1,=1); A(0.0.15 = (1,2,3),

! dan
5 1 2 1 X, % 2%, + X, =Y,
A= 1 . 12 , dus x, + X, + 23:3 =7,
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Duidelijk is
A(2,-3,0) = 24(1,0,0) =~ 34(0,1,0) = 2(1,1,0) = 3(2,1,-1) = (=4,-1,3).

Om de vector te vinden die wordt afgebeeld op (5,10,13) moeten wij
3 vergelijkingen met 3 onbékenden oplossen. Antwoord: (3,=-1,4) want

12 1] 5 0 11| -5 0 1 0 | =1
1 1 2|10 ~ 1 1 2] 10 ~ 10 o 3
0-1 3|13 0-1 3| 13 0o 0 3| &

Vb.2 De matrix van de lineaire afbeelding A, die wordt bepaald door
A(1|110) = (1s2-0); A(E,-1,1) = (6|4c5)1 A(1'031) = (314’3)1

vinden wij door eerst met vegen de beelden van de basisvectoren te
bepalen:

(1,1,0) - (1,2,0) (1,1,0) - (1,2,0) (1,1,0) = (1,2,0)
(2,=1,1) = (6,4,5) ~ (3,0,1) = (7,6,5) =~ (2,0,0) - (4,2,2) ~
(1,0,1) = (3,4,3) (1,0,1) - (3,4,3) (1,0,1) = (3,4,3)
(0,1,0) = (=1,1,=1) ' 2 -1 1
~ (1,0,0) = (2,1,1) dus A = 1 17 3 |
0,0,1) = (1,3,2) 1 =1 2
Vb.3 Zij A: Ry; - Ry met A = 2 8 5
13 2
1 1 1

a) De nulruimte bestaat uit alle oplossingen van Ax = O, dus wegens

2 8 5 0 6 3 c 0O 0
1 3 2 ~ o 2 1 ~ o 2 1 van 2x2 + %, =
11 1 1T 1 1 2 0 1 2X1 T+ Xy =

De nulruimte is dus de rechte x =A(-1,-1,2).

b) De beeldruimte is de ruimte die wordt opgespannen door de kolom-

vectoren

h T?:ﬁijffgwmﬁ“ﬂ”””WﬁWW(d,TTW) _“””””60;1'35WW” s e
(8,3,1) dus door (2,0,-2) dus door (1,0,-1)
(5,2,1) (1,0,-1)

De beeldruimte is dus het vlak

x = p{C,1,3) + g(1,0,=-1), met vergelijking x - 3y + z = O.

¢) Om de vectoren te bepalen, die op (6,2,0) worden afgebeeld moeten
3 vergelijkingen met 3 onbekenden worden opgelost, nl.
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2 8 5| 6 0 & 3 6
1.3 2| 2 ~ 2 1 2 ~ 2 1 2)
1 01 1 171 110 o 1 |=2

Antwoord: x = {(-1,1,0) + A(+1,-1,2).

Vb.4 De afbeelding Ry - R3 waarbij elke vector in zichzelf overgaat,

heet de identiteit I en heeft de matrix

1 ¢ 0
2 1 O
o 0 1

Vb,5 Ten vierpool is een electrisch netwerk met twee ingangsklemmen
1 en 1' en twee uitgangsklemmen 2 en 2', zodat de bijbehorende span-
ningen en stromen e, j1 en e,, j2 samenhangen volgens

{ez = Ayoe + A,

3 = Ay ey ¥ Ay A

A
1 4
met coefficientenmatrix ( A1 2 ) .
21 22

Wanneer wij twee vierpolen achter elkaar schakelen, dan geldt

e, = Ay e+ Ay, 4 & = Bﬂ €, * Bu Ja
j. = A e, + A | &1 i = B e + B 3 dus
2 by 1 22 1 3 2 2 22 Y2
{e, = (Bn Ay *+ By 4y ) e, + (Bn At By, Ay ) Iq
jszz(Bm Ay + Bu'Am) €y * G%LA12 + By, Ay )j1

Het samengestelde netwerk is dus equivalent met een vierpool met een
coefficientenmatrix, die wij het product van de oorsoronkelijke matrices
noemen, en wel

(B‘l‘l B12 ) . ( A11 A12 ) = (B‘H AT‘! * B12 A21 B11 A12 * B12 Azz )
BZ1 B22 A21 Azz B2‘I A11 * B22 A‘IZ B21 A‘lz * BZZ AZZ

Merk op dat elk element van de productmatrix het inwendig product is

. van de overeenkomstige rij van de eerste en kolom van de tweede matrix.

Vermenigvuldigen van matrices

Zij A een matrix met p rijen en m kolommen. Beschouw A als p rijvectoren
Bys 2,0 rey gp in Rm;

Zij B een matrix met m rijen en n kolommen. Beschouw B als n kolom-
vectoren b,, Ez‘ coay En in Rm.
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In Rm is het inwendig product van g, en b

(a,, b,) = a. b . +a, b .+
=i’ =] i1 71 iz "2

J

+ a, b

im "mj°

Wij definieren het product AB der matrices A en B als volgt:

By &4y - © Y by by,
. - b21 bzz
a a . . a b b
m P2 pm ms m2
met ¢,, = (a,, b.).
i =i =j
Vb.1 O 1 2
-2 1 1 . 2
2 =4 =1
1 o} 0 -1
Vb.2 J J
+ > > 2 +
& €,
-

Twee parallel geschakelde weerstanden R1 en R2 zijn op te vatten als

twee dergelijke in serie geschakelde vierpolen, dus zijn equivalent

met een weerstand R waarvoor % = éL
1

0

1 -
2 1

0
1

t
=] JEEY
bl

+

1
R

. b1n €4 Cy2 -
. ’n .
. b c c
mn ;M p2
1
~1 = =2 4
-7 =4
2 =1

De matrix van nevenstaande
vierpool is wegens
e = e

, omdat
2

1 0)
1

4. 1
R1 2

Stelling |Als de lin.afbeelding B: R—+ S matrix B heeft en

vl B

de lin.afbeelding A: ST matrix A heeft, dan heeft

de productafb.

Bewijs

R: e

=1 St £

..."g’n ;

1' . a0y

AB: R-T de matrix A.B. .

Laat R, 8, T de volgende bases hebben:

Em s T: gi,-..., Ep'



IX. 10

Zij verder

I
[ ]
1l It
b
I I ~—_
~—~~ zT 1
I =]
1 MS |
—
o'
o ~
e [
~
[+
o’ ko
™ —
[ ]
|
=
o’
[
[ S
e
j
-
|
M-
o
~
(-]
l..l
~
[ 1]
'.J
i

i=1 k
De matrix van de productafbeelding AB bestaat dus uit getallen

Z alk kj

en is dus per definitie het product van A en B.

V.1 Zij A: R, > R, een draaiing over hoek a en B: R, - R, een draaiing

over hoek P. Dan is de matrix vanrde productafbeelding:

f cos - ein g cos o - sina cos(a+p) - sin(on-B)
( ) € )= ( )

sin cos B sin o« cos a sin(a+ p) cos{a +p)

Vb.2 Zij A de projectie van R, op de rechte y = x en zij B de projectie

van R, op de x-as. Dan geldt

2
.(1'0)(% %) (%«} sme [(FOF (1 oY .
A=Noo/\t 2/ “lo o R o o
i .
Vb.3 Zij A de draaiing in'R3 over % om de x-as en zij B de draaiing
\ over g om de y-as. Dan is AB # BA met
- 1.0 0

.. e m e e em e em . .- A = U_.._: O o I / [ ...__T_e;n__ P ._B_.E_._._ — _._O_._.._.. R [ - - V - e e e e e e — e
: \ 0 1 0

. T .
Def De getransponeerde matrix A~ van een matrix

a - - a * a
1 im T 11 P
A. = . - is A = »
a . . oa - - °
13 pm a . a
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T i iy . |
4" ontstaat dus uit A door in A rijen en kolommen van rol te doen
verwisselen.

Stelling (aB)T = pY 47

N —4 ‘
in de kolomvectoren van AT, en doet de kolomvectoren b,, ..., gn van B

overgaan in de rijvectoren van BT. De elementen van het product BT AT

zijn de getallen (gi, gj), die gelijk zijn aan (Ej' hi)' de getrans-~

Bewijs Transpositie doet de rijvectoren a eeny Ep van A overgaan

poneerden van de elementen (gi, Ej).van AB.

8,4 Vierkante matrices

14 Wij beperken ons verder tot lineaire afbeeldingen van R in of op S

3 waarbij R en S ruimten van dezelfde dimensie zijn. De bij een basis-

13 keuze behorende matrix van de lineaire afbeelding is dan een matrix

F met evenveel rijen als kolommen. De meest eenvoudige lineaire afbeelding

" van dit type is de identiteit I, die elk element op zichzelf afbeeldt.
De bijbehorende vierkante matrix heeft alle elementen = O behalve de
elementen op de hoofddiagonaal, die = 1 zijn.

Def De lineaire afbeelding A: Rn - Sn heet regulier als de gehele Sn

beeldruimte is, en singulier als slechts een echte deelruimte
van Sn beeldruimte is.

Stelling | Een lineaire afbeelding,is‘fegulier dan en slechts dan als
de determinant van de matrix ongelijk nul is.
Bewijs De beeldruimte is de gehele Sn dan en slechts dan als de beelden
van de basisvectoren van Rn een basis van Sn vormen, dus als de rang
van de matrix n is, dus als de determinant van deze matrix £ O.

Opm. De absolute waarde van genoemde determinant is juist de inhoud van
het pedum, opgespannen door de beelden van de basisvectoren van R.

Bij een reguliere lineaire afbeelding A: Rn—- Sn is elke y € Sn beeld -
A en wel van precies één vector x € Rn. Immers als y = Ax en y = Ax',

dan O = A(x - x'). Daar dim., beeldruimte = n is is dim., nulruimte = O
en dus is x = x'.

Def De afbeelding N E.Sn - X E.Rn heet de inverse afbeelding van de
L reguliere lineaire afbeelding A: X = ¥y = AX en wordt genoteerd door

A-1

Sn-* Rn. Bij reguliere A betekent y = Ax dus hetzelfde als

x = 4~ Y. Bij singuliere A is de inverse niet gedefinieerd.
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Stelling |De inverse afbeelding van eer reguliere lineaire afbeelding
is weer lineair en regulier. .

Bovendien geldt A 27 = 47" 4 = I(dentiteit).

. -1 ~1 -1
BerJS Als X, = A Yo X, = A xz' _)E_’ = A (11 + _X2)'
m.a.w. als y, = A X,, I, = A X5 11 + ¥, = AX,,
dan is A x, + A X, = A x,, dus A(x, +x,) = Ax,.

Wegens de regulariteit van A volgt x y Moa.w,

-1

+X,= %

1 2 3

Ay, + d ¥, =4 (3, + ¥,). De inverse is dus een lineaire afbeel-
ding. Daar de gehele Rn beeldruimte is van A-1 is de inverse ook regulier.
Tenslotte is de productafbeelding van

: -1 -1
H - = G 4 - =
A: x € R =¥ = Ax S, en A : yeE€S - x Ay €R

niet anders dan de afbeelding, die aan elke vector van Rn deze zelfde

vector toevoegt.

1 2 3
Vb.1 Gegeven A = 1.3 5 . Gevraagd At
1 2 4
OE].. Bekend is A(1|O’O) = (1|1,1); A(O|1’O) = (2|3|2); A(O’O!1)= (.31514)'
Dus A'1(1;1,1) = (1,0,0) A-1(1.1,1) = (1,0,0) A‘1(1,o,o) = (2,1,-1)
’ - : -1 -
A 1(2,3,2) = (0,1,0}) ~ A" (0,1,0) = (-2,1,0) ~ A 1_(0,1,0) = (-2,1,0)
-’ - -
AT (3,5,4) = (0,0,1) 27 1(0,2,1) = (~3,0,1) 4 10,0,1) = (1,-2,1)
Dus 2 =2 1 1 2 3 2 =2 1 1 0 0
A-1= 1 1 =2 Inderdaad 17 3 5 1 1 =2 = 0O 1 0
-1 0 1 18 12 4 -1 0 1 0o 0 1

Vb.2 De inverse van een draaiing over a is een draaiing over (~a}
want ('cos(-a) - sin(-a) (cos a - sin a ) _ (1 O)
o 1

sin(-a) cos(-a) sin a co5 o

Door de lineaire afbeelding A wordt x afgebeeld op y = Ax. In
coordinaten geschreven:

= + L ees + a .
Y4 2 %4 8, ¥, * %4n *n %2 %11
= + + aes *+
Yo = 8n %y * 85 % “* %n *n  met A = B0 B2 ¢ ¢y
- - - L L 4 L] L L] - - *
¥y =a__ X + a__x cae + 4 p 4 a a . .« a
n n11 nz 2 nn n m o n2 nn
Wij geven de kolommen van A aan door Aay A,y o o0 2 .
i, -_—2 -n
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Dan is de determinant van A

) D: D(-a.-1’ 22, . sy én) #0-

De matrix van de inverse afbeelding krijgen wij door x

g1 ceee xn uit

te drukken in ¥ , ..., y - Volgens de regel van Cramer (zie V, 22) is

D(y , a D(a,, «vey » N,

1 En)

a a
X, = . X = n-
— ’ - - . ' -
1 D(51, a a_) n D(§1, cesy A

Wij ontwikkelen (zie V.21) de tellers naar de kolom y. 4Als Dij de bij

3, 5 behorende onderdeterminant (zie V.20) is, dan is

D D D
1 21 n+1 n?
Xp = Y4 - Ve e v (VT T,
D D D
n+1 1n n+2 2n 2n nn
x = (-1 5 ¥y ¢ (=1) SE Y, toeee * (=1) 5 T,

De elementen bij van de matrix van de inverse afbeelding A-1 zijn dus

D
'_-i+j_j_i_;
bij = (1) 5

Om de inverse van een matrix A te vinden moeten wij dus

1) van elk element aij de onderdeterminant Dij bepalen,
i+]

2) elke Dij .

%) delen door D,

4} spiegelen t.o.v. de hoofddiagonaal.

vermenigvuldigen met {(=1)

Vb.1 De onderdeterminanten van de elementen van de matrix

1 0 0 12 1
A= 2 1 0 zijn o 1 2
3 2 1 0 0 1
Det 4 = 1, dus de (-1)""J D; /D zijn
1 =2 1 10 0
o 1-2 dus A7 = =2 1 0

0 0 1 1 =2 1
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Inderdaad blijkt A s = I

S ,
Vb.2 Bu 24 2, /D -a,, /D :;ei
a ~a,, /D a,, /D T AP T PP

Voor vierkante matrices A en B geldt
det (AB) = det A , det B.

Stelling

Bewijs Laat aij de elementen van A en bij die van B zijn. De kolom-
vectoren van A duiden wij aan door 4,y «e«, a.-. Het product AB, waarvan

cC.,. = E a., b ']

heeft als kolomvectoren de vectoren

n n In .
Zk=1 Py 2 kzbkz B 30 e 0 %bkn B+
Dus
n n
Det (AB) =D (D _ by & s - - -4 2 _Ppoa) -
=1 k=1

Volgens de grondregels voor het rekenen met determinanten kan deze
determinant worden geschreven als de som van een aantal termen, waarbi j
. de bij naar buiten zijn gebracht. Termen, waarin twee gelijke gk‘voor-

komen, zijn nul. De andere termen kunnen alle door verwieseling van
kolommen worden omgezet in D(§1, B,y ooy En) = det A. Zodoende geldt

det (AB) = ¢(B) . det A,

waarin ¢©(B) een veelterm is in de getallen bij' De verkregen omvorming

hangt niet af van de speciale gedaante van de matrices A en B, dus ¢ is
een vaste veelterm, onafhankelijk van de speciale keuze van A en B.
Kiezen wij nu voor A speciaal de senheidsmatrix (waarvan de determinant
= 1), dan geldt det B = ¢(B) waaruit de te bewijzen formule direct
volgt.

Opm. Deze stelling kan meetkundig worden bewezen met behulp van de
op blz. 41 gemaakte opmerking.

1

. =1
Gevolg Voor reguliere A geldt det (A") = 5=+ -

Stelling {Het product van twee reguliere linealire afbeeldinger is weer
regulier en (a)=1 = 31 a-?.

‘Bewijs Wegens Det (AB) = det A . det B is het linkerlid niet nul als de
Tactoren van het rechterlid niet nul zijn. Verder volgt uit
aen atcar1atsant =1

- - -
gt a7t = BT,
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Eigenwaarden en eigenvectoren

Het komt vaak voor, dat een vergelijking of een stelsel vergelijkingen
oplossingen heeft die oninteressant zijn, behalve in het geval dat een

in de vergelijking optredende parameter een speciale waarde aanneemt.

Dan spreekt men van eigenwaarden van de parameter en van eigenoplossingen
van de vergelijking(en).

Vb1 _[ X + 2y = Ax of (1=-A)x + 2y = 0
2x + ¥ = Ay 2x + (1=N)y = 0

Voor haast alle A is er slechts de oninteressante oplossing x = y = O.
Maar in twee gevallen zijn er andere oplossingen, namelijk als A = 3
dan x = p(1,1), en als A= -1 dan x = 0(1,-1).

Het vraagstuk is ook als volgt te interpreteren: Welke vectoren worden

door de lineaire afbeelding ( ; f) afgebeeld op veelvouden van

zichzelf ? Het antwoord is dan:
(p,p) gaat over in zijn 3-voud, (¢,-0) in zijn tegengestelde.

Vb,2 ZEen trillende snaar, die is vastgemaakt bij x = O en bij x = £
kan slechts in staande trilling

u(x) = C sin 2rA x

verkeren wanneer 27A £ = nn, dus wanneer voor zijn golflengte A geldt
A =24/n, n natuurlijk. De staande trilling is oplossing van de diffe-
rentiaalvergelijking

2 .
_ 2 fulx) 22 ulx) met u(£) = u(0) = 0,
L2 dx?
die te beschouwen is als

lineaire afbeelding van u(x) = veelvoud van u(x).

Vb,3 In de quantenmechanica wordt de toestand van een deeltje beschreven
door een staande golf

¢ (x, t) = ¢(x) . cos 2mvt
waarbij ¢(x) voldoet aan de Schrodingervergelijking

Hye = Ao ' H is zekere lineaire afbeelding.

De vergelijking heeft slechts voor zekere A een oplossing. Deze waarden
van A zijn te interpreteren als de mogelijke energietoestanden van het
deeltje.

72ij gegeven de lineaire afbeelding A: Rn-Rn. Wij vragen naar die

vectoren van Rn’ die worden afgebeeld op een veelvoud van zichzelf.
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Def Een vector x # O heet eigenvector van de lineaire afbeelding A,
als er een getal A bestaat 'zodat Ax = Ax. Het getal A heet een
eigenwaarde van A behorende bij de elgenvector X.

In matrixtaal vragen wij naar oplossingen x van het stelsel

+teoet = A - + +oaa. * = 0
By Xyt Ay, Xpteeet oA X o= A, (a le a,, X, a1nxn
e = A - : —
By Xyt By, Xy +e..+ 8, X o= Ax, a,, X, + (a22 Adx, + oiv 4 &, Xy
- . . . e . . . dus ] . . . e eew . . .
A X. + 8 X +...+ 8 X =AX a X + a X + ... +# (a «A)x =20
nt t nz 2 nn n n ng 1 nz2 2 nn n

Deze homogene vergelijkingen hebben slechts dan een oplossing # O

wanneer
i a = A" a - e a
] ) n 12 1n
" a a = A a
r‘ 21 22 L B I ] 2n
= Q.
- - * & B -
| a a eese A - A
‘ n4 nz nn

De wortels van deze z.g. karakteristieke vergelijking zijn de eigen-
waarden van A.

; Vb.1 De karakteristieke vergelijking van de lineaire afbeelding met
h matrix

A = (2 ‘1) is 2 - A 1 - 0.
: 304 3 TN

é, De eigenwaarden van A zijn de wortels van

i (2-M)(4=A) =3 =0 dus A, =1, A, =5,
‘i Uit 2x + y = x en 2x + y = 5x

4 3x + by =7 © 3x + 4y = 5y

berekenen wij de eigenvectoren. Het blijkt dat (p, -p) door A op
zichzelf worden afgebeeld, terwijl (30, 0) overgaan in hun 5-voud.

Vb.2 De karakteristieke vergelijking van

T2 1 1 - A 2 1
A = 0 -1 2 is 0  -1-x 2 = 0
11 3 1 13 <A

(1=M)(=1=A){(3=A) + 4 + 1 + & = 2(1=A) =

. <A+ 32 + A= 0, Ay = 0O, A, = =1y Ay = b
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De bijbehorende eigenvectoren zijn:

A, = 0: x =p(-5, 2, 1), de nulruimte!,
A, =-12: x =o(1, -1, 0),

Ay = Lo x =1(3, 2, 5) .

Thans volgen nog enige stellingen over eigenwaarden van lineaire afbeel-
dingen van R, in zichzelf:

Stelling | Het product van de eigenwaarden van een lineaire afbeelding
A: R; - R, 1s gelijk aan de determinant van A,

Bewijs. De karakteristieke vergelijking van A luidt

a, - A 842 2,3
Det (A = AI) = 8, A, - A a,, =0
ay, 8y ay = A

-2 +pA 4+ gh+ det A =0

Op grond van de. worteleigenschappen is dus

. h1 K2K3 = det A.

Stelling [Elke lineaire afbeelding A: R, » R, heeft tenminste één reele
eigenvector,

Bewijs. De karakterist%eke vgrgeliiking van A is een vergelijking van
graad 3 met reéle coefficienten, die 6f 3 reele wortels, of één
recle en twee toegevoegd complexe wortels heeft. Er is dus
tenminste &én reéle eigenwaarde; deze voert tot reele eigen-
vectoren.

§.5 QOrthogonale matrices

Def.1 Een lineaire afbeelding A: Rna-Rn heet orthogonaal, als voor
elke X € Rn geldt dat Ax en x even lang zijn.

Vb,1 Een draaiing @ R, = R, is een orthogonale afbeelding

cos @ - sin ¢

wils Wl
(

sin ¢ cos ¢

I AL

i+

stelt een draaiing over ¢ = arccos ¢ voor. Inderdaad is

(ax, Ax) = (% x1--g-xz)2+ (%x,«»%xz)z: x? + x; = (x, 2).
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Vb2

A= ('g -i‘) is geen orthogonale afbeelding, want de lengte

van Ax is vijfmaal de lengte van X.

Def.2 Een vierkante matrix A heet orthogonaal, als geldt

A'1 = AT, Mea.W. A AT = AT A=T1I.

Stelling De definities van orthogonaliteit zijn gelijkwaardig.

l Bewijs 1= 2. Laat |Ax| = |x| voor elke x € R . Wegens
(x + 2 x +x') = (x, )+ (x x") + 20, x7)
dus ix + x'I° - x> - 1x'F =2z, x")

geldt voor elk tweetal vectoren x, x' € R dat

(zy 2") = (ax, Ax').

In het bijzonder hebben de basisvectoren
9_1 = (1, O, ..-,- 0), . & o 3 En = (O| 0’ v o0y 1)

1 beelden A g waarvoor geldt

(A e,y A gj) =1 als i = jen = O0als i # j.

¥ Daar deze beelden juist de kolomvectoren van de matrix A zijn volgt
g. dus dat '

8, 8, - an1 C a1n T+ 0 . 0
a a .
T [ [ ] 21 2n O 1
A A = = =
- L] ' L] - - - -® -
a a . a a - | o o . 1
1in zn nn ni nn

Bewijs 2-=1. Wanneer AT A = I dan leest men voor de kolomvectoren A Ei

van A af dat ze loodrecht op elkaar staan en lengte 1 hebben. Voor

e

X =X €. + .00 + X_ € en Ax = X A e, + ... +X_Ace
1 =1 n —n = 10 = n  -n

volgt dus dat

n n
(x, x) = > xiz en (Ax, Ax) = > xi2 .
i=1 i=1

de lengten van x en Ax zijn dus gelijk.
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Vb.3 2 1 =2
1

A-—3 1 2 2

2 =2 1

is orthogonaal, daar alle kolomvectoren lengte 1 hebben en loodrecht
op elkaar staan. Wij bepalen nog de eigenvectoren:

2 1 2 ‘
.3 -A 3 --3 2 = 3A 1 -2
1 2 2 _ .
3 5 Y 3 =0 = 1 2~ 3A 2
2 2 4
3 T3 7 A 2 -2 1 - 3\

ZX-5A% + 50 -3 =0
(A=1)(32% - 272 + 3) = O.

De enige reele eigenwaarde is A = 1. De eigenvectoren zijn p(1,1,0).

Deze vectoren blijven na de orthogonale afbeelding op hun plaats. Daar

de hoek tussen (1,1,0) en een willekeurige X gelijk is aan de hoek

tussen (1,1,0) en Ax is de orthogonale afbeelding een draaiing om (1,1,0).

( 3 33 )
V3 -3
is orthogonaal. De eigenwaarden volgen uit

3= A 3V3
V3 -3

>
s

"
4

s

=0 en zijn A = 1 en A = -1,

De bij A = 1 behorende eigenvectoren liggen op de rechte x = yVB en
blijven op hun plaats. De bij A = =1 behorende eigenvectoren liggen op
de rechte xVB + ¥y = 0 en gaan over in hun tegengestelde. De orthogonale
afbeelding is dus een spiegeling t.o.v. de rechte x = yVB. '

Het product van twee orthogonale afbeeldingen is weer
orthogonaal.

Stelling

Bewijs A: Rn* Rn en B: Rnw Rn orthogonaal =zijn, dan

A = A en B = B".

Wegens de reeds bewezen eigénschappen

(AB)T = BT AT en (AB)-1 =B ' 4

volgt dat ook  (aB)~' = (aB)T.
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Stelling | De determinant van een orthogonale matrix heeft de waarde
+1 of =1,

Bewijs Wegens definitie geldt voor een orthogonale A

ATA=I.
Daar. de getransponeerde dezelfde determinant heeft als de matrix zelf,
volgt dat 2

[Det A]" =1

waaruit het gestelde volgt.

Orthogonale matrices met determinant +1 heten direct orthogonaal,
die met determinant -1 heten gespiegeld orthogonaal.
Deze namen vinden hun rechtvaardiging in de volgende stelling.

Stelling | De enige orthogonale afbeeldingen van R, op R, zijn draaiingen

om de oorsprong en spiegelingen aan een rechte.

Bewijs De matrix ( a b )

is orthogonaal als

a® +¢2 =1, b? +d® =1, ab + cd = 0.

Stel 4 = Aa, dan geeft de derde betrekking b = - Ac en dan geven de

beide eerste betrekkingen ¥ = 1. Onze matrix wordt dus

Voor A = 1: a ~-c . met a? + ¢? = 1 en det =-1.
( c a ) Stel a = cos ¢ , ¢ = sin ¢ , dan
(cqs ¢ - sin w)
sin @ cos @ y een draaiing om O over hoek ¢.
] Voor A =-1: a ¢ met a?® + ¢? = 1 en det = -1,
g ('c -a) Stel a = cos ¢ en ¢ = sin ¢, dan

(cos ¢ sin ¢ » een spiegeling aan de rechte met
sin ¢ - cos ¢ drager (cos ¢, sin +¢).
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Stelling | Elke directe_orthogbnale‘lineaire afbeelding A:~R, - R3
' is een draaiing om een as.

Bewijs. Voor de eigenwaarden A, A, s+ Ay van A geldt:
(1) Ay A, Ay = det A =1.
(2) Tenminste één der eigenwaarden, zeg A,, is reeel terwijl dan

A, en A, of beide reeel 8f toegevoegd complex zijn. In het laatste
geval is Abl, positief.

(3} Uit de orthogonaliteit van A volgt voor reele eigenwaarde A en
bijbehorende eigenvectoren x

Ax = AXx ~en  (Ax, A&x) = (x, x)
dus ?\2(5, x) = (_}_q, x) waaruit A2 o= 1,

De reele eigenwaarden zijn dus +1 of =-1.

Uit (1), (2), (3) volgt dat er tenminste één eigenwaarde = 1 is. Dit
betekent dat er tenminste één eigenvector a is, die door A op zichzelf
wordt afgebeeld.
Aangezien blij een orthogonale afbeelding voor elk tweetal vectoren a en y
geldt

(2, y) = (A a, 4y

maakt de eigenvector a gelijke hoeken met een vector y en met diens beeld
Ay. De afbeelding A is dus een draaiing met als as de rechte door a.
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HOOFDSTUEK IX ONBEPAALDE INTEGRALEN

8.1 Herhaling.

ff(x)dx stelt voor alle functies, waarvan f(x) de afgeleide ia,
d.w.z. alle functies, waarvan f(x)dx de differentiaal ias.

A. Grondformules :

n 1 n+1 dx -
fx dx:mx + Con £ a1 f—i-aloglxl-rc
x _ 1 x _
% fa. dx'loga_'a + C ;jainxdx--coax-&-c
fcosxdx:ainx-rc 3 —;d:—xatanx-l-c
com
f._dx__=-cotx+c $ ~J‘dxa=19.r<:'l:au:|:4-(3
sin? x 1+x

b

f__dx_ arcsin x + C $ f .dx = log{x+\/x?+ a?) + ¢
V1-x? x4 &

dx - . 2- 2 f dx _1_ .
fm- log | x+ Vx*- a?|+C sin s log [tan axh c

Vb.1.

_rain(a + bx)dx = %f ain(a + dx) d (a + bx) =» = % cos(a + bx) + C.

x
f -] d(a +1‘-) = 2\’, +‘+ + C.
eX+ly \/ eX+4




B.

exV1o 2 - f 1-x?

Vb.z.

J‘dx . jd("*.’g’
cos X sin(x-l%)

“.4;.

2 =1 - =ty
fa:l.nzdx ~2f(1 cos 2x)dx = 5x - ¢ sin 2x + C.

¥b.5.

= log|tan %

(x + -2"5)| + C.

ftanh x dx =IQ—M—5- = log cosh x + C.

cosh x

Partiele integratie :

Vb.1.

fa.rcain x dx = x arcsin x

1ow?
=xarcsinx+%f£(—1—x—)
tex?
vb.2.
f\f1-x! dx = xV1 = x2

\/_-F
:-.-x\/‘]._x?'

dus f V1 - x? dx n-;-x\/1 - x?2 +%areain'it + C.

f udy

+

= uv = fvdu.

IV—“L—_=:?dx=

x arcsin x +

2
f__zs._ ix =
1-x?

f1--x2 dx + arcsin x

Ix.2
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{—
&

: I = feu cos bx dx %fcoa bx de”™ = 2 & cosbx+ :—’fegxa:ln bxdx.

ax

J = feu sin bx dx }fsin bx de™* : e  sin bx - E_fe"xco.s bxdx.

Dus 1 =1e"x cos bx+-b—eu s:l.nbx-b—I, dus
a az ‘2
ax
Iafe“cosbxdxa 2 (a cos bx + b sin bx) + C.
aZ+ b?
ax ax

& J = fe sin bxdx = (a sin bx - b cos bx) + C.
3 a’+ b?

Zo is, voor a > O,

o0 N

f e™®% o5 brdx = 1im -a cOB b:: + ‘2 sin bx _-ax -2

Ne a' + b a“+ b

o o
3 Vb.bh.

Voor n # - 1 i=

. ’ 1
n 1 n+1 _ xt log x 1 n
fx logxdx=n+1flogxdx = vy -—nﬂfx dx =
n+1 n+1
x log x x
n+ (n+1)

Vb.S.

Bereken f e * P ax.

I, = f e X x" dx = -fxn de™™ = «x™ ¢™* & nfo-x 2 ax =

| z =X e +n In-1

Dit is een reductieformule voor In.




Bij voorbeeld is

oo N oo

f e X x™ 4x = 1im [—xn e'x} + nf e x4y =
N-»ow

() o °

-]
= n(n=1) fe'x x®"2 4x = nt |
o

Vb.6.

Bereken J (1¢x?)™® dx = 3.

i. dx 1+x2-x2 | xzdx
- n+1 : (1+x2)n+1 (1+x2)n+1 n (1+x,)n+

1 [ x d(1+x?) 1 1
- - = | —— —_— d ————— =
' Jn af (1+xg)n+‘1 Jn + n x (1+x’)n

x 4 J _ 2n=1 J X
B oon(1ex?)? 2n 'n 2n n o (1ex?)®

een reductieformule voor de integraal, die ons in staat stelt om

Jn+‘| te berekenen, daar -.T1 bekend is., Zo is

X 1 x
J1+—‘ = = arctan x ¢4 —— + (.

1
* 2 2(14x?) 2 2(1+x?)

o
1]

dx 1 J o+ X -
'J‘(‘H-x’)’ b 4(1+x2)*

3x X + C.

= é- arctan x + +
8(x2+1)  4(x%+1)?

S 3



§.2 Rationale integrand.

A. vb.1.

SM ZJ. 2""'2 ax + Gf
x

X2=2x4+5 -2x+5 x2=2x+5

_'Zf d(x?-2x45) . Gf dx -
(x=1)2+4

x2=2x45
1
: d=(x=1)
= % log | x%=2x45| + BI 2 =
[%(x-1)]2+1
7 2 1
= 5 log |x?=2%45| + 3 arctan E(x-1) + C.

vb'a.

fﬂyﬂi_:zf_ax_-a_d“sj._dx_=
(x2=2x45)% (x2-2x45) * T(x=1)244]7

=1f&’;agz_ %f d-(x-1)

(x? ~2x+5)? (x-1

1
- waar t = 3(x-1).
2(::2 -2x45) % J‘(1:2\«!)’ | 2

Voor de laatste integraal verwijzen wij naar paragraaf 1.

Ultkomst: -
g arctan %(x-1) + 3x-17 + C.

4(!2-2x+5)‘

Alle integralen van rationale functies zijn te herleiden tot de
volgende vier grondtypen :

= log | x=a| + C

1
b)
f (x-a)®  (2=1)(x-a)®"]

+ C (n#1)

.5



: c) X8 ax met positief definiete noemer. De
x? +px+q integraal is te herleiden volgens :
1 P Jﬂ{?EIL“ ax + (Q = ) j~ =

x2+px+q (x+2) +q-2

= -;; log (x?+px+q) + een arctan, wanneer wij stellen :

x+§=t\/q-{ .

4) f_;?ﬁ_@__ dx met positieve noemer. Wij herleiden volgens :
::; (x’+px+q)

—EEP 4z 4 (Q - L)J e

(x? +px+q)® [(x-o-g)a-n-q-:ﬁ 1®

De eerste integraal ie direct te berekenen, terwijl de tweede
integraal door substitutie

1 Vo - Loz
x+3p=tVq-p?

te herleiden is tot f dt

(t2+1)B
die in paragraaf 1 is behandeld.

.B. Wij gaan thans over tot integratie van het algemene geval

: n m="
i ./’aox +ax + e A 4X + B ax = T(x) ax
E] b x® 4+ b, Pl -1, cee + b X 4+ D N(x)
{ o n=1 n
3
;‘ Stap 1 : Zorg, door deling, dat m = graad T <n = graad N,
: ‘Stap 2 : Ontbind de noemer in reéle factoren van de eerste graad
g en reele definiete factoren van de tweede graad.
f Stap 3 : Splits de breuk als som van een aantal breuken, waarvan
i o de noemers zijn de eerategraadsfactoren, de definiete
ﬂ tweedegraadsfactoren, of machten daarvan, -
| Stap 4 : Integreer de afzonderlijke breuken, hetgeen mneerkomt op

de vier gencemde grondtypen.
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¥b.1.

3 - -
j‘x +1dx j’x +X=X+1 fxdx fx1 dx =

x2+1 x? 41 x4+

=%x3-%ff" dx+fd"
1 .2 1 2
=3 X '5108( +1) + arctan x + C.
Vbizn
dx ,1f£’£_-1 ax _ 1 DU | .
\r x2 =1 2J x=1% 2fx+1 2 log [x-1 | > log | x+1| =
1 x=1
5 =3 log | 9| * ¢
%020
’ (x-1)dx _ f(x-1)dx
3xd 45x-2 o (3x=1)(x42) .
¥ "y _ s .
Stel Bu T3 TyTmesY | 3xo7T * 32

x=1 a Alx + 2) + B(3x ~ 1)

T 2A+3B;~1=2A-BjdusBs ; L A== % )

De integraal wordt dus

2 & 2 - . 2
7f3x-1 log | 3x-1 | +710g|x+2| + C.

x+2 21
Vbo‘i'o
(x+1 )dx Soms komen in de noemer gelijke factoren voor.
x(x+5) De breuksplitaing verloopt dan als volgt :
1
Stel -_x+_ E- £ + -B— + c
x(x+5)* x " x+5 " (z45)°




1x.8

x+1 = A(x2+10x + 25) + B(x?+5x) + Cx.

Dus A+ B =20 ;10A'+BB+CA=1 3§ 254 = 1,
A= é% 4B =~ J% : C = % .

f(xﬂ)dx:_j_ ggt__:l__f_di+’+ dx_ _
x(x+5)* 2> J x 25 ¢ x+5 (x+5)

1 1 4
=§glog | x| -Eglog | x+5 | -m-ﬁc.

’ Vb.5. Soms komt in de noemer een definiete kwadratische factor voor,

J" 2x? 4x+1 dx = f 2x? +x+1 dx
x?=x?43x4+5 (x+1)(x?-2x+5)

Wij splitsen nu als volgt :

2x%+x+1 = A Bx+C
, Stel = T
(x+1) (x? =2x+5) x2-2x45
? 2x¥+x+1 = A(x?<2x+5) + (x+1)(Bx+C).
A+B=2; =24 + B + C =1 $ 54+ C =1
DusA:%; B:%‘ H C=-%endeintegraalwordt

1 r Ix~1
ﬂf x+1 dx =

x2-2x+5
=%_-log | x+1 | +§1og | X% =2%4+5 | +%uctan£§l+c

wegens het eerste voorbeeld van deze paragraaf.

Vb.6. Soms komt in de noemer een definiete kwadratische factor
meerdere malen voor.

¢ ' f——g-’-‘——;- ' Wij splitsen dan als volgt :
‘_ x(x?+1)
; Stel 1 E& Cx+D+Ex+F

X

x(x2+1)2 x2 41 (x*+1)?
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1 = Alx*+2x2+ 1) + {(Cx + D)(x?+x) +(Ex + F)x

A+C=04¢4D=03;2L4C+E=0;D+F=0434=1, dus

A=1 3 C=E==1T 3 D=F =0,

f dx - [dx _ fx dx _ J"x dx
x(x2+1)? x x2 41 (x? +1)2
1

log | x| --;—103 | x2+1| ¢+ ~=— + C.
2(x*+1)

C. De breuksplit=ing van %(r:—% geschiedt dus als volgt

Ontbind de noemer in reele factoren van graad 1 en 2
o A
N(x) = (x~a) (x=b) P (x=¢) T ... (x2+px+q) (x2+rxes)t ... .

Stel vervolgens

A A A
T(x) = "1 2 @
-_— iy L * 200 + hnammm—— ] +
N{x) X=8a (xeg)? (x~a)
Bi Bz BB
+ -+ * see b — B + s0e +
x=b (x=b)? (x-b)
P1 :l:+Q,1 Pz Jc-i-Q2 . B x+Q 5
+ + 2 + ses + _';—"‘_-"—x +*
x2+px+q  (x?+px+q) (x° +px+q)
R1 x+S1 1’!2 x-ﬁ-S2 R _x+S
+* +* 2 + a0 * —_'JL_'H"‘"a B + se0
x* +rx+s  (x}+rx+s) (x* +rx+s)

Gelijkstelling van coefficienten van gelijke machten van x levert
voldoende vergelijkingen voor de berekening der coefficienten
A, B, P, @, R, S5, etc.
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§.3 Gonlometrische integralen, transcendente integrand

A. Een integraal van het type .r Ration. fu (sin x, cos x) ax

is door de subatitutie tan 1x:- t te herleiden tot een integraal

2
met rationale integrand, immers
2
sin x = { cos X = 1't’ dx = 2d: .
1+t 1+t 1+t
Voorbeeld
f‘ sin’x o _ 42 1 2at _ t2at  _
: 1 +cos x - 112 1-t2 2 2.2
‘:;.‘ (1+t ) 1T + W 1+t (1+t )
= -aj‘t d L = = 2% + 2 arctan t = - sin x ¢+ x 4+ C,
2 2
1+t 1+t
E'- Hoewel deze methode feilloos werkt, is zij meestal zeer omalachtig

en is het aan te bevelen om haar slechts toe te passen wanneer alle
andere middelen zijn uitgeput. Die andere middelen zijn :
eenvoudige substitutie,

gebruik van goniometrische formules,

graad verlagen = hoek vergroten,

etel tan x = t.

.1,
o o - [Umemmlion ) e 2 - wta v .
.2,
T%%%;E; dx = -‘f‘gg%iggg;zl = « log (1+cos x) + C.
.3,
.j‘sin px =in gx dx = % Lfc.:oa('p-q)x ax - J\ooa(p+q)x dx] =

sin(p-q)x _ sin(p+g)x] .
P=-q : p+q

N
o)

in de veronderstelling dat p ¥ q en p # =-q.
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f dx L f 1 dx  _
a?sin?x+bicosix b2 824an?xst  comlx

bz
l
. tan x
1 b a
ab = ;.-G arctan [b tan Z] + C,

a?
-— t 2 1
b an X+

Eigenlijk hebben wij hier de substitutie tan x = t toegepast.
In het volgende voorbeeld blijkt dat de substitutie tan Zx = ¢
2

wel eens meevalt

.5,

f dx _f + 24t _, [at
142 cos x 1+21 : 1482 3.2

f- f \G'+tan%x .
[ T3"F r"'t] —log ﬁ-tan%x i

“.6.

fcqa‘ x dx = -}f [1 + coms 2x]? dax =%‘r (1 + 2 cos 2x + cos?lx)dx =

a%fdx+%fcosax621+%f(1+coa‘+x)d:'x=

§x+':ll; sin 2x +% sin 4x + C.

.7,

.,rcou’ x dx

Icos‘x d sin x = J‘(1 - sin?x)? d sin x =

f (1 = 2 sin?x + sin*x)d sin x =

sin x - 2 sin’x + 1 sin’x + C.

3 5
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Vb.8.
2 2
J" dx =Isinx+°°sxdx=jtan2x ax +J‘ _
cos*x cos*x cos?x com’x

-13- tan®x + tan x + C.

B. Wij beschouwen thans algemener de integraal
.rcospx sindx dx = Icp s? dx.

Wanneer p of q oneven is, dan is de lntegraal eenvoudig op te

= lossen. Wanneer b.v., p oneven is, dan schuiven wij één cos onder het
5 d-teken en dan schrijven wij de resterende even macht van cos x met
i behulp van ¢? = 1 - 8% als sin. Wanneer p en q beide even zijn moet
t partiele integratie worden toegepast.

; Wij leiden reductieformules af als volgt :

P 4 = [aP1 Q5. = 1 | oP=7 gad*!

: f ¢ &° dx = Ic s'ds 1 fc ds =

i oA p=1 ag+1 1 gq+1 p=1 _

; = ¢ s —q+1 fa de =

oA p=1 q¢1  p=1 q+2 _p=2 _

"q+1° [ +q+1fa c dx =

_ .1 p=1 q+1 , p=1 f‘ q .p=2 p=1 .1 P

= __‘14'1 ¢ s + g+ 8" ¢ dx = o+ fs ¢t dax.
dus

' fcp s? ax = S cp-1 aq+1 + P--lf cp-2 s dx. Evenzo

g+p p+q

f.cp 8 dx = - —— P*1 4277 , a1 Icp 8372 ax.

a+p = 7 p+q

Door toepassing der reductieformules kan mern dus de graad met
2 verlagen, -

3ad
E; %.1. fc~ 52 dxzs.gs—+ fca 52 dx=

{\ | =g6£"+£'8§1+'&fszdx=

! e c 85 ¢s 1

=—6——+—8—-Tg+-1-gx+c.

Door de reductieformules van rechts naar links te lezen kan men
de grand met twee verhogen.
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Vb.2. Bereken j‘c~° s* dx.

-6 % I . T S 4 -8 |
_rc s dx = > ¢ 8+ 3 J‘c s* dx, dus
J\c-a & dx = % s ¢ 4 % j\s* e™¢ ax =
== 8in®x cos 'x + %% tan®x + C.

Een zeer belangrijke toepassing van de reductisformules voor
bepaalde integralen bij p en q geheel en groter dan 1 1s de volgende:

3 E 5

z

P q _p=1 p-2 _q _ _(p=1)(p=3) p=4 Q.  _

Jf cos® x ain”® x dx = %:E-Jnc 8" dx = (p+a) (p+a-2) ¢* sdx =
I

3
o =) (p=3)(pe5). o (a=1)(a=3)(g=5) e [ o0 % La012 o

Boeee (p+q)(p+q-2)(p+g=-4)... S
De reastintegralen zijnTt x T

py - Z T

X 1 -
fcosxsinxdx:igfdx=5;fcosxdx=1= sin x dx.
o ] o
Naar snalogie van n! = n{n-1)(ne2)... 32 1 voeren wij in

de notatie n!! = n(n-2)(n~4) ...

Wij vinden dan de formule van Wallis

TC
* (p=1)11 (g=1)1t | 2 a1
P q _ (p=1)11 (g=1)11t als p en q even.
J‘ain x cos’x dx = (p+q)!! * 1 als p en/of q oneven.

o
welke formule geldt voor p en q geheel en > O, als wij afspreken
dat 0t! =1 = (=1)11.

1nx cos® 3 g Te303.1.3.1 &
sin®x cos’x dx 1211 ° 2 T 12.10.8.8.%.2.1 * 2

!b;. f sin’x dx = %%:—

+]

Vb.
o

|
J# c‘"%qn
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{{, Zeer in het algemeen kan men de volgende regels aanhouden voor
het integreren van functies van transcendente functiea :

b e e S

a) arctan x, log x, arcain x na isolering met partiele integratie
wWegwerken,

b) e*, sin x, cos x : een reductieformule zoeken met partisle
integratie,

¢) soms sin x = Im(eix) gebruiken.

Vb.1.
x arcsin x J‘
- dx = = aresin x @ V1-x2' =
Jﬁ V1-12
= = arcsin x.Vi-x2 ' + x + C,
Vb2

j1e;.X.COB x dx = Ra‘f‘x e(1+i)x dx =

(1+1)x _ Re[x L 4 [ oCrwax dx] )

1
-“mf*“ 741 T+

-
S

= % x gx (sin x + cos x) = % e* 8in x + C.

Ook kan men de integraal reeel houden en herleiden tot bekende
typen :

: J\ex x cos x dx = Jax d % (e* cos x + e* sin x) =

= % x (e* cos x + e* ain x) - % J'(ex cos x + eX sin x)dx etc,
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8.4 Wortels in de integrand.

In het algemeen zullen wij trachten een integrazsl, waarin een
wortel voorkomt, door substitutie van een nieuwe variabele te
herleiden tot een integraal van een rationale functie,

.d. fffx dx. Stel Vx = t, dan x = t? , dx = 2tdt.

2 2
f;-fidxnzft dt = Ji-ikldt-_—at-zarctant'+c=
c1ax 2 2
t%+1
Vx'

= 2Vx - 2 arctan + C.

= 2
i 2. 1\ /z=1 dx. Stel x=1 t, dan x = 14t en
: x \ x+1 x+1 1-t2

ax = —2tdt
(1-t2)?

2
fl\/i‘-:-}d:::uf t dt:zf—%;-afdtz=
X Vx4 (1+t2)(1=t2) 1=t 14t

- [ [ 2 arctan t - 105 |22

T-t + T+t 3 -2 arctan t ¢+ C =

=log | x + Y21 -2 arctan ii% + C.

Algemeen kunnen wij

j‘Rat.fu. (x, :::g) dx, door \/%ﬁf% = t te stellen,

herleiden .tot | Rat.fu. (t) dt.

e B o 5 A 3 S i

Wij gaan thans over tot de bespreking van integralen van het type

‘f Rat.fu. {(x,\/axZ+bx+ec Jdx.
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1e ’-nnior, gegeven met enig voorbehoud, omdat er meestal veel
gereken uit voorkomt.

(Als discrim., > 0, dan

X=X

Vax %bxsc = Va(x-x, )(x-x,) = | x-x | x_x: .8
J en de integraal is teruggebracht op een vorig type.

Ale diserim. < 0, dan kunnen wij de integraal herleiden
tot fRat.fu. (t) At door te stellen

& \/ax+bxec = xVa + t.

Yoorbeeld,
f x _dx . Stel \/x’-x+‘f =x + t, dan
22 ex+1
142 ~2t1-2¢-2 3 £ +t41
X =57 b dx = (28017} dt 3 \/x -X+1 = Ty
| : 2t+2l
x ax_ _ [ _2t'-2 dtzf[g__ 2 ]dt_
\/x?-x+1 (2t41)? 2 (2t41)?
Sl 8 2 f ot
2 2841 2 J (2441)

1 . 1 1
=2t- 3108 Iztnhf;mq»c-

Opnefking Integralen van het type -

f px+q dx
\/ax?+bx+e

kunnen vlugger worden berekend door gebrulkmaking van de
grondintegralen.

dx

IR Av-—RN A3
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In ons voorbeeld krijgen wij :

f x dx 1 2x=1 dx + lf ax
1
. _1_fa<x=.x+1) ) 1f a(x-3)
2 \'/z' X+ € \ /(x-%)’ %
= \/x’-xn + % ldgl x-% + \/x*-x-ﬂ | + C,

2e manier | ter berekening van f Rat.fu. (x, \/u’+bx+c )dax,

speciaal ten behoeve van de berekening van ega.alde
integralen :

Door kwadraatafsplitsing kunnen wij de integraal herleidon
tot een der volgende 3 typen, die door een goniometrische
substitutie tot goniometrische integraal wordt :

a) fRat.fu. (x, \/1-x?)dx. Stel x = cos ¥.
b) _r Rat.fu. (x, \/x2-1)dx. Stel x = sec ¢.
c) f Rat.fu. (x.\/x’n)dx. Stel x = tang.

N.B. Let op de tekens, wanneer wortela worden getrokken !

1.of1\/‘::? dx

Stel x = com ¢ en neem ¢ z0, dat

ale 0 <x <1, dan §>v > 0.

Er volgt, dat binnen het integratiegebied geldt \/ein? ¢ = ain %.
1 1.3

[+] = )
f \ﬁ-x’ dx = -f sinly d¢ = % f(1-coa 29p)dy =
x
o o
= [ EQ

de oppervlakte van een kwart cirkel met straal 1.

=

-%Bin?cplz =-E,

[+
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HOOFDSTURK XI BEPAALDE INTEGRALEN

8.1 Brokken en repen

In het volgende spreken wij over het begrip k-dimensionaal gebied Gk
van een n-dimensionale ruimte Rn' met 1 £ k € n, Dit begrip is

vanuit ons standpunt moeilijk te definieren. Daarom volstaan wij met
het geven van voorbeelden :

1. Voorbeelden van een G1 zijn: een lijnstuk van R, een stuk van
een krommeé in Ré of R,.

2. Voorbeelden van een G2 zijn: een cirkelschijf of een massieve
veelhoek in Rz‘ een stuk van een gebogen

oppervlak in R,. .

3. Voorbeelden van een G, zijn: een massieve bol of een massief
veelvlak in R5 § een willekeurig lichaagm

{b.v. een worst) in R,.

é._ Een gebied mag zich ook tot in het oneindige uitstrekken (b.v. een
" halve rechte of allea buiten een bol in R,).

Een gebied is op diverse manieren te schrijven als "limiet van de
som" van elementaire gebiediss. Deze elementaire gebledjes, waarvan
de begrenzing veelal wordt gevormd door elementaire figuren zoals
punten, rechten, cirkels, vlakken, kegel-~ en cylindermantels, bol-
oppervlakken, etc., onderscheiden wij in

Brokken, waarvan alle afmetingen klein zijn, en
Repen, waarvan enkele, maar niet alle afmetingen klein zijn.

Een elementair gebiedje (dus een brok of een reep) duiden wij aan
door Ei' waarin i de dimensie van het gebiedje aangeeft. De maat

u(Ei) van een elementair gebiedje is de ons veelal bekende lengte,

oppervlakte of inhoud van de E, . '

Brokken

1. Beschouw in R, een segment x, <x <x,. Als x, =x, =4x
klein is, dan is dit een brok E1 met

|:‘: B (E1) = Ax.




3.

5

7.

X1.2

Beschouw een stuk van een kromme met booglengte As.
Als As klein is, dan is dit een brok E1 net

‘P-(E,l) = As,

Beschouw in R2 een rechthoek x, <x<x,, y <7 < Y, .
Als x, ~x = Ax en y, -y, = Ay klein zija, dan is dit

een brok E2 met
r(E) = ax Ay.

Beschouw in R2 aen sectorstuk 2 < < P, r, <rc«< r, -

Als 9, = ¢, = bp en r, - r = Ar klein zijn, dan is dit een

1 2

1
brok E, met een maat 5(“’2"‘91)(!'22 - r, 2 ), die in benadering is

w(E,)x rordp .

In R, is een klein blok een brok E, met maat
‘p.(E,) =AxAyhAz.

Beschouw in R3 een wigstuk, dat in cylinder~coordinaten r, ¢, z,
waarvoor dus

X =2rcosg, y=rsin ey, z = 2
geldt, wordt beachreven door

go1<cp<(pz. r, <r<r2 ’ z1<z<zz.

Me 9, -9 =8¢, 1, ~r =Ar, 2z -2 = 4z klein zijn,

il 2 2
dan is dit een brok E, met maat 2( ®, = @ )(zz -z, )(r2 -r* ),
die in benadering is

#r(E,) = rArdg¢aAz.

Beschouw in R, een blokachtig stuk, dat in bolcoordinaten p, ¢, 0,

waarvoor dus
x =p8in 0 cosp, y =psin 0 sln ¢, 2 = p cos ®

geldt, wordt beschreven door

¢, <9<y, B1<B<B,2, P, <pP<p,-
Als ¢, - =8¢ ,6 -0 =40, P, = P, = Ap klein zijn, dan is dit
een brok li:3 met zijden Ap, P, AS en P, sin 61 Agp , waarvan de maat

in benadering is
r(E )= p? 8inBA B8 A ¢ Ap.
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Renen

1.

12,

13.

4.

15.

-

17.

Beschouw in Rz een rechthoek x, < X <X, 0 <y < S
Als Ax = x, -~ %, klein is, dan is dit een reep E, met

B (Ez) = yob x.

Beachouw in R2 de reep, die door x, <x <x, uitgeaneden wordt

uit het gebied dat begrensd wordt door de grafieken van
£(x) en g(x). Me Ax =x, = x, klein is, dan is dit een reep E ,

waarvan de maat in benadering is

w(E) = ax. | £(x, ) - glxy)|

Beschouw in R, de sector 0 <r < Ty @ <o<e,.
Als Ay = 9, - P, klein is, dan is dit een reep EQ met
=1 g2
B (Ez) =3 r, A

Beschouw in R2 de cirkelschil r, <r < T, . Als Ar = r, - r,

klein is, dan is dit een reep E2 met

u(Ez) ~ 2nT AT,

Beeu:houwinR3 de staafx1<x <J|:2 ’ y.|<y<y2 ,0<z<z°.

Als Ax = x, =X, en Ay =3, =7, klein zijn, dan is dit een

2
reep E, met
p(E}) =2, AxAy.

Beachouw in R, de figuur begrensd door x, < x <X, , e
Y, <Y<Y, 0 <z < fix,y).
as Ax =3x - X, klein is, dan is dit een reep E3 met

Y
w(E)) = & x. Iz f(x1.y) dy.

7,

Baschouw in R, de plak, begrensd door

x, <x<x,, 7, <y<YT, s £(x,y) <z < glx,y).
s 8y =35, -7, Xlein is, dan is dit een reep Ii:3 net

X, X2
B (E,) mAY. {f g(x,y1)dx - j f(x,x')dx

11 21
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18, Beschouw de bolschil r, <r<r. Als Ar = r, -1,

klein is, dan is dit een reep Ig'met maat

_1L(% )w.irnq ‘ar.

19, Beschouw het ronde oppervlak van een afgeknotte kegel met

apothema As en stralenr, enr, van grond- en bovenvlak.

Als As klein is, dan is dit een reep E2 met maat

p(E )~ 2nr, As.

20. Beschouw een cylinderplak met straal r en hoogte A h,
Als A h klein is, dan is dit een reep E, net maat

p(E,) = mwr? Ah.

8.2 Meervoudige integraal, definitie.

Zij gedefinieerd een functie f op een gebied G, dwz. een voorschrift
volgens hetwelk aan elk punt van G een reeel getal wordt toegevoegd.
Wij wensen te definieren de integraal van I over G, notatie

G'rf

Daartoe brengen wij een verdeling wvan G in een groot aantal
gelijksoortige brokken E aan. Wij kiezen in elke brok een punt p,
bepalen de functiewaarde f(p) in dat punt en sommeren de producten
f{p)u(E). Tenslotte nemen wij de limiet van deze som, als het aantal
brokken naar oneindig en de maat ervan naar nul gaat.

De te definieren integraal is nu deze limiet, tenminste als hij

bestaat
: r _
3 WSS~ alle £ in G

Voorbeeld KEen gebied G2 in E& ziJ belegd met massa met eén dichtheid,

die in het punt {x,y) bedraagt f(x,y). De totale massa van G is dan J‘f.
¢}
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Voorbeeld Boven een gebied G2 in het vlak xOy ie gegeven een functie

f(x,y). De inhoud van het lichaam dat wordt begrensd door G y de

2
cylinder boven G, en de grafiek van f(x,y) is J‘f. '
G

Stelling De integraal van de functie f over het gebied G bestaat,
indien f continu is voor alle punten van G (eventueel met
uitzonderingen, waar f dan wel begrensd moet zijn)

Deze stelling wordt niet bewezen.

Voor J‘f geldt een aantal eigenschappen, die directe gevolgen zijn

G
van de definitie :

1, GJ\f is een recel getal

2

f(f+g) = ff + fg en f)\f = A ff voor A = constant
G G G G G

3. Jﬂf + J‘f = ‘rf voor niet-overlappende G1 en Gz'
+G

1 2 1 2

4, I1 = 1 (E)

5. Als overal op G geldt f < g, dan is

Je < fe.
G : G

De definitie van’ J\f hangt af van het gebied G, de functie f,
G ‘

en de gebruikte soort brokken. Men gebruikt de volgende notatie voor
f\ bij achtereenvolgens de zeven soorten brokken, die in par.1
q .

zijn genoemd:

1. G= lijnatuk, £ =f(x), p(E) = ax, dan ff(")d’“
: a

‘ o b
X Vb. de oppervlakte I f(x)dx.
: .

2. G= boog, f = f(s), u{(E) = Ao s, dan ,rf(a)ds
G

Vb. de arbeid van een kracht K(s) onder een hoek a (s) langs
een kromlijnige baan is

I% K(s) cos a (s)da.

8
1




3. @ =

vb.

Vb,

5. G =
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schijf, £ = f(x,y), w(E) =axA y, dan ff f(x,y)dxdy.

e ‘
De inhoud van de cylinder boven de schijf G in het xOy-vlak,
die wordt afgeknot door de grafiek van f(x,y).

Het moment t.o.v., de y-as van een schijf G in het xOy-vlak
met massaverdeling f(x,y) is '

G'U x f(x,y)dxdy.

- schijf, £ = f(r,9), 1 (B) =rArA¢e , dan _Uf(r,(p)r drdy,
G

De massa van een schijf, waarop de massaverdeling in
pooleoordinaten wordt gegeven door f(r,e¢).

worst, f = f{x,y,z), u(E) =axAyaA z, dan fffi’(x,y,z)dxdydz.
G .
De massa van een lichaam G met massaverdeling f(x,y,z).

De inhoud.van de vierdimensionale bol, waarvan de vergelijking
in R, luidt x24y2+z23+t2= 1, is

2 ,ﬂf -¥? -y2-2? dxdydz
G

waarbij G het inwendige van de driedimensionale bol
xe + yZ + Zz =1 130

De inhoud van het lichaam G is J[[ dxdydz.
G

worst, £ = f(r,9,2), 2 (E) = rAra¢g Az, dan

fff t(r,¢,2z)r drdedz.
G

Het traagheidsmoment t.o.v. de z~as van een homogeen
lichaam L met massadichtheid 1 is ‘

.”.r(l’;hyz)dxdydz = [[f 2 .rdrdyaz.
L L

Het traagheidsmoment t.o.v. het vlak z = O van een lichaam L
met massaverdeling m(r,¢,z) is

fff z? m(r,p,z)r drdydz.
L
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7. G= worst, £ = f(p,0,p), e (E) = p2sin 8 dbdypdp,

dantff £(p,0,0)p? sin 0 asdedp.

Vb. Het moment t.o.v. O van een lichaam L met massaverdeling
n{p,0,¢) is

fIf o mlp,0,0)p% sin 6 dpdede
L

Opmerking Uit de momentenstelling volgt voor de coordinaten
van het zwaartepunt (£,7n,() van een lichaam L met
masaaverdeling m(x,y,z) :

Jj]’x m(x,y,2)dxdydz JIf Y m(x,y,z)dxdydz
= L zL

' n
[ff m(x,y,z)axdydz SIS mlx,y,2)dxdydz
'L . L

JTf z m(x,y,z)dxdydz
L

) J]J’ m{x,y,z)dxdydz
L

Stelling | De integraal van f over G is, wanneer f en G fatsoenlijk

zijn, onafhankelijk van de gebruikte soort brokken.

Wij kunnen deze stelling hier niet bewijzen, daar de gebruikte
begrippen niet scherp genoeg 2zijn gedefinieerd. Voor de dubbel-
integraal is de stelling door zijn interpretatie reeds plausibel,
want _ _

. Jj‘f(x.Y)dxdy‘a JT f(r,p)rdrdy
G G .

betekent bijv, dat de totale massa van de schijf G met massaverdeling
fix,y) = £{ x(r,9), y(r,9) ) £ T(r,¢) dezelfde is onverschillig of
men G in rechthoekjes verdeelt en tot de limiet overgaat, dan wel of
men G in sectorstukjes verdeelt en tot de limiet overgaat.

Evenzo geldt voor drievoudige integralen in rechthoekige-, cylinder-
en bolcoordinaten

J]]1 f(x,y,2z)dxdydz = J]], f(r,¢,z)rdrdedz = f]]\?(p,e,w)d%inedpdwde,
G G G
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8.3 Herhaalde integralen, dubbelintegralen,

Voor de berekening van enkelvoudige integralen beschikken wij
reeds over de

Hoofdstelling | Als w (%) zo is, dat ¢ '(x) = f(x), dan is
b
J £(x)dx = ¢{b) - ¢ (a).

a

De berekening van meervoudige integralen zullen wij terugbrengen
tot ‘de berekening van een aantal enkelvoudige integralen. Daartoe
verdelen wij het gebied G niet in brokken, doch in gelijksoortige
repen., Aan elke reep kennen wij toe de functiewaarde f.
reep ‘

De berekening geschiedt dan met behulp van de volgende, enigszins
vaag geformuleerde en in de huidige opzet moeilijk bewijsbare,
maar wel plausibele stelling :

Stelling f
f =
G

S o]
over alle [will.reep
repen in G

Deze stelling drukt uit, dat men de integraal van f over G niet
alleen als limiet van een som van bijdragen van een verdeling in
brokken, maar ook als limiet van een som van bijdragen van een ver=-
deling in repen kan beschouwen, waarbij de bijdrage over een reep
zelf weer als limiet van een som te heschouwen is. Wij lichten dit op
2 manieren toe voor de dubbelintegraal

GJJ‘ f(x,y)dxdy

1e interpretatie Interpreteer de dubbelintegraal als inhoud wvan de
door de grafiek van f(x,y) afgeknotte cylinder boven de schijf G
in het xOy-vlak, waarbij wij ons G ingeeloten denken door de krommen

y =y, (x) en y ya(x)
die gedefinieerd zijn voor a { x £ b en waarvoor geldt y,(a) = yz(a)
en y1(b) = yz(b). Verdeel G in repen evenwijdig aan de y-as met

breedte A x, dan is de integraal van f(x,y) over zo'n reep, dus de
inhoud van de plak boven de reep,

J‘f X OAX fyz(X)f(x,y)dy.

reep y1(x)
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Deze integraal is afhankelijk van de x-coordinaat van de reep.
Vervolgens integreren wij over x, dus over de repen, en komen 20 tot

b yz(x)

ff f(x,y)dxdy ='f dx [
G a

Wanneer wij ons het gebied G ingesloten denken door de krommen

f(x,y)dy]
Y, (x)

x = x1(y) en X = xz(y).

die gedefinieerd zijn voora £y £ B en waarvoor geldt x1(a) = xz(a)
en x1(B) = xz(B), en wanneer wij G verdelen in repen evenwijdig

aan de x-as met breedte A y, dan krijgen wij op analoge wijze

B x, (y)
J]ﬁ f{x,y)dxdy = I dy [ Jﬁ f(x,y)dx}.
G a Lx (5

i De dubbelintegraal is dus op twee manieren herleid tot een herhaalde
th integraal, die op de gewone wijze kan worden berekend.

2e interpretatie. Interpreteer de dubbelintegraal als de totale

massa van de schijf G met massaverdeling f(x,y}. Dan is J‘ b 4
reep

de totale massa van de reep. Ook hier vindt men als de herleiding
van dubbelintegraal tot herhaalde integraal

b y, (x) B xz(y)
J]ﬂf(x,y)dxdy = I dx J‘ t(x,y)dy = J‘ dy Uf f(x,y)dx
G ya(x) (y)

[+ 1
a ‘X“

BEPAR Ry AT D iie

T

2
Vb.1 Jj’x y? dxdy met G : E; + L= ¢ 1. Antwoord : O.
G a

Vb,2 2ij G het kwart in eerste kwadrant van x? + y? < 1.

2 ,y2
Gevraagd wordt J]qex +y xydxdy.
G

Verdeel G in repen evenwijdig aan de x-as. Dan
1 V1-§3
2 2 2
ly'ex2+y xydxdy = J‘ ¥ e dy I x e¥ dx =
G
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Vb.3 2ij G de driehoek die in het xOy-vlak wordt ingesloten
door de rechten y = 2x, 2y = x, x+y = 3.

Om J]‘xydxdy ovef dit gebied te berekenen verdelen wij G eerst
door de rechte x = 1 in twee gebleden G1 en Gz' die wij elk

in repen evenwijdig aan de y-as verdelen,

3 2x 2 T=x
.U = ff + ff =I dx I xydy +I dx I xydy =
G G, G, o s 1 1%
2 2
1 2
- Leuxz x2 J‘ o (3ax)? o le2y -
= J1 x dx 2(hx P ) + x dx 2[ (3-x} = ] =
o 1 '
2
1 = %2 x3dx + % .r (3x3 - 24x2 + 36x)dx = %2 .
3 1
I
£ ™ '
; Vb.4 Gevraagd J‘ dx .f sin(x+y)e® ™ Y 4y.
0
De binnenste integraal is zeer moeilijk. Wij schrijven de

herhaalde integraal eerst als dubbelintegraal over het gebied G :

de rechthoek 0 { x gn, 0 L7 £ g».
Vervolge%s verdelen wij G in repen evenwijdig aan de x-a=s, dan
T z % T
Jﬁ dx .f f(x,y)dy = .[[ f{x,y)dxdy = ‘f dy Jﬂ fix,y)dx =
<] () G o o
g gin T
= f dy . & y f sin(x+yldx =
o o

Vb.5 Gevraagd J1 ¥y dy Lr

: Daar de binnenste integraal te moeilijk is, schrijven wij eerst
% een dubbelintegraal. Het gebied G is het gebied boven de x-as,
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A1

dat rechts van de parabool y? = x ligt. Dit gebied verdelen
wij in repen evenwijdig met de y-as, dan

. T
ff—L—dxdy - [ S fx ys &y =
[+] 0

14x 8

o0 [~}

I y’dyf

b4 y2 1+x8

OO o
_f dx 1.5 . A J‘ dx* _ =
9 14x 8 g -Z-E S a8 -Eg

Gevraagd J:f _"'_JLE over G : bx? + y2 31

(x?+y?) :
Wij voeren poolcoordinaten in. De vergelijking van de ellips
Lx? &+ y? = 1 in poolcoordinaten is r2(4 cos? ¢ + sin?¢) =

De integraal gaat over in

Jf g = qr=eee 5o

n w0 t .
2 2 «
=4f deo j & -2 ae [--12-] =
(o] 1 : r . r 1
\m cos?p +6in?¢ \/ﬁ cosch-o-sinztpl
7t
e n
=2 (4 cos?¢ + s8in2 ¢ }do = %r
o

Gevraagd de inhoud die wordt ingesloten door de cylinders

x? + y? =1 en x? + 2? = 1. Wij beschouwen het lichaam als de
cylinder op x? + y2 = 1 in het xCy~vlak, die wordt afgeknot
door de grafiek van z = \/1-x?. De gevraagde inhoud is dus

[[ V=7 axey,
G

waarbij G het eerste kwadrant van x? + y2 £ 1 is.

Verdeel G in repen evenwijdig san de_y-as, dan
1 1=x?
8 J])V1-x2 dxdy = 8 f, V1-x2 dx dy =
G ]

o]

1
8 16
=8£ (1-x3)dx=8--3-=-3—.




Vb.8 Gevraagd de inhoud van het lichaam dat wordt begremnsd door

0z, 0gzt~xt-y

XIL.12

Dit lichaam blijkt te zijn een kegel met O als top en de z-as
als as. De grondcirkel is de cirkel in z = 1, die als projectie

op het xOy-vlak heeft de cirkel x2 + y2 =

Noem deze projectie G, dan is de gevraagde inhoud (als functie

worden 2z = 1 en 2 = Vx2+4y?' beschouwd)

11}1;dxdy = JU'sz+ya dxdy = n = I]‘r.r drdyp =
G G G

o)A

= 4Id flrzdr-n-h 1-1x
“"'o @ i *2°3°3

s

8.4 Drievoudige integralen.

Door de stelling van paragraaf 3 tweemaal toe te passen kunnen
wiJ] drievoudige integralen herleiden tot enkelvoudige integralen,
Dit geschiedt als volgt.

G zij een gebied in R . Op G zij gedefinieerd f(x,y,z).

Laat G liggen tussen en geraakt worden door de vlakken

x =a en x = b, belde dus loodrecht op de x-as,
Breng aan een willekeurig vlak loodrecht op de x-as en laat de
doorsnede van dit vlak met G liggen tussen en geraakt worden door
de rechten

y =y,(x) eny =y, (x).

Breng aan een willekeurige verticale rechte in het willekeurige
vlak en laat deze rechte de doorsnede met G snijden in de punten

2z =z (x,y) en z =1z (x,3).

Dan is

Y, (x) z, X,¥)
jj]mf(x,y,z)dxdydz f dx dy t(x,y,z)}dz.
a Y, (x) z, (x,7)

Vbh.1 Gevraagdjjyn—gzixgi—
(x+y+z+1)

over het gebied G in het eerste oktant dat wordt begrensd
door de coordinaatvlakken en het vlak x + y + z = 1,
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‘ 1 1=x - Tax=y
fff dxdydz - jdx dy dz -
a (x+y+241) > X=0  y=o 230 Cx+y+z+1)’
v 1=x 1 z=1-x-y. .
= '(. dx [ dy . - =
3 o [2(x+y+z+1) %<0

1 1= i) 1=x
-%J dxfdy+1fdxj-—dz-—-=
o o

2 o (x+y+1)?
1! 1l ¥y=1=x
1 1f -1 _
= -y (1-x)dx + 3 dx [x+y+1] =
o _ ° y=0
1
o 1[ 11,1 5
T8 3y dxl 5 -7l =35208.2-%.

Vb.2 Gevraagd fff Lf dxdydz over de oneindig lange balk, die

2 wordt beschreven door 0 £y < 1, €21 1g
1
fff 2 dxdydz = 1lim I f ydy zdz =
K N-t” x
d 1 o =]

Vb.3 Gevraagd het traagheidsmoment t,0.v. de z-as van de homogene

kubus | x| <h, |yl<h, |2z}gh.
h h h '

T = ff (x?+y?) dxdydz =f dzf dy‘[ (x2+y2)dx =
=h =h h

=2hJ.hdy(éh3+2hy2)~-l§h’
) 3 3
Vb.4 Gevraagd fff—-d-m-z—’ over G : Lz > 3.
(x2+y2422)

1e manier: met cylindercoordinaten
X=rco89, y=rsein¢g, z =2. Dan

T oo

drd d r 2 r d4r
fff (22 472 ) -2 .5[ GZJ dtpof (22 42r?)?
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2e manier met bolcoordinaten

x =pein 8 cosy, ¥y =psin 60 8in ¢, 2z = p cos 8

7
plsin © dBdpdg _ , J-Z" w? 46 T 2in @ oo _
G\ILI p* S o EE%?T p2
% A
=*+1rj dﬁ.sine.[-g]m =-’;E-jsin8coa Gd&z%—l‘
o 3/cos 6 J

De inhoud van de 4-dimensionale bol is volgens paragraaf 2
I = 2J]]1 Vi-xZ-yZ-zZ? dxdydz over G: xZ+y’+2? £ 1.
Wij gebruiken bolcoordinaten en stellen straks p = sin a.

T =2[f[ V=% o2 sin 6 dpdedy =

1
de f pt V1-pT dp

[+

n .
2[ sin 6 40
o]

1]
1}

o oc__ﬂg

2 .2 .« 27W .J\ sin?2a costa da
°

Nl

Gevraagd het traagheidsmoment t.o.v. de z-as van het lichaam G,
dat door het vlak z = x wordt afgesneden van de omwentelings-
paraboloide x? + y? = z.

Wij voeren cylindercoordinaten iny dan is de vergelijking van
het vlak 2z = r cos ¢ en van de paraboloide z = r2,

Voor de projectie van de snijfiguur geldt r = cos ¢.

JI] (x2+32)axayaz = [[f r>arapaz =
T

2 cos ¢ r cos¢y
ZJ‘ de f r’dr f dz =

o o r?

T

[}
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11
cos 3
1 b
de Jﬂ drlrtcos ¢ - r’] = 15 J‘ cosby dp = T4
o o

%Nl-‘-i

Stelling van Guldin (1577 - 1643)

De inhoud van een omwentelingslichaam is gelijk aan het
product van de oppervlakte van een meridiaandoorsnede en de
lengte van de baan die het zwaartepunt van de meridiaan-
doorsnede bij de wenteling aflegt.

Bewilis

Stel dat het omwentelingslichaam L ontstaat door wenteling om de
z-ag van de in het x0Oz-vlak gelegen schijf G. Wij gebruiken cylinder-
coordinaten.

Inhoud = ‘ﬁf dxdydz = J]]1rdrdwdz =21 J]nrdrdz = 2% Jif xdxdz.
' L L G G

Voor de x-coordinaat ¥ van het zwaartepunt van G geldt

z GJ]‘dxdz = Gf]'xdxdz, dus

Inhoud = 2= £. Opp. G.

Vb.7 Gevraagd de inhoud van het lichaam, begrensd door

[ \/x2 + yz - ] 2 L a2 = b2, (a > 1)

Uit het onderzoek van de doorsnede met x = © en met 2 = o
blijkt, dat het lichaam een torus is., De inhoud is dus

2na . T b2 = 212 gh?

Vb.8 Gevraagd het zwaartepunt van de halve torus y > 0.
Uit symmetrie-overwegingen volgt dat het zwaartepunt op de
y-as ligt. Voor de y-coordinaat n geldt

1?2 ab?y =‘££fydxdydz = JUT r? sin ¢ drdedz =

L] a+b . +V
= i 4d d
ofsn¢¢a_[br r:[

met V = \Vb2-(r-a)? . Stel r - a =b cosa, O La £, dan
a+b
nfab?n = 2.2 f r? Vb2-(r-a)? ar =
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o
=-4p? J' (a+b cos a)? sin? o da =
T

_ La? +b?

- 2 2 I 2 T
=42 [ a 5+ 0O +Db : ] Tus N ETTY

8.5 Vlakke Oppervlakten.

A. Rechthoekige coordinaten. O = JP f{x)dx.

a
x? g2
Vb.1 Gevraagd de oppervlakte O van de ellips St = Te
a b
‘ b
Beschouw de functie y = > \/az-x2 , dan
a a
- b Tox? -5 2 \r Vaiox? dx =
0 = hdr 3 \/a x?2 dx = & a g alax? dx =
=4 E . opp. kwart cirkel =mab.

Vb.2 Gevraagd de oppervlakte O van de lus van y? = x?(1-x),
Wij tekenen de grafiek door op te merken, dat x > 1
verboden gebied is, dat er symmetrie t.o.v. de x-as bestaat,
en dat de functie y = xV1-x nulpunten in (1,0) en (0,0)
en een maximum in ( %, % V3) vezit. Nu is

1
0= Zf xV1 = x  dx. Stel V1 = x = t, dan
o
o |
0 = -2f (1-t2)t 2tdt = 4 f (t%-t*)at = 8/15.
1 o
2/3 2/3
Vb,3 Gevraagd de oppervlakte binnen de astroide x +y =1,

Wij tekenen de grafiek door op te merken, dat er symmetrie
t.o.v, de x-as en t.o.v. de y-as bestaat, dat met impliciet
1/3
differentieren volgt ¥y' = -(y/x) s en dat de functie
2/3 3/2
Yy = (1-x )

verloopt binnen | x| £ 1.
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Nu is 1 _
2/3 3/2 - 3
0 = 4‘/‘(1 - X ) dx. Stel x = t, dan
(o]
1
3/2
0= 4.3.f (1 - t2) t?dt. Stel t = ein ¢ , dan
o
Tr/a 111 ' T
O=12°j‘sin2wc08"cpd(p = 12 . '“".E-“—gft-
B, Poolcoordinaten. _
De oppervlakte van de sector, die wordt begrensd door P = oy

= B en de grafiek van de kromme, die in poolcoordinaten wordt
gegeven door r = r(g), is de %}miet van de som van een aantal
sectorvormige repen met maat 7 r?Ag. De totale oppervlakte is dus

B
0 = %,f r2(p) de .
4

Vb.4 Gevraagd de oppervlakte O van het lemniscaat, dat de
vergelijking in rechthoekige-, resp. in poolcoordinaten

(x2+y2)% = a2 (R -y?) resp. r = aVcoe 2¢  heeft.

Wij tekenen de grafiek na opgemerkt te hebben dat er symmetrie
t,0.v, de x-as en t,o.v. de y-as bestaat, en dat er slechts
punten zijn als

- E p £ Z en %F L9 £ %F. Dus

T

L

j a’cos 2p dyp = a?
o

N_I

Vb,5 Gevraagd de oppervlakte O van de lus van het folium van
Degcartes, waarvan de vergelijking in rechthoekige- resp.
in poclcoordinaten luidt

3 cosysing

x*+y®> = 3xy resp. r =
cos’p+sin’y

nlA

0=%f 9 sin’ycos® ‘Equa. - Stel tan ¢ =t
J (cos’p+sin’y)

o

t?dt  _3 fcl(_t_ﬂz

0:2 = =
2 (41 2 (£341)7 2

ot——2
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Vb6 Gevraagd de oppervlakte O van één boog van de cycloIde,
- waarvan de vergelijking in parametervorm luidt

x =at = a sin ¢t 3 y =a-acost
Wij gebruiken

21 paT : :
0 =J. y(t)dx(t).:',f (a-a cos t)d(at-a sin t) =
) Y '
2% 72n . ,
= a? f (1-cos t)?dt = a? f (1=2 cos t-l-%-ﬁ-% cos 2t)dt = ma?
o o

8.6 Gebogen lengten en oppervlakten.

A, Teneinde de 1en5te van de kromme y = f£{x) tussen de punten
A en B te berekenen, verdelen wij de kromme in brokken ter lengte

As = VA:"‘-;-Ay? = Ax\/1 + x

De 1eng£e van de kromme tussen x = a en x = b 1s dan
b 2
8 = f 1 (ﬂl) dx.
. 2 . dx

Vb,1 De lengte van de parabool y = x? voor 0 £ x £ 1 is

1
f \/1 + 4x?2 dx. Stel 2x = tan ¢ , dan
o ,

8 =
2
arctan 2 arctan 2 Vs
a-lf de _ 1 J‘ d sin ¢ =_1_J" at
2 oV cog’e 2 (1-sin®g)? 2 4 (1-t2)?

als sin ¢ = t gesteld wordt, De onbepaalde integraal is

f(qftz) Jq--t2 f(:i:t) "L e 2f

j‘dt 1f at _
2(1 %) 2J 12

1 1f(_&+_&) . ot
2.2 1-¢ 1+ ¢ 2(1-1',2) -

1+t + 'i:
1=t 2(1-t?2)

-11; log
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8 = % log (2 + V5 ) + %'Vgi

B. In parametervorm x = x(t), y = y(t) 1luidt de formule

: 2 2
\Vax24ny? = \/(%%) + (%%) At, dus
. t,

s = [ \Jxugr et
t,

Vb.2 De lengte van een boog van de cyclofde x = at - a sin t,
y=a=-acost is '

2 . P - } 27
j \/az(1- cos t) +a’sin?t dt = a J‘ \’2-2 cos t dt =

ft

As

8 =
o) =]
2x 1
=2aJ'sin-§tdt=8_a.
o

C. Voor poolcoordinaten x =r cos¢, ¥y = r sBin ¢ gaat wegens

x2 + y2 = pr?2 4+ r?

de formule over in
?,

s=j \/i‘z+r2 de
q)1

Vb.3 De lengte van de cardioide r = 2a(1 - cos ¢) is

2n ' A 2n
f 4a?(1-cos 9 ) +ha?sin?y d¢ = 2a f\/2-2 cosyp dy = 16a.
o o

D, Teneinde wvan het lichaam,: dat wordt verkregen bij wenteling om
de x-as van y = f(x), a £ x { b, de ronde oppervlakte te berekenen,
verdelen wij het lichaam in repen, die in benadering kegelmantels
zijn met straal y en apothema A s, dus met oppervlakte

2nyAs )
De ronde oppervlakte bi] wenteling om de x-as is dus
b
0 = j 2n y\/1+(y*)? ax
a

en, als de kromme in poolcoordinaten door r = r(p) wordt gegeven,

B

0 = f 2nr sing \/r? + »r? deo.

a
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Vb.l4 Het lemniscaat r? = cos 2 ¢, waarvoor dus r¥ = - sin 2¢ ’
wentelt om de x-as. Dan

'E ,
0= 2f 2x sing \/r*sr?#? dg =

El

= 41:8 siny \ /ein?2¢ + coa’Zcp' dg =
o

= 4xl sing dop = 4x (1 - %fz).
o

E. Wij wensen te berekenen de oppervlakte van de grafiek van
g = £(x,y), die 1igt boven het gebied G van het xOy-vlak, Daartoe
verdelen wii het te berekenen stukoppervlak in brokken, waarvan
de projectie de maat A x.A Yy heeft. Het raakvlak in het punt
(xo. lo) van een brok heeft de vergelijking

[+] ] iz
5-50-(3;) (x-xo)+ (-a-;) -(y-ro).
~7 o o
De normaalvector op dit raakvliak heeft de kentallen

[-(&) . -(&) ]

Als y de hoek tussen deze normaalvector en de z-as voorstelt,
dan is de maat van de brok

oz as
BT ax sy  Vrela)-G3)

De gevraagde oppervliakte is dus

0 = fo\/‘t + (gf)’ R (gg)a'dzdy,

oy

of, in cylindercoordinaten wegens een formule uit hoofdastuk IV

0= d”\/1 + (g—:-)’ . %2(%)2 r draq
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Vb5 Gevraagd de oppervlakte O van de kegel £2? = x? + y2, die
3 binnen de cylinder x? + y’ = 2% ligt.

Voor z = \/z’-u-y‘ :|.s = v;;:yT sﬁ

0 =2ff\/1 *(aif)’ 41(%)'1@1; =2 ﬂ\f?dxdy = 2V7'x.
G a

s dus

Ybe6 Gevraagd de oppervlakte O van de cylinder x? + y? = 2x; die

binnen de kegel 2?2 = x? + y? ligt.
Verdeel de op de cylindermantel gelegen oppervlakte (die niet

alleen door 22 = x? + y? maar ook door z? = 2x wordt afgesneden)
in repen evenwijdig aan de z-as, met maat 2sAs, waarin A s
een booghrok van de grondcirkel van de cylinder is.

De gevraagde oppervlakte is dus 2J‘zda over de cirkel
x? &+ y? = 2x.

0= afgd& hj V—"\/q + (y)° dx ,
dus, wegens y = V2x-x?

2
o.uf\rz—L—ax.uﬁ
2x-x?

o —_— 6[‘ V;?-16

8.7 De errorfunctie

In de astatistiek speelt de errorfunctie

2 x
ar x = l

een belangrijke rol. Meetkundig stelt hij voor de oppervlakte
tussen de t-as, de rechten t = =x en ¢t = x, en de grafiek van

(1) S st

Vx'

Opmerking 1. De errorfunctie is een voorbeeld van een functile,
die 1is gedefinieerd als een niet in elementaire functies uit te
drukken integraal. Voor numerieke tabellen zie Jahnke ~ Emde,
Tables of functions.
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Opmerking 2, De grafiek van de functie (1) is een speciaal geval
van de foutenkromme van Gauss (of normale frequentiekromnae)

. (eew)?
1 2q?

.
D

namelijk voor p = QO en ¢ = L » Bij een experiment, dat een groot

2
aantal malen wordt herhaald, blijkt‘)de kans op een waarneming tussen
a en b soms te zijn

b TN
J‘ 1 o 201 at,
oV 2x

waarin p het gemiddelde en ¢ de spreiding van de waarnemingen is.
De kans op een waarneming tussen - » en « moet dan 1 zijn. Voor erf(x)
gou dit betekenen

S 2
Lfo'tdt=1
V=

Bewijs van deze formule:
Wij berekenen op twee manieren

ex? ay?
f f e X T axdy ; G = eerste kwadrant van xOy-vlak.
a

Eerst benaderan wij G door aen vierkant N x N met N+ o ¢

-] - | ‘Xl -yl
ff Y axdy = lim f"uJ‘".x Yay =
o o

G N-soo

N'-xz N .2 N ‘-t!' 2
=1lin | e dxj 7 ay = lim e 4t =
N-+o A Ne+w

[ e

o
Vervolgens benaderen wij G door een kwartcirkol met straal R . & ¢
2 .
-’ - . - 2 - 2
[fo T axty = ff.rrdrdcp=lim_[ d:p? e’ rdr =
G G °

R+ O

*} Zie H.Freudenthal, Waarschijnlijkheid en statistiek.
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R 2
1lim '\f e 4(-r?) = E .

R+

+a

Gelijkstelling der antwoorden levert

Ve 2

waarmee het gestelde bewezen is,

erf (=) = - J‘ et at = 2, L = 1,
v J
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