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Examen en Tentamen opgaven Wiskunde II

In dit tentamenboek zijn opgenomen alle wiskunde II tentamens:

uit 1960 t/m 1963 met antwoorden, resp.

uit 1964 t/m 1968 met uitgewerkte oplossingen

(de multiple choice proeftentamens 1962 t/m 1964 met antwoordcode).

Voor studenten, die cefenstof zoeken voor een bepaald onderdeel van Wislkunde
II, is het boek toegenkelijker gemaskt door toevoeging van een tabel (achw

terin dit boek), die de indeling van de collegestof geeft over de bhesproken
tentamens,

Ieder tentamen is aangegeven met een code:
in letters (P,II,H) het scort (proef-, deel-, herkansings-) tentamen;

H
in cijfers de maand en het jaar waarin het tentamen plaats vond.




II 1,60
Tentamen Wiskunde II op maandag 4 januari 1960.

1. &) Bepaal alle reZle oplossingen van de differentiaalvergelijking
" " - -}E
y'' -y" + 2y =e " cos x.

b) Gegever is de rij

a met lim a_ = O,
n noeoo D
jl Bewijs dat
‘i * +1
. n
2T ey s ay)

convergeert en bepaal de som.

2. a) Bepasal de oppervlakte van dat deel van het zadelvlak z = Xy
dat ligt binnen de c¢ylinder

2
(x> +y) =x2-35%, x=o0

b) Bepaal de massa van een bol, waarin de massadichtheid even-

redig is met de afstand tot het middelpunt.

Za In het xy-vlak is gegeven de kromme 2xy = 1 en de rechte x + y = O,
1) Bepaal de vergelijking van het oppervlak dat ontstaat door wente-
ling van de kromme ¢om de rechte.

2) Bepaal de beschrijvenden van het oppervlak die gaan door het
in' punt P(O’Ur1)°




‘ 4o &) Geef aan voor welke z in het complexe vlak de reeks

00 =y 2N
Z - 7
L
n
1
convergeers,

Toon asn dat de som (als ze bestaat) > -1 en <=0 is,

L
(1--}25) - 008 X + X arc cos =

b) Bepaal 1lim - - 2,
X =0 log {1 - -2-) + arcsin 3
Antwoorden Tentamen januari 1960.
1. a) re™® + e*(ncos x + vain x) + Jé-e-x (cos x + sin x)

(A1, V rekel)
b) Som = a,.

10

2. a) _§---g'e

b) Als massaverdeling = 4p en straal bol = R, dan is M = mAR’,

Be 1) | Z2+232Y—1=0.

2} x= (0,0,1) + p(1,0,0)
x = (0,9,1) + 9(0v1’0)-

4e a) -%—Glmzs%.

&

II 1.60



P 5‘60

Proeftentamen Wiskunde II op zaterdag 12 maart 1960

1. a) Bepaal alle reéle oplossingen van
¥y +y" +y =0,
b) Bepaal de oplossing van
y" -y =x
waarvoor geldt
y(0) = y'(0) = y"(0) = 0 .

2. Gegeven:

i i
Z =eq’, zz=1e¢, ~-n<@g=mn,

&) Teken z, en z, voor zekere 9.

z, +1 z, +1
b) Voor welke 9 bestaast arg - ? Bepaal arg —

7 voor deze waarden

o+ 1
1 %

van Q.

¢) Bepaal de uiterste waarde(n) van Re(:z1 +zz) .

3. a) Onderzoek of de reeks
oo 1.
ni(‘I - cos q;)
convergent is,
b) Gegevén

1
1im a-n -

1, ~00

Onderzoek wvoor welke refle waarden ven x de re=ka

= -]
n
i oex
n
n=1

convergent resp. divergent is.

4. Bepaal met behulp van standaardreeksen de derde afgeleide in het punt x=0
van de functie

f(X) o 10&‘1"'12 -~ gin x .
h—x
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P 3.60

Antwoorden Proeftentamen maart 1960

1.a)y= e%x(cc cos 2x V3 + B sin %xﬁ) +e"%x(-r cos %x\B + b sin —%x\(g)

(a, By Yy B redel).

b)ysex-1-x-';—x2-;—x3.
n
2.v)9¥5, 9fn.
zz+1 1] u' an n
arg 7= % (-1:<;p<5) Tesp. - 4 (~2-<(p<n).
1
T

c)cpa:-4 :Re(z1+zz)= 2, ma ximum ;

= I
4

Re(z1 +z,) = -2, minimm.

3. a) Divergentie.
b) Convergent voor -1 < x < 1, divergent voor |x| = 1.

"3
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II 6,60

Examen (tentamen) Wiskunde II op maandag 20 juni 1960.

1. a) Onderzoek voor welke waarden van p de reeks

arctan ;L-

bY
n=1 n

convergent resp. divergent is.
b) z doorlcopt in het complexe vlak de omtrek der rechthoek ABCD,
wearbij A, B, C en D de beeldpunten zijn van resp.
. 1 . 1 . .
-1 log 2, g -1 lecg 2, ra + i log 2, i log 2.

Beschrijf nauwkeurig de baan welke w = el? dan doorloopt.

2. &) De kromme
2 2
Ks [x - 22° = 1
y =z
wentelt om de rechte
= A(0s191)-
Bepaal de wvergelijking van het omwentelingsoppervlak,

b) Bepaal de meetkundige plaats der rechten die de rechte

225
z=y=0

en de kromme

ix2+y=o
z = 0




I1 6.60

snijdén, en evenwijdig zijn met het vlak y = 1,

3. &) A is een lineaire afbeelding met nmulrnimte
X = p(1,1,1).
Bewijs dat
p= (1,11)
eigenvector is.

b) A is een lineaire afbeelding van R, in R, met matrix

T3 4 7
-1 1 -2 3
2 4 7 9

Bepsal bases voor beeld- en nulruimte,

¢) A is een lineaire afbeelding van R, op R,
De eigenwaarden van A zijn 1, 3, en -2, met achtereenvolgens

de eigenvectoren:

9(1’191)7 0(15-2:0) en 1(210’1)-

Bepaal de matrix van 4,
%', a) Bereken

+7

1 1
f (-'5' - 2 ) dxr
o) X 8ln X

b) Bepaal het convergentiegebied van de reeks

L — e (denk san de rand).



IT 6,60

4. a) Bereken de oppervlakte van dat deel van de cylinderwand

x2+zz=‘\

waarvoor
x2+y2<1
1 x +y =1
i .0

y=0, z=0

b) Bereken
1 T‘
f &y D[ dx
0 arcsin y \}1 + cos x

Antwoorden Tentamen juni 1960.

1, a) P >-;— : convergent, P S-;— : divergent.,

b) AB: cirkelboog |w| = 2, argument toenemend van O tot -;-1:.

y modulus afnemend van 2 tot 15.

]

BC: rechte lijn argw =

[4)9

CD: cirkelboog |w| = 15 , argument afnemend van gtot Q.

DA: langs de re&le as van %-na.a.r 2.

2, a) x2~2yz=-1.




116,60

b) Twee stukken:

2
y =03 Xy + (y - 2) =L

3, &) Eigenwearde van p 18 Q.

b) Basis beeldruimte DevVe: (0,-2,1) en (2,0,3)

Bagis nulruimbe  Beve: (5,1,=2,0) en (13,0,=5,1).

c) 13 =B o2
4 5 =B
-6 =3 10
3. 8) 2
b) |z - 2[ <1, mear z # Je
4. a-) 2 - %ﬂ-



Ir1,61

Examen (tentamen) Wiskunde II op dinsdag 10 januari 1961.

2o

30

4

Se

Bepaal alle refle oplossingen van de differentiaslvergelijking
' + 4y = sin x cos x.

Voor welke complexe z geldt:
log ]ez| < Izl -1,

Teken in het z=-vlak het bijbehorende gebied.

Voor welke refle waarden van x (0 < x € 2 ) convergeert de reeks:

Voor welke waarde(n) van & bestaat de volgende limiet:

2
(146)* - &* F
log (1+t) = ain t*

t=0
Bereken bij elke gevonden a de limiet,

Bewijs dat de afstand van het punt P(xo, Ty zo) tot het vlak
ax + by + cz2 =~ d gelijk is aan:

|ax + by, +cz£ - 4|

Ya + b2 + cZ




II 1.61

6. In de ruimte is gegeven de kromme

Lz==‘l+co:a't;.

Bepaal de vergelijking van het oppervlak, dat ontstaat als deze kromme ge-
wenteld wordt om de vechte x = A(1,1,1).

@

8. B is een lineaire afbeelding van R, in zichzelf met matrix

1 .
2
7. Bereken f %)—dx .
0

1 1 2
B = 1 1 .
1 1 1

De afbeelding A van R, in zichzelf is gegeven door Ax = Ba + x.
Voor welke vectoren & uit R, is A een lineaire afbeelding?

Antwoorden Tentamen januari 1961

1.y=-%xcos2x+.xc052x+p,sin2x (A, B redel).

2. y° = 2x+1  (buitengebied parabool + rand).
n on In Mn . <

3v 0€x<6 Iy 6 <x s 6 ! 6 X 2n .

4. a =0 limiet =0; a=1 limiet = 1.

6. (x-1)%+ (y-1)%+ (z=1)% =1,

To2 -2 2 +310g(1+ ) .

8. a = A(1,-1,0) (de nulruimte van B).




Froeftentamen Wiskunde II op zaterdag 18 meart 1961,

1.

2,

Se

a) Bepaal de oplossingen van de differentiaslvergelijking
ix

y"M ey +yl -ym=e

b) Ga na of er refle oplossingen zijn,

Ga na of de volgende reeks convergeert:

Van een reeks:

ot}
o

n=1

, - 1 1
is an-u1+u2+...+un-1+2+...+n-logn.
a) Bewijs dat u -l+1og (1 -‘1')

n n n’’

b) Bewijs dat lim =n°. u_ bestaat.

N —»

oo

¢) Bewijs dat & u, convergeert,
=1

d) Bestaat lim {1 +';—+... +111'-logn} ?

1 Il =0

P 3.61



e

6.

3.

4.

S

6.

7.

P 3.61

Ga na voor welke waarden van x de reeks

n+1

; (_1)n+1 (2n +1)x°

z oF

convergent is en bepaal de som voor die waarden van x.
1 arctan x* + log(1~x) + sin(e®-1)

Bepaal lim 2 7 .
x=0 (sin x)

Zij w= 222 e Als z de rechte Im z = 1 doorloopt, wat is dan de '"baan"

van w? Voor welke waarde(n) van z = Im w extreem?

Bepaal alle functies f(x,t), die voldoen aean

2
20 XL Lo aing.
ox 2

ox

Antwoorden Proeftentamen maart 1961

a)y = 1;1 xelX +c1ex +caeix + cae-ix .

b) Er zijn geen re&le oplossingen.
Divergent.
d) Ja, volgens c) en de convergentiedefinitie van reeksen.

Alle x. Som = x2 8in x - x cos x.

1

24

Een cirkel, middelpunt -i, strasl 1, het punt 0 uitgezonderd.
Voor z = i is Im w extreem, nl, Im w = -2,

f(x,t) = {e,(£) + xcz(t)}ex +8in t .




II 6,61

Exanen (tentamen) Wiskunde II op dinsdag 20 juni 1961,

1. &) Bepasl
\914.9[ _uﬁé
lim 2t X
8in x - arctan x °*
X =0
b) Zij w = e = ™%, Als z de rechte Re z = log 2 doorloopt dan
doorloopt w een ellips. Bewijs dit.
2. &) Bepaal alle reZle oplossingen van de differentiaalvergelijking
y"".—y"'-y' +y"‘2ﬂin X,
b) Bepaal
X
2 dx
o 1+2tanx °*
3

a)

b)
c)

d)

Door het voorschrift A(x,y,z) = (y,z,x) wordt de R3 op zich-
zelf afgebeeld.

Laat zien dat dit voorschrift een lineaire afbeelding is en
dat deze afbeelding orthogoﬁaal is,

Bepaal de eigenvectoren van A.

Laat zien dat er een vlak door O is dat door A in zichzelf
wordt afgebeeld.

leat nu zien dat de afbeelding een draaiing ven de ruimte om

een zekere as is en bepaal de hoek waarover wordt gedreaid,



II 6,61

da a) De kromme

y =z
x2 =2 1 - 2y2
wordt gewenteld om de rechte
x = (0,2,0) +A(0,0,1).

Welk oppervlak ontstaat hiexrdoor?

b) Een bol met middelpunt (0,0,0) en straal 1 heeft massaverdeling
p(x,¥,2) = |z|.
Bepanl de massa van het stuk van de bol dat binnen de kegel
2 o=+ (y—1)2

ligt, (Bepaal daartoe eerst de vergelijking van de projectie op
het X0Y-vlek van de doorsnijdingskromme van de kegel en het bol-
oppervlak),

Antwoorden Tentamen juni 1961.

16
1- B.) 27 »
b) Als wwutiv,

dan is '-i'-uz +A—v2-1.




IT 6.61

-

-7 X
2. a) y-(A+Bx)ex+e2 (Csin%‘x 5+Dcos%xﬁ)+sinx

(A, B, C, D refel).

2 ]
b) s log 2 + 35 «
3. b) a(1,1,1) bij eigenwaarde 1.

c) Het vlak x +y + z = O,

d) As: x=a(1,1,1) , hoek van draaiing: 2%,

4. a,) Het boldeel

x2+(y-2)2+(z+2)2-9

waarvoor

L A (bolschil),
2 2




II 1,62

Examen (tentamen) Wiskunde II op masndag 15 januari 1962,

20

3

4.

e

Voor welke complexe z is de uitdrukking

N
+
N[

re¥el en positief?
Teken in het z-vlsk het bijbehorende gebied,

Geef de eerste zes termen van de reeksontwikkeling rond x = 0O

van de volgende functies:

e¥, sin x, V1+x, arctan x, log (1-x).

Bepaal de eerste vier termen van de reeksontwikkeling rond x = 1
van log (1-+x2).

Bepaal alle refle oplossingen van de differentisalvergelijking
X

' -y +.v-xe2-

Bepaal de vergelijking van de meetkundige plasts van de punten,
waarvan de afstand tot de oorsprong gelijk is aan de afstand tot
de lijn £: x = (0,0,1) + A(0,-1,1).

Bareken:

f dx
x + Jx +1




6.

IT 1,62

De lineaire afbeelding A is gegeven door de matrix

a+1 3 5
4 b+2 10
e d 20

Verder is gegeven dat de dimensie van de nulruimte van A gelijk
aan 2 is.

Bereken &, b, ¢ en d.

Bewijs dat A = O eigenwaarde van A is,

Antwoorden Tentamen januari 1962,

1a

Za

5

Vi

De

e

De punten =z =x +iy met a) x >0
en b) y(x® +y2 - 1) =0,

Zie dictaat,

3 4
- - ! - )
log(1 +x2) = log 2 + x1!1 - (x3!) + 3 x4!1 + see

y(x) = 531/2x (A cos %x\l—B + p gin -;—x\[-} + %‘-x) y (A p refel ).

y2+za—2yz+2y+22-10.

- %xz +lx\lxz+1 +%log(x +Vx2+1) + C.

2

o)
i

Wb=4, ¢ =8, d =12,



P 3.62

Proeftentamen Wiskunde II op donderdag 15 maart 1962

& Zij z = x+1iy. Dan is

le?| = (1) elzli (2) e%; (3) Ve¥X + 27 ; (4) &iC%

b. Uit z,.z, = 2,3, volgt:

(1) niets; (2) z, =0of 3 =03 (3) z, en z, zijn reel;

(4) 7,2, is redel.

tni-
co2if3e’ = (1) -3-3{3; (2) B3y (3) 3+i3;
(4) geen van de antwoorden 1,2,3 is goed.

® n
d. De reeks I il?- is
n=1 ’
© n
(1) convergent omdat & f!- voor iedere x convergent is,
n=1

(2) divergent omdat de termen miet tot O naderen,
(3) convergent omdat n! voor iedere n veel groter dan n® is,

(4) convergent volgens het criterium van d'Alembert.

e. We kunnen besluiten dat de reeks = u, convergent is als bekend is dat
n=i

u
(1) [—-'--2“ | <1 vanaf zeker rangnummer;
n

un +1

(2) 1lim

n-+

(3) ]un| -0 voorn-—®,

(4) Géén van de voorwaarden 1,2,3 is voldoende voor convergentie.

<13

a0
f. De definitie van convergentie luidi: Een reeks & 8 is convergent als:
n=1

(1) bij iedere € > O een N is te vinden zodat Ian] <& voor n > N;

N

(2) = a ~een limiet heeft voor N=—eo
n=1



s

Je

k.

P 3,62

(3) de parti&le sommen s, en 8 voor voldoend grote n willekeurig weinig

n+1
van elkasr verschillen, dus lim(s_ -8 _) = O ;
n —co n+1 n
i [=+]
(4) bij iedere ¢ > O een N te vinden is zodat | % a | <e.
n=N41

De beeldpunten van de complexe getallen Q, z, €N Z, voImen een gelijkzijdige
driehoek, Hieruit volgt:

(1) arg 2z, +ergz, = #/3; (2) arg(z,-3z,) = 2v/3; (3) |arg ;';'l = /3 3

(4) &8én van de antwoorden 1,2,3 is juist.

Re(FD) = () 355 (2) 1575 (3) 9/255 (@) 3.

Beschouw in het z-vlak de figuur met als vergelijking
|z| =1, |z+i| =a en z=2-1i.
Als deze figuren een gemeenschappelijk punt hebben dan is
(1) «=13 (@ «=V3; (3) a=317.
(4) Het gestelde geldt voor ieder positief getal o.
o (~1)" sin(n+$)n

De reeks z - is
n
n

(1) divergent omdat de parti&le sommen onbeperkt toenemen;
(2) convergent omdat de reeks alternerend is en |sin x| < 1 voor alle x;

(3) convérgent cmdat lim %f= O en de termen van teken verwisselen.
Il —00

(4) divergent omdat de exponent van n in de noemer niet kleiner dan 1 is,

ﬂ2 ﬂ4 ﬂ:s
De I‘eeks 1 - + 4ea iS

T2 T 72,54 1.2.3.4.5.6

2
(1) convergent met een som kleiner dan 1-%— 3
(2) convergent met som -1 ;

(3) wel alternerend maar divergent omdat de termen niet monotoon tot nul
naderens

(4) divergent omdat de termen niet tot nul naderen.




l‘

Me

n.

G

P
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P 3,62

o
De reeks £ (1 +% B ¥ is convergent voor

n=1
(1) |x] < 1/e en verder divergent; (2) |x| < 1/e en verder divergent;
(3) |x| <1 en verder divergemt; (4) |x| <1 en verder divergent.

Beschouw de reeksen

I G+ - G+ Grp) - G+ (3 - (Gr) + e

(1) I en IT zijn divergent; (2) I is convergent en II is divergent;
(3) I en II zijn convergent; (4) I is divergent en II is convergent.

De differentiaalvergelijking y" + 3y' = 4y = 4 heeft als oplossing:
(1) y=hae™® +B¥ux; (2) y=2e™%+8%-1;

(3) y=te*T+BeX_1; (4) y=~Aocos dx +Beinx~- 1.

De verstandige manier om een bijzondere oplossing van y" - 2y' +y = eX te

vinden is te proberen:

(1) y=8x2%"; (2) y=4e®; (3) y= (8x+B)e™ ; (4) y = (4x® +Bx+C)e*

De differentiaalvergelijking y" - y = 0 heeft als oplossing:

(1) y=4+B*+0e™; (2) y=4ae* + Bre™ + cxfe™

(3) A cos %xﬁ + B sin %—xr ; (4) géén ven de antwoorden 1,2,3 is juist.

GiY3)® (1) -1615 (2) &i5 (3) —

(—1+i)1° A+1 (4) -1i.

\/37 nauwkeurig in 2 decimalen is: (1) 1,96 ; (2) 1,97; (3) 1,98 ; (4)

2 arctan x - log(:]I fz)

lim — = (1) 035 (2 -4/35 (3) -1;
x=o sin(x") (4) de limiet bestaat niet.

-

1,98



(1) =165 @ -7335 (3) 0y

(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juiast.

Antwoorden Proeftentamen masrt 1962

ad b1 cd a2 e3 £2 g3 ht

k2 13 m1 n2 o1 p4 al T4

t. De coiffici&nt van x° in de reeksontwikkeling wvan <§1-3x ims

i2 31

82 £2.

P 3,62



Il 6.62

Examen (tentamen) Wiskunde Il op dinsdag 19 juni 1962.

1. a) Bepaal de oplossing van

y"ex + yre® + yex =x -1

n
die de x-as in de oorsprong snijdt onder hoeken + 4— .

b) Bepasal

ex/2 - V1+x+§ﬁz
Lim X.log cos x °*
X =0 . g

2. a) Bewijs de reductieformule

4 4
f:/ ta,nznx dx = Z}:‘T - f:/ tan "2 dx.

b) Bepasl de massa van het lichaam dat vaen het eerste octant wordt
af gesneden door de bol met vergelijking

x2+y2+zz-2x-—2y-2z-0,

als de dichtheid gegeven wordt door

1
x2+y2+22

(Gebruik bolcoSrdinaten),
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3o Een lineaire afbeelding A van R3 in R, is gegeven door de matrix

4e

5 =1 -1

1
r4 -1 5 -1
-1 - 5

a) Toon aan dat elke vector in het vlak V met vergelijking x + y+zm=20
eigen vector biJ de eigenwaarde 1 is.

b) Bepaal de eigenvectoren bij de eigenwaarde % .

¢) Als x' = (x', y', 2') de projectie is van x = (x,¥,2z) op V toon
dan aan dat Ax = %(g:_—!?_:_') en A-1§= x - x!'.

f

a) Ga na of de recks met algemene term

u, = VBin (n"™) arctan n

convergent of divergent is,

b) Bepaal de vergelijking van de cylinder waarvan de asrichting
(1)0,1) is en waarvan elke beschrijvende raaki aan de hyper-
bolische paraboloide met vergelijking x2 - y2 = 2z,

Antwoorden Tentamen juni 1962.

5

4e

a) y(x) = x"*; b) ~1/6.
b) 5211-
b) x = v(1,1,1).

2
8) convergent; b)y - 2x + 2z + 1 =0,
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Examen (tentamen) Wiskunde II op dinsdeg 8 januari 1963.

1. Bepaal alle re#le oplossingen van de differentiasalvergelijking

y'!' + 8y = o=,

2. Bepasl het convergentiegebied in het complexe vlak van de reeks

;’ n (ééil)n.

nmo z-1

Schets dit gebied.
2. De functie f(x) is gedefinieerd door

2 2
£(x) = log (14x°) - arctan x

x3

voor x ¥ O

£{(0) = 0

a) Bewije dat £(x) continu is voor x = O.

b) Bezeken f1 £(x) ax.

4. Het lichaam L in R3 wordt bepmald door

0‘2‘1—-]{:2"3’2

2
x2 +y &x

Bereken de inhoud van L,
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5. In R, is gegeven de vector a met lengte la] = 1. 2ij £ de rechte x = Aa.

a) Bewijs dat de projectie van een vector x op £ is de vector (g._, x)a.
b) Bewijs dat de afbeelding Ax = 3(a, x)s een lineaire afbeelding van R,
in zichzelf is,

¢) Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van A,

Antwoorden Tentamen januari 1963

1.5 = (A +%)e-—2x + (1 cos xﬁ + v sin x\g)ex (Ayp,v TeBel).

2. |z+3| <% : Dinnengebied van cirkel om -4 met straal T

3. &) lim f(x) = lim(-3x + ,..) =0 = £{0).
X=-0 X0 .

b)-é-"-%logz.

2
4. 32n'

5. &) Ontbind x in pa +hmet b Lajsdan p = (a, x).

v) 3(a, x+y)a = 3(a, x)a + 3(a, y)a ; evenzo Ax.

c¢) 3 met eigenvectoren pa
O H " .L a .
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Herkansingsexamen (tentamen) Wislunde I/II op vrijdag 18 jamuari 1963,

1im _dogn +s8inn

n-wo log (an) +cos (nfn)

2. Bepaal de afgeleide van sin (x%),

3¢ DBepaal

j‘ﬁi + loE X ax.
x

4, Druk x %? - %% in pooleoBrdinaten uit. (z, T en ¢).

S5« Als gegeven is dat het stelsel

PX+y+ z=0
X=y +pz =0
2x +y + 3z = C

een oplossingsruimte van dimensie 1 heeft, bepsal dan deze op-
lossingsruinte,

2
6. Voor welke complexe getallen z is (ii%) refel?

7+ Wat zijn de reeksontwikkelingen van 64+x en log (1-x2) in de
omgeving van x = 7



8.

9

10,

11'

12.

9.

10.

H 1.63

Ga na of g~Viog 1 convergent of divergent is.

e g

Bepaal de vergelijking van de rechte cirkelkegel met top (2,2,2) en als
richtkromme de cirkel met straal 1 en middelpunt (1,1,1) in het vlak
x+y+z = 5. .

| dx
Bepaal ‘f 1+ 2cos x

Bepaal de inhoud van het lichaam dat ontstaat door wenteling om de Z-as van
de in het X0Z-vlek gelegen ellips (x-—2)2 + 422 =1,

Van de lineaire afbeelding A van R3i11 2zichzelf zijn A1, Aa, ks de eigen-
waarden,

Bewijs dat A1A2A3 = det A.

Antwoorden Herkansingstentamen januari 1963

2
s -
(1 + log x) - X+ cos x* .

% (3 + log x)B/b +C .

. De dimensie is 1 als p+1 = 0; dan x = A(2,5,~3)

of als  p = 0; dan x = u(1,1,-1).
z = redel (# -1) of lz] = 1 (f -1).
1.2 _2 1.2.5 3 1.2,5.8 s

1 — — - [ I

TTET38%F t369% “369.12% *

2_ 1,4 _ 1.6 1.8
- X - 2X - 33( —432 - esaa *
Divergent.

5(x2+y2+zz) - 8(xy+xz+yz) + 12(x+y+z) - 36 =0 .

1 jog B+ ten x| 11, 212, 12, Zie dictast.
V5 ° 5 - ten &x




P 3.63

Proeftentamen Wiskunde II op zaterdag 9 mmart 1963

a. De differentimalvergelijking y™ - 2y" - 5y' + 6y = 0 heeft als oplossing:

X ax

(1) 5 = 2™ + Be®* 4+ ce3F (2) y = ae™ + Be™* 4+ e

(3) ¥ = Ae® + B + ™ (4) gbén der antwoorden 1,2,3 is juiat.

by De differentiaslvergelijking y™ = y heeft als oplossingsruimte:

]

(1) y=4ae"+BeF+C; (2) y=ce¥;

(3) ¥

(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juist.

I

A% + B sin(~3 +51V5)x + C con(-3+315)x ;

3
c. De functie t(x) voldoet aan de vergelijking LE' + 4

ot

- 2x = 0, Dan is
7

&l

. 2
(1) t(x) = e*{a + B sin x + C cos x} + x 3

(2) t(x) = 4e™® + Bxe™® + ce?X 51
(3) t(x) = he® + B sin(x+9) #+ x* ;

(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juist.

d. Voor alle oplossingen van de differentiaalvergelijking y" + Ay' +y =1
(4 reBel) geldt lim y(x) = 1 als
X-+co

(1) A>0; (2) 0<A <2; niet voor & = 2

(3) A =2; niet voor A <2 ; (4) A > O behalve voor A = 2,

e. De differentiaalvergelijking y" + (1+i)y' + iy = 1 heeft de volgende reé-
le oplossingen

(1) v =4 +Bcos x + 1 met A en B re€el;

-X

(2) y = 4™ + 1 met A refel; gbén andere reéle oplossing;

. -x
(3) y=1+Asinx+Bcosx+e™;

(4) de vergelijking heeft géén resle oplossingen.

o0
f. De definitie van een convergente reeks luidt: een reeks I 8, 1is conver-

gent als n=1



P 3, 63 o+

e <]
(1) 1lim ( z a) =0 ;
N0\ n=N+1

(2) ae partiéle sommen 8, en sn+1 voor voldoend grote n willekeurig weinig

van elkaar verschillen, dus lim (s -sn) =0 j

[l e 00 n+
(3) lim a, =0 ;
n oo
N
(4) 1lim 2 a_ bestaat.
N—+o0
[~
g. We kunnen besluiten dat de reeks I W, convergent is als bekend is dat
n=1

(1} \17]un| < 1 vanaf zeker rangnummer;

(2) 1lim 2*L_ g ;
n-o Yy
N

(2) = u, < C voor alle N vanaf zeker rangnummer;
n=1

(4) géén van de voorwaarden 14,2,3 is voldoende voor convergentie.

(= =]
h. Voor de convergentiestraal R van de reeks I anxn geldt:
n=o0

a,
(1)R=1alsliman=0;(2) R=1im|n+1‘;
Il -0 I ~+oo a'n

1
(3) & =-W_—--—_: ; (4) @%n van de antwoorden 1,2,3 is juist.
a
n

i. Als {a.n} een rij natuurlijke getallen met & < a, .. is, geldt voor de reeks

(1) de reeks is convergent voor [x| < 1;

8,
(2) de convergentiestraal hangt af van lim —ril- :
I —~00

(3) de reeks is divergent voor x # O omdat 8 stijgend is;

(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juist.
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oo
jo Als lim na_ = 1 dan is dée reeks I &
n-—-oe n n=1

(1) convergent; (2) convergent mits & monotoon dsalt; (3) divergent;
(4) over de convergentie of divergentie is géén uitsprask te doen.
1=-n

ke De reecks L e is convergent:
n=1

(1) wvoor alle waarden van z behalve z = O j

(2) voor geen enkele waarde van z; (3) voor Re z> 03 (4) voor |z| > 1.

1. Beschouw de reeksen

oo ]
I z 1 3 IT b 2—1-—*;'- .
=1 n2 sin = n=i n cos —
n n

(1) Ien II zijn convergent; (2) I en II zijn divergent;
(3) I is convergent, II divergent; (4) I is divergent, II convergent.

1 .
m. De recks L —/—— ig

n=s 1 log n

(1) divergent; (2) convergent op grond van d'Alembert;

(3) convergent omdat lim .\n[un < 1 isg

-+

(4) convergent omdat n 1og n is te schrijven als n' '© met « > G (vanaf ze-

ker :r'angnummer) .

x—a:r‘csinxu (1)

n. lim -
x - sin x

X=0

-1 (@) o5 (3) 13

(4) de limiet bestaat niet.

0. Beschouw de reeksen

= 1
I Z Tor
nnz(logn)og
1 2, 1 3,3, A 3, 1,4A 3
11 1+2 3+2+4 7+4+8 15+8+16"31+"'

(1) I en IT zijn convergent; (2) I en II zijn divergent;
(3) I is convergent, II is divergent; (4) I is divergent, II is convergent.
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co n
, (=1) .
p. e reeks I ig

n=2 n+(-1)"

(1) convergent omdat de reeks alternerend is met monotoon tot nul naderende
termen;

divergent is;

1
(2) divergent omdat a en I z—r7

21N+ > 2n +1

{3) divergent omdat Ia.nl niet monotoon tot nul nadert;

(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juist.

1 ! 1 ! 1 ! .
Q. Ve reeks 2! +E.%+Z'%—f+§.%+.“ is

[

(1) divergent; (2) convergent met som 163 (3) convergent met som 2e= ;

(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juist.

. \5/ 30 nauwkeurig in 2 decimalen is:

) 965 (2) 1,975 (3) 1,983 (4) 1,99 .

2 arctan x - log(‘l +x)

1-x’

. lim 3
X0 sin(x”)

= (1) 035 (2) -4/3; (3) -1
(4) de limiet bestaat niet.

t. Te coéfficifnt van x' in de reeksontwikkeling van 'a 1-5x is

()55 () =215 (3) 194/5
(4) géén ven de antwoorden 1,2,3 is juist.

hniwoorden Proeftentamen masart 1963

82 b4 c4 d1 e2 f4 gl h4 i1 33

k3 14 m? n1 ol 4 q2 T2 82 £2
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Examen (tentamen) Wiskunde II op vrijdag 14 juni 1963.

1. a) De functie y(x) voldoet aan de volgende voorwaarden:

a) y" +2y" + 2yt = 0
B) ¥y(0) = y1(0) = 0

) lim  y(x) = 1,

X =+c0
Bepasal y(x).

b) Bereken

lim  x{x log (g:::;) + 1},
X w0

2. a) Onderzoek de convergentie van de reeks

b) Gegeven de bol B met vergelijking xz + y2 + z2 = 2z en de vector
a = (1,1,0).

Bepaal de vergelijking van de cylinder met asrichting a, die
de bol B omhult,

3. Gegeven de lineaire afbeelding A van R, in R3 met matrix
1 -2 <2
1
A w2 1 -2
3




ot
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Bewijs dat deze afbeelding een spiegeling t.0.v. een vlak voorstelt. Bepaal
de vergelijking van dat vlak.

a) De kromme K, in het eerste octant, is gegeven als doorsnijding van de pa-
ravolische cylinders x = yz en x = z°,

Bereken de lengte van het stuk van K tussen de vlakken y = Cen y = %\/—é .

b) Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door x° <y 6% en

o<zsx3ﬂ§f—l.

Antwoorden Tentamen juni 1963

a) y(x) =1 - e (cos x + sin x) .

) 1,
a) relatief convergent.
) x? - 2x;y+y2+222-4z=0.

A
1

A = 1 i i H =
2, 3 met eigenvectoren in V X, +x, +x, 0.

-1 met eigenvectoren -a(1,1,1).

ntbind x in x' in Ven x" 1 V; A(x'+x") = x'-x" ; dus V is het spiegel-
vlak.

a) V2 + % log(Y2+1),

v) %.



Herkansingsexamen (tentamen)} Wiskunde I/IT op 21 juni 1963.

1im 1 + iog n
n - log{nn+1)

2+ DBewijs dat de gralieken van y = < en y= 1_x elkaar loodrecht

snijden (x> 0QJ, x
3« Depaal
f x -+ 2 dx,.

9%z
4. Druk —=> uit in poolcodrdinaten (z,r,p).

ox

72 +22

D« Als z de eenheidscirkel doorloopt en w = e wat ig dan de

minimale afstand van w tot de oorsprong?

6. Bepaal

ex-?/1 + 3x

1 «~cos 2x *

lim
X 0

7. Velk punt op de in het X0Z-vlak gelegen cirkel x2 + z2 = 1 heeft
minimale afstand tot het vlak 3x + 12y + 4z = 137
Hoe groot is die afstand?

H 6,63
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8. De eenheidsbol wordt door de kegel x* + y2 - )\.z.2 = 0 in 3 delen verdeeld.
Bepaal A z6 dat de binnendelen samen even grote inhoud hebben als het bui-
tendeel.

Antwocorden Herkansingsientamen juni 1963

—
L]

Wl
-

2. y1(1) = 1, 33(1) = 1.

3, IT=%x. {x®+2 + log(x + ¥ +2) +C .

e 2. = 3z cosch - 27 sin @ cos @ + z s_iinz +
XX T e T PP 2
.2 ;
s8in“g gin 9 cos ©
+ 3 + 2 = .
S Z, 2 (aangenomen Zor Zrcp)

5. e-?’/2 .

6. "2' *

7

2 0.4, &
(5!09 )9 13 -

8, A =3 (halve tophoek kegel: %)
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Examen (tentemen) Wiskunde II op maandag 6 januari 1564.

1. Gegeven is de differentiseslvergelijking y''' -« y = i.
Gevraagd worden:
a) alle oplossingen;
b) alle zuiver imaginaire oplossingen,

2. &) Onderzoek de sonvergentie van

- 1 1
n§1 = log (1 + sin H)

b.4
& = CO08 X

b) Bepaal 1lim osin X

X0

(a > 0).

¢) 8y 8y eee is een rij refle getallen met lim n a = 0.
o g n=weo
Bewijs dat I ?n convergeert,
n=1

5« Bereken de inhoud ven het gebied in R3 gegeven door

2

2 2 2 2
x +y +z <7 enx+y-z2

=1

(aanwijzing: gebruik cylindercodrdinaten).

4. De orthogonale lineaire afbeelding A van R 3 in R3 is sen drasiing
om een as loodrecht op de door & = (1,0,1) en b = (0,1,1) opge=
spannen deelruimte, Verder is gegeven Aa = b,

Bepaal
a) het beeld Ab;
b) de matrix van A;

c) de re¥le eigenwaarde(n) en eigenvectoren.
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Jplossingen tentamen januari 1964,

1. a) We lossen eerst de homogene vergelijking y"' - r =0 op
door y = etx. Dat geeft de kar. vgl. 2 - 1=0

t1 = 1
1 1,
b, =zt i3
1 1,
ta >~ 3i F
.. 1 .
(5 +51(3x  (F- £1V3)x
Yhom ™ e ue + Te
1x 1—115': -li\f?xy
2 2 2
=\e + e pe +Te ’

—X
=reX e 2 (p cos %ﬁx + 0 Bin %\[;x)
A, p, o complex,
Ypart = =%

Algemene oplossing:

y(x) = =i +7\.e]c + e 2 (p cos %\l?y + ¢ gin %—Gx)

met A, p, O complex.

b) y(x) = =i +Ae* + e (p cos % 3x +0 sin %—\!—B‘x)

met A, p, 0 zuiver imaginair,




a)
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1 1
n1 u =Z —log (1 +sin5)

U > 0 We mogen de vergelijkingsstelling toepasseun,

.1 .1
log(1+smg) sin — N2 1
u = - . — < 2 e D 4 =
n 1 1 n 2
gin — = n
n n
-+ -
Want  lim S8 ULT 8oy on 1yp BLL 4
t—~o t—o
Daar z -1? convergeert, convergeert ook I u .
n

We dienen de reeksontwikkeling van de teller voort te zetten
tot en met de termen van de 1° graad, want de eerste term van
de noemer is x

Bedenk dat a* = eX @

1im (1 + x.en;l.c : .--)- (1 - o-.) = lim x(f{lla;-"' ..o))

X0 P x=0 X )
Uit lim na =0 volgt:

n -~+ec n
Voor n>N is |na| <1 of |a| <+

ol n n
Ve bewijzen
%n

r u = z . is zelfs absoluut convergent,

Want lu | = |2 <X voor n>n
n n n2

en volgens de vergelijkingsstelling is dan £ |un] convergent.,

= fna



Se
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— Oplossing I.

2 2
733 B: X 4y + 2 w= T

EH: x2+y2-zz-1

0 N 2 7 y We gebruiken cylindercoBxrdi-
naten om de gevraagde inhoud

I te berekenen,

2n 2 zZ,
I==2-f ag f rdr f dz -+
o0 1 o

De grenzen z, en z, vinden we door

2 N7
I-2'r|:f‘I Vr* - 1 d(r2—1)—2nj T\JT—r d(T-rz)
2
r=2 3 réﬁ

2
=8 P02 - (7-x)? - 83,

=1 r=?
Oplossing II.

We kunnen I ook met een integraal berekenen als volgt:(cylindercoBrd.)

2n )[3 =\ 7-z
I=2 -f do f dz f rdr
S




4o

{3
=2nf (7-22-1-32)6.2
)

=2 [6(3 - %+ 3V3]=8n5

A heeft een draaiingsas loodrecht op vlak V

Ve=2ia + pb = A(1!0’1) + P(011v1)

Direct te zien is dat voldoet (1,1,-1) = as,waarmee de normaal

II 1,64

op V en dus ook de vergelijking van V bekend is n.l. x +y - z = O,

ad ¢)

ad a)

De vectoren ¥ O langs de drasiingsas, dus x = A(1,1,-1) (A # 0)

zijn eigenvectoren bij eigenwaarde 1, Aangezien a loodrecht

op de as staat en als beeld een vector ¥ + a heeft is er
geen andere refle eigenvector.

A(1,0,1) = (0,1,1) A(0,1,1) = (01,°29°3) =0

Omdat A orthogonasl is, is de lengte van ¢ gelijk aan de
lengte van b, Dus |b} = |g} of cf + °: + ci =2 (a)
Omdat A een draaiing is met as LV zal met b ook zijn
beeld Ab = ¢ in V liggen c,+e, ~c, =0 (B)
tevens is de drasiingshoek tussen a en b (g(a,yb))

gelijk aan die tussen b en ¢ (¢(b,c)), c ¥ a
(a,b) = (byc)

1 =c, tc, (v)

Uit (a), (B), (y) volgt

e = ("1’190J of (1,0,1)

(De laatste vector (1,0,1) = a voldoet ook man (a), (8), (v)

Dat wisten we al).
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Nu is van drie vectoren het beeld bekend, n.l.

Alas) = as
Az =D
Ab =g

A(1’1,'1) - (1!1|-1)
4(1,0,1)
A(0,1,1)

- (011!1)
= (-1:110)-

11 Er is een veel mooiere oplossing, als we opgemerkt hebben

dat de driehoek Oya, b in V gelijkzijdig is.

0

Want Ja| = |b]| = |a~b]| =2
Aa = b was gegeven

Ab = ¢ waarbij ¢ de vector is”
met lengte {2 en 4 b0c = 60°

Dan is ¢ ook de verschilvector

b=a = (G1,1) = (1,0,1) = (~1,1,0) = ¢.

ad b) Door vegen volgt:

2
1

A=zi2

3

1

~1
2
-2

-2

1
2
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Herkansingsexamen Wiskunde I/II op donderdag 16 jamuari 1964,

2a

3o

de

B

Te

X aresin xd

1
Bereken f _—
o Q 1 - x

Xe

3 3
Gegeven: zZ = ! 3 bewijs dat ¥y Ezéc' - X BSZ; = O,

1 + arctan Yx + 7

Gegeven: de vectoren a = (4,0,5,8), b = (2,=2,3,6)y & = (3,7,2,~1)3

Bewijs, dat de rechten g: x = a +Ab enm: x = b +uc elkaar snijden.

Gegeven: z? + z: = 0 en z1 + 22 = i | 2; bereken z, en 22 en laat

zien, dat z, en z, wortels zijn van de vergelijking z° = 1,

Voor welke waarde van a bestaal

log (1-x) + srctan x

s 1
X0 1-ax" ~ cos 7X

Onderzoek de convergentie van de reeks

In R, is de veotor p = (Jz-ﬁ, %ﬁ) gegeven. Als x een willekeurige
vector in R, is, dan is de vector y = (x,p)p de projectie van x op
p. Bewijs dit.

Beschouw de lineaire afbeelding A& van Ra, die aan x als beeld toe-
voegt de vector x+y. Stel de matrix van A op.
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2 2
8, Bepaal de oppervlakte van het gedeelte van x +y = 4z dat

tugsen z = 0O en z = 4 is gelegen.

Splossingen Herkansingstentamen jenuari 1964,

1. De integraal is oneigenlijk bij x = 1, Ga dit na.
Bereken de onbepaalde integrasl met parti&le integratie

1=x

jwarcsin . {.EL?‘dx = arcsin x ¢ (~V1-x") +nf 10 dx + ¢

= N1-x" » arcsin x + x + C = F(x)

I = lim (F(p) - F(O)) -1

pi1

2, Oplossing I

o

' 1
z(x,y) = [1 + arctan (x° + yz)z}
L

Door parti€el differentiZren naar x en y ontstaat het gewenste re-

sultaat

Oplossing I met poolecolrdinaten

z(r,9) = [1 + arcten r]”1 hangt dus niet van ¢ af,
De uitdrukking

Bz 0z
Y2, - Xz, mgo e Teing + 5y © (~cos @) =

,_{iz_.ga+9z.9x . oz
9x de 3y do 8o
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2
Bij deze functie geldt dus __Za%l = O,

3o De rechtent, m snijden elkaar indien er een A = Ayen po=

bestaan zodat & + J\o‘g =b +pe.

We gaan vegen

a = (4.0,5,8) g + Bc = (28,56,21,0)
b = (2,~2,3,6) b + 6¢ = (20,40,15,0)
e = (3,7,2,=1) ¢ = (3 7, 2,-1)
Daaruit volgt
5(a + 8¢) = 7(b + 6e)
2 2
a - 5 b=D + 5 c

Cpmerking: Vegen en opmerken dat a, b, ¢ afhankelijk zijan is niet
voldoende, Ga dit na.

4, OCplossing I

dus

il‘“i
z, +2, =~z (14+i)= {2 o z,.Invullen geeft

sln Lng
e z, =1i=g R MeBeW.
%ﬂl i‘ni
Z =maea z =@
1 1
of
i—r:i Inl
3, =e z2-e

In beide gevallen verifi8ren we direct z = zg =1,
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Uplossing 11

2
-2 - (z1 + 22)2 = zf + 221z2 +z2 =0 + .’2z1z2 2,2, = -1
2 2 2
(zi—z2)=z1-22122+22-0+2 z1-zz-i\f2
We kennen nu de som en het verschil van z, en z,
L L
en volgt z1-%\/—2‘(1+i)=e4 z1=-e4
EiOf =i
1 ) = 4 4
zz=-2\(?(1—1) -e z, = &
Door invullen wvolgt
8 8
21 = 22 - 1.
1 2
log (1-x)=-x-§x - ases |x] <A1
BI‘C‘tanI=x—';'X3 +.... |Ii <1
z 2o (~2)
L ] —— 2
(1-a.x2)2=1 +%(-ax2)+2 .3 (—axz) 1a.xa| < 1

-cos 7X = -1 + 21 " Al + ases
2
“Ex - ase eees
lim 1 T3 3 bestaat niet
- (== a + =)x + x +

X0 2 8 o0 e

1 1 1
als Za= 3 of as z




6e

Te

8.

oo 0
I 4 = I §sinn!-logn

n=1 2 nai n’
lu_| S-—“-; want 1im £ .o
n 2 [ ~>00 H
n

_ng_n' <1 voorn >N

n

2

daar L n 2 convergeert, convergeert de gegeven reeks zelfs

absoluut.

De projectie y van x op p is een veelvoud van p, dus y = Ap,

en heeft de eigenschap dat x - y loodrecht op p staat, derhalve

N o N (x, p)
(x-2p, p) =0, dus o Y]

Hier is (p,p =1 dus A= (x, p)

Verder is gegeven

Ax=x+(x, pp

4(1,0) = (1,0) +1§»l?(~;-»l? W2)=

A(01)=(01)+(

2’2

2’2 "2’2)

zodat

H 1.64

Noem de projectie van het gevrasgde oppervlak O op het xoy-vlak G.




Dan is G: iz:U
X2 + 3 <16

Zowel uit gedsante van G als uit de functie x° + y° = 4z blijkt

dat poolcodrdinaten de voorkeur genieten.

o =f:ﬂ GL f; m-)?rdr

= 2n . 2]04 {1 + (;2'_)2];'(1‘1 + (%)2‘

- 52"-)2‘% r:‘ -5 {125 - 1}

H 1.64
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Proeftentamen Wiskunde II op zaterdag 7 masxt 1964,

a, De differentiaslvergelijking y"! - 8y = O hesft als oplossing:

(1) o e2x + B m2x Y x232x

(2) N 2x + B e-xﬂﬁ+ ¥ e-x-xﬁ

(3) e B e cos xY3 + Y e ‘sin x(3

-] 1
(4) aezx+{3e.fxcos%x 3+Te2xsin%-x 3.

b, De differentiaalvergelijking y"' + 3y' = 1 heeft als oplossing:

(1) a+Bcosixﬁ+Tsinix3+lx
3

(2) o + B sin x\G\+ycos x3+%
1

(3) 3 + @ cos x¥3 + B sin SE)

(4) a+ f e"ix\!?+ Y eixﬁ+ %x .
c. De oplossingen van de differentisalvergelijking y'' - y! = e™%,

die voldoen aan lim y(x) = 1, zijn: -
x>0

(1) ae™® 41 -r-%-:r:e"x

(2) ae_x+ﬂex+1+%—m'x,meta>ﬁ

(3) aeX+Bel+y+ %m-x, waarbij B en y willekeu-

rige functies zijn van x

met B =0 en v~ 1 als x>

(4) Voor geen enkele oplossing geldt lim y(x) = 1,

X --00
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d. De differentiaalvergelijking y" + 2y' + 2y = @ * heeft als oplossing:

(1)

2)

(3)
(4)

e, De reeks

(1)
(2)
(3)
(4)

-X . -X -X
ce sinx+ e cosBXx+e

-X - -X
e sinx+ B e “cos x + xe

asin (1+x) +pcos (1+x) + &%

géén van de antwoorden 1, 2, 3 is juist.

oc n
z =1 is
nin+1
n=1

relatief comvergent
absoluut convergent met son =1
sbzoluut convergent met som +1

géén van de antwoorden 1, 2, 3 is juist.

f. De definitie van convergentie luidt: Een reeks S a, is conver-

gent als:

(1)
(2)

(3)

(4)

n=1

de rij der parti€le sommen begrensd is

lin 5] . a_ bestaat

N—+oo D= n

bij iedere positieve £ een N bestaat zodat voor alle
n > N geldt, dat het verschil der parti&le sommen

Byt O 8y in absolute waarde kleiner is dan €;
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g+ DBeschouw de recksen

o0

1

L —
n=1 vn(n+1"
IT ; ﬂn + logn

n=1 2n2 -1

u geldt:
(1) I en II zijn divergent
(2) I is divergent, II is convergent
(3) I is convergent, II is divergent

(4) I en IT zijn convergent.

h. Beschouw dé reeksen:

I % {sin n(n + :T)}z
n=1
x 1412
II z {wsﬂn+;ﬂ
=1 ’

Mu geldt:
(1) I en II zijn divergent
(2) I is divergent, II is convergent
(3) I is convergent, II is divergent

(4) I en II zijn convergent,

(=]

i. I u is een reeks met pogitieve termen.

n=1 o

We kurmen besluiten dat I v, convergent is indien:
nwl
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u
(1) '{%ﬁl~< 1 voor alle n die groter zijn dan een zeker getal N
n
(2) - alle parti8le sommen kleiner zijn dan 1

1 .
(3) E‘un <1 - ;- voor alle n die groter zijn dan een zeker
setal N

(4) géén ven de uitspraken 1, 2, 3 is voldoende voor con-

vergantie,

o
J» We zeggen dat de reeks 5 8, aan de voorwaarde [’ voldoet indien
lim na_ = Q, n=1
n
n—+oo
nu geldt:
(1} alle convergente reeksen voldoen aan de voorwasarde I
(2) alle reeksen die aan de voorwasarde I' voldoen zijn
convergent.
(3) alle reeksen die niet aan de voorwaarde I' voldoen
zijn divergent
4) ar bestaan‘convergente reeksen die niet aan de voor-
waarde I' voldoen.
iy 1
k. De reeks b} n(§Jn is:
n=1
(1) divergent
(2) convergent en de som is 1
(3) convergent en de som is 2

(4) convergent en de som is 4.




1. Ao
(1)
(2)
(3)
(4)

m. De reeks
(1)
(2)
(3)
(4)

positleve termen,

(1)

(2)

1

noo= (n = 3ydyoee) dan
n (log n)f
n+1 a e
u > f 3 55 en de reeks I
in x{log x) n=3
~ n+l dx 2]
u <J — 5 en de reeks 2
n x(log x) n=3
n oo
u, < f dx en de reeks X
n-1 x(log x)2 n=3
n a =%
u_ > r d > en de reeks L
ﬁL1 x(log x) n=3
1
o0
z (en 1)  is:
n=1
divergent indien p < O, en convergent
divergent indien p < 1, en convergent
divergent indien p < 1, en convergent
divergent indien p < O, en convergent

oo
Z un,is
ne=1

{}un< 1 voor n= N

= »]
L u?
=1

is convergent

Een voldoende vcorwaarde voor de convergentie van

geldt:

u_ is
0

u_ is
n

u_  is

indien
irdien
indien

indien

P 3.64

divergent

convergent

convergent

divergent.

p> 0
p>1
p21

p= U,

een reeks met



(3)

(4)

P 3.64

[+.0]
z quq is convergent
n=1

lim u_ logn =0,
n=e T

0. ben nodige veorwsarde voor de convergentie van een reeks met posi-

(o8]

tieve termen, I w, is:

(1)

(2)

(3)

(4)

Ve " ls

(1)
(2)

(4)

na

u

lim
oo n

2 .
un is convergent
n=1

[=2]
N Uun‘ is convergent
n=1

un nadert monotoon naar nul als n—+= ,

a = n ¥y p - 1), dan geldt:

“lim & bestaat alleen als p = 1

n—+oe

lin & bestaat voor 1 <p <=, terwijl a = -« (n=+e)
- 00
1 voor 0 <p <1

lim &  bestaast voor 0 <p <1, terwijl a —+ (n=>0)
00
n voor p > 1

lim &, bestaat voor alle positieve waarden van p.
n-reo

2 3 4 5 5 7 8
q. De machtreeks S(x) = X + X =X =X +X +X =X =X + aee

(1)

convergeert als -1 < x <1, divergeert als x <=1en x = 1

en de som in geval van convergentie X >
1 +x
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(2} convergeexrt als le < 1 met som » &n divergeert

1+x
als |x| =1

(3) convergeert als |x| < 1 met som KLL{EQ% en divergeert
1+x
als |x| =1

(1) g8én van de uitepraken 1, 2, 3 is juist.

r, Beschouw de beide limieten:

L, = lim %d1+£-{J_Q
1mx

X=0
1
L, = lim ":(log Vx° +1 - %(sin x)%).
X0 X
Mu geldbs
(1) Niet allebei de limieten L en L, bestaan

(2) L, <L
(3) L =1L

(4) L, > L,

2
o einz

8. DBeschouw de complexe machtreeks L . Als z = x + iy,
n=1 th

dan wordt het convergentiegebied van deze reeks gegeven door:
(1) x>0
2 2
(2) x -y <1

(3) xy=0

(4) géén van de antwoorden 1, 2, 3 is juist

t. \35: tot op drie decimalen nauwkeurig berekend, is




(2)
(3)

2,079
2,080
2,081

2,082,

Antwoorden proeftentamen maart 1964.

a3

k3

b4

13

c

m2

a1

n3

ed

o2

f2

4

g2

a3

h3

T4

i2

83

34

t2.

P 3.64
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Examen (tentamen) Wiskunde II op maandag 15 Juni 1964,

1. Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

(4)

yUl -yt v 2yt v 2y =

2e Voor welke refle waarden van x convergeert de reeks

o0 n 1
z 5; log LE-.
n=1 n n

3+ DBepaal

jm/E 1= sin x + cos x
dx,

o (1 - sin x)2

4. Het gebied G in het xQy-vlak is gegeven door de ongelijkheden
X<y s:x{%, x+y=1,
Schets het gebied G en bepaal

|| s

liet gebruik van poolco¥rdinaten verdient hierbij asnbeveling,

be ULegeven is de bol B: x% + ya + 78 =2

en het vlak V: x =1,

a) Bepaal de pool van V ten opzichte van B.
b) Bepaal de vergelijking van de kegel met top (2,0,0) die B omhult.
¢) Bepaal de hoek tussen de as en een beschrijvende rechte van

deze kegel.
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be De lineaire afbeelding A is een rotatie van R3 over een hoek van
n radialen om de lijn 7z = 0
X+y = Ol
De linesire afbeelding B is een spiegeling van R3 ten opzichte
van het yCz-vlak,

a) Bepaal de matrices van A en B,
b) Bepaal de refle eigenwasrde (n) van AB en de bijbehorende

eigenvectoren.
(=]
Te Ve zeggen dat een reeks I u, voldoet aan de voorwaarde
n=1
A: indien lim n® e u =0
n e n

B: indien 1im Yneu = 0
n -+oo n
oD

C: indien ) u convergent is.
n=1

a) Volgt C wit A7
Indien uw antwoord "ja" is, moet u het bewijs geven; indien
uw antwoord "neen" is, moet u een voorbeeld geven van een

recks die wél aan A, maar nfet aan C voldoet.
Beantwoord op dezelfde manier nog &n van de vragen b), ¢) of d):
b) Volgt C uit B?
¢) Volgt A uit C7?
d) Volgt B uit C?

Oplossingen Tentamen juni 1964,

1) y(4) - y(z) +2y' + 2y = x

Oplossing homogene vergelijking y = oP*
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2 \ s
kar., vgl p4-p2+2p+2-(p+1) (p=1~1)(p=1+1i) = 0.

Py , = =1 Py, = 1+1 zodat

+i)x, (1)

- - X T
=Aex+uxex+e('rcosx+psmx)

34
Qa - f - LU Mt = - O
Stel Voart = 8X *P ¥ (x)wa y' =y y
. 1 ‘ 9
en vul in 28 + 2 + 2a = x a.-'z—, b==-2-

Algemene oplossing

Y(X) - ';'I— ';' M_x + pxe-x + 'rexcos x + pexsin Xe

+

2., We passen het criterium ven d'Alembert toe op de reeks van

ébsolute waarden & |u, |

lim |22 L 14 |x| o(f )2 . log (n+1)7
+1 =2
n -—+oo n n«-+co logn
x| 1 n \? log (n+1) 1.1
- Ix| n]foo n+1) * " logn || « = |x|
zodat Zu convergeert voor |x| <1
divergeert voor |xj > 1

Rand {xj = 1

We onderzoeken de convergentie van

1 1
z ]un] = 5 n—z—log;;
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_210gn<2ﬂ1

2 2
n n

L
2

lu | = H,_" log
i n

d"f"l )

n

2

De reeks 23 n convergesrt dus

Zu  convergeert (absoluut) voor |x| < 1

divergeert voor |x| > 1,

%« Cplossing I

I

- j'n/3 cos xdx

o (1-sin x)°

1~s5in x+cos xd:x=fn/3 dx /3
o

Jo (1-si_nx)2 1-sin x

ax + d sin x

x=n/3
_f"/B 1+s5in x
o]

. 2 ., 2
cos” x —o (1-sin x)

/3 x=1/3 x'=n’/3
_f" dx _f d cos x_j a(1=sin x)
2
o

cos“x cos’x Y {1-sin x)2
=0

1 x=/3
- {:tanx+co;x+1-sinx] =E+4+ZG=4+3E

X=0

Oplossing II

atel tan -;-x =1
el
W3 26, 14t 13
. j 194 1+4% | 2ay f it
0 (1-1)* 1442 o (1-4)3

(14£2)2
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ELER
d(1-t 2

_— ~—E— 224+ 33

e (=t (13037

. - dx dy
* l]ﬁ (& +57)®

fn/5 f=°° o
= dep £
n/4 r=r r

T, volgt uit x +y = 1

r(cos ¢ + sing) = 1

1
co8 ¢ + sin ¢

-3 n/3 4 ‘
r Ydr = f -2—(1+2 cos P sin ¢ ldg
n/4

n/3

T . . n 1
1z 7 qu:d51n:p=§'47+"2"

/4

- *

oy

1
i

5 a) Zij P = (p1, Py pa) de pcol van V t.o.v. B, Dan moeten de
vergeli jkingen p,x + P,y + P,z = 2en 1x + Oy + 0z = 1
afhankelijk zijn, zodat P.= (2,0,0).

b) Oplossing met gebruikmaking van a):

x =1

T = (2,0,0) 3 richtkromme X g )
x2 + ¥y o+ z2 = 2

Beschrijvende x = (2,0,0) + A(u,v,w) gaat door X als
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Au = =1

2 2
2, 2 ‘“2”2*"“ (c-2F = 5%+ 2
AMHES+wS) =1

Kegel: (x-2)2-—y2—-za==0

Cplossing zonder gebruik van a):

Beschrijvende: x = (2,0,0) + Mu,v,w)

Snijpunten met B: (2 +Au)? + A% +A%¢2 m 2

Ragkvoorwaarde: discriminant nul, dus

(4u)2-4-2(u2+v2+w2)m0=’ ul = v 4l

= (Jc-2)2 = y2 + z°.

c) Zo te zien:f

Of met cos 9= aa-'g

Ae1 -'ea 0 -1 0
Aez--e A e |=1 O 0

Ae = -2
3

Be, = e £ o o
Be = &g B = KO
2 2
Be = & 0 0 1
3 3

ADe, = e -1 )
ABe2 -~ e, AB = 1 0 0
ABe = e (eigenvector) 0 0 =1

3



Te

b) Los op dat [AB ~ A| =0, = (A+1)(3%® +1) =0 A= -
Het stelsel (1 -1 0 ) heeft als oplossing p(0,0,1).
M1 o

a) A =~C; Want lim n%u_=0 - | <X voor n > N
n n 2 0
n = n

- I u, absoluut convergent, -+ I u, convergent,

t) C volgt niet uit B; want de harmonische reeks voldoet aan B

en toch niet amsn C.

n
c) A volgt niet uit C; want de reeks T %)— voldoet aan C en
toch niet aan 4,
(=1)"
d) B volgt niet uit C; want de reeks I voldoet aan C en

n
toch niet asn B,

IT 6.64
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Herkansingsexamen Wiskunde I/II op dinsdag 23 juni 1964.

(«*)

1. 2z stelt een complex getal voor. Bepaal de modulus van e .

3 3 . .
2. z=x +y ., Door de betrekkingen u=x +y en v = x.y ig z
een functie van u en v.

2

Bereken Q—% uitgedrukt in u en wv.
du

3, Los op: 3K = 3y + 22 = %
2X - 2y + 3z = 7
9% = 9y + z = =6.

4. Gegeven: f(x) = e_|xl + alx]

f(x) is differentieerbaar voor alle x.

Gevraagd: Bepaal a en de afgeleide in het punt x = O.

D« DBepaal de algemene opleossing van de differentiaalvergelijking

1
"X

¥ e 2y +yt o= 232 !

oo
6. Gegeven is dat de reeks L &, convergeert,
ne=1
Bereken:

log (1-+an) - sin a_

lim 2 .
n-—ox a
n




s
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De lineaire afbeelding A van Ra is de projectie van alle punten
van R3 op het vlak x - 2y = 0, Stel de matrix van de afbeelding A

op en bereken de eigenwaarden en eigenvectoren.

x1){x+{x

21 ) (x=Vx)

]
Bereken j dx.
o

Bereken de oppervlakte van dat deel van de kegel 22 = 1-:2 + yz

dat gelegen is in het eerste octant en wamrvoor geldt

1-xsysd4—x '

Julossingen Herkansingstentamen juni 1964,

1.

2,

z " . eRe(w)

Stel e? = w le
M is Re(w) = Re(e?) = Re(e¥. eiy)
= Refe™s (cos y + i sin y)} = e¥cos ¥
zodat |e(ez)| - e(excos y)
Uit gegeven u = x +y {a) volgt: zZ = z{x(u,v), y(u,v)}
v =Xy (8)

z=x>+3° (y)

zodat zZ = z}c xu + zy ¥

erl

() 2 ™ (Zxxxu+znqryu)xu T Ry * (zyxxu+zyyyu)yu +

Z
¥y

yuu
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de hierin voorkomende x , x , ¥, ¥. kunnen we vinden door
u’ Tuw’ vYu’ Yua

(¢) en (B) tweemaal impliciet te differentiBren naar u

(auu)° 0 = w7 Tau
- xuu = ——ﬂ—-e 3 = ..yuu
(Bl O=x, y+ox v +x, (x=y)

Uit (y) volgt

2 2
zxﬂix, zy=5y, zxx-6x; zw=6yenzw-0-—=z

Deze resultaten invullen in () geeft:

L 5 (6x3+6y3) P 3 (-6x3y + 6x;y3)

(x-y) (x=y)

2au
= 6{x+y) = 6u,
Cplossing II
2=ty = (xry)(Fmmy+y) =« (xry) {(xryf - 3]
= u(u2~3v) = u3-3uv

zodat zZ, = 3u2 - 37

uu




3

4o

Ga vegen met rijen

(—‘I
~A\9

Oplossing: z =

-9

3

o i
!
I

H 6.64

3 15 15 0 , 15
7]~ {-25 25 : 25
~6 9 «~9 1 4 =6

1) (-1 1 0 | 1)
-6/ ~\No o 1, 3

Xx=A y=1+2A

A(1,1,0) + (0,1,3)

Cpmerking: Controleer of (0,1,3) voldoet

Controleer of (1,1,0) voldoet san het homogene stelsel.

Speciaal geldt dat lim

(eWeZe lim
h-o

dus moet lim
hto

Uit lim
h-o

ﬂh};—f-@l bestaat (en = £'(0)

h—-o
e-lhl +alh| - 1
h bestaat
eh-ah-1 15 e"h+a.h-1
h =i h
hio
h ~h
eh-1 = 1= 1lim i +1 volgt dat dan ook
h-o

1-a=a1 43a

a =1

Conclusie:

Uit de differentieerbsarheid van £ in x = O volgt dat a2 = 1 en

£1(0) = o.




Se

Probeer als oplossing voor de homogene vergelijking: y etx.

2
Dan moet t3 - 21‘.2 +t=t(t=1)" =0
t, =0 tz-t3-1

¥ -?\+uex+'rxex
hom

N
B

Probeer als particuliere oplossing: y = 8ae

|

"
N

b
rj—

M

y!' = 4ae ; Y' = Zae ; ¥yt =ae

=
™

Dan volgt &a = 48 +4a = 2 en is ypart=16e

1
X
alg, ople: y = ) +|J;-eJc +Txe” + 16e° ,

Opgave wijzigen. Toevoegen 8 > 0

Oplossing:
[= =]
Uit Z a_ conv volgt lim a_ =0
n n
n=1 n=+co

en geldt voor n > N dat Ianl <1 zodat we reeksontwikkeling
lunnen toepassen.

2
a
i o
log (1 +a.n) - gin a_ = (a,n -3

+ termen van hogere orde,

H 6.64

%
+ oaa) - (a-n - 3_!+ ooc)
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Te Uit meetlkundige overweging volgt:

o (L 2

A—(1!0!0) (5 ¥ 5 ¥ 0)
2 1

A(O!1,O) = (5: 5! O)

A(O!O’1) = (0’ 0, 1)
of uit vegen met

A{2 10) = (2,1,0)
A(1!'2$O) il (0,0,0)
A(0:0’1) = (0:0,1)

4 2 0
zodat A = % 2 4 0
0 0 5

Tevens volgt uit de gegeven projectie dat x =~ 2y = 0 een vlak is
van eigenvectoren bij eigenwaarde 1, en cok dat A(1,-2,0) eigen=
vegtor is bij eigenwaarde O,

(Natuurlijk vindt men ook dit resultaat door de karskteristieke
vergelijking det (A = A) = O en daarna Ax = Ax op te lossen),

(=) (xVx) =) ({xt1) _ qz+1) 2{x
8. flx) = = - =1+ =
( ) (x+1 ) (x- E) (X+1 )({;—1 ) x+1 1 x+1 g(x)

voor x # O en x # 1

f; i‘(x)d.x=fo1 glx) dx= 1+ zj" fxaz

o

Stel {;\= t
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1 2 1 2
gl : dt-1+4f t;1'1dt
Jo 1 +1 o} t +1

1
-1+[4t-4a.rcta.nt] =5 -

o]

2
Kegel: za==x2+y ﬁrz dus z = r

0=ff V1+zrrdrdqa =
G

-fl/quﬂ fzv?rdr

De ondergrens r(p) volgt wit y = 1=x of T cos ¢ = 1~ sin ¢

1
cos ¢ + sgin @

/2
S0 S
2 j: (cos @ + sin cp)2 “

/2 /2 \
=%\f2 f: 4dcp-j: : dg (tan @ = t)

(1+tan 9)° cos’o

r(p) =

-] N —»oo
- %fz [2n-fo E—%ﬁ-)—;i} - 15{2 ]:21:4.7% Z }, \[g(n-%)_
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Examen (tenta.men)Wiskunde II op dinsdag 5 januari 1965,

1. &) Bepaal alle re&le oplossingen van de differentisalvergelijking

y(3) -yt 2y =et +e T,

b) Ga na of deze differentiaalvergelijking oplossingen y(x) bezit

die begrensd zijn als x —w oo,

2. Schets in het complexe z-vlek het convergentiegebied van de reeks
o n(z®-|z|™)
e
b} 3 7T
n=1 1~ log(1 -f-I—l-)

2

X+ 1
3o Bereken an - dx,.
4a Bepaal de inhoud van het gebied in Irl3 dat is gegeven door

x2+y2€4’-z<2x.

5. Zij dn Rz een vector a gegeven,

len beschouwt de afbeelding &4 van R2 in R2 die is gegeven door:

Ax = x +a.D(x,8a).
Hierin stelt D{x, a) de determinant van de vectoren X en a voor.

a) Bewijs dat A lineair is,

b) Bewijs dat de nulruimte van A de dimensie O heeft.

¢) Toon aan dat A regulier is.

d) leat zien dat voor de inverse afbeelding A™' geldt:

27 = x -~ a.D(x, a).
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e) Toon asn dat 1 de enige eigenwasrde van A is, en bepasl de bij-
behorende eigenvectoren (onderscheid nu de gevallen a=0 en

& ¥ 0.

Uplossingen Tentamen Jjanuari 1965.

1, &) We bepalen de oplossing van de homogene wvergelijking:
't -yt 2y =0
De karakteristieke vergelijking
pP-p®+2=(p+1)(p°~2p+2) =0

heeft als wortels P, = -1 3 P, = 1+4 ; Py~ 1=1i zodat

=-X ix ~ix, x
Yom = A€+ (pe™ + 7 e A, p 47 complex,

Re&le oplossing:

=X b X .
yhomu?te + pecos x + ge"min x A, 0,y refel.

Daar e~ % oplossing is van de homogene vergelijking proberen we
els particuliere oplossing

y = axe™* + beX

We substitueren

y' = (e - ax)e™™ + be™
y' = (=28 + ax)e™™ + be™

¥ = (38 - ax)e™™ + be®

in de vergelijking .




1.

2.

II 1.65

Dit geeft: 5ae_x + 2be* = ¥ + e

8 =

]

1
5

Algemene refle oplossing:

1 - -
y{(x) = Ch * 4 Jz-ex +re™™ + pe’cos x + oe’sin x
(A, 1,0 refel)
v) Als X = =0 dan (jz-ex + pe’cos x + ce’sin x) = o
1 = -
maar (:,Z-xe Tt re™) = o voor elke A,

Er zijn geen oplossingen die begrensd zijn voor x = -o ,

&0 en(zz-lzl-z)

Zij Z un(z) =

(z # 0)

n=1 n® log (1 +r1T)

Pas op & |un(z)| het criterium van d'Alembert toe

u 2 -2 3
n-~w | "n(z) neeo (n+1)3
1 1
log (1 +=) ——
o lim ———2% . 1in n+1
n—eo = n—+co log (1 +n+1)

- ‘ezz"'zl-al e 1.1 e 1

. oRe{z®~|z|™*}

(a)

Stel z=x+iy dan 2z - |z| P =2 -5 = (B +yA) 4 2ixy




S
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zodat (a) overgmat in:

x4-;v:4—1
-6 x° +y2

Convergentie voor x' - y* <1 met uitzondering van (x,y) = (0,0).
Divergentie voor ' - y4 > 1
hand x' = y* = 12 dit is Re(z® - lz[da) = U

dan te onderzoeken:

1

3 1
n- log (1 +n)

bX un(z) = L (pos. termen)

M is L = L ! = =
' 3 1 1 1 2 1 1 2 1 2
n (—_—--{-—-——..) n (1—_+-__Qo) n (1——_ n
noo,02 3n:s 2n ’nz 2n
zodat op de rand zelfs absolute convergentie optreedt,
N Y 27
\\\abs.conv. /
\
div. 7 div. "
1 /‘ \ 1
2
f \[x+1 ax = T
2=x
-1
x+1 2t2 2 1 6t
Stel t = Cyap dan is x=——2---— en dx = dt
- X 12 41 (42 +1)2
N 't2
I = 1im 6 '—2—-—2'dt
N~oo o (t°+1)
N W N
= lim 3 t—zzi-—;dt-lim -3j ted —
N~co ) (t°+1) N=+co o 1+ 42
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N
= 1lim |=3 L - gretan t ]=%.
N —+eco 1+1% o
zZ
4
—_— - |
Loy -z2—n == 4-222x [
Y __ I
— p— |
i \4 — T :
"\zﬁ_ i_
- N /’ Y
e s
2 — -
(x-11+y=1

X
Gevraagd de inhoud te berekenen van het kapje I dat door het
viak 4 - z = 2x wordt afgesneden van de ellipt. paraboloide.
(Getekend in 1° octant),
Elininatie van z uit (4 - z = 2x (a)
£x2+y2“4-z (B)
geeft de projectie op het XOY-vlak van de doorsnijding van (a) en (8):

x2-2x+y2=0 of (x-1)2+y2=1

of r(r = 2cos ¢) =0 in poolcoBrdinaten

—
1

/2 2008 @ 4-r® )
2 | dcpf rdr f dz
o

J
° 4-2r cos @

/2 2cos 9 2
Qf‘ dtpf (2r cos @ - r°)rdr
0 o

/2 2cos @
= Zf" [g- rscos P - lr4] de
o 3 4

Q
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5« &) A is lineair want

Alx+y) = (x+y) +a D(x+y,a)

x+y +a{d(x,a) +D(y,a)} =~ x+a D(xa) +r+a D(za)
=A§+Ax

A(Ax) = Ax +aD(Ax,a)= AMx+a Dixa)) = Aix

b) Als x € N(ulruimte) dan moet Ax = Q

of x=~I(x,a)a dus moet x= Aa
Aa=-AD(za)a=2 (d(z8) = 0)
Alleen x = Xa =0 voldoet,

¢c) 2 = dim (nulruimte) + dim (beeldruimte) = O + 2
dim (beeldruimte) = 2 dus A regulier.

d) Geldt  A(x - aD(xa)) = x7?

Dit is = Ax - D(xa)4Aa

=x+D(xp). a~D(xz){a +aDdlaa)

= x wegens D{ga) = O
e) Ax = Ax ; x+aD(xa)=2Ax

D(xa)a = (A - 1)x

Zij A ¥ 1 dan is weer als in b) x een veelvoud van a,
dus D(x,2) =0 en Q0=(A-1)x ~ x=0

Van een eigenvector x eisen we x ¥ O,

Noodzakelijk i8 A = 1 en dus
D(za)a=(rA-1)x=29

Is g = O dan geldt voor elke EER;;
D(E ) 9).(.)_ =0

dus A is de identieke afbeelding.

Is & ¥ O dan voldoet elke x waarvoor D{xg) = ©

dit i8 x=pg




Herkansingstentamen Wiskunde I,II op maandag 18 januari 1965,

1. Bepaal de afgeleide van

1
log;
¥y = x (x > 0).

2. Los op: 2t a2+ az+i=0 {z complex)

5. DBepaal a zodanig, dat het volgende stelsel oplosbaar is en

bepaal in dat geval de opleossing

X = 2y + zZ =3
2x = 3y + (2+a)z = 6+a
-x + (2+a)y = 28-4,
4+ Gegeven z = £{x,y)
X=u+v
2 2

y=u" o+ v,

azz

tudv

Z NAAT X en Y.

Druk uit in x en y en de eerste en tweede afgeleiden van

5. Voor welke re¥le wearden van x convergeert de recks

%0 n
b3 =3 .
n=1 n!+n
{
4
6., Bereken: f X & .
o d=x x

H 1,65
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T+ Bepeal de massa van het lichaam, gegeven door

x +y2+22 g2
z » 0

s 2
als de messadichtheid in het punt (x,¥,z) gelijk is aan (x° + y® + z2) °.

PO

8., B is een lineaire afbeelding van R3 in R3, o is een vast getsal,

De lineaire afbeelding A wvan R3 in R3 is gegeven door

Bewijs dat A dezelfde eigenvectoren heeft als B.

-vlossingen Herkansingstentamen januari 1965,

1o Schrijf y als een e-macht (x > O!) en pas daarna de ketting-
regel toe,

K3 ¥ =e" logax

- 1og2x - loggx

1 2
y! = e o= 2 log X » ” of yt = = © « 1lO0Z X.

2. lerk op dat 2t - z2 + z2 - 2z + 1 een factor is van het product:

2 +1= (z+1)(2* =23 +22 2 « 1)

De oplossingen van de gegeven vergelijking zijn dus de oplossingen
van de binominaalvergelijking:

2° = -1 (met de voorwasarde z ¥ -1),




Hieruit volgt dat

i + 2kni
Bome

voor k = 1,2,3,4 de gevraagde oplossingen zijn., (-1 = e )

3, Schrijf het stelsel in matrixvorm en ga "vegen".

1 =2 1 3 -2 10 3
2 =3 atlatb] ~ |0 1 al| a
-1 a+2 0 {2a~4 0 a 11 2a-1

Voor a = 1 is dit stelsel equivalent met:
1 w2 1\3) (1 -3 o\z)
0 1 1 1 0 1 1 1
Voor a = 1 luidt dus de oplossing:

x = (2,0,1) + A(3,1,=1).

liet & ¥ 1 kan als volgt verder geveegd worden:

1 w2 1 3 1 w2 1 3

8] 1 a a o 0 1 a a ~
0 a 1 2a-1 0 a-1 1=z ) a=1

1 =2 113 1 0 5

0] 1 a |a} ~ 0 0 a+l |[a-1

0] 1 -1 1 0 1 -1 1

Hieruit blijkt dat het stelsel voor a = =1 vals is

Indien |a| ¥ 1, dan vereenvoudigt men verder:

atl O 0 ba+4
0 0 a+l a~1
O a#l 9] 28

H 1.65
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Voor |a| ¥ 1 wordt de oplossing:

= (63, +4 z2a

aet
a+1 ?* a+1 ! a+1)

Samenvatting:

a =1 : ox = (2,0,1) + A(3,1,=1)
stelsel wvals

=-1

_(6a+4 2a
L=\a+1 * a+1

g =1
a+1 *

4s Beschouw z als een functie van x en y, en x en y als functies van

el A7

wenv, Uit de gepgevens volgt:

%

Ox & 4
u - v

o ., a_ 2 (4
av dudv  Ou \odv
worden nu als volgt berekend:

Oz _ 02 9x 9z 9By 0z

- ox "oy T o ek tic ¥
_Q_a_z.__,._afl,._ai,*l.;..ﬁ_.gu 2\;{ azz.1
gu \dv dudv 3x2 0y . Ox 8x0

3%z 3%z

md P s Ao T oA o i
Urider de aannanme xdy = Jy0x kan deze vorm nog vereenvoudigd

worden tot

dudv . 2 u 9x0y 4 2 *
ox dy
- 2 2
G : + 2x aicazy + 2(x2-y) 3z :
ax 3y
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5. Pas het convergentiekenmerk van Cauchy toe; hieruit volgt de

convergentie voor alle re&le waarden van x, want:

1 o = 14 ‘————._1___s 13 Ll o,
im \/m m lxl = in =

n ~+co 1 ~*oo 1 -,

6, De integraal is oneigenlijk, want de integrend is niet gedefi-

nieerd voor x = 0,4, Hieruit volgt:

4 b d:(-2
f\/4fx%- lim 1lim f =
5 alobte (;1_( 25)

= 1im 1lim {arcsin bgz - arcsin 3;2}
alonbta =

= arcsin 1 - arcsin(-1) = n .

7. De totale messa M is gelijk aan de getalswaarde van de volgende

integraal:
1
I= {——1_—2_——-——_de6.de
A X +y° +az
G: x2 +y2 +22<2
X2 + > 72 (x2 + y2 - z2 = 0. Kegel met
z = 0 top in 0; hier gebied buiten kegel)

Bij de berekening bheperken we ons tot dat deel van G dat ligt in
het eerste octant. Dit kan, daar het integretiegebied en de inte-

grend invariant zijn t.a.v. de verwisseling: x **=x (en y ==y),




H

Bovendien transformeren we I op bolcoBrdinaten,

(* +y° 42 =1? dxdydz -~ r sin & d¢dedr).
o.o I w 4fﬂ
G!

G': U<y =<

o r?sin ¢ dyde dr

L B

I

4

U= g =

< ¢ <

M nja

/2 n/2 2 1 -
I==4j« sind;dq:j Ay f rar=4-—2-\f2.-2-
n/4 o 0

Hieruit volgt: M = 21y 2.

Ve bewijzen eerst dat elke eigenvector b van B met eigenwaarde A’b
ook een eigenvector van A is, De bijbehorende eigenwaarde is nu
echter: A + a. Dit volgt direot uit:

Ab = Bb + ab = A, b + ab = (A +a)b

Op analoge wijze is in te zien, dat elke eigenvector & van A met
eigenwaarde ?La, ook een eigenvector van B (echter met eigenwaarde
A, = o) moet zijn,

Hiermede is hewezen, dat A dezelfde sigenvectoren heeft als B.

1.65

. 2= 2ny2,
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Proeftentamen Wiskunde II op zaterdag 13 masart 1965,

1. Los op, voor alle refle waarden van p, de volgende differen=

tiaalvergelijking met constante co8fficiBnten:

-y + (p-1)y = e,

"

¥

2. a) Bepaal het geb‘ed in het complexe vlak waar de reeks

p loodn=t o

n=1 n
convergeert.,
b) Bepaal ;
x(1=x>) % ~ arctan X - ;--xs
lim >
X =0 1 -~ cosh x
3 lMen wil log 3 bvenaderen met behulp van de reeksontwikkeling

voor log ::':;‘: rond x = Q,

Met hoeveel termen kan men volstasn opdat de fout kleiner is
dan 2.107% ¢

4. Geef van elk van de volgende uitspraken aan of hij al dan niet

Juist is en motiveer uw antwoord,
o0
a) Als een recks = ~u, ebsoluut convergeert, is lim {f |uni <1,

-0
n=1 oo n

b) 2ij 5, de n® partiBle som van de reeks & u

oo n=1
Als lim (Sn+1o'sn) =1, dan is I wu_ divergent.
n =+ nw=q

¢c) Als de partiSle sommen van een reeks begrensd zijn, is die
reeks convergent,
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o0
d) Als voor een reeks I u met positieve termen voor oneindig
n=
B +1
veel waarden van n geldt dat —u--—> 1, is die reecks divergent.

n

QLlos's ingen Proef tentamen maart 1965.

1. a) Karakteristieke vergelijking van de homogene differentisalverge~
1i jking:

tzo-pt+(p-1)-0 = 1:’ = 1, 1:2 = p-1
Dus oplossing van de homogene vergelijking:

yhexw‘ue(p'”x | (pf2).

y o= ae™ + pxe® (p = 2)

b) Een particuliere oplossing van de niet homogene dv:
Twee gevallen: p ¥ 4, p = 4.

Stel  y = A’  y! = 3he* | = gpe’*

Derhalve A(9 = 3p + p ~ 1)e31 - e3x = A = 8-12p
p =4
Stel y = Bxe ™ y' = B(3x+1)e§x , Yy om B(9;‘c+6)e3x

Dus B(9x+6-12x-4+3x)a3x-53x=0 B-%—.
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De algemene oplossing luidt dus

P = 2 y_}\ex_‘_pxex_'_i_eﬁc
P=4: y=Aex+pe3x+%xe3x A, p complex
13X

-1
P7!2,4=Y=?tex+ue(p )x""a__zp

De algemene term laat zich omvormen tot

o | = n-(n=1) (1+2)" = 1
n n({n+yn-1) aln+ Yn-1)

Absolute convergentie wordt onderzocht met d'Alembert

n+1
Lim NETT n{n% yn-1) = [1+2]
n-e (n+1)\n+1 +{n) |1+z|n

(1 +z)n

|1+2z| «1: absclute convergentie
|1 +z{ > 1:  divergentie, omdat de algemene term # ©
[1 +z| = 1t  moet apart worden bekeken:

Hu is echter

g | = — <
20 n(n+ fn=1) nyn

o0

|'Lln | eveneens .

8

1 .
is een convergente reeks, dus I
1

n=1 nfr—l\
Hesultaat: Absolute convergentie voor |[1+z]| <1
(cirkel om z = -1, straal 1, rand inbegrepen)

i
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b) Enkele van de optredende reeksen:

1
x(1+%x3+. .o) - I +%x3 -%‘xs sse —3'){:3
Tus lim =
Xx—0 1—1-%x4—...
1 4
clin et 2
, 1 5 °
XxX=Q —'2‘}{ - es
1
Ze log (1+x) = }c-—%x2 +;—Jv:3-"4-'x4 taen (|xl <1)
log (1-x)=-x--;-x2-;—x3—37x4-... (|x] <1)
af'trekken
log ]:z = 2x +—§-x3 +%x5 +$'x7 +aae (|x] <1)
3 1 .1+
Vul in: x =35, dan is 1_;=3
1 1 1 1 1 1
log3al+ge —d =6 —+= ¢ —+ ,,,
3 22 5 o4 7 26

Afbreken na de n-de term (controleren!!) levert als fout:

1 , + 1 . 1 . 1 . 1
4+ 2.Z'n an+3 221+2 an+5 2.2n+4

+ *a e

afschatten met meetkundige reeks




4.,
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1 1 1 1
Ifoutl‘al+1u"2"'gt(1+4+ﬁ+...)- . al°2n.|.‘|

TS
N

Het rechterlid isc kleiner dan 2 » 107 , als

3,221 (ons1) > 1d

Voor n = 4 staat er links 27 2'7 < 104
Voor n = 5 dasr=ntegen 33 . 29> 104

Dus 5 termen zijn zeker wvoldoende,

Opmerking: Controleer dat 4 termen niet alleen bij de schatting
van de meetkundige reeks, maar ook bij die van de oorspronke-

lijke reeks een te grote fout opleveren,

a) De uitsprask is niet juist.
[~

n
Immers I -1? convergeert absoluut, maar lim -1—2' = 1,
in n o n

b) De uitsprask is juist:

o0
Zou L u_  convergeren, dan bestond lim S_ = 5
n
1 n e

Tevens zou dan lim Sn+10 =S, dus lim (S
n —+oo n —*o0

n+1O-Sn)=-S-S=U,

in strijd met het gegeven.
¢) Een veel gemsakte, maar onjuiste bewering.

[==]
Derecks £ (1) = =1 +1 1 +1=14+1,,.
: n=1

heeft een begrensde rij van parti®le sommen (-1,0) maar is
niet convergent. Achtergrond: De termen 2zijn niet allemaal
positief!

d) Ook deze bewering is niet juist. De reeks

l+1§+-—‘!5-+—15+-15+-15+... (u, =
’ 32 22 3%
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is convergent met som
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Examen (tentamen) Wiskunde II op dinsdag 15 juni 1965.

1. &) Bereken van de differentisalvergelijking
y't eyt = 2x
de oplossing y = f(x), die voldoet aan

£f(0) =0, f(n) =0, £1'(0) =1,

b) Schets in het complexe vlak het convergentiegebied van de reeks

o 22
n z ez

I e

n=o

(z = x + iy).

Onderzoek vooral ook het gedrag van de reeks op de rand.

2, Gegeven de reeks

o0 x3n+‘l .

T T (x is reBel)
n=o

a) Bepaal alle waarden van x, waarvoor de reeks convergeert,
b) Bereken de som van de reeks voor alle waarden van X, Wasrvoor

de reeks absoluut convergeert,

3. A en B zijn afbeeldingen wvan R3 in zichzelf
Ax=xxa meta=(1,1,1).

B is de spiegeling t.o0.v. het vlak z = O,

a) Bewijs dat A een lineaire afbeelding is,




b)

4o 8)

IT 6,65

Toon aan dat de matrix van A gelijk is aan

Q 1 =1
17 =1 0

Bepaal de bveeldruimte en de nulruimte van de afbeelding C = BA-
Bereken de eigenwmarden met bijbehorende eigenvectoren van C.

Bereken de oppervlakite van het gebied G in het XOY-vlak wasrvoor
geldt:

x =0 x2 +y% <1
y*&x y = 2x?3.

Bepaal op de boog van de cycloide, gegeven door

x=1t «35in t

y=1w~cos t (0=t < 2n),

het punt P, dat, langs de boog gemeten, een afstand 2 tot de

oorsprong heeft,

Cplossingen Tentamen juni 1965.

1. a)

Voor de homogene dv. substitueren we y= etx:

3 .
t + = 0 = O = 4
t = t1 ] t2'3 _1

Dus algemene oplossing:

y= A+ ueix +v e X,
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Ofy meer vertrouwd:
y=A+acos x +P sin x.

waarbij A, « en B nog wel complex mogeh zijn,

Direct zien we, dat y = x2 aan de niet homegene dv. voldoet
(anders stellen we y = Ax® 4 Bx).
Dus de nplossing

2 .
Y=x +A+0cos x+ B sinx

moet aan de bijvoorwaarden worden asngepast:

y{U)=A+a=0 a=-21-n2

y(#) s + A= a=0} = }8=1

y'(0) = g =1 A=t
Conclusie:

f(x)=x2-%n2+-;~n2 cos x + sin x.

b) Te rassen d'Alembert toe

Yn + 1 e(n+1)222 + (n+1)z - n°2% - nz .
- =
n
2
_ e(2n+1)z + z[r_ e(2n+1)(x2-y2) +x
Al 2 2 . un+'t )
) X =y <0, dan lim = U dus abseoluut convergent,
n —+oo n
u
Als x? - y® >0, dan is 1:1*'1 = o0 (n = o)
n




2 2 Y +1 x
Als X «y =0 en x>0, dan is ] =¢ >1
n
u
dus ook lim Al s = divergent.
n oo Yy
2 2 Yn 4+ 1 x
Als X -y =0 en x<0, dan is e <1
n

(absolute convergentie )

Tenslotte x° - ¥°=0 en x=0 (dus x = y = G)

mea.ws u =1 (voor alle n}) = divergent

div.

. &) Yt d'Alembert:

un+1 ~prn+4 2n + 1

un n+4 3n +1

~ x|?
11 =+ o

x|

dus: absoluut convergent als lxi <1

divergent als |xl > 1.

. 1 1
De rand® x = 1: u = gzer >

n 4n

dugs X% u is divergent.

’ n+1
X = a1l u == alternerend, termen naderen
n n +1

monotoon tot mul dus convergent.

Het gebied van abgsolute convergentie is dus -1 < x < 1,
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1
o x3n+

b) Stel. 5 ST e S(x).

Termsgewijs differentifren:

oD
S.(x)ﬂz x3nn 1

o 1-:\:3

X X 1
Derhalve S(x) - $(0) =f S'(t)at =-f 7 dt.
o]

o} 1-1%
N +1
o}
tlet breuksplitsing:
1-¢2 3 1= 3 2y

Dus f 1 dt”";—fg-‘l(%-t—tl'b%fwdt’

14143 (t2 +t+1)
= -3 log (1-t)+g‘108 ( +t+1)+§ —g
(t+3) +f

= -%log (1-%) +%1og (t2+t+1) +—1—arctang§-:-"-1—+ C.

{3 3
2
Derhalve S(x) = -;- log M arctan &XJ1 _
- 2x+1 ﬁ \;’?
1 1 1
- (z log T+ — arctan — ) =
1 \
¢ B 3
“glogx txt ] +—1-a.rcta.n Zx+1_ . =&
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Upmerking: Uit dit voorbeeld blijkt, dat de bij het onbepaald
integreren eventueel in te voeren constante niet altijd nul

tehoeft te zijn.

3. &) De afbeelding is lineair want:
(1) Ax+y)=(x+ypxa=xxa+yxa=Ax+Aiy
(2) A(Ax) = Axxa = A(xxa) = A « Ax.

b) De componenten van de vector Ax zijn:

X, X, X, %, X, X,
] 1
11 1 1 1 1
of X, = X, Xy = X,y X, =X, »

Q -1 y, = X, =X
-1 0 1 want: Y, = =X, + x
1 =1 0 ¥y= ¥ =%

cy Spiegelen t.0.v. xy-vlak (z=0) betekent dat (x13czgcg overgaat
m (x1‘xz’-x:~;‘
De matrix van deze lineaire afbeelding B luidt dus:

1 0 0
0 0
0 0 -1

De matrix van de afbeelding C = BA volgt hier uit door matrix—

vermenigvuldiging:
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1 0 0 -1 U 1 -1
C= 10 1 -1 V] 1 = | =1 0 1
0 (VI 1 -1 0 - 0

Door vegen berekent men met behulp hiervan gemakkelijk de

nulruimte nl,

0 1 -1 0 1 -1 ( 0 1 -1 )
-1 v ~ -1 1 O |~ -1 1 0
-1 1 0 -1 1 0
De nmulruimte bestaat dus uit de vectoren x = p(1,1,1).

Dit is ook zonder meer meetkundig in te zien daar
AX(1,1,1) = AA(1,1,1) = 0 en BU = Q; dus BAA(1,1,1) = BU = v

De eigenwaarden A volgen uit de determinant:

-h 1 -
S of AN -1) =0
-1 1 =A

De bijbehorende eigenvectoren krijgt men door het stelsel
Cx = Ax vocr de waarden A = O, 1, =1 op te lossen.

De bijbehorende eigenvectoren zijn respectievelijk voor A = 0, 1, =1:

k(1,1,1), #(0,1,1), u(1,0,1).

De gevraagde oppervlakte is gelijk aan de oppervlakte van de
gebogen driehoek ABC,  ingesloten door cirkel, perabool en

rechte als onderstaand:

y= 2!2\[5

In rechthoekige resp., pool-
codrdinaten is:

r P

a@ls, g03) = Gls, B




Dus

b) De lengte van de boog OP is

Uit

B(%\l?, %\/—5) = (1, zn)

AG:

BC:

]
no -+

P P
L -f x°+y dt =f W!("I-COS t)_z + sin°t di=
o o

t t
D P
=-f 42-20031; dt=f U4sin -2-td1:=
e 0

Hd
N

e
y=2x°V3
xQ +y2 - 1

T n
g - 1
3 103 N
f de f rdr = Ef de, r
L _ Bin ¢ n

sin @

4 ?E'J?cosaqJ

4

4

%
P 1 b 1
f l2sin-2~t]dt=f 2 sin 5t dt = 4 - 4 cos
o] o}

1
- s =t
4 co 2%

]
(%ﬂ - 5‘[—3\

2 30052@

I I
w--—-—-
T 24 n

' 2

(8

wordt T = _m_n_ga__
2\]?(:05 0]

I P

0=t =2n
(0=t <2n)

1 1
= 2 volgt cos th—Q = 1

3

P
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Herkansingstentamen Wiskunde I,II op woensdag 22 juni 1565.

Stof wvoor Wiskunde I.

1.

3

4a

a) Differentieer

/2 o-fan x
b) Bereken j: T T oo o 4%

Los voor de verschillende waarden van a op

ax + y + z = 3
3a
Se

dx = 2y + az

x + ¥y +az

Zijz=f(x,y),metx=~rcoscp,y=rsincp.Druk%-ch- uit in

ry ¢ en de partifle afgeleiden van 2z near r en .

Zij p het beeldpunt in het complexe vlak van een complex getal

Construeer de beeldpunten van de wortels van de vergelijking

222 + 20z + p2 = 0,

5tof voor Wiskunde II.

De

1+X)

a) Bereker 1lim x°(sin %-- log —

X =+oo

b) Voor welke re¥le x convergeert de reeks

H 6,65
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6. a) In RB is gegeven een vaste vector g met lengte 1. Bewijs dat
voor elke x in R3 de vector (&, x)a de loodrechte projectie is

van x op de rechte Aa. .

b) Gegeven is in R, de lineaire afbeelding A gedefinieerd door:
Ax =x - 2(a, e ,

waarin a een vaste vector is met lengte 1,
Wat betekent dere afbeelding meetkundig?
lliepaal zonder de matrix van A op te stellen, de eigenwaarden en

de bijbehorende eigenvectoren van A,

T Bepaal de vergelijking ven de kegel met top {1,%,1) en richt=-

kromme x =cos ¢ ; y=8ing ;3 z =0,

1

. nereken de massa van het deel van de cylinder ¥ o+ y2 = 2x
vegrensd door de viskken z = U ; 2z = 2x als de massadichtheid

L gegeven is door

Cplossingen herkansingstentamen juni 1965,

1. a,; Zerschrijf de functie tot een e-macht en differentieer daarna.

gin x+ log x
2

y=e

8in x+ log x

y' = e 2 -;—{cosx.logx+;—c--sinx}

= %(ﬁ)sm * (—-—61?{ L + cos x. log x)




b) De gegeven integrcal is oneigenlijk, want de integrand is niet

gedefinieerd voor x = % .
Hieruit volgt:

fn/z e—ta-n X dx _ lim lJ‘ a e“tm % d_X
1 +cos 2% 2 2
o . Tg_ 0 cos x

1 [® aten x
lim 5 [ e d tan x
Y0

7
aT—z-
. _ia
= lim -5e tan x | = %
atl ) |0
2

Sehrijf het stelsel in matrixvorm op en ge vegen,

a 1 13 a-1 0 1-a ¢
4 -2 a3l ~{ 6 0 3a Zatb
1 1 al3 1 1 a 3

Voor a = 1 is dit stelsel equivalent met
(6 ¢ 3’9) 2 0 1
1 1 1103 =1 1 o]

. e x = (0,0,3) + A(1,1,-2) wvoor a = 1.

y

Stel nu & ¥ 1, dus

1 O -11]0 1 -1 0
2 0 a lat2| ~[ 0 a+Z | a+e
1 1 23 3 9] 1 a+1 z

H 6465



3.

Higruit volgt dat het stelsel voor & = =2 eguivalent is met:

1 SR 0
(O 1 =1 3
. . x = (0,3,0} + A(1,1,1) voor a = =2,
5tel nu weer a # 1,-2 en ga verder vegen:
1 0 =1 0 c 0 1
0 0 1 1 ~ 0o 0 1
0 1 a+l 3 0 O | 2=a
. x = (1,2-a,1) voor a # 1,=2.
Samenvatting:
a=1 : x = (0,0,3) + A(1,1,-2)
a = =2 x = (0,%,0) + A(1,1,1)
ag1,=-2: x=(1,2-3,1).

Beschouw z als een functie van r en ¢ en deze weer als functies

van x en y. Dan is

9z 9z ar dz el

9x  or ' Ix ¢ * ox

en 29 zijn te berekenen door de gegeven betrekkingen

PameN Qr
ja]
',_I
b
1l
L= S
o
o]
7]
&
e
il

= r 8in @) te differentifren naar x.

)
‘Incosqo.-g—i-rsintp.'gg

O-—---s:r'.an.a—r+1"c:osq>.-QJL

0x 0x
Sr _ 89 _ _sin g
ax P T - T o
. Oz 3z sin ¢ B8z
[] - ax cog w - ar - T [ a¢ Y

H 6.65
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4.

De

Los de vierkantsvergelijking op met de bekende formile,
1

Dus Z2, = -';—P + %-ip, 7y = -Jz-P - Eip'
Als nu p een gegeven complex getal voorstelt, dan verloopt de
constructie in het complexe vlak van z, en z zoals in bij-
gaande figuur is aangegeven.

ip

n|—=

H 6.65

=
O,

ip

ae ) B

a2) De limiet kan eenvoudig door reeksontwikkeling berekend worden nl,:

lim  «(sin :—C-- log (1 —ié—)) = lim -12—(sin u - log (1+u)) =.

X ~+00 udo u
3 5 7 2 3
) 1 u 1 u 1 u 0
lim (—(u--—,—+—,—-—7...)-“—11-—""""'0--))“
wlo “W2 5 >t T u? 2 ’

b) Pas het convergentiekenmerk van Cauchy toe en stel u = x - 2,

lim 5 . Ju] 1im L - Jul
n-co Bn(n+1) 3 n-o \J7 +1 3

Dus wvoor J-%J- <1 of -1<x<5 is de gegeven reeks

absoluut convergent,
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De randpunten, x = =1,5, moeten nu apart onderzocht worden.
Voor x = =1,5 verkrijgt de reeks respectievelijk de volgende

gedaantent

s =
-t 1 1 1 1
BT gt gt e (x = -1)
n=0
[+ =]
1 101 1.1 -
o n+1=?+2+5+4+o¢-¢ (x 4’5)
n=0
1
De eerste reeks is convergent (alternmerende reeks en |un| il

nadert monotocn tot mul als n tot oneindig nadert); de tweede
reeks ig de bekende divergente harmonische reeks,

Bovenstaands resultaten kunnen nu als volgt samengevat worden:

-1 <x <5 absolute convergentie
x = =1 relatieve convergentie
x= § divergentie,

Opmerking: In het tweede geval is de reeks niet absoluut

convergent, daar voor x = =1 de reeks der moduli divergeert.

De lengte van de projectie van x op de rechte Aa is gelijk aan:

x| « lcos 9| = |af « |x| + [cos 9| = |(a, x)|

met 9=4(,x) en |a]=1,

Hieruit volgt dat de vector (&, x)a de loodrechte projectie

is van x op de rechte Aa.

u) Door een tekening te maken ziet men onmiddellijk in, dat de

beeldvector van x ontstaat door x te spiegelen t.o.v, het

vlak V door O en loodrecht op de lijn Aa.
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Aa

| -2(a,x)a 0 (4,x)3

Hieruit volgt dat x = pa eigenvectoren van de l.a.A met eigen-
waarde A = -1,en x in vlek V eigenvectoren met eigenwaarde A=
zijn,

Opmerking: De tekening is gemsakt in de veronderstelling

n

2
overeenkomstige figuur getekend worden.

0 <o <= . Voor andere waarden van ¢ kan gemakkelijk een

Te De parametervoorstelling van de kegel luidt:
x = Alcos ¢ = 1) + 1
y = Alsin 9 = 1) + 1

z = A + 1

Voor ¢ = constant en variabele A stellen deze vormen de

parametervoorstelling van een beschrijvende van de kegel voor.
Door A= 1 =~ 2 in de eerste twee vergelijkingen in te vullen

en dasrna ¢ te elimineren verkrijgt men de veolgende vergelijking:

(x -~ 2)2 + (y - z)2 = (1 = z)z.
5 of uitgewerkt:

%2 + yz + 2% - 2%z - 2yz + 2z - 1 = 0,

B De totale massa M van het lichaam wordt gegeven door:

i z
! M= fjj < 2 dxdydz
i a x +y




b S S AU

sl

i e
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G 12+y2s2x
O<z€2x.

Door op te merken dat zowel de integrand alsoock het integratiegebied invari-
ant zijn t.a.v. de verwisseling: y wordt =y, en na overgang op cylindercodr-

dinaten (¥ + y* = r?, dxdydz - rdpdrdz) kan men de integraal als volgt her-
schrijven:

M= fo -z;rdq?d.rdz s
¢ T
1

G:0sr=2cosg
O< g s;% (de halve cirkel!)
O z< 2r cos 9 .

Laatstgenocemde integraal kan gemakkelijk in een herhaalde integrasl omgezet
worden, De berekening wverloopt nu als volgt:

n/2 2 cos ¢ 2r cos ¢ n/2 2 cos o
M=2fd¢pf drf fdz=2quaf 2r cos’pdr =
G 0 0 O 0
n/2
= 8 cos4qndcp=8-5—i—i--%=%n
; 1
oo M=%n.




Examen (tentamen) Wiskunde II op .woensdag 5 januari 1966.

Bepaal de oplossingen van de differentiaalvergelijking

yM - By eyt - By =l

waarvan de grafiek in de oorsprong aan de lijn y = x raakt.
Voor welke complexe waarden van z convergeert de reeks

;:o e(lzlz-z)n
n=2 n® log n

1

1-x
Bereken f<1 +x> dx.
0

wj-

II 1,66

Bepaal de oppervlakte van het deel van het boloppervlak = + y2 + 2% = 1

binnen de cylinder y2 + 22 . y =0,

Een lineaire afbeelding A van R3 op R2 heeft de nulruimte x =
terwijl 4(1,0,0) = (3,2) en A(1,1,1) = (4!3)-

a) Bepaal de matrix van A.

;\(1"‘3,"'3)!

b) Voor welke waarde van P is het beeld van het vlak px +y + z = O een

rechte 1lijn?

Cplossingen Tentamen januari 1966.

We bepalen de oplossingen van de homogene vergelijking:

ylll - By" + yl - 3y = O.

De karaskteristieke vergelijking

t2 w3t 4t - 3= 42(t-3) + (£-3) =0
Leeft als wortels 3, -i, +i, zodat

_ 3x -ix +ix
yhom = A1e + hze + Aae hi'COmplex.

3x . . . 3
Dear e™ voorkomt in de homogene oplossing proberen we niet ae x

= axe x
ypart : .

maar
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Invullen van y en de afgeleiden levert

1anax=e3x a.--.]ld

en als part, opl.

¥y = 1/1C)xe33C .

X

Alg, opl.: y(x) = ?L193 +1/10xe® + b, C08 X + p, sin x,

We vinden alle re&le oplossingen door 7\1, Bor By reBel te kiezen,

Extra eis is y(0) = 0 en y'(0) = 1,

Door differentéren en invullen van x = O volgen de voorwaarden
y(0) = 'S =0

y'(0o) = (3)\1 +1/10) + by =1

I

zodat we 2 onbekenden kunnen elimineren.

Opl. y(x) = ()\1 +1/10%) e3* - A, cos x + (9/10=73 A, Jsin x.

- 2 . X
Stel |z| - z = W en onderzoek de reeks van sbsolute waarden met het criterium

van dliAlembert

lix Lew(nﬂ )_l n2 log n . iewl
n —oo |ewn| . (n+1)2 ¢ 10g(n+1i ¢

Log(n £ 1) log n(1+2) log(1 +I-'-i-)

want lim 7 = lim T--—-——=lim 1 +-*-i-——— =1,
n=re cg n n-sco °g 1 n-—+co og n
En uit Iewl - Ie'LH'iVl - u. leivl - eu. (0032V + SiIlZV)
u _ Reflw)

=g =g
volgt:
Convergentie Re(w) < O

Imners ook voor Re(w) = O (d.i. op de rand) volgt (absolute) convergentie.
Re(w) = Re{|z[2 -z} = Re{x2 +y - x - iy}
= ax+y = (-3 +32 -1 <0
dan moet

(x-3)% +y* < )% .

Convergentie treedt op binnen en op de rand van een cirkel in het complexe

vlak met middelpunt & en straal %.
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1 =X
Je f(1+x> dx = I

Oplossing I

Stel x = cos 9 en kies O < ¢ < n/2 dan is

0
1~ cos .
n/2

11:/2
- fta.n 9P o 5in ¢ dp = f (1=cos 9)dp
n/2 0

It

n/2 - 1,

Cplossing I1
Door de onbepaalde integraal uit te rekenen.

1-x 1=1

Stel T x = t dan x =

Igf__ﬂt__dtgfﬂ(w) gft.d< 1)

(1+4)° (£2 +1 S 2 +1
. 1

=|=-2- + 2 arctan t =-1+%.
£+ 1 0

4. De opgave is wezenlijk hetzelfde wanneer we x en z verwisselen.

“re berekenen dan het oppervlak van het deel van de eenheidsbol binnen
2 2 - 1y2 2 1 p
X +¥ =-x=(x-%)°+y%=1% boven in onder het xoy-vlak,

We gaan over op cylindercodrdinaten
2 1 2!
= 2 tz_ +— 32 r,dr.dg
T 2 o
el r

met G: {z=0 G z2=0

(x=-%)? +y2 < % r-cos 9 <0

waarbij -n/2 <9 < n/2, We beperken ons tot O < ¢ = n/2, de halve cirkel in
het eerste octant.
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zz+y2+x2=‘|—>zz+r2=1
/2 cos g
- rdr
0T 4Gf e Of e
/2 cos g
- zf do I d§1-r22
0 0 T-r
e
= - 4_} (sin ¢=-1)de = 2n-4.
0
S5« a) Uit het gegeven volg:
A(1,-3,-2) = (0,0) A(O,—3,~2) = ("3"2)
A(1,0,0) = (3,2) =~ A(1,0,0) = (3,2) i
A(1’1v1) = (493) A(O!1s1) = (191)
A(O"'I’O) = (‘1’0) A(0:1s0) = ('1,0)
A(190’O) = (512) = A(1’030) = (3,2) -
A(Os111) = (1’1) A(O!Os1) = (031)

3 1 0
NS
2 0 1

b) Vlak V: px +y + z = 0 is in parametervorm te schrijven als
X = IJ-(110,‘P) +A(0,1,-1).

Indien
A(1,0,—p) = A(O!1!"1) = U, (1"1)

dan wordt elke vector uit V afgebeeld op de 1lijn door (1,~1)
A(1,0,-p) = (3,2-p) = 3(1,-1).
Dan moet 2-p = =3 p=>5.

We kunnen ook zeggen: V moet de mulruimte bevatten, dus p.l~=3-2 =0= P = 5.
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Herkansingsexamen (tentamen) Wiskunde I/II op 17 januari 1966.

sin x
Bereken fLT- dx.
cos x

Los met behulp van de regel van Cramer x, op uit het stelsel

- = —1
2x1 + 3x2 2x3
+ = 1
3x1 + xa 5x3 1
= ~2 »

x, +4x - X
142 33

Bepaal de vergelijking van het raakvlak in het punt (0,1,e} van het oppervlak

Voor welke complexe z geldt: |Z—E§l =17

a) Bereken
(x+1)p- (x+1)q
log(x+ 1) ’

lim
X0

b) Voor welke refle waarden van x (0 <x < m), convergeert de reeks

§2 cos x!n

n+1 *

4L is een afbeelding van 33 in zichzelf, die aan elke vector x (behorende

tot RS) de projectie van x op het vlak x + z = Q toevoegt,

a) Bewijs dat A een lineaire afbeelding is.

©) Bepaal, zonder de matrix van A te gebruiken, de eigenwaarden en de bij-
behorende eigenvectoren van A,

c) Stel de matrix van A op.

De doorsnijding van de bol: (x-1)2 + y% + 22 = 1 met het viak z = 0, is de
richtkromme van een cylinder, waarvan de beschrijvenden evenwijdig zijn met
de vector a = (1,1,2),

Bepaal de vergelijking van dit c¢ylindercppervlak.

Bereken de totale massa M in het eerste cctant van R3 (x=20, y= 0, z=0),
als de massadichtheid 4 in R3 gegven is door

1
(x2 +y2 +z2 4 1)2

q =
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Opiogsingen Herkansingstentamen januari 1966,

1, fxs:.nxdx=_fxdcosxﬂfx.d< 1 )
2 2 cos x
cos“x cos“x
b4
+—
I _I dx _ __x _Id(x 2)
cos x cos X CO8 X sin(x+-g-)

J n
~ Sos % - log]tan-%(x + §J| +C,
Cpm. 1.

Bij de alleiding werd gebruik gemaakt van de standaard integraal

fsi; — = log |tan 3x| +C.

CPle Ze

Toor gebruik te maken van
2 .2 2 2
cos x = cos"§x - sin” $x = sin" Ex(cot"x~1)

ziet men na breuksplitsing

1 1 + tan lﬁx
fcosxdx:log 1 - tan 5x +C.
2. 2 1 -2 o 3 4
3 11 5 0 17 14
1 -2 =3 1 -2 =3 42 =68
x2 = = = = 1.
2 5 =2 0 =5 4 -70+44
3 5 o -1 14
4 =3 1 4 =3

3« Het punt (0,1,e) behoort tot het oppervlak! Het raskvlak in (x,y) = (0,1)
hieeft de gedaante:
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Invullen geeft:

Z = eX - 28y +e =0,

-2
4. :_4 = 1
lz-2| = Iz_4| = [E—ZI = ’Z-4 .

Geldt voor alle z met Re(z) = 3.

b ] q
o (xePoen® o U Gxe e (xoe )
5. &) lim = 1lim
log{x+1) >
X=o X=*0 X
X=571 aes
2
(p-q) + (12)) - (g) X+ oo
= lin =p-q.
X~*0 1_1{.+
2 LI
Jpm. @

Begin met het ontwikkelen van de noemer.

b) We onderzoeken de reeks van absolute waarden.

|2 cos x[n

n+1

" Mg

n="1

Het criterium van d'Alembert levert: De oorspronkelijke reeks convergeert

absoluut als
|2 cos x| <1
-3<cos x <%
Dit betekent voor de beschouwde waarden van x op [On]

2n
3 L]

i
TR X<

3

Rand:

Inx= 1;- als 2 cos x = +1 is de reeks divergent.,

In x = ZTn als 2 cos x = -1 is de reeks convergent (ﬁvaarom?).

. . i 2n
Conclusie: Convergentie voor < x g == ,

3 3
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6. &) Wie bepalen de projectie van x = (x,y,z,) op het vlak V: x+2z = O door het
snijpunt S te bepalen van de loodlijn (x,¥,2) + A(1,0,1)met V. 2A = =x-1z.
Daaruit volgt S =

1 1 1

X, =2 -X +Z1
A(x1’y1’z1) = < 2 ] y-‘ 1 2 )'

(1)

Dan blijkt Ax, + Ax, = A(£1 +x,)
en A Ax = A?L£1

door invullen van (1).

b) Elke vector in vlak V valt samen met zijn beeld m.a.w. Ax = x voor x € V,
De vectoren A{1,0,1) worden ook op hun drager afgebeeld, nl, in O (d.i.
0. (1,0,1).

Conclusie: A= 1 e.v, Viak V

A= o Ce Ve )\-(1,0,1)0

¢) Muteve (1) bepalen we de kolommen Ae, van de matrix A.

A(190:O) = (‘%’ Os"%‘) % 0 "é—
4(0,1,0) = (0,1,0) A= 0 1 0 .
A(O!O!1) = ('%’O’%) "'% 0 %
7+ Aichtkromme K (x-1)2 +y2 = 1 as: )\.(1,1,2).
z =0
#ies x, op K en bepaal de rechte door x, evenwijdig aan (1,1,2),
Dan volgt:
2 2
(x,=1)" +y =1
Z2y = 0
X =x + Ao elimineer nu A, Xgr To1 Zg
y=y,+ A1
z =2, + A2
z2=0+2\; A=z
X =X-%2
0 2 invullen in vgl, 1 geeft
Yo =V -%2

Cylinder opp.:

(x-1-%2)% + (y-%2)% = 1

2 2 2
X +y +32° Xz -3z -2x+ 2= 0,
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n/2 n/2 w
Mnf do f sin 6 46 f__pz_dg_z
8 8 g (p°+1)
=2, f—&-—-ﬂ—2C1
2 (p2+1)2

De onbepaalde integraal kan men:

df met formules voor J2 en J1 oplossen,

_dep - g2+1—1dp=J-J
1) ) Fer T

+ arctan p - % -—29——+C
pe+1

3f door part. int. bepalen

[ ()

(p +1) (2 + 1)? p% +1

--9-—+'garctanp+c
p+1

. 1lim i-%‘arcta.nN-%( N >}=g.
N=-eo P +1

o

=
n
ST

Cpm, :

Bereken zelf de bepaalde integraal met een goniometrische substitutie,



Examen (tentamen) Wiskunde II op maandag 13 juni 1966.

a) Bepaal alle oplossingen van de differentisalvergelijking

y' -y =e

die voldoen aan lim y(x) = O.
X~ 00

b) Bepaal de reBle getallen o wasrvoor de reeks

(==
5 poRcos
n=1

convergeert,

Bereken voor die waarden van «a de som van de reeks,

A9
-

4.

- . X COs X = 8in x
a) Bepaal lim .

x—+0 x log{1+x?) + xarcten x

b) Bereken
o
f dx
¢ x {x(x+1)

Bepaal de lengte van de kromme

m

R

e~ ® cos o

e singp - Osg<e .

P

]

]

z=1«e"
©) Bereken de inhoud wvan het lichaam dat in R3 wordt bepaald door

2 2

x +z <9, y2+z2

490

voor alle re€le getallen t en een vaste vector a= (a1, a_, aa) met l§| =1

2
wordt een lineaire afbeelding At van R3 in R3 gedefinieerd door

At;5=gc_+t(§_,xg_.

Beantwoord de volgende vragen zonder van de matrix van At gebruik te maken:

a) Bewijs dat a voor alle waarden van t een eigenvector is van .AJG en bepasal
de bij a behorende eigenwaarde.

b) Bewijs dat 1 voor alle waarden van t een eigenwaarde is van At en bepasl
de bij 71 behorende eigenvectoren.

c) Voor welke wearde(n) van t is A, orthogonaal?
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Oplossingen Tentamen juni 1966,

tx
J— - J=e 2 1= = = xer 4+ pe ¥
1. a} Homogea?n. ey =0 e ot 1=0= 1:1,2 +1 dus y = Ae pe .

Niet homogeen: y" - y = e ¥, Stel part. oplossing y = Axe™ %,

Dan is y' = A(1-x)e™", ¥ = A(x=2)e™*

1" X

dus ' -y = -2k 2 A =3,

Dus algemene opl.:

vy = At + (e~ Ex)e™¥ (A, u complex).

Van de iweede term is de limiet nul, als x - =, de eerste term heeft

slechts een limiet (en die is nul) wanneer A = 0O, Conclusie:
X
y=(p-%x)e . (u complex)

; . . cos o
det is een machtreeks in w = 2 .
o

S nw' heeft als convergentiestraal 1 (d tAlembert) (op de rand geen
1

convergentie) en

S(w)=w I nw =

R R

Dus de oorspronkelijke reeks convergeert voor

cog 4

-1 <2 < +1& cos oc<0¢=)§+2kn<a<3§“-+2kn (k=0,1‘1,12,..)

met als som

008 &
S =
(1_2005 G)E
< 3
2. a) xcosx-sinx=x(1—§+...)—(x-§—!+...)

= -%—x3 + hogere machten van x

x log(1+x%) + x° arctan x =

2

= x(x® = s.0) +%2(x ~ ouea)

= 2%’ + hogere machten van x (|x| <1).
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1 3
==X F eue
De limiet wordt llm _2_3_ a

i3
X—+0 2X + aee 6

0 1
- 1 oy [ _&y
) : fx\lx(x+1 f\f;(;-{-‘l) y 2 Of y+1
! 1 1 1
f(y+1)d§d(y+1) - 2(y+10)E| =22 - 2.
0 O
Cpm. ¢

Het is oorspronkelijk een oneigenlijke integraal (x - o). Na substitutie
X = 5;- ook nog voor y | O, In de herleiding valt het oneigenlijke karakter
weg,

Behalve de standaardoplossingen met \];2+_x =x+%, dan wel \/-J-c";-l =1
(voer deze zelf uit!) is er ook nog een goniometrische oplossing:

Stel x = ta.nzqa. Dan loopt ¢ bijve van L naar %.

4
n/2 n/2
T = f 2 tan ¢ do - f tan @ 4@ .
3 2 2 3 2
n/4 ta.nq;\}‘l+‘ta.nqncoscp n/4 ta'nq)cos (Pcoscp

n/2

i f cos. n/2

--2+212.

Z, a) x=e"? cos ¢ % =e"%- cos ¢ - sin g)
y=eTginp=3y = e %(cos ¢ - sin )
z=1-¢e"° z=e 7
L = lim fx+y +2° do =
N"’OO

lim f\/3e 2F 4o = lim (- {3e” r") = {3,

N ~+co N=—=o

b) Het gaat over de doorsnijdingsfiguur van twee even dikke cylinders met

assen langs y- resp. X-as.

+ 49-22
I =
z=-3 x=..¢ 9_22 yx-q 9-35
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+3

- Idz 2Vg-2 .2V9-22 =
=3

+3 .

3
- 4 f (9-22)dz = 4(92 - 32%) = 144.
3

4o &) We berekenen A_ a voor willekeurige t

t

by =g+, a)a= (1+t)al®)a.

Dus a is eigenvector bij eigenwaarde 1 + 1:|§|2 =1+ t.

b) b is eigenvector van A, met eigenwaarde 1 betekent &, b = 1,b., In dit geval

1 t
b+t(a,pla=1
dus  t(a,bla=0.

Er zijn 2 mogelijkheden: (a = 0 is in strijd met gegeven)
1) Voor t=0 voldoen alle b (.txt = identiteit).
2) Voor t#0 voldoen die b waarvoor (a,b) = O (het loodvlak op & door 0O).

c) Voor orthogonaliteit is nodig en voldoende

[a, x| = [z] vowr elle x
ds  |x +t(a, Wa| = |x]

z+t@,va, x+tla,va) = (x,3

(x,x) +2t(a, D@, 0 +t°(a, 0%, = (x, 0
of, dsar (a,8) = |2]® = 1

(2t +t2)(a, x)® = 0 voor alle x

dus 2t +t2 =0 t, =0 (A, = identiteit),

t, = =2 (At = spiegeling in vlek (a, x) = 0).




H 6,66

Herkansingsexamen (tentamen) Wiskunde I/II op 22 juni 1966.

2

n® +n \
1. Bepaal 1im ( —_— ) .
n=e :n” +n+1

2+ Differentieer

¥y = log[x arctan x| .

2
3, jz=f(xyy)met x=u, y=v-u .
a‘?z

ax2

Druk uit in u, v en de partiéle afgeleiden van z naar u en v.

4, Voor welke refle waarde(n) van a is het onderstsande stelsel oplosbaar,

X+ ¥y~ 3
ax + y+ z =73
2e

X + 2y - az

A

« 2¢ lineaire afbeelding A van R3 in R3 is een draeiing, waarvan de as loodrecht
staat op de vectoren (2,0,-1) en (2,-1,0).
Verder is gegeven dat A{2,0,-1) = (2,-1,0).
Bepaai:
a) De re€le eigenwaarde van A en een bijbehorende eigenvector.
b) Het beeld A{2,-1,0).

v-x2+5x-6 )

Te Bersken de inhoud van het lichaam bepaald door

3
6. Bereken f_(x_'*'_‘])ﬂ_
2

2 2 2
X +y +z =2

2 2
X +y =z,
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1966,

1. Eerste methode

We schrijven de uitdrukking achter het limiet symbool als e-macht.

De exponent wordt dan

2
1
nalog%—-—i——rﬁ-—=nzlog (‘I -—é—-—-—-—->
n" +n+1 n“+n+1
1
» log(I——-----"-*---------2 )
n n® +n+1
-(n®+n+1) -—2-—1——-
n“+n+1

Als n = o dan nadert de eerste factor tot -1, de tweede factor is van de

log(1+h) -1log 1
h

log x voor x=1, m.a.w, tot 1, Op grond van de continuiteit van de e-macht

-1,1 -1

gedaante waarbij h =+ 0, dus nadert tot de afgeleide van

is de gevraagde limiet derhalve e =g |,
Tweede methode s
1\
2 n? 3 n® (1 - _2_>
( n° +n ) - (n -n) - n
n? +n +1 n3-1 2

(-5

n3
De teller nader tot 51- (standaardlimiet) als n = o , De noemer is te schrijven als
1

3

1

n
( - -—) waarbij de vorm tussen accoladen tot -3;"" = nadert, m.a.w,

3 5.7
n 1 ; 4

n il
voor voldoende grote n geldt (%) < noemer < (%) o De uiterste leden na-

deren tot 1 (standeardlimiet) dus de noemer eveneens (insluitstelling). De

. -1
gevraagde limiet bedraagt derhalve e .

[

- -,_."’/—*—..-‘ - - he
2o ¥.= lsgT¥ arctan x|
‘ y' = L arctan x + —= )u
X arctan x °* x F)
1+x
= J— -+ 1 .
x

(1 +x%)arctan x
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2 X =u } {u=x
2 = 2
y=v-u v=XxX +Y¥
. Bz _92 %, 9z du_3z,, 02
M is X u 8x T av ox au+2xav *
2
3°z 3 /32 d 3z\ _
2 " 0x (au>+ax (2" 6v>
X
2 2 -
8z du 8"z  Ov Oz o /oz
"ol 0x Twu xtPavt T (aw)
2 2 2 2
_ 8z z 3z iaz du , 8z dv
- 2+2X66u+2v+2x dudv ox zax%
tu G
2 2 2 2
37z %% oz 9%z 2 87z
—-——2+2xavau+26v+2xauav+4x —
du av

2 2 2 2
7z "z 3"z 8z 2 372
= +2u(avau +6uav)+23v+4u

4. Het betreft hier 3 lineaire vergelijkingen met 3 onbekenden,

De coBfficiZnten determinant wvan het homogene stelsel bedrazgt

(Sarrus) D=-a+1-2&.+a2+1-2=a(a-3),

Dus voor a#0 en a#3 is het stelsel oplosbaar (Cramer). Onderzoeken we

apart de gevallen a=0 en a=3 (met rang (matrix &) < 2), Dit kan rechtstreeks
gebeuren (doe dit zelf!), maar ook met rangbepaling ven de matrix B, die ont-
staat uit A door de kolom bekende termen toe te voegen: Bijvoorbeeld bedraagt

de determinant DZ van x-kolom, y=kolcm en kolom der bekende termen
1 1
D =ta 1 3 =2+3+28=1-6=2a==2409,
12 2

dus de rang van de aangevulde matrix is drie wvoor alle a.

Conclusie: a=0 en a=3 leveren strijdige stelsels.

5. a) De draaiingsas levert eigenvectoren bij eigenwaarde 1,
Stel a = (a,b,c) is asvector L(2,0,~1) en 1(2,-1,0) dan is
22 -c=2a-b=0=a-=p(1,22),
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5. b) Omdat (2,-1,0) in het vlak x + 2y + 2z = O loodrecht op de as ligt, is
dit ook het geval met de beeldvector p = A(2,-1,0) = (p,q,r).

Dus p+ 29 +2r = Q. (1)
Verder moet (p,q,r) dezelfde lengte hebben als (2,-1,0).
Dus p2 + q2 + r2 = 5, (2)

Tenslotte moet de hoek tussen de vectoren (2,0,-1) en (2,-1,0) gelijk
zijn aan die tussen (2,-1,0) en (p,q,r). Dit levert met behulp van (2)

A +0+40=2p~q+0r (3)
Uit (1) en (3) volgt p = (0,-4,4) + p(2,4,-5).

Substitutie in (2) geeft na vermenigvuldiging

2 = = =2
5P-89+3-O=’p1 1 of Py 5 .

o, vervalt. Dit zou als beeldvector (2,0,-1) leveren, in strijd met het

gegeven, Daarom

A(Z,-—'I,O) =p= (03‘414) ""g (2s4:"5) = (és ‘%1 1)

i f §x+1!dx f §x+11dx

-x + 5% - 6 - (x 2%)
3 +1
2x+2 - f y+1
= dx « zdy
x=2f Vi - (2x-5)2 &0 4 V1-y? -

De integraal is oneigenlijk bij beide grenzen.

1
Men vindt f —1{% = 0 , want de integrand is oneven. Vervolgens
¥

1 1
I‘g’ _.‘_1.‘{'__=7 ---l_a'] 1im —dL=7 lim arcsin p =
] 1 -2 g Vi-y2 pti ;s -y pTi

7. Cylindercodrdinaten: x = r cos ¢, ¥ = r sin g.

ST
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%2 -f-y2-1-32=r2 +z2 €223z c2-1°
x2+yzsz =r? < z.
dus r? sz <|2-1r?

met als noodzakelijke consequentie r* <o ar <1,

Op grond van symmetrieoverwegingen mogen we schrijven

n/2 1
I =4 f f J rdrde dz
r=0 Z=
n/2 1

4I do f(\(_— r?)r dr =

i 1 1
1
o f-%(z-rz)z a(2-7%) - frsdr -
o

Ir=

r

1 272 4 |
.E(Z-r) -7T =

=0
= gn( 3/2) _.,1.)

Z_da any2

12 3 °

= 27} -

Wi

\Nl—l
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Examen (tentamen) Wiskunde II op meandag 9 januari 1967

1. &) Bepaal alle re&le oplossingen y(x) van

v - 2y' + 2§y = 2e® cos x .

b) Bepaal 1lim y(x) .

X —+ =00

2. Onderzoek (-1)* B !

1 1 e ti
= 0 .7 Ob convergentie,

TR

n=1

3. a) Van een lineaire afbeelding A van R, in R, is {1,0,0) eigenvector bij
eigenwaarde 2; 4(0,1,0) = (4,1,-2); 4(0,0,1) = (2,1,-1),

al) Bepaal de matrix van A~ ',

a2) Bepaal de eigenvector(en) en eigenwaarde(n) van A~',

b) Stel B is een lineaire afbeelding van R, in R, met (det B) # 0. Zij v

eigenvector van B met eigenwaarde A.

b1) Bewijs, dat A ¥ O.
b2) Bewijs, dat v eigenvector van B~ is.

b3) Bepasl de bij v behorende eigenwaarde van B .
4. Een bol B en een kegel X zijn resp. gegeven door de vergelijkingen

B: x* + y2 + z2 -2z =0

K : x2+5y2=--zz.

a) Leat zien dat de projectie van de doorsnijding van K en B op het XOY-vlak
wordt voorgesteld door

2
(P +2y°) - P +3%) =0
z =0,

b) Bereken de oppervlekte van het deel van B dat binnen K ligt.
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Oplossingen Tentamen januari 1967

1. &) Substitutie ven y(x) = e"® levert als karakteristieke vergeli jking:
t2 o2t +2= (¢=-1)7 +1=(t-1)2-i% = (4-141)(t=-1-4) =0
en als opleossingen van de homogene vergelijking:
y(x) = ae(1+i)x + be(1-i)x = ex(a.eix+be-ix) . De reéle zijn

e*(a cos x + B sin x) (a,B redel) .

]

y(x)

Voor de bepaling van een particuliere oplossing dienen we niet te nemen
yo(x) = Ae™ cos x + Be® sin x zoals het rechterlid der d.v. suggereert. Immers

yg - 2yl + 23;0 = 0 wvoor alle A en B. Daarom proberen we als oplossing:

¥(x) = Axe® cos x + Bxe™ gin x. Invullen in de differentiaalvergelijking
geeft A = 0, B = 2.

Alle re&le oplossingen zijn dus:

y(x) = 2x™ sin x +ae™ cos x +pe” sin x  (a,B redel).

b) lim y(x) = lim y(-t) = lin {2 temt,ccet-foin *] -0.
X e =0 t—+ t -0 e e

Dit volgt uit de insluitstelling en de standaardlimiet

lim"“'"=0.

X—ew e

- . n+1 n+1
2. Berst onderzoeken we absolute convergentie en beschouwen dus I 5 log n
want log nﬁ1 <0 ! Omdat 1lim n log n;‘l = 1 1is vanaf zekere N
n —-+o0
n+1 1 n+1 n+1 1 . n+1 n+1 .

log % 5 en i log o >Z 3 dus is I 7 log o divergent
(vergelijkingsstelling).

nn+1 n n+ n+1 n+1 n+
Is 2(-1) o log =5 =B (-1) o log “/—— == (=1) u,  convergent?

a) u > 0 en dus is de reeks alternerend;

b) lim u =03

n -+

9 1
C) (1+n) > (‘I +I'm-), dus
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;
n+1

1 1 1
w = (1+2)leg(1+5) > (1+ Jlog(1+——7) =u_,. -

(Men kan natuurlijk ook laten zien dat de a.fgeleitie van
£(x) = (1+2D)10g(1+2) negatief 1s.)

Conclusie: De reeks is relatief convergent.

Opmerking: Door te vergeten dat log n21 < 0 komt men tot de wvolgende fout:
nn+i n n
£ (-1) n 108 U< Z(-1) Upoo Wy T F Uy T e

Dit laatste is niet waar. Ook is (-1)" geen garantie dat een reeks alter-

n ¢es nn
n

neert; zie bijv. = (-1) (is divergent).

3. al) Door vegen volgt uit

A—1(2!1!‘1) = (0’0:1) '% 0 1
A""(4,1,=2) = (0,1,0) dat A '=|O -1 -1] .
A~"(2,0,0) = (1,0,0) o 2 1

a2) We bepalen de wortels van det(A™' - AI) = O.

=A% B2 - atd - (B )(A-%) =0

0o 1

-2 -
2 -1
2 %

1

Eigenvectoren bepalen we door op te lossen (A" '~3I)x = C. Dit geeft

door vegen x = p(1,0,0).

b1) Er geldt Bv =Av, v# 0. Stel A = O dan By = O0; maar det B ¥ 0 ga-
randeert een onafhankelijk stelsel, met alleen de nulvector als oplos-
sing. Det kan niet, want v is eigenvector, dus ¥ 0. Dus A kan niet O
zijn.

b2) Bv = Ay, v =3B By =B 'Av = AB™'v, d.i. %1 =3y .

b3) Blijkens B“‘z = i—x is 71- de bedoelde eigenwaarde,
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2

4. a) Substitutie van z° = x° + 3y in het linkerlid van B geeft 2x° +4y° = 2z,

waarna z gemekkelijk is te elimineren:

(1) GF+ay®)? - (P +3%°) -
Dit stelt een cylinder voor, met beschrijvenden j’zgas en door de punten
die zowel op B als op X liggen. De projectie van de doorsnijding van B en

K op het XOY-vlak bestaat dus uit de punten, die san (1) en aan z = O

voldoen.

Over het door (1) omsloten gebied G bepalen we nu

Dit geeft I = j]‘ .
1-x —y

Het ligt nmu voor de hand poolcobrdinaten in te voeren. Het gebied G wordt
dan bepsald door

*(cos?p + 2 sinzqa)2 = r2(cos’y + 3 sinzw)
ofwel
{_*“—_—*77?_'
(2) r(q;)'ﬂ 1 + 2 8in“e .

1+ sinatp

Kennelijk geeft dit een kromme met de x-as en y-as als symmetrieassen
(dat tlijkt uit (1) al). Dus

n/2  r(y)

n/2
_rdr a - _
I= 4Of a9 Of s 4Oj/(1 1 -r2(9))ds .

Substitutie van (2) geeft nu

n/2 n/2

4 —2—‘-——=4J. =|4f nzr“hﬂ(
o 1 + 8in‘y cos ¢ + 2 sin’y 1+2t2
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Herkangingsexamen (tentamen) Wiskunde I/II op maandag 23 jarmari 1967

-V
Gegeven: {x = ue ’

-1
Yy = ve .

Druk du en oy uit in u en v.
ax ox

Bepaal een richtingsvector van de rechte, die door P(6,2,1) gaat, evenwijdig

is met het vlak met vergelijking x=2y-2z = 0 en de z-as snijdt.
Teken in het complexe vlak de beeldpunten van de wortels van de vergelijking

(z-i)® +81i =0,
Bepasal fezx cos xdx .

s op de differentiasalvergelijking
yM -yt +y -y =e¥,

arctan x* + x log(1=x)
8in x - x

Bereken lim
X0

Gegeven is de lineaire afbeelding van R2 in R3 met matrix

-1 a
g =1 .
1 1
a) Bepaal voor alle waarden van a de milruimte van de afbeelding.

t) Bepaal voor alle waarden van a de dimensie van en een basis voor de
beeldruimte van de afbeelding.

Bereken voor het gebied G in het (x,y)-vla.k, gegeven door x = 0, y = \[J_c, de

integraal
I xe_f dxdy .
G
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1967

1. We differentiéren de vergelijkingen x = x(u,v), ¥ = y({u,v) impliciet naar x:

-y v
1 =1 - uv
& uv.e -,

0

U
<:
ot
1
3
o

Uit de laatste vergelijking volgt (wegens e™ #0) v, = Vu_. Substitutie
geeft dan

v . ve¥
= : =
x 1l-uv ! x l1-uv

u

2. Noem het gegeven vlak V, de te bepalen rechte a + Ab. Dan geldt

1) bEV
2) b € vlak door P en de z-as.

M.a.w. b, -2b, =b, =0,
Kies b = (b 0,5} = (3,1,1) .
2b1 - 6b2 = O .
{Hoewel niet gevraagd blijkt & = (0,0,-1).)
3. los op  (z=1)? = = - i = 8eel"W2FREML L6 0y
w1=2e"“/6l=ﬁ-i z, = {3
w =2en/2i' = 2i of =z = 3i
2 2
27/61ti . _ \‘"
W = 2 = ayZ - i z, = -3 .

4. Partiéle integratie of als volgt:

fezx cos xdx = Re fe(zﬂ)xdx

= Re(g%_-; e(2+i)x) +C = Re {%eax(zni)(cos x +isin x)} +¢C

n%ezx(2 cos x +sinx) 4+ C .

5« Substitutie van y = et]c in de homogene vergelijking geeft

a2 vt -1 = (24 NEE-1) =0, t =1, t
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X .
x. e +O.'2(JOSX+(1381HX-

zodat yhom =

Als particuliere oplossing proberen we

x . x
Ypart = 8X€ (en niet be™) .

Hiervoor vinden we y(n) = a(x+n)e* ; dit geeft in de gegeven vergelijking

2a = 1 zodat de algemene oplossing is:

vix) = (3x+ c:1)ex +a, cos x +a sin x .

6 2
@ - + llI) +X(—X-£—- ‘l.)
. 2
. lim ~

X
3
- 3
x=o (x-%z—+...)—x

% 1
- == + hogere orde termen - =4 e
. 2 . 2
= lim . = lim —5F——=3.
xX=0o _ -——Xé + hogere orde termen ~ ° T § Toeee

. &) Gezocht de x met Ax = 0, M,a.w. we lossen de 3 vergelijkingen met 2 on-

bekenden x = (x1 ,x2) op door vegen met rijen

(-1,a) (—1.&) . ~ (-‘I,-‘I) alg 1+a =0

(a,=1) ~ (0,-1+8a%) resp.

(1,1) (0,1 +a) ~ (1,0 als 1+a # 0,
(0,1 +a)

Dus als a = =t: N=a(1,=-1); als a ¥ -1: N = (0,0).

b) We bepalen nu het aantal onafhankeli jke kolommen

-1 a -1 atl -1 -1 1
a =li~[a -a1]~[-1 resp. ~ | a =1 als 1+a =0
11 1 0 1 1 0 resp. #0.

De beeldruimte is dus 1- resp. 2-dimensioneal naar gelang a = -1 of 74 -1;

de gevonden vectoren (1 resp. 2) vormen een basis.

8. G ligt rechts van de y-as boven y = J_. Integreer eerst naar x:

2 oo

© ¥
) 5 5
ﬂxe'y dx dy = fdy xe-fdx=%-1§ fe"ydys =11—0 .
G 6 ¢ 0
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Proeftentamen Wiskunde II op zaterdag 11 meart 1967

1. Bepeal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

y"' +y" +y| =6f +Sil]_hx+e-%-

2. a) Bereken

1
lim (cos x)loé E1-—x: .

X0

b) Men benadert sinh 0,1 door de reecksontwikkeling van sinh x na de term met
x’ af te breken., Geef een schatting van de hierbi]j gemaakte fout.

o0
3. a) Toon aan dat I logn convergeert voor p > O.
n=1 n‘+p

- [+ ]
b) Bepaal alle complexe getallen z waarvoor de reeks I log n e'?%  con-

n=1 n2
vergeert.

4. Geef ven elk der volgende beweringen san of deze al dan niet juist is.
Bewijs Uw antwoorden.

a, ©o
a) Als lim |2 | <1, gan is = ne_ convergent.
1 —~oo bol . nN=1
© &, log n
b) Als de rij &, begrensd is, dan is & ——>—— divergent.
n=1
© g
c) Als de rij & begrensd is, dan is X -2 absolwut convergent.
n=1 n

d) Als & een begrensde rij is van niet-negatieve getallen dan is

o0 a
z (-1 -f- convergent.
n=1

Opmerking: Een rij 8, heet begrensd als een getal C bestaat zodanig dat
Ian] <C voor alle n.
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Oplossingen Proeftentamen maart 1967

De karakteristieke vergelijking is
2 4t2 +t=0, met t =0t - -5+31(3, 6, = -4 - 513 .
De reéle oplossingen van de homogene vergelijking zijn dus
~-Ex 1 -%X . /1 s
(1) y=A +tpue <" cos($x )B) + ve gin(3 x \B) ()L,u,v re€el).

Het rechterlid van de inhomogene vergelijking bevat de termen

—t -
e™® + 632 = (e +6x7)e’® , Le* en -2e . Met het oog op (1) verwachten

we dus een particuliere oplossing van de vorm

3 -X

y=ax+bx2+cx + deX + fe .

Differentifren geeft

YW + 3" 4yt =a +2b+6c + (2b+6c)x + 3ex? + 3de* - fe ¥,
wat gelijk wordt asan het gegeven rechterlid als

-2

C=2,b=-6,&=e ,d.=

o —
|—|)
it
-
-

De gevraagde oplossingen worden dus gevonden door aan (‘I) toe te voegen

-3 1 -
ezx-6x2+2x3'+gex+ x

e .

B

1 log cog x
: '2'( -x) 2(1- j
lim {(cos x)log X) o 1im 108 V17X |

X0 X—=+0

=0f €08 X ;
Stellen we nu log cos x =y en lim y = £, dan geldt: als x = O dan

10g2(1—x) X0
o7 et (continuiteit wvan ey).
Mu is £ = lim [lOg(1c;SC;B_x1— 1) coszx -1 }a
x-=o log (1 -x)
.21 2
= 1. lim \-2511; ‘.-ﬁ:x( X )]=-é-(-1)2=-%,
xX=0 x log(1~=x)
1
7

De uitkomst is dus e =.
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log n

. . . 1
5. a) Vergelijk u = R met v, —m .

4. a)

u

Omdat 1lim -\-;Il = lim Q-.é?n = 0 geldt voor alle n = zekere N: w, < v,.
n-e n n-c n~°

Evenals I v is Eun dus een convergente reeks.

log n enix—n,y - log n o

nI - 2 n?

|u

Voor y = O is de reeks dus (zie a)) absoluut convergent.

Voor y = -p, met p > C vindt men

eP
|u|=logn——--"°° als n ~ e ;
n n2

dus divergentie.
De reeks is dus absoluut convergent voor alle z op of boven de re8le as,

en voor alle andere z divergent.

Is juist, want als we na, =1u stellen, dan geldt

n
a a
. Mo+ _(n+1 ]*a+ T+
lim = lim <= | It= lim |- 1,
n-ce| n n-eco n n-wl n

zodat Zun volgens het criterium van d'Alembert convergeert.

Is onjuist, zoals blijkt als men & = 0 neenmt.

a

Is Juist, want als —121- = w, wordt gesteld, dan geldt
n
la |
oyl = —2=<% .
n 2 2
n n

Evenals % iz is % |un| dus convergent.
n

Is onjuist, zoals blijkt door By = 0 en B = 2 te nemen; dan

stemt de reeks nl. overeen met de harmonische reeks, en die is divergent.
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Examen (tentamen) Wiskunde II op msandag 12 juni 1967

1. a) Los op y"™ +y™ = x + ex .

b) Onderzoek met de vergelijkingsstelling voor welke redle x de volgende
reeks convergeert

-] 2n
by log(‘l +§—£—> .
=1 n

2. De lineaire afbeelding A wordt gegeven als spiegeling t.o.v. het vlak
Xt x +y=~2z2=0,

De lineaire afbeelding B wordt gegeven door de matrix

2 2 1
1
= 2 —1 -2 L[]
3 .

1 -2 2

(Dit is een spiegeling t.0.v. het viak
B: x =2y =z =0,)

De lineaire afbeelding C wordt gedefinieerd door C = BA,
&) Bepaal de matrices van 4 en C.
b) Bewijs dat C direct orthogonaal, dus een draaiing is.

c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van C, en bepaal de draaiingsas.

dx
3. a) I = ——
n (xz - 1)1’1

Geef een reductieformule voor In.

b) Bereken f 2d.x 2
(x"-1)

1 n/2
.2
4. a,) Bereken fdy f g—Mde

2 -
arcsin y -y x

0
b) Bereken fff 5 gx‘h;dffa ,
¢ (£ +y" +2°)

1< x®+y2 <4

waarin G gegeven wordt door
z=0,
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Oplossingen Tentamen juni 1967

OO

1. a) Eerst bepalen we de oplossing van de homogene vergelijking: y
tx

Yy

Substitueer y = e, dan wordt de karakteristieke vergelijking: tt+¢3 =0

met oplossing: *1:1 = t2 = t3 = 0, t‘_ = a1,
De algemene oplossing van de homogene vergelijking is dus

¥ = A +px +vE +pe¥,

Voor een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking proberen

x .
we y =ax’ +bx +ce . Dan is

(a)

¥ + y(a) = 248x + 6b + 248 + 2ce™ .

Dit wordt gelijk aan x + e* als a=-217,b=-%,c=%.

De algemene oplossing is dus

y-—-1—x‘ -1 ré—ex+?\.+ux+vx2 + pe™%
24 6
2
b) De algemene term is w, = 10g<1 + 3:—2:) . Een noodgakelijke conditie voor
n
2n
convergentie is: lim w, = 0 dus: lim ®=—=0 ; dit geldt alleen voor
1] -0 -0 I
. 2n 2n
|x| < 1. Ma geldt: O = log(‘l + x_><1g___ en als |x| < 1:
n? n?

xan xzn q ® g
0= log<‘l + ——-—>< S g e De reeks Z ry is convergent, dus volgens
n n® n 1 n

oo 2n

de vergelijkingsstelling convergeert 1og(1 + %——) voor |x| = 1, Voor
1 n

|x| > 1 is de reeks divergent, omdat dan niet geldt lim u_ = 0,

Il =» 0O

2. a) De normeal van « is: (1,1,-1) en A(1,1,-1) = (-1,-1,1). {1,0,1) en
(G,1,1) zijn vectoren in « en gaan dus in zichzelf over bij gpiegeling in
a. Door systematisch vegen vinden we mu de beelden van (1,0,0), (0,1,0)
en (0,0,1):
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(1,1"1) - ('1"1,1) (O®,"2) - ("2,'150)
60’1) - (1’0’1) ~ (170’1) - (1’0:1) ~
(01111) - (01111) (0:1;1) - (0’1’1)
(0,1,-2) = (-2,-1,0) (0,1,0) - (-2/3,1/3,2/3)
(19011) g (110!1) ~ (1r0’0) - (1/31'2//3!2/3)
(0,00 - (2,2,1) (0,0,1) = (2/3,2/3,1/3)
_ 1 -2 2
dus (pas op de volgorde!) de matrix ven A is %- - 1 2 .
' 2 2
2 2 1 1 -2 2 0 0 9 0] 0 1
C=BA=%2 1 -2 |-2 1 2=%o 5 ol=|0 -1 .
1 =2 2 2 2 1 9 0 0 1 0]

b) A en B zijn spiegelingen dus gespiegeld orthogonale afbeeldingen. Dus

det &4 = det B = -1, Dus is C eveneens orthogonaal en det C = det (BA) =
= det B-det A = (-1)(-1) = 1. Dus is C direct orthogonaal.

A 0 1
det(C-AI) = [0 -1-A 0 |=0 geeft ~AZ(1+A) +1 +A =0,
1 0 =A
(1+A)(1=A%) = 0, dus ko=, A, = =1, Ay = =1,
}\1 =1 H -X + =z =0
X - Z=Oo

Hieraan voldoet de eigenvector p(9,0,1). Dit is de draaiingsas (dus te-

vens de snijlijn van de vlakken « en B).

A=A ==11: x + 2 =0
2 k|

Oy =0

X +Z=0|

Bij A = -1 behoort dus een vlak van eigenvectoren: x+2z = O met uitzonde-~
ring van (0,0,0).
De draaiingsas is de normasl van dit vlak. De draaiingshoek is mn. Dit is

te verwachten omdat de vlakken & en B loodrecht op elkaar staan.
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3, a) Stel n = 2:

dx —x2 +1 +%° dx x2dx
L= n " 2 n 0% - 2 a1 T 2 n
1 (x* - 1) (x*-1) (x*=1) (x*-1)
2
2 [xalxE-1) 1 (
==Ly 7 Ef (- 1)0 e +2f1 xd(x" - 1)

=1 +%1

1n {x(x2-1)1-n -f(x2-1)1_n dx} =

1 X 1
-+ + % I =
- - -1 -
n 1(xa_,l)n1 n =1

=-I -3

-a], I - 1 _]_[_
2(n=1 n-1 2(1'1— 1) (xz _ 1)]’1—1

]

b) We gebruiken de reductieformule van 3a voor n= 2:

I —22 1 X ....__J,-,I_l X
2 - 2(2-1 2(2_1)(x2 )21" 25, 72 5

X -1

dx dx dx
;:—'ffllsilc

ER
x+11_22 e
x -1

dus I log |

4, a) Het gebied G, waarover géintegreerd wordt, wordt begrensd door de x-as,

de rechte x = % en de grafiek van y = sin x

i

14 y=sinx {xzarcsin y)

e

>l
ol

s
P
i
o

.
.
y A

p

rd
F
£
F

0 T X

2
Om de integraal te kunnen bepalen verwisselen we de integratievolgorde:

n/2 sin x
_fsmxdxf Earcs:.nxdyh

0

n/2 2 sin x
-8—-1-7-12--]5-& f 2 arcsin y d arcein y =

0 x d

H
I
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n/2
“nzx 2
= -SLz-— ax(arcsin y)

0 X

sin x /2 2
* gin x 2
= > x dx ,
0 X
n . .
omdat voor 0 € x < E : arcsin sin x = x .,
n/z

Dus I= fsinzxcbc =
0

12
L]

1) Met bolcodrdinaten: x = p sin 8 cos ¢
y =p sin 8 sin ¢

z =p cos B

Voor de grenzen vinden we:

2_..2 2 . no,
T< p“sin"@ < 4 dus sinesp‘aine’ Oéesz, O<gp=<2n,
2n  n/2 2/sin 9
1= fdcp fsinede f e .
g ¢ 1/sin @ P
n/2 2/sin 6 /2
=2nfsinede log p = 2n | log 2 sinB©d6 = 2rn log 2 .
5 1/sin © 6
2) Met cylindercodrdinaten: x =T cos ¢
=r Bin ¢
zZ =z

Mu worden de grenzen: 1s<r<2; O0sg¢<2n; 0<1z,

0

2n 2
_ dz
I= qup frdrf—(z—??; .
0 1 0

T +zz)

In de laatste integraal fungeert r als constante; substitueer z = r tan &,
dan volgt

2 n/2 2 n/2
I=2ufrdr > 5‘2 ta.: %/2=2nf% cos £EdE = 2r log 2 .
i 5 (r® +r*tang) q o
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Herkansingsexamen (tentamen) Wiskunde I/II op woensdag 21 juni 1967

gin x - cos X

1. Bepaal lim % - /4

X~ /4

2. a) Bepaal de afgeleide van de functie

f(x)=xa.rcta.nx’ x>0,

dx .

0032}(

b) Bepaal f

3. Gegeven is het oppervlak

oX
z=2a.rcta.n?, y;éo.

Gevraagd wordt de vergelijking van het raakvlak in het punt (0,1,n/2),

4, Los op X+ 2y - 2z

il
(SN ]

Bx - 4y - =z
3x + 2y - 3z

5e LOS Op 23 = 4 +4i\B .

te Voor welke reé€le waarden van x convergeert de reeks

‘; (=1 \!n xzn

n

n=1

7+ Een lineaire afbeelding A van R3 heeft als matrix

1 2 2
1
A =a—=|2 =2 1 .
3
2 1 -2

Bewijs dat A een draaiing voorstelt.

8. Bepaal f -2—-‘1"—- .

X +x-2

9. Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door

x2+y2<1, xz-y2+z'50, z =0,
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1967

2
. _ . - : LEVY2
1. lim sm.xx- n(}zs X _ 14m sin(y +n/4) - cos(y+m/4) _ lig 2 s:l.n;r_ 3 |z - \2.
x~n/4 y=o0 J y-0

1
2. 8) (xarcta.n x)' - (elog x arctan x) = gl08 X arctan X(1log x arctan x)'

xarctan x (arcta.n x , log x)

x 1+x2

2

b) f = dx=fxdta.nx=xtanx-ftanxdx=xta.nx+log|cosx\+C.
cos“x

3. De vergelijking is 2z - g = a(x-0) + b(y-1) met constanten a en b nl.

e = (2 o (—2Xy N - (2 (=2 y® -
= ( x)(o,1) <1+ezx/y2>(o ) 1, b=( y)(O,‘l) - (1 +ezx/y2>(0,1) 1

Ditgeeftx-y-z=-'g-1.

4. Herleid de vergelijkingen tot een eenvoudiger equivalent astelsel:

1 @ =2 5 102 =2 5
8 -4 -1 | 0]~ {10 .0 -5 1o~(1 2 =2 5)~(-3 2 0
2 -3 | 7 2 0 1] 2 2 0 el 2 0
Het laatste stelt voor: - 3x + 2y =1
2x -~z =2,

Stel x = 2\ dan volgt y = & + 3\, Z = 4\ = 2; samengevat

x = (O,%,-2) + 3(27394) .
5. 4 +4i‘6= V16+43'ei‘pidus eicP“'%““%'i \E’ ‘F’”%‘”"'zkﬂ’ k=0,+1,22,

Dus Z = 38' ei(n/g +k2ﬂ/3) y k = 0,1’2 .

31 = 2eiﬂ-/9 , 22 = 2e'7'i1'!/9 , Za = 2913.'111:/9 - Ee—sin/g .

6. De convergentiestraal vinden we met

U+

n

lim

1 -0 n+1

= lim -2 |x|2-]x|2.
o
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De reeks is dus cenvergent als |x| <1 dus R = 1
divergent als |x| > 1

f

oo n
-1
In de randpunten x = +1 gaat de reeks over in I W, met uw, = L—Hl— .
n=1

divergent). Wel is voldaan aan

LRI

Doze reeks is niet absoluut convergent (Z

1) de reeks is alternerend;

2) |un| = un+1l = ]un+2| = ... 3
2} lim u_ = 0,
N ~»oo n

s ook voor x = 1 en -1 is de reeks convergent (relatief).

De matrix is orthogonaal:

1 2 2 1 2 2
T 1
ATA = § 2 -2 1 2 -2 11=1I.
2 1 -2 2 1 =2
Verder is 1 5 o 2 o
1 1
det A = 27 2 -2 1| = 57 G -6 =3 = +1.
2 1 =2 0 -3 -6

Dus is A een direct orthogonale afheelding van Ra’ en dat is altijd een

drsaiing om een as (stelling).

.f __Jiﬁ___=,j1i2?% _.l[iqu

2 xX+2
X +x-2

[t}
W
5
0y
oo
+
nai-
+
[

z = y2 - x* is een hyperbolische paraboloide, die gedeeltelijk boven de cir-

kel x2 + y2 =1, 2z = 0 ligt, nl. boven de twee sectoren waar |y| > lx

LHierover moet z = y2 - x2 worden geintegreerd. Vanwege de symmetrie t.0.v.
de x-ag kan met één sector worden volstaan.

lMen vindt met poclcodrdinaten:
3nfe 1
- 2 .. 2 2 2 .
Inhoud = 2 qu; fr dr(r° sin®p - r* cos®gp) = [— sin 2p

}3n/ﬁ
n/4

n/4
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Examen (tentamen) Wiskunde II op maandag 8 januari 1968

a) Bereken

2
lim log(1 +x°) ]

x=0 ‘l-coshx-x2 coaax+a.rctﬁl.nx2

oo

b) Gegeven is dat de reeks I a convergeert en & = C.
1

Onderzoek op convergentie
(==

(-1)" {1+a, - 1} .
1

n=

A is een lineaire afbeelding van R3 in zichzelf, met als matrix

a © 1
A=ja o o (a re8el) .
1 a

a) Bepaal eigenvectoren en eigenwaarden van A.

v) Bepaal ¢ z6 dat A regulier is en

A(1!O"1) = A2(1’O!‘1) *

2

I1 1.68

Sereken de inhoud van het gedeelte van de bol x + y2 + 22 - 228 = 0 waar-

voor x° + ya < 322 (s > 0).

2’ Bepaal gin xdx
/ b 2 .
(1 + 3 conx)cos x

b} Bereken

o
1f (3x+1)&2-1

Oplossingen Tentamen januari 1968

2
a) log(1+x%) = x2 - ... cosh x = 1 +52-+...
x? cos x = x° - cun arctan x2 = x% - ...
2 2
+ -
lim log(1+x°) . 1im X o e
x=0 1 - cosh x - X° coS X + arctan x X-0 1-(1+x—2—)—x2+x2+...
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II 1.68

a
|t | = J1+an- 1 =-—-il-r-‘—-—-—--s?n .
n \j1 +a.n + 1
o0 e a]
Daar &, = 0 en gegeven is dat Z & convergeert, convergeert X tn zelfs
1 1
absoluut.

Opmerking: Het leidt tot geen resultaat wanneer men probeert gebruik te
maken van het feit dat de reeks I t, alterneert., Er is nl. niet bekend of

|tn] monotoon naar ¢ gaat.

A kan hoogstens drie verschillende eigenwaarden hebben., Het is zonder
meer te zien dat a, @+ 1, a~1 eigenwsarden zijn, want voor deze waarden

van A wordt de matrix

o=-A 0 1
A=)l = a oa=A o
o} (s =

singulier, Hetzelfde resultaat volgt uit (ontwikkel naar de tweede kolom)

|4 -a1] = (a= ) {(a=2)2=1} = 0.
Als eigenvectoren vindt men:
bij A =« :  u(0,1,0)

bij A, =a+l s p(1,20,1)
bij A, = a-1: k(1,0,=1) .

il

(1,0,-1) is de eigenvector behorende bij de eigenwaarde a- 1, dus

A(1107“1) - A2(190r"‘1)

n

{(a=1) = (a=1)*}(1,0,=1) =
(a=1){2-a)(1,0,=1) ,

i

Dit geeft de nulvector voor a

[l

1 (maar dan is A singulier) en voor a = 2.
Deze laatste waarde moeten we hebben.

OCplossing met gebruik van bolcoBrdinaten.
Het volume element is p2 sin 6dp dede .

Het inwendige van de bol is het gebied waarvoor geldt p < 2a cos 6,
o<e<Z,
Het inwendige van de kegel is het gebied waarin voldsen is asn
sin?g < 3 cosze, dus O=sg<f,

3
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2n n/3 2a cos ©

n/3
2 ga> 3
Dus I = qu: of'sinede f pedp = =2n 3 cos”8d cos 8 =
0] 0

O
/3
~.—.-%'na.3 cos‘é{: =%n&3(1”%)=2“33 .

b) Oplossing met gebruik van cylindercofrdinaten.
Het volume element is r dp drdz.
Ket deel van de bol dat buiten de kegel is gelegen is het gebied waarin
voldaan is san 23 <r < Y2az-22 ; O <z <+ta.
De inhoud van dat deel is dus

2n ka Veaz - 22 +a
I = fd¢ f dz rdr =n f (2az - 42°)dz =
C 0 Z\FB 0
2 4_2__3_ % 1 3
« nfs® - 42)

> a
= T T .
0 12

De inhoud van het resterende deel is dan

IHiﬂaa-LT‘aa:%ﬂaa -

3 12
4. 8) f sin xdx =‘“f d cos x =f5cosxdcosx_fdcosx=
(1+3 cos?x)cos x (1+3 cos®x)cos x 1 + 3 cos’x cos x

2
=C +3 log.l_t_énggg_z
cos X

: oo n/2 n/2 1
0) f dx - d(1/cos u) - . Gu f_dL_ -
; 1 (x+ )2 o1 (1+3/cos u)tan u g o +3 g 2+t

-

0
= = f/a——dL-— -1 arctan p/ﬁ/z =L arctsn -\E .
) "G B o 2

o tan %-= t, t=p¥2 .)

(Gebruikt zijn de substituties x =

Niet reglementair (voor bepaalde integralen), maar toch goed is:

2
\‘;2-1 = x~-1, dus x=t +1 y €nz.

2%
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o0 1 1
f dx =2f dt mgj‘ dt ==

- 1,2
J el sPeanes 2 (1474

2 25
= dp -
=% I'Bl*—*-"-“=L(arcta.nﬁ—arctan%).
21_@ g(Pa""‘) \E
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Herkansingsexamen (tentamen) Wiskunde I/II op maandag 22 januari 1968

Door de betrekkingen
yx=‘l+z
Xy +2° =3

zijn y en z vastgelegd als functies van x.

Bereken %% in het punt (x,y,z) = (3,1,0)-

Voor welke waarden van a heeft het stelsel

{(a- 1)x + 3y

ax + 6y

i)
N

oplossingen?

Bepaal voor die waarden van a alle oplossingen van het stelsel,

E 1,68

Teken in het complexe vlak de beeldpunten ven de complexe getallen z waar-

voor reéel is.

4
z +1

Bepaal de extrema van f{x) = arcsin 2x .

1-+x2

Bepaal alle reéle oplossingen van y"' + 8y = 16x .

o0 3an
Voor welke reéle x convergeert I ?
n=1 n + H

1
2
Bereken ‘Jﬁ A idx .
2
's) (x-1)

Gegeven is een lineaire afbeelding van R4 in R3 door de matrix

3 .11 1
-1 3 1 1] .
(R B

Bepaal

a) de rang van de matrix,

b) de dimensie en cen basis van de nulruimte van de afbeelding,
¢) de dimensie en een basis van de beeldruimte van de afbeelding.
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Uplossingen Herkansingstentamen januari 1968

1. Impliciet differenti&ren naar x geeft:

ylegy +3y') =2 . In(31,0): 5yt = 2!
y +xy' + 222 =0 . 1 +3y'=0 dus z'=-1.
2. (a—‘l 3 a) (a—‘! 3 l a\ a-1 3 a.)
~ ; voora¥2
a 6 | 4 2-a 0 | 4-2s ( 1 0] 2
a # 2 geeft dus (x,y) = (2 ,%-;—a).

a =2 geeft: x+ 3y =2; (x,5) = (2,0) +A(3,-1).

3 2 _ -y roxyi _ (x4 )Py v vi(x® 4y v ox)y
* z + 1 x+1+iy *

(x+1)2 +y2

Dit is reéel als :,r(:a.:2 +y2 +2x) = 0, dus als y = O en/of x° +2x +y2 =
= (x+‘l)2 +y2-1 = 0; de gevraagde beeldpunten z liggen dus op de redle as
(z # =1) en op de cirkelomtrek met middelpunt (-1,0) en straal 1.

4. £{x) is voor alle x gedefinieerd.

2 2
£00) = g 2U=) 201
\/ - (_2%)5 (1+x%)2 \[(1_x2)2(1+xz)

1 +%

Voor |x| <1 of > 1 is dit nooit nul, dus daar geen extrema.
x = +1 geeft: £(1)
x = -1 geeft: £(-1) = -n/2 dus (-1,-n/2) is globaal minimum.
(De grafiek vertoont daar knikken.)

n/2 aus (1,n/2) is globaal maximum.

]

" 5. De karakteristieke vergelijking luidt: 2 +8 = (t+2)(t2-2t+4) = O .

t =-2; % =‘Iii\5 dus ¥ =ke“2x+ex(ucosxﬁ+vsinxﬁ).
1 2,3 hom
ypar‘b = 2x (direct in te zien); dus y = Fnom * 2X (A, 1,V redel).
6o lim T+ = lim n+1+1/(n+1) }XIS - 1x|3 . dus convergent als |x| <1
u 31 3
n-eel n n =+ n+1/n divergent als x| > 1
1 1

. 1 .
x =1: un=m=1/n--——-—-—-2—>-é—l;dus divergent.
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n
X = =13 u, = 51—11)75 y term van relatief convergente reeks: alternerend,
1
|u_| monotoon dalend naar O (monotoon want n+—<n+1+ = ).
n n n+
Y 1 i
=2 2 2 2 ’
= S 1+—2% ax=%-2 x4 =f-2 =X - loglx-1]
( 1)2 ( 1)2 x-1 X -1
g ‘*- g x= 0
= 2‘—2— -2 log 2 .
3 1 30 -1
13 1 el 4 o0 ~ ( > =1 1) ~1( 2 0 1)
y 1 1 1 _o 5 -1 1 0 0 =1 0 0
a) reang = 2.

[¢]
—

dim. nulruimte = 4 -2 = 2; basis: (0,0,1,-1), (1,1,0,-2); dit zijn nl,
2 onafhankelijke oplossingen van

+ + = - + =
2x1 x, +x, o, x, +x, 0.

dim. beeldruimte = rang = 2; basis (1,1,1), (3,-1,1) of (1,-1,0), (2,0,1).

(¥.b. de nulruimte is een deel van R4, de beeldruimie een deel van R3.)




3e

4.

e

P 3.68

Proeftentamen Wiskunde II op zaterdag 9 maart 1968

{2 arctan x - sin(x{2)
x(2 + cos x) - 3 sin x

Bereken 1im
X0

Gegeven is de reeks

o1 /1ax\®

% -—(—-—'-—% (x is redel) .
n\ x

n=1

g) Voor welke waarden van x convergeert de reeks?

b) Bepaal de som van ¢z reeks voor alle onder a) gevonden waarden van x.

Teken in het complexe vlak de beeldpunten van de complexe getallen 7 waar-

voor de onderstaande reeks convergeert.

==}

1 cos 1
2 (—R) (1-2)" .

n=1

Bepaal voor alle re€le waarden van de parameter a de oplessingen van de dif-
ferentiaalvergelijking

y' -ay' + (22-4)y = 4x +4 .

oo

by u is een reeks met uitsluiiend positieve termen.
n=1

Geef van elk der onderstaande uitspraken aan of hij juist is en motiveer Uw
antwoord.

o

o0
A, Als I uﬁ convergeert, dan convergeert I w, .
n=4 n=1

o0
B, Als de parti&le sommen van de reeks % W, kleiner zijn dan 100, dan

geldt lim uw =0, n=t
Il =00
oo co u
C. Als de reeks 2 u, ~convergeert, dan convergeert de reeks I (-.‘I)n-—zl
n=1 n=1 B

D. Als er een natuurlijk getal N bestaat zodat voor alle n > N geldt

(=<

fvun < %-, dan convergeert de recks I w,
n=1
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Oplossingen Proeftentamen maart 1968

\E(x—lxz' +%—x§ - ...) _xﬁ+2x3ﬁ_4x5ﬁ+

+ 1
| 1, lim 3 a 33- > 2! -
“ x'-.o x(2+1-“2"?+}4c_!-...>—3x+&!—§5'!—+ e
\E(-;- - -3-1-6):{5 + oaen % {2 + machten van x
3 lim 3 s = lim = 10\@ .
; x=0 (5-4—5:: + ... x=0 75 + machten van x

2, a) Het criterium van d'Alembert zegt:
< 1, dan convergentie

B4

n

. . 1 - 1=
als  lim - n S 1 - 1

> 1, dan divergentie .
Dus convergentie als |x-1| < |x|, (x-1)% <=, x> %.
Voor x < %, en ook voor x = 3§ {dan harmonische reeks), divergentie.

[==]

b) Voor x > % geeft 1—;—}[- = t de convergente reeks I ;—ltn .
n=1
De som is ~ log(i-t) = - log(1 - l—;c-zc-) = - log(2 ~ -;E) .
‘l-cos% 2sin2-2-1,1- 1
1 .
3. De reeks Zu met u = ——— = ~ <% ;—3— is convergent (verge-

o0
lijkingsstelling). Dus is = un(‘l - z)" absoluut convergent als |1-32] < 1.
n=1 ,

Voor |‘I-'z| > 1 is de reeks divergent, zoals blijkt uit het eriterium van
d'Alembert:

n+ 2 1
|2 (1 -2) el Y
lim = lim . [1-2| =
n o2 1 n+
11 ~* CO n (1_2) ] =00 sin —
n 2n
= 2 in;-]— 2 3
=1im(_2ni)(€ ?“’2) (nﬁ1>|1-z|=;1-z|>1.
neetsin 5\ st 4N

De beeldpunten liggen dus bimmen en op de cirkel om 1 met straal 1.
4, De karakteristieke vergelijking is

2 ~at +2 -4 =0 of (t-%a)? =%a2—2a+4=(%-a_2)2
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=T e

Dit geeft

.

Ynom = Ae(a_a x ne?* als a ¥ 4

= Ae?* + pxeaax als a =4 .

Als a ;4 2 dan proberen we een particuliere oplossing van de inhomogene ver-

gelijking te verkrijgen met ¥y = px + q; dit geeft

2 2_4
-ap + (2a-4)(px+q) =4x +4 5 p=7-5 » Q= o-2)?
& -

= 2 Za - 4 )
Y= Ypom Yoz * " T (geldt ook als a=4).

Als a = 2 en dus 1:1 = 0, dan vinden we een particuliere oplossing met
Yy = u + vxj dit geeft

211-2(2‘.1)(+V)-’-‘4I+4; u==1, v==23
y=l+pe2x-xz-3x-
oo [

4 .
« &, OUnjuist; T — convergeert maar I :'T niet,
n=1 n n=1

v

B. De partifle sommen 8 vormen een stijgende (want w, > 0}, begrensde (want

B o
} < 100} rij; dus bestaat lim 8 5 anders gezegd: & w, is convergent;
; n-sco n=q

bij elke convergente recks I u, geldt lim u, = 0.

n-+oo

. e n % %
C. De reeks I (~1)" — convergeert zelfs absoluut, want o=,
n=

‘ n
D, Uit u, < (%) voor n > N volgt, eveneens op grond van de vergelijkings-
o0 = =]

stelling, dat I u, convergeert; X (%)n is immers een convergente
n=1 n=1

meetkundige reeks,




I~

IT 6.68

Examen (tentamen) Wiskunde II op woensdag 12 juni 1968

1, a) Onderzoek of de reeks

2 Lo~ fam)
n=1

convergeert, dan wel divergeert.

b) Bepaal de algemene re€le oplossing van de differentiaalvergelijking

x X
yM -y +y' -y =e" +e" cos x.

2. a) Bepaal de vergelijking van de omwentelingscylinder met as x = A(1,2,0),
die gaat door het punt (0,0,1).

b) Bereken de inhoud van het deel van de ruimte, waarvoor geldt

x=0, C=sy<1,

J[2+y2~'-<-2, O-Ezéx‘h_yz.

3. Bereken de volgende integralen

a) j1 ' gdx .
| (x=1)(x" =4x+3)
dx
I o sl
cog X 81n X

4. De lineaire afbeelding A van 32 in R2 is gegeven door
Ax = px - (a, 2a ,
waarbij a een vaste vector met lengte 1 is, en p een resel getal.

a) Bepaal de eigenwsarden en bijbehorende eigenvectoren van A.

b) Voor welke p bestaat er een vector g_% O waarvoor geldt Ax = 0 ?
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Oplossingen Tentamen juni 1968

1, a)

2. a)

fa-fa-1>0 o<sin(fa-fn-1)<fa-fo-1=——==<-1

dus O < u <1— .

n "o

o0
Cmdat Z - convergeert is volgens de vergelijkingsstelling ook I u,
1 nyn
convergent.
Substitutie van y = etx in de homogene differentimalvergelijking levert
2 . .
(t-N+1) =05 ¢ =1, 4, =4, t, =-i.

HEieruit wvolgt

x .
= A + cos X +v gin x .
yhom € K

Er moet een particuliere oplossing zijn van de gedaante

X X X .
¥y = axe” + be” cos x + ce” sin x

xeX e* eX*cosx eFfsinx
¥ a - b (]
y! a a - b+c ~b+¢
" a ca 2c ~2b
yu a 38  ~2Zb+2c -2b-2¢

Substitutie in de ocorspronkelijke differentiaalvergeli jking leidt tot

28 = 1 a =%

-2b +¢ -2/5
-b=2c = 1/5.

De gevraagie algemene reé€le oplossing is dus

]

il

o

0o o
]

¥y = res + 4 cos x +v sin x + %xex -%excos X +%—ex sin x (A,u,v redel)
De lijn door (0,0,1) // as is (0,0,1) + A(1,2,0); een willekeurig punt P
daarop is (A,2\,1). Neem nu 1° het vlak door P L as: x + 2y = 5A; 2° de
bol door P met middelpunt O (op de as!): ¥ +y° + 2 = 5?\2 + 1, Hun 5
doorsnijding is een cirkel. Eliminatie van A geeft het oppervlak dat deze
cirkel beschrijft als A varieert; men vindt
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4x2-4xy+y2+522=5.

T S

Aldus wordt het gevraagde oppervlak gevonden op de manier, die bij omwene
telingsoppervlakken gebruikelijk is.

ST TR

Men kan ock de methode ter bepaling van cylinderoppervliakken toepassen,
Als richtkromme van de cylinder kan blijkbaar worden genomen: de een-
heidscirkel in het vlak door O L as

T DTATDR TR T

E x2+y2+z2=1, xX+2y=0.

[ Alg (xo,yo,zo) op deze richtkromme ligt, dus als
2 2 2
X YV tz =1, X v, =0

dan is

X=X + A
0

yo + 2\ een parametervoorstelling van een beschri jvende.

2 = Z
0

Elimineer A, Xys Tgr 2 uit dit vijftal vergelijkingen; eerst Xor Yo Zg :

(X-A)2+(y-2h)2+22=1, X+ 2y = 5A

vervolgens A:

(5x-x~2y)% + (5y=2x-4y)% + 252% = 25 : 2

I Of N Yx*y:z

3 2 _ 2 2 _

=4 +y 52 =50, ©.1) b &
2--37'2

1 1
.ﬂ'i-yz dyfxdx=% f(z-yz)\ﬁ—ya dy .
0 0

0

b) ~ Inhoud

It

V2-y2 v

It

1 1 e

Tt
f\h-yz &=y -% fya\h-yz dy = =% j/sinzq’ cos“gdp =
0

0 0
=—1.—1—-tn§= —11-
CarTTcT T3 o
Inhoud = — - = n.
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—4 = A + B + C
(x=1)(x% - 4% +3)

x-1 (x_1)2 X"'B .

4 = Alx=1){x=-3) + B(x=3) + c(x-1)*

x=1: 4 =-28 dus B = -2
x = % 4 = 4C noo0= 1
CO’éanof: O =A.+C n _A_ = _1

I=log 222+ Eqc.

2 .2 _\2
f = =f 1 d‘banng(cosx+5111_£)_dtanx=

2 . ) . .4
CO8 X s1in X a1n x Sin X

1
=f<1+ 22 + 14))dtanx=ta.nx—ta§x- 3 +C .
tan"x tan 3 tan" x

Voor x # O moet voldaan zijn aan Ax = px - (a,x)a of (p-A)x={(a,x)a.
Hieraan wordt voldsan: 1° als (&, x) = 0, p = A d.W.2. de vectoren

pb, wasrbij b L &, zijn eigenvectoren bij eigenwaarde p; 2° als x = va
duwez. (p=-A)va = v(z,a)s =va, p~A = 1; de vectoren va met v ;4 0 zijn

eigenvectoren bij eigenwaarde p- 1.

Een dergelijke vector bestaat, of anders gezegd, de nulruimte van A heeft
dimensie f/ 0, als de afbeelding een eigenwaarde O heeft.
Onder a) zijn de eigenwaarden bepaald: A, =Py A, =p~-1, Voor p=0 en

2
voor p=1 bestaat dus een vector x # O met Ax = 0.
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Herkansingsexamen (tentamen) Wiskunde I/II op woensdag 19 juni 1968

. 1 1 2
1. Bepaal 33-.1.]1:, x (sin x 8in 2x)

2, zenu zijn impliciet gegeven als functies van x en y door

x+y+z+u=1

N I .

Bereken 'a_:‘ in (x;y’zsu) = (1’2"2’0) .
ax

3. Voor welke re&le waarde(n) van & is het volgende stelsel oplosbaar

X +tay = az
ax + y=1.

Bepaal voor die waarden van a de oplossing(en).
4. Bepaal de complexe getallen z = re”? waarvoor

3
|e1/z I =1

5. Bepaal de vergelijking van de kegel met top (0,0,0) en richtkromme

2+ +4° =1
x +y +2z =1,

6. Bepaal de as van de draaiing in R3 die gegeven wordi door de matrix

1 1 b
01 1 2.

2 2 o

T+ Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door

£+ +(z-4% <1

£+ +(a+df s,

[~ )

8. Ga na of de reeks £ (sin 1. %9 convergeert.

n=1 n

H 6,68
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1968

H 6.

L2 . 2 1 i
. 1 1 2 . ‘l-gs:l.n%x ..~ 4 8in X 4 X
lim ~ (= - — ) = lim —( : )=l:|.m e
xep X 8in x sin 2x x=0 ¥ sin 2x x=0 (% x) i
z = z(xy) 5 u=ulxy) . i P=(1,2,-2,0)
1+zx+ux=0 H ux='1'zx 3
2x+222x-2uux=0 H ZX(P)"%y u(P)=‘1%,

2
2+22§C+EZZH-2ux—2uun=O; ZHmP:zm--% .
2 2

ToagE) - 0 fatea) g gy als a = 1
a 1|1 a 1 1

a+l 0 - a.lsa.;‘-{‘l.

a 1 1
Bij a = 1 staat er x+y = 1; dus x = (0,1) +A(1,-1).

2

. . -8 _ a
Bij a # 1 volgt, mits a+1 # 0: X= =T 7 1+a+1.
Bij a = -1 is het stelsel strijdig.
z=rem; w=z-3=r-3e-m; Iew| ﬂeRewner cossq>=1’
dus cos 3¢ =0, 3¢=3%+2kn, Qa_-t-’é+-§-kn.

Dit geeft de rechten x = Oeny = + ;—{3:: (ocorsprong nitgesloten)

Rechte £ door O in richting (u,v,w): (x,y,z) = Au,v,w).
Snijdt richtkromme als voor zekere )

A2 v +ul) = 1

AMutvew) =1,
Dus moeten u,v,w voldoen aan (A elimineren)

2

¥ o+ e W = (w+v+w)? .

De punten der rechten £ die de richtkromme snijden voldoen dus aan

2 +y 4 = (x+y+z)?

ofwel Xy +yz +zx =0,

68

1..2
--48 B e
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6. De as is de eigenvector bij eigenwaarde A = 1.

R S S ~(“ o

_%ﬁ -1 0 C 1

dus de as is: x = a(1,1,0).

1

A
2

:7Te Neem cylindercodrdinaten; dan over de cirkelschijf r S?%{% te integreren
z=(1-2-%):
an 33 1F-3 213
I=Jd¢ frdrf dz-znf(rmu%r)drain
0] 0 0

24

Dit is de inhoud van de door z = O van X° + y= + (é-kéjz < 1 afgesneden

kap. De gevreagde inhoud is het dubbele: —155 .
Daar het een omwentelingsfiguur is, kan het ook eenvoudig als volgt:

1
3
I=25f"1"2dz met % =1 - (z+5)? .

U N I .
8, w = sin — - — is negatief; beschouw dus |u |:
1 1 1 1 11 -
|u | = gr - =tr—t ... <37 3 want bij een alternerende reeks met mo=-
ol 3t n3 51 ns 3t n3

notoon naar nul dalende termen is de som kleiner dan de eerste term. Volgens

de vergelijkingsstelling is Zu dus (absoluut) convergent; immers I J;

convergeert. n



Indeling van de stof over de tentamens

I

Tentamen | D.V. ¥ f lengte meet~ [ lin, | oom- rest WI
opp- kunde | afb. | plex

IT 1.60 1a 1b, 4 2b | 2a 3 4a
P 3,60 | 1 3, 4 | 2
IT 6.60 1a, 3'b 4v | 4a 2 3 1,3
IT 1.61 1 3, 4 7 * 5, 6 8 2
P 3,61 1, 7 2 t/m 5 6
11 6,61 2a 1a 2b 4 3 b
IT 1.62 | 3 2 5 4 6 1

d t/m f a t/mec
P 3.62 nt/mp | it/mm multiipleg|{chodifce g t/m i

rt/mt q
IT 6,62 | 1a b, 4a 2a | 2b 4b 3
IT 1,63 1 2, 3 3b | 4 5a, Sbe 2
H 1.63 7, 8 10 | 11 9 12 6 1 t/m 5
P 3.6% at/me| £ t/mt multipleg|lchoiice k
II 6.63 | 1la b, 2a 4b | 4a 2b 3
R 6.63 6 3 7 5 1,2,4
II 1.64 | 1 2 4
H 1.64 5, 6 8 7 7 4 1,2,3
P 3.64 at/md et/mt nmultiplelchoilce 5
II 6.64 1 2, 7 3 | 4 5 6
H 6.64 5 6 8 9 7 1 2,3,4
II 1.65 1 2 3 4 5 2
H 1.65 5 6 7 8 2 1y3,4
P 3,65 1 2,3,4 2a
IT 6.65 1a b, 2 2b | 4a | 4b 3 1b
H 6,65 5 8 6a, 7 | 6 4 1,2,3
II 1.66 1 2 3 4 5 2
H 1,66 5 1 |8 | 7 6 4 1,2,3
II 6,66 la 1b, 2a 26 | 3b | 2a 4
H 6,66 6 1 | 5 1,2,3,4
I 1.67 1a 2 4b 4a 3 1b
H 1.67 5 6 8 7 3 1 t/m 4
P 3,67 1 2,3,4 %a
IT 6.67 1a 1b 3 4 2
H 6.67 6 8 9 7 5 1t/m 5
II 1,68 1 4 3 2
H 1.68 5 6 7 8 3 1t/m 4
P 3,68 4 1,2,3,5 3
IT 6.68 | 1b a 3 | 2 2a 4
H 6.68 8 R 5 6 4 1 t/m 4
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