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JIAM. Brands |

EXAMEN EN TENTAMEN OPGAVEN WISKUNDE I EN II MET OPLOSSINGEN

Dit opgavenboek is bedoeld als hulpmiddel bij de be-
studering van de wiskunde voor het P-examen. De slechte resul-
taten die hiervoor geboekt worden zijn gedeeltelijk aan slordig-
heid te wijteA. Zo komt het geregeld voor dat opgaven niet goed
gelezen zijn en vaak tracht men een bewijs te leveren zonder het
gegeven te gebruiken. Vooruit een plan maken hoe een opgave
moet worden aangepakt komt bij bijna geen enkele kandidaat op.

De belangrijkste ocorzask van mislukking is echter: gebrek aan
routine in het toepassen van de geleerde stellingen, formﬁles
etc. Deze routine moet men opdoen door veel opgaven te maken

en daarbij zc systematisch mogelifk te werk te gaan. Hiertoe zin
thans verzameld alle examen en tentamen opgaven wiskunde uit de
jaren 1957 t/m 1961. Een groep wetenschappelijke medewerkers van
de onderafdeling wiskunde, de zgn. perfectionisten, heeft deze
cpgaven gemaakt zoals men dit op een examen zou moeten doen,
commentaar geleverd en eventuele andere oplossingen genoend,
verwijzingen naar het dictaat er aan toegevoegd en waar nodig
veel gemaakte fouten gesignaleerd. ilet is niet de bedoeling

dat U deze oplossingen zonder meer leest, maar dat U eerst zelf
de opgaven maakt. Mocht dit niet direct lukken dan kunt U in een
2° gedeelte van dit boek aanwijzingen vinden waarna U het nog eens
kunt proberen. In het 38 gedeelte treft U dan de bovengenoemde

oplossingen aan. Zowel van xortie als van zeer uitgebreide op-
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Men bedenke wel dat dit opgavenboek gebruikt moet worden

naast de colleges, instructie niet "in plaats
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2.
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OPGAVEN

Bewijs de volgende stelling:
Als f(x) differentieerbaar is voor x = a, dan is f(x) continu
voor x = a.

iﬁsDifferent:Leer en werk uit:

e(x) = 2x arctan x - log (1+x’)

: .
Bereken nli?;V 5n.7+3n-

lim Vi+x=1

Bereken %x +.0 sindx °
Bereken de volgende integraal:j‘x log(1-x%)dx .

dx

Bereken j’-—————- .
. (1+xNx .

de functies

ol

Beschouw op O € x <
y=sinx en y = % tan x-

a) Teken in &&n figuur de grafiek van beide functies (alleen
de tekening wordt gevraagd).
b) Bereken de tangens van de hoeken,’ waaronder de beide grafigken

snijden.
¢) Bereken de oppervlakte van het gebied dat door beide grafieken

wordt ingesloten.

Schets op -n€ x € ® de grafiek van y = awmsin (sin x).
Geef een korte toelichting.

Gegeven is f(x) = arctan X+l

a) Bepaal de afgeleide van f(x).
b) Bepaal lim f(x) en 1lim f(x).

X = 00 X~>=oco

¢) Schets de grafiek van £f(x) (buigpinten niet gevraagd).




d) Bewijs, zonder de integraal uit te rekenen,
dat Tm/h <j' f(x)dx < arc tanV2.

10, Bereken
. 4 7 7 7 7 71
lim =5 [o'+ 7"+ 2"+ 3T+ .. #(n-1)"]

Il -+ oo

&y {os

. B 2
‘1%,  Gegeven is. de functie f(x) = LE:ll.LE;él
: ' (x-2)
a) Welke asymptoten heeft de grafiek van de functie.
b) Bepaal f£'(x).

c) Bepaal de extremen.
d) Schets de grafiek.

12. De functie f(x) is gegeven door f(x) = 1lim arctan e
voor x > O. n= e n

a) Is f(x) continu in het punt x = 0%
b) Bepaal de oppervlakte begrensd door x - as, y - as, de
grafiek van f(x) en de rechte x = 1.

13. - Bewijs de volgende stelling:
Gegeven: f(x) is differentieerbaar op a £ x < b,
c is een getal, zodat a < ¢ < b,
' f(x) is minimaal voor X = C.
Te bewijzen: f'(c) =

14, Gegeven: f(x) = x log(2+sin -) voor x #. O en
£(0) = 0.
Is f(x) continu in x = 0 ?
Is f(x) differentieerbaar in x = O ?
Motiveer uw antwoorden. ‘ :

15,  Gegeven: f(x) = 3x*-~ 8|x| (2x2+3)+30x2+12.
: a) Bepaal de extrema van f.
b) Toon aan dat f(x) positief is voor alle waarden van X.
c) Teken de grafiek van de functie f. :

16, Bepaal de onbepaalde integraal:

1 = [-sinex 4.,
1+sin2x

2

{7 - Bereken de bepaalde integraal: I = J‘ x arcsin(x’ )dx.
{ : O .
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20.

21.

22,

23.
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25-

26.

27

'¢) Bepaal de vergelijking van cde raaklijn ean

U1+xsinx-cosx

sin®x

Bereken: lim
x -0

TC . X
Bereken 1lim x (= ='arcsin -====).
X - 6 2 Viex 2

. f 7
Gegeven is de functie f(x) = x¥¥Wx(x-5) voor x 2 0.
Bepaal alle extrema en schets de grafiek.

/2 \
Bereken 1 ='r \[*ﬁ - sinx.dx .
0 sinx
x? tanx
Bepaal 1l1lim .

x = 0 V cosx+tanx - V cosx+sinx

n/2

De integraal j‘ ¢os G sinx dx
0

1-sin?asin?x

hangt af van a . Bepaa: de waarde
a) als a = 0 : :
b) als O0<a< m/2.

Gegeven y = X’ - 4x{+ 2lx .
a) Bepaal de x-coordinaat van elk extreszn.

b) Schets de grafiek van de kromme, voorgesteld door boven-

staande vergelijking.

)
“eze

(2,-4).

d) Toon aan dat deze raaklijn de kromme nog. in een tweede punt

raakt,

Gegeven: f(x) is contiunu voor alle x.
Voor x # O is deze fuqftie gedefinieerd door:

f(x) = =% .

Vx

sin(x Vx)
3

a) Bereken £(0)
b) Bereken f'(x).

f(x) = garetar x (.3 _ 2x24+ x - 3)

a) Bepaal de snijpunten van de grafiek van f{x) met de assen.

b) Voor welke x is de functie extreem?
¢) Schets de grafiek.

Bereken I = J’tan x.loglcos xldx .

xromnme in



28.

29-

“30.

31.
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33.

34,

- 35.

136.>

Zelfde vraag voor X

A
Bereken 1 y (x ~ (1+x2?)arctan x)dx'

f(x) is gedefinieerd door:

2n+1 B . T

x +\/Is:.ngx!
f(x) = 1lim S ' .
n—o x +\/lcos§xl

 Maak een grafiek van f(x).

Gegeven is de functie

£(x) = |sin x|.e -2|sin x|

a) ‘Bepaal alle extrema van f£(x).
b) Schets de grafiek van f(x)

Bereken de integraal

P X €0S.X :

sin?x
Bereken
. .. -d=cos x - cos X + cossx o
L = llm = .
x =+ 0 Vi+x?* = Vi-x* .
Bereken
I = jp __dx
1 xV1+log?x
Gegeven is de functie f(x) = (2~ 2x-k’)élxl_1.

a) Bereken de uiterste waarde (n).
b) Bereken de buigpunten, voor Lover aanwe21g.
¢) Schets de grafiek. :

Ga na voor welke waarden van x de volgends Tunctie ge

is en bepaal de afgeleide van deze functie.

arcsin Vx + arctan Vl - 1.

X

tog ¥.sin x .

(0g x 27

N

definieerd



o
'

Zen functie f is gegeven door

U
=1
L 3

r(x) = x2+ ax + b als x < O,
£(x) ;/§3+ x + 1 als x 2 0 .

Als ge%§V%n is dat f een overal diffe{pntieerbare functiie is,
vepaal/dan & en b. (Toelichten!). O
y
38, ./ Bewijs met behulp van de definitie:

n2+1 1

I
n-» o
’ des iy x=1 ~x-1]
39. 2 fix) = =% .¢ .

<r
-

Tekaen een grafiek van deze functie en geei een toelichting daarop.

Yo Bepaal leog(1+x2)dx .

1 1
EraE

(-]
L, Bereken f {
0

4o, Oc het interval =1 x £+ (x # 5/3) is gegeven de functie

Zx2+3x-8

(x) = 3xe5

Beraal de uiterste waarden van f.

tan x-~sin X

2 Rerekel i = in °
43,  Bereken L im  T(1<cos 2x)

x - O
3

\i
b, 3ercken‘y 3(x2+1)arctan x A% .
0 g

1-Vx2+

45, 3epaal L = lim T mx
% = O x arctan X
. -7 T
: 46, - De functie f is voor = € x< 3 gedefinieerd door
i ‘ f(x) = 1lim cosx__

p—o  (x+1)7+1

Mask een grafiek van f en ga na of f continu is voor x = O.

ted
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50.

5'20

n/2
Bereken 1 = y. - dx p .
o] - :

. sinx
sinx.tanx.e

Ben punt P = (X09 yo) 1igt op de hyperbool met de vergelijking
x2 2 o ' : i i
e 1.'Bewgs dat de vergelijking van de raaklijn in P aan

de hyperbool luidt: %ﬁﬂ - %§$.= 1.

Door .de vergelijking >+ 3xz - 3y = O wordt z impliciet als functie

van X en.y gegeven.

62
¥

4 .o dzy . 222
Bereken: Z(ax) - Z (a 2).

. . : - ' y 9z
Gegeven iz 2 = f(x,y). Door x = u=v en y = u+v worden 2z, 3% &

Sz

3y functies van u en v. Gevraagd wordt

- [a

2 3z -
v

- —

3 ax

N

Q
e

uit te drilkken in de hogere partiele afgeleiden van Z naar x en J.

gt

Gegeven zijn twee betrekkingen tussen x, y, 2 en t

P+ y2t +z+ 2~ 2= 0 (a) =
xz + yth-t - 17=0 (B

Hierdoor zijn z en t als functies van x en y bepaald:

1

z = z{x,y) en t = t(x,y). Nu stelt 2 z(x,y) een oppervlak voor.
Bepaal de 'vergelijking van het raakvlak aan dit oppervlak in het

punt (x,y,z> = (1,1,1).

: . " u+v. - u=v
Gegeven is z = f(x.y), x = e s, Yy = e .

Cag dz . . ) 3 e . :
Druk,g;q " 3a uit in x, y en de partiele afgeleiden van 2z naar

A

"X en Y.
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56.

De kromming in een punt van. ae\kromme ¥y = f(x) kan worden berekend

met de formulp < ) \
g = —dl
A ;i\_\' )JB/Z

LA+Y

Leid hieruit af de formule voor de kromming, indien de kromme wordt

gegeven in parametervoorstelling: x = x(t), y = y(t).
Iy
N\

Gegeven is de kromme met parameter voorstelling
! : : 4 -

Lt Z
X=9e y—1+t3 .

Stel de vergelijking op van de raaklﬂn in h!t mct % b 1 ﬁonresponderen—

punt van de kromme.

In de functie z = z(x,y) die contlnue cerste en tweede partiele af-

geleiden bezit, wor%en door x = u(1-v’ ), y = uv nieuwe variabelen
. ) F)
ingevoerd. Druk u?g;% uit in x, ¥ en de partiele afgeleiden van %

naar X en y. B . o .

In de functie z = ‘z(x,y) worden door x = e

6u+3v, y = e}u+6?-

nieuwe variabelen ingQVOerd. Druk

325 - L3z . Bz
ﬂuav-aﬂu 2 37

i

uit in x, y en de partlele afgeleiden van z naar X en y.

Tussen X,¥y,%,t bestaan de betrekkingen

X2+ y +'yZ + ain(z+f)

v+ 22+ xz2 - cos(zt)

O N
0.

]

Beschouw z en t als functies van de onafhankelijk variabelen x en .
2 ' ' ‘

Bereken g;; in het punt x = 1, y = =1, 2 =0, £t =%,
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Gegeven is in parameterVodrstelling de kromme:

x(t)

t?+ t + 1

y(e) =3 -+ 203 + #3.

a) Bepaal de kromming in het met t = 1 corresponderende punt P
van de kromme. '

b) Bepaal de coordinaten van het bijbehorende kromtemiddelpunt M.

Gegeveh-is de functie z = f(x,y). Door de Eetrekkingen
x = $ul- %v’ |
y = uv
wordén,nieuwe onafhaﬁkeiﬁke variabelen u en v ingevoerd. Druk

1 ¥z gz s, s v o . .
= Eevl (6u2 + avz) uit in x en y en de partiele afgeleiden van

A

2z naar X en Y.

Gegeven z = f(x,y).
We voeren nieuwe variabelen u en v in door de betrekkingen

u=x+y

v = X2+ y2.

32 92 : .. ,
Druk nu 3;% + 3;% uit in u, v, en de partiele afgeleiden van z

naar u en v.

_ Gegeven is de kromme met parametervoorstelling:

1]

2 cot 8

2 sin?' 0

X

}O'<B <n .
y .

| Bérekén‘de‘kromming in ‘het hoogste punt van de kromme.
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65.
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67.

dxdy

. P u . . :
z is een functie van x en yj X = 3 ¥ = v? . Waarin gaat

3%z @
23 3yox -

N

)
]

over als z als functie van u en v wordt beschouwd?

- ’ .

z‘is<hls functie van x en y gegeven door xz’ - 3yz + x = O.
it a ! az‘ N - aZ . | | ¥
a) Bewijs: x 5zt Vay - 0 (a).
b) Wééxin gaat de betrekking () err als men op poolcoordinaten
_overgaat? '

¢) Hoe kunt U het onder b) verkregen resultaat direct inzien?

Een vlakke kromme is in barametervoorstelling gegeven door:

x = a tan u ‘ . -
_ ‘2a (a>oy lul<'§)o
J = Cos u

Toon aandat dit een tak van een hyperbool is en bepaal de krom-

ming in het punt plaV3, 4a).

U is een functie vah‘de rechthoekige coordinaten x en y. Druk

in poolcoordinaten uit.

Los op het stelsel: 2x - 3y + bz = 6
5x - 8y +11z2 = 17
6x - 8y + 10z = 14
3x - 5y + 7z =

11.

In R, zin gegeven de punten ,
0=10,0) 5 A=(-2,1)3 B=(-14); Ca (373).
Bereken de oppervlgkte van de vierhoekvO_AaB C.
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69.

70.

71.

72.
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Zij V een vectorruimte van dimensie L, 2ij e, £, gy b een onaf-

'hankelgk stelsel vectoren van V.

Bewijs, dat elke vector van V als lineaire combinatie van e, f,
gy h te schrijven is, en dat dit slechts op één manler mogelép

is.

segeven zijn de vlakken ‘
U : = (0,1,2) + A(1,0,2) + p(0,2,1)
vV: x=(0,1,2) +p(2,0,0) +0(0,1,0)

X
'

Bepéal de parameter voérstelling van de snijlijn 1 van U en V.

Los op:
x+y+z=-2u+vs=0
X =2y + 2+ u+ 3v =0
2x + y + 22 - 3u - 2v =0
5x —\y + 5z - b4u+v =20

delk verband bestaat er bij eenvstelsei homogene lineaire verge-

‘lijkingen tussen: aantal onbekenden (n), rang van de ccefficienten

matrix (r), en de dimensie van de oplossingsruimte (d)?

Controleer dit verband bij deze opgave.

Bepaal x zodanig dat de inhoud van het parallelepipedum opgesran-
nen door de vectoren a = (1,2,3) b = (0,1,2) en g = (2,0,x)

groter is dan 3.

X+ Yy +2+u+Vvs= 0
Door : xR+ y¥+ 2%+ v+ v2= 10

X+ y’+_z’+ w+ v’= 0, worden Z, 1 en Vv gegeven

als functles van X en y. Bereken %ﬁ in het punt (x,y,z u,v) =
(021-1 -2). ‘
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73, Gegeven net punt P = (1,2,1)en de rechte
1t x = (6,1,3) + A (1,2,3).

Gevraagd een parametervoorstelling van het vlak door P en 1.

Bewijs dat dit vlak evenwijdig is aan het vlak.

x = p(-7,8,5) + 0(1,-9,-10).

7L,  Van het stelsel vergelijkingen

[}
(@)

B X + 8gY * 8%
a,x + &,y +.8,2 =0
ax+ay+ &z
A ] 3

is gegeven

o
1 8485 £ 2,8,
(e} . .
2 De determinant A, 8,28, is nul.
a
72222
a a
n%xn %3

Is het stelsel oplosbaar? Motiveer het antwoord.

75. Gegeven zijr de vlakken

U:2x+y+2z=7
V:X+y-z=-2

W ox o= (1,2,0) + AM0,1,2) + u(2,0,1).

Door hun snijpunt gaat een vlak evenwijdig aan de rechten
1: x = (0,1,2) + p(3,1,2) enm : X = (2,0,1) + o(2,1,3).

Bepaal dit viak in parametervcorstelling.
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76. Van het stelsel vergelijkingen

J‘a,n:>c+a}2y+;za.ﬁz:b1 a,, 51128.13
Bp X+ 2 ¥ ¥ 8y 2 = b, is |a, a, # 0.
amx+a5'2y+a”z=b} = 851 % %5

Geef de formule voor de op10551ng van x volgens de regel van

Cramer. Leid deze formule af.

77 Gegeven zijn de vlakken:
V:x+2y=3
enW:x+y+2z=26

Bepaal de vergelijking van het viak U, dat evenwgdlg is met de
snijlijn 1 van V en W en gaat door de punten A(1,-5,2) en B(- 2,-3,4),

78.. Los het volgende stelsel vergelijkingen op:
3x ~y + z+5u = 7.
2y - 3z + hu = 6
6x -2+ 3u = 9
79. Gegeven zijn de vier vectoren
2,9 2,0 2; €0 2, 0 R,

a) Noem de vier axioma's voor de definitie van de determinant

.D(§1,g2,33,§“) van de vier gegeven vectoren.

b) Bewijs uit deze axioma's dat deze determinant gelijk is aan nul,
als a,= &, -
80. Door de vergelijking x + yz_ 22~ b4xz + 2y + 1 = 0 is een opper-

- viak O gegeven.
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82;.

83.

84,

a)

b)

- 13 -

a) Bewijs dat de Trechte

1 i.x.= (0, <% 0) + A(1,2,1)
I . . " ’ .
geheel op het oppervlak ligt.
b) Bewijs, dat alle punten van 1 hetzelfde raakvlak bezitten. Be-
paal de vergelijking van dit raakvlak.

Bepaal een»pafamétervoorstelling vén de snijlijn 1 der twee viakken
V. en W, als i

v :};gg+ y - 3z = =8

WoxE (=1,2,3) + A(2,1,2) + u(-2,2,1).

Los op het stelsel vergelijkingen

-ax + 2y -z = 0
3 -y - 22 = 5a
3x - by + 2 = 2a

voor alle waarden van a.

i

Gegeven is het oppervlak O :Ax?+'y2+'222 = 1
Bereken het raakvlak aan O iu een willexeurig punt P (xo, Yo» zb)u,
Hoe moet P gekozen,worden,répdat dit raakvlak=de 1ijn

1: x = (0,0,1) + A(1,1,-1) geheel bevat?

a) e,,8,18578, vormen een basi® van de vectorruimte R.
Wat betekent dit?

b) Bercken de volgende determinant:

-

0
0
1
P

o o ¢
o <€ 4 o
-0 o »



- b -

¢) Aan welke voorwaarde moeten Ay by vV, p voldoen opdat de vectoren
€4 + NE 1 L,¥VES s &5 +pe,s &4+ hey ook een basis van R vor-

men? Licht uw antwoord toe.

85. Los op: 2x .+ x2+‘4x3+ 2x = 5 3
' TX 4+ K= Xg+ X, = 73
7x1+ X,= 11x3- 3xh= .
/
86. Gegeven 'is de boog x=t,y =t z= t? (ogtg 8).

De eindpunten van deze boog heten A en C. Op de boog ligt het punt B,
waarvoor t = 5. Bepaal D op de boog zodanig, dat het volume van de

piramide»ABCD maximaal is.




AANWIJZINGEN

~

! - 1. U moet bewijzen.dat Ilim £f(x) ='f(a) of wel 1lim {f(x)-f(a)}=
5 X > a X a
Gebruik nu dat dnvafgelelde‘van f vestaat.

| 2. zie II § 5 A1, 2, B11, C13, 15.
3, 2Zie I §3 D Vb.2.

1§54 D

o

L, 21
5. Zie II § 10 E.
6. zie II § 10 D.
9. a,o. Zie II § 3. ; c. zie IL § 1 en § 9.
8, Vgl. def. I §2
9. ad a). zie ketfingregel II,fg/S. c.

ad b). voor 1lim f(x) zie I, § 4, A vb 2.

- _ .
ad s). meak Sen Bchema voor het tekenverloop van f(x) en £rixi.
Zie II § 6 vb 1.

ad d). zie II, § 2 eig. VIII en bekijk de grafiek van £(x).

10, Denk aan de definitie van het begrip “bépaalde integraal'.
Zie 1I, § 2.

41, iat zin de krltlnkc punten° Ga tekenverloop na van f(x) en fi(x).
a) Bopaal lim £(x), 1lim £(x).
T X =4 ) X—> = 00
. Waar is. f(x)sdlocontlnu°' .

b) Pas toe ulgeukcnappop II 1C 8§ 5 "regel" 2 en 3. -
¢) Los- op f'(x)'— 0. : , S
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13.

14,

16.

17.

18.

19.

20,

21.

22

-2 -

a) Bepaal lim arctan .
n-» oo
Pas daarna toe: definitie op I 14 vermeld waarbij U zich

beperkt tot x4 0.

n
T+nx

o
L

Partiele integratie.

Definitie afgeleide II § 4; extrema II § 6.

Definitie continuiteit I § & C.
Definitie afgeleide II § &4 :

Onderzoek waar f£(x) differentieerbaar is en wat het gedrag is
van de afgeleide. :

Voor eigenschappen van onbepaalde integralen zie II § 10.
Zorg dat niet sinx en sin2x beide in de integrand voorkonen.

Zie II 3§ 12. Bereken de onbepaalde integraal met de methode van.
partiele integratie.

Probeer met het analogon voor functies van I § 3.D voorbeeld 2,

te komen tot toepassing van de standaard-limiet uit I §: %.D.

Definitie cyclometrische functies: I § 2 J.
Herleld de haakfactor.. Probeer de standaardlimiet uit I § 4L,D
te 5ebrulken.

Onderzoek het bestaen en gedrag van f'. (zie II § 6).

\

Is de integrand voof’xio gedefinieerd? Zie II § 13.

‘Pas toe I.11.vb.2, deel teller en noemer door gemeenbchappelnke

factor en gebruik I.16.vb.2.

&) bubsvltueer a =0, en de 1ntegraal is direct uit te rekenen.

b ) Bederk dat o, sin @ en cos o constanten zijn.
Substitueer cosx= t, pas toe II. 26 en denk aan de eigenschap-
pen van cyclometrische functies (I.7.3).



2k,

25.

26.

27.

28.

29.

30,

':34.

"Combineer

-y

Voor extrema: 2ie II. 16. § 6, vooral IIl. 17 met voorbeelden.
Bedenk dat de functie |[x| niet gedifferentieerd kan worden;
onderscheid twee gevallen (zie I.4.D. wb.5 en II.7.vb. 3).

Raaklijn: zie II.6. §.3 en I1.18. vb.5. Voor d): Ga na in

. Felkx(e) pumt(en) de gevraagde raaklijn de kromme snijdt.

a) Def. I, § & C. .
b) Regels van Leibniz ; Def.IT 3§ b,

‘a) X-as 1 y =.0 f“i;as,: x = O,

b) II § 6.

tan x = 22 X ; 11§ 10 B.

Bereken eerst dé onbepaalde integraal. II § 10.B.
Daarna de bepaalde integraal als oneigenlijke integraal met
limiet I § 4iD. vb.1. : - »

I § 3 C, standaardlimieten 2 en 3. Let op de voorwaardeﬂ, waar-
onder deze limieten optreden!

a) I g8 1 opm.},?II 8 6. Denk aan extremen op de rand van het
dgfinitieinterval, ‘ v

cos X GX

: X , Partiele integratie. II § 10 E.
sin®x g . ~

Ontbind teller in factoren. Pas toe 1 § & D. Zie ook vb.2 en 3
aldaar. C - "~ ‘

Combineer %f . Zie verder 1I § 10 B.

Onderscheid x » © x £ 0.
iie voorts Il § 6, III § 4 A.

2ie 1 § 2 1.
X schrﬁvén als macht van e.

Zérg datéf'continu is. Zorg Gat in O.de ?GChﬁer- en linker
afgeleide gelijk zijn. - L . ik



38.

39.

Lo,

k1.

K2,

45.

46,

47,
L8,

49;

50.
51,
2.
53}“
5k,
- 55

5.

Zie III, § 6.

Definitie limiet: I § 3 B. -

~ Bepaal van f(x)'nulﬁunten, asymptoten,.extrema; ondersoek het
' gedrag van de eerste afgeleide (II § 4). ’

Differentiatie van icg(1+xz)_le§ert een rationale functie.
Zie II § 10 E.

* ) o0
Voor de,beﬁékenis van hetﬁsymbOOI‘yolZie II § 13.
Differéntigreh of f(x)=a oploséen.
Zie I § 4 D.
Part.integr.
I §3D. vb.2 en I'§Hh D.
bnderschéidt |x+1] <1, jx+1l= 1 en {g+1[§ﬁ.
Substitutie.
_Zie;;II, § 5, vb. 4 B.
Zie IV, § 4 A, vb.
Béschouﬁ z% = zx‘f'x(u,V),y(u,v)] . Zie IV § é . 6.
Pg; toe IV,-é, D en'geﬁruik IV,~5¢ gevq}gf'

Fas toe IV, 12, 2; IV 6,6; IV 3.D.

Parametervoorstelling III § 6.

‘e

Kettingregelz IV § 4 B.

3

Az ; ' ‘ S . ieri Aax Ix
72 °" 3y meb.v. IV,12.2. Substitueer h;er;n Ju ®hEv te

Vindaz



57.

58.

59.

60.
61.

62.

63,

64,

65.

66,

67.

vinden door partiele dlfferentlatle van de gegeven ultdrukklﬂgen

02z z

" door de uitdrukking voor v nog eens
partieel naar u-te dlfferentleren volgens IV,.12.2. Vergelﬁk ook IV,
12.vb.1.

voor X en y. Bepaal

Zie IV.9.D; differentieer naar x en substitueer het gevraagde punt.
Differentieer nogmaals‘naaf x en maak gebruik van de reeds gevonden

eerste afgeleiden.

Vgl. IV § 2, G en § b.

wgaa, gk

Zie III, § 6.

Zie IV § #‘B,'vb.B.

1) Zie IV § 33 2) Zie IV § 4 3).Wat betekent gf = 0%
éoek‘betrekking tussen tan u en cos u. Zie III § 6 of g 4.
Zie IV § 4 B, vb.3.

Zie V § 7 vb.1.

Gebruik determinanten; zie V § 9.



68,

69.

70.
71,

72,

73

71‘{’0

75.

76.

" 77,

78.

80,

Zie definities in V § 4 B en C.

. De punten van 1 behoren tot U e@ tot V.

Los op parametérvqofstelling van I = parametervoorstelling van V.
Ga vegen. Zie V 13.

|Det (g,§,251= volume van parallelcpidum opgespannen coor é,g,g.

Differentiatie volgens methode van IV § ji en invullen van de

waarden (0,2,1,-1,-2) doet een stelsel lineaire vergelijkingen
ontstaan met %% R %ﬁ en %% in (0,2,1,-1,-2) als onbekenden.

(zie V § 7 e.ve)..

Een vlak is bepaald door een steunvector en twee lineair onaf-
hankelijke richtingsvectoren.
Denk aan V § 8 stelling blz. V. 17.

Zie V § 8 stelling blz. V.17.

Bepaal het snijpunt van de drie vlakken QOor_eerst de vergelijking
van W te bepalen (V.3.B) en dan uit de 3 vergeiﬁkiﬁgén voor U,

V en W de coordinaten x, y en z op te lossen (V.14.§ 7). De
richtingsvectoren van 1 en m 2zijn evenwijdig meé het gevraagde

vlak; zie verder V.,2.5.

Zie V.21.B met n = 3.

Ygl. V. § 2 B.

V. § 7.

a) Zie blz. V 19  bovenaan.
b) Gebruik blz. V 19, 2).

a) Vgl. IV § 2 B.
b) Vgl. IV §3 8, IV § 2 E.



81.

82.

83.

- 8h.
85.

66.

Bepaal eerst de vergelijking van W (Vv § 2 Bvb.2).

Daarna een parametervoorstelling van (v g2 B vb.5).
vEg 7.

a) Vgl. IV § 3 B, IV § 2 E.
b) Vgl. IV § 2 B. '

Zie VE L4 BS,VE9, VELC.

Zie definitie determinant.



5.

'~j’x'105(14x2)d2

.OPLOSSiNG.EBN

Bewijs staat in IX § k4.

f (#) = 2{1.arc tan x + x Tox? } Tox

3 .2X = 2 arc tan x.

We zien dat 5n de belangrijkste term is en zetten deze dus apart:

a_ = ¥5"743% = 5V 7+(35 n,

n
Nu is ;
1<V 7+(55-)n<{}/_§.
Volgens I § 3 Insluitstelling en standaardlimiet 3 is

lim an = 5, (Immers 1im\’V§ = 1).

n-* oo n-» <

Viex =1 . X 1

lim = in 2x lim Vx+® +1 ° sin 2x
x= 0 x -0
“as : A 2X B : _>
= lim Vx+® +1 ° sin 2x ° ¥=d0d =2

x=* 0

We'wiilen door partiele integratie de functie log. kwijtraken en

'péssen dus toe 5’uﬁv‘=Auv- f v du met u = log(1-x%).

[

- L
= % x?log(i-x2?) + 5 ?§;7 dx =
= 2100 2’ xdx
= % x%log(1-x?%) - 5 xdx + i T

_ 1t
rofs

x2log(1-x2) - + x?% = % log(1-x?) + C.

S,lég(1~xa)d(% x?) = % leog(1-x2)-5,% x?d log(1-x2)



Men kan ook eerst 1-x2= y stellen en vindt:

fx log(1-x2)dx = —-%J’log y dy. Zie verder II E vb.1.

Stely =Vx, dan » = y2 en dx = 2ydy.

~ax_ 2y dy _ by _ 5
J,(1+x)[x - ~r(1+y2).y =2 T+y2 T ° arctan y +¥c

waarin y =V x. De gevraagde integraal is dus Earctanfx + Co

Dit kan ook a.v. opgeschreven worden (zie keftingregel!):

dx 1 1
j1(1+x)ﬂx = 2j11+0r§)2 © Sy X =2 arctanVx + c.

a) de grafiek laten we weg.
b) de grafieken snijden elkaar in de oorsprong O en in het

»punt A waarvoor sin x = #tan x (0 < x < g,),d.i. cos X = %.

A is het punt (% , 3V 3).

In O en A tekenen we raaklijnen .aan de 2 grafieken. Deze
maken hoéken met de pos.X-as waarvan te tangens is

7 : .
1 = cosO in Cen % = cos 3 in A voor y = sin x en

4

1 . | A
z % Zgosto mOen 2= 2¢osin/5 in A voor y = ftanx.

De tangenten van de Verschilhoekén zijn réspectieveliik:

1. : 4
%:j%; = % en —%E%; =_£ in O resp. A.
¢c) O =jmyjsin x dx - IF/B%tan x dx = fn/Bsin x dx + %jJVBJyggifg =
0 QO 0 Y0
T b4 .
' x=3 x=3
= [~ cos x] + #[loglcos x|] =

x=0 x=0

1

- %— + 1 + %—log—% P % - %logE.



8., Toelichting:
- : T s . . .
Voor -3 gxg 3 is x =arcsinp als p = sin X.

2
Voor ggxgn is O€® - x§ -g' en sin(m-x) = =in x

=P
en dus arcsin(sin x) = m- x.
T T . .
Voor -m<x & = 3 is -Eg-u-xg()en sin(-m~- x) = sin x=p
en dus arcsin(sin x) = =% - X.
f ' ki
- -X voor -ﬁ€X<‘§a
de functie is X ' - §<X <+ %,
? ' T -
dus e EQX «m -
; i, . . 1 ‘ n
(In één formule arcsin(sin x) = 3 -l'n:-l X + -2-|' . Ga nal)
: . x+1 . . ¥ .
9, a)  Stel - - = u Volgens de kettingregel (II § 5 C) is
x2 +1
4 _ 4 au U L R
dx - du ‘ dx ° uis 0 T Tia?
J3 4‘5'_x$x+1)
do . —xt (IT §5 4 3, 12)
i "x241
o ex
(x241)VxE+1
, X A L d-x ; 1eX
Dus f'(X).-- - T——T o = ——
’ 14 i;f%i (k241 W x2+1 2(x% +x+1 N x2+1

e x
b) L = lim £f(x) = arctan lim . wegens de continuireit
X-» o ‘x-» 00 V14 —lz

" van de arctan.

L = arctan 1= /b,




c)

d)

Opm; arc tan 1 #-ETE dahr -n/2<arc tan<+mn/2. Zie I, § 2 I.

Om 1lim f(x) te bepalen, stellen we -x=t

X =» =00, -
lim £f(x) = arc tan lim - —t+1
Xt . ‘ *e—ecs\,/tz_'_.
;1+%
, = arc tan lim —-—-—-—1- = arc tan =1 = -w/k,
t*e0 Vit o e

arc tan u >0 voor u >0 en arc tan u<.0 voor u<o0.
f(x) is gedefinieerd voor alle x.-
Dus £(x)>0 voor x >=1 (VxZ+7 is positief).
£f(x) <0 voor x<-1
£f(x) =0 voor x= =1

£(0) = arctan 1=n/4 (geoorloofd daar f(x) continu is).

T=x

2(x2+x+1) V x2 41 -

#

Onder a) zagen we: f'(x)

H

Dus £'(x) >0 voor x<1 ; f(x) monot. stijgend zie II § 6.
£'(x)=0 wvoor x=13; f£(x _extreem
£'(x)<0 voor x>1 ; +f(x) monot. dalend.

£(1) .arctan V2 is 'n (abdoluut) maximum.

Het schetsen van de grafiek van f(x) voligt’ nu geheel ‘uit onder-

staand schema

X i-mes -1 0. om : R
£(x) r-m/lh « R A R A A I VL I + arctanV2 + + + + + =7/
CfY(x): 4 + % + + + 0 - - = -

‘

Uit het schema zien we dat voor f(x) op (0,1) geldt:

‘wh<f(x)<arc tan V2 ; f£(x) is daar nl. monotoon stijgend.

En dus ge_ldt volgens 11, § 2; eﬂi‘g. 'VIII :

n'/l+ (1-0)<J1 f(x)dx<arc tan V.Z. (1-0)

Opm. We zien dit ook direct u:x.t de graflek



r f(x)dx:is een oppérvlakte, kleiner dan de dppervlakte van
s .
de rechthoek met hoogte arc tanV-2 en groter dan de oppervlakte

van de rechthoek met hoogte 7/ (beide met basis (0,1)).

10. In II § 2 zien we:

b :
I f(x)dx = 1lim 2: (x -X; )f( . )
a )

n”w

waarin.(xoz a, Xqyoeos X = B) een rij verdelingen van het intgrval
(a,b) doorloopt. Hiervoor kiezen we nu verdelingen van (0,1) in n
gelijke delen en nemen n-— ® , |

Dan is lim ;— [0+ 7T+ 2T+ 37T+ ... + (n-1)7] =

n=«

lim H [(O)7 (1)7 (2) $oaes 4 ( )] -=f

n—=o

o8 i-1g o 21
1in ¢ 2E - j’ Xdx =g .
nwe 1i=1 o

(hierin is: Xg xi_,‘.:% en f(gi) - (1-j)7

ii is een punt uit het 1de deelinterval.

11,  Merk op dat voor x=2 de functie niet is gedefinieerd. We veroorloven
ons de antwoorden niet in de gevraagde volgorde te geven.
De.kritiekelpunten (nulpunten van teller of noemer) zijn x=1, X=2,

=3 en bepalen het teken van f(x)

) x = 1 .2 3

flx) = + + + + +\/ + + + + +q . J+ + + + + + .




Wij bepalen f'(x) X

f'(X) = - (x-1)(x-5)(x~2)2 voor X % 2
(x=2)¢
- - (qu)(xf ) . voor x ¥ 2'
(x-2)*
in beeld:
@ x = T U 3 4 5
h f1r{x) = | @ + o+ o+ 2+ 4+ + 4 % +-+ o+ + 4 ©

De'nulpunten van £' zijn de.enige waarden waar extrema kunnenhdp-

treden. Of het extrema zijn volgt uit het tekenverloop vaﬁ £1(x)

of uit f"(x) | '

Treedt in x=1 of x=5 een extremum op ?

Uit (2) volgt: C o -

" £1(x)<0 voor x<1  dus £(x) daalt (vs stelling II 17),
£f'(x)5>0 voor 1<x<2 dus f(x) stijgt. .
Dus £(1) is een minimum. R

Soortgelnke beschouwingen laten zien dat f(5) éen max. is.

Wil men werken met £"(x) dan volgt na differentisren van f'(x)

2.
f'"(x) = 2x2-1hx +8 voor x £ 2

(XfZ),
dus f"(ﬁ) = 4 £(5) = - -
. ) - ‘ ) H
- E™1) > 0 . f™(5) <0
dus f' neemt toe | dus £' neemt af in’
» in de buurt van x=1 de buurt van x=5
" .. dus f is hol van boven’ | f is bol van boven (zie III 5)
dus f(1) is een minimum £(5) is een maximum

Nog steeds zijn de extrema niet bepaald.(Wel de plaats waar ze

optreden).

Met £(1) = 0 minimum

£(5) = 22 paximum is die vraag beantwoord.




L

O]

Soms verdient het zelfs aanbeveling de buigpunten, de nulpunten
van £™(x)=0 te bepalen en de bijbehorende helling, £'(x), in die
punten.

Onderzoek naar asymptoten.

Horizontale asymptoot:

2. -
 Bepaal lim f(x) = 1lim (-2 1)(x=3)

X o0 : X oo (}C-'Z)3
3 .5%2-5x-% 1-2 - ??
x> -5%x2 ~5x~ . x
= lim O bxiiiox8 © lim 3 12 1. (1.13)
X+ o X+ 1 o= 4+ =%
x @ x2 x3

Verder:

1im £(x) = lim f£(-(~-x)) = 1lim £(-t) =

Xom = 00 —xw ot
2 .
‘= 1lim (~£=1)" (-t-3) | 1. (vgl.1.13 voorb.2)
i w  (-t=2)3 RS ‘

Dus:

zowel VoOr X-*w als voor x- -oe is de lijn y=1 horlzontale asymptoot.
Verticale asymptoot

Uit het tekenverloop van £f(x) volgt dat voor x-en links van 2

£(x) >0 is, voor x-en rechts van 2 is f(x) <0. Tevens staat (x=2)

in de noeier van £(x). Daar voor x=2 de teller niet O is, geldt:
f(x)—~ o voor xt2 en f(x)= - voor x}2. De lijn x=2 is dus ver-

ticale asymptoot.

m £(x) = f(Q)

£(x) = lim arc tan ——— = arc tan ( lim O_.), omdat de
1+nx ' 1+nx :

n-—+» e n-s oo

functie arc tan continu is.

1

arc tan 4 voor x # O.

= arc tan ( 1lim ) 3

n—»oo — .’.:x

Y.
1}
nold

£(0) = lim arc tan
g a0



b)

Rest te bewijzen:

lim arc tan ;1{- = =.pit. is zo.

x Vv 0

i

De functie f is dus in x = O (rechts-)continu.

De gevraagde opp. is, daar f(x) arc tan -:-(- niet negatief is op [0,1],

gelijk aan
1 1

5) arc tan 7 dx.
o b4

[« }
#

Part.int.levert

1 1 1 1
O’:x».arctan;l -yx-—-———.—T-;.J:c-gdx=
1+ (=)
0 0 X
~3+jﬂ xdx ”E*‘lfd(xzﬂ)‘
T4 x2+1 & 2 X241
0 0
1 i
=£+%ln(x2+1) ‘ =T 32- 1n 2.

0

14 i
Opm. Men kan ook schrijven arc tan % =35 - arc tan x voor x>0 en dan

integreren als in II § 10 E vb.2.

/

Analoog aan deflnitle I § 6 kunnen we voor a<c<b ultspreken

f(x), gedefinieerd en dlfferentleerbaar op a§xgb, bereikt een mini-
mum voor x = ¢ als f£{c+h)-f(c) >0 is voor voldoende kleine hj d.w.z.
dat er een positief getal n bestaat zodat uit Ihl €y volgt a< c{-t'»hg b

en f(c+h) f(c)} 0.

(n.b. omdat ¢ geen randpunt van het definitie gebied van f(x) is, zijn

voldoende kleine waarden van h steeds geoorl_oofd).



14,

flc+h)-f(ec)

er0<h<ﬁisdm1 "

>0 en voor - <h <0 is

2&2:2%:2&22 £ 0. De limiet voor h—=0 van beide quotignten bestaat

en is gelijk aan f£'(c), (zie definitie II § 4), zodat volgt £f'(e) 20,
en £'(c)g0, dus £'(c) = O. (Hierin is gebruikt de eigenschap dat

wit 1im f(x) = L en £(x) >0 voor x £ 0 volgt dat L»0 is. Dit voigt
x—~ 0

direct uit de definitie van limiet (I.§ 4.B); is nl L< O, dan is b

€ = +|L! geen 6 te vinden die aan de eisen van definitie I § L B vol-

doet).

Opmerking 1: De stelling is afkomstig van Fermat, en is in II § 6
voor een maximum bewezen.

OpmerkingHZ: In het bewijs werden gebruikt de limieten:

f(c+h)-f(c) flc+h)-f(c)

‘ lim h ~= en lim n , die de rechter=
htoO hto

en linker afgeleide van f(x) in ¢ heten. "f(x) is dif-
ferentigerbaar voor x=c'" betekent dat de rechter en

linker afgeleide van f(x) in c bestaan en gelijk zijn.

nf(x) is continu voor x=0" betekent dat 1im f(x) bestaat en gelijk

is aan £(0). We onderzoeken daarom: x =0

lim f(x) = 1lim x log(2+sin 1.
x
v x—-0 x- 0 ‘
Daar voor x#0 geldt -1 sin %g‘l; gelden de volgende ongelijkheden:
(we sturen aan op een toepassing van de insluitstelling).
0 = log 1< log(2+sin %)6 log 3 voor x # O,

0g f(x)€ x log(3) als x< 0, x log 3€£(x)< 0, als x<0O

dus -|x log 3gf(x)g |x| Pog 3 voor x # O.
Nu is .iim |x|log 3 = lim -|x|log 3 = 0, zodat we de insluitstelling
x -0 x- 0
(I § 4 B) kunnen toepassen en vinden: 1lim x log(2+sin %) = 0,
‘ : x= O X
Daar £(0) = O is, geldt dat 1lim f(x) = £(0), zodat de functie in
x -0
=0 continu is. We onderzoeken nu de differentieerbaarheid.

£(x) is in x=0 differentiferbaar als de volgende limiet bestaat.



- 10 -

o . : 1
: ' h log(2 + sin $)-0
lim £00+0)-200) _ 5y h = 1lim log(2 + sin -)

h -3 ‘B nso b h = 0

De overweging dat sin % voor h—-0 steeds sneller tussen -1 en +1 heen

en weergaat, leert ons dat log(2 + sin %) tussen Oven-lég 3 schomméltf

zodat de limiét niet bestaat. Dit bewijzen we nu aan de hand van defi-

i&itiéI 3 & B, ] Voor iedere-pcsitieve 6 zijn er zowsl wasr=-
den van h in O < (hl<& waarvoor: % = (2x + #)r.(k geheel),als waarden waar-
i T _ o weor
(2k + 3 (k geheel) neem bijv. maar k:>z£rb. Voor iedere & >0,

zizn der dus O lhi<6 zowel waarden van h met log(2 + sin —) = log 3

als met log(2 + sin E) = 0. Hdet is dus onmogelijk een L aan te geven,
zodat voor iedere ¢ >0 een positieve & te vinden is, zodat

|l§g(2 + sin %)-Lk(c is, als O< |hl<6, want als € <% log 3 kan daarbj
geen & gevonden worden, ongeacht de waarde die men aan L zou willen tqe-

kennen,

15, ils £{x) in een omgeving van x = ¢ (dit is een interval a <x<b, met
a<c<b) differentieerbaar is, kunnen we krachtens een stelling van
Fermat (II § 6) ir x = ¢ Zeker geen extreem hebben als f'(c) # O is.

Behalve in x = 0 is f(x) overal differentiéerbaar. (voor x = O geldt:

Tim ££9:2%:£LQ1 = - 2k;  1im i&Q:h%:i&Ql - + 2, zodat £'(0)
"hn 40 h 0

niet vestaat. Zie II § 4.
S 'Bulteq x = 0, en de nulpunten van f£'(x) kunnen dus geen extrema llggen,'
(maar het is niet gezegd dat x = O en de nulpunten van f'(x) extrema zun})
e merkén op dat f(x) een even functie is (I § 2 E) zodat we alles over
f(x) te weten komen als we £(x) voor x3 >0 onderzoeken. Voor x 30 is f(x) =

= 3x% 16x7+ 30x%- 24x + 12, Voor x>0 bestaat f'(x) en £'(x) = .

- 48x24+ 60x - 24 = 12(x-1)2(x-2), dus £'(x) = O voor x = 1 en x = 2.
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Om de grafiek goed te tekenen beschouwen we ook de tweede afgeleide.
(Zie III § 4 A). Voor x>0 bestaat deze en is £"(x) = 48x*-96x + 60 =
= 12(x-1)(3x~5).

We maken nu het volgende schema. (Vgl.II § 6 gevolgen van de stelling

van het gemiddelde).

x = O0- 1 5/3 2

£r(x) - - - +
£ (x) + - + +
£f(x) dalend, | dalend, |dalend, | stijgend,
hol bol hol hol
maximum buigpﬁnt buigpunt minimum

De graflek is symmetrisch t.o.v. de y-as. Voor x—*w en X = =/ gaat
f(x)—> « . We vinden de volgende extrema: In x= 0 een maximum (rela-
tief), waarde 123 In x=-2, x=2 minima (absoluut), waarde b,

Daar het absolute minimum van f£(x), 4 is, volgt uit f(x) L, f(x)>»0,
dus £(x) is positief voor alle X. De graflek heeft buigpunten voor “
x==5/3%, x==1, x=1, x=5/%, waarvan in x=-1, en x=1 de raaklijn horizon-

taal is. x=0 is een keerpunt van de grafiek. :

We gebruiken de substitutie methode (II § 10 D). We zorgen er steeds
voor dat niet gelijktijdig sin x en sin2x in de integrand voorkomen.

Daar sin2x = 2sinx cosx is

I = y 2sin x cos X ax

j)Zsin x d(sin x) j’d(1+81n x) _
14sin? x

1+sin?x 1+sin?x

= log(ﬁ+siﬁ2x)+0_ Willen we echter overgaan op goniometrische func-

ties van 2x, dan vinden we uit

a(ex) =

sin’x = #(1-cas2x), I = S) _ sin2x . _ (_sinax

1+3(1-cos2x) dx = %-CO0S2X

= 51-11:32525- = log(3-cos2x)+C’

3-co82% = 103(2+251n?x)+c' =
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= log(1+sin?x) + log2+ C' = log(1+sin?x) + C.

17 Berekgping van bepaalde integralen berust op de hoofdstelling
(11 g 9) volgens de methode geillustreerd in II § 12.
We berekenen eérst de onbepaalde integraal met partigle integratie
(II § 10 E). Omdat we weten dat bjj differentiatie van arcsin(x?)
een rationele functie ontstaat, (II § 5 B voorbeeld 9) richten we
het zo in dat de arcsin(x?) gedifferentieerd wordt, waardoor een
rationale integrand ontstaat. Substituties (II § 10 D) worden

steeds gebruikt.

j’x arc sin (x?)dx = %lfarc sin (x%)d(x?)

i
it

ix2arc sin (x?2) - %j'xzd(arc sin (x2))

2X

T=x

dx =

ix%arc sin (xz) - zyx" .

3x? arc sin(x2?) + %S aC1-xb) = 3+ xarc sin(x?) + % V + C.

Tex?
(N.B. U;teraafd ie |xl g 1).

De bepaalde integraal is nu:

#[x%arc sin (x?) + V1-x*+c] gﬁ =

= + ((#V2)2arc sin ((#V2)2) + VA-(FV2)F -1}

1]

4 arc sin ¥ + 1(W3-2) =

;‘ + % f312)

VAexoink = COSX ; (V14xsinx - cosx)(Y1+xsinx + cosx)
18. 1lim 1in? = 1lim =

b4 L V__._
- x =0 x =0 sin?2x(V1+x sin x + cos x)
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. . o 2 '
\ip e cor'e 1
x- 0 o 8igtx Vi+xsinx + cosx
. 1
= lim (fsinx + 1) - .
x -0 . Vi+xsinx + cosx
We gebruiken nu de standaardlimiet lim giox _ 4 (1 §b40D)

x
x -0 .

en stelling (I § 4 B) voor quotiénten en sommen waaruit we concluderen

X

—T + 1) = 2. Uit de insluitstelling (I § 4 B) volgt dat

1im (
x -0

1im x sin x = O (~1g<sin x 1) dus 1lim (1+x sin x) =1 .
x -0 . x—->0

We vinden dat de gevréagde limiet gelijk is aan 2.7 = 1.

_ Opmerking: De stelling I§g4B blz.I.13_mag alleen worden toegepast
als de limieten links van de impliéatie pijl bestaan, en
als bij deling die welke in de noemer koamt ongelijk nul is.
Opmerking .Vooz' kenners van Wiskunde II: | '
"Pg gevraagde limiet kan ook met Mac Laurin reeks ontwiklke-

lingen worden bepaald (zie VII § 5 c).

19. Voor alles zal men willen proberen de haakfactor te vereenvoudigen.
Beschouwt men een rechthoekige driehoek met zijden 1, X, V1+x? dan
. . Lo . X a
komt men op het idee dat 5 - arc sin P57 = arc tan prgi (Omdat we

spreken over lim is zonder bezwaar x>0 te nemen). Dit bewijzen we

x > o
op de bekende wijze (Vgl.I § 2 J).
Is arc sin Y Y:-xa = t, dan is\%_’:{; = sin t en - 12t-;<1t\<% 3 in ons ge-

val, waar O< X <1, is zelfs 0< t< X, Nu is sin(i-t)= cos t =
Yiex2 ~ 2 2.

1

i i - ¥ . ‘.
) . cos(g -t)=8int = 7?%?3 , tan(z - t) = % , bovendien:
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O<% - t< -122 , dus % -t = arc tan% . Substitueert men nu J-::;,'-'1 5

.-y = tan z (0< z<§), dan vindt men voor de gevraagde limiet achter~

eenvolgens:
lim x arc tan 1/x = 1lim M = 1lim “f o (Daar voor
X o y+ O J z 40 707

--§<z<§ arc tan (tan z) = z en tan z$ 0> z4{0.is).

Uit I § 4 D voorb.2 en stelling I § 4 B voor de limiet van een .

= 1, dus in het bijzonder lim 2 _=1.

> . 2 z
quotient volgt lim T=r s Lotan z

z » 0

Opmerking 1: Men onderscheide goed het verschil in betekenis van de

symbolen 1im ,lim . lim f(z) bestaat als 1lim £(z) en
z2-0 z§0 =z 10O z 4 O

lim £f(2) beide bestaan gn gelnak zijn.

z 40

Opmerking 2: Omdat ook 1lim
z +0
wezen te hebben x]:.xil“x(— - arc sin m ) = 1.

= 1 is, kan men menen, tevens be-

tan z

Dit is onjuist, hetgeen men uit de overweging dat voor

x ,
x <0, x(— - arc sin ﬂ%)<0 is, direct ziet. Voor

b4
negatleve x is in de bovenstaande herleiding - E<t<0,
zodat E<-2- - t< x. De overgang van tan('— -t) = ':-c' op
% - t = arc tan % is voor negatieve x dus fout.

Uit £(x) = £ 2 [x-5| volgt

£1(x) = {"5/2 Xi(x-@) 0< x<5
5/2 x*(x=3) 54X .

- In x=5 bestaat de afgeleide .niet; in x=0 zouden we gezien het defini-

tiegebied van de functie alleen van de rechter afgeleide

lim f(h);f(o) kunnen spreken. Tevens beschouwen we de tweede afge-
h; O
leides . - )
ot -JE-x‘} (i;;l) . 0<x<5
"f"(:X) = ' : ’

-1[? x% (2'{-;;1 .  5< x; in x = 5 bestaat de. 2de afge-

leide niet. -
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' We maken nu het volgende schema (zie II § %, III § ba)
X .0 1 3
£1(x) S + o+ 0 - - 7 + +
£ (x) 2 + 0 - - - = 2+ o+

stijgend, stijgend, dalend, stijgend,
. hol bol . bol hol

buigpunt maximum minimum

Voor x-e . stijgt ‘x) boven alle waarden. Verder f(x)20

' We'hebben.dus: x=0 rand-minimum (absoluut) waarde O

x=3 maximum (relatief) waarde 6V3

x=5 minimum (absoluut) waarde O.
Bij het tekenen van de grafiek komt verder nog tot ultdrukklng.
x=1 is buigpunt, x=5 is keerpunt (de linker en rechtertak in x=5
hebben raaklijnen met resp. als richt1ngscoeff1c1enten de llnker—-
en rechter afgeleiden van f(x) in x=5; deze bestaan en zin -5V5
en.5f5). De nulpunten zijn x=0 en x=5, in x= O raakt de graflek aan

de x-as (de rechter-afgeleide in x=0 is 0).

Opmerking: De stelling van II § 6 zegt dat als een extreen optreedt
in een punt waar de-functie’differentigerbaar is, daar de afgeleide

0 is. We gebruiken dit in de vorm; van de punten waar f(x) differen~
tiserbaar is kan alleen een extreem cptreden, (maar hoeft geen ex-
treem op te treden!) in de punten waar £'(x) = O. Over het al of niet
optreden‘van extrema.gn punten waar f(x) niet differentieerbaar is

leert de stelling uiteraard niets.

De integrand is voor x=0 niet gedefinigerd, Voor 0<xg geldt:

o

1. ’ co8 X '
\vﬁ;—l- - 8in x = ° , (omdat Veoslx =lcos x| = cos x als
sin x sin = , :

. 0< x{“), zodat de integrand daar contlnu is. Krachtens definitie II

1!/2
§ 13 is dan I = 1im ,
- P Oy iVain Xy

staat ook I niet).

co8 X

dx indien deze bestaat (anders be-
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LA
Berekening van\Jé 288X 4y volgens de methode van II § 12 lavert

} Vsin x
p
dat de onbepaalde integraai J‘&gfzéz dx = d‘§}%xf) = HNsinx + C

(zie II 8 10), en dat de bepaalde integraal 2Vsin. % - 2*§sin;pgx

- = 2(1-Vsin p) is.I is dan gelijk lim 2(1-Vsin p) = 2(1- lim Vsin p)=2.

py O py O
Opmerking: Kijk bij bepaalde integralen steeds of de integrand wel

over het hele integratie interval gedefinieerd is.

N.B. In het volgende wordt enkele keren de stelling op I.13 ge-
bruikt.

Natuurlﬁk proberen we eerst substitutie van x=0 (zie opmerking 1).
Dit levert % , zodat we gaan probefen de breuk te vereenvoudigen

of althans in een voor ons doel meer geschikte gedeante te brengen.

De vorm van de noemer doet ons denken aan I.11.vb.2; vermenigvul-

digen van teller en noemer met Vcos x + tan x + Vcos x + sin x geef~

. %2 tan X _
lin - =
Vecos ¥ + tan X = Ycos X + sin X
x ~ 0O

L

i}

than x [Vcos x + tan x + Vcos x + sin xJ
tan X - sin x

= 1lim
x =0

Waf -(Vb) = a=b).

En nu opletten! Substitutie van x=0 levert nog steeds % s maar we

(even Uw geheugen opfrissen: Wa-Vb)(Va+'b)

zien twee. prettige veranderingen:

e

: . . sin x
1°. Teller en noemer zijn deelbaar door sin X (want tan x = =—=);

cos x°’
hierdoor mag worden gedeeld aangezien sin X #Z 0 (immers: x-0,

maar x # 0).
2%, De haakfactor in de teller heeft een limiet #£'0 voor x -0, zodat
we deze afsplitsen m.b.v. stelling I.13, hetgeen een aanzienlijke

vereenvoudiging oplevert (zie ook opm.3).

1® en§22 uitvoeren geeft
: N ‘:.xz
L = lim . . lim [V cos x + tan x + Vcos x + sin x ]=
x -0 - -1 x» 0

cos X
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X
1-cos X
x-0

Yoor het uitrekenen van (1) stéan nu enkele wegen open:

a) U hebt_éen goed geheugen en U weet nog uit I.16.vb.2 dat

. ’ ) o B
5 1im 1-205 x - 1 1;c:B x }-cbs:c == 2
x =0 X0 == lim ———= 3
x2 x2
x -0

b) U hebt een nog beter geheugen en’'U herinnert zich de geometrische
‘trucjes vén'de middelbare school (hier gebruikt: cos x = 1-25in?§ H

let er op dat cos x = Zcoszg - 1 geen vereenvoudiging geeft!):

.

2 2 E Y
lim =E—— = lin . um (=2 ).2= 2,
x -+ 0 S x - 02sin®3 x -0\ sin3

"> waarbij de"standaardlimiet" I. 16 D is gebruikt.

c) Uw geheugen laat U in de steek, maar U kent de 2e semesterstof al-
en’probeert het met de reeksontwikkeling voor cos X (geldig voor
alle x). Let er in dit geval goed op dat het geen .zin heeft, zelfs
opzinqig;gﬁﬁ_reéksontwikkelingen te gebruiken vdér de gevraagde li~

- miefz;p de vorm (1) is gebracht! ‘

Via een der methoden a,b of ¢ vinden we dus: L = 2.2 = 4,

N

Opmerking 1. De aanwijzing "substitueer x=0" lijkt in strijd met de op-

merking:"x -0, maar x # 0", De verklaring van deze schijnbare tegen-

| : strﬁdigheid is als'vblgt' Laat gevraagd worden te berekenen L = lim f(x).

Bestaat nu f(a) en 1s £(x) continu voor x=a (I.14.C; de meeste x=>a

[ U bekende functies Zijn continu, zie I.14,15), dan is L = "£(a). Voorbeeld:

1im (2x+1) = 2.0 # 1 = 1; hier is £(x) = 2x + 1, £(0) bestaat en £(x)
x>0 is continu voor x=0.

-

%0 gingen we in het bovenstaande steeds na of door herleiding een vorm

was ontstaan die bestaat voor x=0, omdat we dan klaar geweest zouden zijn;

xsinx X sin X

. y R
. x“sin x _ - -
vb.: lim T “‘Alim 51 0, want e bestaat voor x=0 en
x - 0 T x=0

is daar continu.

Opmerklnq 2. Voor het berekenen van llmleten wordt vaak gebruik gemaakt

van een of meer van de elgenschappen, genoemd op 1.9 t/m I. 16 Indien U
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de stof van semester II reeds kent kunt U vaak gebruik maken van

reeksontwikkelingen.

I's

Opmerking 3. Ga na elke herleiding steeds na of teller en noemer
deelbaar zijn door eenzelfde factor (zie boven onder 1 ) en of mis-
schien een factor afgesplitet kan worden die een limiet # O heeft
(zie boven onder 2). Vooral dit laatste geeft vaak vereenvoudigingen.
Vaak is het afsplitsen van een factor met limiet = O verboden, bijv.

is de herleiding

lim S8X . 1ip sin x. lin % = 0. lim =+ =2
x -0 x -0 x - 0 x -0 x

-~

niet toelaatbaar, aangeiien de regel 1lim f(x).g(x) = lim f£(x).lim g(x)
slechts geldig is als lim f(x) en lim g(x) beide bestaan.

f(x) lim f(x) -

gl{x) fﬁlim g(x)

(Evenzo geldt lim slechts als lim f(x) en lim g(x)

. bestaan, terwijl lim g(k) £ 0).

a) Substitutie van a = O levert

/2 /2 .
j gos @ 5in X dx = J sin x dx = [- cos x]néa = ~0+¢1 =1 .

1-sin?a sin?x

0o 0

_ n
b) We nemen een vaste @ met 0< & < /2; dan zijn sin @ en cos & constan-
ten. De factor cos a kan dus direct voor het integraalteken ge-

"bracht worden; verder schrijven we voor het gemak even sin a = at

/2 n/2
i - cos & sin x dx - cos« sin x dx . (1).
1-sirf @ sin?x 1-a?sin®x

0

We stellen, alvorens verder te rekenen, even vast dat de integrand
bestaat voor alle x met OS x<12-t (voor x = 1-;- staat er in de noemer:
1-‘sin_z e, en dit is niet nul, aangezien O0< a <12t- 3 voor alle andere
x is 0§ sirf o« sirfx <1 en dus 1-sirfa sinf x # 0); de integraal is
dus niet oneigenlijk (zie II.32) en er zulleh-dus geen limietover-

gangen nodig zijn.
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We berekenen nu eerst de onbepaaldé integraal in (1), dus

7= J sin x dx
J qalsin®x

‘De kennis van de intggraalfeken’ing. vereist voor tentamen I, geeft

u slechts 2 methoden #oor het berekenen van J, n.l. substitutie van
een nieuwe' var:.abele (I1.27) en partlele integratie (II.28). De keus
zal niet moeilijk zijn: we zoeken een geschikte substitutie. De teller

herkennen we als te zijn sin x dx = -d(cos x); we kunnen ook sin®x

uitdrukken in cos X (~wegens s.inzx = 1-cos?x) en dus proberen we

cos X =y ¢ ‘
= - J‘ ’d(cos_x) .'
(1-a? )+ a2 cos?x

(denk er om: a is een constante).

De. laatste :Lntegraal 1lijkt op .f'l +t2 = arc tan t, en om deze vorm te.

-bere:l.ken brengen wg in de noemer (1-22 ) buiten haakjes (dan komt er

_ iets van de vorm 1;}...).

1. d(cos X): . A d(cos x)
(1-82 )[1+ ! a? cos? x] 1-a? 4 4[2cos x)’*\

1 3.5 Vi-al

‘.'“-
X

In de noemer staat nu inderdaad iets van de gedaante

a cos X

2
1+t° (met ¢t =
: ar

in de teller staat

VioaZ
d(cos x) = d(a cos x\x a
N—ar / a
acos X _ _8. . 3(cos x) - en dus

(immers:

ﬁ-a‘i - V 1-a?

» a coB X >
_ 1 - -a! U 1-a2
= 1..a2 ¢ . a cosX

t Ve

waarmee de integraal in de vorm S’ T+t2 is gebracht,a met t = ==

a cos x

]
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1 Vi-a? ) a cos X
Jd = - . .arctan( — ):

. 1=a? a

. = . 2
arc tan(i\]%gfz) wegens 1-a?= (V1-a%) ).

ayl-a

Voor (1) vinden we dus

n/2
. 1 . a . cos X
1= F:osa[- z m— arc tan Tt ] =
0

cos a
- m[arc tan 0 - arc tan T 1=

= ____29_?2_& arc tan a
a Vv 1-a? 1-a2 °

Tenslotte substitueren we voor a weer: a = sin &, dus 1-8 = cosza,

\I 5—a’ = CO8 Q.

Opm.1. Let op: \f1-a2=:\l con?a = | cos ol (immers VaZz= lal ; aangezien
hier O <a.<"1tz- is cosa >0, en dus |cosal= cos a. Als bl,]V
-§< a<T, dan is cos a<0, en dus V1-sinza = -cos a.
'Dan is - |

1= arc tan (tan a).

sin @

Nu is (zie I.7.3) arc tan x gedefinieerd voor alle x, en arc tan
’ L
2

T

x = y betekent: tan ‘y‘ =xen - = <y< 5 - Noemen we nu arc tan

dan betekent dit dus: tan y = tan a«, en

(tana) = Y
--;- y<% . Uit tan y = tan a volgt: y = a + k., ; gegeven is
O<a<-§ , dus k = O=3y = arc tan (tan®) = @& , en dus

I = o ;




v 21 -

Opm.2. Let bij arc tan x = y op de voorwaa‘rde:'

. - E <y< L | %o is bijv. arc tan(tan z) # % , maar arc tan

2
(tan L) ,+ , immers arc tan(tan L) y betekent:
n
tan y = tan%-(=-1)- en -§< y<s3.

Zie voor dit alles nog eens I.7.1.

Q.thz' Indien U reeds opfi-dé'hoogte bent van de wiskunde voor semester
II, dan bent U in het nadeel: w,eilicht hebt U dan geprobeerd te
iwaar materiaal (IX.10) te gebruiken. Bedenk evenwel aat onder
de op IX.10 genoemde methoden ook voor komt: "eenvéudige sub-
stitutie"! Een paardenmiddel als tan §‘= t is hier, hoewel het

werkt, niet aan te bevelen.

.Ogm.ll». In het bovenstaande is gebruikt: 1-a (‘r—a ) Denk er om dat

een deréelﬁjke herleiding alleen mogelikk is als 1-a > O, d.w.2.

A,

als ja] € 1 (zoals in ons geval).

Opm.5. Het was niet noodzakelijk sina = a te stellen; zonder dit was de

berekening van de onbepaalde integraal in (1) als volgt verlopen:

sin x dx S’ d(cos x) 1 _d(cos x)

1-sin?a sin?x = ~ J cos?a+sin?mcos?x  Cos?a J 1+tarkacos?x

1 d(tanacos x) _ 1

= - = - = arc tan(tanacosx)
.7 sinu cos @ f 1+(tana cos x)? sine cos a (

en verder overeenkomstig het bovenstaande.
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het volgende beeld:
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a. Voor het bepalen van de extremen gaan we het gedrag van de eerste

afgeleide van de functie £f{x) = x3- hx?+ 2jx! na (II.76. § 6, voor-

al de voorbeelden op I1.17,18). Aangezien de functie | x] niet over-

al dlfferentleerbaar 1s, n.l. niet voor x = O (II.7.vb. 3), is £(x)

dit ook niet overal' we beschouwen nu twee gevallen, nl. x <0 en x>0:

Voor x<0 is |x| = - x (zie I.2) dus f(x) = x3- bx?- 2x

x dus f(x) = x>- L4x%*+ 2x .
. (voor x = O+is k| = 0 en £(0) = 0).

Voor x>0 is ix|

Hieruit volgt:

Voor x<0: ¢£'(x) = ;3:(2- 8 - 2 =3 (x - 4"»'322) -?22) (1)
Voor x >0: 4f'(x) = 3x2- 8x + 2 =3 ( 4+Y10 1 (x 4-!?6) (2)
(voor x = O bestaat f'(x) niet).
Het tekenverloop van (1) wordt: '? 9 f
+ 0 - - 0 +
(N.B. V22>V16 = 4, dus b - V22<0).
4-V70 4+ W0
Het tekenverloop van (2) wordt: 9 ? f
+ l + e "

- 0 +

Ermee rekenlng houdend dat (1) resp. (2) alleen geldig zijn voor
x~<0 resps X >0, vinden we voor het tekenverloop van f'(x) en

daarmee voor het gedrag van £(x) w.b. stijgen en dalen (II.17)

i

+
15
B 13V)

—— . A —a

4- V10 4+V10
< i 2 0 > ¥
; ‘ { i { !
£1(x) 4 5 - ? + 0 - é &+
gedrag f(x) | stijgend .dalend stijgend dalend stijgend
extrema max. min. max. ~ min.

Aangezien f(x) vodr alle x gedefinieerd is (vgl. opm. 3) constateren

L\22 4= V10

we: (relatleve) max1ma voor 'x = ~—3— en X = ——3—— . (relatieve)

minima voor x = O (de raaklpn is hler niet horlzontaal, maar be-

4+y10

staat niet) en x = -
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Voor het tekenen van de grafiek constateren we eerst dat de gegeven

functie gedefinieerd is voor alle X en continu is, aangezien elk

van de samenstellende termen x>, x2, en |x| continu is (I.14.C en

1.15); de grafiek zal dus een "ononderbroken kromme" zijn, en verti-
cale asymptoten trcden niet op. Als X-—e is f(x)-»;m9 als x-»-o is
£(x)- - (om dit in te zien schrijven we: fix) = x3(1«-§ + éi§L)),

dus horizontale asymptqten treden niet op.

Snijpunten met de.x-as vinden we als .nulpunten van £f(x) d.i.
- bx?24 20x| = O. »
Onderscheid weer 2 gevallen (als boveny:
Voor x< 0: x%- Lx2- 2x = O, x(x-2-V6) (x=2+4V6) =
Tk = 0, 7 2476, 2-V6, en, aangezien x<0,
alleen: x,= 2-V6.
Voor x> 03 x ~ hx’+ 2x = 0, x(x-202) (x-2+V2) =
' 0, 2+#/2, 2-Y2, en, aangezien x>0, alleen:
,= 2-V2, xg= 2+V2.
= 0 blijkt ook een nulpunt te zijn, (vglgopmah) dus de snijpunten
met de x-as zijn (2-V6,0),(0,0),(2-V2,0),(2+V2,0).

(Voor het schetsen van -de grafiek schatten we: V2 a1 J4, etc.).

X

i

X

De x~coord1naten van de extremen zijn reeds onder a gevonden;

voor het tekenen doen we weel enkele ruwe schattingen (V22 4,7,etc.)

Uit & volgt dat f° (4';22) = ff(”'g?g) = f'(4+;10) = 0, dus de raak-
lijnen in deze extremen lopen hbrizontaal; de raaklijn in het extreem
(O;O)_bestaat niet. Om nu toch iets over het verloop van de grafiek

in (0,0) te weten te komen bepalen we m.b.v. (1) en (2) de richting

_van de raaklijn in de buurt van (0,0): ¢

lim £7(x) = lim (3@ -8x+2) = +2 en lim £'(x) = 1lim (3% -8x-2) = -2.
x {0 ° x +0 x 10 x 10

Beschouwen we nu de stukken van.de grafiek voor x< 0 en x>0 afzonder-

_ﬁg, dan zien we dat beide stukken in (0,0) een raaklijn bezltten, nl.

‘resp. y = =2x en'y = +2x (II.18.vb.5; maak zelf een figuur).

Tenslatte bepalen we uit het gedrag van de tweede afgeleide eventuele

bu;ggunten»(III 5.8 kih):
Uit (1) en (2) volgt:

‘Voor x;(d: "' (x) = 6x-8, voor x>0: i"(x) = 6x-8 (voor x = O bestaat
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£"(x) natuurlijk niet) en het tekenverloop van f"(x) en daarmee
het gedrag van f(x) t.a.v. hol en bol zijn (zie III.5.§ 4.A) wordt

nu:
I
S I | 3
e 1
£ (x) - ? - 0
£(x) | bol bol hol

Er is dus een buigpunt voor x = E s de bijbehorende y-coordinaat be-

rekenen we (of schatten we voor de tekening) uit de geg. vergelijking.
M.b.v. alle bovenstaande gegevens kunnen we nu de“gevraagde grafiek
schetsen. Denk ér om: f'(a) geeft steeds de richting van de raaklijn
voor x=a aan, en deze richting tekenen we in elk hierboven berekend
punt (dus voor het buigpunt: f'(%) berekenen). Denk ook om het "hol"
pesp. ''bol" zgn; aan weerskanten von een buigpunt loopt de grafiek:

aan verschilleﬁde kanten van de raaklijn.

De raaklijn in (2,-4) (inderdaad ligt dit punt op de gegeven kromme,
ga dit steeds na) vinden we volgens II.18.vb.5 :
Uit (2): £'(2) = -2, dus y+h==-2(x%-2) of 2x+y=0 (3).

We gaan eerst na in welk(e) punt(en) de raaklijn (3) de kromme snijdt

(of raakt). Daartoe lossen we x op uit (3) en y = x> -4x?+2lx!|:

y = =-2x = © <l +2|x| of P -bx?+2 (x+lx]) = O.

Voor x <0: % -bx?= 0, x*(x-4) = O, x = O of x = 4; geen oplossing
(want x<0). Voor x>0: x -4x?+4x = 0, x(x-2)2= 0, x = 0 of 2, dus
x = 2. Ook x = 0 (vgl.opm.4) blijkt te voldoen; de enige punten zijn
dus (2,-4) (het gegeven raakpunt) en (0,0); de raaklijn (3) snijdt de
kromme dus nog in (0,0). Dat hier inderdaad raking optreedt kunnen
we niet bewijzen door de raaklijn in (0,0) te bepalen, immers deze
bestaat niet! Evenwel hebben we onder b gezien dat in (0,0) twee
stukken van de kromme samenkomen dieelk een raaklijn (y=-2x resp.

y=+2x) hebben in (0,0); de eerste hiervan is juist (3), zodat (3)

inderdaad de kromme nog in een tweede punt, nl. (0,0), raakt.
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Let op: voor een maxi#um is het niet voldoende dat f(x) links

stugend, rechts daierna is (kijk eens naar f(x) = 5? voor x = 018);

i noodzakelﬁk is dat de functie in het punt zelf gedefinieerd is.

Verder kunnen nog randextremen optreden als de functie niet
overal gedefinieerd is (£(x) = 3x+5 voor -1<x<5 heeft min.2
voor; x==1 en max. 20 voor x=5). A

Denk er om dat bij het onderzoek van | x| het punt x = O niet ver-
geten wordt; dlt levert bijv. in b een nulpunt op, terwijl het ge-
vraagde punt in 4 Julst (0,0) is.

Zoals uit b blukt is in een buigpunt de raaklijn niet noodzakelijk
horizontaal (is dit wel het geval, dan spreekt men wel van een
horizontaal buigpunt); let hierop in de tekening!'

Beschouwen we, zoals onder b en d, de stukken van de grafiek
véor x£0 en x20 afzohderlijk, dan vinden we voor elk van deze
stukken een raaklijn in (0,0). We zéggen daarom wel dat de Iunctie

zowel links als rechtsdifferentieerbaar is in (0,0) (echter niet

differentieerbaar); vgl.de grafiek van de functie | x|.
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a: De gegevén formule heeft geen betekenis voor x = 0. Uit de

continuiteit van f(x) voor x = O volgt evenwel (Def.I § &4 C):

. 3
£(0) = lim £(x) = 1lim sin(x ¥x)

X = 1-0 = Co
3 .
x =+ 0 x =0 :xVﬂ;

b, Volgens de regels van Leibniz (II § 5.A) geldt voor x # 0

cos8 xfﬁ ‘4/3xjé . x1é-* 1/3szé zsx:'.n_:c»"~'/3

f'ﬂx) g

i}
|

X

3 . 3 3
LxVX cos(xVx)=sin(xVx)
h = 3 N L[]
3xVx
Deze formule is voor x = O niet bruikbaar. Daarom bassén we

" hier de definitie van de afgeleide toe (Def II § 4):

3
£1(0) = 1lim £(n)-£C0) _ 5p 81n(h:/-l';)-o 1
b ir =
h =0 h —+0 nVh
£(x) = (X_B)(x2+1)earc tan X ooorloofd: alle x.

a. Snijpunten met de assen:
' X-aé: y = O,'dus x-3 = 0, x = 3, daar de beide andere facto-
g A St . :
' ren geen reele nulpunten hebben.

Y-as: x =0 dus y = -3.1.e0 = =3,

De gevraagde punten zijn dus (3;0) en (0,-3).

b. £(x) is overal differentieerbaar, dus: Voor een extreem moet
gelden £'(x) = 0. (II.§ 6, eerste stelling)
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s

arc tan.x ° 1

CE£9(x) = e —~= (22 -3x2+ x = 3)+ ¢ 2TC P X(3:2 6y 4 1)
= %O TAN X(3y2 5y _2) = oTC AN X(zp 4 ) (x - 2).

We vinden als tekenverloop van f£'(x) :

x - 1/3 2
f'(X) .+ ‘ 0] - v 0 + + -+
f(x) max ' min 0
fosd ~ — %

.waar;bij blijkt, dat voor x' = =~ 1/3 een relatief maximum optreedt:

arc tan- 1 . .
/3 en voor x = 2 een relatief minimum:

"o

£(x) = - 100/27. e

arc tan 2

£(x) = - Se .

Verder is f(x)- o voor x- o want e

]

arc i?an x>e—1t/2, en

- 3x24+ x = 3 = x3(1 = 3/x + 1/x%- 3/%x° )>'({-):5t3

wanneer x >10 bijvoorbegald.
Dus f(x) >1/2 e /243 als x >10, en 1/2e /23 e voor x= *,
Analoge redenering toont aan, dat 'f(x)» - voor x—+-«, (Vgl.I § 3 E).

~ /
/
/

sin'x'dx:__ o L 1 4 . cos x
£ frsteos 1. 25 < - togons x| 43255 -

=-yiQQIOOS x|d(loglcos x1) = - % lc.)g_v"'lcos'xh C.

De onbepaalde integraal:

‘r( 1 )dx = loglxl_ y d(arc tan X) -

(1+x 2)a.rc tan x arc tan x
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= loglxl|- loglarc tan x| + C = log ]““—‘——Tarc ‘fin X

I is een oneigenlijke integraal. Dus:

T 12 P [1 A
i = A1 SN = 2 )dx =
61,0‘)5 x (1+x2)arc tan x
1 .
| x| , 1 . 5
- %Jimo log larctan x| = log Totan 1 lim log - Tan b

5 | 640

=log%-log’l=log&.

log -li - log lim -

510 arc tan ®

Opmerking: Het is onjuist de bepaalde integraal te schrijven als

1 :
1im y % dx - lim (1+x2 )a:‘c tan x ax
540 6l0 5

omdat beide limieten niet bestaan. In de praktijk blijkt dit een zeer

vaak voorkomande fout te zijn.

Voor I xl >1 zun de termen x2n+'1 en xZn- dominerend in de limiet, daar

de beide \n ® machtswortels begrensd zijn (tussen O en 1).

' Dus:
. N
‘ ' + x°%lsin =2 x|
. , . . 2 x+0
a. fxl>1 : £(x) = 1lim - = = x
-2n, T 140
n-e 1+ x ° Vlcos H x|
_ | . v- \
omdat 0<x 2*Vlsin -g' x| € (x 2y
-2n\-"/’_—_1c_—‘ -2\n
en o< x- Icosleé(x ) I
waarbij lim (x"2)® =0 (I §3C standaardlimiet 2)en we
n -+ oo
verder gebrulk maken van de insluitstelling,
b. 0<lxl<1. Nu is 1lim K25 _ o 1im %28 = 0 volgens de-
v n - % T on -~ .

zelfde standaax;dlimiet, en verder is

limVlcos-xl l:.m\/ls:.n—xl = 1,

n-> 24

n-'°°
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C on T .
omdat |cos 3 x| en |Isin 3 x| in dit interval beide positief zijn
(x = 0 en x = * 1 sluiten we uit).

O+1
Dus: f(x) = o041 .

c. Nu resteren nog drie punten: x = O, +1, =1.

O+ %[O

.

£(0) = 1lim = 1im 0 =0
n—o O+\ry-’| n —» o
c n/
£(1) = lim 1i¥§£i - lim2 =2
n-—+o T+ V/b n- >
. I
£(=1) = 1lim 21 N 1im O = O.
powo 1450 e
30, f(x) is positief, behoudens in 0, T, 2%, waar f(x) = 0.

a. We onderscheiden sin x 20 d.w.z. 0<x€m, en sin x <0, d.w.2Zo

‘n<xL2n .,

-2sin x

1) o< xgnt f(x) = sin x e . Voor 0<x<m geldt in een extreem:

£(x) = 0. (II § 6 eerste stelling)

ol ‘=2sinx s :
£'(x) = cos x e - 2s8in X cos X e

cos x (1-2sin x)e-asln.x‘

met als tekenverloop

3 T Sw

- x| o 3 2 4 i
 fﬂx) 1+ +0---0+**0~=(1)

f(x)| O %e‘1 e %e°1‘ 0o

min/ max \\ min Tmax N\ min

- . L
waaruit blijkt, dat maxima optreden in Z en

. T
mzv.‘

-2sin X _

B n T T
= 0, als x = R ,j% o

S TC ' .. -
= en een minimum
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Uit het feit, dat £'(0) = 1 volgt dat de raaklijn aan de grafiek
in de oorsprong een hoek van 450 maakt met de positieve X-as.

Analoog vinden we een hoek van 1350 tussen'raaklﬁn en positieve

‘X-as (althans voor dit deel van de grafiek) in het punt x =m.

k' 4 { x€2‘u °

£(x) = - sin x ezs’-“

-2sin(x-m) = flxer)

daar ® § x<2n impliceert O x-ng™w.

= sin(x-m)e"

De grafiek tusser ® en 2n is dus een verschoven copie van die
tussen O enm. '
Tenslotte blijkt dat

x=0,m, 2% absolute minima: f(x) =0
_& Sn 7r m - ' A

X=FZ 2T vT v Z absolute m§x1ma.v ,#(X) = 33

x = % 9 %? relatieve minima: f(x) = é%

d sin X : 4
1 —.f X Tsin?x ”j‘x deinz T

Py + ry
sSin X .fSlnX

1
st log ltan S x| + C.

Opmerking: In de complementen wordt behandeld:

y .1 dx = j‘ " ] 0 dx = : a3 x

sin x 2sin 4+ x cos + X tan # x cos?# X

‘f dltan 2 x) _ logltan 3 x| + C. -

tan +'x
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' _ o s?
14m (1-cos x)(1-cos?x) Wi, Vix*) =

32- L= B ) ( mx?
x> O (M1+x%)-(1-x*)
. 2 sin®¥ x. sinznx
‘= 1lim = . M axte Vi-xb) =
x -0
' T2 . 2 .
= lim%ﬂm L (BERX) | (T 1exPs Vi-x) =
+ x X
x—- O .
2 - 2
*) = 1lim % sin % x . lim 510 XY q4m (V1ext+ Vi-x*) =
*x x> 0 x x= 0

x - o

2.1.1.2 = %,

€ a(loglxl!) -
3. 1] iasec -

®  d(log x) | e
-7 SR - 10800 x «+ VTeTog™ )
1 +log”x x 1

log(‘l«rw\/‘!ﬁ"‘#ﬂ)-log(.O+V'l+>O) = log(1+/2)

vgl. II § 10 B laatste grondformule.

34, 1) x320 £(x) = (2—2}:-,)(3)6)(-‘1

nulpunten: daar ex-1 >0 vinden we alleen nulpunten voor

2-2%~x2= 0= x = =1+ V3. De andere wortel is namelijk. negatief.

£1(x) = (2-2):-:»:z )ex-1+ (-22-2:':)ex"1 =

*) Dit is geoorloofd, omdat alle genoemde limieten bestaan.
**) De vervanging vaan x| door x is geoorloo‘f‘d, omdat het integratie-
vlak slechts positieve x. bevat. '
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v=1 y - =
= (-bx-x?)e*” '< 0 voor x>0.

x=-1

£ (x) (-4—2x)éx-1 + (~bx-x%)e

(-4;6x-x2- )ex-‘1 <0 voor x20

n

£%" yertoont geen tekenwisseling voor x>0, dus geen buigpunt

in diEAinterval.

x 29 W ;1+\f3

£1(x) 42227 - - - -

" £(x) /// N oo N\

Uit -het tekenverloop van £'(x) blijkt, dat voor x 20 geen extreem

¢

optreedt. Wel vinden we een horizontale raaklijn aan de grafiek

voor x20 in (0,2e 1).

xg0.  £(x) = (2m2p=x?e™™
.Nulpunten‘ 2-2%x-x%2 0 = x = -1-V 3.
£1(x) = -(2-2x-x° ).e-)c-"+(-2-2)c)e-x"1
= (-4+xz)e‘xf1 n/(x+2)(x—2)e-x-1
f"(x) = (2x+4-x ye=*1 = 0 voor x = 1-V5.

(De andere wortel van de vierkantsvergelijking is positief, llgt
dus buiten het vak x<0).

'

x- »%~ B .(-1—f3) | 6% (1=V5) ?y/
£'(x) + + o+ + 0 - = - - ke
fM(x) - - - - e - = - 0}+.++v7/

N 2/

f(x) T 0 AT
’ . bﬁigpunt

/.A

Uit het tekenverloop van £'(x) en f"(x) blijkt, dat

-2 maximum f£(x) = 2e,

-VB buigpunt.

It
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" wel een limiet heeft voor x40 nl.
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Tenslotte blﬁkt de raaklijn aan de grafiek van f(x) voor x£0 in

(O,Ze-1) niet horizontaal te zijn. Daar vertoont de grafische voor-

stelling dus een knik en blijkt de functie niet extreem te zijn, aan-
v A 0

gezien aan beide zijden £'ix)<0C. b

1

arc sin u is gedefinieerd voor lul <1,

Vx is gedefinieerd voor x>0,

arc tan u is gedefinieerd voor alle u. De gegeven functie is dus
gedefinieerd als x)O,_% -1»0 en 0<Vx <1 d.w. 2. als 0<x <1

We merken oD dat de fun¢tie voor x = O niet gedefinieerd is maar

£

no

ss

De afgeleide vinden we m.b.v. II § 5 At, BY, B", BY

[azc sin (x)%+ arc tan (X-qﬂ?)%]1 =

\—/;%-—-;x . i—x-%-u- 11 - %(x’q—’i)'%(-x_z)
1+(x" "=1)

1 1

. 2;xi1-x oxVx -1

o.

Opmerking:

1) Uit de stelling van het gemiddeldevolgt dat de gegeven functie
constant moet zijn als de gfgeleide 0 is! Dit haddén we direct
in kunnen'zien: Als 0<x 1 zijn 1, Vx enVi-x zijden van een recht-

hoekige driehoek en dus is arc sin Vx + arc tan x- 1= % .

2) Bovepstaaﬁde afleiding van de afgeleide functie is niet juist

voor X = 1. $Hier zou men de definitie moeten toepassen.

De functie f(x) = xlo'S Xgin x is gedefinieerd als x>0 daar dan
log x zinvol is, evenals & voor willekeurige « en ook sin x voor

alle x gedefinieerd is.
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log x

Hier wordt vaak de fout gemaakt x te differ entieren m.b.v.

II § 5 B'? noewel in deze regel ultdrukkelmk staat dat ‘de exponent

ﬁnlet van x afhangt. We moeten x10g x schrijven als macht van e en

daarna II § 5 C 14 en de kettingregel toepassen.
‘ log?x

£(x) gin x = e sin x

(elog x)log x

log?x

(e log’x Tcos X =

£f'(x) = Zlogxw-)51n X + e

- xlog X (2 sin : log x + cos x )

°

Opmerking: Vergeet niet meer dat ieder positief getal te schrijven
log a

is als macht van e nl. a = e

37. lim f(x) = lim (¥*+ x + 1) 1,
x4 O x 40

lim f£(x) = 1im (x%+ ax + b) = b.
x 10 x t+0

De functie f is continu in x = O, dus b = 1.

Voor alle andere x is f continu. Voor x # O is f dif¥érentieerbaar.

s 4
De rechterafgeleide van f in x = 0 is 1lim Lﬁ_iﬁill_l = 1
hi O ¢
2.
De linkerafgeleide van f in x = O is 1lim (b +a§+1)-1 = a.
| ~ htoO

Gegeven is dat f inx = O differentieerbaar is, dus bestaan linker-
en rechterafgelelde en ze zijn gelijk, d.w.z. a_= 1.

Opmerking: Na afleiding van b =1 is ook de volgende oplossing goed.
De gegeﬁen functie heeft een grafiek die voor x O samenvalt met

die van x2+ax+b, en voor x>0 samenvalt met die van x’+x+1. De gra-

fiek van de gégevén functie heeft in x = 0, y = 1 een raaklijn. Dan
hebben alle drie grafieken daar dezelfde raaklijn d.w.z. de waarde

vah 2x+a voor X = O en die van 3x2+1 voor x = O zijn gelijk d.i. a = 1.
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38, Aangetoond moet worden dat bij ieder positief getal € een getél N
gevonden kan worden zodat voor alle-natliurlijke n >N geldt, dat
n?+ 1
2nt+1

\/ 1=2€

N =Vmax(0, he ) aan deze eisen, waarmee ipso facto bewezen is

- %‘<c is. Is €£>0 willekeurig gegeVén, dan voldoet

dat een getal N met genoemde eigenschap gevonden kan worden. Immers

is n>N dan is n?> 1{;2—: en dus is 2n2>2l€ - 1, dus 2n2+i1>£-z ydus

e > 1 T |- |2n2+2-2n2-1, - n’+l 1
2(2n*+1) = "2(2n®+1) © 7 2(2n*+1) = 'ont+ 1 2 °

Opmerking. Op het klad gaat men van achteren naar voren te werk:

n2+ 1 1 1 s 2
4P - = < ij
Wil Im 21 FIERLIT)) € zijn dan moet 2(2n +1)> 1/¢ =zijn,
. 2. 1=2¢ .. s
maar dan moet n°> - Le  Zin. Nu kan 1=2¢<0 zijn, we mogen dan

1=-2¢ niet opschrijven, daarom nemen we

N = e als ¢ >1/2
- 1-2¢ »
T als ¢ 41/2
. . n?+1 1
(Dit houdt in dat als ¢ >1/2 voor alle n: 55T - 3 <e is,

Dit is juist daar 4<=Bel < 1)
' s J 2" 2nf+1 ’

39. Voor x = O is f(x) niet gedefinieerd.

2 , -

Voor x<1, x £ 0 is f(x) = %;-;l X1 en £1(x) = & x2X+2 x=1,
- - Co 2. -

Voor x >1 ‘ is f(x) = -)S;g- e en £fr(x) = - xx32 e 1%,

We onderzoeken eerst het punt x = 1 : £(1) = O.
De linker en rechter afgeléiden-~van f(x) in x = 1 zijn resp.:

x2-2%+2 x=
== ¢

= lim en

x. - 1

1_ 1+he1 h+1-‘|_ O) -
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1im z (1+h-328i11-h40 =1 = 1lim - £3§§ e“‘-x
b \(1+h)* = -7 x o
4 0 ﬂ~x -1

in x = 1 is £(x) dus differentierbaar en de afgeleide £1(1) = 1.

Het enige nulpunt vanp £'(x)is x = V2.

We stellen het volgende Schema op:

0
£(x) . - ? - 0 + + +
£1(x) . - ? + + + 0O -
£(x) dalend stijgend  stijgend stijgend dalend
niet gedefinieerd nulpunt maximum

Zowel voor x 10 als voor x {0 neemt f(x) alle negatieve waarden aan,
dus de y-as is asymptoot (tweemaal benaderd). Omdat llm f(x)

= 1lim f(x) = 0 is de x-as asymptoot (eveneens twee- maal benaderd).
X7 =% Bovendien is het maximum in x = V2 blijkbaar absoluut.

De grafiek verloopt nu aldus: voor x <0 ligt de grafiek geheel in
het &efdé kwadrané met de assen als asymptoten. Voor x{ O nadert de
grafiek asymptotlsch naar de negatieve y-as. In 0< x< V2 stijgt de
grafiek door zijn en;fe nulpunt in x = 1, naar een absoluut maximum

o1V2 | yoor x>V2 daslt de grafiek, doch

voor x = V2, waardel/z
blijft in het eerste kwadrant, asymptotlsch naar de positieve. x-as
naderend.

Opmerking. Het hol - of bol zijn en de buigpunten van de grafiek zou
men met de tweede afgeleide kunnen onderzoeken. Dit is echter kenne-

lijk niet de bedoeling van de steller van het vraags stuk.



40.

L1,

L2,

-\37_

We gebruiken de methode der partiele integratie II § 10 B z0,
dat de nieuwe integrand de afgeleide van log(1+x2) bevat. Dit
levert: I = x log(1+x2?) - J-Ix d(log(’l+x2)) =

2x2+2=-2

= x log(1+x?) - 13:2 dx = x log(1+x?) - S dx o=
= Xi;pg(1+x - Z‘de + 2 S‘—T:?

= x log(1+x?) - 2x + 2 arctanx+ C. (z§e II § 10).
Volgens de definitie van II § 12 is,

(zie II § 12). De onbepaalde integraal is immers

V7T§P 5’1 — = log(x+V1+x?) - log(1+x) + C. (zie II § 10)

§ VIZRTET

N+ o

We vinden dus dat I = 1lim log (1 Te1/N -) = log 2.

.  (6x+3)(3x-5)=3(3x"+3x-8) _ , (3x=1)(x-3)
£rlx) == (3x-5)2 =0 T Gx5)?
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Tekenverloop:

x: Rz 5/3 3
fr(x): o+ + o+ 0 =~ = = 2 = = 2 0 + + 4
£ stijgend 5/3 dalend ?. dalend = 7 stijgend
Extr‘ema;r
In x = 1/3 een maximum groot 5/3 ,
Inx =3 een minimum groot 7
In x = <1 en x = 4 randextremen groot 1 resp. 272 o

Opmerking: Deze opgave is ook zonder differentiaalrekening op te lossen.
Stel f(x) = a en los x op: ‘ ‘

3x243x-8 = a(3x-5) of

3x2+3(1-a)x + (5a=8) = O.

Deze vgl. heeft geen oplossing als 9(1-a)’ - 12(5a-8) <0 d.i. voor
5/3 <a<7. Hieruit vinden we de extreme waarden 5/3 en 7. In het alge-

~

meen gaat deze methode niet op.

’ tan x 1-c08 X

L= 1lim = lim T-cosox% als beide limieten bestaan. Dus
x -0 x -0 . .
a . 2sin®3x = . (sin #x 2 ( X 7) 2
L= 1'}{'1_:’;mo_§i_mfi£"xlim0% T x ) *\sinx % °

We passen partiele integratie z8 toe dat de functie arc tan uit de inte -
grand verdwijnt en een rationale integrand verkregen wordt. (Vgl. II § 10
E vb.2 en vb.5).



5.

De gevraagde 1ntegraal 15 6\/'3

- ‘is' aan 1 en veel K

=39-

Noem de ombepaalde integrasl I.

1: (% + 3x) ,égcgégg x - j(xffsx) ;,1:__1_(1,( -

W

s areuan o2 S f(x eSS Yilxe

(#{¥f3iffé:¢£éﬁAjx?;?%:kgwf Tog(x2+1)+Cs

= 2:" \[-3 - %‘2 l‘°$‘}f2-‘ '

Lo 14 X i i it ee basian
L = x:l_:z_m —W 1 O,;ar:cxan x 'a‘l‘s"ben_.'clie‘ limieten. bg_st,.a’,:ar_l.

f'De eerste limlet vn.nden we: door X O in te vullen daar de be--

'f"_.--schouwde func’c:.e 1n X O cont:x.nu 1s. ‘Om de tweede ln.m;.et te be-‘

'-‘palen schrx,]ven we x = tan u. Als nu - x-eO dan ook u ->O als we

ao= arcta.n x nemena Dan ILS

X oo kanu
1im =

Clim =S = lim e =1
x w0 8FCtan X o B

" De limiet T is dus = % .

e moe"evn de gexrav‘"';len_waar:.n (x+1) w\v'eel g,‘roter is dan 1 gel:jk :

ner is dan ’l (\roor grote n) onderschelden.‘



wi;_hb“:

W
-

- <% <O is 1im. (x+1)

n—»w'

"

; {1_‘ is lim (x+1) 1,

, Als 0<x /:Ls (‘xf‘{f)né‘;"é{‘vbor n--‘-‘nééf.; e

“voor =5 X <0,
voor X 0, T

:5'3::VOOX’ . 0< xs 19/2.

u VR ]

- 1in’ f(x) 1;éf(o);£ 11mf(x) =0 1sfinx%0ni‘et_
xfO S S PRI x.LQ S TR o

L c_pntq.nu.,

bp, o I= 1im 1(.—.) waarin I(c-.,) e
s 0 T ¢, sin x.tan x.eSIM X -

. We moetenIopdeZe manler berekenendaar voor x= o de in,teg'rand '
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De vergelijking van de raaklijn aan een kromme y = f(x) in een
= s Pae - = ! -
punt P = (xo, yo) van die kromme is: ¥y - ¥ yo(x xo).
y' vinden we door impliciet differentieren:
2
ox b2x

2x _ 2 . - . )
Uit a? E%y = 0 volgt yo"azyc .

b?x

Dit ingevuld geeft: y -y = ;{;2 (x-xo)
o

v av? _ 2 Co w2 2
IV o XX = X XX, Y¥gr B - o 4
b2 a? a2 - B: .©” aZ b2 -

daar immers (xo, yo) een punt is van de hyperbool.

z = z(x,y). Door impliciet k differentieren vinden we % en ’a%z‘-
, . 3,282 ‘ 2z _ 8z _ -z
naar x: 3z ax * 3z :+ 3x ax = 0 dus ox ~ x+zZ °

» 2‘.3.3‘. 9..%. = .a;_z.“‘.. 1 *
naary.}zay+3xay—3-0 : dus 5= = 7777 (*)

. 2 -22 g—-‘_}z; 5y
. . . ] - -
(*) naar y.dlffgrentleren geeft: 372~ (mnh)? = (xrz?)3
De gevraagde vorm wordt dus: :
=2 3 2__ =22 _ _
2(x+z"‘) - 2 Gzt O

. _ . ‘
%—i— = zx(x(u,v), ylu,v)). Aqaloog g—; .
, 3 g0z _dzq_ 2%z 3y % dx %z 3x % 3y
Dus: avf’g‘ay - ax] = 3yZ*dv v axey "av T xZ tdv 8ydx "av’
: 90X
.Nu is x = u-v dus 3v = -1
¥ = usv Y - 4+ 1
- av .

- De gevraagde vorm wordt dus:’
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32z 3%z . Pz _ 32z
dy? “oxdy ~9x?  aydx °

. 32 3%z s Y s X s
Opm: 3x0y enayax zijn niet noodzakelijk gelijk. Zie stell;ng v, § L A

en vb.

e |
De vergelijking van het raakvlak aan het oppervlak z = z(x,y) in
(x’ygz) . (1’1,1) iS ‘ ¢

(z-1) = (x=1) (3B} + (y-1) (32} :
' (x=1,y=1) Y (x=1,y=1)
. ..‘ '. )
We bepalen de part.afgeleiden van 2z naar X en y door de vergelijkingen
o en B impliciet te differentiéren.

(@) differentieren naar x levert:

3xt+ yit, + z + 3t’t, = 0. En (B) &iff. naar x geeft:

z + xz_ + 2ytts - t = 0.
: X x p'e

Substitutie van (x,y,2z) = (1,1,1) geeft

]

- 2
3 + tx + 3t tx + zx 0

1 +2z +2tt_ -t
X b'd

[

i

o .
b'd .

De onbekende waarde van t vinden we door (x,7,2) = (1,1,1) te sub-

stitueren in (o)¢ en (B). t.= O is de enige waarde die aan beide

voldoet..
Dus volgt
3 + tx + 2, = 0 a2 .

1~ %t + 2
x X

Door part.diff. naar y van (@) en (B) volgt

]
o

2yt + 24 .4+ zy + 2t =
y v y Y > ¥

1]
o

xz_ + 2ytt_ + tP- ¢
Y y y

en na substitutie van (x,y,z,t) = (1,1,1,0)
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1
(o]
-

1
ot
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Vergelijkingen raakvlak is: z=-1 = -2(x=-1).

52. (a) =z

z.X_ + Z_Y
u x"u yiu

Z = 2. X_ + 2. .
v XV y'v

en door z, nog eens naar v partieel te differentigren

a .
vy a3V {255 * Zyyv}

i}

(B) =z

3 o)
v {zxxv} Tav {Zyyv},

K 3 D )
G Zx) p 0t % (av xv) * (av Zy) Iy * z’y(bv y#)

1

(z_ %+ zyxyv) X, B.X o+ (nyxv + Zyyyv) Yy * ByVyye

Xy T Rgy XTI T Yy TV T
zodat (o) en (B) overgaan in:
z, = X2, + yzy
oL 2_ - 2
Zoo = Py zxyxy +z2X zyxxy + zyyy + zyy
dus )
- 2 v
Z =2 =2 X~ z Xy - z2_ Xy + 2_ ¥y . En als VI 10
vV u XX - Xy yX Yy
geldt e

2 X
XX

2 - 2
- Znyxy + gyyy .
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K - L% =X -;/12 . Zie bladzijde III.16.
[(x? + 34 : ,

Gevraagd is de raaklijn in ($.%).

Deze is y=-% = m(x-%), waarin de‘richtingscoéfficiént

m=[3] = [.(t)] (zie bladzijde III.16).
dx x(t)
x=% t=1
: 1-2t> 2t-t"
Nu is %(t) = y(t) = Tist5)2 » zodat we voor de ge-

Trighye

vraagde raaklijn vinden:

y-% = -(x~%) of x+y = 1.

Analoog aan IV § 4 B 2, vindt men door partiele differentiatie

van 9z = 3z 3x + 923y de formule:
u dx du dy du

2 2 2 2 2 2
9’z (0x 0z 9x 3y 3z .8y 4z 98°x 38z 3%y
(32 * 256y ou ou*ay? ou *oxduz’t

Q
(1]
—
jd
N

Hierin is gebruikt dat op grond van stelling IV § 4 A geldt:

ax 2 2" x
Berekening levert: s= = (1=v ) 3oz = ©
2 o’
9y _ 21 -0, zodat
au ou?
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De gegeven situatie kan worden voorgesteld door

2

z2(x,y),x = x(u,v), ¥y = y(u,v) ép}dps

2z

]

z[x(u.v), y(u,v) ] 5 j‘ij‘

netgeen.auist de situatie van IV. 12.° 2 is..
We beginnen met partiele differentiatie van (1) naar u resp. Vv,

gebruik makend van de kettingregel (Iv.12.2):

~

3z _9z ax 4z Oy
du.-dx "du T3y ‘du (2)
4

9z _ 3z 9x 9z 08y v
L, dv T dx ‘av Tay tav (3)

De in (2) en (3) voorkomende factoren gﬁ en g; laten we staan, .

immers deze mcgen volgens de opgave juist in het antwoord voor-
komen. Verder kunnen we de factoren 77 ax s 3x ’ &y en QI (die

du 'dv ' du
natuurluk niet in het antwoord mogen voorkomen, zie de opgave!)

rechtstreeks bepalen door ‘de gegeven ultdrukkingen voor x en y.

e§u+3v' 5 = e3u+6v

naar ﬁ‘resp; v partiéel te differenfieren (IV.3.D):

dx . o 6bu+dv 3y _ Zu+bv
du be ' du 3e !
3x _ ;. bu+3dv  dy _ Zu+bv
av ~ ¢ T s 5y T be :

In het antwdbfd mogen u-en v niet meer voorkomen; dat is hier
gemakkéiﬁk ie bereiken, aangezien

e6u+3v - x’83u+6v v, zodat
8x =-_5x'.ﬂl "By, ax _ 3Xy VA = 63’.

“du - au .av av

Substitutie hiervan in (2):en (3) levert
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3z, 0z ‘0z
aa = 0% 5x * oy (%)
S0 G ;o 8z 0z
Lav = 3x 55 ¢+ 6y iy ° (5)
Ve L . ¢ a2z : . .
ervolgens dienen we nog duov te bepalen. Ny is
%z _ 2 (32) 440 mb.v. (5):
3udv - du ‘2 us m.b.Vve 5):
a2y ) 0z, . 3 , 0z
Al vy el 5u (x bx) + 6 i (y ay). (6)
Bekijk eerst de eerste term in (6). Volgens de product .«
regel (II.10.4 2) is: -
[} 3z ax 0z .9 ,0z
50 (X 3%) “dw v ax * ¥ Fu )t (7
En nu oppassen! %ﬁ is direct te bepalen: gﬁ = 6e6uf3v= 6x.
32z

U mag echter piet schrijven: zo (3) =

aangezien hier-
 duax & ‘

dog;fakelig veel verwarring kan ontstaan. U moet als varia-
belen 6f x en y 6f u en v nemen; maar geen combinaties hier-
van! Uit de schrijfwijze %ﬁ'blﬁkt dat hierin x en y de variabelen

zijn. Om nu naar u te kunnen differentieren moet u dus eerst in

gedachten voor x en y weer de gegeven functies van u en v sube

L}

stitueren: x = x(u,v), y = y(u,v), zodat we krijgen

g-}z_[“‘; ga;{z'" [x(u,v),y(u’v)]

en vervqlgensvde kettingregel
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We vinden dus voor (7):
%(xa—a% =-6x-a—$+x[a§;t-%. 6x+§£—§-§.3y]-
=6x%+6x’§%+3xy% . (9)
Op analoge \:ijze vinden we
%,(y%)=%§.§5+y%(%§)=
=;3y-§-;;-+y[g;§y. Q—’évr%;-z;. %%]=
= 3y 9? + y[% . 6x+ -695% . 3y 1=
= ?y g—; + 6 xy ag:azy* 3y? Lz - - (10)

Substitutie,van (9) en (10) in (6) geeft

9z

Foa = 18x ax * 18y iy * 18x* 377 + 18y2ﬁ? + U5xy 3xdy (11)

Tenslotté substitueren we (2),(3) en (11) in de gevraagde uit-

“drukking, waarmee we krijgen

92y

L 2z 3z _ 29%2 32z 32z
oy - 2 3 " 237 =9 [2x 35z + OXY axdy * 2 ay2] .

Opmerkingen.1. In de meeste gevallen (IV.10.§ 4.A.stelling) geldt:
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3%z 3%z 3%z iz , » 32z
3xdy = 5yo0x ' dudv - 3von ° We hadden dus ooy

ook kunnen vinden

door (4) naar v te differentieren. Van deze eig. is in het boven-

staande ook gebruik gemaakt, bijv. in (8).

P S ) 4 ._X s
Opmerklngen.Z. In ons geval zijn 50 ® 3v ' ou en = gemakkelijk te

bepalen aangezien x en y expliciet als functies van u en v gegeven
zijn. Vaak gaat dit minder gemakkelijk, zie bijv. IV.13.vb.3 (r en ¢
1mpllclet gegeven als functies van X en y) en IV.13.vb. 4, Door zgn.
impliciet differentieren (IV.8.§ 3) kunnen we altijd de gevraagde

uitdrukkingen vinden.

Opmerking 1: Gegeven zijn 2 betrekkingen (vergelijkingen) waarin &
,vafiabelen X,¥,%z, en t voorkomen. Beschouwen we x en y als bekenw
den, dan kunnen we (2 vgl.met 2 onbek.) z en t hieruit opgelost
denken; z en t worden dus inderdaad functies van x en y als we
deze laatste als onafhankelijk variabelen beschouwen.

Opmerking 2: Het gegeven punt (1,-1,0,%) voldoet inderdaad aan

beide betrekkingen (dit steeds even nagaan).

Teneinde betrekkingen te verkrijgen waarin de gevraagde partiele
afgeleide voorkomt differentieren we de gegeven betrekkingen een-
maal (impliciet) partieel naar x (IV.3.D; IV.8.§ 3) en krijgen dan

(y constant houden, z en t zijn fuiicties van x):

2X+Yy g& + (EE + 23) cos (z+t) =0 (1)
ox ox ox

3z 3z & \
2z szt X T2t (z reels t ) sin (zt) = (2

Voor het differentieren van yz en xz is hierbij gebruik gemaakt
van de productregel (II.10,A2); voor het diff. van sin(z+t) en
cos(zt) is gebruik gemaakt van de kettingregel (I1.12.C), welke

natuurlijk ook geldt voor het geval van 2 variabelen waarvan er
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een constant geh'oudeln;; wordt.
: FY
Aangezien we zoeken -Sa-a-{},: , differentieren we (1) en (2) nogmaals

(partieel) naar x:

2 2
2 +y ax2 (aaxz + a 2) cos (z+t) - ( +a§£-) sin (z+t) = 0 (3)
32y %z 0z, 2z 3%t 8z 3t ., 0%z
E(ax)+ZZa—£§+2x+xa—;{1+(zax2+Za ‘3 +.taxz)sn.n(zt)_4
Cat L0z 2 S
+(zax+tax)cos(zt)—0. (&)

Let nu op! Er wordt niet gevraagd een uitdrukking voor 56-;1-}- te vinden
(bijv.. als functie van x,y,z en t) die voor elk punt (x,y,2z,t) die
voor gl._lg punt (x,57,2,t). geldig is; gevraagd wordt g%% te bepalen :L_Q
het punt P = (1,-1,0,%) (het antwoord is dus een getal). We substi-

tueren nu in (3) en (4): (x,y,z,t) = (1,-1,0,m), zodat we krijgen:

- 2
e - I C= S

0x2'p ax2’p ax2
L0242 2z azz 20022 _
2(6 ) 2= x)p G, + ™ (ax,)p =0

9%z ‘ ’
2(5-;;)p - (axz) €5)
of .
0% z

(n2+ 2)(— + Z(aax)p (5;7)? =0 (6)

Hierbij betekent (g—i)p: de partiéle afgeleide van z naar x, be-
rekend in het punt P (1,-1,0,7).

Hier staan 2 vergeln;jklngen met 4 onbekenden, n.l. ( 2) (5';)

ix’'p’
2 2 .
-(56-;5') (a t) . Aangezien we i.h.a. voor het vinden van 4 onbe-

kenden 4 v_ergelijking_en nodig hebben, gebruiken we (1) en (2)
(andere keus is er trouwens niet!). Substitutie van (1,-1,0,m)

hierin levert
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3z At
2 - (ax) E(ax P (é_;)p] =0 \ (7)
.
@2 =0 (8)

(de vier vergelﬁkingen die we zochten zijn nu (5),(6),(7) en

(8)) en dus (32) =0, @GP = 2. (9)
Substltutle van (9) in (5) en (6) levert dan
(3%
- Z(sz) (ax2)
3%z, . 2%
(5;3)p = 0 en hieruit (ggj)p = 2.

Opmerking 3. Let nog eens op het volgende: (1) en (2) zijn geldig
in élg punt (%,y,2,t) dat aan de gegeven vergelijkingen voldoet,
(7) en (8) gelden slechts voor P(1,-1,0,n). Differentiatie van
(7) of (8) levert op O = O, aangezien alle voorkomende symbolen
‘getallen voorstellen! Om een betrekklng voor %13 of g%% te vinden

_kunnen we dus niet (7) bf (8), maar wel (1) of (2) differentieren.

58. a) Met t = 1 co:fespondeert P(3,3V3).
o dx'_ dy' dt _ gy’ 1 _V3(2t+1)- 2(tf3+2f3) 1
Y' = 38x Tat-* 9x " at " x (2t+1) 2 * 2t

-t \"

R errerik Derhalve y"(P) = 3 .

9

Hieruit volgt m.b.v. III 3 & B:
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en (Vglaivrg L)
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x(p) = —x" (P! vl Vs
(1431 (P)?}>/2 9.4572

‘Daar y"(P)<0 en'y'(P) =V 3 voigt, dat de kromme ter plaatse

bol is (convex) en ¢ = % (vgl.III § 4 B). Verder is ¢ (P) =
= =t = 23, D |
= K(P) = C . us_

E = x(P) +p sincbé 3+ 24V3.%V3 = 39

n =g(P) -pcosp= 33 - 23,3 = - 93

 m.a.W. M = ‘E’n) ; (399 -9V3)'

Merk op, dat n<y(P) door de convexiteit (y"(P)<O0).

Opﬁerking: We kunnen voor a) ook de krommingsformule,gebrui-
ken uit III § 6 blz.III 16. We moeten dan evenwel voor b) nog
apart y" uitrekenen, om de ligging van M (boven of onder P)

vast te stellen. De boven gevolgde methode is dus korter.’

Uit de gegeven betrekkingen volgt, dat.

ax _ ix _ _ oy . oy .
e L U e L AT T

Dus (vgl.IV § 2 @)

0z _dz ax , 223y _ 3z, .8z
d3u  dx du 3y du 9

9z _ 9z 3x 3z dy _ _ , 02 az
av ~ ox av T3y ov Vox T Yay
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2z _ 8 (dzy _ 0 (, 3z 8 (, 3z _

u? ~ du Ga) =33 (Max *t (v ay) =
_ 209z 9 (9z 0z 0 8zy |
—16 +u6u(ax)+ob *"au%)‘)'
=a_ {}azzax+azz }+v{bz 6x+6"zg'}_
) ax2 3 u ayax au 3xdy du  oy2au’
3z . o08%2 22 208%2
= 3% * ¥axe + 2 uvaxay ay2 .

s
O
L.

=z - 5%(9-%)=a-%(—v2—§)+av(u§-z-)=
- -1 22 a.i(g—f; 0z 5%(35 *)
Sl e BE R
=-9-}Zz+vz—a£%-2uvaa;g+uzaa;:
gecombineerd levert dit
56-1%+Q = ( )g;zz+(vz+u2)$§%.
of
Az,@%ffz—%.

Opm. *) Een partiele afgeleide van z naar een variabele uit één van

de stelsels wordt steeds als functie van de variabelen uit dit stel-
sel beschouwd. Differentiatie naar een variabele uit het tweede stel-
sel moet dus met de kettingregel geschieden! Hier: 8z is een functie

. ox
van X en y. Derhalve
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e

Sl

o 8z, _ 8 @zy 0x 8 Qzy &y _ 3z
5o Gx) = 3% ‘ox’’ ou t oy Gx) su = ax?a
Uit het gegeven leiden we af:
ou _ . u _ . 2¥ _ v _
ax-—1, 5y = 't = 2%, ay—Zy.
Dus (IV § 2 @)
0z _ 8z du  Qzdv &  , 02
3x duodx dv dx Qu dv °
3z _ 9z du  Jz v 0z , 92
5y ~dudy tovey o’ YVavS©
en (IV § &)
a2z a ,0z 3 ,0z 02 0 (02
377 = 3% Bx) T ox (33) * 2oy Y Fax v’
3%z du . 8%z av 3z 32z
T 8u? ax  avou ax+2 v 2 auav+2X
9%z 3%z az 3%z
=3t M aaay t 25y * v
Op degelfde wijze is.
92z _ 3 (z9y _ 8 (92 3z 8 (dzy _
372 ‘-ay(.“)—ay(u)+2av+2yay(av)“
_ 8% u 32z v 082 32z gu
= u? oy T avau ay av * Y Juav ay

2 '2 . 2‘
:L£+4‘Q‘—Z|—+2'g'%+l‘{'2'§_‘z‘

y’ ov 2

*) vgl.de opmerking onder oplossing 59.

ISl

Qi

<
&

2k
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_ De kromming in punt.x = O, y

- 55 -

SamengeVat:
Rz 3%z Rz ., 0%z 3z 32y
5—;;+a—y-;=2m:+4(x+y)m+l+a-;+4 (x?+y2)m=
82z 3%z a2,

' T
¥y is maximaal als € = 5 - Dan is x = O. Volgens III § 6 is de krom-

ming K in dit punt

g - Li% = X3
%2 §233/2 ’
Nu is % = —2 en 5&:43@-;@-,
sin*® sin’ ©
¥ =4 sinBcos 0= 2 sin 20en y = 4 cos 20.

-in te vullen vinden we:

Door 9:%

- _18-0]

K =
[44-033/2

= 10

Tweede oploss;i.zig: Uit het gegeven volgt

-X ' 2 x%-1

y = 2 . Hie'ruit:‘ y' = —— QY] y" R Sl
1+1,2 . (1+%x2)2 (1".-7','}(2)3

2 is volgens III § &

S I
(140172

K
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e g ud_uw v N
° T 8x v v2 8x
~du 1 vy du _ & _
T8y v vt Ay Ix * 9x
3 [ a 0 1
= A gu . u_ov _ 1
0= 2% 3% dy 2v2 '3y ~ av °
dv
1 = 2v 3=
y v
Danis——-—g—ggg-a-g—z-gl—v-gé n
dx u dx = v Ox du ©

0%z _ 8 (dzy w3z . (@z3u 2%z dvy
dyax 0y ox dy du dqu? ay = dvou dy’
-8z 0%z 4 2%z y _
T 2v du 2v? du? " 2vadvau’
_ Az u 2%z 1 23%
T 2v au @ 2v du 2avar *

De gegeven uitdrukking gaat over in:

v 92z N v,azz
Wauz Y Vavou *

63, 1) Uit x2°- 3yz + x = O volgt door partiele differentiatie:
2 ¥

= 0z dz
. 3 2 2 —_— g =
z7+ OXZ 3 3Y 3 1 O en
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Dan is x'

if? lﬁt

3z xz3+ x - 3vz
+y 5=

3(y-xz2) 0.

2) 41s in IV § 4 B vb.3 vinden we

s A
ar _ - ¢ _  sin® Or - .. a9 cos?®
i = cos @ 3 =~ . v Iy sin ¢ , g7 = _ -
Dan ise

3z 8z _ 8z 51n§ 9z cosw
Xax+yay—rcosw(ér cos 9= a{p - )+r51n<p( s:Lnep+a(p )
= p 2z
=r 2.

De uitdrukking (@) gaat over in j

8z _ 5.
; r
We h=2ddepn dit ook kunnen vinden door te schrijven

o
2z 8z _ _,8zx Oz y, _ 8z 3x 8z 3y, _ 0z
*ax " Vsy < (G o+ iy v = rgr e ¢ 5y or) = F

3)

In 2) hebben we gevonden dat 9z

3 = 0, dus dat z een functie van ¢
alleen 15a Dit kunnen we direct inzien door de gegeven uitdruke-
king door x te delen waardoor de vgl. voor 2z overgaat in

- 3(tan ¢)z+1

°

= 0

Hieraan zien we dat z alleen van @ afhangt.

Uit x a tan u, y = 22

en 1+tan?u =
cos u

cos zu VOLE
X2
1+(a)

= (ﬁ;f doi. ~x*+ £y?= a?. Dit is de vergelijking van
een hyperbool. Uit de beperking lu <"V/2 volgt y>O0
met de t&kﬁbdﬁen de x-aB te malken.

. We hebben dus
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> S - S
2)3/2 °

a™+ X

Uit y = 2Vaz+ x2 volgt y' = ,
V Vals =7 (a2+ x

65.

De kromming P is volgens III § 4

2a?
8> _ _ 1
(L2 2

De kromming is ook met III § 6 te vinden:

2a(2-cos?u)

. _ a. % = 2a sin u . _2a sin u o
~ cos?u '’ = T cosdu ' Y T 7 costu T cos3u )
Voor het punt P is u = %/3. We vinden
g - J112e’- 96a2| 1
- T 32a °

{1622+ 48a2%)>/2

Volgens IV § 4 B is

gu _ 8w _. du cos
3y = ar sin + E@ — -
32u _ 3%u 92%2u _ sing . du _sin g
%3y = { 3T oS @t Foar ( - )} sine + 5 cos @ ( - ) o+

2 .
3 uz (- Sln(p)}COSQ+

+ { Cha cCoOS @ +
aradg g r r
u | _ A 1 ain o). Sine
+ o { - 73 cosgcos ¢+ 3 (= sin @ )(=~ - )}

3%u %u_ : L .
Als we 35ar - drow mogen stellen (vgl. IV § & A) is

3% u _.gin 20 , 2% _ BzﬁA_ 1 3u cos 29 ¢3%u_ _ 1 3u
ax 3y { 3r2 de2 r o y* Ty {awar r aw}'
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66. We vervangen dit stelsel door een equivalent, maar eenvoudiger
stelsel: '
a 2 =3 k|6 5a-2b 0 1 -2 |-k
b 5 -8 11 {17 _ Db-c -1 0 1 z . -1 o 1]
¢ 6 -8 10 14 c-3a 0] 1 =2 -4 0 -1 2
a 3 -5 7 |M c-2d o 2 -4 -8
Stel y = 2A. Dan is =2+ 2z = 4 z = A+ 2

-x+2 =23 | x=A-=-1

En de oplossingen zijn: x : (-1, O, 2) +A(1, 2, 1)

Opm: controleer steeds: dim(ruimte der rijvect.) +
dim(oplossingsr.) = aantal onbekenden. Zie V, § 6 stelling.
Ook is het zinvol om een oplossing met A = O of 1 even te

controleren op eventuele rekenfouten.

67. Opp.OABC = Opp OAB + Opp OBC. Hiervoor is nodig dat men de ligging
van O,A,B,C t.0.v..elkaar even schetst. ]

Nu is Kdet(é,g) = georiénteerd oppervlakte van het parallelogram
opgespannen door A en gQ

Dus:

Opp OABC

]
o
+
N

= 3% + 7% = 11.:

Opm: Opp OAB = det(B,A) = - det(4,B) zie V § 9.

68.  Zij v een willekeurige vector € V. legens definitie &, V § 4 zin
de 5 vectoren e, £, g, h en ¥ afhankelijk:

d.w.Z. er bestaan getallen A, &, , &, 5 %4, &, niet alle O, zodat

4 h=0.

AL +a g+a2£+a3g+a“ |
2;‘_+a35+ah_13=9_met niet alle

a; = Oin strijd met het gegevene: g, £, gy b onafhankelik.

~ Nu is.A # 0, daar anders a e +a

W
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-a T
Noem —xi = Bifdan is dus ¥ = B e +B, -+ 5 g+ B,
L N » S~ ‘e ’ ‘
Elke "vector van V is dus als llnealre comblnatle van e, f, genh

) ¥ - ™~
te schrijven: - . : .

B,e *+ B, £+B,8+8, h
Y, e Y, "‘YE"'Yh'

Stel dit kan op.2 manieren:

i< l<'
"

‘en

" Dan is Q = (B,-v)e + (B, =)L + (B -v,)g + (B -v,)h
en uit de onafhankelijkheid van ¢, £, g, h, volgti

Bi - Yi =0 wael Bi = Yi voor i = 1’29‘39“'

'Het is dus slechts op &én manier mogelijk.

69. Punten van de snijlijn 1 behoren tot U en V dus geldt:
(012)+x(102)+u(021)_(o12)+p(2oo)+o(o1o)
Uitwerken, coordinaten gelijk stellen geeft dan
1) A = 2p
2) 2 = o
3) & 4w =0
Elimineren van A én:ﬁ'uit 1) en 2) en substitutie in 3) geeft
- 30

g

bp
- 8p

[}

Dus de punten van 1 hebben de gedaante

(0,1,2) + p(2,0,0) - 8p (0,1,0)

H

x

(0,1,2) + p(2,-8,0)

N.B. Br werd niet de vergelijking van 1 gevraagd. V
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'70; Het stelsel vergeluﬁlngen vervangen we door de matrix van coefficienten’
(a). We vervangon (a) door een equlvalent stelsel dat veel eenvoudiger

op te lossen 1s, omndat veel coeffl-

/ 1 1 -2 1 \ . cienten nul worden. U dient daartoe
1 -2 1 1 3 . s ;
(a) tome ' < : een geschikte rij als "bezem" te kie- °

2 1 2 =3 =2
5 -1 5+ =4 1

zen. Geschikt is een rij waarin een
coefficiént voorkomt die in absolute

o -
element.

waarde klein is, liefst gelijk aan 1. Wij kiezen de 1° rij 1
Door nu van de 20, 30 en 4° rij een geschikt veelvoud van de 1° rij
af te trekken ontstaat (B). Na vegen met de 3% rij als bezem ont-

staat y. In dit stelsel kunnen we

o1 -2 de 4° ri schrappen, die is aflianke-
(B) 0 -5 v 3 7 lijk van de overige rijen (Of de
0 © 1 -k tweede rij). |
0 -6 0 6 <4
1 1 -4 -3 Na vegen met de 2° rij ontstaat (8),
(v) o 0 0 o HH B de coefficiénten matrix van een
0 -1 © " stelsel dat equivalent is met (a).
0 0 0 0 20
(/1 o 1 =1 0 Kies 5 - 3 = 2 parameters bijv.
®) 0o o 0o 0 1 z=Aenu=p danis
0 -1 0 0 ' '
X = -A+n
y= oo &
z = A L Op10361ng A(-1,0,1,0,0) + 1(1,1,0,1,0)
u = B o3
v.="20 . '

Verband tussen n, r en d is n = r + d.
" Hier isd=2 r=3 @n=5 dus 5=3+2.
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71. De inhoud van het parallelepipedum is lDet(_a_,p_,g)l o
10 2 '
2 1 0

2 2 x|

2 - 1'

Det (519922 = 3 2

~

> x = X + Ze

e

-]

We moeten x dus zo kie'zén,, dat |x + 2] > 3,
Dus X+ 2>3 of x+2<-3

Oplossing x>1 of x<-75,

72. Door partiele différentiatie naar X van de drie bétrekkingen uit

de opgave vindt men: (n.b. y hangt niet van x af).

g ] om v _
T ax * ax ¥ Bx 0
02z du ov
(1) ) 2x + 2z el 2u = 2v vl o}
2 202 281 dv _
£3x+ BZaX + 3u PP +3v‘?ax =0

Hieruit krijgt men '::gifirie vergelijkingen met onbekenden

;—E s a—a-}% en(.?—;% in (0,2,1,=1,~2) door voor x,z,u, en v de waarden

0,1,=1 en -2 in te vullen. Deelt men tevens de tweede vergelijking
door twee en de derde door drie, dan ontstaat, als men de bekende

termen naar het rechterlid gebracht heeft, het volgende stelsel:

/
73_5_,_9_2*5_1__1
X dx  ¥x
(2_) '"'1ax“ax-26x’o
8z _ gu v _
L,ax+ax’+b'ax"o

E

Omdat we slechts een van de c'>nbekenden uit (2) wiﬂll,'en weten, en
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de coefficiénten determinant niet nul is, berekenen we g% met

behulp van de regel van Cramer (Vv § 10 B; ook vegen leidt natuur-
lijk tot het doel).

- 4 i
0z
g9z _ . 2 __2
™ 0 f-1 -2 : 1 =1 =2 = g=-3°
0 1 4 1 1 L

(Voor de berekening van determinanten zie V § 9).

(Met vegen gaat de oplossing aldus:

1 1 T =1 1 1 1 i=1

1 1 11 =1
~ ~ ‘ 0z _ _ 1
1 -1 =210 3 1 0 1=2 3 1 0f-2) dus o=~ 3).
1 1 k10 -3 =3 0 & 6 0 o01l-2
Opmerking: Men moet niet proberen uit (1) g% als functie van

X, Z, u, en v op te lossen, daar men dan een discussie moet wijden
aan de nulpunten van de coefficienten-determinant waartoe

(0,2,1,-1,=-2) toch niet obehoort.

Een vlak is bepaald door een steunvector en twee lineair onafhanke-
lijke richtingsvectoren. De plaatsvector van ieder punt uit het vlak
kan dienen als steunvector; we nemen (6,1,3). Als richtingsvectoren
nemen we: (1,2,3) en (5,=1,2); de eerste is de richtingsvector van 1,
de tweede die van de verbindingslijn van (6,1,3) en (1,2,1); deze zijn
lineair onafhankelijk. .

Een parametervoorstelling van het vlak V %8 dan;
x = (6,1,3) + A(1,2,3) + p(5,-1,2). |
V is evenwijdig aan het vlak W met parametervoorstelling
x = p(-7,8,5) + g(1,-9,-10), als V;dg‘wgéidrenfng;S,B) en

(1,-9,-10) bevat, d.w.z. dat de beide stelsels:
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_}‘(102o3) + 11(50'1—»9‘2)
h(“,z,}) + ‘p(5""1,2) 3

(“7,895) en
(1,=84=10) in A en p elk een oplossing

hebben.
Dat betekent dat de volgende twee stelsels van 3 inhomogene verge-

lijkingen in A en p elk een oplossing hebben:

A+ 5u 1

= -7 A +5p =
22~ u = 8 # 2A= B = =9
3N+ 2p = 5 3A+ 29 = =10
LI
' Daar de rang van z,ﬁfn twee is (dé beide richtingsvectoren
3 2 o ‘ S
© zijn lineair onafhankelijk), is dit dan en slechts dan het geval als
\’0
5 -7 15 1
-1 8] =0 en 2 =1 =91 =03
3 2 5 3 1 -10 .

Stelling V § 8 blz. V 17 ; vergelijk V § 10 C voorbeeld 2 dat alge-
braisch dezelfde vorm heeft als dit vraagstuk. .

Verificatie (zie V § 9) levert:

5 -7 15 =7 | 11 22
12 -1 {18 = |0 -1 22| = \_13 o6 | = 0
2 5 0 =13 26
5 1 1 5 1 _
2 -1 -9 |= |0 -11-11}| = "11 M o-o. q.e.d.
3 2 -0l lo -13-13 1o

Opmerking 1. Een andere formﬁlering voor het tweede gedeelte is:

V is évenWﬁdig aan x = p(-7,8,5) + 0(1,-9,si0) als |

X = (6,1)3) > p(-7,8,5) +.c(1,-9,-1Q) ook een parameter voor-
stelliné van V is. |

Opmerking 2. Algemeen kan men formuleren:
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Nodig en voldoende opdat de vlakken V met (natuurlijk lineair on-
afhankelijke) richgﬁagsyectoren a = (a,, a,, az) en b = (b, b,, by)
en W met richtingsvectamen ¢ = (c¢,, c,, ¢c3) en d = (d,, d,, d,)
-evenwijdig zijn is: '

-«

a, b1 c, d1

i
n
?

rang a, b, ¢, d,

as by ¢ dj/

Nodig en voldoende voor de oplosbaarheid van het stelsel is dat de

matrices A en B dezelfde rang hebben waarbij

219 242 %43 Byq A4p 845 O
A= a,, 8,, 8,, | en B = a,, a,, a, S
232 233 8y, 835, 233 1

834

(zie V § 8 stelling en bewijs op blz. V 17.)

Q44 245 843 444 84,
‘rang A = 2 want |a,, a,, 8,5 | =0 en = 8,8, a,,8,,# O.
a. . & 2
21 %22
54 23 %33 | )
(zie V § 10 A)
851 242 0
a,, &
= = 11 342
rang B = 3 want |a,, a,, O £ 0.
_ a,, a
1 2
834 85, 1 21 2

Het stelsel is dus niet oplosbaar.
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Het 1ligt voor de hand eerst het snijpunt van U, V en W te bepalen.
Hiertoe zoeken we getallen x, y en z (de coordinaten van het ge-

vraagde snijpunt) die voldoen adan (1), (2) en (3):

r2x + ¥ + 2z = 7 . (1)_-
X +y e~ 2= =2 » (2)
X = (1,2,0) +A(0,1,2) + pl2.0.1)  (3)

.’
Bedenk dat (3) ook een voorwaarde is waaraan X, y en z moeten vol-

doen, immers voor (3) kunnen we schrijven

(x,y,2) = (1,2,0) + A(0,1,2) + 1(2,0,1)

x =1+ 2%
=2+ A : &)
Z = 2A 4+ 1 .

Er staan nu verschillende wegen voor ons Open, waafvan we er
twee noemen: . '
a) Substitueer (4) in (1) en (2):

(1) = 512+ 6p =3

(2) = A=-p =5

en hieruit A=3y0=F = 23 hiermee in () x = =3, y = 5,
z = 4 (we controleren even of deze waardeniyoldoen aan

(1) en (2)) zodat het gevraagde snijpunt is:;Si;3,5,4).

b) Bepaal de vergelijking van W (v.3.B), d.w.Z., breng W in de
gedaante (1) door A en p ﬁit (4) te elimingren} Uit y = 2+ A
volgt A= y=2, en uit x = 1+21 volgt p = 3(x=1); dit in de
derde veréelﬁking geeft )

z = 2(y = 2) + #(x = 1) of x + by - 22 = 9. (5
Vervolgens lossen we X, y en z op uit (1),7(2) en (5) m.

b.v. "vegen" (V.14 § 7 ; neem de rechterleden mee!):

(2_s 1, 2 7) (0, -1, L 11) (o, =1, : L 11)
(11 1, 5‘1 -2) ~ (1s 1‘5 =1 -2) ~ (1, o, 3 9) ~
(1, 4, -219 (o, 3, -1 111 (0, 0, 11 |hk)
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(o, =1, & |11) (o, -1, 0 | =5)
~ (1, o, 3 9) ~ (1, 0, 0 '3)
(o, o0, 1 L) (0, 0, 1 Ly

dus -y = =5, x = =3, 2 = 4 en dus 8§ = (=3, 5, &).

De opgave luidt nu: zoek een vlak (we noemen dit o« ) door S(-3,5,4)
dat evenwijdig is aan 1 en m.

1//o betekent: richtingsvector van 1/a , dus (3,1,2)fa .

m//o. betekent: richtingsvector van mf/a , dus (2,1,3)/a

(zie V.1.B3 en V.3.B vb.1). .

We weten nu van.a: een punt S(-3,5,4), d.w.z. een steunvector

(-3,5,4) en twee vectoren /a , d.w.z. twee richtingsvectoren

(3,1,2) en (2,1,3). De parametervoorstelling van a is dan direct

op te schrijven (V.2.5):

x = (=3,5,4) + p(3,1,2) + 0(2,1,3).

Opmerking 1. We hadden S ook kunnen vinden door van (1) en (2)

de parametervoorstelling te bepalen (V.4.vb.4) en deze te combi-

neren met de parametervooﬂ%telling (3). Deze methode is zeer om=-
slachtig (ga dit na) en dus niet aan te bevelen.

Ook hadden we de parametervoorstelling van dé snijlijn van U en V
kunﬁen bepalen (V.4.vb.5) en deze dan met de parametervoorstelling
van W kunnen combineren. Ook deze methode is omslachtig.

Over het algemeen is overgang van vérgelﬁkingen op parametervoorstel-
lingen, en omgekeerd, vervelend (hoewel niet te vermijden). Zo moge-
iﬁk maken we dus direct gebruik van de gegeven voorstellingen (zie
boven onder a, en vergelik eens met b). Zie ook V.2.§ 2. A en B.

Opmerking 2. Bedenk steeds dat het bekend zijn van een punt van een

vlak equivalent is met het bekénd zijn van een steunvector van dat

vlak.

Zie V.21 B met n = 3.

Als steunvector van U kunnen we gebruiken de vector 0k = (1,~5,2).
Een der beide richtingsvectoren van U is bijv. AiB=0B - Ok = (<3,2,2).

Een andere richtingsvector van U is de richtingsvector van 1.
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Daartoe lossen we het stelsel door V en W gegeven vergelijkingen
schematisch op: '
. *
. ‘(1, 2, 0. 3y
S\, o1, 6

(1, 2, 0] 3
\01 '19 1 |3

Stel y=A.Danis x = <2A+3,2 =A+3. Dus 1: x = (3,0,3) + 7\(-2,'1,1),/

1)

Met als richtingsvector: (-2,1,1), U heeft dus als parametervoorstelling:
. ?_‘_ S (1,-592) + p(-3’2’2) + d(-Z,’l,'\).

Eliminatie van p en O levert de vergeliking van U

5

1-3p=~ 20
-5 + 2p + o’y+5=_z+5\=.z-2»dus'y'-z+7=O<

2+ 2p+ o©

N
0

1) In dit en volgende vraagstukken, waar het veegprocédé wordt gevolgd,

wordt met * de rij, waérmee, en de kolom, die wordt geveegd, aangegeven.

We lossen het stelsel schematisch op.
* . *

* 13, 021, 1, 5 |7 3, -1, 1, 57
0,. 25, =3, b 6 ~ 6 .
6, 0, -1, 3 | 9 *\ 6

1]

/ 9' ‘1’ 09 O 8 9X -y 4 ='8

~ {0, 0, 0, 1 1 ~ u =1
\6$ Os ‘11 0 \ 6/ L -

Ao Dan is y = - 8 + 9A Vo |

z -6+6x‘,'u}=1+0.)_\,‘of:
“x =.(0,~8,-6,1):#:1(1,9,6,0).

»

o

® .

H
o
=
B
noou
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79. &) Zie blz. V 19 bovenaan.
Deze axioma's leggen evenwel de determinant mog niet geheel

" vast. Wél als we er bij definiéren

D(§.1’ £29 &3 .3_:.) =1

b) Stellen we in 2): a,= a, , dan volgt

D(E1’ 2.0 EB3y7 ég) = - D(éq, B0 By 25)9 dus

2 D(a 841 By gh) = 0, bijgevolg
a,, a,, 25, a,) = 0.

80. a) Opdat de rechte 1 geheel op O ligt, moeten voor alle waarden
van A de'cosrdinaten van het punt P (0+Ay~1+2A,04)A) aan de

vergelijking van O voldoen. Invullen levert links

A4 («1420)2 = Re LAZL2(<142A)41 =
= A%e 1 bA e BRoANC LAZ L 2 4 LAy 1= o0
Dus 1 ligt geheel op O.

b) Om de raakvlakvergeluklng op blz. IV 5 te kunnen toepassen
moeten we z als functle van x en ¥y beschouwen, te%wul onze
vergelijking slechts een impliciet verband tussen x, y, en gz

geeft. Dus gebruiken we IV § 3 B:

a4z 3z _ iz _ 2x - be

2z _ 4 32 S0y Q2 _ 27+ 2
2y - 2z 3y 4 ay T 2 =0= 3y  L4x + 2z °

Voor het onder a) genoemde punt P(xo, Yo zo) = (A,=~1+42A,7) is

=2A 1 z bn 2
duB ( x “"—'—'V:»A—‘ e (L) :.ng 3 ’ ml_"ts x f O.
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(In het met A= O corresponderende punt zijn 8z en,ig'blﬁkbaar niet
, ax 0y

bepaald). De raskvlakvergelijking van blz.IV wordt nu daar

(x0 Tg» 2o) = (M=142M N5 2 = A= (x-1). - % + (y+1-2x)_§ , of
A .
uitgewerkt 2z = A = - % X + % A+ % ¥y o+ % - %; , of

VXV - 2y0+ 32 = 2e

¢

Daar deze vergelijking cnafhankelijk is van A, volgt hieruit,
dat alle punten P van 1, die niet samenvallen met het punt

(0,-1,0) (A = O)'hetzelfde reaakvlak aan O hgbben,-nl.'
X -2y + 3z = 2.

Opmerking:.Meetkundig stelt O een kegel voor, 1 een mantellijn -
op 0, en (0,-1,0) is de top van O.

Eerste oplossing:

We elimineren A en u uit de parametervoorstelling van W: (vgl.V

§ 2 B vb. 2).

1+ 2n-2p1
2+ A + 2p
34+ 2h+ 1

i}

3\
62 =>x+_2y-22=-3.

i

x+y -1

1}

= x + 2z - 5

- N
it

Hiermee is de vergelijking van W verkregen. Het stelsel door VenW
gegeven vergelijkingen geeft een parametervoorstelling van 1 als op-
lossing (vgl. V § 2 B vb. 5).

Schematisch:

*

(E, 1, <3 l-8) * (o, -3, 1 l-z) 0, =3, 1 l-2>
* 1, 20-‘2' .'3 1, 2, -2 "'3 ~ (1: 'L"o 01=7 :



g2.

\‘;hsg -

-3y + 2=~ 2 C :
of: . . Stel nuy = a . Dan is
’X-{L}y = - 7 ‘
X ==-7+h4a, z2z=-24+ za,

Een paramétervqo}stelling van 1 is dus: x = (~7,0,-2) +

o+ (X.(Ll'""B)o

Tweede oploss g

' Een w1llekeur1g punt P van W heeft.als coordlnaten

(=142M =21, 2+ A+2p , 3+27y+-u) Opdat P op de smal:an 1 met

V voldoen, dus

2(=1+2\ =24 ) '+ (2+4a+2p) =3 (3+2A+p) = = 8 of:

~A=5p=1, A=-=5u~ 1 . Derhalve heeft een w1llekeurlg

punt P van 1 als coord1naten.(~1+2[-5u-1] -2p , 2+[=5u-1]+ Zp ’

3+2[=5p =11+ n) = (-12p=3,-38+ 1, = v+ 1).

Noem - 3p= 0, dan is een parametervoorstelling van

( 3, 1,, 1) + a(h 1, 3).

GemakkeL%k zien we de overeenkoms tussen de beiﬁe Verkrégen

op10531ngen.

Wé loésenxhéknstelsel schématisch op:

: * ' = , .
-a, 2’ . -1 0 r}‘a'-‘z' O 28. 1"‘3.,

3, <1, -2 | 5a|~ 9, -9, 0 |9af~ 1,

*\ '3, -4, 1| 2a/ 3, <4, 1 | 2a/ \-1,

In het geval a # 1 - kunnen we met ‘de eerste rij de eefste

vegen. Resultaat:

'V ligt, moeten zijn coordinaten tevens aan de vergelijking van '



83,

X = A geeft y-

;70 ; 

1-a, 0O, 0 0 x =0 .
0, =1, O | a | Dus y = -a of x = (0,-a,-2a)
o, 0, 1 l=2a/ z = -2a -

e T

Als a =1, dan wordt het stelsel:

1, =1, o|1|~d x-y
-1, 0, 1 |=2 - X + 2= =2

~ell

“ 14+ A, 2 ==24+%, dus x = (0,=1,-2) +2(1,1,1).

a) Volgens IV 8§ 3 B geldt, als we z opvatten als functie van x en y:

92 3z X + 2
2X + 22 + 2% 3z - 0 = iz - " x .
dz _ ¢z _ X
2y +2Xax-—0=}>ay—-x.

!

Het raakvlak aan O in P (xo, Yoo zo) heeft dus als vergelijking

(IV § 2 E).
X + 2 ‘ Yo
2=z = - = (x - xo) - (y - yo) (xo #0).
o "o
Uitgewerkt:

2
X Z~X2Z =-XX=2X+X +X2 =-yF+7y%.
o o”o 0 o o oo o o

P(x , vy, z_) ligt evenwel op O, dus
o' Yo' %o

x2+y2 ¢+ 2x 2z = 1.
o o oo

De raakvlakvergelijking laat zich -dus vereenvoudigen tot:
X X + yoy‘+ X, 2 + 2. X = 1,

(o]

een formule, die ook geldt voor X, = 0 (te'verifiéren door y i.p.v.

.z als_afhankelﬁk‘variabeleﬁw%éibeschouWen.



]
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83. 1) De rechte 1 ligt geheel in het raakvlak, als voor elke
waarde van A de coordinaten van het punt Q(O+A, O+A, 1-A)

" ‘aan de_gevoﬁden raakvlakvergelijking volcdoen, d.w.z.

Ax_ +Ay_ + (1-A) x_ +Az_ =1
) ) ) ) '
L 4

0 ° (identiteit in N,

x(yo + go) + (xo - 1)

It

MeBoWe X = 1, Y = = & e

(xo, Yo zb) moet echter aan de vergelijking van O voldoen,
dus

2 B
x2 + + 2x z_ =1
ie) yo o o

of

1+y!0-2y°=‘1=#y°=20f00

Het gevraagde punt P kan dus zin

4

P1= (1,2,-2) Of P2= (”’O'O).

8k, Dit betekent dat iedere vector van R een lineaire combinatie
is van 44 €4y €3y €N €, €1 dét deze 4 vectoren onafhankelijk
zijn. (Def. V § L4 B 5) volgens V § C heeft R de dimensie k.
Ieder 4-tal onafhankelijke vectoren is dan een basis. De in c¢)
genoemde véctoren vormen dus een basis van R als ze onafhanke-
lijk zijn en dit is zo als de in 6) genoemde detgrminant # 0 is.
(def. det.k)). N

100 10 0 w1 0

10 0 10| =2 Jo v 1] =1-2nve.
O v 10 0O p O o 0 p |
0 0 p 1 |

Het antwoord op vraag c) is dus Apvp # 1.
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A

Opm.1s In a) moet men niet vergeten dat uit e,, e,, &5, &, onaf-

hankelijk niet volgt dat iedere x uit R een lineaire combinatie van

deze vectoren, is, Dit zou wel zo zijn als ook nog dim R = 4 gegeven

was. Het feit dat iedere x uit R een lineaire combinatie van

84y €39 &30 &, 1B betekent evenmin dat e,, &,, &5, 8, onafhanke-
lijk zijn. Zo zijn in R, alle vectoren lineaire combinaties van (1,0),
(0,1), (1,1) en (0, O) en deze 4 vectoren zijn afhankelijk.

_pgkg De in V § 9 besproken regel van Sarzusgeldt niet voor andere

dan 3X3 determinanten,

" We passen de methode van V § 7 toe

2, 1, 4, 25 2, 1, 4, 275
7’ 2’ ‘19 1 7 ~ 31 Oy '9s ‘3 '3 ~
71 19’111'3 0 59 Oq ;151 75 "5

19 -3’ -1

Dus het stelsel is equivalent met

2%, + x, + bx, + 2x

B . L) 5}

X, - 3%y ~ X, -1

Stel xg=A , x,= % . Dan is x,= 3A +p - 1 en X,= -10A~ bu+ 7.

De oplossingén zijn:

x = (=1, 7,0, 0) +A(3, =10, 1, 0) +u(1, =k, 0, 1).
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Het is duidelijk niet de bedoéling dit éls een stereometrie-
vraagstuk te beééhouwen. ABC5“grondvlak" noemen en dan hoogte
bepalen is zee;\omslachtig;‘We zien in V § 9 dat de inhoud van
ABCD- de absolute waarde is van (b, ¢, d ) waarin b, ¢ en d de
vectoren AB, AC en AD zijn. De inhoud van ABCD, als D = (¢t ,t2,t3)

is dus de absolute waarde van:

5 8 t _ o
| 25 64tz = 120 (t?- 13 t2+ 4O t).
. {125 512 ¢ o

De functie t3- 13t2+ 4Ot heeft een maximum tussen t = O en t =5
en een minimum tussen t = 5 en t = 8, We bepalen beiden. Die met

de grootste absolute waarde geeft de gezochte maximale inhoud.

(83~ 13824+ 40t)' = 3t2- 26t + 40 = (3t - 20)(t=2).

Voor t = 2 vinden we t3- 13t2+ 40t = 36 en voor ‘t =6 % vindenﬁ
. =4oo" L )

3. 2 = ;
we t 13# + 4ot >

" Het antwoord is dus D = (2,4,8).
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