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OPGAVEN

Gevraagd alle oplossingen van de differentiaalvergelijking

y' + by' + 25y = " .-

Gevraagd de_opiossing y = f(x) van de differentiaalvergelijking
yt+ 2yt ==y

die voldoet aan f(0) = 1 en £'(0) = 0,

Schets de grafiek van de gevonden oplossing.

Bereken de wortels van de vergelijking
2%+ (zv2)= 0

en construeer de beeldpunten in het complexe vliak van deze wortels.

z is een complex getal waarvan het beeldpunt het kwart van de

eenheidscirkei, dat wordt beschreven door
1 s
-psarg 2< doorloopt.
Yeken en beschrijf de meetkundige plaats van het beeldpunt van

W=z + iz .

Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

yUr o= 3y" o+ Ly o 2y = 2ex ]

Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

y(s) + y(a) = 6x2~ 6x + 1 .
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95.
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98.

a) L;srde volgende differentiaalvergelﬁking op:
y" + 2y' +y = e + ¢ L

b) Als y(x) de algemene oplossing 1s, bepaal dan:

lim [y(x) - % cosh x 1. |

X —» 00

Bepaal modulus en argument van de wortels van
3
- 22°+2=0.

Teken de beeldpunten van de wortels in het complexe vlak.

Pepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

y" o+ 2y + 2y = x(eX-1) .

Voor welke complexe z geldi

IE + %I<:2% ?

Geef ook een tekening.

Bepaal alle reele oploésingen van de differentiaalvergelijking:

y'" -yt + 2y = e Xcos x .

Bepaal alle reele oplossingen van:

ylllf + yll + y = 0 .

Bepaal de oplossing van
ylll - yn = x

waarvoor geldt y(0) = y'@=y"(0) =0 .
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100, Gegeven z,= e ¢ y Z,= 1ie ® , ~A< pE N

a) Teken z, en z, voor zekere 7 .

z 4+
2
b) Voor welke 9 bestaat A = arg ?
. Zy+
z, + 1
Bepaal arg Z + a4 Vvoor deze waarden van 9 .
1

c) Bepaal de uiterste waarde(n) van Relz + z,).

101, 2z doorloopt in het complexe vlak de omtrek van rechthoek ABCD,
waarbij de hoekpunten als volgt zijn gelegen:

A4: - i log 2
1 .
B: gn -1 log 2
. 1 .
C: gﬂ+11082

D: + i log 2

Beschrijf nauwkeurig de baan welke w = e*? dan doorloopt.

162, Bepsal alle reele oplossingen ven de differentiaalvergelikisng

y" + 4y = sin x cos x.

103, Voor welks complexe 2 geldt:
log Iwzl$l2i -1,

Teken in het z=-vlak het bijcshorende gebidd.

104, a) Bepaal de oplossingea van de differentiaalvergelijking
v oo yn + yu -y = eix_

b) Ga na of er r=ele oplossingen ziin.
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- 1G9,

- 111,

3
-3
AV
.

—113,

-1k,

2

e Als z de rechte Imz = 1 doorloopt, wat is dan de

i w =

"haan! van w? Voor welke waarde(n) van z is Im w extreem?

4]
{1
v
a
it
ju

Bepaal alle functies f{x,t) die veid

2
2 gi = Q_g + f - sin t.
ox gx :

2w = e?~ &”%, Als z de rechte Rez = log 2 doorloopt, dan door-

loopt w een ellips. Bewijs dit.

Bepaal alle reele cplossingen van de differentiaalvergeliking

T ooyt . yt +y =2 sin X.

Cndérzoek of de reeks

oo &

T I lo% Il Ry LT (e N
nt<-4n®+ 1 y)

n=2

convergent of divergent is.

Bepaal
2 2

’ . arctan x - 4 sin %X

lim 2=,

x-+0 cosh x - \/1+xEE

deef de definitie van het begrip "convergentie van een reeks".

Schrijif op de reeksontwikkeling voor log 1:x .

"

Repaal hiermee (door x = 1 e nemen) een reeksontwikkeling voor log 2.

3

Toon aman dat de fout die wordt gemaakt wanheer men na de tweede term

aftreekt, kleiner dan r1 is.
500

oo
Is de reeks L arcsin [1-cos-%] convergent of divergent?
=1

o

a) Voor welke waarden van de complexe veranderlijke z is de reeks

Z ne™? convergent resp. divergent.
n=1

b) Neem nu verder 2 recel en zd dat de reeks convergeert. Bepaal dan

de som wvan de reeks.




115,

116,

117

118,

119.

120,

121,

122,

Bewijs dat de limiet van de algemene term van =en convargente

reeks nul is.

o .
foon aan dat de reeks met algemene rerm - divergeert.

e

Bepaal x - a
. xe ~ sin(x+x")

lim
x - arctan X
X =-0

Geef in het complexe vlak aan voor welke z = x+iy de reeks

R

oo - n - A
Z n(n+1) [—Ei%-g ]
n="1 (z-2)

convergeert, en voor welke hij divergeert.

oC
n . :
Gegeven: I a X is convergent voor x = p >0.
n=o
Bewiis dat de reeks convergent is voor ~p<X<p.

Onderzoek of de reeks

o0

by
n=1, n

sin(n g)

convergent of divergent is.

Bepaal:

1 Y T
1im log(1+x)-arctan x + x{sinh x)” _.

X =0 eX- cos x - x(1-x)-1

Gegeven is de reeks

o

T (-1
n=1 (z+2)2nn(n+1)

.

Gevraagd:

a) Voor welke (romplexe) z is de reeks convergent resp.divergent;

b) Ben schets van het convergentiegébied in het complexe vlak;

¢) De som van de reeks voor z = i-=2.
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123, Voor welke recle x is de reeks

T ()% + 1)
n=71 2 x

convergent resp. divergent?

12k, Gegeven is de rij a; 4ap4... met lima = 0.
n—°
(=]
Bewijs dat de reeks I (=17

a+ a
n=l }

} convergeert =n bepaal
n+1 .

de son.

125. a) Geef aan, voor welke z in het complexe vlak de reeks
it -2
y (z-2)°"
n=1 n

convergeert.

. b) Toon aan, dat voor de som 3(z), als ze bestaat, geldt:

-1< 5(z)g 0.

126, Bepaal

x. " x
(1- E) - cos X + X arccos 3
L = 1im .

X . X
x -0 log(1- 2) + arcsin 3

o0
127, Onderzoek of de reeks £ (71-cos #%) convergeert.
: ey ‘

128. Gegeven 1lim a = % (an recel).

n=—-
[~ ]

- n
Onderzoek voor welke reele waarden van x de reeks bH anx COn~

vergent resp. divergent is. n=1

129. Bepaal met behulp van standaardreeksen de derde afgeleide in
het punt x = O van de functie

£(x) = log(1+x)- sin X

1-x
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1320. Onderzoek voor welke waarden van p de reeks

’
os  arctan IE
B

=1 I3

n n

convergent, resp. divergent is.

131, Bepaal het convergentiegebied van de reeks:

0 2=
[ -
r e 7.
n=1 0

Denk daarbij ook aan de rand.

132. Voor welke reele waarden van x (0g x< 2n) convergeert de reeks:

(2 sin x)"
n

n="1

133, Voor welke waarde(n) van & bestaat de volgende limiet:

2

o
. (1+t) = o ¢
lim -

t =+ 0 log{1+t)-sin t

Bereken bij elke gevonden o de limiet.

134. Ga na of de volgende reeks convergeert:

o0

v 300" %0

n=1
3 [+ +)
% 135, Van een reeks nE1 u is
4 .
- - ru =1+ % L oo
3 5, = Wt Upt ... u =1+ %+ ... +=~1logn.

a) Bewijs dat u =1, log(1 = l) voor nxz 2.
n n n =

s b) Bewijs dat lim n’u_ bestaat.
N - n

[+ e]
c) Bewijs dat =T u  convergeert.
n=1

d) Bestaat 1im (143 4 ... + ':I - logn)?

- oo




136,

137.

138,

139.

140,

141,

U2,
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Ga na voor welke waarden van x de reeks

? (_1)n+1 (2n+‘l)1’c2m/l
n=0 . (2n)!

convergent is en bepaal de som voor die waarden van X.

Bepaal

3 arc tan x°+ log(1=x) + sin(e™-1)
L = 1lim 1
X -0 {(sin x)

O+x

Bepaal L = 1im
. x-o0

sin x - arctan x °

Bewijs voor vectoren a en b van Rn de ongelijkheid van Schwarz:

(2,2)° € (2,2)(k,b).

Bepaal de vergelijkingen van de beide raakvlakken aan de bol

x2+ y2+ 7%= 100, die loodrecht staan op de rechte

x = (1,2,3) + A(3,4,0).

Bepaal de vergelijking van de kegel die T = (1,1,1) als top, en

.&ig de parabool ‘{y = x+1 tot richtkromme heeft,

Z = x2+1
Gevraagd de vergelijking van de meetkundige plaats van de rechten,
die de y-as en de rechte y = 0, z = 2 snijden, en evenwijdig zijn
met het vlak x+y = O.
Bepaai-de vergelijking van de meetkundige plaats van de punten, die
gelijke afstand hebben tot de rechten 1 en m:

1: y=0 ‘ m: {x:O .
z="1 Zim

Tot welk type tweedegraadsoppervlakken behoort de gevonden meetkun-




145,

146..

147,

149,

- 25 -

dige plaats? Schets de meeikundize plaats door de doorsneden met de

coordinaatvlakken aan te gevew,

Gegeven zijn de rechten

Bepaal de vergelijking van het opypervlak, dat bestaat uit alle recnten

die Y, m en n snijden.

4, b en ¢ zijn onafhankelijke vectoren in Ra .
2=axb en g = bxc.

Bepaal de vergelijking van het vlak dat wordt opgespannen door p en g.

In het xy-vlak is gegeven de kromme 'K: 2xy = 1 en de rechte 1: x+y = O.

a) Bepaal de vergelijking van het oppervlak S5, dat ontstaat door wente-
ling van K om 1, .

b) Bepaal de beschrijvenden van §, die door het punt P(0,0,1) gaan.

-

xa- 2z2~

De kromme K: { -
y=2

wentelt om de rechte 1: x = A{0,1,1).

Bepaal de vergelijking van het verkregen omwentelingsoppervlak S.

Bepaal de meetkundige plaats S van de rechten, die de rechte 1 en de

kromme K snijden, en evenwijdig =ijn met het vlak y = 1, als gegeven is
2
1:{ * K:{x+y 0 .
. Y=z

2z
Bewijs dat de afstand van het punt P(xo,yo,zo) tot het vlak ax + by + ¢z

1]
H

0

= d gelijk is aan:

lax  # by o+ ¢z - d}

0

Va2+ b + ?

o}




150, 1In de ruimte is pepgeven de kromme

rx sin t

It
-
+

LZ =1 + cos t .

Bepaal de vergelijking van het oppervliak dat ontstaat als deze

kromme.gewenteld wordt om de rechte x = A{1,1,1),

15%,.,. De kromme y =2
x2=‘1-2y2

wordt gewenteld om de rechte x = (0,2,0) + A(0,0,1), Welk opper-

vlak ontstaat hierdoor?

1 [
152. BEreken I =\Y -’I)E——;‘c-;-}i-‘:'rdx .
o -
153. Bereken
in
1 1
1= ‘Y (=5 - —3)ax .
g X sin x
154. Bereken
B 4 1
dx
1 ;f dyf —=
. d1+cos X
Q arcsin y

185, Bereken 1 5
(x-1)
I=j"-—————-dx.

Yeien

0

156, Bepaal n/
2
dx

XO +2 tan x

-
i




158,

159.

160.

161,

162.

Bereken de inhoud I wvan het (zich tot in hes oneindige uitstrek-
kende) lichaam, dat Jigt in het cerste ectant en dat verder ge-

geven wordt coor

1

1 ; .
X2+ yz;;‘l; 3x\/3$y§3€\!'—3; Ogzsg '—-—;-)—37'2'.

2
(x"+ v

Bereken I =ljlrjﬁ (x+y=-2z)dxdydz, waarin het lichzam L de ruimte
L
in het eerste octant inneemt, die ligt binnen de cylinder x + y = 1,
boven het vlak x0y en onder het vlak x+y=-z = 1.
(Het is bii de berekening niet voordelig op cylindercoordinaten

over te gaan).

2 2 2

- Bepaal de oppervlakte van dat gedeelte van de bol x + y + 2 = 1,

dat buiten de cylinder %24 4y2= 1 Tigt. (Gebruik rechthoekige

coordinaten!).

Bereken de oppervlakte van het stuk van de cylinder

z = log% (x >0)

dat ligt boven het gebied in het XO0Y¥-vlak, dat wordi begrensd door

de X~as, de parabool y = x?

10Y=-vlak.

y en de snijlijn van de cylinder met het

Bereken de massa van een heelal met massadichtheid

I :
(p3% 27

waarin p de afstand is tot de ocorsprong.

Bereken de lengte van de ruimtekromme in Ry, waarvan de parameter=-

voorstelling is:

Xx =1+ ¢cos &t

sin t (0

A
o
M

W2

t
-~ 2 log cos 3

2]
i




164,

166,

167,

16§,

164,
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Bereken de oppervlakte van dat deel van het zadelvlak z = xy, dat

2 e Q1

2 2,2
(x'+y) =x-y , x20. P

iigt binnen de cylinder C:

Bepaal de massa van een bol met straal R, waarin de massadichtheid

evenredig is met dé afstand tot het middelpunt.

Bereken de oppervlaktie van dat deel van de cylinderwand

X+ 2z =1,
waarvoor geldt:
X2+ y2€1
X+ 3 =1
z 20

Zen bol met middelpunt (0,0,0) em straal 1 heeft massaverdeling
p(x,y,2) = lzl . Bepaal de massa van het stuk van de bol dat
binnen de kegel 2z%= x®+ (y-1)2 ligt. (Bepaal daartoe eerst de ver-
gelijking van de projectie op het X0Y¥-vlak van de doorsnijdingskromme

van de kegel en het boloppervlak]).

A is een lineaire afbeelding van Ry in R; met nulruimte x = g(1,1,1).

Bewijs dat p = (1,1,1) eigenvector is.

A is een lineaire afbeelding van R, in Ry met matrix

13 47
-1 1-2 3
2 b 2 9

Bepaal bases voor beeld- em nulruimte.

A is een lineaire alfbeelding van Rz 0op Ry . De eigenwaarden van A
zijn 1,3, en -2 met als eigenvectoren respectievelik p(1,1,1),

0(1,-2,0) en 7©(2,0,1). dereken de matrix van A.
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170, B is een lineaire afbeelding van R, in zichzelf met matrix

11 2
B = 1 1 .
T 1 1

r

De afbeelding A van R; in zichzelf is gegeven door

Ax = Ba + x .

-Voor wklke vectoren a uit Ry is A een lineaire afbeelding?’

171.  Door het voorschrift Al(x,y,z) = (z,x,y).wordt de R, op zichgelf

afgebeeld.

a) Laat zien dat dit veorschrift een lineaire afbeelding is en dat
deze afbeelding orthogonaal is. '

b) Bepaal de eigenvectoren van A,

¢) Laat zien dat er een vlak door O is dat door 4 in zichzelf wordt
afgebeeld. , . "

d) Laat nu zien dat de afbeelding ¢en draaiing van de ruimte om een

. . i 7
zekere as is en bepaal de hoek waarover wordt gedrsaid. L. /-




AANWIJZINGEHN

87. Zie VI § 7 vb. b

88, Zie vI § 6 vb., 3 en stelling.

89. Substitueerr w = z+iy2 en pas toe VI 8.

0. VI 6 voorbeeld 4; VI 7 voorbeeld 5.

1. Theorie van de lineaire differentiaalverge1ﬁkingen ViIgs-§6-3§8 ?.

92. Los de homogene vergelijking op met behulp van VI,14.§ 6; zoek ver-
volgens &&n oplossing van de inhomogene vergelilking van de vorm

x*(ax®+ bx + ¢) = ax + bx + cx® (VI.16. g8 7).

93, Los de homogene vergelijking op met behulp van VI. 14, § 6; zoek ver-
" volgens één oplossing van de inhomogene vergelijking van de vornm
2 -
ae™ + bx e (VI.16. § 7).

Gebruik voor het tweede deel de definitie 'van coshx (VI.21).

94, Stel z°= w en los de ontstane vierkantsvergelijking in w op. Zie

verder VI.?, g 3.

95. Los de homogene vergelijking op met behuly van VI.14.'§ 6; zoek




96,

97.

98.

99.

100.

101.

102‘

103.

104,

105,

106.

vervolgens één oplossing van de inhomogene vergelijking van de

vorm (ax+ble™ + (ex+d) (VI.16., § 7).

;o = 2
Breng onder &én noemer en bedenk dat zz = |zl .

Vgl. VI § 6 en § 7.

Vgl. VI § 6.

Vgl. VI § 6 en § 7.

a) Vgl. VI § 2.3)
b} VI § 1. Opm.

c) VI § 2. &)

VI § 2.

Zie VI § 6. Inhomogene vergelijking. Probeer niet A sin 2x maar

AX sin 2x + Bx cos 2x of zo iets.
Zie VI blz. 5.

a) 2ie VI § 6

b) Nadenken en inzien hoe simpel de vraag is!

1} Stel z = x+i, w = u+iv, Druk u en v in x uit en elimineer dan
x uit de 2 vergelijkingen.

2)lAls U aan een plaatje heeft gezien dat w een cirkel doorloopt
met -i als middelpunt probeer dan fechtstreeks [w+i| = 1 te

bewijzen.

Bedenk dat sin t niet van x afhangt.




107.
108.
109y

110.

111,
112,

113.

k.
115f
116.
117.

\
118.

119.

120.

- 121.

122,

123,

- 10 =«

Schrijf w = u+lv, z = log? + iy. Depaal u en v en elimineer dan y.
VI § 6. Inhomogene vergelijking: oplossing is zc te zien!
Zie VII.3. Vergelijkingsstelling en standaardreeks op pag. VII 4.

Zie de reeksontwikkelingen op VII1.20; VII.21 vb.7? en bedenk dat

2 sinE%x = 1-cos X.

die VII § 1.

2ie VII.20 en VII g 6 vb.2.

Voor de begrippen convergentie en divergentie zie VII § 1.
Onderzoek of de termen positief zijn, overweeg VIl § 2 en vergeet
daarbij niet I § & D.

Als e% = [ staat er een machtrecks in & ., Zie VII § 7.

Zie VII.2.

Zie VII.1, voorbeeld 5.

Gebruik reeksontwikkelingen op V1I1.20,

Z+Z

Stel = w en pas d'Alembert (VII.6) toe.

(z-3Z)

Vergelijk het bewijs van VII.12, stelling.

Bedenk dat - *

1 O als n even

'sin(nz) = .
+1 of -1 als n oneven.

Gebruik reeksontwikkelingen op VII.14 en VIIL.20.
Gtel z+2 = w en pas d'Alembert toe.

Stel %(:{+ %J = y en pas d'Alembert toe.
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12k,

125,

126.

127.

128.

29,

130.
131,

132.

133.

134,

135,

136,

- 11 -

Definitie VII § 1.

a) VII §7, § 4.
Noem z = x+iy. x,y reeel.
b) VII § & blz. 14, _
© Stelling VII blz. 10 (voorbéeid onderaan de bladziide ).

VII § 5, speciaal blz,20. Denk aan integratie van machtreeksen

binnen hun convergentiegebied,
Vergeiﬁkingsstelling “VIT §h2,
VII § 4. Denk ook aan de stelling VII blz.2.

Ontwikkel eerst f(x) volgéns'standaardreeksen. VIT § 5 blz.20.
Vergelijk deze reekscontwikkeling met de Maclaurinontwikkeling van
£ix). .

Vergelijkingsstelling VII § 2.
Zie ook de standaardreeksen op blz. VIT &4,

z-1

z~3

Machtreeks in e .

Denk verder aan wiskunde I: VI blz.5.
Stel 2sinx = y.

Reeksontwikkeling. Bedenk dat de nocemer niet sneller tot O mag na- -

deren dan de teller.

Vergelijk Vil.6 vb. 5.

a) u =8 - s

voor n >1, u
n n n-1

1: Slo

b) reeks voor'log(1+x).

c) vergelijken met I Jg .

n

'd) definitie convergentie!

a) d'Alembert
b) VII § 4 B. Stelling.




e i

137,
138,
139.
140.
141,
k2,
143,
144,
145,

146,

147,
148,
149,

150,

151,
152,

153.

154,

155.

12 -

Reeksontwikkelingen.

Reeksontwikkelingen.

Zie VIII § 1.

Zie bijv. VIII § 4.

Zie VIII. § 6.A.

Ve?gelﬁk ViII.21; voorbeeld 10,

Afsﬁand punt tot rechte: VIIi.}} type VIII 15, B 5.

Vergelﬁk VIII.20, voorbeeld 9.

Bedenk dat p loodrecht op a en op b staat. Zie VIII.22, § 7.

a) Zie VIII, § 6 C
b) Zie VIII. § 5

Zie VIII § 6 C.
VIII § 6 D.

Zie VIII 9.

Zie VIII § 6 C. Beter: Wat voor kromme is gegeven ? Hoe wordt deze

gewenteld ? Antwoord is zo te zien ! .
VIII § 6 C. Voorzichtig met elimineren !

Zie IX § L,

Denk aan het punt x = O. Oneigenlijke integraal.. ! Zie VII § 5
blz. 20 t/m 23.

Verwissel de integratievolgorde. 2ie X § 3.

Delen, partieel integreren.




156.

157,

158.

159.

160.

161,

162.

165,

164,
165,

166.

167,

168,
169,
170.

171,

- 13 -

Stel tanx = u.
Zie X § 2, 3 en k.
iie X g L,

Zie de formule voor de oppervlakte op X.20, en vergelijk X.21,

voorbeeld 5 en 6.

Zie 159.

Zie X 6, vogrbeeld 5.

Vergelijk X 19, B en vb. 2.

Gebruik cylindercodrdinaten. Zie X § 6 E.

Zie X § 2 blz.6 voorbeeld 5. Gebruik bolcoordinaten (X § 2, blé.?).
Zie X blz.20 onderaan. Schets de ongelijjkheden in het Xy vlak.

a) Elimineer z uit de 2 vergelijkingen.

: 'z
b} Bepaal j:fj’lzldx dy dz = ‘YJ’ dx dy SpOl lzldz.
P

z'kegel

Hierin is P de projectie van de snijkromme,

Frobeer de eigenwaarde te vinden, die bij de eigenvector (1,1,1) zal

moeten horen. Zie blz. XI.16,

Zie XI § 3.

Zie XI § 3; XI blz.16; XI § 2 definitie.

A is geen lineaire afbeelding als Ao # o.

a) definities XI § 2 en § 5.

b) niet rekenen maar aan definitie denken !

¢) door A worden hoeken onveranderd gelaten (zie XI § 5).

d) Als A een draaiing over een hcek ¢ is en x Ll as dan is ¢ de hoek

tussen X en AX.
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OPLOSSINGEN

We lossen eerst de homogene vergelijking op: y" + b6y' + 25y =
De karakteristieke vergelijking wordt: t’+ 6t + 25 =

‘t1 5= =3t ki (zie VI § 6).

De oplossingen zijn: y = e ~3% (A cos"+x + 1 sinkx),

Zoek nu een partlcullere oplossing van de lnhomogene vergelnking.

"Stel hiertoe y = ae™ 3 y' o =y" = ae™

N

\gex + Saex + 25aeX = eX a = 1/32.

De algemene oplossing is nu:

Y = e 2%( A coslx + psinkx) + 1/32 e*.

Opm: dat we nu alle oplossingen hebben, volgt uit de beide stel- -
lingen uit VI § 5. _ _
Controleer steeds of het aantal constanten in de algemene oplpéb@ng

gelijk is aan deyorde der D.V,

De D.V. is homogeen: y" + 2y' + y = O.

- De karakteristieke vergelijking is: ®# + 2t + ﬁ_: 03 t = . 1.

1,2
En de algemene oplossing is

Y= Ae Sepxe T (zie VI, § 6 stelling).

y(0) = 1 geeft 4 = A
y'(x) = =2 e Xine ¥ e uxe”

y'(0) = O geeft: =A+9u=0 dusu= 1 en de oplossing is:

vy = e Frxe ™ = (ex)e™ ",

Nu de grafiek van f(x) (1+x)e”™™, Hiertoe maken we weer het ba-

kende schema

£r(x) = = xe ¥ Nu is e X >0 voor alle. x.
£M(x) = (x=1)e™*
lim (1+x)e™ = lim 12X = 0 (zie VII, § 5,-B).

X~ o X+ g
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Verder is (14x)e™® - - = voor x—=* -,
Het schema wordt:
x : - 00— <1 0 +1 - 4o
fx) : —@E - - o - O+ ++ 7 +++++ =0
fr(x) ¢ Al S T T T T 3 R -0
{
£1(1)=0

f{x) heeft dus een max. voor x = 0 en buigpunt voor x = + 1.

De grafiek van f(x) is nu te schetsen.

89. Substitueer, z +iV2 = w en los op:

wh o= - 2b = E“ein +2kmni

e-?:rci + ik

Opl. w= 2 met k = 0,1,2,3,

2{cos(in+ +kn) + i sin{dn+ +kn)}

W, V2 + 1V2 : Zy= Vo

; w,= V2 - iV2 z,= V2 - 2¥2.4
g 2 2

wy= N2+ dv2 %7 w-iV2 dus zg= ~V2

t ‘ w,= -V2- iV2 oz,= V2 - 2.4

il

i

.ei(p {=m/h €9 & /), dan is

i . o=i
w=e? 4 iet?

'90. Opl.l: Stel z
-. ﬂ
_ eicp e i +4iF

{(die e-machten kunt U niet optellen. U kunt er alleen een andere
‘naam aan geven als de argumenten p-ecies tegengesteld zijn).
(o1? e-»nrr/\'-l- . e-ltp+1u/4)e+1;/’+.1

/i

w =

H

2 cos{g=-n/li). e

dus jwl= 2 cosly =n/k) og lwig2

en arg w = n/4.
Conclusie: Nemen we man dat z de kwartcirkel doorloopt in positieve

richting dus -x/& ;1(/4, dan loopt w vanaf de oorsprong
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/

naar het punt 2e" e =2 + V2 volgens een rechte 1lijn.

Opl.Il: Stel z = x + iy, dan is w = x ; iy +ix + y = x +y + ilx + v).
Hieruit volgt:
1)} arg w = n/%, onafhankelijk van de baan die ¢ doo.tounh,
2)w = lx+ yl N2 doch x =.c05(p, ¥y = sing, met
-~ n/4geg ©/4, dus (wl =V2 {cosy+ sine|
=2 (cos¢ + sing )
(want cos@ + sing20).

We zoeken eerst de algemene oplossing van de homogene differentiaal-
vergelijking: y'" - 3y" + Ly' - 2y = 0, (zie VI § 7).

De karakteristieke vergelijking t3- 3t2+ 4t - 2 = (t-1)(t2- 2t + 2) = O
heeft als wortels t = 1, t,= 1 + i, t;= 1 - i, (zie VI § 6). De alge-

mene reele oplossing van de homogene vergeliiking wordt dan gegeven

" door:

¥y = re® + peXcos x+ ve¥sin x s Ay wy v reeel, (vergelijk VI § 6
i

voorbeeld 2).

Nu moeten we een oplossing van de inhomogene vergelijking

y'"o- 3y" + by - 2y = 2e* vinden; omdat e™ aan de homogene vergelijkking
voldoet proberen we y = axe™, (vergelijk VI § 7 voorbeeld 5).

Dan is y' = ae” + q.xex iooy" o= 2ae™ + axex; ¥’ = 3ae™ + axe”,
Invullen en delen door e™ levert 3a - 6a + bka = 2, dus a = 2.

De algemene oplossing is dan:
x x X . x .
Yy =Xe” +pe’cos x + Ve sinx + 2xe”, A, u, v, resel.

Opmerking. Laat men ook complexe oplossingén toe, dan is de algemene

. x (1+1)x (1-1)x
oplossing: y = c,e” + c,e + ¢ e

X
2 3 + 2xe”, c,, C,s Cy complex.

De homogene vergelijking luidt y(s) + y(z) = 0. Substitutie van y = etx
geeft de karakteristieke vergelijking: 7 + 2 = 0; t2(t3 + 1) = 03
£2(t+1)(2-841) = O, dus t,= t,= O, t,= =1, t,= % + $4V3,

ty= 3 - $1V3.

De élgemene oplossing van de homogene vergelijking wordt dan (zie VI,

4, § 6):
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" . . ol
0.X OeX -X (3+3iV3)x (3-3iV3)x =
Ae ' 1 xe + Ve +pe i ? 5 + ce ¢ ¢ 5

1,3z R
= hepx +ve ¥4 pe(z+flf5)x N oe(é $iV3)x 1

waarin voor A , B ,V, P en 0 (eventueel complexe) getallen gesub-
stitueerd mogen worden.

We zoeken vervolgens é&én oplossing van de inhomogene vergelifking.
De poging om een oplossing van de gedaante ax?+ bx + ¢ te vinden,
mislukt; dit komt deordat de karakteristieke vergelijking een
(dubbele) wortel t = O heeft (met bijbehorende oplossingen e * = 1
en xe " = x). We verhogen daacom de graad van het te zoeken poly-
noom met twee (vgl. ook VI.16.vb.3): |

probeer y = x2(ax2+ bx + ¢) = ax*+ bx>+ cx? (2).

Opmerking 1.

" Heu is duidelijk dat een eventueel "reststuk" dx + e in {2) niet inte-

ressant zou zijn, daar dit reeds in (1) voorkomt.

(,)

We vinden: y' = hax’+ 3bx?+ 2cx, y = 12 ax?+ b6bx + 2c en zo door-

gaande vinden we y(s) = (; substitutie in de inhomogene vergelijking
levert

12 ax2+ 6bx + 2¢ = 6x2- 6x + 1

dus 12a = 6, 6b = =6, 2¢ =1 o0of a =%, b = -1, ¢ = %, zodat een op-

lossing van de inhomogene vergeliking is
Txbh- x4 Fx2,

I.v.m. (1) wordt de oplossing van de gegeven vergelijking dan

, -x e(%d—%i‘f})‘x \ o o (F-3IV3)-x (3)

y = bxbe x3+ Ex2+ A+ puxX + ve  +p

(Ayps vyp,0 eventueel complex).

w

in nu opletten:

1. Als u denkt nu klaar te zijn, verrekent u zich lelik, want gevraagd
~-rden niet alle oplossingen, maar alle reele oplossingen van de

geg: - diff. vergelilking.

2. Als u denal «laar = a0 e T opa Yiidalile csrmald te hebben
dat A, », v, p en o slechts reeel mogen zijn, dan zit u er ook
naast: niet alleen deze constanten, maar ook de in {(3) voorkomen-

de functies oefenen invloed uit op het al of niet reeel zijn van

(37 (zie opmes 3).
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Conclusie: we moeten nagaan welke functieg in (3) complexe waarden
kunnen aannemen (de variabele x wordt steeds reeel ondersteld).

De functies x%, x?, x2, 1, x, e zijn steeds reéel; door A s en v
fegel te kiezen leveren de esrste zes termen in (3) dus een reele
bijdrage. Voor de laatste twee termen schrijven we

. JEX FxiV3 ged X -¥xiV3

il
It

pe%x(COS%X‘J-B + isindxV3) + oe%x(cos-}x\f} -i sin%xf})

= Q%X{(p+c)cos%xf3 +’i(p;o)sin%xf3] (4).

Opmerking 2..

Gebruikt is hier de gegeneraliseerde formule van Euler: e> 37 =

= ¢*(cos y + i sin y) (zie VI.S5); vervolgens is gesplitst in resel

en imaginair deel.

1 @
. x
De functies e

, ¢08 3 xV3 en sin+xV3 zijn steeds resel. Zorgén we
er dus voor datp+ ¢ en i{p-o) reeel zijn, dan zijn we klaar. Noem
daarom p+og=a, ilp-0) =8 (5), dan worden i.v.m. (3) alle reéle

oplossingen van de gegeven vergelijking gegeven door
Y= % x% x3+ § x%+ A+pux +ve ¥ 4 e%x(acos%x\f}’a + BsinixV3)

wadrin nu voor A, ik, V,aen B reele getallen gesubstitueerd moeten

worden.

Opmerking 3.

Ga na dat bij gegeven reelea en B uit (5) volgt dat p= 3(a-ip),
o= #(a+ ip); omoaen B recel te krijgen moetan we in (3)p en o dus

complex nemen!

Opmerking &,

Zen oplossing van de inhomogene vergeliking vinden we ook als volgt:

y(2)

neem een functie y waarvoor geldt = 6x2- 6x + 1; deze volduoet,

(5)

want nu is y = O. Door tweemaal integreren vinden we y' = 2x3~ 3x24
+ X+ Dy ¥ =3dx"- x> +x2+ px + q (p en q willekeurige constanfen);

neem p = q = 0, dan vinden we juist de boven vermelde oplossing.
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. 5 .
93, a) De karakteristieke vergelijking luidt t + 2t + 1 = O, (t+1) = O dus

t = =1. De algemene oplossing van de homogene vergelijking is dus
is2

re <+ pxe—x (1)
(zie VI.14 § 6) waarinXen p (eventueel complexe) getallei .ocrstel-
len. ‘
de zoeken nu één oplossing van de inhomogene vergelijking. In het
rechterlid van de vergelilking komen twee termen voor; voor de term
e* proberen we iets van de vorn ae®. De term e * komt ook in de op-
lossing (1) van de homogene vergelijking voor, dus kunnen we niet
iets van de vorm be proberen, zelfs niet iets van de vorm bxe
{ook deze term komt al in (1) voor), maar wel iets van de vorm bxze-x
{dus be-x,xa , aangezien t = -1 een tweevoudige wortel van de karak-
teristieke vergelijking is; vergelik vraagstuk 52).

2 - 2
de proberen dus y = ae¥ + bx e © ; y' = aeX + 2bxe~X - bx e”¥ ;

J" = ae® ¥ 2be X - hbxe ™ + bx e”*. Substitutie in de vergelijking
X

levert hae® + 2be X = ¥ + ™, dus a = 1/4%, b = 1/2.

De zlgemene oplossing van de differentiaalvergelijking is dus

. 2 . - -
y = %l,ex.p +x e X + Ae X . pLxe X, (23
X, e7* X -x
b) #e hebben : COthx = ———— = 4 e+ % e (VI.21) en dus is i.v.m.
2

(2):
-y(x) - +coshx = 1/213e-x + (h- 1/4)e‘x+pxe-x.

Nu weten wé: lim xE = O voor alle reele p [(zie VII.22) en dus
K= 00 B

bl . -X . -
lim x%e - 0, 1lim xe =0, 1lim e = 0, zodat

Koy 0 H a0 X 00

1im{y(x) ~4cos h x]} = O.
X = '

94, Opm. 1. Voora!l merken we op dat de gegeven vergelijking van de zesde

graad is en céus zes (eventueel samenvallende) wortels heeft,
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We zien onmiddellijk (ziet U het ook ?) dat de gegeven vergelijking een

vergelifjking in z° is; stellen we 23 = w, dan ontstaat

2TVL_8

wa- 2w + 2 = 0 dus w=-—-——-2-—=1ti; wy= 1+1, wag 1=-1.

We moeten nu z oplossen uit z°= w (1) met w = w; of w = w,.(1) is een
binomiaal vergelijking (zie VI.8); om deze op te lossen moeten we In] en
arg w kennen (noem arg wyi= 9,, arg w,= 9,0,

Cpm, 2, Algemeen vinden we, als z = a +ib, fzf uit lzl = Va%+ b? en arg z =

¢ uit a = ]z‘ cos 9, b = ]_zlsin ¢ (dus ook: tang = E) (vi.2).

T
Hier is I'wilza V1+1 = \/2, tan @, = % = 1 dis $= E + 2kn of = - % + 2kn .

Uit 1 = V2cosp, blijkt:p, = 7 + 2kn (zie ook een tekening!).|w| = V&1 = V3,

tan ?,= -1 dus

q)z = - "E + 2kn of = % + 2kn H uit 1 = \/_acoscpzblj‘jkt:
o T
?@; P, =-T0* 2k,
L Dus is (zie VI.8):

1) Als w = wy= 1 + i:

‘zal-:]zal:lwl:\fa dus Jz, =\6/-2; arg .z3 =3argz-—:argw=£+2m
1 L

1
7l 2kn . . .
dus arg = 2t 3~ en we vinden 3 verschillende wortels, n.l. voor

H

k = 0,1,2:
z, met IZ:LI = \6/2’ arg z, = “1‘% .
z, met '22,=\6/~2,argz2=-{t—2+-‘-23—n-=gn,
. c )
z, met ,z5,=\/_2, arg zazzlﬂg-r%:e]-%ﬂ.

(ga na dat we voor k = 3 weer-z; vinden 1.

2) Als w = Wwo= 1 - i:

IZJI =\6/'2’ arg z :-%+%{Edus we vinden




~

5 n
z, met lzél = y/é, arg z, = = 335 .
6/ n o Zn 7
J 2z, met lzsl = ‘\ 2, arg Zge= = 35+ j; =33 m,
: ' 6/ n bn . 5
Jze met stl = \/_2, arg zg :—1—2+?:Lpﬂ.

Het tekenen van de bceldpunten van de & wortels levert nu geen moeilijl-
heden op aangezien modulus en argument van allie wortels gegeven zin

(zie opm. 4). 7

Opm. 3. Ga na dat Z; = 24, Zp = 2g , By = 2, ; dat met elke wortel z

ook z een wortel moet 2zijn volgi uit de laatste stelling op VI.7.

Opm. 4. Ga na dat de beeldpunten van alle wortels liggen op esen cirkel

met straal éré, péarsgewﬁs gespiegeld t.o.v. de reele as (denk aan oprm.3!}

terwijl z zZ, en z

10 Zgy 23 2 2

z,. twee gelijkzijdige ariehoeken vormen.

57 g
Opm. 5. Hen iets andere oplossing loopt als volgt: door kwadraatafsplit-
Ti+2kn

sen ontstaat (za— 1fg1 = 0, (zaa 1)2= -1 = e 1+ .

s %%—+kni 5 E% +kni 5 %%

z -1 =c¢e s 2= 1 + e , dus voor k = 0: 2= 1 + e =
§ i
& =1+ 1, voor k = 1: 2221 + @ e = 1 - i; zie nu verder bovenstaande
3 :
’ oplossing.

S -2+/u-8

De karakteristieke vergelijking is tP+ 2t + 2 = 0, t = “—“Eﬂ-H—m= -1t4;

de algemene oplossing van de homogene vergelijking is dus (VI.th.§ 6):

Ae(~1+i)x . ue(-Wni)x (1)

(XA en B zijn {(eventueel complexe) getallen).

Vervolgens zoeken we &één oplossing van de inhgmogene vergelilking. In
het rechterlid van de vergelijking komen twee termen, n.l. xe® en -X,
voor. Voor de term xe™ ( = lineaire vorm maal ex) proberen we lets van
de vorm (ax + b)e® (weer lineaire vorm maal e™; denk'é;‘ﬁm'dat de’ 1i-1
neaire vorm ﬁﬁ'ookxeen constante kan bevattenl); voor‘de term - X (li-

neaire vorm). proberen we iets van de verm cx + d (weer lineaire veorm,

nu met constante; natuurlijk noemt U deze vorm niet ax + b, want s let-

ters a en b zijn al gebruikt). We proveren dus

vz (ax + ble® v+ ex + d, y' = (ax + a + bl + ¢, ¥y = .ax + 2a + ble .




Substitutie in de vergelijking geeft

X

5axex-+(4a + 5Sble™ + 2¢x + 2¢c + 24 = xe” - x dus 5a = 1, 4a + 5b = O,
: 4 )
2c = =1, 2¢ + 24 = C waaruit volgt a =-§ y b = - é% s C = =% d = £,

zodat de algemene oplossing van de differentiaalvergelilking in verdand

met (1) luidt:

y = (%}c— é%)ex -Ix+ + + Ae(_1+ib& pe(-1+i)x (22}

(A, p{eventueel complexe) getallen).

Denk er om: U bent nog niet klaar! Gevraagd worden immers alle ggélg
oplossingen. Het is nu niet voldoende in (2)X en y,reéel te nemen (zie
vraagstuk 92). fen nadere analyse leert (als in vraagstuk 92) dat slechts
de termen uit (1) complexe waarden kunﬁen opleveren; we schrijven daarom
(1) in de vorm

-X ix T =X -ix
Ae T, e + pe 7. e =

=X . . . .
e "(Acos x »- iA sin x + pcos x - ip sin x) =

W)sin x . (3)

e *[(A +p)dcos x + 1(A

Door, als in vraagstuk 92, A+ p =& en i(A ~-p) =P te stellen en nu
voor « en B slechts reele waarden toe te lateg, krijgen we alle reele

functies van de vorm (3).

‘Alle reecle oplossingen van de differentiaalvergelijking ziin dus

y o= (';—x-—!-t-) ex-%x+%+e_x {a cos x + B sin x)

25 :

waarin @ en B . recle getallen voorstellen.




96, We brengen onder één noemer:

l.?..%_f—ll(z% of l_z_'l?'__:t_:l-.-l-<2%.

1z}
Nu is 2z = |z|?2(zie voor de gebruilt- eigenschappen: VI.7.3 1},
|zj2+ 1 is reeel en positief, dus schrijven we

z |2+ 1
et oy

Dit is een gewcne (reele) ongelijkheid met als onbekende {z] ;

_oplossen levert:

2lz}?- 5|z|¥ 2

L2} of(lzl- 2)(2]z] -~ 1)
21z

[z |

<0 <0

waaruit {let op de nocemer, dus |z # O !): 3< |z| <2, Dus: precies

E dié.pomplexe getallen z voldoen waarvoor geldt 4#<|z| <2; dit zijn
; -dg complexe getallen waarvan de beeldpunten in het complexé viak

liggen in de ring, begremsd door de cirkels die de oorsprong als

middelpunt hebben en als stralen 7 en 2 (maak zelf een tekening);
i de cirkels zelf doen niet mee.

Opm. Het is ook mogelijk direct z = rei(p (VI}5a.4) te schrijven; dan

en we krijgen dan:

1o 1 ~igng (mie 1i¢2 12 (44
lrg + e <21, le ‘]Jr~+r|< < endusr + 2<% (zie verder

boven) aangezien le™ %] = 1 (VI.4.§ 2) enr + % > 0,
97. &) We lossen eerst de homogene vergelijling

y'M o~y s 2y =0

op door substitutie van ¥y = etx (t constant). Dit levert:

(83 24 2)e™ = 0,
. tx
of, aangezien e = ¥ O:

t?« t24+ 2 = 0, de karakteristieke vergelijking.
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t2- t2+4 2 = (£+1){t¥~ 2t + 2) = O heeft als oplossingen:
ti= = 1, t,y= 1% i, dus de homogene differentiaalvergelijking
heeft als algemene oplossing:

-X (1+i)x Vieilox
+pe + ge g

waarbij A, p en o willekeurige {(complexe)} constante coefficienten
zijn. De algemene reele oplossing kan verkregen worden door A régel,
p en g als elkaars complex geconjugeerde te kiezen. Deze oplossing

krijgt dan de veorm

-X X X _.
Y =Ae +pe cos X + ve sin x

(Ayps v willekeurig, reeel, constant).

b) Als particuliere oplossing van de niet homogene vergelijking proberen

we de vorm:

Tore W oo SiERD

' X -X_,
¥ = Ae "cos x + Be "sin x

Coefficienten-overzicht:

e Fcos x e *sin x
Yy A B
v B-4 . - A-B
" - 2B 2 A
yro 2 A+ 2B 2B-24
y'" -y + 2y 4L A + 4 B b B - 4 4

Dus y'" - y" + 2y = (4 A + 4 B)e “cos x + (4 B - 4 Ade %sin x.
Het gevraagde rechterlid wordt verkregen, wanneer LA + 4B = 1,

1
LB - 4A = O, dus als A = B = T - Een partieuliere oplossing van

onze vergelijking is dus: y = % e * (cos x + sin x) en gde algemene

; reele oplossing luidt:
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- X . 1 -x .
¥y = Ae X+ e (pn cosx+v51nx)+ge (cosx + sinx)

(A,8,v constant, reeel).

98, y = e’ levert als karakteristicke vergelijking (zie de toelich-
ting bij 97 a): t*+ t2+ 1 = 0.

Als vierkantsvergelijking in t? heeft deze vergelijking als oplossingen:

+2/3ni(+ 2kni)

t2 = - 3 X 3iV3 = e (k = 0,1)
Mea.W. ~
t, =e‘l/3n::. ' t2:e1/3n1+111=_e1/3n1'
- . . .. -1 .
¢, = e1/3n1 , t, = e‘VBnl+n}= - e /3n1.

In reecel en imaginair deel uitgeschreven:

b, =¥+ 31V3 ty = =% - 3iV3,

t

[}
il

s =% - 3iV3, by =~ %+ 3iV3 .

De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking luidt dus:

g = e VI L GretaVEIx | G-3aV3)x | (3 V 30k

' (Ayp,p, o constant, complex).

De algemene reele oplossing verkrijgt men door A = p en p= 0 te

kiezen. Zii heeft de vorm:

Sl

. | . -+ x W . !
Yy = e?Ma cosxV3+ 8 sinlxV3) + e (y cosxV3 + & sin/xV3)
T 2 : 2 &

(a,y,P,yY, b constant, reesel).
Opmerking: Daar t*+ t2+ 1 = (té- 1)/(¥ - 1) zijn de cplossingen van
de karakteristieke vergelijking gelijk aan de oplossingen ¥ * 1 van

de binominaalvergelijking t®= 1. (vergelijk blz. VI.8).




93, a) De Romogene differentiaalvergelijking laat zich door substitutie

van y = etx herleiden tot de karakteristieke vergelijking:

t? - t2= 0 met als oplossingen t = O (dubbel), t, = 1.
1

2 ,
De algemene oplossing van de homogene differenticclverg:lijking
is dus

y = (A +ux).e’ & Ve’l'x =A+ BX + ver,

b) Als particuliere oplossing van de niet homogene differentiaa’ -

- vergelitjking moeten we proberen:
¥y = Ax?+ Bx?

omdat A + p x oplossing van de honmogene vergelﬁking is en het

rechterlid gelijk is aan 1.x + O, dus twee coefficienten ter
bepaling vereist.

Dit levert: y" = 24 + 6Bx, y'" = 6B, y'" ~ y" =
= - 6Bx++ (6B -“EA) = X, wanneer B = - % , A

De particuliere oplossing is dus:

¥y = - %:ﬂ - %ux3. De algemene oplossing van de niet homogene

differentiaalvergelijking wordt hiermee

y:?\+ux-%x2-—%x’+vex.

¢) Tenslotte moeten we onze oplossing aan de drie bijvoorwaarden
L]
laten voldoen:
7. y(0) =a+w =0

27, y'"0) = {(p-x-23x2+ vex)x;

3%, y(0) = (-1-x+ vex)x=0 = -4y = O

Derhalveiv = 1, 4 = = 1, A = -~ 1 waarmee we als oplossing
gevonden hebben:

¥y==1=x=- %xz - %-x3+ e*.
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Daar |z,| = Iel¢l= 1, tekenen we z, op de eenheidscirkel,

argument gemeten in positieve zin van de positieve recle
. (E o+

as af. 2z, = iet? = el(2 ) ligt.ook op de eenheidscirkel,

maar % radialen verder dan z, . (vgl., VI § 2.3).

z +1

arg E?E% Eestaat, mits g?:; bestaat en niet nul is.{(vgl.
VI, § 1 opm.).

Dit wil zeggen:

1°, z,+ 1 #0, dus Z# -1, e#n

2, z,+ 1 # 0, dusza‘;f-’l,tp;é-g.

Behoudens in gencemde uitzonderingsgevallen, geldt.

z,+7
2 - arg(z,+1)~ arg(z, +1)
arg 2,41 " arglz,+1}~- arglz, +
z,+1 = zz-(-1) is de vrije vector van -1 naar z,, 2z;+1 die van

-1 naar z,. Daar in een cirkel een omtrekshoek gelijk is aan

de helft van de opgespannen boog, is dus:

voor --1t<(\o<'7§t {en dus(pi—%;(n ): A:%_
voor %<(w<‘n (en dus ¢ + % >n): A= - %% .

. . 4 . .
Zy+ Z,= eTP(141) = ™ .W2 ™ V2 el(E * q). Dus

Re(z,+ z,) = fZ.cos(E + @), In het interval -n < ¢gn vinden

. iy : T .
we hiervoor vrije extremen, als T + ¢ =0 (maximum} en als

% +¢ = n (minimum), waar de cosinus resp. gelijk is aan 1 en
~1. Dus:

@ = - E Re(z,+ z,) = V2 max,

¢ = %% Re(z,+ z,) = =V min.

Als functie van ¢ beschouwd, heeft f2cos(ﬁ + ¢ ) ook nog een




[y
1

1 .
randmaximum, als ¢ = m . Dit bedraagt V2.~ +V2 = - 1.
101. Van A naar B is z = = i log 2 + x (O éxsg J.
_ (i 1en 5 i o L -
Dus eiZ = el( i log 2 + x) . Jrog 2 ix g e¢x: Gevols: iz

heeft hier constante modulus 2, en argument teenemend van O toi
n ' . . ‘s . -
R De baan is dus de in positieve zin beschreven cirk=_ me:

straal 2 om het punt O, tussen de voerstralen¢= 0 eny=

N A

Van B naar C is z = %n + iy (= log 2<y< log 2) m.a.w,

. L1 . 1.
iz ilzn + iy) =ni -y
6 6 e
e = e = e . .

Hier is arg z constant ( = %-n), en neemt |z} af van e-;-log 2)

e-(log 2) = 3.

tot De baan is dus het rechte lijnstuk langs de

voerstraal ¢ = % » beschreven vanaf r = 2 tot r = ¥ (poolcoordi=
naten),

Van C naar D is z = x + i log 2 (%1:>x:>o) otz el(x+1 log 2) _

e-log;% e %-elx. De baan is weer een cirkelboog nmet straal

+ om O negatief doorlopen van ¢ = % tot ¢ = C.

Van D naar A is z = iy (log 22y >~ log 2) e = e = e V;

Het stuk reele as van e—log 2. =

102. We zoeken eerst de oplossingen van de homogene vergelijking
y"+ by =o0. .
De bvijbehorende karakteristieke vergelijking is t2+ & = O met als

wortels t,= 2i, t,= - 2i. De algemene oplossing van de homogene

vergelifking is c¢,c0s 2x + ¢,sin 2x.

Het rechterlid van de inhomogene vergelijking is 4 sin 2x. Het
heeft geen zin A sin 2x als oplossing te proueren daar dit een op-

lossing van de homogene vergelijking is.
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0k,

ey Mg e

105.
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Probeer y = x {(Acos2x + Bsin2x). Dan is y" + 4y = = LAsin2x + BBcos2x.

Kies dus A = - s B = 0.

[0 o]

Xcos82x + ¢,co082: ! 2,sin2x.

Oplossing: y = = 2

cof=

Volgens VI § 2 is iezj = e* waarin x het redle deel van z is. De

ongelijkheid gaat over in:
x + 1€ Vx4 y2,

Hieruit velgt: xg - 1 of (x+1)2$ x4 yz. Wle moeten dus de getallen
z hebben met Re z£ ~ 1 en die met f} 2x+1. Samen vormen deze het
deel van het complexe vlak "buiten" de parabool met vergelijking

y2= 2x + 1.

a) De karakteristieke vergelijking van de homogene differentiaalver-
gelijking is t°- t%+ t - 1 = 0. Dat is (t-=1)(t%+ 1) = O. De wortels
zijn ty= 1, t,= i, t3= - i. Het heeft geen zin als bijzondere oplos-
sing Aeix te proberen daar dit een oplossing van de homogene ver-
gélhking is. Probeer Axeix. We vinden A = iﬁ;j

- L i-1 dix X ix -ix
Algemene oplossing: y = L, Xxe + Cqe + c,e” + cge .

b) Daaf-het rechterlid niet reeel is, is het linkerlid ook niet recel.

Er 2ijn dus geen reele oplossingen.

Zerste oplossing:

2 bx-2i -
Uit z = x + 1 volgt w = u + iv = 2 - = ~ = x221 . We elimineren
: Do~i Px+i Lx? 41 ——mekeiso SO
. L x -2 -
nu x uit u = P en v = 3 om de vergelijking van de baan van
' hx® +1 bx e

w te vinden.
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We vinden achtereenvolgens:

2

. - L 2 : -
bx24 1 = =2 ;- 2= 2x E; +1=4x*+ 1 dus -1 = =2 .
v v v . v2 v

of u’+ (v+1)= 1. Dit is de vergelijking van de cirkel met middel=-
punt (6,—1) en straal 1. Als.x van -® tot +% varieert ‘doorloopt w
deze cirkel:in'positieve zin van O tot O. Voor geen enkele z is w = Q.
Dit punt behoorf dus niet bij de "baan'. ;m.ﬁ is extreem voor gnyﬁ =-2,

dat is als z = O, Dit is ook te zien aan de uitdrukking v = =2 .

Lx? 41

Tweede bplossing: .

Uit z = x +1, w= volgt:

22=1

- |1 + 2 x i _./1 + bx? ’
o + 3] = 2 x + il T N x4 T

doew.z. w doorloopt een cirkel met straal 1 en middelpunt -1i.

Als we t als constante opvatten, heeft de-differéntiaalvergelﬁking
de_vorm‘ f" - 2f' + £ = sin t = "constant". .

De karakteristieke vergelijking is tz- 2t + 1 = 0 en dus is de algemene
ﬁplossing van de homogene vergelijking:

(eq+ cpx)e™ waarin we onder "constanten" verstaan: grootheden die niet
van x afhangen. We zien zo een bijzondere oplossing nl. f = sin t. De

algemene oplossing is dus

Fix,t) = {e.{t) + xczﬂ;)}ex + sin t.

W=e  ~eZenz=log 2 + i.y, ¥ reeel.

we=u+iva=2ed e Y

1

3/2.cos y + i.5/2.8in y.




. 2 2
Uit cos®y + sin®y = 1 volgt (% u)” o+ (éwr) = 1.
2

De "baan" van w is een ellips met halve assen % en 5 .

108. y" - y!M L y' vy = 2 sin x heeft als bijzondere oplossing y = sin X.
4 3 .
De karakteristieke vergelijking is t - t - t + 1 = O met oplossingen
ty= te= 1, t3,4= - 5 % %i\[}. De gezoclhte reele oplossingern zijn dus

1
-¥X, . . .
(A + Bx)e® + e ?C sindxV 3 + Dcos%x\f}) + sin x.

y

109, u = —RIOEDB ., 4o positief (n >1),
n 4 2 n
n - 4n%+ 1

X 2
Nu is log n<nj en 4nk4n? voor n>2,

n

X Dus u S ———— = < yoor n>2.

Ly n 4 4 4 2

i n-=-n n

: 1 .

v, = TZ is de algemene term van een convergente reeks (zie VII.4).
: n

: Vanaf zeker rangnummer (n=3) is un<2vn. Volgens de vergelijkings-

stelling voor reeksen met positieve termen (zie VII.3) is dus ook

R S

de reeks Z u, convergent.
Opm. Men kan ock als volgt te werk gaan:

2 &

n 4 n 2
un< <z =2z .71 < ==5 vanaf zeker rangnummer.
n-4n"+ 1 n no- 4 + oz 0
n?
(door 1lim ——————— = 1 is de breuk vanaf, zeker rangnummer < 2).

ooal{. A
n- n - +';-é

110. Zie voor de reeks ontwikkelingen: VII.20; VII.21 vb, 7.

We vervangen 4 sin? 4+x door 2(71~cos x). Dit is niet noodzakelijk,

2

maar werkt sneller. De reeksontwikkeling voor V 1+4x vinden we uit

. m
die van (1+u) met m = ¢+ en u = X .

We nemen niét meer termen mee dan nodig is. We krijgen:




- 92 -

(x%- & x84 ,..0=2(1 ~ 1 + N -%jx4+ o)
L: lim 3 2 2 =
x46(1+1x2+—1—x4+...)-(1+—-x2- 1xq+ ees)
2 2h 2 8
y ‘.
— x .o
. 12 _ 1
1im p =3 .

111, die VII g 1.
" Opmerking: Vaak worden de volgende foute antwoorden gegeven:
1) Hen reeks is convergent als hij een som heeft. Onzin! Wat is Ysom!?
2) Een reeks is convergent als de limiet van de "som'" bestaat.
Welke som? Men bedoelt: als de limiet wvan sn bestaat, waarin

s, de som van de termen met rangnummer £ n voorstelt.

Over de '"som" van een reeks kan men pas praten als men al weet

dat de reeks convergent is.

log(1+x)-log{1-x)

b

112. log %iﬁ

%2 x3 2 %3
= (x = >t 5 - vee) + (x + T o)
3 5 [=+] Zn=1
=2x+ =+ E 4. 00)=2 % .
3 5 n=1 2n=-1
DR I Vi 1 1
log 2 = log 373/5 = 2 %1 2a-1 ° 32n=1

De rest na 2 termen vergelijken we met een meetkundige reeks:

S 1 10 1 K 1 1

A
2 = . < 2= z = 2=. = < .
g 20-1 " 2] 5 =5 gen-d 5°3g 540 500

, . 1
Als benadering voor log 2 vinden we 2(3 + Eqﬂ =~ 0,69.
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De vraag naar convergentie of divergentie van de reeéks, is de

N
vraag naar het bestaan van de volgende limiet: lim 2 arcsin(1-cos%)
N—nm n="

{zie VII 8 1). Helaés is deze limiet =zo ingewikkeld dat men de
vraag néar zijn bestaan nietrdirect:kan beantwoorden. Men is daar-
oﬁ gedwongen convergentie of divergentie van de reeks te onder-
zoeken, net de criterig.dié in hoofdétuk VII behandeld worden.
Allereerst moet men nu weten of de termen. alle positief (eventueel
alle negatief, zie opn;erking 1) zijn, of dat zowel positieve als
negatigvertermen voorkomen. Nu is voor natuurlijke n, O<cos %<:1.
n

1
0‘1(1-cosz)‘:1, 0‘:arcsin(1-cos%)< 5 - {zie definitie arcsin in

Ig§2I).

‘De te onderzoeken reeks heeft dus uitsluitend positie#e termen.

Zie VII §.2. De criteria van Cauchy (blz;VII 5} en d'Alemhert
(blz.VII 6) zijn slecht te gebruiken, omdat de daa;in voorkomende
limieten 1astig zijn. We zoeken nu een reeks, waarvan bekeﬁd is of
hij convergeert of divergeert, en die zo is dat de vergelijkings-
stelling (blz.VII 3) toepasbaar is. Wat we dus zoeken is}
6fwel een reeks ? v met positieve termen die cbnvergeert en
waarvoor cvn;;arzgln(1-cos%) is voor n >N, voor zekere N, (uiter-
&wchOh.

_ oo
ofwel een reeks §1wn met positieve termen die divergeert en waarvoor
voor zekere natuﬂ;lijke Menc >0 geldt cwns.arcsinﬁ-cos%) als n M,
Lukt het zo'n reeks I v, dan ﬁel zo'n reeks I w_ te vinden, dan
volgt uit de vergelﬁkingsstelling dat Z arcsin(1-cos%) convergéerf

dan wel divergeert. Als vergelijkingsreeksen staan de standaardreeksen

van blz. VIL 4 ter beschikking. Nu volgt uit

1 = 1i'.m ;ﬁ—y = lim -559-%“—1, (y=sin x) (I § & D) dat een getal
y o "x ) o '

arcsin Xx.

” <2, arcsin x< 2x.

h bestaat zodat uit O<x <h volgt
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Uit im (1-cos %) = 0 volgt dat er bij h een getal N, te vinden is zo- .
n =

1 \ , -, . 1
dat voor n =N, 0 < 1-cos = < h is. Voor n = N; is dan arcsin{1-cos ;)<

< 2(1-cos %). Analoog volgt uit 1lim 1322%—5 =3 (I §4 D), dat er

. _ x {0 x ' '
een'N, bestaat zodat voor n = N 1-ccz % - :% . Veor n & ¥ . zzx{l,N;)
is nu | ; ’ 5 )

arc sin{1-cos =) < 2(1-cos =)< S5 .
n n n

® 2 . . 1
Omdat © =¥ (blz.VII-4) convergeert en =z =2 arcsin(1-cos E) convergeert

n=1 '

de te onderzoeken reeks.

oo -
Cpmerking 1. Heeft men een reeks I u met louter negatieve termen, dan .
. B n=1 (=] . : -
kan men de stellingen van VII § 2 toepassen op £ (~un). De reeksen I u

n=1 n=1

. oo .
en Y% (-un) zijn of beide convergent (met sommen S en -3) of beide diver-

n=1
gent.
Bewij ' z (-u) 3
ewijs: -u = - u_.
. ‘ n="1 o n=t °

OEmerkiné 2. De vergelijkingsstelling geldt alleen voor reeksen ﬁet posi~
tiéve termen, Uit I L divergent en Cwn Brun volgt Eiﬁﬁé voor I u 4 even-
min uit z v conVBrgent en éﬁnfs u . De stelling is alleen goed als.d > (@ is.
GQmerkihg 3. 1-cos % = 2sinaé% leidt ot een analoge oplossing.
Opmerking‘Q. In onze oﬁlossing wofdt de reeks met termen arcsin.ﬁ—cos % ]
via enkele fussenstappen vergeleken met de reesks I é% . Dit kuan men ook
combineren en'wel als volgt.

.

We willen constateren dat de termen van de twee reeksén "even snel tot O

naderen', d.ﬁ}z. dat-hun gquotienten een limiet # O hebben. De oplossing

' 'arcSin[EsinziL].n .
luidt: 2 1 2 e 2n 24
1im n“arcsin{1-cos ;:]: lim n ] 2sin 55 °
n-s» ' _ : n— o 2sin 5o ‘ .
: 2n
i in2 L in a2
arcsin[2sin 2n] sin 5=
= i - " e e— - 1 .
%-n%fg " [2sin® L ] r?i?“> (;L :
: 2n : 2n

Dus is voor. zekere N en alle n > N:

n®arcsin{1-cos %] <1 dus 0 < arcsin [1~cos %] < fy .
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oo .
a) Noemt men e? = ¢ , dan blijkt dat men de machtreeks I n £ moet on-
a=1
derzocken.(zie VII § 7). Bekijkt men Zn [C[" dan blgkt (verg. VII § 4)

o s (n+1)‘cln+1 i |
*  bijv. met d'Alembert (blz. VII.&) ( lim = |G| )} of Cauchy

no <« nlC{n

(blz., VII.5) limf& nICI :]CI dat deze reeks convergeert als ’C[ % 1.

Ne=p 05
Als |C] 2 1 divergeert de reeks want dan n]C'nﬂ co als noswoo .

(]
Op grond van de stelling en opmerking op blz. Vil.26 volgt dat T n Cn
: ; ‘ n=1
convergent is ais |G| <1, divergent als |&, »1. (4ls lim u =01is

lim lunl = 0). We vinden dus convergentie als ‘CI: lezI = eRez <1

ez

(zie blz. VIs«5) divergentie als !C|= o > 1. Dus convergentie indien

Rez < 0 divergentie als Rez = 0.
b} 1s z negatief reeel, dan vinden we de som van de reeks aldus:

o z z
nel% _ ( - enz)-= ( e )v e .

= 2
n="1 n="1 1-e? (1-e?)

oo

Zie VII § % B. (accent: differentiéren naar z).

Een enigszins andere methode: e? = { dan 0 < £ <1 en

| o ©  n- o . ny ¢
; Tnth-t znc“=c(ng ™' - o= - .
’ ne n=1 =1 ) - (1-0)*

(accent: differentiéren naar & ).

-

115, 4ie VII.Z2.
116. Zie aanwijzing.

117. We gebruiken de reeksontwikkelingen van Vil.20 {(voorbeelden: VII.22 e.v.).

3 [ 3 5
- ‘ X X X X
Bekijk eerst de noemer: x-arctanx = X-{x= v = - e e (voor

37 g T TF TS

lx]-<1).,
H.,B, De beperking ]xl‘<1 is geen bezwaar, aangezien toch x 50. De noemer

————

begint met %}cs; ontwikkel nu de teller minstens tot en met derde machten

. i
van X; neem veiligheidshalve ook de eerstvolgende term na x3 mee:

: s 3 Iy
X : 2
XeT = x(m*7;-+ %T-+ %T o) =X e X+ E~ %r veo (voor allef&l&
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3 3 3 Y
sin(x+x2) = ginlx(1+x)] = x(1+x) - x (1) | ee. = XX - %r - %; .os

3!

(voor alle x).
(termen met x5(1+x)5 en hoger geven slechts termen met hogere mache
ten dan x“).

Dus wordt de gevraagde limiet:

3 4 2 3 4
1im (X+X2+Eé-+'}£6—..-)- (x+x—£g'-§'é'-..) .
x o S
- 3 -5
2.3 2 4 2 2 2
: X + TX ... T+ TX ... 5
. i D 3 - 13 > 3 - 2
imodx - iw .. xee 11k 177
3 5 . an 3 5 L I 2 3
2 - ‘ oo
‘ 118, Stel —515—;~= w ; de reeks is dan I n(n+1)w", We gaan absolute
; © (2-2) n=1

convergentie ma m.b.v. het kenmerk van d'Alembert (VII.6):

e

b u : n+1
; 1im n+1 (n+1)(n+2)g - lim (1 + g) le = le.
u n{n+1}w n
Nn— n n-— %
En dus:

Voor |w] < 1: absolute convergentie, dus convergentie (zie VII.26). (1)

Voor |w| >1: divergentie, immers: op den dyur is

n+1

u
n

niet tot nul (VII.2, stelling).

>1, dus lun+1{> ]uni. dus de termen naderen

Voor |lwl| = 1: nader onderzoeken, Nu is lunl = n{n+1), dus geldt niet

lim luni = 04 dus divergentie.

1~ oo

I.v.m. (1) lossen we z op uit

Zi+Z

(2-2)

< 1.
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In het algemeen bestaan hiervoor % methoden:
1°, Substitutie van z = re> %
2 . Substitutie van z = x + iy.

3, Directe berekening zonder substitutie (zie bijv. VI.&%, vh
6 t/m 9). |

We gebruiken hier methode 2%

z =x + iy, z = x - iy dus

——35-;;< 1
(2iy)

. \ - »
l2x2|<1; x|2<1 X 2
- by

dus [xi<2y?’eny # O=alxl <2y

x 30 geeft y¥> +x.

g x <0 geeft y 2>~ 3x.

E Er is dus convergentie voor die complexe getallen z waarvan het beeld-
| punt valt in het buitengebied van de parabolen y2= %X en y2=-§x, de

rand niet meegeteld (maak zelf een tekening), en divergentie voor alle

andere Zz.

119. Het bewijs verloupt analcog aan dat van de stelling op VII.T2 :
o0

Z anpn is convergent, dus 1lim anpn = 0 (VII.2 stelling), dus vanaf

n=o } n-— o«
»

zekere n (zeg voor n>N) geldt: anpn <1. Nu is voor - p<x<yp (of x| < p):
n e
n, _ n |x | (lxi)
lanx | = ianp s ( o ) < 5 {(voor n>N).

o n
Aangezien {x| <p, is I (-I—XPL) convergent (meetkundige reeks), dus
’ n=o0

co

is ook & Iahxnl convergent (vergelijkingsstelling, VII.3). Hieruit
n=o :

o0
volgt: Voor (x{«<p is = anxn abscluut convergent, dus convergent
n=e

(VII.7?.B).
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or geldt:
Oalsn=0,2,4,..., dus n even. .
x )
sin(n 5 )= Tals n = 1,5,9,... .
dus («3)" ale n = 2k+1
-1 alsn=3,7,11,... '
(k = 0,1,2,5..)a
sin(n =) in(2ke1) & k
. oo :Lnn2 oo sSinl\ldk+ > oo (-1) 1 1 1
dus BT = [k R S A
: n=1 k=0 k=0 : :
(—1)k 4
Nu is 1lim j=——"—1] = 1im —~ = (0, Verder is
2k+1 2k+1
koo K-+
iu = i = 1 < L = lu, |. De absolute waarden van de
k+1 2ﬁk+1)+1 2k+3 2k+1 "% ‘

termen naderen dus monotoon tot nul, terwijl de reeks alternerend
is; hij is dus convergent (VII,9, stelling).

Cpmerking: In het geval dat de som van de reeks ook gevraagd wordt
denken welaan standaardreeks 5) op blz. VII.20. e weten niet of
we hier x = 1 mogen invullen! Gebruik echter opmerking c¢) op blz.

VII.24%. Noem de som van de reeks 5. Dan is:

k
1 1 1 {~1) 1
|S- (1 —g+§-$+ . e +_“2k+'] """"‘2k+3 (a)
k_2k+1 2k+3
‘ x? (-1)"x x 1
|arctan x - (x - EERAEEE BT ) <‘2k4-3 < 2k+3'(b)

Door k voldoende groot te kiezen en X voldoende dieht bij 1;‘§613t‘_

uit (a) en (b) dat [S - arctan 1| willekeurig klein gemaakt kan
worden., Maar |S - arctan 1| is een constante! Dan is dus blijkbaar

5 - arctan 1 = 0 d.w.2., S = 7+ .

T b
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) x(ﬂ-x)-1 =

Bekijk eerst de noemer; gebruik de reeksontwikkelingem op VII.14
en VII.Z2C.

-
1-x

%1 + x + x% X+ X+ ...) = ¢

X + X%+ x4+ x'+ x°... (Ix]<1).

{de beperking x| <1 is geen bezwaar, aangezien toch x D).

Dus e* » cOS x ~ X(‘E--Jtc)_ﬁI =

x* A PN

T+ T— 4+ P ... ) = (1-—+-,:,—._..)-(x+xz+x3+x...1=

-
[
mn
"

z-gx’-x*... Cl1xl <1).

De noemer begint met - 2}:5 + ontwikkel de teller minstens tot en

met de derde machten van x:

(sin hx)2= %(ex- e %) (zie VI.21) =

& 2 3 ? 3
-=E[(1+%+-x—!-+%?...)~(’1-%4»%-3:—!...)]’:
3
= %(Ex-i' 53- ...)2 = x2(1 + %—i ...)2 =
= x2(1 +£3...)=x2+£... (alle x).
3 3 b

Dus log(1+x)- arc tan x + #(sin hx) =

= (x—'§§+x?3-%.~...) - (x-J—cjz--r-x—-—;...) +%(x2+3—:3:...) =
= Bz-x’_- %x"... (lxl <1).

Dus de gevraagde limiet wordt

2,3, _Lx~ 2 _ A, 2
lim -2 12 = lim ——a12 - A
g_ 3 & 2 2 5
X =+ O = b4 - X s X = 0 -6 - X e -
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- oo (_1)1'1 .
122, a) Stel z + 2 = w, dan staat er § ———— (dus w # 0).

n=1 wznn(n+1}

n'® Hln+1)

u
lim n+1‘ - 1im n+2w ni{n+1) - lim : 1 — = - 1 .
n- o n n—+e |w (n+1) {2 2) n- oo lw; {7 q) fwl?
Voor L <1, dus jw| >71 : absolute convergentie, dus convergentie
fwj2
(d'Alembert, VII.6).
1 o .
Voor >1,-dus |w] <1 (voor w = O zijn de termen niet gede-
wl? - |
finieerd): divergentie (vgl. vraagst.118).
Voor L S = 1y4dus [wi| = 1 : nader onderzoeken. Nu is
fwi
1 & . .
iu_ | en & is convergent wegens

nin+1)
n="1

1

1 . . ]
NEYED) <n2 (vergelijkingsstelling, VII.3); de

reeks is dus absoluut convergent, dus convergent.

Er is dus convergentie wvoor €1 of |wj31 (het verboden punt
Iw

w = O valt hier buiten). Uit |[w| > 1 volgt |z2+2] 21; er is dus

convergentie voor die complexe z die voldoen aan |[z+2| 21, en

divergentie voor alle andere z.
b) De beeldpunten van de complexe getallen z die voldoen aan |z+2] 3 1

liggen op of buiten de cirkel met middelpunt -2 en straal 1 (de

rand doet dus mee), aangezien |z+2{ = |z-(-2)}] voorstelt de af-

4 stand van z tot het punt -2. Maak zelf een tekening.
¢) Voor z = i-2 of z+2 = i komt er, met i "= (i%)® = (-1)® :

: 1
_- n=1 nin+1)

&1 8

o A 1
Ela - mAd
n=1

voor de k° partiele som geldt dus

E’“""
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k .

- U 2,3_1 - a_ 1 _ _a
sk'n§1£n rve R SRS B Il SRRl v SR e
‘en dus, als s de som van de reeks voorstelt:

s = lim sk=lim(1-k—_1,]-)=1.
-+ a0 k—+
2 1
Stel -5-(x+ -:E) = y, dan komt er
o B
z n[%(x + %)3n = = ny".
n=1 n=1
Ynet (n+1) n+ 1

2im |[—— | = lim ———x-—~n im (1« =) |yl = |y,

n—+ o un' n— oo ny n -+ oo

dus voor |(y|<1 : absolute convergentie, dus convergentie;

voor |yl >1

e

divergentie (vgl. vraagstuk 118);
voor iy]= 1 : nader onderzoek leert dat nu iunl = n;

hier geldt niet 1lim u,t= 0, dus divergentie.

Il oo

lyl <1 geeft"%(x+ ;‘1)-’<1 of = g<x + %(_

2 -
1 _ ) .
X+;<%_ geeft -(—25—3—)3}}{—-2—)-<0. dus #<x<2 of x<0 (a).
1.5 ‘ (2x+1) (x+2) .
x + 2>% geeft -=——=—"% >0, dus x>0 of -2<x<% (v).

Combinatie van (a) en (b) geeft =2<x<4 of +<x<2 (beknopter:

" ¥< |x|{< 2); voor deze x is de reeks dus convergent, voor alle andere

x divergent (voor x = O zijn de termen zelfs niet gedefinicerd!).

Per def.initié heet een reeks convergent met som 5, als lim s_ = 8§,
waarbij sr'l .de som van de eerste n termen der reeks is (VII § 1).




Hier winden we:
S

o _ = 1384 - -1)" )
s, = la,+ a,) (az-t- a;) + weo + (=1) (an + an+1) = a+ (-1) a4

We zullen bewijzen dat. 1lim “sn =a , dus 5 = a ., Immers lim aﬁ = 0,
n-— o : 1 n—+ o

dus lim |a |= O, aangezien t0-la_li= |0-a_| (vgl.def., Wisx. I,

nN=—co

I § 3 B)., Verder geldt:

) . n
—lah+1'}<(-1) ane1€ 1291

waarin linker- en rechterlid tot nnl naderen, en derhalvs ook het
middelste 1lid als limiet nul heeft (insluitstelling) (n-— ), Hieruit

- . ke n - —
volgt lim s = lim a,+ lim (=1) 8.1 % 2,+0=a.

TL—*c0 n -+ n - o
Opmerking: Omdat over het teken van a, niets gegeven is, mogen we

riet concluderen, dat de reeks alternerend is!

125, a) De beschouwde reeks is een machtreeks met z-2 = w als variabele,

Zjj is absoluut convergent, als

) un+,] ) (Z_Z)2(n+1) n - 2’
lim = lim |[——| , | ————| = |z-z] <1
n+1 -.2n
- e . n n— oo (Z-—Z)

en divergent als dezelfde limiet groter is dan 1. (d'Alembert).
Dus: |2-2z|«1: absolute convergentie; |z-Z| > 1: divergentie.
Het geval {z~2z| = 1 onderzoeken we later.

Door z = x+iy {x,y reeel) te stellen vinden we 1z = x=iy, |z=2 |= |2iy] =

I

2lyl. Het absclute convergentiegebied is dus: |y| <+, dus de strook

-3<y< ¥ in het complexe z-vlak ({Im z|<3)., Het geval |z-z| = 1

levert y =+ 4, z - 2 = * i, Beide substituties seven de reeks
1,3

—3"'4 ...'

-
..1+

hhS] N

die a) alternere-d is en b) termen heeft waarvan de absolute waarden
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monotoon tot nul naderen, dus convergentie.

Het convergentiegebied wordt dus tenslotte de strook -3¢y <7 .

b) In het geval [z-z} <1 hebben we

=y2n FIPRYs o\ 2y1
(z'rzl) = (Zli) = (=1)% —L—-(l‘n ) met lz-z| = |2iyl «1 dus l4y2\41

waarbij bovendien 4y9' reeel is., Derhalve is 5(z) de som van een stan-

daardmachtreeks:
s(z) = - log(1 + 4y?) = = Llog(1 + 4(Im z)?).
Omdat Og4y2<1 volgt hieruit

- log(1+1) < S(z2) g -log 1
of - log 2<s(z)gO.

1 1

Voor z-z = ¥ i was de reeks -1 + 5 - -3- + oe. = 3(21).
Op grond van de stelling op blz. VII 10 is dus
1 1 . 1
! —1+§-g<s(:1)<-1+5

- 2<s(ridg- 3.

RO Y e

Combineren we deze resultaten, dan vinden we in.elk geval
- 1< 8(z)g0

omdat log 2< 1.

126, We gebruiken machtreeksontwikkeling:

De noemer (N):

Xy _ _x _Aexy2_ 1 xyd .1 12 4 3
a) 105(1- 2) —‘ - 3 2(2) 3(2) aee = 2X 8)( 2"+ X - s s
| x/2 x/2
b) arc sin = = l_ ¢ = (1 + 282 222 4% 4 L at =
2 T 2 2.




- Ul -

3 ‘ 5
- d X2, 3.3 X
= X + &15 FEE e e
Beide ontwikkelingen gelden voor l%[‘<1,'dus jx{< 2.
samengevat: N = - %Jf + x}(.;;).

De teller (D)

: X\ X nln=1) . X )
a} (1 - 2) - 1 - T . 2 + ,;.2 (2 ) = e =
X miem 2 X
= 1 - 5+ 3 X e esa |2l< 1
¥ x"
t) - cos X = -1+ ST 3Gt e
¢) x arc cos x = x(g - arc¢ sin x) = %§ - %:{?- .ee lxl <1
" né-m 2 3
Samengevat: T==g—x°+x{...) el <
th-n P 3
g X + X (---) (TIZ TE) 8( ) 2
Dus: L = lim 7 = lim : ; : 82("') o (A
X oor O = §1c2+ x°(...) X =0 e

Opm. D2 arcsin-reeks is ook te verkriijgen met de reeksontwikkeling

var. Maclaurin:
f{x) = arc sin x, f'{x) = (1_x2)‘?' (%) = x{1-x2)-3/2,

£1(x) = (1-x2)732 3x2(1wx2)~5/2.

2 3
Dus arc sin x = £(0) + 35 £'(0) + I= £1(0) +.-’357 £1(0) + ... =
- x + 2 .
- 6 .= L]

De algemene term van de reeks luidt

1 cos #L = 2 “in2§$=
ni -h. [ n -

Deze is dus positief. We gebruiken dus de vergelijkingsstelling,
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129.

- 105 =

dat

bedenkend

s5in L 2 sin? ]
b 2
p 2 o 4. 227 2l

1
(573)2

lim

n— o

Hier: >1 vanaf zekere n,

1 1 .2 1

of: Veor alle voldoend ,rote n is 2 sin2 - > = — ,

B 7 N 7 (2 n) bn
Anderzijds is I Py divergent, dus volgens de vergelijkingsstelling

n=1
onge reeks cveneens.
L)

De te beschouwen reeks is een machtreeks, waarop we het criterium van

d'Alembert kunnen toepassen (denk aan de absolute waarden):

n+
lan+1
lim ———— =
n
n

Absolute convergentie, als

n—boo

I%I =ix[<’|.

Divergentie, als deselfde limiet groter is dan 1, dus [xj > 1. het

TV‘\
kLl

1 zien we dat de limiet van

geval |x} = de absolute waarde van de al-
. n .
gemene term: lim fa x| = 1lim |a_|.1 = % .
n—+ o n n -»co n .

. n . ’
lim a x° £ O,
n - OC

Resumerend vinden we dus convergentle als ~1< x< 1 en divergentie als

Hier kan dus nooit convergentie optreden, ondat

x 21 en als xg - 1.

wWe bepalen met standaardrecksen de reeksontwikkeling van

£f(x) = (1-x) {log(1+x)~ sin x} .

a) (1-xr7

1 1., 1, 1
1= 2x) o ﬁ(—y)(—%)(-x)2+ 3—!(-?(-5)(-%)(-::)%

= 1 4 (,Xl"’-'])

X + %x2+:l%x3+ e e

nof-
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x>

2
b) log(1+x) = x - %{ + - (lx}<1)
. x3
¢) sin x = X - 3T f e
Dus fi{x} = (1 + %J{ + é:{2+ f%-x3+ R Y g %; + x’(% + %) + .f.)
s e dxte G- Dt i, Clxi < 1)

Bedenken we, dat de Maclaurin ontwikkeling van f(x) luidt:

f"(O‘) xf‘f"(O) .

f{x) = £(0) + x £'(0) + x? 5 + 1 ces

dan moeten de coefficienten in beide ontwikkelingen overeenstemmen.

1 1 |
Dus: 37 £'M(0) = § of £(0) = %

De reeks heeft uitsluitend positieve termen. We passen dus de ver-

gelijkingsstelling toe.

arc tan x

Omdat 1im =———=———= = 1 vinden we
x
x =0
arc tan ] P
lim Va = 1
n -+ o l’lp W
arc tan %L
dus  lim ——————5——-51/:1‘1’"} =1 . *)
I -+ co n
We merken op, dat % n—p_% convergeert als p> 4, en divergeert als

n=1

pg %. Dit zal waarschijnlijk dus ook voor onze reeks gelden:
a) p>%
Volgens *) is voor alle voldoend grote n:

arc tan 1
piiital
P

.

< 2. n“p'—7
n

(- -]

pX n-p-%

n=1

was convergent. Onze reeks dus ook.




b) pg?F

Volgens *) is voor alle voldoend grote n:

1
arc tan in 5 -p- 3
P > e 1
n
o -p_‘]_
n§1 n "% was divergent. Onze reeks dus ook.
z="1
De beschouwde reeks is een machtreeks in w = ez"3 . Volgens d'Alembert
hebben we dus absolute convergentie, als
Yn+1 a4 n2 n?
1im = lim R lim |[w] — = jwi<
n-—w n ‘n=-e H{n+s1) W n— = (n+1)
en divergentie, als dezelfde limiet [wi{ >1.
In het geval |w| = 1 geldt voor de algemene term:

n :
iﬂz = ;% , dus is de reeks abscluut en a fartferi gewoon convergent,
n n '
omdat I =5 convergeert. Het convergentiegebied, mitgedrukt in w, is
1 0 z=1
dus: lwlg<1 m.a.w. ez-3 € 1. Om hiervan een indruk te krijgen merken

we op dat voor reele p en q peldt |ep+lq[: lepl.lelq|= P11 = &F

(Wisk.I.VI blz.5).

In ons geval: e

5tellen we z = x + iy, dan is

1

Re 221 - Re (x=1)+ iy _ p, [(x-1)+iy J0(x~3)-iy] _ (x=1)(x-3)+y? _
2=3 (x=30+ 1y (x-3)%+ y° (x-3)%+ y?

(x=2)~ 1 + yz
(x-3)"4 y°

x2w bx. + 3 4+ y?
2 2
(x~3) + ¥y

€0, als £ 0

dus: (x-2)°+ y2€ 1 met (x,y) # (3,0).
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vet convergenbtiegebied s dus een cirkelschiif in het z-viak, middel-

punt 2, straal 1, inclusief rand, behalve het punt 3.

. w N .
132. Noem 2 sin x = y. De reeks I %; ~is absoluut convergent voor |y|< 1
_ . n=1 , : o
met som - log{1-y)...(zie VII.14); Voor |y| >1 is de reeks divergent
. o ‘ ) ‘
(d'Alembert)}. Voor y = 1 is het de reeks I % die -dlvergent is en
a h=1
o { =7
& (-1)

voor y = =1 is het de reeks
’ n="1

die convergent is (VII.%.vb.1).
Samenvattend: De reeks is convergent als
_,-1< 2 sinx < 1, dus als

ng<ﬁ of n<x523 of n xgzn.
[ 5 RS

"
Cpmerking: De som van de reeks is'-log(i—Esinx) voor bovengencenmde

-~

i waarden van X.

f - 133, He passen reeksontwikkeliﬂgen toe:

Voor -alle g is:

o _ o i :

(1+t) = 1 + ot + Eig_ll_tz*__ii_l%éﬁ_él 2 o+ L., voor [t} <1,
2, . by 2 6,3 : .

R e 5?§- + E?g— e voor alle t,

(zie VII,20, 6) en 1)). Verder is:

log(1+t)=sint = = =+ ... . © voor ltl <1..

De gevraagde limjet bestaat als in de reeksontwikkeling van de .
- .

'_teller.de termen met t° en t' ontbreken, dat is als a = al?, dew. 2,

a=0o0f a=1.

£
.
,_
t
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Als @ = O staat er 1lim O = O.
t—~o0
te 3
t "—"'t(--o)
. . (1+t)=-e . 2 .
Als o = 1 is lim - = i 5 Y - 7.
t—= o log(1+t)-sint t > o - g + t (...)

134, Het gaat hier om een reeks met positieve termen. We passen het erie-

terium van d'Alembert toe:.

Yne ) §F+1(n+1)-n_1(n+1)!

lim - = lim = lm 301+ 2)7B 2 25,
: n _-n n e :
- o0 In N ) 3. n . n! 1 - 00
De reeks is dus divergent.
135 .a) Voor n22 isu_ = s - s =1 logn + log n-1 = 1 + log(1- l).
: * n n n-1 n n n
sf
L. b} Voor [x]|<1 geldt:
: . _ L, .
i x + log(1-x) = -« % - X ... en dus is
¢ S
b
lim Eilﬂﬂ%i:ﬁl = = % . Met x = % volgt het gestelde.

X=o0 X
q) Vanaf zeker rangnummer No geldt volgens b:
O<(-un)<-:!; en dus is de reeks gu  convergent (verg.stelling).
. n :

d} De vraag luidt: bestaat 1lim 5, ? Andets gezegd (def.conv,):

Convergeert Zu ? Antwoord: Ja (wolgens c).

136. We géan eerst na voor welke waarden van x de reeks absoluut convergent

: : is. Gebruik hiertoe d'Alembert:
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Lig |$2043) xS0+ (2n)1

. (2n+1) ° 2n+1 ° (2n+2)t
Il 0 ' p-4

= 1.x%.0 = O,

De reeks is absoluut convergent en dus convergent voor alle x.

We noemen de som S(x). Voigens VII § 4 B {stelling) is:

S(x) o (-1)n+1 2n oy (-1)n+1' 2n+11!
= I S——tee (2n4)x" = E S x =
X (2n)! (2n)! \
n=0 n=0
o0 . ! ]
n x
= {-x r (-1 €Y } o= {- xcos x| =
n=0
= - COS X + X Sin X.
Dus:
2,
8(x) = x sin x - x cos x.
28
Voor alle z geldt sin z = z - ET + e .
2 3 4
X . x X X
Als z = e =1 is 2 = x + 57 + Ex + I + ... voor alle x.

2 .
. . . X 4
_We vinden dus sin(e -1) = x + = = 2% ... voor alle X.

Dit kunnen we ook rechtstreeks afleiden m.b.v. de reeks van Maclaﬁrin:

2
sin(e®-1) = £(x) = £(0) + x £'(0) + 37 £'€0) + ...
2 ’ 3 4
X x
= O + x + 57 + 0.3!.- 5-4! P

Met behulp van de reeksontwikkeling van de arctan en log(1+x) vinden

we 1tu

268 Ei )= ( = x & )+ ( x? 5%; )
L= lim 3 X - 3 + ses =X+ 2 + 3 + }+ + eae JH X+ > - > + ses .( -x )4=
4 sln X
X 20 X
. a3 e,
e 1ip 22" o) ( X )4 e
4 *\sin x; 2L 24
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‘

138. We gebruiken de reeksontwikkelingen van VII.Z20:

\3/ T+X = (1+x)1/3: 1 4+ %x_ 19'1(2“'7 %xg;"'
2 ' 2
3% (1 + 1x) (’l+§—)-1 = (1 +1x)(1-—x—'+ ) =
2 3 . 9 = 3 9 " =
9+ .
1 2 3
=1+3‘X-§X--§x+... .

We vinden:

8 3 % )
Lo 13 g,l—x-t-x “en _-""'8__1_6_
Sl AR T S B T 5T
X0 gx+3d.”) _

139. Het bewijs staat op blz. VIII.Z.

140, I. Een normaal van de raakvlakken is (3,4,0), De raakpunten P; en
P, vinden we door de bol (E!E) = 100 - te, snijden met de rechte
x =A(3,4,0) door het middelpunt van de bol.

92% + 1612 = 100, A =12 Bir (6,8,0); By: (-6,-8,0),

Door toepassing van een stelling van blz. VIII. 14 vinden we voor
de vergelikingen van de razkvlakken: 6x + 8y = 100 en -6x - 8y =
= 100 of 3x + 4y = 50 en 3x + 4y = - 50.

'II. Een vlak met (3,4,0) als normaal heeft de vergelijking 3x + by + 5 =
= 0 (blz. VIII.?7). Om de gevraagde raakvlakken te vinden moet men
dus s zo bepalen dat de afstand van het'vlak tot het middelpunt
(0,0,0) van de bol r (= 10) is. Volgens blz. VIII.?7 moet dus

1o

= 10; s = ¥ 50,

141, De bepaling van de vergelijking van een kege) staat beschreven in
VIII. § 6.A.

Een parametervoorstelling van de richtkromme is (A, A+ 1,A"+ 1).

L]
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Voor elke waarde van A is x = (1,1,1) +1:(K-1,?K , A?) dus een

mantellijn (beschrijvende) van de kegel.

Deze kunnen we schrijven als X = 1 + uA - B (1)
Yy = 1 +]J.}\. (2)
2 =1 +§ A2 (3)

Eliminatie van A en 3 uit (1), (2) en (3) levert ons de verge-
lijking van de kegel. Uit (3) en (2) volgt: (z-1)n = pzlz = (y-1)%;
uit (2) en (1) y=x =3 ; dus (z-1)(y-x) = (y-1)?%, of

y2+ XZ -~ yZ2 - X -~ y+1 = 0 is de gevraagde vergelijking.

142, Een willekeurig punt P op de y-as is P(o,a,0) (a willekeurig reeel);

een willekeurig:punt @ op de rechte y = 0, z = 2 is § (b,0,2)

(v willekeurig receel). Een parametervoorstelling van de rechte PQ is
x = (o,a,0) + A(b,-a,2) i

(pérameter‘k ). Deze rechte, met richtingsvector p = (b,-a,2), is

evenwijdig aan het vlak a: x + y = 0 als pHa, d.w.2. als p 1(1,1,0)

((1,1,0) is nl. de normaalvector van a, zie VIII.?), dus als

beT - a.1 + 2.0 = 0 of wel a = b.

1

Alle rechten die voldoen aan de gestelde eisen kunnen we dus geven

door
x = (o,a,0} + A(a,-a,2)

waarin a willekeurig reéel (vast gekozen voor elke rechte) en A een

(reele) parameter is.

Voor een punt (x,y,z) van zo'n rechte geldt dus

‘ x £ Aa

_: Ny:a—?‘\a
{

:t Z = 2\

en eliminatie van A(A = }2) geeft
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H
o
N
Ul

‘ x .
(1), .

Yy = a=-z2zZa
Dit stelt voor de vergelijking van zo'n rechte (gegeven als snijliyjn van
twee vlakken).
Door eliminatie van a vinden we nu de vergélﬁking van de gevraagde

meetkundige plaats, die beschreven wordt door de rachten (1) als we

. .
a laten varieren:

2x I

z 1w 32

of 2x -xz - yz= 0,

Zen willekeurig punt van 1 resp.}n is 3(A,0,%1) resp. R{(C,n,-1), dus

1 emn m nebben parametervoorstellingen:

z = {(0,0,1) + A(1,0,0) resp. x = (0,0,-1) + u(0,1,0), Is P = (x,y,2),

dan is Pg = (A-x, -y, i-z), dus PQ 1 1 (en PQ is de afstand van P tot 1)
2ls A= x = O=3 A= x, dus dan is 4 = (x,0,1) en PQ = d?;f:f?:;TE (vgl. VIII.
3. vo.k).

Zvenzo is PR = (-x,p - y,=1-2z); PR L m (en PR is de afstand van P tot m)
als p -y = Osp=y, dus dan is R = (O,y,-1) en PR =VxP(1+2)%.

Als Py = PR, dan geldt dus
y2+(1-z)2: x%s{1+2)2,

. .2 2 i . .
of x"= y + 4z = 0, hetgeen dc¢ vergelijking vansde gevraagde meetixundige

plaats, een .hyperbolische paraboloide (zadelvlak) is (VIII.17). Maak

. . \ . e .. 2
zelf een schets; de doorsneden met Ze coordinaatvlakken ziin x + bz = 0

s . ‘
(parabool), y =~ U4z = O {parabool) en X - K??:Q (of_x+y = 0 en x-y = O,

2 snijderde rechten).
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14k, Willekéurige punten op 1 resp. m zijn A{o,a,1) resp. B(1,0,b)
(a,b willekeurig). De rechte door A en B heeft parametervoor-

stelling x = (o0,a,1) + Avi,=-a,b~1) (parameter A} of

X = A
(1) y = a-2ia
z = 1 + A{b=1)

Deze rechte moet n snijden, d.w.z. voor 2zekere KS mcet gelden

a.- A a=1
5

1 + A {(b=1) = 0.
53

f o : a=1 _ 1 ' _
Eliminatie van As levert = < oo of b(i-a) = 1. (2)

Alle punten{x,y,z) van de gevraagde mip. voldoen dus aan (1),

waarbij ook voldaan is aan (2). Eliminatie van A, a en bt levert uit

(1):
Y = @ - Xambpa = 7%;
z = 1 4+ x(b=1)=2b = §i§:1

en dit in (2) levert

X+Z-1 leX=y 1

x 1=-x

o

of Xy + X2 + Y2 - x -y ~ 2z + 1 = 0, de vgl., van het gevraagde

oppervlak.

145, Noem het gevraagde vlak a , en de normaalvector van a : n. Dan
is 5.1 P,dus n ligt in het vlak B, opgespannen door a en b

(zie def. vectorproduct VIII.22). Bvenzo is n | g, dus 1

ligt in het vlak Y, opgespannen door b en c.




a, b en ¢ zin onafhankelijk, dus B en ¥y hebben een snijlijn, waarvan
de richtingsvector blijkbaar juist b is. n valt langs deze snijlijn
en is dus een veelvoud van b, zodat we de vergelijking van a kunnen

schrijven als
(b,x) = 0

(zie VIII.4), of, als b = {h,,b,,b5) en x = (x,y,2):

byx + D,¥ + byz = 0.

146, a) De as van wenteling is de 1ijn 1: x = p(1,-1,0).
Het vlak door een willekeurig punt 4 (xo, Yo 0) van K lood-

recht op 2 is dus bepaald door de vergelijkingen

1. - 1.y + 0.2 = 1.xo - 1.yo + 0.2z

0
1
2xoyo =1
-uitgewerkt
(1) X -y =%, =73,
(2) 2x ¥, = 1

De bol door { met middelpunt O (0O ligt namelijk op 1) heeft als
vergelijking

(3) x2e yie 222 X% 4 yg

samen met {(2}.

De vergelijking van § wordt verkregen door eliminatie van xo'én ¥

o
uit (1), (2) en (3). Omdat nu geldt

2 .2 2
(xo - yo) * Exoyb =Xt Y,
vinden. we
r 2 2
(x-y)%+ 1 = x"+ y°+ 22,

in vereenvoudigde vorm:




147,

b}

(&) - z¥+ 2xy - 1 = O,

Je schrijven (4) in de volgcnde gedaante

2Xy = 1-22

waardoor de stelsels rechten op 5 als velgt luiden: (vgl.VIII § 5)

ax = 1 %5 g 2x = p(1+z)
I: II:

a(1+z) By =1 -z

i

\ey
Opdat P(0,0,1) op een rechte uit I resp. II ligt, moet, zoals bliikt

uit substitutie, resp. o= 0 en B = O gelden.

De gevraagde rechten zijn dus

1 -2=0
: of x = (0,0,1) + p(1,0,0}
2y = 0 '
en
17 -2z =0
of x = (0,0,1) + 0(0,1,0)
2x = 0

Het vlak door een willekeurig punt P (xo, Yo zo) van k loocdretht

4

op 1 heeft de vergelijking
Qix + 1.y + 1,2 = O.x0 + 1.y0 + 1.20,

uitgewerkt

(1) Y+ 2=y, o+ 2
waarbij P op k 1ligt, dus

(2) x? - 2z% =1
(e} o

(3) Y. =z

o] o)

De bol met middelpunt O (0 ligt op de as van de wenteling!) door

P heeft als vergelijking

2 2 2 2 2

' 2
(&) X + ¥y +2=Xg4+ Y + 2
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samen met (2) en (3). Eliminatie van X,y ¥, en 2z uit (1), (2), (3)
en (4) geeft de vergelijking van S:
Uit (2) en (4) volgt met behulp van (3):
(5) x2+ y¥+ z%- 1 = hz;
(1) en (3) leiden tot
(6} y + 2z =2z
(5) en (6) tenslotte leveren:
x%+ y2¢ 2% 1 = (y+z2)°?
zodat de vergelijking van 5 luidt:

x2- 2yz = 1.

148, Door ¥y = A te stellen vinden we de algemene gedaante van een punt F
van 1 (zgn. parametervoorstelling)
(1) P op 1P = (0,A\A).
Analoog vinden we voor een willekeurig punt & van k, decor x =3 te
stellen:
(2) Q@ opk &=Q = (,-130).
De parametervoorstelling van de lijn PQ is nu:
(3) Cox = (0, NN + alp,--a, =N
wéarbﬁ o de parameter langs Py is. Opdat Pg %venwﬁdig is met het vlak
y =1, dﬁs loodrecht staat op de vector (0,1,0), moet
8.0 + (-p% =X).1 % (-1.0 = 0,
uitgewerkt

(4) ) A= -ul.

De lijn PQ krijgt nu door (4) als parametervoorstelling:

‘% (5) x = (0,-uh-pd + al#,0,¥%).
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Door o te varieren beschrijft men de 1lijn PQ, en door variatie van u
verkrﬁgﬁ men alle in aanmerking komende lijnen op het gevraagde opper-

vlak. Bliminatie van o en B uit (5) levert de vergelikking van S.

Uitgewerkt:
X = oy
(5) y = -w?
z = =p2+ ap?

dus v = EE e B (xy # 0) *)
2
waaruit volgt: X = = LE:El_
Xy
of: xzy + (y—z)2= 0.

Apart dienen we te onderzoeken: (vgl.(*))

a) x = 0. In dit vlak ligt alleen de rechte x = v(0,0,1) die op het
oppervlak kan iiggen {omdat de oorsprong op beide krommen voorkomt).
b) y = O. Dit vlak behoort geheel tot S, omdat O oprk en 1 ligt en
dus alle lijnen door O evenwijdig aan het viak y = 1 tot 3 gerekend
moeten worden.
Samenvattend mogen we zeggen, dat 3 uit-twee stukken bestaat, nl.
y =0 '

en x?y + (y-z)?= 0.

149, De loodlijn uit P op het vlak heeft de parametervoorstelling

| - X = (XO, _YO, ZO) + ?\(a,b,c),
Voor het snijpunt « bepalen we AQ uit:

a(xo + lQa) + b(yo +A b) + cvz * Anc) = 4.

< 2]
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i. Qa + b!:w27 =

|
De gevraagde afstand is IA dla,p,c)l = ]K

Q
_Iaxo + byo + ez —d]

‘fa2+ b ¢2

9

150, We kunnen deze vraag beantwoorden met de methode van VIII § 6 C.
Het daar gencemde "handige" middelpunt is (1,1,1). #We zien dan
dat de oplossing zonder enig rekenwerk als volgt kan worden gegeven:

De kromme is blijkbaar een grote cirkel van de bol

2 2 2
(x=1) "+ (y=1) "+ (2=1) = 1.
Deze wordt gewenteld om een 1lijn door het middelpunt (1,1,1). Het

" oppervlak dat ontstaat is genoemde bol.

151. Oplossing volgens VIII § 6 C:

Laat P(J?:EGCEZ A, A) een punt van de kromme zijn. ﬁe moeten nu ont-
houden: I)\l<%\f§. (1)
P wentelt in vlak : z = X . (2)
fen bol door P, met middelpunt op de as is bijv.

x%+ (y=2) + 2% 5 = 4h, {3}
Door elimineren uit (2) en (5)7;61gt de vergelijking

x % (y=2)%+ (z+2)= 1 ()
(waaruit we overigens zien dat (0,2,-2) een "handiger" middel-
punt was geweestl).
Als we nu (1) niet ziin vergeten dan zien we dat niet de door (4)
gegeven bol het gevraagde antwoord is maar de schil van deze bol

bepaald door de vgl. (1) d.w.az. ‘zl<:%-€2. Kunnen we voorkomen

dat we de fout maken de hele bol als antwoord te geven? Ja, door

' niet te vergeten dat: elimineren vaak meer geeft dan gevraagd

wordt. Yerder maken we de fout niet als we een plaatje tekenen
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en tevens de gegeven vergelijkingen met verstand bekijkern:
de zien: de kromme ligt in het vlak ¥ = z en ¢ ket oppsrv
x%= 1 - 2y2. Maar dan ook op het oppervlak x%= 1 - y%- z®{imzers
¥ = z). De kromme'is dus ce doorsnede van vliak ¥ = 7 met Ze gennelids-
bol, dus een cirkel. Deze cirkel wordt om een lin gswentsld. =xesul-
taat: een stuk van een bol.

Als we eerst het plaatje. tekenen dan zien we zo de Zcriste op-
sing:

De gegeven kromme is een cirkel {(zie boven). Deze Iigt op d2 ozl
x2+ (y=2)%+ (z+2)%= 1 en wordt gewenteld om esn 1i'n door ziddelrunt

van deze bol. De omwentelingsfiguur is eern schil van Zeze DOL.

52. /e berelkenen eerst de onbepaalde int:graal: S dx.

V " 2 I3 2
I. Stel VQ-X = t dan is x%= 1-t% xdx = -tdt er de integraal gaat

, f -t%dt dt ;-
over 1n T""""""‘"’ = “'2__' ¢ LAL
t7(2-t%) t =2

een waarden van x en t tusse

0 en 1 zijn van belang). I3reuksplitsing = — ( 1r -

doet ons voor de onbepaalde iategrazl vinden:

-

o ‘ VAL e s
- log t nal + C = 1 log | ==i—={ + C.
2/2 L4 2 22 Vx4 2
II. De methode van blz. IX.16:
Jﬁ—fa =‘J(1-X)(?+X) = ET—xf.' ;+x , €1 subsititutie van ii; =
‘ -X 1=-x
£2.1 ' .
(dus x = P } geeft zoals vaak aanleiding tot veel rskenwerk.
‘ L+
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I1I, Volgens blz.  IX.17 stelt men x = cos ¢ , waardoor des integraal

153.

overgaat in:

cosfP.lsin@l . N ~CoSP
f — > “(-gmum)dwm LYT__—:T do
sin" g .{(1+cos"09) i+cos P

(alleen waarden van 9 tussen O en #n/2 I).

Dit isj’—d(slg‘?) R 1og sing - ? \+ c - 1 log J1ex —{é . C.
2-sin“g 22 sing +/2 /2 Vi-x* /2

Jde vinden dan voor I (e integrand is niet gedefinicerd voor t = 1)

[
il

im ﬁ1 x?—ﬂE ~-X -J2
plf 1 [2\f2 \/1_x \/2)] [ l\f‘— \;2]]

x=0 x=0

V2 ¢ V-1 V2

>
2 1 VL 10g(JE;1).

Opmerking: Men kan ook de bepaalde integraal met de grenzen trans-

formeren. In oplossing I11I vindt men bilv.

1 2 1 . /2 cos
j ﬂ dx =§ cos dsin ¢ - (sin ®)49 =£’ 25 F a9
0 1-x4

/o sin2$(1+cosz¢)

> 0 1+cosz?

Merk op dat in de laatste integraal de integrand ook voor de eind-
punten van het integratie-interval gedefinieerd is. Dit is in over-

eenstemming met het feit dat

/2 . n/2 /2
lim j‘ _ ‘—32§§L dp = lim 5‘ —S05 % g4 =‘E __£2§§L ¥ .
P . T+cos @ q } o 1+cos%P 1+cos 9
arccosp q Q

Omdat de integraal bij het punt O oneigenlijk is, schrijven we




1
=. lim [- 1 + cot x ] =
840 b
='§1E+O' lim (cot&—%).

bt o

Je vorm achter het limietsymbool werken we uit:

cot & - 1 _cosd _ 1  bcosd - sinbd
5" sind d & sin d =
3
_6(1-%62"— ...)—(6-%63-'- .'.)b(-%+%)b+ .-0—-%64’ PR ]
) - 2 =
(8- 28 ...) 5% - ... .

waaruit blijkt dat 1im (cot & - %) = 1lim —F————— = 0.
5l o 54 0 T = ees

Substitutie van deze uitkomst geeft: I = - % .
Opmerking: Dat 1 negatief is, behoeft ons niet te verwonderen, aangeszie:

voor, O<«xXg+n geldt: “<$1n:r

we verwisselen de integratievolgorde (vgl. X § 3):
net integratiegebied G in het xy-vlak laat =zich omséhrﬁven door de onge-
lﬁkheden:- |

Oy =1 0L x< %n

arc sin y€ x<in 0<£ y< sin =

Duz:

1 n sin x
J iy _dax [ _exay f j’ gy =
. Vi+cos X V1+cos x V1+COS x

~¥y=0 x=arcsiny G ¥y=0

T N
Jj . sin x = -L[ {1+cos x)-%d(1+cos x) =
V1+cos X

x=0 x=0

1l

[-2(1+cos x)%] §1= - 2+2V2.
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1 -1 ‘ 1 il
155, I = f VxZ+ 1 dx - ZJ Xax = f\ixii-’l dx -~ [2x%¥+17
o o Vx+1 0 o
1 x=1 1
J:f Vx2+.1 dx = [x\lxh 1] -‘y — dx =
0 X=0 a} \.‘x!+1

n

1
{2-J+J-."""“é‘x—:

o Vx%+1

i

V2 - J 4 log(1+/2).

Dus I = 2 - 2V 2 + 31log (14V2).,

156. iste oplossing:

Substitueer x = arctan u.

[+ +] . oo
_ 1 du 1 _h 2u=1
I“Jﬂo 1+2u'm"5f0{1+2u-u2+1}du

=1 1in (o N a(2us1) _ ¥ a(u2s1) N ¥ gy } =

-5 2u+1 j Cute1 f ul+1?
N—=+ew

= % lim {log(2N+1)*- 1log(N2+1) + arctan N} =
N-bﬂ

[i]

1 b3
5{21c>g2+2}.

2de oplossing:

: N . 2] .2
Laat « de hoelk tussen QO en 5 zir waarvoor sinas= \T-s- y COS @ = T5- .
Dan is:
I = /2 cos x dx oA M2 eos(x+® - )dx _
_‘j‘o cosx+25inx—v§ sinacos x + cosasin x

= N/E( 2 codx+ o) + 3 sin(x+a} dx =
5 WS Vs SIn(xra)
o




n
X = =
= % [10og sin{x + )] 2 % . %
x =20
2 n
_.5log2+1o.

157, Duidt men het lichaam aan met L, het gebied in het xOGy vlak:

g y2 =1 %X\/BS ysx\/3 met G dan is:

(x2+ y2)-3/2

I=”; .dxdydz:‘réf éx 4y L dz:JGj‘ mdxdy

{zie achtereenvolgens: blz. X.5, no.5; blz.X, 12 begin van § 4;
vergelik met blz. £.5 bovernaan). Maak een tekening van G!

Overgang op poolcoordinaten: x = r cosg@, y = r sing levert: (zie

stelling op blz. X.7).

o A
M
Wi A

I = jﬁf L r dr d9 ; G is het gebied: r 21;
Gra

Als herhaalde integraal geschreven (zie X § 4) komt er

n/3 o N
1 ar 1l n
I = d — dr = = lim 22 = 1lim (=T o+ 1) = = .
n/6 1

Opmerking: Bij directe overgang op cylindercoordinaten r, ¢, z {(door

X =rcos®, y=r sin®, 2 = 2 te nemen), komt er Fzie blz. X.7):

I = j‘fjwdx dy dz = j:YJ‘r dr d9 dz, waarbii men L bepaalt als r=1,
L . L

xi n/6 €9 < n/},'0£z~<_—1-3- , hetgeen tot dezelfde integralen aanleiding

geeft.
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158, Bereken de integraal direct alis hernaalde integraal.

L is het volgende gebied in Rj : 0gx 1, 1-xg£y< Vi-x2

1 Vi<x? x+y=1
£z€(x + y - 1) en 1 :j dxj‘ dyf (x+y-2z)dz =
o] 1= o] .
V.2 _2=x+y-1 Vi<?
! dst J-x dy [{x+y)z-2*1] .=J“1 dxf * (x+y-1)dy =
z=0
o} 1-x o] T=-x
y yz“’l—x! 1 1 1 |
=\F dx (x-1y + +y4 -I xV1-x2dx - f Vi-x2dx +j> {(1=-x%)dx
° ¥y= =X o o o}

y| .
2
=j‘ t dt - E + % = 2— - E (in de eerste integraal stelde men

t = V1-x* voor de tweede, zie blz. IX.17).

159, Maak zelf een schets van de bol en de cylinder. De cylinder

snijdt het X0Y-vlak volgens de ellips x2+ by%= 1, 2z = 0 of
; g

x2+ (-ﬁ—)"’: 1, z = 0, dus met halve assen 1 en % . De bol snijdt

het XOY~-vlak volgens de cirkel x2+ yzz 1, z = 0.

Noemeh we G het gebied van het X0¥-vlak, gelegen buiten de'ge-
noemde ellips, binnen de gencemde cirkel dat voldoet 'aan x 30,
y 20 (maak zelf een schets), dan volgt uit symmetrieoverwegingen

en de algemene formule op X.20 dat de gevraagde oppervlakte is

85\5‘\/’14- — (az) dx dy

waarbij nu z = V1-x?- y? (het + teken aangezien we alleen het ge-

# deelte van de bol boven G beschouwen), dus - R — .
k 0x \r’l-x E-y

fﬁ %‘E = = —l-— e dus

, N

[

§

U1-x!—y!
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De grenzen van G beschouwende, vinden we dus

[
]l
oo
=
c_><_3
—
{9
Lo
t

1 | y=V1-x? ! ‘
=8‘J.dx[arcsi‘1_1. ﬁ“‘%"‘;] _ =8J" [g_-g]dngn"
o y:-&-\."‘-xz O

Opm. 1. Het berekenen van (1) door eerst naar x en dasarna naar Yy te
integre.ren. is veel moeilijker.

Opm.2. Het is Ook."qmoge_lijk eerst d2 opperviakte van de bol binnen
de cylinder te berekenen en deze vervolgens af te trekken van de

oppervlakte van de hele bol (= 4w ),

160. De cylinder snijdt het XOY-vlak volgens de rechte 1og'-}25 =0 of x = 2
(maék zelf een schets). We gebruiken dezelfde formule als in vrgst.
159; G is nu het gebied in het‘)A0Y-vlak, begrensd door y = O, y = x?
en x = 2 (maak zelf een. schets).

‘ 2 dz 1 dz . .
z = log % ! dus ax = "% ay - 0, em de gevraagde oppervlakte is

0 =br i— 1+ x2dx dy =f ;1{- 1 + x? 'dxj dy =
) _ ‘ 0 0
2 2 . > ,
_ - 2 _ _1__ V’"‘““"""z 2 1 2 3/'2 - 1
. = xV1 + x%dx = > 1 + x%d(1+x?) =|:‘3" (14x %) j ='3"( 5-1).
. . O
-0 ) (o, ’

Opm.1. 1+ -;-:: -3{* V1i4x2 cmdat hier x >0.

. Cpm. 2. Let er op dat eerst integreren naar x hier omslachtiger is !
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161. Volgens .6 vk, 5 is de gevraagde massa

M-=J)Jir-——*l-—— dx dy dz
JJ (0% 2)°

waarbij G nu de gehele 3-dimensionale ruimte is. Vanwege de syn-

1 .

metrie van de functie — T, en het integratie gebied G t.o.v. O
. (p%+ 2)

voeren we bolcoordinaten in:

2 .
M :f f’i’-—s-ﬁl—?d,edcpdpz

g (pt+ 2)%
o) . p2 2n ‘ A o2 p2
=jﬂ —'—2—-—'—2de df})y s5in6d &= LI-th" — dp .
o (P5+ 2) o A 5 P2+ 2)%2

Nu is {vgl. IX.4 vb. 6):

2 _
o 1
j’“‘z““‘de = - %ljspd(":rl"—-) = - ———f———— + EJG—EQB— =
(p™% 2) P* + 2) 2@ “+ 2) P+ 2

= - z + L arctan L., ¢ en dus
200% 2) a2 2
M = 4n lim [ - ; + —— arc tan jL] = 3n*fV2 .
pmoo 207 2) a2 Voo T

Opmerking. Vanwege de symmetrie geldt: M = & x de integraal over

een octanf; dit geeft hier geen vereenvoudiging.

162, Analoog.aan X.19.,B geldt voor 3 dimensies de formule

ta
Sl:f\/i% 7%+ t2at .
. £

Hier is ty= 0, t,= % sy ¥ =-sint, ¥ = cos t, Z = tan % en dus
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5

m T
s =S’3 V1 o+ tanz-z- dt .—.‘]‘3 __&1_,12,%_ {aangezier cos- %30 voor (0% t¥ -;—‘-3
cos — :
o 0 2

Nu is
g t
als - %)
dt dt _ 2 2 . n_
jﬂcos - stin(ﬁ - EJ_ ) ZJ”sin(E -4 =l 108,tan(4 H)l+ ’
2 272 272 |
(zie IX.1)
en dus
I
‘ i £y! n u
g =[=-2 log|tan(E - E)!] z = - 2 log,tan(: - 75)] = log 3.
163. We gebruiken cylindercoordinaten:
X =rcosp, ¥y = rsing, 2z = 2.

a) De groﬁdkrommefvan de cylinder C heeft in deze coordinaten de verge-

liking:

It

r4 r? cos 29
of r = ycos 29 {(lemniscaat).
De wortelvorm beperkt, met de voorwaarde x>0, het te gebruiken in-

terval voor ®(cos 29 2= 0) tot

1 . T
LTS9S T »

en blijkbaar geldt dan voor r binnen de cylinder C:
Ogr<ycos 2¢ .

b) Voor het zadelvlak z = xy is 3% - Yo 35 = X derhalve is

3Z+2 922 2 2
\/1 + (a_;) + (6-5:) = \f'] +‘.}C2+ ¥y= \/17 +r .
¢) De gevraagde oppervlakte is nu: (vgl. X § 6 E).

n
' cos 29
J'J‘ V1 +r® r drdo = F P Vi +r° pdr =
£

g
G binnen C @ = r=0

" a
T
-
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s J""'—_" 1
™ cos2® 1 . N

aj_rj‘b’ dcnj’ (1er)7a(14r”) = -}j’“ drpu[“ja—(‘!+r2)5/2 cosap_
q):—% r=0 (p:-—% r=0

e
{(1+cos2q355/2-’1} a9 = %j‘# (af2 cos®p-1)do =

Wia
e
el

__I __LL
L P ==
T T
g\/2§ (W-Sinacp)d sinp -~ %[fPl .
> To-- -5
n
Z
2 . L 1 _ 10 _n,
3‘\/-2 [sn.nqa-Bml‘?‘P;]L E"= 5 "%
L

opgave betreft een radieel probleem onafhankelijk van enige richting.
berekenen dus de massa van een octant, vermenigvuldigd met 8.
Het driedimensionaal gebied, waarover we integreren (een boloctant)

luidt in bolcoordinaten:

0 p= R, D= 6=

o
A

9
i
N

Tl
'z ’

De massaverdeling is evenredig met p , en wordt dus

f(p, 6, 9} = 4p (A constant)
(vgl. X blz, 7 onderaan).
De totale massa van de bol is dus:

8 J‘Jﬂj‘ Ap .p° sindd pd 9d®

cctant

=
1l

i

im 3 R

8A‘Y @ sin® dej’ p%dp
¢ =0 =0 p:o

(SR
=

' +1 R
= 8alp] [-cose] [1‘:94] =
0 0 0

8A.34m.1. 1R = n AR,
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We gebruiken de formule onderaan op blz. X 20,

ilet integratiegebied G in het xy-vlak is het kleinsfe c¢irkel-
segment begrensd door de cirkel x4 }72': 1 en de iin x + y = 1.

Hiervoor gelden de ongelijkheden:

O x €1 O y<1

1-ygxgy1 - y*

De integrand wordt bepaald door de vergelijkingen:

1.~ x< gV~ X} =

2 2 .
X+ 2 =1
z ) } => z = V1 - x°

oY
]
L]
ot
2]

derhalve

Iy
B
—_—
i
o
w
Q
Ly

= .

1-x2

2 2 2
V1 o+ (Qg) + (330 :=vq ..
De gevraagde opperviliakte laat zich nu op twee verschillende

wijZzen berekenen. .
Jioc2
dx dy _ dx 3=

i, o

1l

dy =

y=1-x

M
je ]
1 &
m h
—h—
fj
>
]
c+)
i
—
+
"
1]

1

J

x=0

1 1
J' dx j’ *dx
dx - + =
Visx® ) V1P
G 0

4]

]

1 1 -3
- [arc sin x] - %‘f (1-x2) "a(1-x2)
0 0

II.,-0 =

i
C—
Qc__)
-
1
:1
V]
I
Py
<
—
1
b
v
!

g -y #
=;f dy [ arc sin x ]

¥=0




= J‘ arc sin V1-y®dy - j‘ arc sin ("-yldy = Iy~ Ig

; z
V1-y"= arc cos y owrdat Osy<1.

Dus Iy = Jﬂ arc cos y dy =y arc cos Y‘]q - {‘1 E“QJI} =
o 0 o V1-v .
1 4
-0 + ydy | -IVi-y21 = 1 (ziz boven).
5 V’I-y2 y

In I, substitueren we y = 1-t. Dit levert
1

0]
IE: - jj arc sin t dt = Jj arc sin t dt =
C =1 0

[t arc sin t] {zis boven

1l
-
|
@) 4:
o+
Y
1 [sB
o
W)l
1}

O

H

]
Zoo+[V1 -] =5
0 |

Resultaat: O =.Il- Io= 1 - (g

166. Je beperken ons eerst tot z =>0. : (1)

. - saes 2

De eenheidsbol heeft de vergelijwing z = 1 - x 7= ¥y .

ils we deze snijden met de gegeven kegel en 2z elinineren vinden
we de vergelijking van de vrojectie van de gniikromme op het viak

z = 0, . Deze is dus 1 - xz- yzz x2+ (y_q)%

. 1
Dat is 2+ (y - #)%= T . (2)
Deze projectie is dus de cirkel met middelpunt (O, 3) en stiraal

4

e Teken zell een riguur).

det stuk G wasrvan we de massa willen bepalesn 1ligt boven deze cirkel.
dat 1s aan de bovenkant door de bol, uaan de onderkant deor de kagel

begrensd. De gevraagde massa l1s

: M o= ‘f_” [2]ax dy dz.
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&

Nu we de projectie van de sniikromme weien kunnen we de grenzen van deze
. i o f=}

integraal zo opschrijven:

\{%-.- (y--%)2 Vi - x% y*

Vi | " 3/2
=\ dy J‘ {- 2x21 2y%+ 2y }ax = % jﬁ {% - (y-5)3 gy

0 0 , 0

(Substitueer y~% = 5109,

2
n/2
U gst S S 2 % .
qukr cos q)dfp-‘6. > Iy T35 0
C o en/2

S ' n
In verband met opmerking (1) is de gevraagde massa 3¢ .

2de oplossing. Als men eenmaal de projectie (2) heeft gevonden kan

men ook op cylinder coordinaten overgaan en wel als volgt:

X #pcosQ; ¥y =++pPsine; 2z = z.

) 2
De vergelijkingen van bol en kegel worden dan resp. 2% 2 . p -psing

- i
en z%= + +p®-gsing.
‘e vinden o
- 27 3 z (hol)
massa = BI dq:ij’ pdp j z dz =
0 0 z (kegel) ;
L. '- p=+1
; ) 1
= j‘ deF p{# - 20%}ap = an{ 2p%~ 3p*] =szn . .
9] 0 _ . .
p=20C

Upmerking: Hier niet vergeten dat pdpdpdz de maat van een brok is.
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167. Omdat w(1,1,1) nulruimte van A is, geldt
- oa(1,1,1) = 0 = 0(1,1,1).
Dus (1,1,1) is eigenvector van A bii de eigenwaarde O.

~

'168.' a) -De beeldruimte wordt opgespannen door de beeldvectoren van XN}

€a1 859 €048, d.w.z. de kolomvectoren van de matrix van A.
(1, -1, 2) (1, =1, 2) |
(3, 1,4 _ (&, 0,6 _ (1,-1,2) _ (0, -2, 1)
(’41 -2' 7) (2, O‘ 3) 121 o| 3) (2. O,. 3)

(7, 3, 9) (10, 0, 13)

~ Een basis voor de beeldruimte van A wordt dus gevormd door de
vectoren (0, -2, 1} en (2, 0, 3).

b) De nulruimte van A bestaat uit die vectoren (x,, Xy, Xz, X,)

hydie voldoen aan de vectorvergelijking

13 4 7 X4 0

4 1.2 3 X2 0

2 4 7 9 X, - 0
Xy

Symbolisch opgelost:
1 3 4 7 0 4 2 10 CO. 2 1 5 )

1 4 =2 Fle~ler 102 3 1.5 0 13
2 4L 7 g9/ \o 6 3 15

t

1]

~ 2X 5+ x3+.5x4 = 0 Stel x,= A, X = B .
- X; + 5xXgy +13x,= 0

Dan is *1= SA+ 13, X3= = 2A~ 50 .»

MeBoeWe X = A(sg 1""29‘0_) +IJ-(131 O|-5I 1)‘

Een basis voor de nulruimte wordt dus gevormd door de vectoren

(5, 1, =2, 0) en (13, 0, =5,1).

Opmerking. We controleren nog even:

dim beeldruimte + dim nulrulmte =24+ 2 =4

en dlt is precies de dimensie van de ruimte (R,) waarop de 11-

neaire afbeelding is gedefinieerd.




169, De kolommen van de gevrasyde matrix zijn de beelden der basis-—
eenheidsvectoren (zie XI..é Z).
Uit het gegeveu owver 'de eigenwaarden er ~-vectoren volgt'(zie tlz.
XI.16)
(1,1,1) =(1,1,15 3 (1, =2, 0) = (3, <6, ©) ; (2, 0, 1) =(=i, 0, -2)
Gebruik makend van de definitie van een lineaire afbeelding (zie
X1 ] 2) kunnen-we’de gezochte beeldvectoren van de eenheids-basis-

vectoren door '"vegen" verkrijgen:

(1,1, 1) = (1, 1, D] =11, 0 = (5, 1, 3]
(11'2s 0) - (3"'6! O) ~ (11 "2s O) - (31'61 O) ~.
(2, 0, 1) = (-4,0,-2) (2, 0, 1) - (=4, 0,-2)

('11 1, O) - (51 1, 3) | (0! 1y 0) - Q.—S, 5, '3)

~ (=1, 0, 0) = (13, -4, 6)] ~ [(1,
( 2, 0, 1) (-4, 0, -2) (o,

<

O) — (—13, "-{', —6)
i) - (22, =&, 10)

le]

De gevraagde matrix is dus (denk aan de volgorde van de kolommen!)

-13 -8 22
b 5 -8
-6 =3 10

170. Voor iedere lineaire afbeelding A geldt AD = Q. Dit moet dus hier
ook gelden: '

A0 = Ba + 0 = 0 als Ba = Q.

Omgekeerd, als Ba = O staat er AX = X en dit is een lineaire af-

beelding., Het antwoord is dus:

Voor alle a uit de nulruimte van B. Deze kunnen we vinden uit:

171 2 ay a;+ agh 2ag 0
-Ba = 11 1 ag: = a, + a,+ a, = Of
17 1 1 2q a,+ A+ ay 0

als ag= 0, a,= ~ a, =A.

Antwoord: a = A1, -1, 0).




b)

c)

a)
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1. 2§ x = (x,y,z). Dan is
AlAx) = A(?\x,)\y,?\é,) = (hz,Ax, Ay) = Az,x,¥) = AAx.
2. Verder is Alx;+ X = Alxy+ Xp4 yi+ Yo, 2.+ 23) =
= {23+ 2y, X3+ Xp, Yy* ¥p) = Axgr AX 5.
Dus is A een lineaire afbeelding. Voor iedere x is

IA&[ = J22+ x%+ y3= i;’ . Volgens de def. (XI. § 5) is

A'orthogonaal.

Ax betekent:

e
1]
1

(z, x, ¥y) = {Ax, Ay, Az).

Hieruit volgt A= 1, dus A = 1 (A is nl. resel).
Daaruit volgt weer x = y = z. De eigenvectoren zijn dus de veelvou-

den van‘(1.1,1)-

Uit de stelling van XI 8§ 5 volgt dat bij een orthogonale afbeelding
niet alleen de lengte van de vectoren maar ook heceken onveranderd
blijven. De 1lijn «(1,1,1) is vast. Dus ook het vlak door O lood-
recht op (1,1,1) gaat in zichzelf over. Dat is het vlak met.verge-
lijking x + ¥y + z = C. Dit is ook rechtstreeks te zien:

Als x = (x, y, 2) met x + y + 2z = O dan is

ax = (z, x, y) en deze ligt in hetzelfde vlak.

In ¢} is reeds opgemerkt dat alle hoeken en afstanden gelik blijven
en verder de 1lijn «(1,1,1) puntsgewijs vast blijft. De afbeelding is

~dus een draaiing van de ruimte om deze lijn. Kies een willekeurige

vector in het loodvlak door O op deze lijn (d.i. x + ¥y + z = O) bijv,
x = (1, =1, 0). Deze gaat over in Ax = x' = (0, 1, -1). De hoek '

tussen deze vectoren is bepaald door

(x,x') 1
cos 9 = ————— = — ,
- Ixllxl 2
.. g 2m
A is dus een draaiing om de 1lijn &{1,1,1) over een hoek-?; .

Opmerking 1. Na in a) aangetoond te hebben dat A lineair is, kan

men de matrix opschrijven:
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o 0 1
A= 1 0 0O
0 1 0O

Aan de matrix zien we dan ook dat A ortnogonaal is. De eigenwaarde-

vergelijking is dan

A 0 1
1 -2 0 = =A%+ 1 = 0.
0O 1 -A

Dit is hier een omweg.
OEmerking 2, Als we m.b.v. ¢) hebben ingezien dat A een draailhg om

“om
de liin %(1,1,1) is, volgt de hoek %r uit de overweging 4= identi-
teit.
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