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ENKELE NOTITIES
bij
WISKUNDE I1la, IIIb en III

In de 60er en 70er jaren gold dat de studenten Chemische Technologie, wat betreft het alge-
meen wiskundeonderwijs in het 2e jaar, konden/mochten volstaan met de "kleine wiskunde’.
Ook wel WISKUNDE IIIb genaamd. Deze wiskunde betrof een selectie uit de colleges
WISKUNDE IIla en IV, zoals die voor alle overige afdelingen werden verzorgd. In 1967
kwam één verbeterde en aangevulde variant in gebruik onder de naam WISKUNDE IIL
Voor de chemisch technologen werd, in het herfstsemester, hieruit een selectie genomen.

(JAG, 18 Mei 2005.)
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‘1.1

HOOFDSTUK I DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

8.1 Elementaire typen van differentiaalvergelijkingen van de eerste orde.

A.

Scheiding van veranderlijken.

P(y)EL = Q(x).

Dan is
P(yldy = Q(x)dx,

SP(y)dy = felx)ax. + C

Vb1. '
xX+Yy %E = 0.
2xdx + 2ydy = 0.
x2 + y? = C (stelsel concentrische cirkels).
Vb2
b, a
Y'=x5§ .
{
. < lc_lx__l Vzp X¥C aen 9
Deel door xy dan ia 7ax “x ° &:p oo » b .
log |yl = log |x |+ C.
¥y =G,x (stelsel rechten door 0),

Lineaire differentiaalvergelijkingen.

gaj@ + P(x)y = Q(x).

‘Stel y = u(x)v(x), dan wordt de D.V.

u'v + v'u + Puv = Q,
v(u*' # Pu) + v'u = Q.
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Zoex nu &én functie u(x), zo dat u' + P(x)u = O (geval 4),

dgn komt er o (x)
v = .
u(xi

Deze is door directe integratie op te losscen.
Vb.3 '

xy! = (x+1)y = x? - x?.
" Stel y = uv, dan komt er

v[xu' - (x+1)ul + xuv' = x2 - x*.

Zoek u(x), waarvoor

xu' - (x+1)u = 0.

du _ x+1 ax,
u x
log jul = x + log | x |+ C.

We hebben slechts één functie u(x) nodig, waarvoor wij kunnen n-men
us=x e, ( Meb we)zo) ‘

Substitueren we deze u, dan komt er
Cx
vt = (1=x)e ,

d
us =¥

v = f(1=x)e"F dx = xe = + C.

De algemene oplossing van de D.V. is dus

x
y=x2+Cxe.

Vo b

In een stroomkring met zelfinductie L en weerstand R loopt een
stroom I onder invloed van een electromotorische kracht E.
"Als t de tijd is, dan geldt

dl : :
L izt RI = E.

We veronderstellen L en R constant.
Stel I = u(t)v(t), dan komt er

- dv 7
T — q
v(L u' + Ru) + Iu 3E E.

Stel nu
, Lu'-l-Ru:O"
dan is hieraan te voldoen door

| -2
g(t)'= o V.
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Bij substitutie levert dit
dv _E T
it " T°®
waaruit v door integratie te vinden is, als E als functie van t.
gegeven is. :
Stellen we nu ook E constant, dan is

Ry
vit) = % eL + C,
R
-t
: E L
I.(t)—ﬁ‘*ce .

Noemen we Io de stroom op het tijdstip t = o, dan komt er

E
Io——R'+C,
dus -=t ~=t
‘ 1 B L
I(t) =TI e +g3(1-e

Voor grote waarden van t is de e-macht klein en is I bij benadering
gelijk aan E/R. Speciale gevallen :

1° Sluitingsstroom I0 =0
- R
-=t
I(t) = £ (1-e ).

2° Verbrekingsstroom E = 0

R
I(t) = I, e e

Ogm.‘Bedenk dat de algemene methode vaak niet de vlugste methode is,

Vb.5
(1 « x¥)y? - 2xy = 1.

Men ziet direct, dat deze D,V. te schrijven is als
a - 2 =
8 (1-x2) y 1 =1

en dat de algemene oplossing luidt

(1 = x2)y =x + C.
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Differentiaaivergelijkingen van het type Bernoulli.

:‘% + POy = )y & met a £ 1.

Probeer de substitutie y = za met passend gekozen B.

Dan ‘is
dy _ g,P1 dz
x =P R
en de D.V. wordt
-] '
BzB' %ﬁ + P(x)zB = Q(x)zaﬁl.
. B=1
Deling door pz geeft
dz 1 22 af=p+1 -
x * B P(x)z = 5 Qlx)z%PTF

Kiest men nu

1
P=vg
dan komt er
%:E:' + (1 =a) P(x)z = (1 ~a) Qx),

waarmee een lineaire D.V. verkregen is.

¥b.6 e
xy' +y = ¥2 log x. e =l > Y

Stel y = 1/2, dan is y' = = 2'/2% en er komt

]
X2, 1 _logx
2 Z 2

Z Z

xz' - 2 = - log x.

Deze is eenvoudig op te lossen, als men door x° deelt

xXz! - 2 - . log x
o2 x2 !
z\)' _ _logx
X x2

»
+

T.4



I.5

dus 1

logx + 1+ Cx

y:

»

D. Eomogene differentiaalvergelijkingen.

Q.Y.—f(x)_

dx x

Stel L =z, dus y = x2z, 2L = x 32 4 2z en de D.V. wordt
x ! T ax dx ene T

dz
X3+ 2= f(z).

. Deze is met sdheiding van veranderlijken op te lossen.

Vb o
2% + y

Stelt men y = xz,.dan komt er
L w2

2 +.2°

xz'. + 2 =

L - 23 - 2
T o ce———aemns
Lxz2ho= 2 + 2 !

(z + 2)dz

z2 + 3z - 4

fax, 3(, ju
X 5Jz+h

%% (z2~1)% (2+4)? = c,

= 0,

(y = x)° (v + 4x)? =

7

—_— _hx -y + 7
: y' o= 2x + y - 1

Deze D,V, is niet homogeen. Door een eenvoudige substitutie is zij
echter homogeen te maken. Stel

x=X+p,y=1+q,

d
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dus ga over op nieuwe variabelen X en Y, waarbij p en g nader te
bepalen constanten zijn. De D.V. wordt dan

Y _AX - ¥ 4 bp - g+ 7
dX " 2X + ¥ +2p+q -1 °

Kies nu p en ¢ dusdanig, dat

0 )

1+- .
14 q+ 7 O)dusp:-1'q=3,

2p + g - 1

froH

De D,V. wordt dan

dY _ 4X - Y . 3 N2
3% = 37 o7 Mmet oplossing (¥ - X)° (Y + 4X)°= C.

De oorspronkelijke D.V, heeft dus de oplossing
(y = x - 4)3(y +hx + 1)% = C.

Opm. Dezelfde methode is van toepassing op alle D.V. van het type

,_f(ax+bx+c)
yooE ax + By + vy /'

behalve als de vergelijkingen, waaruit p en q moeten worden bepaald,
strijdig zijn. Dan gaat het echter nog eenvoudiger.

Vb.9

—_— v _2x + ¥y + 1
y' = .
2x + y + 2
‘ = i v oo o Z¥1
Stel nuz =2x + y, dan is =z 2 = ze2 °

welke met scheiding van variabelen op te lossen is, De algemene
oplossing is -
e3(y x)(By + 6x +5) = C. C>»©

E. Exacte differentiaalvergelijkingen.

Laat een stelsel krommen gegeven zijn door
(1) P(x,y) = C
d.w.2z, elke waarde van C geeft een exemplaar van het stelsel.

Dan is

aF oF _
H'*’Wy' = 0,

en dit is een D.V. van het type

(2} Plx,y) + Q(x,¥)y* = 0,

waaraan het gegeven stelsel krommen voldoet, Daar echter
FF 3*F

dxdy ~ dyadx °*?
geldt voor deze D.V., dat

P _ 23
(3) -
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Een D.V. van het type (2), die aan (3) voldoet, heet een exacte D.V. {(of
totale D.V.). We zullen nu omgekeerd voor een dergelijke D,V., een oplossing
van het type (1) trachten te vinden.

We zullen dit eerst voor een voorbeeld doen. Neem de D.V.
x + 2y + (2x+1) y' = O.
Deze is exact, want

%(x+2y)=2=§x~(2x+1).

We trachten eerst

gF
E_-x+2y

op te lossen. Hiervan is natuurlijk F = %:f + 2x¥y een oplossing.

Voor ledere vaste waarde van y mag hierbij nog een constante opgeteld
worden, die voor verschillende waarden van y verschillend, d.w.z. een
functie van y mag zijn.
De meest algemene oplossing is dus

F(x,y) = % x2 + 2xy + ¢o(y),
waarin de functie ¢ dus alleen van'y en niet van x afhangt.

Wu trachten we bhovendien aan
aF

dy = 2x + 1
te voldoen. Dit leidt tot
2x + de = 2x + 1.
dy
s
do _
dy '
¢ =y = Cj

de algemine oplossing is dus

% x2 + 2%y + ¥ = C.

In het algemene geval gaan we op analoge wijze te werk.
Eertt trachten we

oF
E; =P

op te lossen, Dit leidt tot
=fP dx + ¢(y).
Nu trachten we ‘

8F
&y =
op te lossen, hetgeen leidt tot

9
g% = Q - 3y (/P ax).




R p— . cx i e P TR T T TR R A it R P o b L L

1-8

Dit lukt alleen, als het rechterlid alleen van y en niet van x
afhangt. Dit is echter inderdaad het geval, want

3 2 2 2, o . 3 8P .
E{‘[Q-‘a—y(fpdx)]=£-a—y'(afpdx):%-a—izo,

omdat de differentijaalvergelijking exact is. Dus is ¢ door directe
integratie te bepalen. ' :

In de practijk is het feit, dat in de D.V. voor ¢ geen x mag voorkomen
een contrdle op rekenfouten ! '

Z. Integrersnde factor.

—

Als de D.V. van het type (2) niet exact is (niet aan (3) voldoet) kan
bovenstaande methode niet toegepast worden. Vaak is het dan echter
mogelijk de D.V. met een integrerende factor u(x,y) te vermenigvuldigen,
dusdanig dat de nieuwe D.V,

WP +uQ y' =0

‘wel exact is. Dit betekent, dat

APy | Auq)

oy ox '’
of Pt-qn. (1 22)
= \3ax "y /¢

ay ax

moet zijn, Het oplossen van deze (partiele) D,V. voor p is in het
algemeen veel moeilijker dan het oplossen van de oorspronkelijke ver-
gelijking. We hebben echter slechts één oplossing voor #y die niet
identiek nul is, nodig en die is met enige handigheid vaak wel te zien,
b.v. door u als functie van x alleen of van y alleen te kiezen.
CL e E

Vb,10 y2 - (2%xy +x2) y' = 0.
Deze D.V. is niet exact. De D.V, voor y wordt

ye2 + (exy +'x2) Lo (- 2y - 2x - 2y)p,

y d . axr : A LK o <

A
dx

y2§§ + x(%§'+ x) = - 2(3y + xfﬁ .

Hieraan voldoet p = 1/x2. Vermenigvuldigt men de D.V. met deze factor,
dan ontstaat een exacte D.V., die gemakkelijk op te lossen is.

Cok de oorspronkelijke D,V, is trouwens eenvoudig op andere wijze op
te lossen.
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8.2 Substituties en kunstgrepen.

Soms is door een substitutie een D.V., die niet tot een der vorige typen
behoort, tot een bekend type te herleiden.

Vb1 %
' xy' + 7y + x2 7 + 1 =0,
Stel xy = z, dan is
2" + x2 ¢Z + 1 = 0.
Stel e = 4, dan is ‘t' = e? 2', dus z' = t'/t, dus

£ + t + x2t2 = 0.

In deze D.V. van Bernoulli stellen we t = 1/w, dan is

w' 1 x?
-+ =4+ o= 0,
w w we.

wt = w = x2 =0,
In deze lineaire D.V, stellen we w = uv,
v(ut = u) + vtu - x2 = 0.

Neem u dusdanig, dat u' - u = 0, dus bv. u = ex._Dit geeft

vt = x? &%
v =% e X ax = e («x? -~ 2x - 2) + c,
dus W ==x =2x-2+Ce,

-Z -X
= @ y

en daar w = 1/t = e , is de algemene oplossing

e-xy = =% =« 2x -2 +C ex.

Dikwijls is het voordelig, niet y = y(x), maar x = x(y) te bheschouwen.

Vb.2

!- b gx-.."'... i - 0'£.
(x ¥ 3 = 2XY. =0 r
Neem x = x(y), dan

2 y oo dx
x ¥y = 2%y i °
Stel nu x? = z, dan ontstaat de lineaire D.V.

& dz
Z =Y =7 E; ’

die wij delen door y?

y 32 - .
__dI______._:_y?'

3

1
= - + C
3 J

LI
N — + Cy.

3 y ¥
Het vervangen van y = y(x) door x = x(y) is vaak voordelig bij vergelij-
kingen, waarin x niet expliciet voorkomt, Dit is het duidelijkste te
demonstreren aan vergelijkingen van hogere orde. Het volgende voorbeeld
geeft een vergelijking van de tweede orde.
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. Vb.3 (Ruimtevaart). Gevraagd wordt de snelheid, waarmee een projectiel
van de aarde moet worden weggeschoten, om buiten de invloed van de
zwaartekracht van de aarde te komen. Laat x de afstand wvan het proaectlel
@Dde aarde zijn en t de tijd, dan is

&

£ middlp v

4% &

dt2 x>

De grootte van de positieve constante & zullen we straks bepalen.
Neem nu t = t(x), dan is
dx

L
at ~ 3t °
d

€x _d (1) ax _ _ _ 1 a't 1 _ _ _ ax?
gp?  dx | dt j dt £\ 2 4t at
dx

dx

De D,V. wordt dan

Stel as | w= (v = snelheid) :
dx v
du a 3
-— = —1u,
dx xz
du adx
= L]
v x?

N 2(a + Cx)
v-\/———.
x

Opdat het projectiel tot in het oneindige doorvliegt moet C > 0 zijn;
als C = 0, geldt v »0 voor x - », Dus

2a

v =\ —
x

Om @ te bepalen noemen we r = aardstraal en -g = versnelling aan het
aardoppervlak. Dan is

-s:—;a'—!"

dus | a=gr?,
2

v =\/ 28,




L

!

De snelheid aan het aardbppervlak‘is dus

v, = Vogr.
Nu is r = 6400 km en g = 981 cm/sec?, Dan is
v, = 1,12 . 10% cm/sec,

- dat is ongeveer 40000 km per uur.

Opmerking. Bij dit voorbeeld is er nog eén andere, eenvoudigere kunstgreep,
die tot oplossing van de D.V., leidt. Vermenigvuldigt men

namelijk beide leden van de D.V. met gﬁ,.dan komt er

dt
ax afx _ 8 ax

at 442 %2 dt °*

d 1 ,dx.2 d o

at 2 (E%') dat (x)'

1 ,dx.2 a

s G =x* ¢

2 2(a + Cx)

Soms kan men door de D.V., te differentieren resultaat bereiken.
Vbah \

y=x+ (y').
Differentieer: ‘

¥yt =1+ 2y' yH,

Stel y' = p: . dp
p =14+ 2p ax

Deze D,V., is met scheiding van variabelen op te lossen:
) x

2p + 2 log | p-1| + C.} '
2) vo= Xt Pred{y-x
Substitueren we dit en y' = p in de ocorspronkelijke D,V., dan komt er

y =p? + 2p + 2 log lp~1l + C.

Hiermee is een parametervoorstelling voor de oplossing gevonden.

' ! [
Vb.5 (D.V. van Clairaut) VA A 4]?)
y =yt x - (37,
y' =yt + {x = 2yl) y".
Noem y' = p,‘dan komt er
{(x - 2p) %ﬁ = 0,

Hieraan kan op twee manieren worden voldaan. In de eerste plaats kunnen
wij stellen ‘
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22"—-'0, duspfc,

dx
hetgeen 2
y =Cx -~ C° .
oplevert.
De andere mogelijkheid is x = 2p E, VA
y = p? [

hetgeen leidt tot
2

+ x
T4

Hier doet zich dus het verschijnsel voor, dat nuast de algemene oplossing
met een willekeurige constante erin nog een enkele losse oplossing
optreedt, die singuliere oplossing genoemd wordt.

" "Indien bij het oplossen van een D.V. gedeeld wordt, kan het gebeuren, dat
daarbij een singuliere oplossing wordt verduiusterd. Zo is in vb.4 bij de
oplossing van de D.V. voor p door p=-1 gedeeld.
Kennelijk is echter p = 1 een oplossing van de D.V,, die tot de singuliere
oplossing

Yy =x + 1

van de oorsprdnkelijke D.V. leidt.

In de vroegere voorbeelden hebben we gemakshalve de gevolgen van het in-
voeren of weglaten van een factor in een D.V, buiten beschouwing gelaten.
Het is echter duidelijk, dat dit voor een volledige discussie van de op-
lossingen van een D.V. niet geoorloofd is.

8.3 Enkele algemene opmerkingen.

De algemene gedaante van een D.V. van de eerste orde is ¢{(x,y,y') = O.
Denkt men zich deze naar y' opgelost: y' = f(x,y), en bedenkt men, dat de
afgeleide van een functie meetkundig de tangens van de hellingshoek voor=-
stelt, dat ziet men, dat de differentiaalvergelijking een richtingsveld
bepaalt: aan elk punt (x,y) wordt een richting toegevoegd.

Men kan van het richtingsveld een meetkundig beeld krijgen door in een
aantal punten (x,y) de door f(x,y) gegeven richtingscoéfficiént uit te
rekenen en de hlerdoor bepaalde richting als een streepje in het punt

{x,y) te tekenen.

Een oplossing van de D.V. is nu een kromme, die bij het richtlngsvald past,
d.w.z. een kromme, waarvan de raaklijn in elk punt de rlchting van hot
richtingsveld ter plaatse heeft.

Maakt men een tekening als bovenbedoelde bij y' = - %, dan suggereert'deze
direct al de oplossingen der D.V., nl. een stelsel concentrische cirkels
met middelpunt in de oorsprong. Evenzo bij y!' = I een stelsel rechte

lijnen door de oorsprong. Deze oplossingen waren trOuwens al van vroeger
bekend. Maar ook als dat niet zo is, bv, bij y*' = x? + y?, geeft het te-
kenen van een richtingsveld vaak een indruk over het verloop van de

oplossingskrommen,
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De getekende figuren doen ons ook nog de suggestie aan de hand, dat, mits
het richtingsveld voldoende 'metjes" is, door elk punt (x ,y ) precles

één oplossingskromme zal gaan, Het bewijs van een dergelijke bewerlng is
vrij lastig (hiervoor moet trouwens eerst worden gepreciseerd, wat we
onder "netjes" moeten verstaan), We gaan op deze kwestie niet nader inj
zij is een speciaal geval van het algemene probleem, in hoeverre een
gegeven D.V, oplossingen bezit (existentieprobleem). :

De oplossingen, die we in de vorige paragrafen vonden, waren meestal van
de gedaante F(x,y,C)} = O met een willekeurige constante C. Het vinden van
een oplossihg door een punt (xo,yo) komt dan neer op het bepalen van die

waarde{(n) van C, waarvoor F(xo,yo,c) = 0.

Vo471 In vb.5 van paragréaf 1 hebben we als oplossing van de D.V,
(1~x?) y' - 2xy = 1 gevonden (1-x?) y = x + C. De 6plossing, die voor

x = 2 de waarde -1 aanneemt, krijgen we door C = 1 te kiezen.

We maken nog een opmerking over singuliere oplossingen in verband met het
richtingsveld. We beschouwen daartoe de Oplossingen van de D.V. van ’
Clziraut nog wat nader. Het blijkt dan, dat de rechte lijnen, die de
algemene oplossing vormen, juist alle raaklijnen zijn van de parabool, die
de singuliere oplossing vormt. De parabool is omhullende van het stelsel
rechte lijnen in de zin van de volgende definitie.

Definitie. Een omhullende van een stelsel krommen is een kromme, die in
elk van haar punten aan een exemplaar van het stelsel krommen
raakt -

Op grond van de bovenstaande beschouwingen is het duidelijk, dat een
omhullende van een stelsel oplossingen van een D.V. van de ecrste orde
bij het richtingsveld past en dus ook een oplossing is.

V'b..?. yz(y‘>2 + yz = 1-
Dit leidt tot %5 =2 X,

¥ Vit
Dus x -~ C= : V]-y2

Dit is een stelsel cirkels met straal 1 en middelpunten op de x-as.
Hiervan zijn de rechte lijren y = 1 en ¥ = -1 kennelijk omhullenden., Deze
zijn ook oplossingen van de D,V,

N.B. Niet iedere singuliere oplossing van een D.V. is omhullende van de
algemene oplossing 1




8.4 Differentiaalvergelijkingen van hogere orde en stelse's
differentiasalvergelijkingen.

In plaats van één D.V. met één onbekende functie ku.nen we ook
stelsels van meer dan één D.V. met meer onbekende functies beschouwen.
Een voorbeeld hiervan is

dz _ , dy _
2t 3x 2 ax ©
1 ]
dz _
o 2y = 0

hetgeen twee vergelijkingen van de eerste orde zijn voor de onbekende
functies y(x) en z{(x). Om @it stelsel op te lossen ligt het het meest
voor de hand om te trachten een van beide onbekenden en zijn afgeleide
te elimineren en zo één D.V. met één onbekende over te houden.

In ons voorbeeld lukt dat gemakkelijk., Los y op uit de tweede
vergelijking :

en bepaal

Dit substitueren we in de eerste vergelijking met als resultaat

d?z 3
EF-!-Z—O,
hetgeen een D.V. van de tweede orde voor z is, met als algemene
oplossing

z = A cos x + B s5in x.

Substitutie hiervan in de tweede D.V. van het oorsponkelijke stelsel
levert 1 1
y =3 (A - B) cos x + 5 (A + B) sin x.

De algemene oplossing van het stelsel bevat dus twee willegkeurige
constanten.

We hebben hier dus twee vergelijkingen met twee onbekenden van de
eerste orde omgezet in één vergelijking met één onbekende van de
tweede orde. We kunnen ook het omgekeerde proces uitvoeren. Neem de D,V.

2 2
yu+x2(g)+yz-‘l=0.
ax 2 dx

Stel nu %%': z, dan is de D.V. blijkbaar equivalent met het stelsel
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Y %% + x?22 + y2 -1 =0
ay . ’
dx z

dat van de eerste orde is.

Ditzelfde kunnen we doen met een willekeurige D.V. van hogere orde

(n n=-1)

F(Xy ¥ oY aesesy )) = 0. Stely:y11 A =T, y'”:yy gee=y Y( =¥y 0
dan krijgen we het stelsel

ay, dy, Y 1 dy

_ L Y
ax N ix  ~ T 9 ey dx = yn 1 F(xiy1 syzi"O’yns dx ) 0,

bestaande uit n vergelijkingen van de eerste orde met n onbekenden.

Omgekeerd kan men vaak, zoals we hierboven aan een voorbeeld hebben
gezien, een stelsel (z.g. simultane) D.V. omzetten in één D.V. van
hogere orde met één onbekende functie. Vaak is het echter makkelijker
het stelsel rechtstreeks op te lossen.

i

§.5 Simultane lineaire differentisalvergelijkingen met constante
coefficienten.

7

B g osos)

ay
dt

Bx-‘+YJ

Eerste methode. We elimineren y door y uit de eerste vergelijking op
te lossen en in de tweede vergelijking te substitueren. Dit levert

met als algemene oplossing

2t -t
® = C1e + Cze .

. Substitutie in de eerste vergelijking geeft

Tweede methode. Probeer een oplossing van de vorm

A
x =C e K s ¥y =20 elt.
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'Dit'geeft‘
AC em 5C em - 6D e;‘t

At At At '

AD e = 3C e - 4D e

0

0

We zoeken een oplossing die niet identiék nul is. Zulke C en D zijn
alleen dan hieruit te vinden als '

. of
(5 - A)C = 6D

3¢ - {4 + A)D

it

S on -6

A2 aA 22 =(h=2)A+1) =
3 = b4 =) '

Dus A =2 of A = -

Nemen we A = 2, dan vinden we D = %C; voor A = =1 vinden we D = C. .
Omdat de vergelijkingen homogeen en lineair zijn is de som van twee
oplossingen weer een oplossing. Dus we vinden als algemene oplossing

- - ‘ { --l-. = \J
x=0192t+czet,y.=%c1e2t+ Czet. @,L 2 3 € )+(g (e e (X,/

Alg;emeen' geval:

dx1 . ,
it Tyttt A"
dxn
T T % Xy +lan2x2 e ba, X
At . At At .
Probeer x = C,e "y x, = C,e 'y weny x, = Cne . Dit geeft
(a - A)C + a C + + - a. € =0 )
1 4 2 2 e in mn
a, C + (a"- 7\)02 + eee + a, C =0 #
G as s - =
a,C + au.nzC2 + + (ann ?\)(‘,‘n 0 J
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Dit stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen voor 01, cany Cn

heeft dan en slechts dan een van de nuloplossing verschillende oplossing
~als de coefficientendeterminant = O is, d.w.z. als

a "x a aw e

a

1" 12 imn
a oa - x LI a

21 : 22 . 2n

= 0. '
. . . - » . - -
a a LI ) a. - l
na na nn

Dit is een n® graadsvergelijking voor A, Bij elke wortel kan men
een stelsel 01, ceey Cn dat niet nul is bepalen. Heeft deze vergelijking

n verschillende wortels dan vinden we door lineaire combinatie de
algemene oplossing. Als de vergelijking meervoudige wortels heeft komen
we oplossingen te kort. Evenals in het geval van één homogene lineaire
D.V, van hogere orde met constante coefficienten kunnen we bij een
k-voudige wortel voor A een veelterm van de graad k-1 in t als factor

bij e’Lt zetten.

Vh.2 dx =
It © 6x + Ly
) Ly «~ 2y

De A-vergelijking wordt nu

6 - A L

- %2 - 2 _
-4 2.2 =0~ A+ 4 = (A =-2)° =0,

met een dubbele wortel A = 2, Probeer dus

(4 + Bt)eat
(C + Dt)e2t

X
¥y

Substitutie péeft

2A + 2Bt + B =. 6{(A + Bt) + 4(C + Dt)
2C + 2Dt + D = ~4(A + Bt) - .2(C + Dt) ‘

Gelijkstelling van coefficienten levert

2B = 6B + 4D

2D = «4B ~ 2D
24 + B = 64 + 4C !
2C + D = =44 = 2C

met als oplossing D = =B, C = -4 + %B. Dus de algemene oplossing
der D.V. is

x (A + Bt)e2t :
= (-h + 3B - Bt)e™

De wortels van de-x~vergelijking kunnen ook'complex zijn.
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Vb,3 dx _
4y _ v »
it 2x + -y

De A-vergelijking wordt

3-A =5

30 a2 = A e tn e 13 =0,

met als wortels 2 + 31 en 2 -~ 3i, Als oplossing proberen we

°2t (A cos 3t + B sin 3t)} — X » Sy& 3x-X
o2t (C cos 3t + D sin 3t)

x

v

i

Substitutie geeft
24 cos 3t 2B sin 3t = 3A sin 3t + 3B cos 3t =

3A cos 3t + 2B sin 3t - 5C cos 3t - 5D 8in 3t

2D sin 3t - 3C sin 3t + 3D cos 3t = *
2A cos 3t + 2B sin 3t + C cos 3 + D sin 3t

2C cos 3t

it + U +

Gelijkstelling van de coefficisnten van sinus en cosinus afzonderli jk
geeft

24 + 3B = 34 - 5C

2B -~ 34 = 3B - 5D

2C + 3D =24 + C !

2D -« 3¢ = 2B + D

. 1 3 3 1

met als oplossing € = 5 A - § B, D= 5 A+ 5 B. Dus de algemene
oplossing der D.V. 1luidt .

x = e°F (A cos 3t + B sin 3t)

= 2e%*0(4 - 3B)cos 3t + (34 + B) sin 3t]

Tenslotte nog een voorbeeld met drie onbekenden.

Vb.4 dx _
il AR -
ay -
3t xX+z [ .
dz _
a—--—xa—yd

1 <A 1 =-X3+3?\. +2=-(h+1)2(7"’2)=0'
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De enkelvoudige wortel A = 2 geeft als vergelijkingen voor 01, Cz’ C? HE
-2C, + C2 + C =0
C1-202+ C,T-O *
C, + C, =2aC, =0
met als oplossing 01 = C2 = Ca en dus

x=y=2=0e".

Bij de dubbele wortel A = =1 zouden-we dus factoren van de gedaante
A + Bt moeten toevoegen. Dit blijkt echter hier niet nodig te zijn,

omdat in de lineaire vergelijkingen voor C1, Cz’ 03 een exira rang-

verlaging optreedt, zodat deze al voldoende onafhankelijke constanten
opleveren. Het stelsel bestaat nl. uit drie maal de vergelijking

C1 + Cz + C, = 0,

We vinden dus als algemene oplossing
2%

]

‘Cjett + De

L Déat - .

hi =Cze'
2t

- (c1 + Gz)e't + De

n
I

Een belangrijke toepassing van de vergelijkingen van het in deze
paragraaf behandelde type is op trillende systemen met meer dan één
vrijheidsgraad. Dat is de reden waarom we hier voor de onafhankelijk
veranderlijke de letter t (= tijd in de toepassingen) hebben gekozen.
Het is dan van belang om te weten of de afwijkingen van de evenwichts-
toestand bij toenemende t niet steeds groter worden, d.w.z. dat het
systeem niet explodeert. Bij reele wortels van de A-vergelijking behoren

termen van de vorm éht, die voor t - » naar o of O gaan al naar gelang
A>0o0f A<O. Bij complexe wortels van de A-vergelijking behoren termen

van de vorm eat cos Pt en ™ sin Bt, waarin a het reele deel van A is,
Als dus alle wortels van de A~vergelijking een negatief recel deel
hebben sterft de beweging op den duur uit. Beeft minstens één der wortels
een positief reeel deel, dan moeten we vrezen dat de uitwijkingen steeds
groter worden, tenzij de begintoestand zo is gekozen, dat de hiervoor
verantwoordelijke termen niet optreden. Het geval dat er wortels zijn
met reeel deel = O (die als ze enkelvoudig zijn termen geven van een
gewone ongedempte trilling) is wat ingewikkelder, omdat dan meervoudige
wortels een speciale rol gaan spelen.

De D.,V., die we tot nu toe in deze paragraaf hebben behandeld, waren
allen homogeen. We beschouwen nu een inhomogeen lineair stelsel.
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dx1
d_t—= a11 x1 + see + a1n xn + A1(t)
dxn
LT Bp,K, toeee ta X ¢+ An(tl

Stel dat we twee oplossingen x = f (t), ..., x, = fn(t) en

X, = g1(t), ceey X = gn(t) van dit stelsel hebben, d.w.z, er geldt

£r(e) =a, f () + ook a T80 + 4 (%)
;n'(;) =.an1;1(t; + :.. ; an; fﬁ;t) ; An;t)
g, (¢} =a g, (t) + .o va g (t) + A (L)
;n'(;) =.an1;1(t; + :.. ; an; gn;t) ; An;t)

Noemen we nu 31(t) - f1(t) h1(t). ceesy gn(t) - fn(t) = hn(t),

dan vinden we door aftrekking van de overeenkomstige regels uit boven-
staande stelsels gelijkheden

h t(t) = a,, h1(t) + oo +a, hn(t)
. . . T e . . . . . .
1 —
b {(t) = an1h1(t) +eee toa hn(t)‘
d.w.z. X, = h*(t), ceey X = hn(t) is een oplossing van het corres-

ponderende homogene stelsel vergelijkingen.

Omgekeerd als x, = f1(t), ceey X = fn(t) een oplossing van het
inhomogene stelsel is en x = h1(t), ceey X = hn(t) een oplossing van

het corresponderende homogene stelsel, dan is x, = f (t) + h1(t). caay

x = fn(t) + hn(t) een oplossing van het inhomogene stelsel. Daarmee

hebben we de volgende stelling.

Stelling | Als x = £ (t), ..., x = f (t) een particuliere oplossing
, =h (£), ..., x = hn(t)

de algemene oplossing van het corresponderende homogene
stelsel, dan is x, = f1(t) + h1(t), crey X = fn(t) + hn(t)

g de algemene oplossing van het inhomogene stelsel.

van het inhomogene stelsel is en x

e
\
|
|
|
I
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e d 4
Opmerking : Deze stelling geldt ook als de coefficienten van het
homogene lineaire stelsel niet constant zijn.

.2 5x - by - yet

*le SR

Ix - L4y - Bet

De corresponderende homogene vergelijking is in voorbeeld 1 behandeld. -

Probeer voor de particuliere oplossing x = aet, y = bet. Dit geeft

;:-:ig:g} dus a = 1, b = O.

it i

a
b

De algemene oplossing luidt dus

8.6 Oplossing door machtreekssubutitutie.

A. Gewone machtreekssubstitutie

We demonstreren de methode eerst aan een eenvoudig voorbeeld, waarvan
we de oplossing ook op een andere manier makkelijk kunnen bepalen.

Vb.1 ¥y ~ Xy = G.

Met scheiding van veranderlijken zien we dat de algemenéd¢ oplossing

12

2

y=Ce is., Neem voor y een machtreeks

n " e
Yy =u, o+ ux o+ uzx2 e FU X4 oLl We trachten de coefficienten

Ujs B,y ... VD deze machtreeks zo te bepalen, dat aan de D.V. voldaan

is. Er geldt : .
y'=u, o+ 2u,x + 3u5x? + aee

Substitutie in de D.V, geeft

2 - 2 3 -
(u1 +2u,x + 3u.x? + ... ) (uox +ux? +uxd o+ ... ) = 0,

1

We stellen nu de coefficienten van elke macht van x afzonderlijk hierin
= 0. :
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Dit geeft
: = 0

2u, - u, = o

Juy-uy =0

ha =1 = 0 4

& 2

nu, - u 5= 0
Hieruit veolgt 0 = u, =u, = u5.= u, ... . Voor de even indices geldt
. = Yone2 _ Yopoy Yon-6 _ _ Yo %
2n ~ 2n  2n(2n~2) ~ 2n{2n-2)(2n<k) - **° T 2nlen-2)...54.2 ° Sh
We vinden dus als oplossing y = EE u x® =u x°2 =

; n o n
n=0 . n=o 2 n!

o0 1.,

S (2
=Y nt \2/ "% ° y
n=o

Het procédé is dus, dat we voor y een machtreeks met onbepaalde
coefficienten in de D.V. substitueren en dan trachten, door de coefficient
van elke macht van x afzonderlijk nul te stellen, deze onbepaalde -
coefflclenten te bepalen., Dit lukt altijd bij een lineaire D. V., waarvan
de coefficienten en het rechterlid in een machtreeks te ontwikkelen zijn
en de coefficient. van de hoogste orde afgeleide 1 is. We zullen dat
aantonen voor een vergelijking van de tweede orde (het gaat echter geheel
analoog voor vergellgkingen van hogere orde) :

¥" + a(x)y' + blx)y = f(x).

We veronderstellen a, b en f in machtreeksen ontwikkeld. Probeer
. ] m ~
Yy =u, +ux+ u,x? + ... = E u x".
n=o0
Dan is
= n

I 2 = ‘
Y'o=ug o+ 2u,x + 3u,x? + ... Eio (n+1) LI B

n
X .

ed
n

2u, + 2.3uyx + 3.hux? + .. = > (n+1)(n+2) u

2 n+
n=0 2
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Substitueren we dit, dan komt er in a{x)y' en in b(x)y bet product
van twee machtreeksen te staan. Stel

= 2 - n -
b(x) = b, +bx+bx?e+ ... = E_ b x,

= ( 2 2
dus b(x)y = (bo +bx +bx?+ ... }(u0 +u,X + uz$ + eee Y

Om hierin de coéfficisnt van x" te vinden, moeten. we blijkbaar in de
ene factor de coefficient van xk nemen en die vermenigvuldigen met de

coefficiént van x 2K 45 de andere factor en @it vervolgens optellen
voor alle waarden van k 10pende van O tot n.

Dus
bnuo + bn_ g 7o + b1un_1 + boun'

Me¢r formeel met E-tekens 0pgeschre&en :

(o) (Fon?) - B Fn -

-> (> b “1:) (nznk k) <.

n=o m+k=n n= o \%=0o

Op analoge wijze gaan we te werk met a(x)y'., Stel

o0
: n
= 24+ 4., = a
alx) =a_ +ax+ax :Eo .
. n=

a(x)y’

(nz:;anx“) (i(nﬂ) w ) Z Z(lm)a u X

n=o¢ m=0 k=0

S (S e ) S (S )

=0 k+m=n n=0 ‘k=o

Uitgeschreven ziet de coefficiént van x° er dus als volgt uit :

n-1 2

u, + u, + ... + a.u +
an 1 2a n 1™n (F+1)ao un+1

De coefficient van x” bevat nu (n+1)(n+2)un+2 als bijdrage van y"

In de bijdragen van a(x)y' en b(x)y komen echter alleen u,, u cesy U

1
.voor en in de bijdrage van het rechterlid komt geen der u's voor,
We kunnen dus hieruit L oplossen en uitdrukken in LA u1, P |

n+1

n+1
Zo kunnen we de u's successievelijk bepalen., We kiezen u, en u1 willekeurig,
Uit de coefficient van x° bepalen we u, als functie van.u_  en u,

vervolgens bepalen we uit de coefficiént van x? u, als functie van de

inmiddels bekende Uys U,y U, enz,
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We moeten eigenlijk nog bewijzen, dat de zo gevonden machtreeks voor ¥
een positieve convergentiestraal heeft, Als deze straal = 0 zou zijn,

zou de machtreeks alleen voor x = O convergeren en dus geen oplossing
geven.

Men kan inderdaad bewijzen, dat als de machtreeksen voor a, b en f
positieve convergentiestralen hebben, dit ook geldt voor de hier gevonden
machtreeks voor y. Dit voeren we hier niet uit.

Bij de oplossing hebben we gevonden, dat u, en u1 w1llekeurig kunnen

worden gekozen; we vinden dus een 0plossing met twee w1llekeur1ge
constanten, dus de algemene oplossing van de D.V. van de tweede orde.

.2 (1 - x¥)y"r - 2xy' + p(p + 1)y = 0 (D, V. van Legendre).

Hierin is p eern constante. Weliswaar is de coefficient van y' niet
gelijk aan 1, maar als we door 1 - x? delen is dat wel zo en zijn de

coefficiénten van y' en y nog steeds in een machtreeks te ontwikkelen.
We substitueren weer

n
v =Zunf ’
n=o0
dan komt er

(1=x2) EE (n+2)(n+1)un+2xn-ax EE (n+1)un+1xn+p(p+1) :E unxn = 0.
n=0 n=o

n=0
De. cosfficisnt van x° is
(n+ 2)(n + 1)un+2 ~ n(n = 1)un - 2n u, + p(p + 'l)un .

Het is duidelijk dat dit voor n > 2 geldt. Directe verificatie leert
ons echter dat het ook voor n = 0 en n = 1 juist is. We stellen dit
~nu nul

(n + 2)(n + 1)un+2 + (p=-n)p+n + 1)un =0  VOOr m = 0,1,24...

en dit levert
- _{p-n+2)p+n-~-1)
n - n{n-1) Yne2

VOOor L = 2,340,

Voor even indices geeft dit

= (1B plp~2) ... (p=2n+2){(p+1)(p+3) ... (p+2n-1)

Uon , (2n)t _ By 0

en voor oneven indices

_ n (p=1)(p=3) ... (p-2n+1)(p+2)(p+4) eoo (p+2n)
Yopyr = (=1 (2n+1)! Yy v

We vinden dus de volgende twee onafhankelijke oplossingen :

? 7 0 =142 (0f REmRloece (eRptlaln)(ped) e (pe2ecl) 420

s e R

PN

s
N b




_ N n l(P-1)(p-3) oo (p-2n+1)(p#2)(p+4) e.. (p+2n) _2n+"
V%) = x4 > (1) (zn + 11 o

Deze machtreeksen hebben convergentlestraal 1. Een uitzondering treedt
op als p geheel is, omdat dan in één van beide machtreeksen de
coéfficienten van een zekere index af nul worden. We beperken ons tot
P > 0.

Als p =2m (m » 0), dan worden in ya(x) de termen met n > m nul en als

p=2m+ 1 (m > 0), dan gebeurt hetzelfde in ¥,(x). We vinden in beide

gevallen dus een oplossing die een veelterm is. Door deze met een passende
constante te vermenigvuldigen krijgen we de polynomen van Legendre
P (x), en wel

_ 0 (om)

P, (x)
2m 22m (m?)?

y1(x) voor p = 2m,

P (x) = (= ;r)nm (2m+1) !
(mt)?

yz(x) voor p = 2m + 1.

Po(x) =1, P(x) = x, Pz(x) = %(3x=-1), P}(x) = %(Sx’-Bx),

P (x) = %(BSX“-EOX2+3), Ps(x) = %(63x5-70x’+15x).

Als de coéfficient van de hoogste orde afgeleide niet = 1 is, kan de
zoeven behandelde methode falen.

Vo,.5 2xy' -y = 0.

! 00
Substitueer y = > unxn , dan leidt dit tot

00
Eanux-g unxnzo,
n=1 n=o
en dit geeft (2n - 1w =0, dus u =0 voor alle n = 0,1,2,... .

We vinden dus alleen de nuloplossing. Met scheiding van veranderlijken
zien we dat de algemene oplossing luidt

y=¢cVixT,

die inderdaad niet in een machtreeks naar machten van x is te entwikkelen.
We hadden de coefficient van y' wel = 1 kunnen maken door door 2x te
delen, maar dan was de nieuwe coefficient van y niet meer in een macht-
reeks te -ontwikkelen.

B. Uitbreiding der machireekssubstitutie

Voor de toepassingen zeer belangrijke differentiaalvergelijkingen zijn
Juist van een type, waarin geworne machtreekssubstitutie faalt. We
bespreken een gewijzigde methode die bruikbaar is voor D.V. van de vorm
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(1) xy" o+ x alx)y' + b(x)y = 0,

waarin a en b in een machtreeks te ontwikkelen.zijn. We doen het
eerst met een voorheeld.

Vbod . x%y" o+ oxy' + (x? - p?)y = 0O (D.V. van Bessel).
Hierin is p een constante 3 0.
We proberen nu de substitutie y = x® ; u x metv passend te kiezen

n=o
constante a. We kunnen nu v, # 0 aannemen, daar we dit door wijziging

van o kunnen bereiken (de nuloplosslng interesseert ons niet), Nu is

o0 o0 N
a+n="% - E 0 +n=2
=_Zo {a +n)unx , ¥y = > (q +n ) (a +n=1 )unx .

Substitutie geeft:
[- -]
z (a+n)(a+n-1)u o E (a+n)un &0,

- n=o0.
+n+ a+n
+-§ a x - p? S u_x . =0,
n n
n=o n=o

Nulstellen van de afzonderlijke machten van x geeft
2 _ n2 =
(1 P )uo 0

e o+ 1) - p’lu,

n
(@]
[ )

=0 voor n 2

+
=

{(a + n)? - pz}u;1

Wegens U, # O levert de eerste voorwaarde ons de indiciaalvergelijking

voor o’

]

met als wortels o '_*_' p. We beschouwen eerst ¢ = p. Dan is

(P+n)2 -P2 #OVOOI’n=1,2,..- - Du50=u1 =u3 =u5 = seoe en
u _ 2(n-1) - (-1)n uo

2n 1mfn+p) 1+nnl(‘n+p)(n-1+p)...(1+p)

Neem nu a = -p. We kiezen eerst O = U, S U =U S ee.

- De coefficient van Us is (2n - p)? - p? = 4n(n - p) en dit is alti<a

# 0, behalve als p een geheel getal is.
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Veronderstel eerst dat p niet geheel is, dan is

2(n-1) ves = (=1 )n Yo
2n ” In(nep) | qfns(n-p)(n-1-p)...(1-p)

We hebben nu twee onafhankelijke oplossingen gevonden, waarvan de
tweede uit de eerate ontstaat door p door -p te vervangen.
Als y,(x) en ya(x) twee van zulke onafhankelijke oplossingen zijn dan

is voor p niet geheel, de algemene oploésing van de D.V, van Bessel

y(x) = Cy, (x) + C,¥, (x).
Stel nu p geheel. We beginnen met p = O, Dan zijn de oplossingen be-
horende bij @ = p en & = =p dezelfde. We vinden dan geen twee ‘onafhankelike

oplossingen. Als p = m > O (m geheel), dan blijft de eerste oplossing
bestaan maar o = -m leidt niet tot een ovlossing, want de coefficient van

U, is nul, dus O = uam_2 = “2m-4 S eee = U, hetgeen een contradictie
is (hiervoor behoeft niet verondersteld te worden, dat
O = U, = Uy = U = ... ).

We vinden met onze methode in het geval van gehele: p =8 alleen de oplos-
sing behorende bij a = m.

Dit geeft 2 n "
y(x) = x® + X 5 (=1) 220

n!(a+n)(n=1+m)...(1+m)

n=1 2

Vermenigvuldigt men deze met , dan onstaat de Bessel-functi;_

me!
Jm(x) van de eerste soort en orde m :

7 (x) =i ~-—(:-1f-——(-’25)2n+n_1 :

n=o nl{n+tm)!?

Ook in het geval van niet gehele p kan men door de eerste door ons
gevonden oplossing met een (hier niet aan te geven) constante factor
te vermenigvuldigen een functie Jp(x) krijgen, die Bessel-functie van

de eeraste soort en orde p gencemd wordt.
Behalve de gewone D,V. van Bessel wordt ook wel beschouwd de D.V.
x2y" + xy* - (x? + p2)y =0,

met een soortgelijke oplossing als de gewone D.V. van Bessel (alleen
de factor (=1)" treedt niet op). Met Jm(x) correspondeert

T e —

L ]
n=o n!(n+m)!

)2n+m

el B

en ook voor algemene p een Ip(x).
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De in voorbeeld 4 gebruikte methode van subatitutie kan in het algemene
geval van een D.V. van het type (1) toegepast worden. Ook dan komt er
als indiciaalvergelijking een vierkantsvergelijking voor a. Als het
verschil van de wortels &, en a, niet geheel 1is, leiden beide wortels

tot een oplossing en wordt dus de algemene oplossing van de D.V. gevonden.
Als het verschil geheel is, leidt in ieder geval de grootste van de twee
tot een oplossing. Het kan gebeuren dat de kleinste ook tot een oplossing
leidt, maar het kan ook gebeuren, dat dit niet zo. is. In het laatste
geval en in het geval dat de wortels samenvallen is een tweede oplossing
van de vornm

o
¥, (x) log x + x? u(x)

te vinden, waarin y, (x) de bij de wortel a, behorende oplossing is en
A 1 ‘

u(x) een machtreeks; hierbij is a,

Al deze %“eweringen bewijzen we niet.

;,az verondersteld.

‘In het geval van de Bessel-functie van gehele orde m leidt dit tot een
tweede oplossing Ym(x). Met de functie Im(x) correspondeert in dat geval

een tweede functie Kh(x).

Van de Bessel-functies bestaan uitvoerige tabellen., Bovendien zijn hun
eigenschappen uitvoerig onderzocht. :

Als men op de D.V,

®¥y" + ax y' + (¢ + deEB)y = 0

% (1-a) d =8
de substituties y = x z, t = s X toepast, dan krijgt men voor z

als functie wan t een D.V. van Bessel met

\/-}; (1=a)? = ;
P = o

-

Als Z(t) een oplossing van deze D.V. is, dan is

1 -
F s (4)

een oplossing van de oorspronkelijke vergelijking.

We merken tenslotte nog op dat we in deze gehele paragraaf ook hadden
kunnen werken met machtreeksen, die opklimmende machten van X - a
bevatten met een constante a.
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5.? Benaderende oplossingsmethoden.

Veronderstel dat er een D.V. van de vorm y' = f(x,y) gegeven is

die we met geen der bekende methoden kunnen oplossen. We bespreken
nu twee methoden die onder bepaalde omstandigheden tot een benadering
van een oplossing kunnen leiden., Laat de oplossing gevraagd zijn, die
door het punt (a,b) gaat. Veronderstel dat we zo'm oplossing y(x)

bezitten en dat f(x,y) continu is.
Dan geldt -

(1) X L ey, y(a) = by

waaruit door integratie tussen de grenzen a en x volgt

X X
(x) -b = [ & 4 _ £(t,y(tNat.
yix) - J at afA y

Dus deze Opiossing van de D.V, voldoet aan
X

(2) C oy = b+ [ £lt,y(8))at.
a

Omgekeerd, als y{x) aan (2) voldoet, voldcet y(x) ook aan (1).
We trachten nu (2) op te lossen door in het rechterlid een "benadering"
vy = u(x) in te zetten in de hoop in het linkerlid een betere benadering

X
vix) = b + J‘ f{t,ul(t))dat
a

te verkrijgen. Dit proces kan herhaald worden. Gaat men bv. uit van
de functie y1(x) = b (constant), dan kan men zo successievelijk

yz(x), ys(x), .++ bepalen door de algemene betrekking
x

(x) = b + J” £(t, y (t))dt.
a

yn+1
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Men kan bewijzen, dat onder bepaalde voorwaarden, op te leggen aan
de functie f, de rij functies y1(x), yz(x), ... convergeert naar een

limietfunctie, die oplossing is van de D.V., Dit voeren we niet uit,
maar wel merken we op dat, als men het proces enige malen toepast, men
vaak een redelijke benadering van de gezochte oplossing verkrijgt.

Vb.1 y' = x + y2. Gevraagd de oplossing, die door (0,0) gaat.
In dit geval is f(x,y) = x + y2?, Neem y1(x) = 0. Dan is

X

x
y,(x) = j [t + (?1(t))’]'dt = f t dt = -;-x"’,
o ‘ o
x
ys(x) = 5{ (t + % t%) dt = % x’v+ é% x?,
x
_ 2 . ,

Een analoge methode kan worden toegepast op stelsels D,V., van de eerste
orde. We schetsen dit voor het geval van twee vergelijkingen met twee
onbekenden. Laat het stelsel gegeven zijn door

4 d
a—% = £f(x,y,2), i = g(x,y,2),

-en laat de oplossing gevraagd zijn, waarvoor y(a) = b, z{a) = ¢ geldt,
dan voldoet een dergelijke oplossing aan .

‘ x
¥(x) = b+ [ £(t,5(8), 2(t))at
a

x ,
e + J" g(t,y(t), z(t))at
a

z(x)

Neem nu y (x) = b, z1(x) = ¢, dan vinden we yz(x), zz(x),

y’(x), z,(x), «.. guccessievelijk unit

x
T,.18%) = b+ j 2(t,y, (£), =z (t))dt R

o _

. [
zn+1(x) =c + ‘f g(t,yn(t), zn(t))dt

a
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In paragraaf 4 hebben we gezien, dat een D.V. van hogere orde altijd
gereduceerd kan worden tot een stelsel D.V. van de eerste orde. De
methode kan dus ook op D.V. van hogere orde toegepast worden.

Vb2 y" = x + y2. Gevraagd de oplossing, waarvoor geldt y(0) = O,
¥'(0) =1, We vervangen de D.V. door het stelsel

z' = x + y?
y' =2 !

met de voorwaarden y(0) = O, 2(0) = 1. We vervangen dit door

X
y(x) = [ 2(%) at,
(o]

z(x)

1+ T [£+ G))*] at.
[

x
Neem nu y1(x) = 0, z1(x) = 1. Dan is yz(x) = J‘1 at = x,
' 0

x
- _ 1.2 - 3,2 _ 1.3
zz(x) =1 + Sr tdat =1+ 3 X'y y’(x) = 6r (1 + 5 t4)dt = x + g%
x
z (x) =1+ ‘[ (t + t2)dt = 1 + 1.2 + lx’,
3 K 2" 3

x
A (x) abar (1 + %tz + %t’)dt = X + %x’ + é%x*,
. X '
z, (x) =1+ Sr ﬂt+t2+%t“+ é%t‘)dt =1 + %xz+ %x3+ é%“’+ 5%3«’,

x ’ .
y’(x) = Sr (1+ %t2+ %t3+ %%t’+ §%§t7)dt = x+ %x’+ é%x“+ é%x5+ Eg;gxs;
enz.

Een tweede methode is analoog met de numerieke benadering van een
integraal (bv. met de formule van Simpson) en sluit direct aan bij het
beeld van het richtingsveld, gegeven in paragraaf 3.

We gaan weer uit van de D.V. y' = f(x,y). Een oplossing hiervan, die
door het punt (xo.yo) gaat, heeft in dat punt een rasklijn met richtings-

coefficient f(xo,yo) en kan dus in de buurt van dit punt benaderd worden
met de rechte lijn

3_- Yo =.f(x°,yo)(x - xo).

= R T
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We verdelen nu het stuk van de x-as tussen x_en a, waar we de oplosging
willen beschouwen,‘in kleine stukjes door deelpunten Xos X9 eeny Xt

die voldoen aan X, < X, < x, < aee & xn_1 < a. Van links naar rechts

gaand nemen we in elk,stukje een benadering met een rechte 1lijn als
hierboven aangegeven. Deze rechte geeft weer het beginpunt van de bemade-
ring in het volgende stukje. Het totale beeld wordt zo een gebroken.lijn.

De ordinaten y 2 Ty0 esen Tpoqo behorende bij X 4 ceey X 4 bij de

benadering worden dus successzevelijk gevonden uit

v, - ¥,

y, - y1

- L] * L] L] Ll L . - rl

Yne1"Tpaz = f(xn~2’yn-2)(xn-1 =%

f(xo,yo)(x1 - xo)

Tn

f(x1,y‘)(x2 - x1)

).

n=2

Tenslotte wordt de ordinaat b van de benadering behorende bij de
abscis a gevonden uit

b - yn_1 = f(xn_1. yn_1)(a - anq).

Door optelling vinden we hieruit

b=y, + f(xo,yo)(x1-x°) + f(x1.y1)(xz~x1) + ees ¥ f(xn_a,yn_a)(xn..l-xn_2

+ f(xn-1 'yn-.l)(a - xn_,i).

Door de stukjes kleiner te maken en het aantal deelpunten te vergroten,
kan men de benadering verbeteren. Voor ieder ander punt x tussen x_ en a
kunnen we een soortgelijke formule opschrijven. Ook voor een punt, dat
links van x_ is gelegen, gaat het analoog, waarbij we dan van rechts naar
links moeten werken, ,

Als we het zeer eenvoudige geval beschouwen, dat f alleen van x en niet
van y afhangt, dus y' = f(x), dan krijgen we :

b=y, + f(xo)(x1 - xo) + f(x1)(x2 =X )+ ... f(xn_1)(a - xn_1).

hetgeen inderdaad, zoals we uit de integraalrekening weten, een benadering
is van de oplossing a

y=y,+ [ ftat,

X
0

Vaak neemt men, ter vereenvoudiging van de berekening, de stukjes
even groot, dus X = X q = h. Dan vereenvoudigt de algemene formule

zich tot

b=y, +h{flx 5 )+ flx,y)+...4 £(x 5 yn_z)}

Ha

+ f(xn--‘l’ yn-1 - xn-1

).
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De berekening kan overzichtelijk worden opgeschreven in een tabel met
vier kolommen, waarin in elke regel van links naar rechts opgeschreven
worden : Xy Ty f(xk.yk). (xk+1 - xk) f(xk,yk). De eerste kolom is

bepaald door de gekozen verdeling. De Y wordt uit het resultaat van de
vorige regel gevonden, want . : '

T = Tiger * i = Xaq) Flxgqs Tyeq)

dus door optelling van het resultaat op de tweede en vierde plaats
in de vorige regel.

Het volgeﬁde voorbeeld dient alleen ter illustratie van de methode.

We kiezen een D,V., waarvan we de oplossing kennen, om de benadering met
het exacte resultaat te vergelijken. :
Vb3 y' = - ?. Gevraagd de oplossing door (0,1) en wel de waarde

hiervan voor x = 1. We kiezen een verdeling in stukjes ter lengte h = 0,1.

2
66;4; ‘VH) (Cm\ ‘/K.]

We krijgen de volgende tabe
p{ {xn ‘/nj

0 1 0 0 ’
0,11 1 - 0,1 - 0,01
0,2 0,99 - 0,20 - 0,020
0,3 0,97 - 0,31 - 0,031
O,4 | 0,939 | - 0,43 | - 0,043
0,5 0,896

De correcte waarde is % V3= 0,866. Een verdeling in 5 stukken is nog
vrij grof.

Ock deze methode is tot stelsels D.V. en dus ook tot D.V, van hogere

orde uit te breiden.

Het onbevredigende van de in deze paragraaf behandelde benaderingsmethoden
is, dat we nog geen informatie hebben over de fout, die we maken als

we een bepaalde graad van benadering hebben gekozen. Op deze kwestie gaan
we hier niet verder in.

§.8 Laplace~transformatie.

Inleiding

We - beginnen met een eenvoudig voorbeeld. Stel dat de oploseing
gevraagd is van de D.V. .
y' -2y = e,

waarvoor geldt y(0) = 0.
Laat y(x) zo'n oplossing 2zijn en neem aan, dat voor deze oplossing
geldt dat o
1) = [ y(x) o ax
0




A

bestaat, althans voor voldoend grote pP. Vercnderstel verder dat

lim y(x) e”P* - 0, Met behulp van partiele integratie vinden we

X -+ o

dan (bedenk dat y(0) = 0) :

co ' oo =<
j y(x) e P* 4y = [-7 1 y(x)e PX ] v J\y‘(x) e P ax =
o p o Po

% ‘r 7' (x) ™ 4y,
o

- Omdat y(x) een oplossing is van de D.V., geldt y'(x) - 2y(x) = &*.

We vermenigvuldigen nu beide leden met e F* en integreren van 0 tot « .
Dit geeft

{p ~ 2) Y(p) = ‘f e o PX 4y,
o

o0 [--]
Nu is f 2% oPX 4x = I e(a-p)x dx = [..l_ e(a-p)x :‘ .
o ) a=p ° Pea

voor p > a. Dus als p > 1 is en p bovendien zo groot is dat Y(p)

1 _ - 1
(p=1){p=2) ~ p=2 ~ p=1 °

bestaat, geldt Y(p) =

Dus als bovendien p > 2, is

Y(p) = ‘f (e2* - %) o"P* dx,
.o

dus : o«
‘f (y(x) - e2x 4 eX) o PX gx = 0
o :

voor voldoend grote p. Dit is natuurlijk juist als y(x) = eax- e~

Of nu omgekeerd uit het nul zijn van bovenstaande integraal voor alle

(voldoend grote) p volgt dat y(x) = e?x . e®, weten we nog niet. Het is in

werkelijkheid wel zo en de zo voor y(x) gevonden functie is dam ook
inderdaad de gezochte oplossing, die we natuurlijk ook wel op andere wijze
hadden kunnen vinden. -

Het blijkt dus, dat het procédé om met e '~ te vermenigvuldigen en dan van
0 tot « te integreren na enige manipulaties tot een formule leidt, waarin
de oplossing van de D.V. kan worden afgelezen. Dit procédé is zo belang-
rijk, dat het een naam heeft gekregen.
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Definitie en enkele eigenschappen van de Laplace-transformatie

Laat f(x) een functie zijn, die voor alle regle x 3 O gedefinieerd is
el waarvoor

(- -]
‘f £(x) e P* gx
o
bestaat voor voldoend grote p.

Definitie. De functie #(p) die gedefinieerd is door

F(p) = j\ f(x) e™P* gx
o

heet de Laplace-getransformeerde van f(x).

Symbolische aanduiding:
F(p) = {rx)}.
De overgang van f(x) naar F(p) heet Laplace-transformatie. Deze wordt

in allerlei gebieden van de wiskunde toegepast, o.a. bij het oplossen
van differentiaalvergelijkingen. '

Eigenschappen

I E(rx) + g0} = L)) + L{alx)].
IT L£{c f(x)} =¢ & {£(x)) voor constante C.
ITT L£(£'(x)} = ~ £(0) + p € { £(x)}, als 1im £(x) ¢ ¥* - o,

X - o

De eigenschappen I en II volgen direct uit de definitie. Ze betekenen,
dat & een lineaire afbeelding is. Eigenschap ITI vinden we met particle
integratie:

L{£1(x)}

1l

jwf'(lﬂ e Pax = [f(x) e-px]w + pff(x) e iy =

o
o o

= ™~ f(O) + P £(f(¥.)}o

Door eigenschap III herhaalde malen toe te passen, vinden we

Iv e = e 0) 40 22 0) 4 ... 4 ™7 £(0)] +

+ 9" £{1x)),

als 1lim f(k)(x) e P* - 0 voor k = Oy 1y eeey n=t,

X =~ oo

Toepassing op differentiaalvergelijkingen. Het omkeerprobleenm

Bovenstaande eigenschappen maken de Laplace~transformatie geschikt voor
het oplossen van lineaire D.V, met constante coefficienten.
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We demonstreren dit aan een vergelijking van dé tweede orde:
¥ +'a1y'-+ a,y = f(x).’
Noem ter afkorting ¥(p) = L{y(x)} en F(p) = Lir(x)}.
Past men Lavlace~thansformatie toe, dan krijgt men:
- [y*(0) + py(0)] + p*¥(p) = a,¥y(0) + a,p ¥(p) + a,¥(p) = F(p),
p ¥(0) + y'(0) + a,y(0) + F(p)

Y(p) = - — .
p? + a,p + a

2

Als nu y(C) en y?(0) gegeven zijn, is hierdoor de getransformeerde van

y(x) geheel vastgelegd. De voornaamste moeilijkheid is nu echter, uit de
getransformeerde de oorspronkelijke functie terug te vindem. ¥

Yiervoor bestaan algemene methoden, - die we hier echter nist Vu"*‘n be~
spreken, Bovendien kan men bewijzen, dat de oorspronkelijke functie, indien
zij continv is, door haar getransformeerde ondubbelzinnig bepaald is.

Tr bestaan echter ook uitvoerige tabellen, waarin men kan trachten de
gezochte functie te vinden (bv. G.Doetsch, Tabellen zur Laplace-
Transformation, of Bateman manuscript project, Tables of integral transe
forms, Volume I).

Enkele hulpmiddelen bij het terugzoeken

Vaak kan men de getransformeerde schrijven als een product van twee
functies, waarvan we de ocorspronkelijke functies kennen.

We vinden de oorspronkelijke functie van het product dan als volgt :

Stel F{p) = H(£(x) } en G(p) = £{g(x) } , dan is
Fp) 6(p) = [ 260 e ax [ glx) o7 ax
g _
= ff(t) g(y)e P gy g
0 [»]
Stel nu x =t +y, dusy =x -t :
F(p) G(p) = | at £(t) glx - t)e™P* ax =
o"r tf

X
jdx e PX f f(t) glx=t) dat,
S o

X
dus F{p) G(p) = i{'f £{t) glx-t) at )
o)

X
De functie hi{x) = j‘f(t) g(x-t)dt noemt men de convolutie van f(x)
0
en g(x), geschreven f(x) * g(x). Dus :
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Stelling|] De Laplace-getransformeerde van de convolutie van twee
functies is het product van de Laplace-getransformeerden van
die twee functies. In formule:

Lirlx) * glx)) = (£} . Liglx)).

Stelling| Als F(p) = L{f(x)]}, dan is F(b-a) = L{e®* £(x)}.

[+ +] . - - o0 . ( -
Bewijs: jﬁ e®* £(x) e™P¥ gx = j\ f(x) & P a)x dx.
o

o}

Als de getransformeerde een gebroken rationale functie van p is, waarvan
de graad van de teller kleiner is dan de graad van de noemer, dan helpt
splitsing in partiele breuken,

Deze levert termen van de vorm

c C Cp .
(p~a)® {(p-a)2+bz}n {(p-a)2+b'}n

Voor het gemak beperken we ons bij de kwadratische noemerfactoren tot
n =1, Het geval n > 1 gaat analoog, maar ingewikkelder.

o oo ' o
JP xn e_px dx = [_,E_WE___] + E‘J‘ xn 1 e px dx = ... =
S b I o P T

a0

n! -px .. _ nl
- L[ e dx = nel
o L

-

- e-Px 'b
sin px e FX ax = [ s— (~ b cos bx = p sin bx)| = —_.
| 2.2
p +b - "0 p+b

1]
it

)
v x e TX T |
J1 cos bx e P ax [ (= p cos bx + b sin bx) ~B_

° p’ +b : ~ Jo p?4p?

Hieruit volgt direct de volgende tabel

L (£(x)} £(x)
1 ' 2% =1
(P_a)n zn“"‘s !
1 eé'x s5in bx
(p-a)2+b2 b
———-JE——:T X (cos bx + % sin bx)
(p=a)‘+b

Met behulp van convolutie is deze tabel verder uit te breiden.
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De Laplace-transformatie is bijzonder bruikbaar voor het vinden van-de
oplossing y(x) van een lineaire D.V, met constante coéfficienten, die

vastgelegd is doordat y, ¥'y ev., y(n-q) in e¢en vast punt a gegeven zijn'u

(hierin ie n de orde van de D. V.3 het ount a kan door substitutie

x =t + a naar O verschoven worden). Bij de vroeger behandelde 0plosslngs-
methode werd eerst de algemene oplossing bepaald, waarna de hierin FER
optredende constanten aangepast werden aan de speciale voorwaarden, Waataan
de gezochte oplossing moest voldoen. Dit is, speciaal bij vergelijkingen
van tamelijk hoge orde een aanzienlijke omweg. Het voordeel van de methode
met Laplace~transformatie is, dat we rechtstreeks naar de ene verlangde:
oplossing toerekenen, zonder dat we eerst de algemene op10551ng behoeven

te bepalen.

Tot slot nog een voorbeeld.

Vbal " + bzy =% +x + 2 . Gevraagd'de oplossing, waarvoor

b2 _
y(0) = y1(0) = 0. Als F(p) = L{x? + x + ;%-) (dit rekenen we niet uit),
dan geldt voor Y(p) = ae{y(x)) :
P2+b2
Nu is —— ;1(555325 }. Met behulp van de convolutie vinden we
p +b

X
¥(x) =% J" (82 + t + f;-) sin b(x - t) at.

(&)

Hiermee is de gevraagde oplossing eigenlijk al gevonden. Met particle
integratie rekenen we de erin optredende integraal nog uit.

X
j £2 sin blx-t)dt = [-3)- t? cos bi{x=t)] -% I t cos blx-t)at =
[a] o [»)
2
.5 [t sin b(x-t)] - %f sin b(x-t)dt =
b ,

o'
o

X
1.
=X .2 j sin b(x-t)at,
' : o

dus-
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1 £ 2 x?
v J (8 + F) sin blx - t)at = X,
3 b b
x x x
-;-:- J.t gin b(x ~ t)dt = }:E-E— cos b(x-t)] - 51-2- Icos hixe-t)dt =
) o o
1 x " sin b
=l‘;+—;-[sinb(x-t)] =i2-sn3",dus
b b o b b
2 -
v(x) = x . x _ sin bx .
v¥  p? v’

Men kan ook F(p) uitrekenen en splitsing in partiele breuken tuepassen.

TR T L e
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HOOFDSTUK II  REEKSEN EN INTEGRALEN VAN FOURIER

8.1 Irigonometrische reeksen.

Feriodieke functies

In het eerstejaars college is een studie gemaakt van machtreeksen.

Ock is daar het probleem beschouwd, of en zo ja hoe men een gegeven
functie in een machireeks kan ontwikkelen. Dit heeft geleid tot de

reeks van Taylor,

Voor periodieke functies is een andere vorm van reeksontwikkeling meer
passend. Fen functie f(x) heet periodiek met periode p als voor alle x
geldt f(x+p) = f(x). Dan geldt ook f(x+np) = f(x) voor gehele n.
Als men de grafiek van een dergeljijke functie over een afstand p naar
rechts (of links) verschuift, verandert deze niet.

Ongedempte trillingsverschijnselen zijn voorbeelden van periodieke fupcties
van de tijd (wisselstroom, trillende snaren en balken).

De functies sin x en cos x zijn voorbeelden van periodieke functies
(periode 2n}, Maar ook sin nx en cos nx zijn voor natuurlijke n periodiek
met periode 2mn en ook de constante functieas. Een reeks

o0
(1) e, + 2-1 (an cos nx + b sin nx) = S

heet een trigonometrische reeks. Als deze convergeert, stelt de aom
ook een periodieke functie met periode 2rn voor. We zullen zien dat zeer
vele periodieke functies met periode 2x zich in een dergelijke reeks
laten ontwikkelen.

Verband tussen coefficicnten en som van een trigonometrische reeks

Veronderstel dat de reeks (1) convergent is voor alle resle x en noem
de door deze reeks voorgestelde functie S(x). Dan geldt

2n 2n o
f S(x)sin kx dx = J{c°+ E (an CO8 nX + bn sin nx) )} sin kx dx.
n=1
o

We weten niet, of we de reeks in het rechterlid termsgewijs mogen
integreren. We stappen voorlopig over dit bezwaar heen en doen het toch.
Dan komt er

an ao 25 21'!

(2) co\f‘sin kx dx + zg (an J\cos nx sin kx dx + bn J‘sin nx sin kx dx).
o n=1 ) o

Er geldt nu

an : O voor n # k '
of sin nx sin kx dx = {nvoorn =k} .n en k geheel > 1.




2n
f cos nx sin kx dx
o

0 voor n en k geheel > O.

1
f cos nx cos kx dx
o

T voor n

O voor n £k, n en k geheel 2 0
=k
2x voor' n = k

\

Immers sin nx sin kx = 3 ( cos{n<k)x ~ cos(n+k)x} , dus

AV Y PN

211:.
=0

sin(n=-k)x sin(n+k)x]

2%
1
voor n £ k is cJ\sin nx sin kx dx-e[ s - v

[+

) | gr | 2n
en voor n = k » % :I..E;Jv sin nx sin kx dx = = |x - sin(n+k)x]
0 \ 2 n+k

1
a

o
€05 nx sin kx = %{ sin(n+k)x + sin(ken)x}) , dus
A2‘.I'I:

voor n £ k is Icosnxsinkxdx:
& -

1] . cosln+k)x . cos(k-h)x] -0
2 n+k k-n T

21

voor n =k > 1 is f.cos nx sinkxdx=-%[

[«

2n
cos(n+k)x :l -0
n+k -

4

=54 _
envoorn:k:Oisfcosnxsinkxdx=0, omdat sin kx = O ;
o

cO0s nx cos kx

%{ cos(n+k)x + cos(n~k)x}, dus

21 2

: _ 1| sin(n+k)x  sin(n-k)x
voor n # k is J oS nx cos kx dx‘_ 2[ -y + — ]

:O,
o .

2n an
voorn:k>,1isfcosnxcoalocdx='l-B—i-ri-(n—*'k)—xd-x =
K 2 n+k o

2n T
en voor n = k = 0 is fcoa'nx cos kx dx = J‘dx=2n .
0 o

Met behulp hiervan gaat (2) voor gehele k > 1 over in = bk'

Doen we hetzelfde met cos kx in plaats van sin kx, dan komt er
Ta, voor k >1 en 2w ¢, voor k = 0. Maken we de afspraak Sy = 3 8y
dan komt er ®a, voor k > O.
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Als we aannemen, dat termsgewijze integratie van de réeks geoorloofd is,
vinden we dus ' '

1

2n
g, = —‘f 8{x) cos kx dx voor k 031425000

k T
o

n
b, = 1 ;f s{x) sin kx dx voor k

k I S 1,2,.--

1)

Bedenk wel, dat we niet bewezen hebben, dat deze betrekkingen tussen a_,
b, en #(x) voor jedere trigonometrische reeks gelden! We hebben namelﬁE
bYj de afleiding ergens de volgorde van sommatie en integratie verwisseld
zonder dit te rechtvaardigen. De gevonden formules dienen dan ook slechts
als leidraad bilj de nu volgende definitie. :

Fourier-coefficieénten van een functie

We draaien nu het probleem om en beginnen niet met een trigonometrische
reeks, maar met een functie f(x), waarvan we a priori niet eens weten of
het wel mogelijk is haar als een trigonometrische reeks te schrijvean.,

. We nemen wel aan, dat f{(x) periodiek is met periode 2% en verder dat 2ij
integreerbaar is tussen O en 2n (en dus wegens de periodiciteit tussen
ieder tweetal eindige grenzen).

Definitie. De getallen a, en bk, die bepaald zijn door

1 an
2 =X f(x) cos kx dx voor k = 011g2'-o.
kK = A
27 (formules van
bk = %\[ f(x) sin kx dx voor k = 1,2,... Euler),
e}

heten deé Fourier-coefficienten van f(x) en de met deze coefficienten
gevormde trigonometrische reeks

o )
+ 2- '(an cos nx + bn sin nx)

1a
.2 o g

heet de Fourier-reeks van f(x).

We hopen, dat deze reeks convergeert en de functie f(x) voorstelt. Of
dit waar is, zullen we in paragraaf 4 onderzoeken., Het zal blijken, dat
we om te bewijzen, dat het zo is, verdergaande voorwaarden aan f(x)
zullen moeten opleggen.

Als f(x) een even functie is (d.w.z. f(=x) = f(x)), dan geldt
2n ’ T 2n
\[ f(x) cos kx dx = ‘f f(x) cos kx dx +~[ £(x) cos kx dx =
o o T
T - 4 T ’
= ‘[ f(x)cos kx dx +‘[ - f{2r=-x)cos k(2n-x)dx = ZJ“ f(x)cos kx dx,

o}
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want, omdat f(x) periodiek is, geldt f{2m-x) = £(-x) en omdat f£(x) even
is, geldt f(-x) = £(x). Verder is

21 4 n
h[ f(x)sin kx dx = f(x)sin kx dx +‘f f(2rn=x)sin k(2n-x)dx = 0O

o]

om dezelfde redenen. Op analoge wijze vinden we voor oneven functies
(dewaz, f=x) = =£(x)):

2n 2n ' n .
J. f(x)ecos kx dx = O,\{ f(x)sin kx dx = 2;[ f(x)sin kx dx.
’ J .

We hebben dus gevenden:
Voor de Fourier-coafficienten a,_ en b, van een even functie f{x) geldt:

k °® "k
2 T )
akz;t-\,[; f(x) cOSk}F dx, bk = 0,
Voor de Fourier-coéfficienten a, en'b_ van een oneven functie f(x) geldt:
k k
. 2 "
a =0, b = Ejﬁ f{x) sin kx dx.

8.2 Fourier-coffficinten van enkele eenvoudige functies

We zullen nu van enige functies de Fourier-coeéfficieénten bepalen. We zullen
ook gebruik maken van het feit dat de bijbehorende Fourier-reeksen deze
functies voorstellen in die punten waar de functies continu zijn. Uit de
hoofdstelling (zie §.4) volgt, dat dit voor de hier behandelde functies
inderdaad het geval . is.

Alle beschouwde functles zullen ulteraard periodiek zijn met periode 2=n.
Om-een dergelijke functie vast te leggen is het voldoende haar tussen O
en 2n (of op een ander interval ter lengte an) te geven en haar dan
periodiek voort te zetten.

Vb ,1 Cf(x) =1 voor 0 < x <m, f£(x) = ~1voor 1 < x < 2n.
Deze functie is oneven, dus'ak = 0,

2]‘“ 2 L
bk == A sin kx dx = [~ o oS kx] = {((~ 1) - 1}.

-2
" kn
De

functie f(x) is

aje©

Voor even k is bk = 03 voor oneven .k is bk =
overal continu, behalve in kn (k geheel). Dus

2{:: sin (2n+1)x _ {‘ 1% voor 0 < x < =&

BTV R -4in voor n < x < 2n.
Voor x = kit is de uitkomst klzarblijkelijk = O.
Vullen we X = 3% in, dan vinden we
(-1 11 1 1
21‘14-'1 —1"3"'5-7"'... —’L}".

n=9o




Deze reeks 1s echter juist de machtreeksontwikkeling van arctan x voor
x = 1. Vroeger was de geldigheid van deze reeks beperkt tot |xl < 1.
We zien hisr dus, dat het voor x = 1 ook goed is.

Vb2 " f(x) = m-x voor 0L x <n, f(x) =x -7 voor n £ x < 27,
Deze functie is even, dus.bk = 0. Voor k > 1 geldt

1A b1 4 .

2 . ke dr (2 T e 2 e N

—nJ (r~x)ecos kx dx = [kn(n-x)sln kx]o + knJ sin kx dx =
o

oY
4
N
w
"
]

o
= = == {(«1D¥ 2 1), Verder is
ki '
n N
a = %f {(n-x) dx = n. Daar f(x) overal continu is geldt
0 .
£(x) =%“§ Mp.:.g_)..a, dus
n=o (2n+1)
= cos (2n+1) x - -%ﬂz - %nx voor 0 L x g™
n=o (2n41Y %nx - g-nz voor ng x £ 2w,
Voor x = O geeft dit ‘
o 1 1 4 1 2
r——— ] g g m— L, = T .
n=o (2n+1)? 9 25 8
b3 f(x) = nm = x voor 0 €< x < 2r, Deze functie is oneven, dus 8 = 0.
o 2 2 L N
o b, = E.r v -x)sin kx dx = [~ }—c—ﬁ(n-x)co:s kx]o - E\L cos kx dx =
I"'»_., "\\“\‘ fo) .
" 2 2 .sin kx. _ 2 |
"k U x I,k Dus

Voor x = %_n kriigen we dezelfde uitkomst als in voorbeeld 1.

Vb.4 £(x) = m-x)* voor O £x<2n.,
De functie is even, dus b, = 0. Voor k > 1 geldt

k
r % n
a, = 2 f tr-x)2cos kx dx = i(1:-3:)2:5111 kx + A I(n-x) in kx dx =
X " lk= . Ex 8 X =
o o o
R
_ 4 _2 2 _ 2.2
= = en verder is a_ = % (r=x) dx = Sn°. Daar #(x) overal continu
k o W . .3 .

is, zeldt f(x) = -;-32 + 4 E £28 MX 4

n=1 n




N . o8 nx _ 1 2 1 N 2 . 2
gé; —";?—— = 12?1 + E(n-h = 12(31 -6nx+2n ) voor O £x S 2n .

Vult men hierin x = O (of x = 2%) in, dan krijgt men
o

:EE: 1 1 1 _ _1_2
——1+E+9+...-gﬂ.

n=1 n?

Invulling van x = ® levert

= n-1
E -(-::'..)-__. = 1 = l+ l - 1 + --3-....“2
n=1 n® : 479787 cer T AT -

In de voorbeelden 1 en 3 zien we dat de som van een overal convergente
trigonometrische reeks geen continue functie behoeft te zijn!

Vaak is het prettig om het nulpunt op de x-a= te verschuiven, d.w.z.
_f(x) te vervangen door f(x+a). Stel :

1 = . \
2(x) = T8, + (an cos nx + b sin nx),
n=1
dan is
[+ ]
f(x+a) = % a_ + ZE (a_ cos n(x+a) + b_ sin n(x+a)) =
o £ ''n n

1 oo
=za, ¢+ §=1{(an°°s ne + b sin na)cos nx + (-ansin na + bngos n&)sin nx}{

Het speciale geval a = 1 geeft :

-]
t(x+n) = % a, + E- {(-1)® a ©0s mx + {ar)® b sinnx} .
n=1 B

Past men dit op het resultzat van voorbeeld 3 toe, dan krijgt men

-
' n~1
: EE (=1) = sin nx _ %x voor -~ < x < =x
n=1

!

en analoog bij voorbeeld 4 :

oo
C ped
:E (=12 cos nx _ 1 2 "
= : o2 --ﬁn-:x vVoor = T L X K .
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In de theorie van de gelijkrichters spelen de in het volgende voorbeeld
behandelde functies een rol

V.5 f(x):s:.nxvooro Sxgmn, £f{x) = Ovoorn(xgan.
We b berekenen de Fourler-coefficlenten van deze functie.

i

% f sin x sin kx dx = 'é]r? J‘{cos(k-‘l)x - cos(k+1)x } adx..
(3 ()

T
sin{k-1)x _ sin(k+1)x
k-1 k+1

Voor k > 1 levert dit 2—1{-[ ] =0 en voor
o

k = 1 levert het % .

n : , n
% f sin x cos kx dx = -;—ﬂ f {sin(k+1)x - sin(k-1)x} dx.
) o ’

n
. 1 cos{k+1)x cos(k-1)x
Voor k # 1 1ev'ert dit 57 [— P + = , s+ hetgeen

7 vbor even k, Voor k = 1 vinden we

= - 2
= 0 is voor oneven k en = - o

1 cos 2x | * _
s L

2 o
o0

1'+%sinx-éz t:as.?nx= sin x voor 0 L x £ =«
* T = n? -1 0O wvoor mgxgam.
Past men verschuiving over g toe, dan vindt men
1 = ‘ 0 0 x
E_%Sinx_%zco.sznx= voor 0 £ x ¢

: n=1 4n?-1 -sin x voor t £ x £ 2R .

Telt men beide resultaten bij elkaar op, dan komt er

(-]
4 cos 2nx

| 8in x| .
¥ n=1 4n? -1

2
s -

Daar dit periodiek met periode = is=s, kunnen we x door %x vervangen :

4 <2~ cos_nx
“n:‘l 4n? w1

=lsin xl.

=

g .
3
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We beschouwen ten slotte nog het geval, dat de door een Fourier-reeks

voorgestelde functie niet continu is. Zo is. de in voorbeeld 3 gegeven

reeks niet continu in x = O, want voor 0 < x < 27 is de uitkomst %n- %—x
1 _

en voor = 2n < x <0 is de uitkomet = %n - -é-x . Dit laatste kunnen we uit

de grafiek aflezen, maar pok_alq volgt berekenen., Als = 2n< x < O,
dan is8 0 < x + 2%wx< 2, dus de uitkomst is %'n- %(x + 2m) =-%1‘!- %x.'
Laten we nu x van rechts naar nul naderen, dan nadert de functiewaarde
tot %1:, doen we hetzelfde van links, dan komt er - %It Vullen we

= 0 in de reeks in dan komt er 0, dat is juist het gemiddelde van beide
1imietwaarden. In voorbeeld 1 treedt hetzelfde verschijnsel op.
Het bljijkt een algemeen verschijnsel te zijn. Ale we in een punt a, waar
de functie f(x), die door de reeks wordt voorgesteld niet continu is,
de limiet voor x - a van rechts komend aanduiden met

1lim f(x) = £(a + o)
X a

en analoog voor de limiet van links

1im f(x) = f(a - 0),
Xt a
dan blijkt de waafde van de reeks voor x = a juist 35 {f(a+0) + fla-0) }

te zijn. In een punt a, waar f(x) wel continu is, is natuurlijk
f{a) = t(a+o0) = :r(a-o), zcdat dezelfde formule ook in dat geval kan worden
gebruikt.

§.3 De ongelijkheid van Bessel en de formule van Parseval.

We gaan uit van een functie f(x), die integreerbaar is en periodiek

met periode 2n., We willen proberen deze functie door een trigonometrische
reeks voor te stellen. Hiertoe nemen we eerst een partiele som van een
trigonometrische recks

n
1
3 %y + Ei1 (ak cos kx + ﬂk sin kx),

die een trigonometrisch polynqoom genoemd wordt. We willen proberen
het verschil van f(x) en zo'n trigonometrisch polynoom klein te maken.
Om de afwijking van belde te meten kiezen we de uitdrukking

27 n
Jig®) - 3 a -2 (o, cos kt + B, sin kt) ¥ oat.
k=1 ’ -

o]

Al
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~

. Deze uitdrukking, die in ieder geval > O is, gaan we uitwerken.
Hierbij noemen we a, en bk de Fourier- coefflcienten van f(x).

Werken we de integrand uit, dan geeft dit

(£(£))? - a, £(t) - 2 Z(a f(t)cos kt + B, f(t)sin kt) +
k=1

n .
+ z* (a.oa.k cos kt + a.B, sin kt) +

+
FSIN
[=3

+i Z {a, cos kt + B, sin kt) (@ cos mt + B sin mt).
k=1 m=1 =% K @ m

Integreren we dit van O tot 2% en delen we dit door n dan komt er
n Y |

11 2 S_

: I(f(t))‘dt -a, a.o 2k=1 (axak+ﬁk bk) +

n
1.2 2 2
2 %o *g(“k‘ + By )

+
|

T 1

2
=%6[ (f(t))dt-—a -Z(a +b0) +

@, - a,)’ +ik=1 ((a) =~ a ) + (B, -b)" }.

rof =

Eet is duidelijk, dat dit zo klein mogeliik is als @, = a voor
kK =0,1,40.4n en Bk' = b voor k = 1,2,...,n. We kunnen dus zeggen, dat de

beste benadering van f(x) met-een trigonometrisch polynoom geleverd wordt
door een partiele som van de Fourier~-reeks van f(x). Verder blijkt uit
het feit, dat bovenstaande uitdrukking . 0 is, dat

9 n ) 2 1 2%
a +k§(ak +bk)§“df (£(t))? at.

T

00

Hieruit volgt dat de reeks > (an2 + b: ) , waarvan de termen > O zijn,
n:1

convergent is. Bovendien is

oo 21;' 2
+ 21 (a? +b?) g% j (£(t)) at (ongelijkheid van Bessel).
n= o
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We merken nog op dat deze ongelijkheid door een gelijkheid mag worden
vervangen : .

% al & EE (an2 # bnz) = 1-‘f (£(t))?dt (formule van Parseval).
n=1 o R

i

o T

Dit bewijzen we niet; we zullen er ook geen gebruik van maken bij'onzé
verdere afleidingen.

Uit de convergentie van de reeks E (1ea.n2 + b; ) volgt dat de termen
. oy
van deze reeks naar nul naderen en daaruit volgt lim a = 0,
N+x n
lim b_ = 0, of uitgeschreven :
2% 2%
lim J‘f(t)cos nt dt = 0, lim f(t)sin nt dt = O.
n-»o0 o N=-»oco

De volgende hulpstelling, die we later nog nodig zullen hebhen, is
- hieruit direct af te leiden.

Hulpstelling. | Als a en b constanten zijn met 0 L a < b g 2n en als
f(x) integreerbaar is tussen a en b, dan geldt

b
lim f £(t) sin (n + %)t dt = O.

n-» oo

Bewijs. We voeren een hulpfunctie h(x) in, die gedefinieerd is door -
h(x) = 0 voor 0 £ x < a, h(x) = £(x) voor a £ x £ b, h{(x) = O voor
b<x<2xn .

~
Dan is
b ; 2x 4
. J" £(t) sin (n + 30t dt = [ h(t) sin (n + 3)t at.
a [o] .
Nu is P ] Py ;
1im J‘ h(t) sin (n + 3)t dt = lim J’h(t) cos 5t sin nt dt +
Y=o . n-» oo .

2

2™ I
+ 1im h(t) sin =t cos nt dt = 0,
- oo

waarmee de hﬁlpatelling bewezen is.”
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8.4 De hoofdstelling.

[

Integraalformule voor een partigle som van een Fourier-reeks

We gaan weer uit van een integreerbare functie f(x), periodiek met

periode 2% en met Fourier-coefficienten a en bk‘ Partiele sommen van

de Fourier-reeks van f(x) geven we aan met sn(x)._dus
1
sn(x) 38, + E (a.k cos kx + b, sin kx).

We gaan de convergentie van de Fourier-reeks voor een vaste waarde
x = ¢ van x onderzoeken, We vullen in s (¢) de formules van Euler voor
de Fourier-coefficienten in :

2n an 2m .
5, (c)— Jf(t)dt-ﬁ E (- cos ke \gf(t)cos kt dt + =+ sin ke ff(tjéinndt)=
[+] 0 o}
2n
=2 J (2« > (cos ko cos kt + sin ke sin kt)) £(t)dt =
o k=1 '
21
1 1 <
-1 j{ 1+ cos k(t - o)) £(t)at.
2 k="
Q

Stel nu t = ¢ + u, u =t - ¢, dan komt er

2n=C

A=

: n
{l + E'cos ku)f(e + u)du.
e k=1

-C

Aan de grafiek van een functie g(x), die periodiek is met periode 2m,
zien we direct, dat voor een willekeurige a geldt

a+am 2%

(t)dt = (t)dt.
g s Je

Passen we dit toe, dan vinden we

1 2n 1 n_-
sn(c) = = ~r {E + £i1 cos kt }f(c + tldt.

o}
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dp het gedeelte van de integraal van‘n tot2n‘passen we de substitutie
t =2 « u, u=2n - t toe. Gebruik makend van de periodiciteit van
f(x) vinden we dan

T
T ey tte e e -

T k=1

T n .
= % ‘f {% + £§1 cos ku)} f(c - u)du, dus
g =

' T
n
sn(c) = % J} % + ;?1.005 kt } {f(c + t) + f(c = t))} dt.

[a] . = "

~

De eerste factor in de integrand kunnen we nu nog verder omvormen

1 <2 1 K 2 1 e
34-2 coskt:mT{sin§t+§Bsin-a-tcorsktlz
k=1 : ' 2 sinzt k=
1 .1 i 1 1 '
z ——mr—e { 5in = t + [ sin(k + =)t - sin(k - <)t ]} =
| 2 . 2 2 °
2 sin = t k=1
2
= **——1———"{ sin 2 t + (sin 2 t - sin 1 t) + (sin 2 t - sin é‘t) + ees
1 . 2 ) 2 2 2
2 sin 3 t . :

eee + [ sin(n + %)t - éin(n - %)t 1}

sin(n + %)t
— — . 1 L ]
2 sin > t
Dit is natuurlijk alleen goed, als sin % t £ 0, duwez, als t £ 2mn
met gehele m.

Vullen we dit in bovenstaande integraal in, dan moeten we bij de
ondergrens t = O oppassen, omdat de integrand,een noemer bevat, die voor
t = O naar nul gaat. De tellerfactor sin(n + E)t gaat echter ook naar
n
nul en dit moet ook, want % + E cos kt nadert tot-de eindige waarde
k=1

JI
n + > als t - 0.

We merken eerst nog het volgende op:

B sin(n+ %)t > P/
J\———~—————— dt = P kr(?§-+ E CO8 kt) dt = 1.
o

sin %t

Hl-=
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We wvinden nu
n .
1 sin(n + #)t  flc+t) + flc=t)
Sn(c) = .“j sin _g_t . ) dat.
0 R

Hiermee is een integraalvoorstelling van de partiéle som gevonden. .

De hoofdstelling

We moeten nu nagaan wat hiermee gebeurt voor n—w . We zullen daartoe
enige veronderstellingen over de functie f(x) moeten maken. We weten al,
dat het niet realistisch zou zijn, f(x) overal continu aan te nemen,
omdat we in paragraaf 2 hebben gezien, dat er zeer eenvoudige trigono-
metrische reeksen bestaan, waarvan de somfunctie niet overal continu is,
maar op sommige plaatsen een sprong vertoont. D.w.z. voor x - ¢ van
rechts komend nadert f(x) tot een bepaalde waarde en evenzo van links
komend, maar deze twee uitkomsten behoeven niet dezelfde te zijn:

1lim £{(x) = f(ec+0), 1lim f(x) = f£(c-0).
xyc’ XscC

We zullen echter nog iets meer aannemen, nl, dat, als we ons tot waarden
van x rechts van ¢ beperken, de functie f{(x) differentieerbaar is en
evenzo van links :

m f{x) = f(c+0) f(c+h) - flc+o0)

11 = 1lim = f'{c},

_ X-c hjo h +

1im fix) - £(c=0) _ 15, flc=h) = flc=0) _ £1(c) .
X-c =h -

xscC hio

Het spreekt vanzelf dat bij benadering van rechts voor de waarde van
f(x) in ¢ f(c+o) wordt gebruikt en bij benadering van links f(c~o0).
Dit is in bovenstaande formules al geschied.

Onder deze veronderstellingen zullen we nu bewijzen dat lim Bn(c) = ¢le),
N o

waarbij ¢(c) gedefinieerd is door

{ £(c+o) + f(c=0)} ,

¥ Y

ple) =

dat is dus het gemiddelde van de grenswaarden bij benadering van rechts
en van links.

T 1.
Wegens sin{n + )t
¢ (c) -‘P—%ilar ————2— at, geldt
sin 3 t

il
Aj

sn(c) - ¢(c>

¥ sin(n + )t
f : 2 { flc+t) : fle~t) _ w(c)} at.
3 sin 3 t
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© We moeten aantonen dat dit naar nul g-at als n- = . Dit zou direct

volgen uit de hulpstelling van paragraaf 3, als we wisten dat de-
functie :

1
(1) { f(c+t) ; f(C"t) - (P(G)}

Sin-é't

integreerbaar 1s tussen O en n . Dat is echter nlet direct duidelijk

omdat 1lim sin Et = 0. De factor tussen accolades gaat echter ook naar
t-o0

nul als t - 0. Een nadere analyse is dus nodig.

Nu is bekend dat

% t
lim '——1—=1;
t- o0 sin 5 t

verder is

2 .f(C+t) + flc=-t) flest) -~ £(c+0) flc=t) - £(c-0)
Iy { > -9(c)} = : - = .

hetgeen voor t | o nadert tot fl(c) - f'(e).

Hieruit zien we, dat (1) voor t io tot een eindige limietwaarde nadert..
Daar O het enige kritieke punt van deze functie is, mogen we dus de
hulpstelling toepassen en concluderen dat

I];:i;m“ sn(c) =¢(c).

Hiermee is de volgende stelling bewezen.

Stelling | Laat f(x) voor alle reele x gedefinieerd zijn, periodiek met
periode 2n en integreerbaar over elk begrensd interval. Laat
voor een reele ¢ gelden,dat

1im £(x) = f(e + 0),

X} ¢

1lim f(x) = f{ec - 0),

xfc

1im £(x) - £f(e + O)’
X = ¢

X ic

lim f{x) - f(c‘- 0)
X - ¢

Xte :

bestaan. Dan geldt

+ E (a cos nc + b sin nc),

1 =1
3 {f(c + 0) + £{c - 0)) = 3 2, —

waarin an en bn bepaald zijn door de formules van Euler.

Als £(x) continu is in ¢, dan is natuurlijk +{f(c + 0) + f(c ~ 0)} = f(e).
Deze stelling is &= hoofdstelling uit de theorie der Fourier-reeksen.

Andaore periode dan 2.

Vaak zullen de beschouwde functies in de praktijk wel pericdiek zijnm,
maar met een andere periode dan 2n. Deze zijn echter door een eenvoudige
transformztie op het geval van periode 2m terug te brengen.
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Stel dat f(x) een functie is met periode p, dus f(x+p) = f(x). We voeren
een hulpfunctie F(x) in, die gedefinieerd wordt door

N

F(x) = £ %), s £(x) = F (-?-;f-’-‘-;.

Nu is F(x + 2%n) = ¢ (R&E%%El) = f (gﬁ + p) = £ (g%p = F(x),

dus F(x) is periodiek met periode 2%. We ontwikkelen nu F(x) in een
Fourier-reeks (hierbij even aannemende dat F(x) continu is) :

1 = .
F(x) = 5 a, + 2;1 (an cos nx + b sin nx),
- 2ixy _ 1 = 2nnx 2nnx
dan is|f(x) = F (*;-) =5a + E (an cos == 4 b sin P Yy
n=1 ‘
2% 2n :
4 =1 =2 pt ~ -
waarbij a = 3 J‘ F(t) cos nt dt = ¢ £ (2u) cos nt at =
. 2 & | .
2 2nnt
= = f(t —_— dt
O P\f ) cos K
o

en analogg bn =

B - B TAV)

D
Jﬁ f(t) sin Ezft dt

Q

Als f(x} niet continu is, moeten we natuurlijk weer % (f{x+0) + f(x=0))
nemen. ’

8.5 Trillende smaren en staven

We beschouwen een dunne gespannen snaar. Kies de x-as langs de evenwichts-
toestand van de snaar mét x = 0 en x = £ in de eindpunten van de snaar.

We geven de snaar een kleine uitwijking uit de evenwichtstoestand die in
één vlak door de x-as ligt. In dit vlak kiezen we een y-as. We nemen aan
dat ieder punt een beweging gaat beschrijven gelegen op een rechte lood-
recht op de x-as en dat de uitwijkingen 20 klein zijn, dat de spanning in
de snaar er niet door verandert. Ne beweging wvan de snaar kan beschreven
worden door y als functle van x en t te geven.

Vatten we een stukje van de shaar gelegen tussén x = x_ en x = X, in het
oog, dan werkt in de uiteinden een kracht op dit stukjg veroorzaakt door
de spanning, en wel in tangentiele richting. De component in de Y-richting
van de resulterende kracht is

P(sin a4~ sin ao), met tan ay = (%%) , tan « = (%%) .
X=X, x=x
. o
Hierin is P de spanning in de snaar. We nemen .aan dat de hoekena en a,

zo klein zijn, dat we sinus en tangens aan elkaar gelijk kunnen
stellen, dan is de kracht dus '

9 d
P {(%)xﬂx -Gh ).
S o

en dit ken voor een klein stukje snaar weer benaderd worden met
a?
P(x, - xo) (5;¥) . De massd van het stukje snaar is p(x; - x )

]
X=X °
o




waarin p de massa per lengte-eenheid van de snaar is en de versnelling

is bij benadering;(§i¥) (de versnelling verschilt van punt tot ﬁﬁﬁﬁ)s
t X‘-—"xo ' N -:‘ RS

Dit levert omns de volgende partiele D.V. voor de trillende snaar:

.__I.z__.?.
at? 3 x?

waarin & = = ,

Eenzelfde D.V. vindt men bij de beschouwing van longitudinale trillingen
in staven (dan is o? = g y E = clasticiteitsmodulus, m = dichtheid).

Hoewel we geen theorie van partiele D.V. behandeld hebben, kunnen we
deze vergelijking met een substitutie oplossen., We passen op de omnaf-
hankelijke veranderlijken x en t de volgende substitutie toe ’

E =x ~at
n =x +at
0y _oyoar ,oyan . _, %Y ay
dan is 3% = 3f at Tanat - "% 3 ** 5y ¢
2
a_;v._az ..._I_ga a__L+az_I.
at a; £ a7 an
a2 a2 2
en analoog 9——% 6__1 0y + ‘1._3: ’
- ax® ar’ agan an
).
zodat de D.V. overgaat in g—-&% = 0.

Dit is echter eenvoudig op te lossen. Integratie naar ’ levert

%f-: ¢(n) met willekeurige functie ¢. Integratie hiervan levert

y = f1(§) + fz(n), met willekeurige (differentieerbare) functies f en f, .
Dit levert de algemene oplossing
y{x,t) = f, (x ~at) + f, (x +at).
De snaar is echter valtsihoudan aan de uiteinden x = 0 en x = £.
Dit geeft O = y(0,t) = y{4,t) voor alle t. Substitutie van x = O

geeft
£, (-at) + £,{(at) = O voor alle t.

‘Noemen we at = u, dan is dus f, (u) = ~ £, (-u) voor alle u, dus

yix,t) = £ (x - at) - fi(-x -at).




11.17

Substitueren we nu x = £, dan geeft dit
=f,(L~-at) - f1(4£ ~at) voor alle t.

Noemen we v = =£ - at, dan vinden we f, (v) = £, (v + 24) voor alle v,
dus de functie f1 is periodiek met periode 24, We kunnen deze functie

dus in een Fourier-reeks ontwikkelen:

a0

3 | nnw nmw
f1(w) =5 a, + 25;_(anl005 =~ + b, sin —Z_)’
| 1 S | (x=at) . za(xeat)
dus y(x!t) = -2' ao + {a_n cOoSs lt.r.l_.)_c.%g.._ - b sin TR X~ }
n=1

]
H

[jé' a, +;{ a cos ____7____Ttn(x+at) - b, sin __T_nn(x+atl) 1]

nnx nnat>

)
_ mx . .
= 2%1 (2a.n sin ~7 sin == + abn sin =2~ cos =5

[}

nnx tnot naat 4 °
E sin =5 ( A sin —— ¥ B cos —t?—} .

De beweging is dus de superpositie van de door elk der termen van de
reeks beschreven bewegingen. De beweging behorende bij de n® term
bestaat uit een stuk van een sinusoide bestaande uit n bogen tussen begin-

en eindpunt van de snaar (dit lezen we af aan de factor sin E%E

De maxima van de sinusoide veranderen harmonisch met de tijd (dit volgt
uit de tweede factor). De maximale amplitude van de trilling in de

buiken 1s VA; + B; ; verder zijn er n-1 knopen (begin- en eindpunt niet
meegeteld). De trillingstijd T wordt gevonden uit

nnaT'= 2

dug T = %f. De frequentie is dus —2 Voor de verschillende waarden
van n zijn de frequenties dus gehele veelvouden van de frequentie —2

van de groudtOOn (n=1). De frequenties behorende bij n=2,3,...
geven de boventonen. De coefficienten A en B bepalen de door de snaar

voortgebrachte totale trilling.
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8.6 Het verschijnsel van Gibbs.

We beschouwen nog eens een trigonometrlsche reeks met een som, die
niet continu is, bv. de reeks van voorbeeld 1 in paragraaf 2 :

T Tveor O<x <,

(1) i sin {2n+1)x _ { ad :
< 2n+1 T LO wvoor x = 0.

Om na te gaan, Noe dit resultaat tot stand komt, beschouwen we een
partiele som van deze reeks : ,

na
: sin(2k+1)x
s.(%) = > S
- k~o
De grafiek van deze funct:z.e begint bij x = 0 met de waarde O, stijgt
' dan naar een boven -En gelegen maximum (des te steiler naarmate n groter
is) en loopt dan sllngerend om de waarde %t heen. De maxima en minima

vinden we door de afgeleide = O te stellen.

- .
as (x) & ) ‘
—"'_dn =Z cos(2k+1)x = 5 2 sin x cos(2k+1)x =

X K=o | 2 sin x

n-‘l
m-—f E;_ { sin(2k+2)x - sin 2kx}_. -2—1‘-2-5_-1%5}{; voor x £ m=%

{m geheel).
Dit is = 0, als sin 2nx = O is. Het eerste (en tevens grootste) maximum
ligt bij x = %. De waarde van de functie sn(x) aldaar is

n-1 aip (2k+1)n

®n (Ejfa") -2 akjn .

Dit nadert VOOr h—+»o tot = 5 IEE-—JC- dx. Om dit in te zien verdelen we

het interval van O tot @™ inn gelijke delen, die dus de 1engte L pebdbven.

Op elk van deze stuk;]es nemen we de functiewaarde in het midden, dat is

in het punt (k + E) % = (—2-12:—;-1-)3— rk =0,1,...,n=1. De hierbij behorende
b4
benaderingssom van de integraal J‘ :Ln £ 4x is dan
o
(2k+1)n sin (2k+‘l)n

-1 T T 2n T
2 T - az S = 2 sn('zi) :
2n

k=0
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- . Ty i sin x -
We hebben dus gevonden, dat if?oosn (En) = j dx.

De waarde van dit laatste kunnen we in een tabel opzoeken. We vinden

o dan in drie decimalen de waarde 0,926, Hetzelfde voor 1n doende, vinden

i

we echter 0,785. We zien dus dat de hoogte van de eerste top (waarvan -

de abscis %% tot nul nadert als n- =) een limiet heeft, die ongeveer 18%

groter is dan de waarde %n . Dit noemt men het verschijnsel van Gibbs.

Het is niet bepérkt tot dit ene voorbeeld, maar treedt steeds in soort-
gelijke situaties op. . _ :

We merken op, dat dit verschijnsel geenszins in strijd is met de geldlg-
heid van (1), Voor x = O geldt 5, (0) = 0 voor alle n. Voor een vaste

X > O geldt voor voldoend grote n, dat ﬁ% < x, zodat de ongelijkheid
lim s (JL) > 1-1|:= lim s _(x) {(voor 0 < x <m)
. n \2n 4 n
N-» o0 It «» o0

geen contradictie inhoudt. Wel zien we, dat we, naarmate we x dichter
bij nul kiezen, de n groter moeten maken om een goede benadering van de
limietwaarde te krijgen. De convergentie -van de reeks wordt dus steeds
"slechter", naarmate we x dichter bij nul nemen. Op deze kwestie komen
we echter nog terug.

8.7 Fourier-~integralen.

Door demping worden vele verschijnselen in de natuur beschreven door
functies, die niet zuiver periodiek zijn. Voor zulke functies kunnen
we de Fourier-reeks vervangen door een Fourier-integraal.

Stel dat f(x) een functie is, die voor alle resle waarden van x ge-
definieerd is en waarvoor de oneigenlijke integraal
oD

f |£(x)| dx

bestaat (d.w.z. een eindige waarde heeft). We verwaarlozen nu eerst die
waarden van x, die zeer groot in absolute waarde zijn, d.w.z. we bekijken
de functie alleen voor - R < x < R, waarin R een groot pos,.reeel getal is.
We zetten de zo verkregen functie perlodlek voort, d.w.z. we definieren
een nieuwe functie g(x) door : g(x) = f(x) voor =« R < x £ R en g(x) is
periodiek met periode Z2R. '

Nemen we aan dat g(x) aan de voorwaarden voldoet, waaronder g(x) door
zijn Fourier-reeks vordt voorgesteld (zie paragraaf 4); voor het gemak
nemen we aan dat g(x) continu is. Dan is




_ 1 rnx . Mnx
g(x)_2a°+n§—1 (an cos —p~ + b sin -——--R). )
R "R
-1 F mmt g, 1 nnt 4o
met an"Ro g(t) cos =3 dt_R‘_{ g(t) cos "5~ at =
R .
1 t
=5 f f{t) cos F-—%— dt,
«R
n analoog b —1JBf(t) in TBE gt
en analoog n TR sin <%= dt.

Vullen we deze a.'n en bn' in, dan geldt voor = R < x <‘R, dat

y

R o R
A2 17 nn(t-x)
2(x) = o5 ;& £(t)dt + n% 2 :[; £(t) cos “EAZTE gt

Laten we nu R naar = naderen, dan krijgen we, wegens

R JB
| J s(t)atlg J£e))at g fif(t)tdt,
“ -R - OO

R ' :
1
dat %{imm Eﬁ'-f; £(t)dt = O, dus

. = 4 B " mn(tex)
im E 5 f f(t) cos —g dt.
1 .
=R

Beschouwen we nu de integraal

€

(1) %J‘du ff(t) ci:s*'u(t-x)dt,
[o) - g0 -

en nemen we hiervan een benadering door de u-as in gelijke stukken
ter grootte'% te verdelen, en de waarde van de integraal in de rechter

uniteinden van de stukjes te beschouwen, dan krijgen we als benaderingssom

a 00
1 T  gn(tex)
— Ei1 b1 J‘fft) cos = dt.




IT.21

Dit maakt het plausibel, dat de integraal (1) gelijk is aan £(x).
Het bewijs dat dit inderdaad het geval is, geven we hier niet.

We vatten de. bewering met de gemaakte veronderstellingen in de volgende ;L-
stelling samen. : :

Stelling | Laat f{(x) ‘voor alle reéle x gedefinieerd en integreerbaar

zijn en
J ey ax
[ - O
een eindige waarde hebben. Laat voor een reele ¢ gelden dat’
lim f(x) = f{c+o0),
xic '
lim f(X) = f(cﬂo),
X3
1im f(x)x:cf(c+o).,
xic
1ig £8x) - f£lc-0)
X=C
X'C

bestaan. Dan geldt

%[f(c-o-o) + f(c~0)} = du £f{(t) cos u(t-e)dt.

Hjws
OC.—.)!
88—y

De integraal in het rechterlid heet integraﬁl van Fourier.

We kunnen de integraal van Fourier als volgt splitsen:

o0 o oo L]
%fcos uc du Lr:!:‘(t) cos u tdt + ;:-Isin ue du J‘f(t) sin ut dt.
[+ -0 (o] - 00

In plaats van de co0s nc en sin nc met natuurlijke n, die bij de Fourier-
reeks optreden, krijgen we nu cos wcen sin ucmet continu veranderlijke

u. Hierbij wordt de reeks met sommatievariabele n vervangen door een
integraal met integratievariabele u. We kunnen nu ook Fourier- coefflclenten
A(u) en B(u) invoeren als volgt

J‘ {A(u) cos u ¢ + B(u) sin u ¢ } du, met

0
A(u) =% J‘ f{t) cos u t dt,
B(u) = 1—:— _J;f(t) sin u t dt.

Vb.1 Neem f£(t) = 1 voor0<t <1_f(t) O voor t < 0 en voor t > 1,

£(0) = £(1) = 2. Dan is
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. 1 o ] o 1.
) =1 ['au [ cos u(t-x)at = 2 f [Bin ““"")] -
. o] .0 [s] . . o]
” ) " -
= é-JiSin u(1-x)u+ sinux o, Voor x = O of x = 1 levert dit
o .
J gsin u 1 : ' cae
du = Sn- Voor andere waarden van x levert de verificatie

hotzelfde resyltaat. Bv. O<x <1

o0 o s
1f sinu(‘l-x)-l-sin ux lf +.1Jﬂ,51ntdt=1.
n 4 u no “0 t

Vb,2 Gedempte trilling. In het eerstejaarscollege is deze behandeld
als oplossing van de D.V.

2
Q—E + 2h + KBy = 0.
dt

Als nu k > h > 0, dan is de algemene oplossing van deze D.V.

y = e'ht (A cos pt + p sin pt} met p = Vi@ -h2,

We beschouwen nu f(t).-= C e 2% gin pt voor 0 <t en £(t) = O voor

t £ 0. Nu geldt

o -] .
£(t) = %- du df f(v) cos u(v-t)dv =
Qo - .
a0 oo
Y J1 du Jﬁ é-ﬁv sin pv cos u(v-t)dv.
LI by - :
-]
. ~hv . . ‘
Nu is e sin pv cos u(v=-t)dv =
o
‘ - -
- % ‘r e ™ gin [(p+u)v-utldv + % Lr e BV gin [(p-u)v+utlav.
o 0
Cp de eerste integraai passen we de substitutie w = v = ﬁ%% ,
v o= W+ Lt toe, waardoor we krijgen :
p+u .
- _hut -4
% e P¥U ‘r o I¥ sin(p+ulw dw =
ut




. hut | o o . e
1 “pru e™" - |
=se {-h sin(p+udw -~ (p+u) cos(p+u)w ) =
‘ h?+(p+u)? o ut

- -h!sin;ut + (p+u) cos ut
2{h? + (p+u)?}

De tweede integraal vinden we door in de eerste integraal u door -u
te vervangen. Doen we dit ook in de uitkomst, dan komt er '

:\ h sin ut + (p-u) cos ut
2{n® + (p-u)?)

Mu is {h?+(p+u)?} {(n?+(p-u)?} = (h¥+p?+u?)? - L4pPu? =
= (K¥+u?)? - 4k?u? + 4n2u? - (v®-k?)? + 4n?y?,

~h{h¥+(p-u)?} + n{n?+(p+u)?) = 4phu,

(p+ud{h?+(p-u)?) + (p-u) (h® +(p+u)?} = 2p(n?+p?-u?) = - 2p(u?-k?).
De Fourier-coéfficiénten van f(t) 2ijn dus

- Cp(u?-~k?)
n{(u?-%?)?+4n%u?)

Alu) =

- 2Cphu
n{(u?<k?)?+4n%y?}

B(u) =

Op grond van de betrekking

£f(t) = JF:(A(H) cos u t+ B(u) sin utl}du
o

is de gedempte tfilling gesplitst in een continu spectrum van harmonisch
periodieke bewegingen met hoeksnelheid u (frequentie u/27x).
De amplitude 5 van de bij u behorende harmonische trilling is
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Cp

S;- = \{a{u))? + (Bu))? = -
\/ 7 \(u2-12 )2 + 41 u?

Om het gedrag hiervan als functie van u te bestuderen, bepalen we de
afgeleide naar u : ‘

2 Cpulk?- 2nt- u?)
3
x \/(u2 ~k?)2 s4n2y? .
Als h ;-% k VE: dan is dit voortdurend negatief voor u > O, dus S neenmt
voor toenemende u steeds af. Voor u = 0 is '
Co

S = 7z 0 voqr U= geldt 8 - O ,

Als echter h < %k\fa-, dan is de afgeleide eerst positief tot u = Vid «2h? .
en daarna negatief., De amplitude heeft dus een maximum bij u = V2 - 2h?

ter grootte 57 °

Door de invloed van de demping krijgen we niet &én scherpe spectraallijn

bij u = p, maar een band, die des te smaller is, naarmate de demping h
kleiner is. . ' ‘

Vb.3 Vlakke electromagnetische golf.

Als een dergelijke golf zich in de x-richting in vacuo voortplant,
dan wordt dit beschreven door de D.V, )

waarin E de electrische veldsterkte is en ¢ dé~lichtsnelheid {voor de
magnetische veldsterkte is het analoog). Deze vergelijking is formeel
dezelfde als de snaarvergelijking en heeft dus als algemene oplossing

E = f, (x-ct) + fz(xfct).

Ontwikkelen we nu f,{w) in een Fourier-integraal (we stellen f, voor

het gemak nul), dan komt er
E = 6f { A(u) cos u(x~ct) + B(u) sin u(x-ct) } du.

Nemen we een vaste u, dan is voor vaste t de integrand harmoniscii en
21

periodiek met periode (= gdlflengte) A = T In de tijd is de beweging

ook harmonisch en periodiek met periode (= trillingstijd) T = éf .

De frequentie v = %% . We vinden dus de betrekking Av = c¢. De integraal
stelt de splitsing van de golf voor in een continu spectrum van frequenties
uc ' :

en °

Stellen we !; niet nul, dan verandert er niets essentieels aan het
bovenstaande, : ‘




Als de functie f(x), dle als een Fourier-integraal wordt geschreven,

even is, dan zien we onmiddellijk in, dat

-

Aw) =§ I £(t) cos ut dt, B{u) =
. o o

Evenzo voor oneven functies f(x)

A(u) = 0, B(u) =§— [ £(t) sin ut dt.
: o

Vaak is de funotie alleen voor positieve x gegeven. We kunnen de functie
dan op verschillende manieren uitbreiden tot een functie die voor alle

reéle x gegeven is. Voorbeelden

1* Stel f£(x)
2% Stel f(x)
3° Stel f(x).

0 voor x < 0O,
f(=x) voor x < 0, dus maak de functie even,
~f(=x) voor x < O due maak de functie oneven.

[T ]

8.8 Complexe schrijfwijze'van Fourier-reeksen en Fourier-integralen.

Vaak worden Fourier-reeksen in plaats van met sinus en cosinus met
complexe e-machien geschreven op grond van de betrekkingen

1 . dn ~iu _ A . du ~-iu
cos u = 3 (e + e ), Binu = 31 ( - @ )

We gaan uit van de grondformule van de Fourier-reeksen

%{ f(x+o)+t{x-0)} = 1 a_ + E (an cos nx + bn sin nx).
. n=1

L V]

Vullen we hierin het bovenstaande voor cos en sin iz, dan komt er

NIy
=}

n=1 ) m==~co

waarin de am bepaald zijn door

1 y
@y =3 (am ibm) foor m > 0,
1
%o = 3 850
1
am =3 (a_ + 1 b_m) voor m< 0.

1 inx -inx J inx , -inx - imx
a +§{2an(e + e )+aibn(e - e )} —E @ e,
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Gebruiken we nu de formules van Euler voor a, en b!1 dan vindern we

1 2F : | 1 2% imt - £
@ = ﬁc‘,j‘ £{t)(cosmt - i sinmt)dt = T 6]" (t)e dt voorm > 0,
1 2%
G-o =E;°f f(t)dt,
4 2% _ G 2F i
¢ =3z of t(t){cos(~nt) + 1 sin(-;:lf)}dt * o= c';['f(t:)e: dt voorm < 0.
Samenvatting:
“ -
l{ £(x+0) + £({x=0)}} = _ x  oiB% .
2 n
’ N==c0
1 2F int '
met o = == of £(t)e dt voor alle gehele n.

Het spreekt vamzelf dat met E o.n einx bedoeld is

n==a

w -
z inx Z =inx
o e + [+ 3 - -
n -n

n=o n=1

We moeten hiermee echter voorzichtig zijn, omdat de convergentie van
elk der twee reeksen afzonderlijk niet gewaarborgd is. Neem bijv. de

reeks E 5%—3 , dus a = O voor n 20 en bn = -:-1- voor n > 1, dan is
n= :
S’o R g -1 -‘l-(coe)‘nx + 1 sin nx) =
po ® = %=r 2 n '

n=%1--= n= £
co ; = 1
 De reeks E -—-S--E gaat voor x = D over in E el die divergent is.
n=1 : n=1 .

4lle moeilijkheden kunnen echter ombeild worden, als we de recks
= inx X
o .
=L

opvatten als lim E a e '
- Nero n==N
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1 N 4 . 1 . .
=35 a4 n=1{§(an'ibn)(c°5 nx + 1 sin nx)+ E(an+1bn)(005 nx - i sin nx)} =
1 . N :

=3a + EE; (an CO8 nx + bn sin nx),

hetgeen juist een partiele som is van de ocorspronkelijke Fourier-reeks:_

Met Fourier-integralen kunnen we hetzelfde doen. We gaan weer uvit wan

T{e(xv0) + £(x-0)} = %J aw [ £(6) cos ult-x)at.

Hierin wvullen we ¢os u{t=x) = %(elu(tdz) + e*iu(t-x)) in.

Dit geeft :

-4 » o @ 2 . % s
;L'J‘ e M gy J‘ f(t)eiut dt + = J‘elux du J’ f(t)e-lut dt.
2T 2K .

Cc P - . ] =] -0
In de eerste integraal stellen we u = -y s

o] o
1 iux -iut
5 f e du f f(t)e - dt.

- 00 -0

We krijgen dus

(-] (.-
%{ f{x+0) + f(x=0)} = é% ~f eT8X 4y J\f(t)e“lut dt.
. < J !

Ook hier moet weer dezelfde voorzorg worden genomen als bij de Fourier-
reeksen. Het rechterlid moet hier opgevat worden als

R o

L lim f 1% 4y f £(t)e™ 0 g,
21‘ R-DM-R -0d
Stellen we o L
£ () = —= ff(t)e 1t g,
% ‘e '

dan heet f,(u) de Fourier-getransformeerde van f{(x). Op grond van de
Fourier- integraal kunnen we nu bij de Fourier-getransformeerde de ocor-
spronkelijke functie makkelijk weer terugvinden (aannemende dat f(x)}
continu is):

-]
1 iux
f{x) = — f (u)e du.
van J_ 7

Als dus f, (u) de Fourier-getransformeerde van £(x) is, dan is £(x) de
Fourier-getransformeerde van f (~u).
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8.9 Verwisseling van volgorde van sommatie, differentiastie en integratie.
Uniforme convergentie. .

Probleemstelling

In het voorafgaande zijn we dikwijls gestoten op vragen, in hoeverre
reeksen termsgewljs gedifferentieerd of geintegreerd mogen worden. We
sommen hieronder eerst een aantal van dergelijke soort vragen op.

- :

Stel dat we een reeks > fn(x) hebben die voor alle x in een zeker inter-
n=1

val convergent is met somfunctie f(x). We kunnen dan de volgende vragen

stellen. :

' A. Stel dat alle functies'fn(x) continu zijn. Is dan f{x) continu ¢

B. Stel dat alle functies f (x) differentieerbaar zijn. Is dan f(x),‘
differentieerbaar 7

d f{x}
T dx
Verkregen kan worden door termsgewm;s differentieren van de reeks

In geval B bevestlgend wordt beantwoord, kunnen we vragen of

£ {(x). Deze vraag splitsen we nog in twee vragen.
n= .
C. Stel dat alle functies fn(x) en de functie f(x) differentieerbaar zijn.

Convergeert de reeks

° qf (%)
(1) Z1 —*a-%——— ?
n= '

'D. Stel dat alle functies fn(x) en de functie f{x) differentieerbaar zijn
en dat (1) convergeert. Geldt dan

© o d f (x)
d n
(2) _ = §n=1 fn(x) = n2=1 ........................._ ?

Een analoge vraag kunnén we 0ok met integralen stellen.

E. Stel dat alle functies fn(x) en de functie f(x) integreerbaar zijn
voor a £ x < b. Geldt dan '

n=1

(3) Y= £ (x))ax ~g: £ (x) dax ?
a a

Andere vragen kunnen wij stellen bij functies van meer variabelen, We
kunnen bijvoorbeeld naar de ene variabele differentiéren en naar de andere
integreren. Mag de volgoirde van deze operaties verwisseld worden 7

D.wo.z, geldt het volgende

1 b
af® f(x,t)
S = LATE AN
F. dxjﬁ f(x,t) dt —Lf 3% dt ?

a 2,
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We kunnen ook naar beide variabelen integreren en een scortgelijke
vraag stellen. D.w.z, geldt het volgende

b B B ]
G. f dt ff(x.t)dx ='f ax ff(x,ta.at k3
a a ) a a

Tenslotte kunnen we naar beide variabelen différentieren. Dit leidt
tot de vraag of het volgende geldt

H. ot (x,y) - 2f(xgx)
- oxdy dydx

-

Vraag H is al in het eerste jaar behandeld. Het antwoord is in het
algemeen ontkennend, maar als beide leden continu zijn in de omgeving
van (a,b), dan geldt H in (a,b). Daarmee beschouwen we H als afgedaan . -
In alle vragen, waarin integralen voorkomen, kunnen we nog een onderschold
maken tussen eigenliake en oneigenlijke integralen.

Verder kunnen we alle vragen, waarin reeksen met hun sommen xoorkomen
vervangen door equivalente vragen, waarin rijen en hun limieten voor-
komen. Stellen we namelijk

w4 TR
u E &, voor n = 2334eee o

n

dan spreekt het vanzelf, dat hierdoor bij gegeven a1, &9 eee alle
u1, u,y ... bepaald zijn. Het omgekeerde geldt echter ook. Als Uy Uys eos
gegeven zijn, dan voldoen de Ay By eee die gedefinieerd worden door

& 1t

4
a u -~ u
n n n-1

u

o

voor n o= 2,5,.4. ,

klaarbligkelljk aan (4), want voor n » 2 geldt dan

Za = 1+Z(uk-uk1)=u.

Dit passen we toe door te stellen

g, (x) = £, (x),

Il
g (x) => £ (x) voor n = 2,3,... .
n k=1 k

Dan is D equivalent met

D* Stel dat alle functies g, {x) en de functie lim 8, (x) differentieerbaar
zijn en dat ¢ Y
11 80 8, )
B Tax

Il ~» o0
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bestaat. Geldt dan
drgn(x)

dx ?

(5) g{- (lim g (x)} = 1in

n— n-+oo

We merken hierbij op, dat het vanzelf spreekt dat
n df (x)

d <& X
Hg fk(x) :Z_——-E;c-—-.

Evenzo wordt E vervangen door een bewering E*, waarbij (3) vervangen
wordt door

b
(6) Jﬂ lin g, (x) dx = 1lim \f g, (x) ax.

a n-—+cow n-—+ oc

We merken nog op, dat vraag A, waarin van continuiteit sprake is, niet
over verwlsseling van volgorde gaat, We.kunnen de vraag echter in een
dusdanige vorm gieten, dat dit wel zo is. Dat f(x) continu is voor x = a
betekent, dat lim f£(x) = f(a). De vraag is of dit juist is, als hetzelfde
x—=a - ‘
gegeven is voor de functies fn(x), dus 1lim fn(x) = f‘(a). Omdat uiteraard
x—+a '

- -]
fla) = E fn(a), kunnen we de gestelde vraag ook de volgende gedaante
n= :

lim = £ (x) = = lim £ (x).
X-a n=; n n=T x-a @°

Het antwoord op alle hierbcven gestelde vragen is in het algemeen ont-
kennend. Dit neemt niet weg, dat in vele gevallen het antwoord toch
bevestigend is. Het is -ons doel dit nu nader te onderzoeken. We beginnen
echter met een aantal voorbeelden, waartij het niet goed gaat. :

geven:

Tegenvoorbeelden

De theorie der Fourier-reeksen levert ons tegenvoorbeelden voor A, B en C,

We beschouwen de reeks
L .
Z 5in nx
L ]
n="1 n

die convergent is voor alle reele x. Alle termen van de reeks zijn
differentieerbare functiea. We hebben echter aangetoond dat de somfunctie
niet overal continu en dus ook niet overal differentieerbaar is. Hiermee
zijn A en B ontkennerdd beantwoord. Voor x = n is de somfunctie wel
differentieerbaar. Daar

d ,sin nx., _

T ( = ) = cos nx,
(-] o0

is de reeks der afgeleiden daar E cos nm = E (-1)n en deze reeks is
n=1 " n=1

divergent, hetgeen een ontkennend antwoord op vraag C oplevert.
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3

We definieren de rij functies gn(x) door

gn(x) = nx? sin é% voor x £ 0O,

gn(O)‘ 0.

Deze functies zijn alle differentieerbaar. Voor x # O is dit evident;
voor x = O wordt de afgeleide

- 8,(h) ~ g (0)
lim T

h—+o h—-o

. 1 .
= 1lim nh sin o C 0, omdat |sin nhl‘s 1.

De afgeleide is dus

. 1 1
2nx sin " cos‘mc voor x ¥ O,
0.

gn'(x)
. 8, '(0)

Nu is lim gn(x) = x. Voor x = O is dit duidelijkj voor x # O volgt dit

T 1 1
sin -— ‘ sin — ~
. . nx _ - nx 4 . _
uit lim —3== =1 en gn(x) = X, —3——. Dus - {1im gn(x)} = 1.
n-—- o« — — n-» o
nx nx
d gn(x)

Voor x = O is echter lim ix - 0, waarmee D* ontkennend is beantwoord.
n—~ « :

Voor x # O is het antwoord bevestigend, want dan is lim gn'(x) =1..

n=—" o

Vb,2 We definiéren de rij functies gn(x) door gn(x) = n? x"(1-x).

We beperken ons tot 0 £ x £ 1. We bewijzen nu dat lim gn(x) = 0 voor al

. . n-+ oo ]
deze X. Voor x = O en x = 1 is dit duidelijk, want gn(O) = gn(1) = 0 voor
alle ne Voor 0 < x < 1 geldt echter 1lim’ n? x = 0, hetgeen btijvoorbeeld

n—-o

volgt uit het feit dat de machtreeks
(-]
E n x"
n=1

convergentiestraal 1 heeft. Omdat lim gn(x) =0 voor 0Lx K1, is

1 n- e
ook j lim gn(x)dx = 0. Aan de andere kant is
° n;‘“ L n+1 n+2 ! 2
_ .2 n n+ _ .2 | x X _ n
J‘gn(x)dx = n Jﬁ (x x )dxl- n [_EIT _EIE] Sl ey Ry v i
o ) 7 o
1 n?
dus lim J\ gn(x)dx = ln 103 Vrasy = |- Hiermee is een ontkennend
n—+e S n-+owo

antwoord op vraag E* gevonden.

Ock bij vraag F kan een voorbeeld gegeven worden waaruit blijkt, dat het
antwoord in het algemeen ontkennend luidt; wij behandelen zo'n voorbeeld
niet, '

Eet antwoord op vraag G luidt voor eigenlijke integralen bevestigend,
hetgeen we niet zullen bewijzen. Voor oneigenlijke integralen is het
antwoord in het algemeen ontkennend; we gaan er niet op in,
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Continuiteit van limietfunctie van een rij en somfunctie van een reeks.
Uniforme convergentie.

Wé trachten nu voorwaarden te vinden, waaronder het antwoord op boven-

staande vragen bevestigend wordt. We beginnen met vraag A in de formulering

voor rijen in plaats van reeksen. Dus: als lim gn(x) = g(x) en als alle
-+ =

gn(x) continu zijn, is dan g(x) continu?

Continuiteit van g(x) voor x = a betekent, dat lim g{x) = gla) en dit
X—-+a

betekent, dat er bij iedere reele € > 0 een & > O bestaat, dusdanig dat

voor alle (geoorloofde) waarden van x, waarvoor |x-a | < & geldt, ook

lg(x) -~ gla) | <e¢ geldt. Om dit eventueel aan te tonen, zullen we de

continuiteit van de functies gn(x) wel nodig hebben. Dit proberen we als

volgt te bereiken. Schrijf voor een of andere index n

g{x) ~ gla) = glx) - gﬁ(x) + gn(x) - gn(a) + gn(a) - gla).
Hieruit volgt | .

lg(x) - gla)] € lglx) - g, + lg (x) - g ()l + lg (a) - g(a)] .

De middelste van de drie termen kunnen we bij gegeven n klein krijgen
door x dicht bij a te kiezen (cortinuiteit van gn(x) voor x = a). De

laatste term kunnen we klein krijgen door n groot te nemen, omdat
lim gn(a) = gla)..

n-—- o

Met de eerste term kunnen we voor vaste x natuurlijk hetzelfde bereiken.
We moeten echter .toestaan, dat x variabel is, en weten dan niet of we

het dan voor alle x in een zekere omgeving van a gezamenlijk met één
vaste n kunnen bereiken. Anders gezegd, we weten niet of de convergentie
van gn(x) naar g(x) voor alle x even snel gaat. In het algemeen hoeft dat

ook niet zo te zijn; vandaar in het algemeen het negatieve antwoord op
vraag A. We hebben dit verschijnsel al in paragraaf 6 opgemerkt, waar we
gezien hebben dat de convergentie van een Fourier-reeks in de buurt van
een punt, waar de somfunctie niet continu is, steeds slechter wordt.

We geven daarvan nog een ander, eenvondiger voorbeeld.

Vb.2  Neem gn(x) = x° voor 0gxg1, dag is 1lim gn(x) = 0 voor 0. x <1
T . .' ) n—- w
en lim gn(1) = 1. De limietfunctie is dus discontinu voor x = 1.

n-—+ oo

Naarmate x dichter Eij 1 komt te iiggen, wordt de convergentie van x"

naar nul steeds slechter, immérs [xnl < ¢ 1s equivalent met n log x < log ¢,
.dus met n > 125—2 (want log x < 0), Als ¢ < 1 geldt lim log e _,

log log x i

X -1

. zodat we, als we x steeds dichter bij 1 kiezen, de grens voor n steeds

groter moeten nemen.

Als we het optreden van dit verschijnsel nu uitsluiten, lkunnen we wel tot
de continuiteit van de limietfunctie besluiten. We weten, dat

lim. g _(x) = g(x) voor een vaste x betekent, dat er bij iedere ¢ > O
n—+m

een-N bestaat, zo dat voor alle n > N geldt |g(x) - gn(X)l < £. Maken we
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X nu variabel dan zal in het algemeen N, behalve natuurlijk van €, ook
van x afhangen, We nemen nu aan dat N opafhankelijk van x kan worden ‘gew’
kozen, hetgeen een precisering is van de uitspraak, dat de convergentie'
voor alle x "even goed" is. Dit leidt tot de volgende definitie. P

Def. Een rij functles gn(x) heet uniform convergent met limiet g(x), als:
bij alle € > O een N vestaat, dusdanig dat voor alle n > N en vosér' °
alle geoorloofde x geldt ‘ o
{ g(x) - g,(x)i<e.

Het essentiele is dus, dat N hier alleen van ¢ afhangt eﬁ‘niét van x,
terwijl bij gewone convergentie N zowel van e als van x mag afhangen.

Het spreekt vanzelf hoe uniforme convergentie van een reeks (in plaats
van een rij) wordt gedefinieerd. In plaats van uniforme convergentie
spreekt men ook wel van gelijkmatige convergentie.

Om het verschil tussen gewone cngergentie én uniforme convergentiejdhide-
1lijk te laten uitkomen schrijven we hieronder ter vergelijking de defini-
tie van gewone convergentie van een rij functies nog eens op.

Een rij functies g {x) is convergent met limiet g(x), als bij alle
£ > 0 en alle geoorloofde x een N bestaat, dusdanig dat vocr alle
n > N geldt : : - g

| g(x) = gn(x)i <eg.

We trachten nu het bewije van de continuiteit van g(x) voor x = a te vol~
tooien in de veronderstelling, dat de rij gn(x) uniform convergeert met

limiet g(x). Als € > O gegeven is, dan is er dus bij lc een N, zo dat voor
alle n > N en alle geoorloofde x geldt lgn(x) -gx) < %e + Omdat de
functie.gN+1(x) continu is voor x = a, is er bij leeens > 0, zo dat voor
l]
+ - - -
alle geoorloofde x me* |x-a | < & geldt ISN+1(X) gN+1(a)| < e

Voor iedere geoorloofde x met ix~a| < 6 geldt dus

1, 1 1
| g(x) - Byeq (I < 3¢ |8y, 4(x) = gy,pa) I < 3E Igz:m,I (a) -« gla) | < 3€
en dus lg(x) - g(a) | <c ., Hiermee is de volgende stelling bewezen.

Stelling | Als de rij functles-gn(x) uniform convergeert met limiet g(x)
en als alle functies_gn(x) continu zijn voor x = a, dan is ook
g(x) continu voor x = a..

Andere formulering:

o0
Als de reeks > fn(x) uniform convergeert met som f{(x) en als
n=1 -
alle functies f (x) continu zijn voer x = a, dan is ook f(x)

n

continu voor x a.

Nadere beschouwing van het begrip uniforme convergentie

Ter toelichting van het begrip uniforme convergentie nog enkele voor-
beelden. '

Vb.h Stel gn(x) = x™(1-x) voor 0K x g 1. Voor al deze x is

lim gn(x) = 0. Verder is de rlj uniform convergent. Om dat in te zien
n—- =
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bestuderen we het gedrag van deze functies; daartoe bepalen we de afgéé
leide g '(x) =n 2271 o (ne1) 2 = x® 7 (n=(n+1)x)}. Deze is positief voor
x < n/(n+1) en negatief voor x > n/(n+1). Hieruit volgt dat gﬁ(x) een

absoluut maximun heeft voor x = n/(n+1). De waarde aldaar is

n? 1 1.
. )
1)n+1 n+1 (1+&)n

n
€n (n+1) = (n+

1 1

T ° ( 1)n voor alle x met 0 g x < 1.

dus lgn(x)l <3z

Nu is lim ———— = 2 en 1im —L- = 0. Bij iedere ¢ > 0 is er dus een
n-»co (1+H)n e - n-sco : )

1 . 1
n+1 ° <€

N zo dat voor n > N geldt 3
n
(1+E)

en dus |g (x)| < ¢ voor alle x met 0 < x < 1,

waarmee de uniforme convergentie aangetoond is.

Vb.5 We nemen nu gn(x) = a x(1-x) voor O < x £ 1. Voor al deze x geldt
1lim g (x) = O3 dit bewijzen we op analoge wijze ale in voorbeeld 2.

n-—+ e . ]
De convergentie is nu echter niet uniform. Op dezelfde wijze als in
voorbeeld 4 zien we, dat gn(x) eén absoluut maximum heeft voor x = n/(n+1),

De waarde aldaar is nu echter

n _.n 1 . . ( n ) 21
€n (n+1) T n+1 " (1+1)n » dus i{f mgh n+l1/ e °
n

Er is dus een N, zodat voor n >3N1 geldt g (E%T) > % (omdat e < 3).
1 - -

We nemen nu € = Z Als de rij uniform convergent zou zijn, zou er een

N zijn zo dat voor alle n > N en alle x met O & x £ 1 zou gelden

|gn(x)| < %. Voor een n, die > N, en > N is, zou dan gelden

o (25) > 3 on g, ()12 .

hetgeen een tegenstrijdigheid is. De rij is dus niet uniform convergent.

Aan dit voorbeeld zien we, dat het best kan gebeuren, dat een rij continue
functies, die niet uniform convergent is, toch een continue limietfunctie

heeft. Uniforme convergentie is dus wel voldoende, maar niet noodzakelijk

voor de continuiteit van de limietfunctie.

Aan dit voorbeeld merken we tevens het merkwaardige feit op, dat een rij
functies, die convergeert naar een limietfunctie, die identiek nul is,

de eigenschap kan hebben, dat de maxima van alle functies van de rij groter
zijn dan een vaste (niet van de index n afhankelijke) positieve waarde.

Dit is niet in strijd met de convergentie naar nul, omdat de plaats van




dit maximum verschuift bij toenemende n. Nemen we nl. een vaste x met -

0 £ x <1, dan komt voor voldoend grote n de argumentwaarde n/(n+1),
waarvoor het maximum wordt aangenomen steeds verder rechts van x te*liggen._
Voor x = 1 zijn alle g, = O. ' . ' - e

Het kan zelfs nog erger. Nemen we nl. de rij functies van voorbeeld‘ai;‘

die ook nadert tot de functie, die identiek nul is, dan is

2
ny _n 1

€n (n+1) T net (1+1)n

n

zodat hier de waarde van het maximum zelfs naar oneindig gaat voor n—e .

Een veel gebruikte methode om uniforme convergentie van reeksen te
behandelen lichten we toe 'in het volgende voorbeeld.

. o 2
V.6 ~We beschouwen de reeks E e X

n=o . , :
alle reele waarden van x. Immers voor x # O is het een meetkundige reeks

sin x. Deze is convergent voor

- .
met reden e x?’ die convergent is wegens 0 < e < 1. Voor x = © echter
zijn alle termen van de reeks nul, dus is de reeks ook convergent. De som
van de reeks is blijkbaar

= nx? in
21*_‘Q, sin x = gin :% voor x £ 0,
n=q 1=g
0 voor x = O,
sin x |_ . . .
Nu geldt echter lim —-——;?I:.iw, dus de somfunctie van de reeks is niet
Xx—+0 1=-e '

continu voor x = O. Daar de termen van de reeks wel continu zijn, volgt

uit bovenstaande stelling, dat de reeks onmogelijk uniform convergent kan
zijn. Kiezen we echter een vast positief getal & en beperken we ons tot

ix| »6, dan is voor deze waarden van x de reeks wel uniform convergent.iVon§
De absolute waarde van het verschil van de reeks en een partiéle som is
namelijk

n L
= 2 2 ‘ w2
2 e-kx sinx-Ze-hsr‘.nx = E ekx gin x |
k=0 - k=o k=n+1
o0 _k62
< S e (voor x| »6);
k=n+1

E

dit laatste is willekeurig klein te krijgen voor voldoend grote n, omdat
o« 2 , .

de recks E e-n6 wegens & > O convergeert. Omdat deze reeks niet van
n=o '

x afhangt, hangt de te kiezen grens voor n ook niet van x af, zodat de
convergentie uniform is.

TR,

SRR
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Het is makkelijk na te gaan, dat de methode van dit voorbeeld opk ge~
bruikt kan worden om de volgende stelling te bewijzen.

Stelling Als }fn(x)l £ gn(x) en als de reeks S gn(x) uniform conver-
oo n=% . -
geert, dan convergeert fn(x) ook uniform.

n="1

Deze stelling wordt heel vsak toegepast in het speciale geval dat de
functies gn(x) constant zijn, d.w.z. niet van x afhangen.

In dat geval is het voldoende dat de reeks g, convergeert; de conver-
_ Z;;

gentie is dan uiteraard automatisch uniform.. De stelling wordt dan vaak
naar Weierstrass genoemd. In voorbeeld 6 hebben we met dit geval te maken
gehad. ' S o

Verwisseling van volgordé van sommatie en differentiatie.

We beschouwen nu vraag D*, Ook hier is door uniforme convergentie te

eisen een bevestigend antwoord te verkrijgen, en wel verlangen we uniforme
. convergentie van de ri} der afgeleiden. We zullen het bewijs, dat analoog
met het vorige geval maar ingewikkelder is, niet geven.

Verder behoeven we niet te veronderstellen dat lim g (x) differentieer~
baar is. n-+ e n

Stelling | Als if?m gn(x) = g(x), als aél; fz?cties.gn(x) differentieerbaar

zijn en als de rij functies zx uniform convergeert, dan
is g(x) differentieerbaar en i
- d g (x)
d . _ n
= { lim gn(X)} = lim o .
n-» co n-—+co

Andere formulering:
00

Als fn(x) = f{x), als alle functiesfn(x) differentieerbaar
n=1 o d f (x)
. n
.zijn en als de reeks §L1 pe
f(x) differentieerbaar en

R ' © g fn'(x)
2 G0 =3 —FE—.

n=71 n=1

uniform convergeert, dan is

We leggen de nadruk op het feit, dat de uniforme convergentie geeist
wordt van de rij der afgeleiden en niet van de rij der functies zelf.
Uniforme convergentie van de rij der functies zelf helpt niet, zoals blijkt
uit voorbeeld 1. De daar gegeven rij gn(x) is namelijk uniform convergent,

Om dit in te zien bedenken we dat uit de formule van Taylor volgt, dat

sin uw = u -~ % u’ sin 6u met 0 < 8 < 1 (0 hangt van u afl).

Hieruit volgt

2 gin L = | L gin L de | Ds . .
|x ~ nx* sin nx| = I2n sin = | RS 55 - Dit laaiste hangt niet van x af

en gaat naar nul als n-s«. Hieruit volgt direct de uniforme convergentie
van de rij gn(;) met limiet x. Desondanks is (5) hier niet vervuld.
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Omgekeerd is het ook mogelijk, dat de rij &, (x) niet uniform"convergeert
en de rij g, "{x) wel. In dat geval mag bovenstaande stelling dus wel
worden toegepast Neem bv. g, (x) E-voor alle reele x, dan is

1lim g, (x) = 0 voor alle X, mnaar deze convergentie is niet uniform want
x |

n-
x| . :
— en 1im =~ = ® zodat we door x groot

X+ oo

te maken de grens voor n onbepaald kunnen vergroten, Nu is g, '{x}) = ;;

dit convergeert wel uniform, want het convergeert en hangt helemaal nlet
van x af,

I §I< € is equivalent met n >

Verwisseling van volgorde van sommatie en integratie.

Bij vraag E* krijgen we een bevestigend antwoord als we uniforme conver-
gentie van de rij g, aannemen en ons tot eigenlijke integralen beperken.

Stelling | Als de rij functies gn(x) uniform convergeert met limiet g(x) |

en als alle functies gn(x) en g(x) eigenlijk integreerbaar zijn voor

agx h dan geldt . .
J\ lim gn(x)dx = lim J’ gn(x)dx.
a

I~ oo n—-» o

Andere formulering:

o

Als de reeks > fn(x) uniform convergeert met som f(x) en =1s
n:=1

alle functies fn(x) en f(x) eigenlijk integreerbaar zijn voor

ag xgb, dan geldt ,
H e o0 +)
S f (x)dx = > f f (x)ax.
n n
n=1 n=1

Het bew1gs van deze stelllng 1s zeer eenvoudig. Op grond van de uniforme
convergentie van g, (x) is er le e/2(b-a) een N, zodat voor n > N en alle

x geldt Iggx) - gn(x)l < ETE:ET .

L]
Hieruit volgt echter direet

b B
';! glx)dx ‘i g, (xJax | = 'j (g(x) - g () ax| ¢ (b=a) sy <é,

waaruit de stelling volgt.
In werkelijkheid geldt er een veel verder gaande stelling, waarin de
uniforme convergentie van g, (x) wordt vervangen door gewone convergentie

met de toevoeging, dat er een positieve constante K bestaat, zodat
Ig (x}| < K voor alle n en alle x. Deze voorwaarde drukt men uit door te

zeggen, dat de functies gn(x) uniform begrensd zijn. Als dan bovendien

gn(x) en g(x) integreerbaar zijn voor a £ x £ b, dan geldt (6).

Het zeer moeilijke bewijs van deze stelling geven we hier niet. Wel
merken we op, dat in het tegenvoorbeeld 2 de voorwaarde van de uniforme
begrensdheid uiteraard niet is vervuld. Inderdaad hebben we reeds eerder
vastgesteld, dat de maxima van deze functies naar oneindig gaan als n-se.
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Voor oneigenlijke integralen geldt het voorafgaande niet. Zelfs uniforme.
convergentie is dan niet voldoende om verw;saelbaarheid van limiet en
integraal te waarborgen. We gaan dat nlet na.,

Verwisseling van volgorde van dlfferentiatie en integratie.

Bij vraag F is er geen sprake van een limiet van een rij of een som van
een reeks, “zodat het begrip uniforme convergentme hier niet toepasseliak
is. Als extra-voorwaarde, die voldoende is om eén bevestigend antwoord te

krijgen, kiezen we de yoorwaarde dat i continu is. Bit drukken we uit

ox
in de volgende stelling.
. 0f

Stelling | Laat f(x,t) continu zijn voor a K x KB, a £ t £ b, laat s

bestaan voor dezelfde x en t en continu zijn.

Dan geldt :

", .Q...J‘ f{x,t) dt =f 9f(x,t) dt
ax <, A at

voor alle x met a < x <B.:

Deze stelling bewijzen we niet. Let wel, dat de continuiteit in deze
stelling bedoeld is als continuiteit in de iwee veranderlijken x en t

samen. Zo is het bijvdorbeeld niet voldoende dat 4 voor vaste t als
functie van x en voor vaste x als functie van t continu is.

De stelling verliest ook haar geldigheid, als de integralen omneigenlijk
gemaakt worden door een van de integratiegrenzen naar het oneindige te
verschuiven,

Tenslotte nog een opmerking over hetgeen er gebeurt als behalve de inte-
grand ook de integratiegrenzen van x afhangen. Als de grenzen an de
integralen vervangen worden door differentieerbare functies a(x) en b{(x)
met a £ a(x) £ b(x) £ b en als bovendien aan de voorwaarden van boven-
staande stelllng is voldaan, dan volgt uilt de kettingregel van de
differentiaalrekening direct, dat

b(x) © u(x) y )

d e df(x,t

-&3-:- J f(x't) dt‘= J —"‘5‘;""'"‘ dt +
a(x) alx)

+ £(x, b(x)) . Q_&_:i_,(}__)_ - fx, a(x)) . Vd'g.)(cx) .
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HOOFDSTUK III KWADRATISCHE VORMEN EN KWADRATISCHE QPPERVLAKKEN

8.1 Matrix van een lineaire afheelding. Invloed wvan basiskeuze. ;; 
Eigenvectoren. '

Korte samenvatting van hetgeen vroeger behandeld is.

We beschouwen een lineaire afbeelding A van een n-~dimensionale vector-

ruimte V in een m-dimensionale vectorruimte W. Aan A is in het ecerste-

jaars college op de volgende wijze een matrix toegevoegd.

Kies een basis € _4e0.,2 van V en een basis £f_,...,f van W. Omdat Ae
=1 =n =1 '~m . =

J

een element van W is, is het een lineaire combinatie van i1""'£m‘

We kunnen dus schrijven:
m

Agj = §=1 aij £i VOOIr' J = Tyueeqns

De matrix met elementen 3y 4 (m rijen en n kolommen) heet de matrix van

de afbeelding A. In het eerstejaars college is deze matrix ook met de
letter A aangeduid. Zij hangt echter behalve van A ook af van de basis=-
keuze in V en W. Daar wij in het vervolg de invloed van een wijziging van
basis zullen nagaan, zullen we voorzichtigheidshalve de matrix van een
lineaire atheelding niet langer met dezelfde letter aanduiden als de af-
beelding zelf, dus bv. [A] schrijven voor de matrix van A.

Overgang op een andere basis

i N
We bestuderen eerst de overgang van een basis op een andere basis, zonder
daarbij voorlopig een lineaire afbeelding in de beschouwing te betrekken.

Laat 31""’2n een basis zijn van een vectorruimte V. Een vector x van V
. ‘ n
is can te .schrijven in de vorm x = E xj gj; dan heten x,,....xn zoals
J=1 .
bekend de componenten van x ten opzichte van de basis Cqraeenly e Om zoveel
mogelijk profijt te trekken van de matrixnotatie schrijven we deze
XypeeeyX, 10 niet naast elkaar, maar onder elkaar als sen matrix met é&én

kolom en n rijen: X, , die we de kolom van x ten opzichte van de

. = (%)

X
n

basis e y...,e noemen. Notatie (x). Uiteraard hangt deze kolom behalve

van x ook van de basis af.
De kolom van e; heeft een 1 op de j® plaats en elders nullen.

Als U een matrix is met n kolommen, dan kan het matrixproduct U(x)
gevormd worden. U(gj) is dan de j® kolom van U. '
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"Hulpstening (@a + Bb) =afa) +p(b).

.n ' n : .
Bewijs. Stel a = > 2 23, b = > b, e., dan is ag + Bb =
R i=1 BT I ‘
n_. - ' = '
= (aa, + Bb,) e.. Dus’
% J B 37 =3
aa, + Bb,l a, 'b1
(xa + Bb) = . = a| . + B = a(a) + B(h);
xa_ + Bb a o b
n n n . n

In woorden luidt de hulpstelling: de kolom van een lineaire combinatie
van vectoren is de overeenkomstige lineaire combinatie van- de kolommen
van deze vectoren. Dit is ook geldig voor een som met meer dan twee termen.

Naast de ("oude™) basis COPRRRRY N beschouwen we nu een andere ('mieuwe'!)
basis g"....,gn' van dezelfde vectorruimte V. De kolom van X ten opzichte

3
_van deze nieuwe basis noteren we (x)°'.

Xq!
S N .
Dus als x = > xj' gj', dan is (x)' = . .
. ' §=1 ' s
xn 1]
We willen nu het verband tussen (x) en (x)' bepalen, Laat (gj') = .

n 8_.
zijn, d.sw.z., e_,' = E 5 e, . Laat men nu j van 1 tot n lopen, )
i -3 k=1 kj =k o .

dan vormen de Sij een matrix S, waarvan de 3}® kolom juist de kolom van Ej‘

_1is ten opzichte van de basis Craeverl . In elke kolom van 3 staan dus

de componenten van een basisvector van de nieuwe basis ten opzichte wvan
de oude basis.

De matrix S heet de matrix behorende bij de overgang van de basis

Eqreeesl, op de basis 31',...,gn'.

n
Cmdat x = E xj' Ej" voelgt uit bovenstaande hulpstelling:
=1 ,

'
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1 1
84 s1n B8, X, '+ ...+ B1n xn
L ] - -
= x1' . + ses + xn' - = -
- - -
s s 5 X" 4 L. + x !
n4 nn nt 1 ‘ ®nn *n
| ]
511 LAY N ) 51n . x1
- ' . X
= . o & & & » . = S(_x_)'- . r
: .
B eees B x !
n1 nn n

Hiermee is het verband tussen (x) en (x)' gevonden.

Uitgeschreven in drie variabelen:

- 1 1
Xy T8y X, + 8, X,7 ¥ 85, Xg
- w ! ' '
I L
= o, ' ',
3 T OBy X, Sy, Xy t* By Xy

De componenten
gedrukt in die

Om misverstand
van een matrix

van x ten opzichte van de oude basis worden hier dus ult-
ten opzlchte van de nieuwe basis.

te voorkomen merken we op, dat de hier besproken toevoeging
aan een overgang op een andere basgis iets geheel anders is

dan de vroeger behandelde toevoeging van een matrix aan een lineaire
afbeelding. Men mene dus niet, dat er nu sprake is van een "afbeelding"
Van €,444.432 Op e ", ...,e ' of lets dergelijks.

—-1? - - —-n .

Laat T de matrix zijn, die behcort bij de overgang van 31',...,gn' op
€ 4eee98 . Dan geldt voor jedere vector x in V:
PR En X

(x)' = T(x), en dus (x) = S(x)' = 8T(x). In het bijzonder (e )
de j® kolom van ST. Deze heeft dug op de 3j® plaats een

= ST(e.)

4 en elders nullen.

Dug ST = de eenheidsmatrix; dus S is regulier en T = §~
Stelling | De matrix S behorende bij de overgang van een basis e EERTRI-N
op een basis e, ,...,gn' is regulier en de matrix behorende
bij de overgang van 31 ,...,gn op Ereessly is S
.1 In R, zij e, (1,0), e, = (0,1) en de nieuwe basis e, (4,3),
32' = (5,4). Bij de pvergané van e, e, op e,', e,' hoort dan de matrix
5 (; E). Bij de overgang van e,', e,' op e,, e, hoort dan s - (_ 4 -D)
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Inderdaad is

(1,0) = 4(4,3) - 3(5,4)}
(0,1) = -5(4,3) + 4(5,4)

van de oude basisvectoren ten opzichte van de nieuwe basis.

nmu

: de kolommen van S | bevatten de componenten

Invlioed van basiskeuze op de matrix van een lineaire afbeelding. t'q“

'

. n .
De matrix van een lineaire afbeelding is ingevoerd door Agj = E aij &3
‘ i=1
we beperken ons tot afbeeldingen van een vectorruimte V in zichzelf.
Hieruit volgt ' '

a .
1J
(he.) = . ; de kolom van Ae. is de 3® kolom van de matrix [A]
a_,
nj
n n
Nu is Ax = A E x, e, = E x, Ae., dus
= 3=1 J =J §=1 J =] .
n
(ax) =D  x. (he.) =
e I
"J...
a,, ‘ 2 . : fay X+ ... 4 a, . X
= X, . e+ X . = . =
a., a_/ Bpy X ¥ een v a X
a11 ’-.. a1n x1
= * 8 & + e @ * = [AJ (E)l
n LN a- . [ ]
1 nn x
n

Uitgeschreven in drie veranderlijken (stel Ax = Y met componenten
y1' y:! y,): .
: i =8y X 3, X, ta; x

X
= A + a X + a X
yz 21 X1 22 2 23 3

¥y =&, X _+a32 X, Py X

De matrix [A] is de enige matrix waarvoor een betrekking van het type
(Ax) = [AJ(x) geldt; dit wordt gepreciseerd in de volgende stelling:
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Stelling | Laat V een vectorruimte zijn, €008, €D basis van V en'iaat

(x) de kolom van X ten opzichte van EyreerE voorstnlleﬁ.

Als A een 11nea1re afbeelding is van V in V, dan bestaat er éélF
en slechts één matrix U met n rljen en n kolommen, z0 dat

(ax} = U(x)

geldt voor alle x in V, en wel voldoet U = [A], de matriiifan 
A ten opzichte wvan Sqreeer e

Bewiis: Dat U = [A] voldoet, is hierboven al aangetéoond. Stel nu (Ax)
' sz5 voor alle x in V. Dan geldt ook (Ae ) = U(e ), maar. (Ae ) is de

j© kolom va= [A] en U(ea) is de j® kolom van U. Deze stemmen overeen voor
alle j, dus U = [Al.

We beschouwen nu een overgang op e¢en nieuwe basis g;,...,gn' met over- -

gangsmatrix S. Dan geldt

(Ax)' = 8" (Ax) = 57'[a; (x) =8~ EA] s(x)'.

:Ult tovenatanndo stelling, toegepast op de basis. e, ‘-'s'n_a volgt nu

dates’) £AJS de matrix is van A ten’opsichte van e """n . Rbomon we
deze [AJ]', dan geldﬁ
fAlY = S

-
tAals.

Hiermee is het verband tussen de matrices van A ten opzichte van oude ¢en
nieuwe basis gevonden.

Als voorbeeld beschouwen we de lineaire afbeelding A van R, in zichzelf,
waarvoor geldt A(1,0) = (0,~1), A(0,1) = (=1,1). Ten 0pzlchte van de
basis e &, Vvan voorbeeld 1 heeft deze de matrlx

0 -1). 143

[a] =(_1 1 £ 4

Gaan we nu over op de basis e,', &,' van voorbeeld 1, dan wordt de matrix
van deze afbeelding

1 (4 -5) (o -'1) (4 5) (-7 -11)
als =\.s w/ \av 1/ Az 4)\s5 8/

Dit klopt met de volgende afleiding:

A(4,3) = Ba(1,0) + 3A(0,1) = 4(0,=1) + 3(=1,1) = (= 3,-1)
= =7(4,3) + 5(5,4),
waaruit blijkt, dat de componenten van Ae,' ten opzichte van e e

juist de eerste kolom van de nieuwe matrix vormen. Voor de tweede kolom
en Ae,' geldt een analoge afleiding.
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‘Eenvoudige gedaante van de matrix van een lineaire afbeelding.
Eigenwaarden en eigenvectoren.

We kunnen pu de vraag stellen, in hoeverre we de .matrix van een gegeven
lineaire afbeelding een eenvoudige gedaante kunnen geven door passende
keuze van een basis.

We zoeken daartoe vectoren die een eenvoudig beeld hebben en vinden deze
in die vectoren waarvan het beeld dezelfde rlchting heeft als de vectdr
zelf, Dit leidt tot de volgende definitie: :
Een vector v, die # O is, heet ecen eigenvector van de. afbeeldlng A, als
er een getal A bestaat dusdanig dat Ay = Av. Het getal A heet een zgen—
waarde van A behorende bij de eigenvector v.

. , : ‘ n
Nemen we een basis e,,+..,¢ 1in V en stellen we Ae = E _
il L — -u—n —

dan

%15 a0
gaat Av = Av over in '

n
Z; aij_vj =-lvi voor i = 1,...,n,

als v = 5:% e « We beschouwen dit bij gegeven A als'een stelsel
J

homogene verge113k1ngen voor v,,...,v . Omdat een eigenvector # 0 moet

zijn, kan dit stelsel alleen dan opgeloat worden als A een wortel is van
de karakteristieke vergeliiking van de matrix [4]:

-A- a1! . s @ a‘n
a -
Ly f2 A m
- . I . = 0.
.-n1 f'.m - . @ nn" A.

We mogen dit ook de karakteristieke vergelijking van de lineaire afbeel-
ding A noemen, De .vergelijking hangt nl, niet van de basiskeuze af., Het
linkerlid kan worden geschreven det ([A] = A[I]), waarin [I] de eenheids-
matrix is. Bij deze notatie is gebruik gemaakt van het verschil van twee
matrices, hetgeen een begrip is dat we nog niet hadden gedefinieerd,

De som van twee matrices U en V is een matrix, die ontstaat door de over-
eenkomstige elementen van U en V bij elkaar op te tellen. Dus als

U +:V =W, dan is wlj = uij ij en analoog voor het verschil. Er geldt

dan T(U + V) =TU + TV en (U + V)T = UT + VI, zoals gemakkelijk te
verifieren is.

.Gaan we nu over op een andere basis, dan wordt [A] vervangen door 35 [A]S-
we krijgen dan

det(s_ Trals - ACT1) = det {S”1([4] -~ ACID)S) =
= det'S-1 . det ([A] - A[I]) . det 5. Uit S'1S = [I] volgt echter, dat
det 877 . det S = 1. Dus det(S'1[AJS - ALI]) = det([A] - A[I]).
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Stelling | Als Yyseeer¥ eigenvectoren zijn van een 1ineairelafbee1ding‘
Aen hyyeer,r  de bijbehorende eigenwaarden en als de Ai
twee aan twee verschillend zijn, dan zijn Zﬂ""’zm lineair

onafhankelijk.

-Bewijs. Stel adat Yyreeea¥y lineair afhankeli;k zlan, dan is er een

maximaal lineair onafhankelijk deelstelsel van het stelsel YyreoosTys dat
uit k vectoren bestaat, waarbij 1 & k < m. Door eventueel de nummering te

veranderen kunnen we bereiken, dat Yy9eeesY, lineair onafhankelijk zijn en

de overige ¥ hiervan lineair afhankelijk, dus bv. k
In T ¢y Ly
i=
k k k
Nu gel_dtizﬂ:?\mai v, =h, ¥, = Av _=§ai Av, =§Aiai v,-

Onmdat Yqsese ¥, lineair onafhankelijk zijn, volgt hieruit (l - Ai) 4 = 0
voor 1 = 1,44.,k. Omdat Y, een eigenvector is, is L # 9, dus er is zeker
een a, # O. Dan geldt échter-lm = Ah in strijd met de veronderstelling
dat de Ai twee aan twee verschillend zijn.

We beperken ons nu tot het geval, dat de karakteristieke vergelljking n
verschillende reele wortels l1,...,l heeft. Hierbi] behoren eigenvectoren

Yyveess¥, die lineair onafhankelijk zijn en dus een basis vormen.
Kiezen we deze basis, dan volgt uit Axd = Aj xj, dat de matrix van A er
dan als volgt uitziet

1 0-—.--.--.-_0

1
0 ‘A o ;
. L
[ 2 ~
s ~ ~ !
~ ~ ~ |
» L] .‘ - L
(1) NN
1 ~ hY ~ |
* L] - E ] -
A ~ ~ [
: \\ \\ A
. - . 0 :
!

--J--.--.--O A
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hY

Een matrix van deze vorm heet een diagonaalmatrix. We kunnen het gevonden
resultaat ook voor matrices formuleren.

karakteristieke vergelijking n verschillende reele wortels .

Stelling { Als B een matrix met n rijen en n kolommen 1is, waarvan de
11,...,ln heeft, dan bestaat er een reguliere matrix S, zo

dat STVBS de gedaante (1) heeft.

Als de karakteristieke vergelijking meervoudige of complexe wortels heeft,
wordt de zaak ingewikkelder. We bespreken dat niet. Gedaante (1) is dan
ook niet altijd bereikbaar.

- Vb.2 We beschouwen de lineaire afbeelding A van R, in zichzelf die ten
0pzichte van de basis e, = (1,0), e, = (0,1) de matrix

0= (22
-8 -7

heeft. De karakteristieke vergelijking van A is

8 = A 3

18 woia] =N A -2 =(-2)(e1) =

De eigenwaarden zijn dus 2 en -1, Om de eigenvectoren bij de eigenwaarde
2 te vinden moeten we oplossen:
év, + 3v, =0

} . Dit heeft als oplosasing (v‘, v,) =a(1,-2),
-“lSv1 - 9v2 =0

dus bv. (1,-2). De eigenwaarde -1 geeft

v, +3v, =0

, met als oplossing (v1, v&) = a(1,~3), dus bv. (-1,3).
-18v1 - 6v2 =0

Kiezen we deze lineair onafhankelijke eigenvectoren (1,-2), (=1,3) als
nieuwe basis, dan is de matrix behorende blj de overgang op deze nieuwe
basis:

S = ( T ) , en de matrix van A ten opzichte van deze
-2 3

hetgeen een diagonaalmatrix is.
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8.2 Het meetkundige probleem

‘. In het eerste jaar zijn een aantal krommen in het platte vlak en een
aantal oppervlakken in de ruimte behandeld, die dit gemeen hebben, dat
ze alle door een vergelijking van de tweede graad zijn bepaald.
In R, waren dit

2 2 2 S
“de ellips . . =1, de hyperbool*z— - L= 1, de parabool ¥2 = 2px. .
al  p? a? b2 , _

Enkele voorbeelden in R :

' 2 2
de ellipsoide 2= + =, = 1, de hyperbolische paraboloide X - &= = 2z,
JERREY ca a? b2

- We stellen ons ten doel krommen en oppervlakken, die door vergelijkingen
van de tweede graad worden bepaald, nader te onderzoeken. Bij dit onder-
zoek worden we geleid door een overweging, die we eerst aan een voorbeeld
verduidelijken.

We vergelijken de krommen x? - ¥ = 1 en (x-2)' « y2 = 1. De eerste is
een vergelijking van het type, dat hierboven aan de hyperbool is toege-~
voegd. We zien echter direct, dat ook bij de tweede een hyperbool behoort.
. We kunnen dit beredeneren door van het coordinatenstelsel, waarmee de .

meetkundige figuur in de vergelijkinmg (x-2)? - y® = 1 is uitgedrukt, over
te gaan op een ander stelsel, dat eenvoudig ontstaat door de corsprong te
verschuiven naar het punt dat in het "oude! stelsel de codrdinaten (2,0)
had. De richting van de assen laten we onveranderd. Noemen we de coordina-
ten van het punt, dat in het oude stelsel (x,y) was, in het '"nieuwe"

stelsel (x,y), dan is klaarblijkelijk x = %X + 2, y = y.
-

De figuur krijgt dus in de nieuwe coordinaten de vergelijking x? - ¥y o= 1
en is dus een hyperbool.

We kunnen ook een andere methode volgen om hetzelfde resultaat te be-’
reiken. We laten het coordinatenstelsel op zijn plaats, maar gaan de meet-
kundige figuur verschuiven en wel over een afstand 2 in de richting van
de negatieve x-as. Een punt {(x,y) gaat dan over in een ander punt (%,7),

dat blijkbaar bepéald is door x = x~2, ¥ = y. De punten (x,y) die voldoen

aan (x-2)? - y? = 1 gaan blijkbaar over in de punten (x,y), die voldoen
asn x? - 32 = 1, hetgeen een hyperbool is. De oorspronkelijke figuur was
dus ook een hyperbool.

Formeel algebrafsch zijn beide methoden identieky ze verschillen echter
in hun meetkundige beschrijving en interpretatie, hoewel ze ock meetkundig
op hetzelfde grondbeginsel berusten, nl. dat er geen verschil gemaakt
wordt tussen congruente figuren, die op verschillende plaatsen in de ruimte
liggen. In het eerste geval brengt men door een speciale keuze van het
coordinatenstelsel de vergelijking in een herkenbare gedaante en maakt
vervolgens geen verschil meer tussen de figuren, die op welk codrdinaten-
stelsel ook deze vergelijking hebben. Verschillende coordinatenstelsels
ontstaan echter uit elkaar door bewegingen, zodat figuren met dezelfde ver-
gelijking in verschillende coordinatenstelsels congruent zijn. In het
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tweede geval'is de zaak rechtstreeks duidelijk, omdat hier de figuren
zelf aan een heweging onderworpen worden, waarbij ze in congruente figuren
overgaan.

Wij zullen in het vervolg de interpretatie kiezen, waarbi] de meet~
kundige figuren vast zijn en het coordinatenstelsel beweeglijk. pit ia dus
de zojuist als eerste geval beschreven methode.

We maken eerst een opmerking over vectoren. Bij de invoering van vec~
toren in het eerstejaarscollege was een vector een pijl uitgaande. van een
vast punt O (oorsprong). We behoeven dan ook geen onderscheid te maken
tussen vectoren en punten: het eindpunt van de pijl en de door de pijl
voorgestelde vector kunnen we vrijelijk door elkaar gebruiken. In plaats
van deze gebonden vectoren kunnen we echter ook vrije vectoren beschouwen,
waarvan het beginpunt van de pijl niet in O behoeft te liggen; pijlen die
door evenwijdige verschuiving uit elkaar kunnen ontstaan, stellen dan de-
zelfde vector voor. De componenten van zulk een vrije vector zijn pro-
jecties op de coordinaatassen. Als we echter een correspondentie tussen
punten en vectoren tot stand willen brengen, kiezen we bij een punt P

evenals vroeger de vector 5?, die de positievector van P wordt genoemd.

We gaan nu eerst het effect na van een verschuiving van de ocorsprong
van het coordinatenstelsel zonder verandering van de richting der assen.
Dit betekent, dat een veector, als vrije vector opgevat, op beide assen-
stelsels dezelfde componenten heeft, lLaat O de oorsprong van het oude en

0' die van het nieuwe ételsel‘zijn en stel GO' = p. Noemen we de positie-
vector van een punt P t.o.v. het oude stelsel X = OP en t.u.v. het nieuwe

stelsel y = O'P, dan geldt blijkbaar x = y + p. Daar coordinaten van een
punt hetzelfde zijn als componenten van de positievector van dat punt
geeft deze formule, in componenten uitgeschreven

x1 =Y1 +p1 _ }
C e s e e s de overgang van oude coordinaten (x1,...,xn) op
*n %0 T Py |
nieuwe coordinaten (y1,...,yn) van een punt bij verschuiving van het
assenstelsel in Rn. Deze verschuiving van een assenstelsel heet een
translatie.

We laten nu de oorsprong op zijn plaats, maar veranderen de richtingen

der assen. We drukken dit ook uit in vectortaal. De positievector X van
een punt met coordinaten x1,...,x is te ontbinden volgens eenheidsvec

toren e,,+..,e_ in de richtingen van de positieve coordinaatassen volgens
24 £,
X = X84 % co0 +X 8. Nu kiezen we nieuwe asgsen met corresponderende

nieuwe basisvectoren 31"'1"9n" De coordinatentransformatie correspon-

deert met de overgang in de vectorruimte op een andere basis. In paragraaf
1 hebben we aan z20'n overgang op een nieuwe basis een matrix S toegevoagd
die bepaald was door .
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We hebben nu echter te maken met orthogonale ccordinatenstelsels,

dus de vectoren e1,...,e staan twee aan twee loodrecht op elkaar en even-

zo de vectoren gi',...,e . Bovendien zijn het eenheidsvectoren.

: 2n
Dit geeft - ' T n .
(e 'y 8. ") =_( .. €., E 5 15 Sik
.—j" X i3 ij =4 o hk h) = . ik
dus | _=m 0 als j # k
: 8., &, =
N R T

Dit betekent echter juist, dat de matrix S orthogonaal is.
- %
We nemen nu in R de natuurlijke basis e1,...,e ' waarbu eJ bestaat uit

de rij gétallen met een 1 op de j® plaats en elders nullen. Dan is

- (x, vosedX ) = EE;_x e, Op deze natuurli jke basls 13, als we de vectoren

van R als kolomvectoren schrijven:

1J
& .
23 :
gj' = . » De kolomvectoren van S zijn dus juist de nieuwe
snj

basisvectoren. De kolomvectoren van een orthogonale matrix zijn dus
onderling loodrechte eenheidsvectoren. De determinant van de matrix is
dus D(e ',...,e ') en deze is ¥ 1 omdat de matrix orthogonaal is. Nu is

in R een Onafhankeligk stelsel vectoren B9 2, 2 "een rechts, resp.

-3
links stelsel, als de determinant’ D(a 18,08, ) >0, resp. < 0 is. In R
definieren we, dat een onafhankell jk stelsel B4v+-043 Van n vectoren een
rechts, resp. links stelsel vormt als D(a EXTRRS- W ) >0 resp. < 0 is. Bij

een coordinatenstelsel eisen we nu, dat we met een rechts stelsel te
maken hebben, hetgeen neerkomt op de eis dat D(e,* ....,3n') = +1,

Laat nu x oude codrdinaten (x1,...,xn) en nieuwe coordinaten (y1....,yn)

, n n n n
hebben, dan is dus x = > _x. e, = > y, e '=5 y. S 8, e =
’ =1t I =1 J iz d i
n ( n )
) i=1 j% Sid yj 24
n

Hieruit volgt dat x; = > sij i (vergelijk dit met het in paragraaf 1
J=

1
afgeleide verband: (x) = S(x)'),

v
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hetgeen delformules voor de trahsformat;e van coordinaten bij een rotatie
van het assenstelsel voorstelt. -
Voert men na elkaar een translatie en een rotatie uit, dan krijgt men

n N
i = gg; Big Ty * Py

waarin S .een orthogonale matrix is met det S = 1.

- X

In het eerstejaarscollege is afgeleid, dat voor n = 2 een orthogonale
matrix met determinant 1 de gedaante
(cos ¢ ~ gin o

gin ¢ cos ¢) heeft. Daar e, ' = (cos ¢, sin ¢), is dus ¢ de hoek, die de

nieuwe x-as met de oude maakt. De overgang van oude coordinaten (x,,xz)
op nieuwe codrdinaten (¥, +¥, ) wordt dan gegeven door

X, = y1 cos ¢ -y, sin ¢

X, =¥, sin ¢ +y, cos ¢

} » In het algemeen zijn de s.,., componenten

ij
van eenheidsvectoren, dus cosinussen van hoeken tussen vectoren en wel is
sij de cosinus van de hoek tussen de oude pogitieve X -as en de nieuwe

positieve yj-as. Uit deze meetkundige interpretatie blijkt direct, dat de
. matrix, die behoort bij de overgang van nieuwe naar oude coSrdinaten de

getransponeerde matrix ST van S is. Dit klopt met het vroeger afgeleide

feit, dat voor een orthogonale matrix S geldt ST = 5'1

Het linkerlid van een kwadratische kromme of oppervlak is een veelterm
van de tweede graad. Deze splitsen we in zijn homogene bestanddelen: het
gedeelte Q(x) van de tweede graad, het gadeelte L{x) van de eerste graad
en de constanto term c.

Voorbeeld: 2x? + 3x,x, + 3x, + 5x, + 6 heeft Q(x) = fo + 3x,x
L(x) = 3x, + 5%y, ¢ = 6.

Men noemt een homogene veeltsrm ook wel een vorm: Q(x) is een kwadra-
tische vorm, L{x) een lineaire vorm. -

We gaan nu het effect na van een translatie en een rotatie op een
kwadratische functie. Bij een translatie gaat een kwadratische vorm klaar-
blijkelijk over in een niet noodzakelijk homogene kwadratische veelterm
en een lineaire veelterm in een lineaire veelterm. Het zuiver kwadratische
stuk van deze kwadratische veelterm is echter precies dezelfde kwadra-
tische vorm als de oorspronkelijke kwadratische vorm, nu echter in nieuwe
coordinaten. In formule: '

'Ale Q(x) een kwadratische vorm is en x = y + p een translatie dan is
de getransformeerde Q(y + p) gelijk aan Q(x) + termen van eerste graad en

constanten. Dit is duidelijk want een term ax,x 3 uit Q{x) gaat over in

a(yi + pi)(y + pj) = ay;¥y ¢ termen van eerste graad en constante.

5.

De formule voor een rotatie daarentegen drukt x1,...,xn homogeen en
lineair in Fyaeresy, uit. Hieruit volgt, dat een kwadratische vorm in een

kwadratische vorm overgaat en een lineaire vorm in een lineaire vorm.
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We gebruiken nu de rotatie om het kwadratische gedeelte in een zo
eenvoudig mogelijke gedaante te brengen en vervolgens de translatie om
het lineaire gedeelte te. vereenvoudigen., Bij dit laatste proces wordt het
effect van de eerste vereenvoudiging niet bedorven, omdat een translatise .
het kwadratische gedeelte ongewijzigd laat. We proberen door de transld #&e
het lineaire gedeelte geheel nul te krijgen, hetgeen echter niet in aile”™
gevallen zal lukken. Als het wel lukt, kunnen we svenwel ook zonder bew
zwaar eerst de translatie en dan de rotatle uitvoeren. Als namelijlk het:
lineaire gedeelte nul is, blijft het dat klaarblijkelijk bij het uitvoeren
van een rotatie.

‘ Hetgeen bij de rotatie met het homogene kwadratische gedeelte gebeurt,
is het beschouwen van het gedrag van een kwadratische vorm bij een
homogene lineaire transformatie van de veranderlijken die in die vorm
voorkomen. Ook het algemenere geval van de kwadratische functie, die aan
rotatie en translatie onderworpen wordt, kan hier echter met een kunst-
greep ondergebracht worden, als men een extra veranderlijke u invoert.
Als men de kwadratische functie f(x) in haar homogene delen splitet:
f{x) = Q(x) + L(x) + ¢, waarin Q een kwadratische en L een lineaire vorm
is, dan is F(x, u) = Q(x) + uL(x) + cu? een kwadratische vorm met een
veranderlijke meer. Uit TF(x, u) krijgt men £(x) weer terug door u = 1 te
stellen. Men noemt u wel de homogenlseringsveranderlijke.

Voorbeeld: de kwadratische/functle xf + 2% 1%, * xgx5 + 5x1 - 2%, + 6

in de drie veranderlijken x , *,+ X; gaat over in de kwadratische vorm

3
xf + 2x1xz + X, X, + 5x1u - szu + 6u® in de vier veranderlijken x1; X,

X,, Qe el

Ook de formules voor de algemene coordinatentransformatie (translatie
en rotatie samen)} kunnen door invoering van de homogeniseringsveranderlijke
homogeen gemaakt worden.

De overgang
xi = jZ1 &, . J Pi.

van de oude coordinaten XyreeeX in de nieuwe coordinaten Yyreena¥,

zetten we om in de overgang
n .
X; = ;i1 sij yj *p; v

uo= v
van de oude coordinaten x1,...,xn, u in de nieuwe coSrdinaten'y ....,y

Stellen we u = v = 1, dan krijgen we de oorspronke113ke formules terug.

Door deze kunstgreep is het probleem van het transformeren van een ine
homogene kwadratische functie met een beweging gemaakt tot een speciaal
geval van het transformeren van een kwadratische viorm met een homogene -
lineaire codrdinatentransformatie. Dit laat echteridirect een vectorinter-
pretatie toe, want als we de veranderlijken opvatten als componenten van
een vector, dan correspondeert met een homogene lineaire transformatie van
de veranderlijJken juist de overgang op componenten bij een andere basis
van de vectorruimte,
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We merken op, dat aan de invoering van een homogenisarlngsverénderlmke
ook nog een redelijke meetkundige interpretatie kan worden gegeven; we
gaan daar evenwel niet op in.

We beschouwen dus nu een kwadratische vorm Q(x) in n veranderliJkea

=" (x,4.0.,% ). Deze bevat termen van de. gedaante byx;® en van de ges. g:

daante cijxixj en zou dus algemeen genoteerd kunnen worden als

n
AUx) = Z bixi2 + E
i=1

1€i<i¢n

.

C, L X, X,.
i3 1

Dit is echter een weinig overzichtelijke notatie. De kwadraten kunnen
natuurlijk in de tweede som worden opgenomen door ook ¢ met 1 = J toe

id

te laten en bi = G4y te stellen:

Ux) = Z C; X X, .

g
Deze sommatie is echter ook nog niet eenvoudig, omdat alleen cij met
i £ j voorkomen. Dit kan nen op eenvoudige wijze opheffen door‘cij'z 0
te stellen voor i > j. Doet men dit dan komt er
.oon n '
Qx) = §=1 ?21 ¢y 4% % met 54 = O voor i > j.

Dit blijkt echter nog niet de handigste notatie te zijn. De coefficiént

van x,x, in Q(x) is Cjp + Gy dat is in ons geval ¢, omdat ¢, = O is.

Men kan echter de waarde, die de coefficient van X, x, heeft, ook op een

andere wijze over c,, en ¢, verdelen. We kiezen nu de verdeling waarbij

beide even groot worden: a, = a,, =‘%c1r Dan gaat Q(g) over in
. .n n
Q(x) = E a,, X,X. met a.. = a. ..
=7 539 i3 7i7j ji ij
Hier is dus de coefficient van X, X, gelijk aan a,6 +a, = aau .

Uitgeschreven wordt dit dus in twee veranderlijken:

. 2 2
Qx) = a, xf + 2a,, x,x, +a, x?,

irn drie veranderlijken:

. 2 2 2
QxX) = a,,x] + 2a,%X,X, + 8, X, + 2a,,X,X; + 28, X,X,; + a; X3
Op grond van deze schrijfwijze is aan de kwadratische vorm Q(x) een

matrix [A] toegevoegd en wel een matrix, die voldoet aan aJl = alJ of

anders uitgedrukt aan [A] = [A]. Een dergelijke matrix heet symmetrisch.
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Voorbeeld. Aan de vorm xf - l}x1xz + 3x: is de matrix -
1 =2
-2 3

-Gezien het verband tussen lineaire afbeeldingen en matrices ligt het
voor de hand de lineaire afbeeldingen te beschouwen, die een symmetrische
matrix hebben. Deze laten zich, zonder over de matrix te spreken, ook
als volgt karakteriseren.

toege#oegd.

Fen lineaire afbeelding A van Rn in zichzelf heet symmetrisch als

&

(Ax, 3) = (z, Ay)

geldt voor alle vectoren x en y in R .

. Neemt men de natuurlijke basis e,,...se_ in R_ en kiest men x = e_.
-1 - n hd =i

en y = e dan krijgen we voor de matrixelementen aij van A juist

j'

%32 T %430
aire afbeelding met een symmetrische matrix weer symmetrisch in de zin
van bovenstaande definitie, hetgeen direct blijkt door (Ax, y) = (x, Ay)
in componenten uit te schrijven.

dus de matrix van A is symmetrisch. Ook omgekeerd is een line-

Aan de kwadratische vorm is dus ook een symmetrische lineaire afbeel-
ding toegevoegd, die we met A zullen aanduiden. Met behulp van deze
afbeelding kunnen we ook schrijven

Qlx) = (ax, x).
Dit volgt direct uit het feit, dat de i® component van Ax gelijk is aan

Zaljj

We wensen door een basistransformatie van de vectorruimte de kwadra-
tische vorm op een eenvoudiger gedaante te brengen. Welke vereenvoudigingen
we daarbij zullen nastreven zullen we nu echter eerst door meetkundige
overwegingen trachten op te sporen.

Daartoe beschouwen we eerst weer de niet homogeen gemaskte kwadratische
functie f£{x) = Q(x) + L(x) + c. Het kwadratische gedeelte Q(x) schrijven
we in de vorm (Ax, x) met symmetrische A. Van de lineaire vorm #L(x)
kunnen we de coefficiénten opvatten als componenten van een vector b'
dan is L{x) = 2(b, x), dus

£(x) = (Ax, x) + 2(b, x) + c.
Waarom we de factor 2 ingevoerd hebben, wordt duidelijk als we de
homogeen gemaakte vorm
(Ax, x) + 2u(b, x) + cu?

beschouwen; als we de matrix van A weer[A]lnoemen en b als een kolomvector
opv:tten wordt de matrix [H] van deze kwadratische vorm in (x, u) juist
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jo

L1

|

Voorbeeld. Breiden we de reeds beschouwde vorm xf - hx,x2 + 3x: uit

tot xf - bx,x, + Bx: + X, - 2x2.+ 5, dan is b = (4, =1) en c = 5 en de

matrix{H}van de homogeen gemaakte vorm:

1 -2 3
-2 3 -1
3 -1 .5

We hebben al opgemerkt, dat de translatie gebruikt wordt om het 1i-
neaire gedeelte te vereenvoudigen en zo mogelijk geheel = O te maken.

We gaan na wat het meetkundig betekent, dat de lineaire termen ontbreken.
Dit-heeft ten gevolge dat uit f£{(x)} = O volgt f(-x) = 0, omdat voor een
kwadratische vorm kennelijk geldt Q(x) Ql-x). Meetkundlg betekent dit,
dat de oorsprong van het cobrdinatenstelsel middelgunt is van de meet-
kundige figuur f{x) = O. Het omgekeerde geldt nu ook, dat, als voor een
kwadratische functie uit f(x) = O volgt f(-x) = O, in deze functie de
lineaire termen ontbreken, althans als er een x bestaat, waarvoor f(x) =
en het kwadratische gedeelte van f(x) niet identiek nul is. We bewijzen
dit niet.

Bij een willekeurige kwadratische functie f(x) zoeken we nu naar een
middelpunt p; passen we dan een translatie toe, zodat de nieuwe ocorsprong
in p komt, dan vallen de lineaire termen weg. Passen we de translatie

=y + p toe op f(x), dan komt er

(A(z +p), g +p) + 2(b, .+ p) + c.
We schrijven alleen de lineaire termen hiervan op:
(ay, p) + (ap, 3} + 2(b, 7);3

omdat A symmetrisch is, geldt (Ay, p) = (y, Ap) = (Ap, y), zodat het
lineaire gedeelte overgaat in

2(Ap + b, 7},
hetgeen wegvalt als Ap + b = 0. De lineaire vergelijkingen

Ax + b =0
~ heten de middelpuntsvergelijkingen behorend bij f(x) = 0. Het zijn n
".lineaire vergelljkingen met n onbekenden, waarvan de gedaante direct aan

de matrix{H]is te ontlenen,
Voor het hierboven behandelde voorbeeld worden deze vergelijkingen:

x, - 2x, + 3 =

-2x1 + 3x2 - 1=

0} , met ales oplossing (-~ 4, 0).
0

De middelpuntsvergelijkingen kunnen strijdig zijn; in dat geval is
er geen middelpunt. We komen daar nog op terug.
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. We beschouwen nu het geval, dat de lineaire termen al ontbreken; : door
een rotatie trachten we het kwadratische gedeelte te vereenvoudigen. -
Beschouwen we de krommen en oppervlakken, die als inleiding tot ait. onder—
werp hebben gediend, dan zien we, dat de vergelijkingen alle zo waren dat
er alleen kwadraten, zoals x* en y?, van de veranderliijken in voorkWamen,
maar geep producten, zo0als xy. De meetkundige betekenis is deze- (1q R
geformuleerd), dat de coordinaatvlakken symmetrievlakken zijn. Bv. de
x2 Xi 22 '
vergelijking van de ellipsoide ~ + " + == 1, gaat bij vervanging van
a b c
x door -x in zichzelf over. Hieruit volgt, dat het (y,z)-vlak een syme
metrievlak is, want de punten (x,¥,2) en (-x,y,z) liggen gesplegeld teo.v.
- dit vlak.

Het bepalen van symmetrlevlakken is5 echter onderdeel van een algemenere
kwestie., Snijden we een kwadratisch opperviak met een rechte, dan komen er
in het algemeen twee snijpunten; we bepalen het midden van de door deze
punten gevormde koorde. Nu vormen de middens van alle evenwijdige koorden
een plat viak. Ook algemeen in R vormen de middens van evenwijdige kcor-

den een hypervlak. We tonen dit aan. laat de rlchting gegeven zijin door

een vector v. Een rechte in de richting v heeft als parametervoorstelling
X =m+ ty; Thierin is m een punt op de rechte, waarvoor we het midden van
de koorde kunnen nemen. De snijpunten met (4%, x) + ¢ = O vinden we door

sybstltutie. (A(E . tE)' m + ti) +¢c = 0,

Dit is een vierkantsvergelijking voor t, waarvan de wortels de :parameter-~
waarden van de snijpunten geven. Daar echter m het middelpunt van de koorde
is, moeten de twee wortels elkaars tegengestelde zijn, dus de lineaire

term in de vierkantsvergelijking nul zijn:

(Am, v) + {4y, m) = O.

Op grond van de symmetrie van A gaat dit over inm 2(4v, m) = O. De middens
van de koorden vormen dus een hypervlak met als vergelijking

. (av, x)
Dit heet het aan de richting v toegevoegde hypervlak.

Jen symmetrievlak krijgen we nu, als het aan v toegevoegde vlak lood~
recht staat op v; immers dan is het vlak juist gevormd ult de middens van
loodrecht op het vlak staande koorden, hetgeen juist betekent dat het vliak
een symmetrievlak is. De vector Av is nu echter loodrecht op het vlak;
een symmetrievlak krijgen we dus als Ay dezelfde richting heeft als ¥:

= K!_o

Dit betekent, dat v een eigenvector is van A, We zullen dus een onderzoek
- instellen naar de eigenvectoren van een symmetrische lineaire afbeelding,
hetgeen in paragraaf 3 zal geschieden.

. VWe hebben de meetkundige formulering in R3 gekozen. In het platte vlak
-~ wordt aan een richting een rechte toegevoegd en komen er symmetriellﬂnen
in plaats van symmetrievlakken.
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8.3 Symmetrische lineaire afbeeldingen

in paragraaf 1 hebben we eigenvectoren v en eigenwaarden A\ van een
lineaire afbeelding A van een n-dimensionale vectorruimte in zichZelf
beschouwd: Ay = Ay

We hebben gezien, dat als alle n wortels van de karakteristleke ver~ ;
gelijking van A reeel en verschillend zijn, de bijbehorende eigenvectoren
een basis vormen en de matrix van A op deze basis de diagonaalvorm krijgt.
De karakteristieke vergelijking van 4 kan echter complexe en meervoudlge
wortels hebben; dédn loopt alles niet zo eenvoudig. Nemen we echter een .
symmetrische afbeelding, dan treedt een aanzienlijke vereenvoudiging -op.
We zullen aantonen, dat alle wortels van de karakteristieke vergelijking
dan reeel zijn. Bovendien zijn er, ook als er meervoudige wortels zijn,
steeds n lineair onafhankelijke eagenvectoren, die bovendien twee aan twee
loodrecht kunnen worden gekozen. X :

Om dit aan te tonen moeten we eerst even terugkomen op het begrip
inwendig product. We hebben in R een inwendig product (x, I) van twee

vectoren X en y ingevoerd door de definitie (x, x) = zz::xaya.
J=1 ”

Dit inwendigeproduct heeft de volgende eigenschappen:
1. (x, 3) = (g, xJ.

2. (x+y3,2)=(x, z) + (g, 2).

3. (ax, 3) = a(x, 7).

4. (x, x) >0 als x # 0.

Ook in een deelruimte van Rn hebben we echter een inwendig product,
dat we eenvoudig aan Rn ontlenen; ook dit voldoet uiteraard aan de boven~

staande vier eigenschappen. Dit brengt ons ertoe ook in andere vector-
ruimten dan Rn inwendige producten te heschouwen. We gaan axiomatisch te

werk en erkennen die functies als fatsoenlijke iﬁwendige producten, die
aan bovenstaande vier eisen voldoen. Dit geeft de volgende definitie:

Een vectorruimte met inwendig product is een vectorruimte, waarin aan
ieder tweetal vectoren x en y van deze ruimte een reeel getal (x, y) is
toegevoegd, dusdanig, dat aan bovenstaande eigenschappen 1., 2., 3., 4.
is voldaan.

Voorbeelden zijn Rn en alle deelruimten van Rn. Een ander voorbeeld

met oneindige dimensie is het volgende. De continue functies f(x), die
gedefinieerd zijn voor 0 £ x £ 1 vormen een vectorruimte. Definieren we
het inwendige product (f, g) van twee functies f(x) en g(x) door

"
(£, g) = l\ f(x) g{x) éx, dan is makkelijk na te gaan, dat dit aan de

vier eisen voldoet, zodat we een vectorruimte met inwendig product ver-
kregen hebben. We beperken ons verder tot eindige dimensies.
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Het begrip symmetrlsche lineaire afbeelding, dat in paragraaf 2 voor
afbeeldingen van R in zichzelf is gedefinieerd, kan op dezelfde W13ﬁeg

voor iedere vectorrulmte met 1nwend1g product worden gedefinieerd. We‘l~
zullen nu aantonen, dat alle wortels van de kara&terlstleke vergelljklng
'van zo'n afbeelding reeel zijn.

Stel dus dat A een symmetrische lineaire afbeeldlng van een n-dlmen--
sionale vectorruimte V met inwendig product is. Laat a, 19 -de matrix-

elementen van A t.o.v. een of andere basis van V zijn en stel dat A een
eventueel complexe wortel van de karakteristieke vergelijking van -4 is:

A =a + ip met a en P reeel. Uit de betekenls van de karakteristieke ver-
gelijking volgt, dat het stelsel lineaire vergelijkingen

n

% ajk xkzxxj' (j =.1,...,n)

een van de nuloplossing verschillende oplossing heeft, die echter'nafgur-
lijk ook complex kan zijn:; noem deze (sﬁ + it1, seny sn‘+ itn) met reele

ByseserS y t1,...,tn. Dus

n

%;;; 24 (sk +_itk) = (a + iB)(sj + itj).

Splitsing in reéle en imaginaire delen geeft

n

a s, = as, - Pt.

Sor ok T e%y T Py
n .

a, t =Pps. + at..

k=1 K K Pe J

We nemen nu vectoren s en t in V, die op dezelfde basis, waarmee de matrix
der 35 is gevormd. componenten (51,...,sn) resp. (t1,...,tn) hebben.

Dan zijn s en t niet beide = 0. Uit bovenstaande formules volgt dan

AE = a8 -~ BE : . . .
At = Bs + “E.} o Nu volgt uit het feit, dat 4 symmetrisch is, dat
(Ag, t) = (s, At), dus ols, t) - B(t, t) = Bls, s) +als, t), dus

B{(g, 8) + (t, £)} = 0. Daar s en t niet beide = 0 zijn, is
(s, 8) + (t, t) >0, dus B = O, dus A reeel.

Alle wortels van de karakteristieke vergelijking van een

Stelling e
symmetrische lineaire afbeelding zijn reeel.

We bewijzen nu de volgende hulpstelling:

Huigstelling Stel in een vectorruimte V met inwendig product een vector
v # 0. De vectoren x van V met (v, x) = O vormen een deel~
ruimte W van V. Als . Bqveeesa, een basis van W vormen, vormen

490098 s ¥ €en basis van V, dus de dimensie van W is één

lager dan die van V (W heet het orthogonale complement van v).
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Bewijs. Dat W een deelruimte van V is, volgt direct uit de eisen, die
aan een inwendig product zijn opgelegd. We bewijzen nu eerst dat
Byreeerdyy ¥ lineair onafhankelijk zijn. Stel dus xia cee + A2

= 0. Omdat 24100022, in W liggen, geldt (v, a,) = = (v, a8 ) = 0
dus 0 = (v, 0) = (v, Ayay + e +Ak 2, +p,v) = p(V, v) Omdat v # 0; _
volgt hieruit ¢ = O, dus Aa, + ... + A_2a, = 0. Omdat §1""’Ek lineair;

k =k
onafhankelijk zijn, velgt hieruit A, = ... =X _ = 0, Neem nu een wille-

k .

- keurige x in V; we trachten een getal p zo te bepalen, dat x -pv in W

ligt (ontbinding van x in een vector langs v en loodrecht op v). Daartoe
moet 0 = (x - ny, v) = (x, ¥) - w(y, ¥v) zijn. Daar y # Q, is hieraan te

voldoen met u = (x, v)/(v, v). Daar 34400098, €en basis van W vormen,

zijn er getallen l1,...,lk, 20 dat x - pv = Mgy, + een * lk g dus
X = ha, + eo. # A, & +uyv. Hiermee is het bewijs voltooid,

Stelling | Als A een symmetrische lineaire afbeelding van een n-dimensionale
vectorruimte V met inwendig product is, dan zijn er n lineair
onafhankeli jke eigenvectoren Tyreen ¥, van A, die twee aan twee

locdrecht op elkaar staan (d.w.z.'(gj, xk) = 0 voor j £ k).

Bewijs. We bewijzen de stelling met volledige inductie naar n. Voor n = 1
is er niets te bewijzen, omdat dan iedere vector y £ QO eigenvector is.
Stel dus nu, dat de stelling juist is voor vectorruimten met dimensie n-1.
We nemen een wortel A van de karakteristieke vergelijking van A; op grond
van de vorige stelling is deze reeel en dus hoort er een eigenvector v bij:
Ay = Ay. Laat W het orthogonale complement van v zijn. We beweren, dat
voor iedere x in W ook Ax in W ligt. Immers voor X in W geldt (v, x)
dus, gebruikmakend van het feit dat A symmetrisch . is,

(v, Ax) = (Av, x) = (Av, x) = A(v, x) = 0, dus Ax ligt in W,

Dit betekent, dat A een lineaire afbeelding van W in zichzelf induceert,
die natuurlijk symmetrisch is. Volgens de hulpstelling heeft W dimensie
n-?, dus kunnen we op W de inductieveronderstelling toepassen. Dit levert
ons n-1 lineair onafhankelijke eigenvectoren ¥ysseerX 4 Vvan A in W, die

twee aan twee lcodrecht op elkaar staan. Cmdat Vyveeos¥, 4 €€ basis van

,

-W vormen, vormen Vyseees¥ 49 ¥ een basgis van V op grond van de hulpstel-

ling. Deze n vectoren voldoen aan alle vereisten van onze stelling, omdat
Yiveeos¥oq als vectoren van W alle loodrecht op v staan.

De vectoren Vgreer X, uit deze stelling vormen een basis van V., Daar

een getallenveelvoud van een eigenvector, mits # Q, weer een eigenvector
is, kunnen we zonder bezwaar aannemen, dat v,,...,v eenheidsvectoren zijn.
[] - q_n

Gaan we nu weer terug tot het geval, dat V = Rn’ dan kunnen we, door zo

nodig één der !j door zijn tegengestelde te vervangen, bereiken, dat de

determinant D(v1....,v ) =1, dus dat v,,...,v_ een rechts stelsel vormen.
_ -1 — -n .

De matrix 8, die bij de overgang op de basis Yyseoor ¥, behoort, is dan
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orthogonaal met det S = 1, Als 11,...,1 de eigenwaarden zijn, die bij
de eigenvectoren LOTEETE) behoren, dan wordt de matrix van 4 ten qu;chte

van de basis v1,...,zn de diagonaalmatrix

Ag Ocevcceana -0
. N E
o kz\- .
[N N L
| B “ ~ i
. ‘o ] N -
~ ~
(1) ; N N
- L - - -
' RN
. . - ]
1 ALY
: O-..--.--.-:O A

e

De karakteristieke vergelijking van A is dus (A=A )(A~ ) g ces (A=A )”=

Vertalen we tenslotte de verkregen resultaten alle in de taal der
matrices, dan vinden we de volgende stelling:

Stelling | Bij een symmetrische matrix B met n fijen en kolommen bestaat
| een orthogonale matrix S met det S = 1, dusdanig, .dat

5-1 BS = STLBS de gedaante (1) heeft. Hierin zijn A1""’Aﬂ

de wortels van de karakteristieke vergelijking van B, elk met

zijn multipliciteit geteld; deze wortels zijn dus alle resel,

Voor mn = 2 kunnen we de realiteit van de wortels zonder moeite door
directe berekening verifieren. De karakteristieke vergeliljking is dan

- A .
844 %12 = A?- (a1 + a, )h + a, a,, a1: = 0; deze heeft reele
a,, a, = A . ’
wortels omdat de discriminant (a11 - azz) + 4au is.

" Vb.1 Onderzoek de symmetrische matrix

( 41 '12) . De karakteristieke vergelijking is A% - 75A + 1250 =
-12 34 (A - 50)(A ~ 25) = ~
Bij de eigenwaarde 50 krijgen we

-9, - 12x, =0

met als oplossing (x,,x ) = a(4, ~3); een eenheids-
_ 1%
-12x, - 16x, = 0 :

vector is (% ) Bij de andere eigenwaarde 25 krijgen we op analoge
wijze (x,,x,) = a(}, 4); eenheidsvector (% g). In deze volgorde vormen
ze een rechts orthogonaal stelsel. Inderdaad is

y 3 o3 '

= - 1 -1 - = 0 0

5 2 4 2 5 2 ) 5

2 2 -12 -2 2 o 25/

5 5/ >4 5 3 >
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Vb.2 Onderzoek de symmet:iscﬁe matrix

vk 8 7 Karakteristleke vergelijking
-g .? K : 9k2 = 81k * 729 = (l + YA - 9) i
‘ o ' o Al

BlJ de eigenwaarde -9 behoort de oplossing (x,,x,,x,) = o2, 1, -2), Aus
een eenheidsvector (3 3, ~‘§). Bij de dubbele wortel 9 komen er twee
lineair onafhankelijke oplossingen, die bepaald worden door de vergelijking

ax, + %, = 2%, = 0. Deze zijn inderdaad orthogonaal met de elgenvector
b13 -9. Twee onderllng loodrechte oploasingen die senheidsvectoren z;gn.
zijn (- = 3, 3, - l) (; ; ;) In deze volgorde vormen de drie vectoren
eén rechts stelsel. Verder is o
2 1 2 . ' 2 2 1
£ 1 £ 1 -4 8 ¢ £ 1 -9 0 0
3 3 3 b 375 3 >
2 2 1 12 2 ) .
33 3 7ok 33 5 | = %9 0
l 2 2 8 4 1 2 L2 0 0
3 3 3 373 3 ?

8.4 Klassifikatie van kwadratische oppervlakken

De gevonden resultaten gebruiken we nu voor het onderzoek van kwadra-
tische vergelijkingen. We passen eerst een rotatie toe op het homogene
kwadratische deel. Tets algemener bekijken we het effect van een homogene
lineaire coordlnatentransformatle

n

Xy = ;i1 sy4 Y5 P de kwadratische vorm Q{(x) = E% E aij g ¥
' n n
(met ajy = aji)' Bij invullen komt er ;i 2 E Biy Iy § Sy Vi =
- @ i=1  j=1 h=1
n n n n

= 2 2 (2 2 sy g5 s) Ty Ve

h=1 k=1 i=1 j=1

As dus [A] de matrix van de gegeven kwadratische vorm is en S de matrix
van de coordinatentransformatie dan is gl [4]S de matrix van de kwadratische
vorm in de nieuwe veranderlijken., De matrix van een kwadratische vorm
gedraagt zich dus anders bij basistransformatie dan die van een lineaire
afbeelding (die in S~ Trals overgaat) Als 5§ orthogonaal is, bestaat dit
verschil niet, omdat dan =1 = gT,

Op grond van de resultaten van paragraaf 3 bestaat bij een %ymmetrische
matrix [A] een orthogonale matrix S met det S = 1, zo dat S [AlS diagonaal=-
vorm heeft. Omdat de diagonaalelementen van de matrix de coefficienten

van de kwadraten zijn, volgt hieruit direct, dat door een rotatie het
kwadratische gedeelte van een kwadratische functie in de vorm

x1yf + see + ln y; kan worden gebracht.




O dat A Eoens =**n = 0 (het is mogelijk dat k = n). De kwadratische
_functle heeft dan de gedaante . o
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Deze Ayyeessh  An de eigenwaarden van de matrix [4] ¥an
'het kwadratlsche gedeelte; onder deze A's kunnen nullen voorkomen.
dat.er k stuks ongelijk aan nul zijn en dat de nummering zé gekozen

k+1

N1y1 f cen * lk yk + 2B, v o+ ves + 2 gn Y.t

We trachten nu door een translatie het lineaire stuk te vereenvoudigen.

. De Bf...,Bk'kunnen we zonder moeite verwljderen met de translatie

Lh ]

L A,
P
Yy T 2y = IE r s waardoor de kwadratische functie overgaat in
k 2 2 :
. A, z + eae + Akzk + 2 Bk+1zk+1 + ee. + 2 gnzn + v,

k41 k+1 :
yn = zn .

Het kan nu gebeuren, dat er geen lineaire termen meer over zijn, doordat
Bryq = 2o+ = B = 0 of doordat k = n. In dat geval 1s ons einddoel

M ZE + eee + l + Y berejkt. Als minstens één der getallen

k k

Bk+1""’Bn niet nul is, is verdere vereenvoudiging mogelijk door nog een

rotatie en eventueel een translatie in te schakelen, die echter alleen
op de veranderlijken Zpes1? o092y werkt en het kwadratische gedeelte dus

piet aantast. Hiermee valt te bereiken dat alle eerstegraadstermen op
één na (bv., die van zn) en bovendien de constante term wegvallen,

We zullen dit niet in het algemene geval onderzoeken, maar ons beperken
tot n = 2 enn =3, Dat de constante term met een tranelatie kan worden

: weggewerkt als er een lineaire term met coeéfficient # 0 aanwezig is,

volgt direct uit az + b = a(z + ;). Het onderzoek is dus a)leen nodlg,

als er nog tenminste twee lineaire termen met coefficienten ﬁ 0 zijn
overgebleven; dit kan alleen als k £ n ~ 2. Dit geeft bij n = 2 alleen
k =0en bij n =3 alleen k = O enk =1,
Het geval k = O is zeer eenvoudig, omdat er dan geen kwadratische termen
over zijn: ,

2p,2z, + 2B,2, + 2B; 2z, (voor n = 3).

Dit = 0 is de vergelijking van een plat vlak. Door de derde coordinaatas
loodrecht op dit vlak te kiezen, dus in de richting van de vector
(BysBys By) gaat het vlak over in wy; = 0 en de lineaire vorm in

2\/5: + B: + ﬁ,"w,.

-~y

B
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Voor n = 2 an_aloog.
Nu';og k-=1, n = 3
Azi ¥ 2,2, + 2852, «
We kunnen weer een coordinatentransformatie in het (z2 » 2y J~vlak tOe-;

passen, waardoor de rechte B2 Z, + B 52; = 0 overgaat in w, = O.
Expliciet opgeschreven.

2y = W,
B, +By Ve, +B,

23 = P2 w, - Py W,
o Vo

De kwadrat;sche functie wordt dan’ K,wi - 2\[&: +ﬁ; L

Samenvatting

De standaardgedaanten, waarin een kwadratische functie door rotatie en
t"anslatle kunnen worden gebracht, zijn:

1° l1x1 + ee. * Ak x; Y3 Mgy eeey Ay alle £ O (middelpunt).

k,nalleféo,k<n

2° A-‘xi + ssoe +K;C x;-anxn; l.', .aa’h

- (geen middelpunt).

De y in geval 1° mag = O zijn.

Voor de typen van krommen en oppervlakken, die'gr uitkomen letten we
nu nog op het al dan niet nul zijn der coéfficienten en op de tekens van
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- de coéfficiénten. Zo is bv. x2 + 2y2 = 1 en ook x° + 3y = 1 een elliéﬁﬁ

maar x? -« 3y? = 1 een hyperbool. Bij het beoordelen van de diverse t
' combinaties, moeten we bedenken dat een vergelijking dezmelfde figuur
voorstellen als we haar met een eventueél negatieve factor vermenigvu
digen. Zo is '‘de tekencombinatie ++- gelijkwaardig met --+. Verder kum
we let vermenigvuldigen gebruiken om een coefficient die niet nul is'gﬁlﬁk
aan’ % 1 te maken. o

_ We beglnnen eerst met n = 2: kwadratische krommen (= kegelsneden) in
het platte vlak. Eerst het geval, dat er een middelpunt is en de lineaire
termen dus verw;jderd kunnen worden. Het aantal k der eigenwaarden # 0
nemen we eerst twee en de constante term ¥ O:

Aax1 + lzxz + v = 0.

We onderzoeken nu de mogelijke tekencombinaties voor l s ¥ - :
Nemen we eerst +--, dan kunnen we de vergeligklng met andere ietters als
volgt schrijven
%2 2 _ N o
w; - Z; =1 =0, hetgeen, zoals we al weten, een hyperbool voorstelt.

a b '
Op analoge wijze vinden we bij ++- de vergelijking
r SO Al |
= + il 1 =0, hetgeen een ellips is.
& b _
In het resterende geval +++ zien we direct in, dat er geen reele (x,y)
zijn die aan de vergelijking voldoen; dit geval

2 2 :
=+ Z; + 1 = O noemen we een imaginaire ellips. Ter onderscheiding wordt
a®° . b
daarom het voorafgaande geval wel een reEle ellips genoemd.

Nu onderzoeken we het geval k=2, y=0, dus A.x, + léx = Q.
In het geval +- kan het linkerlid ontbonden worden in twee lineaire fac-
toren; er komen twee snijdende rechten:

2 2 v : '

S A 0, reeel snijdend lijnenpaar; ontbinding (§ + l)(§ - x).

a? p? )
In het geval ++ is ook ontbinding mogelijk, als we complexe getallen toe-
laten; vandaar:

2
S 0, imaginair snijdend 1ijnenpaar; ontbinding (X + 1 L)(Z - i 1);
a? 02 a b’ "a b
"snijpunt” is (0,0), dat het enige reele punt is, dat voldoet.

Hiermee is k=2 afgehandeld. Nu k=1, y#0, dus A,x,?> + y = 0. In het
geval += is weer ontbinding in lineaire factoren mogelijk, die nu echter
aanleiding geeft tot evenwijdige rechten:

=— - 1 = 0, recel evenwijdig 1ijnenpaar; ontbinding (X + 1)(T - 1).
a a

In het geval ++ is er alleen een complexe ontbinding:

=~ + 1 = 0, imaginair evenwiidig lijnenpaar; ontbinding (E + i)(g - 1i);
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" geen reéle punten. :
:ﬁéﬁ ge&él‘k: v=0 geeft maar één geval: ' _ . L
igk’ . 0, dubbelrechte. ' : el

?Er resteren dan nog de oneigenlijke gevallen k= 0, Y#0 en k=0, y=0:

i1z, niets,

0 = 0, ylak.

Tenslotte nog de gevallen zonder middelpunt. Hét geval k=1 geeft een
bekende kronmme:
X = apy » parabool.
1'Het geval k=0 geeft

'y = 0, rechte.

Voor n = 3 komen we op analoge wijze tot de volgende indeling.
' Bij k=3, y#0, dus Ax2+ Ax? + Ax? +y = O geven drie van de vier
‘mogelijke tekencombinaties oppervlakken, die.al van vroeger bekend zijn:

A WA -
—_ e« = «1=0 (++=~), eenbladige hyperboloide,
a2  p? o2 >

' 2 2 2
A Ll o2 L4 =20 (4---), tweebladige hyperbololde,
a?  b? e
x?  y? 2z? - "
= + 4 == =1 =0 (+++~), reele ellipsoide.
a? b2 c?

Het geval ++++ is weer zo, dat er geen reele punten aan voldoen,
vandaar: : :

2

2 2
I+ de p 2 41 20 (++++), imaginaire ellipsolde.
a? b2 _.c2

Het geval k = 3, v = 0O, K1x12 + hzx: + J\Bx: = 0 levert kegels.
Omdat het linkerlid homogeen is, voldoet met (p1, Py ps) ook
(ap,, ap,, ap,) voor willekeurige a aan de vergelijking. Meetkundig uit-

gedrukt betekent dit, dat als een punt op het oppervlak ligt, ook alle
prunten op de verbindingslijn van dat punt met de oorsprong O op het opper-~
vliak liggen, Het oppervlak is dus een kegel met top O. Bij de tekencom-
binatie +++ is echter O het enige reele punt dat voldoet; bij ++- zijn er,
zoals men makkelijk ziet, reele punten buiten O op de kegel.

Dus:

2

n
~
N

L Z2 _ o (+4=), reele kegel,

a? b2 c?

%2 2 2

2.+ ¥~ ¢ 2. . 0 (+++), imaginaire kegel.

[+1]
o
»
[+
n
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. Het géval k=2, Y40, A.xz‘ + A, x' + Y = O levert cilinders, omdat ﬁu‘:
'met (pf Pz’ pJ) ook (p,, P,y X ) nmet lillekeurlge x, aan de vergelijking

:veldoet, .zodat het oppervlak uit rechten evenw;jdig met de x,6~as is Opn -

-gebouwd. Het' type van de cilinder vinden we, door de kegelsnede in het-
viak x, =.0 te bekijken, die dezelfde vergelijking heeft als de c111nﬁer
zelf, ﬁe komen zo tot de volgende indeling:

2 2

.l .1z0 (+--), hyperbolische cilinder,
a? p?
R .
— « 1 =0 (++=), elliptische cilinder,
a® b’
X2 2 ‘
=+ E; + 1 = 0 (+++), imaginaire cilinder.
a b '

Het gevai k=2, yv=0, A.xz + %;xz =. 0 kunnen we o0p soortgelijké wijzé

behandelen. Ook nu krijgen we cilinders, zij het dan "ontaarde'. De ge-
vallen kunnen we gewoon copieren van de overeenkomstige gevallen bij n=2

- . .een rechte correspondeert nu met een vlak:

2 ]
= - E; = 0 (+=) reee) sniijdend vliakkenpaar,
a b :

2,z
=+ 5= 0 (++) imaginair snijdend vlakkenpaar.
a b

Geheel analoog voor k=1, y#0 :

0 (+=) reeel evenwiijdig vlakkenpaar,

L —

al

xz . - .
=+ 1 =0 (++) imaginair evenwijdig vlakkenpaar.
a

De gevallen k=1; y=0; k=0, v#0 en k#O. y=0 geven resp.
x? = 0, dubbelvlak,
1 = 0, niets,

ruimte.

it

o

n

(@]
-

Nu de oppervlakken zonder middelpunt. Het geval k=2,
Ax? o+ Ax! - 2ux, = O geeft bekende opperviakken:

TRt 22

x? y? -
- - =-2z {(+-), hyperbolische paraboloide,
a? b?

- x? 2 *

X 4+ ¥ - 23 (++), elliptische paraboloide.

a b?

De gevallen k=1 en k=0 zijn weer direct door "cilindrificatie™ uit de
viakke gevallen te halen:




o
% |

.2p£z.. paraboli;géhe cilinder,
=0, | ylak. |

54
A B R o e ol R

Wé‘laggen er de nadruk op, dat het type van de kromme of het opp
‘aan’de’ standaardvorm .van de vergelijking gemakkelljk kan wordéen*
kend met behulp van de beschouwingen, die hierboven. zijn gegeven.
gis dus niet nodig, deze gevallen te memoriseren.

_th X 41:1 - 2bx x, + 34x2 - 34x1 - 12x, + 4 =
"De middelpuntsvergelijkingen zijn:
"-';--illﬁxj -12x, - 17 =0

T _ }' met als oplossing (1,2).
oedx, o+ Bhx - 56 =

jDoor de translatle X, =¥y *+ 1, X, =¥, + 2 gaat de vergelijking over in
1@#1 24y ¥, + 3hy -~ 125 = 0 (de constante term -125 wordt eenvoudig

:&erkregen door (1, 2) in het oorspronkelijke linkerlid te substitueren)
De rotatie die bepaald is in voorbeeld 1 van paragraaf 3 levert . o i

5,‘5 + 2522 - 125 = 0 of Zz + z - 5= 0, hetgeen een reele ellips 15.

. . i
vb.a _Qx - #x1x2 + 3x2 - hx?x3 + 2x, - 11+x1 + 1Ox2 - 12x3 + 19 =
"Middelpuntsvergelijkingen:
bx, - 2x, ~7=0
-2x, + 3x, - 2x, + 5 = 0 zijn strijdig. We beginnen dus met een
- 2x, + 2x, - 6 =0

 rotatie; de karakteristieke vergelijking van de matrix van het kwadra-
tische gedeelte is:

har =2 0 .
-2  3=A =2 | = - l(l-})(k—G) = 0 met wortels 3, 6, O.

- %), de eigen-

3 ;) die inderdaad loodrecht op

de vorige is. Het vectorproduct (- ;, - 3, - %) van deze twee blijkt

De eiganwaarde 3 geeft als een eenheidseigenvector (3, 3,
waarde 6 de eenheidseigenvector (3.

inderdaad eigenvector bij de eigenwaarde O te zijn.

De rotatie
- 2 4 1
x, = % y, - % T, - % s ~ voert de vergelijking over in
2 2
S2 1 2 3y’ + 6y° + 2y, - 20y + 6y, + 19 = O,
Xy ==3 y, o+ 3 Y, - 3 ¥y 1 2 1 2 3
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+ 6z = 0 De vergelijking x? + 2y + 22

& O stelt een ellyi
che yaraboiozde ¥yoor. ' S
[f_ We bespreken nu nog een toepassing van kwadratische vormen en kwadna-
- tische oppervlakken, Van een lichaam L kunnen we het traagheidsmoment’

31 apzichte van een as bepalen. We nemen aan, dat deze as door de oor-'
.gprong van het coordinatenstelael gaat; de richting kan dan met een vegbor
¥ #'0 vastgelegd worden. Men zou vy bovéndien nog als een eenheidsvector -
fkunnen kiezen; wij doen dat niet. Voor de bepaling van het traagheldsn_
moment hebben we de afstand van een punt x tot de as nodig; hiertoe ont~

- pinden we X in een vector langs v en een vector 1oodrecht op v. We zoeken
. dus een getal p, zo dat (x - ny, Ty) = 0; @it geeft = (%, 1)7(3, ¥).
";Het kwadraat van de afstand van x tot de as is dus -

(5.3) (x,v) (x,2)(¥,¥) - (x,v)°

(2 - 1537 ¥ X~ v) =

e |

] (1,1)

Om hieruit het traagheidsmoment te verkrijgen moet dit met de méasa-'
. dichtheid p vermenigvuldigd worden en vervolgens geintegreerd naar x-
"= {x,¥,2), dus het gezochte traagheidsmoment is

We kunnen ru v varieren; d.w.z. de richtingen van de as dcor het vaste
punt O varisren. Als we het traagheidsmoment J(v) noemen, dan iz de inte-
graal, die gelijk is aan (v,v) J{(v) klaarblijkelifk een kwadratische vorm
_Q(v) Immers de integrand is een kwadratische vorm in ¥ en blijft dat bij
integratie, want elke cosfficiént van de kwadratische vorm wordt afzonder-
lijk geintegreerd. Door draaiing van het coordinatenstelsel kan Q(v) in
standaardvorm worden gebracht; op dit speciale codrdinatenstelsel krijgt
het traagheidsmoment dus de gedaante

: 2 2 2
I(v) = 9 A Aavz + A}v,

2 2 2 !
V’1+Vz+\"’

waarin v = (v A& } en Ay A,y A, constanten zijn. Omdat klaarbdlifkelijk

J(¥) > 0 voor alle v # o moet l > 0 A, > 0, A;> 0 zijn. De coordinaat-

" assen van dit speclale coordinatenstelsel heten hoofdtraagheidsassen in O.
Voor verdere bljzonderheden verwijzen we naar de mechanica. We vermelden
alleen nog een kwadratisch oppervlak, dat we in dit verband kunnen intro-
duceren. Op elke lijn door O zetten we een punt met afstand 1/VJ(V) d.w,z.

we beschouwen die punten y waarvoor vl = {J(¥)] %, of (v,v) J(v,¥) = 13
dit geeft echter direct het oppervlak Q(v) 1, hetgeen een ellipsoide ie,
de traagheidsellipsoide in O.
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