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ENKELE NOTITIES
bij
WISKUNDE IIIa, ITIb en III

In de 60er en 70er jaren gold dat de studenten Chemische Technologie, wat betreft het alge-
meen wiskundeonderwijs in het 2e jaar, konden/mochten volstaan met de 'kleine wiskunde’.
Ook wel WISKUNDE IIIb genaamd. Deze wiskunde betrof een selectie uit de colleges
WISKUNDE IIla en IV, zoals die voor alle overige afdelingen werden verzorgd. In 1967
kwam één verbeterde en aangevulde variant in gebruik onder de naam WISKUNDE IIL
Voor de chemisch technologen werd, in het herfstsemester, hieruit een selectie genomen.

(JAG, 18 Mei 2005.)
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_ HOOFDSTUK I DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

8.1 Elementaire typen van differentiaalvergelijkingen van de eerste orde;f”:

' A, Scheiding van veranderliiken;

dy |
P(y) Eﬁ = Q(x).

Dan ig P(yldy = Q(x)dx.
Jriy)day = falx)ax.

ay
Vbl x + ¥y ax .
2xdx + 2ydy = O.
x? + y? = C (stelsel concentrische cirkels).

= x X
Vb,2 y—xdx.

1 dy 1
Deel door xy, dap is x - x
log ly| = log x| + C,

¥y = C, x (stelsel rechten door Q).

B. Lineaire differentiaalvergelijkingen.

dx
Stel y = u(x)v(x), dan wordt de D.V,

&, plx)y = x).

u'v + v'u + Puy = qQ,

v{u' ¢ Pu) + v'u = Q. ~

Zoek nu één functie u(x) # 0, zo dat u' + P(x)u = 0 (geval 1),

dan komt er . (x)
v! = gr—y.
ulx

Deze is door directe integratie op te lossen.




Ie2... .

Vo3 xy' - (x+M)y = x* - x3, |
Stel y = uv, dan komt er _ A
. vixu' ~ (x+1)ul + xuv' = x S

Zoek u(x), waarvoor

xu' = (x+Mu = 0.

—d-g - E dx’
u x
log ju| =x + log | x| + C,

We hebben slechts &én functie u(x) nodig, waarvoor wij kunnen nemen .

X
u=x4e,

jSubatitueren we deze u, dan komt er

v' = (1-x)e-xg

dus : .
v =J(1ax)e™Xax = x ™% + C.

D% a1gemene oplossing van de D.V, is dus
| y =x* + Cx ¥,

Opmerking. Bedenk dat de algemene methode vaak niet de vlugste
methode is.

Vb4 (1-x?)y' = 2xy = 1r' :
Men ziet direct, dat deze D.V. te schrijven is als

é% [ (1=x¥)y] = 1

en dat de algemene oplossing luidt
(1-x2%)y = x + C.

C. Differentiaalvergelijking van het. type Bernoulli.

%ﬁ + P(x)y = Q(X)ya met o ?4 1.

Probeer de substitutie ¥y = zB met passend gekozen B.
- _ Dan is_{
' 4y _ f=1 dz
dx Pz dx

en de DoVo wordt

1da

BzB- ax +

P(x)za = Q(x)zas.

Deling door BzB-j geeft

dz
dx

+ % P(x)z = % Q(x)zaB-B+1._
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I.3

Kiest men nu
1
*B=
dan komt er

' %ﬁ + (1=a) P(x)z = (1=a) Q(XJ|,

waarmee een lineaire D.V, verkregen is.

Vb.5 xy' + y = y° log x.
Stel y = 1/2, dan is y' = ~z'/2* en er komt
%2l 1 _logx | |
) z - 2

xz! - 2

it

- log x.
Deze is eenvoudig op te lossen, als men door x? deelt:

Xz'=z Loz x

- xt x?2
. .

(5) . _ log x
X xz '

T log x + 1 + Cx

Homogene differeﬁfiaal#ergelijkingen.

& . s (2
dx r(x)f
Stel 5 = 2z, dus y = xz, gﬁ =X %& + 2 en de D.V. wordt
dz
XE;+z-wf(z).

Deze 15 met scheiding van veranderlijken op te lcssen.

(bx -y
Db ¥ = oy

Stelt men y = xz, dan komt er
4 - 2

2+ z'!

xz' + 2z =




L4

b~ 32 - 2

1
X2 2 + 2 '
ax | (z+2)dz - o,

X 2432

JE il 8l -0 |

lxs(z-1)3(z+4)2

C,

(y-x)’ (y+bx)® = C.

_ hxey+?
Vb7 y' = §;I§:T'

Deze D.V. is niet homogeen. Door een eenvoudige substitutie is zi}
echter homogeen te maken. Stel

X =X+p,y=1 +-q,

dus ga over op nieuwe variabelen X en Y, waarbij p en q nader te
bepalen constanten zijn. De 0.V. wordt dan :

Y. 4X=Tthpegs?
dX = 2X+Y+2p+q=1"°

Kies nu p en g 2odanig, iat

hp-q+? = 0'} Lot qe
2p+q_1 = .0 L ] dus p = =1y q = 3'
De D.V., wordt dan

dY _ X - ¥
d¥ ~ 2X + ¥

De oorsﬁronkelijke D.V. heeft dus,de‘oploséiﬁg

met oplossing (Y-X)® (Y+4X)? = C.

(y-x-#)’(y+&x+1)z = C,

Opmerking. Dezelfde methode is van toepassing op alle D.V. van het tyﬁe

y' = f('ai + by + ¢

ax + By + v -

btehalve als de vefgelijkingen, waaruit p en ¢ moeten worden bepaald,
strijdig zijn. Dan gaat het echter nog eenvoudiger.

e oo 2XAYHT
V6.8 ¥ 2x+y+2 °

Stel nu z = 2x + y, dan is

Z' - 2 = z+1

z+2 !
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welke met scheiding van variabelen op te lossen is. De algemene
oplossing is

es(y-x)(By + 6x + 5) = C.

B.2 Substituties en kunstgrepen.

i

Soms is door een substitutie een D.V., die niet tot een der vorige
typen behoort, tot een bekend type te herleiden.

X
2 XY

Vb1 xy' + ¥ + % + 1 =0,

Stel iy = 2, dan is
2" + x2 e2 + 1 = 0.

© Stel e° = t, dan is t' = e%2', dus z' = t'/t, dus

t* + t +x?t? =0,

In deze D.V. van Bernoulli stellen we t = 1/w, dan is

w! 1 X
-—+;+—-=O,
w? w?

w' = w - x2 = 0O,

In deze lineaire D.V. stellen.we W = uv:
v(u'=u) ¢+ v'u - x2 = 0,

Neem u dusdanig, dat u'-=u = 0, dus b.v, u = e*. Dit geeft

—

-x
vt = x2 e,

v =Jﬁx2e-xdx = e X (-x? -2x-2) + c,

dus W = = x? =« 2x = 2 4+ C gx,
en daar w = 1/t = "% = e 7, is de algemene oplossing
g-xy = «x? = 2x -2+ C e”.

Dikwijls is het voordelig, niet y = y(x), maar x = x(y) te
beschouwen., - '

2,04y &¥ _
Vb2 (x*~y*) T = 2xY.
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lieem x = x(y), dan

dx
2 ubh . -
22~y 2%y ay *
Stel nu x? = z, dan ontstaat de lineaire D.V.
: 4 dz .
z=y" =¥ 3y : )

die wij delen door y?

y £

X :-%y""cy-

Het vervangen van y = y(x) door x = x(y) is vaak voordellg bij
vergelijkingen, waarin x niet expliciet voorkomt.

Vb.3 (Ruimtevaari). Gevraagd wordt de snelheid, waarmee een projestiel

“van de aarde moet worden weggeschoten, om buiten de invloed van de
zwaartekracht van de aarde te komen. Laat x de afstand van het projectiel
tot de aarde zijn en t de tijd, dan is

dx _ _ o
2 2 ¢
dt X

De grootte van de p051t1eve constante a zullen we straks bepalen.
Neem nu t = t(x), dan is

dx _ _1
dt =~ dt °*
a% .
da%t
d’x__é_(‘f-)g_:s__ 1 dft 1 __dx
2 dx \ dt / at ~ gg)a : dt
dt dx (dx dx dx )’

d’t _ a dt)
2 <2 dx
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Coster oy 22 (v = snelheid):
dx v

du o 5
i
X
du _ odx
- *
W x?
1 a
-— =z ==,
2 x

2u* o -

_i ZFa +,Cx).
‘ V X _

Opdat het projectiel tot 'in het oneindige doorvliegt moet C > O zijnj
als C = O, geldt v - O voor x - =, Dus

\ faa :
vV =~ .
X

Om a te bepélen_ndemen we r = aardstraal en =g = versnelling aan het
aardopporvlak. Dan is ' ‘
o V4

—g:—-—'

1]

dus o = gr?,

2 2

f

De snelheid aan het aardoppervlak is dus

Vo = VZg'r .
Nu is r = 6400 km en g = 981 cm/sec?. Dan is
v, = 1,12.106 cm/sec,

'dit is ongeveer 40000 km per uur.

- Soms kan men ddor een D,V, te differentieren resultaat befeiken.

=x+ (3')%.

Differentiecer: ¥t =1+ 2y'yn,
P

=1+ 2p dp

| - .
Stel y' =p : ax °




Deze D,V., is met scheiding van variabelen op te lossen:
x=2p + log |lp=-1| + C.

Substitueren we dit en y' = p in de oorspronkelijke D.V., dan komt er

x =p? +2p + loglp=11l 4+ C.

Hiermee is een parametervoorstelling voor de oplossing gevonden.

V.5 (D.V. van Clairaut).

y=yx - (y9)°
y' o=yl o+ (x=2y')y".
Noem y' = p, dan komt er

-2p) 9B _
(x~2p) 3 = 0.

Hieraan kan op twee manieren worden voldaan, In de eerste plaats
kunnen wij stellen.

d
a'£=0, dus p = C,

hetgeen ¥y =Cx = ct

oplevert.,

De andere mogelijkheid is
X = 2p }
2 L]
Jy =P
hetgeen leidt tot
1
y=zx2.

Hier doet zich dus het verschijnsel voor, dat naast de algemene
oplossing met een willekeurige constante erin nog een enkele 1osse '
oplosgsing optreedt, die singuliere oplossing genoemd wordt,

Indien bij het oplossen van een D,V, gedeeld wordt, kan het gebeuren,
dat daarblj een singuliere oplos: ing wordt verduisterd. Zo ig in
voorbeeld 4 bij de oplossing van de D.V,., voor p door p-1 gedeeld.
Kennelijk is echter p=1 een oplossing van de D.V,, die tot de 51nguliere‘

_ oplossing
¥y =x + 1

van de oorspronkelijke D,V, leidt.
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8.3 Enkele algemene opmerkingen.

- De algemene gedaante van een D,V. van de eerste orde is

¢(x,y,y') = O. Denkt men zich deze naar y' opgelost: y' = f(x,y), en.. -
bedenkt men, dat de afgeleide van een functie meetkundig de tangens vanﬁ-'
de hellingshoek voorstelt, dan ziet men, dat de D,V. een richtlngsveld<
bepaalt: aan elk punt (x.y) wordt een richting toegevoegd, ,

Een oplossing van de D.V, is nu een kromme, die bij het richtings-
veld past, d.w.2. een kromme, waarvan de raaklijn in elk punt de goede -
richting heeft.

Als men een figuur van een rlchtlngsveld tekent, dan suggereert deze.
figuur, dat, mits het richtingsveld voldoende "netaes“ is, door elk punt
(xo,yo) precies één oplossingskromre zal gaan. Wij zullen niet nagaan

onder welke voorwaarden dit inderdaad het geval is. Wij wijzen er slechts
op, dat als we een algemene oplossing gevonden hebben van de gedaante
F(x,y,C) = O (zoals dat in de vorige paragrafen het geval was), het vinden
van een oplossing door (xo,yo) neerkomt op het bepalen van die waarde(n)

van C waarvoor F(xo,yo,c) = 0. Als we b.v. in voorbeeld 4 van 8,1 de

oplossing willen hebben, die voor x = 2 de waarde -1 aanneemt, dan moeten
we C =1 kiezen, :

We beschouwen de oplossingen van de D,V. van Clairaut nog wat nader.
De rechte lijnen, die de algemene oplossing vormen, zijn juist de raak-
lijnen aan de parabool, die de singuliere oplossing vormt: de parabool is
de omhullende van het stelsel rechte lijnen, d.w.z. raakt in elk van zijn
punten aan één der exemplaren van het stelsel. Op grond van bovenstaande
beschouwingen is het duidelijk, dat een dergelijke omhullende van. een
stelsel oplossingen van een D.V, van de eerste orde ook bij het richtings—
veld past en dus ook een oplossing is.

Vb.1 yi(y')? + y? = 1.

Dit leidt tot

dx _+ _y_
A =

Dus x-0C=2 u"'Yza
(x-C)? + y2 = 1.
Dit is een stelsel cirkels met straal 1 en middelpunten op de X-as.

Hiervan zijn de rechte lijnen y=1 en y=-1 kennelijk omhullenden.
Deze zijn ook oplossingen van de D.V.
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§.4 Différentiaal?ergelijkingen van hogere orde en stelsels
.differentisalvergelijkingen.

In plaats van één D.V. met één Onbekende functie kunnen we ook
stelsels van meer dan één D.V., met meer dan één onbekende functies
beschouwen. Een “voorbeeld hiervan is

Z + dz | 2 _l =0

dx o

dz !
Z-E-Ey =0

hetgeen twee vergelijkingen van de eerste orde zijn voor de onbekende .-

functies y(x) en z(x). Om dit stelsel op te lossen ligt het het meest

voor de hand om te trachten een van beide onbekenden en zijn afgeleide

te elimineren en zo één D.V. met één onbekende functie over te houden.
In ons voorbeeld lukt dat gemakkelijk. Los y op uit de tweede

vergelijking:
-1, _1dz
y=32 Z ax’
en bepaal
dy _1dz _1&z
dx 2 dx 2 dx?

Dit substitueren we in de eerste vergelijking met als resultaat
2
i—% + 2 =0,
dx

hetgeen een D.V, van de tweede orde voor z is, met’dls algemene op10551ng

2 = A cos X + B sin x.

Substitutie hiervan in de tweede D.V. van het oorspronkelijke stelsel
levert ‘ 1
y=3 (A-B) cos x + 5 (A+B) sin x.

‘De algemene oplossing van het stelsel bevat dusg twee willekeurige
constanten,

We hebben hier dus twee vergeli jkingen met twee onbekenden van de
eersté orde omgezet in één vergelijking met één onbekende van de tweede
orde.

We kunnen ook het omgekeerde proces uitvoeren. Neem de D V.

2 2
¥y d—x + ‘x2 (QX) + yz_‘] = Q.
ax? dx

Stel nu %% =.z, dan is de D.V. blijkbaar equivalent met het stelsel

y %5 + x%z% 4 32-1 =0

b's
ay _
dx

I
N

dat van de eerste orde is.
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Ditzelfde kunnen we doen met een willekeurlge D.V, van hogere ordé

n -
FOX,7,7 seees 7B = 0. Stely =y, 3% = 3,0 3" = Fyaeens ¥ Ny,

dan krijgen we het stelsel

d3.1 dyz ' dyn-‘l' ' dyn
-d-—x— = yz " E-]C— = y;' sy -'a;[—" = ynl F(x|y1 ’yzl""ynl E;-) =. O’

bestaande uit n vergelijkingen van de eerste orde met n onbékenden.
Omgekeerd kan men vaak, zoals we hierboven aan een voorbeeld hebben

gezien, een stelsel (z.g8. simultane) D,V, omzetten in één D.V, van

~ hogere orde met &én onbekende functie. Vaak is- het echter gemakkelijker

het stelsel rechtstreeks op te lossen. : -

Simultane D.V., treden op bij de beschouwing van het concertratie--‘
verloop als functie van de tijd bij chemische reactles. Neem als voorbeeld‘
een niet-omkeerbare reactie van de gedaante :

aA + bB‘a eC + @b, :
“"waarin a,b,e,d natuurlﬁke gatallen zijn. Noem NA’NB'NC’ND de hoeveelheden

van de verschlllende stoffen; deze hangen af van de tijd. Noem CA'CB'C D
de concentraties van de stoffen; dus N = CAV' enz., waarin V het volume'’

is, Vatten we &én molecule van A in het oog dan zijn er nog a-1 moleculen
van A en b moleculen van B nodig om een reactie tot stand te brengen.

*  Verder is het totale aantal moleculen van stof A evenredig met NA

D1t geeft
N, _ a=1 _b
3t “EN G Cgo

met een positieve reactieconstante k.
Als we aannemen dat het volume constant is kunnen we dit in de
volgende vorm brengen

Analoog met de andere stoffen B, C en D.

Als tweede voorbeeld nemen we de volgende twee omkeerbare reacties
AL B,
B¢,

met reactieconstanten k, voor A-B, k, voor B4, k, voor B-C,

k~ voor C—+B, Dit geeft

. A'-“ ' -
F-— kN +sz’ .

-(k2+k,) NB + k1NA + k Na,

T - k,.Nc + kJNB'




Nu is natuurlijk NA + NB + Nc constant; stel NA + NB + NC = 1,

Dit klopt ook met bovenstaande D,V., want daaruit volgt

ld(NA + N_ o+ NC)

B ‘
= aF dt -— Oa
Met behulp van NC =1 - NA - NB’ kan NC geelimineerd worden:
an, o
TR
dNB ‘
s (.k1 -kb) NA - (k2+k,+k'.) Np + k,

Dit zijn twee simultane D.V, met twee onbekenden.

§ 5 Simultane lineaire dlfferentiaalvergelijkingen met constante

coefficienten.

Vb.1 '
& . o3y - )
it = % Ly

Eerste methode., We elimineren y door y uit de eerste vergelijking op
te lossen en in de tweede vergelijking te substitueren, Dit levert

2

2—% - %% - 2x = 0,

dt A
met als algemene oplossing

2t -t

= C1e + C,e .

Substitutie in de eerste vergelijking geeft
y = % C1e2t + Cze-t.
Tweede methode. Probeer een oplossing van de vorm

X = Ceht'y = Delto

Dit geeft
lCeM' =5 Ce)‘t -6 Dem }
]
ADeM =3 ce™ - 4 pe
of

(5=A)C - 6D = 0:}
3C - (4+A)D = 0 ’

1,12 5 .
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We 20eken een oplossing die niet identiek nul is. Zulke C en D zijn
alleen dan hieruit te vinden als

5-2, =6
3 -her

=A2 oA -2 = (A=22)(A41) = 0.

Nemen we A = 2, dan vinden we D = %C s voor A = =1 vinden we D = C..
Omdat de vergelijkingen homogeen en lineair zijn, is de som van twee

oplossingen weer een oplossing. Dus we vinden als algemene oplossing

X = C1e2t + Cze’t, ¥y = % C.leat + Cze-F. ' -

Algemeen -geval:

dx
—ca. X, +a.X + + a x )
dt ~ Tm ™ 2 T2 “e 1in 'n
dx2 *
Tt T8 Xty X, b e F A, X T,
dxn h -
I - amfx1 +_an2x2 . +oa xn -J
At At At
Probeer x, = C,e’™, x, = C,e' ", ..., x, = Cn e . Dit geeft
(a, ~NC, + 8, C, + oo + a G =0
a}Lﬂ1 + (&, =A)C, + ... + 7 a;mCn =0 ,
‘ s a8 '.A- -
an1c1 + anzcz * + (ann )Cn 0(

Dit stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen voor C1, csey Cn

heeft dan en algchfs dan een van de nuloplossing verschillende oplossing
als de coefficientendeterminant = 0 is, d.w.z. als

¥

a11 - A &12 LN ] a1n
a21 an - l e aZn
. = 0,
- L ] - - - “ L] L] L ] L ] - [ ] L d L d
a a . a _ = A
n4 n2 *** “aon

Dit is een n® graadsvergelijking voor A. Bij elke wortel kan men een
stelsel C,,...,Cn, dat niet nul is, bepalen., Heeft de vergelijking n

verschillende wortels, dan vinden we door lineaire ¢combinatie de algemene
oplossing. Als de vergelijking meervoudige wortels heeft, komen we

3 oplossingen te kort. Evenals in het geval van één homogene lineaire D.V,
L van hogere orde met constante coefficienten kunnen we bij een k-voudige

‘ A
wortel voor A, een veelterm van de graad k-1 in.t als factor bij e t

zetten.




I.T%m.

Vo.2 dx

T - bx+ by L
& - ux - )
it " 4x - 2y

De A-vergelijking wordt nu

6=A 4
=4 2=}

=X - 4N - ko= (A-2F =0,

met een dubbele wortel A = 2, Probeer dus

(A+Bt) 3t ]_.
(cent) o°*

X

¥y

1]

Substitutie geeft
24 + 2Bt + B
2C + 2Dt '+ D

6(4+Bt) + L(C+DL) }
~4(A+Bt) - 2(C+Dt)

n

" Gelijkstelling van coefficienten levert

. 2B

= 6B + 4D
2D = «4B - 2D

2A + B = 64 + 4C '
2C + D = =h4A = 2C

met als oplossing C = = 4 + % B,‘D = =B, Dus de algemene oplossing
der D,V, is

(A + Bt) et
(- &+ 4B - Bt) "

De wortels van de l-vergelijking.kunneh ook complex zijn.

L
1]

td
1]

Vb.3

ax
ar _ ' ’
3t 2x + ¥

De A-vergelijking wordt

3=\ -5
2 1-A

= N~ 4A+ 13 =0,

met als wortels 2+3i en 2-3i. Als oplossing -probereén we’

13

eat(A cos 3t + B sin 3t)
e2¥(C cos 3t + D sin 3t) | °
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Substitutie geeft

24 cos 3t + 2B sin 3t - 3A sin 3t + 3B cos St
= 34 cos 3t + 3B sin 3t -~ 5C cos 3t
2C cos 3t + 2D sin 3t - 3C sin 3t + 3D cos 3t .
= 2A cos 3t + 2B sin 3t + C cos 3t + D sin 3t

]

SD sin 3%

Gelijkstélling van de cosfficiénten van sinus en cosinus afzdnﬁerlijk“ “
geeft : ‘ o R

2A +- 3B = 3A - 5C
2B - 3A = 3B - 5D
2C + 3D =244+ C | °?
2D - 3¢ = 2B + D
S _1 3 ... 3 1 " :
met als oplossing C = 5 A - 5 B, D = 5 A+ 5 B. Dus de algemene

oplossing van de D.V, 1uidt

H

X éat(A cos 3t + B sin 3t)-

¥y eat[(A-BB) cos 3t + (3A+B) sin 3t]

1
. D _
‘Tenslotte nog een voorbeeld met drie onbekenden.

V'b.}+ dx

Rzy'l-lz

& .

at X 4+ Z .
dz _

a-;-x+y

‘De X-vprgelijking'is

AT 11 . 2
1 A "7 = - 7;’ +3h+2 = = (A+1)°(M=2) = O.
1 1 A

De enkelvoudige wortel A = 2 geeft als vergelljkingen voor 01,02,C,:

o O O

.- 201 f, Cz + ,C,
C1 - 205 + C, =

C1+ 02-2C,=

met als oplossing C, = CL =Cyendus x =y =2 =Ce .

Bij de dubbele wortel A = -1 zouden we dus factoren van de
gedaante A+Bt moeten toevoegen. Dit blijkt echter hier niet nodig te
zijn, omdat. in de. lineaire vergelijkingen voor C,,C,,C, een extra

rangverlaging optreedt, zodat deze al voldoende onafhankelijke-constanteh
opleveren, Het stelsel bestaat nl. uit drie maal de vergelijking

01 + Ca + C, = 0,
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We vinden dus als algemene oplossing

C e't + D e2t : o ' o ’
2t

C e -t + D e : .
J(C +C )e +D e2t

It

it

De D.V., die we tot nu toe in deze paragraaf hebben behandeld
waren allen homogeen. We beschouwen nu een inhomogeen lineair stelsel:
dx ' - W
—L - a_X_+ ... +a,_ x_+ A (t)

: n'n 1

—2 -2a %X + ...+a__ x_ + A (t)
nn n n J

Op geheel analoge wijze als bij de inhomogene 1ineaire vergelijking
van hogere orde kan men inzien. dat men de algemene oplossing van dit et
stelsel verkrijgt door bij een particuliere oplossing van dit stelsel.de
algemene oplossing van het corresponderende homogene stelsel op te tellen.
Dit geldt ook nog als de coefficienten van het homogene stelsel njet '
constant zijn.

Yoo3 dx _ oy - 6y - 4 et

n

- t
it Ix - 4y - 3 e

De corresponderende homogene vergelijking is inmfoorbeeld 1 behandeld.

Probeer voor de particuliere oplossing x = aet s ¥ x'bet. Dit geeft

S5a - 6b - 4

a
b

De algémene oplossing luidt dus




8.6 Machtreekssubstitutie. De differentiaalvergelijking van Bessel.

We demonstreren de methode eerst aan een eenvoudig ‘veorbeeld.

Vb.1 y' - xy = 0,
Met scheiding van veranderlijken zien we, dat de algemene oplossing
. o 3x? : S o
y=2¢ éz is. Neem voor y een machtreeks y = u°+u1x+u2xz+...+uﬁxn+... ‘
«.+» van deze machtreeks zo te

1

We trachten de coefficienten Ugs Uy

bepalen dat aan de D,V., voldaan is. Er geldt:

n
y' = u1 + Euzx + 3u3x2 + se0s + (n+1) un+1 X * sse

Substitutie in de D.V. geeft

e, )= (uoxeu, X2 4u X ety X4 ..) = O,

2 .
(u, +2u, x+3u,x +...+(n+1)un+1 o¥ Y, 2 n=-1

We stellen nu de coéfficienten van elke macht van x afzonderlijk = 0.
Dit geeft

u o]
2u, = u =0
u 0

2 )
Suy - vy o=
- u, = 0
Hieruit volgt 0 = U, =u, T U= el Voor de even indices geldt:
u Uop-2 2n-4 L Yon-6 _ . Yo - - T Yo -
2n - "2n " 2n(2n-2) ~ 2n(2n-2)(2n-k) - *** * Zn(@m-2)...h.2 - Tm *

2 nl!

We vinden dus als oplossing

B

(IS

]
L]

l%i+%(§Y+.”+fT(§) +".)=%e .

uo (1 + 11

Het procede is dus, dat we voor y een machtreeks met onbepaalue
COefflclenten in de D.V. substitueren en dan trachten, door de coeffi-
cienten van elke macht van x afzonderlijk nul te stellen, deze onbepaalde
coefficienten te bepalen. Dit lukt altijd voor een lineaire D, Vo waarvan
de coefficienten en het rechterlid machtreeksen zijn en de coefficiént
van de hoogste orde afgeleide = 1 is., Voor een vergeliJking van de tweede
orde ziet het er dus als volgt uit:
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¥ o+ alx)y' + b(x)y = £(x),
waarin a(x), b(x) en £(x) in machtreeksen kunnen worden ontwikkeld.:

-De volgende D.V, is voor de toepassingen zeer belangrijk

e x2y" 4 oxy! + (x2-p¥)y = 0 (D.LV, van Bessel).

Hierin is p een constante  O. Deze D.V, voldoet niet aan'de hierboven
gestelde voorwaarden, Weliswaar kunnen we de coefficient van y" gelijk

aan 1 maken door door x? te delen, maar dan zijn de nieuwe coefficienten

van Y' en y niet meer in een machtreeks te ontwikkelen.

Gewone machtreekssubstitutie blijkt hier te falen, behalve als p
‘een geheel getal is. We passen een gew1321gde machtreekssubstitutie toe
van- de vorm :
(1) a - a+ 2 Y . a+n

Yy uox + u1x + uzx + se. * unx + o0

waarin o een nader te bepalen constante is. We mogen nu u # 0 aannemen,
want als dit niet het geval is, kunnen wij het altijd bereiken door @ te

veranderen en de u's te vernummeren, B.v. als u, =, =0 en u '# 0,
dan vervangen we a door a+2. ” | -
Nu is : ‘ _ . .
Ot a A+ o a+n .
y' =aux + (a+1)u1x + (a+2)u2x 4+ e * (a+n+1)un+1x + sea
y" = a(a-1)uoxa'2 + (nr.~|-1)-:xu1xud1 +_(a+2)(a+1)uzxa-+ oo +
' a+n
+ (a+n+2)(a+n+1)un+2x + eee o
Substitueert men dit in de D.V., dan komt er
. . L
ala-u x% + (@+Dau, x4 ...+ (@sn) (@en-1)u x4 L, ¢
o 1 b wf’w' _ gg/ .
+mga+&ﬂﬁﬁ 1+9¢f@mﬁéﬁn+“.+
o2 a+3 ' a+n
+ uox + u1x +* s40 +-un-2x +* tsa +
2 a o+ . G4D N
P (uox + U x + .. +uX + 'f') = 0,
Stelt men de afzonderlijke machten van x nul, dan komt er
[0(ae1) + 0 - p?l u, =0
[(a+1)? + (a+1) = p2] u, =0 T ' o,
[(a+n)(a+n=-1) + (x+n) - p*] o +tu o= 0 wvoor n-22
of na omvorming
2 2
(" =p) u, =0
[{a+1)? - p?1u =0 .

. 1
[(a+n)? - p*lu +u . =0 voorn 32
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Omdat u, # 0, moet a® « p?2 = 0 zijn, dus @ = p of a = ~p., We nemen eerst. -

o= p. Dan is (p+n)®- p? = -“lp+n) £ O voor alle n = 1,2,3,... «» We .

vinden nu direct 0 = u, = uj = Ug T ees e Voor de even indices geldt
w = o Yon-2 . Y2n-4 N
2n kn(n+p) ~ 4n(n+p)4(n-1)(n=1+p) =

(-

= i Y
hnn!(n+p)(n-1+p)...(1+p) -0

We beschouwen nu a = =-p en veronderstellen eerst dat p niet geheel
is. Dan is (2nfp)2- p? 4n(n-p) £ 0 voor #lle n = 1,3,3,... » Kiezen
we nu O = ﬁ1-= u, =u, = wse o dan kunnen ve de u's met even indices’
evenals hierboven bepalen en vinden we op analoge wijze

(=1)"
40 1(n-p) (n=1=p)...(1=p)

u u_ ..

2n = o

In beide oplossingen is ﬁo willekeurig te kiezen. Door b.v. u, =1 te

nemen, vinden we tWee onafhankelijke oplossingen, waarvan de tweede
¥, (x) uit de eerste ¥,(x) ontstaat door p door -p te vervangen. De algemene‘

op10851ng van de D V. is dan
y(x) = Cy, (x) + Ceyzr(x). _

Neem nu p geheel (p=m). De eerste oplossing met ¢ = m blijft bestaan.
Als m = 0, is de tweedeg oplossing dezelfde als de eserste; als m > 1,
levert o = =m in ‘het geheel geen oplossing op, immers .

E(-m+2m)2- m’] u., + u 0,

en 2me2

of Usnes = 0, en hieruit volgt weer O = “am-h =

strijd is met onze veronderstelling u, #A£0. In het geval dat p geheel

ses = uo. hetgeen in

is vinden we dus geen twee onafhankeliake oplossingen met deze methode.
De oplossing met a=m en uo = 1 ziet er als volgt uit

o n -
y(x) = 2@ + & T ' T
: T ; 2-2nn!(n+m)'(n-1+m')"'(1+m)

Vermenlgvuldlgt men deze met 1 s dan ontstaat de Bessel-functie
e 2 ml
J (x) van de eerste soort en orde m:

o5

s =S m‘:ffi’%,(i)?mé

n=o
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Ook in het geval van niet-gehele p vindt men door de door ons
gevonden oplossing met een (hier niet aan te geven) constante factor _
te vermenigvuldigen een functie J (x), die Bessel-functie van de eerste

soort en orde p genoemd wordt, I
In het geval dat p geheel is, bestaat er naast J {x) ook nog een -

tweede oplossing T (x) van de D.V. van Bessel, die Bessel-functle van -
de tweede scort genoemd wordt.
Behalve de gewone D, V. van Bessel wordt ook wel beschouwd de D.V,

(2) x2y" + xy' - (x2+p2)y = O,

met een soortgelljke oplossing als de gewone D.V. van Bessel (alleen
de factor (~1)" treedt niet op). Met Jm(x) correspondeert

2n+m

Ip(x) ,Zm( 3

en 0ok voor algemene p een Ip(x). Met de tweede oplossing Ym(x) corres-
pondeert nu Km(x). )
' Van de Bessel-functies bestaan uitvoerige tabellen.

Er zijn een aantal D.V., die men door eenvoudige substituties tot
de D.V. van Bessel kan terugbrengen. We geven één voorbeeld

x%y" + axy' + (¢ + a*x*®)y = o,

}(1-&)

met constante a,-¢y, d en s, Past men de substltutle y =
t = % x  toe, dan krijgt men voor z als functie van t een D, V. van
Bessel met

\/%(1-a)2-;

BP= P

Als dus Z(t) een oplossing van deze D.V. is, dan is
1(1-a)
2 ]
x Z(s x)
een oplossing van de oorspronkelijke vergelijking.

Als het teken voor d?x?S een minteken is in plaats van een plusteken,;
ontstaat door dezelfde substitutie een gewijzigde D.V. van Bessel van '
het type (2) met dezelfde p als zoevens

De hler gegeven methode om de D,V, van Bessel op te lossen kan'
toegepast worden op alle D,V, van het type

x2y" + xa(x)y' + b(x)y = O,

waarin a(x)-en b(x) in machtreeksea te ontwikkelen zijn.
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Uui. _ier beglnnen we met de substitutie van de reeks (1) met
Suy # 0, Deze leidt, als we de afzonderlijke machten van x gelijk aan

nul stellen, in de eerste plaats tot een vierkantsvergelijking voor a,
die indiciaalvergeliiking genoemd wordt. Als het verschil van de wortels
van deze vergelijking niet geheel is, geven beide: wortels een oplosslng '
van de D.V. In dat geval vinden we dus de algemene oplossing van de vorm

C y1(g) + C yz(x)

Als het verschil van de- wortels geheel is, leidt in ieder geval de
grootste van de twee wortels tot een op10551ng. De kleinste kan ook tot
een oplossing leiden, maar het kan ook zijn, dat dit niet het geval is
(bij de D.V. .van Bessel hebben we dit verschijnsel opgemerkt). Als de _
kleinste wortel geen oplossing geeft en bovendien in het geval dat de twee
wortels samenvallen (dan zijn de oplossingen bij beide wortels natuurluk
dezelfde) bestaat er een tweede op10551ng van de gedaante

(3) y1(x) log x + x %2 u(x),.

, waarln ¥, (x) een op10551ng is, behorende bij de grootste wortel «, ,

Verder is %, de kleinste wortel en u(x) een machtreeks, waarvan de coéffie=
cienten weer kunnen worden gevonden door (3) met onbepaalde coefficienten
in u(x) in de D.V. te substitueren en deze coefficienten op analoge wijze.
te bepalen als hierhoven is geschled.

g,7 Partigie'differentiaalvergelijkingen.'

Bij een partiele D.V, is de onnekende functie een functie van meer
dan één veranderlijke. In de D.V. komen de partlele afgelelden van deze
functie voor. Een voorbeeld is ;

3z ' 2 az
dxay +xy Bx ry ay

Een oplosszng hiervan is een functle z{x,y) van twee veranderlijken,

2
die met haar partiele afgeleiden g:, g; _g;s— aan de vergelijking

z = 0,

voldoet, : . . ,

. In de vergelijking noemen we nu x en.y de onafhankeliik veranderlijken
en z de afhankelijk veranderlijke. De orde van een vergelijking, is de -
hoogste orde afgeleide, die in de vergelijking voorkomt. In bovenstaand
voorbeeld is de orde dus 2.

We behandelen eerst een zeer eenvoudig voorbeeld nl. de D.v.

2,
) = 0.
axay
Noemen we g; = ul(x,y), dan wordt de vergelijking %% = 0. Kiezen we een
vaste waarde y_ van y.idan ontstaat de gewone D.V, é& u(x,yo) = 0,

waarvan de oplossing luidt u(x,yo) = co, waarin.co een constante is.
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Nemen we een andere waarde y, van y, dan kriagen we u(x.y1) = C
waarin C, ‘weer een constante is, die niet gelijk aan C behoeft te zijn._

Maken we y nu variabel, dan kan bij iedere waarde van y een andere
waarde van C behoren. Dit betekent, dat C een functie van ¥y is, die
overigens willekeurig is, dus -

u(x,y) = 0. : A ‘

We krijgen<duahnu, dat %§§= p(y). Kiezen we een- vaste waarde x, van x
dan krijgen we é% z(xo.y) = ¢(y) met als oplossing

z(xo,y) = éf.w(t)dt-+ C e

Op analoge wijze als hierboven beredeneren we, dat als we x variabel
" maken, de C_ door een willekeurige functie van x vervaagen wordt., Daar
- verder ook ¢ een willekeurige functie was, krijgen we als algemene
oplossing . ,
’ z f (X) + f (y)g

waarin‘f en f willekeurige differentieerbare functies zijn. Het is

door substitutie makkelijk te verifieren, dat het gev0nden resultaat
1nderdaad aan de D.V. voldoet.

Aan dit voorbeeld zien we een kenmerkend verschil tussen partiele:
en gewone D.V., nl., dat in een algemene oplossing willekeurige functies .
optreden, in plaats van willekeurige constanten. Hierdoor wordt de ¥
" totaliteit van de functies, die aan de D.V, voldoen, veel minder makkelijb
te overzien.

Behalve in de allereenvoudigste gevallen is het onmogelijk om de
algemene oplossing van een partiele D,.V. aan te geven. Meestal zijn in
de praktijk, behalve de D.V., nog nadere voorwaarden gegeven, die de
oplossing bepalen. Bi] gewone D,V. gingen we vaak aldus te werk, dat we
eerst de algemene oplossing van de D.V. bepaalden, en achteraf de daarin
optredende constanten aan de gegeven bijvoorwaarden aanpasten. Dezse
methode is bij partiéle D,V, meestal onuitvoerbaar. Hier proberen we
meestal een aantal oplossingen van de D.V. te vinden en degze vervolgens '
dermate te combineren, dat aan de bijvoorwaarden is voldaan. Dit gaat in "
het bijzonder goed als de vergelijking lineair is, d.w.z. van de eerste

" ‘graad in de afhankelijk veranderlijke en haar partiele afgeleiden. Zo
ziet de meest algemene lineaire partiele D,V. van de eerste orde en twee
onafhankelijk veranderlijken er als volgt uit '

(1N ‘ P(x.y) 3z | Q(x,y) + Rix,y)z = S(x,¥),

met willekeurige P, Q. R en S. Als de functie S identiek nul is, is de
vergelijking homogeen.

- Voor een homogene lineaire D V. geldt nu, dat een lineaire combinatie
van oplosaingen weer een oplossing is. Laat z (x,y) en z, (x,y) oplog=-

“gingen van (1) met S = O zijn; dan i=

az Bz
P—+Q3y—+Rz1

0,

9z, oz,
P + Q 39 * Rz, = 0.

av
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Dan is voor constante C1 en sz

8(C . z,+C,z,) 3(C,z,+C,z,) ,
41 272 171 2 2 - ‘

P 3z +Q gyt R(C, 2, +C2;,) =
az1 621 . , 0z . 02,

: , 2 "2 S
Q1(PE-JC—+QF+R_Z1)+CR(PF;C—+Q3_§_+BZ2_):

Een analoog bewijs kan gegeven worden voor liﬂealre combinaties
van meer dan twee functies, voor vergelijkingen van hogere orde en voor
vergellaklngen met meer dan twee onafhankelijk veranderliaken.

Vaak heeft men een schaar oplossingen met een willekeur;ge parameter
o erin, d.w.z. een functie z(x,y,a), die voor iedere waarce van a een -
‘oplossging is. Dan is ook :

b
-fw(a)z(x,y,a)da

met willekeurige functie ¢ () een oplossing (a en b zign conatanten)
Dit volgt ult het (hier niet beWezen) feit, dat

» B B dz(x,¥y,a)
3= éf o(a) z(xiy,a?da &f p(a) % da,

b
% J' p(a) z(x,y,a)do
a |

1!

R ( ) az(x’!aa) d
Joe T e

zo&at .
3 P . a8 @ . o
P35 ;f (a) 2(x,y,a)da + Q 3y \r e(a) z(x,y,alda +

b
+ R |f ¢ {a) z(x,y,a)da =

b 7 v L
J‘ (p(a) { P GZ(:ac;cy’a) Q OZ(;(;YQO'-) + R Z(x'y’a)] da = 0.

I

a

[

Neem als %oorbeeld de D.V.

6z dz
aszzt 3y + bz = 0,
waarin a en b constanten zijn., Omdat deze vergelijking lineair is met
constante coefficienten, proberen we de substitutie z = eax+By. Dan 1is
9z _ _ax+fy 98z _ , ax+Py
ax —ae 1] ay - Be [
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Substitutie in de D.V. geeft

. (aa + B + b)ea'x"'By = 0,
dus :
aca + P+ b = 0,
B =~ aa - b.
We vinden dus als oplossing z = eax-aay-by’ waarin a nog een willeke'ur%;sg;e "

‘parameter is. Dan is ook

, [ o ) q'o . |
(2) z = f ‘P(a)eax-uay-byda - e'by J(P(a)lea(x-ay)da
. 5 . 4

met willekeurige functie ¢(a) een oplossing (mits de integraal bestaat)
- Dit geeft ons een methode om de algemene oplpssing te bepalen.

-by_ : 3z -by ow 3z -b _=by 0w
. Stelz=eyw,danisa—-= yOx’ay -be.yw+ey-5-§.
Substitutie in de D, V geeft
ae” Y ﬂ ~ be by v 70T A L o mhY, o 0,
dx . 0y
"W dw
dus a i v iy C 0.

Dan 1is 3x “3u Yoy °
a‘w"4-9.1‘14-11(')—""
iy u ov *

Dus de D.V., gaat over in %3’ = 0, welke als algemene oplossing heeft

= ¢(u) met willekeurige ¢. Dit leidt tot de algemene oplossing

2= e ™Y $ (x~ay)

van de oorspronkeli;jk D, V. _
Laat nu de oplossing gevraagd zijn, die voor x = O voldoet aan
= f(y), waarin f een gegeven functie is. Dan geldt

Rl ¢ (~ay) = £(y).

Stel nu ay = t, y = -t/a, dan ic
wt .

e = ® op(-h,
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QDUE -+ b
dus ¢ (x=ay) = e 2 £y~ g)'
dus de gevraagde opioasing is
S 1
- a - Xy
z = e f(y a)‘
. EE I
| by | ;_%:5 e-b(yra) by
Als b.v. f(y) = dan is z = e — = .

Deze oplossing kunnen we ook uit (2) krijgen. Vult men x = O in (2) in,
dan komt er : o

e-by J‘¢(a)e-aayda.
o

Veronderstel a > O en y > 0, dan is

ay o ay

o

Neemt men nu ¢(a) = a (constant), dan krijgen we blijkbaar de goede
oplossing en v1nden we als de gezochte oplosslng

z = ae'by t[ a(x'ay)da (voor x < ay).
)

Inderdaad is

[e o x-ay) ] = ae-bY

X=-8Y 0 =. ay- X

8,8 Enkele belangrigke differentiaalvergelijkingen. Oplossen door
separeren.

Vb.1 Diffusie van een oplossing of van een gas. Voor het gemak beschouwen
we het eenvoudige geval van een kolom, waarin de diffusie slechts in

één richting plaats vindt. Deze richting nemen we als x-richting., Als ¢
.de concentratie is in de kolom, dan is ¢ een functie van x en t (tijd).

De snelheid van de diffunderende materie is evenredig met de concentratie~
verandering:

v = -k = (x constant > 0).

We beschouwen een klein stukje ter lengte Ax van de kolom, gelegen
tussen de x~waarden x en x+Ax. Dan is de wijziging in de hoeveelheid

materie per tijdseenheid qAx (q doorsnede kolom), De hoeveelheid

materie, die per tijdseenheid linka binnenkomt is qv{x) er de hoeveel=
heid, die rechts naar buiten gaat is qv(x+Ax), waarvoor bij kleine Ax
' v

geschreven mag worden gqv(x) + 8x q %"
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" De toeneming van de hoéveelheid materie is dus

We krijgen zo de ééndimensionale diffustevergelijking

2
dc - ¥c
ot &xz

Als we snelheden .in alle richtingen van . de rulmte toelaten
wordt de vergelijking

2 2 2
.%2 _ k(ia c . ?%c . 3 c) .
3 x? ay 8z?

Een vergellaking van hetzelfde type krijgen we bij de warmte-'
geleiding, De warmtestroom q is nl. evenredig met het temperatuurverval
en dit geeft

q = =k

ax!?

hetgeen op geheel analoge wijze als *iarboven leidt tot de warmte-
geleidingsvergelijking

L

aT _ 8%t
= 1

ot d3x2
want de vermeerdering van de hoeveelheid warmte in een stukje Ax is

gA x ¢cp g—z (¢ is soortelijke warmte, p is dichtheid). Dus is a = .-,:k_p'

. a2 2 a2
Analoog in drie dimensies at . a oL, 3 3 + i f .-
: ‘ : 0 ‘ 3x? oy dz°
In de diffusievergelijklng kunnen we weer“'-a‘eax+3t substitueren,
' Dit leidt tot B = k a? , dus tot ¢ = eax+ka‘t' Vaak is het nuttig om

hierin voor o een imaginaire waarde te nemen, d. w Z. We vervangen «
door iaj dit geeft ¢ = elax-ka t, Door comblnatle krijgen we de oplossing

c = J‘e"kazt Ala) cos a (x - w(a))'da.'
o

Een gebruikelijke blavoorwaarde is, dat de toestand aan het begin
van het proces gegeven is. D.w.z. als t = 0, dan is ¢ = f(x), waarin
f een gegeven functie is. Dit geeft ;

£(x) = ‘_r A(a) cos a (x ~¢(a)) da.
_ & | .

Er bestaan'algemene‘methodén dm‘hieruif A(a) en pla) te bepalen.
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Vb.2 Golfvoortplanting. We beéinnen daartoe met de trillende snaar.

We beschouwen een dunne gespannen snaar. Kies de x~as langs de even-
wichistoestand van de snaar met x = O en x = £ in de eindpunten van de
snaar. We geven de snaar een kleine uitwijking uit de evenwichtstoestand,

‘.die in één vlak met de x-as ligt. In dit vlak kiezen we een y-as.

We nemen aan, dat ieder punt een beweging gaat beschrijven gelegen op
een rechte loodrecht op de x-as en dat de uitwijkingen zo klein zijn,
dat de spanning in de snaar er niet door verandert. De beweging van de-
snaar kan beschreven worden door y als functie van x en t te geven,
Vatten we eén klein stukje van de snaar gelegen tussen x = X, en X = xi L
in het oog, dan werkt in de uiteinden eén kracht. op dit stukje veroor-.
zaakt door de spanning en wel in tangentlele rlchtlng.

De component in de y-richting van de resulterende kracht is

P(sin a

. T _(d
4~ sin ao) met tan a, = ( , tan %, = _I)

0x
X=X
o

Hierin is P de spanning in de snaar. We nemen aan dat de hoeken a, &n o, '

20 klein zijn, dat we sinus en tangens aan elkaar gelijk kunnen stellen. -
Dan is de kracht dus -

(&), - <%£L=xj -

Voor een klein stukje mogen we hiervoor schrijven P(x -X, ); -—j%
ax
De massa van het stukje snaar is p(x X, Yy waarin p de massa per lengte-

eenheid van de snaar. is en de versnelling is Eﬁx Ditalevert ons de
t?

volgende D.V., voor de trillende snaar

at? - ax’

Een vergelijking van hetzelfde type vinden we voor allerlei vormen .
van golfvoortplanting in één richting. Bij voortplanting. in willekeurige

: 2 2
richting wordt —2; weer vervangen door & + 9 + a_ (de athankelijk .

) dx ax? ay? az?
veranderlijke is dan niet y).
..Om de D,V. op te lossen passen we de volgende substitutie toe

X ~-at
X +at '

>
nn
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en analoog

g 2 : RS
zodat de D.V. overgaat in:§a%; = 0, Deze hebben we al eerder opgeldst;‘
met als algemene oplossing y = f, (u). + £, (v) met willekeurige functles{ ff
f, en fz. De oorspronkelijke D. V. heeft dus als algemene oplossing A

y = £, (x=at) + fz(x+at).

'De_snaar is echter #astgehouden aan de uiteinden x = 0O en x = 4. ‘
Dit geeft 0 = y(0,t) = y(£,t) voor alle t. Substltutie van x =0 geeftJi

f1(-at) + f (at) = 0 .. voor alle t.

Noemen we at = w, 'dan is dus £, (-w) + £,(w) = 0 voor alle w, dus
y(x,t) = 1, (x-at) = £, («x-at).

Substitueren we nu x = £, dan geeft adit
£,(4-at) - £ (-£~at) =0  voor alle t.

Noemen we -£-at = W,y dan is L-at = w1+2£; dus we vinden dat de functie
f, voldoet aan '

t,(w,+24) = £ (w,) voor alle w, .

Deze eigenschap van f1 drukt men wel uit door te zeggen, dat f,

periodiek is met periode 24.

We behandelen nu een andere methode ter oplessing van partiele
D.V. die zeer algemeen gebruikeli jk is, nl. separeren. We gaan weer -
uit van de b.v. -

Eix;az 3%y
at? dx?

Probeer een oﬁlossing van de vorm ¥y = 9{x) ¢(t). De functie wordt dus -
. gekozen als een product van een functle van x alleen en een functie
¥an t alleen. Dan is

_x—¢¢tl _x_.{p"‘b
at? . Ax?

Substitutie in de D.V. geeft
‘P»J = a2¢ =2 *
at? dx? -

13% o &g

¢ gtz P gx?
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Het linkerlid is een functie alleen van t en het rechterlid een functie
alleen van x. Hieruit volgt, dat beide leden constant zijn. Dit zien we
in, door bv. x constant en t variabel te nemen. Omdat x constant is,. is'_
het rechterlid constant, dus het linkerlid ook bij variabele t. Dan is*- ‘
echter ook het rechterlid constant bij variabele X. We kiezen de constante;:

—

negatief en stellen o . .
18 a
¢ dt2 - v

dus o

i
d?y
£L 4y =
dt =

-
met als algemene oplossing ¢(t)
De D.V, voor ¢ wordt

fl

A sin (pt + B) met constante A en B . o

a? d2¢
]
. ? ax?
of 2 2
de sy =0,
dx ? o

met als algemene oplossing ¢(x)
Voor y vinden we dus

B sin (% x + y) met constante B en Y .

¥ = 'C sin (E— x +y) sin (pt + B).

We passen deze oplossing nu aan bij de voorwaarde, dat y = O voor
x =0 en x = £, Nu geeft x = O:

C sin vy sin (ut + B).= o] voor alle t,
dus siny = 0, dus ¥ = C sin % x sin (pt + B).

Substitutie van x = £ geeft

C sin £ £ein (ut +8) = 0 voor alle t,

dus sing- E‘ = 0, dus % £=nm ,p= E%E met gehele n.

We kunnen ons beperken tot n 2> 0, want . .
C sin :é_l-'- x 8in (~ut +B) =C si@ E x sin (pt - B),

dus de overgang van % op ~p is door verandering in P op te vangen. f ¢

Dus we krijgen de oplossingen

= C{n) sin %’5 sin (%a—t.-o- B.(n)) s

hetgeen door lineaire combinatie
y = E C(n) sin 2}3— fin(nn‘gt + P (n))
n=»0o . k

oplevert. Men kan bewijzen, dat iedere oplossing van de snaarvergelijking,
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die voldoet aan ¥y = O voor x = 0 en x = £ en alle t, in deze vorm
is te brengen. De fysische interpretatle is, dat iedere term uit een

stel bogen van een sinusoide bestaat: {(sin -7r0, die zelf weer harmonisch
in de tijd oséilleren (sin (E%§E-+ B(n)))
De trillingstijd T van de n¢ trilllng wordt gevonden uit

nnaI . 2£
=7 = 2n, dus .T i "
De frequenties v = % = %% vormen gehele veelvouden van de grondfrequentie

g% ' behorénde bij n = 1 (grondtoon van de snaar)s; n = 2,3,... geven

de boventonen van 'de gnaar.

Een. veel mbeilijke; probleem is het om C(n) en P(n) uit te rekenen,
als redelijke bijvoorwaarden gegeven'zijn. Een redelijke bijvoorwaarde
is het b.v., om de snaar bij t = O een gegaven uitwijking te geven en hem
dan vrij los te laten. Dit betekent voor t =0, dat’ y = f(x) en
'-g% = O met gegeven functie f. Het probleem om uit deze gegevens de C(n)
en B(n) te bepalen, kunnen wij hier niet ‘oplossen (theorie der Fourier-
reeksen).

Een soortgelijke oplossingsmethode passen we toe op de diffusie-
vergelijking

% _, 3t c .
=k —
Probeer ¢ = g(t) ¢(x). dan komt er ¢ ¢ ke ¢", of
19 e
ko ¢
Beide leden zijn weer constant. Stel
\]
' 2
dus @' + ku?g = 0, dus ¢ = Ae kut. Dan. is
n -

dus ¢ = B cos p{(x-v), dus

- 2
¥y = Ce KBt os px~-v).

Hier kan ¢ continu veranderlijk zijn. Dus we krijgen een oplossing

¥y = j cin) e-ku"’t cos B (x~ v (n))au.
)

Het is nu vaak zo dat de concentratieverdeling ¢ = £(x) voor t = O
gegeven is, Dit leidt tot het probleem C(u) en y(u) zo te kiezen, dat
. ! '
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o

f(x) = J‘ Clg) cos p(x= T(u))dg.

Ook dit probleem lossen we niet op (theorie der Fourier~integralen).'

Vb.? Potentiaalvergelijking. We bescheuwen esn onsamendrukbare staﬁi§p§
nair stromende vlioeistof, De beweging wordt beschreven door een locale-

snelheidsvector v met componenten Ve vz; Vo die functies zijn vaane

plaatscoordinaten Xy¥y2.
Beschouw een assenparallel volume-element met ribben Ax, Ay. Az.
Door de vlakken loodrecht op de x%-ag stroomt naar binnen

{v(x)--v(x+Ax)]AyAz,

hetgeen voor een klein volume element gelijk gesteld kan worden aan

i
T AxAyaz.

. Doen we hetzelfde met de andere ziavlakken, dan komt er in totaal

3
= Oy 4'62) AxAyAz,

hetgeen bij een onsamendrukbare vloeistof = O moet zijn, dus

(av av av

an +a% +a% o
ax dy az =~

We nemen nu aan, dat de snelheidsvector een potentiaal u(x,y,z) heeft,
dat is een functie van x,y,z, dusdanig 'dat .
=, - Qu _ _du
W T T e T Ty s T A
De betekenis van deze veronderstelling zullen we blj de vectoranalyse
in het vierde semester nog nader heschouwen. We krijgen veoor u dan de
volgende D.V.

] 2
gu ' P R 0, of afgekort Au = 0.
ax®  ay?® 2z’ ) :

Deze D,V, van Laplace 1is zeer belangrijk. Alvorens deze vergelijking
-dooxr separeren op te lossen, is het vaak aan te bevelen een transformatie
van variabelen toe te passen, die is aangepast aan de fysische rand-
voorwaarden. Dit vergemakkelijkt nl, het aanpassen van de gevonden op-
lossingen aan deze randvoorwaarden, Laat b.v., de stroming plaats vinden
in een cylindrische buis, dan komen er randvoorwaarden op de wand van de

buis., Voeren we nu cylindercoordinaten in met de z-as in de as van de

buis
T COE ¢
r sin ¢ 71,

n g n

x
J
z z
dan hebben we het voordeel, dat de randvoorwaarden gegeven worden voor '
r = constant, Zetten we Au om im . c¢cylindercoordinaten, dan komt er, zoals
in het eerste jaar is afgeleid:
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2 2 Y 4
Au=u+-12-_2+u+12"u'

dr? r® 8¢ 922 rar

: _We gaan nu separeren, d.w.z. we stellen u = R(r) @ (¢) 2(z),:
dan leidt Au = O tot . : :

R'OZ + - RO" Z + ROZ" + T RIGZ = 0.
r |

Deling door R YA geeft

R" 1 @n pAL

1 R!
| R*, T 'z -0
of T -
Qn_ an 221! R!
Q‘-—'r R-r ""Z-"qu

Het linkerlid hangt alleen van ¢ af, het rechterlid alleen van r en z.
Dus zijn beide leden constant: S

%" -Kz. ® = A sin (Ap + Y).

Als we ¢ met 2n laten toenemen, zijn we in de ruimte op hetzelfde punt
aangeland en moet @ weer dezelfde waarde hebben. Hieruit volgt, dat
A=n (geheel)

E-'-'. &2_4.214.13-'——0'
R"rz 2 r R !
zv _ _R" a2 _1R'
Z R p? rR'

Het linkerlid hangt alleen van z af, het rechterlid alleen van r, Beide
leden zijn dus constant. Neem de constante positief = a?(ook een
negatieve constante leidt tot redelijke oplossingen, die we hier echter
niet zullen beschouwen). We krijgen .

e oz -0z
Z = B,e *‘Bzﬁ .

Tenslotte houden we nog over

Rll‘

1 R! 2 - 0.
R+‘rR+a' = 0,

r2R" 4+ rR* + (a?r?~-n?)R = 0.

Dit 1ijkt al op een vergelijking van Bessel. De substitutie ar = s
leidt echter tot

. o
s? LE‘+ 5%54- (82 = n?2)R = O,
ds? )

hetgeen een D.V, van Bessel van orde n is.
Laat R_ (s) en R"(s) onafhankelijke oplossingen van deze vergelijklng
zijn. Dan v:Lnden we als oplossingen van de D.V, van Laplace:

0z | -az '
(B,e™ + B,e" )(C,R {ar) + Cz-{R;(ar)) sin (ne@+ v).
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andere transformatie is die op bolcoordinaten:

Een

‘X =r ¢co5 ¢ sin 8 , _ .
¥ =r gin ¢ sin © . - :

z =r cos 0O

Dan gaat A4u over in.
: ' ;

cot §

. : 2 e 2 : . a2 ‘ ‘ .
Au-_---—-a‘;-o-—:‘-;a‘;-+ 2'12' 61:1_.:2:.62_:_* 2%‘;—.
' ar® r° 20 rsin= 0 ap S

We beschouwen eerst de oplossingen die alleen van r afhangen :
u = u(r). Deze voldoen aan de D.V, :

2
d—: + 2 g% = 0.
dr ¥
Noem du _ v, dan komt er 51_! + -2-v= 0,
dr dr r
v r'
du _ . C
dr rz'
u = g + Bo
Speciaal is dus u = % P — ‘een. oplossing van Au = O, Eveneens
Vx2 432 +22
vqldoet u = 1 . = % s Waarin p de afstand van het

V(x=0)!+(y=-p)2 +(z=-v)?

variabele punt (x,y,2z) tot het vaste punt (a,B,y) is.
Deze oplossing speelt een belangrijke rol in de potentiaaltheorie.

We gaan nu -separereﬁ: u = R(r) e (e) a(e):

R'6® + —— R MY 4 —0I Re¢"+-§—R'e@ + 8288 gy = o0,
risin? @ - r?
R" 1 en 1 3" 2 R' cot 8 @'
TrTeY: 2~ 2 TR Y 2 ego,
r r‘sin“ © r

Analoog als bij cylindercoordinaten vinden we

o

= = - n? (n geheel), @ = A sin (ne + y).




| 1'.3;!: -

no - 1 ' 2
r’%+2rgﬁ-=-%—+cote%—+ 2 .
' b sin® 6 .

i,

Het linkerlid hangt alleen van r af. het rechterlid alleen van 8 .
Dus zijn beide constant i\. :

r?—R!! + 2r® -AR =0,
Probeer R = rl, R' = qr3™", " = q(g-1 yd=T Subsltitutie"g_eeft.
q(q-fl)r-(:l + 2!1.1'._*q -xrl = o, |
d_a +q - A = .0,
Stel dus A = p(p+1) m.et ‘p recel >0, dan wordt de vergelijk:l_.hg
| 92 +q=-p2~p =0, o
'(q-p‘)(q+p+1) =

- Dus we vinden de oplossingen R = r? en R = "P'"‘. De tweede oplossing
is echter singulier in de oorsprong. Voor 8 krijgen we nu de D.V,.

. 2 -
e" + o cot @ + {p(p+1)--——13—-—}6= 0.
sin?8
Stel nu cos 9 = v, -g-! = - gin 6 ,
2

8'=-%gsina,9"=d—gsin26 -g—e-cOS 0,
d’% 2 ae e n? -
== sin? 8 - = cos 0~ T cos & +{ p(p+1) - } =0,

dv? sin? 6

n
o)
L

(1) (1-v’)——-2v-——~r{p(p+1)- le
dv? av - 1ev?

Het geval n = O geeft de D.V., van Legendre:

2
(1-y2) 428 = - 2v 9% + p(p+1) ® = O,

dv

die ﬁ:‘et machtreekssubstitﬁtie. op .te lossen is. Oﬁlossingen‘heten
Legendre~functies.

Het algemene geval (1) behandelen we als volgt:

Stel O = (1-v=)1"n z, dan is

a8 _ 2] dz _ . 2 +n-1
3¢ = (1=v?)° av v (1-v2) z,




426 in alz - © 1n=1 dz i %n-1
—_— (1-v’) — - 2nv(‘|-v2)2 = - n(1-v?) z +
av? av? dv ' . Fn-2
: : + n(n-2) v¥(1-v*) z. o
Substitutie in (1) geeft S - L

o 1n+1 " . n < in
(1-v?) 82 _ 5(net) v(1-v2)% g% + { plp+1) ~ n(n+1)},(1-v2)2 z =0,

dv . ' :

. ‘ ‘-1-n
dus na deling door (1-v?)?

a2 ™ o : '
(1-v?) g—f - 2(n+1) v %% + {p(p+1) - n(ne1)} 2 = O,
- : dv : ’ *

We nemen nu de D,V, van Legendre

2 .
(1-v?) Qm% - 2v %% + p(p+1)y = 0,
dv

en differentieren deze n maal. Nu is

FL o aly . n+2
& _ ((1-v?) &L= (1-v?) —l - 2nv --—1 - n(n=1) —1
dyn av? dv‘_ . av? . ,dv
n l.. : . n+1 s .
a_ (= 2v &y Y = C .2y &I - on X '
dvn dv dvn+1 . av?
n _ s
d—n{p(p+1)y} C o= p(p+1) -‘-i-% .
dv ‘ ' - dv
. - an '
Noemen we w = =i s, dan komt er
: dv

2 |
(1=v?) L'zi - 2(nt1) v -gg'— + {plp+1) =n(n+1)) w = O,
dv ) . : ;

hetgeen dezelfde D.V. is _.als die voor z.

We vinden dus, dat Lo

o« ip g0
6 = (1-v2)? -‘Lﬁ
. dv

waarin y een Legendre~functie Pp(v) is. Dus

*

u = rP gin™@ P (n) (cosa) sin (n¢ + v},

met p een reele parameter en n eeén natuurli;k getal Hierin 1s

a® P (v)

N A
av®

"Speciaal is voor n = O:

Pp(n) (cos 6 )
v= cos O

u=rP Pp(cos 8)..
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HOOFDSTUK'II NUMERIEKE WISKUNDE

8,1 Interpolatie.

Vaak heeft men bij functies f£(x) niets anders beschikbaar dan
een tabel, waarin voor een rij waarden van het argument x de bijbe--- ’ _
horende functiewaarde f(x) wordt gegeven. Dikwijls heeft men de functie-.
waarde echter nodig voor een waarde van X, die niet in de tabel voorkomt.
Als de functie analytisch is gegeven, kan men patuurlijk trachten de _
functiewaarden zelf uit de definitie te befbggne Men doet dan hetzelfde
werk, als ook de maker van de tabel heeft gedaan; van de tabel heeft men
dan echter geen enkel nut. ‘ '

Analoge opmerkingen kunnen worden gemaakt over functies, die
empirisch worden bepaald tussen fysische grootheden. Als men daarvan een
tabel heeft, zou men voor een niet in de abel voorkomend verband, dit
zelf door metingen kunnen vaststellen. | ‘ '

We will?n_echter van de tabel gebruik maeken en het hulpmiddel daar-
toe is interpolatie. We kunnen zo nooit tot een exacte oplossing komen.
van de vraag hoe de functiewaarde is, want als men f£(x) geeft in een
eindig stel waarden X,,..., X van X, dan|is daardoor f(x) voor andere

waarden van x niet vastgelegd. Als de functie echter glad verloopt en
de gegeven waarden x{,.m., x, niet te ver uit elkaar liggen, mogen we

verwachten, dat we tot een redelijke benadering van £(x) kunnen komen
voor waarden van x, die tussen de gegeven .waarden inliggen,

We nemen dan aan, dat we f(x) redelijk kunngn benaderen met een veeltern
van voldoend hoge graad. We kiezen deze veelterm dusdanig, dat hij voor
‘een aantal der x, de juiste functiewaarde geeft. ‘

We beginnen met het eenvoudigsﬁe geval, nl, met een iineaire functie.
Deze is door twee waarden vastgelegd. Neem dus twee punten x, en x, en

stel f(x,) = y, en f(x,) =y, . Voor x tussen X, en X, nemen we een
‘lineaire benadering- ' ‘

y = ax + b.

y, = ax, +b}

y, = 8ax, + b

zijn en hieruit volgt y,-y, = alx, =x, ),

Nu moet

a = 2. "1
R

b=y -ax =7 BTN " %Y,

= - - ————— Th b — »
‘ 1 _1 X% 1 - %K

N S X ¥, - X
dus de functie is 21y .21 12
X% X%

Hiermee kan voor x tussen x, en xz_de benaderde functiewaarde worden

'berekend; uiteraard ook voor andere waarden van x, maar het is te
verwachten, dat de nauwkeurigheid dan minder groot zal zijn,
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In prlncipe kan bovenstaand procédé voor veelterre: van hogere
graad worden toegepast en wel voor veeltermen van graad n met n+?
waarden Xqgeaes Xpyiqe We willen het echter wat overzichtelljker doen.

De forrule voor llnealre interpolatie is in Y en y, homogeen
lineair' . _

; x - x, .y x - x,
1 - 2 - .
=%, X~ %

Aan deze‘formule zien we duidelijk, dat het voor x=x, en x:ké uitkoht;

4 wordt de coefficient van ¥y, één en die van ¥, _nul en

want voor x=x
voor x=x, worden de coefficienten resp. nul en één.’

Dit kunnen we voor hogere graden nabootsen. Laat de functlewaarden

VOOr Xyyeeey X, 4 TEBDe Fyoeoen, yn+. zijn. We prqberen een 1nterpplat;§-

formule van de vornm

Ty + FpQy * eee ¥ Yne1 Fnset?

waarin @, ,...y @, veeltermen in x zijn, dusdanig, dat o bij sub-

1

stitutie van x-= x_ in één overgaat en bij substitutie van de overige

xj*in nul. Dit laatste is te bereiken door te nemen

) 3

(x-x1)(x-x2) .o (x-x )(x-xk+1 cea (x-xp+1-

om dan ook nog één te krijgen voor x = xk, moeten we dit delen door

(xk-x1)(xk-x2) eee Y(x ) . (x -X_ ).

XX ke-17 Fie i1 Kk *n+1

We vinden zo de interpolatieformule van Lagrange:

a+l (x - %) ... (x - xk_1)(x - xk;1) eee (X =~ x

¥ n+1)
| ]
k=1 k (xk- -x‘l ) ees (th- xk‘,‘ ) (xk" xk+1 ) s (xk- xn+17

‘ ‘ |
hetrren inderdaad een veelterm van hoogstens de n€ graad is.

We kunnen nu ook zeggen, dat dit de veelterm van hoogstens de n®

graad is, die voor xﬁ,...; xn+1 de waarden y1,..., yn+1 aanneemt.

Stel nl. dat er twee veeltermen P(x) en Q{(x) van hoogstens de n® graad
zijn, zo dat

P(xk) =¥y QUx) =3, voor k =1, ..., mil.
We vormen dan R(x) = P(x) - Q(x), hetgeen ook een veelterm van hoogstens
de n€ graad is, waarvoor geldt
R(xk) =0 voor ¥ = 1,.4.4 n+1,
Uit de algebra is echter bekend, dat een veelterm van hoogstens

de ne graad hoogstens n verschillende nulpunten kan hebben, tenzij
deze veelterm identiek nul is. Inderdaad, als X, een nulpunt- van R(x) is,

is R(x) door x-x, deelbaar. Dus

k
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>

R(x) = alx = x,) ... (x - I
hetgeen echter een graad > n heeft, tenzij a = O.

Dus R(x) = 0, dus P(x) = Q(x), dus er kan niet meer dan één
polynoom zijn, dat aan de gestelde eisen voldoet, en dit is het
polynoom, dat door de 1nterpo]atieformu1e van Lagrange wordt gegeven.

Ook deze formule is voor numerieke toepassing nog tamelijk gecom- .
pllceerd. Men zou kunnen denken, dat dit onvermijdelijk is, omdat er’
maar één polynoom bestaat, dat aan de gestelde elsen voldoet. Door de
berekening op een andere wijze in te richten kan hetzelfde resultaat
echter in een overzichtelijker vorm worden verkregen. ‘

- Laat gn(x),het polynoom van hoogstens de n¢ graad zijn, waarvoor

g, (x ) = voor k = 1,..., n+1 en €, (z) het polynoom van hoogstens
de (n-‘l)e graad, Waarvoor g _ (x ) = yk voor k = 1,.4., R. Dan' is
h(x) = gn(x) - 8.

1(x) een polynoom van hoogstens de graad.n, waarvoor
h(xk):-'OVOOrk-—T,..-, n. Dus .

h{x)

el{x - x,) ..o (x = xn) met constante c.

Deze ¢ noemen we [y,,yz,...,'yn+1], Dan is

1 ez ) (=) oo o (- )0

(1) gn(x) = gn-1(x) + [y1,y2,..;,yn+1

We herhalen nu hetzelfde procédé met gn_1(x) en zetten dit steeds

voort en komen zo tot de interpolatieformule van Newton

(2) g, (x) - [3,1 + [y, 3, 1(x=x) + [y, 3, »¥; 1 (x=x, ) (x=x,) + oou

-+ CY.' WY, 1-0-!yn+1

](x-x_l)(x-xz) .o (X-x ).

n
Uiteraard hebben we pas iets aan deze formule, als we in staat zijn
de erin voorkomende constanten (de uitdrukkingen tussen rechte haken)
uit te rekenen,

We hadden het afbraakproces ook in een andere volgorde kunnen uit-
voeren, door b.v. bij de eerste stap in g (x) niet eerst X ,y+ Daar
een andere X, weg te laten. Bedenken we echter, dat uit (1) volgt dat
[y;,...,yn+1] de coefficient van x" in gn(x) is, die volkomen bepaald

is en onafhankelijk van het gekozen afbraakproces, dan leiden we daaruit
af, dat de constanten Ly,,...,yk] niet afhangen van de volgorde.

waarin de y's hierin véorkomen, zodat b.v.

[, oF,0eeesIW] = L3pad, o7, seeeadyq)e

Dit gebruiken we om deze coefficieénten uit te rekenen. We gaan uit
van gn_a(x) met gn_a(xk) = ¥, Voor k = 2,3,...,n. Hieruit kunnen we

gn(x) krijgen door eerst x, en dan x toe te voegen:

n+?
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gn(x) -g (x) + Ly, J,,-..y ,y1](x-x )(x-x ) B (x-x ) +

+ Ey 1y 9--'sy vy oy (x'x )(x-x )-..(x-—x )(X-X )

n+1

We kunnen echter ook eerst X en dan x,‘toevoeggn:

n+1

g, (x) = €p Z(x) + [yz.y,,...,y n+1](x -x, )(x-x ),..(x-x ) o+

+ Eyé.33....,yn,yn+1.y1](x-xzi(x-x3)..d(;-xn)(xfxn*f),

Bedenken we nﬁ dat

[Y 1y3 ,...,Y 1y1 sy 1= Eya ’y, ?.”"yn'yn+1’y]

n+1

[.'Y 3Yy seeesY len [3'2133_’-“'3'11!3'1] [Y A ;---'y ]:

-n+1

dan v;nden we door aftrekking
[y1 ,o.-'y +1J(X-x ) .e (x"x )(x ‘+:1 - x1) +*

J(x-xz)...(x-x#) =0,

+ [y1 ’ooo,y ](x-x )---(x“x ) - Eyz’000|yn+1

- (¥, s¥y0eees¥p, qd - Y, oF, eeery,]
dus [y 'y "a-'y ] = x n+- x 1 2 n »
: n+1

Dit geldt voor iedere waarde van n en geeft 20 de weg tot successievelﬂke
bepaling van de haakuitdrukkingen:

EYj] = Yja
[yj+1] - [Yj]

X

HyTaal = j+1 T *y
R T e L T
’ - X, '

DT gen0T 42

' [ y J - [yj+1'.‘.'yj+k] - [yj’..”yj-l-k-“] .
yj! j+1!“‘!yj+k . - xj_'_kl_".xj

Als we yJ = £(x_) sclirijven, dan is

J

| ,] ) f(xj+1) - ft;j)
3+1 xj+1 -x

genoemd is. In de numerPEke wiskunde gebruikt men een andere term, nl.
gedeelde differentie. Een verschil van functiewaarden, zoals f(x ) f(x )

[yj,y s hetgeen vroeger een differentiequotient

heet een differentie., Deze wordt nu door een verschil van argumentwaarden
gedeeld, vandaar gedeelde differentie, Men kan ze als volgt handig in
een tabel rangschikken:




EY1 syzl

x, 73, Ly, 47, 4%, 3 |
‘ Eyz oY,] [31 +J, 07, 9y,.]
t S A Ly, +¥5 03, 3

| A REAR AS ARS A
x" y‘ . [y; .yk ’ys] - L

_ ['.Y‘! vys ] . . o

xs y; . * & : - - 4

Zo bijvoorbeeld voor de £unct1é x’ met x = 0, 1, 4, 3, 6, 7:

s

0 0
' o1
1 1. 5 ‘
21 .1
4 64 8 0
37 1 0
3 27 13 0
, 63 1
6 216 16
127
7 343

Met _behulp van het schema van gedeelde differenties zijn de
coefficienten in de interpolatieformule van Newton uit te rekenen. Elke
volgende term uit deze formule ontstaat door een basispunt X (met

functiewaarde yl) toe te voegen. Als men dus g, {x), voor een zekere waarde

3

van n berekend heeft en men‘'wil de nauwkeurigheid vergroten door basis=-
punten toe te voegen, dan belioeft men slechts aan de formule enkele termen
toe te voegen. Bij de formulg'®an Lagrange zou men helemaal opnieuw moeten
beginnen!

We beschouwen nu het belangrijke speciale geval, dat de basispunten
~equidistant 2ijnj d.w.2z., het verschil van tweegs €lkaar in grootte opvol-
gende basispunten is constant. Het in verschillénde volgordes

gebruiken der basispunten en omvormen van de gevonden formules leidt dan
-tot een aantal uit de literatuur bekende interpolatieformules, zoals die
van Gauss, Sti»ling, Steffensen, Bessel, Everett die we hier niet zullen
bespreken. :

We nemen nu aan dat X, seensX .in de natuurlijke volgorde genomen

1 < X, < 400 < xn+1

distant, dan is xk 1" xk = w constant. De in de formules voor de haak-

n+1

zijn, dus x + We veronderstellen ze nu verder equi-

uitdrukkingen voorkomende noemers zijn nu in w uit. te drukken. We kunnen
dus in-plaats van met gedeelde differenties nu met gewone differenties
werken, mits we het effect van de noemers in de formule verwerken.
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De gewone differenties worden gedéfinieerd door .

(¥40¥349) = (yj+i)-(yj)..
(yjlyj+1!yj+2) = (yj+1}yj+2)f‘yjiyj+1)'

(ngyj+1’---v3j+k) = (yj+1l”’lyj+k)1(yj"“iyj+ka1)'

Nu geldt:
' 2
Kiw"

- We bewijzen dit door volledige inductie naar k. Voor k = 0 is het
evident. Als het voor een zekere k juist is, dan geldt voor k+ 1:

[ngcu-QYj+k] - (ngoci!yj+k)o

[yj+1'¢aa’yj+k+1] had [yj,.'.’yj+k]
- X

3

[y.,.;.,f. | j
3ot g e

_ A 1

.(k+1)w g K iw
1

(k+1)!w

T {(&j+1'loo'yj+k+1) - (ngofo,yj+k)}f=

k+1 (yj”"!yj+k+1)-.

‘Noemen we nu x = X, + PV, dan is, wegens %y = X, + (j=1)w,
(x-x1)(x;x2).,.(x-xk) = pw.(p~-1)w.(p=2)w...(p=ke1)w = wkp(p-T)...(p-k+1).

'Vullen we dit alles in (2) in, dan komt er

= (v A | 1 2
g,(x) = (¥,) + 735 (3,47, )% + — (3, 47, +3, J¥2 P(p=1) + .00 +
. — W2 p(p=1) eee (p-n+1)
‘ n ¥ sO'-ayn+1 . pP\P ese \P ’
nlw Co

 of, met binomiaalcoéfficienten geschreven:
‘ - . Py , : P ; Py
gn(x) = (yﬁ) + (3, 3,000 + (y1.yé.y,)(2) * see ¥ (ya,...,yn+1)(n).
Dit is de z.g. voorwaartse interpolatieformule van Gregory-Newton.

De formule-Jg ggldig woor equié;;éégﬁgslﬂﬁﬁfépunten, die in de natuurlijke
volgorde x, < x2‘< . orm genomen. De naam yoorwaarts' heeft

betrekking op de plaats in het differentieschema van de in de formule
voorkomende differenties (het schema van gewone differenties wordt op
~analoge wijze opgeschreven als dat van de gedeelde differenties).

Er bestasn tabellen van de binomiaalcogfficianten: deze treden
zoals bekend ook op in de binomiaalreeks

(14:)P =1 + (g)x + (g)x2 + aes ®




We keren terug tot het algemene geval van de formule van Newton.=

De interpolatieformule geeft niet het exacte resultaat voor de functie-

waarde., Laat de fout R (x) heten, dus
£(x) = 8, (x) + R (x).

We willen trachten iets naders over de fout te weten te komen._Hiertoe.‘

nemen we even een vaste waarde X = a aan, en voegen a als basispunt aanj';

de interpolatie toe en bepalen dus het polynoom B4 (x), dat behalve
aan gn+1(xk) = f(xk) voor k = 1,...,0+1 00k nog aan gn+1(a) = f{a)
voldoet: ’

g

nat () = 8,00+ Ty peen sy g F @)1y oo (xx

n+1)‘
Substitutie van x = a hierin geeft -
f(a) = gn(a) + Lxl.....yn+1.f(a)](a-x1) .o (a_xn+1)

T

dus _
.(3)_ Rn(a) = [y1,;..,yn+1,f(a)](a-x1) ...‘(a-xn+1).

Nu geldt de stelling, dat, als ¢(x) een differentieerbare functie-
is met ¢(b) = ¢(c) = O, er' eén & tussen b en ¢ bestaat met ¢'(¥) = 0.
Immers volgens de middelwaardestelling is er een f tussen b en ¢ met
' _9e) - 9(b) _
¢ (:)‘- Ty 0.
We nemer nu aan, dat f(x) n+1 maal differentieerbaar is. Dan geldt
hetzelfde voor Rn+1(x) = f(x) - 5n+1(x). Verder heeft Rn+1(x) minstens

n+2 nulpunten, nl.-x,,...,x Tussen elk tweetal opeenvolgende van

n+1'3° N
‘deze nulpunten ligt een nulpunt van‘de afgeleide, dus Rn+1(x) heeft

minstens n+1 anulpunten., Zo heeft R {x) minstens n nulpunten enz,

R(n+1)
n+1 .
uiterste wzarden van TypeeesX, 4980 Voor.deze £ geldt dus

(x) heeft nog minstens é&én nulpunt £, dat gélegen is tussen de

f(n+1)(§) - (n+1)(§).

Enen

Omdat - 2, (x) een polynoom van de n® graad is, is g(n+1)(x) 0, dus

"”")(x) £(a)1,

n+1

' (n+1) _
dus Rn(a) = ETE:?T%EA (a-x,) PPN (a-xn+1)'

Vervangen we a nu weer door een veranderlijke x, die tussen de uiterste
waarden van KygooosX ligt, dan geldt

(n+1)1} [& veeorY g

n+1

(n+1)(§)
R, (x) = _TEITT___ (x=x,) ... (x-xn+1).

waarbij £ (afhankelijk van x) ook tussen de uiterete waarden van

X, yeas4X ligt.

1 n+1
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Dit is de formile voor de rest bij de interpolatieforﬁuie van
de n¢ graad., Hleruit kan een schatting van de gemaakte fout verkregen

worden door f(n+1)(ﬁ) te vervangen door de ongunstigste waarde van L
£ 2y (z zal in het algemeen niet bekend zijn). Dit kan natuurlijk

alleen toegepast worden als we f(n+1)(x) voldoende goed beheersen.’ Lhy‘
Dit is in de practijk vaak niet het geval. Men beoordeelt de’'zaak da; o
naar het differentieschema. Men gaat zo lang door met het maken van':
differenties tot ze voldoende kleln geworden zijn. : z;y

Als f(x) zelf een polynocom van de ne graad is, is f(n+1)(x) 1dentlek
nul, dus ook R/ (x)} identiek nul. Dus f(x) = - (x); dit was ook te
verwachten. Uit formule (3) volgt, dat in dat geval ook [y ,...,yn+2] = 04
De (n+1)€ gedeelde differenties van een polynoom van de nﬁ graad zijn:
dus nul. Bij equidistante basispunten in natuurligke volgorde geldt. het-
zelfde voor gewone differenties.

Behalve de afwijking afkomstig van het feit, dat de dinterpolatie-
formule niet exact de functie weergeeft, is er in de practijk nog. een
tweede bron van afwijkingen. In een tabel staan de waarden van een functie
in een bepaald aantal decimalen aangegeven, d.w.z, er staat niet de
werkelijke functiewaarde, maar een benadering. Door van deze benaderingen
differenties te maken en door deze in de interpolatieformule te substitu-
eren kan accumulatie van afrondingsfouten optreden. We zullen de invloed.
van deze afronding uiet nagaan. We merken alleen op, dat terwijl aan de
ene kant het vergroten van de orde der differenties die worden beschouwd
(vergroting van n dus) de interpolatieformule nauwkeuriger maakt, aan de
andere kant de invlced van de afrondingsfouten bij vergroting van n ook
groter wordt en het gunstige effect zou kunnen bederven.

Tenslotte merken we nog op, dat er in de literatuur diverse notaties
voor differenties bestaan. We zullen deze notaties niet alle bespreken,
maar slechts één der gebruikelijkste vermelden.:

Men werkt met een differentie-operator A, Herhaalde toepassing van
deze operator wordt met een exponent aangeduid, dus A3 betekent dat de
operator A drie maal achier elkaar wordt toegepast. Als de basispunten
met indices genummerd zijn (zoals wij tot nu toe ook gedaan hebben )}, dus
beve X 4 Xy oo (eventueel ook negatieve indices), dan wordt de plaats

waar de operator toegepast wordt ook met een index bij A aangeduid
(zonder x dus). Zo definieren we

A - - .
| i f(xk+1) f(xk)
Als er geen verwarring kan ontstaan over de functie f, waarvan.de

differentie wordt genomen, schrijven we eenvoudig Ak. Schrijven we:

bovendien f(xk) = ¥)» dan komt er

B = Vyp1 = Ty *

Herhaling geeft

2 _a _A

i K = Yoz ™ Yot = e Yy) =

Yoz = Figer * T
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A L ;='y -2y. + ¥ - Y. .+ 2y -y, =
k k+1- "k Tk+3 k+2 le+1 k+2 - k+1 k
= Vieaz " ez * Vi1 T Ve |

In de differentietabel gaat de zaak er als volgt uitzien:

X Yy
I .
' 8, 8}
Xy T3 A ar

De A's heten voorwaartse dlfferentles. Men heeft ook achterwaartse en
centrale differenties. .
Met A's geschreven ziet de formule van Gregory-Newton er als volgt uit:

‘ gﬁ(x) =y, + 4 (p) + A (P) + Af (P) 4 vee. + A (p)

Neemt men hierin p = n, dan komt er

- n n 2 n
Ype1 =T+ G0 + G)af+ won + A7

n+1 1

Hiermee is een willekeurige y, (met X 2 1) in de voorwaartse
differenties met onderindex 1 uitgedrukt (we kunnen y, = A:-als differentie
van de nulde orde opvatten) Omgekeerd geldt

A1n=_y ()y +()y _(;)yn_2+...+(-‘l)ny1.

zoals gemakkelijk met volledige-inductie naar n te bewijzen is.

8.2 Differentievergelijkingen.

. In vele gevallen kan een probleem, dat bij chemische reacties
optreedt beter beschreven worden door een veranderlijke, die met sprongen

varieert {(dus discrete waarden aanneemt), dan door een die continu
varieert. Als dat voor de onafhankelijk veranderlijke het geval is, komt
een differentievergelijking de plaats van de differentiaalvergelijking
innemen.

Differentievergelijkingen treden ook op, als men numeriek een
- benaderde oplossing van een differen*iaalvergelijking tracht te vinden.
Dit is analoog met de benadering van een integraal door een som.
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Een voorbeeld, ‘waarbij we rechtstreeks tot een differentiever~
gelijking komen wordt geleverd door tegensiroom extractiesystemen van
. vloeistoffen met een serie extractietanks. Laat deze tanks van links
naar rechts met de getallen 1, ..., N genummerd zijn. Van links naap.
rechts stroomt het te extraheren materiaal en wel ¥, van tank n naar.

tank n+1 van de geextraheerde stof, Yo stroomt in en Yy uit het systeem.
Van rechts naar links stroomt de extraherende vlceistof en wel Y van_'.
tank n naar tank ne? van de geextraheerde stof YN 1 stroomt in en Y

uit het systeem. Er wordt aangenomen dat het proces stationnair is.

In tank n gtroomt Tpeq VaR links en Y 41 Van rechts ing in evenwicht
‘gaat dit over in ¥y, en Y s zodat Y k T ‘met constante kj; Y gaat naar
links, I, naar rechts. In tank n stroomt in Tpet t b4 en ult Yn + Yn

n+1
Dus in stationnalre toestand:

Tne1 ¥ Tpe1 =¥ * Tos
Tnet1 * kyn+1 TVt kyn’
- o 1 _
Tnet1 = (1 + E)yn'+ kK Tpen =0 N 1
. 1 1 - » OemE-U-.
Evenzo: I . - (1 + Y, + % Yn-11- 0 _

Dit is een differentievergelijking, hoewel er in deze formulering
geen differenties voorkomen. Maar met de resultaten van het eind van
1 kan de vergelijking ook met differenties worden geschreven.
Bovenstaande vergelijking is lineair en homogeen met constante
coefficieénten. De algemene lineaire homogene differentievergelijking
van de orde k ziet er als volgt uit:

Inale ¥ 24 Tpygatr ¥ 22 Tpypop ¥ see v 8. ¥ =03

Hierin is k vast en n doorloopt de gehele getallen. De coefficisnten

41 cees 8y hangen in het algemeen van n af,

Het is duidelijk, dat als yo; Fyv sevs yk_1 gegeven zijn, de
It Tyepqr *oe uit de vergelijking succéssievelijk kunnen worden opgelost:

n=0 geeft Yie == 8y ¥poq = a, Tyeup = *2e = 8 Yo
n=1 geeft Vieq™ = 8 Vo -85 ¥y g - veo = a, ¥,

- a 2yk -...-akyz,

n=2 geeft 1 Tyeq ~ 8

T2~
enz.,

De algemene Oplossing zal dus k willekeurige constanten bevatten.
Als de coefficienten van de vergelijking constant zijn leidt een
substitutie echter sneller tot de algemene oplossing. Stel nl.

Y, = A" met nader te bepalen A ; dan is

An+k +a, ln+k-1 + a




Deelt men door hn dan komt er

S N S T T
Dit hangt niet meer van n af en is een k% graadavergeli;jking voor
‘Als deze k verschillende reele wortels Ayy aoey Ak heeft, vinden w

. k verschillende oplossingen_ ¥, = Af, Vo = 7\:1; '...., Yy '='7.Lkn. Een 1

combinatie van deze is weer een oplossing. De algemene oplossing is'dus

- n n ‘n
ynTC1 l‘ "'C2 12 +_...fcklk’

met willekeurige constanten. C' eesy C

k*-
" We passen dit toe op bovenstaand voorbeeld. We hebben -de vergeii'jking
Yped - (“l+a)y tey, 4 = 0, geldig voor n = 1, 2, ...', N1

Voor de NP tank geldt het niet, omdat YNen geen zin heeft. Voor deze
tank is de evenwichtsvoorwaarde echter '

y + X =y +l
Ne1 ¥ "Nt T VN T @ Iy

We nemen nu aan, dat ‘YN = 0, d.w.z. dat de extraherende vloeistof

+1
aanvankelijk geen te extraheren stof bevat. Dan konmt er

- (a.+1)yN + G?N-ﬂ = 0. | |
Bovenstaande vergelijking geldt ook voor n = N, als we Yne1 = 0 stellen.
Substitutie van Yo = AR geeft: ' '
ln+_1 - (1+a)A® & ar?? = o,

dus A% = (1+adA 4+ a = (A+1)(Aea)

O.

~ De algemene oplossing is dus Yy = C1 + C, a® , _
Laat nu ¥, Begeven zijn, dat is de hoeveelheid te extraheron stof,

die ingebracht wqrdt. Ter bepaling van 01 en (.‘.2 vinden we

C1 + c! = Jo
N+1 i
C1 + CEG =0
N+
To a Yo
dus C, = =~ C, = en
1 1 d‘N-o-‘l 4 2 1- aN+1
N+1 -
yo(an + ) 1 yo(an 4 - GN)
In = N+1 »dus T =y, o= W+ .
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Belangrijk zijn nu Yy en Y1; dat is hetgeen uittreedt uvit het stelsei.

¥g =° ] v Xy =
1T =-a , . 1~ a

Hieruit blijkt Y, + Yy = y dit klopt. want de’ hoeveelheid, die ui

- treedt moet gelijk zijn aan de hoeveelheid die intreedt. W
Het resultaat is des te beter, naarmate k groter, dus a kleiner is.
Beter betekent hier natuurlijk, dat Y groter ‘en Yy kleiner is. Bij"

gegeven o kan het resultaat verbeterd worden door het aantal tanks: e
vergroter. Vbor o < 1 nadert Y, zelfs tot ¥, voor N-s = (volledige -

extractie). Voor « > 1 nadert T, toty_ VLY in dat geval lukt het niet

door vergroting van het aantal tanks het ideale geval van volledige
extractie willekeurlg dicht te benaderen.

Het geval @ = 1 is een uitzonderingsgeval, omdat de vergelijking
voor A dan sen dubbele wortel krijgt. We beschouwen deze omstandigheid
eerst bij de algemene vergellgking. : e

‘Zonder bewigs delen we mede, dat als de vergeliaklng een p-voudige
wortel A bezit, daarbij een oplossing behoort van de vorm:

= AR oo
Vo (c, + Gn o+ ...+ Cp-1 ‘ )y

hetgeenfinderdaad:een oplossing met p constanten is,. -

In het geval van de tanks met o = 1 krijgen we een vergelijking met
een dubbele wortel 15 dus de algemene oplossing is dan

'y =C_ + C,n.

n o :
Ter bepaling van'Co en C krijgen we nu _ C° = yo-}
| C +(N+1)C, =0 ’
= Yo
dus Co = yo * C’ = - m.. ’ dus
n =~ In N1 IN TR M T R

Bij de algemene vergeiiJkinﬁ, kan de vergelijking voor A ook .
complexe wortels bezitten. llet » is de toegevoegd complexe van A dan ook
een wortel, Schrijf de wortel met modulus en argument:

A peia, dan zijn de twee wortels A, = pei en A, =pe -ia en de bij-

behorende oplossing is Y, = "¢ c, elne c, e-ina]

dan komt er p COs na en nemen we C, = g& . C2 = - é%, dan koml. er

. Nemen we Q, = Cz= R

ol

pn 6in no, We krijgen dus een oplossing van de vorm

Yy = pn(A.,| coé na + Azﬁsin na ).
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Tenslotte kunnen de complexe wortels ook nog weer meervoudig -

zijn. Dan wordt elk wvan de, oplossingen p cOs5 na en pn sin na nog'met
een veelterm in n vermenigvuldigd.’ ' SRR

Naaat homogene lineaire differentievergelijkingen kunnen We'oqf”
inhomogene beschouwen. Evenals bij differentiaalvergelijkingen geld
ook hier, dat de’ algemene oplossing van de inhomogene vergelijking'

verkregen door bij één particuliere oplossing van de inhomogene ver
1i jking de algemene oploseing van de corresponderende homogene vergeldklng
op te tollon.

+ ¥, =0 heeft als

2241 Yn+1 + ¥, = n. De homogene vergelijking ¥ .,
algemene oplossing Yo = A(~1)™, Probeer voor de inhomogene vergelijking

de oplossing ¥, =an+ B . Dit geeft .
' 2a 1 1° -, 1

) 0 s @ = -5 ’ B = - -E.
+ A("1 )nc ’

an +a + B +an + p~= n, dus

De algemene oploaéihg'is dus y

B
i
-F'I-f "o

Een veel voorkomende niet lineaire differentievergeliJklng is
d1e van Riccati:

yn+1-yn A T4 +b Tp* ¢ = 0.

| . _ 2 S
Stel hierin ¥, = v +0, v, = =% met nader te kiezen 5.
Substitutie geeft

+ 6) (FJ- + 6) + a ( L
n+1 vn . . vn+1

VErmenlgvuldig met v vnf1 :

+6) +'b(-vl-+6) + ¢ = 0.
n.

(bv + (v, + 1) + av (6v = 0,

ne * 1) +.bvn+1(6vn + 1) + cv_ v

n+1 n+1

2 —
(6% + (asb)&sc)v v . + (b+6)vn+1 + (as8)v_+ 1 = O,

n+1

Dit is in het algemeeﬁ weer een vergelijking wvan Riceati, tenzij'r
& zo gekozen wordt dat

62+ a+D)B + ¢ = 0.

Nemen we voor & een wortel van deze vierkantavergelijklng, dan gaat
de vergelijking over in

{b+b)v net (a+6)vn + 1 =0,

hetgeen een inhomogene lineaire vergelijking met constante coefficienten
is, die als algemene oplossing heeft .

v o=l s (- 2t "
n a+b+25 b+ b ’

Hieruit vinden we yn = éL + 6,
n -
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We behandelen nu het benaderd oplossen van dlfferentlaalvergeluklngen

- door in plaats daarvan differentievergellJklngen te beschouwen. Als we
een differentiaalvergelijking voor y als functie van x hebben, verde?en

we het interval, waar we de oplossingen willen bepalen -in kleine stukjes

door deelpunten x ’ x1, xz, ees o De afgeleiden vervangen we door gé; _

deelde’ dlfferentles. We nemen de deelpunten gemakshalve equldlstant :
X, .1 = % = W. De eerste afgeleide vervangen we door een differentie~

quotient fla+w) - fla) ' Ynet1 =y
d P BB
w r us y‘n_ L ‘

£r(a) ~ -

Om te zien wat we met de tweede afgeleide zullen doen béschouwenfwe‘
de Taylor-ontwikkeling:

f(a+h) = f(a) + f'(a)hn +'% £"(a)h? + ... ..

Vul nu h-= w én h = -w in:

]

fla+w) = f(a) + £'(a)w + £r(a)w? + ...

f(auw) = f(a) -.f'(a)w +

1
2
% f"(a).w2 i ‘.n-.‘ .
f

Optelling geeft fa+w) + fla-w) = (a) + f"(a)w? + ... . Dus

y o~ Yne1 ~ %n F w1
n L]

2
w

Voor de derde afgeleide gaan we Op analoge wijze te werk:
;s ' '

‘f{a+h) = f(a) + f£'(a)n +'% frlaln + % ()’ ¢ ...
Vul in h = w, h = -wy h = 2w : .

Cflasw) = £(a) ¢ £7(a)w +

f"(a)w + 3 f"'(a)w +oees

. f(a-w) f(a) ft(a)w +

1]
M=

f“(a)w2 - g £111 (a)w? + ouee

f(a+2w)— f(a) +2f'(a)w + 2 f"(a)w f"'(a)w3 + oaee s

(O

We nemen nu A maal de eerste + u maal de tweede + v maal de derdé,
dusdanig dat f'(a) en £"(a) wegvallen: :

A= w4+ 2v =0

. %Ab+ %11+ 2v =0 r , A ==3,p ==1, v=1, Dit geeft

1 L oo
gx-g}l-'--jv

I
-

- 3f(a+w) - f(a-w5 + fla+2w) = ; 3f(a) + £ (adw’ + ;.; . Dus

we  Tn+2 T 3pyr * 3y - Ypog
Yp ™ w? *

We krijgen zo inderdaad juist gedeelde differenties van opklimmende or&e.
boor dit in een d1fferentiaalvergelijklng in te vullen krijgen we

‘fcen dlfferentlevergellgklng.




. 11,45

V.2 y" + xy' +y = 0. Deze wordt vervangen door

y -2y + ¥, _ R AP J
n+1 _-n n-1 + (x + uw) nf1_ n
w2 o] w

hetgeen een differentievergellqking van de tweede orde is. Deze kan
opgelost worden als Y, en ¥, Begeven 2ijn, door successievelijke bepaling

van ¥, ¥y ooe « In plaats van ¥y, kan ook Yo ' gegeven zijn. Deze
vervangen we dan weer door de benadering Yo t o~ ZL%_EQ y dus

Fa v T "o

De methode is nog belangrijker voor het oplossen van partiele .
differentiaalvergelijkingen, omdat analytische oplossingsmethoden diar .
vaak veel moeilijker zijn dan bij gewone differentiaalvergellgklngen._-
We nemen als voorbeeld de warmtegeleidlngsvergellaking

ar 9%

-

3t "% oxl "

We verdelen zowel de x-as als de t-as in stukjes. door deelpunten en’

schrijven nu T n Yoor T(xm, t ) Noem w, de lengte van de stukjes op
l

de x-as5 en w, die op de t-as. Als we het bovenstaande apart op x en t
toepassen, krijgen we )

Tm,n+1 - Tm,n o Tm41,n'f 2Ty n t To-1,n
. 1 -
aw,
dps Tm-n+1 = Tmsn * -;r'(Tm+1,n -z Tm.n * Tm-1.n) '
1
aw . w2 - 2aw aw
S S Malately PSP
men+i wz m+lg,n wz m,n wz m=1.n

11 . 1 1

Deze betrekking stelt ons in staat om, als Tm n VOOT een Zekere n
]

en alle m gegeven is, T voor alle m uit te rekenen.

m,n+1
De methode is bijzonder eenvoudig toe te passen, als de bijvoor-

waarde, waardoor de oplossing vastgelegd wordt, gegeven is in de vorm

van een beginvoorwaarde: voor t = to is T als functie van X voorge-

schreven {d.w.z. de situatie'op het begintijdstip is voorgeschreven).
Gevraagd wordt hoe het verloop van de functie in de loop van de tijd
verandert,

Nu is Tm o Voor alle m door de beginvoorwaarde gegeven., Uit de
L

differentievergelijking kunnen successievelijk Tm 4 voor alle m, Tm'a
¥ L
voor alle m enz, worden bepaald,

Het hierboven behandelde voorbeeld is echter om verschlllende

redenen een bijzonder eenvoudig geval: .
(]

1° Er komen geen gemengde afgeleiden, zoals 5;3% in voor. Het wel

voorkomen van zulke éfgeleiden is geen essentiele moeilijkheid; er

kunnen ook differentiebenaderingen voor worden gegeven, die wij
hier echter niet bespreken.
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2° In één van de veranderlijken is de vergelijking van de eerste ordé,
hetgeen het oplossen van de corresponderende differentlevergellaklng
naar die veranderlijke vergemakkeliakt.

2% De bijvoorwaarden, die de. oplossing vastleggen, zijn van een gedaante,
die het oplossen Vergemakkelijken. -

. Het blijkt nu, dat juist de gedaante van de bijvoorwaarden in. an
gevallen het struikelblok is. We beschouwen de potentiaal vergelijking,
die we voor het gemak in twee veranderlijken opschrijven, hetgeen voor de
te volgen methode overigens niet essentieel zal blijken te zijn. Dus
2. 2
9—19- + du. 0.
ax?. ay? _
en w, ; de differentie~

We verdelen x~ en y-as in stﬁkjes ter lengte w,

vergelijking wordt: _ _ ©
u - +u - +u :
Cm+l,n 2um,n m-1,n + um-.n+‘| ' Zum.n myn-1 _ 0
2 ' 2 e
W, v,
Gemakshalve nemen we w{ = w,, dan komt er
u 4+oq + u +u - = 0.
m+1,n m-1.n m,n+1 m,n="1 uum,n

Als het nu zo zou zijn, dat u en 3— op de xe-as geéegeven zouden zijn,

dan zou dit betekenen dat we LN en u, 4 voor alle m zouden kennen
' ] u -1
(hierbij wvoor 3$.op de x~as de benadering _Exl_;__E;E gebruikende).

Dan zou successievelijk u +¢s Opgelost kunnen worden.

m,2 ' um,} !
In deze vorm is de bijvoorwaarde echter meestal niet gegeven. Een

in de practijk veel voorkomend geval is, dat u voorgeschreven is op de

randkromme van een gebied G en dat. gevraagd wordt de oplossing in G te

vinden, die de gegeven randwaarden aanneemt. Een dergelijke bijvoorwaarde

~ heet een randvoorwaarde.

Schrijven we de differentievergelijking in de vorm

u + u + 1 T4
. m+l.n me="1,.,n m,n+1 + m,n="1

u . =
m,n L ‘ '

dan zien we dat LS, gelijk iz man heb gemiddelde van de waarden van
’

u in de vier naburige punten (m+1,nfﬁ (m-1;ﬁ),f(m,n+1) en (m,n-1) van
het rooster der punten {(m,n).
Men begint nu getallen v; n te klezen. die nog niet aan de diffe-

1
rentievergelijking behoeven te voldoen, maar die wel aan de randvoorwaarde

"voldoen. In elk punt (m,n) in het gebied G berekenen we het residu:

R + v ~ by .
myn=1 myn

=v + v
m,n m+1,n

+'v
n-1,n men+l




A15'allé;Rh n = 0 zouden zijn, zouden we - klaar zijn. Als dat niet 20
9

‘ia, trachten we de vm,n zZo. te wi;zigen, dat de .m,n steeds dichter bij
~ nul komen te liggen. De waarden van ¥, 280 de rand veranderen we nf'%
' . .
om te zorgen dat steeds aan de randvoorwaarde voldaan blijft. ,
Deze methode heet relsxatie-methode. Wijziging van v in é&én punt he
invloed op het residu in het punt zelf en in de vier naburige’ punte
en wel wordt, als we bij v in ¢en‘punt een bedrag & optellen, het r
in dat punt met 46 verminderd en 'in de vier naburige punten met & v
meerderd, Het feit, dat het residu in het punt zelf sterker verandert‘ v
dan in e naburige punten is de oorzaak. dat we van de methode succes
kunnen verwachten., =~
We kunnen bijvoorbeeld beginnen met een punt,.  waar het residu het
. grootst in absolute waarde is en door een verandering aldaar dit residu
~kleiner maken., De residuen in de naburige punten kunnen daardoor echter
worden vergroot (dit hangt van de tekens van de residuen af)}, zodat_Ket.
niet altijd verstandig is, het residu in het veranderde punt meteen: nul
te maken. Als we b.v. de situatie hebben van een residu 8 in een punt
‘met -2,7,3,1 als residuen in de naburige punten en we nemen &6 = 2 dan .
wordt het residu in het punt zelf nul. De residuen in de naburige punten
zijn nu echter 0,9,5,5 geworden, zodatrer een residu is ontstaan, dat
nog groter is dan hetgeen we al hadden.
Over de handigste methoden die men in de practijk moet volgen om
snel tot een redelijk resultaat bij het relaxeren te komen, bestaat een
ultvoerige,literatuur. We gaan er hier echter niet verder op in. -
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HOOFDSTUK IIT __ STATISTIEK

8,1 Inleidende opmerkingen.

De mathematische statistiek houdt zich bezig met het systematisch.
behandelen van regelmatigheden, die optreden bij gebeurtenissen Waar-l
van de uitslag onzeker is. Enige voorbeelden dienen ter toelichting ‘
hiervan. :

Wanneer men een fysische grootheld gaat meten, dan zal de uitkomst .
beinviced worden door allerlei fouten van apparatuur en waarnemer.

Dit uit zich in het feit, dat als men de waarneming herhaalt, men de
tweede maal in het algemeen een uitkomst vindt, die verschilt van die
van de eerste waarneming. De fouten, die men maakt zijn in twee klasseng
- te verdelen: systematische en toevallige fouten. Voorbeelden van syste- .
. matische fouten zijn het wegen met een balans waarvan de armen ongeligk.
zijn of met niet goed geijkte gewichten. Deze fouten zijn niet te ;
elimineren door de waarneming te herhalen. Toevallige afwijkingen daar-
entegen kan men hopen te matigen door het experiment een groot aantal
malen te herhalen. De vraag 1s nu welke conclusies kunnen worden getrokken
uit de nitkomsten van deze waarnemingen met betrekking tot de '"ware"
waarde van de te meten grootheid en met welke onzekerheid de gevonden
uitkomst nog is behept.

Wanneer men met een muntstuk één maal kruis of munt werpt, is het
onmogelijk te voorspellen wat er komt. Als we het een groot aantal malen
doen, verwachten we, dat er ongeveer in de helft van de gevallen kruis
komt. Men drukt dit wel uit door te zeggen dat de kans op kruis ¥ is.
Men kan vragen, wat "ongeveer" de helft nu eigerlijk isj in het bijzonder
bij welke afwijking men moet vermoeden, dat er iets met de munt aan de
hand is.

Wanneer men één man van 40 jaar beschouwt, is het niet te voorspellen
of hij over een Jjaar nog in leven zal zijn. Neemt men echter een gzroot
aantal mannen van 40 jaar (b.v, van de gehele Nederlandse bevolking),
dan is binnen zeer nauwe grenzen te voorspellen, welk gedeelte wvan hen
over een Jaar in leven zal zijn., Op dergelijke overwegingen berust het
verzekeringswezen. -

Wanneer een product vervaardlgd wordt, zal dit aan zekere kwallteita-
eisen moeten voldoen. Exemplaren die buiten bepaalde normen vallen,
moeten worden afgekeurd. Men zou natuurlijk alle exemplaren Kunnen
controleren en zo de zekerheid verkrijgen dat ze aan de normen voldoen,
als tenminste bij de controle geen fouten worden gemaakt. Bij massa-
~productie kan dit te kostbaar zijn; bovendien zijn er gevallen, waarin
bi]j beproeving het product wordt vernietigd. Als men toestaat, dat een
klein percentage van het geleverde product buiten de normen valt, kan
men de controle beperken tot een steekproef uit het totaal van de pro-
ducten. De vraag is dan welke conclusie men ult de uitkomst van de
steekproef Kan trekken over het totaal.

Het spreekt vanzelf, dat dit nooit een volstrekt zekere conclusie kan
zijn., Men moet het op de koop toe nemen, dat in sommige gevallen de
conclusie onjuist is. Men tracht het echter zo in te richten, dat dit-
slechts zelden het geval is.
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Het onderzoek van vragen van bovengenoemde aard is het object
van de mathematische statistielk. Het essentiele is,; dat er gebeurtenissen
biijken te bestaan, die elk voor zich onzeker z1jn, of zoals men ook~
wel zegt aan toeval onderhevig, maar in grote aantallen bepaalde regélfu
matigheden vertonen. Alleen op verschijnselen, die deze kenmerken Ve~
tonen, kan mathematische “ytatistiek worden toegepast. In de praktijk
blijkt dit toepa551ngsgebied echter enorm groot te zijn. -

. 8.2 Waarschijniijkheid. Het geval van een alternatief,

- Het fundamentele begrip ter begchrijving van de statistische .
begrippen is het begrip waarschijnlijkheid of kans. De eenvoudigste
voorbeelden hiervan zijn ontleend aan de kansspelen, die trouwens ook
historisch de aanleldlng tot de ontwikkeling van de kansrekening zijn~
geweest. -

We komen terug op het in §.1 vermelde kruis of runt werpen.

Bij één worp zeggen we dat de kans op kruils 4+ is. De betekenis hiervan
is geen andere, dan dat bij een groot aantal worpen het quotient van
het aantal malen dat kruis gevallen is en het totale aantal worpen (het
frequentie-quotient van "kruis") dicht bij ¥ ligt. Dit is ulteraard een
weinlg preciesé begripsbepaling.

.De hierdoor ontstane moeilijkheid ondervangen we door toepassing van
de axiomatische methode. We bespreken een begrip kans, dat aan zekere
gebeurtenissen wordt toegekend en dat aan zekere axioma's voldoet., Het
zal blijken, dat inderdaad gevonden wordt, dat bij grote aantallen het
frequentie-quotient dicht bij de kans komt te liggen. De bruikbaarheid
van de gekozen opbouw wordt bepaald door de toepassingsmogelijkheid in
de practijk, waar de mathematische statistiek wordt gebruikt.

Alvorens deze axiomatische opbouw algemeen te geven, behandelen we
eerst een eenvoudig geval, nl. dat van een alternatief, dat is een ex-
“periment dat slechts twee mogelijke uitkomsten heeft. Deze uitkomsten
kan men elk een naom geven, bv. '"goed" en '"fout", of "kruis" en "munt',
of 1 er 0. Aan elk van beide uvitkomsten wordt een getal toegekend, dat
de waarschijnlijkheid van deze uitlktomst heet en dat een reeel getal 20
is. Verder zijn de whn. (we korten waarschijnlijkheid af met wh, en
waarschijnlijkheder met whn.) van de beide uitkomsten samen gelljk san 1.
Noem de wh. van goed p; dan is de wh. van fout 1-p, ook wel mei q aan-
geduid. We gaan nu het experiment een aantal malen herhalen. Een ulitkomst
is nu een rijtje goed‘s en fout's achter elkaar. Nemen we ecrst tweo
experinenten, dan zijn er vier mogelijke uitkomsten: (groed,goed), {(goed,
fout), (fout,goed), (fout,fout). Elk van deze uitkomsten kunnen we nu
weer een wh., geven. We kunnen dit echter niet mecer willekeurig doen,
omdat we overeenstemming moeten hebben met de whr, bij het éénmaal uit-
gevoerde experiment. Laten we de hierboven genoemde vier mogelijkheden
de whn. resp. x, ¥, 4, v geven., We kenneun nu ock aan combinaties van
deze mogelijkheden whn. tce en wel de scm van de whn. van de mogelijk-
heden afzonderlijk (somregel).

Voorbesld: de wh. van (gned,goed) of (fout,fout) is x + v. Dit is een
nieuw postulaaty het ..z echter kennelijk een plau51bele veronderstelling
Mu is % + y de wh. op goed,goed) of (gced,fout), d.w.z., de wh. dat het
eerste experiment goed oplevert en het tweede onverschillig is..
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Daarom stellen we X + ¥ 2 p. Analoog met het tweede experiment -
X + u = p. Analoog met fout: u.+ v = 1-p, ¥y + v = 1-p, Door deze o
betrekkingen zijn x, ¥, u, v nog niet bepaald We kunnen bv. x wille-
keurig kiezen en vinden dan y
Yy=p=X,u=p=-x,v="1=2p + X. .

Gewaarborgd is nu al, dat x + ¥y + u ¢+ v = 1; we elesen echter nog dat
Xy ¥, uy v alle vier 2> 0 'zijn. Dit- geeft voor x de restricties -
0OLxLpy 2p = 1 < x. -

We zien dus, dat door de tot nu toe opgelegde voorwaardeén ¢ée whn.
voor de vier gevallen nog niet zijn vastgelegd. We interpreteren dit
als volgt. Tussen de twee experimenten kan een zekere athankeliikheid
bestaan, in die zin dat de uitslag van het eerste experiment van in-
vloed is op de kansen bij het tweede experiment. We kunnen dit cok als
volgt uitdrukken. Als we.al weten, dat het.eerste experiment "goed™"
heeft opgeleverd, blijven er maar twee van de vier oorspronkelijke
mogelijkheden over met whn. resp. x en p-x. De som van deze twee is
echter niet = 1, maar = p, hetgeen de wh. van "goed" bij het eerste
experiment is. Delen we nu echter door p dan is de som wel = 1; deze
uitkomsten worden voorwaardelijke waarschijnlijkheden genoemd. Zo is
x/p de voorwaardelijke wh. van "zoed'" bij het tweede experiment onder
de voorwaarde dat het eerste experiment ook 'goed" heeft opgeleverd.
De experimenten heten nu onafhankelijk als de voorwaardelijke whn. gelijk
z2ijn aan de overeenkomstige whn. zonder voorwaarde. Dus in het zosven
genoemde voorbeeld, als x/p gelijk is aan de wh. van "goed" bij het
tweede experiment, dat is p.

Uit de definitie van onafhankelijkheid volgt nu direct, dat bi}
onafhankelijke experimenten de wh, van een uitkomst het product is van
de whn. van de bijbehorende uitkomsten van de afzonderlijke experimenten.
VYoorbeeld:

In het algemene geval (eventueel afhankelijk) geldt dat de wh. van
(goed,fout) gelijk is aan de wh. van goed bi] experiment 1 maal de
voorwaardelijke wh. van fout bij experiment 2 onder de voorwaarde dat
experiment 1 goed heeft opgeleverd. Bij onafhankelijke experimenten
wordt dit dus eenvoudig: wh. van goed bij experiment 1 maal wh. van
fout bij experiment 2, d. i. p(1-p).

Zo vinden we dus x = p2, y = u = p(1-p), v = (1-p)'. .
Deze productregel is geen nieuw postulaat, maar een consequentie van
de definitie van onafhankelijkheid.

In plaats van twee maal kunnen we het experiment nu ook n maal
uitvoeren. We nemen nu direct aan, dat deze experimenten onafhankelijk
zijn (de begrippen voorwaardelijke wh, en onafhankelijkheid worden op.
analoge wijze gedefinieerd als hierboven voor m = 2 is geschied). Ook
nu weer geldt een productregel. De wh, van een bepaalde opeenvolging
van "goed" en "fout" hangt alleen af van het aantal malen dat er "goed"

in voorkomt. Als dat aantal = k is, is deze wh. p (1 Py K pit is
echter niet de wh. dat het aantal goede uitslagen k is, want deze k
goede uits.agen kunnen op verschillende manieren in de rij der n uit-
slagen zitten. Bv. n = 3, k = 2: (goed, goed, fout), (goed, fout, goed),
(fout, goed, goed).

Volgens de somregel moeten we de whn. van elk van deze gevallen

optellen. Elk geval heeft echter dezelfde wh. pk(1-p)n-k. Dit getal
moeten we dus vermenigvuldigen met het aantal manieren waarop k maal
het woord goed op een rij van n open plaatsen kan worden neergezet.
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Dit aantal is juist de binomiaalcoéfficient (;). Om dit in te zien,

beschouwen we (1+x)%, dat we geéchrevén denken als een product van a
n maal 1+x. Gaan we dit product uitwerken dan krijgen we telkens een
term door in elk van de factoren hetzij de 1, hetzij de x te kiezen.”*

Hebben we k maal de x gekozen dan krijgénhwe een term x*; het aantal:
manieren waarop dat kan geschieden is hetzelfde als hierboven bij de

keuze van k maal het woord goed. De coefficient van xk is echter ( );::

We hebben dus gevonden, dat bij een rij van n onafhankelijke ex-

perimenten met een alternatief met wh. p op "goed", de kans Pk’ dat

k maal goed voorkomt in de rij, gelijk is aan
= (}n:) pk (1-p)nfk.

We gaan nu na hoe het verloop van Pk is bij vaste n. De gevallen

dat p = 0 of p = 1 sluiten we in het vervolg uit; voor p = 0 is

P, = 0 voor k >0 en voor p = 1 is P_= 0 voor k < n. Er geldt

' fk' - ol pk('!--p)“"'k (k=-1)! (n-k+1)1 _ (n-k+1)p
P - k=1 (1_P)n~k+1 —. k(1-p) °

k=1 k! {n<k)! n! p

Hieruit volgt direct dat Pk > Pk‘1.dan en slechts dan als k < np + p,

en Pk = Pk-1 dan en slechts dan als k = np + p. Hieruit volgt, dat de

maximale Pk bereikt wordt voor die k, die tussen np + p =1 en up + p

inligt (dit interval bevat ook het getal np)j aan beide kanten van dit

maximum is Pk monotoon. Een ultzondering op dit gedrag ontstaat als

np + p geheel is: dan zijn er twee even grote maxima bij k = np + p - 1

en k = np + p met aan weerszijden daarvan weer een monotoon gedrag van
P . ) ‘ )
k . .

We zien dus, dat de grootste wh. bij een k behoort die dicht bij

np ligt. Dit is in overeenstemming met de frequentie-interpretatie;

we verwachten dat k/n dicht bij p ligt, speciaal voor grote n. We weten

echter nog niet hoe groot de kans is om met k/n dicht biJ p te komen.

We beschouwen daarom voor een ¢ > O de wh. P(g) dat I- -pl2
Deze is klaarblijkelijic op grond van de somregel

P(g) = E:Z(E)'pk (1-p)n'k, waarbij de som uitgestrekt wordt over die
waarden van k, waarvoor l k. rl 2>¢ , of hetgeen op hetzelfde neerkomt

(k-pn)® > n?c?. Hieruit volgt

Ple) < 57 (kepn)? (D) p° (1-p)2"

n’c2
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met sommatis ﬁitgestfekt over dezelfde k. Omdat alle termen positief
zijn, geldt dezelfde ongelijkheid a fortiori, als de som uitgestrekt
wordt over alle k van O tot n: , .

Ple) g ‘Z;(k-pn)?' (;) pk (1-p)n'k.
‘ = _ /

n2 82

'Het rechterlid van deze ongelijlkheid gaan we nu uitrekenen.
Daartoe bedenken we eerst, dat ‘

n e ‘
Z(n)p (1-p)™™F = (p+ C-p)}® =1,
k=0 . | : '
- n knl __ _n(a-i)t -1y o
Verder is k() = g7=0 )T = CINCER) =P k- 1) » dus

k=0

< my koo ynek _ -1
Zk‘k’? (1-p)™ %(;1 Pt (19"

n=

- n% (nl-:'?) pk+1 (1 p)n-‘l k - BP{P + (1_p)}n-1 = np.

, n, k(k-1)n! (-_14- ~2)1 - -2
Tenslotte is k(k=-1) (;) = kg (nzﬁ)! = ?kfé)z(?n-;)! = n(n=1) (n

dué

ST k1) () (1-p%F = na-1) Z(“‘a) P (1-p)" * .
k=0

' n-2 . o
= n(n-1) 5 (n;E) p*2 (1-p)® 2% . n(n-1) p?.
k=0 ' : _

Nu ié (k-pn)® = k(ke1) + (1-2np)rk ; n? p? , dus

kZ (x=pn)? ( ) p° (1-p)2E - n(n=1) p? + (1-2np)np o2 p* = np(1-p).
Hiermee vinden we het resultaai

(1) p(e) g RU=R)

2
ne

Hieruit volgt dat voor een vaste ¢ > O het rechterlid, en dus ook het
linkerlid van de ongelijkheid naar nul gaat voor n - «. Dus:
Voor iedere ¢ > 0 is de kans, dat E meer dan ¢ van p afwijkt,

willekeurig klein te krijgen door n voldoende groot te maken (wet van
de grote getallen).
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Deze uitspraak realiseert datgene, wat we verwachtten. We hebben
in de inleiding gezegd, dat we verwachten ‘dat bij grote n het frequentié-
quotient k/n ongeveer gelijk aan p zal zijn. Deze vage uitspraak wordt
nu bevestigd en gepreciseerd. Weliswaar ts een grote afwijking van p. '+
altijd mogeliak, maar bij grote n zeer onwaarschijnlijk, want de k&
dat k/n meer dan € van p afwijkt kunnen we door n te vergroten zo k
krijgen als we zelf willen. Bovendien levert formule (1) ons explicie
een gremns VvVOOr n, waarbia dat het geval is.

§.3 Waarschijnlijkheid in een eindig veld.

In de vorige paragraaf hebben we enkele begrippen en regels inge~
voerd met behulp van een alternatief, dat we een aantal malen herhalen.
De voornaamste zijn: waarschijnlijkheid, somregel, afhankelijkheid,
productregel. We kunnen nu algemener de zaak als volgt stellen.

We gaan uit van een aantal mogelijke "uitkomsten" 8, 900098 Van

door toeval beheerste experimenten of gebeurtenissen. In het geval van
‘het alternatief waren dat rijtjes met ''goed" en "fout'., Aan elk van
deze a, wordt een getal P(ai) > O toegekend, dat Wh. van a, genoemd

wordt. Hierbij wordt nog de eis gesteld, dat

> P(ai) =

i=1

B

Behalve aan de afionderlijke a; wordt ook aan iedere collectie V

van objecten a, (bv. die bestaande uit‘a1, a,, a,) een getal P(V) toe-

gekend, dat de som is van de P(ai)'voor die a,, die in V voorkomen (in

het voorbeeld dus‘P(a1) + Pla,) + P(as), genoemd de wh. dat a, of a,
~of a optreedt), In formule uitgedrukt:

o) - S sy,

a, in V

Dit is de somregel. Bij. gebruik van dit formalisme in de praktijk
moeten we erop letten, dat de uitkomsten die we als B veeesdy kiezen

elkaar twee aan twee uitsluiten (d.w.z. nooit bij uitvoering van het
experiment gelijktijdig kunnen optreden). Om redenen van practischs
bruikbaarhaid is het verder gewenst de Bypesesdy z0 te kiezen, dat het

niet nodig is één of meer der a; nog verder te splitsen in een aantal
mogeliakheden.

De verzamelingen V, die we hierboven genoemd hebben, 2zijn ook
mogelijke uitkomsten van een experiment, alleen niet zulke, die we
als "elenmentaire' uitkomsten hebben gekozen. Men denke als voorbeeld
aan het in de vorige paragraaf behandelde geval van tweemaal achter
elkaar een alternatief. Dit heeft vier elementaire uitkomsten.
De uitspraak: "het eerste experiment levert goed op" correspondeert ook
met een uitkomst, die bepaald wordt door een verzameling V bestaande
uit de twee elementen (goed, fout) en (goedg goed).
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Dit ieidt tot'éen uitbreiding van de somregel. Hiervoor noemen we eeLny:
enkele bégrippen over verzamelingen. Laat V en W twee verzamelingen -
bestaande ult objecten 8y zijn. Als we geinteresseerd zijn in het feit,-

dat de uwitkomst in &&n van beide komt zonder dat het ons kan schelen ,
in welke, dan moeten we blijkbaar die verzameling VoW beschouweq._die‘,
alle objecten a bevat die in minstens één van beide zitten. nezel '

verzameling heet ‘de vereniging van V en W en bestaat dus uit die el :
menten, die in V of in W liggen (inclusief degene die in allebei: ligger
Op analoge wijze kunnén we geinteresseerd 2zijn in uitkomsten, die ‘j .
zowel tot V als tot W behoren. Deze corresponderen met de verzameling -
Vn W, die alle objecten a, bevat die zowel in V als in W zitten, en:

die de doorsmede van V en W genoemd wordt.

De begrippen vereniging en doorsnede kunnen natuurlijk‘op dezelfde .
wijze voor andere verzamelingen worden geformuleerd. :

Als nu V en W uitkomsten zijn, die elkaar uitsluiten, d.w.z. geen
enkele ai gemeen hebben of, zoals men zegl, een lege doorsnede hebben,
- dan geldt : _

P(V v W) = P(V) + P(W) . (somregel).

Deze uitgebreide somregel volgt echter direct uit de hlerboven
behandelde somregel, immers:

P(V) + P(W) = :E ag + :E _ay,

a; in V ‘ ay in W

maar omdat V en W niets gemeen hebben, wordt in het rechterlid de wh.

van iedere ay die in V v W voorkomt precies eenmaal geteld, zodat we

precies P(V v W) vinden.

Het hegrip afhankelijkheid is gegrondvest op het begrip voorwaar~
delijke wh., dat we nu in de algemene situatie bespreken. Hierbij is
dus sprake van een voorwaarde, dat is zelf een uitkomst W. We nemen
nu aan dat bekend is dat W vervuld is, d.w.z. we beperken ons tot die
a, die in W liggen. Nu gaan we onder deze voorwaarde de uitkomst V
bekijken. De mogelijkheden ay die in V maar buiten W liggen zijn nu

echter a priori uitgesloten, zodat we ons tot V n W beperken. In ons
reeds gebruikte voorbeeld zou W kunnen zijn de voorwaarde, dat het
eerste experiment goed oplevert, dus W bestaat uit (goed, goed) emn
(goed, fout). Neem nu voor V de uitkomst: het tweede experiment levert
fout op, d,w.z. V bestaat uit (goed, fout) en (fout, fout). Door de
voorwaarde W die we gesteld hebben valt de tweede mogelijkheid weg en
blijft slechts V A W, dat is (goed, fout) over. Om nu echter te zorgen,
dat de whn., die z0 verkregen worden, samen = 1 zijn moeten we nog door
. P(W) delen (alles is als het ware op W geprojecteerd). We duiden de
voorwaardelijke waarschijnlijkheid op V onder de voorwaarde W aan met
P(V|W). Dan geldt:

P(V|wW) = P(‘l‘;’v: W)
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Deze voorwaardelijke wh,' is alleen dan zinvol te definiéren, als
We noemen nu V onafhankelijk van W, als P(VIW) P(V). Deze voor=
waarde is gelijkwaardig met - :

P(Va W) = B(V) . B(W), - i

‘hetgeen de productregel voor onafhankeligke uitkomsten is: T
Als V en W onafhankelijke uitkomsten zijn is de wh. dat de uitslag
tot V en tot W behoort het product van de whn. van V en W afzoaderlgk.‘
In het hierboven gegeven voorbeeld is bij ouafhankelijkheid de wh.,

van (goed, fout) juist p(1-p).

Hiermee is in wezen de volledige fundering van de waarschijnlijk- -
heidsrekening gegeven op één belangrijk punt na. We hebben nl. de ver~

" ‘onderstelling gemaaskt dat het totale aantal a priori gegeven mogelijk-

heden eindig is. Met deze veronderstelling komen we echter in de
praktijk niet uit.

§.4. Stochagtische veranderlijken.

In vele gevallen is een van het toeval afhankelijke uitkomst een
reeel getal. Men denke slechts aan metingen van fysische grootheden,
waarvan we de invloed van meetfouten willen beschouwen, of ook aan
gevallen waarbij de te meten grootheid zelf aan fluctuaties onderhevig
is, zoals de lengte van gekeurden bij een medische kéuring, het kool-
stofgehalte van het door een staalfabriek geproduceerde staal, de jaar-
lijkse opbrengst van een korenveld.

In deze gevallen is de uitkomst een continu variabel reeel getal,
-dat in de praktijk misschien wel aan zekere grenzen gebonden is (bv.
altijd positief), maar toch in ieder geval oneindig veel waarden kan
aannemen., Een dergelijke van toeval afhankelljke variabele heet een
stochastische veranderlijke (engels: random variable , frans: variable
aléatoire, duits: zufallige Veranderliche).

Hiervoor moeten we een begrip verzinnen, dat een analoge ro’

als het begrip wh. bij een variabele in een eindig veld. Het beer

wh., in de vorm 2ls tot nu toe beschouwd is niet bruikbaar, want a:
elementaire uitkomsten zouden alle reele getallen moeten worden gekoz:n;
om dan echter de wh. te krijgen dat de uitkomst tussen 1 en 2 ligt,
zouden volgens de somregel de P(x) voor alle continu veel reele getallen
x tussen 1 en 2 moeten worden gesommeerd. Hieraan kan geen redelijke

zin worden toegekend.

Evenals wij de wh. vroeger als een idealisatie hebben ingevoerd van
het frequentite-quotient bij een groot aantal herhalingen van het experi

. . ment, gaan we nu ook een groot aantal malen de grootte van een stochas-

tische veranderlijke bepalen. -Het resultaat is een collectie reel-
getallen, waarin we graag enige regelmaat zouden willen ontdekken.
We verdelen met behulp van een aantal deelpunten a1,....an de reele

getallen in een aantal vakken: de getallen £ a,, de getallen tussen

a, en a 4500y de getallen tussen a ne1

We tellen nu het aantal uitkomsten in elk van de vakken. Dit geeft al
een aardig voorbeeld hoe de uitkomsten verdeeld zijn, vooral als men
de grootte van de vakken handig kiest. Maakt men de vakken te klein,
dan worden de aantallen in elk vak te klein en worden de invloeden van
toevallige fluctuaties te groot en het totale beeld te vlak. Worden de

en a_, de getallen > a_.
n n
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vakken te groot gemasakt, dan gaat informatie verloren, doordat te

veel op een hoop gegooid wordt en het beeld te grof is.

Grafisch is een en ander het best te veraanschouwelijken in een
- histogram. Dit wordt verkregen door op de x~as de verdeling'in vakkén- 5
uit te zetten en in het platte vlak op elk vak een rechthoek te zetten
met een oppervlakte evenredig met het aantal uitkomsten in het betrt '
fende vak. Welke evenredlgheldsfactor gekozen wordt is natuur!;jk*
onbelangrd jk als er slechts &én hlstogram gémaakt wordt. Als echter:
verschillende histogrammen van. dezelfde variabele moeten worden verge
leken, is dit wel van betekenis. De factor = 1 nemen, zou niet handig
" zijn, want bij vergroting van het totalé aantal metingen zouden de .-
'hoogten steeds groter worden, omdat de aantallen steeds groeien. Klezen'

“we. de factor echter — (N is aantal waarnemlngen), dan komt het erop

neer dat het oppervlak gelijk gekozen wordt aan het frequentie-quotlent .
van de uitkomsten, die in het betreffende vak terecht komen. Het ig =
redelijk te :verwachten, dat dit getal een zekere stabiliteit zal ver- -
tonen bij grote Nj we zouden het als een benadering kunnen opvatten’
.voor de kans dat de uitkomst in het betreffende vak komt. .

" Men zou nog kunnen vragen waarom de oppervlakte en niet de hoogte
van de rechthoek gelijk gemaakt wordt aan het frequentie-quotlent Dit
is om .een zekere stabiliteit te verkrijgen bij een verandering van ‘de
verdeling in vakken. Wanneer we een vak beschouwen en we gaan dit door
een nieuw deelpunt in het midden van het vak in twee nieuwe- vakken ver-
delen, dan zal waarschijnlijk in elk van de twee .vakken ongeveer de
helft komen van de uitkomsten van het oorspronkelijkée vak. Zou men nu
~de hoogte als maat hebben. ‘genomen, dan zouden de nieuwe rechthoeken
maar ongeveer de halve hoogte hebben van de oude en het totale beeld
geheel veranderen. Werkt men echter met de  oppervlakte, dan volgt uit
het feit dat de bases van de nieuwe rechthoeken de helft zijn van de
basis van de oude rechthoek, dat de hoogten Ongeveer gelijk blijven en
het totale beeld dus weinig verandert.

Het blijkt nu inderdaad, dat als men histogrammen maakt van een
stochastische veranderlijke, deze bij grote N een sterke mate van: stabi-
liteit blijken te bezitten, die vergelijkbaar is met de stabiliteit: van.
het frequentie-quotiént bij de herhaling van een alternatief. De boven~ .
kant van het histogram is een gebroken lijn, die als we bij vergroting
van N tevens de verdeling in vakken verfljnen, blijkt te naderen tot
een vloeiende kromme. '

De hierboven geschetste regelmatigheden staan echter niet geheel
los van de regelmatigheden, die we vroeger bij een eindig veld hebben
opgemerkt Bij de beschrijving van de histogrammen is al met frequentie-
quotlenten gewerkt en het ligt voor de hand ook nu weer het begrip wh.
als idealisatie hiervan in te voeren. Bij een vak tussen twee deelpunten
. & en b zouden we dan kunnen spreken van de wh, dat de uitkomst in dit |
vak komt, Het verschil met vroeger is dus, dat nu niet aan de elementaire
uitkomsten (dei. hier één bepaalde waarde van de veranderlijke) een wh, -~
wordt toegekend, maar wel aan ieder vak (a,b). Hierbij moeten we natuur-
lijk wel in het oog houden dat een equivalent van de somregel ook hier
van kracht moet zijn. We schrijven P(a < x £ b) voor de wh. dat de
uitkomst x voldoet aan a < x { b. We kunnen dit nu direct beschrijven
met behulp van de eenvoudiger getallen P(x £ b), de kans dat x<Lb is.
Als we de geldigheld van de somregel willen zannemen dan moet
P{ix L a) + Pla <xgb) = P(x {b) zijn. Noemen we nu P(x < &) = F(¥), .
dan is dus : )

P(a < x £ b) = F(b) - Fla).
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Daar dit > 0 moet zijﬁ als a £ b, moet F een monotoon niet-dalende

functie zijn. Omdat de wh. dat x een of andere willekeurige waarde

aanneemt gelijk één is geldt %im "F(£) = 1. Om een analoge reden is -
; . e S .

%im F(£) = 0. De functie F heet de verdelingsfunctie van de stochas~ "

tlsche veranderlijke x., Hoewel in het- algemeen een dergelijke
verdelingsfunctie uitsluitend de eigenschappen: .
' lim F(Z) = 1, lim FE) = 0, uit £ & 0 volgt F(E) F(n)

E-co ;-»-uu

behoeft te bezitten, zullen we ons gewoonlijk beperken tot het geval
~dat F(Z) differentieerbaar is met continue afgeleide f(%), die
frequentiefunctie van de stochastische veranderlijke x genoemd wordt.
Voor deze geldt dan uiteraard

: b
Pla<xgb) = f £(g) dF .

a

. bl .
Deze frequentiefunctie voldoet aan f(Z) >0 en ‘I‘~f(§) ag = 1.

Deze frequentiefunctie sluit nu mooi aan bij het beeld wvan het
histogram. De interpretatie van een integraal als een oppervlak levert
ons dus P(a < x £ b) als de oppervliakte tussen x~as, de grafiek van
f(E£) en de lijnen x = a en x = b, De histogramrechthoeken zijn dus op
te vatten als benadering van dit oppervlak en dus als benaderingen van
de integraal in de zin zoals integralen ook gedefinieerd zijn. De kromme
die door de bovenkant van het histogram wordt benaderd is dus de grafiek
van de frequentiefunctie van de stochastische veranderlijke. :
De frequentiefunctie is op te vatten als een soort waarschijnlijk-
heidedichtheid, die na integratie over een interval de wh. van een
vitkomst in dat interval levert.

Met behulp van de uit een stochastische veranderlijke verkregen
inzichten, zouden we nu algemeen het begrip wh. voor een willekeurig
eindig of oneindig veld kunnen definieren. We zullen dit algemene geval
niet behandelen, omdat dit alleen al hierom geen zin heeft, omdat ons .
de mathematische hulpmiddelen om dit algemeenste geval met succes te
kunnen aanpakken, hier niet ter beschikking staan. Toch zullen we tot
een iets algemenere begripsvorming moeten overgaan dan het geval van
één stochastische veranderlijke; deze. sluit echter op natuurlijke wijze
bij het voorafgaande aan.

In de eerste plaats is het vaak nodig verschillende stochastische
veranderlijken tegelijk te beschouwen. Zo zal men behalve het koolstof-
gehalte ook nog de hardheid en enkele andere gegevens meten van het
geproduceerde staal in een staalfabriek. Deze gegevens die aan een zelfde
monster worden gemeten, vormen telkens een steleel blj elkaar behorende
getallen, waartussen allicht wel een zekere afhankelijkheid zal bestszan.
Daarnaast is het ook gewenst voor de juiste bestudering van de uit-
komsten van een serie herhalingen van de bepaling van een zelfde stochas-

‘fische veranderlijke, de serie uitkomsten als &&n geheel te beschouwen.
Dit laatste is analoog met hetgeen we bij een alternatief gedaan hebben.

Een rij (x1,...,xn) van reele getallen hebben we een vector X in
Rn genoemd., We spreken nu ook van een stochastische vectorveranderlijke.

\
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Een uitkomst hiervan is een vector, dat is een rij van n reele
getallen, We nemen aan dat bij een dergelijke stochastische vector-
veranderlijke een zekere frequentiefunctie behoort (dit is evenals

in het geval van een getallenveranderlijke een beperking wvan de algew -
meenheid), die nu een functie f(t veeesl ) van n veranderlijken is,

Deze is overal > 0 en bovendien is de integraal over de hele R van WZ
f(:1....,§n) gelljk aan 1 '

o0

j vas j .f(.g_1,....:n) d§1... dgn =

-0

Dit laatste hangt samen met de waarsch13nlijkheidsinterpretatle van f.
Als G een gebled in R is, dan deflnleren we de wh, dat de uitkomst

(xq,...,xn) in G ligt door
P((x“".;o'xn) in G) = f f(z1'|cai.§n) dzinco-‘dzno
G' .

We krijgen ook nu weer een somregel;‘die direct uit de integraal-
definitie van de wh. volgt: als G, en G2 gebieden in Rn zijn met een

lege doorsnede dan geldt

P((x."ooo’x:n) in G1VG2) = P((x1,.--,I‘n)_ in G1) +_P((x1'..-?xn)in Gz)-

In woorden: als twee uitkomsten elkaar uitsluiten, dan is de wh., dat
de ene of de andere gevonden wordt gelijk aan de som van de uitkomsten
afzonderlijk.

De juistheid volgt direct uit het feit, dat een integraal over

G1ny2 de som ig van de integralen over G1 en over Gz‘

Een stochastische vectorveranderlijke x = (x1,...,x ) kunnen we

s

opvatten als een combinatie van elk harer componenten XygesdsX af-

‘zonderlijk. Er is nu natuurlijk een verband tussen de frequentiefunctie
f(E1,...,§n) van x en de frequentiefuncties f1(§1),....fn(ﬁn) van
XygeoasX,e Beschouwen we bv,_P(x1-$ 51), dan is dit dus de kans dat

x1.$ §1 en dat X, 00000 X, willekeurig zijn; dus

. 51 . C

P(x, < £,) = J‘ at, J‘,... \f £(t,000nst ) db, ou0 dt .

Differentieert men dit naar E dan vindt men

i
o

£, (2,) = ‘£ fﬁ f(51- greees B ) at, ... dt .

Deze z.g. marginale frequentiefunctiesn behorende bij (x .....x )

krijgt men dus door over de veranderlijken, die buiten beschouwmng
gelaten worden, van -« tot +w te integreren. In plaats van slechts
één veranderlijke variabel te laten, kan men dit ook met meer doen en
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zo uit de vectorveranderlijke een nieuwe vectorveranderlijke van

lagere dimensie verkrijgen. Houdt men bv, XypeeeyX, OVEr VAN X qeoesX

dan is de frequentiefunctie daarvan in ;1,...,§ gelijk aan

oo o0

J‘ 5 f(;,...,gm, tpgqreserty) dtm+1 e 4t .

-ee -

Geheel analoog met vroeger deflnieren we nu het begrip voorwaardelijke
wh. We doen het eerst voor een speciaal geval. Laat x = (x ' X, ) een

vectorveranderlijke in'R zijn. Stel dat G1 een verzameling reele ge-
tallen is, die we opvatten als een uitkomst voor x,. Stel nu, datiwe~

al weten, dat x, in G, ligt. Beschouwen we nu de uitkomst G voor X

1 2t
dan hoeéven we voor (x s X, ) alleen die gevallen te beschouwen, waarvoor

x, in G, ligt. Zo komen we dus tot P(x in @, x, in @, ), die gevormd

wordt met de verzameling van die vectoren x = (x1, 32), waarvoor x, in

G, en x, in G, ligt. De voorwaardelijke wh. dat x, in G ligt onder

1 2
voorwaarde dat x, in G ligt kriagen we door dit door P(x ‘in G ) te

delen: .
! P(x, in G, x, in G )

of met integralen geschreven

dt, f £(t, , 1:2)dt2

G1 : Gz

at, J\f(t,l, t,)at,
e, '-% |

De stochastische verandérlijke X, heet nu onafhankelijk van de

2

stochastische veranderlijke x, als voor alle G, en G2 geldt

P(x, in G, | x, in G,)

of met integralen:

Jdt1 f f(t1.tz-)dtz ”E[ dt, f f(t‘| 'tz)dt1'

2

Joat, J e, .60t
G 1 Gz 1 2 2

Neemt men nu voor G1 hef interval van =« tot Q‘ en diffgrentieert men

naar 51, dan gaat dit over in:

[ 1z .t e, = f-wf(§1.t2)dtz . fdtz ff(t1,t2)dt1
-0 G2 -

GZ
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Neemt W&t voor G2 het interval van - tot £, en differentieert men

naar 52. dan komt er:

f(§1,52) = ~£ f(§1,t2)d§2 ..L£ £(t, ,E,)dt, .

‘Noemt men de margihaié frequentiefunctiesvan x, en x, res?. f, en f;_

dan krijgen we dat -
f(E’?’EZ) = f,' (:1) f2 (Ez)!

hetgeen de productregel is voor de frequentiefunctie van twee onaf-
hankelijke stochastische veranderlijken. Deze is hier afgeleid in de:
veronderstelling dat de afzonderlijke veranderlijken getallenverander-
1ijken zijn. De begrippen voorwaardelijke wh. en onafhankelijkheid zijn
echter op analoge wijze ook voor vectorveranderlijken te definieren en
ook dan geldt de productregel voor frequentiefuncties. : _

In de praktijk is het vaak nodig functies van stochastische ver-
_anderlijken te beschouwen. Als x de gemeten grootheid is, zal bv. x?
of sin x de grootheid zijn, die we werkelijk nodig hebben. Ook deze
grootheden zijn van het toeval afhankelijk. Dit brengt ons ertoe om
vast te stellen, dat, als x een stochastische veranderlijke is en ¢ {¥)
een reele functie, 9(x) ook een stochastische veranderlijke is met.een
verdelingsfunctie. Het berekenen van de verdelingsfunctie van p(x), als
die van x bekend is, is vaak niet eenvoudig. We zullen de methode, die
gevolgd moet worden, aan een eenvoudig voorbeeld toelichten.

Laat x een stochastische veranderlijke zijn met verdelingsfunctie
F(E) en frequentiefunctie f(Z). Gevraagd de overeenkomstige functies
G(E) en g(E) voor de stochastische veranderlijke x*. Nu is

G(E) = P(x? < E), de kans dat x? £ & -is. Voor £ < 0 is x* £ ¥ natuurlijk
onmogelijk; dus de kans is dan nul. Voor £ > O krijgen we P(x® £ £) =
= (- VE g x < VE) = F(VE) - F(- V). Dus

G{E) = O voor £ < O

6(z) = FOE) - F(- V)  wvoor § » O

Door differentieren vinden we de frequentiefunctie:

0 | voor E < O Voor £ = O behoeft de-

g(g) =
. afgeleide van G(Z) niet
g(g) = £(VE) + £~ VE) voor £ > 0 te bestaan.

2vE

Ock functies vah meer veranderlijken kunnen worden beschouwd, dus
bv. w(x1,x2), waarin x, en x, stochastische veranderlijken zijn.

Men kan zich afvragen, welke functies zoal als verdelings- of
frequentiefuncties plegen op te treden. In beginsel kan dat van alles
zijn; de hierboven voor deze functies genoemde beperkingen zijn in :
principe de enige. Nu blijkt in de praktijk echter, dat frequentiefuncties
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vaak een analoog verloop hebben met één tameliak geprbnonceerde top.
In die gevallen, waar de afwijkingen van één bepaalde Waarde als fouten I
worden beschouwd (bv, bij metingen van fysische grootheden) is dit _
* verloop natuurlijk ook wel te verwachten: de top komt bij de "ware" .
waarde van. de grootheid en grote fouten :zijn onwaarschlanlizker dan:fg.
~‘kleine. In andere gevallen echter, waar de grootheéid zelf aan fluctuabies
onderhevig is, is de noodzaak van een dergelijk verloop veel minder v
duidelijk. ST
Men pleegt vaak gebruik te maken van de volgende frequentlefunctie‘

202 : |
e (m en o zijn constanten);

1

f(z)

cVEE

deze functie heeft een grafiek met één top bij £ = m. De factor van
de e-macht is zo gekozen om te bewerkstelligen dat

i &'mz
(-]
2 K .
Inderdaad in het eerste jaar is bewezen. dat tr dt =_Vh , dus
met de substitutie "E = m + toV2 vinden we dat '
2
o - BB -
! f e %0 gr =L fe‘tdt=1.
oVax = V=

Vroeger werd vaak aangenomen, dat iedere stochastische veranderlijke
deze frequentiefunctie heeft. We zullen spoedig zien, waarom deze
functie, die wel de normale frequentiefunctie wordt genoemd, een speciale
rol speelt in de statistiek. Br zijn inderdaad veel gevallen, waarin
het gerechtvaardigd is aan te nemen dat de verdeling normaal is (althans
bij benadering); het is echter niet verstandig, dit klakkeloos in alle
gevallen te doen, hetgeen men in de moderne statistiek ook niet meer doet.

"Het is goed te bedenken, dat in de praktijk de frequentiefunctie van
de stochastische veranderlijke die men wenst te onderzoeken, meestal
niet bekend is. Het is dan natuurlijk een aanzienlijke vereenvoudiging
als men kan aannemen, dat deze functie normaal is. In plaats van een
geheel onbekende functie, houdt men dan slechts twee onbekende con-.
stanten m en o over, Op de betekenis van deze constanten komen we nog
terug. '

We merken nog op, dat er iets.onbevredigends is gelegen in het feit,
dat we een aparte opzet hebben gemaakt voor het geval van een eindig
veld en het geval van continu veranderlijke grootheden.

Daar de behandeling in beide gevallen vrij veel overeenkomst vertoonde,
kan men zich afvragen of er geen opzet is, die beide gevallen verenigt.
Dit is inderdaad mogelijk; we kunnen daarop hier niet verder ingaan,
omdat het daarvoor benodigde mathematilche apparaat ons hier niet ter
beschikking staat.
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8,5 Gemiddelde en spreiding.

Zoals al opgemerkt, is de verdeling van een stochastische ver-
anderlijke meestal niet bekend. Om een geheel onbekende functie vast
te leggen, kost vaak veel moeite; we proberen daarom enkele getallens. ©
grootheden te vinden, die ons al enige informatie geven over de verdeling.

Voor de eerste van deze getallen denken we Weer aan het geval van, -
een frequentiefunctie met &&n top zoals bij de met fouten behepte waar-
nemingen. Ergens bij de top van de frequentiefunctie zit de "beste!
waarde. Hoe moeten we deze nu definieren? Hiertoe nemen we nogmaals een .
aanloopje door eerst weer eens te kijken naar een grote serie metingen
van de stochastische veranderlijke met waarnemingen X, yee. Xy Als we

geen reden hebben om de ene waarneming beter te- achten dan de. andere,
zullen we de beste waarde bepalen door het rekenkundige gemiddelde
X, + ses * X '
N .
functie denken we ons N zeer groot en de reele as weer door deelpunten
X + see +xN

N .
van de vakken waar de x, in liggen. De x, die in een vak a < x K b

te nemen. Om nu aahsluiting te krijgen aan de frequenfiér'

in stukken naar gelang

in vakjes‘Verdeeld. We splitsen

liggen zijn, als het vak klein is, allemaal ongeveer even groot (ongéveer

b Nﬁb

N

= b); de bijdrage is dus ongeveer , waarin N_, het aantal waar-

nemingen in het vak is. Nu is -%E het frequentie-quotignt van het

vakje, hetgeen ongeveer gelijk is aan £(b) . (b-a), als f(£) de
frequentiefunctie van de stochastische veranderlijke x is. Dit maakt
het plausibel om het emiddelde van een stochastische veranderlijke X
met frequentiefunctie f(%) als volgt te definieren

(1) E(x) = f Ef(r) dE.

Het gemiddelde is dus een vast getal, dat niet van het toeval afhangt.
Op analoge wijze kan men het gemiddelde van @(x) bepalen als ()
een recle functie is:

(2) E(e(x)) = [ o(2) £Q2) az.

-0

Omdat ¢(x) zelf een stochastische veranderlijke is, zou men het
gemiddelde daarvan ook kunnen bepalen, door de frequentiefunctie g(E)
van ¢{x) uit te rekenen en vervolgens daarop definitieformule (1) toe
te passen met als resultaat '

-y
(3) E(p(x)) = § Z&(g) az.

De resultaten van (2) en (3) zijn gelijk, hetgeen we hier niet
zullen bewijzen.




Nog algemener geldt voor ¢(x veees X ), als x 1eee g X stoohastische "

1
veranderli jken 313n met gecombineerde frequentiefunctie f(i ,...,ﬁ )

Bo(x,se0rx,)) = J oo J tp(i1,.-..,§n.).:f({1‘,....,ﬁn) dziaz;n

- : - o0

In het (belangrijke) speciale geval, dat de stochastische veranﬁerl%ﬁkeﬁ-
X,ve+.9X onafhankelijk zijn met frequentiefuncties f,(;);..,,fn(ﬁ)}
dan komt er ‘ ' '

L ) o

E(‘P(xv‘“’xn)) = f ... f Q(EQ,-.-,En-) t, (;1)...‘fh(an)dgc.;:._az_;ah.

- 00 . - 0

. Het is mogelijk, dat de integraal uit formule (1) niet bestaats *
in dat geval heeft de betreffende stochastische veranderlijke geen -

gemiddelde,
Voorbeeld: neem een stochastische veranderlijke met de frequentiefunctle
f(Z) -——1—3— . Deze voldoet een de elsen, want £(£) > 0 en’ ‘
n(1+%") 7
“r _4dr 1 ® ' . ‘
I ' z ==L arctanf_,3 = 1. Proberen we echter het gemiddelde
o0 ' -
te bepalen dan krijgen we Jﬂ 5 [ log (1+2%) 3 , hetgeen
: N 'n:(1+§ )

niet bestaat. Frequentiefuncties, die geen gemiddelde opleveren, zullen
we echter meestal buiten beschouwing laten.
Neemt men de normale frequentiefunctie, dan vindt men voor het

gemiddelde :
. - _&em)
T . 1 2
Ef(E)AE = m + J\ (£ ~m) e dE =
J oVan
- O - E3 '
&
‘%} o0 ~ ‘-;ti - ‘—‘t_z' &
; t 20° o 202
; g
i m + J\ e : dt = m + |~ ~— e ="
Y oVan ‘ 'E .

De constante m uit de formule voor de frequentiefunctie is dus juist
het gemiddelde.

We hebben vroeger de frequentiefunctie geinterpreteerd als een
waarschijnlijkheidsdichtheid. Vergelijken we dit met een verdeling
van massadichtheid op de reele lijn, dan correspondeert in deze analogie
het gemiddelde juist met het zwaartepunt van de massaverdeling. De
i formule is nl. precies dezelfde als die van het zwaartepunt: men bedenke
k hierbij, dat in ons geval de totale 'massa" gelijk aan 1 is, zodat het
1 niet nodig is daardoor te delen., Het zwaartepunt is het punt, waar men
de totale massa als puntmassa kan concentreren. Analoog is het gemiddelde
het :getal, dat men in de plaats van de stochastische veranderlijke zou
stellen als er maar één uitkomst mogeiijk zou zijn. Bedenk dat het maar
een analogie is, waaraan niet te veel waarde moet worden gehecht.
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Ook bij een veranderlijke, die slechts discrete waarden kan aan-
nemen, kan men een gemiddelde definieren. Door een. soortgelijke be-
schouwing als hierboven gegeven met behulp van frequentletquotienten
krijgt men hiervoor een formule. Als de mogelijke ultkomsten a1,..;,a\ .

zijn met waarschlanliakheden pq.-..,p dan is het gemiddelde .
EE: a p . In een dergeliskleindlg veld spreekt men ook wel van de - :

mathematlsche verWachthg._

Voorbeeld: Bij het alternatlef kan men bij een serie van n herhalingen
het aantal malen goed als veranderlijke stellen. Neemt men aan dat de

. serie onafhankellak is, dan is de kans op k maal goed gelijk aan

( ) p (1-p)n , 'zoals in paragraaf 2 is afgeleid.

Het gemiddelde aantal malen goed bijin onafhankelljke herhalingen van :
het alternatlef is dus .

E k ( ) p (1-p)n k. np (dit is ook in paragraaf 2 uitgerekend).;
k=0 - ;
Inderdaad is np ook juist de waarde, die we voor dit aantal verwachtqn.

Dit is nog duidelijker als we het aantal k door het frequentiequctlent
% vervangen; het gemiddelde wordt dan p.

Het gemiddelde bij een eindig veld is van ouds bekend uit de theorie
van de kansspelen. Als bij verschillende uitslagen van een kansspel
verschillende geldbedragen worden uitgekeerd, is het gemiddelde (in de
hierboven omschreven 2zin, dus met inachtneming van de voor elke uitkomst
bestaande whn.) een maat voor het bedrag dat redelijk is als inzet om
aan het spel te mogen meedoen. Het woord mathematische verwachting is
hierdoor ook verklaard, We gaan hier echter niet verder op in.

Het gemiddelde geeft ons een representatieve waarde van een stochas-
tische veranderlijke. Het is echter ook van groot belang om te weten
hoe groot de afwijkingen 2zijn, die we kunnen verwachten. Het maakt een
groot verschil of de waarnemingen van een grootheid bijna allemaal heel
dicht bij elkaar (en dus dicht bij hun rekenkundig gemiddelde} liggen
of dat ze ver verspreid uit elkaar liggen zonder een geprononceerde ¢con-
centratie (in dit geval is de betekenis van het gemiddelde ook minder
duidelijk). De twee gevallen corresponderen met een frequentiefunctie
met een scherpe piek, dan wel een, die wvlak verloopt. We zoeken daarom
naar een maat voor de afwijking van het gemiddelde. ‘

Gaan we weer uit van een aantal waarnemingen xi,...,xN van de

{
veranderlijke, dan is de afwijking van de waarneming x, tot het reken- =
kundige gemiddelde x gelijk aan lxv - x|. Door hiervan het rekenkundige

gemiddelde over alle waarnemingen te nemen (dus % S va - x| ),

v=1
krijgen we een gemlddelde afwijking, die de indruk maakt een redeligke
maat te zijn voor de verspreiding der waarnemingen. Nu blijkt deze maat
lastig hanteerbaar te zijn, voornamelijk door de erin optredende
absolute waarden. Aangezien er ook geen dwingende reden is om deze maat
te kiezen, nemen we een andere, waarin we de kwadraten van X, = X nemen,
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We gebruiken‘daarom de volgende maat voor-de afwijking

1 < =2
7 ﬁ Z(X“ - X)‘ .
) v="1 -

We leggen er de nadruk op, dat de keuze van deze maat een conventie

is, die als enige rechtvaardiging de makkeli jke hanteerbaarheid heeft.,
Zetten we dit nu om in een grootheid voor de stochastische verander=

lijke zelf op dezelfde wijze als hierboven met het gemiddelde is

geschied dan vinden we de spreiding o van de stochastische veranderli;ke

x, die gedefinieerd is door ¢ > O en _

) o = E((x - B(x))") = --J‘ (z - B(x))? £(g)az.
. - O .
Mer kan dit nog in een-aﬁdere vorm brengen door (- E(x))Z;
= ¥~ 2L E(x) + (E(x))2 te schrijven. De overeenkomstige splitsing
_van de integraal levert

I8 @z - 250 + (BG)?, au

= B(x?) - (E(x)).

Ook bij de spreiding kunnen we wvoor functies'soortgelijke formules
geven als bij het gemiddelde. Zo is het kwadraat van de spreiding van
¢{x) gelijk aan:

J @ - Ble)? 1(@)az,

-0

en analcog voor functies van meer veranderlijken.

Het is weer mogelijk dat de integraal in (4) niet bestaat, ook al
bestaat het gemiddelde wel. Voorbeeld: ’

Neem f(£) = T, Dan is f(£) 0 en.
2(1+ z';’ﬂ’2
2(Z)dg = = 1. . Het gemiddelde vinden we uit
‘f Ef(ﬂ)dﬁ e 1” .. Voor de spreiding zouden we de
1+ , :

volgende iﬂtegraal moeten uitrekeneq:

;[ £ £(E)AL = [105 (¢ + V1329 - -—5—:1 " , maar dit convergeert
L . V1+§ oo

niet. We zullen dergelijke functies meestal nlet beschouwen.
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Om de spreiding van de normale frequentiefunctie uit te rekenen
bedenken we, dat

..rt? '_e',’}tz at = - t e"}tz' + J‘e"}tz dt.
o ' | -—;-——-—( -m).z
2
(Een) —— e 2o aF =
_iﬁ oVon o

2 ® '

. 2

< f t2 o2t dt = .
Van .

f E-m)® £(£)aL

-0

We hebben dus gevonden, dat de constanten m en ¢ van de normale
frequentiefunctie juist gemiddelde en spreiding van deze functie zijn..

Als we de analogie die het gemiddelde vergeleek met een zwaartepunt
nu ook voortzetten tot de spreiding, dan is het direct duidelijk, dat
het kwadraat van de spreiding overeenkomt met het traagheidsmoment ten
opzichte van het zwaartepunt. -

Bij een veranderlijke, die slechts discrete waarden aanneemt,
definieren we de spreiding als volgt. Stel dat de mogelijke uitkomsten
a1,...,an zijn met waarschijnlijkheden p1,.,.,p , en het gemiddelde

z:l

dus m :EE:: aa.‘_j pj, dan definieren we de epreiding ¢ door 7

n
@ => (a; -m? p,.
j=1 J j

Passen we dit weer toe op het aantal malen goed in een serie van -
n onafhankelijke herhalingen van een alternatief, dan vinden we

2 ' 2 ,h k n-k
=>_ (k-np)® () p (1-p)"7" = np(1-p).
k=0 .

Dit laatste is al in paragraaf 2 uitgerekend. De spreiding van het
frequentie-quotient % van goed wordt dus \ /2;%52l en deze nadert

tot nul als n - o, Dit klopt, want we hebben vroeger gezien dat bi]
toenemende n de kans dat het frequentie-quotient in de buurt van p
ligt steeds groter wordt.

We leiden nog een ongelijkheid af, die we in het vervolg zullen
gebruiken en die betrekking heeft op gemiddelde en spreiding.
We beschouwen de wh. dat een stochastische veranderlijke x minstens:
k maal de spreiding van het gemiddelde afwijkt, waarin k een constante
> 1 is. Noem f() de frequentiefunctie van x, m het gemiddelde van x,
en ¢ de spreiding van x.
m)’

k?a?

Als |E = m| » ko, dan ia > 1, dus
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P(lx-m| 2 ko) = ‘J' £(E)AE < J\. €-m)? £(x28
" {gemli> ko K 1 eem|3 ko '
£ -m)? £(E)df = ;% . Dit levert ons

o2 V _ k

P{| x=m | B.kd)-sfl?; (ongelijkheid van Bienaymé~-Cebysev).
k * B : .

Let wel, dat dit voor iedere frequentiefunctie geldt! Neemt men
bv. k = 2, dan vindt men dus voor de kans dat een grootheid minstens
twee maal de spreiding van het gemiddelde afwijkt ten hoogste £ = 25%
is. Bij een grootheid met een normale frequentiefunctie blijkt deze
kans echter slechts ongeveer 5% te zijn, hetgeen aanzienlijk minder is.

8,6 Populatie en steekproef.

We hebben al) meermalen opgemerkt, dat in de praktlgk van een’
stochastische veranderlijke de frequentiefunctie niet bekend iu, het
enige wat we met deze veranderlijke kunnen doen is deze een amantal
malen gaan meten. We vinden dan een aental uitkomsten XygooosX o Een

dergelijk stel uitkomsten noemen we nu ook een Eteekproef- we nemen
steeds aan, dat de metingen onafhankelijk zijn. Een dergelijke steek=-
proefuitkomst x = (x1,...,xn) iz zelf weer een stochastische vector-

variabele, want als men een tweede maal n metingen doet van de ver- .
anderlijke zal er wel een ander stel uitkomsten komen dan de eerste keer.:
We moeten nu in de praktijk werken met grootheden, die uit de steek-
proefuitkomst zijn afgeleid, omdat dit de emige 2zijn die we in handen
hebben, We trachten daaruit lets te weten te komen over de verdeling

(de frequentiefunctie) van de stochastische variabele zelf; deze wordt
in dit verband dan ook wel de populatie genoemd. Deze terminologie

hangt samen met het beeld, dat de populatie bestaat uit een zeer groot
aantal individuen, die niet allen afzonderlijk kunnen worden onderzocht,
maar waarvan de kenmerken geheel vast liggen. Een gedeelte daarvan,

de steekproef, wordt wel onderszocht.

Voorbeelden: 1° Opinie-onderzoek, een aantal ondervraagden wordt
om zijn mening over een onderwerp gevraagd. De populatie is de hele
bevolking of een hbepaalde groep daarvan.

2° Een geneesmiddel wordt beproefd op een aantal
patlenten. De populatie is de gehele bevolking.
: 3° De kwaliteit van een massaproduct wordt aan een
aantal exemplaren onderzocht. De populatie is de totale productie.

Het spreekt vanzelf, dat het zeer belangrijk is, dat de steekproef
inderdaad willekeurig ("toevallig'") wordt genomen. Dit is in de praktijk
vask nog niet zo eenvoudig. Tekortkomingen hierin schaden de algemeen-
heid, waarmee de conclusies mogen worden toegepast. Als in geval 2° de
proeven in Amsterdam worden gedaan, gelden de uitkomsten dan ook voor
inwoners van Eindhoven ? Of .voor inwoners van Argentinie ? Op deze
en dergelijke kwesties gaan we hier niet in, hoewel we op het praktische
belang ervan met grote nadruk willen wijzen.




Wij zullen in het vervolg steeds aannemen, dat de steekproef williew-
keurig is genomen en dat de verschillende uitkomsten van één steekproef
onafhankelijk zijn. Dit laatste is een essentiele beperking, die we'
echter om niet te uitvoerig te worden, moeten maken.

Het belangri jkste getal dat we uit de steekproefultkomst kunnen a£~
"leiden is het rekenkundige gemiddelde van de getallen van - de ultkomst
ook wel steekproefgemiddelde genaamd P

l:il

12
3=

. Dit is weer een stochastische veranderlijke waarvan we nu het gemiddelde
en de spreiding zullen ultrekenen. Laat m het gemlddelde van ¥ zijn.

E(x)= Z f f z; f(E, Yeou £(2 )AX ... QB ;m = m.
. J: ,.

n ‘ .
Joo > g e ez, o az

-0 -0 R J—']

E((x-u)®)

1 \ & :
= -J: e {%(z;j-m)]2 £, )ee. £ DA .00 dE .

|c_78

Na uitwerken van dit kwadraat, geven de termen van de vorm (Zj-m)(ik-m)
met j # k een integraal die = O is, omdat J\ (E.-m) f(t.)d&. =
-

De zuivere kwadraten geven juist o2 (waarln v de spreidlng van x is).
a?
Dus er komt als uwitkomst ;r + Dus

Stelling | Als x een stochastische veranderlijke is met gemiddelde m
- en spreiding o, dan heeft het steekproefgemiddelde van een
onafhankelijke steekproef ter grootte n een gemiddelde m en

een syreiding 4,
n

Door overgang Op een steekproefgemiddelde van een steeékproef ter -
grootte n blijft het gemiddelde dus hetzelfde, maar wordt de spreiding

met een'factor7j— verkleind. We krijgen dus de indruk, dat we de zeker-
n

heid, dicht bij het gemiddelde te zitten hebben vergroot. Dit kunnen

we nu nog wat preclseren.

We passen de ongelijkheid van Bienaymé-Cebysev toe op het steekprOef-
gemiddelde x :

- ko 1
Kies nu k dusdanig, dat ko _ (¢ een positief getal), dus k = %gé .
n.

dan vinden we
<

n g?

Px - ml »>e) <

-
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Hierin is a g@n constante; kiezen we ¢ ook vast, dan is het rechter-
1id willeke klein te:! maken door n groot te kiezen. Dus de wh. dat
. het steekproefgemiddelde ¢ of meer van het gemiddelde afwijkt nadert :
" tot nul als de afmeting van de steekproef naar oneindig gaat (wet. van ‘de
- grote getallen) Anders gezegd: bi} een grote steekproef is men vrij *
zeker dat het steekproefgemiddelde heel dicht bij het populatiegemiﬁdelde
1igt . 0 '

Op grond hlervan zeggen we dat het steekproafgemiddelde x een _
bruikbare schatting (eng.: consistent estimate) is voor het gemiddelde
~m van de populatie.

In het algemeen heet een steekproefgrootheid a(x1,...,xn) (afhankelifk

van de uitkomst (x1,...,xn) van de steekproef) een bruikbare schatting

voor de populatieconstante o, als voor iedere positieve ¢ >. 0 geldt dat

liM’P(|a(x1,...,x ) "‘a] B)-—-O.

n-»oe

Dit betekent dus, dat men:door n groot te maken iedere gewenste graad
' van zekerheid kan verkrijgen, dat a minder dan ¢ van a:afwijkt.

Voor het kwadraat van de spreiding o zign we geneigd de volgende
steekproefgrootheid te gebruiken:

(1) %Z (x; - O,

i=1

Het zou mooier zijn als we hierin X door m mochten vervangen, maar dit
kunnen we niet doen, omdat m niet bekend is.

We gaan nu na of onze keuze goed is, door eerst het gemiddelde te
berekenen, Nu is

n :
-X=x, - 3.2 (- -m) - -
x - F=x % 2 e g ) (xpem j% (xgm)} -

Het gezochte gemiddelde is dus
o

1 n _w,:L | 3 | : ; o
i3 I.,,:[, - S R gom) P ).t E ), e a, -

= -S; { (n=1%.q? - (n=1) 0%}= E—il o2,

Men kan ook de spreiding van (1) berekenen (Hetgeen we niet zullen
doen) en daaruit met de ongelijkheid van Bienaymé-Cebysev bewijzen, dat
(1) een bruikbare schatting is voor 0% Toch is het gevonden resultaat
voor het-gemiddelde vreemd; we zouden eerder een gemiddelde = 02 hebben
verwacht. Dat (1) een bruikbare schatting is, zegt alleen maar iets als
we n steeds groter maken. Houden we echter n vast, d.w.z. beschouwen we
steekproeven van een vaste afmeting; dan leert de wet van de grote ge-
tallen, nu toegepast op de stochastische veranderlijke (1), ons, dat als
we een groot aantal malen steekproeven ter grootte n nemen en voor elke"
steekproef (1) uitrekenen, het rekenkundige gemiddelde van de uitkomsten
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van deze berekening niet dicht bij o2, maar dicht bij Eiltf zal komen

te liggen. Men drukt dit uit door te zeggen, dat (1) als schattlng van
o? weliswaar bruikbaar, maar niet zuiver (eng.: biased) is. Het is
daarom beter (1) te vervangen door de grootheid

-t

' n
. 1 e L=y 2
(2) . 52 = — (x - x)
] n.-‘1 i 1 i

waarvan het gemiddelde wel gelijk is aan g, en die daarom een
zuivere schatting (eng.: unbiasged estlmate) van o wordt genoemd,

die bovendien evenzeer bruikbaar is als (1), immers 1lim E%T = 1,

n—boo
We bespreken voorlopig geen andere steekproefgrootheden dan x en s.

§.? Centrale limietstelling.

We geven nu nog een schets van een kwestie, die samenhangt met de
betekenis van de normale fregquentiefunctie.

We gaan uit van een alternatief met kans p op goed en nemen een
serie van n onafhankelijke herhalingen hiervan. De kans dat k keer goed
voorkomt hebben we vroeger berekend, Het aantal malen, dat goed voor-
komt is zelf een stochastische veranderlijke met gemiddelde np en

spreiding Vnpz1-p5. Nu is de kans op één bepaald aantal in de praktijk
biJ grote n niet zo belangrijk als de kans, dat dit aantal tussen twee
grenzen ligt,

Voorbeeld: Een massaproduct wordt volgens bepaalde normen hetzij goed-
gekeurd, hetzij afgekeurd, Als we een steekproef van 500 stuks willen
keuren, dan interesseert het ons niet zo erg, wat de kans is dat hiervan
precies 437 stuks worden goedgekeurd., Veel interessanter is bv. de
vraag wat de kans is dat er meer dan 450 worden jgoedgekeurd, of anders
gezegd minder dan 10%.afgekeurd,

Het komt dus neer op de vraag wat de kans is dat het aantal malen
goed (k) tussen twee grénzen p, en %, ligt: P(p, <k <u,). We beweren

nu, dat we voor grote n dit bij benadering ook kunnen berekenen, door
net te doen of we te maken hebben met een normafle verdeling met hetzelfde

gemiddelde np en dezelfde spreiding inpi1-p5. M.a.w, we kunnen
P(p, <k < L, ) benaderen met

-1 )
(1) f 2“1’ 1-p7 4p
2ﬂnp(1-p .

en wel met een benadering, die des te beter wordt naarmate n groter is.
We wijzigen (1) door de transformatie E =np +t Vap(lep) :
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(2)
%, =np - R
Vnp(1-p) . ' ﬁﬂi.
I T

en A, = » dan stellen we nu dat

QHP(1-p) 2 Vnp(iep)

Noemen we nu K1 =

1im P(np + X, Vnp(1-p <k <np + A, Vnp(1~p))

n-oo

S J: R L

geldig is voor vaste A, en A, (mits p # O en p £ 1).

We geven een schets van een bewijs van deze bewering. We stellen

S , dan is k¥ = np + v Vnp(1=p) en n~k = n{1-p) = v Vnp(1-p).

Vop(1-p) ,
Als we nu k tussen de hierboven gegeven grenzen houden, dan llgt v ,
tussen h en h » Laten we nu n naar oneindig gaan, dan moeten k en n~k

ook naaf oneindig., We maken gebruik van de in het eerste jaar béhandelde

nn+%'e-n. Nu is de kans op k maal goed

formule van Stirling n! ~ Vor
n! k \n=k s
gelijk aan K (a-i)T p (1=-p) . Omdat n, k, n-k alle drie naar oneindig

gaan mogen we op alle drie de formule van Stirling toepassen. Dit geeft

Vo nn+%_e-n pk (1_p)n-k

(1 ) n-k+-§-
— - \,._—-—(-L’)  (amy
Van kk+% e-k V3 (n_k)n-k+% e-(n-k) 2enp(1-p)

1

n{1«p)=vVnp(t-pl+}

N wny - aaen np+v¥np(1-p) +%+
Varnp(1-p) (1+v—§2§%:22-) (1

-,,_L(_RW

‘Van de middelste en laatste factor in de noemer nemen we de logarithme:

énp+v Vnp(1-p) + %) 1log (1+v _£2§%:21 ) +

: + (n(“]-p.) - v m + 3) iog (1=v UHE('I-E) ).

n(1=-p

Op de logarithme passen we de logarithmische reeks log(1+x) = x -3x%+ ...,
toe, waarbij we de termen die voor n- « naar nul gaan meteen weglaten.
Dit geeft
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v Vop(1=D) + v2(1=p) =~ $v2(1=p) + .u. +
-y unpi1-ps+ Vzp'."‘}vzl.)"" .;. =,>}72 + ses o

*

Op grond hiervan schrijven we

B ¢ T
- Varnp(1-p)
De gevraagde k&nglkrijgen we nu door dit te sommeren over die waarden
van k, die gelegen zijn tussen np + A1Uan1-p5 en np + X2Vnp(1-p),
o ' o 1 -}t? .
We gaan nu een approximatie maken van —— J1 e dt, door de t-as

Van A
R _ 9 - ]
te verdelen in stukjes ter 'lengte S — y die we afzetten ter
- VapQUl-p :
weerszijden van het punt ———E—, Deze deelpunten 2zijn dan
. npll=-p} - . :
) K o et gehele k. De deelpunten die tussen k; en A

Vop(1~-p) Vnp(1<p)

komen geven juist de zelfde waarden van k als hierboven bij de kans en
de approximatiesom behorende bij deze verdeling is juist de som over
deze k van

_1( k - np )z
1. o 2 Vnp(1-p)
VE;-Vnp(1-p) ‘

Behoudens het feit, dat we niet gepreciseerd hebben wat het symbool ~.
preciea betekent en dus niet aangetoond hebben, dat het mag gehanteerd
worden zoals hier gedaan, is de‘overeenstemming;hiermee‘aangetoond.

We merken nog op, dat in ons bewijs de AH en Az eindig moesten =zijn.

In werkelijkheid hoeft dat niet en geldt bv. ook

. o S S
lim P(k < np + A Vnp(l-p)) = . e 1A dt.
> oo ) V-a-; -4}

Analoog bij de bovengrens.
Hieruit blijkt dus, dat men ale n groot is voor de berekening van

kansen, als in het voorbeeld in het begin van deze paragraaf genoenmd,

bij benadering de normale frequentiefunctie mag toepassen., De vraag

rijst hierbij hoe groot n moet zijn om dit te mogen doen, Dit blijkt

nog sterk af te hangen van de waarde van p., Als p niet te dicht bij O

of 1 ligt, is de overeenstemming voor n 2 30 heel goed, Dat de waarden

van p dicht bij O of 1 roet in het eten gooien, is niet zo verwonderli jk,

als men bedenkt, dat voor p = O of p = 1 de zaak helemaal mis gaat. °

Voor een p heel dicht bij O of 1, geldt de hierboven gegeven formule nog

wel, maar pas bij zeer grote n komt de kans dicht bij zijn limietwaarde
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te liggen. Dit zou niet zo erg zijn, ware het niet, dat juist de’ .
gevallen dat p dicht bij 0 of 1 ligt voor de praktijk zeer belangrijk :
zijn. Neemt men weer het voorbeeld van defecten bij fabricage, dan
spreekt het vanzelf, dat het streven erop gericht is het percentage -
afgekeurde exemplaren laag te houden. Dit betekent dus, dat de kans op
afkeuring dicht bij O, en dus de kans op goedkeuring dicht bij 1 ligty

Voor al dergelijke zeldzame gebeurtenissen bestaat een andere vers
deling die goed als benadering voor grote steekproeven gebruikt kan
worden, nl. de z.g. P01sson~verde11ng. We zullen deze evenwel niet
bespreken.

' De hierboven afgeleide limletformule laat zich in zeer belangrlake
mate generaliseren.

Als we van een stochastische variabele x met gemiddelde m en sprelding
o een onafhankelijke steekproef ter grootte n nemen, dan blijkt de ‘
frequentiefunctie van het steekproefgemiddelde x bij benadering een .
normale frequentiefunctie te bezitten, met een des te betere benaderlng
naarmate n groter is. Iets precieser kunnen we dit als volgt beschrijven.

We weten dat X een gemiddelde m en een spreiding L pezit.

Va(%- - n
De grootheid u-’-l-(di—’l)- heeft dus gemiddelde O en ‘spreiding 1. Nu geldt

voor twee vaste getallen A, en A, de volgende formule:

| o,
1in PG, < LaGem) <A = —— J RS
n-- . _ VEE'

of anders geschreven:

lim P(m+5——<x<m+—3—)

A'1

i_tz
\l— J‘ dt.

Dit geldt geheel onafhankelijk van de gedaante van de frequentiefunctie
van de veranderlijke x, als deze maar een gemiddelde en een spreiding
bezit. Deze uitkomst heet de centrale limietstelling. Het bewijs ervan
is te moeilijk om hier te geven.

Deze stelling levert de rechtvaardiging van het gebruik van de
normale frequentiefunctie biJ] grote steekproeven. We herhalen echter
het gevaar, dat hieraan verbonden is: de stelling geeft geen uitspraak
over de vraag, hoe groot n moet zijn om de normale freguentiefunctie
te mogen toepassen. Het antwoord op deze vraag hangt wel af van de
frequentiefunctie van de veranderlijke x, evenals het hierboven ook
afhing van de grootte van p.

Uit deze centrale limietstelling heeft men het veelvuldige voorkomen
van verdelingen die blij benadering normasl zijn, ook nog trachten te
verklaren. Denkt men bv., weer aan de metingen van een fysische grootheid,
die met fouten behept is, dan verklaart men deze door aan te nemen, dat
er een groot aantal verschillende omstandigheden zijn bij de meting die
elk een kleine fout in het meetresultaat tot gevolg kunnen hebben.

Men kan daarbij denken aan allerlei onderdelen van het meetapparaat, die
afwijkingen kunnen vertonen en aan allerlei instel- en afleesfouten die
de waarnemer kan maken. Elk van deze invloeden kan een positieve of
negatieve fout in het eindresultaat opleveren. Neemt men aan, dat deze
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invloeden onafhankelijk van elkaar werken, dan zal de samenwerking -
van dit grote aantal kleine invloeden bij benadering een normale ver-
deling opleveren. ' - ' ~ : e
De waarde van bovenstaande redenering willen we in het midden laten,
Het is in ieder geval zo, dat er vele gevallen van toepassing zijn, =
waarvoor deze redenering niet opgaat. - ' : .

i N

8.8 Betrouwbaarheidsgrenzgn._

Uit de productie van een massaproduct neemt men een steekproef van .
500 stuks en vindt hierin 480 stuks die worden goedgekeurd en 20 stuks
die worden afgekeurd. Gevraagd welk percentage van de prodictie aan de
gecstelde kwaliteitsnorm voldoet, : ‘ S

Met zekerheid is hierover natuurlijk niets te zeggen, Het ziet er :

20
. 500
of 4% zal liggen maar of de afwijking groot of klein is, valt zo niet
te zeggen, . ,

We zullen nu toch een uitspraak moeten gaan doen-en daar we met
zekerheid geen enkele uitspraak kunnen doen (behalve die, dat er afge~
keurde exemplaren bestaan), zullen we het risico moeten aanvaarden, dat
we wel eens een foute uitspraak doen. Het procédé berust hierop, dat we
aannemen, dat als we slechts één experiment uitvoeren van een uitkomst
met een zeer kleine wh., deze uitkomst dan niet gevonden wordt. Hoe klein
deze kleine wh. gekozen wordt is een zaak van praktisch beleid, waar
Wwe nog wel even op zullen terugkomen, Hier kiezen we min of meer wille~
keurig de waarde 0,05 of 5%, die de betrouwbaarheidsdrempel wordt
genoemd., ‘

De fractie goede exemplaren in de populatie heeft een vaste, maar
onbekende waarde p, die tevens de kans is om bijJ het steekproef nemen
een goede te trekken. Bij een steekproef ter grootte n met k goede uit-~

wel naar uit dat de fractie afgekeurde exemplaren in de buurt van

komsten is het gemiddelde van k/n gelijk aan p en de spreiding R_%;E__

- We verwachten dat de uitkomst dicht bij het gemiddelde ligt en zullen
de kans dat de uitkomst meer dan A maal de spreiding van het gemiddelde

afligt, in s-yn_zb01e‘n" P(':x-: - pl Q,AVP———L[;": ) , de overschrijdiﬁgskans

behorende bij A noemen. Door A groter te maken kunnen we deze natuurlijk
steeds kleiner maken. Ook kunnen we omgekeerd de vraag stellen hoe groot

A moet zijn om de overschrijdingskans een zeker bedrag te laten zijn.

Daar voor een herhaald alternatief alle kansen bekend zijn, kan 4it in
principe voor iedere waarde van p en n uitgerekend worden. In ons geval
behoeft alleen n = 500 te worden genomen. We maken echter ter vereen-
-voudiging de veronderstelling, dat we bi} benadering gebruik mogen maken
van de normale frequentiefunctie, waarbij de overschrijdingskans behorende
bij A gelijk is aan

.
e-%t dt =

.

o 2
I E%t dt.
A

51|
3]

= 2
_1_' T e-it dt + L
VYor e Vor
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Hiervan bestaan tabellen. waarvan we h1eronder een kort uittreksel
geveh.

overschr, . . overschr,
A |{kans = - ‘ © . kans A
1 10,32 : ' 0,1 1,6
2 |o0,05 0,05 2,0
3 |0,003 : 0,01 2,3
4 | 0,00006 ' 0,001 3,3
: ) 0, 0001 3,9

Bij ‘de door ons gekozen betrouwbaarheidsdrempel van 0,05 hoort dus

A = 2, Dus ‘
(1- —<p+2\’2-~2—(l-))=09

We nemen nu aan dat k voor een bepasglde p tussen deze grenzen llgt.
We kunnen dit ook grafisch uitzetten., De horizontale as nemen we als
p-as en de verticale als E = as. Blj elke waarde p van p zetten we op
de verticale 1ijn p = p_ het interval uit, dat voor die waarde van p

door bovenstaande ongelijkheld_voor k/n is aangegeven. We doen dit voor
iedere waarde van p tussen O en 1 en vinden zo door al deze intervallen
bij* elkaar te nemen een gebied in het platte vlak, dat ook door bovenw
staande ongelijkheid wordt bepaald en dat een betrouwbaarheidsgebied
behorende bij de drempel 0,05 wordt genoemd. Onafhankelijk van enige
veronderstelling a priori over de grootte van p kunnen we nu zeggen dat

de kans dat E binnen het betrouwbaarheidsgebied ligt, 0,95 is.

In overeenstemmlng met de gedragslijn, die in het begin van deze _ -
paragraaf is ulteengezet, nemen we aan, dat bij de steekproef, die we
genomen hebben, de uitkomst inderdsad in het betrouwbaarheidsgebied
ligt. De uitkomst is echter 0,96 en we vinden dus dat

' ES \ /20=5)

‘Meetkundig komt dit hierop neer, dat we de horizontale lijn % = 0,96

in de grafiek zetten en bepalen, wat deze met het be trouwbaarheidsgebied
gemeen heeft. Dit leidt nu tot grenzem voor p die de betrouwbaarheids-
grenzen voor p worden genoemd. In ons geval wordt de berekening

-2 M(p-0,96<2 Rég—aL)

2 _ 4p(i-p)
(p - 0,96) < —%L

1,008 p? - 1,928 p + 0,962 < 0,

hetgeen leidt tot 0,938 < p < 0,974. Dit zijn dus de betrouwbaarheids-
grenzen. We doen nu de uitsprask, dat het percentage goede exemplaren
in de populatie tusesen 93,8% en 97, 4% ligt. De betekenis van deze uit-
- -praak is de volgende. Als we dezelfde gedragslijn om tot een uitsprask
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te komen een groot asntdl malen volgen, dan zullen we gemiddeld in
95% van de gevallen een juiste en in 5% van de gevallen een onjuiste
uitspraak doen.
Het is natuurlijk ook mogellgk de 95% en 5% te vervangen door bv.
99% en 1%, maar de betrouwbaarheidsgrenzen, die we dan voor p vinden,
“komen verder uit elkaar te liggen en de uitspraak, die we doen, wordt®
dienovereenkomstig vager en dus minder bruikbaar. o
Het ene uiterste is een zeer kleine kans op een onjuiste ultspraak,
waarbij de uitspraak zeer vaag en weinig zeggend wordt en het andere "
uiterste is een vrij grote kans op een onjuiste uitspraak, waarbij de’
uitspraak zelf scherp is. Tussen deze twee uitersten moet een praktlsche
tussenweg worden gevonden. Waar die ligt hangt van allerlei factoren L
af, o.a. hoe schadelijk men het acht om een foute uitspraak te doen.
Als men dit om bepaalde redenen catastrofaal acht, moet men de betrouw-
baarheidsdrempel laag kiezen. Omdat men anderzijds aan een vage uitspraak
ook weinig heeft, moet men dan de prijs voor de grotere zekerheid be-~
talen, door de steekproef groter te kiezen en zo de betrouwbaarheids~-
grenzen dichter bij elkaar te krijgen.

Het geval van een alternatief is in zoverre bijzonder eenvoudig dat
dan de kansen die bij de steekproef optreden, exact bekend zijn. We
hebben weliswaar bij de berekening een benadering met een normale ver=
deling gemaakt, maar in principe was dit niet nodig geweest.

In ingewikkelder gevallen is dat niet meer z0. We wensen dan een
zekere populatiegrootheid te bepalen en gebruiken daartoe een schatting,
+die uit de steekproef berekend wordt. Meestal weet men de verdeling van
deze schatting niet. Als de steekproef groot is kunnen we het er vaak
wel op wagen om aan te nemen, dat de verdeling van de schatting normaal
is. Dit kunnen we bovendien (ook bij kleine steekproeven) doen als de
populatiegrootheid het gemiddelde m van een normaal verdeelde stochas-
tische variabele x is en ¥ de schatting van m. Er geldt namelijk de
volgende stelling:

Als x een stochastische veranderlijke is met een normale frequentie-
functie dan heeft het steekproefgemiddelde ¥ van een onafhanke113ke
steekproef ook een normale frequentiefunctle.

We weten al van vroeger; dat als x gemiddelde m en spreiding o heeft,

x gemiddelde m en spreiding %L heeft.,
: n

Ook als we aannemen, dat we voor de schatting met een normale
frequentiefunctie mogen werken, dan is de zaak toch pas vastgelegd
als gemiddelde en spreiding bekend zijn. Nu is het gemiddelde juist
de gezochte populatiegrodtheid, als we ten minste aannemen, dat de
schatting zuiver is; deq@ populatiegrootheid wordt in de theorie van
de betrouwbaarheidsgrenZdn variabel genomen, zodat we daar geen last
"van hebben. De spreidid  evenwel is een onbekende, waar we in eerste
instantie geen vat op héfbben., We trachten deze dan door een steekproef~
schatting te vervangen.

We nemen het geval dat het gemiddelde m van een stochastische
variabele x met normale frequentiefunctie en spreiding o gezocht is.
Dan heeft de grootheid !ﬁ%;ﬁﬂl
gemiddelde O & spreiding 1. We vervangen nu g door de zuivere schatting

een normale frequentiefunctie met
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Vn(X-m)
8

De grootheid is niet meer normaal verdeeld (wei‘bij bénéder&hg

voor grote n); de frequentiefunctie (die van n afhangt) is echter bekend
en wordt naar Student genoemd. Van de overschriadingskansen behorende
bij deze frequentiefunctie vindt men tabellen in de leerboeken. over
gstatistiek. Er wordt daar dan gesproken over '"graden van vrijheid"; di%
correspondeert met n-1., Dus bij een steekproef ter grootte 10 behoren
9 graden van vrijheid. We behandelen nog een voorbeeld. i
Van een fysische grootheid zijn 8 metingen gedaan met de uitkomsten
één maal 13,2, drie maal 13, 4 twee maal 13,5 en twee maal 13,6.

Het steekproefgemiddelde X = 13,45 en s é 9%;2‘1D Vh = .—ggg_z 0?0&;.
We nemen een betrouwbaarheidsdrempel 0,05 en vinden in een tabel van -
overschrijdingskansen voor 7 graden van vrijheid de waarde 2yh.

Voor de onbekende m vinden we volgens onze gedragslign &us
-2,4(-—3-6%-— <24g

waaruit volgt 13,34 < m < 13,56, hetgeen betrouwbaarheidsgrenzen voor
de gemeten grootheid zijn. Hadden we als betrouwbaarheidsdrempel 0,001
genomen, dan hadden we in de tabel 5,4 gevonden en voor de betrouwbaar-~
heidsgrenzen 13,2 < m < 13,7. Hieruit is de invloed van de keuze van
de- betrouwbaarheldsdrempel duideliak te zien.

g,9 Correlatie;

Het begrip afhankelijkheid van twee stochastische veranderlljken
hebben we al eerder besproken. Het ene uiterste is onafhankelijkheid,
waarbi]j de verdeling van de ene veranderlijke niet afhangt van de
waarde die de andere aanneemt. Het andere uiterste is volledige, functio-
nele afhankelljkheld, -waarbij de waarde van de ene veranderlijke door
die van de andere volledig is vastgelegd (bv. lengte van een zijde en
oppervliakte van een vierkant). Tussen deze uitersten zijn er tussenge-~
vallen van meerdere of mindere mate van afhankelijkheid. Deze wensen we
nu in een maat uit te drukken. Als men bv, van een aantal mensen de
lengte en het gewicht meet, dan zal daartussen wel een zekere afhankelijk-
heid zijn in die zin, dat in het algemeen langere mensen ook zwaarder
zullen zijn. 'De afhankelijkheid gaat echter niet zo ver, dat alle
mensen met dezelfde lengte ook hetzelfde gewicht hebben.

Men gebruikt voor hef meten van afhankelijkheid tussen stochastische
veranderlijken X en y onder andere een grootheid, die correlatie-
.coefflclent p wordt genoemd. Deze wordt bepaald door de formule

E{(x-m1)(y-m2)}
p = g, o,
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'waarin m1 en a gemiddelde en spreiding van x en m, eno2 gemiddelde

en sprelding van ¥ zijn. Een steekproefschatting voor deze grootheid

‘. is
2:; (x -X)(Yj-y)

\/'Z (=07 o fz‘l_— (7,

=1 - : 1:1

-

Voor deze grootheden geldt -1 £pgten -1 rg 1. Dit zien we als'
volgt in. Als uenv stochastische varlabelen zi;n, dan is

E(u + v) = E(u) + B(v) j
als u een stochastische variabele is en ¢ een constante, dan is
E(cu) = ¢ E(u).
Beide bewerlngen volgen onmiddeliijk uit de 1ntegraaldef1n1tie van
het gemiddelde. Neem nu een reele parameter A, en noem Xem, = Uy
yem, = v, dan is |
E{ (Au+v)? )} ='Efl2u2 + 2huv + v2) = A2 E(u?) +.2hE(uv) + B(v?).
Dit is echter klaarblijkelijk > O voor iedere waarde van l, wegens

(M + v)? » 0. Hieruit volgt echter direct dat

{E(u.v)'}2 E(uz) E(v?),
dus

\/_zu ) E(vz) E(uv) & Lv E(u?) E(v?),

dus =1 £ p £ 1. Op analoge wijze toont men aan, dat -1 Lr 1.
Als x en y onafhankelijk zijn, dan is p = O. Immers de frequentiéfunctie.
van de gecombineerde veranderlijke (x,y) is £(£) f(n), hierin zijn

f, en f, de freguentiefuncties van x, resp. Y. Dus

f f (z-m1)'(q-m2) £, (z) £, (n) dgdn =

OO -0
[ o

I @) e, @az. [ Gem) g Glan = 0.

-l -

E{(x-m1)(y-m2)}

Dus:

Onafhankellgke veranderlijken zijn ongecorreleerd,
- Uit p = O volgt Omgekeerd nog niet, dat de veranderlijken onaf-
hankelljk zijn. :
* We beschouwen nu het geval dat p = 1, Dan is er klaarblijkelijk een
negatieve waarde van A, waarvoor E{(Au + v)) = 0, Omdat (Au + v)? > O
betekent dit dat Au + v = O, dus

y -m, = “A(x -‘m1);

ef bestaat dus niet alleen eeh functionele afhankelijkheid tussen x en y,
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maar dege is zelfs lineair en wel dusdanig dat biJ toenemende X ook
¥ toeneemt. :

Bij p = =1 Eomt er ook zo'n lineair verband, nu echter me't afnemendé"
y bij toenemende x. ’

Hieruit. blijkt, dat de correlatiecoefficient een maat is voor de
1ineaire afhankelijkheid van twee stochastische veranderllaken._ e

De steekproefgrootheid r.is een schatting van p. De grootte vam r .

geeft dus ook een idee van de lineaire afhankelijkheid. Het verdient
aanbeveling. hieraan pas waarde te hechten, als de afmetingen van de
steekproef redelijk groot ziJn.
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‘HOOFDSTUK IV  VECTORANALYSE

8.1 Vectorvelden.

In de fysica heeft men vaak te maken met de situatie, dat in elk
punt van de ruimte of van een gedeelte van de .ruimte een vector ge~
geven is. Voorbeelden zijn diverse vormen ven krachtvelden zoals elec-
trisch veld, magnetisch veld, gravitatieveld; verder stromingsvelden,
zoals de plaatselijke snelheid van de materie in een punt van een
stromende vloeistof,

Dit brengt omns tot het begrip van een vectorveld :in elk punt van:
een deel van de ruimte is een vector a gegeven, die nog afhangt van de -
plaats van dat punt, dus bv. van de coordlnaten X, ¥, 2 van dit punt: -
a(x,y,2). De vector zelf kan beschreven worden door zijn rechthoekige
componenten: a = (a1, a,y 84 ), die natuurlijk elk ook weer afhangen van‘

X, ¥, 2. De beschrijving van.een vectorveld in getalfuncties geschiedt
' dus dgoor drie functies van drie veranderlijken a, (X,7,2), a, (x,¥,2),

a (x,¥,2). Dit is de vorm waarln we een expllclet gegeven vectorveld

vaak bepalen.

Bij theoretische beschouw1ngen daarentegen zullen we de voorkeur
geven aan een kortere notatie. In dit opzicht is het schrijven van
alx,y,2z) al een winst, maar ook de veranderlijken (x,y,z), die de codr-
dinaten van een punt aangeven, vatten we samen tot een vector x = (x,¥,27,
welks meetkundige betekenis de positievector wvan het punt is, nl, de

vector OP van de oorsprong van het coordinatenstelsel naar het punt.
Een vectorveld wordt dus beschreven met een vectorfunctie 'a(x).

Andere fysische grootheden, die niet door een vector maar door een
getal worden bepaald, zijn ook van punt tot punt variabel (bv. tempera-
tuur, massadichtheid). De grootheid o is dan ook een functie af(x,y,z) -
van de coordinaten van het punt, of korter geschreven a(x) van de positie-
vector. Men noemt dit een scalarveld.

We noemen een vectorveld differentieerbaar als de componenten van dit

veld differentleerbaar zijn. Van deze componenten kunnen dan partiele

Ba1 ‘ Oa aa3

afgeleiden gevormd worden, bv. naarag' 3% Ox aaax A Deze vatten we

weer samen tot een vectorafgeleide 35 P analoog <= 3y ° az.

Bij een scalarveld a(x), hetgeen een gewone functie van drie verander-
l1ijken is, kunnen we ook de partlele afgeleiden naar de verschillende
veranderlijken vormen %Eﬁ, %% ’ %% s Welke we nu als componenten van een
vectorveld opvatten, déﬁ we de gradlent van @ noemen: '

_ (% 3
grad @« = ( 5=, 3y ' ). In plaats van grad « schrijft men ook wel
va (v = nabla), : ‘

Als a = grad a, dan zeggen we dat a een potentiaal van a is (in d}a
fysica noemt men meestal -o een potentiaal van 55. Niet ggder vector- -
veld heeft een potentiaal; als dit echter wel zo is, vereenvoudigt dit
de beschrijving van het vectorveld, omdat een scalaire functie eenvou-
diger is dan een vectorfunctie. -
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.Vbe1 Electrisch veld van een puntladlng in de oorsprong. De veldsterkte
in een punt P is gericht langs de voerstraal OP en is omgekeerd even=
redig met het kwadraat van de afstand tot O, De richting van de velds '
sterkte is dus dezelfde als die van de’ ‘positievector x van P. We kunnen
deze dus Ax stellen. waarln h een scalaire factor is, Tdie van X mag af—

hangen. Noemen we de afstand ixl van P tot ;0 nu r, dus T = \/x’+y’+z’ B

dan moet llx] [lfr evenredlg zijn met j; o dus A = —; met constante c.'
r r
De veldsterkte is dus E = %-x = ('25 ’ 4 ’ EE ). Dit veld heeft nu.
r? = 3 3. p3 .

r
inderdaad een potentiaal; neemt'men namelijk o = .~ g s, dan is

2 _Cor & Joog 3% . G 3 Cz o
ix - L8x ) en analrmsay -'r"' 3z = > s dus grad a = E.

Potentiaal en veldsterkte zijn niet_gedefinieerdfin de oorsprong 0.

We beschouwen nog eens. de partiele afgeleide %% van een functie

a(x,y,z). Deze ontstaat daor de veranderlijken y en z vast te houden en
alleen x te varieren en van de zo ontstane functie van &én veranderllgke
de afgeleide te nemen in het punt waar de partiele afgeleide gezocht was.
Meetkundig komt dit hierop neer, dat men in het punt een lijn evenwijdig
met de X-as béschouwt en de variatie van de veranderlijke alleen op deze
‘1ijn toelaat. Analoog met g? en %% met y-as resp. z-as. Er is echter van
meetkundig standpunt’ geen enkele reden, om' deze handelwijze alleen tot

de richting van de coordinaatassen te beperken. We nemen nu een willew
keurige rechte lijn door het punt P, Deze kan voorgesteld worden met de
parametervoorstelling X =p+ ty ; hierin is p de positievector van P,

v de richtingsvector van de lijn en t een parameter. We kunnen zonder
bezwaar de vector v een lengte 1 geven: 11 | = 1 (een dergelijke vector

noemt men wel eenheidsvector). Doen we dat, dan is |t| juist de afstand
van het betreffende punt van de lijn tot P, immers deze afstand is

lx = pl=1tel=1¢t]|, als lvi = 1. We beschouwen nu de functie a(x)

op de rechte, het gedrag is bepaald door

p(t) =a(p + ty),

waarin ¢ (t) de waarde geeft van de functie o in het punt van de lijn,
dat bij de waarde t van de. parameter behoort., Bij t = 0 behoort het
punt P. De afgeleide van ¢(t) voor t = O noemen we daarom de richtings-
afgeleide van a(x) in p voor de richting v. Volgens de regels voor het
differentleren van functies van meer veranderlijken is echter

dp _ 9c dx  da dy . 3ax dz ,

at ';'6—::',3%'-*' 3y dt .t 9z at ’

E& dZ)
dt ' dt
gebrulk makend van het 1nwen&15e product van twee vectoren.voor de

richtingsafgeleide kunnen schrijven

(1) (grad a, v).

daar x = p + ty, is echter juist ( = v, zodat we,

Dit geeft ons een meetkundige interpretatie van de gradient. De
richtingsafgeleide van a in de richting v is namelijk de projectie wvan
grad « op de richting van v met plusteken of minteken al naar gelang
deze progectie in dezelfde of in tegengestelde richtlng als v valt.
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Immers u1t (1) volgt dat’ de rlchtlngsafgeleide gelijk is aan het
product van de lengtes van grad a en v en de cosinus van de hoek
tussen grad ‘a en v. De lengte van v is echter = Ts waarult de bewerzng
over de progectle nu direct volgt. -
De rlchtlngsafgeleide is dus maximaal ale grad aen v dezelfde
richting hebben. Grad a geeft de richting van de sterkste toeneming
van de functie o; bovendien geeft |grad al de afgeleide in die richting.
In richtingen loodrecht op grad a is de rlchtlngsafgelelde nul, dus
- de functie in eerste benadering constant.
Het vlak loodrecht op grad a is raakvlak aan het oppervlak a = constant.

8.2 De infegraalstellingen.

Laat een kromme K gegeven zijn door een paxametervoorstelllng
= x(t), y = y{(t), z = 2(t)., Voorbeeld: de eenheidlclrkel in het (x.y)_
vlak met middelpunt in" de oorsprong: x = cos t, y = sin t, 2z = O. :
In vectorschrijfwijze geven we de kromme weer door x = x(t). We kunnen

. dx
nu de vector = ( e dt ) vormen; deze heeft de richting

van de raaklijn aan de kromme, Immers de richting van de koorde tussen

de punten behorende bij t en t+h is x(t+h) - x(t), of ook H(E(t+h)‘£(t))!

ax

“dus de limiet hiervan voor h-o is 3% » de richting van de raaklijm.

Een eenheidsvector in de raakrichting heet de raakvector t.

Deze ontstaat dus door :: door zijn lengte \V/(-d-'}-t-)2 + (QI)i + (ngz te

delen. Elgenllgk is er nog een tekendubbelzinnigheid in de definitie

van t, daar we t ook door zijn tegengestelde mogen vervangen. Bij de

hier . gedane keuze wijst t in de richting van het doorlopen der kromme

in de richting van toenemende t. Stel, dat t het interval a £tgy

doorloopt, dan is x(a) het beginpunt en x(b) het eindpunt van de kromme.
Stel nu, dat er “verder ren scalarveld a(x) gegeven is, dan beschouwen

we dit scalarveld op de kromme, door de functie ¢(t) = a(x(t)) te be-

studeren. Hierop passen we de hoofdstelling van de integraalrekening toe:

b P .
Jﬁ 2 at = ¢(b) -~ ¢la).

Mo is 22 . Q& dx-, £$'%% + 35 %— ; verder is het lijnelement ds op de

kromme K bepaald door dgz = \V/ + (E%) + (%%) dt, dus

%% dt = (grad a, E) ds. Hiermee vinden we de eerste integraalformule

(1) h((grad a, t) ds = a(eindpunt) - o (beginpunt).
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Daar t een eenheidsvector is, is (grad a, t) de richtingsafgeleide van
o in de richting van dé raaklijn aan de kromme. Deze rlchtlngsafgelelde
noemt men de tangentlele afgelelde van o.

De belangrijkste fysilche toepa551ng van (1) is, het vectorveld -
grad a op te vatten als een krachtveld en a als een potentiaal van dlt
krachtveld. De integraal in het linkerlid van (1) is op te vatten als.
de arbeid, die verricht wordt bij doorlopen van de kromme K; immers als

= grad a de kracht is, dan is (a, t) de tangentiele compoment .van de.
kracht Op grond van (1} is de potentiaal « een maat voor de energie ‘in
het veld, want de arbeid die verricht wordt als men van het punt P naar
het punt Q gaat, is a(Q) - a{(P). Blijkbaar hangt deze arbeid niet af van
de weg, die men kiest, maar alleen van begin- en eindpunt. Dit laatste
kan ook als volgt worden uitgedrukt. Neemt men een gesloten kromme, dat
is een kromme waarvan beginpunt en eindpunt samenvallen va. een c1rke1).
dan is blijkens (1) de totale arbeid dus nul. Een veld, dat aan deze eis
voldoet, heet conservatief; het voldoet aan de wet van behoud van edergie,
want men kan geen energie winnon of verliezen door een rondgang door het
- veld te maken., We hebben dus gevonden:

Een veld, dat een poténtiaal bezit, is conservatief.

Omgekeerd heeft een conservatlef veld ook een potentiaal, hetgeen we
niet zullen aantonen. Er bestaan echter ook velden, die geen potentigal

hebben en waarvoor ;F(Ei E)tds, uitgestrekt over een gesloten kromme -
niet = O behoeft te zijn.

Vbe1 Neem in het platte vlak het veld a gegeven door a = (-y, x).
Deze vector staat in ieder punt loodrecht op de positievectér {(x,y).
We integreren nu over de eenheidscirkel, Blijkbaar valt dan a in de
richting van t en dus is (a, t) =lal = 1 op deze cirkel, mits a en t
gelijk georienteerd zijn. Kies nu de parametervoorstelling x = cos t

Y = gin t, dan is dx = - 5in t, dy = cos t, dus ds = dt en t

' dt dt _ -

= (- sin t, cos t), (a, t) = 1. Dus gr(g, t) ds = ‘f dt = 2% .
' C K o

We beschouwen nu de intégraal J\(g, t)} ds voor een willekeurig veld
X .

a en een gesloten kromme K. Allereerst nemen we voor K een kleine recht-
hoek in het (x,y)-vlak met zijden evenwijdig aan de codrdinaatassen, die
op. een dusdanige wijze doorlopen wordt, dat daarbij het rechthoekige

gebied voortdurend aan de linkerkant ligt. Op de zijden evenwijdig met de
x~as is t = (1,0) of («1,0), dus (a, t) =% a_ en wel + a, op de onderste
en = a1'op de bovenste van de twee zijden. Noemt men de lengpen der ziiden
Ax en Ay, dan zijn de twee integralen bij benadering resp. a, Ax en

- a, Ax, waarbij de waarden van a, in beide gevallen behoren bij waarden

1
van y, d1e Ay verschillen. Beide integralen samen zijn bij benadering

dus - —a-;‘-AyAx. Op analoge wijze vinden we bij de zijden evenw13d1g aan
de y~-as bij benadering a, Ay voor de rechtse en - a, Ay voor de linkse
zijde en samen dus bij benadering 5—1 AxAYy. Daar Ax Ay de oppervlakte

van de rechthoek is, vinden we zo bij benadering voor de integraal
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aaz da\ . o
(.@x B ay_“) < 9pp rechthoek.

We beschouwen nu een gebied G in het (x,y)-vlak met randkromme K,
die we weer :zo doorlopen denken, dat het gebied hierbij voortdurend . _
aan de llnkerkant ligt. We verdelen het gebied in kleine rechthoekjes
door 1ijnen evenwijdig met de x-as en de y-as. Elk rechthoekje afzonder-
1ijk doorlopeh we weer zo, dat het ingesloten rechthoeksgebied aan de
linkerkant ligt. Tellen we dan de integralen van alle rechthoeken bij
elkaar op dan vallen dé tijdragen van de zijden, die binnen G liggen
alle tegen elkaar weg omdat elk dergelijk lijntje rand is van twee recht-
hoeken en bij deze twee rechthoeken in tegengestelde richting door10pen '
wordt en zodoende twee bijdragen tot de integralen levert die precies.
elkaars tegengestelde zijn. Bij optelling van alle integralen blijft
alleen de integraal over K over. De stukjes aan de rand zijn geen zulvere
rechthoeken, daar er door K stukjes afgesneden worden.

Op elke rechthoek passen we bovenstaande benadering toe. Tellen we
dit op en maken we de verdeling steeds fijner dan nadert de som van deze
benaderingen klaarblijkelijk tot de integraal

da da

0% %)Y
If(ax 3y ) o -
® /

We bewijzen niet, dat de gemaakte fout bij de benaderingen steeds
kleiner wordt naarmate de verdeling steeds fijner wordt, en dat het niet-
 hindert, dat de stukjes aan de rand geen rechthoeken 2zijn. Zo vinden we

(2) JI ( —y-—- dx Ay = I(g, t) ds
¥ A

voor een gebled G in het (x,y)-vlak met randkromme K, waarbij de
orlenterlng van de raakvector t van K behoort bij een dusdanige omloops-
zin van K, dat hierbij G aan de linkerkant ligt.

da da
Het in voorbeeld 1 gevonden resultaat klopt met (2), want Fpea 2 §§l-= 2

en de oppervliakte van de eenheidscirkel is =n .,

We beschouwen nu een stuk oppervlak S in de ruimte met randkromme X.

We willen nu wederom Jﬁ(g, t) ds in verband brengen met een integraal

K
die over S wordt uitgestrekt. Om dit te doen gaan we S in kleine stukjes
verdelent hierop zouden we graag het voorafgaande toepassen. Nu is een
dergelijk stukje van S in het algemeen niet vlak, maar gekromd. Voor een
klein stukje zal het echter geen kwaad kunnen, het stukje door een’ stukge
plat vlak te benaderen. Dit stukje hoeft echter niet evenwijdig met één
van de coordinaatvlakken te zijn. We voeren daarom even een hulpcoordi-
natenstelsel in, waarin we een punt de coordinaten (u,v,w) geven en wel
z0 dat de u-as en de v-as evenwijdig zijn met het beschouwde vliakstukje,
De eenheldsvectoren langs deze pOEltleVe assen noemen we h, k, n.
Dan is u = (x, h), v = (x, k), w = (x, n), en x = uh + vk + wn, dus
X = uh + vk +wWn,, ¥ = uh + vk twn, z = uh + vk + wns.

Fen yector a ontbinden we nu ook in componenten volgens deze assen:
a, = a, h), a, = (a, k), a = (a, n). Nu kunnen we de formule voor het
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. ' - da 2a
platte vlak toepassen. We vinden dan de integraal van FEX - E;E.

We gaan dit nu weer omzetten in de oorspronkelijke componenten. en
coordinaten: : '

da_ aau ' -a_(g_, k) .Va(_a_,“ h) da ' da

du T av T Tau T T oW =\sm k) (é_v"h)=

‘ - da " da 6& . da da da ‘¢f
=(§'§ hy+ 3’;‘ h, + bf hy, _k.)'(?a'”; K+ 5'-;. k,+ 5%. k3'_'£) =
_.(aa3 aaz) ‘ .6a1 déj “
=\8y " %z (hzk,- hk,) + 33 - 3;-—) (hyk - h k) +

da da -
2 T L
"(_ax i ) (h,k - hk ).

Nu is de vector (hzks' h,k_, bk, - h1kl,.h1kz- h2k1) juist het vectore
product h x k. Omdat h, k, n een rechts stelsel onderling loodrechte -

eenheidsvectoren vormen is h x k = n., Verder is de vector
aa3 aa2 0a1 aa3 aa2 aa,1 ) e a ooty
¥y "%z ' T - 3x T 3y Juis e rotatie van a.

°De hierboven gevonden uitdrukking is het inwendig product van deze

_ ) @av aau
vectoren: Fraial el (rot a, n).
da oa

De integraal van EE! i over het stukje is dus bij benadering gelijk
aan (rot a, n) maal de oppervlakte van het stukje. Volgens (2} is deze "

integraal gelijk aan J‘(g, t)ds, waarbij K de randkromme van het stukje

_ K
is. Deze moet zo worden doorlopen dat, in de (u,v,w)-coordinaten gerekend,
het stukje in het (u,v)-vlak aan de linkerkant ligt. Dit betekent, dat
~de omloopszin van K en de richting van 1 samen de schroefzin van een
rechtse schroef moeten vormen.

Nu verdelen we een niet meer klein verondersteld oppervlak S met
randkromme K, waarop we een bepaalde normaalrichting uitgekozen hebben,
in kleine stukjes. Op alle randkrommen van deze stukjes passen we het
bovenstaande toe. We tellen de zo verkregen integralen alle bij elkaar
0p. De bijdrage van krommen die er door de verdeling in stukjes bijge-
komen zijn, vallen echter weg, omdat zo'n stuk kromme randkromme is van
twee stukjes en bij beide in tegengestelde zin doorlopen wordt en dus .
-tegengestelde integralen levert., Bij optelling van. alle lijnintegralen
blijft alleen de integraal over K over. Het .andere 1id nadert bij ver-
fijning van ‘de verdeling tot de integraal over S van (rot a, g).

Zo vinden we - '

(3) Jﬂ(rot a, n) do = Jﬂ(g, t) ds (formule van Stokes).
S K ‘

‘ Hierin is do een oppervlakte-element op S. Verder passen de oriente-
ringen van n en t zo bij elkaar, dat de omloopszin van de kromme K,
die past bij t, tezamen met n de schroefzin van een rechtse schroef geeft.




Iv,7

Omdat n een eenheidsvector is, is, (rot a, n) de projectie van
rot a op de richting van n, of zoals men ook wel zegt de normale

omponent van rot a.

Vb 2 Neem het vectorveld a = (z-y, X=Z, Y=X)§ dan is rot a = (2,2, 2).
We nemen nu de halve bol, die bestaat uit- het stuk: boven het (X,Y)-Vlnk

van de bol x2+y2+2z2= 1. We kiezen de naar buiten wijzende normaal op
het boloppervlak; hiervoor geldt kemnelijk n = (x,y,z) in het punt
(x,¥,2z) van het boloppervlak, We kiezen poolcoordlnaten in het (x,y)-
vlak, Op grond van een in het eerste jaar afgeleide formule voor de
oppervlakte is nu het linkerlid van (3) gelijk aan

S ot 2, w\/5 + Q2+ L (2 roar o,

9z .2 1,824 1
i3 g = \/1-p? 9z 4 a—
waarbij z = \/j r? , dus \/1 + (37 o+ ; (56) = en

© \1-r?

(rot a, n) = 2(x +y + z) = 2(r cos ¢ +r sin ¢ + \/1-r?), zodat de
1ntegraal overgaat in: ‘

1

\f dr \r 2(r ¢os @ + 1 sin p + Y1-r?) ——=—- d¢ , maar J‘cos ¢ dp =
2 .

o . o Vi-r &

2N 1

=_Jﬁ sin ¢ d¢ = O, dus er komt 4n‘f r dr = Z2n., De randkromme is de

o o

2n

eenheidscirkel in het (x,y)-vlak. In het (x,y)-vlak is z = O, dus

a = (-y, x, y-x). Bij projectie van a op t, die ook in het (x,y)-vlak
Tigt, mag men a dan ook nog vervangen door (~y, x, o), Nu is precies
de situatie ontstaan van voorbeeld,1; ook de orientering blijkt te-
kloppen met de bij formule (3) vereiste orientering. In voorbeeld 1
hebben we echter ook een uitkomst 2m gevonden, hetgeen klopt.

Het is duidelijk, dat (2) een speciaal geval van (3) is, dat ontstaat
als we voor S een stuk van het (x,y)-vlak kiezen, met n = (0,0,1).

Neemt men nu een gesloten oppervlak, bv. een boloppervlak, dan heeft
dit in het geheel geen randkromme. Dit heeft ten gevolge, dat voor een
gesloten oppervlak op grond van (3) geldt

J‘(rot a, n) do = O.
S

Past men de formule van Stokes toe op een conservatief veld a, dan
is het rechterlid steeds nul voor ieder oppervlak S. Hieruit volgt nu
nakkelijk, dat identiek geldt rot = Q: het veld is rotatievrij.
Immers als in een punt rot a # 9, dan kiezen we een klein oppervlakje
door dat punt en loodrecht op de richting van rot a. Dit geeft zeker een-
linkerlid van (3) dat niet nul is. Dus

'Een conservatief veld is rotatievrij.
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. i .

Men zou geneigd zijn te denken dat het omgekeerde van deze stelling
ook uit -de formule van Stokes volgt. Als namelijk het veld rotatievrij
is, is het linkerlid van (3) altijd nul en dus ook het rechterlid.
Hieruit kan echter nog niet worden geconcludeerd, dat het veld conser=
vatief is, omdat (3) niet toegepast kan worden .op alle gesloten krommen
K, maar slechts op die gesloten krommen, die randkrommen zijn van een’
blnnen het veld verlopend oppervlak. Het volgende fysische voorbeeld
geeft éen beeld van de ontstane moeilijkheid.

Vb.3 We beschouwen het magneetveld van een oneindig 1ange rechte stroomw-
gelelder. De veldsterkte in een punt staat loodrecht op de stroomgeleider
en loodrecht op de loodlijn uit het punt op de stroomgeleider en is
omgekeerd evenredig met de afstand van het punt tot de stroomgeleider.
Neem de stroomgeleider. als z~zs. Dan is makkelijk na te gaan, dat het =

magneetveld de gedaante H = ( > S 0')'met constante ¢ heeft.

x2 +y? X2 +y2

Directe verificatie leert, dat rot H = 0. Op de z~as is H niet gedefi-
nieerd. Als gesloten kromme nemen we de eenheidscirkel x? + y = 1 in

het (x,y)-vlak. Dan is \f(H, t)ds juist ¢ maal de integraal van voorbeeld
1, dat is dus 21 c. Het veld is dus niet conservatief; dit is echter ook
fysisch bekend, want door met een magneetpool om de stroomgeleider heen
te lopen, valt inderdaad energie te winnen of te verliezen. Door een
dergelijke om de z=-as heen lopende kromme kan ook geen oppervlak gelegd
worden, zonder de z-as, waar het veld oneindig wordt, te snijden.

. Neemt men echter een gesloten kromme, die niet om de z~as heen loopt,

dan kan daar wel een oppervlak door gelegd worden en levert de formule
van Stokes, dat de energie nul is.

Bij de eerste integraalformule hebben we gevonden, dat een veld,
dat een potentiaal bezit, conservatief is en nu hebben we gevonden, dat
een conservatief veld rotatlevrlJ is. Door combinatie van deze resul~
taten vinden we, dat uit a = grad a volgt, dat rot a = 0, dus de formule

rot grad o = Q-,

die door directe berekening ook makkelijk te verifieren is.

We -beschouwen nu het llnkerlld van de formule van Stokes nog wat
nader, of nog iets. algemener

(%) j‘(g, n)do
3 ' .

voor een willekeurig vectorveld a. We zeggen nu, dat als a = rot b,

b een vectorpotentiaal van a is. Vatten we het veld a op als een stro-
mlngsveld of een snelheidsveld dan geeft (4) juist de door het opper--
vlak S stromende vloeistof, positief geteld in de richting van n.

Als a een vectorpotentiaal heeft is voor een gesloten oppervlak de
totale hoeveelheid in- jen uitstromende vloeistof dus nul, De totale
hoeveelheid materie blijft dus in elk ruimtestuk constanti het veld is

bronvrij (d.w.z. (4) is nul voor alle gesloten oppervlakken 8).

Een veld, dat een vectorpotentiaal bezit, is bronvrij.

Omgekxeerd heeft een bronvrij veld ook een vectorpotentiaal, hetgeen
we niet zullen aantonen. Er bestaan echter ook velden, die geen vector-
potentiaal bezitten en waarvoor {4) voor een gesloten oppervlak S niet
nul behoeft te zijn. '
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Vb,4 Neem het veld a = (x,y,2). Als oppervlak nemen we de eenheidsbol -

x2 + y% + 22 = 1, Op deze bol is kennelijk (a, n) = 1 voor de naar )
buiten wijzende normaal n. Dus is (4) gelijk aan de oppervlakte van de
bOl, dli- 4“‘ - N ’ o

We beschouwen nu de integraal (4) voor een willekeurig veld a en
een gesloten oppervlak S, Allereerst nemen we voor S het oppervlak van.
een klein rechthoekig blok met zijvlakken evenwijdig met de coordinaat--
vlakken en een naar buiten wijzende normaal. In de vlakken loodrechfhgp
dé x-as is n = (1,0,0) of (-1,0,0), dus (a, n) = ¢ a,” en wel + a, op
het vlek dat bij de grootste x-waarde behoort en - a, op het andere vlak.
Noemt men de lengten der ribben van het blok Ax, Ay, Az, dan zijn de.
bij de genoemde vlakken behorende integralen bij benadering resp,.
a4y Az en - a, Ay Az, waarbij de waarden van in beide gevallen be~ '
horen bij waarden van x die Ax verschillen. Beide integralen samen zijn
bij benadering dus EEL Ay 4z Ax. Op analoge wijze behandelt men de

. a
andere zijvlakken met als resultaten E;L Ax Az Ay en 5;1-Ax Ay Az,

Maakt meg gebruik va% de divergentie van a, dat is
a a =

da >
div a = 3=t + ==% + =2 | dan vinden we als benadering voor de totale
= 0x dy dz

integraal: (div a) . inh. blok.

We beschouwen nu een gebied G in de ruimte met randoppervlak S5, met
naar buiten wijzende rormaal. We verdelen het gebied in Kk eine recht-
hoekige blokjes, door vlakken loodrecht op de drie coordinaatassen. _
Bij elk blok nemen we de normaal, die naar buiten wijst en met behulp .
daarvan de bijbehorende integraal (4). Tellen we de integralen voor alle
blokken bij elkaar op, dan vallen de bijdragen van de zijvlakken, die
binnen G'liggen, alle tegen elkaar weg, omdat elk dergelijk zijvlak rand
is van twee blokken en bij beide blokken juist een tegengestelde normaal-
keuze en dus ook een tegengestelde integraal behoort. Bij optelling van
alle integralen blijft alleen de integraal over S over. De brokjes aan
de rand van G zijn geen zuivere rechthoekige blokken daar er door §
stukjes afgesneden worden. _

Op elk blok passen we bovenstaande benadering toe., Tellen we dit or
en maken we de verdeling steeds fijner, dan nadert de som van deze bew
naderingen klaarblijkelijk tot de integraal

tf div a dr,
G

waarin dt = dx dy dz het ruimte-element is, We bewijzen niet, dat de
gemaalkte fout bij de benaderingen steeds kleiner wordt, naarmate de
verdeling steeds fijner wordt, en dat het niet hindert, dat de stukjes
aan de rand geen rechthoekige blokken zijn. Zo vinden we:

(5) J‘ div a dt = \r(g, n) do (formule van Gauss).
G . S

Hierin is G een gebied in de ruimte, S het randoppervlak van G, n de
naar buiten gerichte normaal.
Het in voorbeeld 4 gevonden resultaat klopt met deze formule, want

div a = 3 en de inhoud van G is ETE.

3
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Past men de formule van Gauss toe op een veld, dat bronvrij is,
dan is het rechterlid steeds nul en dus ook het linkerlid. Hieruit S
volgt nu weer direct, dat: identiek geldt div a = O: het veld is '
divergentievrij: - .

Een bronvrij veld is divergentievrij.

Als omgekeerd gegeven is, dat het veld divergentievrij is, is het. -
linkerlid van (5) en dus ook het rechterlid altijd nul. Hieruit volat -
nog niet, dat het veld bronvrij is, want (5) geldt alleen voor die ge-
sloten oppervlakken, waarvan het binnengebied geheel in het veld ligt.
We lichten deze moeilijkheid met het volgende fysische voorbeeld toe,

Yb.5 We beschouwen het electrische veld van een puntlading of, hetgebn,
op hetzelfde neerkomt, het gravitatieveld van een massapunt. De veld-
sterkte in een punt .is gericht langs de verbindingslijn met de punt-
lading en is omgekeerd evenredig met het kwadraat van de afstand tot “die
lading. Nemen we de lading in de oorsprong van het codrdinatenstelsel,

dan heeft het veld de gedaante.g =(’E§ ’-2¥ 4 Ef met constante ¢ en
: r> r r

r =Vx? + 32 + 2?2 (zie voorbeeld 1 in paragraaf 1). Directe verificatie
leert, dat div E = 0. In,de-oorsprong is E niet gedefinieerd. We nemen

als gesloten oppervlak de bol x? + y2 + 2?2 = 1, Op deze bol isr =1,
dus ‘f(g, n) 4o is juist ¢ maal de in voorbeeld 4 uitgerekende integraal,

dus gelijk aan 4mc. Het veld is dus niet bronvrij; in het binnengebied
vau het gesloten oppervlak is het veld niet overal gedefinieerd. Voor
een gesloten oppervlak, dat de oorsprong niet in zijn inwendige bevat,
is de corresponderende integraal wel nul.

. We vergelijken de situatie in dit voorbeeld nog even met die in
voorbeeld -3-."Voor het veld in voorbeeld 3 geldt nu ook div H = 0; dit -
veld is bovengien bronvrij, want als een gesloten oppervlak de z-as niet
snijdt, heeft. ook hét.binnengebied niets met de z-as gemeen, zodat nu
op ieder gesloten oppervlak de formule van Gauss kan worden toegepast.
Aan de andere kant geldit in voorbeeld 5, dat rot E =0; dit veld is
bovendien conservatief, omdat iedere gesloten kromme, die niet door O-

- gaat, als randkromme op te vatten is van .een oppervlak, dat niet .door

0 gaat, gzodat op iedere gesloten kromme de formule van Stokes kan worden

toegepast. ] :
Uit de formule van Stokes hebben we geconcludeerd, dat een veld, dat

een vectorpotentiaal bezit, bronvrij is en uit de formule van Gauss,

dat een bronvrij veld divergentievrij is. Door combinatie van dezé resul-

taten vinden we, dat uit b = rot-a volgt, dat div b = 0, dus de formule

div rot a = 0,

die door directe berekening ook makkelijk te verifiéren is.
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8.3 Enkele formules voor:gradient, rotatie en divergentie.

De in de vorige paragraaf behandelde integraalstellingen hebben *
het belang van gradient, rotatie en divergentie in het licht gestﬂlde
We behandelen daarom nu enkele formules, die op deze operaties be=-
trekking hebben. L

Allereerst nog iets over de notatie. In plaats van grad ¢ schrijft

men ook g% , waarbij v als een symbolische vector f% 3 g% ’ i%) quat'
opgevat. Van deze symbolische vector vormen we nu het inwendige product
. aa1 aaz BaB
met een vectorveld a : (y, a) = + + = div a. Evenzo kan
= = ax dy dz

men het vectorproduct v X a vormen, hetgeen juist rot a blljkt te 213n;
De notaties (v, a) voor div a en v x a voor rot a worden veel gebruikt.

We gaan nu het effect na van het na elkaar uitvoeren van twee van de
operaties grad, rot en div. Hieibij moeten we bedenken, dat grad op'een
scalar en rot en div op een vector werken en dat grad en rot een vector
en div een scalar opleveren. Dlt geeft de volgende mogelijkheden van
samenstelling:
rot grad a, div grad a, rot rot a, div rot a, grad dlv a.

Twee van deze zijn al in paragraaf 2 als nul gesignaleerd:
0. .

(2) div rot & = O,

(1) rot grad o

1]

Verder heeft men voor div grad een apart symbool A ingevoerd:
2 2 2
(3) Ax = div grad a = 2o o .
ax? 3y? 9z?

Deze operator A laat men ook op een vectorveld a werken met als
resultaat een vectorveld, waarvan de componenten ontstaan door A op
de componenten van a te laten werken: :

(4) 2a = (aa,, da,, ba,).

Tussen de overgebleven uitdrukkingen bestaat nog de volgende be-
trekking:

(5) grad div a = rot rot a + Aa.

We beschouwen om dit te bewijzen, de eerste component van. rot rot a:

(Bl _a._(_.__ il R
dy N oax 3y 3 -
3%a 32a 2 a 32a
2 3 4 1

dxdy * Fxoz

: 2 2 2

3 aa1 Baz aa3 9 a, ) a, ] a,

ax (3x T iy * 9z - * * '
R 3 x? ay? 322

hetgeen de eerste component van grad div a - Aa is. De andere compo-
nenten gaan analoog, hetgeen tot (5) leidt.
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Verder zijn er nog verbanden tussen rot, grad en div en de alge-
bralsche vectoroperaties. We noemen de volgende betrekkingen:

(6) grad () = ¢ grad ¢ + ¢ grad @.

(7) rot (pa)

(8) div (pa). = ¢ div a + (grad ¢, a)l.

(9) div (a x b) = (b, rot a) - (a, rot b).

¢ rot a + (grad ¢) x a.

. De geldigheid hiervan is zeer eenvoudig te verifieren. Ten slotte
blijkt de operatie A verwisselbaar te zijn met grad, rot en div:

(10) grad Ap = 4 grad ¢.
{(11) rot Aa = Arot a.
(12) div A a = A div a.

Men krijgt (10) door in (5) a = grad ¢ te stellen en (1) en (3) te
gebruiken. Men krijgt (12) door op (5) links en rechts div toe te passen
en (2) en (3) te gebruiken. Voor (11) vervangt men eerst in (5) a door
rot a en gebruikt (2): '

Q0 = rot rot rot a + A rot aj
vervolgens past men op (5) links en rechts rot toe en gebruikt (1):
O = rot rot rot a + rot 4 a.

Door combinatie vindt men (11).




HOOFDSTUK V LAPLACE - TRANSFORMATIE

Ter inleiding behandelen we een eenvoudig voorbeeld - Stel dat
we de oplossing y(x) van de D.V.
y' -2y = e¥, | |
zoeken, waarvoor geldt y(0) = O, Veronderstel, dat voor dege oplossing
geldt, dat

Y(p) = jy(x) e~ PX
o .

i

bestaat, althans voor voldoend grote ps Veronderstel verder, dat

lim y(x) e P* - 0. Met behulp van partiele 1ntegrat1e v1nden we

Vo

~an hedenk dat y(0) = 0)

F -px | ~px 1 dx =
df y(x) e dx (x) e ] 5 Jﬁy (x) e d# =

o

i

‘ o
1 J? y'(x) e~ PX 4x.
Py E |
Jmdat y(x) een oplossing is van de D.V., geldt y'(x) - 2y(x) = e*.

ve vermenigvuldigen nu beide leden van deze gelljkheld met e ~px en
1ntegreren van O tot «, Dit geeft

o0
(p-2) Xp) = [ * ™ ax,

o0 L0 ‘ [+
Nu is [‘eax e P* ax = ;r e(a-p)x dx = [—1— e(a-p)%] = ~1—-voor P> a.

\ a=p p=-a .

o o o
Du eldt wvoor vsldoend rote p: Y(p) = I -2 d

° 8 grove pi T = i p-2) T p-2 T -1
Dus ¥(p) = ‘f (2% - %) ¢7P% dx, dus
0
-] .
J‘(y(x) I eX) e P¥ dx = 0.

Dit is natuurlijk juist, als y(x) = e* - e* wordt gekozen., Dit is

echter inderdaad de gezochte oplossing.

Als f(x) een functie is, die voor alle positieve reele x gedefinieerd

is en als o

sf f(x) ¢ P¥ ax

0
voor voldoend grote p bestaat, dan heet de 2o verkregen functie F(p)
van p de Laplace-getransformeerde van f(x). Deze wordt symbolisch aan-

geduid met
F(p) =€ {£(x)).
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De overgang van f(x) naar F(p) heet Laplace-transformatie. Deze
wordt in allerlei gebieden van de wiskunde toegepast, o0.a. bij het.
oplossen van @ifferentiaalvergelijkingen.

Uit de definitie volgt direct
LI(x) + glx)) =L{£(x)} + o‘C{s(x)).
L{c £(x)} = ¢ £ {(f(x)) voor. constante C.

Verder vindt men door partiele 1ntegrat1e°

T £1(x) e;'px dx = [f(x) e-px] + P T f(#) e-px. ax =
o . |

e - ’ . [+

- £(0) + pL{g(x)},

L £ {x))

mits 1lim f(x) e-px.= 0. Door herhaling van deze herleiding vinden we
X - .

L™= o020 vp 6@ 0) vty w01 2(0) 1 4
| s "X {_f(x)}.-

mits lim f(k)(x) e™PX - 0 voor k = Oy 1y see, n=1.

b

Deze eigenschappen maken de Laplace_transformatie'geschikt voor
het oplossen van eventueel inhomogene lineaire D.V. met constante coef-
ficienten. We hebben dit al aan het inleidende voorbeeld gezien. We
beschouwen nog eens het algemene geval van een dergelijke vergelijking
van de tweede orde:

¥y" o+ a1y' +a,y = f(x).
Noem ter afkorting Y(p) =€ {y(x)} en F(p) = L{f(x)}. Past men
Taplace-transformatie op de D.V. toe, dan krijgt men
- Ly (0) + py(0)] + p?¥(p) - a,y(0) + a,p ¥(p) + a,¥(p) = F(p),

Y(p) = RI(Q) + 7'€0) + 3,7(0) + F(p)

p? + a,p + a,

Als nu y(0) en y'(0) gegeven zijn, is hierdoor de getransformeerde

van y(x) geheel vastgelegd. De voornaamste moeilijkheid is .nu echter,
uit de getransformeerde de oorspronkelijke functie terug te vinden.,
Hiervoor bestaan algemene methoden, die we hier echter niet kunnen be-
spreken. Bovendien .kan men bewijzen, dat de ovorspronkelijke functie
door haar getransformeerde ondubbelzinnig bepaald is. Er bestazn echter
ook uitvoerige tabellen, waarin men kan trachten de gezochte functie te
vinden (bv. G.Doetsch, Tabellen zur Laplace-Transformation, of Bateman
manuscript project, Tables of integral transforms, Volume I).

Vaak kan men de getransformeerde schrijven als een product van twee
functies, waarvan we de oorspronkelijke functies kennen. We vinden de
ocorspronkelijke functie van het product dan als volgt: :




Stel F(p)

L{f(x)} en G(p) = L{glx)}, dan is

£(x)e™™ ax [ glx) eP* ax =
Q

Jﬂ £(t) gly) e PHHY) dt dy .
o .

I
QL—ﬁSOL—38"

F(p) G(p)

Stel nux = t + ¥, dus

y =x - t: )
. oG [--] . w ) x . . . .

F(p) G(p) = J‘ at £(t) glx-t) e P* ax =.J1dx e PX g‘f(t)‘g(x-t) at

o . t o :

x
=ct{f £(t) glx-t) at}.
.0 '
. x . |
De functie h(x) = Jﬂ f(t) g(x-t) dt noemt men de convolutie van f(x) . -
[«]

en g(x). We hebben dus.gevbnden dat de Laplace-getransformeerde van de
convolutie van twee functies het product is van de Laplace-getransfor-
meerden van die functies. : .

ils F(p) = L{£(x)}, dan is Flp-a) = £{e®* £(x)).
Dit volgt direct uit :

o0

Jﬁ e2F r(x) ¥ 4x = Jﬂ £f{x) e-(p-a)x dx.
o 0

Als de getransformeerde een gebroken rationale functie van p is,
waarvan de graad van de teller kieiner is dan de graad van de noemer,
dan helpt splitsing in partiele breuken. Deze levert termen van de vorm

C C Cp

(p-a)® ' {(p-aR? 402 )® " {(p-a) 42 }R

b ' n _-px |~ B
Hu is Jﬂ xn e-px dx = - X ¢ + L Jﬂ :\cn“.1 e-px dX = ... =
p P
0 0 0
_ Ei -px . _nl
= = J\ e dx = el dus
P P
ax n-=1
1 _Ji e . X }
- - A ‘ -
(p_a)n En ‘]j.
Op analoge wijze vindt men
K AX gin bx a ax
———Tf?xx{k E —= 2 2=&He cos bx} .
(p-a)" +b (p-a)” +b

Ook-bij de hogere machten van deze noemers kan men de oorspronkelij@é
functies makkelijk bepalen; de uitkomsten worden dan ingewikkelder.
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De Laplace-transformatle is bijzonder geschikt voor lineaire D.V.
met constante coefficienten om de op10551ng y{x) te bepalen, waarvoor

Fo F'y aoes y(n =1 in een vast punt a gegeven zijn (hierin ig n de

orde van de D,V.,). Het voordeel is, dat we rechtstréeks naar deze op-
lossing toerekenen, zonder dat we eerst de algemene 0p10551ng van de
D.V. hoeven te bepalen.

¥b.1 y" + biy = X? +X + J%-. Gevraagd de oplossing, Waarv00r

y(0) = y'(0) = 0. als Flp) = L{x? + x + ;- } (deze rekenen we niet ult)

dan geldt voor Y(p) = Ji{y(x) }:

¥(p) - Ep) .
D! +b2

Men zou nu F(p) kunnen uitrekenen en splitsing in partlele breuken toe-
passen. We volgen een andere methode, die van de convolutie gebruik

L ,}S{M} . Hieruit volgt nu direct
p +b2

- maakt. We weten al dat
. X : : .
y(x) = ¢ ‘f (t2 + ¢t + g—) sin b(x-t) dt. Hiermee is de oplossing al

gevonden; we behoeven nog slechts de integraal uit te rekenen.

Nu is
X 1 X . 2 X
f t? sin blx~t) dt = [E t? cos b(x-t)] -5 J” t cos b(x~-t) dt =
o] . o] o]
? X X
=X .2 [t ein b{x=-t)| - 2 sin b(x-t) dt,
b 2 o
b
Q [o}
17 ¥ 2  x2
dus = J‘ (t? + =) sin b(x-t) dt = = , Verder is
b_o b2 b
. o | . ‘ . . x
- bf t sin b{x=-t) dt = — [t cos.b(x-t)] - = j‘cos b{x=t) dt =
b b? _ b
0 4] o]
_ x ' . '
=£-+1_5inb(x_t) :i-M .
b2 -b3 . .b2 b’
[o]
2 .
dus  y(x) __+3__§_1m,

¥ b2 b

Ook bij partiele D.V. wordt vaak Laplace-transformatie toegepast.
Als er bv. twee onafhankelijke veranderlijken zijn, past men de trans-
formatie op een van beide veranderlijken toe en houdt een gewone D.V.
in de andere veranderlijke over. Het voordeel, dat men, als de bijvoor-
waarden, die de oplossing vastleggen, een geschikte gedaante hebben,
rechtstreeks naar de gezochte oplossing toerekent, weegt hier nog veel
zwaarder, dan bij gewone D.V., omdat bij partiele D,V. het bepalen van
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een algemene oplosging meestal een praktische onmogelijﬁheid is.
We lichten de gang van zaken aan een eenvoudig voorbeeld toe.

Yo.2 %i v a e %% . met constante a en b > 0. Gevrasgd de oplossing 

van deze D.V,, die voldoet .aan de voorwaarden, dat voor-t = O en x ]
willekeurig geldt y = O en-voor x - +wen t willekeurig geldt y = 0.
We pasaen Laplace-transfcrmatie op de veranderlijke t toe. Laat de ge-
transformeerde van y luiden Y(x, p), dan volgt uit het feit dat y = O

~bx
voor t = O enf{1) = 5: L4 PRI i

. W e
Erdd p pY. De getranformeerde A% is

3 : .
inderdaad aY y hetgeen men inziet door in de definlitieformule van de

Laplace~getransformeerde onder het integraalteken te differentieren.
De gevonden vergelijking voor Y is nu een gewone D.V, voor Y als functie
van x, met p als bijkomstige parameter. Het oplossen van deze vergelijking
met Laplace-transformatie is minder praktisch, omdat de bijvoorwaarde
nu VOoOr X e gegeven is. De algemene oplosaing van deze lineaire D.V.
van de eerste orde bepalen we met de methode van hoofdstuk I, §.1; het
resultaat is : o
~bx
Y= 2840 eFX .

 plp+b) ¢ | S

De bijvoorwaarde is nu dat voor x - + oy nadert tot de functie van t,
die identiek nul is. Hieruit volgt, dat voor x - += 0ok Y + O, Daar
Laplace-getransformeerden voor grote waarden van p gedefinieerd moeten
zijn, volgt hieruit dat C = 0, dus

~bx
_ae
" plp+d)°
-Het terugvinden van y is nu eenvoudig, want
I Y R ISR L R LD

pzp+b5 b p p+b
Het resultaat is dus dat

a _=hx
Y=g e (1 - e
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Syllabus van het college Wiskunde III b. :

HOOFDSTUK VI, REEKSEN EN INTEGRALEN VAN FOURIER

1. De functies sin x en cos x zijn voorbeelden van functies die vol-
doen aan‘ . 7
f(x + 2n) = £(x) voor alle x.
Definitie: een functie frdie voor zekere p voldoet aan
£(x + p) = £(x) voor alle x

heet een periodieke functie met periode p.

Het is duidelijk dat cok sin kx (k geheel) periodiek is met periode
2. Voor k >1 is 2T 'echter niet de kleinste positieve peribde
(deze is 2n/k).

' Opgaven:
1. Laat zién dat sin ax en cos ax dan en slechts dan periodiek
zijn met periode 2x indien « eén gehéel getal is.
2. Wat is de kleinste positieve periode van tan x?
3. 2Zij £ periodiek metrperiode p. Bewijs dat ook hp (n geheel)
een periode‘vanlf is.
20 TY Ny apyeeesdyy byyeesy by zekere getallen (N geheel). Zij (voor
‘alle x) - -
s(x) = % ay + Z:A (ancos nx + b _sin nx). ' (1)
n=1
Dan is & periodiék ﬁet periode.én ..
, Er is een simpel verband tussen s en de coEfficiEnfén a en
b .

Stelling: Voor de functie s uit (1) geldt

T

'_;'l' S‘ E(x)cos kx dx_-_- a.lg (als k = 0;1'clu'of N)|

-




“ -
1 : . .
;.j‘ ‘s(x? sin kx.dxlz pk {als k = 1,...,_af N).
-a |

3

Bé!ﬁs: We zijn klaar (ga nal) als we bewijzen dat

x o ajplals k=0
J1 cos kx dx = & :
o o] als k # 0,
- _
T

1
(]

j‘ sin kx dx
—W '
' n alsk =n # 0O
dos kx cos nx dx =

x 0 als k # n,

T
cos kx sin nx dx = 0 | (k en n>0),
-n

x .
n alsk=n*#0

e

X}.sin kx sin nx dx =

o 0 als k #n

We bewijzen alleen de laatste formule (bewijs de andere formules

zelf).
n : n
j‘ sin kx sin nx dx = 3 j, {cos(k - n)x - cos(k + n)x }dx.

-1 . _ -7

Als k - n # 0 is dan in het rechterlid gelijk aan

‘ T
sin(k=-n)x  sin{k+n)x
L3 S = Tken ] “ .= 0.
-7
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Voor k = n krijgen we echter

sin(k+n)x
x-SR

I '.
Opgave:

2ij £ periodiek met periode 2m . Bewijs en onthoud dat vocr alle redele a
en gehele k

a+2 n T

J" f(x)cos kx dx = I f(x)cos kx' dx.

a , C=1

Stel dat de reeks (een z.g. triédnometriébhe reeks)

[
o0

ta_+ n;] (a cos nx + b sin nx) (1)

voor alle waarden van x convergeert., Noem de som s(x).

Is dan weer
N g | |
cos ; .
qu s(x){22%) kx ax = () (2)

k
-T

Dit is (op grond van de rekenarij uit 2) het geval indien.we

integratie en sommatie mogen verwisselen, d.w.2z. indien

Lo do
'% j)E%a + 2 (acos nx + b _sin nx)] cos kx dx =
o n a
n=1
-n
R A
1 2 ..
= 3-8, j’ cos kx dx + _HE% J1 (anqos nx + bn81n nx}cos kx dx
-1 -

en analocg met sin kx.
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Bij convergentie zonder meer van de reeks (1) ‘is deze verwisse= .

‘ling niet steeds geoorloofd. Maar wel als de reeks (1) zg. uniform™

convergeert (een scherpere eis dan convergentie zonder meer, we
definieren dit begrip in dit college niet). En dus hebben we als
uitbreiding van de stelling uit 2:

Stelling. Als de reeks (1) uniform convergeert dan gelden de’ formu-

_les (2). Bovendien is de som s een continue periodieke functie. Men

noemt de formules (2) de formules van Euler.

Zij £ een functie die periodiek is met periode 2n. Is f bovendien

integreerbaar, dan kunnen we definieren

n="1

T
‘1
a, =3 ~r f{x) cos nx dx {(n = 0,1,...)_
-1 ' *
n
b = l,jﬁ f(x) sin nx dx (n = 1,2,0..),
n T
-7
Met deze coefficienten vormen we de reeks
1 e
—a + I (a cos nx + b sin nx). (1
2 o n n

Deze reeks noemen we (ongeacht convergentie of divergentie) de-

Fourier-reeks van f. En'an en bn heten de Fourier-coefficienten..

van f,

Op grond van 3 weten we:

Als de reeks (1) uﬁiform convergeert, dan is de som s een continue
functie van x, waarvoor geldt t

4 i coB, &
= j1 s5(x) {giq) px dx = (bn} .
-%

We stellen nuide volgende vragen:
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a. Onder welke voorwgarden voor de functie f'conVergeert de reek$ 

1) 2

b. Indlen (1) convergeert voor zekere X, heeft dan de som s(x)

iets te maken met f(x)

Opmerking. Fourierreeksen zijn trigonometrische reecksen. Niet iedere

trigonometrische reeks is echter een Fourierreeks. Uit 3 volgt wel

~dat een uniform convergerende trigonometrische reeks de Fourier-

reeks van z'n sem si{x) is.

Teneinde een stelling over de convergentie van PFourierreeksen te

kunnen formuleren voeren we het begrip stuksgewijs continu differen~

tiecerbaar in. Een functle heet continu dlfferentleerbaar als hij
dllferentleerbaar en. zun afgeleide continu is. Ben stuksgewgs con-
tinu differentieerbare functie is opgebouwd uit eindig vele conti~
ny differentieerbare stukken. De oveygahg van het ene stuk naar het
andere pehoeft niet continu te zijn., Wel moeten in de eindpunten
van ieder deelinterval functie en afgeleide eindige linker- en

rechter limieten hetben.

Voorbeelden., :

: : x+1 als =-1¢xg0
1. Interval [-1,11. f(x) = 0  als x =0
x-1 als O0<x g1

f is continu dlfferentleerbadr voor —1< x<<O en voor O<x <1,
f is discontinu {(en dus zeker nlet dlfferentleerbaar) in x = O,
f is dus niet continu veor -1<ﬁcg1 en dus ook niet differen-

tieerbaar voor ~1<x ¢1., Wel bestaan

lim f(x) = 1, lim £f{x) = -1
xt 0 ' x 4+ 0
lim f'(x) = 1, lim £'(x} = 1.
x 1t 0 o x Vo
P Intefval-—:»(x(oo. fix) = X(2n.- x) voor O xg2n,

f(& + 2rd f{x) voor alle x.

(&1prdcor llFt f vast !);




VI, 6

f is continu voor -w< x< w. f is continu differentieerbaar in

‘leder interval 2aw<x<2(n+1)xn . Bn daar lim f'(x) en lim f‘(k)
' ' xl,2nﬂ xtonn-

. bestaan (hoe groot zijn deze limieten ?) is f stuksgewijs continu
dlfferentleerbaar in ieder eindig interval (volgens de bovenstaap~
de definitie nie: in (- o, ») omdat er ~maar eindig veel disconti-

nuiteiten mogen voorkomen)

Opmerking. De volgende schrﬁfwﬁie is ggbruiké;ﬁk:
fla=0) = lim f(x), fla+t) = lim f(x).
x 1t a ' ‘ x| a
f{a-0) is de linker limiet, f{a+o) is de rechterlimiet van f in a
(Merk op dat f continu is in a dan en slechts dan‘indien f(a-o0) en

f(a+o) beide bestaan en gelifk zijn aan f(all

Men kan de volgende stelling over de convergentie van Fourier-reeksen
bewijzen: . ' ' _
Stelling. Zij de functie f periodiek met periode 2n en in het inter-

val [~ n ,n] stuksgewijs continu differentieerbaar. Dan convergeert

de Fourier-reeks van f voor alle waarden van x en de som van de recks
is gelijk aan
7 [ f{x-0) + f(x+0)]

(in alle punten x waar f continu is, is dit gelijk aan £(x)).

In woorden: als f "stuksgewijs netjes" is (en -de meeste in toepassing
optredende functies zijn dat) dan convergeert de Fourier-reeks van f
voor alie X ; de som is gelijk aan f(x), behalve in de discon;inui-
teitspunten, waar de som '"het midden kiest", d.w. 2., gelijk is aan

het gemlddelde van llnker— en rechter limiet van f (en niets te maken

heeft met de waarde van f in het dlscontlnulteltspunt)

Voorbeelden.

a. f(x) = x(2r - x) voor O{x:ga-n: en verder pericdiek met periode
2n. f is continu. voor alle x en stuksgewﬁs continu differen-
tieerbaar (teken grafiek). Verder is f een even functie van x.
dant uit de formule voor 0 xg2m volgt dat f{x) = f(2n - x)
en met de perio&hitéit-volgt hieruit dat f(x) = f(-x) voor alle x.
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Gebruik makend Vanrhet.evéﬁ\

;oéfficiénten

N )
b = 1‘y f{x)sin nx dx = 0
n o n.
1 (" 2
a = Hj‘ f(x)cos nx dx = £ j‘ f{x)cos nx dx =
n 0w - n
. =T i . ’ o )
("
- f x(2n ~x)cos nx dx =
0. ' ‘
(tweemaal partieel integreren)
T
[ 4 L
= - ey ¢cos nx dx = - =3 indien n £ @
o .
n
..g n _linz
a, =3 J’ x(27M - x)dx = 3 .
o i

De Fourier-reeks van f is dus

bl
%nz- i+z- %, coO8 nx.
' 1
Volgens de stelling moet deze reeks voor alle X convergeren en

de som f{x) hebben.

(-] 1:2
Neem eens x = O. Dan blijkt L ~5 =7 -
n=1
oa
. DR w2
Neem x = ® , Dan blikt Z: It e
n=1 .

De antwoorden kloppen ondérling want

1 J_+-1_...1_ s o= 1 1 1 N ( 1 )
- 32 37 - L2 + a4y = + P 31 tLTY e - 2 5T + LT + e

zijn van f vinden we voor de Fourier- .
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) J ;! : 1
= 1'+’£§-+ o = '12"(1 + '51;'4' ves) 2%(1‘*-31’* ceols

b, f(x) = x voor =n<xg<m en verder periodiek met periode 2m .

Deze functie is oneven (f{-x) = - f(x)). Hieruit volgt
. o .

a .= % j\ f(x)cos nx dx = 0
1 T , n
b =3 ‘Y f(x)sin nx dx = 3 j\ X 8in nx dx =
-“ . ' O
= (-nnt 2

n

De Fourierreeks van f is dus

oo
2 Zj (_1)n¢1 sin nx )
n
n=1

Daar f stuksgewijs continu differentieerbaar is, convergeert deze
reeks voor alle x, De som is f(x) behalve voor x = (2w +1)=x ,

(n geheel), waar de som O is (alle termen zijn nul) terwijl

f((2n+1)n~0) =7, £((2n+1)M+ 0) = ~ 7,

Opgaven.

1.-Bepaal de Fourierreeks van -

a) f(x) = |sin2x| (wat is de periode van f?)
~ - < x&£0. o

b) f{x) = en verder periodiek met periode 2w .
1 O<xgmn

c) f{x) =1 + cos 2x.

2. Zij £(x) periodiek met periode '2m .

Bewijs de volgende uitspraken:
a) als f even is {(d.w.z. £{-x) = f(x))} voor alle x) dan is

..
b =0, a = ;j’f(x)cps nx dx .

o
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b) als f oneven is (f(-x) = - £(x)) dan is

2 " :
a =0, b = E(y f(x)sin nx dx.
n n J g |

c) als f ook de periode n heeft dan is

®onsq = Qv Popyq = O o
aan‘ r

_ g j‘.f(x) cos
b =T {. )} 2nx ax.

2n o] - sin

7. Zij £ periodiek met periode p. Kunnen we aan f een Eéurier;

reeks toevoegen? Definieer de functie g door

kS

Dan heeft g de periode 2m (ga na). Zij de bij .g behorende

‘Fourierreeks

oo
ta + Z; (ancos ny + bn51q ny).

Dan is, omdat uit (1) volgt dat

_ | 21X
£f(x) —g( _P )y

de bij £ behorende Fohrierreeks-

o
2nnx . Z2nnx
ta + 2; (a_cos . b sin o ). (2).

Voor de coefficienten a, en b geldt -

- a 2n ‘
n 1 g .
Lot =% f g(y) (°F) oy ax =
n o sin .

' 2n o :
= %J‘ £( 'g%; ) (c.;oej ny dy = (substitueer
o .

sin . 2xx

P
: P cosB .
= 2
.I;j‘o £(x) [Sin} Zn.lgus.dx. (3)
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Hiermee zijn de bij een'.peri'odieke functie met periode p behorende
B . . - ) - N P . .

Fourierreeks en de bijbehorende formules van BEuler gevonden.

Natuurl:!,]k geldt de stelling uit 5 ook voor perlodleke functies

met periode ‘p.

8. 4ij 2en funétie g slechts gedefinieerd voor 0 <x <a. We zullen ver-
onderstellen-dat g(0+0) en g(a-0) bestaan. Kunnen we dan aan g een
Fourlerreeks toekennen ? Niet zonder meer, want g is niet periodiek.

Maar we kunnen g wel perio_diek voortzetten, d.w.zZ. een perilodieke

functie f vinden zodanig dat voor 0 <x<a f(x) = g(x).

Zen mogelijkheid is f te definieren door

£(0) = 3(g{0+0) + gla-0)] ,
f(x) = g{x)} voor 0<x<a,

f(x+a) = f(x)} voor alle.x .

f heeft dan de periode a. Be_sch:buw nu de lFour_'_:i.ex;reeks

+ ay + T (a_ cos _2_;1_,3(_ + b sin Znnxr.a (1)
. n a a - .

van f. Dan.is

aLn 2 a cos onm X
{bn} == jﬁo f(x) _{éin} — ‘dx
CE % 0 (O A

De Fouriercoefficigntep a, en bn kunnen dus met behulp van de
mulgrformules uit g bepaald worden. Stel dat g stuksgewijs continu
differentieerbaar is voor O<x <a. Dan is f het ook. En dan is de
reeks (1) voor alle x convergent met som s(x) = % [ £(x+0) + £{x-0)1.

Voor O<x<a is dus ook

s(x)‘ = 3 [g(x+0) + g(x-0)1 , (2)




terwijl (ga na)
. S(O) = S(a) = '12‘ [g(O+O) + g(a_-o) :| . (3)
Hiermeé hebben we dus een Fourierreeks voor een in een einc_ii-‘éle
interval gedefinieerde en niet-periodieke functie g gevonﬁen.

Opmerking. Is g bovendien continu voor Og)cga; dan geldt voor
O<x<a o '

H

s(x) g{x),

‘terwﬁl nu ' 7 S
s(0) = s(a) = $ L g(0) + glal)] .

Merk op dat, tenzij g(0) = g(a), f(x) niet continu is in x = O,

en dat daarom in het algemeen niet s{0) = g(0), s(a) =.gla).

In een aantal tbepassingen willen we aan een functie g, gede-
finieerd voor O<x<a, een Fourier-reeks toevoegen die uitsluitend

‘gosinus termen bevat (een 2. Fourier-cosinus-reeks). Dit kan door

g voort te zetten tot een functie f die de periocde 2a heeft en
bovendien een even functie is:

-y

g(0+0) wvoor-'x = 0O

£lx) = 4 g(x) voor 0< x <a
: gla-0) voor x = a
_’g(-x) voor -a <x<0

f(x+2a) = f(x) voor alle x.

Merk op dat f continu is in x = 0 en x = a.
We vinden nu {(ga na) voor f een Fourier-reeks

oo

2 a_+ L a cos nfix
2 %9 n a !
1
: 2 a nEx
waarin - a = = g{x) cos dx.
n- a . _ a

Ié g stuksgewijs continu dgfferehtieerbaay dan gelaen'voor de som
s van de reeks weer de formuleé C2¥'en (3). Is g bovendien coﬁti-
nu dan geldt s{x) = g(x) voor Og'xga. ’

Op analoge wijze kunnen we de bovenstaande functie g ontwikkelen

in een Fourier-sinus-reeks., Als oneven periodieke voortzetting f
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.
-

van g met periode 2a nemen we de functie, gedefinieerd door

" o voor x = O
. . g{x) voor 0<x<a
£x) = 0 - voofjx = a
-'-.g(-x) . voor ~a<x <6

f(x+2a) = £(x) voor alle x.

_Merk'op dat f slechts dan continu is in x = O indien g(0+0) = 0O en’
slechts dan continu is in x =.a indien g(a-0) = O. '

De Fourier-rzeks voor f wordt

) nwx - -
b_sin
Z b, g !

1 . ) S

met
nix

.2 ‘ar'
b =_—y g{x) sin dx.
n a .
]

Is f stukégewﬁs continu differentieerbaar dan gelden voor de som.
van de reeks weer de formules (2) en (3). (Merk op, dat s{0) dan
en slechts dan gelijk is aan g(0) indien g(0) = 0). ‘ '

"Voorbeeld, Gevraagdreenﬁﬁyjkeeks voor: de functie g gegeveﬂ‘aobr;f“L

glx) =ﬁ) O<x<a .

S nnx'. 2 ' n # a "2 n
Daar -'g"‘sin dx = ~ — ¢os =r2 o= {(1=(=1)"),
a \e a © nn a . nn
is de reeks
hT 1 (CkeDmx | .

by - sin .
T k;p'2k¢1 a

Vfaag:'ﬂa@-is de-som‘vég de reeks voor -a<x<?0 ?

.kn in de punten -a, O, resp. +#a’?

Al
A,
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9. &ij f'ﬁeriodiek met periode 2 . De algemené term in de
Fourierreeks van f schrijven we als :

inx | ~fwx ;gx_e—ing‘L

a,cos nx + b sin nx = a_.

=% [a_ - ibn)_é'

inx ~inx
= ¢ e +c e .
-n
Hierin is
1 T .
¢c = 3{a -4db ) = — ‘Y f(x)(cos nx - i sin nx)dx -
n n 2 A ST
-n
] n . . a :
oA ~inx, L
o jj fﬂx)e gx | (1)
-t : :
‘en #
1 U T M inx
c =3 (an +‘lbn) = % . fix)e df:

waarin

1 "
Sy = B J’ f(x)dx . o _
. . 7

«

Uit het bovenstaande volgt dat de Fourier-reeks van f geschre-

ven kan worden als
inx -inx.
. e”iP¥)

L]

of als

waarbij de coéfficidnten a  voor alle gehele n {positief, negatief r
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VI G,

en nul) door (1) bepaald zijn. - i -
Dit is de complexe vorm van de Fourier-reeks welke o.m. het voof-
deel van grotere eenvoud heeft.

Voor functies met periode p hebben we analoog als Fourier-reeké _

©2Rinx
L c e P '
- N
. met
1' P _ Zn;nx
c = — f(x)e dx.
n P o

De in 5. genocemde stelling geldt qatuﬁrlﬁk’ook v%?r de compléke

m N *
Fourier-reeks, mits men ¥ dinterpreteert als 1lim I.
. - -0 .

N-+oo N
Opgave. Bewijs dat
Cn : ) .
1 J’ ~=inx ikx PO A als n = k’
- e e dx =0 . 6 = . : ‘
2m nk mk {o als n £k

~“R

en leid hiermee af dat voor een uniform convergente reeks

s(x) = ji c eikx

k

de Euler-formules , ' |

b4
.1
¢ =

’ -inx
n % 3m . s{x)e dg

- gelden.

Zij de functie f'gedefiniéerd voor alle X. Kies een getal N»Q en

‘definieer de functie f . door

N

f(x) voor - §Ngxg¥N
fN(x) = .
: 0  voor x| > %N

We ontﬁikkelen nu de functie fN in een Foﬁrier~reeks. Is £ stﬁks-'

gewijs continu differentieerbaar dan is f, het ook en dan geldt

N
dus voor |x| <N
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1]
LU

+ [.'f‘-(x-ro) 4+ £(x=0)] =1- 3 fN(-xl-t-O). + ‘_fN(;c'-O) "J:

, 2minx S RN
SEel TN | @
-0 . . C . ) s
met e, R J’ £,(8)e” 7 af =
iy 2xin¥ |
Stel hy(y) =j f(ﬁ)e-anlz‘ydl.
. L 1 -

| -3N .
Dan is Lo = tn (B)
anis o S TNMN‘N/

en -we kunnen, als we nog stellen

voor (1} ook schrijven -

em ixy,

cy ey ). (2)

+ [£f(x+0) .+ f{x-0}] = 5 hmﬁyn) ne1~Tn

Laat nu N-® gaan., Dan nadert (als f _"ne-{:_'jes" is) hN. tot de

functie. h , gedefinieer‘d" door

n(y) = j (e 2 ﬂ:ydf, . ' (3)

. . -0 ) , .
‘En daar Yne1 = ¥y tof nul nadert, vermoeden we dat het rechter~

1id van (2) nadert tot de integraal

[ -]

J'h(y)ee".ixydy. . : o ()




' . . -
Dit vermoeden is Jjuist, mits f voldoende netjes is:

Stellins..Veronderstel dat £ aan dé:yolgendé voorwaarden voldo;ﬁ;!;
a) f‘is in ieder eindig interval séuksgewﬁs continu diffg?énti  '
baar;' | ‘
b) J"""If(z)lda bestaat.
_.,w . .

Dan bestaat voor alle y de functie

g(y) =Jﬁ f(g)ea"- 1834 - (5)

- 00

en geldt voor alle x

N : )
tim [ g(y)e 2" ¥y o 30 £(xe0) + £(x-0)1" (6)
Sl = 2L |
‘ -N

Opmerkingen.

1. Dit is de integraalstelling van Fourier. Merk op dat

N :
lim‘r een wat voorzichtiger limiet overgang is dan de
N-—-x N :

Al

o0 :
schrijfwijze 5' zou aangeven. Deze restrictie is inrveel
- OO

practische gevallen overbodig.

2. Merk op dat délfunctie‘g(y)pit ﬂil}gglﬁk is aan n(~-y) uit
(3}. Eni ook bij de overgané ;;;'(4)‘héér (6f:isjy door -y
vervangen. Dit berust uitsluitend”op histdfische gronden.

Men noemt g de Fourier-integraal of de Fourier-getransfor-

L

meerde van f, -
3. Men kan (Blgen (6): ook samenvatten tot

que_anixydy j’ 271l Y£(E)dE = 3 [ £(x+0) + £(x-0)1 .

- - 00
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Voorbeelden
a) Voor reéle p en o>0 hebben we .
A : - 2 2
S S - B P2
J“ e~ X -2px, f R a(.x+a) * T dx =
-0 C- 00 .
‘ . 2 / “':,‘:r-i i 2. ) 2
=U—j;ep/af°‘euduzvgep/a.

Men kan bewijzen dat deze formule ook geldt voor imaginaire

(en complexe) p. 2ij nu

£(x) = e @X

Dan is _
‘ co N K ' 0 2 . ) 2.2
. - k1o -
gly) = I £(x)e’T™ XY 4y .—.f eTEX * 2TAXY 4y o v g e~ T y¥a
- 00 ) . - 00
En de bovengenoemde steéelling ze'gt dat nu

J\ g(y)e-znixydy l=‘ f(x), of

' © p2 2' . . 2
@j e'_dy" - 2n1xydy _ e OX
Verifieer dit 'zelf door ﬁ = u te stellen.

b) Zij £f(x) = em2malixl ',‘“a.;>o. : : _ ¢

“

Dan is gly) =J’ e-2nax+21tix:fdx +J‘ Y2 ax+2nix¥dx =
o 0 : e

1 . 1 &
" 2n(a - iy) * Zwnlariy) T wlai+ y3) °

Uit de stelling volgt nu dat




. VILI8.

J‘” a - 2nixy 4 -2na|xl' of
n(al+ y2) R
. .
gngj’ cos{2nxy) ay = - 2nal x| , of (met 2ny= u, 2ma=p) |
0 a?+ y2 : -
) - ' I

Dit is een integraal die niet gemakkelijk elementair uit te rekenen

is!

17. 2 f een functie van de drie: Qé.;iab'elen E'. n enl die in ieder dezer
variabelen de periode 1 heeft..Dus -
f(E+1,m+ my L+ n) = £(E,n,Q)
voor aile ., 1M en L en alle.gehele 1, m en.n. h
Aan zo'n functie kunnen we als volgt een drievoudige .Fourier-reéks

toevoegen (we kiezen de complexe vorm).

Daar f een periodieke functie van £ is, is een Fourier-reeks voor f
©o o 3
I ey(n,g)ef 1S, (1)
1l - o .
| T _2mill
met cl(n.t‘;)=Jﬂf(E.ﬂ,C)e a& .
' "0
We constateren dat voor alle gehele m en n ' ' ‘
_cl(n+p,C+'n)=cl(n.C). ' ot
q’l is dus tweevoudig periodiek. Een Fourier-reeks vo_o’r'c1 is dus
o 2mimn ' ‘ .
2 oeq (D)e : (2)

T.=wmt0

met
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»

clm(;)f;.f‘! ¢ (7 ?C)é-?timnd“ - | Lo
, 1 S : : ’
| =f f £OE, 0, L)e” 2nilE+mn) gpqy

Substitutie van de Fourierreeks (2) voor él in de Fourierreeks

(1) voor f levert als tweevoudige Fourierreeks voor f

-3 :
] z . clm(F

)eaﬂzi(lt} mn)

Daar- tenslotte cim(C) hog een periodieke functie van [ is, kunnen~
we het spel nog eens herhalen. We krijgen dan tenslotte als driéf

voudige Fourierreeks.voor f

555 o o2MOL+nnenl) | 3
mn
lymn==oo )
o111 | .
waarin clmn :J' ‘r J’ fE s M C)Q"_Eﬁl(lé"'mﬂ'l-nC)dEdnd r .
Yo 070 ' :

-~

Men kan bewijzen dat, indien I “voldoende netjes" is (b.v,
continu differentieerbaar), de reeks (3) convergeert voor alle

E .n en [ met som £(& ,n, ).

12. De in 11. béscﬁouwde drievoudig periodieke functieé zijn nog niet
de nmeest algemene daar dé periodiciteit van deze functies corres-~
- pondeert met die van eén kibiseh rooster dat gebrigﬂfeerd”is‘iangs de
cogrdinaatasseﬁ. N -
We willen nu periocdieke fuﬂcties onderzgékén, waarvah de perio-
diciteit correspondeert met die van een scheefhoékig en willekeurig”

georienteerd rooster. Deze periodiciteit kunnen we als volgt be~

schriijven.
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Zﬁ‘gq, u, en 3373¥fé onafhankelﬁke vectoren in R,. En zij de

3

functie f wan x (dus van x, y en z) zo dat

£(x + 1, + ma, + nu,) = £(x) (1)

2 5
voor alle x en alle gehele 1, m en n. Dan is f drievoudig perio-

"en u,. De verzameling van alle

>

R

diek met de periodevectoren u 5

punten

C+ muy, + nu 1, m en n geheel

14, 2 * Mz

‘heet het perioden-rooster R, Het parallelopipidum V dat opgespaﬁd

nen wordt door u,s U4, en U, heet de eglementaire cel van dit foostef

2 =3
(is f bekend in V dan is f overal bekend).

Om de drievoudige Fourier-ontwikkeling met 11. hier toepasbaar
te maken kiezen we een nieuw {(in het algemeen scheefhoekig) coordi-

natenstelsel, nl. datgene waarvan u,, u, en Ly de eenheidsvectoren

1 8

zijn. Uit de onafhankelijkheid van 21, u, en u, volgt immers dat deze

2 3
vectoren een basis voor-R3 vormen, d.w.z. dat er bjj iedere x uit R}"
getallen £, n,L 3zijn zodanig dat
x=fu, +7|32+C33. . ' (2)

Es+n en [ 2zijn de kentallen van x ten opzichte van het nieuwe coore
dinatenstelsel. Om goed te doen uitkomen dat £,n en T van x af-
hangen zullen we soms schrijven £(x), n(x), T{(x).
Definieer nu de functie g van £, n en [ door
g(i,ﬂuC)=f(§g1+ﬂ32+Cy_3)- ’ (3}
Dan volgt ult (1) dat voor alle £,n,L en alle gehele 1, men n
g{¢+L,n+ myZ+n) =glE,n, ).

Is £, en.das ook g, voldoende netjes dan is dus volgens 11
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g(Z,n,0)= £tz

‘;2niﬂﬁ+mn+n§) ,
I ,
- 1,m,n2-°° ) :

1mn

, N I
- clmnzjﬂ f Jﬂ g(Z.ﬂ,C)e' 2ni(1E +mﬂ-+nC)d§dndC.
' g 0 o A ‘ o

hieruit volgt direct dat

1l

ZE s G2mil1Ex)+mn(x)+ nE(x)]
inmn

l,m,n:-m

£(x) 4y

met

‘ [¢]
!

. 1 1 1 - ' ] ';J

Lun ‘J'J‘ J‘ £z u, + Ny, + C23)6-2n1(1§+_mn+ ng )d‘-idn'dC-
00 ‘o ~ -
(5)

We willen deze uitdrukkingen nog wat herleiden en onafhankirlijk
maken van de coordinaten ¥, n en [ . Hiertoe moeten we eerst de
begrippen reciproke basis én reciprook rooster invoeren. Deze be=~

grippen spelen in vele delen der kristallografie een belangrijke rol.

Indien de vectoren Yy, U, en 33 onderling loodrechte eenheids-

vectoren zijn (d.w.z. indien(u,, Ej) =8 ij) dan volgt uit (2) direct .

door nemen van het inwendig product met u, dat E(x) = (5,21).,En
analoog u(x) = (x, 32), C(.g) = (x, 53)-.' Is dit niet het geval dan

bepalen we eerst bij de gegeven u u, en u

1',f2 3 een drletal vectoren

Yiv ¥, en.y zodanig dat

3

1,3 = 1,235, (6)

¢

(u,, -‘f-j) = &

=i ij

Hierdoor zijn Y galen Y, eenduidig bepaald, want voor de.vector'11.

‘moet bijvoorbeeld gelden

[}
Y

(ayy 2 v
- (EZ! Eﬁ) = 0
(\—1"-!‘1) zo




De determinant van dit stelsel is (ga na) gelijk aan het volume V%
van het parallelopipedum op Uy B, €n Yz (dus het volume van de.
elementaire cel van het rooster R) en dus niet nul,

Cpgave. Bewijs dat men, gebruik makend van het vecﬁorprodﬁc¥ , voor

de oplossing van (6} kan schrijven

SR -Lek- N
) -1 ?et(gq,gz,EB)r

‘En analcog

v, = 1.1.3)(1_14 v = Etixy.z

-2 Det(g1,ga,g3) =3 Det(g’1.t_12,g-3)
Bewijs ook dat

‘ 1
Det{v,, v,, ¥.) = .
‘1 2 =3 Det(u, v Ups 53)

Bepaal Yiy ¥y en E3 voor het geval'dat

Eq = (1111“1)1 B

2 = (1h24-1), my = (=3,7,4).

Het is eenvoudig in te zien dat v., v, en v, onafhankelijk zijn.

1+ L N I3
cHant uit -
| Balq ¥ Gty * %3¥5 = 0
volgt door het nemen-van het inproduct met u, dat a, = O.

De vectoren v Y, en ¥, vormen dus ook een basis voor R,. Men

3 3°

noemt deze de bij Ugy 4, en U, behorende reciproke basis. #n de ver-

1’

2.

zameling wvan alle punten

’
<

ly, + my, + ny, met 1, m en n geheel (7)

1 -2 3
noemt men het bij het oorspronkelijke rooster R behorende reciproke

rooster R*,




Opgave. Bewijs dat de bjj Yqr ¥, en ¥g behorepde reciproke ?gsianegr.;}

is. En dat (R*)* = R,

ot

3
Met behulp van de reciproke basis Yoo ¥

Zq1 Ha
| 2 en ¥g kunnen we nu
£ (x), n(x) en £ (x) direct bepalen uit (2):

Elx)= (x, ¥), ﬁ(g) = (2, ¥,0, E(2) = (_\5_._'1{3).

Hiermee wordt de exponent in de reeks (&)

) .- . _ _ ‘ . _ PR
‘ TECX) + mn(x) + ng(x) = {x, 1y, + my, + nxﬁ) = (k0
-waarin
Kypy = 1¥q + MY, + nrg 8
een punt is van het.reciproke rooster R*.
We definieren nu voor alle vectoren k uit Pgde functie c(g) door
-‘ S I A —Zni(:._lg,tg.] +1 u, +§_g3) o
c(k) =Jﬂ ,r _r f(E.'E»] +7|P_2-+EB.3)? dgdndg.
0 O 0O . o
- R0
Dan volgt uit (5), (6) en (8) dat '
“lmn chlmn)'
En we kunnen dus in plaats van (4) ook schrijven
o0 ani(E,E )
f(x) = zzxn- clk, Je lmn®
. =lmn
l,m,n==00
Of, in iets symbolischer netatie,
£x) = 2 oli)e fTE X | (410).

k€ER* R L

waarin met het onderschrift van ‘het somteken bedoeld is dat k alle
punten van het reciproke rooster R* moet doéflopen, d.w.z. alle

punten van de vorm G??.




VI.2h

Formule (10) is de ultelndeluke vorm van de drlevoudlge Fourie,

»

" reeks voor f. Merk op dat deze vorm geheel vru 1s van coordlnaten
.stelsels.
Dit" laatste kan ook voor de 1ntegraal ter bepallng va de Fourler-

coefflq1ent c(k) bereikt worden door ‘te schrhven

c(k) v‘if f( -21t1(k,x)

waarbﬁzgeinfegreerd wordt'over.heﬁ bij hef rooster R-behorendé eIé—“\
mentalre paralleloplpedum,V uit de x, y, z ruimte (het volume van:
dit parallelopipedum is ook met V aangeduid).

‘Dat de rechterleden van (11) 'en (9) gelijk zin is.te zien met‘Qél
brokken- en repentheorie uit hef eezéte jaar. Verdeel nl, V in N3
gelijke. brokken met- begrenz1ngen evenwndlg aan de begren21ngen van -

V. Dan krijgen we als benaderlng van de integraal in (11).

. ' onilk. 2 q r
lzgz‘f('ﬁu + 34 + 20 egnl(.}ﬁiNE'}"'NEa*NuB).v
N =1 N=2"N=3"" N3
Pyq.r=1

en het rechterlid van (1) ié de limiet van deze-ﬁitdrukking voor
N+e , Maar verdelen we het integratie gebied (een kubus) van de
integraal in (9) evenzo in N3 gelijke delen dan krijgen we precies

dezelfde benadering voor de integraal.

e LAEEees .
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