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ENKELE NOTITIES
bij
WISKUNDE IIla, I1Ib en III

In de 60er en 70er jaren gold dat de studenten Chemische Technologie, wat betreft het alge-
meen wiskundeonderwijs in het 2e jaar, konden/mochten volstaan met de ’kleine wiskunde’.
Ook wel WISKUNDE IIIb genaamd. Deze wiskunde betrof een selectie uit de colleges
WISKUNDE IIIa en IV, zoals die voor alle overige afdelingen werden verzorgd. In 1967
kwam één verbeterde en aangevulde variant in gebruik onder de naam WISKUNDE IIL
Voor de chemisch technologen werd, in het herfstsemester, hieruit een selectie genomen.

(JdG, 18 Mei 2005.)
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TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Onderafdeling der Wiskunde

Hierbij onfvangt U een exemplaar van de nieuwe Byliabus
van het vak Wiskunde III1. Hoewel de verschillen met de oude.sylla-
"bus niet van fundamentele aard zijn, lijkt het van enig belang om
% deze nieuwe versie onder de aandachtlte brengen ook vanldiegegen,

y
n

die nog geen gelegenheid hadden zich van de inhoud van dit wiskﬁnde-_

"college voor het derde semester op de hoogte te stellen.

' De stof voor het college Wiskunde IIIa beslaat de gehele
8yllabus. De stof voor het college Wiskunde IIIb betreft Hoofdstuk
‘I geheel en Hoofd 3, par.? tot en met par. 6.

Wellicht ten overvloede moge hier worden opgemerkﬁ-dat
de syllabus is bedoeld als een middel om het volgen van het college
meer efficient te doen zijn. Definities, stellingen, bewijzen én
voorbeelden zijn vrij summier, doch hopelijk correct, aangegeven.
Voor aantekeningen en voor de bijbehorende figuren is plaats op de
linkerbladzijden. De syllabus kan niet als plaatsvervanger van het
college worden beschouwd. Anderzijds vormen de oefeningen, wéarvoor
een uitgebreide vraagstukkenverzameling bestaat en waarbijrdé moge-
| 1i jkheid voor persoonlijk contact met de docerende staf op de voor-
grond staat, een onmisbaar complement voor het betreffende massa-
college. _ '

Eventuele op~ en aanmerkingén betreffende de syliabﬁs
" gelleve U te doen toekomen asan Prof.dr. J.J. Seidel.

aﬁgustua 1967,

Namens de Onderafdeling der Wiskunde,
.De Voorzitter,

-

Prof . G-R. Veldkmp.

DR P S




- 81, sgiInleiding
H

Een gewone differentiaalvergelijking van de eerste orde

F(x!y,y') = 0 (1)
is een vraag naar de functies y(x), oplossingen geneamd, die aan (1) voldoen
voor alle x uit een zeker interval. Wij beperken oms voorlopig tot differen-
tiaalvergelijkingen ven het type

¥t = £(x,y). (2)

Vb.1.1, X+y+y'=20

-

heeft als oplossing y = e X e x+ 1, maar ook y = Be-x - x + 1, algemeen
y=Ce X x4+ 1,

1 = - L
Vba1.2, ¥y -

heeft als oplossingskrommen de hyperbolen xy = C.

Meetkundig stelt de afgeleide van de functie y(x) in x = x, voor de tangens
ven de hellingshoek van de grafiek in het punt (xo, y(xo)). Door de betrek-
king (2) wordt in elk geoorloofd punt (xo’yo) een richting

y'(x,) = £(x 7 )

‘gedefinieerd, Het zo met richtingen bezaaide (x,y)vlak heet een richtings-
veld, Meetkundig gezien komt het oplossen van de differentiaalvergelijking

y! =‘f(x’3)

.-neer op het vinden van krommen, waarvan de richting in elk van zijn punten
overeenkomt met de richting van het richtingsveld aldaar.

In de volgende paregrafen behandelen wij eerst enige elementaire typen van
. differentiaalvergelijkingen van de eerste orde, die door integratie zijn op
te lossen.

§ 2. Scheiding van variabelen :

\

P(y)y! = Q(x).

Gebruik mekend van differentialen, y' = %E-, schrijven wij

P(y)dy = Q(x)dx.

Na integratie vinden wij de oplossingen.




§ 3.

Vh,2.1. x+yyt =0,

Uit 2xdx + 2ydy = O volgt na integratie %* +y° = C. Strikt genomen zijn de
oplossingen van de D.V. de functies y = + \(G_-—;z-, { x| <V¢, en zijn de oplos=
singskrommen de cirkels x2 + yz = (C, C =0, met uitzondering van de punten

(+ yC, 0). Zulke uitzonderingspunten zullen wij verwaarlozen. Oplossings-

krommen willen wij echter niet verliezen.

V-bl2l2l }!:.Y' - y = O .

Deel door xy, dan Q-yI.._QXE, y%O.

Integratie geeft log Iyl = log Ix] + C

waaruit, met eCED, |¥| = |x|].D, D >0, dus y = Ex, E#¥ 0.

Fchter ook ¥y = O is een oplossing, De oplossingen zijn dus de rechten y = Bx,

-w< B <o,

Vbe 2.3, Gevraagd de krommen die in elk van zijn punten loodrecht staat op de

door dat punt gaande ellips x° + 2y2 = a? .

Oplossing. Voor de raakrichtingen aan de ellipsen geldt
2xdx + 4ydy = 0 .

De gevraagde krommen zijn de oplossingen van

2y

I =
J X

en dit zijn de parabolen y = cxz, - <g <®,

Lineaire differentiaalvergelijkingen

yt 4+ P(x)y = Qx) .
Oplossingsmethode: stel y(x) = u(x)v(x), dan

utv + vlu + Puv = Q,

viur+Pu) + viu = § .

Kies €&n functie u(x) # O zodat ut + P(x)u = 0, dan is

Q(x

door directe integratie oplosbaar,
Vb03010 .W' L (X+1)y' = xa - xs .
Stel y = uv, dan

vl - (x+1u] + vt = x° - x> .




Zoek u(x) waarvoor

! - (x+1u=0 ,

g.’:.l_=?_{.ildx ,
u X

16g ju| = x + log |x| +C .

Wij hebben slechts &4n u(x) nodig en nemen

ulx) = xe*

Na substitutie krijgen wij
vt = (1=x)e™* dus v = f(‘l -x)e T dx=xe X +C .

De algemene oplossing van de D.V. ia due

3r=:c2+03cex .

Vb, 3. 2. In een stroomkring met zelfinductie L en weerstand R, beide constant,
loopt een stroom I onder invloed van een electromotorische kracht E.
Als t de tijd is, dan geldt

al
L-&%-+RI=E(1:) .

Oplossing, Stel I = u(t)v(t) dan

dv

v(Ta? .+ Ru) + Iu Y =E(t) .
Opdat In' + Bu = 0 kiezen wij
=4
u(t) = e .

Dan ia v te wvinden uit

bl

By 5
dv _E(t) L 4
TS ¢ , v = i-fE(t)e at

Speciaal geldt voor E(t) = E = constant

Ito

g T° N+
v(t)nie +C dus I(t)-E+0e .

=

Yoor IO = gtroom op tijdstip + = 0, volgt Io = % + C. De oplossing voor cone
stante E Iuidt dus

R

I('t) = Ioewitq.g_ (1 - e%t
R

) .




-l -

Opmerking. Voor grote { is de e-macht klein en geldt bij benadering I = BE/R.

R
-1
Opmerking., Voor inschakelstroom (I0 = 0) is I(t) =%~ (1 -e L } 3
R
_tft
voor . relaxstiestroom (E = 0) is I(t) = Ie .

Vhe3e3e (1 -xz)y' -2xy =1,

Gemakkelijker dan met de algemene methode lossen wij deze vergelijking als
volgt ope Wij zien direct dat

d
L [(1-x?)y] =1
en vinden de algemene oplossing

(1—x2)y=x+0 .

§ 4. Differentisalvergelijkingen type Bernoulli

y' + Px)y = a(x)y%, met o # 1.

Stel y # O en deel door y‘x, dan

o, Bx) |
y“ e Qx) .

/AN N B W A
a"1-cxdxya—1

¥y

Wegens

is dit gelijkwaardig met

EQ:E (y'"% + (1= a)p(x)y*® - (1= a)ax) .

Dit is een linesire D.V.

Vbo4-c1- :X-,Y' +y = ya lOg x .




y = O is een oplossing. Stel verder y £ 0. Dan

1
xzi? 3?—lagx, xa-;(s—r)+§-=logx.

4
log x + 1 + Cx

De oplossingen zijn y = Cen y =

§ 5, Homogene differentisalvergelijkingen
8y _ L
dx g(x) .

Substitueer % = z, dus ¥y = x=z, dan .

y _,42,,

dx dx
en de D.V. wordt

xS+ 2= glz),

oplosbaar door scheiding der variabelen.

Opmerking. Uit het richtingsveld van dit type D.V. blijkt dat y! dezelfde
waarde heeft in alle punten van de rechte y = zx, z constant.

L 4x-¥
%05-10 y' 2x+y

Stel y = xz dan
Xzl +z = A2

2+z !

2
S L) L3

2+2 - ?

§z+2!dz
z +5z 4

RS I oL

-

I




x5(5“1)3(2+4)2 = C, dus (Y"x)a(y+4x)2 = C,

voor alle C,omdat y = x en y = -4x ook oplossing zijn.
f o AXmytT
Vb. 5.20 y 2x+y - 1 L]

Deze D.V. is niet homogeen. Door een eenvoudige substitutie ig hij echter ho-
hogeen te maken. Stel

x=L+Dp, ¥=01+4a,
met nader te bepalen p en g. Dan wordt de D.V.

dn 4t -n +4p -qa + 7
at 26 +n+2p +q-1 °

Door p en q zo te kiezen dat

0
0,

4p -a + 7
2p +q - 1

dus door p = =1 en g = 3 te nemen, wordt de D.V.

an _4E -1
atE = 26 +1q !

met oplossing (1 - E,)a(n +48)% = C. De oorspronkelijke D.V. heeft dus de op-

lossing
(y=x=4) (y+ax+1)® = C .

Opmerking. Dezelfde methode is van toepassing op alle D.V. van het type

_ ar8Xtby+c
y! = f(ax+By+Y) ’

behalve als de vergelijkingen, wearuit p en ¢ moeten worden bhepaald, strijdig

zijne. Dan gaat het echter nog eenvoudiger.

y L2ty
Vbe5e3e y Pxiy+2

- z+1
Stel z=2x+y dan z'-2=z+2,

oplosbaar met scheiding der variabelen. De algemene oplossing is
? (y_x)(By +6x +5) =0C.

§ 6. Exacte differentisalvergelijkingen

Beschouw een stelsel krommen gegeven door

F(x,y) = C .




Elke waarde van C geeft een exemplaar van het stelsel, Langs zo'n exemplaar is

@_ ﬁl:
ax toyy — 0 ¢

Deze formule bevat C niet meer. Hij is een D.V. van het type
P(xyy) + Q(er):Y' =0 ,

waarbij echier wegensa

2p  3*F

g oL

0yodx = X8y

de functies P(x,y) en Q(x,y) voldoen &an

5P _ 28
oy  ox °

Definitie, Een exacte differentisalvergelijking is een differentiaalverge-

lijking van het type

P(x,y)dx + Q{x,y)dy = 0 ,

9P _ 3¢
waa?voor geldt 3y - ox °
%16.1. X + 2y + (2X+1)y' = O
is een exacte D.V. omdat
3 3
e (x+2y) = 2 = 3= (2x+1) .

Ter oplossing van dit voorbeeld zoeken wij F(x,y) zodat

aF aF .
el S 2y en 5§-= 2x + 1.

Aan de linker vergelijking voldoet F = %-xz + 2xy ; voor elke vaste waarde
van y mag hierbij nog een constante worden opgeteld, die voor verschillende
waarden van y verschillend mag zijn, d.w.ze die een functie van y mag zijn.
De oplossing van de linker vergelijking is dus
2

Flxyy) = &% +2xy +o(y) ,
waarin ¢ alleen van y en niet van x afhangt. Mu trachten wij bovendien aan
de rechter vergelijking

aF
= + 1
- 2x

te voldoen, Iit leidt ot




d
2x + L= 2x 4+ 1,
dy
Wij constateren dat de term 2x wegvalt en dat
de _ 4 i =y -0
ay - waaruit o=y - C .
De algemene oploésing van de D.V. is dus
#x° +2xy +y = Ca

In het algemene geval gaan wij op analoge wijze te werk, Bij de gegeven func-
ties P(x,¥) en Q(x,y) zoeken wij F(x,y) zodat geldt

Fop en Eaq.

ox dy

Aan de linker vergelijking voldoet

F=de.x+cp(y).
Opdat bovendien wordt voldaan aan de rechter vergelijking moet gelden

3 _ 4.0
3y Q e ({P dx) .

Hieruit is ¢@(y) te bepalen als het rechterlid alleen van y en niet van x af-
hangt. Dit is inderdaad het geval omdat

La-g(ran-2- & (rag)-2-2-o0,

dankzij de exactheid. De functie o(y) is dus door directe integratie te be-
palen,

Opmerking. In de praktijk is het feit, dat in de D.V. voor ¢ geen x mag voor-
komen, een controle op rekenfouten.

§ 7. Integrerende factor
Wenneer de D.V. van het type
P(x,y) + QAx,y)y' = 0

niet exact is, kan bovenstaande methode niet worden toegepast., Soms is het
dan echter mogelijk om een z,g. integrerende factor w(x,y) te vinden, zodat
de na vermenigvuldiging met p verkregen D.V.

pP + pQy' = 0




wel exact is. Dan moet voldaan ziJjn san

o(pP) _ 8(p&)

oy dx

du Bp _ fo@ _oF
P‘ay'an'“(ax ay *

In het algemeen is deze (partiBle) D.V. voor p(x,y) veel moeilijker oplosbaar
dan de ocorspronkelijke vergelijking. Wij hebben echter slechts één u(x,y) ne-
dig. In enkele gevallen is met enige handigheid wel in te zien dat een ape-
ciale functie u voldoet, bijvoorbeeld een functie p die allieen van x afhangt,

of een p die alleen van y afhangt, of een p die alleen van x+y afhangt.,
VbeTele (1 - xy)dx + (}q-xz)dy =0 .

Deze vergelijking is niet exact. Vermenigwvuldig met u, dan is

. 2
p(1-xy)dx + plxy-x")dy = 0

exact wanneer is voldaan aan
i} ] 2
3y O -x)] = 5y Ll -x7)]

(=)« (r=a) 2 = uy-x) .

Probeer p = p(x), dan moet

-xy-0)PE = wy-x),

ko
dx X
Hieraan is wvoldaan door U = 1 « De L,V.

X

1
(£ -v)ax + (y-x)dy = 0
is dus wel exact. Via
1
F = f(;- ylax + o(y) = log x| - xy + o) ,

en -x+9'(y) = - x

oF _

dy
. . 2 .

komen wij tot ¢'(y) =y, waaruit ¢(y) = $y° - C. De oplossing luidt dus

log Jx| - 5y + 3y =0 .
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vbl7u2. Z}de + (y-‘xa)dy = O ™

Vermenigvuldig met p. De verkregen D.V. is exact als
3 3 r. 2
3y L2ew] =3¢ k=201

B (oot -

2xy 3y ax T4pux
Probeer p = p(y), dan moet
d
y 5}5 == 25 .
Hieraan is voldaan door g = -% » Dit leidt tot de oplossing
v . ‘

2
1;—r—+log; lyl =¢C.

Ook y = 0 is oplossing van de oorspronkelijke D.V.

§ 8. Substituties en kunsterepen
Vb.8, 1 x(y'+1) + tan(x+y) = O
Substitutie van z = x + y leidt tot
xz' +tanz =0 ,
een D.V. die met scheiding der variabelen kan worden opgﬁlot.‘dpj.osaing-;l
x sin(x+y) = C . | '
Vb.B. 2. xy'.—y=x2 +'y2 .
Deel doox x2, dan
ARSI <£>2 dus (Y.)' =1+ (X-)a .
2 X X AX
Substitutie y/x = z leidt tot de oplossing

vy = x tan{x+¢) .
2 2
Vb.8.3. 2(1 +x)y’y' +y +2x -3x =0,
Subetitutie y2 = z leidt tot de oplossing

7 (1 +x) = 2 - +C .

‘ 2 __4\4dy _
VbeB.4. (x° -y )dx 2Xy .




- 11 -

Het is voordelig niet y = y(x), maar x = x(y) te beschouwen. Als men in
2 4 dx
X -y = 2xy E

substitueert x° = z, dan ontstaat de lineaire D.V.

4 d
Z-Y “Y"E' ’

dy

die zich na deling door y2 reduceert tot
4 (= 2
iy G) =y

Dit leidt tot de oplossing

2

1. 4
x" =3y +C
57 ¥

wasraan de bij de overgang van y = y(x) op x = x(y) verduisterde oplossing

vy = 0 moet worden toegevoegd.

VbeBa5e ‘nr' +y+x2ex‘jr +1=0 .,
Stel xy = z, dan is
2! +x2e%+41=0 .

Stel e = t dan is z' = t'/t en men krijgt

t'+t+x2t2=0 .

In deze D.V. van Bernoulli stellen wij t = 1/w, dan is

2
W' ww=-x =0 .

In deze lineaire D.V. stellen wij w = uv, dan is

2
viu'=u) +vlu=-x =0 .,
Neem u zodat u'-u = 0, dus bijvoorbeeld u = ex, dan
. 2 -x
vi=X & .

Dit heeft als oploessing

v = fxae_xdx - e"x(-xz-Zx- 2) +C ,
dus’ wn-xz—Zx-2+Cex.
Daar w =1 /1: =e % - e-xy is de algemene oplossaing

e ™ o2 -2~ 2 +CeT
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§ 9. Impliciete differentiasalvergelijkingen

Moeilijker dan de tot nu toe behandelde differentiaslvergelijking y' = £(x,¥)
is de impliciete differentiaalvergelijking ' '
F(x,7,5') = 0.
Zo bezit bijvoorbeeld de differentiasalvergelijking van Clairaut
£7') - +y =0
behalve het stelsel rechten
¥y = Cx = £(C)

nog een extra oplossing, de zogenaamde singuliere oplossing, die niet tot het
stelsel behoort. Wij demonstreren het optreden van zulk een singuliere oploa~

sing aan het volgend voorbeeld.

Tb.9.14 F )2 -xy' +y=0,
Na differentiatie krijgen wij
2yt -yt -yt +y' =0
eyt -x)=0.
Hieraan kan op itwee manieren worden voldaan:
y' =0 levert y!' =C en 'y-=Cx+D;

gubstitutie in de oorspronkelijke vergelijking geeft D = - c? y Waarmee als
oplossing het stelsel rechten ' :

¥y = Cx = 02
is verkregen. De andere factor levert
291 =x =0 dus y=%4x°+E;
substitutie in de oorspronkelijke vergelijking geeft E = 0, waarmee als op=

lossing de parabool

2
y = 2X

is verkregen. Wij merken op dat elke rechte uit het stelsel raskt aan de pa-.

rabool, omdat de raaklijn in het punt (xo,yo) van de parsbool als vergelij-

king heeft '
i'(y*'yo) = %xxo ’

2
y-%xox-%xﬁ , dus y =Cx - C
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als C = %xo wordt gesteld. Men drukt het geoonstateerde feit ook als volgt
uits de rechten omhullen de parabool. Wij concluderen uit dit voorbeeld:

Impliciete differentiaalvergelijkingen hebben, behalve een stelsel op~
lossingen, soms nog een singuliere oplossing, waarvan de grafiek de om-
hullende is van het stelsel oplossingskrommen.

Cok met het richtingsveld is déze conclusie verklaarbasr, Wij demonstreren
dit weer met Vb.,9.1. Uit
@) -mt+y=0

wordt door expliciete oplossing verkregen

Voor de punten met y > 4x%, dus binnen de parabool, is er geen richting ge~
geven, Voor de punten van de parabool y = %xa is één richting gegeven, na-
melijk y' = $x. Voor de punten buiten de parabool zijn door de D.V. twee
richtingen gegeven.,

) 2
V09,2 ) eyte1,
Scheiding der variabelen geeft

¥

ax _
dy Q1_y2 ’
x—C=_-I_-_J1—y2_.

Als oplossingen vinden wi]j het etelael‘.cirkels.

| (x-€)% +y2 =1,
De omhullenden van dit stélsel, de rechten
y=1 en y=-1
zijn echter ook oplossingen van de oorspronkelijke D.V.

Opmerking., Niet iedere singuliere oplossing wvan een D.V. is omhullende van
de: algemene oplossing.

Opmerking. Door het richtingsveld gesuggereerd zou men kunnen vermoeden dst
voor de oplossingen van een expliciete differentiaslvergelijking

y' = f(x,y)

geldt, dat er door elk punt (a,b) van het (x,y) vlak precies &&n en niet meer dan
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één oplossingskromme gaat. Voorbeeld 9.2 maant reeds tot voorzichtigheid.

Vb.9,3. ¥ = y3/2

heeft als oplossingen y = Oen y = é%-(x-c)a. Voor de punten van de x-as is

er dus geen eenduidige oplossing.

In de volgende existentie~ en eenduidigheidéstelling wordt een voorwaarde
aangegeven waaronder een oplossing bestaat (existentie) en ten hoogste één

oplogsaing bestaat (eendﬁidigheid). De stelling wordt hier niet bewezen.

Definitie, £(x,y) voldoet in (a,b) aan de Lipschitz-voorwasarde als er een

constant getal M is zodat in een omgeving van (a,b) geldt:
|£0e,y,) - £(x,5,)| < Uy, -v,]

Stelling, Als f(x,y) in (a,b) voldoet san de Lipschitz-voorwaarde, dan is
er precies één functie y(x) die voldoet aan

y' = f(xy) e y(a)=b.
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§ 10. Differentiasalvergelijkingen van hogere orde

Een gewone differentiaalvergelijking van de orde n

Py ¥ o750 ..,y(n)) = 0

is een vraag naar de functies y(x) die voldoen aan de betrekking voor alle x
uit een zeker interval, In het 'college Wiskunde II is vermeld de

Stelling De oplossingen van een lineaire homogene D.V. van de orde n -

y(n) + P(x)y(n—1) +eee + Q(x)y" + R(x)y' +8(x)y =0

vormen een vectorruimte van de dimensie n.

Voorts zijn daar behandeld oplossingsmethoden voor lineaire differentissalver~ -
gelijkingen met constante co&fficiénten. Wij behandelen hier nog de differen-
tisalvergelijking van het type Euler: '

2
x2 iy + ax iy , by = 0 met a,b constant.
ax? dx

Wij voeren een nieuwe onafhankelijk veranderlijke ¢t in door de substitutie

x=e

waarblij wij ons voorlopig beperken tot x > 0. Dan is dx = xdt en geldt

dy _ iy
Xix " at =

2 2
2% , 4y _, 4 (pdr).dxd (&) d%
x dxz“‘dx *ax \*iax at ax \dt wZ

De differentisalvergelijking gaat over in

a’y ay
o2 + (a=1) xtr=0

die wordt opgelost door y = et te proberen. A moet voldoen aan

224 (a=1)A +b =0 ,
Als A, en A, de wortels zijn van deze vergelijking, dan zijn voor A, ¥ Ay

:'\1 1 Ay

=x ' en z,rz-ej‘t""t-:!t:)tz

¥y =6

twee onafhankelijke oplossingen van de differentisalvergelijking. In het ge=-
val A1 o= Aa zijn
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Ay

A
Y, =X en _w,r2=='l;e2t

A
=xalogx

twee onafhankelijke oplossingen. De algemene oplossing van de differentiaal- '
vergelijking van Euler is dus

yix) = ax™ +Bxl2 voor A ¢ A, en

y(x) = x™M (¢+p log x) voor A=A,

in het gebied x > 0. Voor x <0 dient overal x door -x fe worden vervangen.

Er hestaat een verband tussen differentiaalvergelijkingen van hogere orde en
stelsels differentisalvergelijkingen van de eerste orde, die in de volgende
paragraaf aan de orde zullen komen. '

Vb.10.1, Gevraagd alle functies z(x) en y{(x) die vour alle x voldoen aan de
vergelijkingen

zZ +z! -2yt =0

Z - Z' - 2y - 0 -

Uit de tweede vergelijking volgt yn%-(z-z'). Substitueren wij dit in de eerste
vergelijking dan is

" +z =0 ,
welke vergelijking als oplossingen heeft
z=wacosx +f@sinx .,
Substitutie levert
y=%{a=B)cos x + F(a+B)sin x .
In dit voorbeeld zien wij hoe een stelsel van differentiaalvergelijkingen van
de eerste orde leidt tot een differentiaalvergelijking van hogere orde, Qmnge=
keerd kan een D.V. van hogere orde worden opgevat als een stelsel D.V. van de
eerste orde:
Vb.10.2. yy" +x2 32 +yi a1 =0
Stel y'=2z dan komt er het stelsel
yz! + x°z2 +y2-1 = ()
y' - 7 = O .

Algemeen geldt dat de D.V. van orde n
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F(X’Yﬂr"!"ny(n)) =0

door de substituties

n-1
y-y1! y'ayai y"‘Y3""‘!y( )=yn

kan worden opgevat als het volgende stelsel van n differentiailvergelijkingen
van de eerste orde:

| t = 1 = ' -
V= oy Yy = Tge oo en V) = Voo PGy 07,00 0 0sy,y)) = 0.

Dit is &én wvan de motiveringen voor onze interesse in stelsels differentisal~
vergelijkingen van de eerste orde.

Tenslotte geven wi]j zonder bewijs de volgende stellingen over de existentie en
de eenduidigheid van de oplossingen wvan differentiaalvergelijkingen. De voor-
waarden waaronder deze stellingen gelden geliji-: p de aan het eind viu § 9

genoemde Lipschitz-voorwaurde,

Stelling Als f voldoet aan een Lipschitz-voorwaarde, dan bestaat er bij elk’

stel getallen (a,b1,tb,...,bn) precies é&n functie y=y(x) waarvoor
geldt

ey

f(x,y,y',y",---,y(n'1)) en

y(2) =, '(a) = bypeen ™ a) 20

Stelling Als f1,f2,...,fn voldoen aan een Lipschitz-voorwaarde, dan bestaat er
bij elk stel getallen (a,b1,b2,...,bn) precies &4n stelsel functies
y1(x), yé(x),...,yn(x) waarvoor geldt

y; = f.‘ (X!y1sy2s-'°’yn) y1 (a‘) = b-;

yz' = f2 (st.l 9y2!'-',yn) bA (a) = bg
] en .

ya = £,005 0y, e 0y,) Tpla) = o

Stelling Als f voldoet aan een Lipschitz-voorwaarde, dan bestaat er bij elk

paar (a,b) precies &8n y(x) waarvoor geldt

¥' = £(x,y) en ‘x(a) =b.

De {tweede stelling is gelijkwasardig met de eexrste stelling op grond van het in
deze paragraaf behandelde., De derde stelling is kortschrift voor de tweede, met

£= (f1’f2!°"!fn) ] X.= (y1’y2!"‘!yn) ] K‘ = (y;’yat,looyﬁ) .
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§ 11+ Lineaire stelsels D.V. met constante co8fficiénten

Vb.11.1. Gevraagd functies x, (t) en xz(t) zodat voor alle t geldt

dx1 &
v = 5X - -
dt 1 2 . a X, ] 5 6 X,
| ' P At 3 -4 |\ x
=2 2 2/"
3T 3x, -~ 4x,
Ry
Probeer x, = a,e b x, ) ekt( a1)
At ? Hemele
xz = aze . xz a’z ]
dan s em = (5a, = 6a )e“ a 5 <6 a
1 P At B\ A 1
A% AL ! ReBeWe Ae = e
Aae™" = (38, -4a e a, 3 ~4/\ a8,/
dus (5-7\)&1 - ba, = 0

3a, + (=4=A)a, =0 .

Dit stelsel vergelijkingen in a, en &, heeft een van (0,0) verschillende op-

1
lossing als

IS-A -6 = 0, dus als A = 2 en als A = =1,

3 —4- A

Voor A = 2 levert 3a, - 6a, =0 : (8‘1’9‘2) =~ (2,1)3

voor A=-1 levert 6a, - 6a, =0 : (a;,a,) = (1,1).

De oplossing van het stelsel is

* = 2“e2t + Be-t 2% 2 =t L
ot -t y DeBeW, 1{'_ = ge + ﬂe
x, = % + Pe 1 1 .
Ook in het algemene geval gebruiken wij deze methode. Ter oplossing van het

stelsel van n lineaire homogene differentiaalvergelijkingen van de eerste 6rde
met n onbekende functies met constante co&fficiZnten

dx,
= =a x +a a + +
it 1154 1272 Tt T B

: ax
MeEoWe '&"_E‘ = AEC_ ’

*

dx

o]
~——=pg X +a X +. a x
dt n1" ¢ n2" 2 ** “nan'n

[ ] - - & —--
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wagrin de van t onafhankelijke A de matrix van een lineaire afbeeldingin Rn

voorstelt, proberen wij oplossingen van de socort

z=c'a met afQ

te vinden. Na subgtitutie blijkt dat aan
A = Aa

moet worden voldaan, Wij zoeken dus de eigenwaarden A en de daarbij behorende
elgenvectoren van de matrix A, Wenneer deze matrix n verschillende eigerwaar-
den heeft dan vindt men n onafhankelijke oplogsingen van het stelsel. Wanneer
de matrix meervoudige eigenwaarden bezit, dan kan men met ad hoc methoden toch
wel tot n verschillende oplossingen komen, De algemene oplossing wordt dan ver=
kregen door toepassing van de volgende stelling, waarvan de geldigheid zich
niet beperkt tot lineaire stelsels met constante co&fficignten,

Stelling De oplossingen van het stelsel van n lineaire homogene differentiaal=-
vergelijkingen

- Alt)x
vormen een vectorruimte. [Deze vectorruimte heeft dimensie n].
Bewijs: Zij u(t) en v(t) oplossing, dus zij

B L i) e B aw)ze)

Op grond van de e:.genschappen van lineaire afbeeldingen en van het differenti-
eren volgt hieruit voor constante @ en B dat

3¢ (@ +py) = Aleu+py) .

Hieruit volgt dat ook au(t) + Pv(t) oplossing is., Dit betekent dat de oplos-
singen een vectorruimte vormen. Wij zullen hier niet bewi;jzén dat elke oplos-
ging te schrijven is als lineaire combinatie van n onafhankelijke oplossingen.

Vb.11.2. x o 1 1 x
1 1
2 x =1 0 1 x
dt 2 2
Ia 1 1 0 X .
Probeer X = emg., dan volgt Aa = Aa. Los op de eigenwaardenvergelij-
king
-A 1 1

det(A=AI) «s0=| 1 =2 1
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Deze vergelijking heeft wortels A = 2 en A = -1 (dubbel).

#
(]

Voor A = 2 heeft =28, + &, + a,

- +

a, 23.2 a,
+ a,_ = =

2, 2 28.3

als oplossing a = (1,1,1),

]
o O

(]

Voor A= =1 heeft a, + a, + a_=

1 5 3 twee onafhankelijke oplossingen,

bve (1,+1,0) en (1,0,-1).

[}
o

o+

B, + 8, + 8,
+

8, T &, 3

Wij hebben gevonden de drie oplossingen

-t =t
92t(1’1!1) ’ e (1"'1’0) ’ e (1:03‘1)-
De algemene oplossing van het stelsel is dus
1 1
2%

X = Oe 1 + Be -1 + ye 0
0 -1 -

1
%011-3- a X1 6 4 11
dt X, i =2 x .
At

Probeer x = ¢ "a., De eigenwaardenvergelijking

6 -2 4
-4  =2-2A

heeft de dubbele wortel A = 2. Voor deze A volgi uit

4'a1+48‘2'0

dat a = (1,-1).
~4a, - da, = O

Wij vinden dus slechts één oplossing L (1y=1). Om nog een oplossing te krij-
gen proberen wij

x = exb@tfg) met A=2, a= (1,-1)
en nader te bepalen b. Substitutie levert

e)"t(}u__@_'t +Ab +a) = e"tA(tg+E) .
Opdat hieraan is voldaan voor alle t, moet

Am =Mz en b +a-=4b.
De laatste vergelijking leidt tot

a=(A=AI)b .
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1 [6-2 4 b,
-1 -4 ~2-2/ \P2 )

waaruit volgt b = (0, i—). De algemene oplossing 1s dus

In ons geval:

1 1 0
X ae.zt + ;3e2t t +
-1/ -1 i .
Vbo1104- a x1 3 =5 x1
SN N S RCY

Probeer x = eltg { de eigenwaardenvergelijking
3=k -5
-2 T~A

fl
o

=A% -4+ 13

heeft complexe wor‘t.els A=2+31,

A= 2+31 (3-2-3i)a1 5a, = 0 geeft a = (5,1-3i),

2
A= 2a3i (3-2+31)a1 - 5a, = 0 geeft a= (5,1 +3i) .
Zo vinden wij de complexe oplossingen
2t+3it 5 2t-3it 5
Yy=e en z = e
1=31 1431 .

Deze oplossingen zljn toegevoegd complex. Ook oplossing zijn

5 cos 3t - 5 sin 3t
2
3 +z) =" y o @-z) =
cos 3t +3 sin 3t - gin 3t =3 cos 3t .
De algemene re8le oplossing is dus |
ot 5¢ cos 3t + 58 sin 3t
X= ¢
(3a+p)sin 3t + (x - 3)cos 3t .
Ter oplossing van een lineair inhomogeen stelsel D.V.
dx
3 - Alt)x +b(t) - )

bepalen wij eerst de algemene oplossing van het bijbehorende lineaire homogene
gtelsel

= A . @)

Vervolgens zoeken wij één oplossing van (1). De algemene oplossing van (1)
volgt dan door toepassing van de volgende stelling.
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Stelling Als i(t) een oplossing is van (1) en als h(t) de algemene oplossing
is van (2), dan is i +h de algemene oplossing van (1).

Bewijs. Als i(t) voldoet aan (1) en h(t) voldoet aan (2), dan

di(t) dh(t)
St = AWL() +2(t) , —g— = alt)h(t) .

Na optelling volgt, op grond van de lineariteitseigenschappen van afgeleiden en
lineaire afbeeldingen, dat

d“d{[i—(t) +h(t)] = a(t)[alt) +h(t)] + p(t) ,

dus dat i(t) + h(t) voldoet aan (1).
Anderzijds, zij i(t) oplossing van (1) en zij y(t) een willekeurige andere op-
lossing van {1). Dan

dy i a .

T oML, FpeALYl, gL =a(g-l .

Dus y=-i is een oplossing, zeg h, van (2):

r-i=h, y(t)=4i(t) +h(t) .

Elke oplossing van (1) is te schrijven als i(t) + een oplossing van (2).

Vb, 11.5. _
4 ! - ° 6 * - et 4
) x, 3 a4/ \ % 3/

Ter bepaling van een oploesing proberen wij

b 5 6 b 4
E-etg, dan et b1 -et b -et

b, = 5b - 6b, - 4
waaruit b = (1,0), Met Vb.11.1. volgt de algemene oplossing van het inhomo-

2 1 1
x = xe2 + gt + &b
1 1 .

gene stelsel

Opmerking. Wanneer in de inhomogene term dezelfde e-macht voorkomt als in de
algemene oplossing van het homogene stelsel, dan is een meer geraffineerde

substitutie nodig.
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§ 12, laplace-transformatie

7ij f(t) zodanig, dat voor alle voldoend grote p

(-}

Flp) = fe'Ptf(t)dt
.9

bestaat. De aldus gedefinieerde functie F(p) heet de laplace-getransformeerde van ft).

Notatie: F=L(f) of F(p)=L{f{t)}.
Voorbeelden 12,1,

£(t) F(p) geldig voor

ot 1
) p-a PpP>a
I
% 1
nl n+1 P>0
n
t at 1
— e p>a
n! (p_a)n+t
" cos Bt —Z-P—? p>0
p +PB
p
sin Bt =3 >0
p +B
eat cos Bt —'“2':‘:5"—2- p>c
(p=-a) +8
e*® gin gt - 52 > P>a
(p-a) +p -

Bewijs: Zie Wiskunde II, hoofdstuk 10 en de hierna volgende Eig. 2.

Voor de overgang van f{t) naar F(p), de zogenaamde lLaplace-transformatie, gelden
de volgende eigenschappen:

Eig. 1 L is een lineaire afbeelding: voor « en § constant geldt

L{af(t) + pa(t)} = al{£(t)} + & ()} -
Bewijss Uit de definitie.

Eig., 2 als L{£(t)} = F(p), dan L{e**£(4)} = Flp-a).
Bewijs: | featf(t)e-ptdt - ff(t)e'(p'a>tdt.

0 0




Eig. 3 Ll ()} = = £(0) +pf£(t)} als Lin £(t)e Pt = 0
Bewijs: - JLl{er(@)} = ff'(t)e-ptdt - [2()e®*T +-pff(t)e-Ptdt -
0

= - £(0) +pLs(£)} .
Eige 4 oC{f(“)(t-)_} - - f("")(o) - pf(n- 2)(o) e =™ 000) + PR (8)) .
Bewija: Herhaalde toepassing van Eig. 3.

Eig. 5 s e (t)} = Lg(t)} voor alle voldoend grote p en als £(t) en
g(t) continu zijn, dan is £(+) = g(t) voor alle t = 0.

Bewijas: Met complexe functietheorie.

Definitie: De convolutie van £(t) en g(t) is de volgende furctie van +:

t
t@g = ff('t)g(t-‘r)d'r .
0

Opmerking., £ ®Wg = g ®f omdat (noem t -7 = o)
+ 0

fs("‘)f(t-'r)dr = -fg('t-a)f(a)d.o .
0 £

Eig. 6 L ®g} = Je1)} « L)} o

o

Bewijs: L)} » Le(x)} = ff(-r)e’lprd'r f g(0)eF%qg =
. ' 0 0

- fff(‘r e(a)e™® (Tw)d'rdo

over het eerste kwadrant, Noem ¢ = t =T, dan
t

- fe'ptdtff(‘r)g(t-'r)d’r - L{r @gi' .
d

0

Vb.12.2. L{n(t)} = (p-a)1(p-g3) . Gevreagd h(t) als a ¥ B,
Oploesing met eig, 6 :

oG M - AP - LT @ FY
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t
en & @ Pt fe“"-'eﬁ(‘t"t)d_r - [PY . EJ:E e(a—p)-r]:_
0

- o (- ).

Oplossing met eig. t.:

1 1 r_1 : . P
GG " a-F s~ pep ~AET )

Vb.12.3, Lfh (t)}= -————-P)—z——F;-z— . Gevraagd h(t).
-0 +
o
P _p-otgh

t ‘at
e v e R R R

= £{e%% (cos pt +% sin pt)} .

In het bovenstaande zijn gégeven een beknopt "woordenboek" en enige '"taalregels"
voor de Leplace-transformatie, Wij kunnen de laplace-tranaformatie gebruiken om

een probleem voor een functie te "vertalen" in een probleem voor de Laplace-ge-
 transformeerde F=.f{f}. Soms is dit laatste probleem eenvoudiger op te lossen dan
het oorspronkelijke probleem; dan rest nog het "terugvertalen'.

Deze methode kan met vrucht worden gebruikt bij het oplossen van een lineaire
differentiaalvergelijking met constante co&fficiénten van orde n, in het bij=
zonder wanneer de oplossing wordt gevraagd die aan gegeven beginvoorwaarden vol~
doet, Wanneer y(a), ' (&) ooey ¥ 0 ) (a) 2ijn gegeven, dan leidt de laplace-
trar;sférmatie_naar de ene verlangde oplossing 0p meer directe wijze dan de vroe-

gere methode, waarbij eerst de algemene oplossing moest worden bepaald.
t
Vbe12. 4. y' =4y’ + 57 = 2e, y(0) = 2, y'(0) = 0,
Zij y(t) de gevraagde oplossing en zij {{y} = Y, dan volgt met eig., 3 en 4 :

oC{y'} =pY =2 en aqy“} - sz - 2p.
Voorts V‘Olgb uit %01211.

L{2e% = P_ET .

Het probleem voor y(t) wordt dus getransformeerd in het volgende probleem voor

Y(p):
(@ -4p+5)¥=2p =8+ .
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Deze vergelijking kan eenvoudig worden op'geloat:

on? = 10p +10

2
(@ -4p+5)p=-1)
 Omdat het rechterlid niet in de rechterkolom van Vb.12.1. voorkomt, splitsen
wij ten bate van het terugvertalen als volgt in breuken:

‘I+p-2 3

P'1.' (P-2)2+1 (p-2)a+1

Hieruit wvolgt de gevraagde oplomssing

y(t) = o¥ + 92# co8 t - 3621; gin t .

Vbe12.5. y" +boy =t +t +2h%, yO) =y (0) =0,

7ij y(t) de gevraagde oplossing en zij Ly} = Y. De laplace~-transformatie leidt
tot

(p2 +'b2)Y R .
3 2 2
P~ P bDp
Breukeplitsing leidt weer tot de oplossing y(t). Wij kiezen een éndere weg, via
de convolutie en Eig, 6 ¢

o 1 b '(2 1 2)
Ym = o[ —— — o —— ’
b p2+b2 3 2

2
P p Dby

y(t) = % (ein bt) @ (+° +¢ +fg) -
%

-1 f (?+1+ -gz-)_sin b(t =)t .
3 b

Deze integraasl is elementair uit te rekenen:

2
+ t sin bt
y(t) = 5+ = - ==,
S v?
%012069 .g.-. x1 . 5 -6 11 . e_t 4 x1 (0) - o’
d - ’
LA 3 - *2 3 'x,(0) =0,

21j x(t) de gevraagie oplossing, Noem

oC{x1} = X1 en et{xz}- X .
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De laplace~transformatie van het probleem luidt

X, 5 =6 X, 1 4

P - - 5T

X, 5 -4 )\ %) P13
(=5)% +6X = =~4/(@~-1)
=3% + (p+4)%, = - 3/(@-1),

X, = 2 = 4p e 12
1 (p=-1)p+1)p=-2) p=1 p+1 p-2

X = -‘7’ = 1 - 1
2 p+1)(p-2) p+1 " p=2 ?

dus x, = et +e-t-2e2t en x = e't-ezt .
. 2
Vb.'?2.7. _q.— x1 . 6 4 ( x1> X1 (O) = O,
¥
dt X, -4 =2 *5 x, (0) =1,

Noem £{x} = X, dan volgt

P-6 -4 X1 a
4 P+2 X2 b .

Dit heeft als oplossing

. (p+2)a+4p a +4(a.+b)
' -2 P70 (plop
, _BoEbos @)
2 (p-2P  PTF a2 ]

zodat de gevrasgde functies zijn

x, = ae?t + Al,(a.+’r:>)te24C

X, = et - 4(a +b)‘ce2JG .
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§ 13, Machtreekssubstitutie

Met de in het voorgaande behandelde methoden is slechts een betrekkelijk klein
aantal typen van differemtiaalvergelijkingen oplosbaar, zeker indien men met
"oplosbaar" bedoelt dat de oplossingen zin te schrijven als polynomen, e-machten,
sinussen, etc., en inversen en combinaties van deze elementaire functies. Een
grotere klasge van differentiae;lvergelijkingen wordt oplosbaar, wanneer ook
wordt toegelaten dat een oplossing wordt gegeven als som van een convergente
machtreeks. |

In een aantal gevallen kan men oplossingen in de vorm van machireeksen ver-
krijgen door in de differentisalvergelijking voor de onbekende functie een
machireeks met nader te bepalen co8ffici&nten te substitueren. De eis wordt
dan dat de co8fficidnten van gelijke machten van de onafhankelijk variabele
in linker- en rechterlid gelijk zijn.

Vo.13.1, y' -xy =0,
3 > n
Probeex y=u +ux+u12+ux + eee = L UX ,
(] 1 2 3 . n
n=0
2 * ney % n
'w eee = +
dan y'muo o+ 2ux 4 3ux o+ - n§1 m_x nio(n 1)un e

Substitutie levert

2 3
u +2ux +3ux +4ux
2 33 44

2 3
+ s = x{u tuxtux tux +,.
1 * (o 1 2" 3 o) e

Gelijkstelling van de coBfficiBnten van

1} 1 2 3 n=1
X » x 9 X + X g seny X 3 eerse

levert u1 = 0 ¥ 21.12 - uo y 3‘13 = u1 ’ 4\1‘ = g 9 *c0 nun = un-2 9 oee

Hieruit volgt
0-\11 '113‘-"‘15'-..

1
en u, =Fu, uw, =¥ u,, y mgeEeEe g, e,
1 1 1 : 95
u - . caooc_.'}.%u - .
- 6
2n 2n 2na-2 _ o SR,
De oplossing luidt dus
-] n
yix)=u 3 £

° nmp 2% n!




Deze reeks is convergent voor alle x.
Opmerking, In dit voorbeeld kunnen wij zelfs de reeks sommeren, d.w.z. de som.
uitdrukken in een elementaire functie, namelijk

3x?

y(x) = uge .
Inderdaad is de D.V. door scheiding van variabelen direct oplosbaar.
Vb.13.2, v =x +y5, yO)=1.

Machtreekasubstitutie levert

x2+...)(u +u,x+1u x2+...).

2
woF2ux F 33X e = x + (U tuxtu o FU XU,

1 2

Door gelijkstelling van coéfficiBnten van gelijke machten van x verkrijgt men:

co&f, xo r n, = 1.12
1 0
coéf, x1 : 2u2 1 +ugu, + LI
codf. 12 : 31:.3 =uu, +uu + uu
coéf, x3 : 4u4 =uu, + uu, + u,u, + u,u .

Teneinde een overzichtelijker geheel te krijgen gebruiken wij het sommatieteken.

Substitutie van y = 5% =0"n = geeft

0
-[zukx}[.efou‘gx]-ko,afoukux =
o 1
" a0 I:kf:oukun'k]xxl ’
waarbij k+.£ = n gezet is. De D.V. wordt
oo
nfo(n +1)un+1x -x + nfo [kfouku _k]xn

Gelijketelling van co&fficiénten geeft

- 2
a4, =14,

2112 =1 + 2u°u1

n
(n+1)un+‘ - kf W o, VoOr n=2,

Uit de beginvoorwaarde y(0)=1 volgt u, = 1« De overige co8fficifnten zijn uit




v
o

e EELEERETE,

de zojuist afgeleide relaties successievelijk uit te rekenen, omdat u uit~

n+t
gedrukt is in Uys gy ceey Ue Dparmee is het vraagstuk in principe opgelost,

wanneer wij ons er nog ven overtuigen det de verkregen machtreeks althans voor
zekere x ¥ 0 convergent is. Met dat doel constateren wij eerst

u, =y, =1, u o, =3 ‘(uouz +u +u2uo) <5

0 2. 27 Ta 1

en claimen wij vervolgens dat voor n = 0

Bewi}s (volledige inductie):
k +1 -k +1 n+2

SR N OLIC RRTC) Ll

De termen van de oplossing

zijn dus voor x > O kleiner dan de termen van de reeks
n+1

53)7

Voor de laatste reeks volgt uit het eriterium van Cauchy de convergentie'vuor

|x|<3‘-§- .

De gevbnden oplosging is dus eveneens voor tenminste deze waarden van x convere

gent,

Algemeen beschouwen wij thans een lineaire differentiaalvergeli jking van ho-

gere orde
y' +a@)y! +b(x)y = £(x), y{(0) = py 71(0) = q

waarvan de co8fficiZnten ontwikkelbaar zijn als machtrecksen in x met een posi-~
tieve convergentiestrsal

a0 n oo n o0
a(x) = I & x", b(x)= £ b 1, fx) =20,
n=0 n=0 n=0 %
De bewerlng is dat deze D.V. 0ploaba.a.r is door machtreekssubstitutie,.
ne1

Stel y = unx,da.n y'-znux -I:(n+1)u x,en
n=0 _ n=1
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o [= <]
en y" = I m(n-T)unxn"2 = 3 (n+2)(n+1)|.1n_l_2xn .
n=2 n=0

Substitutie levert
[+ ]

[ -] o0
k £
T @+2)lm+thu X+ [ 2 xJ[ 2 (e+1)hu, x*] +
n=0 n+2 kr_oak 2=0 £+

+[Ebkx][2ujx]=2fnxn.
k=0 £ =0 n=0

Bedenkend dat de beide producten kunnen worden geschreven als

oo n n oo n n
by < T a ,t+1h )x en I (E b u )x '
n=0 > £=0 "4 A n=0 \4=0 244

krijgen wij door gelijkstelling van codfficiénten van gelijke machten van x

n n
(n+2)(n +1)un+2 =f - ,eioan"g (& +1 )qu - ,giobn"eu‘e

voor alle gehele n = 0, Hierdoor wordt u, uitgedrukt in Uje Uy Uyy eney U

+2

L De beginvoorwaarden geven

u°=‘Py u1=q’

en alle andere coéffici&nten zijn dus in P en q uit te drukken, Hiermee is in
principe de oplossingsmethode behandeld, Zonder bewijs delen wij mee dat de

o0
gevonden oplossing I w X" inderdaad een positieve convergentiestrazl heeft.
n=0
2
Vb.13,.3, y" o+

y=20
1-x2

De machtreekssubstitutie leidt via

b5 (n+2)(n+1)un+2xn+2[ 2 29[ =z uﬂx]=0
n=0 k=0 £=0

tot resultaat, Het is handiger om in plaats van de gegeven differentiaalverge-
lijking te beschouwen

(1 -x° Jy" + 2y = 0.

Machtreekssubstitutie in deze vergelijking geeft
o0 [--3 on

n n n
z (n+2)(n+1)un+2:c - I n(n-1)unx + 22 wx =0 ,

n=0 =2 1’1‘—'0

Hieruit volgt

2u, +2uy; =0, 3.2.u, +2u, =0 en, vOr n=>2; (n +2)un+2 = (n--2)un .
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Het is zinvol om even en oneven indices apart te bekijken,

2
en er blijft 2 u (1 -xz) .

1
- - : & e T } H - - .
Voor n = 2m=1 : u, Fu, en, voor m 2 ; (°m +1)“am+1 (2m 3)u2m_‘ .

Voor n = 2m : U ==y =0, u = 0, eus
0’4114 s ’

*

Uit
Go+1)(met)u, o= (@m=1)@one3)u, = (m-3)(2m=5m, =«
e = 5.1,113 = - u1
volgt voor de oneven termen
o 2T+
Lo 'L‘l.1 8 a *
m=0 4m =1
De algemene oplossing is dus
5 o x2m+1
y=u0(1-x ) ~u, B
m=0 4m° -1

de machtreeks is convergent voor |x| < 1.

Opmerking. Het gevolgde procédé ven machtreckssubstitutie kan ook worden uitge- -

voerd met machtreeksen in x - a, a constant, dus met reeksen van de vorm
oo
n
& un (X - 9') .
n=0




i
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§ 14, Uitgebreide machtreekssubstitutie

%.14.1- ZW'-Y. 0 .

[~ -]
Substitutie van y = % unxn leidt tot
. n=0 .
I 2nux - 2 ux =0,
o n=0 °
waaruit volgt

(2n-‘l)un==0, dus. u =0 voor alle n>0.,

Machtreekssubstitutie levert dus alleen de nuloplossing. Met scheiding ven va-

riabelen is eenvoudig in te zien dat de algemene oplossing luidt

y=f%m-

De'ze oplossing is inderdaad niet in een machireeks naar machten van x te ont~
wikkelen, Het is niet verbazingwekkend, dat onze methode faalt, omdat in de
differentiasalvergelijking

1
y'-3x¥=0

de co2fficiBnt van y niet ontwikkelbaar is als machtreeks in x.

Cpmerking. Substitutie van een machtreeks in (x -a) met af 0 leidt wel tdt het
gestelde doel.

De voor toepassingen in natuurkunde en techniek belangrijke differentiaalver-
gelijkingen zijn vaak van het type waarin de gewone machtreekssubstitutie faslt.
Wij “nespreken een gowijzigde methode die bruikbaar is voor D.V. van de vorm

2y + xa(x)y' + b(x)y = 0, met

i 4 ® n
n=0 n=0

Substitueer, met u, ;‘ o,
o0
A n
ym=x I x , dan
n-rouh
o0

| Y g kY 2 24 L kYT
2 @+A)(m+r-1)ux" +( p> xXE (£ +A)u ) +( z bef u " )' 0.
n=0 n ko0 X Ao 7 =0 £ Neug £




Nadat weer k+£= n gezet is, volgt voor de coéfficiénten van ka‘voor n=0:

n n
> s,n_z(zﬂt)uz + 2 b -0,

m+AN)@a+r=1)u + u
R om0 gm0 074 4

Voor n=0 staat hier de z.g. indicimalvergelijking

) .
A +(a.o-1))g+bo-0,
waarvan wij de wortels noemen );1 en Aa. Voor alle n » 1 herleiden wij tot

-1
[a+X)m+Xx=1) + (@+A)a ) + > Ju = - ’ o[(£+h)&n_£ +y_,lu,
o=

n+A-2)@m+A=2)u = - n;'[(.t-!-)t)

B 8 ot bn_-‘&]u‘e .

Nadat voor A &&n der wortels uit de indicisalvergelijking is gekozen, kan hier-
uit successievelijk Uyy Uyp Ugy oee worden bepaald, mits

(n+red )(n+r-2) £ 0.

Als JL1 - lz ,1 geheel getal, dan is aan deze voorwaarde steeds voldaan. Wij vin-
den dan twee oplossingen van ds vorm

+l1 +Aa

* n
z unx .

. a0
Il
v (x)= B ux
! n-(.'}un n=0

en y,(x) =
Als 3\'- 12 = geheel getal # 0, dan is aan de voorwaarde steeds voldaan voor
A = 11, maar niet voor A = J\z Wij vinden dan slechts één oploesing van de vorm

00
n+A1
y.1 (x) = 2 unz N
n=0
Zonder bewijs delen wij mee, dat er in dit geval een tweedé oplossing te vinden
is van de vorm
by +A
y,(x) =y, (x)logx + £ v x" 2
2 1 =0 n

(vergelijk de D.V. van Euler in § 10).

Vbe14.,2+ De differentisaslvergelijking van BRessel

xzy" +xy! + (xz-pa)y =0, p>0 const,

Probeér met nader te kiezen A en u, en uog‘ 0

- -]
A n
y=x I u ’
n=0 °

3

IR
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dan volgt na substitutie van

bl (- -] .
y'= L (l"'n)unka-' y Y= & (l+n)(l+n-1)unxk.+n"2 ,

n=0 n=0

o ’ [ -] -] . [ -]
ZA+n)A+n=-1)u 2,3 (A+n)unxa'-"n + B unka-a- p°E u AL ,
n=0 n n=0 “n=0 n=0 '

- An S ame
2 [(x+n)® - pz]unx + L ux 2.0 .
n=0 n=0

Gelijkatelling der co8fficidnten van xl, van x’vH en, voor n = 2 van ka

levert
2 2
(l -p )uo = 0,

[a+1)? = p°lu, = 0,

2 2
[@&+n)® - p°Ju, tu, , =0,

De indiciaalvergelijking geeft 11 =7 en Az =D,
Als A = p, dan volgt uit de overige vergelijkingen

u‘-usnusn.,,ao

en voor de even indices

[(p+2n)* - pz]u}m +

= 0
Yon-2 '

=._.i(ﬂ)......(_1)n %o

4n(n+p) 4" nt (m+p)(m+p=1) co. (2+p)(1+p)

Yon

Dit geeft de oplosasing aJp(x), waarin « constant en

Jp(x) = ¢ ; (=1 (

Propo nt m+p)l(n+p=-1) oo (2+p)(1 +p)

genaamd de Besselfunctie van de eerste soort van orde p.

n+p
)

roM

Als A=-p en niet geheel, dan volgt uz'n+1-0 en
2 2 |
[(a-p) -p°ly, +u, =0,

De codffici8nt van L ies nooit O. Dit geeft de oplossing

- (_1)11 20D
J x) = ¢ & :
&) Pne0 nl (a-p)@ep=1)... (2=p)(1=p) (2>

Cpmerking. Cpenc zijn hier niet nader aan te duiden constanten.

-P
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Wij concluderen: als p niet geheel is, dan zijn de oplossingen van de D.V. van
Bessel .

dJP(x) + BJ_p (x)

‘Opmerking. Als p wel geheel ig, dan vinden wig slechts J (x) als oploesing. In
dit geval is er een tweede oplossing van de vorm

N o 2n-p
Yp(::) -Jp(x)logz + 2 v, x

n=0

te vinden, genaasmd de Besselfunctie van de tweede soort van orde p.

Opmerking, . J(x)r- > L 1) (%)Z‘ﬂ

n=-=0 (n 1)?

De grafiek van Besselfuncties is voor grote x oscillerend. Dit constateert men
uit de differentiaslvergelijking zelf:

| .
1
ey -Sy=o.
: X

Direct te schetsen is de grafiek wvan

5 () oo (=1)° an+y
- X -
% n-O 2.4. 000(2[1) 3 5. ese (2n+1)

1 '; (=1 )“:“*’ _einx

\(—n-o (2n +1) ! Vx

Vbe14+3. De gemodificeerde differentiasalvergelijking van Bessel

L

xzy" +xy' + (_12 +p2 Jy =0,
Als oplossingen treden op de gemodificeerde Besselfunoties

I (x). 2 _ N ' ( >2n-|p

n=0 nl(n+p)(n+p-1) eee (14p)

en, yoor P gsheel, o
| E(x)=TI (x)logx +x7F an |
P( ) p( Jlog nfownx
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- 132 Dle Zylinderfunkiionen ] The Besse! Functions
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'§ 15. Iteratiemethode

Gevrasgd wordi een benadering van de oplossing y(x) van

y'=£f(xy), y(@)=b.
Substitueer y(x) en integreer tussen de grenzen & en x, dan krijgl men

. x ' .

yi) = v+ [ 2ls, y(0)as,

1

een integraalvergelijking die gelijkwsardig is met het oorspronkelijke pro-
bleem, Wij trachten deze integrealvergelijking op te lossen door in het rech-
terlid een "benadering" ¥, (t) in te zetten in de hoop dan een "“betere benade-
ring" .
Fp(x) = b + ff[t. y,(t)]at

a

te verkrijgen. Dit proces wordt een asantal keren herhaald. Gaat men bijvoor=-
beeld uit van de constente functie y,(x) = b, dan worden successievelijk ¥, (x),

.'Ys(x), «s» bepaald door <

Yn+1(x) =D + ff[t, yn(t)]dt , =1,
8

De vraag is mu, of de rij functies y1(x), ya(x), ..o convergeert naar een li- -
mietfunctie, die oplossing is van het gestelde probleem. Op grond van

To(x) =y (x) + [y,(x) -y, (x)] + [y ,(x)-y,(x)] + ...
| ot ) -5, ()]

komt dit neer op de vraasg of de reeks
o0
i‘f1 [yi+1(x) = yi(x)]

convergeert, Hierover hestasan a.lgemené uitspraken, In concrete gevallen is
ook zonder theorie soms wel iets te zeggen,

Vb, 151, y'=x+y?, y(0)=0.

Begin met y‘l.(t) = 0, dan
| x

Y,(x) =0+ f[t +yf(t)]at- ftdt-%f ’
0 0
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1 1 2 5
y. (x) f(t+-t)d'b TX +35%X
0
x
1,4 1,7 1 2 1 5
y4(x)- f(t *7% +55t troo %%t = 2:: +t35 X+
.0 9

1 8 1 11
+ 15 X + m x , etc.
Over de fout is het volgende te zeggen. Zij y(x) de oplossing, dan geldt
voor x > O ‘
2 1.2
y'=x+y" >x, dus y>yx

! = 2 o, 14 12,15
¥ X+y >x+4x,dus y>35 % +20x y e1c,.

 Voorts geldt, zolang y(x) < 1 blijft,

y'=x+y2<x+1, dus y<x+%‘xa ’

2 . _3 1a13+141

! = 2 1.4 LR 5 Lk .
¥ X+y <x +x +:§ +4x,dus y<2x +5x 4:: +20x

etc.

Over de convergentie kan het volgende worden gezegd. Uit de iteratieformule

X
Tauy®) = [ [t + y206) ot
0

volgt dat

In

(%) =7, (=) = f [ya(s) - y2_,(t)]at =
0
[ (8 + 3, , I, ) = 3, ()]s
0

Zolang maar geldt |yﬁ(x)[ < 1, volgt hieruit voor x > 0

. x |
Ty @) = @] < 2 [ 13, (6) - 5, (W)]as
0]
Wegens ]yz (t) = v, (t)| = é;’(:2 is dus
1 1 1 1
|y3-y‘2|<2.'2"."3‘t3 'l I‘Zz.zog.z‘t‘,etO..

5
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1 ' o YO+
LA yn|<4 En+1i! *

Wegens convergentie van 3(2t)"*! /(m+1)! is ook de reeks Z(y yn), dus de
rij Tn (x), convergent.

Dezeli‘de methode kan worden toegepast op stelsels D.V. van de eerste orde.
Dit is ook van belang voor D.V. van hogere orde.

yt = f(ngsz) s z' = g(x,y,2) , y(@) =b, z(a) =c

is gelijkwaardig met - x

y@x) =+ [el6 3(4), 20t , a() = o+ [t yt), a6t .

a a

Begin met y (x) =ben z (x) = ¢ en definieer voor n » 1 de functies Tt ( )
en z (x) doo:r:

x . x
Tan@ =+ [l 3,0, 50kt 2, @ =0 [ 6t 7,00, m ()]s,
a 8
Vb.15.2, y'=x+y?, y(0)=o0, yr0)=1.

Noem z = y!' dan krijgen wij het stelsel

y'—z,-z'=-x+y2, y(0) =0, z(0)=1,
det gelijkwaardig is met

p

y(x) = fz(t)dt , z{x) =1 + f[t + 73()]at .
0 : 0 ‘

De iteratie verloopt mu als volgt
1 3
y(x) =0  y,x) == 7o) =x +}
1_2 1.2 1 3
z1(x)=1, zz(x)=1+-2-x, z (x) =14 TX Y3 X,
1 .3 1 _a
y‘(x)=x+g-x ti5 X

- 1.2 1.3 1 s 1.7
z4(x) T+5x t3 X+ x * 355 X eto.
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Numerieke methode
De oplossing door het punt P = (xo,yo) van de D.V.
yt = f(x’Y)
heeft in P een rasklijn met richtingscodffici&nt f(xo,yo), dus met vergelij-
king _ : -
v =y, = £lx v ) x-x) .

Door het punt P, = (xi;y1) van deze rechte, waarvoor geldt

Y1 - .Vo = f(xo'yo)(x1 "xo) ’
gaat een oplossing van de D.V. waarvan de raeklijn in P de vergelijking
y -y, =,y )(x-x)
heeft. Door het punt P, = (xz,yz) van deze rechte, waarvoor geldt
v, =¥, = fx,y )(x, -x)
gaat een oplossing waarvan de rasklijn in P, is
y -3, = £(x,0,)(x-x,) .

Zo verder gaend bereiken wij het punt P = (xn,yn) met

In " ¥y T f<xn--1’yn-1)(xn - X, ) » vearuit

yn.= (yn-yn_1) + (yn_1_yn_2) t ooes + (yz"Y1) + (y1-y°) + yo =

oo F LR 0¥ (- ).

De gebroken lijn, die in Po P1 1"2 ore Pﬂ de richting van het richtingsveld_ B
heeft, wordt nu als benadering van de oplossing door P0 genomen. De vraag

is in hoeverre deze gebroken lijn van de werkeli jke oplossing afwijkt en over
welke middelen wij beschikken om de benadering te verbeteren,

Wanneer de stapgrootte constent wordt genomen,

M T He =R
dan vereenvoudigen de formules zich tot

n = Tney =B EOG_p¥y)
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n
Yo =¥, +h Z £ 0¥ ,)

Vbe1641e y' = x +y2, y(0) = O, Gevrasgd in 4 dec. nauwkeurig y(1).

Wij verdelen het interval 0 < x € 1 eerst in 2 gelijke stukken (h = %), en
vervolgens in 4 gelijke stukken (h = 7). Achtereenvolgens berekenen en tabel-

leren wij

X Wy "_f(xk’yk) ’ hf-(xk!yk) ’
waarbi j
Vi = Ty 00 )

wordt gevonden door optelling van het resultast in de derde en vijfde kolom
van de vorige regel.,

k xk yk f(xk!yk) hf(x‘klyi{)

d 0] 0 o 0

1 0.5 0 0¢5 0.25

2 1 0.25

0 0 0 0 0

1 0. 25 0 0.25 0.0625

2 0s5 C.0625 0.5039 0.1260

3 0.75 0.1885 0. 7855 0.1966
4 1 0.3851 — ——

- 1 1 .
Vervolgens ma#en wij h = g den T ! etCe, net zo lang totdat de uitkomsten
minder dan % , 10~* van elkaar verschillen. Dit rekenproces wordt nu eerst
geanalyseerd met een blokscheme en vervolgens beschreven met ALGOL,
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print y Yo 3= ¥

stop h 1= h/2

L |

g
E

real h, X, ¥, ye, £3 h = 1/2; ye 1= 0;

one: x = 03y t= O3 .

twos £ tax +yt2yxi=x+hyy :=y+h¥f;
if x <1 then goto twoj;
if abs (y - ye) >, 00005
then begin ye t= y; h = h/2; goto one end
elge print (y)

R




- 44 -

Opmerking 1. Het is de vraag of dit fekqnproces coit ophoudt, m.a,w. of ooit

|y-ye| <% 10-4.

wordt.

Opmerking 2. Het'is de. vraag hoe dicht de berekende wasrde bij y(1) ligt.
Als Vi de berekende waarde na de k& halvering aanduidt, dan volgt uit
|yk+1 -ykl <&.10™* nog niet dat ook I.y(1)-yk| <4+ 1074,

Opmerking 5. De geschetste methode is een der meest eenvoudige numerieke me~
thoden, In de praktijk maskt men gebruik van meer geavanceerde methoden die
ontwikkeld zijn in de numerieke amalyse,




Hoofdetuk II ILineaire Algebra

§ 1. Lineaire afbeeldingen en matrices

2ij V een vectorruimte. Wij beschouwen lineaire afbeeldingen van V in zichzelf,
sangeduld door geschreven hoofdletters:

Arv-v, Bivev .

Twee lineaire af’beeldihgen heten gelijk, M. (f}, als JQ_;; = B; voor alle x € V. ~
De som A +/3', het scalaire veelvoud ac)g', het product ug @', de identiteit :j,
de nulafbeelding o » worden gedefinieerd door respectievelijk

(ﬁ’ + j})_x_ n(ﬁ; + ﬁ; ’ (a\g)g - a(flx) ,
(‘Aﬁ)ﬁ“‘ﬂ(ﬁ!ﬂ ’ /33."..1. ’ 0"!"‘..0. s
voor allex € V,

Stelling 1 De lineaire afbeeldingen wan V in zichzelf vormen een veotorruinta.
De vermenigvuldiging van lineaire afbeeldingen voldoet aan:

«(AB) = @B, ABC) = (AP, R+D)P-AC.HP,
AR +@) = AB+ A2,

Bewijss Wij 'balrij._'aen slechts de associatieve eigenschap. Per definitie geldt
(HBO)z=AUBC] =A[BED)]
[(AB)CLz = A @a) - AL (@] .

Omdat voor elke X € V de rechterleden gelijk zijn, geldt per definitie
'ﬁ(ﬁ @) = (UQE‘ ) @. De andere eigenschappen worden op analoge wijze bewezen.

Opmerking., De commutatieve eigenschap geldt in het algemeen niet voor de ver-
menigvuldiging van lineaire afbeeldingen,

Vo, 1.1 Zij V= R, A de rotatie over % m, 7 de projectie op g = (1,0).

2ij o, = (0,1) dan is ﬂf39_1 - 09(-@21) -L)Q’_q1 =8, @0‘9@_1 = /9(0421) -ﬁ‘ga =0.

Vbe 162 ZiJ V = Rs’ WQ' de rotatie over *n om de x-gs, -@ de rotatie over %+ «

om de y=as. Den is B = % = N, ﬂﬂ{ﬁﬂ’ﬂzﬁ? _ﬁzﬂa .
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Vbe 1.3 Zij V de vectorruimte van alle polynomen x(t), De differentiatie A
en het met t vermenigvuldigen 7 zijn lineaire afbeeldingen:

ﬂx(t) " x'(t) ’ ﬁx(t) = tx('l:) .

Dan is de.@—jjdq = (j omdat voor elke x(t) geldt
[tx(£)]" = tx'(t) = x(t) .

Wanneer V eindig dimensionsal is en de gehele V beeldruimte van o4 is, dan
besteat de inverse cﬁ—" van A, gedefinieerd door

r=A7x als z=HAy ,

en met de eigenschappen

AR = AR LT, (BB - RTIAT

Fen bagis van een vectomimte V van dimensie n is een stelsel van n lineair
onafhankelijke vectoren waarvan elke vector uit V een lineasire combinatie is.
aij 8y1eeer 8 basis van V en zij voor x € V

n
8 t aee tx € =1L

=0 nn - Cgm Fj5 0

1

De n x 1 matrix, die bestaat uit de componenten x 4 heet de kolom van X te0eVe
de basis & 4 eeey g, e wordt als volgt genoteerd:

%

™

]
e o @

.

:3”

Bij gegeven basis wordt x omgekeerd bepaald door X.

Stelling 2 De kolom van een lineaire combinatie van vectoren is de overeenw
komstige lineaire combinatie van de kolommen van deze vectoren,

Bewijs. 241} Z=ax +fy enzij X, Y, Z de kolom van x, y, Z te0eve de basgis
Bewering: Z = aX + BY,

‘_9_1 ? esey _.e_n.

Inderdsad, voor

n ) n n
x=Z x50y 0 X=F yyey is z*ﬂj,t(axj*rﬂyj).gj '




ax +[3y1 x1 y1
. . .
Z = . 4 . +ﬁ o. -aX+BY.
- . .
X, * By, *n In

Het bewijs voor het gefa.l van een lineaire combinstie van meer dan twee vec=-
toren gaat net zo.

De lineaire afbeelding A t V — V heeft ten opzichte van de basis 8 1ee0r 8

de n X n matrix A, waarvan de kolommen zijn de kolommen t,0.V. _9_1 ? se-p & Ven de

beelden uQ-_qj van de basisvectoren, j=1,4.. ¢ Als

11 13 *° Byn

lﬂ'_g -8:_1 a.ij_@_i, dan A = . . . .
. [ ] *
Bn1 *t Bpy ec By

Bij gegeven basis wordi: A omgekeerd bepaald dooxr A.

Stelling 3 Zij X de kolom van x en A de matrix van A t.0.v. de basis

8y9 eeer e Van Ve Dan is AX de kolom van L)Q_; te0eVe By reesr 8 o

Bewijam. ﬂ; = ﬂ(-ﬂ 3_1 xj gj) - E?ﬂ xj 'ﬁ_e_d heeft wegens stelling 2 ten gevolge
dat

311 8 a X t.,,+a X a see &

' x
kolom in 1177 in'n 11 1n 1
. » . . . .
van = x1 . Faset X » - » =| . . .
Lﬂ'x e . . [ - ] .
- + +
8.1 n am a-n1 I1 'Y annx an1 sse B xﬂ

The 1.4 215 AR =R, Noen Ax =y, dan Y= &X:

- -+ +
Yy B4 P2 Ba\ [ % Ty T 8% T % T e X
m a a dus = x +a +
Yy 21 S5 %oy X, Tp = 850 %, 2272 T Bay%y
a ) - + +
b/ Byg Byp B33/ \ %y Vo = 8yy %y T 8%, T 8T, .

Vbe 125 2Zij At R, =R, de projectie op de x-as. T.0svs de basis e, = (1,0),
e, = (0,1) is

(D e (-0 D0

y
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Vo 1.6 Zij .ﬂrl R2 --»R2 de spiegeling aan y = x, Te0eve de basgis e, - (1,0),
8, = (0,1) is

(0 ) = O-C D0 -

¥y

De volgende stelling vat een aéntal eenvoudig te bewijzen en reeds vroeger
bewezen zaken samen. |

Stelling 4 Als A heeft de matrix A en ﬁ heeft de matrix B t.0.ve de basis
_8_1 g esey Q'n vall V, dan hebben lﬂ’ + ﬁ ’ aﬂ’ uQﬁ, (ﬁiﬂ te0eve die

basis de matrix A + B, ad, AB, A"t. Voor matrices gelden eigenschap~

pen overeenkomstig de in stelling 1 genoemde,

.
]

o o 0 ©

O = o o0

o o - O

§ 2. Basisovergang

Baschouw twee bases van een vectorruimte V van dimensie n

e ' g! '
_1,000,_e_n en __1,000,211 *

Elke _q& is lineaire combinatie van L rseer e

Z
n? eg

25 - 513214' ees + an 211-.8;:-1 Bkj 'gk’ voor j=1,...,n .




De matrix
311000- 313 s 5111
T

82’ sz see an

' - L) L]

S = (%‘.) = > L] L J

J 'S 0 N

9n1ooo an see B

heet de overgangsmatrix bij de overgang van de basis Ly eeer & OD de basis
8lyeeer @ o Merk op dat de j¥ kolom van S bestaat uit

de componenten van de vector _e_:'j te0.ve de basis e, vees .0 Wi} zullen weldra -
bewijzen, dat voor de overgangsmatrix T bij de overgang van de basis 819 eeey 8]

n
op de basis Ly ecer 8, geldt:

':E‘:"Sm1 »

Vbo 2.1 v Ra’ ..3_1 - (1!0)! .22- (0’1)’ .Q"] = (4’3)’ £'2= (5’4).

4 5 » 4 <5
() - (00
3 4 =5 4
Vb 2.2 V=R, o = (1,0), &,= (0,1), g! = (1,0), g = (B,1)
1.8 1 -p
S = ( ) en 5™ - ( ) .
0 1 0 1
Vbe 203 V=R, e = (1,0), a,= (0,1), g} is de over hoek ¢ gedraaide 240 §=1)20

cos ¢ =sin ¢ - cos ¢ B8in ¢ '
o ) = e ) -
sin ¢ cos ¢ -gin ¢ o088 ¢

Vbe 244 V = Ra’ L,- (1,0,0), e," (0,1,0), e," (0,0,1),
'
1

e = (1,1,1), g, = (1,0,1), g' = (1,1,0).

Sw|1 0 1 en ST | 1 -1 o0 .
1 1 0 1 0 -1

Vbe 2,5 V = Rzr g, - (2,1), &," (=141), .9.'1’" (155), 3.'2' (3,0) «

sa(i -:)en' s""-%(; _12) .
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Vbe 26 V= R:,! g " (1sa’h)o L, "= (031'9): ea“ (0v°s1 )s

_e_; - (1:0p0_)’ 2; = (0,1,0), ...‘?.'3“ (03011_)-

1 0 0 0 0
Sa | =-a 1 0 en SV al a 0 .
ag=b =c 1 ‘ b c 1

Wij onderzoeken het verband tussen de kolom X van een vector x te0.v. de.

t
basis 2 yeeepe en de kolom X van dezelfde x t.0.v. de basis _9_'1, ‘”'-9?-':1'

\

Stelling 1 Zij S de overgangsmatrix bij de overgang van de basis _9_1, vesp &
op de basis '6"1' seiy g'n. Voor de kolom X te0eve 2 seser8 0 de
t
kolom X te0evs 2'1, esep@’ van elke vector x uit V geldt

] L -t
X = 35X en, X =5 X .

Bewijs. Voor x =22 oyt _9_5 volgt

J=1 7
' 4+ + 1 '
511 811’1 5”1:1 ses s’nxn 3-11 oo B1n x1
. - P . . .
I= x: . + 400 +x1 = . =| e .- . m SX
. . . . . .
x! + + x! 8 B " x!
Tn1 % fmi%y e T8 ny *** “mn n

Dit bewijst de ecerate bewering., Zij T de overgangsmatrix bij de overgang van
de basis 2'1, ...,_e_'n op de basis 21. eaey €
bewezene X' = T{, Dus '

n* Den geldt op grond van het zojuist

X = 8X' =8|
voor alle Xe Substitueer voor x de vector _e_:j » J=14eeeyn, dan

0 0
* -]
0 0

j= | 1 |=8T} 1 |= (% kolom van ST) ,
0 0
0 0

Hieruit volgt ST =TI dus T =S ,
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Wij passen deze stelling toe op de voorbeeldent

Vbe 2,1 x = 4x' + 5y x' = 4x - 5y
y = 3x!' +4y', Y'==3x+4y .
Vbe 2.2 x = x' + By! J.:'ﬂx-ﬁy
y- AN y' = y .
Vbe 2,3 x = x' 008 ¢ = y' 8in ¢ x! = XGOB¢+ySlin€p

Yy=x'gin 9 + y' cos ¢ , Y'==xaing+ycos g .

Vbe 2.4 x=x'4-y'+x' x'=s=ex+y+2
¥y =x' + z! y'= x-~-y
z = x' +y! ’ z' = x -3z .

. Een ommiddellijk gevolg van stelling 1 is

Stelling 2 De overgangsmatrix S bij overgang van de basis e R - op de
basis _g_,'1, cooy g'n ie regulier. De overgangsmatrix bij overgang van

.9.'13 sers 80 OD L reenre, 1is s™.

t SBtelling 3 Ben lineaire afbeelding A heeft matrix A t.o.v. de basis e Ry

en matrix A' t.o.v. de basis _e_'1-, seey _e_'n. De overgangsmatrix bij
overgang VBN 8 .9 e0ey 8, OP g_'1, ...,_e_a_'n zij S, Dan geldt
A' = S-iAS »

Bewijse Hx heeft te0sve 84100052, do kolom AX en $40.v. &'y esey ! de kolom
A'X', Volgens stelling 1 geldt

At = 5™ Max en X' =87 -,

Voor elke X is dus A'S”'X = S”'AX, In het bijzonder geldt dit voor de kolommen
der basisveotoren g 59 dus

45”1 ws™la, waaruit A' = S”'As
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Vhe 2.7 _Q‘ - (1,0), _e_z"' (0y1)s §,1' = (413): _3_'2"' (5:4)’

A(1,0) = (0,41), A(0,1) = (1,1). Den is
- 4 5
SIOEOEEH RO
-5\ ,0 =1\ ,4 5 -7 -1
G [ SIS [ EY G I
Controles cAg! = A(4,3) = 4R(1,0) + 34H0,1) = 4(0,<1) + 3(«1,1) =

=(~3,-1) - - 7(443) + 5(5,4)

™. 2.8 g = (1,0, o = (0,1), &l = (1,1), & = (1,-2) .

3

0
Gegeven A' = ( ) » govrasgd A. Uit A' = S7'AS volgt
0 -

v o (0 0 (G

(=]
LN
o
[ ]
wl wje
B S
X
e
N
v
-
e
[ ]

§ 3 Eigenwaarden en eigenveotoren

Een vector ¥ # 0 heet eigenvector van een lineaire afbeslding ﬂ-, als er een

getal A bestaat zodat ¥ =Av, Het getal A heet een gigenwsarde wvan A beho-
rende bij de eigenvector v.

Voo 3.1 M s R, =R, is de projectie op de x-as.

g, = (1,0) is eigenvector met A = 1, omdat ﬂ_e_1 -c .
22

= (0,1) is eigenvector met A = 0, omdat ﬁga =0=0¢ .

-— —2

Vhe 342 /3 1 R2 - R2 is de spiegeling t.0.v. de rechte y = x,

v = (1,1) 1is eigenveotor met A = 1, omdat Ay = v.

¥ = (=1,1) is eigenvector met A = =1, omdat c/Q! = W
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Stelling 1 Zij v ETTT A eigenvectoren van een lineaire afbeelding

JE s Rn - Rn en zij A', ceny Am de bijbehorende eigemwaarden, .
Als deze eigenwaarden twee san twee verschillemd zijn, dan zijn
Yoreons X lineair onafhankelijke

Bewijs. Stel dat Y, cees ¥ lineair afhankelijk zijn. Kies hieruit een maxi~
maal lineair onafhankelijk deelsielsel, zeg Tyreeor Xy dan is k< m en

K
A

-

Substitueer dit in Ay = Ag Tp» dan

Omdat ¥ ., evy ¥, lineair cnafhankelijk zijn en omdat Ay £ A o» Volgt dat
o (A. -\ ) = 0 dus @, = 0 voor i=1,4.0,ke Dus volgt Im“ 0. Dit is een con-

tradictie omdat . eigenvector is. De conclusie is dat v gr e X lineair
onafthankelijk =zijn.

De eigenwaarden en de eigenvectoren van een lineaire afbeelding A worden
als volgt berekend. 2ij v een eigenvector en zij A de bijbehorende eigenwasrde,
dan is Ay = Ay, Neem de kolom t.0.v. een basis 8 verer & s dan

AV = AV ’ HNe8sWe 2 i”1,oo-,n .

g B3 Yy AV

Deze n vergelijkingen met n onbekenden hebben een oplossing (v posesV, ) £
% (Oyesey0) wanneer A voldoet aan

det(A=AI) =0 ,

De wortele van deze karakteristieke vergelijking zijn de eigenwaarden van ﬁ-.

Stelling 2 De karakteristicke vergelijking is onafhenkeli jk van de hagiskeuze.

Bewijs. Ga van de basis 8,9 eeer @, OVer Op een andere basis 2'1 g osey _g'n met
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overgangsmatrix S. De karakteristieke vergelijking t.o.v. deze nisuwe basis
9'1’ esey e! luidt
- -n

‘det(A'~AI) =0 ,
dus, na substitutie van A' = S714s,

det(S-'AS-AI) =0 .,

Wegens 5 'AS = AL = s"‘las - xs".s = 571 (A-AI)S

en det S + Qot S = det 57'S m dot I = 1

geldt voor het linkerlid

deﬁ(s"as -AI) = det 8™ (A-AI)S = det S71 + det(h =AI) » dot S = det(A-AI) .

De vergelijkingen det(A -AI) = O en det(A'=AI) = O zijn dus dezelfde.

Vbe 3.3 In vbe 2.7 is

0 -A = 2
A'( ), det(A =AI) = “=A(1=A) =1 =221,
-1 1 A1 el
=7 -n ~TmA =11 \
ae(T 7)) aetaraana] “(~7-M)(EeR) + 55 A a1
5 8 5 .

~ Wij stellen ons nu de volgende

Jresgs Heeft de matrix van een gegeven lineaire afbeelding A sen eenvoudige
gedeante bij een slimme basiskeuze?

Het antwoord is bevestigend, wanneer er een basis van eigenvectoren ha gr oo jr_

n
van A bestaat, Tmmers dan is

lﬁx-l‘xpooo,-ﬂv-lv.’

en heeft A ten opzichte van de basis Xy eses ¥, de matrix

A1 0 +» +« + O
0 lz 0
. . . .
A= . . . . o
'Y . . .
O 0 . . PR §
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Volgens stelling 1 bestaat er zeker een basis van eigenvectoren wanneer er n
verschillende re8le eigenwaarden zijn. Dan zijn de bijbehorende resle eigen=
vectoren namelijk onafhankelijk., Hiermee hebben wij de volgende stellingen '
verkregen.,

Stelling 2 Een lineaire afbeelding, waarvan de eigenwaarden re&el en verschil=-
lend zijn, heeft als matrix t.0.ve de basis der eigenvectoren een
diagonaalmatrix, waarvan de disgonaalelementen de eigenwaarden zijn. .

Stelling 3 Bij een n X n matrix B, waarvan de karakteristieke vergelijking n
verschillende re&le wortels At,...,An heeft, behoort een reguliere
matrix S5 zodat

s BS = * ™ .

O ™
The 3.4 JS4: R, =R, heeft t.0.ve g = (1,0) en e,- (0,1) de matrix

8 3
Am *
“18 a7

Y 3
=0 ’
18 =7-A

de karakteristieke vergelijking, heeft oplossingen l‘ -2, Aa - -,

_Op grond van stelling 2 kennen wij nu reeds de matrix wvan -ﬂ' $40.v. de basis
der eigenvectoren. WiJj controleren via de berekening van eigenvectoren en

overgangematrix:

JL1 = 2, dan Sv‘ + 3v2 = 0 eigenvector ¥ o= (1,-2) ’
-18?1 - 9v2 =0,

A, ==1y dan  9v +3v, =0 eigenveotor w = (1,~3) .

~18v, « 6\ra =0,

1 1 - 3 1 8 3 1 1 2 0
S ] an S AS 2 . .

Vbe 345 .ﬂr :.'Ra -~_R3 is de splegeling t.0.v, het vlak

x+y+2z =0 .
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De eigenwasrden zijn A = =1 bij eigenvector ¥, - (151,2) en A = 1 bij eigen-
vector v , = (2,0,~1) en bij eigenvector X,- (2,=1,0).

Deze drie eigenvectoren vormen een basis voor Rs‘ Ten opzichte van deze basis
van eigenvectoren heeft A de matrix

c 1 0
0 o 1

WiJj berekenen nog de matrix A' van /3 t.0.v. de basis 1'1‘ = (1,0,0),
x4 = (0,1,0), 3!, = (0,0,1).

At =m3"AS (1 0 -1 0 1 o -.1-7- 2 4 -3 =17 -2 3 4 .
2 -1 0 0 o 1 1 =5 2 -4 -8 1

e 1
0 o
behandelde theorie is niet van toepassing, omdat bij de dubbele eigenwaarde
A = 0 slechts é&n eigenvector (1,0) wordt gevonden.

Vbe 3.6 De matrix ( ) is niet in diagonaslvorm te brengen. De hierboven

§ 4 Vectorruimten met inproduct

Een vectorruimte V bezit een improduct als bij elk pasr vectoren x en yuit v
een redel getal (x,y) behoort dat voor elke reéle « voldoet aan

(1). &y D) = (Z.x) (2) (z,x**.&)'-(;-x)*“(.x_,é) '

3) (@,ep) =alz,y) , (4)  (@sx) >0 wor xdg .

Twee vectoren x en y heten loodrecht als hun inproduct (x, ¥) = O,
Voo 401 InR, is x,y) = X,¥, *+ X7, + Xy, een inproduot.

Vbe 442 De contirme functies op [~n, n ] vormen een vectorruimte, waarvoor
het bij twee functies f en g behorende getal

[ £(t)a()at

-1

een inproduot is. De functies sin % en cos ¢, -~ n € t < %, behoren tot deze




veétorruimte en zijn loodrecht wegens

n
f sin % cos t dt = % f sin 2t dt = 1 [ ~cos 21:]:‘1':-0.
»X -1T

(xyx)

Stelling 1 De projectie van x op y ¥ 0 is de vector oL

(_:I)

Bewijse Wi} tonen aan dat Yenxs= -(z',—)- ¥y loodrecht zijn:

)
(... %X’x) - (,__QI) '(éJ% (I,x) = (0,

Vb. 4.3 De projectie van (3,2,-1) op (3,4,12) is —1%9— (3,4,12)s

Vbe 404 De projectie van de functie £ op de funotie cos onder het inproduct
van vb. 4.2 ia de .ﬁmctie cos vermenigvuldigd met de factor

&) f £(t) cos t a% 1 u
os) " “ - f £(t) cos t dt.
f cos t dt =%

Def, Het orthogonale complement van ¥ in V is de verzameling der vectorem x
uit V waarvoor geldt (v,x) = O,

Stelling 2 Het orthogonale complement W van v yl 0 in een vectorruimte V met
inproduct is een deelruimte van V. Als Byreeer® basis van W is,
dan is 9_1,0009%,1 besis van V..

Bewijs. W is een deelruimte omdat uit (@x) = (L,x) = 0 volgt dat (v,ax +By) =0,
Zij nu Byrecessy basia van W. Dan zijn [-PERTRPY-W 4 onafhankelijk, Immera, stel

Moy e tAG +BY O,

dan (neem inproduct met y) is p(v,¥) = 0, dus g = 0, en l = oo = A =0,
Voorts is elke X uit V lineaire combinatie van Bereesy gk,v, immers

x,x)

- - v
x -x- v’! —

ligt in W dus is lineaire combinatie van Byrerersy
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(zyx)
Ty LT %Ry teee v 0

(Sn!)

Hiermee is het gestelde bewezen,

Stellm' 3 Een vectorruimte met inproduct van eindige dimensie bezit een
basis die bestaat uit onderling loodrechte vectoren.

Bewijs. Zij V een vectomimte met inproduct en dim V = n, Neem X, f’ 0

en zij l het orthogonale complement van X, in V. Volgens stelling 4.2 is
W, een vectorruimte en is dim W, = n-1, Neem v, ¥0 in W, en zij W, het
or‘thogonale complement in W, mn X dan is dim w =n- 2. Neem ¥, ,1 0 in
W en zij W het orthogona.le complement in W van w s dan is dim W = ne-3,
Zo voortgaande komen wij tot de deelruimte W met dim Wn_1 =1, Neem ten=
slotte #0in W _q+ De verkregen vectoren 3_‘,...,!1’1 zijn twee aan twee
1oodreoht en vormen een basis van V. Hiermee is de stelling bewezen.

Een meer constructieve manier ter verkrijging van een basis van onderling

loodrechte vectoren is het volgende zogenaamde orthogonalisatieproces van
Gram - Schmidt,

Ga uit van een basis Er00e98, VAN V en vorm achtereenvolgens

L-2 ' L T_—)'
(e,0f,) (E,f)
=2 24
Ly~ 2y~ E,5,) L~ i_i;’,f Y Ly o

(__4,1' ) (24!.1;2) (_ )
R oy ek o PRk corv oy R

enzovoort. De verkregen f ,...,f zijn twee aan twee locdrecht enm vormen
een basis van V,

Vbe 4¢5 Gevrasgd wordt een basis van onderling loodrechte vectoren van de
deelruimte van R, die wordt opgespannen door ey " (242,1) en 8, " (1y=3,1).
Volgens Gram - Schmid'h voldoet f =8 en

_j__‘.z - (1’-3,1) - B (2,2,1) "Jg' (5"7’4)0
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Vbe 446 De i‘unctiea 1, t £ ’ £ spannen de vectorruimte der derdegraads-
func'bies at® + bt + ot + 4 op. Zoek een basis van functies die volgens het

1
in_pmduct f £(t) g(t) dt onderling loodrecht zijn. Wij gebruiken het
_ s
Gram - Schmidt proces en construeren achtereenvolgens de functies 1,
1 1
f tat | . f at f tPat
t-ﬂ—'_o1-t’ tz--‘l - taul’
) \ 1 1 3
f at | f t2at f at
-l -] -]
1 1 1
f s --13-) at f +* at f £ at
3 -1 2 _1y = — == R
t 3 -3 ~=5 t - t -zt
| f (42 --13-)"’ at f £ a4t f at
-l -1 -
; ' 2 1 .3 3.
De gevraagie functies zijn 1, ¢, t -3-, t° - 5 te

§ 5 Orthonormale bases

Def. Een basis £ 90+ 98, Van een vectorruimte met inproduct heet oxthonormssl
als zijn vectoren de lengte 1 hebben en rearsgewijs loodrecht zijn, m.n.w.
ala voor i, j = 1,.-.,1‘1 geld't (E'i,ﬁj) = 0 als 1 r,j en =1 glg i = jo

Weogens stelling 3 van §4 bezit elke vectorruimte met inproduct van eindige
dimensie een orthonormale basis; deel elke vector van een basis van onderling
loodreohte vectoren maar door zijn lengte,

Stelling 1 Voor de kolommen X en Y van de vectoren X = i g X8 en
¥~ i-1 Y;&; ten opzichte van een orthonormale basis g LTINS
geldt

T
(xyy) = XY t+oees txy =X7Y,

Bewije. (x,x) = (2,2, ‘131' 8;1 yjsj) - Zyoy I jf,, xivj(si.gd) -
Y,

1
n ™ T
- 21-1 Iiyi bl (x1 oee In) . = XY,
. yn




Vbe 5.1 Ale t.0sv een orthonormale basis de linesire afbeelding /3 de matrix A
en de vestoren x en y de kolom X en Y hebben, dan is

(Bx,7) = &X)7Y = x°oTY en (2, Ay) = X'aY,

Stelling 2 De overgangsmatrix, behorend bij de overgang van een orthonormale
‘ basis op een anderes orthonormsle basis, is een orthogonale matrix.

Bewijs. 2ij S de'overgangama.trix behorend bi} de overgang van de orthonormale

bagis Eqreees8, OP de orthonormale basis 51',...,3!'1.' De kolommen van S zijn de

kolommen van te0eVe de DaBI8 £.yeee,2 o Omdat )=0voorigjen
g teo. poeery &}

« 1 voor i = j, is 875 = I, dus is S orthogonaal.

Opms Uit S°S = I volgt (det 5) 2= dat I = 1, Voor de orthogonale matrix §
geldt dus

det S = dot(g}yeeerg)) = 21,
Als det S = 1 dan heten de bases Eqreeer& on 511""’51'1 gelijk georienteerd,
alg det S = =1 dan heten de bases tegengesteld georienteexd,

Ve 5.2 gy = (5,0), g, = (0,5), g} = (443), g} = (3,~4)

2 2
g 5 5
4 4
5 5

4
5
2 -
5

T 5.3 gy (1,0,0), g, = (0'11 0), g = (001),
g - ('- )- By = ("3’3" 3 &= (5030 3):

-1 w2 2 1
S == 2 2 1 s =5 o — ] n? .
3 on 3
-2 2 -2 2

Vbe 544 Zij 5_‘,5 18, on g',g ,53 orthonormale bases van R met overgangse-
matrix S. Noem o9 Bi’ i de hoeken die g_i naakt met 5‘ 52,53. Op grond va.n
stelling 2 geldt




t . \ . o
£y ~ K&, 008 & + g, cos B1 +33 o8 ¥y cos @, cos O, cos @,
' 5 :
£, ™ g cos &, + £, cos ﬁz + £, 008 T, S = | cos |3t coal Ba cos BS

! =
By = £, 008 &, + g, cos Ba + £, 008 Y cos Y, cos Y, cos Y,

5 is orthogonaal. Merk op dat uit STS = I volgt '%T = I, Niet alleen de

kolommen van S zijn dus onderling loodreoht en hebben de lengte 1, ook de
rijen van S hebben deze eigenschap.

Stelld (Pythagoras) YVoor elke x en orthonormale basis g ,ees,z. van
Stelling 3 x £, -
een vectorruimte V geldt

n n
T @) @ @x)-zi, @e)
Bewijs. Neem het inproduct van £; en

gnx'g1+...+xn5n,

dan volgt dat (5,51) = x; , de projectis ven x op &, - Neem vervolgens het
inproduct van

x= @EJ)E, teo ot (BElE
met zichzelf, Wegens de orthonormaliteit wan Byreenrl volgt
(_!:!.) - (E!.E')z t e 00 + (Essn)zv

de atel_iing van Pythagoras.

Wij beschouwen nu ven een vectorruimte V een deelruimte W met dimensie m
en orthonormale basis 51,...,5“; WiJ] wensen een gegeven vector X ET te
projecteren op W, m.a.w. wij wensen x te schrijven asls som van een vector
X EW en een vector z loodrecht op alle vectoren van W. Dan moet

E'I*E’I x.y1£1+'"+ymsm' (5’31)'0! 1=15000ym

Combinatie van deze eisen geeft

0= @-pg) =~ (Tg) - @g,) = @g,) - Yo 1= te0m.

Bij gegeven x en Byreoosfy vinden wij ;- (3:_,51), en daarmee y en z = x ~ y.




Stelling 4 Zij V een vectorruimte en W een deelruimte met orthonormsle basis
ByrevesBy Elke x € V is te schrijven als

X=y+z, YEVW, z 1LV

Voor de componenten y; ven y te0uv, 51""’551 geldt

yi - (E’g‘i) en 2;1-1 y: - 2.:-1 (E!E,i)z = (5’.1_)'

Bewijs. Slechis de laatste ongelijkheid is hierboven nog niet bewezen.

Hij volgt direot uit de stelling van Pythagoras voor y = & @8
en de driehoeksongelijkheid in de door x en y opgespannen rechthoekige

driehoek,

Opm., De ongelijkheid

n n F
B Vi % i @ey)? < @

drasgt de naam Ongelijkheid van Bessel. Merk op dat de ongelijkheid over-
gaat in de gelijkheid van Pythagoras zodra x in de deelruimte W ligt.

Vbe 5.5 In R, is W de door g = (2,1,1,=1) en £ = (1,1,3,0) opgespannen
deelruimte. Gevraasgd wordt x = (5,2,~2,2) e schrijven als Ytz mety €W
en z LW. Ter oplossing zoeken wij y = A(2,1,1,~1) +u(1,1,3,0) zodat

Xey=X=Ag~pf = (5-2Am 2= =p,=2=r=3,2+A)
loodrecht staat op e en op £, dus zodat

2(5 =20 wp) +2=rcpae2ara3pe (2+¢A) =0

5 - 22X - g+ 2 @« A= n+ 3(-2 - A 3].1) L] O,

De vectoren y = (3,1,=1,~2) en z = (2,1,-1,4) voldoen aan de vrasg,

Vb, 5.6 Projecteer x = (3,3,3) op het vlak x + y + 22 = O,

Een orthonormale basis van het vlsk is %(1,-1,0) en ?1—3-(1,1,-1). De
projectie y van x op het vlak heeft componenten Yy = 0 en T, = '4_3 te0aV,
de orthonormale basis, dus y = (1,1,~1).
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§ 6. Symmetrische lineaire afbeeldingen en symmetrische matrices

Defs Een matrix M heet symmetrisch als MT = M, .
Een lineaire afbeelding /¥ heet symmetrigch als voor elk tweetal
‘vectoren x en y geldt (z,/4y) = (Ax,y).

Stelling 1 Een symmetrische lineaire afbeelding heeft ten opzichte van
een orthonormale bé.sis een symmetrische matrix, Als een
lineaire afbeelding t.0.v. een orthonormale basis een symme-
trische matrix heeft, dan is de lineaire afbeelding symmetrisch.

Bewijs. ZiJj /3 een symmetrische lineaire afbeelding met matrix A t.0.Ve
. een orthonormale basis ByreeorB e Dan geldt in het bijzonder (gi,cﬁ»gd) =
‘ (uqvgi,gj)- Echter

a'l,'j
(5110453)-(0--’1000) : =aij’
&nj
0
(Uq'ﬂl’.gj) - (311 . o ani) b | - aji ’
0
dus ai:} - a;ji‘

Z2ij mu gen lineaire afbeelding met een symmetrische matrix A = AT Ta0eve
de orthonormale basis g reeerf - Als x de kolom X heeft t.0.v. deze basis,
dan heeft dq'; de kolom AX, Dus is

(xyAy) = X'AY en (Axyx) - (x)%r = xTaTy,

Deze uitdrukkingen zijn hetzelfde,

Vbe 6e1 Am a b R X = x1 , Y = y1 .

2, Ay) = (x. x.) [ T, = x (ay +by ) +x (by +ecy_).
N 1 2
by 4+ 1y T PAR) 2
Yy, *+ oy

(Ax,y) = (a.x1 +bx, bx, + oxz) (3;1 - (ax1+ 'n::ca)y1 + (b:c1 + oxa)yz..
2

xTA.Y - (I1 ‘ 12) a b Y1 .
P ¢
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De drie uitdrukkingen hebben dezelfde uitkomst
ax .y, + ‘u(:::1y2 +tx,y,)+ ox, Y.

Stelling 2 De eigenwaasrden van een reéle symmetrische lineaire afbeelding
zijn redel.

Bewijs. Stel de symmetrische lineaire afbe‘eldingcﬂ' heeft teocevs een
orthonormale basis een re8le matrix A en een eigenvector X met kolom

X =Y +iZbij A= a+if, met Y, 2, a,p vefel. Uitofx = Ax volgt AX = AX
dus

Af + 1A% =aY = pZ + 1(pY +a32),
Gelijkstelling der refle en ima.gina.ire delen geeft'
AY=aY =872 , AZ = BY +aZ
De veotoren' Y en z, die te0,v. de basis de kolom Y en Z hebben, voldoen aan
AL wey -pz, Az =py +tag
Apz) = ape) - 8z), @he) = Blpy) + alpz),
plzsz) + plwy) = o

dus g = 0 omdat (z,2) + (y,y) > O, Hieruit volgt dat de eigenwaarde A reBel is.

Vbe 6.2 =2 b

8 c=A
heeft reale wortele als a, b, ¢ redel zijn., Inderdaad, de diseriminant is

l-o-la-(a+c)l+ao-b2

(a+c)a-4ao+4ba-(a-c)2+4b2>0.

Vb, 6.3 a -A a : a

11 12 13 -
By B,p™ A 8,4 = Q0 heeft 3 refle wortels, als alls
8,4 a,, aas-l aij redel zijn.

Opmerking., In het vervolg van dit hoofdstuk beperken wij ons tot relle
vectorruimten ven eindige dimensie tenzij een a.fwi,jk:.ng van deze beperking
uitdrukkelijk wordt vermeld,




Stelling 3 Zij cﬂf: V = V een symmetrische lineaire afbeelding. Dan bezit V
een orthonormale basis die bestaast uit louter eigenvectoren van Ao

Bewijs., Wij gebruiken inductie naar n = dim Ve Voor n = 1 is elke vector ¥0
eigenvector, dus geldt de bewering, _

Wij nemen nu aan dat de bewering geldt voor vectorruimten van dimensie n~ 1.
Zij A eigenwaarde van &1 V = V met de eigenvector v # O van lengte 1, Dan
is A re8el en heeft het orthogonale complement W van ¥ in V dimensie n~1,
Voor elke x in W ligt ook cﬁ'_x_ in W, immers

(vhx) = (Axx) = Qxx) = Aly,x) = 0.

A is dus een symmetrische lineairs afbeelding van W in zichzelf. Volgens de
inductieaanname bezit W een orthonomale basis van eigenvectoren Yiseees¥, 1.
Volgens stelling 2 van § 4 heeft V de basis vt,...,v 1Y Deze basis is
orthonormaal en bestaat uit louter eigenvectoren van o4,

Wij stellen ons nu de volgende

Vraag s Heeft de matrix van een gegeven symmetrische lineaire afbeelding /&
een eenvoudige gedaante bij een slimme basiskeuze ?

Het antwoord op deze vraag is zonder meer bevestigend, omdat V volgens stelling
3 een orthonormale basis van eigenvectoren van A bezit, Ten opzichte van deze
basis heeft o4 als matrix een dlagonaalmatrix, waarvan de diagonaal elementen
de eigenwaarden van A zijn. Hiermee is tevens de volgende stelling bhewszen,

Ste‘l.lgg' 4 Bij een symmetriache n Xn matrix B met eigenwaarden h,,...,ln
behoort een orthogonale matrix S godat

B g A
-t m 1
S BS = S7BS = * .
| O )
A
) n

Opm. Wij kunnen de orthogonale matrix S kiezen zodat det S = 1 door, zo nodig,
twee rljen te verwisselen.

Vb, 6.4 Breng A -(“‘1*12 -;i) in disgonsalvorm.
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WiJ bepalen eerst de eigemwaarden, A, = 50 en Aa = 25 en concluderen dat
te0.ve een orthonommale basis van eigenvectoren de bij A behorende lineaire
afbeelding & de matrix |

L. (500
0 25

heefts Dit controleren wij via berekening van eigenvectoren en overgangsmatrix,

Bij Ay = 50 hoort v = (4y=3) en ook eenheidsvector X = (g‘-, - %).
Bij Aa = 25 hoort v = (3,4) en ook eenheideveotor L %,'g'-).
. 4 .3 - 4 2
Al = S-‘LS = 2 > ,41 12 5 5 - 00
2 4 - -2 4 0 25
5 5 )\ 34\ -5 3

Vbe 645 rﬁ'('l,0,0) = (17'418)! (ﬁ—(o,‘l,ﬂ) - ('4)794); OQ’(OvOs'l) - (8!4!1)°
Gevraagd wordt een diagomaalmatrix voor CA’ en de basis ten opzichte wearvan
A die disgonaalmatrix heeft. Uit de karakteristieke vergelijking van o9

i -93\’-81l+729 == (A+9)(l-9)2
volgt de gevraagde diagonsalmatrix reeds. Wi} berekenen een orthonormale

basis van eigenvectoren.

A= -9 10v, = 4v, + 8v, =0 v = (2,1,~2), X - :;3., .;..,...g_)

~4v, + 16v2 + 4v, =0
8v'1 + 4v2 + 1(1'\r3 =0

A9 87, = 4v, + By, = 0 = (2-21) = (-% 4 -
=4V, = 2v_+ 4v_ =0 en
| 2 3 l 2 o
Bv‘ + 472 - 8V3 =0 = (1,2,2), - (3’ 3’! '3')'
Controle
2 1 _2 " 2 2 1
3 3 "3 L 3 "% 3 =9 00
=s™Mse[.2 2 _1 1 2 2
MesTasefo2 2oL - T 4 5 5 3 09 o
1l 2 2 2 _1 2
3T 3 3 4 1 /\-F -3 3 009
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Vbe 646 .;Bewi;is' rechtsireeks, zonder gebruikmaking van stelling 3, dat vere
'sohillend_e eigenwaarden l', 12 van een symmetrische matrix oa-'ho:en bij onc_ler-
1ling loodrechte eigenvectoren Yy Yg0 | ' R
Inderdaad, . .
MEpx) = (Ag ) = (‘Alt’!z) = (xpdy,) - ®pA2,) = A,@pxy)

dus .
(k‘l - Lz‘)(\:',xa) = 0, waaruit &‘,12) = 0,

§ 7. EKwadratische vormen

Vbe T ' Ben kwadratische vorm in twee variabelen x en y is als volgt te sohrije
ven in termen van een symmetrische lineaire afbeeldingoa- en een vector x in R
die te0.v. de basis 8, - (1,0), e, (0,1) de matrix A en de kolom X hebben:

ax® + 2bxy + oy = (x y) (a b) (*) = X7AX = (;.;a;) - (Az,x).

P o ¥

2’

Vb, 7.2 Een kwadratische vorm in drie variabelen Xy Xy X, 18 als volgt te
schrijven in termen van een symmetrische lineaire afbeelding A en een vegtor
x in R,, die t.0.v. do basis e - (1,0,0), e, = (0,1,0), 8, = (0,0,1) de
la.‘trix A.‘ en de kolom X hebben @ '

2 2 2
+ +
a, .x 28, x.x_ +a 2: 2a_ x x_ + 29‘23"2‘3 + anxs =

1159 127152 ¥ #2752 1551%3
& a a x :
11 12 13 1 :

- (&=, x, x,) 8, 8, 8y, | X, |=XAX = (z,Ax) = (Hx,x).
P13 B2y By /\ X

Def. De bij een vectorruimte ¥V en éen symmetrische lineaire afbeelding
R * V behorende kwadratische vorm is de functie die man elke xX€EV
het getal (Ax,x) toevoegt.

Ten opzichte van een orthonormale basis 51""’311 s WSATVOOT Uq'en x de
matrix A en-de kolom X hebben, ken dese funotie als volgt worden geschreven
als een kwadratische vorm in n variabelen x grecerXy, ¢

o TR A R e e R




. T
((A‘-x-'zn) = Lx-’ﬂ'_x_) Bx A-x = (11 e o @ xn) 8-11 . * a1n x1 . =
am . . ann xn

. +
=x (e x ta,x 4., + 8 %)
. L LWr
* xa(amxji tay Xyt e ta,x )+
+ L] * - " * - [ ] L d ] [ ] L +
+x (8 x, +a +eoe+n x)= B0 20 o xx
n on1*1 7 Bpfa nn'n i1 “3a1 B15%4%5 ¢

waarin aij - a’;ji‘ voor alle i, j = 14440,

Ten opzichte van een andere orthonormale basis g;,..-. ,.g"1 » waarvoo:r:c/q' en

X de matrix A' en de kolom X! hebben, wordt dezelfde funotie (Ax,x) ge-
schreven als een andere kwadratische vorm in n andere variabelen XiseensX) 3

Ax,x) = (xyRx) = (X')TA'X_' = (x] eeex!) 8l . .

] 1
11 &4n ot -
L 2 L]
L) & [ 3
al e o+ a! x!

n

n 1
21'1 23_1 a{jx{xd .

Als 5 de (orthogonale) overgangsmatrix ia bij de overgang van de ortho~
normale basis Eq1+++3&, op de orthonormale basis 51'"”’5:'1 y dan is volgens
§ 2 het verband tussen A en A! en tussen X en X! |

X=sx', X' =5""x en a'=sis.
Ook hieruit volgt de gelijkheid van de beide schrijfwijzen ven (fx,x) s

o )Taxr = )T (™ Nas) (5™ %) = szs""Ass"x - XTAX.

Vbe 7e3 x° = y° is een kwadratisohe vorm geschreven op de basis (1,0) en (0,1).
. : 1 1
Sohrijf deze vorm op de basis g! = #(1,1) , gy = 1511




i (0w (D) = (5) ()
GGG -
x* -yt e (x ¥) (; :) (;) - & y.')(j ;) (;) - -exiyt -

PICEIIC PR

i

[

Wij stellen ons nu de volgende ' \
Vraag Heeft de kwadratische vorm (Ax,x) een eenvoudige gedsante bij

een slimme basiskeuze ?

Het antwoord op deze vrasg is zonder meer bevestigend, immers neem als basis
een orthonormale basis van eigenvectoren van de symmetriaohe cﬁ‘. Ten op=
zichte van die basis is de matrix van & sen ﬁ.:.agonaalma.trix, waarven de

dia.gonaa.lelementen de eigenwaa.rden vancﬁ'zljn. Ten opzichte van die basise
‘luidt de kwadratische vorm

Bz = €)% = (21 .o x1) /2 0 s\ -

= 11.(-;1!)2 + Aa(xzf)z + e e +ln(11'1)3-

Hiermee ie verkregen de volgende stelling,

Stelling 1 De kwadratische vorm (cﬁ-z,_x_) is, door overgang op een ortho=-
normale basis van eigenvectoren van 4, te schrijven als som
van kwadraten met als coefficienten de eigenwesarden van cﬁ'.

Vbe 7.4 Sohrijf 7x° = 12xy - 2y° als som van kwadraten. Wij berekenen de
eigenwaarden en eigenvectoren van




ﬁ
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A= T =6\ | o-="""’L -6 I=x2-51-5on(x-1‘o)(x+5).
6 =2 -6 =2=A

Bij A = 10 hoort eigenvector (2,-1i). Normeer : X, -71—5-'(2,-1).
Bij A = «5 hoort eigenvector (1,2). Normeer : X, = 73-5-(1,2) .

De overgangsmatrix bij overgang van (1,0) en (0,1) op X, eny, is

{2 ) (1) (3 (5

2 2
2 2 -
Dus Tx = 12xy - 2y =10 (27](—51)-5 (5?;52“‘) .
Meetkundige interpretatie:s de kegelsnede met vergelijking

2 2
Tx = 12xy = 2y = 1

heeft op de assen door w, en X, de vergelijking

1
10(x1)? - 5(y")?

en is daarom een hyperbool met a .71-6 s b -r1=5= .

Vb. 7.5 Welk type heeft het kwadratiasche oppervlak in R met vergeliaking
6x? + y - 8xz = 17

Wij berekenen de eigenwsarden ven de bij de kwadratische vorm 6::2 + yz = 8xz
behorende matrix : '

6= o} wd

0= | 0 1=x 0= =A(A=6) (A1) =16(1=2) = =(2=1) (A+2) (2-8).
-4 0 -A |

I

Ten opzichte van de ons niet interesserende basis der eigenfrecforen luidt
de vergelijking

x)? - 2(5')® + 8(z')? = 1

Het oppervlak im een &énbladige hyperboloTde met

. 1
a=1, 'b-v%', o-m.




Vbs 746 Welk type heeft het kwadratische oppervliak in R3 met vergelijking
x? + 3y +32% @ 2xy - 2% = 23z = 1 ?

1-—1_ - =] .
O= | =1 322 | = (1-A)(3-A)% =2 A= 3 +A=3 +A=1 =
-1 -1 3aA

= (1-N(A=3)" +310 = 9 = = (A=3)A(r=4).
Ten opzichte van de basis der eilgenvectoren is de vergelijking
3x1)? + 4(y)°

Het oppervlak is daarom een elliptische oylinder. De as van deze cylinder

is gericht volgens de eigenvector van de eigenwaarde O, die t.0.ve de ocor=
spronkelijke basis de componenten (2,1,1) heeft, een oplossing van de verge-
1ijkingen

X= y~ z=0
wY 4+ 3y = z =20
‘=x = ¥y + 3z = 0,

Vb. TeT Welk type heeft het kwadratische oppervlak in R met vergeliaking
- 8xy + 16xz + 7y + 8yz + 22 = 97

1 -4 8
A= |'=4 7 4| heeft eigenwaarden'k1 = =9, A, = A, =9,
A\ 8 4 1

vergelijk Vb. 6.5. Ten opzichte van een orthonormale basis van eigenvectoren
is de vergelijking van het oppervlak

- @D+ )%+ (21)?

Het oppervlak is een &&nbladige omwentelingshyperboloTde. De omwentelingsas
is gericht volgens de eigenvector van de eigenwaarde =9, die t.0.v. de ocor=-
spronkelijke basis de componenten (2,1,=2) heef't.
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The 7.8 Bepaai de eigenwaarden en een orthonormaal stelsel van eigen=
vectoren van de matrix

1 - 0 0 0

<t 1 o0 0 o0
A= o 1 1 o0 |,
| o .0 1 1 o

0 0 0 0 o

Via de berekening van de eigenwaarden en de bijbehorende eigenvectoren,

l‘ = Aa =0 met «(1,1,0,0,0) + B(0,0,1,~1,0),
A3 - 7\4 =2 met &(1,+1,0,0 »0) + B(0,0,1,1,0),
Ag= =1 met (0,0,0.0,1').

komt men tot een orthonorma.le basis
v}ﬁ(uho,mo). +Y2(0,0,1,-1,0), $Y2(1,-1,0,0,0), $V2(0,0,1,1,0), (o, 0,0,0,1)

Deze conclusie kan ook worden bereikt door beschouwmg der bij A behorende
. kwa.dratiache vorm

2 2 2 2 2
x‘ 2x1x2 x, + x, ..'2Ju:‘3x4 7+ x‘ x,
2

.2 2
X X +Xx

B e (5 (e (Y

In bovenstaande: voorbeelden is’ reeda verband gelegd tussen de theorie der |
kwa.d.ratiache vormen en die der kwadratische krommen in R en kwadratische i
oppervla.kken in R X Wij lichten dit verband verder toe in de volgende stel=

lingen. Da.a.r‘bia wordt onder een kwadriek verstaan de verzameling der vectoren

X €R  die voldoen aan de betrekking (Ax,x) = 1, waarbij o R =R een
symetriache lineaire afbeelding isg.. -

Stelling 2 De middens van de koorden, die worden uitgesneden uit de kwadriek
(Bx,x) = 1 door het stelsel evenwijdige rechten x = m + tv , _
¥ vast, m varisbel, liggen in het hypervlsk @ﬁ-x,‘;) =0,




73 =

Bewijs. Snijding van x = m + tv en (A x,x) = 1 geeft

Am + thy , m + ty) = 1,
tg(&x,x) + 2t(Av,m) + (Am,m) = 1,

Leat m het midden van de koorde zijn, dan heeft deze vierkantsvergelijking
tegengestelde oplossingen t, dus dan is (cﬁf_g,g_) = 0, Alle middens van
koorden voldoen dus aan (cﬁ-z,;) = 0, de vergelijking van een hypervlak.

Men noemt het bij v behorende hypervlak (A¥,x) = O het aan ¥ toegevoegde
hypervlak , Opdat zulk een toegevoegd hypervlak symmetrievlak is van de
kwadriek (Axyx) = 1, dient v loodrecht op (A¥,x)= 0 te staan, dus dient
AY evenredig met v te zijn:

(A’_Y_ = ;\-_!o

Hiermee is bewezen: :
Stelling 3 Het toegevoegdie hypervlak van een eigenvector van H is
symmetrievliak van de kwadriek (UQ'_x_,_x_:_) =1, -

Vbe Te9 Ten opzichte van de kegelsnede
x2 + 4xy + 5y2 = 1
heeft v = (u,v) als toegevoegde middellijn

(uw+2v)x + (2u + 5v)y = 0,
ux + 2uy + 2vx + fvy = 0,

Bij eigenwasdrde 3 + 2Y2 hoort de eigenvector (1,1 i\E) die loodrecht
staat op de aan hem toegevoegde middellijn (3 +2 ﬁ)x + {745 ﬁ)y = 0,

§s8 Inhomogene kwadratische vormen

Vbe 8.1 Ons uit Vb, 7.4 herinnerend dat

7x? = 12xy = éya -1 =10 (QV-—E-—I)Z- 5 Hg—ax)z- 1= 2(2xey)? = (x+2y)? -1,
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zien wij snel in dat
.2 2 2 '
2(2x=y+1) = (x+2y+3) =1 = 7x" = 12xy - 25" + 2x = 167 - 8.

De vraag is, hoe omgekeerd een inhomogene kwadratische vorm kan worden ge= ‘
schreven als som van kwadraten.

Wij verstasn onder een inhomogene kwadratische vorm in x een functie van x
die som is van een kwadratische vorm in x, een lineaire vorm in x en een
constant getal:

£x) = Bryx) + 2(byx) + 6.

Subgtitutie van x = y + p geeft

Ay +Ap, x +p) +2(Ryz+p) + o =
= (ALY + Apx) + Axnp) + Hop) +2@,y) +2(@,p) +c =
- (ALy) + 2Rp+hyy) + (Apyp) + 2(byp) to =
= (Ay,x) + 2(&p +d,y) + £{p)e

Wanneer p oplossing is van de z.g. middelpunts vergelijkingen

Ap +1 = 0.

dan blijft (By,y) + £().
Wanneer de middelpunts vergelijkingen een oplossing hebben, dan kan dus de
lineaire vorm door de substitutie x = y + p worden verwijderd,

: 2 2
Vb, 8.1 Tx, - 12;:112 -2, +2x, - ‘l6;c2
De middelpunts vergelijkingen luiden _ _
AP +B = (7 "6) -':) « (1 .(71"5‘1”)- °> ’
-6 -2 B -6p - 2q_- 8 0

waaruit p = =1, q = -1, De substitutie x = y + p geeft

2

2 2 2
=22yy = y) - gty -1 =22 ax,+1)" - (x +2x,+3)

Vb. 8.2 Welk type heeft het kwadratiasche oppervlak in R me‘t vergelijking

x +4xx +x:-x -101 -10x +6:r. +—2 o7




Bt De middelpunts vergelijkingen luiden
| 12 03/ -5 o 5/3
AP+B={ 2 1 o0 p,| +{ =5 | ={ 0}, P= (5/35] .
0 -1 P, 3 0 3

Daar f(p)=0, geeft substitutie x = y + p
2 2 2
y1+4y1y2+y2-y3'0

Omdat A eigenwasarden JL = =1, l - =1, JL = 3 heeft wordt de vergelijking
na overgang op een orthonomale basis van eigenvectoren van A

-(:Jr;)2 - ¥+ 3ryi-o

Het oppervlak is een omwentelingskegel. De as is de rechte langs de bij
A, = 3 behorende eigenvector. Daar (1,1,0) zo'n eigenvector blijkt te zijn,
is de as in het oorspronkelijke stelsel : x = (5/3,5/3,3) +a(1,1,0),

Vb. 8.3 Van welk type is -4:l:x +31 -4::: +2x -141 +10x -12:; +49 = Q0 7
De middelpunts vergelijkingen

4 «2. 0 P, =7 0
AP + B = -2 3 a2 P, | + 5 ~ 0
0 -2 2 p =5 0

zijn strijdig. Er is blijkbaar geen middelpunt. Wij gaan over op een ortho=-
normale basis van eigenvectoren van A. De eigenwaarden en elgenvectoren van
A blijken te zi;]n

2 _2 1
M6 wm (5 -5,3) 2 2 1
A, =3 w =(2,1 _2) S=x -2 1 2
) . ?’3’23 1 =2 2 .
o = (50553

Vul in X = SY, dan wordt de vergelijking

2 2 '
3y + 6y, + 2y, - 20y, + 6y, +19 = 0,
3(y, + 3) + 6(y, )" + 6y, + 2 = 0,




en ng verschuiving z = y + (%,-%'%)
332 + 6z, + 63, = O,

Het oppervlak is een elliptische parabololde.
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§1. 'I‘riﬁonometris'che reeksen

Stelling 1 De functies uit de rij .
'co8 2x  sin 2x cos nx gin nx
» g y #ee
Vr

N e

hebben 'de eigenschap, dat voor elk tweetal f en £ geldt

n .
_ 1 als f en g dezelfde
ff(x)g(g)dx - VY0 als f en g verschillend,

T oo n s
. dx cos nx gsin“nx
Bewi]ja, f-z?-h f—-—T-=1, f———-’-t-—-—-‘l, vooer n =1,
- - -

wagens cos®nx = (1 +cos 2nx), sin’nx = #(1 ~ cos 2nx)

nx
OB NX . 0. fslnnx

Vs

n
en fcos nx;sinmxdx-o',voornbh m>1,

-7

2 cos nx ¢ gin mx = sin(n+m)x~sin(n-m)x ,

wegena
n n
COB NX ¢ COB X 0 sin nx « sin mx
- =0, - =0, voorn;a1,m>1,m_7(n,
wegens 2 cos nx«cos mx = cos(n+m)x + cos(n-m)x |,

2 gin nx. sin mx = cos(n-m)x - cos(n+m)x .

Stelling 2 Voor de co&fficiZnten van een trigonometrisch polynoom
N
+ 2 (a cos nx +b sin nx)

s y(x) =% a,
h=1
geldt, voor k=0,1,2,..., en voor £m= 1925000
n n
8, = JE fsN(x)ooa lxdx, b, = -:; fsN(x)ain Lxdx
-7 -t
Bewijs. n . ‘ "
fs (x)cos kxdx = -%a fcos kxdx + I [a fcoa nx e« cos kxdx +
=T - n=1 'n -
| n
§ + b fsin nx e cos kxdx]-i-aboz:t voor k=0 en
-

‘ n
- &y fooazk:xd.x-akou voor k40
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, . n . n
E f BN(I)' sin JJFdX =% &y f sin fxdx + Z [an f cos nx * 8in fxdx +
' - ot n=1 -
n nt
+b, f gin nx +sin fxdx]= b, f sin’gxdx = b, m .
=N . =7

Definitie Een trigonometrische reeks is een reeks van de vorm

o0
1 .
s(x) =% a, + ni}1 (a.n cos nx +b  sin nx)

De som 8(x) is gedefinieerd voor zover de reeks convergent is. De vraag is, of
m weer galdt

za«k 9 4 r cos kx
21 fs(x) ax .
bj * . gin iIx

Volgens het bewijs van de vorige stelling komt dit neer op de vraag
T n

o0 -]
fi13(.
n=1 °  n=1

- -1

Het antwoord op deze vrasg is lang niet steeds bevestigend. Het antwoord op

deze vraag is wel bevestigend, wanneer de trigonometrische reeks uniform con=-
vergent is, zie § 10,

§ 2. Fourierreeksen, periode 2n

Definitie £ heet periodiek met period 2n , wanneer voor alle x geldt:

flx+2r) = £(x) .

Stelling 1 (versleepstelling). Als f integreerbaar met periode 2n, dan geldt
voor elke a

a+2n . T
af £(x )dx = -ﬂff(x)dx .
L Bewi s, a+2n -n n a42m
| fr(x)dx - ff(x)dx + ff(x)d.x + ff(x)d_x .
a a -7l n ’

Door substitutie van Xx=y+2n tonen wij san dat de laatete integraal tegen-
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gesteld aan de eerste is:
atZn a _ a : ]
ff(x)dx = If(y+2u)dy = ff(y_')dy = - f flydy .
n -7 ' -1 a _

Wij nemen nu verder f integreéerbaar en pei'-iodiek met periods 2m,

Definitie De fourierco8ffici&nten van f zijn

n _ omn

1 1 .
a = ff(x)cos kxdx en b, == ff(x)am £xdx
k= 0y1,2y35000 en £ = 1,2,3400 .

4ls f een even functie is, dus als £f(-x) = f(x) voor alle x, dan zijn de

fourierco8ffici®&nten
11

2
o =T f(x)cos kxdx, b, =0,
0

omdat dan f(x)cos kx even en f(x)sin £x oneven is.

Als f een oneven functie is, dus als f{~x) = - f{(x) voor alle x, dan

zijn de fouriercodfficidnten
n

2 : -.
g =0, b,=< fi‘(x)sm.ﬂxdx .
0 .

Definitie De fourierreeks van f is de recks
o0

% a, + n§1 (a, cos nx +b  sin nx) ’

waarin 8, en bn de fourierco8fficiénten van f zijn

Er doen zich nu twee vragen voor:

. & Onder welke voorwaarden voor de funotie f convergeert de fourierreeks van f£?

be Tndien de fourierreeks van f convergent is voor zekere x, wat heeft dan de
som s(x) te maken met f{x)?

Een antwoord wordt gegeven door de hoofdstelling der fourierreeksen,

Notatie: 1lim £(E+h) noteren wij als f(E,+O) en lim f(E-h) als £(£-0) .
hio0 hio

Definitie f(x) voldoet aan de Dirichlet conditjes voor x=£%, als




- 80 =

£{£+0) = lim £f(§+h) en f£(£-0) = lim £(E~h) bestaan,
nilo hio

en als ) ' _
limf(uh);f(mcn en lim f(z-h)-hf(z-o) bestasn,
hio hio =

Hoofdstelling Als f integreerbaar is en périodiek met periode 2x, en als
f voldoet aasn de Dirichlet condities voor x=£, dan is de
fourierreeks van f voor x=E convergent met som % [£(£+0) +£(f- 0)].

Deze stelling wordt bewezen in § 8.

Als f(x) continu is voor x=E en als voldaan is aan de Dirichlet condities
voor x=§ , dan zegt de atelling dat de som s(§) = £(E).

Als f(i) niet continu is voor x=% en als voldasn is aan de Dirichlet condities
voor x=E, dan zegt de stelling dat de som a(f) gelijk is aan het gemiddelde
van de linker~ en de rechterlimiet van f; dan heeft s(f) dus niets te maken
met £(£),

Vbe 2,1, £(x) = x voor -n <X € n en verder periodiek met periode 2x.

De functie is oneven voor - mn<x < m dus
n

ak=-:]’; ff(x)coskxdx-o ,
-n
on
b‘en::-t- ff(x)sin zzdx-% fx sin fxdx =
-7t ’
n
—— n L2 -2 4=1
-Ie"[xcoszx]°+£u_fcosmcdx 1(1) .
0

Omdat £ voldoet san de veronderstellingen van de hoofdstelling, volgt wvoor de
fourierreeks van f:

® in gx ‘
2 3 (-1)‘8'5’—-}——--1: VOOT wn <X <n
=1

Voor x=n is de som O, in overeenstemming met f(n~-0)=n en £f(x+0)=wan,

Substitutie in het resultaat van x-‘-é-“ levert

I_l.

1
1- o o -
5

\S_ |

1 T
7"700. 4 [ ]

Opmerking, De reeksontwikkeling voor arcian x werd in Wiskunde IT afgeleid voor




;
B
4
@
i
i
¥
k4
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|x{ < 1. Hier zien wij dat deze reeksontwikkeling ook geldt voor x =1,
S in &x _ g ST o
Opmerking, Uit 2 (=-1)%"! BEE w dx, -m<x <n, volgt daor substitutie

=
van x=y - n dat

m ’ .o
;1 Ei—nz& =3 (r-y), 0 <y <2n,

Voo 2,2 f£(x) =x voor |x| € n en verder periodiek met periode 2m.
De functie is even, dus '
_ . \ |
2 2 2n
bz 0, a, Ir‘fxcl.x 5 envoork_ar'l
0 .

n 4

2 ' .
2 2 2rxsinkxin. 4 -
a == fxcoskxdx;[-—i{—_]ou-%fxs;l.nkxdx
0 0
_ n ‘
_%[xcc;:kx]:_ 42 coalcxdx-_—i—(d)k .
nk 3 k

Daar f(x) voor alle x continu is en voldoet aan de voorwaarden van de hoofd-
stelling, geldt

2 n° ®

k cos kx
1) ===
> g 2

’ ""‘J‘x‘ﬂ“.'

Voor x=mn, resp, voor x=0 komt er

o0 2 © Keq 2
p1 "‘12- - '%' r rebp. L 'L_%L— » 15- .
k=1 K k=t ¥ 12

£(x) = {° VoOr =R <x <O
d wor O0O<x<n%, 0 end conatant,

Vbe2,3

De fourierco&ffici¥nten van f zijn
T (o) n

akngi- ff(x)OOB hdx--:;[ IO Ooskxaxﬁ-fd oo’kxdx].{o"'dvoork-.o

0 voor ky¥o ,

-
n .

0 7
ff(x)sin zxdx-;'-;-[_ fc sih.sxd: + fd s8in .znix] » (o-d)-('—"g'—"-
-y -0

il

(=2
™

]
A=

0 voor £ even,

'{.2—(‘:‘;—&2 voor £oneven .
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Er is voldaan aan de voorwaarden van de hoofdstelling, dus

¢ YoOr =i <X < O

%(o+d)-2(°;d)[gi?x +sin§_3x +oee] = {d voor O<x<n
Z(c+d) voor x=0, x=+ 1 s

Voor d==c¢c=1 volgt hieruit

5 gin(en+1)x

x ‘
L - voor D<ecx<moe
=0 2n+‘1‘ 4

§ 3¢ Fourierreeksen, periode p

Definitie f heet periodiek met periode p, wanneer voor alle x geldi
fx+p) = £f(x) .

Vhe3as1 sin ax en cos ax zijn periodiek met kleinste positieve periode 2n/a.,
voor & > 0. :

Vbe3e2 Als f integreerbaar is en periodiek met periode P, dan geldt voor lelke a
©atp %P
f_f(x)dx - f fx)ax .

8 -%p

Door verandering van de onafhankelijk veranderlijke is het geval van periodieke
functies met periode p te herleiden tot dat met periode 2me. Definieer y doox

2nX =Dy
en definieer de functie g door

£(x) = £(BL) = gly)

Daar f periodiek is met p'eriode Dy is g periodiek met periode 2 x, wegens

sy+zm) = £ (MLEED) L (B 4 p) - 2(BL) = y)

 Als £ woldoet aan de overige voorwaarden van de hoofdstelling, dan gelden deze
voorwaarden ook voor g, Volgens de hoofdstelling geldt dus voor de fourierreeks
van g voor ym=1 3 '

f %.a.oA-L-'E

(a,cos m +b sin m) = gl +0) + glh-0)] ,
n=1
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&, 1 z cos ky.
met - f &(y) dy .
b 2 . gin 2y

In beide formules van y op x overgabnd concluderen wijs

Hoofdstelling Als f integreerbaa.r is en peribdiek met periode'p,' en als f

voldoet aan de Dirichlet condities voor x=§, dan is de four:.erreeks

van f voor x=t convergent s
Fa,+ T (ac0s 225 4y an E2E)u 40 40) 4+ 2(-0)]

n=1
Ip ' 2nkx
ak} 1 cod m
met = f(x) on ax .
- [bﬁ 5-%pf sin 1;8Jc - |

Reeks en co¥ffici8nten heten de fourierreeks en de fouriercoéfficisnten van f.

Ook ean een functie F, die slechts is gedefinieerd voor 0 < x < a en waar-
voor F(0+0) en F(a=0) bestaan, kunnen wij een fourierreeks toekennen. Deartoe
zetten wij F periodiek voort, dew.z. defini8ren wij £i(x) door £(x) = F(x) voor
0<x<a, £(0) =%[F(0+0) + F(a..-O)]', f(x+a) = £(x) voor alle x.

De verkregen f is periodiek met periode a., f#an F wordt nu toegekend de
fourierreeks van f, dus

- 2nnx _ 2nnx | | o8 z’gx ‘
% a, + E[ancoe. = +bsin =] met { } ?IF(X) 2“‘“' dx )

n=1

#onneer wij voor F, gedefinieerd voor O <'x < ay een four:l.er-cosinusreeka
wensen, d.w.z, een fourierreeks met louter cosinustermen, dan diemen wij F
voort te zetten tot een even funotie, Dit kan door g(x) te definiéren volgens

g(0) = P(0+0), g(x) = F(x) voor | 0<x<a, gx)= F(-x) voor -a<x< 6',

gla) = F(a-.o), glx+2a) = g(x). voor alle x

De aldus gedefinieerde g 1is even en perlodiek met periode 28, Aan F wordi
nu toegekend de fourierreeks '

_ : a
2nnx 2 ‘ 2nkx

5a met & == f F(x)cos e AX .

. 0

Willen wij voor P(x), 0< x< &, een fourier-sinusreeks, d.w.z. een fourier-

. oo
* 8 + I & cos
n=1

recks met louter sinustermen, dan diemen wij F voort te zetten tot een oneven




84 -

a
e oy 2 2npx
., . functie, Wij krijgen dan de reeks I b sin S;mx met b, == fF(x)sin 5e 0X
' n=1 ‘ 0 _
. ¢ Vbe3e1 De fourier-cosinusreeks' van sin ¥y, 0 <x<n, is de fourierreeks van
|sin x|, nameli jk
[+ a)
% 8, + I a 08 nx net
n=1
n ' n
& = % fsin x cos kxdx = % f [sin(k +1)x - sin(k =1)x]Jax =
0 o
1 cos(k+1)n  ocos(k=1)n ] 7
= q L- + + - s voor k>1,
n k +1 X =1 k +1 k=1

],dus

Voor oneven k ia 8, = 0, voor even kisak =-:? kf—1 "'ic—%'f

2 * 2
Isin xl == 4 n £08 chx

y ~A<x <N,
T o=l 4n® -1

en zelfs voor alle x, omdat ]sin x[ periodiek is met periode 2n,

§ 4. Fourierintegralen

De methode van de vorige paragraaf hetreffende toevoeging van een fourierreeks
aen f is niet van toepassing op functies die voor alle x gedefinieerd zijn
en niet periodiek zijn. Voor zulke functies, waarvoor

L]

f | £(x)|dax

- 00

bestaat, geldt een op de hoofdstelling lijkende stelling wasrin echter de fourier-
recks wordt vervangen door de fourierintegrsal. Deze stelling is van belang voor
de beschrijving van niet zuiver periodieke verschijnselen, bijvoorbeeld die waar
demping optreedt.

Wij beschouwen esrst een integreerbare functie f met f(x) = 0 voor |x| >e.

1 Voor %-N > ¢ en voor alle i, waarvoor f voldoet asan de Dirichlet condities,
f@ geldt volgens.§ 3

(=]
2[£(£+0) + £(£-0)] = %ao + 21(8’11 cos 2?;& + b, sin ?..‘ﬁ‘}.g.)
ne
' c 2nnx
an~ 1 cos i
met ﬂﬁ ff(x) omnyg | X ¢
b 8in
n -C N
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Na substitutie van a, en bn volgt

He(E+0) +£(¢-0)] =%¢. ff(x)dx . 2'1 % ff(x)cos mn(;-g) i .
n= .
c
Noem B(y) = [ fl(x)eos y(x-E)ix, den steat ex

-C

£[£(g+0) + £(g-0)] = %—F(O) + ;1 2 p(ER) -

s T + P-4 +P(-Z) 4 R(0) + (B +FED 4 ..]

De limiet voor N = o van het rechterlid is

-31-;' fF(Y)d ’ dus
o~ 00 .
3(£(e+0) + £(£-0)] = 511—; fdy ff(x)cos y(x=-E)dx .

Zonder bewijs delen wij mee dat deze formule niet alleen voor eindige ¢, maar

ook voor ¢ — o juist is, mits is voldaan aan zekere condities, waaronder het
[+ ]

bestaan van f|f(x)ldx. %0 wordt verkregen de volgende ontwikkeling van f

- OO

als fourierintegrasl:

$ @ +0) +2(5-0)] =% [ay [ (x)oos yGx-tlax .
0 - -}

Na uitwerking van cos(yx - y£ ) krijgen wij het volgende analogon van de hoofd-

stelling.
Stelling Als f, gedefinieerd voor alle x, integreerbaar is met eindige

[ 1e)lax

-”
en als I voldoet aan de Dirichlet condities voor x = £, dan geldt

2 [£E+0) +£(£=0)] = f[A(y)cos ¥t + B(y)ein ytlay
o]

‘met Ay) - J’; ff(x)oos yxix en B(y) = Jr; ff(x)sin yxdx
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Tbede?  f(x) =1 voor 0<x<1, £(x) =0 voor x< 0 en voor x > 1,
£(0) =£(1) =%,

De fourierintegreal van f is

8in y(x =) x=1

oo 1 co
£E) *-'1; fdyfcos y(x-z)dx=1; fdy[
0 © 0 y x=0

ﬂo v

1 f sin y(1-§) +sin 3% 5 .

Voor § = O, en ook voor §{ = 1, levert dit
L]
6[ .B—L;-l dy = -%- n $
voor 0 < | < 1 krijgen wij hetzelfde resultast.

Thede2  £(x) = o™ Xgin px voor x» 0, f(x) =0 voor x< O,

Z2ij h > 0, dan stelt f(x) voor positieve x aen gedempte trilling voor. Er geldt

[1e@nax< fe'hx -1,
0

- 0

De fourierintegraal is
"0 L
£) -’3‘- fdyf oM Xg1n px cos y(x-E)ax
-0 4]

Wi} berekenen de fouriercoéffici&nteh, met behulp van Hst,I, vbe12.1.
] _ ' 80
Aly) = J,; f e 1n PX 008 yxdx = -él; fe'hx[ain(p +y)x + sin(p - y)x]dx =
0 ' 0

- Pty + oy ]
T4y M 4ayP

Bly) = '3'; f e Tgin Px sin yxdx = '21;; fle-hx[cos(p-y)x - 008(p +y)x]dx =
0 ' 0
- "1—[ 2 - A ] ’

2 (pay)® B2 4(p+y)
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Op grond ﬁ'an de fourierintegraal
26) = [ [4G)o0s ¥& + B(y)eia vty
0 _ :
is de gedempte trilling gesplitst in een continu spectrum van harmonisch perio-

dieke bewegingen met hoeksnelheid y (frequentie y/2n‘) en met als amplitude de
wortel uit

2, 2 1 1 1 + 2(p2-y2) -2 | .'.
G5 0) 42 L‘* T ey B rley) [6* + (@ +5)°1[0® + ( » ¥)*]

R 2 | |

D P

T 2r.2 21 2r. 4 Z.2 . 2. 7 2w
ol + @ +y) 10" + p-y)1 2°[0* 42" @7 +¥°) + 07 -5°)%)
Het teken van de afgeleide naar y van deze uitdrukking wordt bepaaid door
ad r.4 2,2 2 2 2.2 ,2 .2 2
s A e ey ) r -y )] 2y -0 -y)

Voor h 2 p is de amplitude een dalende functie van y, dalend van —(-2—P—-2—)
n(h” +p
- naar O, Voor h < p echier is de amplitude stijgend voor

0< y< vpz ~h  en vervolgens dalend naar 03 het maximunm van de amplitude is

—2;1!-5‘ en treedt op bij ¥ “-Vpa -1° + Door de invloed van de demping krijgen
wij dus niet &én scherpe spectraallijn bij y =p, maar een band die des te

smaller is naarmate de demping kleiner is.

Compl exe sc.hriji‘wij_zer voor fourierreeksen en fourierintegralen

2ij £ integreerbaar en periodiek met periode p. De algemene term van de fourier-
reeks van f is ' - '

_ 2nink _éninﬁ 2ring  2nminE
anpoazn:E' +bnsin2—’;9-”--%a.n<e P 4o P )*--g-i-bn(e_l’ ~e P ).
- 2nding | 2ming o 2mimf_ 2ning
= %(g.nfibn)e P +-?_y(a.n+i'bn)e P . c e P4 c__'ne P .
met, voor n =1,
| %P %p aninx

B 1 2nnx 2nNX 1. - L , P
_°nn%(an'ibn) > ff(x)[cos o = 18in =5 ]ax 5 ff(x)e ax

-1} . - -ED
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? . 2minx
= 1l . =21 nnx . 2nnx -1 P
c 2(ﬂn+lbn). > % £ (x)cos > + 1 sin 5 ]ax 2 flx)e dx .
- p -

Noem voorts Gy =78 =

Als f voldoet aman de Dirichletvoorwaarden voor E , dan geldt

N 2ning %p _2rninx
2 [f€ +0) + fE-0)] = lim £ o e P, met o =-;; ff(x)e P oax

i O = n
N n==N ”%P
N

voor alle gehele ne Voorzichtigheidshalve hebben wij geschreven lim I en

o ‘ 7 N~ n==N
niet X , omdat dit laatste symbool anders geInterpreteerd zou kunnen worden.

YT OO )
1 1 1 P P
TWe15.1  lim (= gegog = =gl +l 4z tes t37+5)=0
N+ .
1.1 1 1 ALl

maar -M-W~.'.-2-1l.+1+2+"'. +N-1+N

heeft geen limiet voor M vast en N+ ,

Van een niet-periodieke f is de fourierintegraal

-1;; fody' fof (x)cos y(x-£ )dx =
. o] =00 .
m "Z?'; fwdy foi;(z_)eiY(x-E)dx +-21£ fody fof(x)e-iy(x-z)dx -
0 - oo : 0 -00

(vervang y in de eorste term door -2my, in de tweede door 2my)

- fod_y fof(x)e-zniY(x-a)dx + fwdy fmf(x)e-ani‘-’r(x-a)dx =
00 w0 0 o

- 00

- f My [ e iy

- 0 - GO

(nder de bekende voorwaarden voor f geldt dus

L] . oo

F{r(E+0)+£(E=0)] = fp(y)?ZniYEdy net F(y) = ff(x)e-aniyxdx

-0 - O
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Opmerking. F(y) heet de fouriergetransformeerde ven f(x)., Als f bovendien con=
tinu is, dan geldt voor f en z'n fouriergetranaformeerde F

o0 o

Fly) = ff(x)e-aniyxdx en f(£) = fF(y)ezniyady
- 00 : ) -0
' 0 _ N
Opmerking. De integralen f dienen weer als lim te worden geinterpreteerd.
: N=reo
-0 ’

§ 6o Togpassing op parti8le differentiaalvergelijkingen

Wi beaéhouwen drie voorbeelden van homogene lineaire parti8le differentiaale-
vergelijkingen van de tweede oxde, nl.

Ch Sz s 22.0 (ven elliptisch type) ,
ox oy

2 2 '
2._.:.. = 2_ -a-—:- (van hyperbolisch type) ,
3y ox .

8z _ . 8z '
= - k 2 (van parsbolisch type) ,
. B _

met randvoorwaarden, =zoals
alx(a), ¥(e)] = £)

(de waarden van z in elk punt van een gegeven kromme x=x(s), y=y(s) zijn
voorgeschreven ), Wanneer de randvoorwaarden dsartoe geschikt zijn kan men soms
oplossingen construeren met de volgende methode van Fourier.

Eerst probeert men een voorrasad functies te verkrijgen d.ie wellicht niet asn alle
randvoorwaarden, maar wel asn de partigéle D.V. voldoens Wij zullen hiertoe gebrui-

ken de methode van separatie van variabelen door oplossingen te zoeken van dé vorm
2(xyy) = X(x) e ¥(@y) .-

Vervolgens kan men, geleid door randvoorwaarden en eventuele periodiciteits-
eigenschappen, twee wegen inslaan,

Bij een rij van aan de partidle D.V. voldoende functies 2, (Xy¥)y 7, (x,y),
z, (X3¥)s e+ probeert men codfficidénten @ te vinden, zoda‘b

| nf1 anzn (x! Y)

zowel aan de partifle D.V. als aan de randvoorwaarden voldoet, Daarbij rijzen
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twee vragen:

Geldt: 31222% en -59-222_'59- .
X =0 * n=0 YV n=0 * n=p %

Is £(8) te schrijven als ¢ anzn[x(s), y(e)] 2
: . ne=

De eerste vrasg wordt behandeld in § 10. De tweede vraag ligt, als zn[x(s), y(s)]
sinus en cosinus zijn, op het gebied der fourierreeksen.

Een tweede weg, die kan leiden tot het vinden van een oplossing van de partigle
D.V. met randvoorwaarden, is de volgende. Bij een schaar van aan de partifle
D.V. voldoende functies z(x,y,p_.), voor alle reéle p, probeert men een functie
a{u) te vinden, zodat

f o (ll )z (x,y,p.)dp,

zowel aan de parti¥le D.V. als aan de randvoorwasrden voldoet, Dan rijzen twee
vragens:

o [- -] [- -] o0 .
2 2 2 N 2 2
Geldt: 3% f - f P en 3y f . f 3y .
- 00 - 00 - 00 - 0

(L]

Is f(s) te schrijven als fa(p)z[x(s),y(s),p]dp ?

De eerste vraag is van de soort die wordt behandeld in § 10, De tweede vrasg ligt,
voor passende z[x(s),y(s),p], op het gebied der fourierintegralen.

Vbebe1 Warmtegeleiding, tweedimensionaal, stationair. Gegeven is de tempe;
ratuurverdeling T(1,p) = f(cp) op de rand van een cirkelvormige schijf met straal

1+ Gevraagd wordt de temperatuwrverdeling T(r,8) over de schijf, De temperatuur-

verdeling wordt beheerst, behalve door hovenataa.nde randvoo:waa.rden, door de
vergelijking van laplace

azm+am
2 a2

o ,
ax '

die voor poolcoBrdinaten (r,¢) luidt

2 2
8’7 1ap , 1 @' m
ar? T or raa(p

Het gebruik van poolcodrdinaten richt onze interesse op oplossingen met periocde
2% g
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P(ry@ +2n) = T(z,9) , alle r, alle ¢
De methode van separatie

- T(zy9) = R(z) 2() geeft

2
2

f=%
= o]
E
o

¢+ = '

H |-
15

[« 14
n

¢+-—1-2—R
r

i

?

%y

dcp2

2 .
(rzli'l—jzR-"'rg.n"';_‘)“— .
dr

ST
o

Het linkerlid is onafhankelijk van ¢, het rechterlid is onafhankelijk van r.
Hieruit volgt, dat beide leden onafhankelijk van r en ¢, dus constant zijn.
Noem deze conatante ¢, dan

2 ‘ 2

r2M+rd—E—-cR=O en El—2+<:.=I*--0 .
-2 dr 2
dr de

Omdat ®(p) periodiek met periode 2x is, zijn de oplossingen van de rechter
vergeli jking slechts bruikbaar indisn

¢=0 met & = constant, of c=n2, n na.tizurlijk, met & = cos nqS en ¢ = sin no .,
Voor deze ¢ heeft de linker vergelijking, een D.V, var Euler, de oplossingen

R=a+blogr als oa~0j§5 R=2xr" en _R-r-n als ¢ =n?.
Op fysische gronden verwerpen wij oplossingen waarvoor T(r,q) onbegrensd ia. Dan
blijven als door separatie verkregen periodieke oplossingen van de parti&le D.V.:

T = 'const.-, iy - rncos ng, T= rnsin ng¢ veor alle natuurlijke n,

en lineaire combinaties hiervan., Proberen wij nu 8y enrb

. 20 te bepalen dat

: © _
‘T(r,p) =+ a + I (arcos np +b rsin ny)
CHEN | n
behalve aan de parti8le D.V. ook aan de randvoorwaarde voldoet, dan moet
. o
T(1y9) =2 a_ + I (a cos ng + b_sin ng)

CHME, n

de gegeven functie £(9) voorstellen, Hiermee zijn wij bij de theorie der fourier-

rocksen asngeland,
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Vb. 6.2 Trillende snaren en staven,

Beschouw een dunne, homogene, gespannen snaar met spanning s en dichtheid P
Kies de x-as langs dé evenwichtstoestand ven de snsar met x=0 en x= 4p in de.
eindpunten. Geef de snaar een uitwijking f(x), die zich geheel in één vlak
(xyu) afspeelt. Neem aan dat dan elk punt van de snaar een bewegmg in dat viak-
en loodrecht op dé x-as beschrlgft, en dat de uitwijkingen zo klein zijn dat de
spanning in de snaar niet verandert. Op elk der uiteinden van een stukje snaar
tussen x=a en x=a + h werkt een kracht in tangenti&le richting. De resulte-
rende kracht heeft de volgende compdnent in u~richting

. . : du du,
s(sin ®, - sin a1) met tan a, = (ax) y tena, = (a—x') .

x=8 x=a+h

1 2
tangens krijgen wij

S[L(%% xna.-i-h-- (glx):@a.] )

Asnnemend dat «, en .a, zo klein zijn dat de sinus kan worden vervangen door de

Pas toe K = ma op het beschouwde stukje snear:

: a+h 2
duy gy y, [ 2w
LG - @I [ T

Deel door h, leat h - 0, noem ct2 = s/p, dan is verkregen de volgende pa.rt:.ele -
D.V. van de trillende snaar .

Opmerking. Dezelfde D..V; vindt men bij beschouwing van longitudinale trillingen
in een staaf, Dan dient s te woﬁ_en -vervangen door de elasticiteitsmodulus B,
Als randvoorwaarden nemen wij: '

begin~ en 'éindpun't van de snaasr zijn vast,

u(O,t)H-IO ‘en  u(Zp,t) =0 voor alle 4

beginatand is gegeven en de snaax wordt vrij losgelaten,

u(x,0) = f(x) en ( =) =0 voor alle. 0<x<-l_-p .
’ ot (!2 0)
De methode van separatie u(x,t) = x(x) o« T(t) geeft
a2 afx 1 8% _ o® gy
X 2= %t i3 » e gt TE
at ax at

Volgens dezelfde redenering als in Vb.6,1 krijgen wij

2 2
g‘-—T.-oT-O en M-"%xﬂo

dt2 ix? «
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met constante c. In verband met de randvoorwaarden kunmnen wij slechts negatieve

¢ gebruiken., Stel dasarom ¢ = - pz, dan krijgen wij als algemene oplossing
u(x,t) = [4 cos % + B sin %][C cos pt + D sin pt] .

De eerste randvoorwaarde levert
u(0,t) = 0 = A[C cos pt + D sin pt]

voor alle 4, dus A = 0. Wanneer in
u(x,t) = ain % [C cos ut + D sin pt]

wordt gesubstitueerd x = 4p dan volgt

MR . 2mng
8in 5o 0 dus u —-—-P y 1 geheel.

Aan de parti&le D.V. en aan de eerste randvoorwsarde voldoen dus

2mx cos ZmI';.at —

u(x,t) = sin

u(x,t) = sin 21;13: sin 21?“

voor alle gehele n, Wij proberen san de tweede randvoorwsarde te voldoen door

2 .
2nnat 2nnat 2nnx
u(x,t) = % [a cos + b_pin S£552] gin S8,
(xyt) Il > A - ] -

De fysische interpretatie hiervan is, dat de beweging een superpositie is van
trillingen. Elke term van de reeks stelt een trillingsvorm van de snaar wvoor,
die besteat uit een sinusofde (factor sin nx) die zelf harmonisch in de tijd

oscilleert (factor a 008 <=2 Znnat | b 8inZ 2rmxt )o De trillingstijd T van de n-de
trilling wordt gevonden uit
2maT - - B
2“ ? dm T net -

De frequenties 1. BI-:-:- zijn gehele veelvouden van de grondfrequentie a/p, de

grondtoon van de 8naar.

3

De coBfficiBnten a en 'b kunnen uit de tweede randvooma.a.rde worden berekend met
de theorie der four:.erreeksen.
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1
. Uit u(x,0) = £(x) en (at e, 0 ) 0O<x <zp, wvolgt
: o0 0o '
e $aein2BE.rlk), = 2“—’-‘9‘-1) sin 2EX o o
- n=1 n p n=1 P P

waaraan wordt voldaan door
1 ‘%p 2nns
(13154 :
anugff(x)ain > x, b =0 .
0 .

Vbe 643 Vlakke electromagnetische golf.

De electrische veldsterkte E van een zich in vacuo in x=richting voortbewegends
vlakke electromagnetische golf wordt bemchreven door

2’8, 2 3B
!’
a4 ax’

wearin ¢ de lichtenelheid voorstelt. Deze vergelijking is formeel dezelfde
als de snaarvergelijking. Onder de door separatie Verkregen oplossingen bevinden
zich

ip(E- t)
e .

Stel g = 2ncy. De fouriermethode tracht door keuze van Aly) te_ voldoen aan D.V.

en randvoorwaarden door

[+ ]

E(x,t) = fA(y)e”iy("'“)dy .

- 00

Beschouw de integrand voor vaste ¥e Als funcfie van x, dus voor vaste t, is
hij hermonisch met periode (golflengte) A = 1/y. Als funotie van t, dus voor
vaste X, is hij harmonisch met periode (trillingstijd) T = 1/yo, dus met fre=-
quentie v = yo, Hieruit volgt Av = c. De integrasl stelt voor de gplitsing van
de golf in een contimy spectrum van freguenties yo.

Vb.644 Eéndimensionale diffusie (tijda.i_‘ha,nkelijke varmtegeleiding ),

Bij diffusie in een eendimensionale kolom is de congentratie C afhankelijk
van plaats x en tijd t. De wijziging ven de hoeveelheid materie per tijdseen=-
heid is enerzijds evenredig met de toename van de concentratieverandering in
x-richting, en anderzijds met 9-;%-. De cendimensionale diffusievergelijking
luidt dus '

o

<

2
. ax2 ’

Als randvoorwaarde nemen we de beginconcentratie

a
22

clx,0) = £(x) _
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Separatie C(x,t) = X(x)T(t) geeft

2

A
(=]
)

=) L

t

o [ ]

oI
N

Links en rechts zijn constant, Noem de conéta.nte - 4_1':2y2, dan
2

g-?- +4n%ky?T =0 en LX 4u2y2X = 0, dus
s o O

Clxyt) = T(‘b)X.(x) - e""‘zkyat aztd.;nc

~ voldoets Probeer nu A(y) 20 te bepalen dat

-~

2. 2
Clmt) = [ A)eTHTI TR o

voldoet san de randvoorwaardes:

oo

1) = [am)e™ gy

- 00

Onder bepaalde voorwaarden lukt dit met

[+ =]

#(y) - flli’(1=)e-mi’")c at .

§ 7o De ongelijkheid ven Bessel

Alle in deze § voorkomende functies zijn periodiek met période 2n en intew
greerbaar op =% < t < 7 voorondersteld, Zulke functies vormen een vectorruimté,
want als f en g periodiek en integreerbear zijn den is, met re¥le getallen «
en B, de functie af +fg dat ook, |

Definitie. Het inwendig product ven twee functies f en g is
- ” ‘

(fy8) = ff(t)g(t)dt ‘. | o .

=T

Dit inwendig product voldoet asn de elgenschappen
(£48) = (g,f) 3 (fyoug +ph) = a(f,g) + B(fyh) 3 (£f,£) =0 ,
Definitie. Een rij functies P Dy cpz,..; -heet orthonormaal als

- voor k= £
(%r %)= o voor ko g .
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Stelling Als tp,', @2, @3,... orthonormasal is, dsn geldt
I 2 (g ) < @)
km

genaamd'-de ongelijkhei’d van Bessel.

Bewijs. Beschouw eerst een aindige orthonomale i Pyr Pyreces 0 Voor
willekeurige re8le geta.llen a geldt

n _ n - n n
(f-kf1¢k¢k.f-k§1¢kfk) = (f,f)-2k§1¢k(f,¢k)+ (k§1akmk. zia‘%) -

) =2 Ba(te)+ I
= (f4f) =2 Za(fye, )+ Zal =
ket 5K g K

n 2 n 2
B AL WA S R TR L)

DPe gehele uitdrukking is =0 en, als funotie van «

k? minimeal voor

@ = (£9,) » k=10 .

Hieruit volgt -(vergelijk Hoofdstuk II, § 5, stelling 4)

n 2
I (G )

Voor een oneindige orthonormale rij geldt dit voor elke n, dus de reeks

)‘,‘ (f,tpk) is convergent met som < (f,f). Dit bewijst de stelling, Fen gevolg
k=1
van de stelling is dat voor de algemene term van de reeks geldt

k=00

Wi) passen de ongelijkheid van Bessel toe op de orthonormale rij

R cosx’ gin x 808 nx .ﬁinnx
o0 . (XN J L}
f" CE L R

Op de factor Y na zijn dan (f,qak) Juint de fourierco¥ffici¥nten van f
_ o
1 .
& =T ff(t_)ooa ktdt 4, b, = ff(-b)ain Ltat
-f - TL

A=
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TRE ¢

ST Voor deze coéfflclﬁnten geldt dus

%a + 3(&. +b£)<— ff(t)dt ’
L= . :
. - T .
'met als gevolg o . . S
ak - £(t)cos ktdt = 0, lim b, -'lim f(t)sin £tdt = 0 .,
k—-m ) . . :

k-oo R

Hieruit volg-l: direct de volgende hulpstelling, die wij in §8 zullen gebruiken.

Hulgstelligg ‘Als a enb constant met =M <a <b < g en ale £(t). integreer-
' baar tuseen a en by dan ' ‘ '
b

: lim | £(t)sin(n+L)tat =0 .

T nmeoo ¥
&

Bewijs.  Definieer g(t) door

g(t) =f(t) woor a<t<b, g(t)w0 voor -n<t<a on voor b<t<n ,

dsnis b

f:i‘(t)ain(n +E)tdt = fsft)sin(M%)tat'-
- "f-s(t)coa%t sin ntdt- + fB(‘t)Bi_nvl-t o8 d"b:- "

- - -
Beide integra.leﬁ";'ha.deren tot O voor n=oo ,

Opmerking, Behalve de ongelijkheid van Beasel geldt voor de orthonnrma.le gon:.o-
metr:.sohe rij ook de :

. R 1
gelijkheid van Parseval: + az + Z (ai + b;) -l ffa(t)dt '
n
, fm
-
die wij niet zullen bewijzen, )
Het bewi;]s van de hoofds‘belli_ng
n sin(n +%)y _
Ter voorbereiding 'bonen wij asn dat % + L oos ky m ——m— : (1) :
, k=1 - 2 s:l.n %y :

immers .

i

F .
3

4

3

w
oo
i

;

;

.

il

E

|
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.

n B n
T+ 2 ocosky= ] [sin 2y + I 2 sin $ycos ky] =
k=1 2 sin %y k=1

[sin 2y + >;' {ein(k+a)y - sin(k - %)Y}] -

2 gin %y
- 1 [ain-}y#sing-y-..sin-?g-y+aing-y-éin%y-i—... +
2 gin %y
+8in(n+%)y - sin(n ~%)y] =
sin(n +%)y |
) 2 gin %y ’

Dit is goed voor sin +y 7( O, maar ook voor y = 0 omdat dan beide leden naderen tot
% + n, Wj merken nog op dat

lfn sin(n+%)y

n : .
n
dy=2 | b+ Zoosky)y =1 (2)

T gin +y K k=1

0

Hoofdstelling Als f integreerbaar is en periodiek met periode 2m en als f aan
de Dirichlet condities voor & voldoet, dan geldt

He@E +0) + F(E~0)] = & By + ;(a.ncos ng +Db sin nt)

n=1
met {ak]-% ff(X) [msh]dx .
b‘e - gin ox .

Bewijs. .Zij-_sn(x) de n-de parti¥le som van de fourierreeks van f.

V‘Lil de fourierco¥ffici¥nten in, dan krijgt men voor x=°f

T n Hi ..H
8 (£) = o= fi‘(x)d.x. +L % [com kt ff(x)oos kxdx + sin ke fi‘(x)ain kxdx] =
n 2n R

]l - =R =7

n .
- Jﬁ f[-l— + I cos ki cos kx + sin kf sin kx]f (x)ix =

-% k=1

al—‘

I[% + Ecos k(x~E)]f(x)ix = —- f[-g + 2 oos kylf (g +y)dy ,
Yot km1

- ‘ -l
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‘H’ waarin x=F = y is gesteld en gebruik is gemaakt van de periodiciteit van de
integrand, Wij splitsen de integraal in f + f en vervangen in de eerste
-7 0

integraal y door ~yy dan

5p® =L [+ 2 oos kylleCe+y) + £ -3)lay =
g k=1 ‘

r éin(n +%)y
1 of 20in by e +s) HEE-rly

volgens de voorbereidende formule (1 )e Wanneer wij links en rechts van (2) ver-
_ menigvuldigen met %[f(f +0) + £(£-0)] en de resultaten aftrekken van de zo-
Juist verkregen uitdrukking voor 5, (¢), dan is
: n

gh(g)-%[f(£+0)+f(5"°)]'% f 1

0 2 sin =y

sin(n +%)y

[f(e+y) +£@&~y) +
- £(£+0) - f(€~0)]ay .
Wenneer deze uitdrukking limiet O heeft voor n =+e , dan is de fourierreeks

van f convergent met som Z[f(E +0) + £(£~0)]. Volgens de hulpstelling van
§ 7 is dit het geval als

£(g+y) +f(E=y) = £(E+0) = £(£-0) ézgz fE+y)-£((+0) f(E=y)-f(t-0)
gin %y - sin Y Yy - . ey ]

integreerbaar is voor 0 < y € n, Dit is waar, omdat deze uvitdrukking een li=-
miet woor y | O bezit, dank zij de wvoorwaarde van Dirichlet voor £ » Hiermee
is de hoofdstelling bewezen,

§ 9. Rijen van functies, uniforme convergentie

Tbe 90 lim (1 ~x)® =

{0 voor 0 <x <1

ik ’ limx(‘I-x)n-O vwor0sx<1 ,
b end-) 1 voor x=0 n-rco

| ,} lim nx(1 = x)" = 0 voor 0 €x €1, lim n’x(1~x)"=0wor0sx <1 .
: n=+ 0o ' Droo : '

T M

Definitie FEen rij funoties fn gonvergeert puntsgewijs nsar de functie f, als
voor alle geoorloofde x geldt: :

TR

m £ (x) = £(x) .
o0
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n 0 voor0<x <1
Vbe9s1 Zij fn(x) = (1=x)", 0€x<1 en d(x) = : .
‘ : _ 1 wvoor 0 = x

De rij functies fn convergeert puntgewijs naar de funotie d. Voor elke n door-
lcopt

|;£‘n(x) - d(x)l
de getallen van O tot 1.
Vb.9.2 Zi3 gn(x) - x(1 -x)n, 0O<x<ienolx)=0, 0sx<1,

De rij &, convergeert punigewijs naar de functie o, De functie &n neemt zijn

maximum aan voor x = 7 en

n+
1 1
) = .
n(ﬂ +1 n+1 (1 +.:_1.)n

Voor elke 0 < x <1 geldt dus

1
n+1 * 1\n
(1+h)

Het rechterlid nadert tot O voor n ~ o,

g, &) = of @] <

*

V.93 Zij h (x) » mx(1-x)", 0 <x <1, enofx) =0, 0 sx <1,

De rij hn convergeert puntgewijs naar de functie o, De funstie hn neemt zijn

maximumaa.nvoorx-n+1 en
n 1 1
n(n+1) -———1-;- -0_”;- vporn-»oo .
(1 +3) -

Voor elke n doorloopt dus
Jn, &) ~ (@)
de getallen van 0 tot een getal in de buurt van %.
9.4 7y i (x) = nx(1-x)", 0<x <1, enofx)=0, 0 <x<1.

De ri] :i.n convergeert puntgewijs naar de functie w, De functie in neemt zijn
maximum saan voor x = n1 '

n(n+1)

1-8!1

1

+
2
+ T\n

TeD

w0 YyOoOor n = .
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Voor elke n doorloopt dus
Ii_n(x) - o(x)|
de getallen van O tot een groot getal,

Definitie De £-band om een functie f is de verzameling der functies g zodat

|£(x) - g(x)| <
voor alle x waarvoor f(x) is gedefinieerd.

Definitie De rij functies f1'f2'f3""'f yees CONVergeert umform naar een
functle £y als bij elke €E>0ean N bestaat zodat voor n = N alle
f behoren tot de €~ 'band om £,

- Opmerking. N hang alleen af van €, niet van x!

Wanneer een ri;j {fﬂ} uniform éonvei-geert.naar f, dan convergeert {i‘n} ook punte
gewijs naar f., Dit volgt direct uit de definities. Het omgekeerde is niet juist
zoals blijkt uit onze voorbeelden,

Vhe%.2 De rij 8, convergeert uniform near o omdat

Isn(x) - o(x)| ‘§+1 . ! <e voor n>-£-;- .

03"

V0e9.1,3,4 De rij f is niet uniform convergent nasr d omdat |f (x) = d(x)]

niet voor alle x kleiner dan e < 1 te krijegen is, Evenmin zijn de rljen h en
i un:.i‘orm convergent naar o.

sinn:x:

n

Wegens Ifn(x) - o(x)| = | sin nxl"_‘.l_

o Va

is fn binnen de e~-band om ¢ als n > -1-2- ¢« De rij fn convergeert dus uniform naar
oopOsx <1, €

Vb.9.5 ':E‘n(x)- _,0sxs1.

".9.6 fn(:r.) = xn, 0<x<%,

ERR

Daar [fn(x) - o(x)| = |x" =0 = |x|? < -1-!; op het betreffende interval,
2 .
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is :E‘n binnen de €-band om o voor n > - 21og €o De rij convergeert unifo_rm
op 0 <x =< * .

LI 2 A (x') = nx°sin -1- voor x# 0, .f'(o.) = 0,

De r:.,‘j f convergeert puntagewijs naar f(x) = x. Wij tonen aan dat deze conver-
gentie uniform is, gebruik makend van de formule van Taylor voor ein:

2 1 2,1 1 8 11 1 1 .
]x-n:r.sin'-n-;|-nx|E-sin'£x-|-m:2]sin;;[§--';-2—2—<-2; .

Inderdsad 1igh £ in de € =band van de limietfunotie voor n > -;-_,1? .

Na. deze voorbeelden worden drie stellingen bewezen, die een ged_e.el't;eli'jk ant--
woord geven op de vregen

lin lim s (x+h)-1im lin 8 (x+h)

oo h-tO . h-oO n-soo
b
“1im | 8 (x)dx lim s (x)d.x '
n=eco nreeo
a a
lin s (x) L T (x)
p~co dx dx S *

Stell:.ng De limietfunctie van een umi‘orm convergente rij van cont:l.nue functles
is continu,

Bewijé laat de rij continue functies 8, uniform convergeren near de functie 8
cpasx%hb, ' '

 Merk o_p-da'l:- '
| s(x+h) -8(x)| s |s(x+h) -8 (x+h)| Is (x+h) -8 (x)[ + 1: (x) - s(x)l

Neem n{e) zodat s in de ( e:)-ba.nd van s ligt, dan zijn de eerste en de derde
term <%- €s Kies vervolgens, op grond van de continuiteit van g , het getal b zo

dat ook de tweede term <%— € is voor |h| < &, Dan geldt

.|-s(x+h) -8(x)] <3 %—c voor |h| <d

waarmee de continufteit van s voor elke x in a € x <b is bewezen,.

Opmerking, Een andere formulering van deze stélling luidt:

Als een rij dontinue ‘funeties in een inteml oonv“rerge'ert nasr een discontinue

functie, dan is deze convergentie niet uniform. Vel, 9.1,
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Opmerking, Vb.9,3 toont, dat ook niet=-uniform convergente rijen wvan continue
functies puntgewijs kunnen convergeren naar een continue functie.

Stelling 2 Als de functies S,28,70.+ en s gedefinieerd en integreerbaar zijn

Op a €« X <Db en als de rij 8 uniform convergeert naar s, dan geldt

b b - ‘ x
rlli-l*noo 8, (x)ax = fs(x)dx. Voorts convergeert de rij f an(t)dt_uni-
" a X, a a
form naar f s(tlitopa<xsb,
a

Bewijs. 21j £ een vast getal > b ~a, Zij ¢ > 0 gegeven, Bepaal N zodat woor
n > N de functies s in de ( Juband ven s liggen. Merk op dat N alleen van £

en £ afhangt. I)a.a.rom volgt
b b

lfa(t)dt - f an(t)dt[-:f [s({:) - sn(t)[dt < fb-%dt - :ij-_al( e .

a

Hieruit volgen de beweringen.

Opmerking. Vbe9.4 handelt over een nieteuniform convergente rij i (x) = n’x(1 -x)",
wasrvoor

f i (x)dx = f1n21(1 -x)ax = n® f1 (1 =y)ay =

0
n+2 1 2
n+t n
-nf(y- My = n2 [l - L] -
n+ n+2 o (a+1)(n+2)
Ins 1 1
1im in(x)d.x = 1, echter f lim in(x)dx =0 ,
nre g B

Stelling 3 Als de rij functieé 8, puntgewijs convergeert naar de functie a,
als alle sn differentieerbaar zijn met integreerbare afgeleide en
als de rij der afgeleiden sr'l uniform convergeert naar de functie o,
alles opa < x < b, dan is ook g d:.fferentleerbaa.r en geldt
8'(x) = o(x), a <x <hb.

Bewijs. Uit het gegeven volgt met Stelling 2:
X X
fa(t)dt = 1im fa'(t)dt = lim (an(‘x) - sn(a.)) = g(x) - s(a) .
m*ma n I} =e00

a
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En hieruit volgt s'(x) = o(x) .

Opmerking, In de stelling wordt uitdrukkelijk de uniforme convergentie gedist -
van de rij der afgeleiden, De uniforme convergentie van de rij fuenties zelf ia
niet voldoende. Dit zien wij aan het volgende voorbeeld.

¥b.9.8 De rij functies
gin nx

sn(x) =

convergeert uniform naar O op elk interval a < x < b. De rij der a.f'geleiden

BI'I(X) = co8 nx

is voor geen enkele x ¥ O convergent.,

§ 10. Reeksen van functies, uniforme fojt;_rierz."eeksen

Definitie Een reeks van functies convergeert puntgewijs resp. uniform voor
een interval 8 &« x = b, als de rij der partidle sommen punigewija

-resp. uniform convergeert in dat interval,

Een herformulering van de stellingen van § 9 luidt:

Stelling 1 De somfunctie wvan een uniform convergente recks van continue funocties
is continu,

Stelling 2 Als de functies UysUygess €N 8 gedefinieerd en integreerbaar zijn
op asx=<h, als Lo u uniform convergeert met som s, dan geldt
: n={ n

o P b
b3 fun(t)dt - fa(t)dt .
n-1a a

Voorts convergeert reeks

x .
o0
b fun(t)d-t uniform op e € x < b
n=1
a X

met som f s(t)dt .
a
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gﬂ Stelling 3 Als UyyUp,Uqy 0.0 differentieerbare functies zijn met integreerbare
‘ afgeleide, als Z‘k=1u’k puntgewijs convergeert met som s, als Ek=1ul'c
uniform convergeert met som o, alles op a < x < b, dan is ook s
differentieerbaar en geldt &' = o.

Vba10,1 De fourierrecks I

oo gin(2k +1)x tnwor0<x<n
k=0 2k +1

0 woorx=0,n

van Vb.2.3 is volgens stelling 1 niet uniform convergent op 0 = x <1,

De hoofdstelling der fourierreekasen zegt, dat onder de Dirichlet condities de
fourierreeks van een functie f voor e < x < n puntgewijs convergeei't near -
F[£(x+0) + f(x=0)]. Wij zoeken voorwsarden voor f onder welke deze conver-
gentie uniform is voor «n < x < n , Daartoe hebben wij nodig het volgende
griterium van Weierstrase voor uniforme convergentie,

Stelling 4 Wanneer de absolute waarden vande termen van een reeks van functies
kleiner 2ijn dan de termen van een convergente reeks van getallen,

dan convergeert de reeks van functies uniform,

Bewija, Zi} luk(x)| ‘vk Voor 8 €« x &b en k=1,2,3,,,. o« Z1j voorts
o0
b3 Vi convergent met som V. Op grond van de vergelijkingsstelling is dan
k=t
oD
% uk(x) absoluut convergent. Noem de som s(x), & <x <b, Dan is
k=1 '
. n o0 oo -] n
le(x) - Zu @) =]|2 w@&| <z Ju@E)<z va=v-2v .
T e e kemt X ken+1 X k=1 ¥

Wegens de convergentie van Iv, is bij gegeven € > 0 te vinden N(e) zodat voor
n ® N rechts < €, Ien is echter ook links < &, (mdat N niet van x afhangt,

o

is I u.k(x) uniform convergent,
k=1

2 o (=1 008 kx
w102 Eeg oz _
k=1 k '

2.
de fourierreeks van f(x) = x, is voor - € x < n uniform convergent, omiat de

1

termen <=5 én 8-15- convergeert,

k k

oo .
Vb,10,3 De machtreeks I akxk is uniform convergent voor |x| < p, waar p
© kmt

kleiner is dan de sonvergentieatraal R van de machtreeks, Inderdaad, de algemene
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‘V . term van de machtreeks woldoet aan
n n ® . .n
‘anx | < ]a,np | en = |a.np | convergeert voor |p| <R .
n=]
Stelling 5 Zij f contimu en periodiek met reriode 2m. Zij voorts f differen-

tieerbaar voor - n < x < n, eventueel op een eindig aantal uitzon-
deringen na, met integreerbare afgeleide. Dan is de fourierreeks
van f uniform convergent op - n < x < n.

Bewijs. Voor de fouriercodffici@nten & en bn van f geldt, voor n »1,
n

ian ; fn(){cosnx} oy o) -El-daihnx -1 r ) -l—sinnx
- — fix dx = — ffx =—-—ff'x déx ,
b T sin nx " =l 4 cos nx " =L cos nx
%9 n -1 n

de laatate gelijkheid met behulp van partiBle integratie. Als e, en dn de fouriere
co8fficidnten van f£1'(x) zijn, dan volgt

c_ = nb en d =-na, dus o +d =n"(&°+1b°) .,

Volgens de ongelijkheid van Bessel, toegepast op f', geldt
. . |
22, 2 1 2
EACE R f[f'(x)] ix .
=1
-7

De reecks o
2,2 .2
k§1k O +bk)

is dus convergent, Voor de algemene term van de fourierreeks van f geldt nu

1 2 1 2,2 .2
[akcoa kx + b sin kx| < Vakz +bkz =k a:+bk <%[k—2- +k (g +0)]

waarbij de laatete ongelijkheid is verkregen met behulp van pq <« %(Pa +q2).

De algemene term van de fourierreeks van f is dus in sbsolute waarde Xleiner dan
de algemene term van een convergente reeks waar x niet in voorkomt. Volgens
Stelling 4 is de fourierreeks voor -« n %« x < 1: uniform convergent,

Opmerking. De som van de fourierreeks van f is £(x) voor elke x waar f voldoet
aan de Dirichlet condities. '

]
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§ 11, Het verschijnsel van Gibbs

ﬁf
C o

%
i

: 1
. ® 8in(2k +1)x in wor 0 <x<m
De fourierreeks 4 Sk

k=0 0 voor x = O, ® ,

uit Vb.2.3 en Vb,10,1 is niet uniform convergent voor 0 € x < n, Wij onder-

Zoeken het gedrag van deze reeks nader door het maximum te bepalen van

ne=1
in{%k +1)x
o (x) = § 2n(Zk+ix
n o2&+

dsn (x) n=1 1 na=1
3 = Zocos(Pk+1)x = o———— I 2 gin x cos(Zk +1)x =

x k=0 2 sin x k=0
1 n§1[ 2kx ] sin 2nx
= -é--—-— sin(2k+2)x = gin 2kx | = .2_{._.._
sin x | o sin x

voor x¥mn ., Voor x = m/2n bereikt sn(x) zijn eerste, tevens grootste, maximum

i’ n-1 sin Q%l’i s ne1 _ sin(k +3) xl:»
5, G%) = I =+ z =
L 2k +1 k=0 ® (kK +%) -;{

M1 geldt

" _

ln s (&) - %fﬁ%—idt ,

n=e 0

immers de rechterintegraal kan worden benaderd door het interval 0 € t € n te ver-

delen in n gelijke delen ter lengte I on de functwwa.arde telkens in het midden

(x +i—) ~ van het k-de deel te nemen. De waarde 0,926 van het rechterlid vinden

wij uit een tabel. De hoogte van de eerste top van sn(x), waarvan de abscis
n/2n tot mnul nadert voor n = o , heeft dus een limietwaarde die ongeveer 18%

groter is dan de waarde 3 m= 0,785, Dit noemt men het verschijnsel van Gibbs’

(vgl., Vb.9.3). Dit verschijnsel is geenszins in atrijd met de formule

sin[2k+1}x frnvorO<x<n
E 2k+1

k=0 | 0 voorx-O,rz .

Immers voor x=0 is s \0) voor alle n. Voor een vamte x > 0 geldt voor voldoend

grote n dat -2;< X, zodat de ongelijkheid

lim s(—)>4n lim s(x) , 0O<x<=n

n=eo - noo !
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i

geen oontradictie inhoudt, Wel zien wij dat, naa.rma.te x dichter bij 0 ligt,
groter moet worden gemsakt om een goede benadering van de limietwaarde te kri;j-
gen. De oonvergentie van de reeks wordt dus steeda aleohter naarmate x diohter
bij nul ligt.
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