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DIFFERENTIAA IVERGE LI JKINGEN

§1t/m §9:

'+ 2y =xyyt .

2 2
xy°-x- (yx*-yhy'=0.

y,=logx—x
x log x

(2 +1)y = (y+2)(x+VxP+1) .

xz-y2+2x;yy'=0 .

1

y' (x-siny) +y=0.

Yy +xy° - xy' =0 (Int. factor: p(y)).

X 1
JlA sy ———
1 +x x(1+x°)

x(y-x)yt = ¥ .
{tan(x+y) ~1}y* = 1,

(5x2-‘l)y + (xs-x+2y)y' =0 ,

X

NI
Uxa +y2‘ Jc2 UXz +y2 X

2y may = 1Ox3y5 .

Py

M
t

L]

e

o

d
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= (x—-y+1)2 .

mH
L
’_l
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03]
e

I}

(e* +y logy)y' .
2% -y + (&%y - x)y' = 0 (int. factor: p(xy)).
2
X -y +2xyy' =0 .
y+xy +8iny + (x+cos y)y' = 0 (int. factor: n{(x)).

xyly! + 2yt =2,
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S

(3x+57+6)y' =x + Ty + 2 ,

Y cos y +8iny =x.

Vlxyyr-1) =1 - x2(1+3%) .

(x=3y)y' +3x -y =0,

x(1-x")yt + (3x° - 1)y = 2

(2x -4y +5)y"

3P 4+ 6xy® + (6xFy +4y° )y
(x-y+ 1)y
2xy + (y2 -3 )yt = 0.

y=xy' +y - (y)?.

.1

3

2y = x -3,

Xy' +2y - sin x = O

ysinx-1+y'cosx=0,

y'(y*-x) -y=0.

y'+2y=2x¥f:;-

2
¥+ (xy+1)y!

§ 11:

dx
at

&y
dt

dx
dt

ay
dt

dx
dt

dy
dt

dz
dt

.—..x_zy

»

+

= 5x + 3y

= 4x - 2y

= 6x - 3y
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dx  dy = 0 -
Tqg tag T&=03

dx ay =0 .
at Toag Ty =0

(@]
.

x(0) = 1; y(0) =

& dx + azy cos at 3

dt

ay 2 .
| 3% + a°x = 8in at

dx

3 Fx- 2y = sin t ;

dy ey =
it +x -y = 3%,

§ 12:

y" - Sy + 105" - 6y = O

y(o} =135 y'(0) =03 y"(0) =63 y"(o) = -14 .
ym oty =i "

y(o) =y'(o) = y"(o) =0 .

X+y+2x+y +x+2y =0
X+y + % +2x +3y =4t + 5

x(0) = 315 ylo) =~22; x(0) =9; (o) =-5.

X = 3x + 4y

F+x+y=0

x(0) = y(o) = 1

y{o) = x{o) = 0,

¥y + 2y - 32' = 5¢c08 x +5 sin x
z" - 8z + 2yt = 15 cos x

y(o) =35 y'(o) =65 z(0) = - ;Z'(0)=—§ .

|-




¢

2.

3

4o
5.
6o

Ts

.8.

9.
10,

§ 13 en § 14
yll_wz().
y'".‘.}q:O.
(1—x2)y" + 6y =0,

(1-22)" - xy' + 9y

yII_JQr:AI.

W' - (1+x)y! +y

2x?(1+x%)y" + xy!

x2y|'_xy'+y=0.

]
(@]

Y - 4xyt + 6y

o'+t rxy =0,

= O -




LINEAIRE ALGEBRA

§1.

1e Bewijs dat voor elk tweetal matrices

2

Se

4e

a b ¢ d
4 = en B = geldt AB = BA .
b a d ¢ :

Véor de lineaire afbeeldingen 4 : V—=+Ven [t V-7 geldt ﬂ@ = Jf en
ﬁﬂ = -Bo
Bewijs dat hieruit volgt «ﬂa =S en A2 ==j3.

In R2 zijn gegeven de basisvectoren 8, en g _

Wat zijn de kolommen ten opzichte van deze basis van de volgende vectoren?

o o Ip
B ]

[
it

2 -1 1

A= {«1 2 1

Gevraagd:

a) dimensie beeldruimte

b) dimensie nulruimte

¢) de vergelijking van de beeldruimte
d) de kolom van x, als /x de kolom

1
( 2) heeft,
3
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8e

Gegeven zijn twee lineaire afbeeldingen /7 en 7 van R3 in R3 met matrices

2 1 - 2 -1 1
A= T =2 3 en B =|a=1 8 =7
-2 =4 5 -8 6 =5 .

Bepael de matrices behorende bij de afbeeldingen AB en B

Gegeven is de lineaire afbeelding A s R3 - R3 met de matrix:

o o %
A=1 0 o0
0 2 0 .

Bepeal de kolom van alle vectoren X, die op zichzelf worden afgebeeld,

Zij 84» £yreeey &, cen bosis van R .

Een linesire afbeelding A Rn - Rn is als volgt gedefinieerd:

Ne, =0
{ﬂ'gi = _e'i-1 'VOOI‘ l=2,3,0-.’n [ ]

Wet ig de matrix A vén IA TeQaVe 31,..., _e_no
Toon aan dat (ﬂn_zg = 0 voor elke x uit Rn.

Toon san dat alle eigenwaarden van /7 mul zijne.
Zij A s R3 i R3 de projectie op het vlak opgespannen door de vectoren &enb,

1 1
die resp. kolommen ( 0| en ( 2 ) hebben,
1 1

X
De vector x heeft de kolom y) .
z

a) Toon aan dat ¥ een linesire afbeelding is,

b) Bepaal de kolom van de vector J?z_e_i voor i=1,2,3,
c) Bepaal de matrix ven /2.

d) Bepsal de kolom van het beeld van x,

e) Heeft J/t een inverse?

£) Bewijs N2 = A.




9e Zij A ¢ R, ~R, de spiegeling aan het vlak opgespannen door de vectoren & en

1 1
b, die resp. kolommen (-1) en 0 | hebben.
0

=1
V is het vlak (E,_Js.) = 0, waarblj p de kolom (q) heeft,
T

a) Toon aan dat deze afbeelding lineair is.
b) Wat is de matrix van A7

¢) Wat is het beeld W onder de afbeelding # van het vlek V?

P
d) Als p de kolom (-1) heeft, voor welke waarde(n) van p is dan W L V?

0
e) Bewijs A% =77,

10. 2ij V de vectorruimte van de derdegraadspolynomen at® + bt® + ot + de

De polynomen 1, t, tz, > vormen een basis van V,
De afbeelding d is gedefinieerd door

Oat® + vt2 + ot +d) = 3812 + 2bt + o,

a) Toon aan dat o2 een lineaire afbeelding is.
b} Wat is de matrix van o teoeve de basis 1, t, +5, 43 7

c) Wat zijn de matrices van 082, 093 en 2

3
e 2ij V de vectorruimte der derdegraadspolynomen at~ + b'l:2 +ect+d .
De afbeelding 7 : V =V is gedefinieerd door

T(at® +bt? + ot +a) = a1 +4)% + b1 +4)% + c(1+1t) + d.

d) Toon aan dat 7 een lineaire afbeelding is.
b) Wat is de matrix T van 7 t.0.v. de basis 1, t, 2, t3 7
¢) Toon aan dat 1, 1+4%, (4 +'h)2, (1 +t)3 ook een besis van V is,

-d) Heeft 7 een inverse? Zo ja, wat is de matrix van 7 1 Te0eVe de besis
2 3
1y 1+t, (1+4)°, (1+%)° 2

‘12, V is de vectorruimte der op [0,1] continue functies met de gebruikelijke
optelling en soalaire vermenigvuldiging,.
De afbeelding J¥: V ~R, is gedefinieerd door f = £(0).
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a) Toon aan dat /¥ een lineaire afbeelding is.
b) Wat is de nulruimte N van JE?
¢) Heeft % een inverse?

d) Als de functie f een oplossing van de vergelijking Ax = ¢ is, dan vinden
wij alle oplossingen van de vergelijking door te nemen x = f+n met n € N,
Bewijs dit.

Zij JY ¢ R, =R, een lineaire afbeelding met de matrix

& y a
A= [B & 1D teOeVve een basis £y 89 8, o
0 0 ¢

V is het vlak opgespannen door e enge en W het beeld van V onder de afbeel=~
d.ing kﬂo

a) Wanneer is de beeldruimte W een deel van het vliak V¢
'b) Wanneer is W een 2~dimensionale deelruimte?

¢) Wanneer heeft J# een inverse?

d) Wanneer gaat V punt voor punt in zichzelf over?

e) Toon aan dat voor (o= 6)2 + 4By = 0 er steeds een vector x f 0 is uit V,
die in een veelvoud van zichzelf over gaat.

f) Wat zijn de eigenwearden van ¥ als B =0 1is?

L en M zijn deelruimten van de n-dimensionale vectorruimte V.
L en M hebben alleen de nulvector gemeen, Bewijs dat dim L + dim M < n,
Als geldt dim L + dim M = n, dan ig elke X uit V eenduidig te schrijven als

=4 +mnmet Luit L en m uit M. Bewijs dite

2ij V de vectorruimte van alle polynomen,
De afbeeldingen ﬂ” SN o en ‘ﬁ_d worden als volgt gedefinieerd,
1 k+

A, (aoxk + a1xk-1 teee ta) =T ax +-11; a1xk *eee tax

Iﬂ_1 (aox + a1x + s0. + ak) kaox + (k-1)a.1x *eee + ak-1

en ‘40 is de identicke afbeelding.
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Z2ij verder de afbeelding /?‘n gedefinieerd door

x/f?? voor n > O en geheel

'ﬁn= ﬂo voor n = 0

./Q:? voor n < 0 en geheel .

Toon aan dat ‘ﬂn een lineeire afheelding is voor elke gehele n,
Wat zijn de beeldruimten van de afbeeldingen ‘An?
Hebben de afbeeldingen -./}n inversen?

§ 2.

In R1 is een basis £, gegeven,
Een andere basis £ heeft t.0.v. e, de kolom (5),
Een vector x heeft t.04ve g, de kolom (x).

Bepaal de overgangsmatrix S ven g, naar f

1
Wat is de kolom van x to0ave £

1 L]

In R2 is een basis 8,9 3’2 gegeven,
. 1 2

Een andere basis _f_1, ga heeft t.0.ve £,s £, Tespe de kolommen (2> en <3> .

Bepaal de overgangsmatrix S van £,1 &, naar _:[:‘_1, 22.

Wat is de kolom 1,04V, i1, 12 van een vector x, die t.0eve ¢

s &, de kolem
x 2

heeft,
¥

1
Magk dit duidelijk in een tekening voor het geval x = 4 en y = 7.

In R, is een basis £ » &9 &, gegeven. De vector X heeft t.0.v. deze besis

1
de kolom (2) .
1

Een andere basis _f_1, gz, £3 heeft to0eve de bagin o , &, &

= () (2 = (2).

Wat is de overgangsmatrix S van £y 8,0 8

4 Te5Pe de kolom-

naa.r_f_i,f £ o

3 =2t =3

Wat is de kolom van X t.04Ve _:.‘_1, ;‘_2, .f_3.
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Jo In Ra is een basis £49 8,9 8, Segeven,
Een andere basis £, g, h heeft t.o.v. L.y & 9 2 _Tesp. de kolommen

£, €y by
£2 ’ 8, en h2 .
f, €3 b,

Wat is de kolom t.0.v. £, g, h van een vector Xy die te0eve g, @ de

240 20 25

X
kolonm (y) heeft.
: z

5« Gegeven is de lineaire afbeelding A g R3 - R3 met de matrix

1 2 1

11 2

0 -1 3
te0.Ve een basis L1120 8,0

Men gaat over op een nieuwe basis 21 ’ _i_‘_2, "i':s met respe. de kolommen

0 1 2
o/, 1 en 2 te0evVe de oude hasis,
1 0 3

Gevreagd de matrix van S te0sVe de nieuwe basis.

6o Gegeven is de lineaire afbeelding /7 : R, =R, met t.o.v. de basis g,18,18

2" =3
de matrix
1 1 2
2 1 3
3 1 4 .

1 1 3
S= (1 2 1
g 1 1

behoort.

Wat is de matrix ven /? t.o.v. fi’iz'ia'

1
De vector x heeft t.o.v. Lir8,18, de kolom (1) .
1

Wat is de kolom van de beeldvector /1% t.0eve de oude en te0ove de nieuwe basis,
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To Gegeven zijn de afbeelding -/11 en de vectoren & en b van vrasgstuk B8, § 1.

1
De vector ¢ heeft de kolom( 0) .
-

Te0eve de basis &, b, ¢ heeft /¥ de matrix

1 0
o 1
0 0 .

Ga dit na.

Bo Gegeven zijn de afbeelding /# en de vectoren & en b van vrasgstuk 9, § 1.

1
De vector ¢ heeft de kolom (1) .
1

Wat is de matrix van # t.0.v. de basis &y by Ce

9. De vector x # O uit Rn heeft teceve de basis £,18, 00000 8 de kolom 51

|4
1 n
0
Construeer een basgis ;‘_1 g oy ;_?_n waarcp x de kolom . heeft.
*
[ ]
O
1
1
Construeer een basis Eyreeey By waarop X de kolom | O heeft,
[ ]
0

10, In Rn zijn drie bases - ;‘_1, cus ’in an g1, seey B gekozen.

De overgangsmatrix ven g _, e. s & near £1 P ’-f-n z1ij S en die van

1
Byseer s B naa:r_i;1,...,£n zij T.

De lineaire afbeelding /7 heeft te0eVe £y oas s &, de matrix A,

1
Druk de matrix B van 9 t.0.v. Byreee s &y uit in A, 5 en T.
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11, Zij V gedefinieerd als in opgave 10 en 11, § 1 en de afbeeldingen D en 7
eveneens,
, , . 2 3
Last zien dat de matrix D' van o© op de basis 1, 1+, {(1+%)°, (1+1%)° is
gegeven door D' = T 1 DT,

§ 3.

1s De lineaire afbeelding St R3 - R3 heeft t.0.v. een basis 31, €, 93 de matrix

3 =2 0
w2 2 =2
0 =2 1 .

Bepaal een onafhankelijk stelsel eigenvectoren.

2+ Van een lineaire afbeelding ﬂ: R3 - R3 zijn gegeven de eigenwaarden 7\1 =1 en
7\2 = =2, De kolommen van de hierbij behorende eigenvectoren zijn resp,

1 1
1 an -2 .
1 4
0
Verder is 0 de kolom van het %beeld van de cerste basisvector.
=6
Bepaal:

a) de matrix van /7 t.0.v. de gebruikte basis;

b) de derde ‘eigenwaarde en de kolom ven de bijbehorende eigenvector.

3¢ De linesaire afbeelding Y s R3- R3 heeft op 21,3_2,2_3 de matrix

3 2 2
A= 1T 4 1
‘-2 "'4 -1 -

Bepaal de eigenwaarden van .4 en de kolommen der eigenvectoren L,osM 91
Neem Y,pu,,u, als nieuwe basis voor R3. Zij S de overgengsmatrix.

Controleer dat S™' AS een disgonsalmatrix is.
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4. Bepazl de eigenwaarden en de kolommen der eigenvectoren van de afbeeldingen
JF uit vrasgstuk 8 en 9, § 1.

Wat is de meetkundige interpretatie hiervan?

5« Bepaal een metrix 5 zodanig dat s™1 as eenn diagonaalmatrix is en bereken
$s™ AS voor

3 -2 0 , 0 1 0
a) A= =2 2 2 b) A= 0 o0
0 =2 1 -6 5 2 .

6o De lineaire afbeelding ﬂ H R3 - R3 heeft cp een basgis £r& 08, de matrix

2
2 -1 1
A2 1
101 2 .

a) Bepeal de eigenwaarden ven ﬂ en de kolommen der eigenvectoren.

b) Wat is de matrix van de lineaire afbeelding A

7. De lineaire afbeelding ¥ : R, ~ R, heeft eigenwaarden A yeess A«
Toon aan dat de lineaire afbeelding B =+ el de eigenwaarden

Jx1 + Cy wesy ;\n + ¢ heeft.

8. Zij N de nulruimte van de lineaire afbeelding /¥ : R, =R .

/¥ heeft een gigermaarde A = 0 dan en slechts dan als dimensie I = 1 is,

Bewijs dit.

e ﬂ en ﬁ zijn lineaire afheeldingen Rn - Rn met een gemeenschappelijk stelsel

onafhankelijke eigenvectoren U,y eee s 1 . Hoe zien de matrices van 4 en J3

1
er uit op de basis B,y eeeyun 7

Toon een dat 43 =73¢Q.

100 V is de vectorruimte van elle lineaire combinaties van de functies et en ezt.
éD iz de lineaire afbeelding die aan een functie uit V zijn afgeleide naer %
toevoegt.

Wat zijn de eigerwaarden van D 7
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V is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies sin t en
cos t.

& is de lineaire afbeelding die aan een functie uit V zijn afgeleide naar t
toevoegt.

Wat zijn de eigenwairden van He

De reguliere lineaire afbeelding S Rn - Rn heef't eigenwaarden A1,..., Moo

Wat zijn de eigenwaarden van l)q'-1 7

Wat zijn de eigenvectoren hierbij ?

13. A en B zijn linesire afbeeldingen Rn - Rn en A is regulier,

14.

15.

16,

Toon aen dat A~3 en BA™ dezelfde elgenwsarden hebben.

A en 3 zijn linesire afbeeldingen R_~R_, die voldoen asn S = Bu?
A is een eigenwaarde van /¥ met eigenvector v.

Als ﬂz £ 0 is, dan is /’3_'«; ock een eigenvector van A bij de eigenwaarde A.
Bewijs dit.

¥ is een linesire afbeelding R, = R, met op zekere basis de matrix

Het spoor ven A is gedefinieerd door ep(A) = 3 8
i=1

Zij 5 de overgangsmatrix nasr een andere basis.

>
Bewije dat sp(A) = I A; 8ls A , A, en i  de eigenwaarden van S zijne
i=1

Bewijs dat sp(A) = sp(s™ 25),
Zoudt U het spoor van de lineaire afbeelding .7 kunnen definisren?
n
Het spoor van een n X n matrix A wordt gedefinieerd door sp () = = 8,4
(verg. vorige opgave). l
a) laat zien dat sp(4B) = sp(BA) als A en B n x n matrices zijn.

b) Laat zien dat voor twee lineaire afbeeldingen 4 en f3 van R, R niet
kan gelden AB -BA =7 ,




1o

2o

3e

4e

Se

6o

Te

- 15 -

§ 40

Bewijs dat voor elk tweetal vectoren x en y uit een vectorruimte met inproduct
geldt:

8) Iz + x| < |x| + |xf
b) lx +x|® + |x -~ x|%= 2lx|® +2lx)® .

Wat is de meetkundige betekenis,

De vectoren g ¢? **+» 8 uit een vectorruimte zijn onderling loodrecht en

n
alle ongelijk de nulvector.

Bewijs dat & , +ssy &~ onafhankelijk zijn.

In R3 wordt een vector x geprojecteerd op het vlak opgespennen door de vectoren
& en bs Als de projectie y geschreven wordt als y = ag+fb, toon dan aan dat

. @,2)k,b) - &,b)(a,b)
(&,2)(,b) - (2,20
x,b)a,8) - x,a)(a,d)
T @00, - @, b
Voor een vector x uit de vectorruimte V geldt dat (X,y) = O voor alle vectoren

¥ uit V.
Bewijs dat x = Q.

en

De vectoren x en y zijn van gelijke lengte.
Bewijs dat x = y en x + ¥ loodrecht zijn,
Wat is de meetkundige betekenis.

1
In R, heeft een vector & de kolom ( 1) t.0.v. een orthonormale baasis.
1

Construeer met behulp van het orthogonalisatieproces van Cram=Schmidt een
basis van onderling loodrechte vectoren waar a deel van uitmeskt,

V is de vectorruimte der op [~1,1] contimue functies. Ga voor elk van de onder-
staande definities na of (f,g) voldoet aan de eisen voor een improduct.
1

a) (fy8) = f £(t)g(t)at

-1
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,
b) (£,8) = f t2r(t)g(t)at
o]
,
¢) (£,8) = f 2r(t)elt)at .
0

8 V is de vectorruimte van alle polynomen op het interval [0,1].
1
Er is gedefinieerd (f,g) = f f{t)eg(t)at .
0

a) Is V een vectorruimte met inproduct?

b) Vindt een polynoom in de deelruimte L opgespannen door de polynomen t en
1=-1t, dat loodrecht staat op t.

c) Geef een tweedegraadspolynoom aan, dat loodrecht staat op L.

d) Bepasl de projectie vem %> op L.
9¢ V is de vectorruimie van alle lineaire combinaties van de functies et en ezt.
Construeer een basis van functies die volgens het improduct '
1
f f(t)g(t)it (gea na dat dit inderdasad een inproduct is) loodrecht zijn.
0

10, V is de vectorruimte van alle derdegrasdspolynomen op [0, ],

o0
Er is gedefinieerd (f,g) = f e-tf(t)g(t)dt .
0

a) Ga na dat (f,g) een inproduct is.

b) Bepaal, uitgaande van de basis 1, t, 't2, 1:3, een basis van onderling locd-
rechte vectoren met het orthogonalisatieproces van Gram=Schmidt,

Mo ¥ is een afbeelding van de vectorruimte V in zmichzelf.

Voor 4 geldt dat (Ax,y) = (z,.#y) voor elk tweetal veotoren x, y uit V.
Bewijs dat de afbeelding A 1linesir is. (Gebruik opgave 4, § 4.)
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§ 5.

1o W is een k~dimensionale deelruimte van de n~dimensionale vectorruimte V.

2e

3

4e

W i is de verzameling van vectoren wit V, die loodrecht staan op alle vectoren
uit W,

W.L heet het orthogonale complement van W.

B) Toon aen dat W~ een deelruimte van V is.

b) Toon aan dat W en W~ slleen de nulvector gemeen hebben.

¢) Wat is de dimensie van W_L ?

In R5 wordt de deelruimte U opgespannen door de vectoren met kolommen

en t.0.vse een orthonormale basgis.

(o B0 e BE V]
N o Y SRR

a) Bepaal cen basis van het orthogonale complement van U,

8
0
b) Bepaal de projectie op U van de vector 2 .
-7
-4

In R4 zijn gegeven drie vectoren met kolommen en

LET I SR
.
-..‘—l-...b_b
O = =\
-

Construeer een orthonormale basis voor de deelruimte opgespannen door deze
drie vectoren. Hoe zoudt U de gevonden basis sanvullen tot een orthonormale

hasis voor R4 .

De vectorruimte V is eindig dimengionaasl. De vectoren 11 yece 9y ¥~ VOTmEN een
orthonormesl stelsel, dewez. zij zijn ter lengte 1 en onderling loodrecht.
L 2
Voor elke v uit V geldt (v, v) = & &,;\;i) « Tcon aan dat Tyveees ¥ ceen
i=1
orthonormale basis van V is,

Kent U het omgekeerde van deze stelling?
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5. Een lineaire afbeelding .A : V=V heet orthogonaal als voor elke x € V geldt

6

Te

8.

Fe

10.

11

x,x) = Az, x).

Bewijs dat voor elk tweetal vectoren x en y uit V geldt Wx, Ay)=(x,y) .

Een vierkante matrix A heet orthogonsel als geldt A™' = AT,

Een orthogonale afbeelding heeft t.o.v. een orthonormale basis een orthogonele
matrix, '

Als een lineaire afbeelding t.0.v. een orthonormale basis een orthogonale matrix
heeft, den is de lineaire afbeelding orthogonaal.

Bewijs dit., Zie ook Wiskunde II.

De afbeelding A R -*Rn is orthogoneal,
Bewijs dat voor elk tweetsl vectoren X en y uit Rn geldt (ﬂgc_, X) = (5, ﬂ“’ 1).

In R3 zijn twee vectoren x en y gegeven met respectievelijk kolommen

1 Vs
1 en 0
-% Ve

1
De draaiing .4 beeldt x op y af. De draaiingsas staat loodrecht op X en Y. Bepaal
de matrix van J?'- 1

Wat is de matrix van A op de basis x, ¥, z als z de kolom [ «2 heeft?
1

teCeVe een orthonormale basis.

Een orthogonale afbeelding A4 : V = V heeft als re8le eigenwasrden +1 of -1,
BEWijSo

In Rn is een linesire afbeelding S gedefinieerd met de eigenschap

[Axj = |x| |x| voor alle x uit R, .

Toon aen dat ﬂ- het product is van een scalaire vermenigvuldiging met A' en
een orthogonale afbeelding, waarbij IJU| = l?tl .

Wet kunt U zeggen van de kolommen van de matrix ven v te0evse een orthonormale

basis.

De lineaire afbeelding A Rn - Rn heeft t.0.ve een orthonormale basis de matrix
A,

ﬂT is de lineaire afbeelding die te.o0.v. deze basis de matrix AT heeft.

Toon aan dat A v t.0.v. deze basis een disgonaalmatrix heeft dan en slechts

dan als de kolommen van A onderling loodrecht zijn.




1e

2e

3o

4o

5

" b
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§ 6.

De afbeelding % : Rn - Rn is lineair en symmetrisch,
Is de matrix van lA op elke basis symmetrisch?

Zo neen, construeer dan een tegenvoorbeeld.

De lineaire afbeeldingen lA’ en 3 van Rn in Rn zijn symmetrisch.

Toon aan: A is symmetrisch den en slechts dan als /73 =ﬁ-/71 .

De lineaire afheelding Ao Rn - Rn is symmetrisch.

Toon aan:
8.) ﬂ-i . . ‘/g . .
is symmetrisch als regulier is.
b) ﬂ"'.ﬂﬁ ig gymmetrisch als ﬁ : Rn - Rn orthogonaal is.

) .Br/‘?ﬁ is symmetrisch als B : Rn - Rn symmetrisch is.

V is de vectorruimte der op [0,1] oneindig vaak differentieerbare functies f,

die aen de randcondities £(0) = £(1) = 0 voldoen.

De afbeelding 08 : V=V ig gedefinieerd door cff = - (ri")l + sf, waarin r en
s gegeven, niet-negatieve functies uit V zijn.
1
Verder is gedefinieerd (f,g) = ff(t)g(t)dt .
: 0

a) Laat zien dat V een ruimbte met inproduct is.
b) Laat zien dat & een lineaire symnetrische afbeelding is.

¢) Laat zien dat (L£f,f) = 0 is.

Laat zien dat de lineaire afbeelding A uit opgave 8, § 1 symmetrisch is en
dat (Av,v) = 0 voor alle v uit R,. Wat is van dit lastste de meetkundige
betekenis?

Algemeen geldt: zi] A 33 - R3 een projectie op een vlak V door de corsprong
dan is Wi symmetrisch en (Av, v) > O voor alle v uit R,. Toon dit san,

laat zien dat de linesire afbeelding 4 uit opgave 9, § 1 symmetrisch is.
Geldt algemeen dat spiegeling sen een vlak door de oorsprong in R3 een symme-
trische afbeelding is?
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7o Van een symmetrische lineaire afbeelding R Rn - Rn igs de nulruimte het or-

thogonale complement van de beeldruimte, Toon dit aen.

8, Fen lineaire afbeelding A Rn -*Rn is gegeven met matrix A t.o0.v. een ortho-

normale basis 21, L] En .

ﬂT is gedefinieerd als de lineaire afbeelding wvan Rn in R, die op deze basis
T n
de matrix A™ heeft.

a) lagt zien dat de definitie wvan ‘ﬂr onafhankelijk van de keuze van de ortho=-

normale basis is.
b) Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X en y uit R, geldt Ax,y) = (x, AT ).

c) Bewijs dat 4} symmetrisch is dan en slechts dan als A = AL,

e Zi] iy Rn - Rn een lineaire afbeelding. De afbeelding vﬁT is gedefinieerd als
in opgave 8,

Toon =&nt
) z/?—T/i is symmetrisch
b) (ﬂT./#gc_, x) = 0 voor alle x uit R,

¢) de eigenwearden van ALA zijn = 0.

10. De lineeire afbeelding ]3 H Rn - Rn is symmetrisch en alle eigenwaarden van
B zijn = 0.
Toon san dat er een afbeelding A 2 Rn - Rn bestaat, zodanig dat cﬂa = B ige

11 De lineaire afbeelding ¥ : R, = R heeft t.0.ve een orthonormsle basis een
matrix 4, wearvean de kolommen onderling loodrecht zijne

Toon aan
a) A=A, A, wearbij A, een orthogonale matrix is en A, een diagonealmatrix

b) ﬂ = L/Q1ﬂ2, waarbij :.A1 een orthogonale afbeelding en '/r’a een symmetrische
afbeelding is.

12+ Gegeven de lineaire afbeelding S Rn ~R.
Kies een orthonormale basis, bestaande uit de eigenvectoren van de symmetrische
afbeelding A A,
Toon aan dat de matrix A van «/11 ts0eVe deze basis onderling loodrechte kolommen

heeft (zie ook opgave 11, § 5).




.
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13. Elke lineaire afbeelding ¥ : R =R is te schrijven als het product van een

14-

15

orthogonale afbeelding en een symmetrische afbeelding. (Combineer opgave 11
en 12.) :

N(\ﬂ-) en B(.A) zijn respectievelijk de nulruinte en de beeldruinte ven een li-

neaire afbeelding vF Rn - Rn. De afbeelding lA’T is gedefinieerd &ls in opgave 8.
Toon aan:
a) N(ﬂ—T) is het orthogonale complement van B(W)

b) B(L/%T) is het orthogonale complement van N(/).

L/1’- is een lineaire afbeelding van Rn in Rn met matrix A t.0.v. een orthonormale

basis 21’000 ,_e'no

De kolom van een vector x ult Rn zij X.

Een orthonormale basig 31’, ses s U met kolommen

u
1" um
g, = : U_ = : t
1 = . ? ¢ 00y U : +0s Ve _9_1' sen ,En
. .
u u
ni n

wordt deor -.4 respectievelijk op A1 Boyeery )Ln . afgebeeld,

a) Toon san dat

n . u L¥} . se U

11 °°°** “in A O 11 °°°°° “nq

. * - - a

A= . : ¢ . : : .

. . . . .

* . * L] .

u - L ]

N1 esene unn O An u1n . . unn
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§ 7.

1o (fx,x) =1 is de kwadriek behorende bij de symmetrische lineaire afbeelding

2e

3e

4o

5e

.ﬂ:Rn-an.

De vector x ligt in het aan y toegevoegde hypervlek,
Toon aan dat y in het ean x toegevoegde hyperviak ligt.

(ﬂ_J_C_,;_t) = 1 is de kwadriek 'behorende—bij de symmetrische lineaire afbeelding

A tR -R s die een orthonormaal stelsel eigenvectoren v, ee., v. heeft.
n n -1 —n

Toon san dat v, in het aan -Y-,j toegevoegde hypervlak ligt voor ,j#i.

A is de projectie uit opgave 8, § 1y 4 de in die opgave bepaalde matrix te0.ve
de basis e, = (1,0,0), e,= (0,1,0), &,= (0,0,1) en (Ax,x) de bijbehorende

kwadratische vorm,

X, x;

De vector x heeft kolom X = X, te0svs deze basis en kolom X! = xé
1

X, x,

teOsve een nieuwe basis &, b, ¢ gedefinieerd door de kolommen

1 1 1
0|, 2 en 0 teQaVe €.928.)8. ¢
1 1 -1 T

a) Bepsal de matrix A' van 4 t.0.7. & b, c.

b) Schrijf (4x,x) als kwedratische vorm in Xy X5 X o

¢) Schrijf (Ax, x) als kwadratische vorm in X!y X1y Xle

d) Bereken X'T Av X1

e) Waerom geven ¢) en d) een verschillend resultaat?

V¥ e R3 - R3 is de projectie op een vlaek V door de oorsprong.
Wat is het type van het kwadratisch opperviek (fx,x) =17

A s I-t3 *RB is de spiegeling aan een vlak V door de corsprong.

Wat is het type van het kwadratisch opperviek (#x,x) = 1 en van het kwadratisch
opperviek (Ax,x) =07




6o
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;2 Rn - Rn is een symmetrische lineaire afbeelding, (ﬂ_}_c,g) de bijbehorende

kwadratis che VOTIT,

Toon aan

mex (#x, x)

| l grootste eigenwaarde ven A $
x| =1

&
[
=
=
(]
M
—r
il

kleinste eigenwaarde van 4 .

Voor de kwadratische vormen (#x,x) en (Bx, x) behorende bij de symmetrische
lineaire afbeeldingen A en f3 ven R =R geldt Ax,x) = (PRx,x) voor alle
X uit Rn .

Toon aan

) de afbeelding A = heeft eigenwasrden = 0 ;

b) de grootste elgenwaarde van ﬂ = de grootste eigenwaarde van j? .

4 : R2 - R2 is een symmetrische lineaire afbeelding met positieve eigenwsarden,
Ven de kwadriek (ﬂg, 5) =1 zijn ¥ en m s&an elkaar toegevoezde richtingen.

Toon aen dat ¥ en m onafhankelijk zijn.

Neem ¥ en m als basis en laat (%) de kolom van een vector X t.0.ve. deze basis
Zijno
a) Toon aan dat de kwadriek (ﬂz,;) =1 op de basis v, m de geda&nte

(JE:E)EZ + ('/?'_111,,_13)1')2 = 1 heeft,

b) Wat is de gedasnte van de kwadriek op deze basis als ¥ en m bovendien vece

toren op de kwadriek zijn?

Vindt een gemeenschappelijk pear aan elkaar toegevoegle richtingen v en m voor
de kwadrieken die op de basis e, = (1,0), e,= (0,1) de vergelijkingen
2 2

954—+3:l—=1 en 2xy = 1 hebben.

Welke gedaanten nemen deze kwadricken san op de basis y, m 7




§ s,

te Bepaal van elk der volgende tweedegrasdskrommen het (de) eventueel aanwezige
middelpunt(en), een transformatie, die de kromme in standsardvorm doet over-

gean, de standaardvorm en het type.

2 2 -

a) 7x1 - 4x1x2 + 4x2 - 6x1 - 12x2 -9 0 .
2 2 .

b) 4 - 12x.x + 9x - Tx +4x, +9=0 .
’ 2 2 _

c) x1 + 4x1x2 + 4x2 - 6x1 - 12x2 +8=0 .,

2 2
+ 2x° - +9 =20 .
a) 3x1 X 6x1 9 =0

e) x2 +x° o x X =X =x +1=0 .,
1 2 12 1 2

f) x® + x° + 2x x + 2x +2x +1 =0 .
1 2 1 2 1 2

g) x° +x2 -2x ~2x +8=0 .
1 2 1 2

2. Bepaal van elk der volgende tweedegrsadsoppervilakken het (de) eventueel sanwe-
zige middelpunt(en), een transformatie, die het oppervlek in standeardvorm doet

overgeaan, de standaardvorm en het {ype.

2 2
a) bx, + x, - Bx x, = 4x -2x,=0 ,

b) x5 + 4x1x2 - 2X3 +1 =0 .

c) x

- W

2 2
- - - -+ - -+ = .
+ 3x2 + 5x3 2x x, 2x1x3 2x X 2x1 + 2x2 6x3 1 0

1 2*3
Q) %2 + 4% 4% - 4% X F2XX. - 4XX. = 2% +4X =2%. +1 =0 .
1 2 3 12 13 2 3 1 2 3

2 2 2
x5 + + + X X - + + =
e) ] X, X, X, 4x1 8x2 ¢x3 c .

2 2 _
f) 7x1 + 4x2 + Tx_ = 4x1x2 + 8x1x3 - 4x2x3 + 4x1 - 8x2 + 4x3 ~8=0 ,

Ww o W

2
g) X, texx +x =% =0 ,
2 2 2
h) 3(x1 + X, + x3) + 4(x1x2 + x1x3 + x2x3) o .

2
+ + + =
i) 2%, +2x,x +2xx +2xx =0 .

2 2 2
x + +x° + x + x +2xx_ =1
J) g PARp Py R AR x, axox, 173 *

k) xx +xx +xx =0 ,
1 2 13 2 3
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FOUR IERREEKSEN

§ 2.

Bepaal de fourierreeks van de volgende funkties (met periode 2n):

1. £(x) = sin $x VOOr — T <X < T .
3
X voor O0ssx <7
20 f(x)ﬂ 3
) -X voor - 1 s x <0 .,
3. f(x) = sinh x voor O < x < 2n .,
4. f(x) = x sin x voor - nsx <m,
X s8in x voor O s x<n
5- f(x)=
-x sin x voor - n < x <Q .

Bereken de som van de volgende reeksen:

oo
6. I ---—1—-—74- (aa.nwijzing: gebruik het resultaat van vraagstuk 2).
n=¢ (2n+1)
o
7o L —3 (aanwijzing: gebruik het resultaat van vraagstuk 3).
n=0 n +1
o0
+1
8. 2 (=1 n 2n2 > (aanwijzing: gebruik het resultaat van vraagstuk 5).
n=o0 (4n +1)"(4n +3)

§ 3.
Bepaal de fourierreeks van de volgende funkties:
9, £f(x) = x - [x], als [x] het grootste gehele getal < x is.

x voor O =x <1
10. £(x) = {1 voor 1 < x <2
3.

x voor 2 <x < 3%

f(x+3) = £f(x) voor alle x .




11,

12,

13-

1.

15.

16,

17.

18.

19.

£{x) = ¥ voor
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—-csx<c {(c>0)

f(x+2c) = £f(x) voor alle x .

Bepaal de fourier-sinusreeks voor £(x) = cos x in het interval O <x < 1t .

Bepaal de fourier-cosinusreeks voor f{x) = x in het interval 0 s x < g .

§ 4.

Gebruik de fourierintegraal bij het bewijzen van de volgende formules:

o 1
2 $in ¥ co8 yx _
m f v dy = {0
i
2
o 1
2 2
o fcos yxdy fe cos(8y)de
0] 0
oa 1

% fsinyxdy fez sin(0y)as

4] 0

Wat zijn de uitkomsten van

§ 5.

Bepagl de fouriergetransformeerde F(y) van de volgende funkties:

0 Voor X
f(x) = {% voor x
e voor X
f(x) = (ax+1z:)e“|XI .

< 0

>0

voor |x| <1
voor le > 1

voor |x[ = 1

x°  voor lx[ <1
= 10 wvoor |x| >1

Li‘ voor ]x[ =1 ,

voor O =x < 1

b's
= 40 voor 1 < x
1
]

It
Y

vOoOoTr X

vraagstuk 16 voor x < 0 ?

Bereken met het gevonden resulteat:

f;[ sin JX 5
(1+5%)2

foswd
1+y




20-

21,

22,

23.

25,
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f(x) = lxle-lxl .

Bereken: f —C-M—
(1+y° )2

§ 6.

Op de rand ven de eenheidscirkel (in poolcodrdinaten: r=1,-n <9 < 1) is de
temperatwurverdeling T(1,9) = |¢| gegeven.
Bepaal de temperatuurverdeling T(r,cp) over de schijf.

Bereken T(%, n) in 2 decimalen nauwkeurig.
- " n 7
Bewijs dat l(r,i-z-) =5 .

Schets de hoogtekaart van T(r,¢) voor r < 1,

Bepaal de temperatuurverdeling T(x,y) binnen de rechthoek 0 < x <1, 0=y <2

als gegeven is:
T(O’Y)

2(1,5)

li
It

0 T(x,0) = 8in mx ;

x(1-x) .

It

0 ;5 7P(x,2)

]

Een dunne, homogene, gespannen snasr wet spamning s en dichtheid p trilt in

een xu-vlak om zijn evenwichistoestand u = 0, O < x < £ .

Gegeven zijn de beginvoorwaarden u(x,0) = O en (—g%) = ax(4-x) .
. b0

Bepaal de uitwijking u(x,t) ten tijde t en voor O < x < £ .
Als vraagstuk 23 met beginvoorwaarden:

o)
at t:o

Wat is de stand van de snaar op het tijdstip t = 5% als o =s/h ?

ax - voor O S x <34

1]

en u(x,0) = {

a(f=-x) voor $i<x<4.

Als vraagstuk 23 met beginvoorwsarden:

au 2ax voor O <x Sf-
(%EDt =0 en ux0) =
%a(ﬂ-x) voor;'fsxé.ﬂ .

Wat valt U op betreffende het voorkomen van grond- en bovenitonen in de vraag-
stukken 24 en 25 ?




26.

28.

29.

30,

31.

32,

- 33.
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De tijdafhankelijke warmtegeleidingsvergelijking voor een dunne homogene

2
0 3]
staaf langs de x-as heeft de gedaante é-% =k —E- (T = temperatuur, k = warm-
0x

tegeleidingscoéfficidnt, t = tijd).

Beschouw een dergelijke staaf (0 < x < £) en bepaal met de methode van sepa-
ratie van variabelen T(x,t) onder de voorwaarden T(x,0) = x{4~x) (0 < x < £),
T(0,t) = T(4,t) = 0 (t = 0),

Wat is de stationaire temperatuurverdeling cver de staaf? Wat is het resultaat

alg k = 0 7 Kunt U dat fysisch inzien?

Beschouw een eendimensionale diffusiekolom lengs de x-as. Bepaal de concen-
tratie C(x,t) als funktie van plaats en tijd als de beginconcentratie is
C(x,0) = |x|e” xl‘

Vul in de uitkomst t = O in en laat met behulp van de vraagstulken 19 en 20

zien dat we de beginconcentratie terugkrijgen.
§ 9,10,

Bewijs, dat de rij funkties gn(x) = uniform convergeert op elk

2 2
1 +n"x

interval a < x < b dat x = 0 niet bevat.

Is de rij uniform convergent voor O < x < 1 ?

Onderzoek de uniforme convergentie van de rij gn(x) = ——-}E-E .
1+x
2]
Bewijs: Z x(1-x)" is uniform convergent voor a < x < 3/2 (a > 0).
n=0

Is de reeks uniform convergent op het interval 0 s x < 1 ?

* (=1)"a™ -8
Bewd ja: lim X = @ .
o 2n_2
x—0 n=0 n!{1+a“x
(=]
Bewijs: z is uniform convergent voor x = 1+¢ (¢ >0) .
n=o0 1+x
o0
Gegeven: z a, is absoluut convergent.
n=g
o0 £20
Bewijs: Z & po is uniform convergent voor alle x.
n=Q 1+x




4.

35.

36.

37

38.

29.

.29 -

1
zZmn 2 s 4 2 .6
2 52 I 2 ko L3V ko (le3.0) K|
O .
voor k¥ < 1.
= a? n?
Gegeven: s{x) = I a sin(2” x) {(a=>1) .
n=1
Bewijs: a) s(x) is een continue funktie wvan x;
' b) s'(x) bestaat voor alle x, als a > 2;
© i n2 2
¢) st(x) = 2 (22" cos(2® x) (a>2).
n=1
iy 1
Gegeven: f(x) = Z .
3 4 2
n=1 n~ +n"x
* n*x
Bewijs: f'(x) = -2 X SRR
n=1 (n” +n x
Kan men £"(x) vinden door nogmaals termsgewijs te differenti&ren?
0%y 8%
Bewijs, dat in het antwoord van vraagstuk 23 — en — door termsgewijze
ox ot

differentiatie kurmnen worden gevonden.

Bewijs, dat u(x,t) uit vraagstuk 24 een continue funktie is van de twee vari-

abelen x en t.

o0
Gegeven: f(x) = £ n=* (x>1) .

n=1

Bewijs: a) f(x) is oneindig vaak differentieerbaar;

b) f(k)(x) = OEO(— log n)kn—x (k = 1,2,u.4)
n=1

Opmerking: Uit de uniforme convergentie van de afgeleidenrecks op het inter-

val x =p > 1 bij elke vastgehouden p volgt de differentieerbaarheid op

x >p > 1 voor elke vaste p, dus de differentieerbaarheid in elk punt x > 1,
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ANTWOORDEN DIFFERENTIAAIVERGE LIJKINGEN
§1t/m§ 9:

1, yxz = Cey .

2' y2-1=c(x2-1)0

C
log x

3. ¥y =% logx +

be y=-2+CxVe+1 +1 +x7) .

50 C(X2+y’2) = X .,

6. J_QY"'COS;{':C,

Te 2x+yxa=0y;y=o_

C 1 % +1 =1
8. v= + log .
Fe i <]
9. ¥y = CeY/]'I .

10. sin(x+y) = Ce¥ ,

H
<

M. Xy -xy +y°
120 “x +y +§=C'

13, ex=Cy2-2:qr2; y=0.
14. y“(Ce'ax-1ox3+15x2-15x+lé5-) ~1; y=o0.

2
154 (2x—2y+1)ez(x-y) textey _ ¢

16, e = (y+C)logy; y=1.

I
o

17. xy(x®+y%) +1=Cxy; y=0.
18, 4x = (C-x*)y .

19, y® =0x-x loglx| .

20. (xy+sin y)e* =¢.

21, (yi-1)x%F=c.
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22, (y-x-2) =cCc(5y+x+2); Sy+x+2=0.

23, giny=0C X +x-1,

2
24, x2(1+y2)=0ex2+y )

25. (y+x)%(y-x)=C.
26- Cx(1-3(2)=y-x-
27. ¥V (ux-8y+11) = ¢ .
28. x3 +5x2y2 +;)r4r =,
29, y - x =0Ce¥ .
300 xX* -y =C 5 y=0.
2 2
37« y=0Cx+C -0 ; 4y=(x+1) .

32. x2y=C+sinx-xcosx.

33, y=sinx +C cos x .
34. .Y(Bx-ya) =C .
35. (Cex+x+1)\f§=1 s y=0.

360 yew =G,

1, {x = e2%(4 sin 3t + B cos 3t)

|7 = £e2¥ [(3B-A4)sin 3t~ (34 +B)cos 3t] .

-t

2, {x =4+ (B+4t)et -e

7y = 2A+ %(B-1+4t)et'- %e_t .

3, x = Ae~t +e%t{]3 sin %t\rﬁ + C cos ‘12"“}—3} + et
y = e + 3628 {(C15-B)sin 5413 - (B3 +C)oos 5113} + oF

z = he”V +%‘e%t{-(3+c‘f5)ﬂin %"b\G*(B\[}-C)cos %—tﬁ .
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3
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a £ 0.

1 —2tf5 2 ~%t
X==-e + =
3 3
2 -2t/s 2 -%t
-=e + = .
J 3 39
2 2
x = he® b 4 g Xt a+12 sin at
a{1+a”)
2 2
y--Aeat+Be"at &= ~— c0s at
(1 +a”)
X =1t+4A
GC=O.
y =8B

{x=Acost+Bsint+%:t gin t + 3t cos t + 6t

y=%(A+B)cos t +5(B~A)sin t +%t cos t + 3%t + 3 + 2cos t - & sin ¢ .

§ 122
v = e*(cos x+sin x) - "% sinh 2x .
1 x 1 - 1 & .
y=ge (x2—3x+%) -7 e * . geax(cos Lx{3%~ {3 sin £xy3) .
t
x =8 + 30 +e
y=~4t -21 e,

2x = (3t-1)e? + (t+3)e”"
4y = (4=3t)e¥ - (4+t)e”t ,

Yy =3cos x+ 6 sin x

3 = = 08 X ~ 2 8in x .

§ 13 en § 14:

& ]
X x X
y =8, [1 T 2.3 7 2.3.5.6 T 2.3.5.6.8.9 ]

4 T 10
a1[x+x + X X

3.4 " 3.4.6.7 © 3.4.6.7.9.10 T *°*

+

]




3

4.

S

8.

10.

fl

If

1

+

]

H]

X X

a X=-

1 1¥7 3.4.5 T 3.4.5.7.8.9

- 33 =

o]

[ 2 x° 5 1°
8'2 .x - 4'5'6 * 4.506-8.9.10 - ‘..1 *
2, 4,1 6,3 8.3 10, 3
a0[1 -3 +x +ex 4 R R
a1[x—x3] .
a0<1+6 z (211+12(2n-2)! x2n> va (x-% %),
n=1 (2n-3)2""(n-1)!n! "3

6

9

3
a [1+ 2=+ =
0

X
2.3 2.505.6 + 2.3.5_06.8-9 + ...} *

4 7

10

X

X X
8 [’” 3.0 T 3.4.6.7 T 3.4.6.7.9.70 ] *

1.2 1 1
TX +2.4.5}?+2

K(‘l+x) + p,ex .

«4.5.7.8

x&

1

* 2.4.5.7.8.10.11

A{H 5 (=2)™(-3)(-1).1.3,..(2n- 5) xzn] .

n=1

o0

30Tess(4n=1)

u,&[,, s 3 ED0(5)(=1).3.7... (4n - 9) xm} ]

n=1

Ax + px loglx| .

J\x2+ux3.

J'(}\.'Eli:n:r:+[.Lc:<:oss3!: .
b

n
4 nl

X

11

+.-o .




be

ANTWOORDEN LINEATRE AIGEBRA

§ 1:

T.An .o ¢
%
B8e c) A=l 0
1
2
1/3
9o b) A =|=2/3
~2/3
01 0
o o 2
10.D=| 0 o o
0 0 0

4
D = nilmatrix

OWO o

o N

M=

-2/3
1/3
-2/3

d) X =

-2/3
~2/3
/3

Cooo

.
’

eReNoNe]

%x-f-%z

+x

d)

oOooM

QOO

QOO C

QOO0

oO0OQC

QOO
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11 11 1T -1 1 2
_|o 1 23 0 1 -2 3

11 b) T 0013,d) 0o 0 1 -3 .
00 0 1 \o o o 1

13. &) altijd; b) ad £ YB3 c¢) ad £ y8 en cf0; d) a=bd=1en B =y = 0;

f) a, 68110.

§ 2.
1.8 =(5)5 (x/5)

111 0
5‘ S = 1 0 1 H -1 .
0 1 1 2
x g h1
€, hz
Z &g h
Jo X! = 33 ; analoog voor y' en z',
£, 8 B
f
2 g2 h2
f3 g3 h3
0 2 6
5a -1 5 11 .
1 =1 O
bo A? =3 9 20 32 ; A= 6 |3 AX'-= 6 .
3 7 10 8 2
1 0 0
8e ¢ 1 0 .
0 0 =1

10, B = T8~ as7™ .
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1 1
4o0pg- 8,§13 A=A =13 (I(O)'FB(z)
L 1 1

Opge 9, § 13 A

-

I}

b=

)

il

—

=3
/‘—"'-\
O—'.\.._L
\.._.._/

+

™
/'—_-—h\
- =
\____/

—
n
N

5e a') S

]
CINY
I’{) —
- b

b) S = (=2 1 3 ;

69 B.) A-1

B

»

)+

|1}

N

2
/‘"“—'-\
oL
~_
+
0o
S
= o=
\.___/




10,

11

12,

Te

8e

Oe

10,

1o

Ze

Be

-3 -

2 -1 1
) 3% -1 2 1 .
11 2

1 en 2 .

ien"iu

T g wecy

§ 4o

a.) voldoet; b) voldoet; c) voldoet niet

b) bijve 1 ~ 2L o) bijve 6t -6t +1 3 d)t-1/6 .

2
et en 2t 2 g =1 %
> & -1

3
13 $-1; £ =4t +2; t =9t2 18t =6 .

§5

C)n-k .

v) (3, 9/5, 3/5, 6/5, 3/5) .

1 -2+‘Jg 1+2\f€
T l-2-76 4 -2+16
1-2V6 -2-Y6 1

(o]

=1

O -
O
—

L]
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4

De

8o

§ 1.

1
a) A =10

0
e) 2x!'° + 4 +4x1'x2'; a) x1'
cirkeleylinder .

eénbladige hyperbololde; kegel .

b) €2 +9% =1 .

2 2
32,1 + 822 -24=0 ,
b) geen middelpunt

3. .2
V13 13

0
1 0 H b) %xz+x2+%x2+xx
2

- 38 -

1 3

2+X'2 .
2

ellips .

I
<
3
1
[I3]
+

perabool .
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¢) M(3,0) + A(=2,1) rechte van middelpunten .

X =

2 i
-z, +—=1z2, +3
1 61 \{'52

1 2
X S w——z +==3
1 2
2
522 -1 =0, evenwijdig lijnenpaar .
a) u(1,0)
x1 = z1 + 1
X, T 2,
2 2 . . . .
321 + 2z2 +6 =0, imeginaire ellips .
e) M(1,1)

X =%z1\5-%32 2 +1

=
i

1 1
5z 2 +=5 27 2 +1
2 2% 2 %

2 zf + %— z, = 0 imaginair snijdend lijnenpaar .

£) M(~1,0) + A(1,-1) rechte van middelpunten.
X, =%z V2 +‘%zaﬁ—1

-12*21{5-%--%—22\[;

[

it

X3

2z, = 0 , refel samenvallend lijnenpesr .

L)

g) M(1,1)
=yt
x2 = yz + 1

y.f + y: +6=0 , imeginaire cirkel .
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2., a) M(0,1, -%)
2 1
X = -—z t=— 2z
1 Vg 2 w; 3
X =3
2 1
x, = Lz2+-—2-z3
5
2 2
z, + 822 - 223 -1=0 ,
b)  1(0,0,1)
x, = % Vez, - %es,
x, = %ﬁzz+%ﬁz3
x, =z,
22 + 222 222 0
3 2 3
e) M(0,0,1) + A(2,1,1)
2 1
X, ==——g + =
1 \J‘é 1 ﬁ 2
1 1 1
{x, =—z, ~—=12_ +—
2 \(E 1 ﬁ 2 E
( 1 1 1
X, = Z, = %, =
3 Jg 1 {g 2 {5
a) M Dy =2p, +p, =1=0 ,

- 1 A

X, === 2, +=—=— g  +
1 VE 1 fz 2 Vg
2 A

X, = ==z +
2 {g 1 {3
1 a1 L

X = Z,o- z_ +
3 VE 1 {E 2 J%

6Z =0 ’

+ 4

&énbladige hyperboloide .

+ 1

kegel .

rechte van middelpunten

elliptische cylinder o

vlak van middelpunten

gamenvallend vlakkenpaar .




e)

£)

g)

geen middelpunt

-41 -

L L
R
z=l0o - L Y 3
2 V2 B
1 0 0
zf + 22 - 622 VE =0 ,
11(0,1,0)
%y = %Z1+'§"Za"1§za
x2=-%z1+%za+-§-zs+1
x3= %z1-1§-z2+-25-23
122 +52§+33§-12=0 ,
geen middelpunt
iy2 o -%y2
x={ 0 1 0 Y
V2 o 12
221-%\523&-0 ’

M(0,0,0)
x1=%z1\(;-12'22\5+j6-z
x2=%z1\6 -=3
xan%ziﬁ+%zzﬁ+%
’Tzf-bzg-!-zi:o ’

b
H
I
]
NI
SISy

elliptische pareboloide

ellipsoide .

1

1
8
Y =32+ 0
1
T 16 V2

parebolische cylinder

imaginaire kegel ,
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1) MA(1,=1,-1) , rechte van middelpunten .
= 1. 3 1
X, = 3 z, V3 + 3 z, ‘!—é
L, Vs +1 1,
X2 = - 3 Z1 3 ) Z ﬁ -+ 6 V—
x3="3{Z1V3-'1§z \E*—%z\r—
2 2 . .
-z, * 323 =0 gnijdend vlaklenpaar .

3) M p(a2,1,0) + 1{0,=1,2)

x1=j6'z1\[—E+?12'Z2\!—2"'13'{Z:;\‘rg
xzzgzl\f_é +'13'23\G
%216_21%-%221‘[—2'%%@
62? -1 =0 4 evenwijdig viakkenpaar .
k) M(0,0,0)
x1=%z1\@+%z2ﬁ-%23ﬁ
x22%21 E # 5o, 06
z{3'%211'%."112"2215'16'23\[g
zf-%zj-lz-z§=0 sy kegel .
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ANTWOORDEN FOURTERRELKSEL

0 . ]
b (—‘| )1'1 1 n sin nx

n=1 4n2 -1

3

&0 n, 2 2
%-+-§- Z 2+ (1) (o' -2) cos nx .

4
1 n

n

cosh 2m - 1 «

{cosh 2n- 1)cos nx ~ n sinh 27 sin nx

1
+ -
T

n

2n E

2
1 n +1

oo

n+1
1 =% cos x +2 52 (=1 eos mx |

n=2 n2 -1

sinh 2n

1 L . sann «m
Z* 5 Gosh 2n- 1




13,

17.

21.

224

23,

25.

n=1 (2n-1)2
—x2 voor -1 « x < O
0 voor x < =1
-3 vcor x = =1 .
1
) = Ty
2b 81‘[1 T - x T -|x
F(y) = 5 - gaz P — e l i H — I 1
1+4n°y" (1 +40°5°)
2 2
s = Any n -
F(y) = 2 ;‘ — ; Z(1+|x|)e | x| .
(1+4n°y")
© _2nH
T(I‘,cp) = g‘- ﬁ' Z 5 cos{2n +1)p
’ n=0 (2n+1)

T(fz‘ yﬂ) = 2,2% want

2 1 4 1 1 \
0= tE,n)-5- =~ 3~ = ( + +...)<
2 n 187 111 25.52 27.,_{,2
4 1 (1 A ) 4 1 1 1 g
< =t + .. = _ = < o
n 52 o5 o 25m 5 3/4 ~ 150n T 200
Pix,y) = 8. ;o sin((2k + 1)mx)sinh ((2k + 1)my) . sinh(n(zv.. v))sin mx .
n® k=o (2k +1)? sinh(2(2k +1)n) sinh 2m
3 (en+ 1)t
u(x,t) = Bi’i— z ! — sin (2n -;1)nx gin 2n+:; 239 .
an. n=0 (2n+1)
u(x,t) = 48'? b} — sin = sin Ex cos T‘Ig ; u{x, -2-&-) = 0 .
T K=1k
o0
u(x,t) = 168“2'8 z '-12- sin EF 5in k;}:x cos kr;pzt .
3n° k=1 k 4

In vraagstuk 24 komen de (2k - 1)e boventonen niet voor, in vraagstuk 25 ont~
breken de (4k - 1) boventonen (k = 1,2,3,... ).




26.

27,

28,
29,
30.

31.
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o _ {en+1 221':21{1: ‘
2(x,4) = &i = 1 o Y ain 122;%ll££ .
n° n=o0 (2n+1)

{T(x,t) + 0 (t » ) voor iedere x (0O<x<£).
Koeling van de staaf tot temperatuur T = O.
sT(x,t) = 7(x,0) .

Geen warmtegeleiding.

O
2 2
1=« -
C(x,t) =% f ( ):Oz o Koty
g (o)
Neen.
Uniform vonvergent op elk interval a < x < b dat de punten x

Neen.

Ja.

+ 1 niet bevat.



TENTAMENOPGAVEN EN EERXANSINGEN MET ANTWOCRDEN
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TENTAMENOPGAVEN

N.B. Van enkele tentamens zijn €én of meer opgaven weggelaten, welke bvetrek-

king hebben op onderwerpen, die niet meer tot de tentamenstof behoren.

24 Jjaruaari 1959

Bepaal met behulp van machtreekssubstitutie de algemene oplossing van de

differentiaalvergeli jking

2
(1-x®) &L _p & _ oy =0,
dx? dx

Los de volgende differentiaalwvergelijking op:

xcosy%+siny(1-xzsinytanx)=0 .

Aanwi jzing: het zoeken naar een integrerende factor is niet voordelig.

Bereken van de functie f(x), die gedefinieerd is door

f(x) =cos x voor -2n<x <3¥m
H

f(x) =0 voor X <-%7 en voor x > &1,

de Fourier-coéfficifnten A(u) en B(u), behorende bij de voorstelling

f(x) = df{ﬁ(u)cos ux + B(u)sin uxjdu .

a) Geef de definitie van uniforme convergentie van een rij functies.

b) Bewijs, dat de rij functies g (x) = x cos voor 0 € x < 1 uniform

p.o
x+n
convergeert.

16 juni 1959

Los op (y+2%)dy + x(1-y)ix = 0,

Aanwijzing: zoek een integrerende factor van de gedsante f(x2 +y2).
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2. Gegeven

2 2 2
d::+d32;+d2_2%¥__2%%=_2x_2y_2;
at®  at?  at

2 2
9——25 _d—: +2%—:—=—2x + 3z 3
dt it

2
dy dz _,4rv dz _ ~ -
> >~ 2at %@ y otz
at®  at
x(0) = 2(0) = 0 3

]

dx d dz
y(0) (-—) = (-1) = (—f) =1.
dt/q dt/g dt/,
Gevraagd de functies x, y en z te berekenen met behulp van Laplace-transfor-

matie.

Leo)

s 2 (L
3. Bewijs f cos ux sin” (Fu) an =

S w 0 voor |x| = 1.

:1-3(1-[x|) voor |x| < 1

4., a) Bewijs de stelling:
[» =]

als de reeks I f (x) uniform convergeert met som f(x) en als alle func-
1

ties fn(x) en f{x) eigenlijk integreerbaar zijn voor a < x < b dan geldt:
b b
. o0
f@fn(x)> ix = % ffn(x)d.x .
a Ly

py 1
b) Bereken f { = -———-‘dx .
2 2
5 n= (n° -x)

Motiveer de bewerkingen, die U uitvoert.

12 janmuari 1960

1. De functie f(x) met periode n is gegeven door

f(x) = sin x  voor O<x<%;
f(x) =0 voor 1‘2-<x<1: .

a) Bepaal de Fourier-reeks van f(x).




2,

3

3.
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Bepaal de algemene oplossing van de D.V.

(E+y* ) = .

Bepaal met laplace-transformatie de oplossing van de D.V.
yM 4yt +yt ty = T4x,

die voldoet aan
y(0) = y'(0) = y"(0) = 0.

2
. X -nx ,
Onderzoek of de rij functies ¢ voor x > O uniform convergeert.

2
o« -nx
Bewijs dat de reeks X g termsgewijs mag worden gedifferentieerd
n=1 n

voor alle x = 0.

Vervalt.

13 juni 1960

Van de functie f(x) is gegeven

a)

f(x) = 1=2x voor O<x<%,
f(x) =0 voor s <x<1,

f(x) is periodiek met periode 1

Bepaal de Fourier-reeks van f(x).

b) Wat vindt U door substitutie van x=0 in deze reeks?

Vervalt.

Los de volgende differentiaalvergelijking op

x4 (y?}

2y!

3.2
-1 X

[= ]
Bewijs dat lim 5 &—m— =1,

x—+0 n=t 2n




24
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16 januari 1961

Los de volgende differentiaalvergelijking op voor x>0

d
¥ + 3y + 4 + 4xy gﬁ =0,

Van de functie f(x) is gegeven

£(x) =x* voor 0<x<n ,
£(x) = ~£(-x),
£(x) is periodiek met periode 2x .

a) Bepaal de Fourier-reeks van f(x).

b) Bereken 2 "L——l——- door middel van substitutie van x = 2 n in de
k=0 (2k+1)>

Fourier-reeks van f(x).
1

Bereken ‘[ z __Ejg___ dx .
g n= (x* +n)?

Bepaal formules voor een codrdinstentransformetie (rotatie en translatie in

&én stel formules), waardoor de vergeli jking van het kwadratische oppervlak
2 2 2
X - 3% +x° -6xx -2xx -6xx -4x +4x =0
1 2 3 172 173 273 1 3

s tandaardgedaante krijgt.
Geef de vergelijking wvan het oppervlak in de nieuwe coBrdinaten en bepaal de

aard van het oppervlak.

13 juni 1961

Los de volgende differentiasalvergelijking op

d
yo +3x+ oy + 5y +axyrx) T 0.
Aanwijzing: zoek een integrerende factor, die een functie van x + y2 is.

a) Bewijs dat

E ( ) cos nx = n cosh x _

1
3
n=1 1-+n 2 sinh ©

geldt voor -n<x < n.
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® 9
b) Bereken & =
"n=1 1+n

3+ Bij het kwadratische oppervlak, gegeven door
2 2 2 _
X, t X +2x3 +2x1x3 + 2, %, +6x1 +6x2 + 12x3 +10=0,

wordt gevraagd een codrdinatentransformatie (rotatie en translatie), zodat
de vergelijking van het oppervlak in standaardgedaante overgaat.

Bepaal de vergelijking in de nieuwe colrdinaten en het type van het oppervlak.
1 2
4. Ben rij functies gn(x) is gegeven door gn(x) == log{1+n° (1-x)}.
n

a) Bewijs dat deze rij functies voor ¢ < x < 1 uniform convergeert,

dg,, (x)
b) Als a een getal is met O < a < 1, dan is de rij functies idx_ uniform

convergent voor O < x < a, Toon dit aan.
Geldt de uniforme convergentie van deze rij ook voor 0 < x < 17

Geef een beredenering van Uw antwoord.

15 januari 1962

1, a) De differentiaalvergelijking

2
4x-d—"2£+2%+y=0
dx

heeft een oplossing van de gedaante ¥y

]
»
<]

TN

—

+
fad
[T

n
u X ) met a > O,
1
Bepaal «a, u, en u,.

b) Los de volgende differentiaalvergelijking op

(r+a®+1) g = 2x(y-a®-1) .

2+ Een lineaire afbeelding Y van R3 in R3 is vastgelegd door

‘/‘2(11030) = (5!‘2,"'1) ’
A(O’1:O) = (4"5!'1) ’
A(O,O)1) = (-2,2,0) ]
t.0.v. 9,1 = (1,0’0)1 g, = (011’0) én e , = (0,0,1).
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Jaat zien, dat er een basis bestaat, zo dat de matrix van A ten opzichte
van die basis diagonaalvorm heeft.

Bepaal een basis als in punt a) bedoeld, en geef de matrix behorende bij
de overgang van de oorspronkelijke basis naar die basis.

Vervalt.

De functie f(x) is gedefinieerd door

, als |x| <1,.

f(x) = |x|
f(x) =% , als |x| =1,
f(x}) =0 , als |x|>1.

Bepaal de integraal van Fourier behorende bij f(x) en laat zien, dat deze

gelijk is aan f(x).

a) Onderzoek de uniforme convergentie van de reeks
oo
5 &rctan nx
n=1 nin+x2
b) Bewijs het volgende:
als een rij g1(x),g2(x),... van functies convergeert voor -1 <x <1, en
wel uniform voor -1 = x < 0 en ook uniform voor 0 € x < 1, dan conver-
geert die rij uniform voor -1 = x = 1.
14 juni 1962

Een oppervlak van de tweede graad in R3 is bepaald door de vergelijking

3
+ X5 - 2x1 + 12x2 - 2x3 -3=0,

2
-AX X +2% x - Ax x
x1 4 172 173 4 273

a) Onderzoek, of het oppervlak een middelpunt bezit.

b) Bepaal de formules van een dusdanige codrdinatentransformatie, dat het

c)

oppervlak in de nieuwe cobrdinaten een vergelijking in standaardvorm
heeft.
Bepaal de vergelijking van het opperviak in de in b) ingevoerde nieuwe

cobrdinaten en tevens het type van het oppervlak,

2. Van de functie f(x) is gegeven

f(x) is periodiek met periode 2=,
f(x) = x voor O <x =< =,

f(x) =0 voor m<x <2mn.
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a) Bereken de Fourier-reeks van f(x).
b) Voor welke waarden van x (0 < x < 2n) is de som van de Fourier-reeks ge-
1ijk san f(x) en waarom?

Bepaal met reekssubstitutie voor x > O de algemene oplossing van de diffe-
rentiaalvergelijking

2
4x2 ¥y +ym=0.,
dxa .
Vervalt,

15 Jjanuari 1963

a) Bepaal de algemene oplossing van
22
dy | _ ltexy
dx xay

b) Bepaal de algemene oplossing van
2
4y 2 dy -
(1-x?) 54 - 3x" gL+ 3y = 0
dx
en ook de oplossing, die voldoet samn y(0) = 0, y'(0) = 1,

&) Bepaal de Fouriergetransformeerde van de funotie f£(x), die gegeven is door

f(x) = cos x voor |x| < 2=,
f(x) =5 voor |x| = 2=,
£f(x) =0 voor |x| = 2m.

b) Bepaal met behulp van Laplacetransformatie de oplossingen y(x), z(x) van

dz .
yudx=251nx

gx-+z«-29x+2005x
dx
die voldoen aan y(0) = 1, z(0) = 2,

In R3 zij p = (1,1,1). De linesire afbeelding A van R, in R, is gegeven doar
Az = (, 0 - z -

a) Bewijs dat J symmetrisch is
b) Bepaal alle eigenvectoren van /& met bijbehorende eigenwaarden.
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3. ¢) Wat is het type van het kwadratische oppervlak in Ra’ dat bepaald wordt
door de wvergelijking

+ +2xx +4x +4x +4%. =0 ?
2}!1}(2 2x:13‘:3 2 3 41 42 43

oo n
4. a) Bepaal de re$le waarden van x, waarvoor de reeks L —;—5———— conver-
n=2 n“(n-x)
geert. Toon asn, dat de reeks voor die waarden ven X termasgewijs mag wor-

den gedifferentieerd.

o0
b) Toon aan dat de reeks I lggigétzl voor x = 0 convergent maar niet
n=1 n

uniform convergent is.

6 juni 1963
1., Gegeven is de differentisalvergelijking

x-y+(x+y)%§-=0.

a) Bepaal de algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking.
b) Bepaal een integrerende factor van deze differentiaalvergelijking, die

.. 2 2
een functie is van x +¥y .

4. Van de functie £(x) is gegeven: f{x) = x(2n-x) voor 0 < x < 2=,

f(x) is periodiek met periode 2nu.

a) Bewijs dat £(wx) = £(x) voor 0 < x < 2n,

b) Bepaal de Fourier-reeks van f£(x).

¢) Toon san, dat de Fourier-reeks van f(x) som O heeft voor x = 2kn, k ge-
heel {n.b.: f£{2kn) is niet gegeven).

d) Bepaal de som van de reeks, die als termen de kwadraten der Fourierco&f-
fici&nten van f(x) heeft,

3, Het kwadratische oppervlek K is gegeven door de vergelijking
5xf-8X1X2+5X§-4X1X3—4X2x3+8x§-1=0.

a) Bepaal de richtingen, waaraan ten opzichte ven K hetzelfde vlak is toege-
voegd als aan de richiing, die bepaald is door de vector (1,0,0).

b) Bepaal een dusdanige cobrdinatentransformatie, dat de vergelijking ven K
in de nieuwe ¢obrdinaten standasardgedaante heeft; geef de vergelijking van

K in deze nieuwe codrdinaten en noem het type van K.
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%0 x2ne—nx2
Gegeven is de reeks I =0
' n=1
a) Bepaal, voor welke reéle waarden van x de reeks convergeert.
b) Onderzoek, of de reeks in de onder a) gevonden waardeverzameling uniform

convergeert.

14 januari 1964

Bepaal een zodanige codrdinatentransformatie dat de vergelijking van het
kwadratische oppervliask

SXf + 4x§ + 6x1x3 + sz - 8x2,+ 3=0

in standaardvorm overgaat. Toon aan dat dan ook de vergelijking van het op-
pervlak

2 2 2

::c1 +8:t:2 +6x1x3+x3- 16x2+9 0
in standaardvorm overgaat.
Van welk type zijn deze oppervlakken?
Toon aan dat de oppervlakken iwee punten gemeen hebben en bepaal daarvan de
corspronkelijke cofrdinaten.

los op ' (1+log x-logy) =¥

Bepaal de Fourier-reeks van de functie f met periode 2n waarvoor
f{(x) =x+cosx voor -n<x<rn,

Bepaal het verschil van f(x) en de som van de Fourier-reeks voor x = % en

Yoo X = T

(Als U hierbij stellingen gebruikt nocem die dan!)

We defini&ren fn(x) = voor x #0; n = 1,2,... ,

1 +n{x
Bepaal de limietfunctie van de functierij fn. Ga na of de convergentie van

deze rij uniform is op x = 0.
De functie y voldoet aan de differentisalvergelijking

y'(x) + 1= (x2+y2)*

en y(0) =0.
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Geef een benadering voor het maximum m van de functie jy.
N.B.: Als U een interval (a,b) met lengte < 0,71 aangeeft waarbinnen m ligt

is dat wvoldoende.
juni 1

Bepaal y uit

2y' + y 8in x = 2a0 X ’
y

y(0) =2.

(==
Gegeven: z & cos{n-1)x =1 wvoor alle 0 <x <§ .

n=1
a) Wat is de som van de reeks voor ‘g <X <<mn?
b) Bepaal getallen &, die aan het gegeven voldoen.
¢) Bepaal dan de som van de reeks voor x = O en x = - 1.

d) Is de reeks uniform convergent voor -n<x <mn ?

Bepaal het type van elk van de kwadratische oppervlakken waarvan hieronder

de vergelijking staat.

a) 10x2 - 12xy + 1Oy2 =z -1,
2 2
b) 10x° - 12xy + 10y° = z ,
c) 10x2 - 12xy + 10y2 = 22 .
Bepaal 1lim %A%Fﬁf-. Deze limiet noemen we f(x).
I -0
Ga na of de convergentie van %3%%iﬁs naar f(x) uniform is op
a) O-Exé%,
) 0O<x,
c) x= %-.
Begchouw de oplossing van de differentiaalvergelijking

=1+t

waarvoor y(0) = O. Deze functie neemt in x = % een waarde aan die tussen %

en 1 ligt.

Bepaal y(%) in 2 decimalen nauwkeurig.
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12 jamuari 1965

1. Vervalt.

2. De functie f is gedefinieerd voor alle re€le x; ze is even en periodiek met
periode 2n; voor O < x < n voldoet ze aan f£(x) = x(x-=n).

Zij de Fourier-reeks van f:

8, o0 .
- * & {a.k cos kx +b, sin kx} .

k=1
a) Toon aan dat voor alle k geldt b, = 0 en dat voor oneven k geldt a, = 03
bepaal &, Vvoor even k.
b) Toon aan dat de reeks voor alle x convergeert met f(x) als som.

¢) Ga na of de convergentie van de reeks uniform is voor 0 < x < m.
3. Het oppervlak S in R3 is gegeven door de vergelijking

1195% + 240xy - 119y° - 169z° + 240x - 238y + 338z = 288 .

a) Heeft S middelpunten; zo ja, welke?

b) Bewijs dat 169 en -169 eigenwaarden zijn van de bij het kwadratische ge-
deelte behorende matrix.

c) Bepaal de formules van een z8danige codrdinatentransformatie (translatie
en rotatie) dat de vergelijking van S in nieuwe codrdinaten standaardge-
daante heeft.

d) Noem het type van S.

oo

4. De reeks El]fn(x)] convergeert voor O < x < 1 uniform naar een functie s{x).
1

&) Bewijs dat de rij £ (x),f2 (x),fs(x),... uniform convergeert voor 0 < x < 1,
b) Bepasal, als fn(x) integreerbaar is,
1
lim fn(x)dx .

1T =0

5. ¥ stelt een functie van x voor, x = O.
y voldoet aen

1
y! =§-X:V2
1 .
.Y(O)=75
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Bepasl een getal « z6 dat |y(1) - af s-zj-(-)— .

23 januari 1965

Bepaal de oplossingen van de volgende differentiaalvergelijking:
(x® +y% +x)dx + xydy = O .
De functie f is gedefinieerd door

£f(x) = 2nx - xX° voor m < x < 2n,
f is periodiek met periode 2n,

f is oneven.

a) Bepaal de Fourier-reeks van f.
b) Bepaal de som van deze reeks voor x=1 en motiveer Uw antwoord.

¢) Is de Fourier-reeks uniform convergent op het interval C <x <n ?
In R2 is een kegelsnede gegeven door de vergelijking

9x? - 243y + 16y2 - 10x - 70y - 225 =0 ,

Bepaal een codrdinatentransformatie waardoor de vergelijking van de kegel-
snede in standaardgedaante overgasat.

Bepaal het type van de kegelsnede.

De rij functies fn(x), n=123... 13 op het interval 0 < x < 1 gedefini-

eerd en uniform convergent met limiet f(x).

Zij gn(x) = fn(x) - fn+1(x), n= 1,23, &
Bewijs dat de rij gn(x) op het interval 0 < x < 1 uniform convergeert.

¥ stelt een functie van x voor, x = O,

¥ voldoet aan
y' =2 -y
y(0) =1,

Bepaal y(%) met een fout die kleiner is dan 0,05,
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8 Jjuni 1965

De functie f is gedefinieerd door

f(x) = x
f(x) = x=-n,

f is even,

A vRA
-

hoA

nA

X
X

R o

f is periodiek met periode 2mn.

a) Bepaal de Fourier-reeks van f.
b) Bepaal de som van de Fourier-reeks.

¢) Ga na of de Fourier-reeks op het interval -n < x < 1 uniform convergeert.

Gegeven is de rij functies fn(x) = cos f-.

a) Bepaal 1lim fn(x).

7 =00

b) Toon aan dat de rij op de reéle getallenrechte niet uniform convergent is.

c) Ga na of de rij uniform convergent is op het interval - < x < 2m.
Het oppervlak S in R3 is gegeven door de vergelijking

3x2 + AXy - z2 + Ay + 22 = G ,

&) Bepaal de formules van een zodanige cobrdinatentransformatie dat de verge-
lijking van S in de nieuwe codrdinaten standaardgedaante heeft.

b) Noem het type van S.

¢) Geef in (x,y,z)-colrdinaten de meetkundige plaats der punten van S waar-

van de afstand tot het middelpunt van S minimaal is.

a) Bepaal met behulp van machtreeksen de algemene oplossing van de differen-
tisalvergelijking

y' o+ xL-+;rO —-j—a =0,
X 4x2

b) Toon aan dat voor iedere oplossing y van deze differentiaalvergeli jking
geldt: y(x). {x is een goniometrische functie.




24

3

Se

- 59 -

4 januari 1966

In 33 is gegeven het oppervlak met vergelijking

¥ - dxy +2yF - Axz + 52 +4x - 4y - 18z = O .
Bepaal van dit opperviak
a) het middelpunt,
b) de standaardgedante,

c) de aard.

los op met behulp van de laplace-transformatie
¥ - 3y' + 2y = e*(cos x - sin x) ,
y(0) = y'(0) = 0.

Zij f een functie met de volgende eigenschappen:

f is periodiek met periode 2=n,
£f(x) = 1 + cos x voor O=sx=m,

f(x) =1-cos x voor —n<x <O,

a) Bepaal de Fourier-reeks ven f.

b) Ga na voor welke waarde van x deze reecks naar f(x) convergeert.
oo 2

¢) Bereken I —r .

k=1 (4k% - 1)

Beschouw voor alle re€le x de reeks
o0
x2
n .
n=0 (1+x?)

a) Bewijs dat de reeks voor iedere ® > O uniform convergent is op & = |x

b) Bewijs, met behulp van de definitie, dat de reeks niet uniform conver-
geert op de hele reéle as,

¢) Is ook op een andere manier te zien dat de reeks niet uniform convergeert
op de hele reéle as?

y stelt een functie van x voor.

¥ voldoet aan

{y' = ginfxy) ,
y(0) = 1.

Bereken, in één decimeal nauwkeurig, y(%).
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6 _Jjuni 1966
1. De functie f is voor alle reéle x gedefinieerd en heeft de volgende eigen-
schappen
1! Tt
f(x)=§ als 0 <x <3,
f(x} = n-x als %st T

f(x) is oneven,
f(x) is periodiek met periode 2n,
£(0) = 0.

a) Bepaal de Fourier-reeks van f,
b) Geef een formilering van de hoofdstelling en leidt dsaruit af voor welke

x de Fourier-reeks naar f(x) convergeert.
2. Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking
%2y +xy' ~y=0.
5. Bepaal van het kwadratische opperviak
BX? + 5x§ + 5::"':)3 - 4x1x

2 + 43:1x3 + 8x2x3 - 13::1 - 8x, - 103:3 +9 =0

&) de eventueel aanwezige middelpunt(en),
b) de standaardvorm en het type,
¢} de bijbehorende codrdinatentransf ormatie,

d) de vergelijking ax, +f%, +yx =o van een raakvlak door de top.

4. Beantwoord de volgende beweringen alleen met Ja, nee, of blanco.

Een onjuist antwoord wordt negatief gerekend.
4.17. De rij fn(x) = xn convergeert voor 0 = x = 1,

442. De rij fn(x) = ¥ convergeert uniform op 0< x< 1.

. ny .
zij g (x) = oA g(x) = Iiliri g,(x) .

4.3. g(x) is continu.

4.4. De rij gn(x) is uniform convergent op x = 1.

4.5. De rij g (x)} is uniform convergent op 0 < x < 1,
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2
4.6, fgn(x)dx = f lim gn(x)dx .
n-aol ¥ N =
.2
zij £(x) = § EEelnmx
n=1 n

4.7. De reeks is convergent voor alle reéle x.
4.8, De reeks is uwniform convergent 6p O«<x <m,
4.9. De reeks is uniform convergent op de reéle as.

4.10, £(x) is overal continu.

10 januari 1967

Los op het stelsel differentiasalvergelijkingen

dx
It X-YyY + 2z

&y _ -
at " *ty-=z

met beginvoorwaarden x(0) = y(0) = 0; z(0) = -6.

Gegeven f{x)
£(x)

f is periodiek met periode 2.

1=x voor O0=sx=s1,

il

-1-x voor -1 <x< 0,

a) Bepaal de Fourier-reeks van de functie f,
b) Voor welke waarden van x convergeert de Fourijer-reeks naar f(x) en voor
welke niet? Licht Uw antwoord toe.

¢) Convergeert de Fourier-reeks uniform op -1 < x <1 ?

2.2
Gegeven de rij functies gn(x) = naxae-]:1 x (n = 1,2,...).

a) Onderzoek deze rij op uniforme convergentie voor 0 < x < 1.

1
n®x? 3 3_~nx"
b) Bereken f(nlmnxe )dx en lim (fnxe d.x)
I ~oo
0

c) Wat concludeert U uit het gevondene in a) en b) ?
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V is een vectorruimte van dimensie 4. De vectoren g,18,,&, 60 g, vormen
in V een orthonormale basis. A is een lineaire afbeelding van V in V die

ten opzichte van de gegeven basis vastgelegd wordt door de matrix

4 0 0 0
c 5 0 2
o o -1 o
0o 2 0 5

a) Bepaal een nieuwe orthonormale basis van V, ten opzichie waarvan A een
matrix met diagonaalvorm heeft.

b) Zij xX=¢e +e +e +e .
- =1 -2 -3 —4

Druk de vector M x uit in de nieuwe en in de oude basis.

10 juni 1967

Los op:

a.) g_y_=_2x+sinx .
dx X cos y !

b} Het stelsel differentisalvergelijkingen

dx _
dt-x+y
%=—x+y

met beginvoorwaarden x(0) = 14, y(0) = 0.

De funetie f wordt gedefinieerd door:
f(x) = |x| +sin =@  voor -1 <x <1,
f(x) is periodiek met periode 2.

a) Bepaal de Fourier-reeks van f,

b) Bepaal de som van de Fourier-reeks voor -1 < x < 13 licht Uw antwoord toe.

c) Convergeert de Fourier-reeks van f uniform op -1 «x<1?

Gegeven de rij functies gn(x) = xcos = voorn = 1,2,.., en x = 0.
Gevraagd :
a) lim gn(x) voor x = O,

Il =0

b) Laat zien, dat de rij functies niet uniform convergeert op het gebied
x =0,

c) Ga na of de rij uniform convergeert op het interval 0 < x < 10,
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De lineaire afbeelding YA beeldt R, in R, af.

De matrix van Jt ten opzichte van de hasis
a,= %"{2 (0’1$1)
e, =3V (1,0,1)

?_-,3‘3 —%\[2 (1:1v0)

is
1 0
-’10 -
o 0

a) Bereken de matrix van A ten opzichte van de ocorspronkelijke basis

£,° (13050)
.__2= (071,0)
_3= (010s1) .

b) Wat is het beeld van de vector a, -2, onder LA:, uitgedrukt in de basis

€,18,72, en wat uitgedrukt in de basis 8,18, 8

7
2 3

9 Jjanuari 1968

Bepasl de oplossingen van het ste lgel differentiasalvergelijkingen

dx .
q; = X cos a - ysina,

g%-= x 8in ¢ +y cos ¢, « constant,
die voldoen aan de beginvoorwaarden x(0) = 1, y(0) = O,

V is een eindig dimensionale vectorruimte met inproduct, \A : VeV iz een

symmetrische lineaire afbeelding.

Bewijs:

a) Als (Ax, x) > 0 voor alle X # 0, dan zijn alle eigenwaarden van /& posi-
tief.

b) Als alle eigenwaarden van /% positief zijn, dan is (Ax, x) > 0 voor alle
x # 0.

Gegeven f(x)=x voor O<x < m,

Bepaal de Fourier-cosinusreeks van deze functie.
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4; De temperatuurverdeling T(x,t) van een geIsoleerde staaf voldoet aan de dif-

ferentiaalvergeli jking
aT 3~
(i) -2 ! O<x<n, t>0,
ox

aan de beginvoorwaarde
(ii) T(x,0)=x, O=xsmn,

en aan de randvoorwaarden

aT BT
(141) (31) = (az) =0, t>0,.
X=0 X=1t

a) Bewijs dat de functies

2
e Xt eoskx, k=0,1,2,...

voldoen aan de differentiaalvergelijking (i) en aan de randvoorwaarden

(1ii). |
b) Bepaal de functie T(x,t) die voldoet asn (i), (ii) en (iii).
Opmerking: Het resultaat van vraagstuk 3 kan worden gebruikt bij de oplos~-

sing van vraagstuk 4.
De f(x>=ze xs x=1.
n=0

a) Bewijs dat de reeks uniform convergent is.
b) Is £(x) continu voor x =17

¢) Is £(x) differentieerbaar voor x > 17
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HERKANS ING

22 juni 1964

N.B.! De opgaven 1 t/m 4 hebben betrekking op Wiskunde IIIa,
De opgaven 5 t/m 8 hebben betrekking op Wiskunde IV.
Men moet alle opgaven meken maar het is raadzeam te beginnen met het
onderdeel waarvoor U het laagste cijfer hebt behzald bij de tentamens
IITa en IV.

Los op de differentiaalvergelijking: y' + 2xy = x> .

Bepaal met behulp van machtreekssubstitutie die oplossingen van de differens
tiaalvergelijking

(1-x2)y" - 2xy' + 6y = O

waarvoor geldt, dat y'(0) = 0.

Hoe luidt de hoofdstelling van de reeksen van Fourier voor een functie met
periode 2n 7

Geef voor een functie f(x) met periode 2n de formules voor de Fourier-codf-

ficiénten,

Toon aan, dat de vergelijking 3x2 +4xy - 12x - 8y + 8 = 0 een hyperbool
voorstelt. Bereken de afstand van de toppen.

Vervalt.

2 2

+y2 + 2% = 210 en het viak x +y = 23

neemt de functie 2x + y + z een maximum asn. Bereken dit maximam.

Op de snijkromme van de bol x

Gegeven is de scalaire functie ¢ = (x2-+y2-+22)~%. laat zien, dat dit een
harmonische functie is.

Zij vervolgens S een gesloten oppervlak dat de oorsprong aesngeeft,

Bereken jkgrad W,a)do, waarbij n de buitenwaarts gerichte eenheidsnormaal-

S
vector is.

Een vaas bevat n rode en n witte ballen.
Beschouw het volgende experiment: men trekt uit de vaas telkens een bal die
terstond weer teruggeworpen wordt, en wel 10 masl achtereen. Toon ssn dat

de kens dat er meer rode dan witte ballen in zo'n serie van 10 komen groter

dan g-is.
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18 januari 1965

Bepeal y uit (xy* + 2xy +y' =0,
y(0) = 1.

Zij £(x) = cos x voor O <« x < ft en f periodiek met periode n.

Bepaal de Fourier-reeks van f.
Bepaal de coBrdinaten van de uiteindeh van de lange as van de ellips met
vergelijking

418 + 24xy + 34y° =25 .

Beschouw de snijkromme van de ellipsoide met vergelijking

X +2y° +2° = 10

met het vlek met vergelijking
xX+y+z=0,

Welk(e) punt(en) op deze kromme ligt (liggen) het dichtst bij de corsprong?

De eerste formule van Green luidt:
]
I{CPM: + (grad g,grad ¢)Jdv = fcp gnq’-dc .
G 3

Wat stellen in deze formule de symbolen
8
G, S, Ad, g’.l.“&d?,'&g:‘, dT en do I

voor? Zij nu G de bol met middelpunt (0,0,0) en straal 2 en zij ¢ = ¢ = T

(= afstand tot de oorsprong). Verifieer hiervoor bovenstaande formule.

Men werpt één dobbelsteen vier maal en noteert de vier worpen (bijv, 2,6,3,3),
a) Wat is de kans dat de som van de vier worpen even is?
b) Wat is de kens dat de laagste worp een 2 ig?

22 juni 1965
De functie f voldoet voor x > O aan de volgende differentiaslvergelijking:

xt(x) + (1= )z (x) - +

en bovendien is lim f(x) = 0.
X oo

Bepaal f£{x).
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De functie f is voor alle reéle x gedefinieerd door

f(x) = sin x + cos x , O=<x<m,
f is even,

f is periodiek met periode 2m.

a) Bepaal de Fourier-reeks van f.

b) Bepasl de som van de Fourier-reeks voor x = nj licht Uw antwoord toe.
Bepaal de lengte van de lange as van de ellips met wvergelijking

5%° - 6xy + 5y° +4x + 4y - 4 =0 .
Zij ¢ het gebied inR, dat wordt bepaald door v* < 4(1- lx])s plx,y) = w.

Bepaal f f p(x,y)dxdy met behulp ven de cobrdinatentransformatie
G

x=u" -v",

y = 2uV .
21j S5 het oppervlak in R3 dat wordt bepaald door de wvergelijking
(x-1)2 +y2 + 20 =4 .

Bepaal Jf(x+y+z)do .

Het resultaat van een méting kan worden opgevat als een stochastische varia-
bele x; bewijs dat het gemiddelde van twee onafhankelijke metingen een

spreiding heeft die kleiner is dan die van x.

17 januari 1966

12>+y=0.
T+y

Los op y'(x +
Een functie f is periodiek met periode n Bovendien is gegeven, dat

£(x) = 2|cos x|2 voor 0 €x <n,

Bepaal de Fourier-reeks van f.

Bepaal van de kegelsnede in het (x,y)-vla.k gegeven door ©2 + Axy + yz = 3
de vergelijking(en) van de raaklijn(en) in de top(pen).
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Bepaal ven de functie f(x,y) = 2xy de extrems die worden aangenomen in het
gebied © + y2 <1,

Gegeven is het vectorveld a = {%:ac2 +Y,X L% P - xz} .
5 is het gedeelte van de kegel ¥+ y2 = z2 gelegen tussen de vlakken z =1

en z =2, Bereken

lsf(&,n_)dol .

Door de vectorfunctie [u

(x+3) wordt het (x,¥)-vlak afgebeeld in het

(u,v)-vlak, (x-y)

1) Bepaal de functionaalmatrix van deze afbeelding. In welke runten (x.,y) is

il

v

de rang gelijk aan 2, regpectievelijk gelijk aan 1 en 07

2) Wat is het beeld van het (x,y)-vlak?

3) Is deze afbeelding enkelvoudig of is er sprake van een meervoudige over-
dekking?

X en y zijn stochastische variabelen. dija = p(;, ¥). Uit praktische over-
wegingen is het uitrekenen van de correlatie co&fficisnt B =p(x, 100y +50)
eenvoudiger.,

Wat is het verband tussen a en g*

22 jumi 1966
Los op " - (1+F )y =0 .
Bereken de Fourier-reeks van de functie f bepaald door
f(x) =n~-x alsOs<x=<n y
f(x ) is even,
£(x) is periodiek met periode 2m.
Gegeven is het kwadratische oppervlak in'R3 met vergelijking
x2+y2+zz+2xy-22-2=0.
Bepaal

a) de standaardgedasnte van de vergelijking;
b) het type van het oppervlak.
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4. X is een continue stochastische variabele met dichtheidsfunctie f(x) en dis-
tributiefunctie F(x).
Stel X 2X 0 o0 Xy zijn n onafhankelijke waarnemingen van x. De kleinste
onder deze n waarnemingen noemen we y.
a) Hoe groot is, bij gegeven y, de kans P(y > y)?
b) Als x exponentieel verdeeld is met parameter A, dus als

f(x) =0, x <0
£(x) = 2", x=0,

toon dan aan dat y eveneens exponentieel verdeeld is met parameter na.

5. Het volgende stukje programma moet gelezen worden onder de vercnderstelling
van de geldigheid van de declaraties
"integer array a[1 : 100]; integer MIN, min, k"
en onder de veronderstelling, dat san elk element van het integer array "a"
inmiddels een positieve waarde is toegekend.
"MIN := 0; min := 0; k := 100;
klaer: if a[k] > MIN then begin MIN := alk]; min := k end;
k :=k -~ 1; if k > O then goto klaar"
Vraag 1: Wet is na afloop van dit stukje Programms de betekenis van de waarde
van de variabele genaamd "MIN"?

Vreag 2: Wat is na afloop van dit stukje programms de betekenis ven de waarde
van de variabele genaamd "min"? ‘
6. Op de cylinder »* +y° = 1 is K de schroeflijn (cos 9,s5in 9,p), -n < g < T,

met Yeginpunt P(-1,0,-n) en eindpunt Q(~1,0,n); L is de rechte van P naar Q.
& is het vectorveld (y,z,x).

a) Bereken f(g, t)ds .
K

b) Bereken f(g._, t)ds .
L
¢c) Is het veld g conservatief?

21 januari 1967

1. Bepaal de algemene oplossing van de differentisalvergeli jking

ay _  x+y+1

dx -y




- 70 -

2. 2ij f(x) = |sin x| ~ sin x voor =n < x < n en periodiek met periode 2n.

Bepaal de Fourier-reeks van f(x).

3. In R3 is het kwadratische oppervlak H gegeven waarvan de vergelijking luidt

- Uxy 4T 2R =

Bepaal de vergelijking ven H t.0.v. een orthonormale basis, waarvan de ba-
sigvectoren langs de hoofdassen van E.vallen.

Bepaal het type wvan H.
4. Bepaal de extrema van de functie f gedefinieerd door f(x,y) = X3 .

5. In R3 is het volgende vectorveld gegeven:

a(x) = (cos x, -2,y) .
Bepaal ff(rot a,n)d
]

(x-12 +3y% +22 =4

waarin S het oppervlak voorstelt gedefinieerd door: &
x=0,

en n de naar (1,0,0) gerichte normasl op S.
6. Een grossier ontvangt van een fabrikant een zeer grote partij van een bepaald

artikel, De grossier neemt een steekproef van 100 stuks uwit de partij en gaat

van deze 100 stuks na welke bruikbaar zijn voor een zeker doel.

a) Bereken de kana dat meer dan 72 exsmplaren uit de steekproef bruikbasr
zijn, onder de veronderstelling dat 80% van de hele partij bruikbaar is.

De fabrikant garandeert dat minstens 80% van de geleverde goederen bruikbaar
is voor het gestelde doel, De grossier wil de kans dat hij ten onrechte bij

de fabrikant reclameert over het gegarandeerde percentage, beperken tot ten

hoogste 0,10,

b) Bij welke aantallen bruikbare exemplaren in zijn steekproef zal de gros-

s8ier reclameren?

T+ Gedeclareerd zijn

integer array A[1 : 100]; integer i, N

Aan de subscripted variables van het array A zijn achtereenvolgens de waar-
den toegekend ven een monotoon dalende rij getallen tussen O en 1.
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Schrijf een stukje programms, dat nagaat of er een getal N te vinden is
(1 < N < 999), zodat voor alle i = N geldt

Afi] - a[i+1] <27'°

en dat, als zo'n N te vinden is, de wamarde van N uitprint.

21 juni 1262
Los op: (xy® ~sin y)y' = x - ¥y° .

Bepaal de oplossing waarvan de grafiek gast door het punt (1,0).

De functie f(x) is gegeven door

f(x) = 2x voor ~m<x<nm,

f(x) is periodiek met periode 2n.

Bepaal de reeks van Fourier van f(x).

a) Bepaal de vergelijking van de grootste bol die beschreven ken worden in
de ellipsoide met vergelijking

5x2+6xz+2y2+522=8.

b) Bepaal ook de coBrdinaten van de beide raakpunten.

Het veld u = (¢7,e%,e), gedefinieerd in R, is een vectorpotentiaal van
een veld y; het veld v is zelf weer een vectorpotentiaal van een veld w.
&) Bepaal het veld w.

b) Het veld u heeft zelf ook een vectorpotentimal. Waarom?

¢) Bepaal een mogelijke vectorpotentiaal van u,

De duur van een telefoongesprek is een continue stochastische variabele X.

De tijdseenheid is de minuut. Gegeven is, dat de kans dat een gesprek langer

duurt dan zes minmaten gelijk ie aan 0,05. Men meet steekproefégewijs lengten

van telefoongesprekken.

a) Hoe groot is de kans, dat er in een steekproef van 10 gesprekken precies
2 voorkomen die langer duren dan 6 minuiten? (Antwoord in formule en uit
Compendium. )

b) Hoe groot is de kans, det er in een steekproef van 200 gesprekken meer
dan 15 gesprekken voorkomen die langer duren dan zes minuten?
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¢c) Gegeven wordt nog, dat x exponentieel verdeeld is met kansdichtheids-
functie
o, =M
f(x) =0 wvoor x <0, f(x)=2"" voorx=0,

Bereken A, indien nodig met tabel 9.5 uit het compendium.

Op een ponsband staat het natuurlijke getal n, gevolgd dcor n? getallen van
type real die de elementen zijn van een n X n-matrix, rij na rij op de band
opgenomen,

Schrijf een ALGOL-programma, waarin de band wordt gelezen en waarin vervol-
gens aan de elementen van een array g(0 : 2 x n] de #olgende waarden worden
toegekend:

gan g[i] het gemiddelde van de elementen van de i-de rij (1 <i <n);

aan g[i +n] het gemiddelde van de elementen van de i-de kolom (1 <i <n);

asn g[0] het gemiddelde van alle elementen van de matrix.

22 januari 1968

Los op de differentiealvergeli jking
(6x%y +9xy? - 5)ax + (2x> +9x°y)dy = O .

Bepaal de Fourier-reeks van de functie f, die periodiek is met periode 2,

terwijl verder gegeven is

fx) =x+1, 0<x<1,

£(x) is oneven.

Zij V een driedimensionale vectorruimte met inproduct. In V is een onafhan-
kelijke basis a, b en ¢ gegeven, zodat Igj = |b| = |9J =1 en een lineaire
afbeelding A die gedefinieerd is door

Az = (e, 08 + (b, xh + (¢, X .
a) Bepaal de matrix van /i t.o.v. de basis a, b, c.
b) Bewijs dat 1 een eigenwaarde van J@'is, dan en slechts dan als het drie-
tal basisvectoren een loodrecht paar bevat.

2

Bepaal de extrema van f£(x,y) = xy(x®+y2) in het gebied x" +y° <1,

In zeker experiment is de kens op uitkomst A onbekend., Er is echter een the-~
orie die deze kans op minstens 0,95 stelt. Bij n onafhankelijke herhalingen
van het betreffende experiment wordt in 90% van de gevallen uitkomst A waar-

genomen,
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Is dit aanleiding om san het door de theorie gestelde te gasn twijfelen?
Neem a = 0,025 en beschouw achtereenvolgens de situaties n = 10, n = 100 en
n = 250,

6. Welke getallen worden er geprint bij uitvoering van het volgénde PrOZramms

begin integer n,k; integer array a[2 : 45];
for k := 2 step 1 until 45 do alk] := k;

n =1
L: if n=5 thenn :=n + 1 else goto KLAAR;
if a[n] = 0 then goto L;
for k :=n 1 2 gtep n until 45 do a[k] := O;
goto Lj
KIAAR: for k := 2 gtep 1 until 45 do
begin if e[k] # O then PRINT(a[k]) end

end
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ANTWOORDEN TENTAMENOPGAVEN

24 Jjanuari 1959

y_

‘l-:c2

_ Atux

»

x sin y[log|cos x| +A] = 1

Yy =kn .
Alu) = 2
glx) = x

cos

n{1-u?)

I
2

, B(u) = 0.

le_(x) - &(x)]| .5;1.2_ :

10 juni 1959
y-1=Cyx +y2 .
x=%\f_?. sin ‘bﬁ

12 Jjenuari 1960

1

oo n-+1 .
a) i‘(x)~-:;+2{— 2 cos 2:1x+4(-1) n sin an} .

(4n? - 1)x (4n® = 1)

n 1 2% (~D°
b) Iﬂ'z'ﬁ%=;-;2‘(TL .
1 4n" -1
1.2 =2
y = Ce .
"
L{y=-1?—2 ’ ¥y=x-8inx.,
P P +1
Neen.
oo _nxz
-2z ¥ > is uniform convergent, nl, 0 « xe X < (Ene)"% .
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13 quni 1960
©o n
- (=1 2 -+ in 2
o) f(x)~%+z{1 ( )}cosznzxx m sin emnx
1 nn
o0 n 00
T (wl 2
b) x=0=%=%F+2 of 1= —F—
1 n°n? 0 n2(2n+1)2
y=tx

i
y2 =C:\t""3--:I-Jr.‘2 -4
5
© f (1 k- 1)K o
a) f(x)~ 2% —(—L—k +2L)—-——sinkx.
3 3
1 nk ik
3
T
b) 35 *
'%- -
1 1
X, ='é'z1\[2 +-3-22{3—%z3\[6 + 1
1 1
X, = -3 22{3 - —5-23\[6
1 1 1
x3=--§z1\[2 *3 zsz -6 Z3\[6 -1
2zf + BZ: - 62"; -4=0 esnbladige hyperboloide.

13 duni 1961

3

Y +x +2g° +28% + ¥y +xX =C of (x+y)(x+y2 )}

o0
b) x=n= I
n=1n +1

=%cothn-%.




3e

4

2e

3.

4

- 76 -

= %21\{3+%Zz{2’%23{6' 5

1 1 . 1
xz = 321V‘3—522{2-‘6—33{6ﬂ 3
1 1

x =“321{5- "323{6
zs + 32§ -8=20 elliptische cy}inder.
b) geen uniforme convergentie voor 0 < x < 1.
15 januari 1962

1 1 1 s
a) 7% -5 % 10 (.V—Sln\fx) .

2 arctan _51__

b) C(x* +2% +32 +1)e EH 1,
a) Er zijn drie verschillende eigenwasrden: O, + 1.
b} A= 0~ (-2,2,1) 2 -3 1

A= 1-(-3,2,1) S = 2 2 -1 .

A= <=1 (1,-1,0) 1 1 0
b) f(x) is gelijk aan zijn Fourier-integraal, omdat

£(1) =2(f(1+0) + £(1-0))

en £(«1) = 2{£(-1+40) + £(-1-0))

terwijl f(x) verder continu is.
a) De reeks is uniform convergent.
14 juni 1962
a) Er is een rechte van middelpunten x = (3,1,0) +p(1,0,-1).
v) A = O=v, = (xV2, 0 ,-2V2)

1 =1 27 ro2
1 1 1
A, =2y = (26, _3\(6, =V6)

>
n

£
)
<
n

("‘ ;—{5, ;—{3’ - %{5)
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* = %'21\[2 * %' 22{6 '% zz.\[3 *3
x, = -%22{6+%23{3+1
x, == -;— 21{2 +%-za‘\(6 - JB- zaﬁ .
c) - 29:: +42% = 0, refel snijdend vlakkenpaar.

o n - n-+
a) f(x)~3n+ 3 liﬂ)—zl'icosnx+-(l%—-sinnx].
nn

n=1

b) x%n.

y=\fx -{A+Blogx} .

15 Jjanuari 1963

2) xy° +x =0,
b) y=8a,x-a = y Y =X
1 0n=03n-1

. 2
a,) F(y)=ﬂ&u}—(§n—ﬂ voor |2ny] 741 en = 2t voor |2ny' =1,

4nPy? -1
b) y=eX +sinx, z=e5+cos x.
1"-'2: £=G(1’1’1)=‘a1

= -1, alle xmet (x,p) =0.

2
C) 2}Y$"Y2"Y§=6:

2-bladige hyperboloide.

a) |x| s1.

6 juni 1963

a) log(x® +y*) + 2 arctan §-= c .

b) ! .
x’a +y2
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a) N.bve £(-x) # -x(2rn+x) .

b) 8 =%, ak=-f;, b, =0.
[~
2 16 &
d) %&z'l'ki“ak::]—’j'ﬂ: N

a) Aan v = (1,0,0) is toegevoegd (Av, x) = 5%, - 4x, - 2x, = 0. De rich-
tingen w met hetzelfde toegevoegde vlak voldoen aan Aw = (5,~4,-2);
k= (1,0,0) + ;‘-(2’2:1)-

2 1 4
b)) x =5y, +515y, -5 57,
2 2 -1 =
x, =57, + 5157, 9 +95) -1 =0
lliptische cylinder.
1 2 2 ®
x, =3y, -2y, -5 by,

&) Voor alle reéle x.

b) Ja.

14 januari 1964

1 1
X = -—z +—23
1 2 % 2
X = z, + 1

1 1
X = —z t+t 2z .
3 > 2 ‘E 3

2 2 2 ,
Typen: 4z + 2z2 +8z, -1 =0 ellipsoide

Bzf - 2z: + 4z§ + 1 =0 +tweebladige hyperboloide,

Gemeenschappelijk punt: (z, Zazs) = (0, 11/\[:’2-, 0)
afkomstig van (*5, 1,123 .

cy = (log y - log x).

oo n
f(x) ~cos x-2Z -(%)—sinnx
n=

verschil resp. Oen n ,
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lim.fn(x) = Vx; convergeert uniform.
1 >0

49 <y, <%z,
juni 1

y = {1+3°98 %1 z
a) -1,

1 n-1
b) n " w(en-1)

¢) resp. 1 en -1,

d) Neen, want de som van de reeks is niet continu.

a) 162? + 4z§ - zi + 1 =0 tweebl, hyperboloide
b) 162? + 4z: - zi = 0 ellipt. paraboloide
c) 162? + 422 - zi = 0 reéle kegel.

a) Niet uniform convergent.
b} Niet uniform convergent.

¢) Uniform convergent.
y(z) = 0,52.

12 januari 1965

a) &, =f2— {(«1%+1} voork #0 .

b} Convergentie ie uniform vs Weierstrass.

a) m=(0,-1,1) ,
e) x = 12/13 2, + + 5/13 z,
= 5/13z + -12/13, -1
z = +z_ + +1.,

2

'd) Re&le kegel.

119 . 2 2
[y (1) —-2-5%*'4—3551 ‘1@% .
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23 januari 1965

o k k 2,2

a) % z 2(=1) -2+3(-1)nk sin kx .
k=1 k

b) 1 -2n.

¢) Daar f discontinu is in x == convergeert de Fourier-reeks niet uniform

op 0 < x < 5 en dus ook niet uniform op O < x < .

H

3/5 2, +4/5 z, - 23/5
~4/5 2z, +3/5 2, - 11/5

zf - 2z2 = 0, parabool,

]

b4
¥y

y3) - 52| <55 -

8 juni 1965
k

4 [5(-1 1 }
a) 5 - cos(Zk+1)x .

ﬂkno 2 2k+1 (2k+1)2
b) [ x| o< x| <X

0 voor ]x| n%

|x|-n Telsl sm.

¢) Niet uniform convergent.

2 =1 0 z, =1
a) |y =\% 12 oz, | + 3/2] .
z > 0 0 \[5 Z, 1

b) - 42? + zz + Zi = 4 eenbladige hyperboloide.

¢) (2x+y+3=0

7 (2r-x-4)% + (z-1)" = 4 .

8) — [A cos x + B sin x] = y(x) .
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4 janusri 1966

a) m= {(~2,-1,1) .

2 2 2 _
b) 627 + 325 - 22 = 11,
¢) ZFEenbladige hyperboloide.

y(x) = - e cos x +e%,
y 8
a) 1+ 3 —&—gin onx
n=1 n(4n2 -1)
b) Convergeert voor alle x.
n2
c) o -

c) s{x)=1+%¥ x#0
s(0) =0,

Uit uniforme convergentie zou volgen s(x) is contim,

6 juni 1966
¥ 2
a) T <-+“—-—-sin nn____) sin nx .
n 2 2
n= nn

b) Zie dictaat; voor alle x.

¥y = ax +j.3x-1 .

a) Geen middelpunt.

b) z, = 322 + 3z§1 ; omwentelingsparaboloide.
x, Vo 0 4\ /= 2
1 ! 1
o) (x| =~— 22 3 1| | 2 rx (1]
32 2
x, -2z 3 ) \z 2

d) X, +2x, - 2x, =0,
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4.2, nee
4.3, ja
4.4, Ja
4.5. nee
4.6. ja
4.7. ja
4.8, ja
4.9. nee
4,10, ja.

10 januari 1967

x 1 -1 1
et 1] - g2t o] vt |3 .
Z 1 1 -5
2 % gi
8.) 2 5 S1ni{mx .
b n
n=1

b) Voor x # 2k (k geheel): convergentie naar f(x).
Voor x = 2k (k geheel): convergentie naar C, terwijl £{2k) = 1.

¢) Nee,

a) Geen uniforme convergentie,
b) O en O.

¢) Ook als de rij {gn(x)} niet uniform convergeert, dan kan toch

b b
lim fgn(x)dx= f {1im gn(x)]dx zijn.

I -0 =0

a) e!'=(1,0,0,0)

2_2 = (0!051)0)
213 = %{2(0’1:0:"1)
el =%V2(0,1,0,1) .

b) Ax=4el-ey+ T2 e!

IAX = 4e + e - e + e .
- 4_1 7—2 -3 7_'4
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10 juni 1967

a) xsin y + %% = C

X t /coz t
b) Cy) = M4e (— sin t> )

> =]
4. 5 cos{on+1)me
" n=0 (2n-+1)2

&) % %+ sin m™ -

b) |x| + sin nmx ; zie hoofdstelling.
c) Ja.

a) x.
¢} Ja,
-1 1 =1
a) /-1 1 1} .
=2 2 0
b) A(g1-52) =“g{2(£1+e +2e )
Aa -a )=a +a .
=y =2 T =1 =»

9 Jjanuari 1968

(1) = _t cos a(:os(t sin a)) .

in(t sin «)

n=0 (Zn+1)
co 2
b) -;—I-% z —1——-59-(2n+1)tcos(2n+1)x.
n=0 (2n+1)
b) Ja.
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22 juni 1964

2
FHx?-1) +ce™ = y .
y = c(1-3x%) .

2 2
2 =53 = .
423 - 22 = 4

Afstand der toppen = 2,

In (11,5,8) is maximum = 35,
-4n .

1
3H1- (DB} >3/ .
18 Jjanuari 1965
g - —2

36X - 1
£(x) ~8 3 sin 2nx .
n=1 4n2—1

% (3/5, -4/5) .

+ (1,-2,1) afstand V6.
32 .

a) %.

v) (5/6)* - (4/6)* .

22 Jjuni 1965

f(x)=-g+3e{x met ¢ =
X X

a) f(x)=%+cosx-%

b) f£(m) = -1,

- 84 -
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Lange as van xf+4x§=4 is 4.

224
45

16m .

17 januari 1966

Xy +arctan y = ¢ ,
1 +cos 2x

x+y=i{2.

£ R, 3 R) = £(-412,-32) = 1 max
f(%’V’E, '%"\{-2) = f(-%\[Z,%{Z) = - 1 min .
5,

1) rang = 0 als (x,y) = (0,0)

1 als x* =y° en (x,y) # (0,0)
= 2 elders,

i

2) Het eerste kwadrant u= 0, v= 0,

3} 4-voudig want (x,y); (-x,¥); (~x,-y) en (x,-y) hebben hetzelfde beeld,

a=i3.

22 juni 1966

g (2n +1)
+141_ 5 cos(?2n+1)x

n=o (2n+1)

NYE)

2 2
2 2z° + 2° = .
) 22 +z =3

b) Elliptische cilinder.
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o0
n
a) { J\f(x)d.x} = {1-F(y)}n .
y
1) maximm afk] .
1< k<100
2) De grootste index k waarvoor a[k] = MIN,
a) -mu,
b) -2n.
c) nee.
21 januari 1967
x* +2x;y'—y2+2x=C.
2 > 2n
;-sinx-él'- 4 c_______oz X
n=t 4n° - 1
2 2 2
z, + 162;2 - 923 = 1
éénbladige hyperboloide.
locale minima O voor {y =0
x>0
. y =0
locale maxima O voor {x <0
- 6“ .
a) 0.9772
b) aantal bruikbare exemplaren < 75.
21 fjuni 1967
2x3y3-3:.:2 +6cosy =3,
oo _(__1 )1’1""1 ain nx
4z S IX
neq
a) x2+y2+z2=1.

b) #V2(1,0,1) en #{2(-1,0,-1).
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a) ¥ =-(e”,e%e") = -u .

b) divu =0 en u is overal gedefinieerd.

c) (eZ-ye¥, -ze¥,0) .

a) 0.0746.

b) 0.0375 (zonder continuiteitscorrectie C.0526).

C) A.=%_o

22 januari 1968

4x3y + 9x2y2 - 10x=C.

oo n+
2 by eo(-a)y gin mnx

TC n=q n

a) 1 (2,b) (a, 9._)
(h:i) 1 (Eri)
(e,a) (ec,b) 1

globale minima -4 in & V2(1,-1) en %y2(-1,1)

globele mexima % in $Y2(1,1) en %\[2(_1,__1),

n=10 : geen twijfel (binomiaal)
n = 100 : net geen twijfel {Poisson)
n = 250 : wel twijfel, p < 0.95 (normaal).

De priemgetallen < 45.
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