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Vraagstukken bij het college wiskunde IIIa

HOOFDSTUK I. DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN
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oyt = B X - ¥

t/m § 4 :

xy' + 2y = xy y'
xy2 - x - (yx* -y) y' = O.
x log x ° *

(x2 + 1) y' =(y+2)(x+¥xt ¢ 1 .

x? - y® + 2xy y' = O.

y'(x - sin y) + y = O,
y + xyz - xy' = 0., (Int. factor : u(y) ).

yt o+ —E—y = L .
1+ x?  x(1 + x?)

x(y - x) y' = y2.
{tan (x + y) = 1} y* = 1.

(3x? - Dy + (x> - x + 2y)y' = 0.
——2‘———-1-+(—-‘l——-+1)y'=o,,
VXE ¥ x? \VxZ+yz X

- ~

y' -ty =yl ™%,
2y' - y = 10x’y?%,
(x = y)2y' = (x -y + 12,

e®y log y = (e* + y log?y)y’'.

2x’y? - y + (2x%y> - x) y' = 0. (Int. factor

t
o - Xy =

¥l

X -y 4+ 2xy y* = 0.

y"+2y3=2
(3x + 5y + 6) y' = x+ 7y + 2.

Vr.

Y+ xy +siny + (x + cos y) y' = 0. (Int. factor : u(x) ).

IIIa 1.



Vr. IIIz 2,

23. y' cos y + sin y = x.

e y¥xy y' = 1) =1 - x%(1 + vy
25’ (X'5y)y'+3x-y=0.

26, y(y")? = 2x(y')’ + 1,

27. x{1 - x? y' + (3x2 -~ 1) y = 2x°.
28. (2x - 4y + 5) y =2y - x - 3,

29. 3x%+ bxy?s+ (6x% + Ly®) y' = o,
30. (X-y+1) y'»: 1.

31, 2xy + (y? - 3x%) y' = o, y
2.y =xy' +y' - (y)° W‘?‘ W
3%. xy' + 2y - sin x = O. W I

34 y sin x -1 4+ y'cos x = O
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35. y'(y? -~ x) -y =0, ‘ X S(Z A"&
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%%= 5x + 3y, 6(? 2/ 3/ ‘)/‘7
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Vr. I1IIa 3.

ax | dy i}
l+2. 7dt +dt+2x.—0. WW

ax dy -
at * Jgx + ¥=0. Saled I
x{0) = 1 ; y(0) = O. YIL fg / ’4/”‘ 5
L3 X |, a?y = cosat | ;7 A
. dt y
ay 2
It + a° x =sinat,
dx ’ .
L, T *t * - 2y = sin t
4y _
at t X - y = 3t.
§ 7
45, y" - xy = O, _
L6, y"' + xy = O, _ X —

b7, (1 - x2)y" + 6y = O.

48, (1 - xH)y" - xy' + 9y = O.
49. y" - xy = 1.0 . ’

50, xy" - (1 + x)y' +y = O,

51, 2x2(1 + x¥)y" + xy' - 12x% = 0.
52. x%y" - xy' + y = O.

5%, x?y" - lbxy' + 6y = O.

Sk, xy"™ + 2y' + xy = O.

55, y"" - 5y" + 10y' - 6y = 0.
y(o) =1 5 y'(0) =0 3 y"(o) = 6 3 y" (o) = -1k,






56,

57.

58o

59.

Vr. I1Ia b4,

g+ y = dxte”

y(o) = y' (o) = y"(o) = O,
X+¥+2x+ 75 +x+2y=0

X+ ¥+ x +2x+ 3y = bt + 5

x(o) = 31 5 y(o) = =22 5 %(0) = 9 ; ¥(o) = -5,

X = 3x‘+ by
Y+ x+y=0
x(o) = ¥(o) = 1
y(o) = x(o0) = ©

y" + 2y - 3z! 5 cos x + 5 sin x

2" - 8z + 2y

15 cos x

y(o) = 35 y' (o) = 6 5 z(o0) = -% i z'(o) = -% .

HOOFDSTUK JII. REEKSEN EN INTEGRALEN VAN FOURIER.

§ 1

t/m§ 4.

Bereken de Fourier-reeks van de volgende funkties (met periode 2m)

60. f(x) = sin +x voor -t € x <™,
61. | £f(x) = %3 voor 0 € x < n.
f(x) = -x3 voor -n £ x £ O.
62. f(x) = sinh x voor 0 < x <2m,
63. f(x) = x sin x voor -1 £ x <=,
64, Jf(x) = x sin x voor 0 £ x <=,
Lf(x) = =-x sin x voor - £x < O,

Bereken de som van de volgende reeksen:

(-]

2
65. E —_ (aanw: gebruik het resultaat van vraagstuk 60).

n=1 (4n? - 1)°



Vr. IIIa 5.

(aanw: zie voorbeeld 5 van § 2).

o0
n .
67. ;E 2'1) (aanw: gebruik het resultaat van vraagstuk 63).
' n=2 ‘ '

1
| 68. -
} n=2 (nz - 1)

69 n?
n=1 (42 - '

‘ Bereken de Fourier-reeks van de volgende funkties:

70. f(x) = x - [x] , als [x] het grootste gehele getal ( x is.
} 71, f(x) = x . voor 0K x <1.

f{x) =1 voor 1 £ x§ 2.
f(x) = 3 = x voor 2 < x < 3,
f(x + 3) = £(x) )

72, f£(x) = &* voor - c < x <c.
f(x + 2¢) = £(x) (c >0).

§ 5

- 73. Een dunne gespannen snaar kan in een xy-vlak trillen om zijn
evenwichtsstand: 0 < x < 4.

Als gegeven is: y(x,0) = O en'(%%) = ax( £- x), bereken dan
. t=0
de uitwijking y(x,t) ten tijde t. -
Wat is de uitwijking van het midden van de snaar op het tijdstip
/4

t = 5a als g2%= g (dictaat blz. II.16).

74. Als opgave 73. Beginvoorwaarden:

= a A . ]2 aapx voor 0X x < 4/2.
y(X,O) 0 en (at)+—o {2 aa( £~ x) voor £/2< x< 4.
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Vr. IIIa 6.

§
75 Bereken: d//‘cos ux_sin u du voor O < x.
% x? voor 0K x < 13
76. Bew.n.gs. /cos ux g2 cos 6do = E voor x = 13
0 voor x > 13

(substltueer 6 = ut)

77 Berecken: J//‘51n ux u//PG sin8d 8 voor x > O,

78. Bereken de Fourier-getransformeerde f1(u) van de funktie

0 voor x < O
f(x) = % voor x = O
e ¥ voor x > O.

79. Bereken de Fourier-getransformeerde f1(u) van de funktie:

f(x) = (ax + b)e_lxl.

Bereken met behulp van het gevonden resultaat:

©O ©0

u sin ux

du en —— du.
(1 + u?)? 1 + ut
o
80. Als 79. met f£(x) = |x| o~ ¥l
Bereken: 23 BX du voor x > O.
(1 + u?)?

§ 9

81. Bewijs, dat de rij funkties gn(x) uniform convergeert

1 + n2x?
op elk interval ag x b dat x = O niet bevat.

. Is de rij uniform convergent voor 'O<x\<1 ?
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82.

83,

8.

85.

86.

87.

88.

89.

Bewijs:

Gegevgn: E ' (ah

Onderzoek de uniforme convergentie van de rij

o

n=0

Vr. IIIa 7.
xn :
gn(x) = — g
1 + X

z x(1 - x)% is uniform convergent voor ag x £ 3/2 (a>.0)

Is de reeks uniform convergent op het interval O x K 17

- . E (=1)"a" -a
Bewijs: lim A : 5 . — © .
x =+ 0 n=0 n!(1 + a~ x?)
. 1 . .
Bewi js: —— is uniform convergent voor x 21+ ¢ (e>0)

_n=O 1_:+ x

o0

.n=0
oo xzn
Bewijs: E LAy __—Zn )
n=0 1 + x
o ;
Bewijs: /[ Vi-k¥sin'¢ 4o =
A .
voor
Gegeven: s(x) = z a™?

n=1

Bewijs: a)

b) s'(x) bestaat voor alle x, als

0 .
C) S'(x) = E
n="1
Gegeven: f(x) = E —
=1 n’ +
Bewi js: £1{x) = =2 E
n=1

2k?
g— 1—(%)77‘

is absoluut convergent.

is uniform convergent voor alle x.

(1. )25_~ - (1. - )2-1{—6 - )
2.2 3 »2.2.2 5 i
k? < 1.

2 52
sin (25 x) (a > 1)

s(x) is een continue functie van x;

a > 23

/

-1.n2 2
(2a"H™ cos 2% %) (a > 2)
n*x?

n*x
(n® + n"xz)z .

Kan men f"(x) vinden door nogmaals termsgewijs te differentieren?



91.

92.

93.

9l+a

95.

Vr. IIIa 8.

2 2
Bewijs, dat in het antwoord van vraagstuk 73 oY on &I goor
ax? at?

termsgewi jze differentiatie kunnen worden gevonden,

Bewijs, dat y(x,t) uit vraagstuk 74 een continue partiéle afgeleide

gi heeft, bij vaste t.

2n ,
Gegeven: f(x) = *sin t sin (x sin t)dt.
o

© Bewijs: a) x%f"(x) + x£'(x) + (iz - 1) f(x) = 03

b) f(x) = 2nJ1(x) (Besselfunktie van de eerste soort en orde?)

Gegeven: f(x)

n
2 .
. log(cos?t + x%sin?t)dt (x >0).
o
R
2

dt

. » 2 '
Bewijs: f'(x) 2x sin L

cos?t + x?sin?t

' o
Bereken f(x)
I
2 L
Bereken: log(1 - x?sin2t)dt (x| <1).
©0
Gegeven: f(x) = z n~¥ (x> 1).
n=1

Bewijs: a) f(x) is oneindig vaak differentieerbaar.
[

b) f(k)(x) = ZE: (-log n)En~¥ (k = 1,2 «ovs)

n=1

Opmerking: uit de uniforme convergentie van de afgeleidenreeks op
het interval x 2 p > 1 bij elke vastgehouden p volgt de
differentieerbaarheid op ¥ > p > 1 voor elke vaste p, dus
de differentieerbaarheid in elk punt x > 1.



9.

97.

98.

99.

Vr. IIIa 9.

HOOFDSTUK TII: KWADRATISCHE VORMEN EN KWADRATISCHE OPPERVLAKKEN.

N.B.: In het volgende is met afbeeldingsmatrix steeds bedoeld de matrix
t.0.v. de natuurlijke basis in Rn’ tenzij het tegendeel uit de
opgave blijkt.

De lineaire afbeelding A van R; in R, heeft de matrix:

2 -1 1
k] = =1 2 1
1 1 2

Gevraagd: a) dimensie beeldruimte;
b) dimensie nulruimte;
¢) de vergelijking van de beeldruimte;
d) x uit A x = (1,2,3).

Gegeven zijn twee lineaire afbeeldingen van R3 in R, met matrices:

2 R 2 -1 1
[ad = 1 -2 3 en [B] = ~-11 8 =7
-2 =4 5 -8 6 -5

\\
Bepaal de matrices behorende bij de afbeeldingen AB en BA.

Gegeven: lineaire afbeelding A van R3 in R3 .

o o %
[A] = 1 0 0
0 2 0

Bepaal alle vectoren in R3 die op zichzelf worden afgebeeld.

Gegeven: lineaire afbeelding A van R, in R, .

1 2
o -1 3

Gevraagd: de matrix van A t.o.v. de basis:

8'1 = (0,0,1), _e_'z = (1,1,0), E_'; = (2,3,3).






100.

101.

102.

103.

104,

Vr. IIIa 17

Bepaal een onafhankellgk stelsel eigenvectoren van de lineaire
afbeelding (R in R ) met matrix:

3 -2 0
-2 2 -2
0 -2 1

Van de lineaire afbeelding A is (1,-2,4) een eigenvector met
eigenwaarde -2 en (1,1,1) een eigenvector met eigenwaarde 1.
Verder is A(1,0,0) = (O O -6).

Bereken: a) de afbeeldingsmatrix [A].
L3
b) [4a]

c) de derde eigenwaarde met bijbehor nde eigenvectoren.

Voor welke waarden van a heeft de afbeelding A geen inverse?

2 a 3
Ll = 1 -3 1
a? 7 3

Bepaal de eigenvectoren van de afbeelding met matrix
3 2 2
1 L 1
-2 -4 -1
Neem de gevonden eigenvectoren als basis voor R en controleer dat

[A]S een diagonaalmatrix is.

Gegeven is de lineaire afbeelding A van Ry, in R,y .
s
A(1,0,2) = (-1,0,2); A(0,1,-4) = (2,2,=3); A(1,1,1) = (=1,1,1).

Bepeal de matrix van A,
Bewijs dat A orthogonaal is.
Bereken de inhoud van de parallelepipeda, opgespannen door de vectoren

a=(1,3,-1), b= (4%2,0) en ¢ = (0,3,-1)

resp. Aa, Ab en A Ce




Vr. IIIa 11.

105. In een driedimensionale ruimte 2zijn gegeven:

a) de deelruimte U bestaande
de kentallen voldoen aan

b) de deelruimte V, die alle
deelruimte U.

1) Bepaal voor U resp. V een

uit de vectoren (x,, x,, X;), waarvan
X, + X, - 2x5 = 03
vectoren bevat die loodrecht staan op de

basis.

Bij een lineaire afbeelding A gaan de vectoren van U in zichzelf
over en die van V in de vectoren met tegengestelde kentallen.

2) Bereken [A].

3) Bewijs dat A orthogonaal is.

L) Bewijs: A% =1
5) Verklaar 4) meetkundig.

(identieke afbeelding).

106, Gegeven is een lineaire afbeelding A van R3 in R5 .

1
(Al = 2
-2

2 2
1 -2
2 -1

Gevraagd: de matrix van A t.o.v. de basis

ey = (1,2,-2); ¢',

107. Als vraagstuk 106, met:

(Al =

e'y = (3,-2,0); ¢

= (2,1,2); e's = (2,-2,-1)

en

=15 e = (0,-2,1)

108. Bepaal een matrix S zodanig dat s™'as een diagonaalmatrix is en

bereken S-1AS.

3 -2 0
a) A =|=-2 2 -2 |b) A =
0 -2 1



£9)) (3482,5) = (hox,8y) - (52, 4s1)= (x057)
) (x,9) = (Ah7xy) = /'x A4 g)
(AN "> 7) (A5 Ay) (2, A~',47
AT i syl et
3) (6”'Asz,g)§-(z,ﬁ"ﬂﬁz)
Bewss slat aid 20 5 (%,%)=(Bx,Ex)
geg b= = (88"%9:,@) = (482,8y)= (82, 46y)

= (BB'Bx, B8'ARY) = (Bx, ggasy) <
(g)g"ﬁgj) G

i



109.

110.

111.

112.

113.

Vr. IITa 12.

A en BFStellen lineaire afbeeldingen van Rn in zichzelf voor.
Bewijs: 1) Als A en B symmetrisch zijn, dan is BAB symmetrisch.

2) Als A symmetrisch is en niet singulier, dan is Il
symmetrisch. -

%) Als A symmetrisch is en B orthogonaal, dan is B-1AB
symmetrisch.

Bewijs hetzelfde als in vraagstuk 109 als A en B n x n metrices
zijn. '

Bepaal de eigenwaarden en een orthonormaal stelsel eigenvectoren
van de symmetrische lineaire afbeelding A in Ru’ als

2

_ 2 2 2
(A&, 5) =X, v X, + X, +X 0+ 2x, x, + 2x, x, + 1Ox1x“ +
+
+ 1Ox2x3 + 2x2x“ 2x3xh.

(Een stelsel vectoren heet orthonormaal als het orthogonaal is en
als bovendien alle vectoren de lengte 1 hebben.)

Als vraagstuk 111 voor de symmetrische lineaire afbeelding A in Rs:

2

(A§,§)=x§+x2+x’3+x2

2+ xi + 2% %, .

5

Bepaal van elk der volgende tweedegraadskrommen het (de) eventueel
aanwezige middelpunt(en), een transformatie, die de kromme in
standaardvorm doet overgaan, de standaardvorm en het type.

a) 7x: - bx,x, + bx3 - 6%, - 12x, - 9 = O.

2

2 2 -
b) bx - 12x.x, + 9%, - 7x, + bx, + 9 = 0.

¢) X+ ux %, + bxj - éx, - 12x, +:85 0.

a) 3x% + 2x? - 6x, + 9 = O.

e) xi +'x§ -xx, ~% =X, +1 = 0.
£) x5 o+ x? e 2xx, +2x, +2x, +1=0.
g) xz + x: -2x, - 2x, + 8 = 0.




Vr. IIIa 13.

114, Bepaal van elk der volgende tweedegraadsoppervlakken het (de)
eventueel aanwezige middelpunt(en), een transformatie, die het
oppervlak in standaardvorm doet overgaan, de standaardvorm en het

type.
a) 6x° + x° - 8x.x, -~ bx, - 2x. = 0O
1 2 1”3 1 2 *
b) x; + 1+x1x2 - 2x, + 1 = 0,
2 2 2 _
c) x + 3x, + 3Xy - 2x,X, = 2X,X, = 2X, X, + 2X, + 2X, = 6x3 + 1 = 0.
2 2 2 _
d) % + b4x; + x; - be,x, + 2% %, = hx,x, - 2x, + hx, - 2x; + 1 = 0.
e) xf + x: +ax§ +2x,x, - bx, + 8x2 + bx; = 0.
2 2 ; X _
£) 7%, o+ hx, + 7x - hx,x, + 8x,x, = hx,x, + bx - 8x2 + bx - 8 =0.

2

WA N

g) X + 2x,x, + x

1 3 - X =O.

3

+ X, X, + XX ) = 0.

2 2 2
h) 3(xy + x, + x3) 4+ l+(x1x2 »%s

2

i) 2x§ + 22X, %, + 2x,%X, + 2x,%; = O,
j) xf + hxz + xs + 4x1x2 +_4x2x, + 2% x, = 1.

k) X, X, + X, X, + X,X, = 0.

5\9(,2"2?"¢ ", + SRXZZ" 2, 42K, LA

2. X, 4 e X, 4 17 Ay </ ~o

9y §h~§‘Mk4~AP /éé;;“&“ N
. Xy~ 20, X~ SXe23
Xiz‘f' (ZMAZ“/') (3(21—3(’ ) <20 T - atmz-_?h/'f/

m £ -1 J&zu&iﬁ/mﬂﬂe
~l n..p.
o= - »a@‘iw- 7, )



Antw.ITIa 1.

Antwoorden bij de vraagstukken van hetl

college wiskunde illa

HOOFDSTUK I. DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

12,

1%
14,

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21,
22.

23.

b,
25,

¥xX© = Te’.,
y2 - 1 = 2(x? - 1),
C
y = +. log x + Tog %"
y= =2 +C{x V¥ x2+ 11 7 4+ x?),
Cix? + v2) = x.
¥N¥ O+ ¢33 v o= CTo
2x + x¢ = Oy 3 ¥y = T
v = ¢ + 1 log =2 3=
YT = Ve x? {xi
y:Cey):X .
sin (x + y) = ce .

x’y - Xy + yz = C.

Vx?sv2ed .
x*+ y®+ 0 C

e = Cy?-2xy? ; y = 0.

+
ke
~
/]
-
t
L]
(@]
)

y‘(Ce"Zx - 10x’ + 15x? - 15x

2
(2x - 2y + 1) e2(x—y) +6x+2¥ -

e = (y +C)logy; y=1.
xy(x?+y3) + 1 =Cxy ; y = O.
by = (C - x"y.

y? =Cx - x log Ixl.

(xy + sin y)e* = C.
{(y> - 1)x? = C.

)
(y = x=2)"'=C(57 + x+2) ; 5y + x + 2 = O, Yz —C_'ﬁi'—?-'——

5

8in y = ce ™™ + x - 1.
2,2
x¥(1 + y2) = Ce® TV,

(y + x) (y - x) = C.



:ntw. IIIa 2.

2
p’ P

27. C.x(1 -x% =y - ~.

26, x = = (Cp - 2) ; ;'-—-—1—2-(20.0 -,

28. e4x+8y(4x -8y + 17" =C.

29. x’+ 3x¥y?+ yt =2,

30, y~-Xx= ce’.

31, x? - y2 = Cy3 3 y = 0,

32, y=Cx+C - c?; by = (x +V1)2.
33, x?y = C + sin x - "X cos X.

3k, y =sinx + C cos X.

35. y(3x - y?) = C.
36, x=(1-t)"; y=2t-22lg lt| +C.
37, (Ce* + x + MMVy=1 y=0.

380 yGXy = Co

”
i

29, (x = eat(A sin 3t + B cos 3t)
- %ethBB - A) Sjtn’ 3t - (BA + B) cOS Bt;l
40. {

t

»
]

A+ (B + lH;)et - e
2A + g (B - 1 + ‘+t)et - g e~t

<
n

x = Ae~ ¥ 4 e%t { B.sin ¥tV 3 + C cos #t V 3 } + et
y = Ae 4 %th ((C V3 -B) sin 3tV 3 - (BV 3 +C) cos $tV 3 )+ et
1z =‘Ae-t + %eTt {(-(B+CV3) sindt V3 + (BVZF ~ C) cos 3t V3 )

L,

3

—-1t
42.{f = le -2t/5 + %e K
2

o? -
Lz, [x = Ae t + Be o’ + PO 2 sin at
' a(1 + ad
2 2 " G#Oo
y = —he¥t , Bem®E , &= cosatj
4 a1 +q?)
x=t + A
o = Oo
Ly =3B




“f

45,

L6,

L7,

L+80

kg,

50.

51

52.

53.

54.

=z Acos t + Bsint + 3t sin t + %t cos t + 6t

x’ x & x ?

=a, [+ 2.3 ' 2.3.5.6 * 2.3.5.6.8.9
[ 5 x? x1°

a, Lx o+ 37 5 3.0.6.7 T 3.54.6.7.9.00% **° ¢

+ eee i

x8

x ¢ o
=a, [ T 2.3.h v 5.3.5.6.7.8 " s -
e x> x?
8, ["‘3.11.5*3.&.5789“"]f
*x [ x1o

a’[xz°h'56+l:568910"000.]c

=8 [1-3x24 xb4 txb, 2 !
a, pj 3x2 4+ x b 5 X +,5’7 x?® +‘7%§,x° +

“.aj*:[x —\x’}.

(2n + 1)(2n - 2)! | Zn

j

Antw, IIXIa 3,

#(A + B) cos ¢t + (B - A) Bin t + #t cos t + 3t + } + % cos t +

- ain t.

4

—'2— x12+ a-o-}

9

<11

_ : ' b
=a (1 +6 : ) + adx - = x3).,
° " "n=z1 (2n - 3)22n(n - 1)1 n! S 3
_ 3 X6 x’
=a, [1+357 3 *2.3.5.6 1 2.3.5.6,8.9 T 1+
. x* x 7 x1°0 2
B S XY TR Y ITRE.7 Y T0.6.7.9.001 0t 4t
+x? 4+ 2.1.5 x% + 2’14.;.7’ x8+ L 1’_‘1.‘4' ess

A(1 + x) + uex.

(-2) (-3)(-1).1.3....(2n - 5)
X“*%; 3.7....006n = 1)

R A I S CO R (G A PN T YN

n=1 Ll'n n!

Ax +ux log |x] .

Ax? + ux’.

% (Asin x + pcos x).

2.4.5,7.8.10.11

2n -
J

+



57.

58.

59.

60.

61.

62.

63

64,

65.

66.

67.

x
, . -X .
¥ = e (crs x + sin x) - e © sinh 2x.

y = +eX(x? - 3x + g) - é% e X - le%x (cos 3xV3 -V3 sin 3xV 3).

2

x =8t + 30 + et
t

y = -bt - 21 - e”,
2x = (3t - 1) et 4 (t + 3) et
by = (b - 3t) e® = (4 + t) et

Yy = 3 cos x + 6 sin x

3z = - €cOS X - 2 sSin X.

00
% E (_1)n+1 n sin n x .
n= ' bn2 - 1

n

3 YR (2.2 _
E + & E 2+ (=1) (nn 2) COS N X .
n=1 n“

Antw:

-+

ES

1la

[ 4

cosh 21 - 1 . a (cosh 27 - 1) cos nx - n sinh 2T sin nx
am ' e n? + 1
<o
n+1
- 2 cos X + 2 E (=1) ‘cos nx
n=2 n? - 1
(- -]
T oin x - 16 n_sin 2n x
T

2 n=1 (4n2 - 1)2
n?
BL
+
+

e



68.

690

70.

71.

72,

73.

7h.

75.

77,

3059
[
1 E 8in 2R nx
¥ - = n
n=1
» m.2 -
o 6 T (sin %E) cos 2—?—’5
2 _ 6
} x? <. 1 n2
o
n
sinh ¢ + 2¢ sinh ¢ E (=1)
¢ n=1 ¢?2 4+ n2g2
= 1
n+ _
+ 2®B8inh ¢ E (-—1)—L— sin B
n=1 ¢c? + n2g2
o0
3
y(x,t) = 8a f :§:j 1 sin
an n=0 (2n + 1)*
£ a A3
y(£/2, 5% ) = e *
'ez - n
yix,0) = 222 GO Gin
n=0 (2n + 1)
n
5 voor 0 x < 1
E voor x = 1
0] voor 1 < x.
g x? voor 0g x < 1;
L v = 13
T oor x = 1;
0 voor 1 < x.

COS

(2n + 1)x
e

(2n + 1)nx
SR X

Antw.IIIa 5.

(2n + Nx at
sin g
sin (2n + Vx ot



78.

79

80.

81.

82.

83.

89.

93.

9L"o

96.

97.

Antw.

£, (w) = .
Vor (1 + u?)
£ (u) = 2b _ 4 ajiu
! (1 + u2)Von (1 + u2)2V ’n
n xe-lxl % e-|xl.

-
f
=]
N

f (u) =
1
% (1 + x)e * .

Neen.

IIIa 6.

Uniform convergent dp eik interval a g x K b dat de punten

X = h 1 niet bevat.

Neen.

Ja.

T log > .

a) 2; b) 15 ¢c) x +y -2z =0; d) x= (% ,%,()) + 2(1,1,=-1).




98.

99.

100.

101.

102,

103.

10L.

105.

106.

107.

_}S = )\,(1,1,2)0

-1

(19212)v (211’”2)9 (2$’2s1)-

a) [(a) = 0
-6

c) 33 X(173$9)'
=15 b T 3VED

p(1,0,-1); U(2$’190);

(Al

W=

W=

Uil
P
!
1 = 1
W W O

1) (-1,1,0) en (2,0,1);

2 &
5 11
-1 0]
0
0 1
5 2
1(0,1’-1)0
=2 -2
2 -1
-1 2
(1,1,-2)
-1 2
2 2
-1
2 2
1 -2
2 -1
0 =13
30 -2k
10 1

Antw.

| — 1
b) (a3 = Z

I1TIa 7.

=1



Antw, IIZa 8.

2 .2 —’l_ ;i 0 0
108, a) S = 2 1 -2 C 0 2 0
) 1 0 0 5
1 -2 0 0
b) S = | =2 1 3 : 0 1
’ L 1 9 0 0 3
1 14 4 . 2 0 0
c) S = o -15 -5 ; c -1
0 -9 -5 0 0 -3
1M1¢ Ay = A, = - by v, = (‘1'\’3’ o, O, '%E)
v,= (0, ¥2, -#2Z, 0)
X; = L*; vy = (’}’ "'3" "}’ ‘})
Ay, T 8; Y. - ('3'7 %, %, %)'\
1M2. A y4,2,5 = 1 A, =0 Ag = 2
v,= (1, 0, 0, 0, 0)
v,= (0, 1, 0, 0, 0)
Y= (o, 0, 0, 1, 0) .
!~= (O, O, %\ré_, O, -’l‘m
.Z 5= (o, 0, %\TE’ 0, N )e
113, a) M(1,2) 3
X, = 2, V% -2, V% + 1
X, = 2, V% + 2, V% + 2
32: + 822 -2k =0, ellips.
b) geen middelpunt
2. .2 8
3 V3 Vi3
X = L L=zt
2 — S
Vi3 Vi3 Vi3
13 zi - V13 z, =0, parabool.




113%. e¢) M (3

a) M (1

e) M (1

f) M (-

2z

NN

g) M (1

[X1
X
2
2
+
y1

»0) + A(~-2,1) rechte van middelpunten.

2 . 1 3
= = z — z, +

Vs ' Vs 2
= 1 z, + 2 2z
=7 2 — 2,

V5 V5

-1=0, evenwijdig lijnenpaar.
+0)
=z, + 1

. .
+ 222 + 6 = 0, imaginaire ellips.

» 1)
1 1
=§-z1\/.2-§z2\f2+1
4 1 ’
=3 2, \fz+3zz V2 + 1
+ % 2 =0, imaginair snijdend lijnenpaar.

1,0) + A(1,-1) rechte van middelpunten.

=2z, V2 + 3oz, V2 -1

-2z, V2+3z, V2

=0, reeel samenvattend lijnenpaar.
) 1) .

=Y, +1

=y + 1

2

yf + 6 =0, imaginaire cirkel.

oM



114, a)

b)

¢)

d)

2
2 1
X, = -— 2z, + — 2
1 v-52 V-53
x, = 2, +
T N
V5 Vs
2
z, + 8z§ -2z - 1 =0,
M (0,0,1)
1 1
X, = EV-E‘zz -5\/-2 24
1 . 1
X, = Ef222+-2-\/'22,
X.,=Z1
zi + 222 - 2z§ = 0
M (0,0,1) + A(2,1,1)
X, =22, ¢+~ 2
1 - .
Ve | V3 ?
JC2="'?'-'Z1-‘l"Zz""'i‘Z3
v6 V3 V2
x, = ;L-z - zZ, - _ z
> Ty Y vzt W2 P
322 + 42 - 2 =0
M: p, -2p, + P, -1 =0
x, = e z, + a z, + L z
L O T
X, = - — Z4 + = Z5
V6 V3
X, =g g o+
3 VE 1 Vo 2 Vs 3
622 =0

&énbladige hyperboloide.

kegel.

rechte van middelpunten

elliptische cylinder.

vlak van middelpunten

+ 1

samenvallend vlakkenpaar,



114,

Antw,

e) geen middelpunt
) £ A 2
Va V2
1 1 1
x=|0 -— — | y3 y=z- |3V
V2 W2 2
1
1 0 0 3 V:
3 2
z, + 2z - 6z V2 = o, elliptische paraboloide.
£) M (0,1,0)
| ]
.2, .2, .1
x1 = 321 +322 -323
=21 2 2
xz--3z1+3z2+32’+1
= 2 1 2
X, = 52,732 +3z
1222 + 322 + 322 - 12 = 0, ellipsoide.
" 2 3
g) geen middelpunt
Iz o -2V g V2
x = 0 1 0 ¥s Y =2 + 0
1 1 ’ 1
3 V2. o 5 V2 -Z V2
2z, = 1 V2 z, = o, parabolische c¢ylinder.
h) M (0,0,0)
1 1 1
X, =3 2 V-B-E'z-\fz-#gz, V6
1 1
x2=-3-z1 \/-3‘ --3-2,3 V6
1 1 1
x, =3 2z, \/'3+§z2 \/'2+3-zsl\/‘6
722 & z: + z§ = 0, imaginaire kegel.

I11Ia

A
I



1M, i) M A(1,-1,-1),
x‘1 = % z1 \/-3
X, = = % z, VB
X, == % z, V3
- z: + 32§ =0,
j> M (0,0,0)
x, = % z, V6 +
x, =52, V6"
X, = % z, V6 -
6z?I -1 =0,
x) M (0,0,0)
X, = % z, VB +
5:2 = -;- z, \[3
X, = % z, VB -
1 1
2} -3 25 - 52

+

=

V]

VTR

-

rechte van middelpunten.

+ % Zy V6
z, Vé + % Zy V6
z, V2 + % Zy V6

snijdend vlakkenpaar.

\fz--;-z, V3
+ % Zy V3
\fa-%z3 V3

evenwijdig vlakkenpaar.

V2 - z 2, V6
+ % Zy V6
V2 - 72, V6
= 0, kegel.
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Vraagstukken bij het college wiskunde IV

HOOFDSTUK IV : FUNKTIES VAN MEER VERANDERLIJKEN

2
u x° +y
Door de betrekkingen [ is een vectorfunktie van R, in R
vy = X +y 2 2

gedefinieerd.
Bewljs dat het beeld van elke vector x = (x,y) binnen of op de parabool

met vergelijking v? = 2u ligt. Wat is het beeld van het halfvlak x > y?

Bewijs dat de in vraagstuk 1 gegeven vectorfunktie overal differentieer-

baar is (aanwijzing: in een willekeurig punt a = (a,b) is f£la+h) - f£(a) te

splitsen in A(h) d.i. het eerste graadsdeel in de variabele h (h, k)
en de rest lhle(h)). Bepaal de functionaalmatrix in een w1llekeurig
punt (x,y).

Een vectorfunktie van R, in R, is gegeven door de betrekkingen:

u=x+y
vV=x-~-y
w = x?

Bewijs dat het xy-vlak wordt afgebeeld op het oppervlak net ver g»ll;klng

(u + v)? = bw,
Bewijs dat de vectorfunktie van vraagstuk 3 overal differentiee:baaf is.

Gegeven: vectorfunkties y = y(x) en v = v(u) resp. van R, in R, en van
R, in R, :
2

’

Y =x1x2
v = u - u
- 1 1 2
y, = 2x,
v =y, u
y}:-xz 2 273

Bewijs dat deze: funkties differentieerbaar zijn, Bepaal de same: :estelde
funkties y(v(u)) ‘en v(y(x)).
Bereken de funktionaalmatrices van de samengestelde funkties.



Vr IV 2.

6. Zijn de volgende funkties continu in x = 0 ?

a) £(x) =
£(0) =
v) £(x) =
f(x,x)

7. Bereken de funktionaalmatrices van de volgende

x? + 22Xy + y2 ' y,

f(x,y) = » - x # 0.
x + y°

2

o lx-yl

o - 2xy + y? x £y

= x> '

gegeven punten:

a) f(x,y) = &%y - xy® + 2 ; P=(1,2)

b) £(x,y,2) = x2%yz + 3xz? : P=(1,2,-1)
£,(x) = x> +3y -2 |

c) £,(x) = xyz? ; P=(1,1,1)
£5(x) = 2xy - ¥’z

a) £,(x,y,2) = xyz? - 4y? : P = (1,-2,3)
£,(%,5,2) = 3xy? - y%z
£,(x) = x + 6y

e) £,(x) = 3xy ; P=(1,1)
£,(x) = x* - 3y°

8. De funktie y

Bereken:

9. Gegeven:

£(x) is gegeven door de betrekkingen:

X XXy

XX, = X X,Xg

X

2

- x1x2

XY, 27, +75)

a(x1,x2,x35 )

vectorfunkties in de
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a(u, ,u,,u,) = (- r’i.g'.

Bewi js:

a(x1.x2,x3)

Een kromme in R, is gegeven door de parametervoorstelling:
x = 2t
y = t? - 2t
z =t 4 2t%,

-Bepaal een ﬁaraﬁitervoorstelling van de raaklijn in het met t = 1
~ ‘torresponderende punt van de kromme.

Een kromme in R, is gegeven door de vergeli jkingen: -
X + Yy+2z=6
{x2 - y2 + bz? = 16, A
. Bepagl een pg;anetervborstelling van de.raaklijn in het punt (2,2,2)

Bereken de afgeleiden van de volgende funkties in het punt P en
in de richting v:

a) £(x,y) = x* + 3xy; P = (1,0);
b) £(x,y,2) = xy° + yz3 P=(1,1,2); .
Verklaar het antwoord van b) meetkundig.

(1’-1)0
(2,-1,2).

L]

i
i< I
i}

' Gegeven: x = (X1vx29x;)3 r = lZ .
. n n-2
Bewijs: vr = ar “x.
Gegeven: £f(x,y) = —;EL——; voor (x,y) # (0,0)
x* +y
£(0,0) = 0.
s dat 2 en 2 oyera:

a) Bewijs dat ax.en 3y overal bestaan., ,

b) Heeft f(x,y), behalve %i en AL s nog andere richtihgsafgeleiden

y
in (0,0) 2

¢) Is f(x,y) continu in (0,0) %



!
|
I
3

15.

16,

17

18.

19.

Vr IV k4.

Gegeven: Xx = (x1(t), xz(t)’ xs(t) )3
¥ = (r,(8), 7,(8), y5(£) ).

e S (B L ().

at X 3t at ' &L
a(x x y) dy dx
—————— - — — X
b) at = XXg® *t F;® Lo

Gegeven is de-kromme met parametervoorstelling:

x=.7}'t"
1,3
y=3t

Lz =t

Bereken de punten waarin de raaklijn evenwijdig is met het vlak

x+ 3y - bz = 0,

Bewijs dat alle raaklijnen aan de kromme
x sin t + cos t

y sin t - cos t

z=ae" (a #.0)

het xy-vlak op de cirkel x* + y* = 4 snijden.

Controleer de stelling van het gemiddelde voor de volgende funkties
en de aangegeven punten

ex+4y

n
n

a) £(x)
b) £(x)

(1,2)3 b = (2,5);
(2,1); b = (1,2).

(Y

x+ ¥ a

Ontwikkel de volgende funkties in een Taylorreeks in de gegeven
punten

a) £(x,y) =y e Y 3 a = (0,0).
b) f(x,y) = x3y + x2y2 - 3x ; a = (2’3).
c) f(x,y) = sinh(cos x + 8in y); a = (0,0).



20.

21,

22,

23'

Vr IV 5.

De vectorfunktie van R, in R, gegeven door

U= Xcosy
v = x sin ¥
heeft in de omgeving van elk punt x = (xo,yo), met x # 0, een

inverse. Geef expliciete uitdrukkingen voor deze vectcrfunktie als
nog gegeven is: T /2 < Yo < 3n/2. Controleer de betrekkingen tussen

de funktionaalmatrices van beide funkties.

Onderzoek van de volgende vectorfunkties of ze locaal een inverse
hebben. ' '

a) u ='x2 + 2Xy + yz;
v = 2x + 2y
= x2.
b) voE X
v = y/X.
¢) Y, = log x, .+ e*2; (x, > 0)
= xS %,

Gegeven is de vectorfunktie

u = f(x)
v = -y + xf(x).
Hierin is f(x) differentieerbaar en de afgeleide is nog continu.

Bewijs dat de inverse funktie bestaat in de omgeving van elk punt
(x,y) waar £'(x) # O is, en dat deze de volgende gedaante heeft:

x = g(u) '
y = -v + ug(u).

(u
X + Yy + 23

v
‘Ly = log (x% + y2).
BeWijs dat in de omgeving van het punt x = (1,1,r) x, ¥y en z kunnen
worden beschouwd als funkties van u, v en w. (r willekeurig).
Bereken de funktionaalmatrix van x = f£(u)in het met (1,7,r)
corresponderende punt u = (uyvow)e

Gegeven:

log x3



x:W[“;V;y,Z)

{: %(”/V/%Z)

n = // ([%/k/v}y/‘z)/ %/"1"/]/7)/ %2)
V= % ((% (H,(//y/?)/ (/2 /C(/(//y,?)/ y,z)



2k,

25.

26.

27

28.

29.

Vr IV 6.

u=x24+y32+224+ 1

Gegeven: )
vV=xy+yz+xth

Bewijs dat in een omgeving van het punt (x,y,z,t) = (0,0,0,1)

X en t als funkties van u, v, y en z kunnen worden opgevat.

Bepaal de funktionaalmatrix van deze laatste vectorfunktie in het met
(x,y,2,t) = (0,0,0,1) corresponderende punt. Kan men hetzelfde doen
voOor X €n ¥, X en z enz. 7

Onderzoek als in vraagstuk 24 het stelsel:

u®: sinh xyz + sin t
v

= cosh xyt + cos z

in de omgeving van het punt
(x’y‘vztt) = (oyo’gyo)o

Kan de kromme in R, met vergeliaklng 2 + y + sin(xy) = O worden
beschreven met een vergellgklng y = f(x) in een omgeving van het
punt (0,0) ? Kan de kromme worden beschreven met een vergeli jking
van de vorm x = g(y) ?

Gegeven: het oppervlak met vergelijking:

Xy - 2z leg y + eZ = 1.

Kan dit oppervlak in- een omgeving van het punt (0,1,1) worden voor-

gesteld door z = f(x,y), door y = g(x,z) ?

Het punt (1,-1,2) 1ligt op de oppervlakken
x(y2+ 2 =5 en (x-2z)+ y2 = 2,

Bewijs dat in een omgeving van dit punt de doorsnijdingskromme kan
worden beschreven door twee vergeli jkingen:

y = £f(x) | en z = g(x)e

Behandel dezelfde vraag als in vraagstuk 28 voor de oppervlakken

x2+y2=04 en 2x2+y?-82%2-38

en het punt (2,0,0).






Bepaal de singuliere en reguliere pulten van de volgende funkties:

u = sin x + cos X,
a) v = sin x - cos X; (R, in Ry)
-X "
w = e . ¥
b) w=y e Y. (R, in R))
u=x24 2xy + yz;
c) v=x+y (R, in R,)
u = x’y;
d) v = 3%+ 3l (R, in R,)
u= (x + yk’;
e) ve(y+2)%h (Ry in R,)
2
w=(x+2)"%

N

Onderzoek of de volgende stelsels funkties afhankelijk zijn:

w = XY u=x+y-2
a) x a) = x(x - 2y + 22)
vy = 22T, ’ W=2X ~Y + Ze
y
= X + Y u=x-9J
b) v=x%4+y e) =X
w = xe.
u = 1 - %3
X+y
2
¢) L_ (x + y)
(1 + x)(1 + y?
Bereken de extrema van de volgende funkties:
a) f(x,y) = x? + xy + y? - 3ax - 3by.
‘ a’> al .
b) f(x,y) = x2 + xy + y2% + I voor x> 0O, ¥y > O.

c) f(x,y) = x> + y> - 3axy.

a) fx,y) = x>+ y% - 9xy +27 voor 0L x<a; 0Ly < é, a> 3.
e) f(x,y) = e-xz-yz(ax2 + by?; a >0, 'b > 0.

£) f£(x,y) = cos x cos 2 + sin x sin 2 cos(y - 3).

g) flx,y) =-x -y voor 0<x< 1, O0KLy<1.

n) f(x,y) = 2x* - 3x% + y2.

i) f(x,y) = 2x? + y? + 2x voor x? + y2< 1,

i) £lx,y) = 5(x* + y*) - bx®.

k) f(x,y) = (y2+ x" A9 - 8x).
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33, DBereken de extrema van de volgende funkties met de gegeven bijvoor--

waarden:

a) f(x,y)

b} £(x,,x,)

.¢) f(x,y)

d) f(x,y,2z) =
e) f(x,y,2) =
/K £) f(x,y,2) =
g) f(x,y,2) =

h) f(i,y,z)

n

1]

i)  f£(x,y)

1 1
X + ¥ —15-»-—2-:';-2'. (a > 0)

L]
ad

m m o .
X, + X,5 X, + X, =2a; X,” 0; x

x%y’z*; 2x + 3y + bz = 9.

2 2 2 ¢ y2 4+ 22 =

x? + 2y? + 3z2%;

L]

in X L
sin 5 sin 5 sin

xy + yz; x2 + y¥ =25 yz = 2.

X
Z
E;x+y+z

Xy + xy? - 2xy - x? - y? 4+ 23

t

>0; m >1,

2

35. Gegeven: de ellips x2? + 4y2 = L4 en de rechte x + y-L4=o0.

Bereken de grootste en de kleinste afstand van

tot de rechte.

38. Gegeven: de paraboloide z = X~ 4

2
* %

N A L]
L)

~
=T

X
a

=1,

A

een punt van de ellips

(a> 0, b> 0) en de cilinder

14

Bereken de oppefvlakte van het deel van de paraboloide, dat binnen
de cilinder ligt.

&

39. Bereken [f (x" - y*)dxdy over het in het eerste kwadrant gelegen

gebied, ingesloten door de krommen: x2 - y2 = 1, x? - y¥ = L,

x? + y? = 9, x?

+ yzz 16-
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Bereken ‘JJ‘ xy dxdy als G het parallelogram is begrensd door
G

y=?x,y=%x+2,y=5x,y=3x-l+,

Bereken de oppervlakte van het deel van het platte vlak gegeven
door de betrekkingen:

X 2 X
E+DicZ-L yy 05 (a >0, >0
Aanwi jzing: substitueer: x = ar cész¢; y = br sin?g.

Bereken Jif dxdy als G het gebiéd is begrensd door de krommen:
G

a) xy =13 xy=4; x=y3y 3 x=2y; (x>0, 5y >9).

b) xy=1; xy =2; y2=x ; y?=2x.

¢) yi=1-2x;y2=b=lbx; yi=14+2x; 5% =9+ 6x;5 (y > 0).

i]
n
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"HOOFDSTUK V, VECTORANALYSE

Een oppervlak is bepaald door

X = cos U + Vv sin u -
Y =sinu - v cos u O\<u$-2-;0\<v\<1.
Z =V + 1

Bereken de oppervlakte,

Bereken het zwaartepunt van de homogene kardicide r = 1 + cos ¢ en
van de kromme

= e-t cos t
y=e  sin t 0L t<
zZ = e-t

.Bereken het traagheidsmoment van de schroeflijn

X = cos ¢t
y=:h1t Ot £2me
Z =

te0sVe de z~as, als de massadichtheid xzyzz ise.

Gegeven is de kromme :

X = cosh t éos t
y =cosh t sin t
z =t

Bereken de lengte van de kromme tussen de punten corresponderend met
t=0 en t =1,

-

Gegeven is de kromme ¢

Y = arcsin x

z = %+ log %—E—§ .

Bereken de booglengte s(x) met O als beginpunt.
Bepaal de raakvector aan de kromme in Q.



Vr. v 11

48, Een oppervlak is gegeven door

x = (2 = cos v) cos u
y = (2 - cos v) sin u -n\éu\in
z = sin v ’ N
Bereken de opperviakte.
49. Als 1‘*‘8’ met
]
X = U cos V
;e 0 gu <1
7= u LV 2w,
Wat stelt dit oppervlak meetkundig voor ?
50 Gegeven :
kromme C : x=t
y=t2 o<t <
z = 2t3

opperviak V : z = x? + 3y? - 2xy,

Gevraagd : de hoek tussen C en de normaal op V in de snijpunten van
CenV, .

51. Bewijs :

x 3x

ou ov

= VEG - F2 , met

=
n

ax, 2 Ay, 2 dz, 2
(3;) + (3%) + (3;)

_dxax , Oy by , 0z 2z
F=uavtuov & oau ov

_ (3% 2 oy, 2 2z, 2
G = (av) + (av) + (av) .
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52. Verifieer de formule van Stokes in de volgende gevallen:

a) S: x?+ y?2+2z%2=1R?; x>0, y>0, z 3 0.
e

o

=T

53 L= (xy,2) 3 e,=1(0,0,1).

b) driehoek met hoekpunten (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

S

a = (x,y.2).

c) 8: deel van cilinder x° +
z3g 2y, x>0, z > 0.

(x + y + 2)r met r = (x,y,2).

y° = 1, waarvoor geldt
0

i
i

d) S: x¥+y2+22=4; 2z3poO.
a

(XoX,X)o

53. Verifieer de formule van Gauss in de volgende gevallen:
a) G: kubus: O0Ogxg1, 0y<1, 0Lz 1.
a = (x%y%,yz2).

b) G: deel van de ruimte binnen.de torus, die ontstaat als de cirkel
(x - 2)2 +22=1, y=0 omde z-as wentelt.

a-s= (-xy,x2,0).

c) G: x2+y2<(1-z)2, x>0, y>0, 0<z<1,

a=(x?+y9e (c is een constante vector).

d) G: x?2+ 3%+ 221,
~

a = (x,y,2).

S5k,  @(x) en ¢(x) zijn scalaire funkties in Ry.
K is een gesloten ruimtekromme.

Bewijs: j (¢ grad ¢,t)ds = - (¢ grad ¢,t)ds,
K K .

55. r = (x,¥,2) G.is een gebied in R,,' S het randoppervliak van G.

| f
Bewijs: J (r,r)(z,n) do =5 (r,r) dt.
S G
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56. G en S als in 55.

2 57.

58.

29.

60.

i 61.

62.

Bewi js:

1) (a, rot b) dr1 = J (b, rot a) dt - j (a x byn) do .
G "G S

2) J ¢ div a dt = J (pa,n) do , als nog gegeven is dat a in
G S :

jeder punt raakt aan het door dat punt gaande niveauvlak
van @(x). ' .

Bewijs dat voor éen gesloten oppervlak S en twee scalaire velden
¢*en ¢:

f (grad ¢ x grad ¢,n) do = O.
S

r={(xy,2); r=|rl.

a) Bewijs: rot r_a;_ = 0.

.b) Bereken a als gegeven is div raz =0,

Gegeven een vectorveld a met div a = 0; rot a =05 r = (x,y,z).
Bewijs: div grad (r,a) = O.

Gegeven het scalaire veld:

¢ =TT 2 = SR —— .
V2 + 32+ (z - 1) 2 Vel v y2 4+ (2 - 2)2

S is het boloppervlak x? + y2 + z2 = g/4,

Bereken (grad ¢,n) do .
: S

Gegeven: een gesloten oppervlak S; r =\£c2 + y2 +z? .,

Bereken: f (Vrlz,p_) do.
S

Als a = ¢v, bewijs dan:

(v, rot a) = (a, rot v).
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63. Gegeven: A¢ =A¢ in R,.
' G is een gebied met randopperviak S.
¢ =¢ op S.
; Bewijs: ¢ = ¢ in G.

. 64. Gegeven: a = (x,¥,2);
' K is een willekeurige kromme van (1,1,1) naar (1,3,3).

Bereken: J‘ (a,t) ds.
K

©

.
65. Geef het vectorveld: a = (z,-2x,y) in cilindercoordinaten.

R e e - e S SRS

66. Gegeven de coordinatentransformatie

X = uv cos ¢
uv sin @ u> 0, v> 0, 0<¢p< 2%,
3(u? - v?)

Z

i

Bewijs dat de coordinaten u, v en ¢ rechts ortyogonaal zijn en
schrijf grad a, rot a, div a en Aa in deze coordinaten.

67. Als 66 voor de coordinaten (¥,7n,¢9) gedefinieerd door

sinh £ sin n cos ¢
20,01«

0<9<2n .

sinh ¥ sin 3 sin ¢

N
n

cosh ¥ cos q

68. Gegeven: x = (x(t), y(t), z(t)).

dx d?x . '
' RDruk T " TiT uit in cilindercoordinaten (r,9,z).

69. Bewijs dat voor elk vectorveld a en elk scalarveld ¢ geldt:
div rot a = 0 en rot grad¢ = Q.

70. Gegeven de coordinatentransformatie:

u?i-v?

uv - o yu £ ® v20; ~®L 2z =,

10

&
g z =z

Schrijf de vergelijking Aa + {3 - ¢(x,y,2) }Ja = 0 in de
coordinaten (u,v,z).
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72,
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75.
76.

77

784

79.

LS IV 15-

Gegeven: 1) a = (x + 2y +az, Bx - 3y - 2, bx + yy + 22).

2) a is rotatievrij.

Bereken: 1) a, B en vy.

2) De potentiaal van a, die nul is voor x = Q.

Bepaal ¢ (V x* + y° + z%) = o(r) zo, dat ye¢ = (ﬁ%, ?& , ﬁ%) en ¢(1)=0

Gegeven: a = (3y‘z?,4x’z2, -3x%y?),
Bereken een vectogpotentiaal b van a, waarvoor b(Q) = O.
Bestaat er een veld a zodanig dat

(x,y,z)?
= (2,1,3)?

a) rot
b) rot

I
n

[
!

HOOFDSTUK VI: STATISTIEK

Toon aan, dat bij spelen met 5 dobbelstenen de kans op een of geen 6
even groot is en dat de kans op 2 of meer zessen < 20% is.

Uit een vaas met 12 rode, 12 witte en 12 blauwe ballen wordt blinde-
lings een greep gedaan van 3. Wat is de kans op rood, wit en blauw?

Maak een histogram van de relatieve frequenties ( = kansen) van de
uitkomsten

1, 2, 3, 4, 5, 6 ©bij werpen met 1 dobbelsteen.
2y By ceeeseey 12 bij werpen met 2 dobbelstenen.
3, 4, ...ec0ey 18 1bij werpen met 3 dobbelstenen.

Is het statistisch te verdedigen wanneer iemand 40 tegen 1 wedt, dat
1000 maal werpen van een zuivere munt meer van 400 maal kruis oplevert

Voor twee van toeval afhénkélijke gebeurtenissen V en W geldt

P(VIW) = 1 en . P(W|V) # 1. Welke der betrekkingen 1) V.« W = V,
2) Vo W=W, 3 VArW=V, #) VAW = Wis geldig ?




80,

81.

62,

83.
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85.
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Bij het werpen met een dobbelsteen onderscheiden we drieerlei type
worp dat zich telkens al of niet realiseert.

A, : oneven (1,3,5) P(A1) = 3
A, : priem (2,3,5) P(a,) = %
A, : drietallig (3,6) P(A})ﬁ;_}

Toon aan: 1) A, en A, zijn afhankelijk.
2) A en A; zijn onafhankeli jk.
3) A en Ay zijn onafhankeli jk.

Ga na of P(A,) + P(4,) « P(A1AA3) en P(A1\JA5) gelijk zijn of niet.

Laat Py, Py (1 £ § = 1,2,3) resp. P, ,
gebeurtenis A , A, én Aj resp. A, én A, én A,. Druk in deze P's uit:

voorstellen de kans op

1) de kans op tenminste é&én van A, en A

2) de kans op tenminste &én van A ,A en'A3. (Teken de kansen als
gebieden - bijv. cirkels - die stukken gemeen hebben).

Welke gebeurtenis heeft de kans (vgl. opg. 81)

P, +P, + P, - Z(P12 + P, + P ) +3P, .2
:Teken weer de kansen als gebieden). Controleer het antwoord met de

gebeurtenissen A,, A, en A, van opg. 80.

Laat de gebeurtenissen A, A "en A, van opg. 81. onafhankelijk zijn.
3

Geef uitdrukkingen voor:

1) de kans op noch A, noch A,

2) de kans op noch A noch A2 noch Ao

Verifieer dat deze uitdrukklngen met de overeenkomstige van opg. 81.

complementair ( = samen 1) zijn.

Opmerking: Het i1s niet noodzakelijk, dat er mlnstens één gebeurtenis
plaatsvindt.

Bepaal gemiddelde en spreiding van de verdeling
met frequentiefunktie e >, 0 € ¥ < w

idem met £(8) = e lzl 1= <L <

Bepaal de marginale frequentiefunkties bij

1) £(zem) =nte T yew<E, <

2) £(g,q) n-1 , B2+t g 1.

Wat valt bij 1) en 2) over de afhankelijkheid der stochastische
variabelen x en y te zeggen ?




86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

Vr IV 17.

Als x over (0,1) gelijk verdeeld is, d.w.z. als f(Z) = 1, 0 < Z €1,
wat is dan de frequentiefunktie f(n) van y =Vx ?
(Bepaal eerst de kans F(y) dat y < n is).

Toon door berekening aan dat de spreiding van het worpgemiddelde bij
2 (3) dobbelstenen gelijk is aan o/N2 (6/V3) als ¢ = de spreiding
van de worpen met eén dobbelsteen. (zie opg. 77).

Gegeven 10 waarnemingen van dezelfde grootheid:

110,5 3 110,71 5 111,0 5 109,2 ;5 110,14 110,3 3 109,7 ; 110,71 ; 109,5 3
110,5. Gemiddelde 110,1.

Overeenkomstige reeksen van 10 zouden andere gemiddelden geven. Welke
zuivere schatting van de variantie dezer onbekende gemiddelden geeft
de gegeven waarnemingsreeks ?

Een keuringsdienst neemt een steekproef van 300 flessen melk en bevindt
dat 80% aan alle eisen voldoet. Bepaal de betrouwbaarheidsgrenzen voor
het overeenkomstige percentage van de populatie en wel bij betrouwbaar-
heidsdrempel 0,05.

Bepaal uit de gegevens van opgave 88 de betrouwbaarheidsgrenzen voor

de gemeten grootheid bij betrouwbaarheidsdrempel 0.05 (bla 9 vrlahelds-
graden geeft de tabel van "Student" een waarde 243)

Er worden titraties in duplo uitgevoerd bij 10 monsters. Uitkomsten

1) 76,3 5 7742 5 73,7 5 75,8 5 77,4 ; 74,8 ; 78,2 ; 73,8 ; 75,7 ; 76,1.
2) 7740 5 77,1 5 74,9 5 75,2 3 77,7 ; 75,3 ; 78,5 3 74,1 ; 75,4 ; 76,8,
De waarnemingen 2) die na 1) zijn genomen, lijken door een systematische
invloed verhoogd. De verschillen geven betrouwbaarheidsgrenzen (drempel
0,05) voor het werkelijke verschil. Ga na of het verschil O nog binnen
deze grenzen ligt. Welke conclusie valt te trekken ? (bij 9 vrlahelds-
graden geeft de tabel van '""Student" een waarde 2,3)

*

Laat x en y verdeeld zijn volgens de ffequentiefunktieff&,n) = é%
2 K o B

¥+ d <

Bepaul de correlatiecoefficient p .
Zijn x en y onafhankelijk ? (vgl. opg. 85).
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93. De frequentiefunctie van x en y is bepaald door

i}

4+ als |E|] <1, In - ¥| <24; buiten dit gebied is
0.

£(Z,n)
£(Z,n)

Bepaal Py, B,y 04, O, en p.

94, Bepaal bij de twee tientallen gegevens (xi en y., i=1,2,00.,10)
van vraagstuk 91 de steekproefschatting r voor de correlatiecoeffi-

ciént p van x en y.



Antwoorden behorende bij de vraagstukken bij het college wiskunde IV

2

i 1. v 2u
g 2ah + 2bk {h : Zx_ 2y
§ 2. am = | g Lomiem = mi{ o]\,
| u,u, u1u,—2u2u3 u1u2-u: ( X,=2 X, )
5. 2 =2 0 -2x,  =2x,
0 -u, -u,
6. a) neen; b) ja.
é e a) (u"9)
? b) (-1o”1"4)
i 2 1 -1 ( -18 25 -12) 1
§ a1 12 ayl 12 o -4l e| 3 3
f 2 0 -1 2 -6
8. x1x§.
0. x = (2,-1,3) + A(2,0,7).
11. ?_E = (2'2’2) + A-(-5’3’2)0
12, a) -2 b) O. |
14, ©b) neen; ¢) neen.
1-60 (% [} -13- [ 1) en (L” [ —% 'Y -2)
) n .
19. a) Z ;11'- Z (-1)9 (g)xn-a y3+1;

o : j=0

b) 54 + 69(x - 2) + 32(y - 3) + 27(x - 2)° + 36(x - 2)(y - 3) +
sy -3 4 3x-2) 4 12(x -2 (3 - 3) + blx - 2)(y - 3+
s (x -2y -3+ (x -2y - D

c) sinh 1 + y cosh 1 - % x%cosh 1 + % y?sinh 1 + ...
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20.

21.

23,
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25.

26.
27.

29,

30.

|/

Antw. IV 2.

x = Vu?z + vi
x, > 0: - v .
y = arctan oy + T
x =~ YuZ + v?
x < 0O:
o

v
y = arctan o + 7.

a) Nergens een inverse;
b) inverse funktie bgstaat in de omgeving van elk punt (x, y) met
x £ O
c) inverse best#at overal, behalve in de omgev1ng van punten op de

kromme: x, + 2 log X, + log 2 = O.

1 0 0
-1 0 1
0 1 -1

neen.

Alleen z en t kunnen worden "opgelost" als funkties van u, v, X en y.
De funktionaalmatrix van deze vectorfunktie in het met (x,y,z,t) =

= (0,0,;,0) corresponderende punt is
' 0 -1 0 0]
1 0 0 0

i

jay neen.
neen; ja.

Er bestaat geen voorstelling als in 28. (Teken de oppervlakken!).

a) Alle punten in R, zijn regulier van de rang 1;

b) alle punten in R zijn regulier van de rang 1;

¢) overal regulier; ‘rang 1;

d) de punten op de y-as en op de kromme x = 3y> zijn singulier; alle
andere punten zijn regulier van de rang 2; .

e) singulier zijn de punten in de vlakken:

X +y=0; x+2=0;y+2z=0.



31-

32,

,a)

b)
c)

d)
e)

a)
b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)
i)
3)

k)

Antw., IV 3.

~afhankelijk: uv = u + v.

onafhankelijk.

. 1
afhankelijk: = .
mkelijle: v =

afhankelijk: 3v = w - ul.
afhankelijk: x + y > 0: w = %(u + Vu? + bv) e%( ut + hv - )

x +y<0: w=3u-~ Vo + &v) e-%(Vﬁr_:—E$ +u)

(van afhankelijkheid kan alleen sprake zijn in een gebied; op
de lijn x + ¥y = O is dus geen afhankelijkheid)

min, ~3(a? + b2 - ab) voor x = 2a = b3 7 = 2b = a,
a £ 0: geen extrema.
. 2 -
a > 0: min. 37a voor x =y =3 °° a.
a < 0: max. -a’ voor x =y = a.
a = O: geen extrema.
a > O: min, =& voor x =y = a.
min., O voor x =y = 3.

globaal max. a’> + 27 in de punten (a,0) en (0,a), rel.max.
22> - 9a? + 27 in het punt (a,a) als a < 9.

globaal max. 22> = 9a’ + 27 in het punt (a,0), rel.max.
& + 27 in de punten (a,0) en (0O,a) als a > 9.

globaal max. 756 in de punten (2,0), (0,a2) en (a,a) als a = 9.

min. O bij x =y = O.

verder _
a < b: max. be"1 voor x = 0, 5y = I,
a =b: max. ae | voor x2 + y? = 1.
a >b: max. ae” ] voor x = ~ 1, y = O,
max., 1 voor x = 2 + 2kn, y = 3 + 24n. .
en voor x = =2 + 2kn, ¥y = 3 + (2£ + 1)n.
min.-1 voor x =2 + (2k + n, ¥y =3 + 24n.
en voor x = =2 + (2k + 1), y =3+ (2£ + )m.
min.=-2 voor x =y = 1.
max. O voor x =y = O.

geen extrema.

min.-+ in (=%,0).
max. 4 in (1,0).

min. 0 in (0,0).

“min. 0 in (0,0).
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33

35.

38.

39.

L"Oo

b1,

k2,

43,

a)

b)

c)
d)

e)

f)

g)

h)

i)

min., 2a/2

Antw, IV 4,

voor x =y = aV2.

max. -2aV2 voor x = y = -aVa.

min. 2a™ " voor X, = x, = a.

max. #  in ($V2, 3V2) en (-3V2,-3\2).

min.-% in (3V2,-3V2) en (-3V2, 3+\2).

max. 1 din (1,1,1), (1,-1,-1), («1,-1,1) en (-1,1,-1).

min.

max.

verder extrema op de doorsnijdingen van het vlak 2x + 3y + bz

=1 din (=1,1,1), (1,-1,1), (1,1,=1) en (-1,-1,-1).

1 in (1,1,1);

met de coordinaatvlakken: x = O en z = 0, nameli jk:

min. O voor y > O en max. O voor y <O0. (Ir vlak Y = 0 geen extremg

max. 6 + V3 in +(-% + 3, 1, -3 - #3)

Min.

1
maxe. g VOOr X =y = 2 =

/3
L

+

6 - Vg in i(-% - %ng 19 ‘% + %Vg)

wi#

O voor x =0, y =0of z = 0,

in (1,-1,-2) en (-1,1,2).
in (1,1,1) en (-1,-1,-2).

in (3VZ,-3V2) en (-3V3,3V3)

;
3

C 3 in (WE,A2) en (-4VF, -47)
3
2

log 2; b) % log 2; «c) % (2 - 32 - W3 + 5V5).

w2

g log V2 + V3).

9



Antw. IV 5.

b 2 11
hlk. - e e L
(5,0) en (5.5,2)
b5, = VI,
é’ 46, V2 sinh 1.
| b7. x + -?: log :: - i : (%,%,%)-

48, 8=x?.

L9, W2, deel van een kegel.

50. Er zijn drie énijpunten: (0,0,0), (1,1,2) en (%,%,g%).
n 2 '
De hoeken: =, arccos en arccos .
@ V697 VELLE
58' o = -3.
60. "'Ll' 1:.

61. 6 maal het volume van het door S ingesloten gebied.

64, 8.
65. . = 2z cosp-r sin 2q.
a,= -z sing - 2r cos?q .
, = T sin ¢,
' u2 + v2 uz+ v2 ®
fa
1 9 1
(rotg = —————— 37 (vag) - = T— enz.
u v VaT TV av - uv ¢
67. h, =V sinh?f + sin?y = h2 H h’ = sinh g sin n ; enz.
dx |
= - (& do dz
8. w= (3 * T at * It
Px g dg 2 d 2¢ ar do 4’z
- (Ger - (F) Taw *2acat 0 ar?e
4 : 1 82 a2 a?
4 0. FTT 7 [ﬁuz + avg 1+ EE% + {3 - X(u,v,2) Ya = o,
waarbij X(u,v;z) = 9(x,¥,2).
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71,

75

74-

76.

77

78.

79.

80.

81.

82.

83.

8L,

85.

86.

Na=Ub; B=2; v ==~
2) $x? - g yi+ 2%+ 2xy + bxz - yz.
1 1
2.5 4 33 W3
b= (x%y” + 3 Xz, -yz, 0).
a) neen.

b) ja; bijv. a = (z - 3y, -2z, 0).

1L / 595,

frequenties

-1
6 (1,1,1,1,1,1).
6-2(10293'1""5,615’403’211)‘

Antw.

IV 6.

67%(1,3,6,10,15,21,25,27,27,25,21,15,10,6,3,1) .

P(e) < E— , dus verantwoord.

1) en 4) geldig;

Altijd geldt P(V) + P(W) = P(VAW) = P(VoW.

P1 +P2 -P120

P1 + P2 + P3 - P

De kans op precies één der gebeurtenissen A,, A

12 = Paz = Pyy + P,

(1 - P1)(1 - Pz) =1 = (P1 + P2 - P1P2).
(1 = P71 = P,(1 -P,) =1 - etc.

2
n-%e-é':

1) onafhankeli jk;

f(n) = 29 .

2

T

=0, 0= V2.

2) afhankelijk.

(<1< 1)

2

A

!’

}o



Antw. IV 7.

87. o =V35/12 .

88. s'/u = 1/6..

el 7. pa
89- P = 152 - 15 = 7916 - l+i6°

90. 109,7 en 110,5.
91. 0 ligt nog binnen de grenzen -0,08, + 0,68.

92. p = 0; afhankeli jk.

930 'p.‘

; ya
9%, r? = 1339 5 47,90 = 0,875 = (0,935)%.

H, = 0, o, 3%13,02 =%‘/Z, p=%\r5.
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Vr.Stat. 1

L4

GEMENGDE VRAAGSTUKKEN OVER STATISTIEK

X en ¥y zijn twee onafhankelijke stochastische variabelen, elk met
dezelfde verdelingsfunktie F(Z) resp. F(nJ.

Bepzal de verdelingsfunktie van

a) Max. (x,y) b) Min. (x,y).

Zen roulette bevat de nummers 1, ..., 36. Alle hebben gelijke kans.
Hoe vaak moet een speler op één van deze nummers spelen om een kans
> % te hebben, dat hij minstens één keer wint ?

x en y zijn twee onafhankelijke, rechthoekig verdeelde stocnastische
variabelen op [0,1], dwz. beide frequentiefunkties zijn 1 op het
interval [0,1], nul er buiten.

Bereken P(x + ¥ < 13), alsmede gemiddelde en spreiding van x + ¥.

X en y zijn twee stochastische variabeler met correlatiecoefficisgnt
p. Definieer w = ax + b, v = ¢y + d, waarbij a, by ¢, & > O,

Bereken de correlatiecoefficient p' van de stochastische variabelen
u en v.

Ter keuring van een grote partij blikjes conserven, die lang bij

een grossier zijn opgeslagen geweest, wordt hieruit een steekproef
van 120 blikjes genomen. De grossier is van plan alleen dan de partij
te verkopen, als alle gekeurde blikjes goed blijken te zijn.

Hij vraagt zich echter af hoe groot het percentage tedorven blikjes
in dat geval toch nog zou kunnen zijn.

a) Beantwoord deze vraag (drempel 0,05).

b) Indien hij eist, dat het percentage bedorven blikjes in de partij
(vij goedkeuring van de steekproef) niet hoger dan 1% mag zijn,
hoe grote steekproef moet hij dan nemen ? (drempel 0,05)

Op een kantoor komen gemiddeld drie telefoongesprekkeq per uur binnen
(Poissonverdeling). De telefoniste is gedurende tien minuten afwezig.
Hoe groot is de kans dat er in die tijd minstens één persoon geen
gehoor heeft gekregen ?

Bij een telefooncentrale registreert men gemiddeld vier internationale
gesprekken per uur (Poissonverdeling). Vergelijk de kans op vier
gesprekken per uur met die op twee gesprekken ver half uur.
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8. In een doos zitten zes loten, genﬁmmerd 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Twee personen A en B trekken achter elkaar een lot.
Bereken het gemiddelde van het nummerverschil (absolute waarde)

a) met terugleggen
b) =zonder terugleggen.

9, Men heeft drie laden, elk met twee munten, goud en/of zilver vo]gens
' onderstaand schema.

G G
G 2 4

Men trekt blindelings een la open, en haalt hlerult blindelings een
munt. Deze blijkt G te zijn.
Hoe groot is de kans dat de andere munt in deze la eveneens G is ?

10. Twee grote en even grote partijen kogels worden bij elkaar gevoegd
tot één gemengde partij. De diameters van de kogels hebben resp.
frequentiefunkties f, en f,, met gemiddelden resp. py = 2, #, = 2,2

en spreidingen ¢ = 0,2 en 0, = 0,3,

a) Bereken gemiddelde en spreiding van de gemengde partij.
b) Als f, en f} beide normaal zijn, is de frequentiefunktie van de
gemengde partij dan ook normaal ?

11. In een magazijn (320 cm hoog) ligt een groot aantal platte schijven,
waarvan de dikte normaal is verdeeld met gemiddelde 12 en snreldlng
2 cm. Men heeft de gewoonte 25 schijven op elkaar te stapelen.
Hoe groot is de kans dat dat mislukt ?

12, De gewichtsinhoud van een pakje margarine heeft een standaardafwijking
van % gram. Een regeringsinstantie neemt ter controle af en toe een
steekproef van 25 pakjes. De fabrikant krijgt een boete als de
gemiddelde gewichtsinhoud van deze steekproef minder is dan 250 gram. .
Op welk gemiddelde moet de verpakkingsmachine worden ingesteld om
het risico van een boete tot 1% te reduceren ? (A = 2,3 n.b, &&nzidig)

13. Van een grote partij assen is de diameter normaal verdeeld (u, = 14,82
g, = 0,03). Van een even grote partij boringen is de diameter eveneens
normaal verdeeld (w, = 14,89, 0, = 0,04).

Een as '"past'" in een boring als z'n diameter minstens 0,05 en
hoogstens 0,15 mm kleiner is dan die van de boring.

a) Bereken welk percentage assen in boringen zal passen als as en
boring aselect aan elkaar worden toegevoegd.

b) Hoe kan dit percentage worden verhoogd, indien men wél de gemiddel=-
den van as en boring door gewijzigde instelling van de machine
waurnee ze worden vervaardigd, kan wijzigen, maar niet de
spreidingen ? Welk percentage kan men dun muaximaal bereiken 4



Vr.Stat., 3

14, Op het spitsuur staan twee even grote treinen op een fabrieksemplace-
ment gereed om 1000 arbeiders naar Amsterdam te brengen. De arbeiders
kiezen een trein "at random'. De H.S. willen niet teveel materieel
inzetten. Foeveel zitplaatsen moet elke trein minstens hebben opdat
hoogstens 1 op de 20 dagen é84n of meer arteiders moeten staan ?
(Normale verdeling)

Zelfde vraag als de N.S. hoogstens 1 or de 100 dagen é&én of meer
arbelders wil laten stazn.

15.; Bij een firma beloopt de vraag naar televisietoestellen gemiddeld

- 3 per maand. Elke maand worden 5 nieuwe toestellen in huis genomen;
.. eventuele restanten worden niet verkocht. Hoe groot is de kans op
‘«-Waitverkocht" v6dr het eind van de maand? (Poissonverdeling;

. ‘gebruik de goede benadering e = ¥20). .

P

16. Gegeven twee urnen.

Urn 1 bevat 5 witte, 3 zwarte ballen.
irn 2 bevat 7 zwarte, 3 witte ballen.

Men trekt at random een urn, en d2aruit at random 1 bal.
Gevraagd de kans dat deze wit is.

A B

170

M)
Y/

accu lamp

A, B, C en D zijn onafhankelijke schakelaars. Kans op open of
gesloten zijn is % voor elk.

Hoe groot is de kans dat de lamp brandt ?
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Antwoorden gemengde vraagstukken statistiek

1.  a) F (&) ) 2F(E) - F2(E).

2e 25

3. Plx+y<13) = g, p=1, 0 = V%.

I+e p' = P

5 p<€2,5% (uit 1 -p > (0,05)1/120); 298.
6 1 - e-%o
7. %% e” ' resp. 2¢”2,
8 35 7
. 1—8 [ 3.
2
9. 3
10. =a) p =2,1 o =0,27.
b) neen.
1. 2,3%.
12. 251,4 gram.
13, a) 60%.
b) Als p, =p, - 0,10 , 68;3%%.

14, 532 zitplaatsen, . 541 zitplaatsen.

15, 1 - B2t o ey,

16.

3

i
3

17,




~ TENTAMENOPGAVEN ' 1.

N.B. Van enkele tentamens zijn één of meer opgaven weggelaten, welke
betrekking hebben op onderwerpen, die niet meer tot de tentamen-
stof behoren. Het onderzoek van kwadratische vormen is aanvankelijk
in IV, later in IIIa ondergebracht.

Wiskunde IIla

2L januari 1959

1. Bepaal met behulp van machtreekssubstitutie de algemene oplossing van
de differentiaalvergelijking

2
(1-x?) 2—% - 4x %ﬁ -2y = 0.
dx

2. Los de volgende differentiaalvergelijking op:

2

X cos ¥ g% + siny (1 = x? sin y tan x) = O.

Aanwijzing: het zoeken naar een integrerende factor is niet voordelig.

3, Bereked van de functie f(x), die gedefinieerd is door

f(x) = cos x voor - %n< x < ST
f(x) =0 voor x < = %n en voor x > %n,

de Fourier-coefficienten A(u) en B(u), behorende bij de voorstelling

flx) = ‘T {A(u) cos ux + B(u) sin ux} du.
J

L, a) Geef de definitie van uniforme convergentie van een rij functies.
' . L. . - b
b) Bewijs, dat de rij functies gn(x) = X cos voor 0 £ x K1

uniform convergeert.

10 juni 1959

1 Los op
(y + x?)dy + x(1 - y)dx = O,

Aanwijzing: . zoek een integrerende factor van de gedaante £(x? + y%).



2. Gegeven

2 2 2 .

d,t + d z + d f -2 %% ~ 2 %% = = 2X « 2 - 2 3
‘ at dt dt
d 2 2
ax ..Si_.f_ +2§—:¥=-2x + 2z 3
: dt? dt
; 2 2

Q_f - i.% -2 %% + 2 %% = -2y + zZ %

: dt dt
i .X(O) = Z(O) = 0 H
' ; = (& o o(dyy o odzy |

y(0) = (dt)o = (dt)o = (dt)o = 1.

Gevrazgd de funkties x, y en z te berekenen met behulp van Laplace=~
transformatke.

00

.2 T
. cos ux sin’ (3u) _ 1 T - 1xl) voor |x| 1
3. Bewijs Lf ul du = { 0 voor lxl| > 1.
o
L, a) Bewijs de stelling:
als de reeks fu(x) uniform convergeert met som f(x) en als alle
1

funkties fn(x) en f(x) eigenlijk integreerbaar zijn voor a £ x < b,
dan geldt:

b [+.2]
| (2_£_(x) dax
1

a

o (D
2::1[ fn(x) dx.
1 a

1 o«
b) Bereken f { S —Tl——)-;}dx.
p's
°

n=2 (n° =~

Motiveer de bewerkingen, die U uitvoert.

12 januari 1960

1. De funktie f(x) met periode mn is gegeven door

T
f(x) = sin x voor 0 < x <3 j
£(x) =0 voor % <x<mn.,

a) Bepaal de Fourier-reeks van f(x).

>, :

e -

: b) Bepaal E —S—ll——.
3 n=1 4n® - 1




2. a) Bepaal de algerm~ne oplossing van de D.V.
(x2 + ) y' = xy.

b) Bepaal met .Iaplace-transformatie de oplossing van de D.V.

y'”+y"+y|+y=1+x,

die voldoet aan

y(0) = y'(0) =y"(0) = 0.

b
{
3

2
3, a) Onderzoek of de rij funkties e ™ yoor x > O uniform convergeert.

2
e nx

. 0
b) Bewijs dat de reeks E

n=1

tieerd voor alle x > O.

3 termsgewijs mag wosden gedifferen-
n

L, Vervalt,

1% juni 1960

1. Van de funktie f(x) is gegeven
f(x) =1 - 2x voor 0 <x <%,
£(x) 0 voor # < x < 1,

£f(x) is peridéiek met periode 1.

a) Bepaal de Fourier-reeks van f(x).
b) Wat vindt U door substitutie van x = O in deze reeks ?

2. Vervalt.

\ " 3, Los de volgende differentiaalvergelijking op

? _x (1« (y)?)
3 - - 2y .

oo _n3 x2

L, Bewijs dat lim > 3——;—-
x—0 n=1 2

1.




.

16 januari 1961

: 1. Los de volgende differentiaalvergelijking op voor x > O

x2 + 32 + 4+ Lxy %% = 0.

2. Van de funktie f£(x) is gegeven
f(x) = x? voor 0 < x < m,
f(X) & f('X)y

f(x) is periodiek met periode 2m.

I

a) Bepaal de Fourier~-reeks van f(x).
= (k.

=0 (2k+1)’
Fourier-reeks van f(x).

b) Bereken door middel van substitutie van x = % in de

1 0
3. Bereken J‘ = X ax.
n=1 (x%?+n)?

4, Bepaal formules voor een coordinatentransformatie (rotatie en trans-
latie in één stel formules), waardoor de vergelijking van het
kwadratische opperviak .

2 2 2
x2 - 3xZ + x3 - 6x1x - 2x.x

- 6x2x - 4x1 + 4x =0

2 3 3 3

standaardgedaante krijgt.

Geef de vergelijking van het oppervlak in de nieuwe coordinaten en
bepaal de aard van het oppervlak.

13 juni 1961

1. Los de volgende differentiaalvergelijking op
3% 4+ 3x + 2y + (5y% + bxy + x) %% = 0.

Aanwijzing: zoek een integrerende factor, die een funktie van x + y? is.-

2. a) Bewijs, dat

= _(-1)7 _ Tocosh x

1
ST 1 + n? Cos mX = 37 imh w2

geldt voor -~ L x L .

‘ - ]
; b) Bereken E ————
‘ n=T 1 + n?




3.

15

Bij ret kwadratische oppervlak, gegeven coor
2 2 2 A
X+ X, b 2%, + 2X,X, + 2X,X; + 6x, + 6x, + 12x5, + 10 = O,

wordt gevraagd een coordinatentransformatie (rotatie en tramslatie),
zodat de vergelijking van het oppervlak in standaardgedaante overgaat.
Bepaal de vergelijking in de nieuwe coordinaten en het type van het
oppervlak.

L

n2

Een rij funkties gn(x) is gegeven door gn(x) = log {1 + n?(1-x)}.

2) Bewijs dat deze rij funkties voor 0 £ x £ 1 uniform convergeert.
) dg_(x)
b) Als a een getal is met 0 < a < 1, dan is de rij funkties ——%;——

uniform convergent voor 0 £ x £ a. Toon dit aan.
Geldt de uniforme convergentie van deze rij ook voor 0 £ x K1 ?
Geef een beredenering van Uw antwoord.

januari 1962

2.

a) De differentiszalvergelijking

a’y d
b SL v 2 S vy =0
2 dx
ax o ) n
heeft een oplossing van de gedaante ¥y =X (1 + E u_ x )
n=1 =

met a > O, Bepaal a«, u, en u,.

1

b) Los de volgendé differentiaslvergelijking op

(y + x2 + 1) %% =2x (y - x2 - 1).

Een lineaire afbeelding A var R, in R, is vastgelegd door

A(1,0,0) = (39-2"’1),
A(O,1,0) = (4,-}"’1)’
A(0,0,1) = (-2,2,0) .

a) Laat zien, dat er een basis bestaat, zo dat de matrix van A ten
opzichte van die basis diagonaalvorm heeft,

b) Bepaal een basis als in punt a) bedoeld, en geef de matrix
behorende bij de overgang van de natuurlijke basis naar die basis.

‘i

1
3, a) Bereken\f t cos ut dt uit J‘ sin ut dt, door te differentieren

° o ‘
onder het integraalteken. Waarom mag dit ?



o St e LA

14

b) De functie f(x) is gedefinieerd door

f(x) = ixl, als x| <1,
f(x} = %, als Ixl = 1,
f(x) = 0, als |x| > 1.

epazl de integraal vsn Pourier behorende bij f(x) en laat zien,
t

Re
dat deze gelijk is aan f(x).

N

m

tnderzoek de uniforme convergentie van de reeks

[od

= arctan nx . ‘

——
n=1 n Van + x°

b) Bewijs het volgende:
als een rij g, (x), g,(x), ... van funkties convergeert voor

' -1<x < 1, en wel uniform voor =1 £ x £ O en ook uniform voor

0L xgK 1, dan convergeert die rij uniform voor -1 £ x £ 1.

juni 1962

Te

3.

Een oppervliak van de tweede graad in R, is bepaald door de vergelijking

2 2 =
x3 - 4x1x2 +2x %, - hx2x3 +x; - 2x 4+ 12x2 -2x, -3 =
a) Onderzoek, of het oppervlak een middelpunt bezit.

b) Bepaal de formules van een dusdanige coordinatentransformztie, dat
het oppervlak in de nieuwe coordinaten een vergelijking in standasrd-
vorm heeft,

¢) Bepaal de vergelijking van het oppervlak in de in b) ingevoerde

nieuwe coordinaten en tevens het type van het oppervlak.

Van de functie f(x) is gegeven

f(x) is periodiek met periode 2m,
f(x) = x voor 0 £ x < =,
f(x) = 0 voor n < x < 2m.
a) Bereken de Fourierreeks van f(x).
t) Voor welke waarden van x (O < x < 2n) 1s de som van de Fourier~
reeks gelijk aan f(x) en waarom ?

Bepaal met reekssubstitutie voor x > O de algemene oplossing van de
differentiaalvergelijking

2
b2 &¥ 4y = 0.

dx?



7.

4, De functie f(x) is voor x > O gedefinieerd door

? 1 cos xt
g f(x) :j‘ ' ——"'—"_2 dt.

t° + 1

2) Bswiis, dat f(x) tweemanal differentieerbaar is en dat
£H(x) - £(x) + g(x) =0,

wazrin g(x) gedefinieerd is door

glx) = El%.& voor x > O,
F b) Beschouw de differentiaalvergelijking

vy -y + glx) = 0.

Bepaal de vergelijking, waaraan de Laplacegetransformeerde van y
voldoet; hierin behoeft de Laplacegetransformeerde van g(x) niet
te worden uitgerekend. ‘

¢) Bewije met behulp van het resultaat van a) en b) dat

f(x) = %1t(ex+e'x) + % e'xLT ot §£%_E it - % X J¥ ot s1§ t g,
© o :

15 januari 1963

1. a) Bepaal de algemene oplossing van

dy _ _ A+ 2%yt
dx x’y

b) Bepaal de algemene oplossing van

)
(1-x’)g—¥ - 3x2£1x +3xy = O
dx dx

en ook de oplossing, die voldoet aan y(0) = 0, y'(0) = 1.

2. a) Bepaal de fouriergetransformeerde van de functie f(x), die
gegeven is door '

2m,

f(x) = cos x voor x| <
f(x) = 5 voor |xl| = 2m,
f(x) =0 voor Ix| > 2=,




7a.

b) Bepaal met behulp van laplacetransformatie de oplossingen
y(x), z(x) van

z L
M el 2 sin x

d X
—§+z=2e +Zcost

die voldoen aan y(0) = 1, z(0)

3. In B zij p = (1,1,1). De lineaire afbeelding A van Ry in R, is
gegeven door

Ax = (p,x)p - x.

a) Bewijs dat A symmetrisch is.

b) Bepaal alle eigenvectoren van A met bijbehorende eigenwaarden.

¢) Wat is het type van het kwadratische oppervlak in R,, dat be-
paald wordt door de vergelijking

2X4X, + 2XX5 + 2X, X3 + 4xq + bx, + bxy; =0 ?

o0 n
4, a) Bepaal de reele waarden van x, waarvoor de reeks ETTE:;T
. ;;;

convergeert. Toon aan, dat de reeks voor die waarden van x
termsgewijs mag worden gedifferentieerd.

" :
b) Toon aan dat de reeks E EEEL%TI_El voor x > O convergent
n=

maar niet uniform convergent is.

6 juni 1963

1. Gegeven is de differentiaalvergelijking
x -y + (x+y) %% = 0.

a) Bepaal de algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking.
b) Bepaal een integrerende factor van deze dlfferentlaalverge113klng,
die een funktie is van x2+y2.

2. Van de funktie f(x) is gegeven: f(x) = x(2m-x) voor O < x < 2=,
f(x) is periodiek met periode 2.

a) Bewijs dat f(-x) = f(x) voor 0 <x <2m,
b) Bepaal de fourierreeks van f(x).




»

¢) Toon aan, dat de fourierreeks van f(x) som O heeft voor x = 2km,
k geheel (n.b.: £(2kn) is niet gegeven).

; d) Bepaal de som van de reeks, die als termen de kwadraten der

: fouriercoefficiénten van f(x) heeft.

3. Het kwadratische oppervlak K is gegeven door de vergelijking

5% - 8x%x, + 5%% - bxyx; - bx,x; + 82 - 1 = 0.

a) Bepaal de richtingen, waaraan ten opzichte van K hetzelfde vlak
is toegevoegd als aan de richting, die bepaald is door de vector
- (1,0,0).
b) Bepaal een dusdanige codrdinatentransformatie, dat de vergelijking
van K in de nieuwe coordinaten standaardgedaante heeft; geef de
vergelijking van K in deze nieuwe coordinaten en noem het type van K.

SRR TR IRT

) 2n  -nx®

4, Gegeven is de reeks S £ ne .
n=

a) Bepaal, voor welke reele waarden van x de reeks convergeert,

b) Onderzoek, of de reeks in de onder a) gevonden waardeverzameling
uniform convergeert. "

Wiskunde IV

15 juni 1959

1. Vervalt.

2 3 2
2. Gegeven is het vectorveld a = ( Z s O, Xy +Jy* xz )
xz +y2 (xz +y2 )2
a) Bewijs, dat dit veld divergentievrij is.
b) Bepaal een vectorpotentiaal van a, die in een omgeving van het

punt (0,7,0) gedefinieerd is. Geef aan in welk gedeelte van de
ruimte het gevonden veld een vectorpotentiaal van a is.

¢) Bereken de oppervlakte~integraal é‘(g, n) do, waarin S de halve

bol x? + (y-1)2 + 22 =1, y > 1 is en n de van het middelpunt van
de bol af wijzende normaalvector van 8.




3. Voor het kwadratische oppervlak met vergelijking

, 2 2 2 _
g 2%, + l+x1x2 - 7x, + 16x1x3 - 20x,x; - #x, i 32x, + 56x3 ~ 43=90

; ‘wordt gevraagd:

a) de formules van een coordinatentransformatie, die de vergelijking
in standaardvorm brengt,

A b) de standaardvorm, die bij de onder a) gevonden coordlnatentrans-

| formatie behoort,

¢) het type van het oppervlak.

! L, Op de eenheidscirkel x2 + y2 = 1 zijn gegeven de punten (1,0), (x,y)
¢ en (£,n) met y >0 en n < O.

Deze punten vormen devhoekpunten van een driehoek. Gevrazgd wordt de
punten zo te kiezen, dat de oppervlakte van de driehoek maximaal is.
Beredeneer, waarom de door U gevonden uitkomst inderdaad een maximale
oppervlakte oplevert,

Aanwijzing: het gebruik van trigonometrische. formules is niet gewenst.

4 januari 1960

1. Bepaal het type van de kegelsnede met vergelijking

9x$ + 2bx, x, + 16x§ - 36x1 - 48x2 - 64 =

2

2. Bereken met behulp van de coordinatentransformatie
h % = u , 7= v
u? + v?
de integraal
ﬂ‘ dx_dy

+ y2)?

waarin G het gedeelte van het eerste kwadraat (x-/,O, ¥y > 0) is,
gelegen buiten beide -cirkels met vergelijkingen ..

0
o.

x?2 + y? - 5x
2x? + 2y2 - 5y

3. Gégeven is het vectorveld

= (—;—35——- + e, —L - 2ve?, (x - ¥) ez)
x

m

+ ¥ x2?% 4

a) Bewijs, dat dit veld rotatievrij is.




9.

3. b) Bereken de integraal
[ @ as,
K

waarin K de van (-1,0,0) tot (1,0,0) doorlopen boog van de parabool

¥y =1« xz}
z = 0

is en t de razkvector van K is.

L, Bepaal de extrema van

6x" - x’y -x + 9x° + 6xy + y2 + 6x + 2y + 1.

1. Bepaal het type van het oppervlak bepaald door de kwadratische
vergelijking

2

X4

en geef de standaardvorm van deze vergelijking.

2 2 -
+ x5 + 9x3 - bx,x, + 2%, ~ 6xy + 1 =0

2. Gegeven is het vectorveld a = (e = bz + — xe’ + 6y, 3z% - Lx).
cos" x :

‘Bepaal rot a.
Bepaal‘f (a, t) ds, als K de kromme is gegeven
X .

2
2 T

2 2 -
+ ¥y + 27 = Tg

X

door

y =2 met beginpunt (- E,0.0) en
¥y 20 eindpunt (i‘:,o,o).

3, De vectorfunctie x = £(u) van Ry in R, is gegeven door de component-
funkties t
x

2uw + 2vw H

u? + 2uv + V¥ - w?y

z =u? + 2uv + v? + w?,

Bepaal de singuliere punten van deze afbeelding. Op welke meetkundige
figuur in de x-ruimte liggen de beeldpunten ?

L., Bewijs dat de functie f£(x,y) = (x* + ¥y? = 4) . (x* + 3% + 2x) extrema

(-L—t—l;-vj—_'?’ O) en (l_'_ﬁ_;,_

aanneemt in de punten A , 0) en in geen ander

punt.
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10.

januari 1961

Te

e

Gegeven is het kwadratische oppervlak

41xi + 25x: - 2hx x o+ 34x§ - 82x, + 100x, + 2hx, + 116 = 0.

3
Gevraagd de formules voor een coordinatentransformatie (rotatie en
translatie samen in één stel formules), waardoor de vergelijking van
dit oppervlak in standaardgedaante overgaat.

Geef de vergelijking van het oppervlak in de nieuwe coordinaten.

Wat is het type van het oppervliak?

Bewijs, dat het vectorveld

N

a =(ye - sin (x+z) + y, x?

- 2)

divergentievrij is.

Bepaal een vectorpotentiaal van a.
Bereken de oppervlakte~integracl

[ @,

waarin S de halve bol x? + y? + z?2 =1 }
z >0
is en n de van de oorsprong af wijzende normaalvector op S.

i}

Bepaal de punten van de kromme 8x? + 3y? =1 }

z =0 :

waarvoor de afstand tot de rechte met parametervoorstelling

x = A(1,1,1) een extreme waarde heeft. Geef in elk van de gevonden
punten aan of het extremum een maximum of een minimum is.

Bereken met behulp van de substitutie x = u + v}
y = Vav
de integraal
dx dy
L
Vx? - Ly?
G .

waarin G het gedeelte van het eerste kwadrant (x > 0, y > 0) is,
dat begrensd wordt door het lijnstuk 1 £ x £ 2 van de X-as en bogen
van de parabolen y2 « x + 1 =0 en y2 = 2x + 4 = O.



1.

19 juni 1967

1.

2

Bepaal de ¢¢trar- v : de funktie f(x,y), die in het gebied
gegevra i ocr

RAA

Moed ¥
Y/ oXe]
M_\
A

t.r,vy. = sin x + sin y + sin (x+y).

Een handelaar verkoopt een grote partij goederen en deelt de koper
mee, dat er 5% ondeugdelijke exemplaren in zitten. De koper neemt om
dit te verifieren een steekproef van 150 exemplaren en vindt er 10
ondeugdelijke in. Als hij een betrouwbaarheidsdrempel aanhoudt van
0,05, heeft hij dan het recht om te reclameren of niet ?

Hoe groot mpet het aantal ondeugdelijke exemplaren in een steekproef
van 150 stuks minstens zijn om reclame te rechtvaardigen ?

Bij de berekening mag van een benadering met een normale verdeling
gebruik worden gemaakt; bij een overschrijdingskans van 0,05 hoort
dan een factor 2 bij de spreiding.

Het vectorveld a is gereven door

X 4 i
a = (X L 4 xz, & - xy), waarin r = Vx? + yZ + 2%.
- r’ r’ r’

Bereken div a.
Bereken de oppervlakte-integraal

J‘(i' n) do,
S

waarin S de halve ellipsoide | x? + y? + 422 =1

z >0
is en n de normaalvector op S is, die in het snijpunt van S met de
z-as (0,0,1) is.

Bereken g
jj Vx e X7 ax gy,

G
waarin het integratiegebied G gegeven is door
Aanwijzing: zoek een dusdanige transformatie

: £, (u,v) '_
£, (u,v)

2

"
1}

4at hierdcor het binnengebied van de eenheidscirkel afgebeeld wordt



10

12.

januari 1962

1.

S

L,

18

Bepaal van de kromme, die is gegeven door de vergelijkingen

%%?xz + 32 + 2% =1
X +y =2z =0

het punt (of de punten) met maximale afstand tot het vlak met
vergelijking x = O,

Van de stochastische vectorveranderlijke (x,y) is de frequentiefunktie
f(£,n) gegeven door

f(a’ﬂ)‘
£(Z,n)

(1 +&n), als |l 1 enlInl L1,
0 ’ als dit niet zo is.

a) Bepaal de marginale frequentiefunkties van x en vaﬂ'y.
b) Bepaal de correlatiecoefficient van x en y.
¢) Zijn x en y onafhankelijk ?

Het vectorveld a is gegeven door

a = (log (r+x), log (r+y), 1),

waarin r = Vx? + y? + 2?2,

a) Bereken div a.
b) Bereken de oppervlakte-integraal\r-(g, n) do, wasrin 5 het gedeelte
S
van een boloppervlak is, dat bepaald is door x? + y2 + z° =1
z > %
en n de van het middelpunt van de bol afwijzende normaalvector
van S is. o

2

Een stelsel krommen in het (x,y)-vlak is gegeven door x> = uy (d.w.z.

voor elke wasrde van u ontstaat een kromme van het stelsel). Op analoge
wijze is een tweede stelsel krommen gegeven door y> = vx.

Bepaal de oppervlakte van het gedeelte van het eerste kwadrant

(x >0, ¥y >0), bestaande uit die punten, waardoor een kromme van het
eerste stelsel gaat met 1 L u K &4 en tevens een kromme van het tweede
stelsel met £ L v £ 1.

juni 1962

Het gebied G in het platte vlak is bepaald door
x? s Ly? L 72.
De funktie f(x,y) is gedefinieerd dp G en is daar bepaald door
flx,y) = x2 + 6xy + 4y%.

Bepaal de lokale extrema van f(x,y). Welk van deze lokale extrema
zijn globale extrema en waarom ?



2o

b

G is een gebied in” de ruimte R, dat wordt begrensd door een gesloten
oppervlak S.

a) Bewijs dat

2 + 5% at

(x

G

gelijk is aan
%j\(xz + y?)(xe, + ye,, n) do;

S
hierin zijn e, en e, de eenheidsvectoren in de richting van de
positieve x-~as en y-as en n de normaalvector op S, die t.o.v. G
naar buiten wijst.

b) Controleer de gelijkheid van de twee 1ntegralen in a door directe
berekening voor het geval dat G het binnengebied is van de kubus,
die (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) en (0,0,1) als hoekpunten heeft.

Laat x een stochastische veranderlijke zijn met verdelingsfunktie

FE) = a4+ B( —EL- + arctan &)
1+§
hierin zijn a en B constanten.

a) Bepaal a en B.
b) Bepaal P(Ixiz 1).
c) Bepaal het gemiddelde en de spreiding van x.

Een afbeelding x = f(u) van R, in Ry (x = (x,y,2), u = (u,v)) is
gegeven door

x = (1 + cos u) cos v
y = (1 + cos u) sin v %
z = sin u
- a) Bepaal de rang van de funktionaalmatrix in (u,v) = (0,0).

b) Bepaal de singuliere punten van de vectorfunktle f en bepaal de
beeldvector X in die singuliere punten. '

¢) Bereken de oppervliakte van het oppervlak, dat bepaald wordt door de
‘parametervoorstelling x = f{u), - nLugn, 0K v ¢ 2n. Hierbij
behoeft niet gecontroleerd te worden, dat door deze parametervoor-
stelling een enkelvoudige overdekking van het oppervlak tot stand
wordt gebracht.

7 januari 1963

1. Het gebied G in net (x,y)-vlak is gegeven door © o+ ¥y %. In G is

de functie f gegeven door
f(x,y) = 3% - Ly’ - 3xy® + y2 - 1.

Gevraagd wordt, in welke punten van G de functie f een glohaal
maximum of een globaal minimum bezit.

‘h‘



2.

T A R T DT

il
5

14,

Door de betrekkinged

X

v

e cos u
v .

e s51in u

y

wordt een gebied G' in het (u,v)-vlak afgebeeld op een gebiled G
in het (x,y)-vlak.

a) Als G' gegeven is door # 1 L u < 1} , bepaal dan G. Toon aan,

0 £ v ¢

dat de afbeelding van G' op G een enkelvoudige overdekking van

G tot stand brengt.

b) Bereken

x2 + y?

J;[ arctan(y/x) dxdy.

Gegeven is f{x,y,z) = sin x cosh y + z%.
a) Bereken (grad £, n) do, waarin S het halve boloppervlak is,
) x2 + y2 + (2-1)%= 1 E
bepaald door { z > 1 en n de van het middelpgnt
van de bol afwijzende normaalvector is.
b) Bepaal het getal a zo, dat voor de functie g(x,y,z) = f£f(x,y,z)-ar?

geldt, dat grad g een vectorpotentiaal bezit en bepaal zo'n
vectorpotentiaal die O is in (0,0,1). Hierin is r = Vxi+ yo+ 2.

In een logaritmentafel zijn alle logaritmen afgerond in 4 decimalen.
Aangenomen wordt, dat de afrondingsfout gelijkelijk verdeeld is tussen
-0,00005 en 0,00005.

a)

b)

c)

Bepaal de frequentiefunctie, het gemiddelde en de spreiding der
afrondingsfouten.

Men beschouwt 48-tallen van logaritmen, waarvan de afrondingsfouten
onafhankelijk zijn. De door afronding der logaritmen ontstane fout
in de sommen der 48-tallen beschouwen wij als nieuwe stochastische
veranderlijke; bepaal van deze de spreiding.

Onder dezelfde voorwaarden als in b) beschouwen we nu n-tallen
(i.p.v. 48-tallen). Hoe groot mag n hoogstens sijn, opdat de kans,
dat de som van het n-tal niet in 3 decimalen nauwkeurig is, £ 0,05
is ? Bij de berekening mag gebruik worden gemaakt van benadering
met een normale verdeling.
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14 juni 1963

1. Gegeven is het vectorveld a =

X,¥,%) en het oppervlak S door

=
¥ +2 = 6-x}. Bereken\[‘(g,g)do; hierin is n de normaalvector

x 22 3
op S, zo georiénteerd dat n = (1,0,0) in het punt (6,0,0).

a) De vectorfunktie u = £(x) (u = (u,v), x = (x,y)) is gegeven
door

u= X v= Xy
= =, = .
Y

Bereken de funktionaaldeterminant.

b) Bereken jz‘\’% sin v du dv,

waarin G het gebied is bepaald door 1 < uv € 16 .
0 £ v £ 4xn? u}

Men heeft een stel van 48 kaarten; op elk der kaarten staat een

der letters A, B, C, D en een der gehele getallen van 1 tot en met

12, dusdanig dat elke combinatie van letter en getal precies &én

keer voorkomt. Men doet trekkingen uit het pak kaarten zo dat iedere
kaart ‘dezelfde kans heeft om getrokken te worden. De uitkomst U is

het trekken van een kaart, waarop het getal 2 staat. De uitkomst V¥

is het trekken van een kaart, die minstens één der volgende kenmerken
heeft: de kaart vermeldt het getal 3 of 7, de kaart vermeldt de.
letter B of D, :

Gevraagd wordt P(V) en P(VIU) te berekenen. Zijn U en V onafhankeli jk?

De funktie z = f(x,y) is gegeven door de impliciete vergelijking

2

2% + 2y% + 22 + 8xz - 2 +8 =0.

Bepaal de lokale extrema van deze funktie.



R AT

T B DA TSR

2n

10 juni 1959

1- y-1=C\X +}2—n

2. X = % V2 ain t V2
= et cos t
z =t et.
7 nz
.Z| e —
ft- L} 6

12 januari 1960

ANTLOURDIEE TENTAM&NOF&.’;&
Wiskuide TTT=
2h damutrd 1979
A+ px
';a j‘ =TT .
1 - x?
2, x sin y [log lcos x| +A] =1
y = kno
T
cos ==
2
ng%u)
4, glx) = x
1
lgn(x) ~-gx) g —5 -

’+(-1)n+1 n sin 2nx

o0
12)  £(x) ~ %+Z {-Zcos anx
1

(4bn? - N n

o112 e (=D
B x =3z en- > 5T
;

2a) 'y

(4n? = )=

}

ntw.1.



o

2b)

3Za)

b)

1 1 .
L{yl= - s y = x - sin x.
Y p +1
neern.
©o -nx2
- 2 E E—E;——— is uniform convergent
n
1

2
ni. 0K x e < (2ne)

13 juni 1960

{1 = («1)") cos 2nnx + nn sin 2nnx

1a) f(x)~%+§ ~—
n°n
1
72 n?
1
1 hd 2
of = —_——
3. ¥y =*x
B B A
Y = 5% 35 Ax® .
16 januari 1961
2 -% 1 2
10 y =CX -gx "l+-
k+1 k
= n(1) (=1) 2
2a) f(x) ~2 { 2 At W e
E;: ' nk’ nk3
3
3 L
b) 35°
1
3. > e

} sin kx.

intw.2.
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1 . ] 1 ”
L, (“’! = 5% V2« 37 3 7Zy Vo + 1
= -t Vs oz VG
2 5% 7 33
- - 1 A\ - 1 ", 1 WL 1
o meeE V2 + 322 V3 - Z2; V6 - 1
- 2 2 . "
s, + 3z, = bz - b =0 eenbladige hyperboloide.

13 juni 1961

1o ¥ o+ xy* + 2xy® + 2x%y? + X2y + x> =C

cf (x+y)(x+y?)? = C.

- . = iz _2
2b) x-n:)Z n2+1_2cothn 5 -
) n=1
3. (%, = %21 V3 o+ %Zz V2 - %z, V6 - 3
x, = %21 V3 - %zz V2 - %z, V6 - 3
Xy =-%z1 V3 --%z3 V6
z: + BZi -8=0 elliptische cylinder.

Lb) geen uniforme convergentie voor 0 { x £ 1.

15 januari 1962

1 1 1 .
1a) S5 <Z5 T35 (y = sin Vx).
2 arctan x—"’IIT
b) C (x* + 2x2 + y2 + 1) e

=1o

2a) Er zijn drie verschillende eigenwaarden: O, I,




TR SRR T

3a)

b)

La)

u sin u + cos u - 1

u2

t cos ut is voor O-<
samen.

Antw. L.

t <1 enalle u continu in beide variabelen

f(x) is gelijk aan zijn Fourier-integraal, omdat

£ 1)

= 32(£(1+0) + £(1=0)) en

f(=1) = +(£(=1+0)+ £(=1-0))

terwijl f{x) verder continu is.

De reeks is uniform convergent.

14 juni 1962

1a)

c)

2a)

b)

Se

L4p)

c)

>
--
I
o
+
=
]

kg
]
i
N
)
o
n

Er is een rechte van middelkpunten

1
(E \/-2,

x1=-12-z1\/'2+%z2\f6-
X, = - % z, V6 +
X, = z, V2 o+ % z?-vg -

- 222 + 4z§ =0,

f(x) ~ n+Z [( =17

nn

Y#n.

=Vx . {A + B log x)

(z V6, -
>\3 ::+l+ -» V. :(-% \[3,

WlaWwl- O

VIl Wil -

o
‘

reeel snijdend

cos nX

-p%+(p’-1)Y+of/{g}=o

met convoluties.

= (3,1,0) +p(1,0,=1).

1
3 Vé)
1
z V6)
1
3 V3)
3
1

vlakkenpaar.

n+1
+ g:lﬁ——— sin nx]



15 januari 1963

2u sin 2mu

28-) f1 (U) =
Von(u?- 1)

b) y =e" + sin x, z = eX + cos x.
3a) (y,Ax)= (Ay,x).

b) M=2, x = a(1,1,1) = ap

‘A3 = =1, alle x met (x,p) = O.

c) 2y?, -y: - yg =6
2-bladige hyperboloide.

ka) [x] g 1.

6 juni 1963

1a) log(x’+ y®) + 2 arctan % = C.

b) ] t 3K

2a) N.b. f(x) £ -x(2n+x).

b) a =%n,a ='-;-:§,b = 0.

voor {ul # 1 en = V2u voor lul = 1.

Ania da.



A Antw.lbb.

3a) Aan v = (1,0,0) is toegevoegd (Av,x) = 5x, - bx, - 2x3 = 0. De
richtingen w met hetzelfde toegevoegde vlak voldoen aan
Aw = (5,-4,-2); w = (1,0,0) + A(2,2,1).

2 1 b
B % =3y + 35y, - 355
Xy =§"Y1 +%\/§y; 9(3{3 +y§) -1=0
X5 = %y1 _ %{g ¥, - %%fg Vs elliptische cylinder

ba) wvoor alle reéle x.

b) ja.




g =!/ Antw.5.

Wiskunde IV

15 juni 1959

) 2b) b, = = % log (& + y2)
2
b, = - = —Z
2
2 2, y?
b, = 0.

b is een vectorpotentiaal van a buiten de z~as.

5 ¢) O.

[

‘ _ . 2 2
3a) X, =-14+32 =532, +33

2 1 2

: X, = 2-3z1+3z2+§z,

: _ 2 2 1

| BT T3R T3R5

ﬁ b) =~ 1822 + 922 - 9 = O.

I 1 2

; ¢) hyperbolische cylinder.

; 1 1

Ll'c X=E=--2-; y:-n:Ev.B.

L4 januari 1960

1. (Gx, + bx, + 1)(3x, + 4x, - 16) =0
evenwi jdig lijnenpaar.

2. G': (0(g u\<%, O{vg-g-).
2
25°
- 3. 2.
ba) =x =t2 V6
y =% 18V6 - 1 A <0 geen extreem.
b)

h, ¥y = -1 + k. minimum

]
i
]
-
g
>
o
o
n
C"
o
l—l
~
1]
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S+ Juni 1960
1. middelpunt bijv. (~-1,0,0)
M= 0 =>—1- (3,0,1)
V10
Ay = 1= ( 0,1,0)
A = 10 =>—— (~1,0,3)
10
zi + 1022 =0 imaginair snijdend vlakkenpaar.
2. 0
n
4""2-0
2. rang funktionaslmatrix = 2 in het algemeen
=0 alsw=u+v = 0.
singuliere punten u =Ai(1,-1,0).
beeldpunten x2 + y% = 3? kegel met top in O.
11 januari 1961
1. X, =1 + % z, + % 2z,
X, ==2 + 2,
- b 3
Xy = 52, T 5 %
zf + z§ + 2z§ = 1 . ellipsoide.
2. [b, = cos (x+2) + yz - x’y
'b3 =0
T
K.
=12 S T~ S N - I
) x=fzV, y i3V, A=t
+ 1 .1 - 1 : = 11
b) x = = 3 V%E, y o=+ 2 W#E, A=+ 3 V%E'
a) geeft afstand % V2, b) geeft afstand %
dus

a) minimum, b) maximum.



! Antw.7.
,' Y

19 juni 1961

1.  Absoluut minimum O in (0,0)
Absoluut maximum 1 + V2 in (m, 2m).

2e nesn, 13.

" 3. O (niet gedefinieerd in de oorsprong)
' 2T.

’ T 2

‘( Lf‘o é’ (1 - g)o

10 jenuari 1962

L2 2 b2 2
s oG5 e (55 -3
. 2a) g1(§) = 4 als |Z] 1
; g, (E) =0 elders
g, (") =% als Inl <1
5 gz(n) =0 elders.
ir\ ‘O) %o
é c) neen.
; o) %n.

18 juni 1962

1. Absoluut minimum - 36 in (-6,3) en ( 6,-3)

Absoluut maximum 180  in ( 6,3) en (~6,=3).
2b) %.
1 1
3a) o = E' B = T’
b) %- %o
c) m=0, g = 1.
L4a) 2. ‘ _
b) u = (2k+1)n, v willekeurig (k geheel). (rang = 1) beeldvector (0,0,0).
c) Ln?. .

Opm. De beeldpunten liggen op een torus, waarvan de oorsprong
i singulier punt is.



Antw.8.

7 januari 1963

1)  Globaal maximum in (- Z,O , globaal minimum in (1, + EVE).
3 -3

2a) G: 0 <x €y €xtan 1, 1<x* +y° 2.

Bij elk punt van G' behoort &én punt van G, en ook omgekeerd:

u = arctan(y/x), v = ';' log(x®+ y*).

1

n
b) 501 - =)

) 3a) f (grad f, nldo +fAfdt=2n+2.%1-t=l3gngv
- .
S.z=1 G
| 1
b) Q= -
3 2 2
(z sin x sinh y - 3 yz, -2 co0s x ¢cosh y + 3 Xz + 1, 0).

ba) f£(%) = 10000 voor |&| £ 5.10°° en = O voor |&] > 5.10~°

=0, g= 10", %\6’.

b) 2.10 .

14 juni 7963

1) 32m. |
2a) 2x/y I
b) 6.

3) P =L, POVI) = 3; neen.

L) Locaal minimum 1 in (-2,0),

@ Locaal maximum -2 in (%g,O).

7
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