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IV. 1 

HOOPDSTI'K IV FI'NCTIES VAN MEER VEXANDE!iLIJKEN 

û. I Vec tornotatie. Func tionaaïmatrix. 

We beschouwen een functie f(x,y) van twee veranderlijken. Deze voegt 
aan een getallenpaar (x,y) een getal f(x,y) toe. Oatalienparen (x,y) kunnen 
we opvatten als vectoren van R . We kunnen dus ook zeggen, dat de functie 
aan een vector van R een ge2aï f(5) toevoegt. 

het n-tal (xl, ..., x 
functie aan een vector van R een getal f(x) toevoegt. 

We kunnen dit nog verder uitbreiden, door een stelsel 

Algemener kunnen we'bij een functie f(xl ,..., x ) van n veranderlijken 
als een vector & van R opvatten en zecgen, dat de 

n 
n n 

n 

fl (XI ,..., x ), f*(X1 >..., x ), . . . I  fm(X1 ,..., x ) n n n 
van m functies van n veranderlijken te beschouwen. Aan een n-tal 
(xl, ..., x ) zijn dan m functiewaarden n 

y1 = f(xl, ..., x ), ..., y, = fm(X1* ..., x ) n n 
toegevoegd; deze y,,.. ., y 
Met het stelsel wan m functies correspondeert dan &én vectorfunctie - -  f(x), die aan een vector 

kunnen we weer opvatten als een vector in R . m m 

van Rn een vector ;(E) van Rm toevoegt. 

De in het eerstejaars college besproken lineaire afbeeldingen zijn 

Een vectorfunctie hoeft niet voor alle vectoren &van Rn gedefinieerd 

voorbeelden van dergelijke vectorfuncties. 

te zijn. (Dit is analoog met het feit, dat een gewone getallenfunctie 
niet voor alle reële, getallen gedefinieerd behoeft te zijn). Het kan zijn 
dat dit slechts voor zekere geoorloofde vectoren het geval is. 

op bolcoördinaten 
Als voorbeeld beschouwen we de transformatieformules voor de overgang 

y = r sin sin cp . x = r sin 8 CO6 cp 

z = r COS e I 
Dit is op te vatten als een vectorfunctie die aan de vector X.r,e,cp) 
een andere vector (x,y,z) toevoegt. Daar de formules voor alle (r,e,cp) 
zinvol zijn, kunnen we al deze vectoren als geoorloofde vectoren toelaten. 
Men beperkt zich echter vaak tot r >,O, O , <  8 ,< a, O 4 cp < 2a. Als men 
dit doet, behoort men dit er, om misverstand te vermijden, echter bij 
te vermelden. 



I V . 2  

Een ander  voorbeeld is een pa rame te rvoor s t e l l i ng  van een ruimtekromme: 
x = x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  z = z ( t ) .  Deze g e e f t  een v e c t o r f u n c t i e  
aan een getal t (ééndimensionale v e c t o r )  een vec to r  g ( t )  toevoegt ,  nl. 

de vec to r  OP als P h e t  punt  van de kromme is. 

= x_(t), d i e  

4 

We w i l l e n  nu voor v e c t o r f u n c t i e s  begrippen als c o n t i n u i t e i t  en 
d i f f e r e n t i e e r b a a r h e i d  invoeren.  Om d i t  t e  doen, maken we gebru ik  v" 
h e t  beg r ip  l e n g t e  151 van een vec to r  a. Deze is i n  R 
behulp van h e t  'inwendige product  (5,b) en wel door 

ingevoerd met n 

I Fl =m. 
&,ze l e n g t e  h e e f t  d e  volgende eigenschappen 

151 >c O en a l l e e n  dan = O, als g = 2, 

1- a + b - I ,i Ial . . .+  1: I .  

Voor de derde tonen .ne  d i t  aan. We gaan u i t  van de onge l i jkhe id  van 
Schwarz 

. 
Ik51 = Ik l la l ,  

Deze eigenschappe.n -volgen u i t  eigenschappen van h e t  inwendige product.  
. .  . .  

b i b ) *  - -  4 (&,a) (t~,b). 
Hieru i t  v o l g t  

l e t  wel a a t ' a i t  oök goed i s  als (5.5) nega t i e f  is. Nu is 
@,O) 4 ,151 l b l  i 

waarui t  door wor t e l t r ekk ing  I a + 21 \< l a l  + 

Meetkundig i s  h e t  Be bekende onge l i jkhe id  van de z i j d e n  van een driehoek. 

I v o l g t  (be ide  leden  z i j n  
2. O). 

Als a = (a,, ..., a ), dan v o l g t  u i t  15 I = v 
la I < 151 voor j = l,...,n: 

a j  d i r e c t ,  d a t  n 

j 
We zeggen nu dat twee vec toren  5 en 5 weinig v e r s c h i l l e n  als I a - 0 I 

k l e i n  is. 
Een vec to r func t i e  O ( x )  noemen we cont inu  i n  
k l e i n  gemaakt kan worden door x_ voldoende d i c h t  b i j  5 t e  nemen. 
Nauwkeuriger: b i j  i e d e r e  E > O bestaat een 6 > O, zo dat  voor a l l e  ge- 
oorloofde vec toren  met I & - 5 1 < b g e l d t  1 g(x) - g(5) 1 < E .  
Noemen we 5 - a = 2, dan kunnen we d i t  ook zo formuleren: voor d i e  
.I h I < 6 waarvoor a + h een  geoorloofde vec to r  is, g e l d t  

als - i(%) Willekeur-ig 

i I ( a  + 2) - g a )  I-< C T  

. I n  he t  s p e c i a l e  geva l ,  d a t  ; ( E )  een gewone f u n c t i e  f ( x , ,  .... x ) van 

n ve rande r l i j ken  i s  (dus f u n c t i e  van Rn i n  R , )  komt de h i e r  gegeven 

d e f i n i t i e  op he tze l fde  nee r  als de i n  h e t  e e r s t e  jaar gegeven d e f i n i t i e , ,  
d i e  a l s  vo lg t  l u idde  ( t o e n  s l e c h t e  voor twee ve rande r l i j ken  geformuleerd):  

n 
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f ( x , ,  ..., x ) is cont inu  in ( a , ,  ..., a 1, als  n n 
I f (a ,  + h,, ..., an + hn) - f ( a ,  ,...,an) I < ' E  

n t e  k r i j g e n  is door h, ,  ..., h k l e i n  genoeg te  nemen. 

Het v e r s c h i l  is s l e c h t s ,  d a t  toen gezegd werd, dat  h,, ..., h,, k l e i n  

z i j n ,  t e r w i j l  nu gezegd wordt d a t  voor de vec to r  5 = (h , ,  ..., h n 
dat  I - h I k l e i n  ia. Daw e c h t e r  I hl = V h , '  + .. . + hn , v o l g t  u i t  

101 <6, d i r e c t  da t  Ih , I  < 6 ,  ..., Ihnl < 6  en omgekeerd u i t  

g e l d t  

2 

We kunnen een v e c t o r f u n c t i e  f($) weer i n  componenten s p l i t s e n  - -  f (x)  = (f,(x), f2(x) ,  ..., fm(xT);  - deze m f u n c t i e s  f, (5) .  ..., fm(x) 
he ten  de componentfuncties van f (x) .  - -  

Een l e c t o r f u n c t i e  F(x) is dan en s l e c h t s  dan con t inu  i n  a I als  a l  haar componentfuncties in 5 con t inu  zijn. 

B e w i j s .  S t e l  f(5) con t inu  in g. Dan is voor i e d e r e  E > O 
\ \  

- 
I$(& + h) - g 5 ) l  < E  

t e  k r i j g e n  door I hl k l e i n  genoeg t e  nemen. 

Daar e c h t e r  voor i e d e r e  j met 1 4  j \< m g e l d t  

Ifj(g + h)  - f (all 4 I i (2  + 0) - i(=)l , 
g e l d t  h e t z e l f d e  voor a l l e  componentfuncties f (5 ) .  
S t e l  nu omgekeerd, dat  a l l e  componentfuncties cont inu  i n  5 z i j n ,  d.w.z. 
b i j  i e d e r e  E > O en i e d e r e  j met 1 j \< m kan men 

3 -  

3 

3 k r i j g e n  door I &i  voldoende k l e i n  t e  nemen. S t e l  dat  d i t  voor I 01 < 6 
h e t  geva l  is. Als b de  k l e i n s t e  van de g e t a l l e n  6,,...,bm is, is, 
voor 1 - h I < 6, (1 ) voor a l l e  j vervuld.  Maar dan is 

dus - -  I(%) is cont inu  in S. 

S t e l l i n g  Als A een l i n e a i r e  a fbee ld ing  van Rn i n  Rm is, b e s t a a t  e r  een 

p o s i t i e f  getal M, zo da t  I Ax - 14 M I - x I voor a l l e  in R,. I 

! <' 
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i i 

Bewijs: L a a t  gi,.. . ,e .  de n a t u u r l i j k e  basis ‘ran R zijn. Hiermee i s  be- -n n 
doeld,  da t  e .  = ~0,...,0,1,0~...,0~ met een 1 op de j p l a a t s  en e l d e r s  

nu l len .  Voor 

e 
-J 

a fbee ld ing  A en een v e c t o r f u n c t i e  %(&) b e s t a a t ,  zo d a t  ~ ( 0 )  - = 2, o(&) 
cont inu  is i n  2 en 

(2) g(a + &) =ga ,  + + + l& l  e(&). 

n 

j =I 3 “1‘ 
5 = (x,, ..., x g e l d t  dan 5 = x x  n 

n 
S t e l l e n  we nu M = E I A e . 1  , dan is 1 - 1  ,< Mlxl - voor a l l e  - x i n  Rn. 

S t e l l i n g  

j =I -3 

Een l i n e a i r e  a f b e e l d i n g  A van Rn i n  R i s  o v e r a l  cont inu.  m 

Bewijs: L a a t  M een p o s i t i e v e  c o n s t a n t e  z i j n ,  zo d a t  I & I  4 Mlxl voor 

a l l e  - x i n  Rn. Neem nu een w i l l e k e u r i g e  a i n  Rn. Dan g e l d t  

I A(& + &) - A& I = I A(& + & - a) I = I & I  4 Mlhl. 
E Dus voor I & I  < g e l d t  IA(a + 

=. We hadden de c o n t i n u i t e i t  van A ook kunnen bewijzen, door op 

- A& 1 < c ,  waarui t  de c o n t i n u i t e i t  vo lg t .  

componenten over t e  gaan. 
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Een vectorfunctie f(x), die differentieerbaar i6 ia a. - -  
. I is continu in E. 

Bewijs: Uit ( 2 )  volgt 

l g a  + h) - g;)l = i& + lhl &)I 6 I A &  I +  l o l  Io(&)I. 
Uit AG = 0, g(0)  = 9 en d uiteit van A en 2 voor & = 2 

fs; p w r  voldoend kleine &. volgt direct dat zit kt te 
We gaan nu na, wat het V 0 6 r  de componentfuncties betekent, dat g(z) 

diyferentieerbaar is in 5. Stel dat 
als volgt uitziet 

= h- er in componenten uitgt~sohreren 

n 
yi = E aij x j  voor i = I,...,= , 

j 51 

en dat e , ( x ) ,  ..., e (5)  de componentfuncties van ~ ( 5 )  zijn. Dan is m 

hierin is ei(2) = O en ei@) .continv in 2. Dit betekent echter juist, 
dat de functie fi differentieerbaar is (ook in de sin, waarin in het 
eerste jaar differentieerbare functies .van meer veranderlijken zijn in- 
gevoerd)* de a zijd nl. juist de partiële afgeleiden van fi  naar x 

Houd nl.' alle'x vast op één na, bv. 
1' ij 

3 ; 
x1 variabel, x2 = a, ,... $? = a *dus h, vakiabel, h,= ... =-hu= O. n: n' 

Dan is I h I = I h, 1' .en 
fi(al + hl,az ,..., a n ) - fi(al,as. ..,a , n  ) = ailh, + I h,l ei(&), 

f (a - fi(a, ,%,.i. ,a ) + h;,a, ,. . . ,a 
i ' = a  2 eiik), i '  n . i1 hl 

met 2 naar gelang h, > O of h, < O. Neemt men hie,rvan de limiet voor 

h, + O, dan vinden we 
. .  

'Met de andere variabelen gaat dit analoog, dus 

- 
x =a = (y -- 

DG matrix van de functionaaloperator heet functionaalmatrix: 
deze ziet er dus als volgt uit' 



af2 af2 af2 

ax, ox, axn 
... - - -  

... . ... . ... . ... 
afm ... afm // \ ä q  - ax2 axn 

Als m = n,  kan men van deze matrix de determinant vormen, die 
functionaaldeterminant, of determinant van Jacobi of Jacobiana genoeLu 
wordt. Voor deze determinant bestaat nog de volgende notatie 

acf, ,..., f ) 

a b ,  ,...., x 
n 
n) 

. 
De rijen van de functionaalmatrix corresponderen met de componentfuncties. 

I Op grond van het voorafgaande I s  de volgende stelling duidelijk 
I 

Een vectorfunctie is dan en alechts dan differentieerbaar als I al haar componentfuncties differentieerbaar zijn. 
We moeten in gedachten houden dat de functionaaloperator A van een 

differentieerbare functie - -  f(x) niet alleen van de functie afhangt, maar 
ook van de plaats a, waar de differentieerbaarheid is beschouwd. 
Als de functie niet alleen in 5, maar in een heel gebied differentieerbaar 
is, dan wordt de functionaaloperstor zelf weer afhankelijk van de plaats 
waar de differentiatie is uitgevoerd. Hetzelfde geldt natuurlijk voor de 
functionaalmatrix en eventueel de functionaaldeterminant. De elementen 
van de functionaalmatrix zijn pa6tiële afgeleiden; in het eerste jaar is 
al opgemerkt dat zulke pirtiële afgeleiden zelf weer functies van alle 
veranderlijken zijn. 

- Vb.1 

coordinaten 
We beschouwen de transformatieformules van overgang op pool- 

1 aïs vectorfunctie van (r.9) naar (x,y). x = r cos Q 
y = r sin 'p 

De functionaalmatrix is ('0' ' - sin ' ] , oe functionaaldeterminant sin Q r cos 'p 

Een speciaal geval is één functie van n veranderlijken (dus een .. 
afbeelding van Rn in R,). De functionaalmatrix wordt een matrix met 
één rij en n kolommen, dat is een rijvector, die er als'volgt-uitziet 

a f  , ..., - af ) 9 
af - (ax; ax, axn 

en die di! gradiënt van de functie f genoemd wordt. 
Notatie: grad f, of vf. 
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Een ander s p e c i a a l  geva l  is een v e c t o r f u n c t i e  x ( t )  van één ver- 
a n d e r l i j k e  ( a fbee ld ing  van R, i n  Rn;  pa rame te rvoc r s t e l l i ng  van een 

kromme). De func t ionaa lma t r ix  i s  nu een matrix met n r i j e n  en één kolom, 
d a t  i s  een kolomvector van de volgende gedaante 

dx 
, d i 6  ook wel met -geno tee rd  wordt. d t  

- 

Meetkundig g e e f t  deze v e c t o r  de r i c h t i n g  van de r a a k l i j n  aan de kromme. 
Immers de vector  x ( t  + h )  - x ( t )  g e e f t  de r i c h t i n g  van de koorde d i e  de 

1 punten - x ( t )  en x ( t  - + h )  ve rb ind t .  De vec tor  j-( x ( t  + h )  - - x ( t ) )  h e e f t  

deze l fde  r i c h t i n g ;  de l imiet  h i e rvan  voor h -. O is z. 
- Vb.2 

y = a s i n  t 
x = a cos  t 

z = b t  

h e e f t  de spoed 2xb. De r a a k l i j n  h e e f t  de r i c h t i n g  

d t  d t  

dx 

S c h r o e f l i j n  bepaald door d e  pa rame te rvoor s t e l l i ng  

. Deze s c h r o e f l i j n  l i g t  op de c i i i n d e r  x 2  + 9 = a' en 

" - b ) ,  d i e  gelegen is i n  h e t  raakvlak  = - a s i n  t ,  ds. = a c o s  t ,  - - 

3 
dx 

aan de c i l i n d e r .  Immers d i t  raakvlak  h e e f t  ( a  cos t ,  a s i n  t ,  O) a l s  
normaal. 

is. L a a t  f(x) een v e c t o r f u n c t i e  z i j n  van R 
is in a met func t ionaa lope ra to r  A ,  dus 

- -  f ( a  + - h )  = - -  f ( a )  + Ah + I hl  g , ( h ) ,  
waarb i j  e,(:) = 0 en e , (&)  cont inu  i n  0. Noem f ( a )  = b. Laat g(r) 
een  v e c t o r f u n c t i e  z i j n  van Rm i n  R 

met func t ionaa lope ra to r  B,  dus 

__p We gaan nu na, wat de func t ionaa lope ra to r  van een samengestelde f u n c t i e  
i n  Rm, d i e  d i f f e r e n t i e e r b a a r  n 

d i e  d i f f e r e n t i e e r b a a r  i s  i n  0 
P' 

g(0 + k) = g(b) + Bk - + 151 o,(k), 
waarb i j  e , ( g )  = 2 en e,(&) cont inu  i n  2. Neem nu k = 
dan k o m t e r  

g ( f ( a  - -  + - h ) )  = g(:(&)) +%(f(a + 

+ h )  - :(a), 

- g(5)) + 
+ I - -  f ( a  + &I - g(5) I e,(f(a + h) - i(g)) = 

= g(f-(a)) + BAh - + e,(h), waarbi j  e,(&) als vo lg t  

g e d e f i n i e e r d  is: 

Om aan t e  tonen, d a t  g ( f ( x ) )  - -  d i f f e r e n t i e e r b a a r  is i n  a met func t ionaa l -  
o p e r a t o r  BA behoeven we s l e c h t s  t e  bewijzen, d a t  e , (hT - cont inu  is i n  o. 
Om d i t  u i t  t e  voeren bedenken w e  d a t  er een p o s i t i e v e  cons t an te  M is, 
zo d a t  I Ah1 - \< Mlh - I voor a l l e  &. Nu g e l d t  voor h f 2 : 
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Stelling De samengestelde functie g(f(x)) van twee differentieerbare 
functies &(r) en f(x) is differentieerbaar en haar functionaal- 
operator is het product van de functionaaloperatoren van g en 
f.en dus is haar functionaalmatrix het product van de functio- 
naalmatrices van g en 0 (Kettingregel). 

- -  
- 

In deze stelling zijn alle in het eerste jaar behandelde kettingregels 
voor afgeleiden van de eerste orde samengevat. B.V. als z = z(x,y) en 
x = x(u,v), y = y(u,v) dan geldt 

au av ax ay 9 

Evenals vroeger kunnen we nu ook differentialen invoeren. De 
differentiaal van een vector 5 is ook een vector. Als 
met functionaaloperator . A  dan definiërbn we de differentiaal dg door 

We kunnen dan ook symbolisch - = A schrijven. Een quotient van twee 

differentialen is dus nu een lineaire afbeelding. We krijgen nu de 
firmule dz = dz dx. De kettingregel is ddn als volgt in formule te brengen: 

dz - de dz 
- = - -  Bij het rekenen met differentialen moeten we er steeds dx dx - d s *  
goed op letten, wat onafhankelijke en wat afhankelijke veranderluken zijn. 

= ;(E). 

de dz = A(d5). - 
e 

d -  - 

Op grond van de productregel voor determinanten, geldt,als alle 
betrokken vectoren in ruimten met dezelfde dimensie liggen, dat de 

de functionaaldeterminanten van de samenstellende functies: 
functionaaldeterminant van een 8 mengestelde functie het product is van 1 

a(z ,,..., 1 a(z, ,..., z ) a h  ,,..., y,) 
ah,, ..., x 1 

1 1 -  n 
n 

- 
a(Y, ,...,yn) U X , ,  .... x n1 

Gaan we bij een kromme 

t = t(s), dan is - = - - i d.w.z. de vector in de raakrichting wordt 

ver-en:gvuldigd en verandert dus niet van dt met een scalaire factor d;; 

= x(t) over op een andere parameter s door 
‘5 ‘5 dt 
ds dt ds 
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r i c h t i n g .  Het is neetkundig ook p l a u s i b e l ,  d a t  de r i c h t i n g  van de raak- 
l i j n  n i e t  van de parameterkeuze op .de @omme afhangt .  

We'beschouwen nog eens één f u n c t i e  van n ve rande r l i j ken  f ( g ) .  B i j  de 

bepal ing van een p a r t i ë l e  a f g e l e i d e ' z o a l s  - a f  wordt a l l e e n  x, gevar ieerd  

en de overige va r i abe len  x 2 ,  ... ,X 

we de v a r i a t i e  van 

f u n c t i e  van één v e r a n d e r l i j k e  overhouden.' We kunnen d i t  e c h t e r  ook voor 
'andere r i c h t i n g e n  doen. 

Neem een vec tor  v en bes'chouw de r e c h t e  l i j n  door 5 met r i c h t i n g  1; 
deze h e e f t  een paraÜÎetervoorstel . l ing 5 = 
A l s  1x1 = 1, i s  It1 de a f s t a n d ' v a n  5 t o t  z. We beschouwen de f u n c t i e  f' 
nu op deze l i j n ;  het  gedrag wordt beschreven door g ( t )  = f ( a  + t o ) , ' ,  

' he tgeen  één f u n c t i e  van één verander1.ijke i s . m e t  als '  func t ionaa lmat r ix  
een matr ix  met één r i j  e n . & &  ko lom, 'd i e  dus u i t  één element b e s t a a t ,  

ax, :  
vestgehouden. D i t  .komt er . 'op nker dat ' .  n 

beperken t o t  d e y r i c h t i n g  van de x,-as en zo 'een 
. .  

+, to m e t  parameter t. 

d a t  j u i s t  de a f g e l e i d e  is. Met behulp van de  k e t t i n g r e g e l  toegepast  1 

op de samengestelde f u n c t i e  van f c x )  en 5 + to, vinden we 1 - 

A l s  I v l  = 1 ,  hee t  d i t  de r i c h t i n g s a f g e l e i d e  van f ( x )  i n ' d e  r i c h t i n g  0. 
Nemenwe de r i c h t i n g  van een coörd inaa tas  bv. 1 = 71,O. ..., O), dan 
k r i j g e n  we de gewone p a r t i ë l e  a fge le iden  t e rug .  De r i c h t i n g s a f g e l e i d e n  
i n  een punt hangen nu op grond van bovenstaande formule op eenvoudige 
wi jze  met de g rad iën t  samen. Meetkundig is de r i c h t i n g s a f g b l e i d e  i n  de 

teken,  naar  gelang de p r o j e c t i e  i n  deze l fde  . r i c h t i n g  of  i n  de tegenge- 

bepaald door 

r i c h t i n g  v de l e n g t e  van de p r o j e c t i e  van grad f op 0 met plus-  of min- 

s t e l d e  r i c h t i n g  van v v a l t .  

Y 

I Immers de h o e k y  tus sen  grad f en o wordt - 
(grad f ,  1) 
]grad fllol cos 'p = 

We hebben ech te r  I v I = 1 ve ronde r s t e ld r  dus (grad f ,  0 )  = Igrad f 1 cos <p, 
hetgeen inderdaad de  l e n g t e  van de p r o j e c t i e  is, De p r o j e c t i e  z e l f  kunnen 
we ook als vo lg t  t o t  s t a n d  brengen. S t e l  5 = (gsad f ,  1 ) ~  en  " - c = grad f - (grad f ,  o h ,  dan i s  b l i j k b a a r  grad f = 5 + 5,  
(5 ,  2 )  2 (grad f ,  0 )  - (grad f ,  1) = O (omdat I v  I = 1). Dus grad f is 
geschreven a l s  de som van twee onde r l ing  loodrechte  vec toren ,  waarvan de 
ene b i n  de r i c h t i n g  van o v a l t  en dus de p r o j e c t i e  van grad f op x 
v o o r s t e l t .  Tens lo t t e  is 12 1 = I (grad f ,  011 - 

De r i c h t i n g s a f g e l e i d e  i s  d u s  h e t  g r o o t s t  i n  de r i c h t i n g  van grad f 
en  i s  nu l  i n  de r i c h t i n g e n  loodrecht  op grad f .  Hiermee hebben we een 
i n t e r p r e t a t i e  van de v e c t o r  grad f gevonden: h i j  g e e f t  de r i c h t i n g  waarin 
f h e t  s t e r k s t  toeneemt. I n  de r i c h t i n g e n  loodrecht  op grad f is f i n  
e e r s t e  penadering cons t an t .  

2 2 
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I n  de vec torana lyse  komen w e  nog t e r u g  op de g rad iën t .  Hierop vooru i t -  
lopend maken we h i e r  r e e d s  en ige  opmerkingen. Een v e c t o r f u n c t i e  wordt 
vaak n i e t  g e i n t e r p r e t e e r d  als een  a f b e e l d i n g  van een vec tor ru imte ,  maar 
a l s  een vec torve ld  ( d i t  kan a l l e e n  als de  dimensies  van x en f ( x )  deze l fde  
z i j n ) .  Laten we h e t  i n  de gewone ru imte  R, beschouwen en-laat een vec tor -  
f u n c t i e  - -  f ( x )  gegeven z i j n  van R, i n  R,. 

B i j  de invoe r ing  van vec to ren  i n  h e t  e e r s t e j a a r s c o l l e g e  w a s  een vec to r  
een  p i j l  u i tgaande  van een vast  punt  O (oorsprong) .  We behoeven dan ook 
geen onderscheid t e  maken t u s s e n  vec to ren  en punten: h e t  eindpunt van de 
p i j l  en de door de p i j l  voorges t e lde  v e c t o r  kunnen we v r i j e l i j k  door 
elkaar gebruiken. I n  p l a a t s  van deze gebonden vec toren  kan men e c h t e r  ook 
vrije vectoren  beschouwen, waarvan h e t  beginpunt  van de p i j l  n i e t  i n  O 
behoef t  t e  l iggen:  p i j l e n  d i e  door evenwijdige verschuiv ing  u i t  e l k a a r  
kunnen o n t s t a a n  s t e l l e n  dan deze l fde  v e c t o r  voor.  We zeggen dan wel,  d a t  
we de v e c t o r  gehecht hebben aan h e t  punt ,  d a t  a l s  beginpunt van de p i j l  
i s  gekozen. A l s  w e  e c h t e r  een  co r re sponden t i e  t u s sen  punten en vec toren  
t o t  s t a n d  w i l l e n  brengen, k i e z e n  we b i j  een punt P evenals  vroeger  de 
v e c t o r  od, d i e  de p o s i t i e v e c t o r  van P wordt genoemd. We z u l l e n  h e t  cnder- 
s che id  tu s sen  een punt en z i j n  p o s i t i e v e c t o r  e c h t e r  i n  de toekomst toch 
n i e t  a l t i j d  maken; we spreken  wel van h e t  punt 5 a l s  we e i g e n l i j k  
bedoelen:  h e t  punt met p o s i t i e v e c t o r  a. We keren  nu t e r u g  t o t  de vec to r -  
f u n c t i e  - -  f ( x )  i n  R,.  De v e c t o r  5 beschouwen we a l s  vroeger  a l s  p o s i t i e -  
vec to r  van een punt P. De bee ldvec to r  f ( x )  hechten w e  nu e c h t e r  aan P. 
Zo wordt aan  i e d e r  punt P een v e c t o r  gehecht :  h e t  zo o n t s t a n e  bee ld  nooeen 
we een vec torve ld .  Deze vec to rve lden  z i j n  z e e r  g e b r u i k e l i j k  i n  de f y s i c a :  
e l e c t r i s c h  ve ld ,  magnetisch ve ld ,  g r a v i t a t i e v e l d ,  sne lhe idsve ld  i n  een 
stromende v l o e i s t o f ,  enz. H e t  hechten van de bee ldvec tor  aan he t  punt i s  
trouwens ook g e b r u i k e l i j k  i n  h e t  r e e d s  behandelde geval  van een ruimte-  
kromme x = x ( t ) .  De vec to r  x wordt als een p o s i t i e v e c t o r  opgevat (punt 

Z X  van de kromme). De vec to r  a e c h t e r ,  d i e  de r i c h t i n g  van de r a a k l i j n  d t  
i n  h e t  punt  van de kromme a a n g e e f t ,  hechten we natuurlQk aan da t  punt .  

Ook de g rad iën t  van een f u n c t i e  f ( x )  v a t t e n  we op n a t u u r l i j k e  w i j z e  
op a ls  een  vec torve ld .  De f u n c t i e  f ( x T  noemt men dan wel een s c a l a r v e l d ;  
aan  e l k  punt i s  een g e t a l  toegevoegd, Fysische voorbeelden: d i ch the id  
van massa of  l a d i n g ,  temperatuur .  Als h e t  vec torve ld  x(x) t e  s c h r i j v e n  i s  
i n  de vorm x = grad  'p. w a a r b i j  <p(x) een s c a l a r v e l d  i s ,  dan hee t  cp een 
p o t e n t i a a l  van x ( i n  de f y s i c a  noemt men mees ta l  - c p  een p o t e n t i a a l  van 1). 
F i e t  i e d e r  vec torve ld  h e e f t  een p o t e n t i a a l :  i n  de vec torana lyse  zu l l en  ':Je 
voorwaarden voor 1 a f l e i d e n ,  opdat  v een p o t e n t i a a l  h e e f t .  A l s  d a t  l u k t ,  
vereenvoudigt  d i t  de b e s c h r i j v i n g  vän 1, Want een s c a l a i r e  f u n c t i e  is 
eenvoudiger dan een v e c t o r f u n c t i e .  

- -  

- -  I 

- -  

3 l e c t r i s c h  ve ld  van een pun t l ad ing  i n  de oorsprong. De v e l d s t e r k t e  
i n  een punt P i s  g e r i c h t  l a n g s  de v o e r s t r a a l  OP en i s  omgekeerd evenredig  
met h e t  kwadraat van de a f s t a n d .  De r i c h t i n g  van de v e l d s t e r k t e  i s  dus - x ;  s t e l l e n  we deze dus Ax, dan moet Ihxl =IhlIxI evenredig z i j n  met 

a met c o n s t a n t e  a. De v e l d s t e r k t e  E is dus E = fi 5.  1 
x r;- t dus = 

1x1 2 r ( v o e r s t r a a l ) ,  dan i s  

. Noemen we, zoa ls  gebruikeli jk a Deze h e e f t  een p o t e n t i a a l .  n l .  cp = - 
X v 3 + z = ; en analoog 

a r  a W2 
= a x d  

ù i t  ve ld  h e e f t  dus een p o t e n t i a a l :  zowel p o t e n t i a a l  a l s  v e l d s t e r k t e  z i j n  
. , iet  gede f in i ee rd  i n  6. 
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5.2 S t e l l i n g  van h e t  gemiddelde. Formule van Taylor .  

De s t e l l i n g  van h e t  gemiddelde voor d i f f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e s  
b e z i t  ook een analogon voor f u n c t i e s  van meer ve rande r l i j ken .  B i j  een 

f u n c t i e  f ( x )  van één v e r a n d e r l i j k e  hadden we 
waarb i j  f ergens tu s sen  a e n  b l i g t .  
Nu gaan we u i t  van één f u n c t i e  f ( x )  van n v e r a n d e r l i j k e n  ( R  

beschouwen f ( b )  - f ( a ) .  I n  p l a a t s  van h e t  ge ta l  5 
a en b z a l  nu komen e e n  punt  op h e t  verbindende l i j n s t u k  tu s sen  a en b. 

parametervoorf i te l l ing  h e e f t  
van t t u s s e n  O en 1 geven d e  punten van h e t  l i j n s t u k  t u s s e n  a en b. 
Vullen we de pa rame te rvoor s t e l l i ng  i n  de f u n c t i e  i n ,  dan k r i j g e n  we een > 

gemiddelde toegepas t  op de f u n c t i e  g ( t )  k r i j g e n  w e  g(1) - g ( 0 )  = g ' ( 8 )  
I met 0 t u s s e n  O en 1. Nu i s  g ( 1 )  = f ( b ) ,  g ( 0 )  = f ( a ) .  - Verder vinden we 

f ( b )  - f ( a )  = f l ( < ) ,  
b-a 

i n  R , )  en n 
t u s s e n  de g e t a l l e n  

We nemen daarom de r e c h t e  l i j n  t u s s e n  de punten a en 5, d i e  als 
= a + t ( b  - 5) met parameter  t. De waarden 

f u n c t i e  g ( t )  = f ( 2  + t ( b . -  a ) ) .  Met behulp van de s t e l l i n g  van h e t  
,I 

waarb i j  de p a r t i ë l e  'af i n  - a + t ( b  - -  - a )  moeten worden genomen; verder  is 

a = (a, l....a ) en b = (b, ,... ,b ). - n n 
a x j  

waarb i j  
D i t  i s  de s t e l l i n g  van h e t  gemiddelde voor f u n c t i e s  van meer dan één 
v e r a n d e r l i j k e .  

Voor de ge ld ighe id  van de a f l e i d i n g  van deze s t e l l i n g  moet worden 
aangenomen d a t  a l l e  punten van h e t  l i j n s t u k  t u s s e n  5 en b geoorloofd 
z i j n  voor de d i f f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e  f ( 5 ) .  

een punt  is op h e t  l i j n s t u k  d a t  a en b verb ind t .  

Men zou z i ch  kunnen a fv ragen  of e r  ook een s o o r t g e l i j k e  s t e l l i n g  
b e s t a a t  voor een algemene v e c t o r f u n c t i e  f(x). N a t u u r l i j k  kan men boven- 
s t aande  s t e l l i n g  op e l k e  componentfunctie a f z o n d e r l i j k  toepassen ,  maar 
de h i e r b i j  optredende 5 z u l l e n  voor de v e r s c h i l l e n d e  componentfuncties 
i n  h e t  algemeen v e r s c h i l l e n d  z i j n .  Het volgende voorbeeld i l l u s t r e e r t  
d a t .  

- Vb.1 Neem de f u n c t i e  (u ,v)  = f(x,y) bepaald door 
X 

X v = e s i n  y 

- -  
u = e cos y]* 

Neem a = (0 .01,  2 = ( 0 , 2 x ) ,  dan is f ( b )  = f(a> = (1,O). 
Zou n; voor be ide  componentfuncties bovenstaande s t e l l i n g  met deze l fde  
( 5 , ~ ) )  gelden ,  dan ZOU 

I 
5 .  
f 

- 2xe s i n  q = O 

2ne cos  q = O 
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Daar e' i O, z i j n  deze twee betrekkingen met e lkaar  i n  s t r i j d ,  z e l f s  
als me voor (<,q) een ruimere keuze t o e l a t e n  dan a l l e e n  h e t  l i j n s t u k  
tussen a en 2. 

Met deze l fde  methode kunnen we nu ook een analogon van de formule 
van Taylor a f l e i d e n .  We nenen weer één f u n c t i e  f ( x )  van n veranderlijken. 
d i e  d i f f e r e n t i e e r b a a r  is. Deze h e e f t  dan n p a r t i ë l e  a f g e l t i d e n ,  d i e  
meer f u n c t i e s  van deze l fde  n ve rande r l i j ken  z i j n .  Als deze a l l e  weer 
d i f f e r e n t i e e r b a a r  z i j n ,  noemen we f ( x )  tweemaal d i f f e r e n t i e e r b a a r .  Door 
he rha l ing  komen we t o t  h e t  b e g r i p  m maal d i f f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e .  
We beschouwen h e t  l i j n s t u k  van a naar  5 + h en voeren de hu lp func t i e  
g ( t )  = f ( 2  + t h )  i n ;  ook deze is m maal d i f f e r e n t i e e r b a a r .  Daar g ( t )  
een f u n c t i e  van één v e r a n d e r l i j k e  is, kunnen we daarvoor de formule van 
Taylor opschr i jven:  

met T t u s sen  O en t. We nomen nu s p e c i a a l  t = 1: 

met 0 t u s sen  O en 1. We. moeten de succes ieve  a fge le iden  van g nu i n  f 
ui tdrukken.  Volgens de k e t t i n g r e g e l  i s  

Om d i t  nogmaals naar t t e  d i f f e r e n t i ë r e n  bedenken we d a t  de h 

t afhangen en d a t  de p a r t i ë l e  a f g e l e i d e n  weer met de k e t t i n g r e g e l  kunnen 
worden behandeld. D i t  g e e f t  h e t  volgende r e s u l t a a t  (de p a r t i ë l e  a fge le iden  
z i j n  i n  - a + t&.genomen): 

n i e t  van 5 

. . . . , . . . . . . . . . . . 
a mf n n n 

aA a t m  = jl=l E h j  1 E j =I h 3 2  ... E h j  ax  ar . . .ax 
jm j =I m jí  2 

Uiteraard  cor respondeer t  t = O met h e t  nemen van p a r t i ë l e  a fge le iden  
van f i n  5. 

We kunnen h e t  r e s u l t a a t  w a t  k o r t e r  opschri jven.  D i f f e ren t i ë ren  naar 
t komt neer  op he t  u i tvoe ren  op f van de symbolische opera tor  . Door herha l ing  vinden we a 
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D i t  i s  zo op t e  v a t t e n  d a t  b i j  u i twerk ing  van de m e  macht een product 

v.m m f a c t o r e n  van de vorm - a opgevat wordt a l s  een p a r t i ë l e  a f g e l e i d e  
3 

van de EI? orde ,  d i e  toegepast  w o r d t  op f. 
Zo vinden we door i n v ù l l i n g  i n  d e  bovenstaande formule voor g: 

ax . 

hetgeen de algenene formule van Taylor  is voor een f u n c t i e  van n 
ve rande r l i j ken .  De 2 + e &  i n  de Ifiat.de term i s  gelegen op h e t  l i j n s t u k  
tussen g en g + &. 

Het geva l  v a  twee v e r a n d e r l i j k e n  z u l l e n  we nog w a t  nader uitwerken. 
We nenen dan 
een macht moet worden verheven is nu een tweeterm, waarop de binominaal- 
formule kan worden toegepas t :  

= ( x , y ) ,  2 = ( a , b )  en h = (h ,k) .  De ui tdrukking  d i e  t o t  

D i t  g e e f t  ons voor de l a a g s t e  orde termen ( a fge le iden  i n  (a ,b)  
genomen) : 

a f  
a Y  

ax as 

f (a  + h ,  b + k) = f ( a , b )  + h + k - + 

+ 1 (h2 e + 2hk - + k  i = )  + 
a Y 2  a x l  2 

+ ... . 
De laatste term Rm i n  de formule van Taylor  h e e f t  h e t  k a r a k t e r  van 

een r e s t t e rm.  Als de f u n c t i e  w i l l e k e u r i g  vaak d i f f e r e n t i e e r b a a r  i s  en 
a ls  g e l d t  d a t  l i m  

m- 
door de r eeks  van Taylor :  

Rm = O, dan kan de formule van Taylor vervangen worden 

4 

~ 

Om v a s t  t e  s t e l l e n . d a t  deze reeksontwikkel ing g e l d i g  i s  z i j n  e r  i n  
b e g i n s e l  twee mogelijkheden. De e e r s t e  i s  om 
hierboven i n  de formule van Taylor  gegeven &ante van de  r e s t t e r m  Rm: 

e b r u i k  t e  maken van de 

A 
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Ken moet dan bewijzen d a t  d i t  naar nul gaat  voor m + m. 

Een tweede methode is ,  voor de h u l p f u n c t i e  g ( t ) ,  d i e  hierboven 
b i j  de a f l e i d i n g  van de formule van Taylor  i s  gebruik% de ge ld ighe id  
v m  de van MacLaurin t e  bewijzen. Door dan weer op f t e r u g  t e  
gaan k r i j g t  men dan d i r e c t  de r e e k s v o o r s t e l l i n g  van f .  

- Vb.2 Ontwikkel f ( x , y )  = ex+’ i n  (0,O). Alle p a r t i ë l e  a fge le iden  van 

a l l e  orden z i j n  weer ex+’ en dus i n  (0,O) g e l i j k  aan 1. De reeks  van 
Taylor wordt dus 

2 
Deze hadden we wel makkel i jker  kunnen k r i j g e n .  S t e l l e n  we nl .  x + y = z .i 

I 
6 
!,i/ en ontwikkelen we eZ,  dan vinden w e  

m m OD 

m! e m .  m=o m-o j =o 

af - m.3 Ontwikkel f ( x , y )  = s i n  (xeY) i n  (o,o). NU is = e‘ cos  (Xe’), 

Dus i n  (0.0) z i j n  deze 1,0,0,1,0. 
Rekent men ook nog de derde  orde a f g e l e i d e n  u i t ,  dan b l i j k e n  deze i n  

Dus s i n  (XeY) = x + xy + ... . 
1, - a’f - - O, zodat  a l s  de a’ f a’f 

(0 .0 )  t e  z i j n  - = -I, - = 
. Q  ax ’ a 

termen van de derde graad ook worden opgenomen, de ontwikkel ing l u i d t :  

1 1 s i n ( x e Y )  = x + XY - i; x3 + - xy2 + ... . 2 



6.3 Parametervoors te l l ingen  e n  i m p l i c i e t e  f u n c t i e s .  Afhankel i jkheid.  i 

- A. In l e id ing .  Omkeerstel l ing.  

We hebben t o t  nu t o e  vaak t e  maken gehad met f u n c t i e s ,  d i e  i m p l i c i e t  
waren gegeven door een v e r g e l i j k i n g ,  bv. f ( x , y )  = O i n  p l a a t s  van de 
e x p l i c i e t e  vorm y = y(x ) .  Evenzo b i j  s t e l s e l s  v e r g e l i j k i n g e n  hebben we 
ons sommige der  v e r a n d e r l i j k e n  s o m  als f u n c t i e  de r  over ige  gedacht:  
bv. f (x ,y , z ,u )  = O,,g(x,y,z.u) = O dachten we ons opgelos t  t o t  z = z (x ,y ) ,  
u = u(x,y) .  Bovendien, a ls  de  gegeven f u n c t i e s  d i f f e r e n t i e e r b a a r  waren, 
namen we aan,  d a t  d i t  met d e  opgelos te  f u n c t i e s  ook h e t  geva l  w a s .  
Onder deze v e r o n d e r s t e l l i n g  v i e l e n  de a fge le iden  dan makk i l i j k  met de 
k e t t i n g r e g e l  t e  bepalen. Bi jvoorbee ld  i n  h e t  e e r s t e  geval :  v u l  de 
e x p l i c i e t e  vorm y = y ( x )  i n  de v e r g e l i j k i n g  i n ,  dan komt e r  f ( x , y ( x ) )  = O 
i d e n t i e k  i n  X. D i f f e r e n t i a t i e  naa r  x Reeft  - 
- + -  a f  a f  = O, waarui t  de gezochte  is op t e  lossen .  ax ar dx 

B 
Hier in  z i t t e n  e c h t e r  en ige  onbewezen ve ronde r s t e l l i ngen  opgesloten.  

We beginnen met h e t  eenvoudigste  geva l  f ( x , y )  = O, dus bv. 

xz s i n  (x+y) + yeX = O. Kunnen we d i t  oplossen t o t  y = y ( x )  ? 
Een f u n c t i e  van x is een v o o r s c h r i f t ,  da t  aan zekere waarden van x een 
functiewaarde toevoegt.  Kiezen we een v a s t e  waarde voor x en vu l l en  we 
d i e  i n  f ( x , y )  = O i n ,  dan b l i j f t  er een v e r g e l i j k i n g  voor y over .  Er 
behoeft  e c h t e r  geen enkele  waarde van y t e  z i j n ,  d i e  aan deze vergel%ing 

voldoet :  bv. als  de v e r g e l i j k i n g  1 + y *  = O of e' = O is. D i t  be tekent  
dan b l i j k b a a r ,  d a t  de gekozen waarde van x geen geoorloofde waarde wao. 
Als de waarde van x zo gekozen is, dat e r  wel oplossingen z i j n ,  kan er 
b e e t  meer dan één op loss ing  z i j n ;  e r  kunnen e r  z e l f s  one indig  v e e l  z i j n ,  
bv. als de v e r g e l i j k i n g  s i n  y = O wordt. Voor i e d e r e  a ldun geoorloofde 
x zou men een  zo 'n  waarde y kunnen k i ezen  en zo t o t  een  f u n c t i e  y ( x )  
komen, d i e  voldoet  aan f ( x , y ( x ) )  = O i d e n t i e k  voor a l l e  (geoor loofde)  X. 
Deze ene f u n c t i e  g e e f t  dan e c h t e r  nog n i e t  a l l e s  w a t  we wensen, n l .  
a l l e  paren (x ,y)  waarvoor f ( x , y )  = O. Bovendien wordt h e t  b i j  deze be- 
schouwing zee r  t w i j f e l a c h t i g ,  o f  c o n t i n u i t e i t  of d i f f e r e n t i e e r b a a r h e i d  
van f ( x , y )  de overeenkomstige eigenschappen b i j  .y(x) i nducee r t .  

Op grond van meetkundige overwegingen koes te ren  we h ieromtrent  t och  
wel zekere verwachtingen. A l s  we een  g r a f i e k  maken van f ( x , y )  = O, 
waarbij f ( x , y )  cont inu i s ,  verwachten we als meetkundig bee ld  een  kromme 
K. A l s  meetkundig bee ld  van een cont inue  e x p l i c i e t e  f u n c t i e  y = y ( x )  
verwachten we ook een kromme, maar deze l a a t s t e  h e e f t  een b i jzondere  
eigenschap. Omdat b i j  i e d e r e  waarde van x hoogstens één waarde van y 
behoort ,  s n i j d t  een r e c h t e  l i j n  evenwijdig met de y-as de kromme i n  
hoogstens één punt. B i j  K behoe f t  da t  n i e t  h e t  geva l  t e  z i j n  (neem br .  

x2 + y' = 1). We hebben e c h t e r  de indruk,  d a t  h e t  wel z a l  lukken K i n  
een a a n t a l  takken t e  s p l i t s e n ,  zo d a t  e lke  tak a f z o n d e r l i j k  g r a f i e k  i s  
van een e x p l i c i e t e  f u n c t i e  en bovendien door e l k  punt van K minstens 
één t a k  gaa t .  We z u l l e n  deze kwes t ie  a l l e e n  beechouwen onder de veronder- 
s t e l l i n g  d a t  f ( x , y )  d i f f e r e n t i e e r b a a r  is met cont inue  p a r t i ë l e  a fge le iden .  

Soor tge l i j ke  beschouwingen kan men houden voor meer f u n c t i e s  van meer 
verander l i jken .  We z u l l e n  nu beginnen met een geval ,  d a t  op h e t  e e r s t e  
gez ich t  een s p e c i a a l  geva l  s c h i j n t  t e  z i j n ,  maar waarui t  ach te ra f  toch 
a l l e  andere geva l l en  z u l l e n  b l i j k e n  t e  volgen. 
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We gaan u i t  van n f u n c t i e s  van n v e r a n d e r l i j k e n :  

Y, = f , (X, ,  ..., x 1 . . . . . . . . . , of i n  v e c t o r n o t a t i e  x = g(x). 
= fn(xl  ,... ,X ) J Yn n 

We vragen ons af of het  mogel i jk  i s  h i e r u i t  de x , , . . . , ~  

van y, ,...,y 
f ( x )  een f u n c t i e  ~ ( x )  b e s t a a t ,  zo d a t  f ( g ( x ) )  = x voor a l l e  ;E g e l d t  en 
g(g(x)) = x voor a l l e  5 g e l d t .  D i t  probleem is p r e c i e s  h e t  probleem van 
h e t  v i n d e n v a n  een  i n v e r s e  f u n c t i e ,  zoa l s  d a t  ook a l  b i j  f u n c t i e s  van 

afbee ld ingen .  We z u l l e n  ons beperken t o t  h e t  geval, d a t  de gegeven f u n c t i e  

a l s  f u n c t i e s  n 
op t e  lgssen. M.a.w. we vragen ons af ,  of e r  b i j  de f u n c t i e  n 

één v e r a n d e r l i j k e  is 'beschouwd en i n  h e t  vec torgeval  a l  b i j  l i n e a i r e  

en de op loss ings func t i e  be ide  d i f f e r e n t i e e r b a a r  z i jn .  Als - -  f ( x )  nu i n  a 
func t ionaa lope ra to r  A h e e f t  en  g ( ~ )  i n  = i(%) func t ionaa lope ra to r  BT 
dan v o l g t  u i t  i(s(z)) = x met behulp van de k e t t i n g r e g e l  d a t  AB = I en 

H i e r u i t  volgt,  d a t  B = A-' en i n  h e t  b i j zonde r  dus,  d a t  A r e g u l i e r  is. 

' j  
7 
; 
0 ,i 
! 
:j 

u i t  s(f(x)) = 5 d a t  BA =-:.I, waarin I de i d e n t i e k e  a fbee ld ing  van R 

Hieraan z i e n  we dus d a t  i n  i e d e r  geva l  de func t ionaa lope ra to r  r e g u l i e r  
moet z i j n ,  opdat h e t  probleem een op loss ing  t o e  kan l a t e n .  Een andere 
formuler ing  van deze z e l f d e  voorwaarde is ,  d a t  de func t ionaa lde terminant  

is. n 
. .  

a(f,  ,..., f ) 

a k , ,  .... x " j  # O. 
n 

Deze voorwaarde pas t  goed i n  onze beschouwingswijze, d i e  een d i f f e r e n -  
t i e e r b a r e  f u n c t i e  opvat als een f u n c t i e ,  d i e  b i j  benadering l i n e a i r  is. 
Voor deze l i n e a i r e  benadering w o r d t  dus de mogel i jkheid vau inversevorming 
als voorwaarde ges t e ld .  

B i j  kén f u n c t i e  f ( x )  van één v e r a n d e r l i j k e ,  d.w.z. h e t  geval n = 1, 
komrn we met de voorwaarde ook u i t .  De voorwaarJe is dan, d a t  f ' ( x )  f O 
voor a l le  X. D i t  i s  voldoende om t e  garanderen d a t  f ( x )  een inve r se  
f u n c t i e  b e z i t ,  d i e  ook d i f f e r e n t i e e r b a a r  is. We bewijzen dat  n i e t :  we 
merken s l e c h r r  op d a t  u i b  f ' ( x )  # O voor a l l e  x v o l g t ,  da t  f ( x )  monotoon 

Voorbeelden van inve r se  f u n c t i e s :  e 
1 1 s i n  x voor - -K < x < -K en a r c s i n  y. 2 2 

1 - i s .  
X n en log y ,  x voor x > O en $, 

Zen ander geva l ,  d a t  we a l  kennen, i s  d a t  van een l i n e a i r e  a fbee ld ing  
A van R n , i n  R . De func t ionaa lma t r ix  van deze v e c t o r f u n c t i e  i s  j u i s t  he t -  

geen we vroeger  de mat r ix  van A hebben genoemd. Nu i s  A dan en s l e c h t s  
dan i n v e r t e e r b a a r  als de determinant  van deze ma t r ix ,  d a t  is  de func t io -  
naaldeterminant  # O is. 

n 
I 

B i j  de f u n c t i e s  van meer dan één  v e r a n d e r l i j k e ,  d i e  n i e t  l i n e a i r  z i j n ,  
komen we n i e t  u i t  met bovenstaande voorwaarde. We beschouwen de f u n c t i e  - f ( x , y )  van  voorbeeld 1 i n  paragraaf  2. De funcdio.naa1matrix hiervan i s  

X e cos  -e s i n  y) 
2x X ; de func t ionaa lde te rminan t  i s  dus e , (e' s i n  y e cos y 
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hetgeen # O i s  voor a l l e  (x ,y)  i n  R2. Deze f u n c t i e  h e e f t  ech te r  geen 
i n v e r s e  f u n c t i e ,  want ~ ( û , û )  = (1,0) = f ( 0 , 2 n ) .  Voor een f u n c t i e  f ( .x) ,  
d i e  een inve r se  f u n c t i e  a ( ~ )  h e e f t ,  g e l d t  e c h t e r  d a t  u i t  l (a)  = f7k) 
v o l g t  5 = d. Immers we hebben dan a = g(f(=)) = g(f(b))  = b. 
Passen we d i t  toe  i n  ons voorbeeld met a = (0,O) en  b = (0,211)~ dan 
s t u i t e n  we op een tegenspraak. 

U i t  d i t  voorbeeld b l i ? k t ,  d a t  een v e c t o r f u n c t i e ,  waarvan de func t io-  
naa lope ra to r  ovenal r e g u l i e r  i s  toch wel i n  twee v e r s c h i l l e n d e  punten 
deze l fde  b e e l ì v e c t o r  kan hebben. D i t  komt, omdat bet f e i t  da t  i n  een 
punt de func t ionaa lope ra to r  r e g u l i e r  is ,  al leen '  i e t s  zegt over de 
f u n c t i e  z e l f  i n  de buur t  van EI, omdat a l l e e n  daar  de benadering met een 
l i n e a i r e  a fbee ld ing  r e d e l i j k  goed is. We z u l l e n  ons b i j  de vraag naar  
de mogelijkheid van de vorming van een i n v e r s e  t o t  punten i n  de b u u r t  
van 5 moeten beperken. 

geva l  van de kromme, bepaald door f ( x , y )  = O. H i e r u i t  is n i e t  ondubbel- 
z i n n i g  één f u n c t i e  y(x) op te  l o s s e n ,  omdat h e t  b e s t  mogel i jk  is. d a t  
men b i j  doorlopen van de kromme t e rugkee r t  t o t  een waarde van x ,  d i e  men 
a l  e e r d e r  gehad h e e f t ,  e c h t e r  met een  andere y. Beperkt men z ich  e c h t e r  
t o t  een k l e i n  s t u k j e  van de kromme, dan l i g t  de oplosbaarheid t o t  y(x) ,  
waarvoor overigens nog wel nadere voorwaarden moeten worden g e s t e l d ,  
meer i n  de l i j n  der  verwachtingen. 

De h i e r  beschouwde s i t u a t i e  i s  analoog met h e t  hierboven gesche t s t e  

Om d i t  formeel makkelijk t e  kunnen weergeven d e f i n i ë r e n  we voor 
r > O en een vec tor  
vectoren - x waarvoor geldt- r.  In R,, r e sp .  R5 is d i t  h e t  binnen- 

gebied van de c i r k e l  ( resp.  bol) met middelpunt 5 en straal  r.  Als we 
de straal  van de r-omgeving in h e t  midden w i l l e n  l a t e n ,  spreken we ook 
wel van een omgeving van g. 

d e r  om e v i n  van 5 als de verzameling van d i e  

A l s  we nu behalve de d i f f e r e n t i e e r b a a r h e i d  e: de r e g u l a r i t e i t  van de 
func t ionaa lope ra to r  ook nog e i s e n ,  d a t  de p a r t i e l e  a fge le iden  cont inu  
z i j n ,  kunnen we voor omgevingen t o t  h e t  bes taan  van de i n v e r s e  f u n c t i e  
b e s l u i t e n .  We drukken d i t  uit i n  de volgende s t e l l i n g .  

S t e l l i n g  A l s  f(x) een d i f f e r e n t i e e r b a r e  v e c t o r f u n c t t e  van Rn i n  Rn i s  

mot continuo partiële a fge le iden  van de e e r s t e  orde ,  als  a l l e  
vectoren 
als de func t ionaa lope ra to r  A van g(x) i n  5 r e a u l i e r  is, dan i s  
er een d i f f e r e n t i e e r b a r e  v e c t o r f u n c t i e  &(z) van Rn i n  Rn, 
waarvoor alle vectoren  z i n  een omgeving van b = i(%) geoorloofd 
z i j n ,  dusdanig d a t  i(&(r)) = z voor 
van b en & ( ; ( E ) )  = 5 voor 5 i n  een zekere omgeving van 5. 
De func t ionaa lope ra to r  van g(z) i n  

van een omgeving van g g e o o r l o o f d  z u v o o r  2 en 

i n  een zekere omgeving 

is A-' (omkeers te l l ing) .  

Bet v r i j  moe i l i j ke  bewi j s  van deze s t e l l i n g  l a t e n  we achterwege. 
We z u l l e n  de inhoud van de s t e l l i n g  nu v e r t a l e n  i n  componenten; gemaks- 
halve z u l l e n  we ons d a a r b i j  t o t  n = 2 beperken. (tegeven z i j n  de f u n c t i e s  

fi 'Xi'x2' 

den i n  een omgeving van (a ,a ) en waarvan de func t ionaa lde terminant  

, d i e  d i f f e r e n t i e e r b a a r  z i j n  met cont inue  p a r t i ë l e  a f g e l e i -  
f z  IXl ,x2 ) 

1 2  
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a(fl ,f2) 
# O is in (.a ,a2),. Dan bestaan er fuccties 3-q-q 1 

gl (y1 ,y2),g2 (yl , y2 ) ,  die differentieerbaar zijn in een omgeving van 
(b, ,b2), waarbij 

~~ 

, en rn dat 3 b 1 = fl(al,a2) 
b2 = f 2 (alla2) 

1 2  

3 
3 

fi kl(Yl,Y2)’g2(Yl ,Y2)) = Y1 

* y2 
g1 (fl (xl ,x2 1 ,f2 (Xl ,x2 ) )  = x 

f2 hl (Y, >Y2 * E 2  (Y1 $Y2 ) = Y2 
voor alle (y, 

g2 Cf, CXl .x2 1 ,fa IX, ,x 2 ) )  = x a 
voor alle (x ,x in een zekere omgeving van (a ,a 1. 

) in een zekere omgeving van (b ,b ) en 

1 2  1 2  

Deze laatste beweringen zijn korter, maar iets minder precies zo uit 
te drukken: 

I x, = fl(Xl,X2) x i = a1(YI’Y2) 
xs = @;,IY,,Y,) 

en 

volgen uit elkaar (of zoals men ook wel zegt: zijn equivalent) voor 5 
dicht bij a en 2 dicht bij b. 

Y, = f 2 (X1,X2) 3 
Uit het feit dat de functionaaloperator van de inverse is van die 

van i volgt direct, dat de partiële afgeleiden van de eerste orde van 
g ook continu zijn. 

- Vb.1 

u = e  y = e c Osyl sin y 
dat in een omgeving van iedere (a,b) wel het geval, daar de functionaal- 
determinant e2’ steeds f O is. De functionaalmatrix van de inverse 
functie vinden we door inverteren van de functionaalmatrix van de gegeven 
functie. Dit geeft: 

Als voorbeeld beschouwen w e  nogmaals de functie f(x,y) bepaald door 
X 

X 
. Hoewel de functie als geheel geen inverse bezit, is 

e-x cos y e-x sin y) 
ax - e -X cos y, ax = e -X sin Y, , dus - - au -X 

= -emx sin y, av = e-x cos y. 
au 

- Vb.2 Neem de formules voor overgang op poolcoördinaten (x,y) = g(r,cp), 

) , functionaaî- cos Q - r sin Q 1 . finctionaaimatrix (sin rp r cos cp 
x = r cos cp 
y = r sin Q 

determinant = r.  In een omgeving van een (r,cp) met r # O, is dit 
omkeerbaar tot (r,cp) = g(x,y) met functionaalmatrix 



/ cos cp 

sin <e L 
a<p - -  - 
as r 
niet opgaat, 
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Dat de omkeerbaarheid in de omgeving van een punt (0.q) 

is imeetkundig duidelijk. 

We beschouwen nu het geval, dat het aantal functies niet gelijk is 

n n 
aan het aantal veranderlijken; dus m functies van n veranderlijken 
f,(xl, ..., x ),...,fm(xl,...,x ). We nemen aan, dat deze functies diffe- 
rentieerbaar zijn met continue partiële afgeleiden van de eerste orde in 
een omgeving van 5 = (a,, ..., a 1. De functionaalmatrix is een matrix met 
m rijen en n kolommen. Deze heeft in 5 een of andere rang r ,  waarvoor 
geldt r S m, r n. We behandelen nu achtereenvolgens de gevallen r = m 
en r < m. 

- B. Rana = aantal functies. 

n 

We beginnen met het geval r = m. De functionaalmatrix heeft dus een 
onderdeterminant met m rijen en kolommen, die in a niet nul is. Door even- 
tueel de veranderlijken anders te nummeren kunnen we bereiken dat de on- 
derdeterminant gevormd met de eerste m kolommen # O is. Dat is de func- 
tionadìdeterminant van de functies f ,..., f opgevat als functies alleen 
van x ,..., x 1 m 

1 m' p..w<re 7- 
& A  7. a ( f l ,  ..., f ) 

a h  ,..., x ) 
m 

I m 

I n Deze determinant is echter een continue functie van ( x  ,..., x 
# O *  / 

en 
dus niet alleen # O in 5, maar ook in een (voldoend kleinel omgeving van 
a. We blijven in die omgeving en houden de veranderlijken xm+,,,....x - n 
vast. &r blijven dan m veranderlidken over; op deze kunnen we de omkeer- ,..., x ), dan stelling toepassen. A l s  y , I  = f d i  (x ,..., xn), ...,y, = fm'xi n 
vinden we x ,..., x als functies van yl, ...,y, bij vaste x 1 m m+ 1 n 
Doen we het nu voor verschillende stelsels waarden van X~+~,...,X , dan 
is het resultaat, dat we x ,..., x vinden als functies van 

Y1 n 
ten hoe de x ,..., x van x ,..., x afhangen; we kunnen niets zeggen 
over differentieerbaarheid of partiële afgeleiden. 

,..., x . 
n 

1 m 
,...,ym, xm+.,, ..., x . Het nadeel van deze methode is, dat we niet we- 

1 m m+ 1 n 

Beschouw 

= 'Os h"+") . We kunnen hier als bijkomstige parameter opvatten. 
y = r sin ( c p - ~ )  3 
We krijgen dan (x,y) als functie van (r,9); daarop kunnen we de omkeer- 
stelling toepassen. Maken we achteraf h variabel dan hangt na omkering 
(r,cp) behalve van (x,y) ook nog van A af, maar hoe blijft op grond van 
de omkeerstelling duister. 
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Door een kunstgreep, die bestaat uit het invoeren van een aantal hulp- 

worden onderzocht. 
functies en het toepassen van de omeerstelling op n functies met n 
VeranderliJken, kan de afhankeliJkheid van xm+ ,,,..., x 
Ne doen dit alleen voor m = 2, n = 3. We vullen het stelsel tot 3 functies 
aan als volgt: 

n 

. 
aCf ,i' ) 

a hl ,x2 ) ; hierbij is a # O  verondersteld. De 

functionaalmatrix der 3 functies luidt: 

a Cf ,f ) --- , de functionaaldeterminant is ,* # O. (---) l a  
\ o  o I/ 

Volgens de omkeerstelling zijn er differentieerbare functies 
+, ,JZ ,G3 zo dat (1) equivalent is me+ 

= (Yi ,Y2 ,Y3 ) 

- lb3 (Y1 iY2 *Y3 

1 +2 (y1 ,y2 ,y3 1 1 voor (xi ,xa ,x3 ) dicht bij (ai ,a 2 ,a3) 

en (y ,y ,y ) dicht biJ ( b  ,b  ,a ), waarin 1 2 3  1 2 3  

. Daar y = x geldt dus ook dat 3 3 3 

bi = f, (ai ,a2,a3) 
b = f2(al,a2,as) 
2 

onder dezelfde omstandigheden equivalent zijn. 

Voor willekeurige m en n vindt men op analoge wijze, dat . x ,  = 9 ,  (Y, , .e .  .Ym, xm+, 1 a. ,x . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . .  y, f , ( x  ,,..., x 1 
en . .... x = Qm(y, , . . . ,ym,  x .... ,x ym fm(X,, x n ) m m + l  n 

equivalent zijn voor ( x ,  ..... x ) dicht bij (a ...... a ) en (Y, ..... Y,) n n 
dicht bij (b, ..... b 1, waarin 

b, . f,(a,, .... a 
bm . fm(a,,. .. ,a 
Bovendien zijn $,,.. .,$ 

. . . . . . . . .  
n n 1  

differentieerbaar, ook naar de veranderlijken 
m 

Xm+,,""= n 
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We vragen ons nu a f ,  hoe de p a r t i ë l e  a f g e l e i d e n  van de f u n c t i e s  @, ,..., kan men deze u i t  

de o m k e e r s t e l l i n g  halen.  E r  i s  e c h t e r  een ande re  methode, d i e  ook voor 
de ove r ige  v e r a n d e r l i j k e n  werkt en d i e  b e s t a a t  i n  h e t  s u b s t i t u e r e n  van 
de f u n c t i e s  I) i n  d e  f u n c t i e s  f (of omgekeerd) e n  h e t  *oepassen van de 
k e t t i n g r e g e l  op de a ldus  verkregen i d e n t i e k e  betrekkingen.  Om d i t  t oe  t e  
l i c h t e n  v o l s t a a n  we met h e t  a l l e r e e n v o u d i g s t e  voorbeeld:  

y = f ( x , ,  x , ) ,  dus m ='I, n = 2. S t e l  f d i f f e r e n t i e e r b a a r  en - # O 
i n  ( a l ,  a 2 ) ;  dan g e l d t  x, = $(y, x 2 ) ,  dus  y = f ( I ) (y ,  x I ) ,  x,)  en 

x ,  = + ( f ( x , ,  x z ) ,  x , ) ,  a l l e s  voor (x,,  x, )  i n  een  omgeving van ( a , ,  a 2 ) .  

t e  vinden. Voor de v e r a n d e r l i j k e n  y, ,..., y m m 

a f  
ax1 

De e e r s t e  van deze twee be t r ekk ingen  l e v e r t  door d i f f e r e n t i a t i e  naa r  y 
en n a a r  x, met behulp van de k e t t i n g r e g e l  

De e e r s t e  van deze twee u i tkomsten  i s  van ouds bekend, als we x2 a l s  
een  b i jkomst ige  parameter  opva t t en  (één  f u n c t i e  van één  v e r a n d e r l i j k e ) .  

I n  h e t  algemene geva l  gaat h e t  analoog,  z i j  h e t  d a t  e r  dan voor h e t  
bepa len  van de p a r t i ë l e  a f g e l e i d e n  van @ s t e l s e l s  l i n e a i r e  ve rge l i j k ingen  
moeten worden opgelos t .  Nemen we a ls  voorbeeld de f u n c t i e s  van voorbeeld 
3,  dan komt e r  voor de a f g e l e i d e n  n a a r  h 

a r  *- H i e r u i t  v o l g t  ah = O ,  ah  - 1. D i t  i s  n i e t  verwonder l i jk ,  daar  men klaar- 
b l i j k e l i j k  r en cp-h als f u n c t i e s  van x en y kan oplossen.  

- C. Rang < a a n t a l  f u n c t i e s .  Regul ie re  punten. Afhankel i jkhe id .  

Ne beschouwen nu h e t  g e v a l  r < m. I n  d a t  g e v a l  z u l l e n  we o n s  e c h t e r  
nog een  beperking opleggen. 'Ne nemen n a t u u r l i j k  weer aan,  d a t  de func- 
t i e s  d i f f e r e n t i e e r b a a r  z i j n  met cont inue  p a r t i ë l e  a f g e l e i d e n  van de e e r s t e  
orde  i n  een omgeving van.&. D a t  de r a n g  van de func t ionaa lma t r ix  i n  2 
g e l i j k  a a n  r i s  be teken t ,  d a t  e r  een  onderde t t rminant  m e t  r r i j e n  en ko- 
lommen bes t aa t ,  d i e  # O i s  en d a t  a l l e  onderdeterminanten met meer r i j e n  
e n  kolommen = O z i j n .  Gaan we nu de f u n c t i o n a a l m a t r i x  i n  een omgeving 
van 5 bek i jken ,  dan b l i j f t  de onderdeterminant  d i e  i n  o n g e l i j k  aan n u l  
w a s ,  w e l  o n g e l i j k  aan n u l ,  a l s  we de omgeving maar k l e i n  genoeg maken 
(op grond van de c o n t i n u i t e i t ) ,  maar de onderdeterminanten d i e  g e l i j k  
a a n  nul z i j n  behoeven d a t  n i e t  t e  b l i j v e n .  D i t  h e e f t  t o t  gevolg,  d a t  de 
r a n g  van de f u n c t i o n a a l m a t r i x  i n  de buur t  van 2 n i e t  k l e i n e r  maar wel 
g r o t e r  kan z i j n  dan i n  a zelf. A l s  nu de r a n g  c o n s t a n t  ge l i j k  aan r b l i j f t  
noemen we 2 een r egu l i e?  punt voor h e t  s t e l s e l  f u n c t i e s ,  e n  ande r s  een 
s i n g u l i e r  punt.  D i t  l e i d t  t o t  de volgende d e f i n i t i e :  
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Als f (&) een d i f f e r e n t i e e r b a r e  v e c t o r f u n c t i e  van  Rn i n  Rm i s  met 

cont inue p a r t i e l e  a f g e l e i d e n  van de e e r s t e  orde ,  a l s  a l l e  vectoren van  
een omgeving van 
b e s t a a t ,  zo d a t  i n  a l l e  5 van d i e  omgeving de func t ionaa lope ra to r  van  f 
deze l fde  rang r h e e f t ,  dan h e e t  
de f u n c t i e  f(&). Als 5 n i e t  r e g u l i e r  i s  dan hee t  5 s i n g u l i e r .  

geoorloofd z i j n  voor f en  a l s  e r  een omgeving van 5 

een r e g u l i e r  punt van de rang r voor 

I 

A l s  voorbeeld nemen w e  de f u n c t i e s  van voorbeeld 2 .  I n  de punten 
(r,q?) met r f O i s  de func t ionaa lde terminant  # O;  deze punten z i j n  dus 
r e g u l i e r  omdat een punt (r,cp) met r f O zeker  een omgeving h e e f t  waar 
r f O. I n  de punten met r = O i s  de rang = 1. Daar i ede re  omgeving van 
een punt ( 0 , ~ )  punten bevat  met r f O, z i j n  deze punten s i n g u l i e r .  

Een nog eenvoudiger voorbeeld i e  de f u n c t i e  f (x ,y )  = x'- y' met 
func t ionaa lma t r ix  (3xz ,  -2y); deze h e e f t  o v e r a l  rang 1, behalve i n  (0.0) 
waar de rang O is. Het punt (0,O) i s  een s i n g u l i e r  punt. Al le  andere 
punten z i j n  r e g u l i e r .  

- vb.4 L a a t  (u ,v )  = i ( x , y )  voor a i i e  

u = ~ O R  x + s i n  ~ì 

x,y) met x > O gegeven z i j n  door 

cos y - -) . D e  func t ionaa lma t r ix  i s  s i n  y v = x e  

Alle punten (x ,y)  met x > O  z i j n  nu r e g u l i e r  van rang 1. U i t  d i t  voorbeeld 
b l i j k t  d a t  een r e g u l i e r  punt b e s t  een rang  kan hehhen d i e  l a g e r  is dan 
h e t  maximum d a t  door de afmetingen van de func t ionaa lmntr ix  wordt voor- 
geschreven. 

Men zou z i ch  kunnen a fv ragen ,  waarom de onderscheiding van r e g u l i e r e  
en s i n g u l i e r e  punten i n  he t  geva l  r = m geen r o l  h e e f t  gespeeld.  D i t  
komt, omdat he t  a a n t a l  r i j e n  van de func t ionaa lma t r ix  h e t  dan onmogelijk 
maakt, d a t  de rang i n  een  omgeving van  5 g r o t e r  wordt, dan h i j  i n  i s ,  
zoda t , con t inuTte i t  der  p a r t i ë l e  a fge le iden  aangenomen, de rang automa- 
t i s c h  i n  een omgeving v a n g  cons tan t  is ,  en dus a een r e g u l i e r  punt is. 
Ie ts  analoogs k r i j g t  men trouwens a ls  r = n door de kolommen van de 
func t ionaa lma t r ix  t e  beschouwen. 

We keren t e r u g  t o t  h e t  g e v a l  van m f u n c t i e s  van n ve rande r l i j ken  en 
nemen aan ,  d a t  een r e g u l i e r  punt van rang  r i s  voor deze f u n c t i e s ,  t e r -  
w i j l  r e m. Gemakshalve nemen we m = n = 2, r = 1,  dus twee f u n c t i e s  
f (x ,x ), f (x ,x 1. Omdat  de rang = 1 i s ,  i s  één der  p a r t i e l e  

1 1 2  2 1 2  <. 

a f g e l e i d e n  # O i n  a, b i j v .  
af 2 # O. S t e l l e n  we nu 
1 

dan kunnen we u i t  de e e r s t e  r e g e l  xi oplossen als f u n c t i e  van y, en x2: 
x = +(yl,x2). S u b s t i t u e r e n  we d i t  i n  de tweede r e g e l ,  dan vinden we 

= f z ( ~ ( y l , x 2 ) , x 2 ) .  iVe gaan d i t  naar x 
1 

p a r t i e e l  d i f f e r e n t i ë r e n ,  ge- 
Y2 2 
b r u i k  nakend van  h e t  vroeger  gevonden r e s u l t a a t  d a t  



1 
a f  

a XZ 
a f  

ax2 1 ax  

- 
= - - ; deze p a r t i ë l e  a f g e l e i d e  i s  dan 

1 

a f ,  a f ,  a f l  a f 2  a ( f l  , f 2 )  

ax ax, ax, ax2 2 

--..A- 

- - = o, 
a f  a +  af2  
-2-+-= ax  ax  a f l  

ax 
axi 1 

- af l  - ax  I 
I 2  2 

omdat r = 1. H i e r u i t  v o l g t ,  d a t  de f u n c t i e  i n  h e t  gehee l  n i e t  van x 
a fhangt .  X r  b e s t a a t  d u s  een d i f f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e  O ,  zodat u i t  f2) 
v o l g t ,  d a t  y, = O(yl). Anders gezegd: 

( 3 )  f, (Xi ,x2 ) = O(f&X1 ,x2 ) )  

voor a l l e  (x , ,x2)  d i c h t  b i j  ( a l , a2) .  

D i t  houdt i n ,  d a t  de waarde van f 2 ( x 1 ,  x , )  a l l e e n  a fhangt  van de 

waarde van f , ( x , ,  x , )  en n i e t  van he t  punt ( x , ,  x 2 ) *  waar deze l a a t s t e  

waarde wordt aangenomen. Dus a ls  f ,  i n  twee punten deze l fde  waarde aan- 
neemt, neemt ook f ,  i n  d i e  punten deze l fde  waarde aan (eventuee l  ver-  
s c h i l l e n d  van de waarde van f , ) .  

d a t  de f u n c t i e  f ,  a f h a n k e l i j k  i s  van f , .  

( a l l e  f u n c t j e s  van n veqande r l i j ken )  als e r  een f u n c t i e  u van r verander- 
l i j k e n  b e s t a a t ,  zo d a t  

De i n  ( 3 )  beschreven s i t u a t i e  brengen we onder woorden door t e  zeggen, 

D e f i n i t i e .  Een f u n c t i e  f heet  a f h a n k e l i j k  van r f u n c t i e s  f l ,  ..., f r 

Analoog met h e t  bovenstaande g e l d t  nu algemeen, d a t  a l s  5 een r e g u l i e r  
punt  van rang r is voor een s t e l s e l  van m f u n c t i e s  van n ve rande r l i j ken ,  
e r  r onder d i e  funct ieR z i j n  waarvan e l k  van de over ige  m - r  f u n c t i e s  af- 
h a n k e l i j k  is, a l t h a n s  i n  een omgevinp: van %. Ui te raa rd  z i j n  deze r 
f u n c t i e s  zo gekozen, d a t  de ermee corresponderende r r i j e n  van de func t io -  
naa lma t r ix  ona fhanke l i jk  z i j n .  I 

i 
'i 

f ( x ,  (...) x = a ( i , ( x  ,,..., x 1 ,..., fr(xl  ,..., x ) )  n n n 
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afi a zo dat de functionaalmatrix eenvoudig Het is duidelijk, dat - = ij' 0x4 
ii 

de coëfficiënteyatrix is. A l s  deze rang r heeft, en bv. 

a (x, , . .. ,x r+l m 
f, , ..., f 
het algemeen niet homogeen). Inderdaad, op grond van de theorie van de 
lineaire vergelijkingen, kan men de homogene delen (dus zonder de b's) 
van fr+l,...,fm schrijven als lineaire combinatie van de homogene delen 

a(f,, ..., f 
f O, dan zijn inderdaad f ,..., f elk functies van r 

r' 
en in dit speciale geval zijn deze functies zelfs lineair (in r 

van f, ,..., f , Door nog een constante bij het resultaat op te tellen kan i ,, r 
men zorgen, dat het ook na toevoeging van de b's uitkomt. 

We gaan de gevonden resultaten nu toepassen op parametervoorstellin- i , 
gen en impliciete functies. $ 

! 
'i 
,$ 

> 
4 

D. Parametervoorstellinnen. - 
Een kromme in het platte vlak of in de ruimte kan worden bepaald met 

een parametervoorstelling met één parameter t. Voorbeeld: 
x = cos t ) y = sin t 
De expliciete voorstelling van een kromme: y = f(x) kan echter o.ok a l s  
een parametervoorstelling worden opgevat met x als parameter: 
x = t  

! geeft een parametervoorstelling van de cirkel x' + y' = 1. 

1 .  y = f(t) 
Ook oppervlakken laten een parametervoorstelling toe, nu echter met 

twee parameters. A l s  voorbeeld geven we de volgende parametervoorstel- 
ling van de eenheidsbol met parameters en 'p: 

z = COS e J 
Ook hier is de expliciete voorstelling z = f(x,y) op te vatten als 

een parametervoorstelling: 

We kunnen nu echter proberen omgekeerd een parametervoorstelling weer 
door een expliciete voorstelling te vervangen. We gaan daarbij uit van 
een parametervoorstelling in R 
Gemakshalve beginnen we met n = 3,  k = 2: 

met k parameters. n 

We nemen aan dat ( c  ,c2) een regulier punt van rang r is voor de 
functies <p ,<p , ( p J .  ie steiien 

1 2  

.I 
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"I 

' i  Gemakshalve ilemen we r = 1 en - # O i n  ( c l , c 2 ) .  d r  i s  dan een d i i -  

f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e  4, zo d a t  
x i = q , ( t i , t 2 )  en t, = + ( x i , t 2 )  

equ iva len t  z i j n  voor ( t  , t 2 )  d i c h t  b i j  (c1,c2)  en xi d i c h t  b i j  al. Om- 

d a t  r = 1 z i j n  e r  d i f f e r ' en t i ee rba re  f u n c t i e s  u2 en u 
1 

zo d a t  3 

1 
3 'P2 ( t l , t 2 )  = u 2 ( q i ( t l , t 2 ) )  

'P3(t 1 , t 2 )  = us(q , ( . t1 , t2 ) )  

g e l d t  voor ( t  , t  ) d i c h t  b i j  ( c i , c z ) .  H i e r u i t  v o l g t  weer, d a t  de c o l l e c -  

t i e  der  punten (xl ,x2,x ) i n  e e n  omgeving van ( a l , a 2 , a a )  d i e  door de 

pa rame te rvoor s t e l l i ng  (4) met ( t  ,t ) i n  een  omgeving van ( c l , c2 )  worden ' 
1 2  

voorges t e ld ,  deze l fde  is  a l s  de c o l l e c t i e  d e r  punten  ~ x , , x 2 , x a )  i n  een  

omgeving van ( a i . a2 , a J ) ,  d i e  voldoen a a n  

1 2  

3 . ,  
5 

x = UZ(Xl) 

x = u (xl)  3 .  2 

a 3 
Hiermee i s  de p a r a m e t e r v o o r s t e l l i n g  vervangen door een e x p l i c i e t e  voor- 
s t e l l i n g ,  d i e  3 - 1 = 2 der  v e r a n d e r l i j k e n  i n  de andere u i t d r u k t .  

, .  

Op gehee l  analoge wi;jze behandel t  men h e t  g e v a l  van n f u n c t i e s  met k 
parameters  en rang  r. D i t  l e i d t  t o t  een  e x p l i c i e t e  v o o r s t e l l i n g ,  d i e  
n - r v e r a n d e r l i j k e n  u i t d r u k t  i n  de ove r ige  r. D i t  wordt u i t g e d r u k t  i n  
de volgende s t e l l i n g :  

S t e l l i n g :  Als ( c  ... , C  een  r e g u l i e r  punt  van r a n g  r i s  voor de func- 
i' k 

t i e s  m i , . . .  ,q, en als 

a = q,(ci ,  ..., c ) 

= qn(c  ,..., c ) 

a(cp , . . . ,vr) 
k ] , e n  a c t i , .  1 , t r )  .................. # a. i n  ( c i ,  ..., ck) ,  

1 .. 
a 

dan bes taan  e r  d i f f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e s  Ur+.,, ..., 0 
zo dat voor ít 

x = cp l,. , t,) 

n i k 

n 

' .  r .)' 
... tk) i n  een  omgeving van (c, ,..., c ) 

r r l  r+l i 

i' 

.. = (x  ,..., x ) 

(x ,...,X 1 
.................. ...................... 

X 

e n  

X = u  n n 1 

I' n 

1 1 

x = v n ( t  . :, tk) n 

deze l fde  (x I ,  ..., x ) i n  een  omgeving van (a 

ven ( s t e l l i n g  over  * ia rametervoors te l l innen) .  

..., a ) b e s c h r i j -  n 

Het meest g e b r u i k e l i j k e  g e v a l  i s ,  d a t  r = k; dan i s ,  zoals vroeger  a l  
opgemerkt, de e i s  van r e g u l a r i t e i t  au tomat i sch  vervuld ,  c o n t i n u y t e i t  der  
p a r t i ë l e  a f g e l e i d e n  aangenomen. Daar een e x p l i c i e t e  v o o r s t e l l i n g  a l s  
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parametervoorstelling is op te vatten, kan in het geval dat r c  k de 
gegeven parametervoorstelling door een andere met r parameters worden 
vervangen althans in een omgeving van een regulier punt. 

De stelling leert o n s ,  dat een parametervoorstelling equivalent is met 
een expliciete voorstelling, althans locaal, d.w.z. in een omgeving van 
een punt. Uiteraard geldt dit slechts onder de gemaakte veronderstellin- 
gen over differentieerbaarheid en rang van de functionaalmatrix. 

- Z. Impliciete functiesi 

We gaan nu impliciete functies beschouwen, die gegeven zijn door m 
vergelijkingen in n veranderlijken: - 

1 fl(x ,...,X 1 = o 
1 n 

i -  ................. 

1 2 3  

f (x ,...,X ) = o m i  n 
Gemakshalve nemen we m =' 2, n = 3 .  de nemen aan dat 5 = (a ,a ,a ) aan 

de vergelijkingen voldoet; 

, en dat g een regulier punt van rang r is voor 
f (a ,a ,a 1 = 0 

fz(al,a2 ,a ) = O 
1 1 2 3  

3 
f e n f .  
Gemakshalve nemen we r = 1 eii - # O in 5. &r.is dan een differentieer- 

bare functie 0 zo dat 

1 2 a fl 
axl 

f (X1,X2,X l. = u ( f  (x1,x2,x3)) 

f 2 X l  2 3 2 1 2 3  2 1 1 2 3  2 

2 

2 3 2 1  
geldt voor (xl,x2,x3) dicht bij (al ,az,aa). Vul len  we hierin & = 5 in, 
dan komt er O = u (O). Nemen ive nu een punt &, dat voldoet aan 

2 
,x ,x = O dan is f ( x  ,x ,x ) = U (f (x ,x ,x ) )  = U ( 0 )  = U. 

Mei, kan dus straffeloos de vergelijking f (x , x  ,x ) = O weglaten! 

I n  het algemene geval dat g een regulier punt van rang r is, dat vol- 
doet aan m vergelijkingen met n veranderlijken, kan men m - r ver- 
gelijkingen weglaten. De r overblijvende vergelijkingen horen bij on- 
afhankelijke rijen van de functionaalmatrix. 

spronkelijke stelsel voldoet! Als dat niet zo is, behoeft het niet te 
gelden: in het bijzonder is het niet voldoende, dat 5 aan het deelstelsel 
van r vergelijkingen voldoet. 

Deze omstandigheden zijn ons uit het gevál van inhomogene lineaire 
vergelijkingen al bekend. Als dan namelijk fr+l.,...,fm afhankelijk zijn 
van f, ,...,Ir, dan maken de oplossingen van i, = O,...,f 
geval alle fr+l,...,fm constant. Als deze constanten alle = O zijn, heten 
de vergelijkingen afhankelijk, ZO niet, dan zijn er geen gemeenschappelijke 
oplossingen en heten de vergelijkingen strijdig. 

2 1 2 3  

Let wel, dat dit geldt onder de'veronderstelling, dat a aan het oor- 

= O in ieder r 

-7 We kunnen ons dus nu verder beperken tot het geval dat de rang ge- 
lijk is aan het aantal v"erge1ijkingen. Gemakshalve nemen we r = m = 2, 



3 

a ( f l ,  f z  ) 
n = 3 e n  # O. Dan z i j n  e r  d i f f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e s  $i, $ z ,  

zo d a t  

8 

x1 = +,(Yl 9 Y,, x,) 

x2 = +,(Yl , Y, 9 x , )  
Yl = f, (x1 , x 2 ,  x,) 

Y, = f2 (x1, xz,  x , )  

equ iva len t  z i j n  voor (x , ,  x, ,  x , )  d i c h t  b i j  ( a , ,  a,, a s )  en (yl , y,) 

d i c h t  b i j  ( O ,  O ) .  Vult  men yl = O ,  y2 = O i n ,  dan z i e t  men d a t  

1 1 en x2 = +,(O, o, x,)  = g,(x,)  

x ,  = +l(o, o, x , )  = g l ( x , )  f l ( x l ,  x 2 ,  x , )  = o 
f,(X,,  x 2 ,  x , )  = o 

t e r  a fko r t ing  van de n o t a t i e  ingevoerde f u n c t i e s  g, en g,  d i f f e r e n t i e e r -  
baa r  z i j n .  I 

equ iva len t  z i j n  voor ( x l ,  x2 ,  x,)  d i c h t  b i j  ( a , ,  a,, a s ) ,  t e r w i j l  de 

4 

Het geva l  van m f u n c t i e s  met n v e r a n d e r l i j k e n  kunnen we op analoge 
wijze behandelen, hetgeen de volgende s t e l l i n g  op leve r t .  

S t e l l i n g  A l s  ( a  ..... a een r e g u l i e r  punt van rang  r is  voor  de 
1 n 

f u n c t i e s  f .... , f m  en a ls  

.. a ( f l ,  .... f r )  ................. 
fl ( a l , .  ,a ) = O 

fm(a l ,  a ) = O 

dan bes taan  e r  d i f f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e s  gl, ...,gr zo d a t  

# 0 i n  ( a l ,  .... a ) ,  . en a h  .... ,X I' n r 1 .... 

.... X = gi(X , . . . , X  ) fl(Xl, X ) = o 

fm(X1, ( X  n 1 = o 
................. .................... 

... .... n n l  n 

x ) 

.... ..... n 1 

1 r+l 
en 

I 
i 

1 

n 

n 

x r = gr(xr+,,  

n 

voor deze l fde  (xl, 

gelden ( s t e i l i n f f  over i m p l i c i e t e  f u n c t i e s ) .  

x ) i n  een omgeving van ( a  a ) 

Het meest g e b r u i k e l i j k e  geva l  i s ,  d a t  r = m; dan i s  de e i s  van r e -  
g u l a r i t e i t  automatisch ve rvu ld ,  c o n t i n u y t e i t  der  p a r t i ë l e  a fge le iden  
aangenomen. A l s  r c m ,  kunnen de v e r g e l i j k i n g e n  f r + ,  = O,...,f 

worden weggelaten, a l t h a n s  i n  een omgeving van een r e g u l i e r  punt. 

= O m 

I n  deze s t e l l i n g  z i t  h e t  s p e c i a l e  geva l  opges lo ten ,  waarvan we i n  h e t  
begin  van deze paragraaf  waren ui tgegaan.  De i m p l i c i e t e  betrekking 
f ( x , y )  = O i s  opgelos t  t o t  y = g ( x ) ,  e c h t e r  met bepaalde beperkingen. 

De voornaamste z i j n ,  d a t  - # O moet z i j n ,  en  d a t  ook als  d a t  h e t  geva l  

i s ,  de cqu iva len t i e  van f ( x , y )  = O en y = g ( x )  a l l e e n  l o c a a l ,  d.w.8. 
i n  een zekere omgeving v a n  een punt ,  goed is. 

- F. Toepassing- .  

. De s t e l l i n g  over i m p l i c i e t e  f u n c t i e s  kan g e b r u i k t  worden voor h e t  
e l imine ren  van  ve rande r l i j ken .  Neem als  voorbeeld twee ve rge l i j k ingen  met 

af 
a Y  
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af 
drie veranderlijken f(x,y,z) = O 

gelijking z als functie van x en y opgelost worden. Substitueert men dit 
'in de tweede vergelijking, dan ontstaat een betrekking van de vorm 
h(x,y) = O. Men zegt dan, dat z is geëlimineerd. De betekenis hiervan is 
de volgende: de paren ( x , y ) ,  die aan h(x,y) =' O voldoen, zijn dezelfde, 
als die, waarbij een z bestaat, zo dat (x,y,z) aan 
O = f(x,y,z) = g(x,y,z) voldoet. Ook dit geldt natuurlijk slechts locaal. 

Iets analoogs,doet men met meer vergelijkingen. In het algemeen kan 
men zeggen, dat bij eliminatie van k veranderlijken, het aantal vergelij- 
kingen met k afneemt. Dit geldt natuurlijk slechts,.als aan beperkende 
voorwaarden voor de rang is voldaan. 

. Als nu o, f O ,  kan uit de eerste ver- 
g(x,y,z) = o 3 

De hierboven besproken stellingen leveren twee locale equivalenties op,. 
In de eerste plaats een equivalentie van hetgeen door vergeLijkin~en wordt 
voorgesteld met expliciete functies en in de tweede plaats een equiva- 
lentie van hetgeen door parametervoorstellingen wordt bepaald met ex- 
pliciete functies. Hieruit blijkt nu ook, dat er een equivalentie is 
tussen hetgeen door vergelijkingen en hetgeen door parametervoorstellin- 
gen wordt bepaald. I n  het geval dat de rang maximaal is (gelijk aan het 
aantal vergelijkingen resp. het aantal parameters) corresponderen k 
parameters en n - k vergelijkingen met elkaar. Drie omstandigheden moeten 
hierbij echter in het oog gehouden worden: 

?O 
2' 
3' 

De differentieerbaarheidseisen die worden gesteld. 
De eisen betreffende de rang van de functionaalmatrix. 
Het locale karakter van de overeenstemming. 

Als de parametervoorstelling van één parameter t afhangt en de rang 
van de functionaalmatrix = 1 is, hebben we een kromme. Een dergelijke 
kromme kan dus in Rn ook door n-I vergelijkingen worden gegeven. In het 
platte vlak bepaalt dus &én vergelijking, zoals we hierboven al zagen, 
een kromme: in de ruimte bepalen twee vergelijkingen een kromme (mits 
de rang van de functionaalmatrix van de linkerleden = 2 is). 

'Als de parametervoorstelling van twee parameters afhangt en de rang 
van de functionaalmatrix = 2 is, spreken we van een oDDervlak. In R is 
dit door n-2 vergelijkingen vast te leggen; dat is in de gewone ruimte 
door één vergelijking. Voorbeeld: de eenheidsbol met als vergelijking 
x2 + y2 + z2 = I en aïs parametervoorstelling 
x = sin 8 COS cp 
y =.sin e sin cp 
z = cos e 

meetkundig ook zo worden geinterpreteerd, dat de kromme doorsnijding is 
van twee oppervlakken. Elk van de beide Vergelijkingen geeft een opper- 
vlak; de punten, wier coördinaten aan beide vergelijkingen voldoen, 
vormen de doorsnijding. 
Voorbeeld: de kromme X2 + y' + z* - 1 = O 

x2 + y' + z2 - 1 = O en het platte vlak x - y + 2z = O. 
De kromme is dus een cirkel. 

n 

(denk aan de bolcoördinaten I ) .  1 
Dat een kromme in R, door twee vergelijkingen is vast te leggen kan 

is doorsnijding van de bol 1 i .' x - y  + 2 z  = o  

, 
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De omzetting van impliciete functies in parametervoorstellingen en 

'sel van m Vergelijkingen met n veranderlijken in de b u u r t  van een re- 
omgekeerd lukt uiteraard ook, als er rangverlaging is. Zo is een stel- 

gulier punt va7 rang r te vervangen door een parametervoorstelling met 
n-r parameters en rang n-r. 

Het omzetten van impliciete functies in parametervoorstellingen heeft 
soms voordelen boven de omzetting in expliciete functies, omdat de 
laatste omzetting een zekere asymmetrische behandeling van de optreden- 
de variabelen met zich meebrengt. Bij het expliciet maken moet n l .  eerst 
een onderdeterminant # O worden gezocht, waarna de bij die determinant 
gebruikte variabelen in de overige worden uitgedrukt. Gebruikt men ech- 
ter een parametervoorstelling, dan zijn hierin alle oorspronkelijke 
variabelen op gelijkberechtigde wijze uitgedrukt. 



8.4 ixtrema b i j  f u n c t i e s  v a n  meer ve rande r l i j ken .  

- a. Vri,je extrema. 

Evenals b i j  f u n c t i e s  van één v e r a n d e r l i j k e  komt b i j  f u n c t i e s  van meer 
v e r a n d e r l i j k e n  vaak de vraag  naar voren naar  maxima o f  minima van een 
f u n c t i e .  Een d e r g e l i j k  maximum i s  een g r o o t s t e  waarde; a ls  deze i n  

, (a , , . . . ,a  ) aangenomen wordt,  dan be tekent  d i t  d a t  f ( x l ,  ..., x 
< f ( a , ,  ..., a ) voor a l l e  ( x l ,  ..., x 1. Analoog b i j  h e t  minimum. Voorbeeld: 

x2  + y' h e e f t  een minimum i n  (O,O), want x2 + y2 b0 voor a l l e  x en y .  
Vaak s t e l l e n  w e  e c h t e r  de e i s  voor een maximum a l l e e n  l o c a a l ;  we spreken 
dan van een l o c a a l  (of r e l a t i e f )  maximum i n  (a, , . . . ,an=f (x, , . . . ,x I 

als e r  een  omgeving van ( a , ,  ..., a ) b e s t a a t ,  zo d a t  voor a l l e  ( x , , - - - - , x  ) 

i n  d i e  omgeving g e l d t  f (x, , . . . ,x 
(geoorloofde)  x g e l d t  sp reek t  men van een g l o b a a l  (of abso luu t )  maximum. 
Analoog b i j  h e t  minimum. Voorbeeld b i j  f u n c t i e s  van één ve rande r l i j ke :  

- Vb.1 f ( x )  = (x2-1) (x2-4) .  Aan d i t  voorbeeld r e p e t e r e n  we tevens de a l -  
gemene s i t u a t i e  b i j  f u n c t i e s  van één ve rande r l i j ke .  A l s  een f u n c t i e  ergens 
een  maximum h e e f t ,  i8 haar  a f g e l e i d e  daar  = O. NÙ is f ( x )  = xk - 5xz + 4; 
dus f ' ( x )  = 4x3 - 1Ox = 2x(2x2 - 5). M t  i s  onder meer nu l  voor x = O. 
Voor x i n  de buur t  van O is 2x2 - 5 < O en dus f ' ( x )  > O als x < O en 
f t ( x )  < O voor x > O, dus f ( x )  s t i j g e n d  voor x < O en dalend voor x > O. 
H i e r u i t  v o l g t  d a t  f ( x )  een  l o c a a l  maximum i n  O h e e f t .  Het i s  inderdaad 
geen g lobaa l  maximum, want f ( x )  is w i l l e k e u r i g  groot  t e  maken door x 
voldoende g roo t  t e  kiezen.  Voor ons doel  is x = 3 a l  voldoende, want 
f ( 3 )  = 40 > 4 = f ( 0 ) .  
De gevolgde methode om t e  bewijzen, da t  x = O een  maximum l e v e r t ,  kan 
soms samengevat worden i n  een voorwaarde voor de tweede a f g e l e i d e  (als 
deze b e s t a a t ) .  Laat gegeven z i j n ,  d a t  f ' ( a )  = O. A l s  dan f ' l (a)  < O, dan 

g e l d t  voor x d i c h t  b i j  a d a t  x-a < O, d u s  voor x < a is  f t ( x )  > O, dus 

f ( x )  s t i j g e n d  en voor x > a  is f ' ( x )  < O ,  dus f ( x )  dalend. Dus h e e f t  
f ( x )  een l o c a a l  maximum voor x = a. Op analoge wi jze  l e i d t  f l t ( a )  > O t o t  
een l o c a a l  m i n i m u m  voor x = a. Sn ons voorbeeld is f " (x )  = 12x2 - 10, 
dus fl l(0) = - 10 < O, hetgeen k lop t .  

geen extremum is voor x = a. 
Voorbeeld: f ( x )  = x 3 ;  de a f g e l e i d e  is n u l  i n  x = O, maar de f u n c t i e  h e e f t  
geen extremum. 

tweede a f g e l e i d e  n u l  is en dus geen u i t s l u i t s e l  g e e f t .  
Voorbeeld: f ( x )  = x k ;  i n  x = O h e e f t  de f u n c t i e  een minimum, maar de 
tweede a f g e l e i d e  is n u l .  

4 n n 

n n 

n 

n n -  < f (a , ,  . . . ,a ). A l s  h e t  voor a u e  n n 

f ( x )  

Het geva l ,  d a t  f " ( a )  = O, b l i j f t  o n b e s l i s t .  Het kan dan z i j n ,  d a t  e r  

Het kan ook z i j n ,  d a t  de f u n c t i e  wel een extremurn h e e f t ,  maar d a t  de 

a .  

De hierboven gegeven beschouwingen gelden n i e t  voor randextrema. A l s  
de f u n c t i e  f ( x )  gegeven is voor a < x < b ,  dan g e l d t  h e t  bovenstaande 
a l l e e n  voor extrema d i e  aangenomen worden i n  punten met a < 5 < b. 
Neemt men bv. f ( x )  = x voor O 4 x 4 1, dan is e r  een maximum b i j  x = 1, 
maar f ' ( l )  # O. 



We gaan nu over  t o t  f u n c t i e s  van meer v e r a n d e r l i j k e n  en z u l l e n  d a a r b i j  
voor lop ig  de kwes t ie  van de randextrema voor h e t  gemak b u i t e n  beschouwing 
l a t e n .  He nemen dus  a a n ,  d a t  voor een beschouwd punt  2 a l l e  punten 5 i n  
een zekere  omgeving van geoorloofd z i j n  voor  de f u n c t i e .  gen extremum 
i n  een  d e r g e l i j k  punt h e e t  een inwendig extremum. Ne brengen nu weer de 
beschouwingen e e r s t  t e r u g  op h e t  geva l  van één v e r a n d e r l i j k e .  A l s  we 
bv. e e n , f u n c t i e  f ( x , y )  van twee v e r a n d e r l i j k e n  hebben, d i e  i n  ( a , b )  een 
maximum h e e f t ,  dan h e e f t  de f u n c t i e  van één v e r a n d e r l i j k e  f ( x , b )  na- 
t u u r l i j k  ook een  maximum voor x = a; de a f g e l e i d e  van deze f u n c t i e  i s  

daar  dus  = O. Dus - = O i n  (a,b).  Op ana loge  wi j ze  vinden we - = O. 

Samengevat g rad  f = 2. Voor een minimum g e l d t  n a t u u r l i j k  he t ze l fde .  

., 
i 
'4 

a f  a f  
ax a Y  

maximum of minimum h e e f t  en e r  een omgeving van a is, d i e  
gehee l  u i t  geoorloofde punten van f(5) b e s t a a t ,  dan is 
g rad  f = 2 voor 5 = 5. 

. Beide a f g e l e i d e n  '+? a f  - 2ye 2 +s' - vb.2 f ( x , y )  = e *+s' i z -  a f  - 2xe 
i G -  
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eerst de twee zijvlakken u = constant. De normale component van 5 is 
daar au en de oppervlakte bij benadering h2h,Av Aw, dus de integraal 
bij benadering h2h3aU A v  Aw; bij het zijvlak dat bij de kleinere u-waarde ', 
behoort moet dit nog van een minteken worden voorzien; de twee uitdruk- I 

kingen behoren bovendien bij verschillende waarden van U. Samen geven ze 1 

9 
1 

a 
au dus bij benadering - (h,h,aU) Av Aw Au. De andere zijvlakken behandelt 

men op analvge wijze. Deelt men nu nog door de inhoud, dan vindt men 
voor de divergentie de volgende formule: 

Deze formule kan ook streng worden bewezen, als men gebruik maakt ': 
van de volgende identiteit voor drie vectoren p. 9, f in R3 

(AZ, q x f) + (Aq, r x  2 )  + (e, E x 3) = (a, + a2, + a,, 1 NE, q, f); 

en een 3 lineaire afbeelding A: '.Y 

hierin zijn all , az2, a 
r = -  hierin E = - , q = ag , - 
elementen van de matrix van A. Stelt men 

33 
da 3 

,;y 

,Ij .,. 

In bolcoördinaten krijgen we ,3 

, A = - en maakt men gebruik van (1) ax 
aw 

a5 a5 
au .'D d 5  :i 

en (21, dan vindt men de formule voor div 5. We voeren dit niet uit. 
:i 
'i, 

'1 
, ,. a a .:i a (+sin e a + (r sin e a ) + - (r a 1 = 1 '  

r'sin e ( G  r . e  acp cp 
div 5 = 

cot e 
ae i ' > + - a  t- 2 aa 

- - + - - +  aai- 1 aaO 
- ar r 88 r sin 8 acp r r r 

in cilindercoördinaten 

+ - (r az) 1 = div a = ;(z (r ar) + - a a ~  a 
acp az 

i a  

- - - + Z t e + - + - a .  aar aa aaz 1 
ar r acp az r r  

Door samenstelling van de formules voor gradiënt en divergentie krijgen 
we een formule voor A : 

14 In bol- en cilindercoördinaten geeft dit al van vroeger bekende 
formules. Bolcoördinaten: i 

1 a aa a aa a 1 
(+sin e ar) + a (sin e { G  acp sin 8 acp + - (- h) 1 = Aa = 

r2sin e 



c i l i nde rcoörd ina ten :  

I 
We merken t e n  s l o t t e  nog op, d a t  de r e g e l  d a t  men P a  voor een vec tor -  

ve ld  a kan ve rk r i jgen  door A op de a f z o n d e r l i j k e  componenten van a t o e  
t e  paäsen, i n  kroml i jn ige  or thogonale  coörd ina ten  niet meer opgaat.  Men 
kan e c h t e r  A a  u i t  de vorenstaande formules wel a f l e i d e n  door gebru ik  t e  d maken van de-formule ? 4 

,i A: = grad d i v  5 - '  r o t  r o t  - a.  
& 

. . 14 

.i! 

c 

,iJ 

g.5 
- A. S c a l a i r e  p o t e n t i a a l .  

De s c a l a i r e  p o t e n t i a a l  en d e  v e c t o r p o t e n t i a a l .  

j/ 

'. 
i 

In  paragraaf  2 hebben we de volgende d r i e  u i t sp raken  b e t r e f f e n d e  
een vec torve ld  - a met e l k a a r  vergeleken. 

1' Het ve ld  h e e f t  een p o t e n t i a a l ,  d.w.z. a = grad a.  

2 O  Het veld is c o n s e r v a t i e f ,  d.w.z. !(a, 4 ) d s  = O voor i e d e r e  ges lo t en  
K 

kromme K i n  he t  veld.  
3" Het ve ld  is r o t a t i e v r i j ,  d.w.z. ro t  5 = 2. 

<,, 

:i 
4 

We hebben a l  a f g e l e i d :  u i t  1' volgt '  2' en u i t  2' volgt .  3". Aan h e t  
voorbeeld van h e t  magneetveld van de oneindig lange  r e c h t e  stroomge- 
l e i d e r  hebben we gezien,  d a t  u i t  3' n i e t  2' hoe f t  t e  volgen. We z u l l e n  &i 

. ,$ 
:1 

We nemen dus aan, d a t  .-f (a, - t ) d s  = O voor i e d e r e  ges lo t en  kromme K i n  ' .  :i 
.,,3 

."T .;i 

3 I 
'_I tj 

i' 

nu aantonen d a t  1' u i t  2' vo lg t .  

K 
h e t  v e l d .  We nemen een v a s t  punt 2 i n - h e t  veld aan: een w i l l e k e u r i g  
punt 5 verbinden we door een binnen h e t  ve ld  verlopende kromme Kx met 

h e t  punt E. We denken ons deze kromme van E naar  5 doorlopen. De-integraal 
, A ,  

.a 

'.', 
(a, 4 ) d s  hangt e c h t e r  a l l e e n  van x en n i e t  van de qekozen kromme af. 

Kx- d 

.,i - 

j ; ~ 

X -"Y 

Nëmen we n l .  nog een tweede d e r g e l i j k e  kromme K t  en lopen we l a n g s  Kx 

van E naar 
kromme doorlopen, waarlangs de i n t e g r a a l  n u l . i s .  De i n t e g r a l e n  over Kx 
en K' (be ide  van E naar 5 doorlopen) z i j n  dus g e l i j k .  De ui tkomst  is- 

dus een f u n c t i e  van 5:  

E 
'van 5 naar E t e rug ,  dan hebben we een gesloTen en langs K' j; 

5 
i /  

a ( 5 )  = S (5, 4 ) d s .  
Kx - 



- - 4 ,  - = -  a" 8 ,  dus i n  (-1.1) z i j n  deze a2 i a2 f 
a x 2  

NU is - = 6~ - 8, - - 
a Y 2  

axay 

resp .  -14, -4, -8, A > O en -14 < O ,  dus sen  maximum t e r  waarde 
f ( - l , l )  = 9. In (3,-1) z i j n  ze r e sp .  10, -4, -8, dus A < O, zodat i n  
d i t  punt geen extremum is. 

A l s  A = O, g e e f t  de s t e l l i n g  geen u i t s l u i t s e l .  Som kan men dan 
e c h t e r  met andere overwegingen toch t o t  een r e s u l t a a t  komen. 

Vb.4 - 
Als oploss ing  van - af = - af - - O v ind t  men a l l e e n  h e t  punt (1 ,O). Nu i a  

f (x .7)  = x4 - 4 ~ '  + 7x2 + 2x7 + y2 - 6~ - 27 + 3.  

ax a Y  - 

- =  12x2 - 24x + 14, oxay - - 2 ,  - - - 2; dus i n  (1.0) is A = O. a2 f 
a x2 a Y2 
Om e c h t e r  de omgeving van (1.0) b e t e r  t e  overz ien  s t e l l e n  we x = 1 + h. 

dan g a a t  f ( x , y )  over i n  h4 + h2 + 2hy + y2 + 1,  dus f ( l  + h,y)  - f (1 .0 )  = 

= h' + ( h  + y) '  >,O, dus i n  (1.0) h e e f t  de f u n c t i e  Ze l f s  een g lobaa l  
minimum. 

V a a k  is h e t  n i e t  eens nodig om A u i t  t e  rekenen, omdat we h e t  
k a r a k t e r  van h e t  punt zonder d a t  ook makkelijk kunnen bepalen. D i t  
g e l d t  i n  h e t  bi jzonder  als h e t  punt geen extremum g e e f t .  

V b . 5  f ( x , y )  = x4  + x2 - y 2 .  Als op loss ing  van - = - = O v indt  men 

a l l e e n  (0.0). D i t  g e e f t  e c h t e r  geen extremum, want voor x = O ,  y f O 
is  de f u n c t i e  nega t i e f  en voor y = O, x f O i s  de f u n c t i e  p o s i t i e f .  

ar af 
ax ay 

We maken nu nog en ige  opmerkingen over de randextrema. Hiervoor maken 
we gebru ik  van een s t e l l i n g ,  d i e  analoog is met een s t e l l i n g  over f u n c t i e s  
van één v e r a n d e r l i j k e ,  d i e  i n  h e t  e e r s t e  j a a r  genoemd is. Deze l u i d d e ,  
d a t  een f u n c t i e  f ( x ) ,  d i e  cont inu  is op a ,<  x 6 b. minstens één g lobaa l  
maximum en minstens één g lobaa l  minimum b e z i t .  D.W.Z. e r  b e s t a a t  een 5 
met a 6 5 6 b ,  zodat f ( x )  6 f ( c )  voor a l l e  x met a < x < b en e r  b e s t a a t  
een q met a < q \< b ,  zodat  f ( x )  3 f ( q )  voor a l l e  x met a < x < b. 

Be langr i jk  h i e r b i j  i s ,  d a t  de eindpunten van het i n t e r v a l  meetel len 
en d a t  de f u n c t i e  cont inu  is. Verder kan 5 b e s t  = a of = b z i j n ,  zoa l s  
h e t  voorbeeld f ( x )  = x voor O ,< x ,< 1 bewi js t .  

Een 6 0 0 r t g e l i j k e  s t e l l i n g  g e l d t  nu ook voor f u n c t i e s  van meer ver-  
ande r l i j ken .  Het m o e i l i j k s t e  h i e r b i j  is h e t  v a s t s t e l l e n ,  w a t  h i e r  i n  de 
p l a a t s  van h e t  i n t e r v a l  a < x < b moet komen. De verzameling V i n  R 

z a l  i n  de e e r s t e  p l a a t s  be  ensd moeten z i j n ,  d.w.z. e r  moet een p o s i t i e v e  
cons t an te  K z i j n ,  zo dat* < K voor a l l e  x i n  V (d.w.z. V is gehee l  
t e  vangen binnen een b o l  met voldoend g r o t e s t r a a l ) .  Hier komt nu nog 
een e i s  b i j ,  d i e  we n i e t  p r e c i e s  z u l l e n  formuleren, maar d i e  ongeveer 
h i e rop  neer  komt, d a t  als we een gebied met een zekere begrenzing be- 
schouwen, we de begrenzing a l t i j d  mee moeten t e l l e n  om een voor de s t e l -  
l i n g  bru ikbare  verzameling t e  k r i j g e n .  Als het  gebied dus h e t  binnen- 

gebied van de c i r k e l  x2 + y2 = a2 is. dan nemen we n i e t  a l l e e n  d a t  binnen- 

gebied (bepaald door x2 + y2 < a2 ), m a a r  ook de  c i r k e l  z e l f  e r b i j  

(bepaald door x 2  + y* \< a* ). Voor zulke begrensde gebieden met rand i n  
R g e l d t  nu ook de s t e l l i n g ,  d a t  een op zo'n verzameling V gedef in ieerde  

n 

n 
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' I !  
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cont inue  f u n c t i e  f ( x )  minstens één  maximum e n  minstens één  minimum 
b e z i t .  Deze s t e l l i n g  bewijzen we n i e t  (we hebben haar  trouwens n i e t  
eens  exact geformuleerd,  omdat we n i e t  gep rec i see rd  hebben hoe V e r  
u i t  mag z i en ) .  

Deze s t e l l i n g  kan op v e r s c h i l l e n d e  manieren gebru ik t  worden. Als 
met de vroegere methoden bv. gevonden is d a t  e r  binnen h e t  gebied geen 
maximum i s ,  l e e r t  de s t e l l i n g ,  da t  e r  b e s l i s t  een maximum op de rand 
moet z i j n ,  d a t  dan nog a p a r t  OpgeEpOOrd kan worden. 

- vb.6 Gevraagd de maxima en minima van f (x .y )  = x + y' binnen of op 

de c i r k e l  x2 + y' = 1. Daar a = 1 # O, is e r  binnen de c i r k e l  geen 

extremum aanwezig. E r  moet dus zeke r  een maximum e n  een minimum van de 

f u n c t i e  z i j n  op de c i r k e l  x' + y' = 1 ;  d a a r  is dan y' = 1 - xz en de 

f u n c t i e  x + 1 - x'. Voor de punten op d e  c i r k e l  g e l d t  de beperking da t  

- 1 \< x 6 1. De f u n c t i e  - x2 + x + 1 h e e f t  een maximum voor x = 
D i t  geeft  tevens  het  maximum voor f ( x . y )  i n  de punten ( 2  
(z, - T f3 ) ;  de functiewaarde is daa r  - . Het minimum van - 2 + x + 1 

i s  b l i j k b a a r  een randminimum, d a t  dus b i j  x = 1 of x = -1 moet l i ggen ;  
s u b s t i t u t i e  van deze waarden van x l e e r t ,  d a t  b i j  x = -1 he t  minimum 
l i g t .  De oo r sp ronke l i jke  f u n c t i e  h e e f t  dus een minimum i n  he t  punt (-1.0);  
de waarde i s  daar  -1. 

af 
X 

1 
2' 1 

1. f 3 )  en 
2' 2 1 1 5 

4 

Men bedenke, d a t  de methode met de a f g e l e i d e n  a l l e e n  l o c a l e  
extrema o p l e v e r t ,  zodat als we met deze methode binnen h e t  gebied een 

kan l i ggen .  

l o c a a l  maximum hee f t  i n  ( - 1 , l )  t e r  waarde 9. Beschouwt men nu deze 

f u n c t i e  op 
e r  is op de r and  zeker nog een maximum aanwezig. 

l o c a a l  maximum hebben gevonden e r  o p  de  rand ook nog wel een maximum 

Men kan d i t  bv. z i e n  aan de f u n c t i e  f ( x , y )  van voorbeeld 3 d i e  een 

en binnen de c i r k e l  x' + y' = 36, dan is f ( 6 , O )  = 33, dus 

Een andere toepass ing  van bovenstaande s t e l l i n g  i s ,  d a t  men haar  
j u i s t  geb ru ik t  om aan t e  tonen d a t  e r  extrema i n  h e t  inwendige z i j n .  
Het volgende eenvoudige voorbeeld i s  typ i sch  voor de  methode. 

Vb.7 - 
We s t e l l e n  eers t  a;; a f  = - a f  - - O. D i t  geef t  

3x' - 2xy + y' - 1 = O 

komen w e  t o t  de oplossingen (2 f2, 5f21, (- $ f2, - 7 f2). 

(i f6. - g f6),  (- i f6, i f6). Men kan nu met behulp van A wel u i t -  

maken welke h ie rvan  extrema z i j n .  We w i l l e n  h e t  anders  doen, n l .  met 
behulp van een hoogtekaar t  van de f u n c t i e .  De f u n c t i e  i s  n u l  i n  de 

punten van de  c i r k e l  x* + y' = 1 en d e  r e c h t e  y = X. Deze verde len  samen 
h e t  p l a t t e  vlak i n  v i e r  deler.. Het i s  van e l k  van deze delen makkelijk 
aan t e  geven welk teken f daa r  h e e f t .  

Gevraagd de extrema van de f u n c t i e  f ( x , y )  = (x-y)(xz+y2-1).  

0 9  
+ . Door o p t e l l e n  vinden w e  da t  y = - x en zo 1 1 1 

.-x' + 2xy - 3y2 + 1 = o 



De e e r s t e  twee hierboven gevonden punten z i j n  de sn i jpun ten  van de 
l i j n  en de c i r k e l .  Aan de f iguur  z i e t  men d i r e c t ,  dat  daar  geen extrema 
z i j n .  We beschouwen nu een van de twee gebiedeli binnen de c i r k e l ,  bv. 
h e t  d e e l  l i n k s  boven. Op d i t  gebied passen we de s t e l l i n g  t o e ,  op grond 
waarvan e r  een maximum van de f u n c t i e  moet z i j n  binnen he t  gebied of op 
de rand. Maar op de rand is de f u n c t i e  n u l  en erbinnen p o s i t i e f ,  dus h e t  

maximum moet binnen h e t  gebied l iggen .  Zo vinden we da t  (- '(6, i f 6 )  
een maximum van f l e v e r t .  Op analoge w i j z e  l e v e r t  (2 f6, - f6) een 

minimum. 

4 

Een van de aspec ten  van de methode van voorbeeld 7 komt h i e rop  nee r ,  
d a t  de s t e l l i n g  over he t  bes taan  van extrema toegepast  kan worden op 
gebieden d i e  k l e i n e r  z i j n  dan h e t  e i g e n l i j k e  gebied d a t  beschouwd wordt. 
D i t  l e v e r t  a l l e e n  dan een bru ikbaar  r e s u l t a a t  als h e t  extremum i n  h e t  
inwendige van d i t  k l e i n e r e  gebied t e r e c h t  komt. Als h e t  nl. op de rand 
komt, behoef t  h e t  geen extremum t e  b l i j v e n  b i j  ve rg ro t ing  van h e t  gebied.  
D i t  laat  z ich  d u i d e l i j k  demonstreren aan he tze l fde  gebied (ha lve  c i r k e l ) ,  
d a t  i n  voorbeeld 7 is beschouwd. In  d i t  gebied h e e f t  de f u n c t i e  ook een 
minimum; daar de f u n c t i e  binnen h e t  gebied p o s i t i e f  i s  en op de r a n d  nu l ,  
wordt h e t  minimum i n  e l k  punt van de rand aangenomen. Zo'n randpunt is 
e c h t e r  z e l f s  geen l o c a a l  
t o t  d i t  gebied l a t e n  v a l l e n ,  w a n t  i n  i e d e r e  omgeving van zo 'n  punt l i g g e n  
b u i t e n  de halve c i r k e l  ook punten, w a a r  de f u n c t i e  nega t i e f  is. 

- B. Extrema onder bijvoorwaarden. 

minimum van d e  f u n c t i e  als we de beperking 

We bespreken nu een ander  type van extremurnproblemen, da t  we e e r s t  
met een eenvoudig voorbeeld i n l e i d e n .  

- m.8 
t o t  de parabool  y2 = 4x. In p l a a t s  van de a f s t and  z e l f  kunnen we natuur-  
l i j k  ook wel h e t  kwadraat van de a f s t a n d  beschouwen. 

We moeten dus van (x-1)' + y 2  h e t  minimum bepalen e c h t e r  onder de 

bi jvoorwaarde,  d a t  we ons beperken t o t  d i e  (x ,y ) ,  d i e  voldoen aan 

y' - 4x = O. Voor deze punten g e l d t  nu, d a t  y' = 4x, dus d a t  de f u n c t i e  

(x-1)' + 4x = (x+l l 2  is. p i t  is k e n n e l i j k  minimaal voor x = -1, maar 
h i e r b i j  is geen y t e  vinden, waarvoor y' = 4x. Meer succes  hebben we als  

we i n  p l a a t s  van de y de x e l imineren:  s t e l  x = y 2 ,  dan wordt de 
f u n c t i e  ( ~ J ' - I ) ~  + y' = (7; yZ+1)',  hetgeen  minimaal is b i j  y = O. 

De methode, d i e  we h i e r  t e r  op los s ing  gevolgd hebben, is d a t  we u i t  
de bijvoorwaarde een der  ve rande r l i j ken  hebben opgelos t  en gesubs t i t uee rd  
i n  de f u n c t i e ,  d i e  daardoor i n  een  f u n c t i e  van één v e r a n d e r l i j k e  over- 
ging. Het merkwaardige a a a r b i j  is, d a t  b i j  oplossen van y h e t  bestaande 
minimum n i e t  werd gevonden en b i j  op lossen  van x wel. We vragen ons a f ,  
hoe d a t  komt. Volgens de r e s u l t a t e n  van paragraaf  3 kan u i t  een verge- 
l i j k i n g  g (x ,y )  = O, de y n e t j e s  als f u n a t l e  van x worden opgelos t  a ls  8 # O. Nu i s  i n  ons geval  g (x ,y )  = y2 - 4x, dus 

minimum is  d i t  j u i s t  = O. Inderdaad is in de huur t  van (0,O) y n i e t  op- 
l o s b a a r  a ls  f u n c t i e  van een v r i j  v a r i a b e l e  x, want x moet >/O z i j n .  
D i t  r e s u l t e e r t  i n  he t  f e i t  d a t  e r  i n  de gevonden f u n c t i e  van x een rand- 
extremummoet worden beschouwd. D a t  kan i n  d i t  geval  nog w e l  u i tgevoerd  
worden, maar is i n  m o e i l i j k e r  geva l l en  vervelend:  bovendien t r e e d t  b i j  
op lossen  van x helemaal geen randextremum op! 

Gevraagd i n  h e t  p l a t t e  vlak de k o r t s t e  a f s t and  van h e t  punt (1,O) 

1 1 

a = 2y en i n  he t  
Y 



We beschouwen nu de extrema van een f u n c t i e  f ( x , y )  onder de b i j -  
voorwaarde g(x ,y)  = O. We weten van t e  voren n i e t ,  raar deze extrema 
komen. (taan we dus a l s  boven y u i t  g(x,y) = O oplossen ,  dan lopen we 

de kans, d a t  h e t  gezochte extremum j u i s t  in een punt z i t  waar a = O. 
D i t  kunnen we dan ondervangen door ook naar  r op t e  lossen .  Doen we 

beide,  dan missen we a l l e e n  nog de punten waar = OB = O, hetgeen 

e c h t e r  s i n g u l i e r e  punten z i j n .  D i t  twee keer  oplossen z i e t  e r  e c h t e r  

a Y  

aY 

nodeloos omslaohtig u i t ;  w e  zoeken een methode-die symmetrisch is in 
a l l e  optredende var iabe len .  

S t e l  da t  in ( a ,b )  f ( x , y )  een l o c a a l  extremum h e e f t  onder de b i j -  
voorwaarde g(x,y) = O en d a t  (a,b) een r e g u l i e r  punt van r ang  1 is van 
g ( x , r ) .  Volgens de r e s u l t a t e n  van paragraaf  3 z i j n  de punten in een 
zekere omgeving van (a,b),  d i e  aan g(x,y) = O voldoen voor t e  s t e l l e n  
met een pa rame te rvoor s t e l l i ng  

= p ( t ) } ,  waarbij de matrix ( &i! d t )  rang 1 h e e f t .  S t a 1  d a t  q ( c )  = a, 
y = iP(t) 

$ ( C )  = b, dan h e e f t  de f u n c t i e  f ( q ( t ) , # ( t ) )  een l o c a a i  extremum voor 
t = c, dus haar a f g e l e i d e  is daar nul :  

&n de andere kant  is g ( q ( t ) . $ ( t ) )  = O i d e n t i e k  in t ,  das  

Omdat en 2 n i e t  be ide  = O z i j n  v o l g t  u i t  (1) en ( 2 ) :  

We hebben dus gevonden d a t  b i j  een l o c a a l  extremum in een r e g u l i e r  
punt van de b i jvodr raa rde  een g e t a l  X b e s t a a t ,  zo dat 

g (x ,y )  = O J 
in dat  punt  geldon. D i t  z i j n  e c h t e r  d r i e  ve rge l i j k ingen  voor de d r i e  
onbekenden x, y en  h .  Men merke verder  op, da t  de e e r s t e  t r e e  verge- 
l i j k i n g e n  j u i e t  de p a r t i ë l e  a fge le iden  z i j n  van de f u n c t i e  

f ( X , Y )  - h g ( x , y ) .  



i 

We passen d i t  eens toe  i n  he t  g e v d  van voorbeeld 8. Nu is f ( x , y )  = 

= (x-I)' + y' en g (x ,y )  = y' - 4x. We k r i j g e n  de ve rge l i j k ingen  

, met als enige op loss ing  I 2(x-1) + 4A = o 
2 y - 2 h y  = o  

y =  = 4x 
1 
2 x = O, y = O, h = - , waarvan we n a t u u r l i j k  nog n i e t  weten of e r  een 

minimum b i j  hoort .  

Gevraagd de maxima en minima van 2x + 3y onder de bijvoorwaarde 

x 2  + 4y' = 4. Op te lo s sen  i s  h e t  s t e l e e l  

8 3 A Z ~  en met a l s  oplossingen x = 5 ,  y = 5' 
2 - 2 h x  = o 
3 - 8 x 7  = o 
x2 + 43.2 = 4 

1 
x = -  8 - , y = - -  3 5, x = - 5. De meetkundige be tekenis  is de volgende: i 

5 
2x + 3y = cons tan t  i s  de v e r g e l i j k i n g  van een r ech te .  A l s  de constante  

groot  i n  a b s o l u t e  waarde is, z a l  de r ech te  de e l l i p s  x' + 4y' = 4 n i e t  
s n i j d e n ,  d.w.z. de f u n c t i e  2x + 3y d i e  waarde op de e l l i p s  n i e t  aannemen. 
De maximale waarde van de cons tan te  waarvoor de l i j n  nog i e t s  met de 
e l l i p s  gemeen h e e f t ,  l e v e r t  een r a a k l i j n .  

De punten (8 3 )  en (- 

aan  de e l l i p s  evenwijdig met de r e c h t e  2x + 3y = O. U i t  de meetkundige 
beschouwing v o l g t ,  da t  he t  e e r s t e  punt de f u n c t i e  2x + 3y maximaal en  
he t  tweede punt de f u n c t i e  minimaal maakt. We merken nog op d a t  h e t  enige 

s i n g u l i e r e  punt voor x' + 4y' - 4 h e t  punt (0.0) is, dat  ech te r  n i e t  aan 

x' + 4y' - 4 = O voldoet .  

h e t  vinden van d ie  extrema ga randee r t ,  d ie  i n  een r e v l i e r  punt van de 
bijvoorwaarde optreden. Het volgende voorbeeld d iene  t e r  waarschuwing. 

- Vb.10 Gevraagd de minimale a f s t and  van h e t  punt (-7.U) t o t  de kromme 

x'  = Y'. We moeten dus (x+l) '  + y2 minimaal maken onder de bi jvoornaarde 

x 3  = 7' .  D i t  i s  h e e l  eenvoudig: een (x,y),  d i e  aan de bijvoorwaarde 

voldoet ,  hee f t  a l t i j d  x >/O, dus x+l  3 1 ,  dus (x+I) '  + y' >/ 1. Aan de 
andere kant  vo ldoe t  (0.0) aan de bijvoorwaarde en is de f u n c t i e  daar = 1. 
Dus i n  (0.0) hebben we een minimum met waarde 1. Ook a l s  men een g r a f i e k  
t e k e n t ,  z i e t  men d i t  d u i d e l i j k .  Probeert  men de hierboven gegeven 
methode e c h t e r ,  dan k r i j g t  men de ve rge l i j k ingen  

2y + 2 A y  

is (0.0) een s i n g u l i e r  punt van de f u n c t i e  x' - Y' .  

' 2) z i j n  dus de raakpunten van de r a a k l i j n e n  5' - 5 5' 5 

Met nadruk wijzen we erop, d a t  d e  hierboven gegeven methode a l l e e n  1111 

2(x+1) - 3 h X '  = o 
= O } , d i e  geen enkele  op loss ing  hebben. Inderdaad 

x3 = y *  
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We kunnen nu ook f u n c t i e s  van meer dan twee ve rande r l i j ken  beschouwen 
e n  bovendien meer dan één bi jvoorwaarde t o e l a t e n .  We k r i j g e n  dan de 
volgende s t e l l i n g .  

S t e l l i n g  Als de f u n c t i e  f ( x l ,  .... x ) i n  een omgeving van ( a , ,  .... a ) n n 
d i f f e r e n t i e e r b a a r  i s  e n  i n  (a , ,  .... a ) een l o c a a l  extremum 

b e z i t  onder de bijvoorwaarden 
n 

g1 (x , ,  .... x ) . o 

gk(x, ,  " . > X  ) = o 1 . . . . . . . . .  n 

n 

en a l s  ( a , ,  .... a ) een r e g u l i e r  punt (van r ang  r) is van de 

dus- 
n 

f u n c t i e s  g,,...,Fk, dan bes taan  e r  g e t a l l e n  A ...... A k '  

. . . . . . . . . . . . . . . .  7 '  

waarb i j  a l l e  p a r t i ë l e  a f g e l e i d e n  i n  (a,  ..... a ) genomen z i j n  

( M u l t i p l i c a t o r e n s t e l l i n g  van Lagrange). 
n 

We merken op, d a t  de h , ,  .... hk m u l t i p l i c a t o r e n  genoemd worden. 

De l i n k e r l e d e n  van de gevonden be t rekkingen  z i j n  de p a r t i ë l e  a fge le iden  
van de f u n c t i e  f . Algpr ..... Akgk. A l s  men de s t e l l i n g  gebru ik t  om 
extrema op t e  sporen,  dan l eve ren  de gevonden be t rekkingen  p l u s  de b i j -  
voorwaarden n+k ve rge l i j k ingen  met de  nck onbekenden x , , . . . , ~  en n A,, .... hk. 

Het bewi js  i s  analoog met h e t  hierboven ge leverde  bewijs  voor n = 2 ,  
k . 1. We kunnen i n  een omgeving van (a ,  ..... an)  de (x, ..... x 1, d i e  

aan de bijvoorwaarden voldoen, v o o r s t e l l e n  met een pa rame te rvoor s t e l l i ng  
met n-r parameters :  

n 

x, . cpl(t,, .... t 
. .... a = cpn(c, ...... ) x q n ( t l ,  t 1 

Nu h e e f t  de f u n c t i e  f(cp,(t, ,  ... , t  ), .... cpn(t ,,..., t 
extremum voor ( t , ,  .... t 

a, . cpl(cl ,....Cn-r) ] 
. . . . . . . . . .  n-r) } . w a a r b i j  . . . . . . . . . .  

il 

I 

n n-r n n-r 
g e l i j k  is aan n-r. I en de r a n g  van de func t ionaa lma t r ix  van cp ,...., qn 

1) een n-r n-r 
) . (C , ,  .... c ), zodat daar  g e l d t  n-r n-r 

n alp af -i . O voor p . I, .... n-r. ( 3 )  "j a t  P j = 1  



Omdat de pa rame te rvoor s t e l l i ng  de punten v o o r s t e l t ,  d i e  aan de b i j -  
voorwaarden voldoen, g e l d t  ook 

n 

(4) '5 2 = O voor x = 1 ,... ,k  en p = 1 ,..., n-r. ax. at,, 
j =I J 

We beschouwen nu he t  s t e l s e l  l i n e a i r e  ve rge l i j k ingen  met onbekenden 
u,, . . . ,u : n 

ag 
axn n 1 (a). 

<u, + ... + L u  = o  

. . . . . . . . . . . . .  
J u = o  a gk a gk - l+ + ... + - 

3x9 a xn n 

D i t  s t e l s e l  h e e f t  k l a a r b l i j k e l i j k  rang r. De oplossingsruimte h e e f t  

oplossingsvectoren:  
dus dimensie n-r. Volgens (4) z i j n  de volgende n-r vectoren e c h t e r :  I . 

) . D a a r  de func t ionaa lmat r ix  van . .  . . . . . . . . 
1 n-r n-r 

q, ,...,qn rang n-r h e e f t ,  z i j n  deze vec toren  l i n e a i r  onafhankel i jk .  

Wegens ( 3 )  z i j n  deze z e l f d e  vectoren ook oplossingen van de v e r g e l i j k i n g  

Het s t e l s e l  l i n e a i r e  ve rge l i j k ingen  (a) en ( p )  samen h e e f t  dus minstens 
n-r l i n e a i r  onafhankel i jke oploss ingen;  de dimensie van de oplossings-  
ruimte is dus minstens n-r. Aan de andere kant  kan deze dimensie natuur-  
l i j k  nooi t  g r o t e r  z i j n ,  dan d i e  v a  h e t  s t e l s e l  (a). Dus de dimensie is 
n - i ;  dus de rang van de coë f f i c i ën tenmat r ix  i s  r ,  evenals  d i e  van de 
coe f f i c i ën tenmat r ix  van (a) a l l e e n .  H i e r u i t  vo lg t  d a t  de coë f f i c i ën ten -  
r i j v e c t o r  van ( p )  een l i n e a i r e  combinatie is van de c o ë f f i c i ë n t e n r i j -  
vectoren van (a). Maar da t  i s  p r e c i e s  de t e  bewijzen betrekking.  

- Vb.11 
xz+ y2+  zz= 1 

Gevraagd de extrema van x - y - 3z onder de bijvoorwaarden 

Het volgende s t e l s e l  ve rge l i j k ingen  wordt verkregen: 

met a ls  oplossingen 

x + y - z = o  1 
x = o,  y = 9 2 ,  2 = l f 2 ,  

x = o, y = - 9 2 ,  z = - 9 2 ,  A = f2 ,  p = 1. 

= - f 2 ,  p = 1 ;  2 1 1 - 2hx - p = o 
-1 - 2hy - p = O 
-3 - 2Az + p = O 

xz + y2 + 2 2  = 1 
x + y  - 2  = o  

Een s o o r t g e l i j k e  meetkundige i n t e r p r e t a t i e  a l s  i n  voorbeeld 9 kan 
h i e r  gegeven worden: de gevonden punten z i j n  raakpunten van raakvlakken 
aan de c i r k e l  evenwijdig met x - y - 32 = O. Er z i j n  geen s i n g u l i e r e  
punten d i e  aan de bijvoorwaarden voldoen. 
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- Vb.12 
K van de z i jv l akken  en maximale inhoud. Noem l e n g t e ,  b reed te  en hoogte 
van h e t  b l o k  x ,  y ,  z, dan moeten we de f u n c t i e  xyz beschouwen onder de 

bi jvoorwaarde xy + yz  + xz = -K .  

Toepassing van de mult ipl icatorenmethode l e v e r t  

Gevraagd h e t  r ech thoek ig  b lok  met gegeven t o t a l e  oppervlakte  

1 
2 

. We mogen ons t o t  p o s i t i e v e  waarden van x ,  y ,  z 

1 

3i; 

i y2 - A(y + 2 )  
xz - A(x + 2 )  = o 
xy - A(x + y )  = o 

= o 

1 
2 XY + YZ + xz = -K 

beperken en vinden dan a l s  en ige  o p l o s s i n g  x = y = z = 

A = - a. De inhoud i s  dan 

voldoet  n i e t  aan de bijvoorwaarde.  De vraag  is nu of d i t  inderdaad een 
maximum is .  D i t  t r a c h t e n  we nu aan t e  tonen door gebru ik  t e  maken van 
s t e l l i n g ,  d i e  de e x i s t e n t i e  van een maximum waarborgt.  A l s  gebied van 
toepass ing  zouden w e  geneigd z i j n  t e  nemen h e t  gebied  bepaald door 
x > O ,  y > O ,  z > O (he t  e e r s t e  o c t a n t )  omdat d i t  de waarden van x ,  y ,  z 
z i j n  d i e  meetkundig i n  aanmerking komen. Om de s t e l l i n g  t e  kunnen toe-  
passen  moeten we e c h t e r  ook begrenzingspunten meete l len ,  dus bv. punten 
met x = O. D i t  kan zonder bezwaar omdat de  inhoud dan = O i s  en dus 
zeker  n i e t  maximaal. We nemen dus de verzameling van x >/ O ,  y >, O,  z >/O, 
d i e  voldoet  aan xy + yz + xz = -K.  Deze verzameling is e c h t e r  he l aas  

- n i e t  begrensd,  want hoe g roo t  z ook is, er kunnen a l t i j d  x en y d i c h t  b i j  
O b i j  gevonden worden zodat (x ,y , z )  aan de bi jvoorwaarde voldoet .  
We proberen  e c h t e r  aan t e  tonen, d a t  deze v e r  weg gelegen punten n i e t  
t o t  een maximum kunnen b i jdragen .  

x > O, y > O, z >/ O voldoen d a t  x Q - , y \< , dus xyz < - 
Dus a l s  z >, 3 a, dan i s  de inhoud y$ K \16K en dus zeker k l e i n e r  

1 dan de hierboven gevonden waarde 3 
y doen. We beperken ons nu t o t  d i e  ( x , y , e ) ,  d i e  voldoen aan 

a, 
K m. w g m s e r e  punt (0 ,ü.O)  1 ll2 

1 
2 

A l s  z f O, dan g e l d t  voor (x ,y ,z )  d i e  aan de.bi jvoorwaarde en aan  
K K K2 

' 42 * 

K =. Hetze l fde  kunnen we met x en 

o , < x < 3 m ,  o < y , ( 3 V z K  o , < z , < 3 m ,  
1 
2 xy + YZ + xz = -K. 

D i t  is gepor loofd ,  want de punten d i e  h i e r b u i t e n  v a l l e n ,  p o s i t i e v e  
x ,  y,  z hebben en aan de bi jvoorwaarde voldoen, geven een k l e i n e r e  

inhoud dan 36 K m. Op de nu verkregen verzameling passen we de s t e l -  

l i n g  t o e ,  d i e  ons de e x i s t e n t i e  van e e n  g lobaa l  maximum waarborgt,  da t  
ook n i e t  op de begrenzing gelegen is en dus j u i s t  de oploss ing  moet z i j n  
d i e  met de methode van Lagrange gevonden is. De kubus i s  dus de oploss ing  
van h e t  g e s t e l d e  meetkundige probleem. 

, j  



8.5 Transformatie  van meervoudiue i n t e g r a l e n .  

A l s  we een meervoudige i n t e g r a a l  moeten bepalen,  doen we d i t  vaak 
door andere coörd ina ten  i n  t e  voeren. Hiervan z i j n  i n  h e t  e e r s t e  j a a r  
a l  ve l e  voorbeelden behandeld. Ter o p f r i s s i n g  van h e t  geheugen nog 
een voorbeeld. 

Gevraagd de i n t e g r a a l  van over h e t  binnengebied G van de 

eenhe idsc i rke l  x2+y2=  1, dus w d x  dy. Ter vereenvoudiging van , 
de berekening voeren we poolcoördinaten i n ;  dan gaa t  dx dy over i n  
r d r  dcp en de i n t e g r a a l  wordt 

G 

7 drp ,f r 'd r  = -n. 2 
3 O O 

Analoog gaa t  d i t  i n  d r i e  dimensies.  We t r a c h t e n  nu de algemene 
s i t u a t i e  t e  beschouwen: we doen d i t  e e r s t  eens i n  d r i e  dimensies. 
Te berekenen is een i n t e g r a a l  

(1) , f f (x ,y ,z )  dx dy dz,  

u i t g e s t r e k t  over een gebied G i n  de dr iedimensionale  ruimte.  We gaan 
nu transformeren met t ransformat ie formules :  

G 

I x = r s i n  û cos Q 

: voorbeeld : y = r s i n  e s i n  .Q (bo lcoörd ina ten) .  I z = r COS e 

x = cp (u.v,w) 

z = cp (u,v,w) 

1 

Y = cp*<u,v,w) 

3 

We kunnen d i t  zo opvat ten  d a t  h e t  punt (x ,y ,z )  door deze formules 
"nieuwe" coördinaten (u,v,w) k r i j g t .  We kunnen h e t  ook zo opvat ten ,  
d a t  de formules een a fbee ld ing  van de (u,v,w)-ruimte i n  de (x ,y ,z ) -  
ruimte t o t  s t and  brengen, waardoor met een gebied G' i n  d e  (u,v,w)- 
ruimte een beeldgebied G i n  de (x,y,z)-ruimte cor respondeer t .  

n i e t  sommige stukken twee of meer malen aan bod kcmen. Neemt men b i j  
de bolcoörd ina ten  O 4 r ,< 1, O 4 I3 \< X , O ,< Q < 2x dan k r i j g e n  we de 
massieve eenheidsbol.  Nemen we e c h t e r  voor cp de grenzen O \< cp < 4n dan 
k r i j g e n  we ook deze l fde  bo l ,  nu e c h t e r  twee maal ge t e ld .  

(u,vIw).  Zouden we n i e t  l e t t e n  op deze mogelijkheid van meervoudige 
overdekking b i j  de a fbee ld ing ,  dan zouden we f o u t i e v e  uitkomsten k r i jgen .  

We hebben dus nu een gebied G' i n  de (u.v,w)-ruimte en een co r re s -  
ponderend gebied G i n  de (x,y,z)-ruirnte.  Om de i n t e g r a a l  (1) t e  bepalen 
moeten we G i n  brokken verde len ,  van e lke  brok de inhoud met een func t i e -  
waarde van f vermenigvuldigen en de r e s u l t a t e n  op te l l en .  Vervolgens 
moeten we de l i m i e t  nemen a l s  de brokken s t e e d s  k l e i n e r  worden. 

I n  p l a a t s  ván G i n  brokken t e  verde len ,  verdelen we nu e e r s t  in de 
(u,v,w)-ruimte de G' i n  brokken B' en nemen de corresponderende brokken 
B van G i n  de (x ,y ,z ) - ru imte .  We moeten' dan e c h t e r  weten, w a t  e r  met de 
inhoud gebeurt  b i j  de overgang van B' op B. V k  v e r o n d e r s t e l l e n  nu, dat  
de t r ane fo rma t i e func t i e s  cp, , Q', cp , d i f f e r e n t i e e r b a a r  z i j n ,  dus b i j  

B i j  deze cor respondent ie  moeten we erop l e t t e n  of b i j  de a fbee ld ing  

Ons doe l  i s  om i n t e g r a t i e  over x ,y , z  om t e  z e t t e n  i n  i n t e g r a t i e  over 
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benadering l i n e a i r  i n  een  omgeving van een punt. Nemen we nu een k l e i n e  
brok,  dan mogen we misschien wel aannemen, d a t  de a f b e e l d i n g  l i n e a i r  is. 
We moeten dus e e r s t  nagaan w a t  e r  met inhouden gebeur t  b i j  een l i n e a i r e  
a fbee ld ing .  

We nemen daa r toe  een paral le lepipedum d a t  opgespannen wordt door de 
vec torep  2, 9, g. De inhoud hiervan i s  de a b s o l u t e  waarde van D ( ~ , g . r ) ,  
d a t  i s  de a b s o l u t e  waarde van de determinant  van de mat r ix  waarvan de 
kolommen j u i s t  de vectoren E, 9, f i n  R, z i j n .  We gaan nu R, l i n e a i r  

afbeelden.  D i t  behoef t  n i e t  homogeen l i n e a i r  t e  z i j n  en h e t  p a r a l l e l -  
epipedum behoef t  geen hoekpunt i n  de oorsprong t e  hebben. L a a t  de a fbee l -  
d ing  aan h e t  punt 5 toevoegen het  punt & t 2,  waarin 2 een cons tan te  
vec to r  is en  A een l i n e a i r e  a fbee ld ing  z o a l s  i n  h e t  e e r s t e j a a r s c o l l e g e  
gede f in i ee rd .  Een z i j d e  van h e t  paral le lepipedum behorende b i j  E moge als 
hoekpunten hebben 5 en 5 + E. De beelden hiervan z i j n  Ag t 2 en 
A(& + 2 )  t 2. De opspannende vec tor  van de nieuwe z i j d e  is dus AE. Het is 
dus d u i d e l i j k ,  d a t  h e t  bee ld  een paral le lepipedum is  opgespannen door AE, 
A g ,  A r .  We moeten dus nu'D(AE, A q ,  Ar) bepalen.  D i t  i s  e c h t e r  de de t e r -  
minant van de mat r ix ,  d i e  h e t  product  is van de matrix van A en de h i e r -  
boven u i t  2,  9, - r gevormde matrix.  We k r i j g e n  n l .  de kolomvector AE n i t  
h e t  schema 

door matrixvermenigvuldiging van de matr ix[A] van A met de kolobvector  E. 

de inhoud met de abso lu te  waarde van d.? determinant  van A wordt ver- 
menigvuldigd. 

D i t  g e l d t  voor pa ra l l e l ep ipeda ,  m a a r  dan ook voor wi l l ekeur ige  
verzamelingen, want de inhoud daarvan kan men approximeren door ze in 
k l e i n e  kubusjes  t e  verdelen. De inhoud van e l k  van deze kubusjes  wordt 
dan met I d e t  A 1 vermenigvuldigd en dus ook de som van deze inhouden. 

Hetgeen we h i e r  voor Qrie dimensies hebben gedaan kan gehee l  analoog 

Op grond van de product rege l  voor determinanten vinden we nu d a t  

voor een ander  aantal  dimensies geschieden. In Ra wordt  de inhoud 

n a t u u r l i j k  vervangen door de opperv lak te ;  i n  Rn door de n-dimensionale 

inhoud. Dus we vinden de volgende s t e l l i n g .  

B i j  een l i n e a i r e  a fbee ld ing  van Rn in Rn worden n-dimensionale inhouden 

vermenigvuldigd met de abso lu te  waarde van de de tarminant  van de a f -  
beelding.  

ponderende brok B in de (x,y,z)-ruimte.  B o n t s t a a t  u i t  B I  door toepas- 
s i n g  van de f u n c t i e s  'p,, 'pz, 'p, d i e  we d i f f e r e n t i e e r b a a r  ve ronde r s t e l l en  

met cont inue  p a r t i ë l e  a fge le iden .  Deze a f b e e l d i n g  is nu b i j  benadering 
l i n e a i r ;  beperken we ons t o t  h e t  l i n e a i r e  s t u k ,  d a t  a l s  determinant de 
func t ionaa lde terminant  van de f u n c t i e s  c p , , ? ,  , c p 3  h e e f t ,  dan is dus b i j  

benadering de inhoud van B g e l i j k  aan de inhoud van B' maal . 
Voor de approximatiesom pan de i n t e g r a a l  (1) moeten we d i t  nog met een 
funct iewaarde van f i n  d i t  brok vermenigvuldigen en over a l l e  brokken 
op te l l en .  We hebben dan e c h t e r  b i j  e lke  brok nog een fou t  gemaakt, omdat 
de a f b e e l d i n g  n i e t  p r e c i e s  l i n e a i r  was, doch s l e c h t s  b i j  benadering. 

I 

We keren  te rug  t o t  een  brok BI  i n  de (u,v,w)-ruimte en h e t  corres- 
~ 

I 
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De som van deze fouten over  a l l e  brokken samen b l i j k t  nu e c h t e r  
naar n u l  t e  gaan, a l s  w e  de afmetingen van de brokken t o t  n u l  l a t e n  
naderen:  d i t  bewijzen w e  n i e t .  We hebben de approximatiesom van de 
integraal (1) nu vervangen door een approximatiesom van de i n t e g r a a l  

Door de brokken s t e e d s  k l e i n e r  t e  maken vinden w e  d a t  (1) e n  ( 2 )  
aan e l k e a r  g e l i j k  z i j n .  

Hetgeen h i e r  i n  d r i e  dimensies  I s  ui tgevoerd  kunnen we i n  i e d e r  
ander  a a n t a l  dimensies gehee l  analoog u i tvoeren .  

S t e l l i n g  Als de a fbee ld ing  x1 = x , ( u  ,,..., u ) een d i f f e r e n t i e e r -  

. . . . . . . . . 
x = x (u1. ..., un) n n 

ba re  a fbee ld ing  5 = ~ ( 1 )  van Rn i n  R 
met cont inue  p a r t i ë l e  a f g e l e i d e n  en a l s  h ie rdoor  h e t  gebied 
G'  op G zo a fgebee ld  wordt ,  da t  G enkelvoudig overdekt  wordt, 
e n  a l s  f ( x )  con t inu  i s  op G ,  dan g e l d t  

t o t  s t a n d  b r e n g t ,  n 

du, . . . du . S f ( 5 )  dxl ... dx n = s f ( x ( u ) )  - -  
G G'  n n 

Kor te r  geformuleerd: dx, ... dxn = I du, ... dun. a ( u l ,  ..., U 1 n 

S p e c i a l e  geva l l en  h ie rvan  hebben w e  a l  l a n g  toegepast .  Bv. i n  h e t  
p l a t t e  v l a k  is b i j  overgang op poolcoörd ina ten  dxdy = r d r  dip; maar de 
func t ionaa lde terminant  van x = r c o s  cp i s  cos  cp - r s i n  ip 1 ( s i n  ip r cos ip 1 = r. 

e n  b i j  de bolcoörd ina ten  dx dy dz  = 9 s i n  û d r  dû dip. In  be ide  geva l l en  

z i j n  de f a c t o r e n  r en r*  s i n  e j u i s t  de func t ionaa lde terminant  (mi ts  
de v e r a n d e r l i j k e n  i n  een  passende volgorde worden genomen: anders  op h e t  
t eken  na) .  

y = r s i n  ip 

Evenzo i n  de ruimte b i j  cy l inde rcoörd ina ten  dx dy dz = r d r  dcp de 

Vb.2 Beschouw de t r a n s f o r m a t i e  - 
x = u 2 - v ?  . 
y = 2uv 1 
Om een o v e r z i c h t  t e  k r i j g e n  van deze t r ans fo rma t i e  beschouwen we e e r s t  
wat h e t  bee ld  is van de l i j n e n  u = c o n s t a n t  en v = cons tan t .  Nemen we 
u = c dan k r i j g e n  we een kromme ( v  is parameter) ,  d i e  de volgende ver- 

g e l i j k i n g  h e e f t :  y2  = - 4 c 2 ( x  - c 2 ) .  D i t  i s  een parabool  m e t  t o p  op de 
p o s i t i e v e  x-as en de opening naar l inks.  Kennel i jk  geven u = c en u = -c 
deze l fde  parabool .  Te rwi l l e  van de v e r k r i j g i n g  van een enkclvoudige 
overdekking beperken we ons t o t  u 3 0 .  Dan i s  e c h t e r  ook b i j  i e d e r  punt 
(x ,y)  een c >/O t e  vinden zodat  de b i jbehorende  parabool  d i t  punt beva t .  
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Nu beschouwen we v = c ;  d i t  l e i d t  t o t  y2 = 4c2(x  + c 2 ) .  D i t  i s  een 
parabool  met top  op de nega t ieve  x-as en  de opening naa r  r e c h t s .  
B l i jkbaa r  geven v = c en v = -c deze l fde  parabool.  D i t  be tekent  e c h t e r  
n i e t ,  d a t  we, nu we ons a l  t o t  u >, O beperkt  hebben, ook zonder meer 
v 20 Runnen s t e l l e n .  D a t  is z e l f s  b e s l i s t  n i e t  zo, want als y < O 
moeten u en  v v e r s c h i l l e n d  teken  hebben. We kunnen h e t  ook zo zeggen, 
d a t  als we v > O zouden k i ezen  b i j  gegeven x en y,  de bi jbehorende 
u < p zou kunnen u i t v a l l e n .  

zouden l a t e n .  We beschouwen nu h e t  gebied G i n  h e t  p l a t t e  v l a k  d a t  

begrensd wordt door de bogen van de parabolen y 2  = - 4x + 4 en 

y 2  = 4x + 4. Gevraagd wordt de i n t e g r a a l  s dx dy. We z e t t e n  

d i t  om i n  een i n t e g k a a l  over u en V. Het gebied G wordt bepaald door 
de ongel i jkheden 

We hadden n a t u u r l i j k  wel v > O kunnen k iezen  als we u w i l l e k e u r i g  

G 

*, dus 4(uZ -1 )(v2+1) < o , d i e  overgaan i n  
4(u2 + I  ) (v' -1 ) \< O 

y2 + 4x - 4 6  o 
y2 - 4x - 4 \< o 

u' 4 1 en  2 6 1. Omdat we ons t o t  u 3 O beperkt  hebben, l e v e r t  d i t  de 
rechthoek O < u \< 1, -1 4 v*< 1. De func t ionaa lde terminant  is 

Dus de . i n t e g r a a l  gaat over i n  
1 2 1 

3 
1 1 1 

4 du (u2+v2) '  dv = 4 / du [u'v + - u 2 v 3  + - v 5 1  = 
5 -1 O -1 O 

2 2 4 + - ) = - .  2 224 
5 9 5  45 u2 + -1 du = 4 ( 5  + 

O 

We z i j n  i n  d i t  voorbeeld begonnen met een  t r ans fo rma t i e  en hebben 
vervolgens een i n t e g r a a l  berekend. Meestal  is he t  zo ,  d a t  he t  probleem 
g e s t e l d  i s ,  de i n t e g r a a l  u i t  t e  rekenen en d a t  d a a r b i j  de passende 
t r ans fo rma t i e  moet worden gezocht.  Meestal  i s  d a t  vee l  moe i l i j ke r .  I n  
h e t  h i e r  behandelde geva l  had ook t r ans fo rma t i e  op poolcoördinaten v r i j  
s n e l  t o t  r e s u l t a a t  ge l e id .  

De hierboven gegeven s t e l l i n g  i s  n a t u u r l i j k  ook goed voor n = 1; i n  d i t  
geva l  is de func t ionaa lde terminant  g e l i j k  aan de a fge le ide .  E r  komt dan 
dus dx dx = 1 - 1  du, ' du 

hetgeen a l  van vroeger  bekend i s ,  e c h t e r  zonder de abeo luu t s t r epen!  
D i t  komt, omdat e r  b i j  gewone, enkelvoudige i n t e g r a l e n  a fspraken  

over o r i ë n t e r i n g  worden gemaakt, d i e  we b i j  meervoudige i n t e g r a l e n  n i e t  
hebben. 

A l s  a < b ,  dan 

a \ < U  \< b aan  met 

be t eken i s  t oe ,  en 

duiden w e  een i n t e g r a a l  u i t g e s t r e k t  over  he t  i n t e r v a l  
b a 
f ; e c h t e r  kennen we i n  d a t  geval  ook aan ,f 
a b 

wel 

een 

a b 
= - 1. Passen we nu een s u b s t i t u t i e  x = x ( u )  

b a 



dx 
du toe ,  en is - > O, dus x ( u )  s t i j g e n d ,  dan v o l g t  u i t  a < b da t  

x ( a )  < x ( b ) ,  dus i n  be ide  geva l len  een g e l i j k e  o r i ë n t e r i n g .  Is ech te r  
dx - < O dan is x ( a )  > x(b ) .  du 

D i t  wordt nu j u i s t  opgevangen door geen abso luu te t r epen  t e  z e t t e n ,  
dus met de formule 

hetgeen i n  a l l e  geva l len  overeenkomt met 

waarin G t  h e t  i n t e r v a l  a \< u < b is en G h e t  b e e l d i n t e r v a l  b i j  de 
a fbee ld ing  x = x(u). 

zodat daar a l l e e n  de formule met de abso ïuu t s t r epen  o v e r b l i j f t .  
B i j  meervoudige i n t e g r a l e n  l u k t  d i t  o r i ë n t e r e n  n i e t  zo eenvoudig, 
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6.1 Li jn-  en oppe rv lak te - in t e r r a l en .  

- A. L i j n i n t e g r a l e n .  
I 

We beschouwen een kromme i n  R,, d i e  w e  gegeven denken door een 
pa rame te rvoor s t e l l i ng  

. Bier  kunnen we ook h e t  geval  van een kromme i n  R, 1 x = x ( t )  
y = y ( t )  
z = z ( t )  

onder l a t e n  v a l l e n  door z ( t )  i d e n t i e k  n u l  t e  s t e l l e n .  I n  h e t  e e r s t e  
jaar is a l  behandeld, ho6 de i n t e g r a a l  van een f u n c t i e  cp(x,y,z) 'over 
zo 'n  kromme moet worden ui tgerekend.  

We z u l l e n  d i t  nogmaals behandelen, nu met gebruikmaking van de 
v e c t o r n o t a t i e .  I n  deze n o t a t i e  s c h r i j v e n  w e  de parametervoors te l l ing  
a l s  5 = x ( t ) .  S t e l  da t  t h e t  i n t e r v a l  a 4 t 6 b door loopt ,  We verdelen 
de kromme i n  k l e i n e  s t u k j e s  door e e r s t  h e t  t - i n t e r v a l  i n  s t u k j e s  t e  . 
verde len  a = to < t, < ... < tn = b. We k r i j g e n  nu een approximatiesom 

van de i n t e g r a a l  van cp(5) over de kromme door b i j  e l k  s t u k j e  de l e n g t e  
van h e t  verbindende l i j n s t u k  van de eindpunten I g ( t i )  - z(ti-,)l t e  

vermenigvuldigen met de waarde van cp i n  een punt e rgens  op d i t  s t u k j e :  

We nemen nu aan d a t  de v e c t o r f u n c t i e  x ( t )  d i f f e r e n t i e e r b a a r  is met 
cont inue  a fge le iden  van de e e r s t e  orde. D a n  is 

Dus 

We bewijzen n i e t ,  d a t  de b i j d r a g e  afkomstig van h e t  gedee l te  d a t  h i e r  
met s t i p p e l t j e s  is aangeduid t o t  n u l  n a d e r t  a l s  de ve rde l ing  s t e e d s  
f i j n e r  wordt gemaakt. Zo z i e n  we, d a t  we de volgende i n t e g r a a l  ver- 
k r i j g e n :  , 

dz 2 
dx b 

dx + (af + (-) d t ,  lb a cp(x ( t ) ) l  - z l d t  = , f l p ( x ( t ) ) \ / ( z )  a - dt d t  

hetgeen de l i j n i n t e g r a a l  is van de f u n c t i e  ~ ( x )  over de kromme 5 = x ( t ) .  

Vb.1 Gevraagd de i n t e g r a a l  van x2 u i t g e s t r e k t  over  de c i r k e l  x ? +  y2= 1. 

De c i r k e l  kunnen we v o o ~ s t e l l e n  door x = cos t met O 4 t < 2r. 
dx 

s i n  t ,  * = cos t ,  dus izl = V s i n 2 t  + cos2 t = I. Dan is - = - 

- 

y = s i n  t 1 
dx 
d t  d t  



1 
i 

v.2 

2n 
We k r i j g e n  dus 1 cos ' t  d t  = n .  

O 

U i t  de wi jze  waarop we aan de 
d a t  deze onafhankel i jk  moet z i j n  
e c h t e r  ook b i j  v e r i f i c a t i e  i n  de 
parameter t over op de parameter 

l i j n i n t e g r a a l  z i j n  gekomen vo lg t  a l ,  
van de parameterkeuze. D i t  b l i j k t  
formule t e  kloppen. Gaat men van de 
u dan vinden we volgens de k e t t i n g r e g e l  

dx i- & ( K )  

J r p ( x ( t ) ) l  S l d t  = Jrp(x(t)) igllsl d t ,  

maar d i t  l a a t s t e  i s  op grond van d e  t r a n s f o r m a t i e s t e l l i n g  voor i n t e -  
g r a l e n  j u i s t  g e l i j k  aan 

Let wel da t  h i e r b i j  s t e e d s  over h e t  p o s i t i e f  geö r i ën tee rde  i n t e r v a l  
g e h t e g r e e r d  wordt, zodat we inderdaad de t ransformat ie formule  met 
abso luu t s t r epen  moeten gebruiken ( z i e  de opmerkingen aan h e t  eind van 
8.5 van hoofdstuk IV). 

Een b i j  vlakke krommen vaak gebru ik t e  s p e c i a l e  pa rame te rvoor s t e l l i ng  
is de e x p l i c i e t e  vorm y = y ( x ) ,  dus met x als parameter. In  da t  geva l  
wordt de l i j n i n t e g r a a l  dus 

s r p ( x , y ( x ) ) ~ ~  dx. 

I n  bovenstaand voorbeeld k r i j g e n  we twee e x p l i c i e t e  voor s t e l l i ngen  

y = : - ,  a=- 1 . De gevraagde i n t e g r a a l  

i s  dus 

2 7 * , hetgeen ook IT op leve r t .  
v1-x? -1 

A l s  we de g e h t e g r e e r d e  f u n c t i e  g e l i j k  aan 1 nemen, dan is de l i j n -  
i n t e g r a a l  de booglengte van de beschouwde kromme: 

b 
dx I I d t .  Deze gebruiken w e  nu om een s p e c i a l e  parameterkeuze 

= x ( t )  
a 

op de kromme t o t  s t and  t e  brengen. We nemen een v a r i a b e l  punt 
op de kromme en meten de booglengte van een v a s t  punt x (a )  - t o t  d i t  
v a r i a b e l e  punt (de i n t e g r a t i e v e r a n d e r l i j k e  vervangen we door 7 ) :  

. ¶ =  

gevoegd, kunnen we nu a ls  parameter van d i t  punt opvat ten.  

I E l d ~ .  D i t  g e t a l ,  da t  aan h e t  punt van de kromme w o r d t  toe-  
a 

c 



Eet verband tus sen  deze parameter s en de oo r sp ronke l i jke  parameter 
t wordt gegeven door 
ds  d x  - -  dt - 1x1. Men zeg t  wel, d a t  met s a l s  parameter de booglengte a l s  

parameter i s  gekozen. Let wel d a t  deze parameter s s l e c h t s  op een 
a d d i t i e v e  cons tan te  na bepaald i s :  h e t  beginpunt van w a a r u i t  de boog- 
l e n g t e  wordt gemeten kan anders  worden gekozen. 
Met de parameter s wordt de l i j n i n t e g r a a l  eenvoudig: 'i l < p ( x ( s ) )  ds.  

X2 2 .. - Vb.2 De e l l i p s  - + L = 1 kan i n  de volgende parametervoors te l l ing  

dx 
d t  

a ' b2 
worden geschreven: x = a cos t 

y = b s i n  t 
. Nu is - = - a s i n  t ,  a = b cos t ,  ,,' d t  

j 
. .  

d s  
d t  ' j  dus.-  = \ / a 2  s i n 2 t . +  b2 c o s 2 t .  Nemen we a l s  beginpunt het  punt t =. O ,  

dan ' k r i j g e n  we 
t 

s ( t )  = si$ u + bi cos211 du ,  welke i n t e g r a a l  e c h t e r  he laas  n i e t  
O 

met e lementa i re  hulpmiddelen u i t  t e  rekenen is. 

Er is nog een dubbelzinnigheid i n  de keuze van S. Als men van een 
v a s t  punt van de kromme u i t  de booglengte gaa t  meten, kan men d a t  nog 
i n  twee r i c h t i n g e n  doen. Hierboven i s  he t  zo gedaan, d a t  de r i c h t i n g  
van toenemende t ook als r i c h t i n g  van toenemende s i s  gekozen. Dat kan 
ook andersom: doet men he t  andersom dan kr i jg t  men, d a t  

ds 
d t  - - ! $ I -  dx 
- -  

dx 

d t  Van de kolomvector hebben we vroeger gez ien ,  d a t  z i j n  r i c h t i n g  

de r i c h t i n g  van de r a a k l i j n  i n  h e t  be t r e f f ende  punt van de kromme aan- 
g e e f t .  Een vec to r  t e r  l eng te  1 i n  deze r i c h t i n g  wordt nu een raakvector  
t van de kromme genoemd. Deze is door deze e i s e n  op he t  teken na bepaald. 

Kiezen we d i t  teken zo, da t  een p o s i t i e f  veelvoud van 4 i s ,  dan i s  
de raakvec tor  - t van de kromme dus gede f in i ee rd  door 

dx 
d t  

- 

(Hie r in  i s  voor h e t  gemak van de n o t a t i e  de kolomvector door een 

r i j v e c t o r  vervangen).  H ie rb i j  i s  veronders te ld  d a t  2 # O,  dus da t  de 

rang  van de func t ionaa lmat r ix  van x ( t )  één is. 
Op t e  merken is ,  d a t  i n  deze bepal ing  van de raakvector  een k l e i n e  

inv loed  van de parameter opges lo ten  z i t ,  n l .  i n  h e t  teken. Vervangt men 
de parameter t bv. door -t dan gaa t  de raakvec tor  i n  z i j n  tegengeatelde 
over.  B l i j k b a a r  hangt d i t  af  van de vraag i n  welke r i c h t i n g  de kromme 
b i j  de toenemende parameter doorlopen wordt. 

d t  - 
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dx 
dx dX g e l d t  b l i j k b a a r  da t  t = - Omdat - = 1 ~ 1  en z = - - - - ax - d6 

d t  d s  d t  ' - d s  * 
dX B i j  de keuze van de booglengte a l s  parameter  wordt - vanzelf  een 

e enheidsvec t or  . ds  

I n  h e t  geva l  van voorbeeld 2 wordt de raakvec tor  2 k l a a r b l i j k e l i j k  

* - a s i n  t b c o s  t 
a2 s i n 2 t  + bzcos2 t va' s i n 2  t + b2cos2  t 

I 

vb.j 
hoofdstuk IV) : 

We beschouwen weer de s c h r o e f l i j n  (Bie voorbeeld 2 i n  §.I van 

dz - h. dx 
d t  d t  d t  is - = - a s i n  t ,  e = a cos t ,  - - x = a cos t 

z = h t  

= V n - .  De raakvec tor  is d t  

) *  - a s i n  t a cos  t 
v n ' v m ' v T T T  

We merken nog op, d a t  overgang op andere coörd ina ten  = %(E) i n  
de ruimte i n  de formule voor de l i j n i n t e g r a a l  kan worden bewerks te l l igd  
door gebru ik  t e  maken van 
dx - dx - -  du dX 

waarin - de f u n c t i o n a a l o p e r a t o r  van de f y n c t i e  ~ ( 2 )  is. 

I 
.e=---- d t " a ; a t '  dE 

Zo b v . b i j  de overgang op poolcoörd ina ten :  

d t  

dx 
d t  d t  

!Q = sincp dr 
d t  

= cos cp * - r s i n  cp 

+ r cos cp 

- 

Op analoge wijze berekent  men voor bolcoörd ina ten  i n  de ruimte 

- B. Opperv lak te - in t epa len .  

We bes'chouwen nu een oppervlak i n  R5, d a t  we gegeven denken door 
een pa rame te rvoor s t e l l i ng  met twee parameters :  

x = x(u.v)  1 
v e c t o r n o t a t i e  = ~ ( 2 ) .  We nemen aan, d a t  de r'ang 

z = ,z(u,v)  

van de func t ionaa lmat r ix  2 is. Deze matrix met 3 r i j e n  en 2 kolommen 
s p l i t s e n  we i n  twee kolomvectoren. De e e r s t e  kolomvector b e s t a a t  u i t  
p a r t i ë l e  a fge le iden  naar  u en  de tweede u i t  p a r t i ë l e  a fge le iden  naar  v. 
Met een voor de hand l iggende  n o t a t i e  noemen we deze vectoren daarom 

en -.De rangvoorwaarde be teken t ,  d a t  deze vectoren l i n e a i r  onafhankelijk 

z i j n .  

ax 
ax au 
av 

. 
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De meetkundige be t eken i s  h i e rvan  is de volgende. Als we v cons tan t  
houden ( v  = c )  dan b l i j f t  e r , n o g  éé f i .Verande r l i j ke  parameter u over ,  
zodat  we dan een kromme.kriigen, d i e  n a t u u r l i j k ,  p p  h e t  oppervlak l i g t  
en waarvan de r i c h t i n g  van de r a a k l i j n  i n  een  p u n t . J u i s t  bepaald wordt 

door de v e c t o r  -.Voor e l k e  c l e v e r t  v = c dus een kromme op h e t  opper- 

v l a k ;  deze krommen samen v u l l e n  h e t  opperv lak  op. We kunnen h e t z e i f d e  
nu doen m e t  verwCsseling van. de r o l l e n  van u en V. Zo k r i j g e n  we i n  
i e d e r  punt '  tw,ee' krommen op h e t  opperv lak ,  n l .  één waarop' v cons tan t  i s  
e n  één waar0p.u cons t an t  i s ;  vec to ren  i n  de r a a k r i c h t i n g  van deze krommen 

z i j n  - en 2. Daar deze vec toren  l i n e a i r  ona fhanke l i jk  z i j n  bepalen ze 

een p l a t  v l ak :  h e t  r aakv lak  aan h e t  oppervlak.  Inderdaad is he t  raakvlak  
i n  een punt opgebouwd u i t  a l l e  r a a k l i j n e n  aan  wi l l ekeur ige  krommen door 
d a t  punt op h e t  oppervlak. Een d e r g e l i j k e  kromme kan bepaald worden door 
u en v a ls  f u n c t i e  van één parameter  t t e  geven. We k r i j g e n  dan 
x - = - -  x ( u ( t ) ) ,  B l i j k b a a r  i s  dan 

a 5  
au 

ax a x  
au a v  

'5 ax du ax dv 
d t  au d t  av d t  ' - = - -  + - -  

ax a5 
au  av dus de r a a k l i j n r i k h t i n g  is een l i n e a i r e  combinat ie  van - en - , 

dus l i g t  i n  het ,  hierboven bepaalde p l a t t e  vlak.  
De r e c h t e  door het  raakpunt  l o o d r e c h t  op h e t  r aakv lak  wordt de 

normaal van h e t  oppervlak i n  *at punt  genoemd. De r i c h t i n g  van de norm: 
wordt bepaa ld  door 

ax ax 
au av ' x -  - 

ax ax 
av  

- 
en -. want d i t  i 6  een vec to r  l oodrech t  op a;; 

F i c h t i n g  van de normaal. Hiervoor kunnen w e  nemen 
We voeren nu een.normaalvector  i n ,  als een  eenheidsvector  i n  de 

maar ook h e t  tegenges te lde  van deze vec to r  voldoet  aan de ve re i s t en .  
A l s  we trouwens de r o l l e n  van u e n  v verwisse len ,  gaat de h i e r  gegeven 
- n a l  i n  z i j n  tegenges te lde  over.  

- Vb.4 
v o o r s t e l l i n g  

x = s i n  8 cos  cp 

We beschouwen h e t  eenheidsboiopperv lak  gegeven door de parameter- 

s i n  e cos  cp 
a &  - s i n  e s i n  cp 

O 
y = s i n  e s i n  cp . Dus i s  - = a e  = COS e 

s i n 2 8  cos  cp 

s in*  e s i n  cp 
s i n  e cos  e 

s i n  8 cos  cp 
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D i t  is j u i s t  de vec to r  x..Dit k l o p t ,  want de normaalvector l i g t  op de 
v o e r s t r a a l  u i t  O en h e e f t  l e n g t e  1. Bl i jkbaa r  is deze vec to r  b i j  de 

h i e r  gemaakte keuze naar  b u i t e n  g e r i c h t .  De vec to r  2 g e e f t  de r a a k l i j n -  

r i c h t i n g  voar meridianen en = voor  p a r a l l e l c i r k e l s .  
ax ae  
acp 

Analoog met wat we hierboven voor krommen gedaan hebben w i l l e n  we nu 
ook voor oppervlakken de opperv lak te- in tegraa l  van een f u n c t i e  q ( x )  - be- 
palen.  Hier toe  gaan we h e t  oppervlak i n  k l e i n e  s t u k j e s  verde len ,  hetzeen 
we kunnen doen door e e r s t  he t  (u ,v) -v lak  i n  k l e i n e  s t u k j e s  t e  verdelen. 
Het l i g t  voor de hand daarvoor i n  h e t  fu ,v ) -v l ak  v ie rkanten  t e  nemen. 
Brengen we zo'n v i e rkan t  over naar  h e t  oppervlak, dan wordt d i t  een s t u k  
gekromd oppervlak. Analoog met de gang van zaken b i j  l i j n i n t e g r a l e n  
w i l l e n  we d a t  met i e t s  approxime-en d a t  " recht"  is. De beelden van de 
hoekpunten van h e t  v i e r k a n t  z i j n  v i e r  punten op h e t  oppervlak,  d i e  ech te r  
i n  h e t  algemeen n i e t  i n  één p l a t  v l a k  z u l l e n  l iggen .  
Ter vermijding van deze moe i l i j khe id  verdelen we h e t  (u ,v)-vlak l i e v e r  
i n  driehoeken. De beeldpunten van de hoekpunten van een dr iehoek z i j n  
d r i e  punten op h e t  oppervlak, d i e  we weer a l s  hoekpunten van een driehoek 
kunnen nemen, welks opperv lak te  t e r  benadering van de maat van h e t  s t u k j e  
krom oppervlak kan dienen. 

We nemen aan, da t  de f u n c t i e  ~ ( g )  d i f f e r e n t i e e r b a a r  i s  met cont inue 
p a r t i ë l e  a fge le iden  van de e e r s t e  orde. Deze a fbee ld ing  fs dus b i j  be- 
nadering l i n e a i r  en voor een k l e i n e  driehoek doen we voor lopig  n e t  a l s o f  
z i j  l i n e a i s  i s ,  met ais matrix de fuac t ionaa lma t r ix  A. 

- a = (a, , a z )  en - b = (b, , b z ) .  Na de a fbee ld ing  gaan ze over i n  de vectoren 

Ag en AL, d i e  nu e c h t e r  vectoren i n  R,  z i j n .  De oppervlakte  van de d r i e -  

hoek opgespannen door deze vec toren  is 3 I & X Ab I . Nu i6 ech te r  

De dr iehoek i n  h e t  (u ,v) -v lak  z i j  opgespannen door de vectoren 

a 5  ax -. Gebruik makend van de eigenschappen van h e t  vector-  
+ bz av AL = b, a; 

broduct vinden we nu 

dus 

i s  j u i s t  de oppervlakte  van &e dr iehoek  i n  h e t  (u ,v)-vlak,  opgespannen 
door a en b. 

Vermenigvbldigen we d i t  nu nog met éen  f u n c t i e  cp en sommeren we d i t  
over de dr iehoekjes  van de ve rde l ing  van het (u ,v)-vlak,  dan k r i j g e n  we 
een approximatiesom van de i n t e g r a a l  



H i e r b i j  hebben we e c h t e r  h e t  f e i t  verwaarloosd, d a t  de a f b e e l d i n g  
s l e c h t s  b i j  benadering l i n e a i r  w a s .  Hierdoor wordt b i j  i e d e r  dr iehoekje  
een f o u t  gemaakt. Op grond van onze e rvar ingen  i n  vroegere  geva l l en  
verwachten we nu e c h t e r ,  d a t  de inv loed  van de t o t a l e  f o u t  i n  de approxi-  
matiesom t o t  n u l  n a d e r t  a l s  de ve rde l ing  i n  driehoeken w i l l e k e u r i g  f i j n  
gemaakt wordt. Het b l i j k t  e c h t e r ,  d a t  d i t  i n  deze algemeenheid o n j u i s t  
i s ;  er moet om d i t  i n  orde  t e  k r i j g e n  nog een  beperk ing  opgelegd worden 
aan de v e r d e l i n g  i n  driehoeken. We e i s e n ,  d a t  b i j  de l imie tovergang 
b i j  i e d e r e  geb ru ik t e  d r i ehoek  h e t  quo t i ën t  van h e t  kwadraat van de l a n g s t e  
z i j d e  en de opperv lak te  beneden een v a s t e  e ind ige  g rens  b l i j f t .  
D i t  komt h i e rop  n e e r ,  d a t  de dr iehoeken n i e t  t e  smal e n  s p i t s  mogen 
worden. Leggen we deze r e s t r i c t i e  op, dan b l i j k t  a l l e s  goed t e  gaan. 
Op grond h ie rvan  noemen we i n t e g r a a l  (1)  de oppe rv lak te - in t eg raa l  van 
de f u n c t i e  cp(5). over  h e t  oppervlak - x = %(u). 

Als de f u n c t i e  cp g e l i j k  a a n  1 genomen wordt,  k r i j g e n  w e  de oppervlakte  

Zo k r i j g e n  w e  voor de opperv lak te  van de eenheidsbol  i n  voorbeeld 4: 
van h e t  oppervlak. 

2rr lI 

f -  dcp f s i n  û dû = 4% 
O O 

U i t  de w i j z e  waarop we t o t  de oppe rv lak te - in t eg raa l  z i j n  gekomen 
b l i j k t  a l ,  d a t  h e t  r e s u l t a a t  ona fhanke l i jk  is van de parameterkeuze. 
D i t  i s  e c h t e r  ook weer r e c h t s t r e e k s  na t e  rekenen met behulp van formule 
(1).  Deze onafhankel i jkhe id  s t e l t  ons i n  staat een symbolisch oppervlakte-  
element d o  i n  t e  voeren: 

en de oppe rv lak te - in t eg raa l  k o r t e r  t e  no teren  met/cp(x)da. p; 
V a a k  wordt een opperv lak  gegeven i n  een e x p l i c i e t e  vorm z = z (x ,y ) ;  

hetgeen be teken t ,  d a t  x e n  y a l s  parameters  z i j n  gekozen. We k r i j g e n  dan 

2 ax = ( 8.) , 2 = (%.) , x 2 = ( -f ) , en de opperv lak te-  

z = z D y  ' >  

- E  

- - 
ax ay 

i n t e g r a a l  wordt 

hetgeen een formule i s ,  d i e  ook a l  i n  h e t  e e r s t e  jaar i s  behandeld. 
Men kan bv. ook poolcoörd ina ten  i n  h e t  (x ,y)-vlak a l s  parameters  

nemen: x = r cos cp E r  b l i j k t  dan u i t  t e  komen: 
y = r s i n  cp 
z = z(r,cp) 

do = v w  acp drdq 
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(1) 

, 8 . 2  De in t eKraa l s t e l l i nRen .  

&. Xerste  in t eg raa l fo rmule .  P o t e n t i a a l .  Conservat ieve velden. 

,! (grad a ,  4 ) d s  = a (e indpun t )  - a (beg inpun t ) .  
K 

f i . z i j n  d r i e  fundamentele i n t e g r a a l s t e l l i n g e n  i n  de vec torana lyse ,  
d i e  behoren b i j  dimensies 1, 2 en 3 .  We beginnen met h e t  eendimensionale 
geval  van een kromme. 

Uitgangspunö i s  de h o o f d s t e l l i n g  van de i n t e g r a a l r e k e n i n g ,  d i e  a ls  
v o l g t  l u i d t :  A l s  cp ( x )  een d i f f e r e n t i e e r b a r e  f u n c t i e  is voor a < x 6 b ,  
met cont inue  a f g e l e i d e ,  dan is 

We nemen nu een kromme K i n  de ruimte (of h e t  p l a t t e  v l a k ) ,  gegeven 
door een pa rame te rvoor s t e l l i ng  x = x ( t )  (a 4 t 4 b ) .  Verder i s  een 
f u n c t i e  a ( x )  gegeven (op t e  v a t t e n  a l s  een s c a l a r v e l d ;  z i e  paragraaf  1 
van hoofdstuk IV). Zowel a ( x )  als x ( t )  worden d i f f e r e n t i e e r b a a r  veronder- 
s t e l d  met cont inue  ( p a r t i ë l e )  a fge le iden .  Op de f u n c t i e  cp(t) = a ( z ( t ) )  
passen we nu bovenstaande s t e l l i n g  toe.  D i t  g e e f t ,  onder toepass ing  van 
de k e t t i n g r e g e l  

Van h e t  l i n k e r l i d  w i l l e n  we een l i j n i n t e g r a a l  maken. Hier toe maken 
we gebruik van de raakvec tor  1, d i e  bepaa ld - i s  door 
dx 

t. Vullen we d i t  i n  de i n t e g r a a l  i n  en brengen we 



- 
n =  O 

De dr iehoek van Pasca l  

1 

.., 

i 
.',? 

1 '1 .fj 

'i 
n =  1 

.r 
n =  2 1 2 1 

n = 3  1 3 3 1 

n = 4  1 4 6 4 .I 

n = 5  1 5 10 10 5 .  1 

V r  aaks t ukken 

2.2.1 De l e t t e r s  AGBB'kunnen op (5)  = 10 manieren worden gerangschikt .  2 
S c h r i j f  deze 10 rangschikkingen v o l l e d i g  u i t .  

I o  52 1 - 3 - t t - T r  - 2 C 2 -  l 3 Z L  2.2.2 Bereken 1, ( 5  1, ( 2  ). 

n -x 2.2.3 Ga na  d a t  x e dx = nl (Hierdoor kan men n! ook voor niet-gehele  

4 p o s i t i e v e  n d e f i n i e r e d  ' 

2.2.4 Hoeveel combinat ies  van 3 l e t t e r s  kan men vormen u i t  de l e t t e r s  
van de woorden 

a )  paard ,  7 
b) a a n t a l ,  & 
c )  evenaar ,  1 3  
d )  t e l e foon .  50  Q\ 

I !  

2.2.5 Bewijs: 

26 P d .  n-2 n-2) n-2 ( Z )  = ( ) + 2'r-l + (r-2).  

r, 

) 2n-2. 

'jL< . .  

2.2.6 Bewijs: 
n n 
c r(r) = n 2"-', 

F=O r= o 

c n  2n 1 = p o )  n n  + ( n - l ) ( l )  n n  + (n-2 n 

en c r ( r - I ) C n )  = n(n- r 

2.2.7 B e w i j s :  
)(;I + ... + 

n 2  n 2  n 2  n 2  = (o) + + ( 2 )  + ... + . 
m 

, .  

,:I 
111 

; 
,/ 

2.2.8 G a  n a  d a t  C ('n 2n ) x  n de reeksontwikkel ing van ( 1 - 4 ~ ) ' ~  is. , ' 

n= o 1 .  3.ç '(Zn-,): 

2.2.9 Bewijs: 
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2.3 Een g e n e r a l i s a t i e ;  de multinomiaal c o ë f f i c i ë n t e n  

Gegeven n1,n2,...,% z i j n  k p o s i t i e v e  gehele  g e t a l l e n  en 

n1 + n2 + ... + \ = n, 

dan is  

ob jec t en  A -......, 
L 

*b 
1 h e t  a a n t a l  manieren. waarop n ob jec t en  A - \ o b j e c t e n  A. OP een r i j  kunnen worden Reranaschikt 

Men kan tv .  de l e t t e r s  van het-woord "negen" op 
$&f ~e&-.,w 2, 

I= 30 2121 I! 
3 
$1 v e r s c h i l l e n d e  manieren a c h t e r  e l k a a r  ze t ten .  We kunnen de grootheden 

(2.3.1) de multinomiaal c o ë f f i c i ë n t e n  noemen. Het z i j n  de c o ë f f i c i ë n t e n  
van de term 

% n n  1 2  al a2 ... % 
i n  de ontwikkeling van h e t  gedurig produkt 

'$ 

(a ,  + a2 + ... + a& 

i, 
. ,  ,"i . .  Men kan de formule (2.3.1) ook als volgt .schrijven ., 1 

I D.W.Z. we k iezen  u i t  n ob jec t en  e e r s t  een n i e t  gerangschik te  groep 
van ni, dan u i t  de r e s t e r e n d e  (n-ni) ob jec t en  een n i e t  gerangschik te  
groep van na, enz. Bij de toepass ingen  van formule (2.3.1) moet men 

$ 2  
e r  e c h t e r  goed om denken, d a t  z i j  permuta t ies  van g e l i j k t a l l i g e  

' h  
groepen onder l ing  meete l t .  U i t  de l e t t e r s  ABCD kan men bv. volgens 
(2.3.1) op 4 

manieren 2 groepen van 2 k iezen ,  t e  weten 

AB - CD, AC - BD, AD - BC, BC - AD, BD - AC, CD - AB. 
I a e r b i j  worden format ies  als AB - CD en CD - AB a f z o n d e r l i j k  ge t e ld .  
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als we ~ ( 5 )  vervangen door z i j n  l i n e a i r e  s t u k ,  i s  d i t  dus de cor res -  
ponderende benadering voor de i n t e g r a a l .  

We nemen een gebied G i n  he t  p l a t t e  v l a k ,  d a t  we nu n i e t  meer k l e i n  
v e r o n d e r s t e l l e n  en maken een analoge a f sp raak  over h e t  doorlopen van 
de randkromme K van G. We gaan nu G i n  k l e i n e  brokken verde len ;  b i j  
e lke  brok maken we de i n t e g r a a l  op over de op passende wi jze  georiën- 
t e e r d e  randkromme. Door de verde l ing  i n  brokken z i j n  e r  randkrommen b i j -  
gekomen. De nieuwe raiiikrommen e c h t e r ,  d i e  n i e t  met K samenvallen, z i j n  
s tuksgewi js  rand 'van twee brokken, en wel worden ze b i j  e l k  der  brokken 
j u i s t  op tegenges te lde  wi jze  doorlopen. T e l t  men dus de i n t e g r a l e n  voor 
a l l e  brokken b i j  e l k a a r  op, dan v a l l e n  de i n t e g r a l e n  over a l l e  nieuw 
ingevoerde randen tegen e l k a a r  weg en b l i j f t  toch a l l e e n  de i n t e g r a a l  
over K over. De som over a l l e  brokken g e e f t ,  als  men e lke  term vervangt 
door bovengenoemde benadering, een approximatiesom van de i n t e g r a a l  over 

5 - 3. De fouten  d i e  men h i e r b i j  maakt, naderen t o t  nu l  b i j  G van ax  
v e r f i j n i n g  van de ve rde l ing  i n  brokken, a l s  men aanneemt, d a t  de verde l ing  
i n  brokken voldoende n e t j e s  g e i e u r t :  v e r o n d e r s t e l  d a t  

a Y  

2 
(booglengte randkromme van brok)  
opperv lak te  brok 

beneden e e n . v a s t e  g rens  b l i j f t  b i j  de l imie tovergang (de brok moet n i e t  
t e  %langacht ig"  z i j n ) .  We vinden dus he t  r e s u l t a a t  

G K 

waarbi j  de o r i ë n t e r i n g  van de raakvec tor  4 van de randkromme K van he t  
gebied G behoort  b i j  een doorlopen van K waarb i j  G aan de l i nke rkan t  
l i g t .  

Het i n  voorbeeld 1 gevonden r e s u l t a a t  k l o p t  met deze formule, want 
aa aa 
ax ay daar i s  2 - 2 = 2 en de oppervlakte  van G i s  n. 

aa aa 
a 2 9  

ax a y  axay ayax * Nemen we aan d a t  a = grad c p ,  dan i s  2 - 'I = - - 
hetgeen nu l  is ,  omdat de betrokken tweede a fge le iden  cont inu  veronder- 
s t e l d  z i j n .  Inderdaad hebben we vroeger  ook voor de i n t e g r a a l  i n  h e t  
r e c h t e r l i d  i n  d i t  geval  gevonden, dat  h i j  nu l  is. 

We merken nog op, da t  h e t  gebied G ook een rand mag hebben, d i e  u i t  
meer dan één kromme b e s t a a t ;  d i t  v e r s c h i j n s e l  t r e e d t  op a l s  e r  "gaten" 
i n  G z i t t e n .  Een eenvoudig voorbeeld i s  h e t  r inggebied  tussen twee 
concent r i sche  c i r k e l s .  De i n t e g r a a l  over K moet over a l l e  optredende 
randkrommen gesommeerd worden, waarbi j  e lke  randkromme van passende 
o r i ë n t e r i n g  moet worden voorzien.  B i j  de zoëven genoemde c i r k e l s  moet 
de b u i t e n s t e  c i r k e l  tegen de wi j ze r s  van h e t  uurwerk en de b innens te  
met de w i j z e r s  van h e t  uurwerk mee doorlopen worden. 

Passen we formule ( 2 )  t o e  op een k l e i n  gebied.je d a t  h e t  punt E bevat  
dan is h e t  l i n k e r l i d  b$j benadering g e l i j k  aan 



Door nu G op E samen t e  t rekken vinden me de uitkomst 
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- C. 'l'weede in t eg raa l fo rmule  i n  de ruimte (S tokes) .  

We gaan nu over t o t  h e t  geval  d a t  de ges lo t en  kromme K gelegen i s  
i n  de ruimte en daar de  rand vormt van een s t u k  gekromd oppervlak S. 
We denken ons S gegeven door een pa rame te rvoor s t e l l i ng  5 = x ( u , v )  = E(%), 
waarbi j  S h e t  bee ld  is van een gebied S' i n  h e t  (u ,v)-vlak met rand K', 
d i e  afgebeeld wordt op K. Verder z i j  i n  R, een vec torve ld  &(&I gegeven. 
De pa rame te rvoor s t e l l i ng  v e r o n d e r s t e l l e n  we twee maal d i f f e r e n t i e e r b a a r  
met cont inue  p a r t i ë l e  a fge le iden  van de  tweede orde en h e t  vec torve ld  
eenmaal d i f f e r e n t i e e r b a a r  met cont inue  p a r t i ë l e  a fge le iden .  We gaan nu 
( 2 )  toepassen i n  he t  (u ,v) -v lak ;  we moeten daar toe e e r s t  nog een 
vec torve ld  g = ( a  ,a i n  h e t  (u ,v ) -v l ak  aangeven. D i t  d e f i n i ë r e n  we . 

door a, = (b(x(g)), z), a2 = ( b ( x ( z ) ) .  - z). 

voorkomen z u l l e n  we booglengte en raakvec tor  op K' met s' resp .  1' en 
op K met s resp .  4 aanduiden. Nu i s  

1 2ax ax 

We beschouwen nu e e r s t  h e t  r e c h t e r l i d  van ( 2 ) .  Om misverstand t e  

d z  
- - d s  - dsl - 

'5 du ax dv 
(5, 1') = (b, a;) + (5, -) av 

( l e t  wel d a t  (a ,  t') een tweedimensionaal inwendig product is, maar 

(b, E) enz. dr iedimensionale  inwendige producten z i j n ) .  
Daar e c h t e r  de parameter 6' b i j  overgang van de kromme K '  op de kromme 
K geen booglengte behoeft  t e  b l i j v e n ,  werken we l i e v e r  met een w i l l e -  
keur ige  parameter t :  

I - -  ax 

K'  K' 
Gaan we nu e c h t e r  over op i n t e g r a t i e  over de kromme K ,  dan wordt 

d i t  b l i j k b a a r ,  als  we op K de booglengte 6 a ls  parameter k iezen:  

,f (&, 1) d s ,  dus j u i s t  de l i j n i n t e g r a a l  d i e  we wensen. We gaan nu he t  
K 1 
l i n k e r l i d  van , ( 2 )  ui t rekenen .  l 

I 



db 

dx 
- 

Hier in  is gebruik gemaakt van de n o t a t i e  met d i f f e r e n t i a l e n :  - is 

de func t ionaa lope ra to r  van d ( x ) .  - Het r e s u l t a a t  is dus van de vÖrm 

In  componenten u i tgeschreven  g e e f t  d i t  
3 3 3 3 

i=l j=1 i = l  j=1 

Rangschikken we d i t  naar de a dan z i e n  we d a t  de termen met g e l i j k e  

ind ices  wegvallen t e r w i j l  b i j  i f j  de termen met a en a.. e l k a a r s  

tegenges te lde  z i j n .  Zo vinden we: 

i j '  

i j  J 1  

- 9 (a3z - az3 )(P,q, - p3q2 ) + (al3 - a,, )(p,q, - P, q 5 )  + 

+ (a2? - 8 1 2  )(Pl q ,  - Pz 4, ) . 
Nu is  de vec tor  

(a32 - a23 ' a?3 

j u i s t  de i n  h e t  e e r s t e  jaar al ingevoerde r o t a t i e  van b, t e r w i j l  de 
andebe f ac to ren  j u i s t  de componenten van E X  9 z i j n .  Zo vinden we dus ,  - -  

' aa2 aal 
av  . d a t  au - - = ( r o t  b. 2 x 2 . We wi l l en  van de i n t e g r a a l  hiervan 

over u en v nu een oppe rv lak te - in t eg raa l  over S maken. 
Rier toe maken w e  gebruik van de normaalvector 2 van S, d i e  bepaald i s  
door 

- x  - -  

Dan vinden we, gebru ik  makend van de formule voor een oppervlakte-  
i n t e g r a a l  u i t  paragraaf  1: 

Toepassing van f o r w L e  (2)  g e e f t  on6 nu (a lS .we b weer door a 
vervangen) : 

( 3 )  (formule van Stokes) .  

K 

Hier in  is S een s t u k  oppervlak i n  3 e n  K de randkromme van S, 
de normaalvector van S e n . 4  de raakvec tor  van K. Zowel i n  n als i n  i 
z i t  e c h t e r  een orienteringsdubbelsinnigheid. We moeten d u s n o g  nagaan, 
hoe voor be ide  een b i j  e l k a a r  passende keuze moet worden gemaakt. 

De r i c h t i n g  van tl,$.s d i e  van a; X G .  
l i j n  aan een kromme v = c o n s t a n t :  d i t  c o r r e s p o n d e e r t ' i n  h e t  (u,v)-vlak 

met .de  r i c h t i n g  v a n ' d e  p o s i t i e v e  u-as. Evenzo cor respondeer t  - met de 

r i c h t i n g  van de p o s i t i e v e  v-as. Als we i n  de ruimte een w - a s  e r b i j  kiezel., 

a 5  ax Nu is 5 Be r i c h t i n g  van d e  raak- au 

ax 
a v  

& y=y(7;Y,z) 

- J A x  a b =  *) 
~ ~- ~~ ~ > = - a r  
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zodat u-as, v-as en w-as een r e c h t s  s t e l s e l  vormen, dan cor respondeer t  

met - x de p o s i t i e v e  w-as. De r i c h t i n g  van - t pas t  b i j  een doorlopen 

van K' i n  h e t  (u ,v) -v lak  zo dat G' l i n k s  l i g t ,  dus een doorlopen i n  een 
omloopszin tegen de w i j z e r s  van h e t  uurwerk. Deze omloopszin tezamen 
met d+? r i c h t i n g  van de p o s i t i e v e  w - a s  g e e f t  een s c h r o e f z i n  behorende bij 
een r e c h t s e  schroef .  D i t  b l i j f t  behouden b i j  de overgang naar  g en t. 
Dus moeten i en n zo worden gekozen, d a t  de omloopszin van K behorende 
b i j  4. tezamen me5 - n de s c h r o e f z i n  van een  r e c h t s e  schroef  vormen. 

op de normaal, o f ,  z o a l s  men ook wel z e g t ,  de normale component van 

a5 ax 
au 

Daar 0 een eenheidsvector  is ,  i s  ( r o t  5, E )  de p r o j e c t i e  v a n  r o t  - a 

r o t  5. i 

- Vò.2 
We nemen de halve b o l ,  d i e  b e s t a a t  u i t  h e t  s t u k  boven he t  Tx,y)-vlak 

v o o r s t e l l i n g  van voorbeeld 4 i n  pa rag raa f  1 ,  waarb i j  nu e van O t o t . 3 x  
loop t .  Het l i n k e r l i d  van de formule van Stokes wordt dus 

Neem h e t  vec torve ld  5 = (z-y, x-z,  y-x) ;  dan i s  r o t  a = (2 ,2 ,2) .  

van de b o l  x2 + y2 t z2 = 1. Deze i s  voor t e  s t e l l e n  met de parameter- 3 

2rr * x  

/ dcp (2  s i n  û cos cp + 2 s i n  û s i n  cp + 2 cos  û ) s i n û  dû = 2x. 
O O 

De kromme i n  h e t  r e c h t e r l i d  is de e e n h e i d s c i r k e l  i n  h e t  (x,y)-vlak.  
Voor punten i n  d i t  v lak  i s  5 = (-y,  x,  y-x). Deze moet op een r a a k l i j n  
i n  h e t  (xy)-vlak gepro jec teerd  worden; he t  komt op h e t z e l f d e  neer a ls  
we d i t  met de vec tor  (-y, x ,  O) doen. H i e r u i t  v o l g t ,  d a t  h e t  r e c h t e r l i d  
van de formule van Stokes j u i s t  de i n t e g r a a l  van voorbeeld 1 is. Ook 
de omloopszin k l o p t ,  want de normaal d i e  b i j  de berekening van boven- 
s taande  i n t e g r a a l  i s  gebru ik t  w i j s t  naar  b u i t e n  en deze r i c h t i n g  p a s t  
j u i s t  a ls  een r e c h t s e  schroef  b i j  de omloopszin van voorbeeld 1. 

Het i s  makkel i jk  i n  t e  z i en  d a t  formule ( 2 )  een s p e c i a a l  geval  van 
de formule van Stokes is ,  als voor S e e n  s t u k  van h e t  (xy)-vlak wordt 
gekozen met de p o s i t i e v e  z-as a l s  r i c h t i n g  van n. 
- D. Or iën teerbaarhe id .  

B i j  de a f l e i d i n g  van'de formule van Stokes hebben we van een parameter- 
v o o r s t e l l i n g  gebruik gemaakt, waarmee h e t  oppervlak met een s t u k  p l a t  
v lak  geparametr iseerd werd. D i t  kan a l l e e n  dan, .als h e t  beschouwde s t u k  
oppervlak z i c h  inderdaad op een s t u k  p l a t  v l ak  laat  "ui tspreiden".  D i t  
i s  zeker  n i e t  met i e d e r  oppervlak mogelijk.  

r e c h t e  c i r k e l c i l i n d e r  gelegen t u s s e n  twee vlakken loodrecht  op de as, 

dus i n  een s p e c i a a l  c o ö r d i n a t e n s t e l s e l  de punten d i e  voldoen aan 

Als eenvoudig voorbeeld kiezen we h e t  gedee l t e  van de mantel van een 

x 2  + y2 = a2 ,  O 4 z 4 h. D i t  i s  een oppervlak met twee c i r k e l s  als 
randkromaien. D i t  oppervlak i s  n i e t  zonder meer op een p l a t  v lak  u i t  t e  
sp re iden ;  toch  kennen we een pa rame te rvoor s t e l l i ng  met twee parameters 
cp en z: 

y = a s i n c p  m e t O , < i p , < 2 x , O < z ( h .  
x = a cos  cp 1 z = z  

In  h e t  (cp,z)-vlak k r i j g e n  we dus een  rechthoek. Bekijken we de rand 
van deze rechthoek dan corresponderen de s tukken op z = O en z = h j u i s t  
met de r a n d c i r k e l s  op de '*c i l inder ,  maar de stukken cp = O en cp = 2 x  

.i 
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corresponderen met deze l fde  besch r i jvende  op de c i l i nde rman te l ,  d i e  
e c h t e r  i n  h e t  geheel  geen randkromme is! D i t  komt dus h i e rop  nee r ,  d a t  
we, om de c i l i n d e r  i n  een p l a t  v l a k  u i t  t e  kunnen sp re iden ,  deze e e r s t  
l a n g s  een meridiaan hebben opengeknipt.  D i t  openknippen i s  een onschul- 
d ige  bez ighe id ,  zolang we ons met oppe rv lak te - in t eg ra l en  bezighouden, 
maar als we i n t e g r a l e n  langs randkrommen i n  h e t  p l a t t e  v l a k  gaan be- 
schouwen, dan komen e r  i n t e g r a l e n  l a n g s  krommen op h e t  oppervlak, d i e  
helemaal geen randkrommen z i j n .  Nu l o o p t  d i t  i n  h e t  geval van de c i l i n d e r  
wel goed a f ,  omdat b i j  omlopen l a n g s  de rechthoek i n  he t  (rp,z)-vlak de 
corresponderende beschr i jvende  op de c i l i n d e r  twee maal i n  tegenges te lde  
r i c h t i n g  wordt doorlopen, zodat de b i jbehorende  i n t e g r a l e n  tegen e lkaa r  
wegvallen. Alleen de i n t e g r a l e n  over  de  ech te  randkrommen b l i j v e n  over:  
de formule van Stokes is g e l d i g  voor de c i l i nde rman te l .  

De vraag  rijst nu of  een s o o r t g e l i j k  verhaa l  voor i e d e r  oppervlak 
opgaat.  D i t  nu i s  zeker  n i e t  h e t  geva l .  We gaan weer u i t  van een r e c h t -  
hoek, waarvan we de  l e n g t e  f l i n k  w a t  g r o t e r  dan de b reed te  nemen: een 
s t r o o k  pap ie r .  Hiervan kunnen we de e inden  aan  e l k a a r  plakken, zo d a t  
een oppervlak o n t s t a a t  d a t  h e t z e l f d e  k a r a k t e r  h e e f t  a l s  een c i l i n d e r -  
mantel. Draaien we e c h t e r  een van b e i d e  u i t e i n d e n  voor h e t  aan  e l k a a r '  
plakken e e r s t  een halve s l a g  om, dan komt e r  een gehee l  ander  s o o r t  
oppervlak,  d a t  l i n t  van Möbius genoemd wordt en waarvan men z i ch  de merk- 
waardige eigenschappen h e t  makkel i jks t  d u i d e l i j k  kan maken door h e t  i n  
werke l i j khe id  eens met pap ie r  en l i j m p o t  t e  maken. 

Ook h e t  l i n t  van Möbius is weer pa rame t r i s ee rbaa r  met een rechthoek,  
door n l .  hetgeen we z o j u i s t  aan  e l k a a r  gep lak t  hebben, weer los t e  
knippen. De r a n d l i j n e n  v.an de rechthoek ,  d i e  aan e l k a a r  geplak t  worden, 
worden nu e c h t e r  op h e t  oppervlak j u i s t  i n  deze l fde  r i c h t i n g  doorlopen 
( ze  z i j n  "verkeerd" aan e lkaa r  g e p l a k t ) ,  waardoor de bi jbehorende i n t e -  
g ra l en '  n i e t  tegen e l k a a r  wegvallen: de formule van Stokes g e l d t  n i e t .  

We k r i j g e n  trouwens ook moeili jkhedeli  met he t  l i n k e r l i d  van de formule 
van Stokes.  Daar hebben we n l .  een keuze van een normaalvector op h e t  
oppervlak nodig. B i j  een l i n t  van Möbiue i s  geen d e r g e l i j k e  over h e t  h e l e  
oppervlak cont inu  verlopende keuze mogel i jk .  Begint men i n  een punt met 
een bepaalde normaalkeuze en l o o p t  men eenmaal h e t  l i n t  rond, de normaal 
d a a r b i j  cont inu  meenemend, dan w i j s t  deze b i j  t e rugkeer  i n  h e t  oude punt 
de t egenges t e lde  kant  op: h e t  oppervlak h e e f t  geen twee kanten. B i j  de 
c i l i n d e r m a n t e l  g a a t  d a t  wel goed: a l s  de normaal b i j  v e r t r e k  naar b u i t e n  
weee, w i j s t  h i j  b i j  aankomst ook naar bu i t en .  

normaalkeuze mogelijk is, he ten  o r i e n t e e r b a a r .  Als d a t  zo is, dan blijken 
b i j  verknippen t e r  u i t s p r e i d i n g  i n  een p l a t  v l ak  inderdaad de b i jd ragen  
van de knippen tegen e l k a a r  weg te  v a l l e n ,  hetgeen we h i e r  n i e t  z u l l e n  
b e r i j z e n .  Conclusie:  

Oppervlakken waarop over h e t  gehe le  oppervlak een cont inu  veranderli jke 

Voor o r i ë n t e e r b a r e  oppervlakken g e l d t  de formule van Stokes.  

We z u l l e n  ons,.in h e t  vervolg t o t  o r i ë n t e e r b a r e  oppervlakken beperken 
en  h e t  woord o r i e n t e e r b a a r  voortaan weer weglaten. 

E. Conservat ieve en r o t a t i e v r i j e  velden. - 
_c 

Nemen we nu een g e s l o t e n  oppervlak, bv. de b o l ,  dan h e e f t  deze i n  h e t  
gehee l  geen randkromme. B i j  de p a r a m e t r i s e r i n g  met de gewone bolcoördi-  
na t en  met O,< cp ,< 2x en O 6 8 4 x is de b o l  opengeknipt l angs  de nul -  
mer id iaan;  de l i j n e n  8 = O en 8 = a i n  h e t  (e,<p)-vlak corresponderen e l k  
m e t  één  punt (de polen)  van de b o l ,  hetgeen k l o p t  met h e t  f e i t  d a t  de 
i n t e g r a l e n  l angs  deze l i j n e n  nul z i j n ,  omdat e r  een f a c t o r  s i n  8 i n  de 
in t eg rand  staat .  De b i jd ragen  van de door knippen on t s t ane  randkrommen 



I 

V.16 

v a l l e n  weg en we vinden voor een ges lo t en  oppervlak,  d a t  

.f ( r o t  a., 5) da = O. 
s 

We keren t e r u g  t o t  h e t  ui tgangspunt  b i j  de a f l e i d i n g  van d e  formule 
van Stokes. D i t  was h e t  onderzoek van ve lden , .d i e  n i e t  conse rva t i e f  z i j n .  
We kunnen e c h t e r  ach te ra f  de formule van Stokes ook toepassen  op velden 
b i e  wel conse rva t i e f  z i j n .  D a n  is h e t  r e c h t e r l i d  van ( 3 )  a l t i j d  nu l  en 
dus ook h e t  l i n k e r l i d .  Noemt men e l n  ve ld  g ,  waarvoor i d e n t l e k  g e l d t  
r o t  g = 0, r o t a t i e v r i i ,  dan bewijzen we: 

Een conserva t ie f  ve ld  i s  r o t a t i e v r i i .  

Immers, a ls  een v e l d  3 n i e t  r o t a t i e v r i j  is ,  b e s t a a t  e r  een punt 2 
waar r o t  5 f O. Nemen we nu een oppervlak S door 2 ,  d a t  i n  E loodrecht  op 
Tot 
(rot  5, g) = 1 r o t  g 1. > O i n  E. Kiezen we S voldoende k l e i n ,  dan i s  op 
grond van de c o n t i n u i t e i t  ( r o t  a,n)>O overa l  op S en d u s  h e t  l i n k e r l i a  van 
( 3 )  ook > O .  D i t  i s  e c h t e r  i n  s t r i j d  met he t  gegeven d a t  g conse rva t i e f  is. 

Men zou geneigd z i j n  t e  :denken, d a t  de omkering van bens taandebewer ing  

staat dan i s ,  b i j  passende o r i ë n t e r i n g  van 5, 

ook u i t  de formule, van Stokes v o l g t .  Als nameli jk  he t  veld r o t a t i e v r i j  
is,  is h e t  l i n k e r l i d  van (3) a l t i j d  nul en d u s  ook h e t  r e c h t e r l i d .  
H ie ru i t  kan e c h t e r  nog n i e t  worden geconcludeerd d a t  h e t  veld conse rva t i e f  
is, omdat (3) n i e t  g e l d t  voor a l l e  g e s l o t e n  krommen K ,  maar a l l e e n  voor 
d i e  gef i lo ten  krommen d i e  randkrommen z i j n  van een binnen h e t  veld ver-  
lopend oppervlak. We geven nu e e n . f y s i s c h  voorbeeld,  waarui t  b l i j k t ,  da t  
e r  inderdaad moei l i jkheden kunnen optreden.  

Vb.3 We beschouwen h e t  magneetveld van een oneindig lange  r e c h t e  
s t roomgeleider .  De v e l d s t e r k t e  i n  een punt s t a a t  loodrecht  .op de stroom- 
g e l e i d e r  en op de l o o d l i j n  u i t  h e t  punt Op de s t roomgele ider  en is om- 
gekeerd evenredig met de, .afstand van h e t  punt t o t  de s t roomgeleider .  
L a a t  de Stroomgeleider langs de z-as lopen. Dan i s  makkel i jk  na t e  gaan 

, O )  met cons tan te  cx da t  h e t  magneetveld de gedaante 

c h e e f t .  D i rec t e  v e r i f i c a t i e  l e e r t  d a t  rot = 2. Op de z-as ,  i s  - H n i e t  

gedef in ieerd .  We nemen nu e c h t e r  a ls  ges lo t en  kromme de c i r k e l  $ +  y 2 =  1 ,  

z = O. Vookdeze c i r k e l  i s J ( I I ,  &)ds = 2xc. Het ve ld  i s  dus n i e t  conser- 

v a t i e f ?  d i t  i s  e c h t e r  ook f y s i s c h  bekend, want door met een magneetpool 
om do s t roomgeleider  heen t e  lopen  v a l t  inderdaad ene rg ie  t e  winnen of 
t e  ve r l i ezen .  Door een d e r g e l i j k e  om de z-as heen lopende kromme kan ook 
geen oppervlak gelegd worden zonder d a a r b i j  de z-as, w a a r  h e t  veld on- 
e i n d i g  wordt ,  t e  sn i jden .  Neemt men e c h t e r  een g e s l o t e n  kromme d i e  n i e t  
om de z-as heen l o o p t  dan kan daar wel een oppervlak doorgelegd worden 
en l e v e r t  de formule van Stokes ,  d a t  de energ ie  nu l  is. 

B i j  de e e r s t e  i n t e g r a a l s t e l l i n g  hebben we gevonden d a t  een ve ld ,  d a t  
een p o t e n t i a a l  b e z i t ,  conse rva t i e f  i s  en nu hebben we gevonden, d a t  een 
conse rva t i e f  ve ld  r o t a t i e v r i j  is. Door combinatie van deze r e s u l t a t e n  
vinden we, d a t  u i t  - a = grad Q vo lg t  d a t  r o t  = 2, dus de formule 

r o t  grad Q = 2 , 
d i e  door d i r e c t e  berekening ook makkel i jk  t e  v e r i f i ë r e n  is. 
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nader of nog i e t s  algemener 
We beschouwen nu h e t  l i n k e r l i d  van de formule van Stokes nog wat 

(4) 

voor een w i l l e k e u r i g  vec torve ld  b. We zeggen nu, d a t ,  als  
a een v e c t o r p o t e n t i a a l  van b is. Vatten we h e t  ve ld  b op als een stromings- 
ve ld  o f  ane lhe idsve ld ,  dan g e e f t  (4) j u i s t  de door h e t  oppervlak S 
stromende v l o e i s t o f ,  p o s i t i e f  g e t e l d  i n  de r i c h t i n g  van 0. Als b een 
v e c t o r p o t e n t i a a l  h e e f t  i s  voor een g e s l o t e n  oppervlak de t o t a l e h o e v e e l h e i d  
in- en  ul ts t romende v l o e i s t o f  dus nul. De t o t a l e  hoeveelheid mater ie  b l u f t  
dus i n  e l k  ruimtest.uk c o n s t a n t ;  he t  ve ld  is bronvriJ.  

D e f i n i t i e .  Een ve ld  b heet  b r o n v r i j  a l s  v o o r  i e d e r  
ges lo t en  oppervlak g e l d t  

= r o t  5, 
- 

i n  h e t  ve ld  verlopend 

de hebben aangetoond: 

Een veld.  d a t  een v e c t o r p o t e n t i a a l  b e z i t .  is b r o n v r i i .  

Op de omkering h i e rvan  komen we nog terug.  

We gaan nu e c h t e r  ook'vectorvelden bek i jken ,  d i e  geen vec tor -  

p o t e n t i a a l  b e z i t t e n  en waarvoor s (%, ; l)du n i e t  n u l  behoef t  t e  zijn. 
S 

Vb.4 
nemen we de eenheidsbol  met middelpunt i n  O ( z i e  voorbeeld 4 van para- 
graaf  1). Dan is 

a 3 E, (5, E )  = 1 ,  dus 

Neem h e t  ve ld  a ( x , y , z )  gede f in i ee rd  door 5 = ( x , y , z ) .  Als oppervlak - 

- 
(5, ;Ida = J d a  = 0pp.S = 4rr. 

S S - G. Derde in t eg raa l fo rmule  (Gauss). 

We nemen een gebied Q i n  de ruimte,  waarvan de begrenzing een 
ges lo ten  oppervlak S is. De keuze van de normaal op S maken we zo, dat  
deze naar b u i t e n  w i j s t  t.o.v. h e t  gebied G. We begtnnen met hut  geval  
da t  h e t  gebied G k l e i n  ia, dus i n  een k l e i n e  omgeving van een vas t  punt, 
E l i g t .  I n  de omgeving van E nemen we een vec torve ld  ~ ( 5 )  d a t  d i f f e ren -  
t i e e r b a a r  i s  met cont inue  p a r t i ë l e  a fge le iden .  Verder nemen we aan  d a t  
S paramet r i seerbaar  is met een d i f f e r e n t i e e r b a r e  pa rame te rvoor s t e l l i ng  

met cont inue  p a r t i ë l e  a fge le iden .  Voor de berekening van J(a, 0) do  
- S 

gaan we e e r s t  van de l i n e a i r e  benadering van ~ ( 5 )  in de omgeving van E 
gebru ik  maken; we s t e l l e n  dus 

De cons tan te  termen %(E) en A 2  geven een  b i j d r a g e  t o t  de i n t e g r a a l  d i e  
n u l  is, immers voor een cons tan te  v e c t o r  b g e l d t  b = r o t  +(b x 5 ) ;  men 
passe  nu de formule vap. Stokes toe .  - 

We beschouwen nu (Ax, 0) = 

aa2 
y + z ) n ,  + 

3% 
y+,, 

/ aa, 
x + -  

~ + \F 
~ ~ 

~~ 
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Overeenkomstig deze s c h r i j f w i j z e  s p l i t s e n  we de i n t e g r a a l  i n  negen 
termen, waarvan e r  e c h t e r  zes  d i r e c t  n u l  b l i j k e n  t e  z i j n ;  e r  b l i j v e n  

a l l e e n  de termen met - 
n u l  l e v e r t ;  de over ige  gaan analoog. Z ie r toe  beschouwen we term met - 

h e t  veld ( 0 , 0 . & y 2 ) ;  de r o t a t i e  h i e rvan  is (y,O,O) en d u s  volgens de 

aal a az aa 
ax ‘F’ài7 

’ over .  We z u l l e n  aantonen, d a t  de 
aal 
ay 

ax + a x  ax 
We beschouwen nu s x  n,do. Daar I au x E 1 %  = - - au x -  a v *  i s  deze 

S - 
i n t e g r a a l  g e l i j k  aan  ‘JJx (2 - dudv = “Jx -* a( Z )  dudv- a U v  
We s p l i t s e n  h e t  oppervlak i n  s tukken waar w: a u.v > 0 of < O is ( =  O 

g e e f t  geen b i j d r a g e  t o t  de i n t e g r a a l ) .  Op e l k - v a n  deze stukken voeren 

we y en z a ls  parameters i n .  De i n t e g r a a l  wordt dan op h e t  teken:na 

g e l i j k  a a n f l x  dy dz,  hetgeen de inhoud i s  van de pro jec te rende  c i l i n d e r  

van h e t  s t u k  oppervlak op h e t  (Y,z.)-vlak (aannemende d a t  h e t  s t u k  aan de 
kant  van de p o s i t i e v e  x-as l i g t ) .  Het teken is h e t  teken van x n, en is 
dus p o s i t i e f  a.le h e t  gebied G t e r  p l a a t s e  onder h e t  oppervlak en nega- 
t i e f  a ls  h e t  gebied boven h e t  opperv lak  l i g t .  (onder en boven i n  de 
r i c h t i n g  van de x-as gemeten). Op analoge wi jze  a ls  i n  he t  tweedimensio- 
n a l e  geval  v o l g t  h i e r u i t ’  d a t  de t o t a l e  uitkomst g e l i j k  i s  aan de inhoud 

van G: s x  n, d a  = inh.  G. D i t  g e ld t  ook als h e t  oppervlak n i e t  aan de 

kant  van de p o s i t i e v e  x-as l i g t .  Bovendien g e l d t  een s o o r t g e l i j k e  be- 
schouwing ook voor de andere i n t e g r a l e n ;  dus we vinden a ls  l i n e a i r e  
benadering: 

S 

. inhoud G, 3 %  
ax  a y  a z  - + - + -  

aaz aa, 
+ - + -  j u i s t  de i n  h e t  e e r s t e  j a a r  a l  ingevoerde w a a r b i j  - aal 

ax  a y  az 

d i v e r g e n t i e  van is. 

We nemen nu een gebied G i n  de ru imte ,  d a t  we n i e t  l ange r  k l e i n  
ve ronde r s t e l l en .  We verde len  G i n  brokken en maken voor h e t  randopper- 

v lak  met passende normaalor iën ter ing  naar  b u i t e n  de i n t e g r a a l  

op. De nieuwe randoppervlakken e c h t e r ,  d i e  e r  door de ve rde l ing  b i j -  
gekomen z i j n ,  z i j n  randoppervlak van twee brokken, i n  beide geva l len  
met tegenges te lde  normaalor iën ter ing ,  dus ook met tegenges te lde  i n t e -  
gra len .  Te l len  we de b i jd ragen  van a l l e  brokken b i j  e lkaa r  op,  dan b l i j f t  
e r  a l l e e n  de i n t e g r a a l  over h e t  randoppervlak van G over. Nemen we voor 
e l k e  brok  de hierboven gegeven l i n e a i r e  benadering en gaan we t o t  de 
l i m i e t  over als de brokken w i l l e k e u r i g  k le i r .  worden, dan vinden we (door 
bepaalde netheidsveronderstellingen a a n  de brokken b i j  de l imie tovergang 
op t e  l e g g e n ) :  

(g,Z)do 
S 
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( formule van Gauss). 

H ie r in  i s  G een gebied i n  R3 en S ho t  randoppervlak van G ,  0 de naa r  
b u i t e n  g e r i c h t e  normaalvector van S, d-c he t  ruimte-element d r  = dxdydz. 

Het i n  voorbeeld 4 gevonden S e s u l t a a t  k l o p t  met deze formule,  want 
daa r  i s  d iv  5 = 3 en de inhoud van G i s j x .  

Het gebied G mag een rand  hebben, d i e  u i t  meer dan één oppervlak 
b e s t a a t ;  i n  h e t  r e c h t e r l i d  van ( 5 )  moeten de b i jd ragen  van deze rand- 
oppervlakken opgete ld  worden, w a a r b i j  e l k  oppervlak voorzien is van 
de normaalor iën ter ing ,  d i e  t e n  o p z i c h t e  van G naar  b u i t e n  w i j s t .  Neemt 
men voor G bv. h e t  gebied t u s s e n  twee concen t r i s che  b o l l e n ,  dan w i j s t  
de normaal b i j  de b u i t e n s t e  b o l  naar b u i t e n ,  maar b i j  de b innens t e  b o l  
w i j s t  de normaal naar b u i t e n  t.o.v. G ,  d a t  is naar de binnenkant van de 
bol .  

Passen w e  (5) t o e  op een k l e i n  g e b i e d j e  d a t  h e t  punt E beva t ,  dan i s  
h e t  l i n k e r l i d  b i j  b e n a d e r i l g  g e l i j k  a a n  

( d i v  a )  . inhoud G. - x=;e - 
Door nu G op E samen t e  t rekken  vinden we de ui tkomst  

Deze formule wordt soms wel a l s  d e f i n i t i e  van de d i v e r g e n t i e  geb ru ik t ;  
de formule g e e f t  de i n t e r p r e t a t i e  van de d i v e r g e n t i e  a l s  brondichthe id  
van h e t  vec torve ld ,  omdat de t e l l e r  van de breuk i n  h e t  r e c h t e r l i d  de 
hoeveelheid i n  en u i t  G stromende v l o e i s t o f  b i j  een stA*omingsveld is. 

Ook b i j  de r o t a t i e  i s  een s o o r t g e l i j k e  formule mogel i jk ,  z i j  h e t  d a t  
de zaak wat ingewikkelder  i s  door h e t  v e c t o r i ë l e  k a r a k t e r  van de r o t a t i e .  
Nemen we i n  h e t  punt E een eenheidsvec tor  0 vas t  aan en passen we ( 3 )  
t oe  op een k l e i n  opperv lak je  door 2 l oodrech t  op met dusdanige normaal- 
en r andor i ën te r ing ,  d a t  i n  E g e l d t  % = 1, dan is h e t  l i n k e r l i d  van ( 3 )  
b i j  benadering ge l i j k  aan 

( r o t  5, x)X=E . opp. s. - 
Door nu S op 2 samen t e  t rekken  vinden we de ui tkomst  

,f ( 5 , t ) d s  
K 

OPP. s = l i m  ( r o t  5, v )  
s- E 
S l 1  

- x=E 

Door voor 1 eenheidsvec toren  i n  de r i c h t i n g e n  van de coörd inaa tassen  
t e  k iezen  k r i j g e n  we zo formules voor  de componenten van r o t  a. Nemen 
we bv. 1 = (l,O,O), dan komt l i n k s  de e e r s t e  component van r o t  5: 
r e c h t s  moet dan S evenwijdig met h e t  (y , z ) -v l ak  worden genomen. 

3: 

- .< 
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- H. 

schouwen van ve lden ,  d i e  n i e t  b r o n v r i j  z i j n .  ';de kunnen de formule e c h t e r  
ook toepassen  a ls  d a t  wel zo i s ,  dus a l s  h e t  r e c h t e r l i d  van (5) a l t i j d  n u l  
i s .  Het l i n k e r l i d  i s  dan ook a l t i j d  nul. Noemt men een  ve ld  2 ,  waarvoor 
i d e n t i e k  g e l d t  d i v  2 = O ,  d i v e r z e n t i e v r i l ,  dan bewijzen we: 

3 r o n v r i i e  e n  d i v e r f f e n t i e v r i j e  veicien. 

Het u i tgangspunt  b i j  de a f l e i d i n g  van de formule van Gauss w a s  h e t  be- 

Een b r o n v r i j  ve ld  i s  d i v e r g e n t i e v r i i .  
 immers,^ a ls  een v e l d  5 n i e t  d i v e r g e n t i e v r i j  i s ,  b e s t a a t  e r  een punt E 

waar diy a & O ,  b i j v .  d i v  5 > O. Nemen we nu voor 0 e e n  voldoend k l e i n e  
omgeving van 2, dan is  ook d iv  5 > O i n  G op grond van de c o n t i n u y t e i t ,  
dus h e t  l i n k e r l i d  van ( 5 )  ook > O. D i t  i s  e c h t e r  i n  s t r i j d  met he t  gegeven 
d a t  5 b r o n v r i j  is.  Het g e v a l  d a t  d i v  2 < O i n  E gaat analoog.  

A l s  omgekeerd gegeven is ,  d a t  h e t  v e l d  d i v e r g e n t i e v r i j  i s ,  i s  h e t  
l i n k e r l i d  van (5 )  en dus ook h e t  r e c h t e r l i d  a l t i j d  nul .  H i e r u i t  v o l g t  
nog n i e t  d a t  h e t  v e l d  b r o n v r i j  is,  want (5) g e l d t  a l l e e n  voor d i e  ge- 
s l o t e n  oppervlakken waarvan h e t  binnengebied gehee l  i n  h e t  ve ld  l i g t .  
Ne geven een f y s i s c h  voorbeeld,  waa ru i t  b l i j k t ,  d a t  e r  moei l i jkheden 
kunnen optreden.  

Vb.5 We beschouwen h e t  e l e c t r i s c h  v e l d  van een pun t l ad ing ,  o f ,  hetgeen 
op h e t z e l f d e  neerkomt, h e t  g r a v i t a t i e v e l d  van een massapunt. De veld- 
s t e r k t e  i n  een pun t  i s  g e r i c h t  l a n g s  de v e r b i n d s l i j n  met de punt iad ing  
en i s  omgekeerd evenredig  met he t  kwadraat van de  a f s t a n d  t o t  de l ad ing .  
S t e l  d a t  de pun t l ad ing  i n  de oorsprong van h e t  c o ö r d i n a t e n s t e l s e l  z i t .  
Dan h e e f t  h e t  v e l d  de gedaante  

- E =.(:, S I  %) met c o n s t a n t e  c en r = v v .  
r 3  r 3  

D i r e c t e  v e r i f i c a t i e  l e e r t ,  d a t  d i v  E = O. I n  de oorsprong i s  E n i e t  ge- 
d e f i n i e e r d .  We nemen a ls  g e s l o t e n  oppervlak de eenheidsbol  met middel- 
punt i n  de oorsprong. I n  h e t  punt ( x , y , z )  op deze b o l  is r = 1 en - n = 
= (x ,y ,z ) ,  dus (E, 0) = c en 

i e d  v 

~~ 

2a 

(E, n ) d a  = c [ d<p j. s i n e  dB = 4xc . 

I Het v e l d  is dus n i e t  b r o n v r i j :  i n  h e t  binnen 

S o : o  

I ouuerv lak  i s  h e t  v e l d  n i e t  o;eral Redef in iee  
h !n 

3.  Voor een ge opper- 
v& d a t  de Oorsprong n i e t  i n  zijn-inwendige beva t ,  is  de corresponderende 
in t eg raa l  w e l  nu l .  

We v e r g e l i j k e n  de s i t u a t i e  i n  d i t  voorbeeld nog even met d i e  i n  
voorbeeld 3. Voor h e t  v e l d  i n  voorbeeld 3 g e l d t  nu ook d i v  = O; d i t  
v e l d  i s  e c h t e r  bovendien b r o n v r i j ,  want a ls  een g e s l o t e n  oppervlak de 
z-as n i e t  s n i j d t ,  h e e f t  ook h e t  binnengebied n i e t s  met de z-as gemeen, 
zodat  nu op i e d e r  g e s l o t e n  oppervlak de  formule van Gause kan worden toe-  
gepas t .  Aan de andere  kan t  g e l d t  i n  voorbeeld 5 d a t  r o t  5 = 2; d i t  ve ld  
i s  bovendien c o n s e r v a t i e f ,  omdat i e d e r e  g e s l o t e n  kromme, d i e  n i e t  door 
O gaat, als randkromme op t e  va t ten  i d  van een opperv lak ,  d a t  n i e t  door 
O gaat, zodat  op i e d e r e  g e s l o t e n  kromme de formule van Stokes kan worden 
toegepas t .  

U i t  de formule van Stokes hebben w e  geconcludeerd,  d a t  een ve ld ,  d a t  
een v e c t o r p o t e n t i a a l  b e z i t ,  b r o n v r i j  I s  e n  u i t  de formule van Gauss, d a t  
een b r o n v r i j  v e l d  d i v e r g e n t i e v r i j  is. Door combinat ie  van deze r e s u l t a t e n  
vinden w e ,  d a t  u i t  - b = r o t  - a v o l g t  d a t  d i v  b = O, dus de formule 

d i e  door d i r e c t e  berekening  ook makkel i jk  t e  v e r i f i ë r e n  is. 
d i v  r o t  5 = O, 
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- K. Slotopmerking. 

B i j  de a f l e i d i n g  van de i n t e g r a a l s t e l l i n g e n  hebben we steeds g e ë i s t ,  
d a t  de optredende oppervlakken en krommen d i f f e r e n t i e e r b a r e  parameter- 
v o o r s t e l l i n g e n  b e z i t t e n .  Deze e i s e n  kunnen wel wat verzwakt worden, 
zonder aan de ge ld ighe id  van de i n t e g r a a l s t e l l i n g e n  afbreuk  t e  doen. In  
krommen mogen h i e r  en  daar  wel hoeken z i t t e n  en i n  oppervlakken scherpe 
kanten.  

B . 3  Loepassingen. De formules van Green. 

- A. Betrekkingen tu s sen  vec to rope ra t i e s .  
I 

De i n  de vor ige  paragraaf  behandelde i n t e g r a a l s t e l l i n g e n  hebben h e t  
be lang  van g r a d i ë n t ,  r o t a t i e  en d i v e r g e n t i e  i n  h e t  l i c h t  g e s t e l d .  We 
behandelen daarom nu enkele  formules,  d i e  op deze grootheden be t rekking  
hebben. 

A l l e r e e r s t  nog i e t s  over de n o t a t i e .  In plaats van grad cp s c h r i j f t  

men ook wel vcp, waarb i j  v a l s  een symbolische v e c t o r  (ax , - , E )  wordt 

opgevat. Van deze symbolische vec to r  vormen we nu h e t  inwendige product 

+ - = d i v  5. Evenzo kan men met een vec torve ld  5: (VI 5 )  = + - 
h e t  vec torproduct  v x vormen, hetgeen j u i s t  r o t  a b l i j k t  t e  z i j n .  De 
n o t a t i e s  (V, 5 )  voor d i v ’ a  en v x a voor r o t  a woraen v e e l  gebru ik t .  

We gaan nu h e t  e f f e c t  na van h e t  na elkaar-ui tvoeren van twee van de 
o p e r a t i e s  grad, r o t  en div.  H i e r b i j  moeten we bedenken, d a t  grad op een 
s c a l a r  en r o t  en d i v  op esn vec to r  werken en dat grad en r o t  een vec to r  
en û i v  een s c a l a r  opleveren.  D i t  g e e f t  de volgende mogelijkheden van 
samens te l l ing :  
rot grad ip, d i v  grad  ip, r o t  r o t  5 ,  d i v  r o t  - a,  grad d i v  5. 

a a a 
O Y  

a a al a a2 
a y  az 

Twee van deze z i j n  i n  de vor ige  pa rag raa f  a l  a ls  n u l  ges igna leerd :  

(1) r o t  g rad  cp = 2. 
(2) d iv  r o t  - a = O. 

Verder h e e f t  men voor d i v  grad een a p a r t  symbool A ingevoerd: 

(3) Acp = d i v  grad cp = *+a’(p+a’ce* 
0x2 ay2 az2 

Deze ope ra to r  A laat  men ook op een  vec to rve ld  a werken met als 
resultaat  een vec torve ld  waarvan d e  componenten o n t s t a a n  door A op 
de overeenkomstige Componenten van 5 t e  l a t e n  werken: 

(4) A &  = ( A  al , A a2 ,  A a3 1. 

Tussen de overgebleven u i t d r u k k i n g e n  b e s t a a t  nog de volgende 
be t rekking:  
grad d i v  - a = r o t  r o t  a + A 2. ( 5 )  

We beschouwen om d i t  t e  bewijzen, de e e r s t e  component van r o t  r o t  2: 

.a2 a- a2 4 a2 a. a2 a. ( V >  v )  = A 
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= -  1 ax 

hetgeen de e e r s t e  component van grad  d i v  5 - A 5 is. De andere compo- 
nenten gaan analoog, hetgeen t o t  (5) l e i d t .  

Verder z i j n  e r  nog verbanden t u s s e n  r o t ,  grad en d i v  en de a lgebrarsche  
vec to rope ra t i e s .  We noemen de volgende betrekkingen:  

3 9  ,e! I 2_1.f3w 
a x  3 7  a2 ( 6 )  grad (cpq) = cp grad Cp + J> gradcp. = 

( 7 )  r o t  (va) = cp r o t  + (grad cp)x 5. 
(8) 
(9)  

b l i j k t  de o p e r a t i e  A verwisse lbaar  t e  z i j n  met grad,  r o t  en div:  

d iv  

d iv  (axb) - -  = (2,  r o t  5) - (5, r o t  b).  
De ge ld ighe id  h ie rvan  is zee r  eenvoudig t e  v e r i f i ë r e n .  Ten s l o t t e  

(cp:) = Q d iv  - a + (grad cp, a). 
I 

( I O )  grad Acp = A gradcp . 
(11) r o t  ha = h r o t  5. 
(12) d iv  A Z  = A d iv  5. 

Men k r i j g t  ( I O )  door L (5) 5 = grad  cp t e  s ? l l e n  en ( 1 )  en ( 3 )  t e  
gebruiken. Men k r i j g t  (12) door op (5)  l i n k s  on r e c h t s  d i v  t o e  t e  passen 
en (2 )  en ( 3 )  t e  gebruiken. Voor (11) vervanet  men e e r s t  i n  (5 )  5 door 
r o t  - a en gebru ik t  (2): 

vervolgens p a s t  men op ( 5 )  l i n k s  en r e c h t s  r o t  toe  en gebru ik t  (1): 

- O = r o t  r o t  r o t  5 + A  r o t  a ; 

O = r o t  r o t  r o t  5 + r o t  h 5. - 
Door combinatie v indt  men (11). 

- ñ. De d r i e  formules van  Oreen. 

We behandelen nu en ige  toepassingen van de i n t e g r a a l s t e l l i n g e n .  
Neemt men i n  de formule van Gauss a = grad 'pi dan komt e r  

f A cp d r  = J(grad Q ,  

G S 
do. 

H ie r in  is (grad c p ,  0 )  de r i c h t i n g s a f g e l e i d e  van cp i n  de r i c h t i n g  van 

n $  deze wordt de normale a f n e l e i d e  van cp genoemd en met 

We vinden dus 
aangeduid. a n  - 

G s 
We passen nu de formule van Gauss toe met 

i s  d i v  ( c p  grad 9) = ? A $ +  (grad 'p, grad  Ip), dus 
= cp grad Cp. Volgens (8)  

( e e r s t e  formule van Green). 

Door he t ze l fde  met a = $ grad Q t e  doen en af te  t rekken v indt  men - \ \  (15) (+Au, -cpAIp)d.r = j(p, 8 - c p %  da (tweede formule van Green). 

G S ~- 
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We gaan nu een s p e c i a l e  keuze voor 4 doen en wel één waarvoor A $  = O. 
We wi l l en  een d e r g e l i j k e  4 hebben, d i e  a l l één . a fhang t  van de a f s t a n d  

t o t  een v a s t  punt  E. S t e l  r = V í x - p l  l a  + (y-p2 

+ ( X I  = f ( r ) .  Nu is - = - -. ax r 

2 2 + (z-p,) ' en 
"-P1 CX-P1 ) 

r '  
ar dus & = % . ax d r  

(X-P1 l2 . D i f f e r e n t i ë r e n  n a a r  y en z (x-p, df 1 df . -- + - . - - - --fl - 
d r  r d r  2 ax2 dr2 r 2  

d2f  + . 2 S t e i l e n  we nu A y  = o, gaat  analoog. Zo vinden w e  A$ = - d r  r .  
d r 2  n 

0 2  

+ 7 .  dan h e e f t  de D.V. voor f ( r )  als  algemene op loss ing  f ( r )  = C, 

Kies t  men de op loss ing  J, = 1, dan k r i j g t  men b i j  i n v u l l e n  i n  (15) weer 

(13) t e rug .  We beschouwen nu J, = - : deze f u n c t i e  vo ldoet  aan  A $  = O, 

maar is i n  h e t  punt E n i e t  gede f in i ee rd .  Al le  moei l i jkheden  kunnen we 
ontgaan door h e t  punt E gehee l  b u i t e n  h e t  gebied G (dus ook n i e t  op S) 
t e  kiezen.  Dan komt e r  

1 
r 

G S 

We beschouwen nu h e t  geva l ,  d a t  2 binnen  G l i g t  (E OU S beschouwen 
.we n i e t ) .  I n  d a t  geva l  i s  de in t eg rand  i n  h e t  l i n k e r l i d  van (15) n i e t  
ove ra l  gede f in i ee rd ;  We redden ons nu door een k l e i n  b o l l e t j e  B met 
straal p en middelpunt E u i t  h e t  gebied G weg t e  l a t e n .  D i t  h e e f t  t o t  
gevolg,  d a t  i n  h e t  l i n k e r l i d  van (15) over  een k l e i n e r  gebied G' gein te-  
g ree rd  wordt: i n  h e t  r e c h t e r l i d  van (15) komt e r  een term b i j ,  doordat 
h e t  oppervlak R van de u i tgesneden  b o l  nu ook rand  van h e t  gebied G' is. 

Op R is J, e c h t e r  c o n s t a n t ,  $ = - : verde r  i s  de normaal 1. g e r i c h t  langs 
a 1 de s t raal  n a a r  E en wel naa r  binnen. H i e r u i t  vo lg t  d i r e c t  d a t  8 = - 

P2 
(immers kk = - 1 , hetgeen de a f g e l e i d e  is i n  de r i c h t i n g  van de van E 

afwijzende v o e r s t r a a l ) .  Zo vinden w e  

1 
P 

a r  r2 

We w i l M n  '$u p naar  n u l  l a t e n  naderen. Als we 2 con t inu  veronder- 

s t e l l e n  i# &# geke r  een cons t an te  K > O zodat 121 < K ,  dus 

I % dol 4 K Jdo.= K. opp. R = 47rKp2. D i t  g e e f t  l i m  da = O. 
P 

R R P ' O  R 
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Omdat cp cont inu  is i s  l i p  - cp (E) I < c op R t e  k r i j g e n  door p voldoende 
k l e i n  t e  k i ezen ,  dus 

( c p  - cp (E) 1 da da = 4xc. Verder i s  

Het l i n k e r l i d  na'dert dus ook t o t  een  l i m i e t  voor p-O; deze l i m i e t  

noemen we ,f? d7. D i t  i s  een o n e i g e n l i j k e  i n t e g r a a l ,  omdat 2 binnen G 

l i g t ;  de be t eken i s  van deze i n t e g r a a l  i s  j u i s t  de h i e r  ui tgevoerde 
l imietovergang.  Zo vindeil we 

G 

Het i s  de gewoonte om i n  deze formule de E nu v e r a n d e r l i j k  t e  maken 
en g e l i j k  aan 5 t e  s t e l l e n .  De g roo the id  r wordt dan de a f s t and  tussen 
twee v a r i a b e l e  punten. waarvan h e t  ene,  h e t  voormalige punt 2, het  
veldpunt genoemd wordt; h e t  andere punt is h e t  a l s  i n t e g r a t i e v e r a n d e r l i j k e  
fungerende punt van G of S, h e t  i n t e g r a t i e p u n t .  Als men a l l e s  i n  compo- 
nenten u i t s c h r i j f t ,  moeten deze punten v e r s c h i l l e n d  worden aangeduid, 
bv. door aan de componenten van h e t  i n t e g r a t i e p u n t  accenten t e  hangen: 
X I ,  y l ,  21. 

Een s p e c i a a l  geva l  van (17) o n t s t a a t  door voor G de b o l  B(P) met 
middelpunt i n  h e t  veldpunt en straal p t e  nemen; h e t  randoppervlak i s  h e t  

' (de normaal w i j s t  boloppervlak S ( p ) .  Op S(p) g e l d t  nu ; = - en an = - - 
naar b u l t e n ) ,  hetgeen cons tan ten  z i j n .  Zo k r i j g e n  we 

1 
1 1  aF 

P pz 

Op de middels te  term passen we (13)  t o e ;  zo vinden we 

- C. Harmonische f u n c t i e s .  

Een b e l a n g r i j k e  toepass ing  vinden bovenstaande formules i n  de 
p o t e n t l a a l t h e o r i e .  Deze bes tudee r t  op loss ingen  van de po ten t i aa lve r -  
g e l i  j k i n g  

de oplossingen heten harmonische f u n c t i e s .  U i t  (13)  v o l g t ,  d a t ,  a l s  cp 
harmonisch I s  in h e t  binnengebied van he t  g e s l o t e n  oppervlak S, dan 

Acp = O; 
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Neem nu i n  (14) J, = 'p en Acp = O ;  d i t  g e e f t  voor harmonische f u n c t i e s :  

S t e l  nu d a t  de harmonische f u n c t i e  'p i d e n t i e k  nu l  i s  op S. Dan i s  
h e t  r e c h t e r l i d  e n d u s  ook h e t  l i n k e r l i d  van (20) nul .  Daar Ig rad  ' p i 2  3 0  
v o l g t  h i e r u i t ,  d a t  g r a d  cp = 2 o v e r a l  i n  G ,  dus 'p cons tan t .  Daar 'p = O 

. op S, is  deze constante  nu l  en dus 9 = O o v e r a l  i n  G. 

o'p S overeenstemmen, ze  ook i n  G overeenstemmen. Immers. 'p, - 'p 1 s  ook 
. D i t  h e e f t  t e n  gevolge, . d a t ,  a l s  twee harmonische f u n c t i e s  cp en 'p, . ,  
een harmonische f u n c t i e ,  d i e  i d e n t i e k  n u l  i s  0 p . S  en dus i n  d.  . *  

Een harmonische f u n c t i e  i n  een gebied G is dus door z i j n  waarden 'op ! 

de .rand S van G geheel  Vastgelegd. ! 
Hieru i t  vo lg t  nog n i e t ,  da t  h e t  gedrag van 'p op S wi l leke 'ur ig  kan i 

worden voorge8chreven. Het probleem om b i j  een gegeven f u n c t i e  cp op S 
een harmonische f u n c t i e  i n  G t e  vinden, d i e  op S met cp overeenstemt,  i s .  

van de p o t e n t i a a l t h e o r i e ) .  W i j  hebben h i e r  dus aangetoond, da t  d i t  
v e e l  m o e i l i j k e r  en wordt  h i e r  n i e t  besproken ( ee r s t e '  randwaardeprobleem > 

probleem n i e t  meer dan één oploss ing  kan hebben. , 

S t e l  nu d a t  2 i d e n t i e k . n u 1  i s  op S; dan v o l g t  h i e r u i t  op dezelfde 

wi,jze als hierboven, d a t  cp cons tan t  i s  i n  G. D i t  h e e f t  t e n  gevolge da t  

a l s  voor twee harmonische f u n c t i e s  'p, e n  'p, g e l d t ,  d a t  1 = - op S, 

" . ' p i  en 'p, s l e c h t s  een cons tan te  C v e r s c h i l l e n :  'p, = 'p, + C. D i t  bewi j s t  

acp acp 
an an 

men weer door 'p, - cp, t e  beschouwen. 

op de rand S van G op een a d d i t i e v e  cons t an te  na  Vastgelegd. 

d i t  i s  z e l f s  zeker n i e t  zo wegens (19). Het probleem om 'p t e  vinden i n  G 

b i j  gegeven 2 o p  de rand hee t  h e t  tweede randwaardeprobleem van de 
po ten t i aa l theo r i e .  

Een harmonische f u n c t i e  i n  een gebied  is door z i j n  normale a f g e l e i d e  

Hie ru i t  v o l g t  n i e t ,  d a t  -e op S w i l l e k e u r i g  kan worden voorgeschreven; an 

D a t  een harmonische f u n c t i e ,  a l s  'p en  Oe beide  op S gegeven z i j n ,  

i n 'G  vastgelegd is, volg t  d i r e c t  u i t  de derde formule' van Green, d i e  
e r  voor harmonische f u n c t i e s  als Volgt u i t z i e t  

an 

S 

Pas t  men (18)  toe  op een harmonische f u n c t i e ,  dan v indt  men 

Daar 4rcpzjuist  de oppervlakte  van S ( p )  i s ,  kunnen we (21) opvat ten 
als h e t  gemiddelde van cp over S(p) .  Een harmonische f u n c t i e  is i n  een 
punt dus g e l i j k  aan h e t  gemiddelde van deze f u n c t i e  over h e t  oppervlak 
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van een b o l  met d a t  punt a l s  middelpunt. H i e r u i t  v o l g t ,  d a t  een f u n c t i e  
d i e  harmonisch i s  i n  een gebied G met rand S, n i e t  maximaal of m i n b a a l ,  
kan z i j n  i n  he t  inwendige van G,  maar a l l e e n  op de rand S, behalve i n  
h e t  t r i v i a l e  u i tzonder ingsgeval  d a t  de f u n c t i e  c o n s t a n t  is. Immers a l s  
we een maximum i n  een punt E van G hebben i n  de omgeving waarvan de 
f u n c t i e  n i e t  cons tan t  i s ,  dan wordt de f u n c t i e  daar  dus k l e i n e r  dan i n  E- 
De i n t e g r a a l ,  i n  h e t  r e c h t e r l i d  van (21)  wordt dan ook k l e i n e r  dan '+'(E)* 
als men E als middelpunt van S(p)  k i e s t ,  hetgeen een  c o n t r a d i c t i e  OP- 
l e v e r t .  Analoog met een minimum i n  p l a a t s  van een maximum. 

- D. Vergeli.jking van Poisson. 

I n  voorbeeld 5 van paragraaf  2 is h e t  e l e c t r i s c h  veld van een punt- 
l a d i n g  beschouwd. Voor d i t  ve ld  b l e e k  t e  gelden d i v  - E = O. Verder hee.ft 

C d i t ' v e l d  een p o t e n t i a a l  (p = - ; ( z i e  voorbeeld 3 i n  paragraaf  1 van 

hoofdstuk IV). U i t  g rad  (p = E en d i v  5 = O volg t  AQ = O ,  hetgeen geen 
'; 
i 

1 
r nieuw r e s u l t a a t  is, want - is al a ls  harmonische f u n c t i e  ges igna leerd .  

Het gevonden r e s u l t a a t  g e l d t  e c h t e r  i n , e e n  algemenere s i t u a t i e  dan b i j  
een punt lading.  Ook b i j  andere s t a t i s c h e  l ad ingsve rde l ingen  g e l d t  voor 
een ru imtes tuk  waar geen l a d i n g  aanwezig i s ,  d a t  d i v  E = O en da t  E 
een p o t e n t i a a l  h e e f t ,  d i e  dan n a t u u r l i j k  wederom een harmonische fÜnctie 

In  een . .gedee l te  van de  ru imte ,  waar cont inu  verdee lde  l a d i n g  aanwezig 
i s  ( l ad ingsd ich the id  p ) ,  wordt d iv  E = O vervangen door d i v  E = 4 r p .  
Ook dan nog b e z i t  E een p o t e n t i a a l  Q ,  d i e  voldoet  aan de v e r g e l i j k i n g  
van Poisson A<p = 4 n p .  Det brengt  one e r t o e  ook deze v e r g e l i j k i n g ,  
waarb i j  p een gegeven s c a l a r v e l d  i s ,  t e  beschouwen.,Dat deze voor een 
gegeven ve ld  p een op loss ing  b e z i t ,  z u l l e n  we n i e t  bewi jzen;  he t  b l i j k t  
onder zekere netheidsveronderstellingen voor p wel zo te z i j n .  Nemen we 
d i t  e c h t e r  aan, dan kunnen we makkel i jk  een op loss ing  aangeven. We passen 
op een of  andere op loss ing  ip van de v e r g e l i j k i n g  van Poisson de derde 
formule van Green toe ,  hetgeen h e t  volgende r e s u l t a a t  l e v e r t :  

, ,  

is. 4 

I Omdat ; een harmonische f u n c t i e  I s ,  is ook 

1 

O') da een harmonische f u n c t i e :  bedenk d a t  i n  deze @äñ 
1 S 

integraal  a l leen  ;van h e t  veldpunt  afhangt .  H i e r u i t  v o l g t  d i r e c t  dat  

ACp = A (- Je d r ) ,  zodat'we de op loss ing  - l$ d r  van de v e r g e l i j k i n g  

G 
van Poiseon gevonden ebben. Men zou nu kunnen denken, d a t  we a c h t e r a f  
wel kunnen v e r i f i e r e n  o f  deze inderdaad aan de v e r g e l i j k i n g  van Poisson 
voldoet ,  waardoor we ons zouden hebben losgemaakt van de a p r i o r i  ver-  
o n d e r s t e l l i n g ,  d a t  deze v e r g e l i j k i n g  een op loss ing  Cp b e z i t .  D i t  b l i j k t  
e c h t e r  n i e t  mee t e  v a l l e n ,  omdat de i n t e g r a a l  o n e i g e n l i j k  is i n  h e t  
veldpunt ,  waardoor d i f f e r e n t i ë r e n  naar  h e t  veldpunt  zee r  omzichtig d i e n t  
t e  geschieden. 

r 
G h -  



V.27 

- E. Funct ie  van Green. 

f u n c t i e s  nemen, dan k r i j g e n  we 
A l s  we i n  de tweede formule van Green voor cp en (I, beide  harmonische 

We beschouwen,nu de derde formule van Green voor harmonische cp. De 

term i n  h e t  r e c h t e r l i d  m e t  2 wi l l en  we proberen weg t e  werken. D i t  zou 
op grond van (22)  lukken a l s  we een f u n c t i e  $ kunnen vinden, d i e  harmo- 

1 
n isch  i s  i n  G en waarvoor $ = - op S g e l d t .  Let wel da t  deze f u n c t i e ,  r 
evenals  r, van veldpunt en i n t e g r a t i e p u n t  a fhangt .  Voor een d e r g e l i j k e  
f u n c t i e  g e l d t  dan 

. 
S S 

dus de derde formule van Green wordt 

Als dus $ gevonden is, i s  hiermee cp i n  h e t  veldpunt  u i tged ruk t  i n  cp 

op de rand (au's kennis  van 9 is n i e t  meer nodig) .  an 1 De f u n c t i e  - $ = w noemt men nu f u n c t i e  van Green behorende b i j  het 

gebied G. Deze h e e f t  de eigenschappen n u l  t e  z i j n  op de rand S van G. 
harmonisch t e  z i j n  i n  G ,  behalve i n  h e t  ve ldpunt ,  waar w n i e t  gedef in ieerd  

is; evenwel is w - - wel gede f in i ee rd  en harmonisch i n  he t  veldpunt.  

Kennis van de f u n c t i e s  van Green voor a l l e  veldpunten van G l e i d t ,  met 
behulp van (231, t o t  op loss ing  van h e t  e e r s t e  randwaardeprobleem van de 
p o t e n t i a a l t h e o r i e .  Men bedenke d a a r b i j ,  d a t  de bepa l ing  van $(waardoor 
w ook v a s t l i g t )  neerkomt op h e t  op lossen  van een s p e c i a a l  geva l  van h e t  
e e r s t e  randwaardeprobleem. We gaan h i e r  n i e t  ve rde r  op i n .  

1 
r 

3.4 Transformatie  van coördinaten.  

De v e c t o r o p e r a t i e s  grad ,  r o t  en d i v  z i j n  zo b e l a n g r i j k ,  d a t  we h i e r -  
voor ook formulee wi l l en  hebben als w e  n i e t  me; gewone r e c h t l i j n i g e  r ech t -  
hoekige coördinaten werken, maar met andere c o o r d i n a t e n s t e ì s e ï a  zoals 
bolcoörd ina ten  of c i l i nde rcoörd ina ten .  

We beschouwen dus een coörd ina ten t r ans fo rma t i e  

, of 5 = x(E), d i e  we tweemaal d i f f e r e n t i e e r b a a r  met I x = x(u,v,w) 
y = y(u,v,w) 
e = Z(U,V,W) 

continue p a r t i ë l e  a fge le iden  van de tweede orde  ve ronde r s t e l l en .  We maken 
e c h t e r  nog eon v e r o n d e r s t e l l i n g ,  n l .  d a t  de coord ina ten  ut v, I r e c h t s  
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orthogonaal zijn. We kunnen dit zo uitdrukken, dat in ieder punt de 

drie vectoren - - - twee aan twee loodrecht zijn en in de hier 
gegeven volgorde een rechts stelsel vormen. Iets meetkundiger kunnen we 

dit als volgt uitdrukken. De vector - geeft de richting van de raaklvn 
aan de kromme, die ontstaat door v en w conbtant te nemen. Zulke krommen 
heten parameterkropen van het coördinabenstelsel. In elk punt zijn er 
drie: v en w constant, w en u constant, u en v constant. Geëist wordt nu. 
dat in ieder punt deze drie parameterkrommen loodrecht op elkaar staan. 

ax ax ax - 
a u  i av i aw 
- - 

ax 
au 

Bij bolcoördinaten klopt dit inderdaad, want 8 en cp constant zijn 
halve lijnen uit de oorsprong,cp en r constant zijn halve cirkels met 
middelpunt in de oorsprong en middellijn langs de z-as, r en 0 constant 
zijn cirkels evenwijdig met het (x,y)-vlak en met middelpunt op de z-as. 
In elk punt staan de drie krommen van elk soort loodrecht op elkaar. 
Men kan het ook formeel narekenen: 
ax / ein e COS cp \ a x  1 r COS e COS cp \ ax 1- r sin e sin cp\ ) . G =  - \ 

sin 8 sin cp , äìj = r cos û sin cp J 7 - r sin 0 O 
- - =  ar cos e 

Deze vectoren zijn inderdaad twee aan twee loodrecht. Verder vormen 

ze in de volgorde - - - een rechts stelsel, hetgeen men bv. veri- 

fiëren kan door na te gaan dat - X - een positief veelvoud van - is 
(het is trouwens ook meetkundig in te nien). 

Ook bij cilindercoördinaten klopt het; het stelsel is rechts als we 
de volgorde r ,  cp, z nemen. 

ax ax ax 
ar oe ’ acp ax ax - - ax 

a r  oe . acp 

ax ax OX 

au * ’ ow 2 zijn nu onderling loodrecht, maar het 
- De vectoren - 

behoeven geen eenheidsvectoren te zijn. De lengtes van deze vectoren 
heten schaaifactoren: 

Voor de bolcoördinaten zijn deze schaalfactoren 
h, = 1, h, = r, hl =‘r sin 8 ;  

voor de cilindercoördinaten luiden ze 
h, = 1, h = r, h, = 1. a 

We trekken noK enige conclusies uit de orthogonaliteit. Hieruit volgt - - 
ax - ax ax ax - ax ax 

- h -  Omdat a w  * dus - X  - - au av dat a; X dezelfde richting heeft als - a w  * 
het stelsel rechts is, is A > O. Neemt men nu hiervan de lengte, dan ie 
h, h, = Ah,. Hieruit volgt de derde van de volgende drie gelijkheden 
(de andere gaan analoog): 



Omdat het stelsel rechts is, is deze positief en verder gelijk aan de 
inhoud van het door de drie vectoren opgespannen parallelepipedum. 
Omdat de vectoren echter loodrecht zijn wordt dit eenvoudig: 

- 

. Als.er nu een vectorveld 5 gegeven is, dan gaan we dit in een bepaald 
punt nget, ontbinden in zijn gewone rechthoekige componenten a, ,  a,, a, 
maar nu op een wijze die aangepast is aan de nieuwe coördinaten: we nemen 

de projecties op de vectoren - Gebruik makend van de schaal- 
ax - ax ax 
au aV 

factoren hl, hz, h,  komen we dan tot de definities: . 
. ax 1 ax I a. x 
(51 e); a = - (5, G ) ~  aw = - (E, 

h, .., h, .. 
Dit komt als volgt inderdaad op een Ontbinding neer. Als e, ,  e? ,  es 
eenheidsvectören zijn in de richtingen resp. van - , , dan is 

ax ax ax 
au ' aV 

+ a  e v E2 w -3' % = a  e + a  u -' 
We kunnen grad a nu direct in de nieuwe componenten ontbinden. 1 

1 ax I ' ( & - + & & + & -  ) = - -  I aa 
h, au = - (grad a, a; = - ax au ay au az au h, 4 (grad a)U 

en' analoog voor' v. en w. DUS : ,g 
r 

A 
nu over tot de rotatie en wel beginnen we met de u-component. 

f 
Bij de afleiding +.an de, formule van Stokes hebben we echter afgeleid .I 

, ', dat 

1 a a (rot alu = -( a; (h, aw) - - aw (ha ay) I * 
h2 hl 

Op analoge wijze vindt men 

i 



Past  men d i t  toe op bolcoörd ina ten ,  dan v ind t  men 

aae c o t  e 
' p '  

- + - a  1 
- r ae r s i n  e a, r 

aa - 2 2 2 -  

k 
L F 

De formules voor c i l i n d e r c o ö r d i n a t e n  kunnen met behulp van de algemene 
formule ook d i r e c t  opgeschreven worden. .. 1 -  !k 

' :$ Bovenstaande algemene formule l a a t  ook een meetkundige i n t e r p r e t a t i e  
toe.. De component ( r o t  

l imie t formule  ook t e  v e r k r i j g e n  door een k l e i n  v l a k j e  loodrecht  op de 

r i c h t i n g  van t e  nemen en daarop de formule van Stokes t o e  t e  passen. 

Op grond van de Or thOgonal i te i t  kunnen we h e t  v l a k  u = cons tan t  met een 
kroml i jn ige  %echthoek" gevormd door b i j  v en w behorende parameter- 
krommen gebruiken. Als de v e r s c h i l l e n  i n  v en w op de "evenwijdige" zijden 
van deze rechthoek AV en Aw z i j n  is de opperv lak te  van de rechthoek b i j  
benadering h $ A V  Aw. Op een r ech thoeksz i jde  w = cons tan t ,  is de tangen- 

t i ë l e  component van 

e c h t e r  b i j  een ve r sch i l l ende  waarde van w behoren en d i e  bovendien i n  
tegenges te lde  r i c h t i n g  doorlopen worden (aan een  f i g u u r  make men z i c h  
d i t  d u i d e l i j k ) .  De twee' i n t e g r a l e n  samen geven dus b i j  benadering een 

b i j d r a g e  - 

is  met de u i t  de formule van Stokes a fge le ide  

ax 

',; 

i &. ,:E j u i s t  av en de l e n g t e  hzAv, dus de l i j n i n t e g r a a l  

b i j  benadering h2aV AV. Er z i j n  twee evenwijdige rechthoeksz i jden  d ie  < 

$ 

a '4 
>'  

(h,av) AV A r .  Dat h i e r  een minteken komt, z i e t  men aan een .. 
f iguur ;  men bedenke d a t  u,  v ,  w een r e c h t s  s t e l s e l  vormen. Op analoge 
wijze v i n d t  men een b i j d r a g e  van de r ech thoeksz i jden  v = cons tan t ,  

/> 

d i e  6 
b i 3  benadering gel i jk  is aan a ($aw)  A w  A V ,  Deel t  men h e t  . t o t a a l  door 

de oppervlakte  van de rechthoek ,  dan komt e r  j u i s t  
av 

De a.idere componenten worden op analoge wi jze  behandeld. 

i 
:e 

de d i v e r g e n t i e  komen. We nemen een "rechthoekig blok",  d a t  parameter- !e 

,E-! 
we Au, AV, Aw, dan is de 'inhoud van h e t  b lok  b i j  benadering g e l i j k  aan T .  Ii 

: ,i  

'7 
'L Gp een s o o r t g e l i j k e  meetkundige wi jze  kunnen we t o t  een formule voor 

krommen als r ibben  h e e f t .  'De optredende v e r s c h i l l e n  i n  u, v en w s t e l l e n  
4 

h,h2$Lu AV Aw. Om nu de formule van Gauss t e  kunnen toepassen moeten we 

'! de. opperv lak te- in tegra len  over de zes  z i jv l akken  u i t rekenen .  We nemen 
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! 

e e r s t  de twee z i jv lakken  u = c o n s t a n t .  De normale component van a is 
daar  au en de oppervlakte  b i j  benadering h2h,Av A w ,  dus de i n t e g r a a l  

b i j  benadering h2h3aU A V  A w ;  b i j  h e t  z i j v l a k  d a t  b i j  de k l e i n e r e  u-waarde 

behoort  moet d i t  nog van een minteken worden voorzien: de twee u i tdruk-  
kingen behoren bovendien b i j  v e r s c h i l l e n d e  waarden van U. Samen geven ze 

dus b i j  benadering au (4 h,au) A V  An Au. De andere z i jv lakken  behandel t  

men op analqge wijze.  Deel t  man nu nog door de inhoud, dan v ind t  men 
voor de d i v e r g e n t i e  de volgende formule: 

a 

Deze formule kan ook s t r e n g  worden bewezen, a ls  men gebruik maakt ': 

van de volgende i d e n t i t e i t  voor d r i e  vec toren  E, 9, 
l i n e a i r e  a fbee ld ing  A: 

(A& g x f) + (Ag ,  EX 2 )  + (Ar, E x 9) = (a, + aZ2 + as ) D(2. g, E); 

i n  it3 en een 

h i e r i n  z i j n  al, , a Z 2 ,  a,3 elementen van de matrix van A. S t e l t  men 

h i e r i n  E = 2 

en ( 2 ) .  dan v i n d t  men de formule voor d i v  a. We voeren d i t  n i e t  u i t .  

d= 
A = - en maakt men gebru ik  van (1) ax ax a!! 

a u , 9 = a g , r = -  o w  dx - 
- 

I n  bolcoörd ina ten  k r i j g e n  we 

i ' a  a a (ar ( + s i n  e a + (r s i n  e a,) + - (r a I ) =  
acp cp 

d i v  5 = r r ' s i n  e 

i n  c i l i nde rcoörd ina ten  

Door samens te l l ing  van de formules voor 
w e  een formule voor A : 

I n  bol- en c i l i nde rcoörd ina ten  g e e f t  
formules.  Bolcoördinaten: 

g r a d i ë n t  en d ive rgen t i e  k r i j g e n  

d i t  a l  van vroeger  bekende 

a (  1 a aa a ( r * s i n  û + ( s i n  e E) + - - Gs) 1 = (ar acp s i n  e acp Aa = 
r ' s i n  e 
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c i l i nde rcoörd ina ten :  

I We merken t e n  s l o t t e  nog op, d a t  de r e g e l  da t  men A 5  voor een vec tor -  
ve ld  a kan v e r k r i j g e n  door A op de a fzonde r l i j ke  componenten van % t o e  
t e  paËsen, i n  kroml i jn ige  or thogonale  coörd ina ten  niet meer opgaat.  Men 
kan e c h t e r  A s  u i t  de vorenstaande formules wel a f l e i d e n  door gebru ik  t e  
maken van de formule 

j: 

A %  = grad d i v  6 - r o t  r o t  5. 

&.5 

- A. S c a l a i r e  p o t e n t i a a l .  

De sca la i re  p o t e n t i a a l  en de v e c t o r p o t e n t i a a l .  

In  paragraaf  2 hebben we de volgende d r i e  u i t sp raken  b e t r e f f e n d e  
een vec torve ld  5 met e l k a a r  vergeleken.  

1' Het veld h e e f t  een p o t e n t i a a l ,  d.w.z. a = grad a. 
2' Het veld is c o n s e r v a t i e f ,  d.w.z. (5 ,  - t ) d s  = O voor i e d e r e  ges lo t en  

K 
kromme K i n  h e t  ve ld .  

3" Het ve ld  is r o t a t i e v r i j ,  d.w.z. ro t  5 = 2. 
We hebben a l  a f g e l e i d :  u i t  lo v o l g t  2" en u i t  2' vo lg t  3". Aan h e t  

voorbeeld van h e t  magneetveld van de oneindig lange  r e c h t e  stroomge- 
l e i d e r  hebben we gez ien ,  d a t  u i t  3' n i e t  2' hoe f t  t e  volgen. We z u l l e n  
nu aantonen d a t  1' u i t  2O vo lg t .  

We nemen dus aan ,  d a t  (5, t ) d s  = O voor i e d e r e  g e s l o t e n  kromme K i n  
K 

h e t  v e l d .  We nemen een v a s t  punt E i n - h e t  veld aan: een w i l l e k e u r i g  
punt - x verbinden we door een binnen h e t  veld verlopende kromme Kx met 

h e t  punt E. We denken ons deze kromme van p naar  doorlopen. De-integraal 

(5, 4 ) d s  hangt e c h t e r  a l l e e n  van 5 en n i e t  van de gekozen kromme af. 

Kx 
Nemen we n l .  nog een tweede d e r g e l i j k e  kromme K' en lopen we l a n g s  Kx 

van 2 naar 5 en langs  K I  
kromme doorlopen, waarlangs de i n t e g r a a l  n u l  is. De i n t e g r a l e n  over Kx 

en K I x  (be ide  van E naar 5 doorlopen)  z i j n  dus g e l i j k .  D e  ui tkomst  is- 

dus een f u n c t i e  van E: 

x- 
van 5 n a a r  E t e r u g ,  dan hebben we een ges lo t en  

X 
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I We z u l l e n  aantonen,  d a t  a ( x )  - de gezochte p o t e n t i a a l  is. We gaan daqrtoe 
aa 1 -u i t r ekenen .  Dic is l i m  - ( a ( x  + h ,  y ,  2 )  - a ( x ,  y ,  2) ) .  We bepalen h OX 

a ( x ,  y, z) met een kromme K x ;  a ( x  + h. y ,  z) bepalen we met een kromrie. 

d i e  o n t s t a a t .  door e e r s t  K te doorlopen en vervolgens evenwijdig n e t  de 

x-as van 5 = (x, y,  z) naa r  ( x  + h,  y ,  z ) .  I n  h e t  v e r s c h i l  

van de be ide  funct iewaarden v a l l e n  de i n t e g r a l e n  over  Kx tegen e lkhar  

weg. Als we even aannemen d a t  h > O ,  dan is l a n g s  de r e s t e r e n d e  i n t e -  
gra t ieweg 4 = ( l ,O ,O) ,  dus 

1 1 h ( a ( x  + h ,  y ,  z) - a ( x ,  y ,  z)) = 

Ook voor h < O i s  d i t  e c h t e r  j u i s t  omdat dan weliswaar t = (-1,g.O) en 
dus a, van een minteken wordt voorz ien ,  maar ook de i n t e g r a t i e g r e n z e n  
noeten worden verwisse ld .  A l s  we nu h t o t  n u l  l a t e n  naderen z ien  we 

d i r e c t  d a t  - = a,. Analoog.vinden we - = a,, - = 

h - 0  

- 
X 

x+h 
a , (C,  Y ,  z) dC. 

X 
' i  

a , ,  dus grad a = 5. 
aa aa aa 
ax ay az 

De p o t e n t i a a l  van een  ve ld  i s  op een a d 2 i t i e v e  c o n s t a n t e  n a  bepaald.  
De keuze, d i e  hierboven is gedaan, i s  dusdanig d a t  de p o t e n t i a a l  i n  3 
n u l  is. 

Ziermee hebben we dus gevonden, d a t  de beweringen 1' en 2' v o l l e d i g  
equ iva len t  z i j n :  u i t  1" vo lg t  2 O  e n  u i t  2' v o l g t  lo. 

We bescxouwen nu weer 3'. We hebben gezien,  d a t  u i t  3' n i e t  2' (en  
dus ook n i e t  1") vo lg t .  U i t  de formule van Stokes v o l g t  e c h t e r .  d - t ,  
a l s  3' g e l d t ,  de i n t e g r a a l  wel a u 1  is voor d i e  g e s l o t e n  krommen K ,  d i e  
randkrommen z i j n  van een binnen h e t  ve ld  ver lopend oppervlak. Als de 
meetkundige s t r u c t u u r  van het '  gebied ,  waar h e t  ve ld  gede f in i ee rd  i s ,  
dusdanig i s ,  d a t  i e d e r e  g e s l o t e n  kromme i n  d a t  gebied randkromme 
is  van een oppervlak,  d a t  binnen da t  gebied v e r l o o p t ,  dan vo lg t  u i t  
3 O  wel 2'. Een nader onderzoek van deze meetkundige s t r u c t u u r  voeren xe , ,  

n i e t  u i t .  We merken s l e c h t s  op, d a t  h e t  voor de gebieden,  die, door een 

D i t  h e e f t  t e n  gevolge,  d a t  ook i n  een w i l l e k e u r i g  gebied de z2.A i n  
b o l  of een kubus worden begrensd en ook voor de h e l e  ruimte j u i s t  i s .  i 

Orde i s ,  a l s  we ons t o t  een voldoend k l e i n e  omgeving van een punt E 
beperken;  m.a.w. a l s  w e  een l o c a a l  s tandpunt  innemen. ne formuleren d i t  
voor de overgang van 3 O  op Io: als  een ve ld  r o t a t i e v r i j  i s ,  h e e f t  he t  
l o c a a l  een p o t e n t i a a l .  D.W.Z. b i j  i e d e r  pcnt i n  h e t  v e l d  is e r  een om- 
geving, waar een p o t e n t i a a l  van h e t  ve ld  b e s t a a t .  Deze s i t u a t i e  i s  ana loos  
met d i e ,  welke we b i j  h e t  e x p l i c i e t  maken van i m p l i c i e t e  f u n c t i e s  hebben 
ontmoe t. 

i n t e g r a a l  doen, a. l s  we hierboven hebben gebru ik t .  We kunnen nu e c h t e r  
een s p e c i a l e  keuze voor de in t eg ra t i eweg  maken. Gm van (p, ,  p, , p,) naar  

(x ,  y ,  8 )  t e  gaan, gaan w e  e e r s t  evenwijdig mat de x-as van ( p , ,  p a ,  psi) 

naar (x ,  p 2 ,  p , ) ,  dan evenwijdig met de y-a.6 Van cx, p , ,  p , )  naar 

(x ,  y ,  p, )  en t e n s l o t t e  evenwijdig met de z-as van (x ,  y ,  p , )  naar 
( x ,  y ,  z). Het s p r e e k t  vanze l f ,  d a t  we a l l e e n  zeker  zijn d a t  d i t  l u k t  
a l s  ( x ,  y ,  z) voldoende d i c h t  b i j  (p , ,  p 2 ,  p,) l i g t ,  omdat we anders  de 

Het bepalen van de p o t e n t i a a l  kunnen we i n  d i t ,  geva l  met deze l fde  
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kans lopen,  d a t  'deze weg b u i t e n  h e t  ve ld  komt t e  l iggen.  De met deze 
weg corresponderende i n t e g r a a l  s c h r i j v e n  we nu zonder moeite op': 

I X V I. 1 

aa - = a , (x ,  Y ,  21.. az 

Het gevonden r e s u l t a a t  is een tegenhanger van de formule 
r o t  g r a d  a '= 2 .  Als nameli jk  . rot  - a = 2 ,  dan b e s t a a t ,  a l t h a n s  l o c a a l ,  
een s c a l a r v e l d  a ,  waarvoor 5 = g r a d  a .  Zulk een a kan met de formule 
(1 worden gevonden. 

Passen we bovenstaande formule t o e  op h e t  ve ld  - E = 

van voorbeeld 5 i n  paragraaf  2 ,  dan vinden we 

X V 
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+ C C - C + C = -  v w  Vp12 +p; +p; v- + v-- 
v- v-- v-' 

C = - -  O +  C + C - 

D i t  r e s u l t a a t  w a s  t e  verwa,:hten, omdat we a l  wis ten ,  da t  - - een 

p o t e n t i a a l  i s ;  deze i s  h i e r  met een dusdanige cons t an te  vermeerderd, 
d a t  de p o t e n t i a a l  nul is  i n  2. 

r 

We beschouwen nu h e t  veld H = -cy cx , O)' van voorbeeld 3 

i n  paragraaf  2. We weten h i e r ,  d a t  e r  geen over h e t  gehele veld ge- 
d e f i n i e e r d e  p o t e n t i a a l  b e s t a a t .  We bepalen nu de l o c a l e  oploss ing  met 
behulp van formule (1 ) : 

Pl P X = - c a r c t a n  - + c a r c t a n  - + c a r c t a n  $ - c a r c t a n  L. 
X pa Pa 

D i t  hangt n i e t  van z a f ,  evenmin a l s  h e t  gegeven veld H. We l a t e n  
daarom de derde component z maar helemaal weg en beschouwen h e t  r e s u l t a a t  
a l l e e n  i n  h e t  (x ,y)-vlak.  Dan i s  h e t  gegeven veld a l l e e n  i n  de oorsprong 
n i e t  gedef in ieerd .  We kiezen,  (p, , p a )  = ( O , l ) ,  dan i s  

a = -  c a r c t a n  x + c a r c t a n  5 - c a r c t a n  - . 1 
X 

De in t eg ra t i eweg  loop t  van (0 , l )  evenwijdig met de x-as naar  ( x , l )  en 
dan evenwijdig met de y-as naar (x,y). Alleen a l s  x = O, y 4 O loopt  
deze weg door O. De punten van de nega t ieve  y-as s l u i t e n  we dus u i t .  
Als we d a t  doen, moet bovenstaande formule een n e t t e  uitkomst voor de 
p o t e n t i a a l  geven. I n  de gevonden formule komt x i n  de noemer voor;  e r  I 

z i j n  dus moeili jkheden t e  verwachten als x = O. Neemt men e c h t e r  y > O i 

dan hebben $ en - he tze l fde  teken ,  dus  l i m  

omdat a r c t a n  en a r c t a n  - beide  naar  3 x  of be ide  naar - 3 x  convergeren, 

naar gelang x van de p o s i t i e v e  of de nega t ieve  kant  naar nu l  gaa t .  
Voor y < O loopt  d i t  n i e t  zo mooi. Nemen we x i  o dan g e l d t  b l i j k b a a r  
a -. - x c ;  voor x t  o vinden we a-.nc. B i j  h e t  passeren van de negat ieve 

e c h t e r  p r e c i e s  met h e t  i n  voorbeeld 3 van paragraaf  2 gevonden r e s u l t a a t ,  

eenhe idsc i rke l  (H, 1) de = 2 x c .  Begint men deze nu b i j  ( O , - l )  t e  
K 

doorlopen dan i s  de p o t e n t i a a l  b i j  terugkeer  i n  d i t  punt met 2 x  c toe-  
genomen en s p r i n g t  dus  b i j  ove r sch r i jden  van de nega t ieve  y-as met een 
bedrag - 2 x c .  

1 1 
( c  a r c t a n  $ - c a r c t a n  -) = O ,  X x - o  X 

1 
X 

y-as van l inks  naar  r e c h t s  maakt a een sprong van - 2 x c .  D i t  k lop t  nu 

d a t  b i j  h e t  eenmaal tegen  de w i j z e r s  van he t  uurwerk doorlopen van de 

I 

I 

I 



V.36 

- B. Vectorpoten t iaa l .  

We gaan nu over  naar  de v e c t o r p o t e n t i a a l .  I n  paragraaf  2 hebben we 
de volgende d r i e  u i t sp raken  b e t r e f f e n d e  een vec to rve ld  5 met e l k a a r  
vergeleken. 

1' Het veld h e e f t  een v e c t o r p o t e n t i a a l ,  d.w.z. 5 = r o t  2. 
2" Het ve ld  is b r o n v r i j ,  d.w.z. 

oppervlak S i n  he t  veld.  

(5 ,  - n )  d u  = O voor i e d e r  ges lo t en  
S 

3' Het ve ld  i e  d i v e r g e n t i e v r i j ,  d.w.z. d iv  - a = O. 

We hebben al a f g e l e i d :  u i t  1' v o l g t  2' en u i t  2' v o l g t  3". Aan h e t  
voorbeeld van h e t  e l e c t r i s c h e  veld van een pun t l ad ing  hebben we gez ien ,  
d a t  u i t  3' n i e t  2' h o e f t  te  volgen. H e t  i s  nu zo, d a t  1' u i t  2' volg t .  
We bewijzen d i t  h i e r  n i e t .  Er volg t  u i t ,  d a t  1' en 2' v o l l e d i g  equiva- 
l e n t  z i j n :  u i t  lo v o l g t  2' en u i t  2 O  v o l g t  lo. _. 

We hebben gez ien ,  d a t  u i t  3" n i e t  2" (en dus ook n i e t  1') vo lg t .  
U i t  de formule van Gauss vo lg t  e c h t e r ,  d a t ,  a l s  5' g e l d t ,  de i n t e g r a a l  
wel n u l  is voor d i e  ges lo t en  oppervlakken S, waarvan h e t  omsloten gebied 
geheel  binnen h e t  v e l d  l i g t .  Als de meetkundige s t r u c t u u r  van he t  gebied,  
waar he t  ve ld  gede f in i ee rd  is, dusdanig i s ,  d a t  b i j  i e d e r  ges lo ten  opper- 
v lak  binnen h e t  veld h e t  door d i t  oppervlak omsloten gebied ook binnen 
he t  veld l i g t ,  da? v o l g t  u i t  3' wel 2'. We z u l l e n  d i t  n i e t  nader onder- 
zoeken; we merken s l e c h t s  op, dat h e t  voor de binnengebieden van een b o l  
of  een kubus en ook voor de h e l e  ru imte  j u i s t  is. 

D i t  h e e f t  t e n  gevolge,  da t  de zaak ook in een w i l l e k e u r i g  gebied i n  
orde i s ,  als we weer een  l o c a a l  standpunt. innemen. Als een veld d iver -  
g e n t i e v r i j  is,  h e e f t  h e t  l o c a a l  een v e c t o r p o t e n t i a a l .  We z u l l e n  d i t  nu 
e x p l i c i e t  narekenen. 

Een v e c t o r p o t e n t i a a l  van een veld a is door 5 nog n i e t  vastgelegd.  
S t e l  r o t  b = 5 en rot 2 = a, dan i a  r o t  (5 - b )  = O. H i e r u i t  vo lg t ,  da t  
we b i j  een v e c t o r p o t e n t i a a l  a l t i j d  nog een r o T a t i e v r i j  ve ld  (dat i s  
l o c a a l  i e t s  van de vorm grad a) kunnen o p t e l l e n .  Hiervan kunnen we gebruik 
maken om t e  e i s e n ,  da t  voor een b met rot 2 = a de derde component 
b, = O, 

Gegeven is dus een ve ld  a m e t  d iv  5 = O. Gezocht b - met r o t  b = a, 
dus e x p l i c i e t  u i tgeschreven  

a 3 -  
ab, ab2  ab, a bZ Ob, - ay - - a s  = 81 ' - al: - a x  - = a z 9  ax ay 

- - - =  

S t e l l e n  we b, = O, dan wordt d i t  

- - - =  
83 .  

ab, ab, ab, 
% * ax ay a,, = - - =  &z 

We beschouwen oploss ingen  i n  een  omgeving van een punt 2. De e e r s t e  
twee ve rge l i j k ingen  l e v e r e n  door r e c h t s t r e e k s e  i n t e g r a t i e  

I 
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I 

i 
I 

met wi l l ekeur ige  f u n c t i e s  'p en J,, d i e  e c h t e r  n i e t  van e afhangen. We 
s t e l l e n  nu ook nog 'p = O. De gevonden ui tdrukkingen voor b, en b2 sub-  
s t i t u e r e n  we i n  de derde v e r g e l i j k i n g :  

Het gevonden r e s u l t a a t  i s  een tegenhanger van de  formule d i v  r o t  b = O. 
Als namel i ik  d i v  5 = O ,  dan b e s t a a t ,  a l t h a n s  l o c a a l ,  een vectorveld E, 
waarvoor 2 = r o t  b. Zulk een b - kan met formule (2 )  worden gevonden. 

Gebruik makend van div 5 = O kunnen we de e e r s t e  twee termen h iervan  
samen vervangen door 

aar (x ,  Y ,  5 )  
dg = a , (x ,  Y ,  2 )  - a,(x.  Y ,  P,), a5 

zodat de volgende v e r g e l i j k i n g  voor @ o v e r b l i j f t :  

met a ï s  één  p a r t i c u l i e r e  op loss ing  +(x ,y)  = - 
J 

p2 
We vinden dus 

A 

b = O. 
3 

1' We passen de formule t o e  op he t  veld H = cx 1 o ) .  



’Ne vi.nden dan: 

cY(2 - p,)  
u< = 

b2 --s- %?+y2 x‘+y2 

p, 
b, = O. 

i)it ve l6  i s ,  behalve op de z -as ,  o v e r a l  gede f in i ee rd .  >it  k lop t  
ciet h e t  a l  vroeger  gecons ta t ee rde  f e i t ,  da t  h e t  ve ld  ii bronvri:  is .  - 

geen i n  he t  h e l e  veld g e d e f i n i e e r d e  v e c t o r p o t e n t i a a l  kan bestaan.  Locaal 
kunnen we h e t  met ( 2 )  ui t rekenen .  A l s  we bedenken d a t  

dan vinden we, a i s  w e  p, = p, = 0 nemen 

cy2  - cxz 
v b, = , b5 = O. p7-T (x2+y 2 )  v- b, = 

(x2+y2) x +y +i3 

D i t  ve ld  is  n i e t  gede f in i ee rd  op d e  z-as, t e r w i j l  he t  oorspronkel i jke  
ve ld  E a l l e e n  i n  de oorsprong n i e t  gede f in i ee rd  w a s .  Door p 

Y 
nemen, worden de formules wat ingewikkelder ,  maar men kan dan nog de 
h e l f t  van de z-a6 e r b i j  k r i j g e n .  
B.V. b i j  de keuze p = 1 v ind t  men, d a t  h e t  veld 5 nog cont inu  i s  op 

de p o s i t i e v e  z-as, maar op de nega t i eve  z-as n i e t  gede f in i ee rd  is. 

f O t e  

5 
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Aanvulling d i c t a a t  wiskunde I V ,  voor j aa r  1964 VI. 1 

HOOFDSTUK V I  iVAARSCHIJNLIJKHEIDSREKE~~IIHG 

8.1 In l e id ing .  Kansrekening en s t a t i s t i e k  

De mathematische s t a t i s t i e k  houdt z i c h  b e z i g  met he t  sys temat i sch  
behandelen van regelmatigheden d i e  optreden b i j  gebeur ten issen  waar- 
van de u i t s l a g  onzeker is. I n  de s t a t i s t i e k  w o r d t  gebruik gemaakt van 
s t e l l i n g e n  en-begrippen u i t  de waarschi j n l i  ,i khe idsrekening  = kansrekening. 
Deze worden i n  d i t  hoofdstuk behandeld. Over s t a t i s t i e k  worden s l e c h t s  
enkele  opmerkingen gemaakt t e r w i j l  voor een u i t g e b r e i d e  behandel ing 
wordt verwezen naar het  c o l l e g e  "Toegepaste S t a t i s t i e k "  van Prof.dr.  
H.c.Bamaker. In (1.3) wordt he t  v e r s c h i l  t u s s e n  de twee vakken duide- 
l i j k  gemaakt 

1.1 Het b e p i p  popu la t i e  

de d i k t e  op 0.01 mm nauwkeurig i s  bepaald.  De s c h i j f j e s  z i j n  n i e t  a l l e  
even d i k ;  de a a n t a l l e n  met een bepaalde d i k t e  z i j n  i n  Tabel  1.1.1 gegeven. 

We beschouwen een verzameling van 60 hardpapieren  s c h i j f j e s ,  waarvan 

Tabel 1.1.1 

Aantal s c h i j f j e s  met voorgeschreven d i k t e  i n  een p a r t i j  van 60 s t u k s  

Klasse Dikte  i n  mm A a n t a l  of F r a c t i e  Percentage 
f r e q u e n t i e  n i pi = ni/N p = 100 ni/N xi i 

1 3.01 . 1 0.0167 1.67 

3 O3 7 O. 1167 11.67 
4 .O4 7 0.1167 11.67 

2 .o2 3 0.0500 5.00 

5 O5 8 0. I333 13.33 
6 .o6 7 0.1167 11.67 

7 O7 10 0.1667 16.67 
8 . oa 8 0.1333 73-33 
9 .O9 4 O. 0667 6.67 

10 . IO  3 0.0500 5.00 
11 .I1 2 0.0333 3.33 

I Totaa i  ~ = 6 0  1.0001 100.01 

Gemiddelde = p = 3.060 mm. 



Een d e r g e l i j k e  verzameling noemen we een p o p u l a t i e ,  de s c h i j f j e s  
z e l f  de elementen van deze popu la t i e .  De d i k t e  van de s c h i j f j e s  is  een 
kenmerk van de elementen. Soms v a t t e n  we een s p e c i f i e k e  d i k t e ,  bv. 
3.05 mm, als  kenmerk op. In andere geva l l en  beschouwen we de d i k t e  als 
algemeen kenmerk; de elementen van de i n  Tabel  1.1.1 gegeven popu la t i e  
z i j n  dan naar  d i t  kenmerk ingedeeld i n  11 k lassen .  

Het a s n t a l  elementen met een bepaald kenmerk of i n  een bepaalde 
k l a s s e  heet  de f r e q u e n t i e  n en h e t  t o t a a l  a a n t a l  elementen N hee t  de 
omvang van de popula t ie .  Het q u o t i ë n t  p = n/N i s  de f r a c t i e  en 
p = 100 n/N i s  h e t  percentaae  van de p o p u l a t i e  met een bepaald ken- 
merk of t o t  een bepaalde k l a s s e  behorend. F r a c t i e s  en percentages 
geven deze l fde  grootheid weer en men gebru ik t  voor be ide  h e t z e l f d e  
symbool p. Doorgaans i s  u i t  t e k s t  en formules  voldoende d u i d e l i j k  
welke van be ide  wordt bedoeld. S t a t i s t i s c h e  formules z i j n  meestal  
gebaseerd op f r a c t i e s ;  i n  de i n d u s t r i ë l e  p r a k t i j k  r eken t  men daaren- 
tegen  b i j  voorkeur met percentages.  

1.2 Het s t a t i s t i s c h e  experiment 

We voeren nu een experiment u i t ,  waarb i j  we de elementen van 
de popu la t i e  van Tabel 1.1.1 e e r s t  g rondig  dooreen schudden en daarna 
w i l l e k e u r i g  één element u i t  de p o p u l a t i e  t rekken.  De d i k t e  van he t  
getrokken element noemen we de ui tkomst  van h e t  experiment,  of de 
waarneming. 

De uitkomst van zo'n experiment l i g t  n a t u u r l i j k  van t e  voren n i e t  
v a s t ;  z i j  kan i e d e r e  waarde t u s s e n  3.01 en 3.11 mm aannemen. De werke- 
l i j k e  uitkomst wordt door t o e v a l l i g e  omstandigheden bepaald. Daarom 
noemen we de uitkomst van ons experiment een toeva l sva r i abe le  of 
s t o c h a s t i s c h e  v a r i a b e l e ,  s, hetgeen we aanduiden door onderstrepen 
van he t  desbe t re f fende  symbool. 

U i t  Tabel 1.1.1 b e s l u i t e n  we dan, d a t  de kans d a t  de uitkomst - x de waarde 3.07 z a l  hebben g e l i j k  i s  aan 10/60. We s c h r i j v e n  d i t  

10 P(x - = 3.07 mm) = i;ö = 0.1667. (1.1.1) 

Het symbool P s tamt van  h e t  engelse  "Probabi l i ty" .  
Evenzo g e l d t  

(1.1.2) 4 P ( x  - G 3.07 mm) = 2 = 0.717, 

want e r  zijn 43 elementen waarvoor de d i k t e  k l e i n e r  i s  dan of g e l i j k  
aan 3.07 nun. 

Een d e f i n i t i e  van h e t  kansbegrip i s  i n  deze geval len  n i e t  
.moei l i jk :  

(1.1.3) het  a a n t a l  Runstige elementen 
he t  t o t a a l  a a n t a l  elementen de kans = 

, 



Onder p n s t i g e  elementen v e r s t a a n  we d i e  elementen d i e  aan  de g e s t e l d e  
e i s ,  5 = 3.07 resp .  2 3.07 mm, voldoen. 

Zoals  gezegd g e e f t  h e t  o n d e r s t r e e p t e  symbool 2 een  t o e v a l s -  
v a r i a b e l e ;  h e t  n i e t  o n d e r s t r e e p t e  symbool x gebruiken w e  voor  een  
bepaalde waarde, d i e  deze v a r i a b e l e  kan aannemen. Dan i s  bv. 

P (x  = x) of ook P ( x )  (I. 1.4) 
de kans d a t  5 de waarde x z a l  aannemen. (Daar i n  d i t  hoofds tuk  n i e t  over  
vec to ren  z a l  worden gesproken i s  e r  geen bezwaar t egen  de onders t rep ings-  
gewoonte van de neder landse  s t a t i s t i c i  over  t e  nemen.) 

t e n  i n  de p o p u l a t i e  een ge l i jke  kans b e z i t t e n  h e t  getrokken element 
t e  z i j n .  Men noemt de t r e k k i n g  dan een a s e l e c t e  t rekking .  Wat we h i e r  
onder gel i jke kansen v e r s t a a n  z u l l e n  w e  n i e t  nader  d e f i n i ë r e n ;  we 
nemen aan  d a t  d i t  i n t u x t i e f  d u i d e l i j k  i s  en d a t  w e  i n  bepaalde g e v a l l e n  
weten d a t  aan  deze ei-s i s  voldaan. D i t  houdt bv. i n  d a t  a l l e  elementen 
nagenoeg g e l i j k  van vorm e n  gewicht moeten z i j n  e n  d a t  de k l e i n e  ver-  
s c h i l l e n  i n  d i k t e  geen i n v l o e d  hebben op h e t  r e s u l t a a t  van e e n  t r ekk ing .  

De d e f i n i t i e  (1.1.3) gaat u i t  van de  o n d e r s t e l l i n g  d a t  a l l e  elemen- 

We gaan nu h e t  experiment en ige  malen he rha len ,  w a a r b i j  we t e l k e n s  
voor i e d e r e  volgende t rekking h e t  t e  voren getrokken element  weer b i j  
de popu la t i e  voegen e n  deze opnieuw grondig  schudden; we voeren dus 
een s e r i e  a s e l e c t e  t r ekk ingen  u i t  met teruglegRing.  Het r e s u l t a a t  z i e t  
e r  bv. als vo lg t  u i t :  

Tabel  1.2.2 

2 s e r i e s  van 10 a s e l e c t e  t r ekk ingen  met t e rug legg ing  u i t  de p o p u l a t i e  
van Tabel  1.1.1. 

3.06 11 

12 

3 
4 

15 
6 
7 

3.04 X 

3.08 X 
1 X 

3.09 x2 

x3 

"5 

"7 
x8 
x9 

x = 3.067 = 3.078 

3.04 
3.11 

3.11 
x4 3-05 

3-07 3-07 X 

3.07 
3.09 

3.10 
3.04 

x6 

3.09 
3.07 

3.05 a 
3-05 
3.06 X 

9 
20 3.11 10 X 

- - 
- 



Een dergelijke serie heet een aselecte steekproef met teruRleKRing 
getrokken uit de ReReven populatie. Het toevallige karakter 
van de waarnemingsuitkomsten komt in deze gegevens duidelijk tot 
uitdrukking; de uitkomsten variëren van waarneming tot waarneming 
en de eerste steekpr0e.f verschilt van de tweede. 

1.3 Kansrekening en statistiek 

zich bezighouden met het verband tussen populaties en daaruit ge- 
trokken steekproeven. Beschouwen we bv. de gemiddelde dikte, dan 
vinden we voor de gehele door Tabel 1.1.1 gedefinieerde populatie 
een ? 

Kasrekening en statistiek zijn nu takken van wetenschap, die d 

d 

populatiezemiddelde = p = 3.060 mm; 

uit de beide steekproeven van Tabel 1.2.2 vinden we de 
steekproefRemiddelden = 2 = 3.067 resp. 3.078 mm. 

Voor de populatiegemiddelden is de griekse letter p een gebruikelijk 
symbool. Steekproefgemiddelden geeft men algemeen aan door een horizon- 
tale streep boven het symbool dat de waarnemingen weergeeft. 

De steekproefgemiddelden verschillen onderling en wijken beide 
af van het populatiegemiddelde. Ue samenstelling van de steekproef wordt i 
door de speling van het toeval bepaald en dientengevolge treden in de i 

‘r 

steekproefgemiddelden toevallige fluctuaties op. Men kan echter ver- 
wachten dat deze fluctuaties binnen bepaalde grenzen zullen blijven en 
dat de steekproefgemiddelden in de regel des te minder zullen afwijken 
van het populatiegemiddelde naarmate de steekproef meer waarnemingen 
omvat. 

zich zullen gedragen, wanneer de populatie gegeven is. Men onderstelt 
dus Tabel 1.1.1 is bekend en vraagt zich af welke fluctuaties dan in 
de steekproefgemiddelden van Tabel 1.2.2 kunnen optreden en hoe die van 
de steekproefgrootte afhangen. 

De kansrekening houdt zich dan bezig met de vraag hoe de steekproeven 

I n  de statistiek staat men voor het omgekeerde probleem namelijk 
dat een steekproef bekend is, doch de populatie onbekend. De steekproef i 

geeft dan wel een zeker beeld van die onbekende populatie en het hoofd- 
probleem van de statistiek is welke conclusies men uit een steekproef 
kan trekken ten aanzien van de populatie waaruit zij is voortgekomen. 
Men onderstelt dus bv. de eerste steekproef uit Tabel 1.2.2 gegeven en 
Tabel 1.1.1 onbekend. Het is duidelijk dat het populatiegemiddelde p 

Welke uitspraak kunnen we dan met betrekking tot p doen op grond van 
de gegeven steekproef. In principe hetzelfde probleem kan zich in tal 
van verschillende vormen voordoen. 

Dat de statistische gedachtengang bij de interpretatie van 
waarnemingen een belangrijke r o l  speelt is goed te begrijpen. Want 
vele waarnemingen vertonen bij herhaling van het experiment dergelijke 
fluctuaties als die i n  Tabel 1.2.2. De waarnemingen gedragen zich 
alsof zij door aselecte trekkingen uit een populatie zijn ontstaan, 
ook in gevallen waar het niet mogelijk is die populatie concreet aan 

in de buurt moet liggen van het steekproefgemiddelde 2 = 3.067 mm. (i 

R 

i 
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t e  geven. D i t  h e e f t  ge l e id  t o t  de thans  algemeen aanvaarde onde r s t e l -  
l i n g ,  d a t  zulke waarnemingsreeksen inderdaad  a ls  a s e l e c t e  s teekproef  
u i t  een popu la t i e  mogen worden opgevat en d a t  h e t  i n  wezen de karakte-  
r i s t i e k e  kenmerken van deze p o p u l a t i e  z i j n  d i e  we wensen t e  kennen. 
D i t  i s  h e t  model d a t  we b i j  de i n t e r p r e t a t i e  van waarnemingsreeksen 
z u l l e n  toepassen. 

t o s s e n  met een ge lds tuk  wordt a l t i j d  waargenomen d a t  de kansen op 
een ui tkomst  "Kruis" of "Munt" be ide  3 bedragen. D.W.Z. we s t e l l e n  

p o p u l a t i e ,  waarvan de h e l f t  der  elementen met "Kruis" en de andere 
h e l f t  met Wunt" i s  gemerkt. Een s e r i e  van  20 worpen g e e f t  bv.: 

Hier v o l g t  een eenvoudig en i l l u s t r a t i e f  voorbeeld. B i j  h e t  

$1 
'.ia +: h e t  t o s sen  met een munt g e l i j k  aan a s e l e c t e  t rekkingen  u i t  een 

K K M M M K M K K M M M K M K K K K M K , (1 e 3 e . l )  

waarb i j  Kruis  I l x  en Munt 9x is  waargenomen. 

en nemen we w a a r  of "Kruis" of "Munt" boven l i g t  wanneer z i j  i s  u i t -  
ge to ld  dan vinden we reeksen  als de volgende: 

Ze t ten  we ech te r  een gulden op een  h o r i z o n t a a l  v l ak  t e  t o l l e n  

I! 

M M M M M M M M M M M  b! K M M M M K M M. (1.3,2) 

Nu is  Kruis  s l e c h t s  2x, Munt 18x voorgekomen. 
I n  e e r s t e  aanleg  z a l  men geneigd z i j n  t e  denken d a t  ook b i j  

t o l l e n  de kansen op k r u i s  en munt g e l i j k  z u l l e n  z i j n ,  doch h e t  
r e s u l t a a t  (1.3.2) doet  ons t w i j f e l e n .  Wel- kan d i t  model b i j  hoge 
u i t z o n d e r i n g  een d e r g e l i j k e  s e r i e  voortbrengen. Maar h e t  vermoeden 
i s  gerechtvaardigd d a t  b i j  h e t  t o l l e n  een ander model behoort  n l .  
één met v e e l  g ro t e r  kans op "Munt" dan op "Kruis". We mogen dan 
v e r o n d e r s t e l l e n  d a t  onze waarnemingsreeks ge l i j kwaard ig  i s  met een 
s e r i e  a s e l e c t e  t rekkingen u i t  d i t  model. We beschikken ech te r  n i e t  
over mechanische beschouwingen, waa ru i t  a p r i o r i  kan worden a f g e l e i d  
hoe groot  d i e  kansen dan wel z i j n .  We kunnen deze a l l e e n  i n d i r e k t  

20 geva l l en  waargenomen en de kans op deze  uitkomst z a l  dus wel i n  
de buur t  van de waarde P(K) = 0.10 l i g g e n .  Op de  vraag  welke con- 
c l u s i e  de r e e k s  (1.3.2) t e n  aanz ien  v w  P ( K )  t o e l a a t  g e e f t  de 
s t a t i s t i s c h e  t h e o r i e  een antwoord. 

1.4 Enige aanvullende opmerkingen 

I n  v e l e  p rak t i s che  geval len  t r e k t  men d e  s teekproef  zonder t e rug legg ing  
bv. b i j  keuren van een p a r t i j  producten op grond van een s teekproef .  
Tussen be ide  methoden van s t eekproe f t r ekken  b e s t a a t  een b e l a n g r i j k  ver- 

l e g g i n g  en h e e f t  h e t  e e r s t e  element een  d i k t e  3.01 mm, dan kan geen van 
de volgende elementen deze z e l f d e  d i k t e  b e z i t t e n ,  want e r  komt s l e c h t s  
kén element met deze waarde voor. 

omdat s t e e d s  meer elementen aan de p o p u l a t i e  worden onttrokken. Ook kan 

I'' 

door waarneming bepalen. In de r e e k s  (1.3.2) i s  "Kruis" i n  2 van de . .  

De steekproeven u i t  Tabel 1.2.2 werden getrokken met teruglegginq.  1' 

s c h i l .  !bekt  men u i t  de popu la t i e  van Tabel  1.1.1 elementen zonder terug-  I 

Algemeen z a l  b i j  t rekken  zonder t e rug legg ing  de popu la t i e  veranderen ,  
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de s teekproef  noo i t  g r o t e r  z i j n  dan de popu la t i e  z e l f .  De omvang van de 
popu la t i e  N i s  mede bepalend voor h e t  r e s u l t a a t .  B i j  t rekken  met terug-  
legging  daarentegen b l i j f t  de p o p u l a t i e  s t e e d s  he t ze l fde .  De s teekproef  
kan e l k  w i l l e k e u r i g  a a n t a l  elementen beva t t en  en de omvang vande 
popu la t i e  s p e e l t  geen rol. Wanneer men de popu la t i e  van Tabel 1.1.1 
verdubbel t  door a l l e  f r e q u e n t i e s  met 2 t e  vermenigvuldigen, z a l  d i t  op 
h e t  r e s u l t a a t  van t rekkingen n e t  t e rug legg ing  geen enkele  inv loed  
hebben. Alleen de f r a c t i e s  i n  kolom 3 ,  of de kansen op de v e r s c h i l l e n d e  
ui tkomsten,  z i j n  nu bepalend. Men kan d i t  ook z6 ui tdrukken,  d a t  a s e l e c t  
t rekken met te ruglegging  ge l i j kwaard ig  i s  met t r e k k i n g  zonder te rugleg-  
ging u i t  een oneindige popula t ie .  

kenmerken z i j n  van de i n  Tabel 1.1.1 gegeven popula t ie .  We hebben deze 
popu la t i e  a l l e e n  gebru ik t  om de kansen op eenvoudige wi jze  t e  de f in i ë ren .  :> 

De kansen z e l f  ech ter  hebben u i t s l u i t e n d  be t rekking  op de waarneming, 
d i e  men v e r k r i j g t  door a s e l e c t e  t rekkingen  met t e rug legg ing  u i t  de 
gegeven popu la t i e ;  d u s  op waarnemingsreeksen a ls  d i e  van Tabel 1.2.2. 
D i t  z i j n  dus s t e e d s  reeksen  waarnemingen d i e  i n  p r inc ipe  onbeperkt kunnen 
worden voortgezet .  

We wijzen e r  verder  nog op, d a t  kansen geen k a r a k t e r i s t i e k e  
i 
!! 

' I  

Het h e e f t  ook z i n  de kansrekening a l s  h i e r  beschouwd de 
"objec t ieve"  kansrekening t e  noemen, i n  t e g e n s t e l l i n g  t o t  een 
"subjec t ieve"  kansrekening, d i e  p e r s o o n l i j k  k a r a k t e r v e r s c h i l l e n  tu s sen  
mensen mede i n  rekening  brengt .  De vraag  bv. hoe groot  i s  de kans d a t  
h e t  morgen mooi weer z a l  z i j n ,  of hoe g r o o t  i s  de kans d a t  een bood- 
schappendoende vrouw met een nieuwe hoed t h u i s  z a l  komen, hangt van 
een s u b j e c t i e v e  i n s t e l l i n g  a f .  De pess imis t  h e e f t  een andere kanswaar- 
d e r i n g  dan de opt imis t .  Men h e e f t  g e t r a c h t  ook deze s u b j e c t i e v e  kansen 
i n  een wiskundig geformuleerde kansrekening t e  vangen. D i t  h e e f t  z i n ,  
omdat ons mensel i jk  handelen s t e r k  door d e r g e l i j k e  s u b j e c t i e v e  kans- 
waarderingen wordt bepaald. Van onze Seschouwingen s l u i t e n  w i j  deze 
s u b j e c t i e v e  kansrekening ech te r  nad rukke l i jk  u i t .  

8.2 Permuta t ies ,  v a r i a t i e s ,  combinat ies  

2.1 De f u n c t i e  n! 
We her inneren  aan de d e f i n i t i e  van n! : 

O! = I! = 1 en n! = n.(n-l)! voor n > 1 (2.1.1) 

De waarde van n! of  l o g  n! voor n < 1000 kan men i n  v e r s c h i l l e n d e  
t a b e l l e n  vinden (b i jv .  A.IIald, S t a t i s t i c a l  Tables and Formulas.) 
Een benadering van n! i s  gegeven door S t i r l i n g :  

(2.1.2) 
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2.2 Permuta t i e s ,  v a r i a t i e s ,  combinaties 

H e t  a a n t a l  Pe rmuta t i e s  = n! 

gerangschikt .  D i t  hee t  h e t  a a n t a l  pe rmuta t i e s .  
n v e r s c h i l l e n d e  ob jec t en  kunnen op n! manieren op een  r i j  worden 

H e t  a a n t a l  Variaties van r u i t  n = & (2.2.1) 

Kiezen w e  u i t  n v e r s c h i l l e n d e  o b j e c t e n  e r  r u i t  en p l a a t s e n  deze 
op een r i j  dan kan d i t  op 

n ( n - l ) ( n - 2 ) . . . ( n - r + 1 )  = (2.2.2) 

v e r s c h i l l e n d e  manieren geschieden. D i t  hee t  h e t  a a n t a l  v a r i a t i e s  van 
r u i t  n. 

n n t  Het a a n t a l  Combinaties van r u i t  n = ( ) 
= ,e r r. n-r . 

I n  (2.2.2) i s  de volgorde van belang. Voor i e d e r e  groep van r 
elementen z i j n  de r! mogelijke volgorden a l l e  meegeteld.  Z i j n  w e  a l -  
l e e n  i n  de s a m e n s t e l l i n g  van de groep m a a r  n i e t  i n  de volgorde ge ïn t e -  
r e s s e e r d ,  dan t e l l e n  we h e t  a a n t a l  combinaties van r u i t  n objec ten .  
D i t  a a n t a l  wordt gevonden door (2.2.2) door r! t e  d e l e n ;  

(2.2.3) 

Het a a n t a l  combinaties (“1 is  he t  a a n t a l  manieren, waarop men u i t  n 

ob jec t en  een groep van r ob jec t en  kan samens te l l en .  
- r 

i 
‘i 

J 
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Of ook: h e t  a a n t a l  combinat ies  c n )  i s  h e t  a a n t a l  manieren. waarop men 

r elementen A en (n-r) elementen B op een r i j  kan rannschikken. 
r cc 

Beschouwen we bv. de elementen a ,  b ,  c ,  d ,  dan kunnen we h i e r u i t  

op ( ) = 6 manieren een groep van twee vormen; t e  weten 4 
2 

ab,  a c ,  ad,  bc,  bd en cd. 

4 O f  a l t e r n a t i e f :  de l e t t e r s  AABB kunnen op ( 2 )  = 6 manieren op een r i j  
worden gerangschikt :  

AABB, ABAB, ABBA, B A D ,  BABA, BBAA. # 

U i t  (2.2.3) vo lg t  o n n i d d e l l i j k  

(2.2.4) 

een b e l a n g r i j k e  eigenschap. 

De grootheden (") heten  ook binomiaal  c o ë f f i c i ë n t e n ,  omdat z i j  

de c o ë f f i c i ë n t e n  . z i j n  van de success i eve  termen in h e t  binomium van 

Newton: 

r 

I -. 

H i e r u i t  kunnen op eenvoudige wi jze  v e l e  algemene r e l a t i e s  t u s sen  
binomiaal  c o ë f f i c i ë n t e n  worden a f g e l e i d .  Bi jvoorbeeld:  

(2.2.6) n n n n a = 1, b = 1, g e e f t :  (o) + + ( 2 )  + ... + (a) = 2 

n n  a = 1, b =-I, g e e f t :  - (:) + - ... + (-1) = O. (2.2.7) 

S c h r i j v e n  we 

( a  + b)" = (a+b)(a+b)"-', 

r n-r dan vinden we door de c o ë f f i c i ë n t  van a b 
te s t e l l e n  

aan be ide  z i j d e n  g e l i j k .  

(2.2.8) 

hetgeen ook r e c h t s t r e e k s  kan worden bewezen. Hierop b e r u s t  de bekende 
dr iehoek  van Pasca l  voor de success i eve  berekening van de binomiaal 
c o ë f f i c i ë n t e n .  



V I . 9  

- De dr iehoek  van Pasca l  

n = O  1 
n =  1 1 1 

n =  2 I 2 1 
n = 3  1 3 3 1 
n =  4 1 4 6 4 '1 

n = 5  1 5 10 10 5 .  

! 

. .  1 
i 

3 

1 ,<  V r  aaks t ukken 

2.2.1 
:, 
'9, 
;i De l e t t e r s  AABBB kunnen op ( 5 ) = 10 manieren worden gerangschik t .  

2.2.2 Bereken 1, (5 1, ( 2  1. -7 - ? ' -  - z r z -  ' r r C  , I  

2 '.$ 
S c h r i j f  deze 10 rangschikkingen v o l l e d i g  u i t .  

10 52 

2.2.3 Ga na  

2.2.4 Hoeveel combinat ies  van 3 l e t t e r s  kan men vormen u i t  de l e t t e r s  d 

dx = nl (Hierdoor kan men n! ook voor n ie t -gehe le  

p o s i t i e v e  n d e f i n i e r e d  

van de woorden I 

a) paard,  7 

d )  te le foon .  5 0  1 :  

b)  a a n t a l ,  8 
c )  evenaar ,  1 8  

Q' 

' I  

2.2.5 Bewijs: 

26  P&, n n-2 n-2) n-2 
( J  = ( ) + 2(r,1 + ( r -2) .  

2.2.6 Bewijs: i?[*) -6 + X I  &)'$ 
*,a 

n n n-2 /Yz 

n + ... t (;)(;) ( n  1 = ( . p o )  + (n-, )(;I + (n-2 

p c ,  I = I: r ( E )  = n eri c r(r-l)(:) = n ( n - 1 ) ~  . 
E O  r= o $&4 x : ,  1 

2.2.7 Bewijs: 
2n n n  n 

n 2  n 2  n 2  n 2  = (o) + + (2)  + ... + (n)  . 
m 

,ij j 

,) 
2.2.8 G a  n a  d a t  C ( ' z ) x n  de reeksontwikkel ing van (1-4x)-* is. , 

n= o 1.3,s '(zn-,): 
2.2.9 Bewijs: 
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2.3 Een K e n e r a l i s a t i e ;  de multinomiaal c o ë f f i c i ë n t e n  

Gegeven n1,n2, ...,% z i j n  k p o s i t i e v e  gehele  g e t a l l e n  en 

+ x = " (  n + n2 + ... 1 

dan is  L2-J n1!n2!. ..%! 

h e t  a a n t a l  manieren, waarop n1 ob jec t en  A 1 d 2  ob jec t en  A -'......, 
- % ob jec t en  4 

ti L u 
op een r i j  kunnen worden ReranRschikt AH &ct.- m e *  n 

Men kan bv. de l e t t e r s  van het~.woord "negen" op . 
'I, 
i 

51 = 30 2!2!1! 

v e r s c h i l l e n d e  manieren a c h t e r  e l k a a r  ze t t en .  We kunnen de grootheden 
(2.3.1) de multinomiaal c o ë f f i c i ë n t e n  noemen. Het z i j n  de c o ë f f i c i ë n t e n  
van de term 

"k n n  I 2  al a2 ... % 
i n  de ontwikkel ing van h e t  gedurig produkt 

+ a2 + ... + 1 (a 

Men kan de formule (2.3.1) ook als v o l g t  s c h r i j v e n  

n! = ( z  )(n- nl)(n- "1- n2)...(n- "1- '**-%-1).(2.3.2) 
nk! 1 "2 n3 "k n1!n2!. . . 

D.W.Z. we k i ezen  u i t  n ob jec t en  e e r s t  een n i e t  gerangschik te  groep 
van n1, dan u i t  de r e s t e r e n d e  (n-ni) ob jec t en  een n i e t  gerangschikte  
groep van na, enz. B i j  de toepass ingen  van formule (2.3.1) moet men 
e r  e c h t e r  goed om denken, da t  z i j  pe rmuta t i e s  van g e i i j k t a i l i g e  
groepen onde r l ing  meete l t .  U i t  de l e t t e r s  ABCD kan men bv. volgens 
(2.3.1) op 

- = 6  4! 
,2121 

manieren 2 groepen van 2 kiezen,  t e  weten 

AB - CD, AC - BD, AD - BC, BC - AD, BD - AC, CD - AB. 
H i e r b i j  worden fo rma t i e s  a l s  AB - CD en C D  - AB a f z o n d e r l i j k  ge te ld .  
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Vragen we naar  h e t  a a n t a l  manieren, waarop n ob jec t en  i n  een a a n t a l  

groepen m e t  r e sp .  n1,n2,...,% ob jec t en  kunnen worden verdee ld ,  dan 

moeten pe rmuta t i e s  van g e l i j k t a l l i g e  groepen n i e t  apart worden meege- 

rekend en behoef t  formule (2.3.1) een c o r r e c t i e .  

Gegeven: al ,a2, .. . ,% en n, ,n2,. . . ,% ( v e r s c h i l l e n d )  

z i j n  p o s i t i e v e  gehele  g e t a l l e n  en 

alnl  + a2n2 + ... + = n9 
dan is 11 (2.3.3) 

h e t  a a n t a l  manieren. waarou we n o b j e c t e n  kunnen s p l i t s e n  i n  al Rroeuen 

van n:. a van n -..... a. van n. o b j e c t  en  

( n l i )  (n2 i )  ... 

L R r. 
De l e t t e r s  ABCD kan men op 

41 X T ' 3  1 
(21 l p  

manieren i n  twee groepen van 2 verdelen:  

AB - CD, AC - BD, AD - BC. 

H e t  s p e l  van 52 k a a r t e n  kan op 

9 2 1  1 
(131)' 

manieren i n  4 groepen van 13 k a a r t e n  worden verdee ld  en op 

manieren onder 4 br idgespe le r s  worden verdeeld.  Deze l a a t s t e  formule 
s l u i t  dus de permuta t ies  van de 4 groepen van 13 k a a r t e n  over de 4 
s p e l e r s  in .  

V r  aaRs t uk 

2.3.1 Op hoeveel  manieren kan men de l e t t e r s  van de volgende woorden 
rangschikken? I! = I 2 0  
a) p"d, d) z !  _iL-= ,!i!!! 6 0  9 m,!,! 
di g f o o n ,  2 ! 2 !  3.f 7 !  r !  

' f  ! .o - b.' b) a a n t a l ,  c/ -i I D .  80 

erken. 
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2.3.2 Op hoeveel manieren kan men de volgende groeperingen vormen: 
I O  
to 
210 

a )  van 5 ob jec t en  i n  1 groep van 2 en 3 van 1, 
3 3 Ir 1, b ) " 6  I 1  1 11 

o )  8 I 1  11 2 groepen 11 2 U 4 '1 1, a) 9 , 11 lo 1 groep van 3, 2 van 2 en 2 van 1. 3 -7 80 

. .  
In leerboeken over waa r sch i jn l i j khe ids reken ing  t r e f t  men wel de 

formule (2.3.1) aan ,  maar nooi t  (2.3.3), t e r w i j l  onvoldoende wordt 
u i t eengeze t  d a t  (2.3.1) de pe rmuta t i e s  van g e l i j k t a l l i g e  groepen a l l e  
meete l t .  B i j  de toepass ing  in de kansrekening g e e f t  d i t  t o t  fouten 
aan le id ing ,  redenen waarom we h i e r  h e t  e s s e n t i ë l e  v e r s c h i l  t u s sen  be ide  
formules u i t v o e r i g  hebben besproken. 

2.4 Het s a n t a l  combinat ies  met herha l ingen  

Onder h e t  aantal combinat ies  met herhal ingen van r u i t  n elementen 
v e r s t a a t  men h e t  a a n t a l  groepen van r ongerangschikte  elementen, d i e  men 
u i t  n elementen kan vormen wanneer deze meer dan eens mogen voorkomen. 

U i t  de 3 elementen a, b ,  c kan men bv. 6 combinat ies  van 2 elementen 
met herha l ingen  vormen, n i .  

aa ,  bb,  cc,  ab,  a c ,  bc. (2.4.1) 

Een a l t e r n a t i e v e  d e f i n i t i e  l u i d t :  Het a a n t a l  combinat ies  van r u i t  
n elementen met herhal ingen i s  he t  a a n t a l  manieren, waarop men r n i e t  
onderscheidbare ob jec t en  over n onderscheidbare c e l l e n  kan verdelen. 

Het a a n t a l  combinaties van r u i t  n elementen met herha l ingen  - 
be draagt  

(2.4.2) 
I I 

H e t  bewi js  i s  als volg t .  Denken we ons de n c e l l e n  op een r i j  gerang- 
s c h i k t ,  dan worden z i j  gescheiden door (n-1) tussenschot ten .  Een ver- 
d e l i n g  van r ob jec t en  over de c e l l e n  komt dan overeen met een rang- 
sch ikking  van de r ob jec t en  en de (n-1) t u s senscho t t en  op een r i j .  
Er z i j n  

rangschikkingen mogelijk. 
Men l e t t e  e r  goed op, d a t  i n  de tweede d e f i n i t i e  de n c e l l e n  

onderscheidbaar z i j n .  In de groeper ing  (2.4.1) t e l l e n  de c o n f i g u r a t i e s  
waarb i j  de 2 objec ten  i n  c e l  a ,  c e l  b, of c e l  c z i t t e n  a l l e  d r i e  mee. 
Laat men de onderscheidbaarheid van de c e l l e n  v e r v a l l e n ,  dan l a a t  h e t  
probleem geen eenvoudige op loss ing  toe .  



V I . 1 3  

'*Zie merken ve rde r  nog op, d a t  h e t  a a n t a l  combina t ies  met herha l ingen  

i n  de reeksontwikkel ing  van r g e l i j k  i s  aan de c o ë f f i c i e n t e n  van x 

(1 - x)-". 

Voorbeelden 

A. 'Wanneer we t u s s e n  de dobbels tenen  geen onderscheid maken z i j n  b i j  
een worp met 2 s t e n e n  

(6+2-1 ) = 21 
2 

) 
8 v e r s c h i l l e n d e  worpen mogel i jk .  

B. Een f u n k t i e  van 3 v a r i a b e l e n  b e z i t  

( 3 + 3 4 )  = 10 
3 

p a r t i ë l e  d i f f e r e n t i a a l q u o t i ë n t e n  van de 3de orde.  

Vraagstukken 

2.4.1 Welke z i j n  de 21 worpen met 2 dobbels tenen van voorbeeld A? L I  

5-6 2.4.2 Eoeveel v e r s c h i l l e n d e  worpen z i j n  mogel i jk  met 3 dobbels tenen ,  
wanneer men deze n i e t  van e l k a a r  ondersche id t?  

i n  k v a r i a b e l e n ?  V e r i f i ë e r  een ui tkomst  voor m = 2,  k = 2, 3.  

i n  k v a r i a b e l e n ?  

2.4.3 Hoeveel termen h e e f t  een homogene v e r g e l i j k i n g  van de  m-de graad 

2.4.4 Hoeveel termen h e e f t  een algemene v e r g e l i j k i n g  van de m-de graad 

d*3  Grondslagen d e r  kansrekening  

3.1 A t t r i b u t e n  en twee-delingen 

d i e  h e t  kenmerk A w e l  e n  d i e  h e t  n i e t  b e z i t t e n ,  noemen we een a t t r i b u u t  A. 
A l l e  elementen n e t  h e t  kenmerk A vormen samen de d e e l p o p u l a t i e  A ;  de 
elementen d i e  h e t  kenmerk A n i e t  b e z i t t e n  vormen samen de d e e l p o p u l a t i e  
1 (= niet-A). 1 h e e t  ook de ontkenning van A ,  of h e t  com lement van A. 

d e e l p o p u l a t i e s  A en 1. 
A en 1 d e f i n i e e r t  een twee-del ing van de popula t ie .  

Een kenmerk A, d a t  een p o p u l a t i e  i n  twee de len  v e r d e e l t ,  dedementen  

I e d e r  element van de p o p u l a t i e  behoor t  t o t  één en s l e c h t s  --%r--- n van de b e i d e  
kan evengoed a ls  a t t r i b u u t  worden opgevat a l s  A. 
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Vaak kan eenzelfde populatie naar verschillende attributen A , B , C , . . .  
worden gesplitst. Dan geven we de deelpopulatie van elementen die de 
attributen A en B beide bezitten aan met 

AB = ( A  en B). 

Men noemt AB de doorsnede van A en B. Evenzo is 

ABC = de doorsnede van A ,  B en C - - (3.1.1) 

de deelpopulatie met de attributen A ,  B en C. Het is duidelijk dat 
I 

AB = B A ,  (AB)C = A ( B C )  = ABC, 

waarin we met ( A B ) C  de doorsnede van C met de doorsnede AB bedoelen. 

den gecombineerd. Deelpopulaties 
Verder kunnen de symbolen voor doorsnede en complement ook wor- 

AB,AB,AB,TË,ABc,AB - 
hebben een betekenis: AB is het complement van AB; AB de doorsnede 
van A met het complement van BC. 

Twee attributen A en B verdelen een populatie in 4 deelpopulaties, 

AB, fl, AB, ÄË 

zbdanig, dat ieder element tot één en slechts kkn van deze deeipopulaties 
behoort. Met 3 attributen krijgen we 8 deelpopulaties: 

ABC, ABC, ABC, ABC, -a, ABC, GC, E, 
enz. We zullen dit een splitsing in elementaire deelpopulaties noemen. 
In onderstaande figuren is de splitsing in deelpopulaties en elementaire 
deelpopulaties op overzichtelijke wijze in beeld gebracht. De rechthoek 
stelt de gehele populatie voor, de met A, B en C gemerkte cirkels de deel- 
populaties A, B en C enz. a A@ ABC ABC 

ABC ÄËe ÄB 

Fig. 3.1.1 Schematische voorstelling van een verdeling in elementaire 
deelpopnlaties. 



We kunnen symbolisch s c h r i j v e n :  

A = AB + AB = ABC + ABC + SC + GE, enz. (3.1.2) 

Het + teken h e e f t  h i e r  e c h t e r  a l l e e n  z i n ,  i n d i e n  de d e e l p o p u l a t i e s ,  
d i e  we b i j  e l k a a r  o p t e l l e n ,  geen elementen gemeen hebben; d u s  een l e g e  
doorsnede bez i t t en .  Een som A+B h e e f t  a l l e e n  b e t e k e n i s  als AB P @; de 
som w i l  dan zeggen de elementen van A e n  van B samengevoegd. 

We d e f i n i ë r e n  nu v e r d e r  

en (A U B)C = (AC) U (BC) 

~~ I A U B  = A of B = de vereni.qinn van A en B 1 = 

9 

(3.1.3) 

de dee lpopu la t i e  van elementen, d i e  tenminste  kkn van be ide  
A en B b e z i t t e n ;  dus 

a t  t r i b u t e n  

A U  B = AB + AË + ÄB = A + ÄB = B + AË. 

Men l e t t e  goed op deze d e f i n i t i e .  Met “A of B” wordt niet d e deel-  
popu la t i e  bedoeld d i e  kkn en s l e c h t s  één van de  a t t r i b u t e n  A of B be- 
z i t  (d.i. f l  + AB) m a a r  t enmins te  &én van deze en even tuee l  beide.  

We kunnen (3.1.3) nu verder  u i t b r e i d e n  t o t  meer dan twee at tr i-  
buten. Zo be tekent  bv. 

A U B U C  U D  

de dee lpopu la t i e  d i e  tenmins te  kkn van de a t t r i b u t e n  A, B, C of I) b e z i t .  
Ook voor de ve ren ig ing  g e l d t  

A U B  = B U A ,  A U B U C  = (AUB)U C = AU(BUC). 

De haak je s  kunnen worden weggelaten zonder d a t  dubbelz innigheid  o n t s t a a t .  

zo i s  bv. 
Dit  g e l d t  n i e t  meer wanneer we verenig ing  en doorsnede combineren, 

AU(BC) # (AUB)C, 

want de l i n k e r  d e e l p o p u l a t i e  omvat a l l e  elementen van A, de r e c h t e r  
a l l e e n  d i e  elementen van A, d i e  ook t o t  C behoren. 
Wel g e l d t :  

AU(BC) e (AUB)(AUC) , (3.1.4) 

(3.1.5) 

z o a l s  men gemakkelijk i n z i e t .  

A,  B en C s c h r i j v e n  als som van e lementa i re  dee lpopu la t i e s .  Bv.: 
Men kan v e r d e r  i e d e r e  d e e l p o p u l a t i e  gede f in i ee rd  met behulp van 

A U ( B C )  = A + KBc = ABC + ABC + ABC + AX + ABC. 



v1.16 

A U B U  ... U K  = m...R 
Een belangrijke relatie is 

, (3.1.6) 
I 

Vraagstukken 
3.1.1 Bewijs 

a) Aug = Z, t“lv\ 
b) Ä U Ë U . . . U K  = AB... K 

c )  A(B U C) = ( A B )  U (AC),  

d) A U ( B C )  = ( A U B ) ( A U C ) .  

deelpopulaties. 
a) A(B U c ) ,  
b) A U ( B C ) ,  

c )  A U  B U C ,  

d) AËË, 
e) AU(BUC) 

- 

3.1.2 Schrijf de volgende deelpopulaties als som van elementaire 

3.1.3 A, B en C zijn drie willekecrige attributen. Geef een uitdrukking 
voor de deelpopulaties, waarin 
a) A en B voorkomen maar C niet, 
b )  tenminste kkn van de drie voorkomen, 
o).kkn en slechts één voorkomt, 
d) twee en niet meer dan 2 voorkomen, 

Met N, N ( A ) ,  N(B)  etc. geven we het aantal elementen in de 
gehele populatie en in de tussen haakjes gedefiniëerde deel- 
populaties weer. Men noemt dit de omvang van de populaties. 
Gegeven: N = 50, N(A) = 14, N ( B )  = l a ,  N(C)  = 14, N ( A B )  = 4, 

Gevraagd: a) de omvang van de 8 elementaire deelpopulaties. 

I e) niet meer dan 2 voorkomen. I 
4 

3.1.4 

N(AC) = 7, N(BC) = 5, N(ABC) = 4. 

- - 
b )  de omvang van ABC, A U B ,  A U B U C ,  A ( B U C ) .  
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P(A) + P(B) + P(C) = 1 

3.2 Enige elementaire formules voor kansen 

gedeeld, trekken we aselect één element. A, B, AB, AB, AB enz. zijn 
dan mogelijke uitkomsten van waarnemingen die we aan het getrokken 
element kunnen verrichten en we kunnen dienovereenkomstig spreken 
van kansen P(A), P(B) enz. De betrekkingen tussen populaties leiden 
dan tot betrekkingen tussen de overeenkomstiEe kansen. 

Uit een populatie die naar één of meerdere attributen in tweeën is 

(3 .2.2)  

A, B en C heten elkaar uitsluitende attributen, indien geen twee- 
tal van hen samen bij één element voorkomt. Dan geldt 

A U B U C  = A + B + C 

en dienovereenkomstig 

P(AU B UC) = P(A) + P(B) + P(C) (3.2.1) 

en ook als gevolg van (3.1.6) 

, P(AU BU C )  = 1 - P(ÄËc) (3.2.3) 

een nuttige formule. Deze formule geldt ook voor elkaar niet uitslui- 
tende attributen. 

We beschouwen vervolgens twee populaties, samengesteld als volgt: 
Populatie I: Ni elementen, M i  elementen A, 

B. 11 ’ M, 1 1  11: N, I t  

We trekken nu aselect één element uit ieder dezer populaties en 
beschouwen die twee elementen tezamen als één element uit een nieuwe 
populatie. A, B, AB, 1, ÄB,ene. zijn mogelijke attributen van dit 
samengestelde element. 

De nieuwe populatie bevat NlxN, elementen en hieronder zijn 
MlxMz elementen met het attribuut AB. DUS geldt 

Trekken we nog een derde element erbij uit een populatie met attri- 
buut C dan is evenzo 



v1.18 

en (3.2.4) is dan ook van toepassing op P(AC) en P(BC). 
We noemen A, B en C in dit geval onderling onafhankelijk en 

( 3 . 2 . ~ p r o d u k t r e g e l  voor onderlinKe onafhankelijke attributen. 
Zij; A ,  B en C onderling onafhankelijk dan geldt dit eveneens 

voor Ä, B en 5, Jf voor Ä, B, C enz. In dat geval leidt (3.2.3) tot 

P(A U B  UC) = 1 - P(Ä).P(B).P(C) (3.2.6) 

een formule, die veelvuldig wordt toegepast. 

uit éénzelfde populatie. De elementaire formules hierboven omlijnd stellen 
ons in staat reeds een grote variëteit van vraagstukken uit de kansre- 

(3.2.5) is ook van toepassing bij aselect trekken met teruglegging 
! 

kening op te lossen. Hier volgen voorbeelden en vraagstukken. I 

-” 
Voorbeelden 
A) De kans met een dobbelsteen een even getal te werpen is 

3 P(2 U 4 ~ 6 )  = P(2) + P(4) + P(6) = z. 
B) De kans met twee dobbelstenen dubbel zes te gooien is 

1 P(66) = P(6),P(6) = 3. 
Dit is eveneens de kans op dubbel zes bij twee maal werpen met 
€én dobbelsteen. 

C) De kans om met twee dobbelstenen een som 8 te gooien is 

P(26) + P(35) + P(44) + P(53) + P(62) = 5. 
Q. 
P ( 6  ~ 6 ~ 6 )  = 1 - {P(z)}3 = 1 - (3) 

D) De kans om met 3 dobbelstenen tenminste 66n zes te gooien is 
3 91 

= 216. 
E) Wat is de kans dat bij een worp met 4 dobbelstenen de hoogste worp 

een 5 is? We noemen nu 
A Z de hoogste worp is een 6, 
B E I 1  11 1 1  I1 II 5 .  

& &&&&.& #/44&4-! 
Dan sluiten A en B elkaar uit. We hebben 

en dus voor de gevraagde kans 

F) Hoe groot is de kans met 3 dobbelstenen 3 ongelijke puntentallen te 
gooien? 
De kans bv. een 1, een 2 en een 3 te gooien is 

1 3  1 
3 3 i  x (6) = T .  



# d  
Uit de 6 vlakken van sdobbelsteen kunnen we 

6 6! 
3 3!3!. o = - = 2 0  

combinaties van 3 vlakken aanwijzen. De gevraagde kans is dus 

Vraagstukken 
3.2.1 We werpen met 3 dobbelstenen. Bereken de kansen 

a) dat een 3 ,  een 4 en een 5 wordt geworpen, 
b) dat drie opeenvolgende puntentallen worden geworpen, 
c) dat het produkt der 3 puntentallen even is, 
d) dat de laagste worp een 1 is, 
e) dat de laagste worp een 3 is. 
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3.2.2 Wanneer de kansen op een jongen of een meisje gelijk zijn, hoe 
groot zijn dan de kansen, dat een gezin van 4 kinderen bestaat uit 
a) 4 jongens, 
b) 3 jongens en 1 meisje, 
c) 2 jongens en 2 meisjes. 

3.2.3 Indien 5% van de mensen linkshandig is, hoe groot is dan de ka116 
dat in een klas van 20 leerlingen geen linkshandigen voorkomen? 

3.2.4 We werpen met 2 dobbelstenen, een zwarte en een witte; de punten- 
tallen noemen we 2 en '?/. 
Bereken de verdeling van 
a) de som Z+W, 
b) het verschil Z-W, 
c) het verschil in absolute waarde IZ-WI. 
Onder verdeling verstaan we de waarden, die een grootheid kan 
aannemen, met de erbijbehorende kansen. 

3 dobbelstenen, door combinatie van de worpen met een derde steen 
met de verdeling berekend onder a) van het voorgaande vraagstuk. 

3.2.6 Teken een grafiek van de verdelingen van het totaal aantal punten 
geworpen met resp. één, twee en drie dobbelstenen. 

3.2.7 Toevaiscijfers zijn cijfers verkregen door aselecte trekkingen met 
teruglegging uit de cijfers O tot 9. 
Hoe groot zijn de kansen dat een groep van 3 toevalscijfers 
bestaat uit 
a) 3 gelijke: AAA. 
b) 2 gelijke en 1 verschillend AAB, 
c) 3 verschillende: ABC. 
De som van deze 3 kansen moet = 1 zijn; dit levert een controle. 

3.2.5 Bereken de verdeling van het totaal aantal punten geworpen met 
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3.2.8 Bereken voor een groep van 4 toevalscijfers de kans op 
a) 4 gelijke: AAAA, 

c)  2 paren : AABB, 
d) 2 gelijke, 2 verschillend: AABC, 
e) 4 verschillende : AñCD. 
De som van deze 5 kansen moet = 1 zijn. Men lette op het verschil 
tussen de formules (2.3.1) en (2.3.3). 

6 gooit wint. Als A mag beginnen, hoe groot zijn dan de winst- 
kansen van A en B? 

3.2.10 Hoe groot zijn de kansen 

b) 3 gelijke, 1 verschillend: AAAB, d i ? I l  arnn - +e- . 

3.2.9 A en B gooien om beurten met één dobbelsteen. Wie het eerst een 

a) om bij 4 worpen met één dobbelsteen tenminste één maal 6 te 
gooien? 

b) om bij 24 worpen met twee dobbelstenen tenminste één maal 
dubbel 6 te gooien? 

Dit is een beroemd vraagstuk. De franse edelman Chevalier de Méré 
constateerde al dobbelende dat het ene spel tot winst het andere 
tot verlies leidde en stelde hierover een vraag aan Pascal. Dit 
gaf aanleiding tot de vroegste beschouwingen over kansrekening. 

gewonnen heeft is winnar. We nemen aan dat de kans om een set te 
winnen niet wordt behvloed d o o r  de resultaten van vorige sets. 
a) Als A een kans p heeft een set te winnen, hoe groot is dan 

A's kans de match te winnen? 
b) Zet deze kans uit als funktie van p. De verkregen kromme geeft 

een beeld van het onderscheidingsvermogen van de match. 
c )  Hoe groot moet p zijn, opdat A's winstkans 0.90 bedraagt? 

3.2.12 Beantwoord dezelfde vragen, wanneer de match bestaat uit 5 sets 
en 3 sets moeten worden gewonnen om de match te winnen. 

3.2.13 Een relais heeft een kans pi niet goed in te schakelen en een 
kans pz niet goed uit te schakelen. 
a) Wat is de kans, dat het relais één maal goed in en uitschakelt? 
b) Wat is de kans, dat het 1OOx achtereen goed in- en uitschakelt? 
c )  Aan welke eis moeten pi en pz voldoen opdat de onder b) be- 

3.2.11 A en B spelen een tennismatch van 3 sets. Wie het eerst twee sets 

rekende kans groter dan 95% 'is? 
3.2.14 Twee relais als in het voorgaande vraagstuk worden in serie ge- 

schakeld en tegelijk bekrachtigd. 
a) Boe groot is de kans, dat het samenstel één maal goed in- 

en uitschakelt? 
b) In het mogelijk, dat beide relais in serie beter zullen 

functioneren dan één relais alleen, en zo ja, onder welke 
voorwaarden? 

3.2.15 Beantwoord dezelfde vragen, wanneer twee relais parallel ge- 
schakeld worden. 
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n x  n-x n x n-x P ( x  = x; n, p) = (x)p (I-p) = (,)p q 

3.3 De binomiale verdeling 

Uit een populatie met kans p op een attribuut A trekken we met 
teruglegging een aselecte steekproef van n elementen. We beschouwen 
deze steekproef nu als één element van een nieuwe populatie, de 
steekproefpopulatie. Als kenmerk van de steekproef beschouwen we 
verder het aantal 5 elementen A dat onder de n elementen van de 
steekproef wordt aangetroffen. 

tevoren voorgeschreven volgorde is 
De kans dat we x elementen A en (n-x) elementen Ä trekken in 

1 (3 .3 .3)  

n-x x n-x 
(3 .3 .1)  PX(l-P) = p q 

n 
>P(X = x; n, p )  = (p+q)n = I ,  
x=o 

(3 .3.4)  
~~ ~ 

zoals te verwachten was. 
We kunnen de binomiale verdeling ook als volgt definiëren. 

We beschouwen een experiment, dat een uitkomst 1 of O geeft met 
kansen p en q = I-p. Dan is de binomiale verdeling, de verdeling 
van de som van n onafhankelijke waarneminnen volnens dit experiment 
verricht. 

zeer belangrijke rol. 
De binomiale verdeling speelt in de toegepaste statistiek een 

Voorbeelden 
A) De kans om met 10 dobbelstenen 3 zessen te gooien is 

B) De kans dat een gezin van 6 kinderen bestaat uit 3 jongens en 3 
meisjes is 

(Opmerking: We nemen hierbij aan dat de kans op een jongen steeds is. 
Dit is niet juist.) 
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P(AUB) = P(A) + P(B) - PcAB) 

Vraaastukken 
3.3.1 Hoe groot zijn de kansen om bij een worp met 5 dobbelstenen 

a) exact 2 zessen te gooien, 
b) ten minste 2 zessen te gooien, 
c) ten hoogste 2 zessen te gooien? 

geworpen bij 10 maal tossen met een munt. Geef het resultaat 
grafisch weer. 

6 games heeft gewonnen en tevens twee games meer heeft gewonnen 
dan zijn tegenstander. Een set heet een "long set" wanneer de 
winnaar meer dan 6 games heeft moeten winnen om de set te be- 
eindigen. 
Als A een kans p heeft een game te winnen en B een kans ( I - p ) ,  
hoe groot is dan de kans op een "long set"? Zet deze kans uit 
als funktie van p. 

manieren kan beantwoorden. Wanneer de beantwoording uitsluitend 
op een gissing berust, hoe groot zijn dan de kansen, dat men 
resp. 6,? of 8 goede antwoorden geeft? 

kansen, dat in een klas van 20 leerlingen O, 1, 2 en 3 linkshan- 
dige kinderen zullen worden aangetroffen? 

relais heeft een kans p i  niet goed in te schakelen en een kans 

3.3.2 Bereken de verdeling van het aantal malen, dat kruis wordt 

3.3.3 Een set bij tennis wordt gewonnen als een speler tenminste 
0 

3.3.4 Een "quiz" bestaat uit 8 vragen die men ieder op 3 verschillende 

3.3.5 Indien 5% van de mensen linkshandig is, hoe groot zijn dan de 

3.3.6 n relais worden parallel geschakeld en samen bekrachtigd. Ieder 

t (3.4.1) 

pa niet goed uit te schakelen wanneer het ingeschakeld is. 
Bereken de kans. dat het Eehelë samenstel 66 n m i ï i ~ f n -  - - 
en weer uitschakelt? 
Hint: Bereken eerst de kans, dat x relais goed inschakelen en 
goed uitschakelen. Sommeer daarna over x en vereenvoudig de 
verkregen som met behulp van het binomium van Newton. 

en door combinatie met 

P(ÄU8) = 1 - P(AB) (3.4.2) 
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vinden we 

P(AB) = I - P ( Ä )  - P(B) + P(ÄB). 

Door snijding met volgt hieruit verder 

P(ABC) = P(C) - P(E) - P(ËC) + P(ÄËC) 

(3.4.3) 

(3.4.4) 

en wanneer we (3.4.4) van (3.4.3) aftrekken 

P(ABC) = 1 - P(Ä) - P(Ë) - P ( c )  + P ( n )  + 

+ P(Ät7) + P(Ët7) - P(ÄËt7). ( 3.4 5 1 

De formules (3.4.3) en (3.4.5) kunnen we samenvatten in de algemene 
formule 

wanneer we het rechterlid zÓ interpreteren dat we eerst het gedurig 
produkt tussen de accolades uitwerken en daarna het symbool P aan 
iedere term afzonderlijk toevoegen, waarbij P(1) = 1 wordt gesteld. 
Door volledige inductie volgens de hierboven gevolgde methode bewijst 
men gemakkelijk dat (3.4.6) algemeen geldt. 

in enigszins andere vorm gegeven. We kunnen deze formule evengoed 
schrijven 

Meestal wordt deze algemene somregel in statistische leerboeken 

p(ÄË...R) = P{(I-A)(I-B) ... (I-K)] , 
en daar 

P(AUBU ... UK) = 1 - P(Ä8 ... f?), 
volgt 

I P(AUB U . . .  UK) = i - P{(i-A)(i-B). ..(i-K)} 1 , (3.4.7) 

hetgeen weer opgevat moet worden op de manier van (3.4.6). 
Dit is de gehruikelijke vorm. Voor 2 attributen geeft ze (3.4.1), voor 
3 attributen 

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(AB) - P(AC) - P(BC) + 
+ P(ABC). (3.4.8) 

De vorm (3.4.6) is echter eenvoudiger algemeen te bewijzen, 
makkelijk te onthouden, en bij toepassingen ook vaak doelmatiger, 
hetgeen de volgende voorbeelden mogen toelichten. 
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Voorbeelden 
A) Hoe groot is de kans b i j  een worp met 4 dobbelstenen tenminste 

een 1 en een 2 te gooien? 
We definiëren: A tenminste een 1, 

B E tenminste een 2. 
Dan is P(Ä) = P(B) = (3) 4 , P(m) = (x) 4 4  

en de gevraagde kans volgens (3.4.3) 

B) Hoe groot is de kans om met 4 dobbelstenen tenminste een 1, een 2, 
en een 3 te gooien? 
We definiëren nu: A tenminste een 1, 

I t  2, 
'I 3. 

B Z  I1 

C E  I t  

Dan geeft (3.4.5) op dezelfde wijze als in het voorgaande voorbeeld 
P(ABC)  = 1 - 3(314 + 3(2)l - (2)' = 1296 108 = 3.  I 

C) Hoe groot is de kans, dat bij een worp met 4 dobbelstenen de hoogste 
worp een 5 en de laagste worp een 1 is? 
We definiëren: A tenminste een 1, 

B E  I t  5, 
C E  I1  f t  6. I 

Dan wordt gevraagd P(ABE). 
Passen we (3.4.3) toe op de deelpopulatie c dan vinden we 

P(ABF) = P(C) - P(ÄC) - P(BF)+ P(KBC), 
en volgens dezelfde redenering als in de voorgaande vraagstukken 

Het essentiële rincipe in deze voorbeelden is, dat de kansen P(A), 
P(B), P(m), P(h!) eenvoudig en direct kunnen worden aangegeven en 
dat men dus moet proberen de gevraagde kans volledig in deze kansen 
u i t  te drukken. 

Vraanstukken 
3.4.1 Bewijs de volgende formules: 

3.4.2 Schrijf F(ÄË), P(AB) en P(Av8) als funktie van resp. 
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3.4.3 Bij een worp met 4 dobbelstenen kan het verschil tussen het 
hoogste en het laagste puntental de waarden O, 1, 2, 3, 4 en 5 
aannemen. Bereken de kansen op ieder van deze waarden. 

n dobbelstenen het verschil tussen de hoogste en de laagste 
worp k bedraagt. 

stenen, de cijfers 1, 2,...,6 alle minstens één maal voorkomen. 

3.4.4 Geef een algemene formule voor de kans, dat bij een worp met ’ $ 9  

3.4.5 Geef een formule voor de kans, dat bij een worp met n dobbel- 

3.5 Voorwaardelijke kansen. afhankelijkheid en onafhankelijkheid 

element van deze populatie behoort dan tot één van de 4 elementaire 
deelpopulaties. Wanneer we aselect een aantal elementen achtereen 
trekken krijgen we een serie waarnemingen, die er bv. als volgt uit- 
ziet: 

We beschouwen een populatie met twee attributen A en B. Ieder 

AB, AB, AB, Ä8, fl, AB, E ,  fl, fl, AB, AB, AB ,... 
Men kan nu vragen naar de voorwaardelijke kans 

P C A I B ) ,  (3.5.1) 

d.w.z. de kans op attribuut A, wanneer ReReven is dat het Retrokken 
element B bezit. 
Dan vallen alle elementen B uit de boven gegeven serie weg en blijft 
alleen de serie 

over; op deze serie heeft de voorwaardelijke kans P(AlB) betrekking. 
Deze serie bestaat uit aselecte trekkingen uit de deelpopulatie B. 
We komen zo tot de definitie: 

AB, AB, AB, AB, AB ,... 

De voorwaardelijke kans P(A(B) is de kans op A bij aselecte trekking 
uit de deelpopulatie B. 

De betekenis van voorwaardelijke kansen 
P ( A J B ) ,  PCAIB), P(B~A), enz 

is dan zonder meer duidelijk. 
De gegeven definitie betekent hetzelfde als: 

(3.5.3) 



Voorbeelden 
.I) Vie werpen twee maal met één dobbelsteen en definiëren: 

4 H de eerste worp is een even getal, 
B = de som der twee worpen = 8. 

i 
I 
1 
i 

B) Vier loten worden genummerd 1, 2, 3, 4, dooreen geschud en daarna 
één voor één getrokken zonder teruglegging. De kans, dat zij in 
natuurlijke volgorde getrokken aorden is 

P(1).€'(211).P(3 112).P(41123) = ~.j.z.~ 1 1 1 1  = 1 

I C )  Worpen met 4 dobbelstenen kunnen worden gesplitst in 
A E worpen, waarbij tenminste €én 6 voorkomt; 
1 E worpen, waarbij geen zes voorkomt. 
Binnen de deelpopulatie Ä is de kans dat B E tenminste één 5 voorkomt. 

Daar P(Ä) = (2)4 is 
4 4  P(BJÄ) = I - (+ . 

Dit is de kans, dat bij eén worp met 4 dobbelstenen de hoogste 
worp een 5 is. Dit is hetzelfde antwoord als in 3.2 Voorbeeld E 
langs andere weg verkregen. 

Onafhankelijkheid 
We noemen nu A stochastisch onafhankelijk van B, wanneer 

P(A~B) = P(A), 
of wel wanneer de kans op A binnen de deelpopulatie B dezelfde waarde 
heeft als binnen de geheie populatie. //at onze kennis van A betreft 
maakt het dan geen verschil of we al dan niet weten, dat we met een 
element uit de deelpopulatie B te maken hebben. 

Uit (3.5.4) volgt met (3.5.3) 

/zK-zzq . (3.5.5) 

Aieruit zien we dat als A onafhankelijk is van B,,B.eveneens onaf- 
hankelijk is van A. (ae zeggen voortaan onafhankelijk i.p.v. stochas- 
tisch onafhankelijk). 
Voorbeeld. Trekken we aselect een kaart uit een spel van 52 kaarten 
en definiëren we 

I .  

A E een schoppenkaart, 
B Z een honneur, 
C E een zwarte kaart, 
D Z een aas, 
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P(ABC) = P(A) .P(B) .P(c) . (3.5.7) 1 
Algemeen noemt men de attributen A, 13, ..., IC onderling onafhankelijk :i 
indien de betrekking (3.5.7) geldt voor iedere combinatie van attributen i: 
die uit A, B,...,K kan worden gevormd. 

van elkaar getrokken elementen (d.w.z. aselect getrokken met teruglegging) 
altijd onafhankelijk zijn, een resultaat dat bij onze verdere theoretische 
beschouwingen nog een zeer belangrijke r o l  zal spelen. 

In 3.2 is reeds bewezen dat waarnemingen verricht aan onafhankelijk 

Vraaptukken 
3.5.1 Bewijs dat wanneer A en B onafhankelijk zijn, dit eveneens 

3.5.2 Bewijs dat uit (3.5.6) volgt 
geldt voor A en 8, Ä en B, en A en B. 

P(A) = P(AIBc) = P(AIBC) = P(AIBC). 
3.5.3 Bewijs 

3.5.4 Een munt wordt 2x getost. Hoe groot is de kans, dat 2x "P4unt" is 
P(B) = P(A]P(SIA) + P ( Ä ) P ( B J Ä ) .  

geworpen wanneer gegeven is 
a) dat de eerste worp Wunt'' was; 

f 
L 
- 

I - 
b) dat tenminste één maal "Munt" werd geworpen? 3 

3.5.5 Xoe groot is de kans, dat een gezin van 4 kinderen bestaat 
uit 3 jongens en 1 meisje, wanneer resp. gegeven is 

b) dat de oudste 3 kinderen jongens zijn. 
+ 
I 
t 

- 
a) dat het gezin tenminste 3 jongens omvat; 5 - 

3.5.6 Gegeven een populatie waarvoor 
P(A) = 0.60, P(B) = 0.45, P(C) = 0.55, 
P(AB) = 0.30, P(AC) = 0.35, P(BC) = 0.30, 
PCABC) = 0.25. 

Gevraagd: a) P ( Ä I B ) ,  
b) P(AIBC), 
C )  P ( A I B U  C),--- 
d) P(AB(A U B). 3 



3.5.7 Bij een worp met 2 dobbelstenen definiëren we: 
A Z  een even worp met de eerste steen, 

C E oneven som. I 

Toon aan dat A ,  B en C paarsgewijze onafhankelijk zijn, 
maar A ,  B en C gedrieën niet. 

3.5.8 Uit een vaas, die 4 witte en 6 zwarte knikkers bevat, worden 
eerst 2 knikkers getrokken en opzij gelegd zonder naar de kleur 
te kijken en daarna wordt een derde knikker getrokken. 
a) Hoe groot is de kans, dat de 3e knikker wit is? 
b) Hoe groot is dc kans, äat de 3e  knikker wit is, wanneer 

3 5 I t  oneven It "tweede 'I * 

rp 
y 

7 
gegeven is dat onder de eerste twee knikkers 'tenminste 2.0 ' één witte getrokken werd? 

.I 
'l.,  

B.4 Algemene beschouwingen over numerieke populaties of verdelingen 

4.1 Gemiddelde, variantie, standaardafwijking 
';egeven: een serie kansen 

pi, i = l,...,n, pi 3 O, Epi = 1 en 
een reeks willekeurige getallen xi, i = l,...,n, dan is het steeds 
mogelijk een loterij te construeren z6danig dat bij aselecte trekking 
m e t  t eruplegging 

(4.1.1) i' 

i' i 

P ( x = x ) = p  i 
Tezamen definiëren p x een oneindige populatie. Men noemt het 
samenstel van waarden p x ook de verdeling in de populatie en 
gebruikt het woord verdeling dikwijls i.p.v. populatie. 

i' i 

Denken we on6 de waarden x naar opklimmende grootte gerang- i 
schikt dan is 

i 

j= 1 
P(X6 - Xi) = c Pj. (4.1.2) 

De kansen P(x exi) worden tezamen de cumulatieve verdeling genoemd. 

voornamelijk in een paar karakteristieke grootheden, zg. parameters, 
van een verdeling. De belangrijkste parameters, die in de statistiek 
een grote rol spelen, zijn: 

Vaak is men niet geinteresseerd in een verdeling in detail, maar 

de verwachtingswaarde of het populatiegemiddelde: 

E(x) = p = pixi, , i 
(4.1.3) 
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de variantie: 

I 

en de standaardafwijking ( =  spreiding): 

Voor de verwachtingswaarde zijn E(%) en Ii beide gangbare symbolen, I 

91 
die we door elkaar zullen gebruiken. E(...) stamt van het engelse 

taald. Spelen we een spel met kansen p op winst x dan is E(x) de te 
verwachten gemiddelde winst per spel.0ok bij fun'cties van - x gebruiken we 
.het symbooï E. 

"Sxpectation", dat in het nederlands .met "verwachtinEswaarde" is ver- 11% 

I 

*.i 

1: 
2 2 ,j 

- i i' 

,. 
Zo is bv. i 

E(x2) - = C pix.i = de verwachtingswaarde van 5 , 
i 

'E(a2 + b) '= C p (ax 
i 

+ b) = aE(2) + b = de verwachtings- i i  
waarde van a2 + b. 

Variantie en standaardafwijking zijn beide maten voor de 
spreding in de populatie. De variantie bezit, zoals we zullen 
zien, theoretisch bijzonder prettige eigenschappen. 8ij technische 
toepassingen is de standaardafwijking vaak de maatgevende groot- 
heid. Ook deze beide parameters zullen we door elkaar gebruiken. 

Voor de variantie kunnen we ook schrijven 

I 
De laatste uitdrukking wordt doorgaans gebruikt om de variantie 
te berekenen. Voor een stochastische variabele 2 met waarde 1 of O 
met kansen p resp. I-p vinden we 

I E(x) - = p.1 + (l-p).O = p, (4.1.7) 

var (E) = p(l-p)e + ( 1 - p ) ~ ~  = p(l-p). (4.1.8) 
! 

,.< 

~ ! 
Vraagstukken 
4.1.1 Bereken E ( x ) ,  E(x - a en var ( E )  voor de volgende populaties. 

a) Worpen met een dobbelsteen. 
b) Toevalscijfers. 
c )  pi = 0.1 0.2 0.3 0.4 

xi = 1 2 3 4 

1, 2, 3 ,  5 ,  9 .  y - 2 q  - 6 
d) Aselecte trekkingen met teruglegging uit de getallen: 
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4.1.2 

4.1.3 
4.1.4 

4.2 

e) Aselecte trekking uit de populatie 
n i = 3  7 4 1 
x = 5 10 15 20 
waarin n het aantal elementen, waarvoor 5 = x 
i 

i‘ i 
f) xi = 1 O ’p ? P- r2 

Pi = P (I-P). 

Bewijs 
var(ax + b) = a a var(5). - 

Bewijs formule (4.1.6). 
a Bereken var(? ) voor de populaties a), c )  en e) van vraagstuk 

4.1.1. 

Twee-dimensionale verdelingen. de covariafitie en de correlatie- 
coëfficiënt 

Vaak kan men aan één element uit een populatie meerdere kenmerken 
meten, bv. een lengte, een diameter, een gewicht. Beperken we ons 
voorlopigtot twee kenmerken xl en 3, dan wordt de populatie nu 
gedefinieerd door kansen pi en getallenparen x 
Dit heet een twee-dimensionale populatie. 

De definities uit de voorgaande paragraaf zijn op 51 en 5 2  
zonder meer van toepassing. Daarnaast onderscheidt men nu bovendien 
de 

i = l,..,,n. 
1 i sX2 i ; 

- covariantie van x1 en x2 - 
COV(3,5) = ‘((21 - l i l ) ( Z 2  - p2) j  = 

J c”vIx,,zJ= E(xqx2) - li1P2, 

waarin lil en p2 de verwachtingsmaarden zijn van 51 en 2 , .  

(4.2.1) 

De covariantie is een maat voor de lineaire samenhang tussen 51 en 22. 

Wanneer in het merendeel der gevallen gelijktijdig xl > p, en 
x - 2  
meestal positief zijn en is de covariantie eveneens positief. Wanneer 
daarentegen 2 >p 

is de covariantie negatief. 

’ li2 of El < li,‘ x 2  < p dan zal het produkt (5 ,- p1 z2- p 2 ) 

meestal correspondeert met xsC p 2  en omgekeerd 
2 1  

Het bewijs dat 

cov(a x a x 1 = ala2 cov(x1,x2) 1- 1’ 2-2 (4.2.2) 

wordt aan de lezer overgelaten. Uit deze formule volgt, dat de 
covariantie afhangt van de schaal, waarin 2, en 2 worden gemeten; 
de covariantie wordt bv. lox zo g r o o t  wanneer we x1 in mm uitdrukken 
i.p.v. in cm. 
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De correlatiecoëfficiënt 

L is een maat voor de samenhang tussen 2, en x, die van de schaal on- 
afhankelijk is. 

De correlatiecoëfficiënt bezit de volgende belangrijke eigenschapyen: 
,j 
8, 

' 2  a) - ~ ~ p < l  (4.2.4) 
b) p = 'Idan en slechts dan als er een lineair verhand i1 

x a =  ax1 + b bestaat tussen 5 ,  en 5,. (4.2.5) 

Bewijs. De kwadratische vorm (in de variabele t) 

E pi{t(xli- lil) - (xzi- a,)}' = t2var(xl) - 2tc0v(5~,x,) + var($ 
i 

i j  
is positief definiet en dus is de discriminant 4var(xl)var(x2)(p2 - 1) 

k i e e  is (4.2.4) aangetoond. Bovendien zien we dat p = '1 betekent'dat 
er een t -Ir2) voor alle i d.w.z. dat er een 

negatief. 

is zodat to(xli- li,) = (x 
O 2i 

, lineair verband is tussen en 5,. 
Is omgekeerd 2, = azl + b dan is 

I Daarmee is ook (4.2.5) bewezen. 

Vraagstukken 

4.2.1 

Bereken C O V ( ~ ~ , ~ ~ )  en P ( X , , X ~ )  voor ieder der Volgende populaties. 
= 0.1 0.2 0.3 0.4 pi 

x =  1 2 3 4 
4 3 2 1. x2 i 

x = 2  1 3  3 o 3 2 2 1 o 

li - - 
4.2.2 Aselecte tìrekking uit de paren E ( X J  = '1  7 

= 2 2 o 1 3  2 1 1  2 2. E [ X 2 / )  / I 6  

li 

4.2.3 Aselecte trekking uit de paren 
- 7 '  , x =I 3 4 0 2 2 4 1  

x2i 
li 

I = o  3 2 1 1 3 0 2 .  



4.2.4 Aselecte trekking uit de paren 

o x = 5  1 3 2 4 6  li 
x 2 i = 3  5 2 3 2 5. 

p2 p3 4.2.5 pi = p1 

O-,  p1 + P2 + P3 = O 

1 

=I  

o. 
X I  i 
x2i = 0 

I 

',, 

i 21 4.2.6 Zet voor de vraagstukken 4.2.2, 4.2.4 en 4.2.4 xli en x 
tegen elkaar uit en vergelijk de verkregen punten groepering 
met de waarde van de correlatiecoëfficiënt. < I .  1 . 3  p d k r  &- Fe ? !i 

4.3 Twee-dimensionale verdeling (vervolg) .:j 

'u 
'; 

Een twee-dimensionale verdeling k a n  altijd worden weergegeven 
in de vorm van Tabel 4.3.1 of Tabel 4.3.2. 

Tabel 4.3.1 
Een twee-dimensionale verdeling weergogeven als twee-dimen- 
sionale tabel van kansen. 

j= 1 2 ... k 

x2 k ... 22 X *2 1 i= 

PI '  ... 11 PI 1 P I 2  1 X 

I 

,J 

12 p2 1 p22 '2k P2' *.. 2 X 

. . . . . . 
'rk P r*  ... Pr2 

X I r  r 

p =I 
P. 1 p.2 '.k .. ... 

Tabel 4.3.2 
Een twee-dimensionale verdeling weergegeven als twee-dimen- 
sionale frequentie-tabel. 

j= 1 2 ... k 

' 2  k ... 22 

7 2  

X 
21 i= X 

n '7k 1. 

2 1  22 '2 k "2. 

"rk i. 

... n 
n 

11 n 
n 

11 

12 

1 X 

2 X . 
. . . . . . . . . . . . . 

n ... r2 X n n I r  rl r 
A 

n ,  n ,  ... n ,_ n 



x kan r verschillende waarden x (i = I , .  ..,I-) aannemen en x 

k verschillende waarden x (j = I,. ..,kl. De kans 
-2 j 

-1 li -2 

? ( x  = X l i ,  x2 = x ) = Pi j .  (4.3.1) -1 2j 

De kansen 

zijn de zg. marginale kansen, Je hebhen 

P(x,  = X l i )  = Pi,, P(X2 = x2j)  = p . (4.3.3) 
.j 

Deze marginale kansen bepalen de marginale verdeling van x -1 -2' 
d.w.z. de verdeling van deze variabelen ongeac-it de waarde, die de 
andere bezit. Verder is de som van alle kansen 

en x 

r. c Pij = 1. 
= j p J = i  j 

P = Pi. 
1 

.. (4.3.4) 

We gebruiken hier een notatie die we nog vaak zullen toepassen. 
Wanneer we een index (zoals i en j) door een punt vervangen betekent 
dit de grootheid door sonmeren over deze index verkregen. (4.3.2) en 
(4.3.4) lichten dit voldoende toe. 

De notatie in Tabel 4.3.2 is in wezen hetzelfde; alleen geeft 
deze tabel frequenties i.p.v. kansen. ne twee-dimensionale verdeling 
is nu gedefiniëerd door aselecte trekking met teruglegging uit een 
populatie bestaande uit n elementen x 

beide tabellen wordt bepaald door 

i 

X Het verband tussen de li' 2 j '  ij 
~ 

n n 
Pi. - n enz. i. - -  - i-i 

P i i  - n - .. .. 
Vaak is het rekenen met frequenties eenvoudiger ondat dit gehele 
getallen zijn, terwijl kansen altijd breuken zijn. 

In aansluiting op het in 3.5 behandelde definiëren we nu verder 

(4.3.5) 

de voorwaardelijke verdeling v2.n x 

het is de verdeling van x binnen de deelpopulatie waarvoor x = x 

wanneer x2 = x2j  g egeven is; -1' 
2 j '  -1 -2 

Evenzo is 

P 
P ( x  IXli) = P(x2 = x2jIx1 = x 1 = -u = 

2 j  li pi. 

= xli' 
de voorwaardelijke verdeling van x , gegeven x -2 -1 

(4.3.6) 

.I 



Dan is bv. ook 

E(xl I x2 j 
f: Pijxli 

(4.3.7) 

de voorwaardelijke verwachtingswanrde van xl, enz. 

door middel van de marginale verdelingen, bv. is 
De berekening van E(xl), E(x 1, var(xl) en var(x kan geschieden 

-2 -2. 

(4.3.8) 

De verwachtingswaarde van het produkt x1x2 bepaalt men met 
behulp van een van de volgende relaties 

= c x  PijX1i' (4.3.9) = i xli j pijx2j 2j i 
Men berekent bv. eerst voor iedere kolom 

s = C PijXII 
*j i 

en dan daaruit 

Vraagstukken 
4.3.1 Geef de populaties van de vrangstukken 4.2.1 - 4.2.5 weer in een 

Tabel van de vorm van Tabel 4.3.1 of 4.3.2. 
't.3.2 Bij het werpen met twee dobbelstenen is 

x = de laagste worp, x = de hoogste worp. -1 -2 
Worden gelijke punten geworpen dan hebben x en x dezelfde 
waarde. 
Bereken cov(xl,x2) en p ( x l  p2). 

legging twee loten getrokken. 
We noemen 
x = het nummer op het eerste lot, -1 
x = 'I I, 'I 'I tweede lot. -2 
Bereken cov(xl x en p(x x ). 

-1 -2 

4.3.3 Uit 4 loten genummerd 1, 2, 3, 4 worden na elkaar zonder terug- 

'-2 -1 '-2 



4.4 Onafhankelijkheid 
In aansluiting op 3.5 heet x2 onafhankelijk van s1 wanneer 

P(x2jIx,,i) = P(X ) =  P.^ , voor i = I, ..., I, (4.4.1) 
2j 

m.a.w. wanneer de voorwaardelijke verdeling van x voor iedere wande -2 
van x steeds dezelfde is en dan ook gelijk is aan de marginale ver- ! -1 
deling van x -2' 

Uit (4.4.1) volgt 

en uit de symiietrie van deze formule zien we dat wanneer x2 onaf- 
hankelijk is van x,, x eveneens onafhankelijk is van x -1 -2' 

Zijn x en x onderling onafhankelijk dan is -1 -2 

(4.4.3) 

en dus ingevolge (4.2.1) 

(4.4.4) 

een resultaat dat we vaak zullen toepassen. Het omgekeerde is niet waar; 
wanneer (4.4.4) geldt, volgt daaruit niet noodzakelijk dat x1 en -2 x on- 

derling onafhankelijk zijn. 'Jraagstuk 4.2.4 geeft een voorbeeld waar dit 
niet zo is. 
Uit (4.4.4) leiden we nog een belangrijk resultaat af. Als x1 en x 
onderling ongecorreleerd zijn dan is 

-2 

4.5 Uitbreiding naar meer dan 2 dimensies 
De uitbreiding naar r.eer dan 2 dimensies ligt voor de hand. 

:'/orden aan de elementen van een populatie 3 kenmerken x,, x2 en X 
gemeten dan kunnen we algemeen stellen -3 



Dan is 

’ijk’ P(x = x ) e: = Z E  
p.j. i k  -2 2j 

en 

De toevalsvariabelen %,, z2 en x heten dan onderling onaf- -3 
hankelijk indien voor ieder 1, j, en k 

Dit houdt dan vanzelf in dat ook 

hetgeen we bewijzen door (4.5.2) naar k te sommeren. Is aan (4.5.2) 
voldaan, dan zijn dus xl, 3 en x ook paarsgewijs onafhankelijk. -3 

Verder bewijst men gemakkelijk dat, bij onafhankelijkheid, 

(4.5.3) 
I I I 

of nog algemener 

waarin gl, g2 en g3 willekeurige funkties zijn van x, ,  x2 en x 

respectievelijk. 
-3 

Zijn xl, x2 en x onderling onafhankelijk, dan volgt hieruit -3 
cov(%l,x2) = C O V ( 2 ,  5 = cov(~2,~3) = o . (4.5.5) ‘ 3  

Deze formule vindt uitgebreide toepassing in de theorie van 
steekproeven. Zijn nl. xi, j.=l,...,n metingen aan de elementen van 



een aselect met teruglegging getrokken steekproef, dan zijn de x '6 
alle onderling onafhankelijk. Dit geldt niet alleen voor metin--i 
gen van eenzelfde soort, doch ook voor metingen van verschillende 
aard. 

Trekken we bv. een aselecte steekproef met teruglegging uit de 
populatie van hard papieren schijfjes van Tabel 1.1.1 en meten we 
aan ieder element 

de dikte = x -i' 
het gewicht = &, 
de diameter = z -i' 

onderling afhankelijk zijn, maar ze zijn dan kunnen -i, x 
onafhankelijk van -j, x 

yi en z -i 
yj en z wanneer i f j ,  dus is bv. 

cov(x x 1 = c o d x  ,y = cov(x z ) = 0, enz. 

-j 

-i'-j -i j -i'-j 

Tot slot van deze paragraaf komen we terug op het begrip kans. 
In 5.1 hebben we gezegd dat we de bewering "de kans dat we met een 
dobbelsteen een 6 gooien is f l  kunnen we interpreteren als "de populatie 
van alle worpen met een dobbelsteen bestaat voor één zesde deel uit 
worpen = 611. 

sen p en I-p. We nemen een aselecte steekproef met teruglegging uit deze 
populatie (grootte n). Fet onze terminologie van boven zouden we zeggen: 
we gooien de dobbelsteen n keer. :Je definieren nu 

1 

Beschouw een stochastische variabele 5 met waarden 1 en O met kan- 

x + x2 + ... + x 
1 n - 

x =  n 
en vatten dezr 
Uit de resultaten van deze paragraaf volgt 

op als kén waarde van de stochastische variabele z. 

en 

Daar 
lim p(l-p) = 0 n n-r 00 

is dus hier bewezen dat de gemiddelde kwadratische afwijking van x 



t.o.v. p willekeurig klein wordt als we n laten toenemen. (Dit heet de 
"wet van de Rrote aantallen".) 

Dit betekent dat als we met de bovengenoemde dobbelsteen zeer 
vaak gooien (n keer) en het aantal zessen tellen (k) de volgende uit- 
spraak kan worden gedaan. Bij gegeven E wordt de ongelijkheid 

I - 21 Z c steeds onwaarschijnlijker. Op deze wijze wordt de uitspraak 
1 "de kans op een 6 is g ook wel geinterpreteerd. 

8.5 Continue toevalsvariahelen 

5.1 Definities 
Tot zover hebben we toevalsvariabelen ondersteld, die slecits 

een aantal discrete waarden x met kansen p aannemen. Vele metingen i i 
die we uitvoeren zoals lengte, diameter, gewicht, bezitten echter geen 
discrete maar een continue schaal. 'iJeliswaar zijn we meestal genood- 
zaakt de metingen op een eindig aantal decimalen af te ronden, maar dit 
is alleen het gevolg van de technische onvolmaaktheden van de ons ter 
beschikking staande middelen. In principe denken we steeds aan continue 
variabelen. 

door de funotie 
De populatie van een continue toevalsvariabele wordt beschreven 

F(x) = P ( x <  X) 

die we cumulatieve kans of cumulatieve verdeling noemen. Uit deze de- 
finitie volgt dat 

P ( a < x  - Q b) = F(b) - F(a). (5.1 .I) 

Daar dit b O moet zijn moet F een monotoon niet-dalende functie zijn. 
Verder zien we direct in dat 

lim F ( 6 )  = 1 en lim F(5) = O. (5.1.2) 
6 - m  5- -00 

We zullen ons gewoonlijk beperken tot het geval dat F(x) een differen- 
tieerbare functie is met continue afgeleide f(x) (eventueel met uitzon- 
dering van een eindig aantal punten waar dan F(x) nog viel continu is.) 
De funotie f(x) noemen we kansdichtheid van 2. We spreken nu dus niet 
meer van de kans dat x een bepaalde waarde x aanneemt (P(2 = x) c O) - 

. .J 
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maar kunnen wel spreken van de kans P(x< x s  x+h). Deze is bij benadering 
h.f(x) als h klein is. 

- 
Als we alles in f willen uitdrukken krijgen we de volgende formules 

b 
P(a< 5 d b )  = 1 f(C)dE, (5.1.3) 

f([)dc = 1. (de totale kans) (5.1.4) 
o 

- I p  

& 
De definities van verwachtingswaarde en variantie -nu 

(5.1.5) 

(5.1.7) 

(Opm. Ga na dat deze definitie inderdaad een generalisatie van (4.1.3) 
is. Denk aan de definitie van integraal.) 

De formule 

var(5) = ~ ( 5 ' )  - {E(X)]' (5.1.8) 

blijft van kracht. 
Yielke betekenis de waarde van var(x) heeft zien we aan het volgende. 
Laat - x een continue toevalsvariabere zijn met gemiddelde p en 

0 variantie a . We vragen nu naar de kans dat x meer dar. k maal de standaard- 
afwijking u van het gemiddelde afwijkt, d.i. 

- 

P(I - x-pl  > ko). 

Deze kans is r 
J f(5)dt: 

IC-pl  > ko 

en dus ook afhankelijk van de funktie f. Yen schatting vinden we door 

achter het integraalteken de faktor op te nemen. (Deze is groter 

dan 1). 

Dus 

P.3 

P(/ - x-rl> ka) < 4 ('-')' f(5)dS 
15 - & I  >ka k'a' 

.i 
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Dit is een grove schatting, dus zal i.h.a. deze kans nog veel kleiner 
zijn. 

Dit betekent dus dat het i.h.a. "niet waarschijnlijk" is dat een 
waarde van x meer dan 2 à 3 maalovan p afwijkt. (Zie wat dit betreft 
ook B.4.6, opgave 5.2.9 en 5.6.) 

Vraaastukken 
5.1.1 Bereken de constante A, E ( x ) ,  E(x2) - en var(5) voor ieder der 

voor -*a S x 8 +% en f(x) = O voor andere x, 
volgende gevallen. 
a) f(x) = A 
b) f(x) = ax voor 0 s x s 2 1 1  11 1 1  I 1  

1 

c )  f(x) = iixclmX voor O e x < - 1 1  I 1  I ?  11 ! I .  

5.1.2 Bereken voor de verdelingen a) en b) uit vraagstuk 5.1.1 
E(x'), - ~ ( 2 5 ' )  en var(Z9. 

5.2 Enige belangrijke continue verdelingen 

denkbaar. Als voorbeelden vermelden we hier 3 verdelingen die veel- 
vuldig worden toegepast en die we nog vaak zullen tegenkomen. 

Er is natuurlijk een onbeperkte variëteit van continue verdelingen 

A) De normale verdelin@; of verdeling volgens Gausz: 

Dit is een symmetrische klokvormige verdeling als geschetst in ?ig. 5.2.1, 
die volledig door het gemiddeläe en de standazrdafwijking u wordt be- 
paald. Dit zijn de zg. 
zorgt ervoor dat aan (5.1 5-T- is voldaan. 

arameters van de verdeling. De factor l/fi 

0.4- 
p = 20 

A L  o = l  

0.2 - 

0.0 
14 18 20 22 24 26 

2 

- x  
Fig. 5.2.1 Twee normale verdeiingen 
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S t e l l e n  we 

dan v o l g t  u i t  (5.2.1): 

P ( x  - G x) = P ( g  u )  = (d;O,l)d# 
-m 

met e 
~ ( u ; o , I )  .= 1 exp(-F) u 2  , -m c u -= +m (5.2.3) 

3e v a r i i b e l e  1 b e z i t  een s t andac rd  n o r n a l e  v e r d e l i n g ,  d.w.z. een 
normnle verde1ir.g met geri.id.5elde u = O er. s t i c d a n r d n f w i j k i n ~  u = 1. - 
I e d e r e  normale v g r i a b e i e  kan door '  de ?.ineciire t r a n s f o r m á t i e  (5.2.23 
i n  een s t andaa rd  normale v a r i a b e l e  morden ongezet.  

Voor de cumulatieve normale v e r d e l i n g  vinden vie 

Id(x;fi,u) = i rp!S;p,a)di; = JU v ( t ; O , l ) d t  = 
X 

- m  -m 

= pl(u;O,l) .  (5.2.4) 

De f u n k t i e  #d(u;O,l) is  u i t v o e r i g  g e t a b e l l e e r d .  Cp b l z  VI.43 is 
zo 'n  t a b e l  a fgedrukt .  
Daar 

$(-U> = 1 -$(U> (5.2.5) 

kunnen waarden van $<U: voor nega t i eve  u u i t  de waarden voor p o s i t i e v e  
u worden a f g e l e i d .  

ile normale ve rde l ing  s p e e l t  i n  de toegepas t e  s t a t i s t i e k  een  
b e l a n g r i j k e  r o l .  Daarom hebben we voor deze v e r d e l i n g  een a p a r t  sym- 
bool ingevoerd.  I n  he t  vervolg  z u l l e n  we riet 

q ( x ; ~ , u )  = q ( x )  en $(x:p,u) = á(x> 
s t e e d s  een normale of cumulatieve normale ve rde l ing  bedoelen e n  met 
5 ,  of u een s t andaa rd  nor'male v a r i a b e l e .  

B) Ce exponen t i ë l e  verde l ing :  

-AX f ( x )  = Ae , O I x C m .  (5 .2 .6 )  

>it i s  een v e r d e l i n g  met s l e c h t s  één parameter  A. De vorm van de 
v e r d e l i n g  g e e f t  Fig.5.2.2 vreer. 
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l o o  f \ 
t \\ A = I  

0.0 - 
” 
~I 2 3 -+X 

Fig.5.2.2 Twee exponentiële Verdelingen 

Voor de exponentiële verdeling gelden 
-AX F(x) = 1 - e , 

1 E(x) = , 
1 var(5) = - 

A’ 

Zij vindt uitgebreid toepassing bij wachttijdtheorieën e.d. 

C) De rechthoekiRe verdeling 

voor a < x 6 b, 1 
f(x) = b-a 

Zie fig.5.2.3. 
f 

I 

- X  O a b 

Fig. 5.2.3 Een rechthoekige verdeling 

(5.2.7) 

(5.2.8) 

(5.2.9) 

(5.2.10) 
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Voor een rechthoekige verdeling geldt 
O voor x < a 

1 voor x > b, 
(5.2.11) 

x - a  F(x) = b-a , voor a 6 x 6 b en ?(x) = 

1 2 
var(5) = -(b 12 - a) . (5.2.13) 

Stellen we a = O, b = 1 dan is 

e <  f(x) = 1, o = x  = I ,  

met (5.2.14) 

D i t  heet de standaard rechthoekige verdeling. 

Tabel 'i Normal e verdeling 
, het oppervlak onder de normale curve van tot u; en de ordinaat 
behorende b9 u. 

U .O0 .O1 .O2 .o5 .O4 .IE .o6 .O7 .cB .o9 f (u )  

.o .5ooo 

.I .5398 

.2 .5793 

.3 .6179 

.4 .6554 

.5 .6915 

.6 .7257 

.7 .75ûO 

.0 .7W1 

.9 .E159 
1.0 .E413 

.5O40 .5WO 

.5438 .5478 

.5832 .5871 

.6217 .6Z5 

.6591 .6628 

.6950 .6985 

.7%1 .7324 

.7611 .7M2 

.7910 .7939 

.E186 .E212 

.E438 .E461 

.5120 

.5517 

.5910 

.6293 

.6664 

.7019 

.7u7 

.7673 

.7967 

.e238 

. 8 W  

.5160 

.5557 

.5948 

.6331 

.67W 

.7@4 

.73a9 

.7704 

.7995 

.e264 

.so8 

.5199 

.5596 

.5987 

.63W 

.6736 

. 7 m  

.7422 

.7734 

.E023 

.E289 
,8531 

.5239 S279 

.5636 .5675 

.6026 .6W4 

.MO6 .6443 

.6772 .6û@ 

.7123 .7157 

.7454 .7486 

.7764 .7794 

.a051 .a078 
A315 .E340 
.a554 .e577 

.5319 

.5714 

.6103 

.wo 

.6844 

.7190 

.7517 

.7823 

.BI06 

.a365 

.a599 

,5359 .3989 

.5753 .3970 

.6141 .3910 

.6517 .3814 

.€e79 .3@3 

.7224 .3521 

.7549 ,3332 

.7852 .3123 

.E133 .ZE97 

.E389 .2661 

.E621 .2420 

1.1 ,8643 .E665 .8W6 .87oR .E729 .e749 .E770 .E790 . M l 0  .E830 .2179 
1.2 .Wag .I369 .W A907 .E925 .E944 .8%2 .a980 .E997 .9015 .1942 
1.3 .9032 .9049 .go66 .go82 .go99 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 .1714 
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 .I497 
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .94o6 .9410 .9429 .9441 .1B5 

1.6 .9452 
1.7 .9554 
1.8 .9641 
1.9 .9713 
2.0 .9772 

2.1 .ge21 
2.2 .9861 
2.3 .9893 

2.5 .9938 
2.4 .-ia 

.9463 

.9564 

.9649 

.9719 

.9778 

.9026 ,. 9864 

.9896 

.9920 

.9940 

.9474 

.9573 

.9656 
,9726 
.97a3 

.%30 

.%€a 

.9898 

.9922 

.9941 

.9484 

.9582 

.9664 

.9732 

.97W 

.9834 

.%71 

.%O1 

.9925 

.9943 

.94% .95@ 

.%91 .%99 

.9671 .9678 

.9738 .9744 

.9793 .9798 

.9838 .9842 

.ge75 .ge78 

.9904 .99W 

.9927 .9929 

.9945 .9946 

.%I5 .9525 

.9608 .9616 

.9W6 .9693 

.9750 .9756 

.%O3 .98@ 

.9846 .9850 

.w1 .gm4 

.99o9 .9911 

.9931 .9932 

.9948 .9949 

.9535 

.9625 

.9699 

.9761 

.%I2  

.ga54 

.9w7 

.9913 

.9934 

.9951 

.9545 .11m 

.9633 .O940 

.9706 .O790 

.9767 .O656 
,9817 .O540 I 
.9857 .O440 
.9890 .O355 
.9916 .O283 
,9936 .O224 
.9952 .O175 

2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 .O136 
2.7 ,9965 .9966 .9967 .99ffl .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 .O104 

2.9 .9981 .9982 .9982 .W . W 4  .BE4 .9985 .99@5 .9986 .9986 ,0060 
3.0 .9987 . W 7  .9987 . 9 W  .99W . W 9  .9989 .9989 . 9 W  .9990 .O044 

3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 . W 2  .9992 .9992 .9992 ,9993 ,9993 . W33 
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 .O024 
3.3 ,9995 .9995 .9995 .99% .9996 .99% .9996 .9996 .93% .9997 .O017 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .99% .MI2 
3.5 .9998 .9998 .9998 . 9 W  .999E .99% .9998 .9998 . 9 m  .9998 .o009 
3.6 .9998 .9998 .9999 .9999 .9999 .99B .9999 .99B .9999 .9999 ,0006 

2.13 .9974 .9975 .9976 .wn .9977 .997ti .9979 .9979 .9wo . 9 ~ i  .o079 
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Afleesvoorbeeld.  v e r k l a r i n g  van symbolen 

A l s  b i j v o o r b e e l d  u = 2.02, dan neemt men de r i j  aangeduid met 2.0 en de 
kolom met.0.2. Het gevonden g e t a l  g e e f t  dan aan: F(u) D.I. E e t  opperv lak  
opder  de normale curve van -- t o t  U. I n  formule 

p is h e t  gemiddelde, o is de s tandaardafwi jk ing .  

Voor nega t i eve  waarden van u g e l d t :  F(-u) = 1 - F(u). 
f ( u )  is de o r d i n a a t  behorende b i j  de  w a z r d e n  van u i n  de e e r s t e  kolom. 4 

.i 
(" 
:1 
i 

Vraagstukken 
! 

5.2.1 Gegeven 5 h e e f t  een normale v e r d e l i n g  met p = 20, u = 2. 'I 
Ì 

Gevraagd: 

b )  P(x < 171, 
c )  P(17 <x < 2 3 ) .  

a )  Voor welke waarde van x is  P ( x  > x) = 0.01, 

a )  P ( x  > 25) .  d ,  , 0 6 2  d. 

.o, o 6 6 8 
o, t f  ( 6 5  

5.2.2 Ze l fde  v e r d e l i n g  a ls  van v r a a g s t u k  5.2.1. 

b )  " I, I, " d is P(p-d < 2 < p + d ;  = 0.95, 
5.2.3 Ze l fde  v e r d e l i n g  a ls  i n  5.2.1 

a )  Hoe g r o o t  i s  de kans d a t  5 waarnemingen a l l e  < 2 4  u i t v a l l e n ?  
b )  Hoe g roo t  moet x z i j n  opdat  de kans  = 0.95 i s  d a t  5 waarnemingen 

a l l e  < x ui tva l l . en?  (&!I172 )s 
5.2.4 Een automatische draaibank p roducee r t  a s s e n  waarvan de d iameter  2 

een normale ve rde l ing  b e z i t  met 

p = 5.010 nun, U I =  0.006 mm. 
Lxlp = 7 OP?;- 3 .?? / 

< <  De t o l e r a n t i e - e i s e n  z i j n  5.000 = x = 5.020 mm. * 

Vragen: a) Welk percentage  produkten  v a l t  b u i t e n  de t o l e r a n t i e s ?  
b )  Wanneer h e t  gemiddelde p v e r l o o p t ,  doch u c o n s t a n t  b l i j f t ,  

hoe z a l  dan h e t  pe rcen tage  u i t v a l  met p veranderen? 
c) Tot welke waarde moet men o ve rk le inen ,  opdat  b i j  een 

j u i s t e  i n s t e l l i n g  van p h e t  percentage  u i t v a l  t o t  1% wordt 
teruggebracht .  

5.2.5 Bewijs  d a t  voor een normale v e r d e l i n g  

~ ( x )  - =p , var (2 )  = 0'. 

5.2.6 Bewijs formules  (5.2.8) en (5.2.9). 

5.2.7 Gegeven & b e z i t  een exponen t i ë l e  v e r d e l i n g  met = 2.0. 
.I Gevraagd: a )  P(x < 3.0). 

b)  P(x  > 0.5), 
c )  F(T.0 < - x < 4.0). 
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5.2.8 Bewijs formules (5.2.12) en (5.2.13). 
5.2.9 Als - x een normale verdeling heeft met S ( x )  = p en var(x) = d dan is 

a! P(\x - - P I  > 2u) = 0.0456; 
b) P ( I 2  -PI > 3 ~ )  = 0.0026. 

Vergelijk dit met formule (5.1.9). ;'ie passen dit.toe in 5.6. 
.p 
I! 
el 

< 
I, . .  5.3 Twee-dimensionale continue verdelingen 

meten; bv. x 
Va.ak kan men aan één element van een populatie meer dan één kenmerk 

vormt dan een twee-dimensionale continue verdeling met een tnee-dimen- 

,i 
,! 

22 3 
geldt: 1 

= lengte, x2 = dianeter. De gezamelijke verdeling van s1 en ,j -1 

1 sionale kansdichtheid, d.i. een funktie f(x x ) zodat voor ieder gebied R 7 '  2 

3e marginale verdelingen van x en x worden gegeven door -1 -2 

fl(xl) = J+m f(xl, $)dE2, -- 
(5.3.3) 

De cumulatieve verdeling is 

De verwachtingswaarde van x wordt -1 
+o0 + -  + -  

P,, = z(x ) = J $f(Cl,E2)dEldC2 = C1f1(5,)~C1. (5.3.5) - _  -1 
- 0 0  - - o 0  

7 
I ;, 

De waarde van E ( x  ) wordt dus geheel door de marginale verdeling van x 
bepaald. :ietzelfde geldt voor F(x '1, var(xl). Zvenzo worden E(?,), i($ 

en var(x 

, ,, 
-1 -1 

-1 
door de marginale verdeling van x2 bepaald. -2 

De covariantie wordt gegeven door , ,  

cov(xl,~2) = 1 + OD ( $-pI 1 (C2-p2) f( Cl, C2 ) dC dC2. (5.3.6) -- -- 
i 



Is g(<, , C p )  een  func t ie -  van ti en E ,  dan is 
+<o o) 

E(g(x l ,x2 ) )  = g(C.,,t2) f(51,<2)d51 e,. (5.3.7) 
-ca -ca 

De formule 

C O V ( X , , ~ ~ )  = E ( ( x ~ - P ~ ) ( x  - -2 -P 2 = E(xlx2) - PIP2, (5.3.8) 
b l i j f t  van k rach t .  

De voorwaardel i jke cumulatieve v e r d e l i n g  van x1 wordt a l s  volg t  ge- 
d e f i n i e e r d :  

P(xl \< x I x2 = x,) 5 l i m  P(xl x I x < x ,< x2+h). 2 -2 h-- o 
Men kan bewijzen d a t  dan g e l d t  

f (XI ,x2) 
f (x  l x )  =fo, 

2 2  1 1 2  (5.3.9) 

en analoog voor de voorwaardeli jke v e r d e l i n g  van x -2 
f (XI ,x2) 

f (x  Ix ) =-'. 
2 2 1  f l  

(5.3.10) 

x hee t  onafhankel i jk  van x i n d i e n  de voorwaarde l i jke  ve rde l ing  van -1 x -1 -2 ona fhanke l i jk  i s  van x T2Dan moet 

en 5 
h a d l i j k  dan is 

is eveneens onafhankel i jk  van zl. Z i j n  5, en x onder l ing  onaf- 
-2 

en dus 
cov (x1,x2) = o. (5.3.13) 

Evenals b i j  de d i s c r e t e  verdel ingen i s  h e t  omgekeerde n i e t  w a a r ;  
C O Y  (x,,~,) = O bewi j s t  geen onafhankel i jkhe id .  

De u i t b r e i d i n g  van de boven gegeven beschouwingen naar meer dan twee 
dimensies l i g t  voor de hand en wordt daarom n i e t  verder  i n  d e t a i l  weer- 
gegeven. 

Vraagstukken 

5.3.1 Gegeven de twee-dimensionale verde l ingen .  

< a )  f ( x l , x 2 )  = k o = x  5 1  

c )  f(X1,X2) = h 1 X 2  

1 

o = x  < , < I  
b )  f (x1,x2)  = kxl ] 
en 

voor 

f (x , , x2 )  = O bu i t en  d i t  gebied. 

, :. 
1 ,; 

<( 
i 

, j  
i 
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Bereken voor i e d e r  dezer  verde l ingen  k en bereken de marginale 
verdel ingen van x1 en van x . Bewijs d a t  x1 en x 
z i j n .  

ona fhanke l i jk  -2 -2 

5.3.2 Beschouw deze l fde  verde l ingen  a ls  i n  vraagstuk 5.3.1 maar nu i n  
h e t  aebied 

-(XI + x,) 
5.3.4 Gegeven: f (x1,x2) = kxl e 

Beschouw deze f u n c t i e  
< < _Z%i 

a )  voor O = x <- ,  O = x <-,  
< b )  voor O = x 

met f ( x  ,x ) = O b u i t e n  deze gebieden. 1 2  
Bereken i n  be ide  geva l l en  k ,  de marginale verdel ingen van x en 
x en cov(xl,x2).  -2 

2 I x2 < - ,  - \L = L( 1 

-1 

5.4 De twee-dimensionale normale v e r d e l i n 2  

Onder de ve l e  denkbare twee-dimensionale verde l ingen  i s  e r  één  d i e  i n  de 
s t a t i s t i s c h e  t h e o r i e  een b e l a n g r i j k e  r o l  s p e e l t ;  d a t  is de twee-dimensio- 
na l e  ve rde l ing ;  

exp í -  5 )  1 

Cp(X1'X2) = 2na1u2 (1 - p2 ) 2 (5.4.1 1 

waarin 
(xl-pl ) *  2P(x1-v1 1 (x2-p2) (x2-p2)2 }. (5.4.2) 1 

+ a2 
2 

a a  
I - P '  1 1 2  

Deze verde l ing  wordt bepaald door 5 parameters :  

de verwachtingswaarden pl en p2 ,  

de s tandaardafwi jk ingen  u1 en a 
en de c o r r e l a t i e c o ë f f i c i ë n t  p .  

2' 

x en 5 hebben be ide  normale marginale verde l ingen  met r e s p e c t i e v e l i j k  -1 
pl,al eg p2,a2 aïs  parameters.  

We z u l l e n  deze verde l ing  verder  n i e t  i n  d e t a i l  behandelen. 
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5.5 Transformat ies  van t o e v a l s v a r i a b e l e n  

Soms rijst de vraag: pngeven een t o e v a l s v a r i a b e l e  5,  wat i s  de verde l ing  
van r 7 g(x) wanneer g(x) een gegeven f u n c t i e  is. 
Is 5 een d i s c r e t e  va r i abe le  dan moeten we eenvoudig de waarden xi d i e  
kan aannemen vervangen door yi = g(xi); de bi jbehorende kansen p 
ongewijzigd. 

Is 5 een cont inue  va r i abe le  dan werken we met de cumulatieve verde l ing .  
Laat x = h ( y )  de i n v e r s e  z i j n  van de monotoon toenemende en d i f f e r e n -  
t i e e r b a r e  f u n c t i e  y = g(x). Dan is  

bluven i 

P ( r 4  Y) = P(x ,<  h ( y ) )  = Jh (y )  f (5.5.1) 
-ca 

en de getransformeerde kansdich the id  is dus 

(5.5.2) 

Is h(y) dalend dan vinden we deze l fde  formule met f h ' ( y ) l  i.p.v. h (y ) .  

d. 9. Als g(x) n i e t  monotoon 1s dan moeten we h e t  gebied waarover x kan v a r i e r e n  
s p l i t s e n  i n  deelgebieden waarin g (x )  wel monotoon i s ,  de t ransformat ie  i n  
deze gebieden a p a r t  u i tvoeren  en de verkregen f u n c t i e s  samenvoegen. 

Voorbeelden 

A )  f ( x )  = e-=, O 6 x < -, y = x , x = 6. i 

De getransformeerde v e r d e l i n g s f u n c t i e  is 

B) f(x) = 2, 1 -1 5 x s +I, ' y  = x ' , X 5 J y  voor O I x I I ,  

i = -6 voor -I G x O. 
We vinden nu a l s  kansdichtheid voor y: 

z . - = -  1 1 0 5 y l l .  
4 6  2 . 6  

I! 

Ook bij meer-dimensionale verde l ingen  z i j n  d e r g e l i j k e  t ransformat ie5  
mogel i jk .  Is bv. gegeven een twee-dimensionale ve rde l ing  f (x,,x,) en 
een t r ans fo rma t i e  

X 

v = v ( x  x )  
V I  1 1' 2 2 2 1' 2 = v ( x  x )  
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met een i n v e r s e  t r a n s f o r m e t i e  

x = x ( v  v )  2 2 1 ' 2 '  x , = x ( v  v :  1 1 ' 2 '  

(5.5.4) 

a(x1,x2) 
de determinant  van Jacoh i  is. ioor!waarde is, d a t  ä T q q  c n ? r i n  

X I >  x2 en V I '  v2 e l k a a r  over  en weer éénduid ig  bepalen. 

Voorbeeld 

' @ = x < - , @  < < = x  <-. (5.5.5) 
-( X1+X2 ) 

2 1 f ( x  x ) = e  x 1' 2 

S t e l  

Y ,  = % ( X I  + x 2 ) ,  v2 = %XI - x,) 

d a r  is 
x = VI - v2, 2' 2 x,  = V I  + v 

en d u s  

1 -2v 
f (v1,v2) = 2 e  

V 

d e  moe i l i j khe id  z i t  voornameli jk  i n  k e t  v a s t s t e l l e n  van h e t  $e- 
b i e 4  vazrbinnen V en V moeter. l iggen .  1 2 

;'ra;instukk.en 
5.5.1 ,Gegevec.: 5 h e e f t  een standa.?rd rec?.thoekige ve rde l ing :  

f ( x )  = 1 ,  0 2 x 5 1. 

3evraagd: De verc?el.ing van y = - In E .  
5.5.2 Geneven: 2 h e e f t  een cont inue  v e r d e l i n g  f ! x ) .  

Gevraagd: de ve rde l ing  van y = F ( X ) ,  

waarin F(x> = jx f (< )d< .  
- C u  



5.5.3 Gegeven 1 heeft een standaard normale verdeling. 
2 Gevraagd: de verdeling van u . 

5.5.4 Gegeven voor x en x de volgende grenzen. -1 -2 
A )  O < x1 < 1, O < x2 < 1, 

B) O < x1 

c ) û < x l < - ,  O < x  < m ,  
2 

D ) a  < x1 < +OD, O < x2 < -, 
2 

Gevraagd: wat is voor ieder van deze gebieden het corresponderende 
gebied voor 

, x + x2 < 1. 
9 o < x 2  1 

E)-- < x1 < +m, -m < X < +m. 

a) VI = 3(x, + x2), v2 = 3(x  1 - x,) , 

-pY 
X I  - -  - b ) v  = X X  1 1 2' v2 x2 ' 

In hoeverre is er een eenduidig verband tussen xl, x en vl, v2 ? 

f ( x  x ) = 4 x x  o < x, < 1, o < x2 < I.' 

2 
5.5.5 Gegeven: ;z 

6 

x 1' 2 1 2' 
Gevraagd de twee-dimensionale verdeling van 

v 1 =%, v2-e. 
Wat zijn de grenzen voor  v als v gegeven is, en wat de grenzen 
voor v 

1 2 
als v1 gegeven is? 

2 

5.6 Afgeleide verdelingen 

is het volgende: 

kansdichtheid 

Een probleem verwant aan de voorgaande 5 dat veelvuldig voo'rkomt, 
Gegeven x,, x,,.. ., x zijn n toevalsvariabelen met gezamelijke a 

f (XI ,x2,. . . , x 1 : n 
Gevraagd de verdeling van 

& = g ( q  ,x2,. . . ,x ). a 
In principe is de oplossing eenvoudig. De kans 

p(Pl < E <  92) 
wordt gegeven door 

f(S ' t2 ,  . ,tJ 

:4 

"' 
.! 
'i 

(5.6.1) 
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te integreren over het gebied waarvoor 

SI < s(c"t2,.."Sn) < s2 . 
Of alternatief vinden we de cumulatieve kans 

- F(g < g) 
door integratie van (5.6.7) over het gebied waarvoor 

(5.6.2) 

f 
!* 

Dit is niet anders dan een toepassing vam de comregel voor elkaar 
uitsluitende uitkomsten. 

I' 

Voorbeelden 
A )  x x zijn twee onafhank+lijke waarnemingen uit een standaard recht- -1 '-2 
hoekige verdeling. Stel L., is de kleinste, y2 de grootste. 
Gevraagd wordt de verdeling van 

a) LI b) ;r, - LI c )  +'y2 + y.,). 

De gezamelijke verdeling van x en x is -1 -2 

f (x ,  x ) = 1, o $ X I  L 1, o r x  r 1. 
' 2  2 

; 

(5.6.4) 

Daar x1 en x gelijke kansen hebben om de kleinste of de grootste te zijn 
j 

-2 
wordt de gezamelijke verdeling van L 1 en x2 gegeven door 1 

f(Yl'Y2) = 2, o -y1 $y2 3 1. (5.6.5) 

Door integratie naar y vinden we het antwoord op vraag a) 

f(Y1) = 2 f2dy2 = 2(1-y1). (5.6.6) 
Y1 

Voeren we nu als nieuwe variabelen in 
VI = Y1, v2 = Y2-Y1* Y2 = v +r 1 2  

.l 

dan vinden we 

f(vl v ) = 2, ' 2  

met O Svl  31, o I.v2 SI, v 1 + v2 $1. 

Integratie naar v1 geeft het antwoord o p  vraag b) 

b) f (v2)  = 2 ( 1  - v2). 

(5.6.7) 

(5.6.8) 



S i t  is  deze l fde  v e r d e l i n g  a l s  onder  (a) gevonden. Janneer  vie d u s  een l i j n -  
segment door middel van twee w i l l e k e u r i g  gekozen punte:; i17 3 stukken ver-  
d e l e n  hebben deze d r i e  s tukken deze l fde  s t a t i s t i s c h e  verde l ing .  
(’oeren vie a l s  nieuwe v a r a i h e l e n  i n  

VI  = Y1’ v2 = %(Y1 + Y2) 

dan v o l g t  

f(V1’V2) = 4 

o = v  c < = 2 v  - VI i 1. 1 2 n e t  

:Jit deze voorviaarden vol-gt 

voor v 5 3,  o < = v 5 v2> 1 2 -  

> ?  5 v  5 voor v2 = T 2 v - 1 -  I - v  2’ 2 
en l o o r  i n t e g r a t i e  van (5.6.9) t u s s e n  deze grenzen vinden we 

voor O i v2 S 3 en 

3 5 v 2  S I .  

(5.6.9) 
1 

(5.6.10) 

I i ieronder  v o l g t  nog een tekening  v i n  de i n t e g r a t i e g e b i e d e n ,  d i e  b i j  de 
verschillencle,variabelen hohoren. zen d e r g e l i j k e  t eken ing  kan de s i t u a t i e  
v3ak zee r  v e e l  ve rdu ide l i j ken .  

, 
V I  V I  < G $vl 6 2v2-v1 $ 1  

X I  Y1 
1 o ? : x l ~ l  o < y ,  <I o = v  

o s v2 

VI + v2 6 I. 
Y1 < Y 2  <I 

B) Tegeven: x en x z i j n  o n a f h a r k e l i j k e  s t m d a a r d  normale var iahe len .  

Gevraagd de ve rde l ing  van 

y, = a.g., + a x 

-1 -2 

2-2 a 



Ye hebben 

-- < x < +"> -ca < x < +-. 
1 2 

Voeren ible i n  

- a x  1 1  2 2 '  3'2 = a2X1 1 2  y l = a x  + a x  

d3.n wordt 

1 Y; + Y; 
f '(y,,y2) = I - exp [- 

2n!a' 1 + a,) 2 2 í a:+.: 1 

met 

hetgeen we kunr.en 1;-litsen i n  

-- < y, < +=> -- < y2 < +-> 

(5.6.11) 

( 5.5.12) 

f*(y1'Y2; = f*(Yl).f*(Y2! = 

( 5. ,s. 13) 
iYe z i e n  h i e r ï i t  d a t  y1 en y2 bei.de e e r  normale v e r d e l i n a  b e z i t t e n  met 

s t ~ . n ~ ~ l ~ ~ ~ : r d ~ ~ , ~ i ~ j ~ : ~ n ~  a = i n .  ( D i t  l a a t s t e  wzs al on 4.4.5 aanzotoon& 

D i t  r e s u l t a a t  lmnnen we nu v e r d s r  ?erera l . i se ren .  
T t e l  

-? x = p l + u a  -1 1' -2 x = P 2  + 2202 

z i j n  twee ona fkacke l i  j k e  3orma.le v a r i a b e l e n  met eer.iddelden p 1 9  v2 en 
2 .  standaardefmijkin-en a en a 

1s 1 

+ a x  Y = a,x1 2-2 ' 

en (x - p2>/b2 Verder hebben ( x  - p l ) / a l  
33.1s h e e f t  

s tandaard  normale verdelir.een. -2 -1 

(y - alpl  - a p 2 )  

een normale ve rde l ing  n e t  ,oemiddelde O e n  s tandaardafwi jk ing  

= + a i  a; en y = a x + a x een normale v e r d e l i n €  niet 1-1 2-2 
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Door volledige inductie vinden we algemeen 

dan is y = E a i i  y + gV-5 
C) Een ander belangrijk voorbeeld is het volgende. 
Gegeven 

is een serie van n onafhankelijke standaard normale variabelen. 
Gevraagd: de verdeling van x2 = 

We hebben 

%* i = 1,2,...,n 

9 & . i= 1 -n 

f(U1,U2, .",U = (2r) -n/2 exp(4 EU; I .  n 
Voor x \< O is ~ ( x '  6 x) = O en voor x > O is a 

P(x* ,< x) = J...l f(u,,u2* ..., u n )duldu 2...dun 
G 

waarin G de n-dimensionale bol is met straal fx. 
(Ga m.b.v. Wiskunde I1 1ifdst.XI 5.4 en Hfdst X 

n-dimensionale bol met straal r inhoud 

Door op "bol"-coördinaten over te gaan vinden we 

a 

Y3 na dat een 2n 2'rn = A rn heeft.) n 2 
I 

-d2 5. en differentieer bovenstaand resultaat naar X. Stel Bn = (2r) 2 
We vinden als kansdichtheid voor  $ : 

n-2 
(5.6.15) -+x 2 f(x) = Bn.ö .X 

Dit heet de X*-verdeling. Deze verdeling is door één parameter n bepaald 
die bekend staat als het aantal vrijheidsgraden. 

De X'-verdeling speelt in de statistiek een grote rol. 

D) We beschouwen een variabele met exponentiële verdeling 

f(x) = eeX voor O 4 x < -. 



Laat xl, x2,...,x 
We beschouwen 9 = I: x 
Nu is 

een aselecte steekproef uit deze verdeling zijn. 
'11 

en vragen naar de verdeling van deze variabele. -i 

f(x1,x2 ,..., x 1 = exp(-xl-x 2...-x 1 n n 
en dus 

waarbij G het gebied: 

(xi 30 voor i= 1,2 ,..., n; x +x +...+ x \< y1 1 2  n 
is. 
De integraal bepalen we door het gebied in schijven te verdelen 
loodrecht op (l,l,l,..., 1). Daar 

J.,.J dx l...dxn = Y - 
n! 

vinden we 

'i 
'i 

I 

u 

I (5.6.16) 

De kansdichtheid van y is dus 
1 n-I -y f(y) = -m Y e . (5.6.17) 

Deze verdeling staat bekend als de I'-verdeling. Door vergelijking 
met (5.6.15) zien we dat de variabele 4 $ een r-verdeling heeft. 

Vraaustukken 
5.6.7 x1 en x zijn onafhankelijke variabelen met een standaard recht- -2 

hoekige verdeling. 9 
Gevraagd E(&), E(y2), varhl), var(x2), cov(y, , x 2 ) ,  p(y, ,y2) 

door middel van de transformatie: 

is de kleinste, y2 de grootste. 1 

5.6.2 Bepaal in het voorgaande vraagstuk de verdeling van s(s, + y,) 

0, = HZ2 + x2 = HZ2 - 
Teken het integratiegebied. Deze transformatie is symmetrisch 
in y, en y2 en geeft een eenvoudiger integratiegebied dan de 
transformatie gebruikt in voorbeeld A. 



5.6.3 xl, x2 en z3 zijn onafhankelijke variabelen met een standaard 
rechthoekige verdeling. Zij y de kleinste, 2, de middelste en 1 

de grootste. y-3 
Vragen: 
a) Wat is de gezamelijke verdeling van y1 en y2? 
b) Wat is de verdeling van y 
c )  Bereken E(z1), E(x2) ,  var(yl), var(y2), cov(yl ,y-2) en P(yl ,z2) 

alleen en y alleen? 1 2 

5.6.4 5, en x2 zijn onafhankelijke variabelen met de exponentiële ver- 
deling 

f(x)=e -X * OS,<-. 
Vraag: Wat is de verdeling van x1 - x2? 

5.6.5 x1 en x2 zijn onafhankelijk met exponentiële verdelingen 
- A  x 

f (x ) = Ale 1 1 ,  o f x ,  <-, 1 1  

2 2  

- 
f (x 1 = A2e 

y is de kleinste van x 

Bewijs dat y een exponentiële verdeling bezit met 
en x2. -1 

5.6.6 &, i=l,...,n zijn n onafhankelijke waarnemingen met exponentiële 
verdeling 

9 0 4 X i < = - '  - AiXi fi(xiì = hie 

Is y de kleinste van de &'s dan heeft y een exponentiële 
verdeling 

f(y) = 

met = c hi. 
Bewijs dit i 

O < Y < 

5.6.7 x1 en x zijn onafhankelijk met standaars rechthoi je ver -2 
X Gevraagd : 

a) wat is de verdeling van 3 ? 

b) wat is de verdeling van xG2? 
-2 

igen. 



g.6 
6.1 Steekproeven 

tische variabelen 2 tegen waarvan de verdeling niet bekend is. I.h.a. 
willen we dan toch een uitspraak doen over het gemiddelde van deze , 
variabele. We nemen een aselecte steekproef van n waarden en bepalen 
het gemiddelde Y 

Enige opmerkingen over toepassingen in de statistiek 

Zoals al eerder opgemerkt komen we in de praktijk vaak stochas- 

- 1  x = -(x + x + ... + x,). n 1  2 

We doen dit één maal maar kunnen ons indenken dat we het zeer vele malen 
zouden kunnen doen. We zouden dan steeds andere steekproefgemiddelden 
vinden. De waarde van n is zelf weer één waarde van een stochastische 
variabelel 

Laat f(x) de kansdicbtheid van x zijn. Daar we onafhankelijkheid 
hebben is de verdelingsfunktie van het n-tal (x1,x2, ... *x n 

f ( Z , * E 2  ,... , ?&) = f(rl)f(52)...f(~). 
Hieruit volgt: I 

x + x  + ...+ x 
n 

-1 -2 a- - E(Z) = E 

= ) r  (6.1.1) 

en 

We zien dus dat x een waarde is van een stochastische variabele die 
hetzelfde gemiddelde heeft als 2 en een standaardafwijking gelijk aan 

maal die van 5. (Zie ook 3.4.6.) 

De waarde x is dus een goede schatting voor p. Zonder bewijs ver- 
-pn 
melden we nog dat de variantie binnen de steekproef een goede schatting 
is voor 0 2  als n groot is, d.w.z. we benaderen 

(6.1.3) 
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meting 0,97 0,98 0,519 1,oo I,OI 

frekwentie 2 4 6 8 9 

Deze resultaten gecombineerd met formule (5.1.9) en vraagstuk (5.2.9) 
zijn de grondslag van de theorie van steekproeven. Aan de hand van enkele 
voorbeelden zullen we dit toelichten. We noemen eerst nog een tweede 
principe dat zeer veel toepassing vindt in de statistiek. - 

We hebben gezien dat u u waarde is van een stochastische 
variabele met gemiddelde O en standaardafwijking 1. Men kan bewijzen dat 

1,02 1,03 i,04 

3 3 1 - 

(centrale ïimietsteïïing) !ì 
5 

onafhankelijk van de verdeling van X .  Dit betekent dus dat voor nrote n 
(we laten in het midden wat dit betzkent) de verdeling van de variabele 
”steekproefgemiddelde” benaderd wordt door de normale verdeling. In de 
praktijk neemt men aan dat deze benadering gebruikt mag worden. Ook bij 
discrete verdelingen wordt van dit principe gebruik gemaakt zoals we aan 
enkele voorbeelden zullen zien. 

Voorbeelden 
A) Van een zeer grote populatie voorwerpen is het gemiddelde gewicht 
100 gram met standaardafwijking 5 gram. Men heeft een partij van 400 
van deze voorwerpen met gemiddelde gewicht lOO,3 gram. Is het redelijker- 
wijs aannemelijk dat we te maken hebben met een aselecte steekproef uit 
de gegeven populatie? 
Antwoord: Als we een steekproef van 400 nemen en daarvan 5 bepalen is 
dit een waarde van een stochastische variabele met p = 100 en 
u =  = 0.25. 

De waarde lOO,3 wijkt O,3 af van p, dat is een afwijking van iets meer 
dan 0. Het is dus heel goed mogelijk dat we met een steekproef uit de 
gegeven populatie te maken hebben. 

f 400 

. I  . *  



VI 59 

O 
Voor - vinden we dus O,OO3. 
Als we bij al onze uitspraken een afwijking van het gemiddelde kleiner 
dan 3 keer de standaardafwijking aanhouden is in 9% % van de gevallen 
onze uitspraak juist. We durven met grote zekerheid te beweren dat de 
te meten grootheid tussen 0,993 en 1,011 ligt. 
Als we het resultaat van vraagstuk (5.2.9)a gebruiken zullen we in 
8 5% van de gevallen een foute uitspraak doen maar de uitspraken zijn 
dan scherper. In dit geval zouden we de grenzen 0,996 en 1,008 vinden. 

C) (Uit C.E.'Weatherburn: Mathematical Statistics, Cambridge 1952). 
Een steekproef van 6400 engelsen heeft een gemiddelde lengte van 67.85 
inches met standaardafwijking 2.56 inches. Een steekproef van 1600 
australiërs een gemiddelde van 68.55 met standaardafwijking 2.52 inches. 
Kunnen we hieruit concluderen dat australiërs waarschijnlijk gemiddeld 
langer zijn dan engelsen? 
Antwoord: Noem de steekproefgemiddelden 2 resp. 7 en beschouw y-x als 
waarde van een stochastische variabele. De vraag ia dan of deze variabele 
een positief gemiddelde heeft. Zoals boven uiteengezet nemen we aan dat 
2 en 
ar = 0.063. Volgens g.5.6 voorbeeld B heeft i - x 

met a = i 
De waarde van 7 - x die is gemeten is 68.55 - 67.85 = 0.70 dat 

is 100 meer dan O. Dat betekent dat het uiterst onwaarschijnlijk is 
dat het gemiddelde van y - 2 

fi 

- -  

uit normae verdelingen komen met 0, = 2 = 0.032 en - een normale verdeling 

0.07. a; + a; 

niet positief zou zijn. 

D) We tollen 100 maal met een munt en krijgen 84 keer munt. Kunnen we 
hieruit concluderen dat de kans op munt groter is dan ? 
Antwoord: Stel de kans op mufit p. Dan is de kans dat het 
van n worpen mésr van p afwijkt dan 2 keer de spreiding 
5%. Met n = 0.84 en p = 0,75 vinden we inderdaad 

, 

Bij p = is de kan6 op de gevonden uitkomst dus gering. 
De conclusie p > t is dus gerechtvazrdigd; de "kans dat deze conclusie 
onjuist  ia" is nl. gering. 

I 
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