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WAARSCHIJNLIJKHE IDSREKENING BN STATISTIEK

1. Inleiding
Een varisbele is een groctheid welke een waarde kan aannemen uit een
gegeven uitkomstengebied,
Zo'n uitkomstengebied kan van velerlei sard zijn, bv.: een verzameling
gehele getallen, een stelsel vectoren, een gebied van punten in een
n~dimensionale ruimte, een verzameling kleuren, enz..
Een variabele + uitkomstenruimte wordt echter pas interessant als vast-
staat hoe, in een concrete situatie, aan die variabele een wasrde uit
het uitkomstengebied wordt toegekend,
Vele formules voorkomend in wiskundige modellen wvan fysische wverschijn-
selen zijn typische voorbeelden van voorschriften hoe aan een variabele
een waarde moet worden toegekend., Wil men bv. de hoogte h aangeven van
een kogel boven een horizonteal vlak t seconden nadat deze met begin-

snelheid V onder een hoek o is weggeschoten, dan luidt het voorschrift:

als Os‘t@%sina dan is h=Vtsina-%gta ;

als t?%sina dan is h = O.

Een belangrijke eigenschap van dit voorschrift is dat bij herhaald
schieten "onder identieke omstandigheden", dus met dezelfde begine
‘snelheid V, en hoek a, en bij gelijk tijdsverloop + sedert het af-
schieten van de kogel, aan de variabele h dezelfde waarde wordt toe-

gekend,

Een geheel andere gituatie treffen ﬁe aar bij het dobbelapel. We spreken
af dat speler A aan speler B een bedrég 100 moet betalen als bij een
worp met de dobbelspelen een even getal boven komt en dat A van B een
bedrag 50 ontvangt als een oneven getal boven komt.

Als varisbele nemen we de opbrengst x van het spel voor speler A,

De uitkomstenruimte van x bestagt uit de itwee getallen ~100 en + 50,




Het toekennen van een waarde aan x gebeurt volgens het veorschrift:
doe een worp met de dobbelsteen;
geefl x de waarde - 100 als een even getal boven komt;

geel x de waarde + 50 als een oneven getal boven lkomtb.

Herhalen we dit spel "onder identieke omstandigheden" dan is het hele-
maal niet zeker dat aan % dezelfde waarde wordt toegekend. De waarde

die x krijgt hangt af van het toeval; een kanselement, ook stochastisch
element genocemd, speelt nu een rol. De variabele x wordt daarom ook een

"stochastische variabele" genoemd.

Ben volledig bevredigende definitie van "stochastische variabele' is
slechts in abstract wiskundig verband te geven. Voor ons inleidend doel
is de volgende werkdefinitie echter voldoende.
Definitie: een variabele heet stochastisch als de wijzZe waarop aan
deze variabele in een concrete situatie een waarde uit de
bijbehorende ultkomstenruimte wordt toegekend, een kanselement

hevat.

Naar nederlands gebruik zullen we een stochastische variabele steeds met
een onderstreepte letter aanduiden: x, a, A enz.. Men zij er echier op
bedacht dat deze notatie niet algemeen gebruikelijk is en dat men in de
literatuur vaak alleen ult het zinsverband kan opmaken of een variabele
al dan niet stochastisch is.

Naast de aanduiding: stochastische variabele zullen we ook, zonder be-
tekenisverschil, de in de literatuur voorkomende benamingen kansvarisbele,
tocevalsvariabele, stochastiek, Tandom variabele en aselecte grootheid,
aantreffen.

Stochastische variabelen treft men in vele situaties aan. Soms is, even-
als in bovenstaand voorbeeld, het kanselement expliciet bekend (dobbel-
spel, loterij, kaartspelen, roulette). Soms weten we ock alleen maar

dat kanselementen een rol spelen en staan we julst voor het probleem
over de aard daarvan wat meer informatie te krijgen. Dit laatste is het
geval bij de meeste metingen: een meetresultaat wordt meestal beinvlced

door toevallige storingen (niet precies instelbare temperatuur, aflees-



onnaunwkeurigheid van meettoestellen, onzuiverheid van gerecedschap enz. ).
Ben voorschrift hoe een meting of waarneming verricht moet worden is
daarom te beschouwen als sen voorschrift hoe aan een bij de situatie
passende stochastische variabele een waarde uit zijn uitkomstengebied

nmeet worden toegekend.

Een meting of waarneming heeft tot doel te komen tot bepaalde conclusies,
beslissingen en acties. Het stochastische karakter van een meting bhe-
moeilijkt echter het trekken van conclusies uit het meetresultaat.

Het is nu de wiskundige siatistiek die, uitgaande van een wislkundige
precisering van het intuitieve kansbegrip, asngeeft hoe waarnemings-
gegevens geanalyseerd moeten worden om tot verantwoorde conclusies te

komen.

Het is de bedoeling van dit college iets nader in te gaan op de wiskundige
formulering van het kansbegrip en op de elementaire kansrekening. Cok
zullen enkele begrippen en grootheden uit de wiskundige statistiek met

de belangrijkste eigenschappen worden behandeld. De behandeling heef't
uttsluitend een inleidend karakter en zal van wislundig standpunt bezien

niet altijd volledig bevredigend zijn.

Als aanvulling van dit college kan ten zeerste worden aanbevolen de

bestudering van het boekje:

H. Preudenthal, "Wazrschijnlijkheid en Statistiek".
Haarlem, De Erven F. Bohn N.V., 1957.

In duitse uitgave
"Walirscheinlichkeit und Statistiek"
Minchen, R. Oldenburz, 1963.




2. Gebeurtenissen

Uitspraken in de kansrekening hebben altijd betrekking op mogeli jke
gebeurtenissen, Bij het goocien met een dobbelsteen bestaat de uit-
komstenruimte uit de getallen 1, 2, 3, 4, 5 en 6.

Gebeurtenissen zijn bv.:

de uitkomst van een worp is een 4;

de uitkomst van een worp is even;

de uitkomst van een worp is groter dan 3

de unitkomst van een worp is oneven en kleiner dan 4;

de uitkomst van een worp is df even, Of kleiner dan 3.

Bij het meten van het zwavelgehalte van een ruwe olie hestaat de uitkom-
stenruimte uit de getallen tussen QO en 1.

Gebeurtenissen zijn bv,:

het gemeten zwavelgehalte ligt tussen 0.02 en 0.04;

het gemeten zwavelgehalte is niet groier dan 0.03;

het gemeten zwavelgehalte is groter dan 0.05,

: Bij het schieten op een schietschijf (aannemend dat de schutter deze
' altijd raskt) bestaat de uitkomstenruimte uit de punten op de schiet-
schijf.

Gebeurtenissen zijn bv,:
de kogel treft gebied A;
de kogel treft gebied &4 of gebied Bj;
de kogel treft gebied A en gebied E.

Uit deze en soortgelijke voorbeelden volgt dat voor wiskundige doel-
einden een gebeurienis als volgt gedefinieerd moet worden:
Een gebeurtenils is een deelverzameling van de uitkomstenruimte,

Bij elke gebeurtenis behoort een complementaire gebeurtenis X (niet A).

Bv, De gebeurtenis "de uitkomst van een worp met een dobbelsteen is even

maar niet 4", heeft tot complementaire gebeurtenis: "de uitkomst van een

worp met een dobbelsteen is oneven of 4",




Ga na wat de complementaire gebeurtenissen zijn van de gebsurtenissen

in de voorafgaande voorbeelden'

Uiteraard is de gehele uitkomstenruimte een gebeurtenis, de zg.

"zekere gebeurtenig", omdat zeker is dat de stochastische variabele

een waarde uit deze "deel"-ruimte zal aannemen. De complementaire
gebeurtenis dzarvan is een gebeurtenis die nocit kan plaatsvinden:

de zg.: "lege gebeurtenis". Voor rekendoeleinden is het echter zeer

efficiént ook deze lege gebeurtenis tot de verzameling van gebeurte-
nissen te tellen, Zij zal steeds met het teken @ worden aangeduid.

; De gehele uitkomstenruimte zullen we steeds met de letter U aanduiden.

Treden twee gebeurtenissen 4 en B gelijktijdig op, dan kumnen we dit

als een nieuwe gebeurtenig C aanduiden, We gebruiken de notatie:

C=ANB (C =A en B).

Bij het gooien met een dobbelsteen:

gebeurtenis A: x € {2, 4, 6}

gebeurtenis B: x € {1, 2, 3}

gebeurtenis A N B: x € {2, 4, 6} n {1, 2, 3} = {2}.

Eet is mogelijk dat twee gebeurtenissen A en B niet gelijktijdig
kunnen optreden., Dan geldt:

Gebeurtenissen welke niet gelijktijdig kunnen plastshebben, ncemen

we "elksar uitsluitende gebeurtenissen'.

Soms is men er alleen in geIntersseerd of van twee genocemde gebeur-

tenissen A en B er minstens &&n voorkomt, Ook dit kunnen we als een

nieuwe gebeurtenis C aanduiden. We gebruiken de notatie

C=AUB (C = A en/of B).




Het is duidelijk dat voor elke gebeurtenis A geldt:

De rekenregels voor de operaties N en U zijn ansloog aan die voor getallen:

commutatieve eigenschappen A N1 B - Bna
AUB=3BUA,

(AB) nC=4AnBncC
(ABB) UC=AUBUC,

associatieve eigenschappen A N (BNC)
A U (BUC)

(AnB) U (AnC)
(AUB) n (AuC).

]

distributieve eigenschappen A N (BUC)
A U (BNC)

]

Voor de complementvorming gelden de regels:

o =i

Hoewel de bewijzen voor deze regels heel eenvoudig zijn, zullen wi]
deze hier niet geven (probeer zelf ). Wij zullen ze slechts in een

enkel geval nodig hetben en ze dan zonder meer gebruiken,

We maken nu de volgende afspraak:

Als we kansuitspraken doen over de stochastische variabele x met uit-
komstenruimte U, dan wordt eerst op ondubbelzinnige wijze een verza-
meling E van gebeurtenigsen gedefinieerd., Deze verzameling F van

gebeurtenissen moet de volgende eigenschappen bezitten:

1) als A € E dan is A een deelverzameling van U;
2) U € E;

3) als A € E dan ook A € E;

4) als A EE en BE E dan ook A U B € Ej

5)als A€ E en BE€ E dan ook A n BEE,



Voor een wiskundig bevredigende opbouw van de kansrekening is het
ook gewenst dat voldean is aan de conditie:
4*) als A, €E,i=1 2 suees , dan ook UA, EE,

i

Van deze eigenschap zullen we echter geen expliciet gebruik maken,




3. Kangverdelingen

Bi) het intuitieve kansbegrip is "de kans op een bepaalde gebeurtenis
altijd een getal tussen O en 1 (of,als we in procenten Werken, een geial
tussen O en 100). Extreme gevallen zijn:

een gebeurtenis welke nooit plaats kan hebben, heeft de kans O;

een gebeurtenis welke zeker plaats zal hebben, heeft de kans 1.

Bij de invoering van het wislkundige kansbegrip doen we hetzelfde.

Laat x een stochastische variabele zijn met uitkomstenruimte U. Het

woord: stochastische variabele impliceert dat we beschikken over een
mechanisme waarmee we op elk gewenst moment aan x een waarde x uit U
kunnen toekemmen.Zo'n mechanisme is bv. een dobbelsteen, een ton met
loten, een roulette, een afschietmechanisme, de uitvoering van een
meting volgens een bepaald voorschrift enz.. Het gebruik van dit mecha-
nisme met het doel asn x ecn waarde toe te kennen, zullen we ook noemen
"het realiseren van de stochastische variabele x".

Als nu E de verzameling van gebeurtenissen is waarin we zijn geinteres-

seerd (en welle voldoet aan de eisen gesteld in de voorafgaande paragraaf)
dan is aan het mechanicme een "kansverdeling" verbonden; d.w.z. door de
structuur en de werking van het mechanisme is aan elke gebeurtenis A uit E
\ een getal F(A) toegekend, gelegen tussen O en 1. Dit getal is de
kans dat, bij gebruik van het mechanisme, de stochastische variabele x
een waarde aanneemt in de deelverzameling A van de uitkomstenruimte U.
Elk mechanisme heeft zijn eigen kansverdeling. Toch hebben al deze kans-
verdelingen enkele gemeenschappelijke eigenschappen.
Allereerst wordt aan de uitkomstenruimte U (dit is een gebeurtenis) de
kans P(U) = 1 +toegekend : U is de zekere gebeurtenis. Aan de lege ge-
beurtenis ¢ wordt de kans P(@) =0 toegekend: ¥ is een nooit voorkomende
gebeurtenis.
Een derde eigenschap wordt direct duidelijk uit het model van de schiet-
schijf.

Laten we aamnemen dat het afschiet mechanisme zo is geconstrueerd, dat

de schijf altijd wordi geraakt,maar dat er verder geen enkele voorkeur
bestaat voor het treffen van enig punt. (Intuitief is duidelijk wat dit
betekent; op de wiskundige formulering daarvan komen we nog terug).




Een gebeurtenis is te identificeren met een deelgebied van de schijf.
Bestaat er geen voorkeur voor enig punt, dan is de kans dat het gebied 4

getroffen wordt evenredig met

het oppervlak van A zodat we

kunnen stellen

___Opp. A
P(4) = Opp schiif *

Laat B nu een tweede gebied op de schijf zijn, dat geen enkel punt met A
gemgen heeft, Dus AN B = ¢ . Deze twee gebieden representeren elkaar
uitsluitende gebeurtenissen.

fu ig het duidelijk dat

P(AUB) = O.._.EP.(A_U_B)__

Opp schijf

_Opp A + Opp B
~  Opp schijf

_ _Yop A + Opp B
Opp schijf  Opp schijf

P(A) + P(B)

Hebben de twee gebieden wel

punten gemeen, sluiten de gebeurte-

nissen elkasar dus niet uit, dan
geldh:

P(AUB) ” M

Opp schijf

_Opp A +0Opp B - Opp(ANB)
Opp schijf

. _Opp A Cpp B _ _Opp(AnD)
Opp schijf ~ Opp schijf = Opp schiif

p(A) + P{(B) - P(anB) .

I
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Deze twee uitkomsten, die algemeen voor kansen gelden, werden samen-
gevat in de "optelregel voor kansen':

4ls A en B twee gebsurtenissen zijn in B dan geldt

P(AUB) = P(A): + P(B) - p(anz).

2 Samenvattend kunnen we nu zeggen:

Een functie P, gedefinicerd op de verzameling E van geteurtenissen,

wordt een kansverdeling genoemd als zij voldoet aan de volgende eisen:

K1, Als A€ BE dan is O< P(A) < 1
: X2. P(U) =1
3. P@) = 0
K4. Als A€ 5 enBEE terwijl AN B =
'3 dan is P(AUB) = P(A) + P(B)
X5. Als A€ B enBE€E

dan is P(AUB) = P(4) + P(B) - P(anB).

Van wiskundig standpunt bezien kan met minder eisen worden volstaan,

A Zo is de eis K5 overbodig en kan uit K4 worden afgeleid; we =zullen
L dit eciiter niet aantonen, Wel zullen we hiervan gebruik maken als we
van een gegeven functie P willen asntonen dat dit inderdsad een kansver—

deling is.

Voor een wislndig bevredigende opbouw ven de kansrekening moet ook nog
ge€ist worden:

K4¥ Ms A €E,1i=1,2, .., ﬁemileiﬂAj=¢voori;4j

? dan geldt:

'; P(:Ai) =>3i P(Ai) .

Van deze eils zullen we bij onze e¢lementaire inleiding echter geen

expliciet gebruiic maizen.

v A . a -
£{A) moet geinterpreteerd worden als de "kang dat de stochastische

variabele x Wij realisering een waarde in A aanncemt®, We zullen in

plaats van PVia) ook vaalk de iets lansere novatie P{(xtA ebruiken.
AY i g i)
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; 441 Conditionele kansverdelingen

In dit hoofdstuk zijn we geinteresseerd in vragen van het volgende
type:

wat is de kans dat de vraag naar een bepaald onderdeel uit een voor-

razdmagazijn in de komende week minstens even groot is als in deze week?
i . .
g Wat is de kans dat een recruut met lengle tussen 170 en 175 em nmeexr

weegt dan 150 pond?

Wat is de kans op ean jongensgeboorte in een gezin wet drie kinderen,

3 welke alle drie meisjes zijn?

In al deze gevallen beschouven we in feite paren stochastische
variabelen (x, y):

de vraag X naar een bepaald onderdeel in deze week en de vreag ¥y naar
datzelf de onderdeel in de komende week;

de lengte x van een recruut en het gewichi y van diezelfde recruui;
in een gezin met 3 kinderen, allen van hetzeifde reslacht, waarin het
vierde verwacht woerdb: het geslacht x van de eserste drie linderen en

het geslacht y van het verwachte vierde kind.

Zo'n tweetal stochastische variabelen (g, z) is ov zichzell weer cen
stochastische variabele. Verzelijk bv. een punt op een schietschijf en
de coSrdinaten van dat punt in een daarop aarngebracht assenstelsel.
Het geven van een uitkomstenruimte W voor de stochasztische variabele
Z = (5,‘x) impliceert het geven van een uitkomstenruimte U voor de

stochastische variahele x en een uitkomstenruimte V vcor de stochastische

variabele y.

Cok impliceert een gebeurtenissenverzameling G voor z = (x, i) eern

gebeurtenissenverzameling E voor x en een gebeurtenissenversameling
¥ voor y.
Als mu AEEenB€F dan (4, B) € G dus dan is (A, B) eon mogeliike

gebeurtenis voor z = (x, ¥).

De gebeurtenissen A € E voor X kunnen geidentificeerd worden met de

gebeurtenissen (A, V) voor a (g,‘x} dwz: 2ls we allcen op de
stochastische variabele x letten, dan interessert het ona niet welke waarde

Y sanneemt. (Let erop dat V de zelere gebeurtenis voor ¥ voorstelt!)
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Evenzo worden de gebeurtenissen BE&€ F voor y geldentificeerd met de
geveurtenissen (U, B) voor z =(x, y).(Let er weer op dat U de zekere

gebeurtenis voor x voorstelt!)

Een kansverdeling voor z = (x, yj leidt nu onmiddellijk naar een kans-

verdeling voor X en naar een kansverdeling voor y als we definigren:

P(x€4) =P(z€4, yEV)
voor alle A & I

en
P(y€r) =p(x€70, y€B)

voor alle B E F.

Dat dit inderdaad kansverdelingen zijn, dus dat de aldus gedefinieerde
functies P azn de eisen gesield in hoofdstuk 3 voldoen L1lijkt als volgt:

1. F(x € 4) is gedefiniecerd voor elke A € E,

2, (< P(x€ A)< 1 omdat O< P(x€ A, y € V) =< 1.

3. De zekere geheurtenis woor x is Uj (U, V) is echter de zekere gebeurienis

voor (x, y) dus:

P(x€U) =P(x€U, g €V)=1.

b

4. Als & €T en i, €3 termijl 4 N4, =@ dan geldt:

i

13(36.111 Uai.)

» P(x € A Ub,, y¢ V),

P{(x &€ Ay X €V) en (x€ by X€ v))
P(_;;:_EA1 yEV) +P(£€A2, yEV)
P(§€A1)+ P(x Az)

il

m

(bedenk dat uit A, N A =0 volgt dat de gebeurtenissen
(x € Aoy ¥ €V) en (x€ Ay X € V) elkaar uitsluiten.

Bij gegeven kansverdeling voor de variabele z = (x, ) wordt
P(x€4) =Px€EA, yEV

de marginale kansverdeling voor de component x van z gencemd.
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In voorgasnde hebben we uit de kansverdeling voor z = (x, ¥) een
kansverdeling voor x afgeleid onder de vocrwaarde dat we geen
interesse hebben in de uitkomst van y, dus onder voorwaarde dat

¥ € V; dat y een zekere gebeurtenis is.

Nu willen we uit de kansverdeling voor z = (%, y) een kansverdeling

; voor x afleiden onder de voorwaarde dat voor y een voorafgegeven
gebeurtenis B plaats heeft. Het centrale probleem is hier feitelijks
. levert de wetenschap dat voor y de gebeurtenis B plaats heeft ons in=
formatie over het stcchastische gedrag van x7

We beschouwen in feite een nieuwe stochastische variabele
(x | x €3).

Voor de vertikale streep staat de naam van de stochastische variabele,

erachter staat de voorwaarde. Aan deze varisbele gaan we nu enkele
heuristischs beschouwingen wijden.

De uitkomstenruimte voor (x { v € B) is weer U en de gebeurtenissen-
verzaneling is ook weer E.

Als A € B, dus als A een mogelijke gebeurtenis is voor (x | y € B),

dan schrijven we inplaats van
(x| g€B)EA

ook

€A | y€B).

Het optreden van de geheurtenis A voor de stochastische variabele
o (x | 7 € B) betekent voor 2 = {x, y) het optreden van de gebeurienis
(x € 4, y € B). Het is dan ook redelijk te stellen dat de kans op het

cptreden van de gebeurtenis A, als we weten dat veor y le gebeurtenis B

3 ! 13 s aq - . - -
cptreedt, evenredig (niet ncodzakelijk gell,]k.!) 1s aan de kans op het

optreden van de gebeurtenis (&, B) voor z = (x, ¥).
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Mw.z. wWe stellen

B) =a.P(z € (4,B))
-G.P{EE A, XE B)

m

Px€ Ay

waarin o een evenredigheidsco&fficient is wellte niet van de variabele

gebeurtenis A afhangt, Mzar wellicht wel van de vaste gebeurtenis B !

Om & te bepalen zoeken we naar sen gebeurtenis wasrven we de kans
op vocrkomen kenran. DIV is bv. de zekere gebeurtenis voor (5'] yE R}

Deze zelkere gebeurtenis iz ulteraard de gebeurtenis U. Wu geldt:

1 = P(xeU|gze€sn),
=a,F{x€7U, yE€38),
= a,P(y € n). (zie pagina 12)
Hiervit volgt:
pp— *
"P(yE€B

Terminste als P(y € B) # 0. Dit laatste zullen we echiter bij conditionele
lransheschouwingen steeds aannemen.

Deze heuristische besc.ouwingen suggereren dus dat de kans op de
gebeurtenis A voor de siochastische variabele x, als reeds bekend is dat

voor y de gebeurtenis B optreedt, gesteld moet worden:
Plx €4, y€ 1)
P(y€3B) °

Plx€ s | y€B)

We moeten echlier nog nagszan of de aldus gedefinieerde functie van A
inderdaad aan de elsen voor rangverdelingen, als gispecificesrd in
heoofdstuls 3, veoldoet.

1. P(x€ & | ¥y € B) is pedefiniserd voor elke A € E.

e
P
2. Pix € 4 |

A

€
F € D) = 0, duidelijk




3. P(y € B) :=P(x € U, yEB)=P(x€ 4, y€ B)
omdat de gebeurtenis (x € U, y € B) de gebeurterl.is
{x € A, y € B) impliceert.
Hiervit volgt dat P(x € & | y € B) <1 is,
4. De zekere gebeurtenis (x € U | y € B) heeft kans 1 wegens de
speciale keuze van o.
5. Als A, € E en A, € E, termijl 4 na = @ dan geldt:

i

: P(x€A U A |y€B)=P(x€4 Unr,yeB) /Pycs)

P’\(}; €4 ,3y€B)en(z€L, enyc 3)/‘5 /Py € B)

taed
i

Tussen de grote haken staan nu, wegens A1 N A2 = 52)’, twee elkaar uit-

sluitende gebeurtenissen (x€ & , 7y € B) en (€ 4 ,y € B),

Dus

P{x€ 4 U .A.zi y € B) = {P(EEA1,EEB) +P(§€.1‘L2,IGB)},"P(;EEB)
q : P(x€4 ,y€B) P(x€4,,5€ 5)
- P(y €B) * Py € B)

H

P(;EATj Z€B)+P(x€4A, | € 3)

Aan de kanseisen ¥1, K2, X3 @z K4 is dus vcldaan.
4 : Fa deze heuristische beschouwingen definleren we de conditicnele
' kans voor x op de gebeurtenis A onder voorwaarde dat voor y de
gebeurtenis B optreedt, P(y € B) # O veronderstellend, door

. P(x € A, 7€ 1)
P(x€4 [ z€B) =

P(X = 3) voor elke A.G E.

Yie kunnen ook schrijven:

P(x€ A, yEB) =P(x€ A | y€B). Pye B)

welke formule ool geldt als P(y € B) = G,
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4.2 Onafhankelijke stochastische variabelen
Uiteraard kan het voorkomen dat paren stochastische variabelen bekeken
worden, waarbij informatie cver de ene variabele geen informatie over
de kansverdeling van de andere variabele vergchaft, Het tweetal varia-
belen wordt dan stochastisch onafhankelijk genoemd. De conditionele
kansverdeling van de varisbele x, gegeven dat voor de variabele y de
gebeurtenis B optreedt is nu niet afhankelijk van deze laatste infor-
matie, wat B ook is. De informatie dat voor y de gebeurtenis B zal
optreden mogen we daarom bv. vervangen door de informatie dat voor y

de zekere gebeurtenis V zal optreden., Dus:

P(x€A | y€3B) =P(x€4 | y€7V) voor elke BE Y

P(x€ A,y € V)

De laatste overgang volgt uit P(x € A,y € V) P(x€A) enP(ye V) =1.

]

- Hieruit volgi: a2ls de .stochastische variabelen x en ¥y onafhankelijk zijn,

dan geldt voor elke gebeurtenis A van x en elke gebeurtenis B ven y dat

P(x€A|y€B)=2x€4),

1

P(x€B | x€4)

It

P(E{EE) )

1

P(x €A, y€B) =P(x€4). P(y€mn).

Deze laatste formule, welke geen uitspraken meer bevat over conditionele
waarschijnlijkheden, wordt ook vaalt gebruikt alg definitie voor onafhanke-
1ijkheid van de twee stochastische variabelen x en y. Uit de formele

voor de conditionele kansverdeling en uit deze laatste formule volgh

dan direct dat

voor elke A € E en ellke B € F.
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Ook voor meer dan twee stochastische variabelen kan het begrip
"onafhankeli jk" gedefinieerd worden.

Begchouw het n-tal stochaétische variabelen X i=1, aveee, 11 met
respectievelijk de uitkomstenruimten Ui en verzameling Ei van
interessante gebeurtenissen.

Kiezen we hieruit, voor m <n, een m-tal variabelen X, ..., X;
1’ m

4 .
dan vormt de vector \xi poeeey Xy ) gen nieuwe stochastische variabele
Y m

met uitkomstenruimte &Fi y seasy Ui ) en verzameling ven interessante
1 m

gebeurtenissen (Ei y sear y Ei ;
1 m

Voorbeelden zijn: (;1,_§2) , (51, X, ,3%) s eeene s (51,_52, e X

_De stochastische variabelen X i=1, ..., n, worden stochastisch

).

A

onafhankelijk genoemd als voor elke i geldt dat X stochastisch onaf-
hankelijk is van de op deze wijze uit de overige n - 1 variabele
gevormde nieuwe stochastische variabelen.

Onafhankelijkheid vaen het drietal stochastische variabelen_§1, x, en x,

betekent bv. dat de stochastische variabelen

10 2

4 Er Xy
Xy (__352’_353)

X X
x,, (x, %)

stochastisch onafhankelijlt van elksar moeten zijn.
Als de stochastische variabelen X v i=1, «oe.y, n onafhankeliik van
elkaar zijn dan geldt voor elke Ai € Ei

P(§1_€ Aoy X, € A yeien x5 € An)=P(3c_1€ A) P(x,€ A). ...P(x € A)

Dit is de zg. vermenigvuldigingsregel voor stochastisch onafhankelijke

variabelen.




o

e e
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(1) Ay N Aj = # als 1 § j is; de gebeurtenissen sluiten elksar
dus uit,
(2) Ua, = U ; de gebeurtenissen vormen een zg. compleet stelsel.
i

De condities {1) en (2) drukken uit dat bij realisering van x één en
niet meer dan één van de gebeurtenissen Ai y 2 =1.2 v.oe.., 2al opireden.. .
Voor elke gebeurtenis A € E geldt nus
A=ANT
= A (A1U AU A crane) (wegens (2))
m (AN A1) Uuan Aa) Usesnnna (distributieve eigenschap

voor gebeurtenissen. )
Het is dnidelijk dat pok geldt:

(AnAi) n (AﬂAj) =f0. (wegens (1))

Uit de regels K4 of K4¥ van de kansrekening (zie pag. 10 ) volgt nu direct:

P(A) =Z P(A N Ai)
i
dus, wegens P(A N Ai) = P(4 | A P(Ai) (zie pag. 15).
P(A) = 2 P(A | Ai). P(Ai) voor elke A € E.
i

Deze relatie tussen de kans op voorkomen van de gebeurtenis A en de
kans op voorkomen van de conditionele gebeurtenissen (A | Ai) wordt in

de literatuur de "law of total probability'" genoemd.

In vele toepassingen blijkt het bij gegeven gebeurtenis 4 mogelijk
de gebeurtenissen 4., i=1, 2 ..., zo te kiezen dat zowel P(Ai)
als P(A | A;) direct bekend of gemalkkelijk te berekenen zijn. Het
vormen van de gebeurtenissen (A ] Ai) noemt men het conditioneren

van de gebeurtenis A naar de gebeurtenissen A1, Az, evass
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Hr - P R

5. Discrete stochastieken

In dit en in enkele volgende hoofdstukken zullen we nader ingasn op
enkele veel voorkomende kansverdélingen. Tenzij anders vermeld zullen

we ons beperken (zonder dit steeds te herhalen) tot stochastische

variabelen x, welke de verzameling van de reele getalleri of een deel

daarvan tot uitkomstenruimte hebben.

- Een stochastische variabele x met een eindige of aftelbaar oneindige

uitkomstenruimte wordt een discrete stochastiek genocemd.

Een veel voorkomende discrete stochastiek is de zg. bernoulli sto-
chastiek.
De uitkomstenruimte U bevat slechts twee elementen welke te identifi-

ceren zijn met de getallen O en 1; dus U = (0,1);

P(£=1)=P y
P(x=0) =1 ~pm=aq.

Deze bernoulli stochastiek treft men ¢.a. san bij het kruis ern munt
spel. Een kruisworp wordt geidentificeerd met de gebeurtenis (1),
een muntworp met de gebeurtenis (0). Verder is, bij een eerlijk

kruls en munt spel:
P(x=1) =2(x = 0) =1/2,

-Bij een productieproces van discrete elementen, bv. transistors,

gloeilampen etc., is het doorgaans niet te vermijden dat ook defecte

g?s elementen geproduceerd worden. Bij een stabiel proces is de kans dat
een geproduceerd element defect is een constante gzelijk aan p. De
kans dat zo'n element niet defect is, is dan uiteraard 1 - p. De toe-

stand van een geproduceerd element is dus een bernoulli stochastiek.

Bij de geboorte van kinderen is het geslacht van het kind dat geboren

gaat worden een bernoulli stochastiek met:

P(het kind is een jongen) = 0. 514
P(het kind is een meisje) = 0.486,
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Een discrete stochastiek met een uit meer dan +twee elementen bestaande,
doch eindige uitkomstenruimte U treft men o.a. aan bij het gooien met
een dobbelsteen. Dan is U = (1, 2, seea., 6).

Er zijn in het totaal 26 = 64 verschillende deelverzamelingen van U
aan te wijzen, d.w.z. bij het gooien met een dobbelsteen kunnen we
spreken over 26 verschillende gebeurtenissen., Het is echter niet nodig
de kans op voorkomen van elk van deze 64 gebeurtenissen afzonderlijk
op te geven. De regels voor het combineren van gebeuftenissen zijn zo
dat al deze 64 gebeurtenissen gegenereerd kunnen worden uit de 6 "ele-
mentaire", elkaar uitsluitende gebeurtenissen (1), (2), (3), (4), (5)
en (6). De regels van de kansrekening op hun beurt zijn zo dat uit de
kansen op deze elementaire gebeurtenissen de kans op elke willekeurige

andere gebeurtenis kan worden berekend.,

Voorgaande eigenschap geldt algemeen voor discrete sfochastische
variabelen, dus ook als U een aftelbaar oneindig aantal elementen bevat,
Bovendien mag in de gevallen die wij zullen beschouwen steeds veronder-
steld worden dat deze elementaire gebeurtenissen bestaan uit de (discrete)
elementen van de uitkeomstenruimte zelf.

De elementen van de tiltkomstenruimte U van een discrete stochastische
variabele x zijn steeds te identificeren met de gehele getallen.

Bij een eindige uitkomstenruimte met n elementen kunnen we dus aannemen
dat U = (_1, 2y seasny n) en bij een aftelbaar oneindige uitkomstenruimte
dat U={1,2, vovss), 0f @8t U = (cenesy, =2 =1, 0, 1, 2, vueus).

Is x een element van U, dan zullen we voor de elementaire gebeurtenis

(x € (x)) de kortere notatie (x = x) gebruiken,

De functie f(x) = P(x = x) gedefinieerd op U wordt de "freduentieverdeling"

van X genoemd.

Aangezien minstens één van de gebeurtenissen (x = x), x € U plaats
heeft vormen de elementaire gebeurtenissen tesamen de zekere gebeur-
tenis U zodat geldt (regel K4, pag. 10):

= Px=x) =1,

x€ U
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Uit deze laatste relatie volgt:

I

is U aftelbaar oneindig en van de vorm U'= (1, 2, .....) dan is

lim f£(x) = 0;
X =+

ig U aftelbaar oneindig en van de vorm U = (.o, = 2, =1, 0, 1, 2, vvev.)
dan is

. lim £(x) = lim f£(x) = O.
b e - <) X = o0

Wasat de freguentieverdeling f(x) kennen we ook de cumlatieve distri-

butiefunctie F{x):

F{x) = P(x < x) y XU .

Kennelijk geldt:
F(x) =2_Plx =1i) == £{i).
1<x i=x

(Regel K4, pag. 10 en definitie van £(i)).

\
:
3

Omgekeerd geldt ook:

AMls U=(1, 2, vevesy n) of U =(1, 2, vuu..) dan is

e TR TR TG N T e

. £(1)
£(x)

]

r(1)

Flx) -Flx~1), x> 1

[}

; el’lals U-=(.|¢--, —2, -1, O, 1, 2, .-.-o)
3 fx) = P(x) -Flx -1)
met randvoorwaarde

iim f(x) = O.

X —»moo



D ek

"i

-23 -

Hieruit volgt:

1. Het stochastische gedrag van een discrete stochastische variabele x
is volledig bepaald zowel door de frequentieverdeling f(x) als door
de cumilatieve distributiefunctie F(x); |

2. De cunmlatieve dsiributiefunctie is een monotoon niet-dalende
functie van x;

3. Als U eindigis, dus als U = (1, 2, veve., n) dan geldt F(n) = 1.
Als U aftelbaar, oneindig is en van de vorm U = (1, 2, eeess) dan
geldt:

lim F(x) = 1.

X o0

Ts U van de vorm (svvee =2, =1, 0, 1, 2, .....) dan geldt bovendiens

lim F(x) = O.

¥+ =00

Voorbeelden van discrete verdelingen

g. Discrete uniforme verdelingen. Bij een eerlijk kruis en munt spel

zijn de kansen op de elementaire gebeurtenissen (kruis) en (munt)

gelijk aan 1/2:
P(x = kruis) = P(x = mmt) = 1/2.

Bij een eerlijke dobbelstescn zijn de kansen op de elementaire
gebeurtenissen (1), (2),.(3), (4), (5), (6) gelijk aan 1/6

PHx=1) =1/6, ,i=1, «eves, 6
De totald kans 1 is dus "uniform verdeeld" over de elementaire
gebeurtenissen. Algemener: men zZezt dat een discrete stochastische
grootheid x met eindige uitkomstenruimte U = (1, 2, ..... n) een
uniforme verdeling bezit als:

f(x) =P(x =x) =1/n  voor alle x € U.

Alle elementaire gebeurtenissen (1), (2), ....., (n) hebben

gelijke kans op voorkomen.
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b. De binomiale wverdeling. Als voorbeeld van een bernoulli stochastiek

hebben we genomen de kans op produciie van een defecte gloeilamp.
Deze kans zegt ilets over de lwalitelt varn het productieproces.

De afnemer zal echter minder geinteresseerd zijn in deze kans p
dan in het aantal gloeilampen dat defect is in een partij van

n stuks welke hij wil kopen. Dat santal is uitersard weer een

stochastische variabele die afhangt van p en n.

Fenzelfde sooxrt stochastische variabele treffen aan bij het kruis
en munt spel als we voor elke keer dat kruis gegooid wordt een
gulden uitbetanld krijgen en als munt gegooid wordi niets ontvangen.
Wij zijn dan geinteresseerd in de onhrengst van het spel na precies
n keer spelen.

Beschouw de n bernoulli stochastieken X sy I =1, civsey n met

P(gc_i =1) =p en P(_J;:‘i =0} =1 -p = q, onafhankelijk van i.
Bovendien nemen we aan dat de n variabelen x5 onderling onafhanke-

1ijk zijn. We construeren dan een nieuwe stochastische variabele#®*
n
r=20% .
i=1

met uitkomstenruimte U = (0, 1, 2, vevus, n).

Y wordt een binomiale stochastiek genocemd en de kansverdeling van

e S i R T

Y heet de binomiale kansverdeling.
Volgens voorgaande is deze binomiale kansverdeling volledig bepasld

door de binomiale frequentieverdeling welke we nu zullen bepalen.

R Sl R L e S E

De stochastische variabele y neemt dan en slechts dan de waarde m
asn (m is &&n van de getallen 0, 1, 2, 3, +ve.., n) als precies m
van de variabele % de waarde 1 en de andere m - n variabelen % de
waarde U aannemen.

Uit de onafhankelijkheid van de verisbelen x, volgt P(gebeurtenis

met m bepaalde variabelen X, gelijk 1 en de n-m andere variabelen X
gelijk 0) = p™(1-p)™™, een uitkomst die niet afhangt van welke vuria—

belen de waarde 1 en welke de waarde 0 aannemen.

* Onder de som van twee stochastische variabelen X, enx (notatie

X, + xa) verstaat men een nieuwe stochastische variabele y die gere-~

1
aliseerd wordt door een realisering x1 van 51 op te stellen bij een

realisering x_van x_ .
€ & X, =2
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Verder geldt:

P(g = =P(igi=m)
i=1
=P((3c_1 =1,x =1, ..... ,§m=1,§m+1=0, covey X = 0)
of(§1==0, x, = T s eeeves 3%]=1, §ﬁ+1 = 1yeeey x. = 0)
of vuven
of (§1=0, I SN SIS L IR TIPPPPPEE S 1}\)
De gebeurtenissen tussen ( } sluiten elkaar uit, dus:
P(_X=m)=P(ic1=1,§2=1 y erean ,§m=1,§m+1=0, vy x =0)
+1’(__1_1=0,__::§2= 1,.....,3__cm=1,§m+1=1 soese 3 x__n=0)

+

P(:}_CJ_O’ ] ,EI].HT] o,icﬁ—:(ﬂ'l“]:.],...",ivl:.])

Yolgens bovenstaande redenering zijn echter alle kansen in het

rechterlid gelijk aan p (1 - p)* 0

« Blijft nog cover te bepslen
hoeveel termen in het rechierlid staan. Dit aantal is gelijk aan
het aantal verschillende mogelijkheden wazarin we aan m variavelen X,
de waarde 1 en aan de cndere n - m de waarde U “.men toekennes,

Dit aantal iz gelijk aan @
n !
() - ,

waaruit volgt voor de binomiale frequentieverdeling:

T

! b -
fo) = Mg =m) = ormyT2 (-0 m=0,1, s, ne
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De getallen ErT-%;éaj—T zijn dezelfde ala voorkomend bij het binomium

van Newion (de binomiazal formule, zie Wiskunde I, hoofdstuk IIT, 2).

De cumlatieve binomiale distributie formale is:
- n! = i n-i
F(m)=P[XS‘;m]=Z i!tl’l-i; i p(1"p) s =0, 7, .., 0.
i= 0 _
{%oon zelf aan dat ¥(n) = 1),
De binomiale frekwentieverdeling en de cumilatieve binomiale distributie-

functie zijn voor de practisch voorkomende wzarden van p en n-in de

meeste statistische hand- en tabellenboeken getabelleerd.
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c. De Poiggon stochastiek. Een poissonverdeelde stochastische variabele x

bezit een aftelbaar oneindige uitkomstenruimte, bestaande uit.de
niet-negatieve gehele getallen: U = {O, 1, 2, .....} . De verzameling
van interessante gebeurtenissen wordt gegenereerd door de elemen-
teire gebeurtenissen (0), (1), (2), seeee .

De frekwentieverdeling van x heeft de vorm

x .
f(x)=P[E=X]=e-K;—! ’ X=O, 1, 2, sree e »
De cumulatieve distributiefunctie van x is:
28 i
7(x) =P[3€ xJ =9—AZ %— sy X =0, 1, 2, vaves
=0

De parameter A is pogitief: de betekenis van deze parameter zal
in hoofdstuk 9 duidelijk worden.

Poigsonverdeelde stochastische variabelen komen veelvuldig voor bij
wachttijd problemen. Zo is het gebruikelijk bij beschouwingen over
bezetting van telefoonlijnen te veronderstellen dat het aantal

gespreksaanvragen per tijdseenheid een poissonverdeling bezit.

De poissondistributie is getabelleerd in de meeste statistische hand-

boeken en tabellenboeken.

6, Continue stochastieken.

Behoort bij de stochastische variabele x een een-dimensionaal
continuum U als uitkomstenruimte (bv., de verzameling van de reéle
getallen of van de niet-negatiéve getallen, het interval (0,1)
enz.) dan zijn we doorgeans geInteresseerd in gebeurtenissen welke
door deelintervallen van U of combinaties dsarvan worden gerepre-
senteerd,

Bij slijtageproeven met autobanden van een bepsalde samenstelling

uitgevoerd volgens een welomschreven testvoor:chrift, kunnen we
vragen naar de volgende gebeurtenissen:

Ligt de gemeten slijtage tussen 20 en 30 gram per 1000 km rijafstand?
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Zo ja, dan voldoet hij aan een gestelde kwaliteitseis,

Is de gemeten slijtage per 1000 km groter dan 3% gram of lager dan
28 gram;

zo Jja, dan is man een gestelde kwaliteitseis niet voldaan.

Wij kunnen bij onze beschouwingen steeds asannemen dat U bestaat uit
de complete getallenrechte. Gedeelten daarvan welke nooit zullen
voorkomen (negatieve slijtages bv.) geven we een kans O op voor-
komen. Van kanstheoretisch standpunt uit bezien genereren de (open,
gesloten en half open) intervallen inderdasd een verzameling E van
gebeurtenissen welke aan de in hoofdstuk 2 gestelde eisen voldoet.
De kans op een willekeurige gebeurtenis wuit E is dus te berekenen
als de kansen P(E € I) voor alle intervalien I € U bekend zijn.
Deze functie P[x € I], gedefinieerd op de verzameling van de deel~
intervallen van de reéle getallenrechte U is een zg. "interval-
functie". Zulke functies zijn in het algemeen moeilijk hanteerbaar.
Men kan echter aantonen dat het stochastische karakter van de
variabele X, evenals in het discrete geval, volledig beschreven kan

worden door de distributiefunctie
F(x) = P[x <x]. , gedefinieerd voor alle x € U.

Als de kansverdeling van x gegeven is door de intervalfunctie

P[x € I] voor alle intervallen I van U dan is ook de distributie-
functie F(x) bekend. Men kan aantonen dat F(x) de volgende eigen-
schappen bezit (het bewijs wordt hier niet gegeven!):

F1. 0=<F(x) <1,

F2. lim F(x) = 0, lim *(x) =1,
X, O K -0
3. F(x) is een monotone, niet dalende functie van x,
Fd, F(x) is voor elke x continu naar rechts, d.w.z.
lim F(x + ®) = F(x) voor elke x € U
St '

Omgekeerd kan men aantonen dat elke functie F{x) welke aan deze

eisen voldoet als distributiefunciie kan optreden.
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Van nu af aan zullen we, tenzij anders vermeld, het stochastisch

karakter van een stochastische variabele steeds beschrijven door
een distributiefunctie.

Een stochastische variabele x wordt continu genoemd als de bije

behorende distributiefunctie contiru is voor elke x € U{« o, o)

en, hoogstens met uitzondering van een eindig aantal punten,
differentieerbaar is over het uitkomstengebied U(- o < x < ),
In vele gevallén is het in sanmerking te nemen uitkomstengetied
slechts een echt deel van de getallenrechten (- oo, o), (zie de
voorbeeiden a, b, en ¢ aan het einde van dit hoofdstuk). Ter

¥ voorkoming van ingewikkelde redeneringen en formuleringen bespreken

we in het volgende uitsluitend stochastische varisbelen die over
i hun gehele uitkomstengebied differentieerbaar zijn. Aan de "randen"

moeten we dan spreken van rechts resp. links differentieerbaarheid,

Voor een continue stochastische variabele x geldt P[x = x] =0

voor elke x € U: dus zelfs als x = x een mogelijke gebeurtenis is
voor de stochastische variabele x, dan is toch de kans op deze ge-
beurtenis gelijk Q.

Het bewijs wvolgt uit:
P[E =x] = 1lim(F(x + &) - F(x)) = ©
& -0

De afgeleide f(x) =F (x) van de distributiefunctie F(x) van een

continue stochastische variabele x wordt de':ansdichtheidsfunctie"

51 vain x gencemd. Ter verduidelijking van deze term aschrijven we

lim F{x + &) - F(x)
&0 &

- £(x)

= lim Plx<x<x +8)
b0 )

De uitdrukking P{x < XS x+ 5) stelt de "gemiddelde kans" voor
5

T per eenheid van lengte welke zan het interval (x < x< x + &) is
toegekend of populair gezmegd: zij geeft aamn hoe dicht de lkans
Plx< x< x + 3] gespreid ligt over dit interval als we deze lans
gelijkmatig over dit interval uitgesmeerd denken. In het limiet-
geval b —>» 0 kunnen we dus spreken van de kansdichtheid in het

punt x.
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Uit de monotonie van F(x) (zie eigenschap F3) volgt:
f(x)» 0 voor elke x;
de kansdichtheid van x is dus nooit negatief,

Uit de een bekende eigenschap van de integraalrekening volgt:

1. P[as;sb]::fbf(x)dx
2, #(x) - fxf(u) au
3. F (eo) = f oc.’f(x) dx =1

Cogeieord geldt: elke functie f{x) met de eigenschappen
f(x) =0 voor elke x

(o]
en ff(x)dx=1,

=00

kan optreden als kansdichtheidsfunctie.

xX
De functie F(x) = f f{u) du voldoet dan aan de bovengens.. .~

-0
eigen voor een distributiefunctie.

Veel voorkomende distributiefuncties voor continue stochastische
variabelen zijn:

a. de uniforme distributie

stochastische variabele x; uitkomstenruimte het interval (a, b)

distributiefunctie:

f(x)=:§:—z a<x<h

A

I

1)

dichtheidsfunctie:

£{x) = —-bia a <x<h,
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De negatief exponentifle distributie

stochastische variabele x; uitkomstenruimte het interval (0 o0);
distributiefunctie:

=AX

F(x) =1 «e : x=0
dichtheidsfunctia:
£(x) = e x=0

waarin A een vast getal > O is.

De negatief exponenti¥le distributie treedt vaak op in combi-
natie met de poissonverdeling. Zo volgt het asntal radioactieve
atomen dat in het tijdsverloop t uit elkaar valt een poissonver-

deling:

&
Het tijdsverloop t waarin geen atomen uit elkaar vallen, is een

negatief exponentieel verdeelde stochastische.variabele met kansdicht
heid
-At
£(t) =Pt =t]=12e t =0 .

De noxmale verdeling

Ook gencemd de gausgsverdeling, de De Moivreverdeling; stochastische
variabele x, uitkomstenruimte de redle getallenrechte;
distributiefunctie:
1(,?:_&)2
X =7

P(x) = = o ot s ] DU I CETD
T Ve T oVon eXp-73 2 E
-0 % a
dichtheidsfunctie
2

1 - 2.'::.14'.) 1 1 (4 2
f = 2 = - i
(%) = vz e™ o2 GVER P -3

Hoewel de dichtheids~ en de distributiefunctie van de normale Verw
deling een gecompliceerde vorm hebben, speelt deze toch een over-
heersende rol in de statistiek.

De normale verdeling bevat twee parameters welke we in een vo-send
hoofdstuk nader zullen bespreken.
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T« Functies van stochastische variabelen

Zij .f.‘(x) een functie gedefinieerd op de uitkomstenruimte U van de
stochastische variabele x, Dan is y = £{x) een nieuwe stochastische
variabele zodat als x bij realisering de waarde x € U aanneemt, tege-
lijkertijd y de waarde y = f{x) aammeemt. Spelem we bv. Vruis en mmt
en gpreken we a.f‘ dat we 5 gulden ontvangen als kruis geworpen wordt

en dat we 3 gulden moeten betalen bij een mwmtworp, dat wordt het

spel beschreven door een stochastische variabele x met uitkomsten-
mimte (kruis, munt), terwijl de opbrengst van het spel beschreven wordt

door een stochastische variabele y met uitkomstenruimte (5, - 3) en

wel zo dat:
y= 5 als % = Kkruis
§ ¥y = =3 als X = mnt.

Onder zeer ruime voorwasrden voor de functie y = f(x) geldt dat met

elke gebeurtenis betreffende y een gebeurtenis bvetreffende x correspon-

J deert en omgekeerd. Bij kansbeschouwingen woirden uviteraard asn deze
corresponderende gebeurtenissen dezelfde kansen toegevoegd. 21j x een
stochastische varisbele met de reele getallenrechte tot uitkomsten-~
ruimte U. ZiJ bovendien y = £(x) een re€le. functie gedefinieerd op

de resdle getallenrechte U. De stochastische variabele ¥ = £{x) heeft
dan weer deze reele getallenrechte U tot uitkomstenruimte. Willen we

de distributiefunctie G(y) van y bepalen dan moeten we voor elke retle

¥y negean welke gebeurtenis A(y) voor x correspondeert net de gebeurtenis

(=0 < y=y) voor y.
Dan geldt nl.:

(y) s=Plew<y<yl=P[x€4a ()

Voorbeeld: X is een continue stochastische variabele met de reéle

3 getallenrechte tot uitkomstenruimte en distributiefunctie F{x).
o Beschouw nu de stochastische variabele y = 5” met dezelfde uitkomstenruimte

en met distributiefunctie G(y).
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Alg y < 0 dan correspondeert met de gebeurtenis [aece <ys y]
voor y de lege gebeurtenis voor x;

Als y = 0 dan correspondeert met de gebeurtenis [—‘” <ys y]
voor y de gebeurtenis [-—‘[ y<x =<~\( y Jvoor =z

Hieruit wvolgt:

it
e

&(y) als y< C

g 6(y) =B[-1 y=
=p[-V y<

[

<y y]
<V y]

iH
Il

(wegens de continuiteit van F(x) is P[x = -V y] =0 )

=F(V y) - F(-Y ¥) als y = O.

Is g{y) de dichtheidsfunctie van y en f(x) die van x, dan geldt;

)

g(y) =0 als y < O

g(y) = 5\};@'{\[ y) + o~ y)) als y = 0
Bewijs! |

Het komt vaak voor dat de functie y = f(x) monotoon (niet dalend of
niet stijgend) en differentieerbaar is. Dan is ook de inverse functie
¥ = y(y) monotoon (niet dalend resp. niet stijgend) en differentieerbaar.

Zij nu x een stochastische grootheid met distributiefunctie F(x) en

1 dichtheidsfunctie f£(x).
] Is G(y) de distributiefunctie en g(y) de dichtheidsfunctie van y dan
“ geldt: ' |

Il

Plx < ¥(y)] = F(¥(y)),

f@@D*%www

&(y) = Bz < ¥]
6(y) =5 6(7)

n
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B. Twee dimensionale stochastieken

Tot nu toe hebben we het begrip distributie functie uitsluitend gebruikt
voor stochastische variabelen x met een een-dimensionale uitkomstenruimte

bestaande dus uit de verzameling van reele getallen of uit een eindige of

aftelbaar oneindige deelverzameling daaruit. Dit begrip distributie funectie

kan ook bij stochastische variabelen met een meer dimensionale uitkomsten=-

ruimte gebruiki% worden.
f Zij z = (ELK) een stochastische variabele met het tweedimensionale (x,y)
f viak tot uitkomstenruimte. Men kan nu weer aantonen dat de kansverdeling

van z = (x,y) volledig bepaald is als de distributie functie

F(x,y) = P[?.f_ =x, ¥ < Y] *

gedefinieerd voor elke (x,y) € U, bekend is.

Is z = (x,y) een discrete stochastische variabele, is dus U een discrete
verzameling U = {(xi,yi), i= 1,2,...} dan wordt

£(x,y) = Plx==x, x=v]

de frequentie functie van (x,y) genoemd.

Is z = {x,y) een continue stochastische variabele met een twee meal differen-

tieerbare distributie functie dan wordt

2
3
f{x,y) = 0y F(x,y)

de kansdichtheid van (x,y) genocemd.

%

De plausibiliteit van deze laatste naamgeving volgt weer uit
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. Fix + + - Fix
f(x,y) = 1lim e
Ax—=o
Ay=o
- - 1in Plx<x<x+ix, vy <x<y+A
Ax -0 bx . by
Ay-o

;‘J‘
X
4
i
=
!

Achier het limiet teken stast weer de kans op de gebeurtenis gerepreseri-

teerd door het rechthoekje (x, x +Ax; v, y-rﬁj) gelijkmatig uitgesmeerd
over deze rechthoek.

Omgekeerd geldt in dit continue geval

Flx,y) = Ix Jy £(x,y) dxdy

-0 00

B

voor elke (x,y) € U.

Uit de definitie van distributie functie, frequentie functie en dichtheids=-

o functie, en uit de vermenigvuldigingsregel van kansen op gebeurtenissen be=

- treffende onafhankelijke stochastische variabelen volgt:

Als z = (E,z) een stochastische variabele is met de tweedimensionale eucli-

dische ruimte tot uitkomstenruimte terwijl de componenten x en y stochastisch

onafhankelijk van elkaar zijn, dan geldt:

F(x,y) = F(x).F(y),

. £(x,5) = £().£(y).

9,1 De verwachtingswaards i een stochastische variabele

In voorgaande hoofdstukken hebben we gezien dat het stochastische gedrag van

een variabele x volledig bekend is als zijn distributie functie bekend is.
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Kennis van de kans op het voorkomen van elke mogelijke gebeurtenis is in
vele practische situaties echter geen vereiste. Het blijkt dat bij her-
haalde realisering van x de gevonden waarden x zich ophopen rond een

vast punt van de uitkomstenruimte, Dit punt wordt de"verwachtingswaarde
van x" genoemd en kennis daarvan is bij vele toepassingen van primair be-
lang. Het is echter ook van belang te weten binnen welke afstand tot deze
verwachtingswaarde de gerealiseerde x-waarden met, zeg, kans 0.99 liggen.
Is deze afstand klein dan zijn er slechts weinig realisaties nodig om de
verwachtingswaarde met enige zekerheid te kunnen localiseren; is deze af=-
stand groot dan kost dit localiseren vaak Zeer veel realisaties.

Wij zullen dit alles nu nader wiskundig specificeren.

Z2ij x een discrete stochastische variabele met uitkomstenruimte
U= {Xi, i = 1,2,-.\:} en frequentie functie f(xi;' = P(_x_=xi) ’ i = 1,2,...

Onder de verwachtingswaarde E(x) van x verstaat men dan:
E[x] = L, x f(xi),

mits de som in het rechterlid hestaat.

41j x een continue stochastische variabele met uitkomstenruimte de reele
getallenrechte en met dichtheidsfunctie f(x),

Onder de verwachtingswaarde E(x) van x verstaat men dan:

E[gc_]; Sm x £{x} dx ,

- 00

mits deze integraal hestaat.

Zij ¢(x) een functie gedefinieerd op de uitkomstenruimte U van de stochas-
tiche variabele x, Onder de verwachtingswemarde van ¢(x) versteat men dan

(zelfde condities voor x als boven) in het discrete geval:




-3’(‘-

Elo(x)] = 5 ofx;) £ix,)

mits de reeks in het rechterlid absoluut convergeert;

in het continue gevel:

oo

Blo@]= | ol) 2(x) ax,

- 00

mits de overeenkoumstige integraal voor |g¢(x)| bestaat.

.
1
i
4

De verwachtingswaarde van E[¢(x)] van een stochastische variabele o(x)
heeft enkele zeer belangrijke eigenschappen welke bij discrete verdelingen
N terug te voeren zijn op sigenschappen van reeksen en bij continue verdelin-
‘ gen op elementaire eigenschappen van bepaalde integralen. Aangezien de be-
" paalde integralen in voorafgaande colleges slechts zeer summier behandeld
zijn zullen wij ons bij de bewijsvoering tot het discrete geval beperken.
De te noemen eigenschappen van E(x) gelden echter algemeen; de enige voor-

waarde is, dat de verwachtingswaarde van Iw(g)l bestaat.

9.2 Eigenschappen van de verwachtingswaarde

Zij x = (y,2z) een stochastische variabele met uitkomstenruimte Up

Z21j V de uitkomstenruimte van y en W de uitkomstenruimte van Z.

zij ¢(y) een functie gedefinieerd op V. De functie g¢(y) is dan ook op te
vatten als een functie ¢(x) = ¢(y,2) = o(y) van x = (y,z) gedefinieerd op W

We kunnen dus de verwachtingswaarde van o(y) = ¢(y,2z) berekenen uitgaande
ven de stochastische variabele x = (y,z) en ook uitgaande van de stochastische

variabele y. In beide gevallen vindt men echter dezelfde uitkomst:

» 5, E[4(r,2)] = Elo(s)]

[

&

want E[¢(y,2)] zi,j ¢(yi,zj) f(yi,zj)
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' Wegens de absolute convergentie van de reeks in het rechterlid geldt

= Z; oly;). zf(yi,zj)

2, oly,) . Plx=v,]

Ele(¥)]

Een practische interpretatie van deze stelling is: Als sen verschijnsel
gekarakteriseerd wordt door een stochastische variabele met twee of meer
componenten en beschouwen wij een functie waarbij slechts &&n van de com-
ponenten als argument optreedt dan kunnen wij bij het bepalen van de ver=
wachtingswaarde van die functie het stochastische gedrag van de overige
componenten buiten beschouwing laten. We hoeven zelfs niet te weten dat

zulke componenten aanwezig zijn{

Met de notatie E[®(x)] voegen we aan de stochastische variabele 9(x) bij
gegeven stochastisch gedrag van X de verwachtingswaearde toe. Men noemt

E dan ook een operator.

De operator is lineair d.W.%. @

E, Voor elk refel getal A geldt:
Elre(x)] =1 Elo@)] .
ens
E, Als ¢(x) en ¢(x) twee functies zijn, gedefinieerd op

de uitkomstenruimte U van x dan is

Elo() +¢@)] = Ele@)] + Ee@].



&

Bewijs zelf voor het discrete geval.r

Zij x = (y,2z) een stochastische vagiabele met uitkomsten
ruimte U terwijl y de uitkomsten ruimte V en z de uitkomsten
ruimte W heeft, Zij ¢(y) een functie gedefinieerd op V en
¢(z) een functie gedefinieerd op W. Dan is o(y) + ¢(z) een

functie gedefinieerd op U waarvoor geldt:

Blo(y) + ¢(2)] = Ele@)] + E[e(2)] .

Geven we door middel van de uitkomsten ruimte asn t.o.v.

welke verdeling we de verwachtingswaarde bepalen dan geldt:
Ele@ +¢@1] = B lo()] + E [4(z)] wegens eigenschap E,

- Ev[‘P(I)] + E'[q»@] wegens eigenschap E_1

Men merke ecp dat voor de geldigheid van eigenschap E_1 en dus van eigen-
schap §‘4 niet vereist is dat de stochastische variabelen y en z onafhanke-
1ijk zijn.

Dit is wel het geval bij de volgende stelling.

B, Als y en z twee onafhankelijke stochastische variabelen

zijn terwijl ¢(y) een functie is gedefinieerd op de uit-
komsten ruimte V van y en cp(z) op de uitkomsten ruimte W van

'z dan geldt:

. Elo(@e¢(z)]= E[o(p) 1o E[e(z)].
© Want
Elo@.e(@)] = 245 0ly) ¢(=;) £0y;,2,)

= Iy, o(y;) ¢(zj) £(y,) f(zj)

(onafhankelijkheid van y en z)
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- I o(yy) £(v;) da(zj)' f(zj)
=2 q:(y-i) f(yi) Ej ¢(2j) f(zj)

(absolute convergentie van recksen)

= E 9(y) E¥z),

Verwachtingswaarde van enkele vaak voorkomende  stochastische wvariabelen

&,

Ce

de

Bernoulli_stochastiek
stochastische variabele x: uitkomstengebied U = (0,%)
P(xw1) = p, P(x=0) = 1=p

E(E) = p.,1 + (1-p).0 - P,

Binomiele stochestiek

n
stochastische variabele y = > x, 3 x; bernoulli stochastiek met
im? ‘
PQcin1) =p en P(:_:i=0) = 1=p voor alle i = 1,,..,n3 uitkomsten=

gebied van y is U = (0,1,4s0,n)5 Plz=m) = (7) p (1 =p)" "y m = Oyeus,ns

L iy I N=-m
Bg) => m(Jp (1=-p)" = np.

m=0
leidt dit resultaat ook af met behulp ven eigenschap Es’ pag 38, uit

de verwachtingswaarde van de bernoulli stochastiek,

Poisson stochastiek

stochastische variabele xj uitkomstengebied U =(0,1,2,,..)

£(x) TS S
X =P(§=X)=e .J-C._l'xz 0,1’-1-0

= A
E(x)} = E el =i =M
X=0 x

De parameter A, voorkomend in de_frequentie functie van de poisson

stochastiek x is dus gelijk aan de verwachtingswaarde van x,

De continue uniforme stochasties

stochastische variabele x; uitkomstengebied het interval U(a,b)

f(x) = voor a €x <b

b -

b -2

b
E(x) =’f £—dx =% (a +b)
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¢. De negatief exponentifle stochastiek

stochastische variabele xj uitkomstenruimte U = (x = 0)

fx) = A, x =0

20
E(x) -J xore gy - 1x .
0

fo Normale stochastick

stochastisehe variabele X3 uitkomstenruimte U = (-ﬂ° < x <+ °°),
2

1 2 o°
P(;-x)- e g ’ -0 & Y C W

e .
Lx=p)”

oo
E(E)-J'-—1—xe 20 dx = p .

- 00 0421:-i

Bij een normale verdeling is de parameter y, optredende in de

frequentieverdeling van X gelijk aan de verwachtingswaarde van x.

De verwachtingswaarde is een z.g. "centrale parameter" van een distri-
butiefunctie: hij localiseert het meest belangrijke gebied van de ui-
komstenruimte., Deze unitsprask zal in hoofdstuk 11 nog nader worden

gepreciseerd.,

10.1 De spreiding en de variantie van een stochastische variabele

Nasst een centrale parameter voor het localiseren van het meest belang=
rijkste gebied van de uitkomstenruimte wensen we ook een maat te hebben

voor de uitgestrektheid van dit gebied,
Zo'n gebied zou men als volgt kunnen afbakenen: Men kiest een positief

getal, bv, a = 0,05 of & = 0,01 . Daarna bepaslt men het grootste getal

T Wwaarvoor
PIE@)~r<x<E@@ +r]< 1-q

De rol die E{x) hierbij als centrale parameter speelt is duidelijk. Het
zal in het volgende blijken dat de grootheid

ox) = ¥ E(x - 5(x)°
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een betere hanteerbare maat is voor de ultgestrektheid van het meest

belangrijke gebied van de uitkomstenruimte,

a(g) heet de "spreiding" van x. (Alternatieve termen zijn "standaarddeviatie",
"standaardfout" ).
o2 (x) = E(x = E(x))? heet de variantie ven x.

Er zijn stochastieken x waarvoor o(x) niet bestaat. Tenzij anders ver-
meld zullen wij echter alleen stochastieken x beschouwen weervoor o(x)

wel bestaat.

Eigenschappen van de variantie

v De variantie o> (x) van een stochastische variabele x is dan en slechts
dan gelijk O als er een punt x, is in de uitkomstenruimte U waarvoor
geldt Plx = x_J = 1.

Men zegt dan dat de totale waaraschijnlijkheid in het punt X, gecon=
ocentreerd is,

Bewi]js zelf,

v, 02(;+ a) = g2(x) dewsz. de stochastieken x en y = x + a hebben dezelfde
veriantie,

Uit E{x + a) = E(x) + a volgt

02(5 +a) = E(x+a - BE(x + a.))2

= BE{x+a - E(x) ~ a)? = E(x - E(J_C,))2 - 02(5)-

2 22 . . .
L, o© (ax) = a“¢" (x) deWez. vermenigvuldigt men een stochastische variabele
x met a dan wordt zijn variantie met a? vermenigvuldigd.
Bewijs zelf, TFormuleer deze eigenschap ock in termen van standazard

afwijkingen.,

Als x = (y,z) een stochastische variabele is met de twee dimensionale
euclidische ruimte tot uitkomstenruimte, dan geldt

o2y +2) = o2(y) + o (z)




-
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onder voorwaarde dat y en z onafhankelijk van elkaar zijn.
Dit blijkt als volgt:

o’y +z) = By +z - B+ 2]
= B[(y - B(y)) +z - E(z)]?
= BE(g = B(p))? +E(z - E(2)? +2 E(z - 5()(z-Ez))
= E(y = BE(y))® + E(z - E(z))?
=0 2(y) + & (2).

Algemener geldt

iy +2) =c?(y) +a?(z) + 2 cCov (y,2).
Onder de covariantie van twee stochastische grootheden y en z verstaat

men

cov (y,2) = Ely - Bz - E@)]

De covariantie van twee onafhankelijke stochastische grootheden y en

2z is gelijk nul.

Volgt uit I en E(y - EQy)) = E(y)- B(y) = O

Het omgekeerde van 25 geldt niet: er zijn voorbeelden te construeren :
van afhankelijke stochastische variabelen x en y met covariantie
gelijk aan O, (Weten we echter dat de stochasticken x en y normasal
zijn, dan geldt dit omgekeerde wel, We bewijzen deze laatste uitspraak

hier echter niet.)

Als {_xi, i=1,...90} een n-tal onderling onefhankelijke stochastische

variabelen is dan geldt
E[Ei xi] =n E(Ei) = n E(x)
2 2 2
o [Bigi]=2ic[}_:i]=nc(§)
en ol Z xi] = g(x) YV n,

In woorden: De stochastische variabele y welke ontstaat door het
optellen van n onderling onafhankelijke maar gelijk verdeelde stochas-
tische variabelen X,y i = 1,...,n, (verwachtingswaarde E(x), spreiding
o{x) en variantie o° (x)) heeft een verwachtingswaarde welke gelijk is
aan n keer die van x,y een variantie welke gelijk is aan n keer die

van X., en een spreiding welke gelijk is aan ﬁ keer die van Xio
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Varianties van enkele stochastische variabelen

g

b,

Ca

d.

.

Bernoulli stochastiek

stochastische variabele x; uitkomstenruimte U =(0,1)
Px=1) =ps P(x = 0) = 1=-p;3

Verwachtingswaarde E(x) = p

Variantie 02(_1'_) = E@:.--p)2 = p(1-p)

Binomiale stochastiek

stochastische variabele y = ]% x;3 uitkomstenruimte U = (Oy1y000,n)
x, bernoulli stochastiek met Px=1) =p en P(x = 0) = 1=~p,
Verwachtingswaarde E(y) = np

Variantie az(z) - E(y_-np)'2 = np(1~p).

Leid dit resultaat ook af met behulp van eigenschap V4, pag. 31,

uit de variantie van de bernoulli stochastiek,

Poisson stochastiek

stochastische variabele x; uitkomstenruimte U = (0,1,2,404y )

x
Frequentieverdeling f(x) = e~ }A—,— s X = 0y 1,000

Verwachtingswaarde E(x) = A

Variantie o°(x) = E(x - A)® = A.

Bij een poisson verdeling met parameter A, is deze parameter gelijk
aan de verwachtingswaarde en aan de variantie. De poisson verdeling
is dus zowel door zijn verwachtingswaarde als door zijn variantie

volledig vepaald,

De contimue unifg:_:_me’ gtochastiek

Stochastische variabele x; uitkomstenruimte het interval U{a s x <1b)
Dichtheidsfunctie f(x) =

bl ‘'voor & € x < b,

Verwachtingswaarde F(x) = 15 (a+1)
Variantie o°(x) = E(x = % (a+1p))? = ’115 (b-a)?

Exponentilile stochastiek
stochastische variabele x3 uitkomstenruimte U = (x = 0)

Dichtheidsfunctie f(x) = Ae™ X , x = 0

Verwachtingswaarde E(x) = %

Veriantie 02(x) = E(x = -1—)2- L1,
= = A 22
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£, Normale stochastiek

stochastiache variabele x3 uitkomstenruimge U= (w0 < x < )
X=plt
- 1 2
Dichtheidsfunctie f(x) w~—— &

cv 2n l
Verwachtingswaarde E(x) = p

Variantie o2 (x) = B(x = p)? = ¢°

De normale verdeling is door verwachtingswaarde en variantie wvolledig

bepaaid.
De tweo=g8i en drie=si regels voor de normale verdel

De normale verdeling is op vele plaatsen getabelleerd voor het speciale

geval p = 0, ¢ = 1., {gestandeardiseerde normale verdéling) '

(Ga. na hoe hieruit een tabel voor de normele verdeling voor willekeurige
§ en ¢ kan worden afgeleid. )

Uit deze tabellen blijkt:

P(p =20 <x<p +20) = 0,9544

P(p ~ 30 <x<p+30) = 0,9974
waaruit men voor practische toepassingen de volgende vuistregels kan
afleident

De twee-sigms regel: De kans dat bij een normale ve:déling een reglisstie

X verder dan 2¢ van de verwachtingswearde verwijderd
is, is 0.05.

De drie-sigma regel: de kans dat bij een normale verdeling een-realisatie

x verder dan 3¢ van de verwachtingswasrde verwijderd
is, is 0,003,

Wetten van de grote santallen

In het vorige hoofdstuk werden de verwachtingswaarde en de variantie van
een stochastische variabele genoemd als voornaamste grootheden voor het
min of meer nauwkeurig karakteriseren van het stochastisch gedrag van

zo'n veriabele, We gaan deze beweringen hier nauwkeurig specificeren,

We zullen ons beperken tot een~dimensionale stochastische variabelen x.

De uitkomstenruimte is dus de verzameling van rele getallen of een declver-
zemeling dsarvan, Verder nemen.we aan dat de distributie funotie F(x) =

= (X <x )van x bekend is, in het discrete geval ook de frequentie verdeling
£(x) = P(x = x) en in het continue geval de dichtheids funotie f(x) = - F(x)
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WGCA 1, De formule van Bienaymé -'Cebxsev

Als x een stochastische variabele is waarvoor zowel de verwachtings-

waarde E(x) als de variantie cz(x_) bestaan, dan geldt voor elke a > O:

2
o’ (x
iz - 5l = o] < .

a

Dus, de kans op de gebeurtenis |x = E(x)| ® 2, d.w.2. de kans dat bij
realisering van de stochastische variabele x deze een waarde krijgt die
minstens het bedrag a van de verwachtingswaarde E(x) verwijderd ligt, is
o2 ) |

2

a
bovengrens staat volgt dat deze kans kleiner wordt naarmate a groter wordt.

beperkt en niet groter dan ¢ Uit het feit det a in de noemer van deze

Uit deze formule blijkt zowel de betekenis van E(x) als centrale parameter
en van de spreiding o(;) als maat voor de uitgestrektheid van het meest
interessante deel van de uitkomstenruimte. Onderstasnde tabel geeft de

kans op de gebeurtenis [|x - E(x)| = &], als voor a veelvouden ven o(x)

genomen worden,

Eet geb‘ruik van de formule van Bienaymé -~ Cebysev verondersitelt geen ine
formatie over de verdelingsfunciie van x. Is zulke informatie wel aanwe
; zig dan kunnen veel scherpere ultspraken gedaan worden, Ter illustratie
daarvan zijn in de derde kolom van onderstaande tabel de kansen op afwij=
kingen van E(JQ groter dan a opgenomen als bekend is dat x een normale
stochastiek is.

T
a Bienaymé = Cebysev ] Normale stochagtiek
!
o(x) P(|x - E(x)| > a) <1 : P(|x - E(x)| = &) < 0.32
r 2 o(x) < 0,25 : < 0,05
- 3 o(x) < 0,11 | < 0,003
. 4 0(x) < 0,06 | < 0,000
o 5 o(x) < 0,04 | < 0,000
10 g(&) = 0,07 [ = 0,000
l
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We zullen het bewijs geven van de formule van Bienaymé - Cebysev

als x een continue stochastische variabele is.

F@ = [ @ -E@)? £ ax

a+E (x) _
= (x - E@x)® £(x) ax +

~a+E(x)

+

j -a.+E(2c_)

-0 a+E(x

& - B(x))? £(x) dx + {; (-E(x))? £(x) dx

fx)ax + fm £(x)dx}

e { - a+E(_:_[_)_

o, i-a+E (x)

> 2% p(|x - E(x)| = &)

R N Sl

waaruit volgt:

2
g x)
P(lx - Ex)| = a) < ,“,L .

(Geef zelf het bewijs in het geval x een discrete stochastiek is.)

De_samenhang tussen het rekenkundig gemiddelde en de verwachtingswanrde

van een stochastiek.

Laat X,y i=154ssyn een stel van n onafhankelijke realisaties voorstellen

ven een stochastische varisbele x met verwachtingswsarde E(x) en variantie

In practische gevallen is het gebruikelijk het rekenkundig gemiddelde '}?=%Z}i
| _ j=1*
® als "beste schatting ven het bestudeerde verschijnsel te nemen" terwijl we

in voorgeande hoofdstuk gesuggereerd hebben dat de verwachtingswaarde E(_{)

é zo'n "beste schatting" is. Met de formule van Bienaymé - Cebysev blijkt dat

beide uitspraken gerechtvaardigd zijn., MNu geldt nl.
2
o (x

2 ’
a

Milox -B@|>a]l< L,
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d.w.z, naarmate n groter wordt, is de kans kleiner (evenredig met 111-) dat het
rekenkundig gemiddelde van onafhankelijke remslisaties van X meer dan het
bedrag a van de verwachtingswaarde E(x) afwijkt. '

(Bewijs deze formile zelf! Bedenk dat X een realisatie is van de
nieuwe gtochastische variabele g = :—1 X3 ga na wat zijn variantie
is; realiseer U waar de onafhankelijkheid van de realisaties X i=21,00eyn

gebruikt wordt., )

Gestandsardiseerde stochastieken

Zij x een stochastiek met verwachtingswaarde E(x) en spreiding o(x).
De stochastiek y welke uit x kan worden afgeleid volgens

x - E(x)

x -
o (x)
heeft een verwachtingswearde gelijk aan nul en een spreiding gelijk asn 1.
Deze stochastiek wordt de gestandaardiseerde vorm van de stochastiek x

genoemd,

Voorbeelden n ’
Binomiale stochastiek X = Z Xy 8 P[Ei =1] =p
i=1 Pz, =0] = 1~p.

Gestandaardiseerde binomiale stochastiek:

Il
>_ % -m

i=1

¥ np(1=p)

Poisson stochastiek x; verwachtingswaarde E(;) = A,

Gestandaardiseerde poisson stochastiek:

X=-A

Y= =
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Normale stochastiek x; verwachtingswaarde E(x) = p 3
spreiding o(x) =c .

Gegtandaardiseerde normgle stochastiek:

De distributie functie van de gestandaardiseerde normale stochastiek

wordt gewoonlijk sangeduid met ®(x):

2n

L2
x
P[gﬂsx]=¢(x)=d1_\ J e 2 at.

In plaats van de uitdrukking: x is een gestandaardiseerde normale stochas-
tiek gebruikt men ook de uitdrukking: x is normamal verdeeld (0,1) of nog

SR SR

korter: x is N(0,1) verdeeld.
Hierin betekent O dan E(x) = 0 en 1 dan o(x) = 1

Algemener x is N{u, o) verdeeld betekent dat x een normale stochastiek

is met verwachtingswaarde U en spreiding ¢.
De distributie functie @(x), ook de standaard normale distributie functie

genoemd, is in vele statistische handboeken en tabellenboeken getabelleerd,

De volgende wetten van de grote amantallen WGA 2, WGA 4 en WGA 5 karakteriseren _
de centrale positie welke de normale stochastiek inneemt in statistische

beschouwingen,

WGA 2 De distributie functie van de gestandaardiseerde binomiale
stochastiek convergeert voor vaste p en n- o naar de standaard
normale distributie functie:

Als X i = 1,,44yn een stel onafhankelijke bernoulli stochastieken

;{ ie met P(:gi =1) = p, P(% = 0) = 1-p, den geldt

1im p[ 2= <x) =0x) =

. 1
‘ R ) T2 =%

2
j e dt.

o
’ De benadering van de distributie functie van de gestandasrdiseerde
binomiale stochastiek door de standaard normale distributie functie

blijkt voor practische dceleinden bevredigend als

np(1 =« p) >9

is.
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Onderstaande tabel geeft voor verschillende wearden van p de bijbehorende

ondergrens voor n (afgerond op vijfvouden)

P n
0.5 35
0.4 40 np(1=p)~ 9
0.3 45
0.2 55
0.15 70
0.10 100
0,05 190
0,02 450
0,01 900

Is in een practische situatie aan deze voorwaarde niet voldaan dan is men
bij gebruik van de binomiale stochastiek aangewezen op tabellen voor de
binomiale distributie functie, Deze zijn in de meeste statistische hand-
en tabellenboeken te vinden, Wordt n groot en p klein (vuistregel p =< 0,1)
dan is het meestal veel handiger om gebruik te maeken van de volgende

limietstelling,

WGA 3, Als 1. X i = 1ys0s9n een stel onafhankelijke bernoulli stochasg=-
'tlekeg is met P(J_ci=1) =p en P@i=0) =1=p,
2, y = ; x,; de bijbehorende binomiale stochastiek is.
3 E(_v_) =np = A
dan geldt voor vaste A en n groot

Py =y) = (;) ¥ (1-p)" Y~ o ;—yf .

De eis: A vast en n groot betekent dat p klein moet zijn. Men kan WGA 3 dan
ook als volgt interpreteren:

Als p klein is en n groot, terwijl np = A dan wordt de binomiale distributie
functie benaderd door de distributie functie van de poisson stochastiek met

parameter A .
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Uit tabellen van de binomiale verdeling en van de poisson verdeling blijkt
dat als
P <07,

de distributie functie ven de niet-gestandaardiseerde binomiale stochastiek
voor kleine waarden van n (n ~ 10) reeds goed door de poisson verdeling met

parameter A = np benaderd wordt,

Voor grotere wasrden van n en p is het niet belangrijk of men de binomiale
verdeling door een poisson verdeling dan wel door een normale verdeling

benadert. Dit blijkt uit de volgende eigenschap:

WGA 4. Is x een poisson stochastiek met verwachtingswaarde E{x) = A, dan
convergeert de distributie functie van de gestandaardiseerde
poisson stochastiek (E-A)/ﬁ voor A = ®  naar de standaard

normale distributie functie:

2
x-* 1 * -5
lim P <x|=8(x) = e at,

A ~co \ﬁ‘ 5} 2n

Uit tabellen van de normale distributie en de poissgson distributie blijkt dat,
voor practische doeleinden, de poisson verdeling vervangen mag worden door
de normale verdeling als A > 9 is.

De wetten van de grote aantallen WGA 2 en WGA 3 zijn bijzondere gevallen van:

WGA 5. De centrale limietstelling:

Onder zeer ruime voorwasarden geldt:
Als Xy i=1,,0.4n een stel onderling onafhankelijke stochastieken
is met verwachtingswaarde p, = E(;i) en spreidingen o; =_°Q51)’ dan

convergeert de distributie functie van de stochastische variabele

n n
okt
o i=1 i=1
,’ L 2
>_ oy

=1

voor n=weo near de standaard normale distributie functie &(x):
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n n

DI C
1im P | &= — i=1 <x| = px) = J e dt.
n-+o0 1’§:Jf i!2n_°°

j=1 *

Deze centrale limietstelling legaliseert de vask gemaskte veronderstelling
dat de stochastiek x, geassocieerd aan een meting, een normale stochastiek
is., Het resultaat van een meting is doorgeans nemelijk de resultante van
een te meten effect waarop een groot aantal toevallige storingen zijn ge=-
superponeefd die alle onafhankelijk van elkaar werken (meetfout, instel=-
fout, afwijking van gewenste temperatuur, onzuiverheid van cuvetten enz,)
Men bedenke echter dat deze redenering niet in alle gevallen opgaat: er
zijn ook metingen waarmee een niet normale stochastiek verbonden is. Het
is een samenspel van ervaring en critische instelling dat de statisticus

hier de juiste keuze doet maken.

Steekproeven

In voorgaande hoofdstukken is reeks enkele keren gesteld dat met elke
meting een stochastische variabele geassocieerd kan worden. Men neemt
hierbij aan dat de te meten grootheid een "werkelijke waarde" heeft die
samenvalt met de verwachtingswasrde E(x) van deze stochastische variabele,
De meting van deze waarde wordt echter beinvloed door een aantal tcewvallige
storingen zoals instelfouten van apparatuur, afwijkingen van gewenste tems
peratuur, onzuiverheden van gebruikte stoffen, enz., Deze storingen be=-
palen de spreiding o(x).

Informatie over de "werkelijke waarde" van de fe meten grootheid kan slechts
verkregen worden door meting, dus door het é&n of meerdere malen realiseren
van de stochastiasche variabele x, Zo'n realisering noemt men "het uitvoeren
van een steekproef", n keer realiseren van x levert een steekproef ter groot-
te n en de gevonden uitkomsten X, 9 i = 1,s0syn heten de steekproefuitkomsten.
We nemen nu aan dat de spreiding a’(g) van de stochastiek x bekend is, en dat

de realisaties Xy i=1, +.¢y, n van x onafhankelijk van elkaar plaats hebben.
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n
Het rekenkundig gemiddelde X = % z x5 is een realisatie van de stochastiek
i=1

n
L X; Waarvoor volgens Bienaymé-Cebysev bij gegeven a geldt

i=1
P(I_;E-E(_:_c_)l aa)c f_%)_,

na

= N

-x_z

Aangezien deze kans omgekeerd evenredig is met de steekproefgrootte kan men de
steekproef zo groot nemen dat de kans dat het steekproefgemiddelde (dus dat een
realisatie X van x) meer dan een voorafgegeven bedrag a afwijkt van de verwach=
tingswaarde E(g), zo klein is als men zelf wil.

n
Men noemt daarom de stochastische variabele i_n %- L Ei een schatter van
i=1
- 1 1
E{x) en een realisatie X = 5 I x; van de schatter een schatting van E(x).
i=1

De formule van Bienaymé-Cebysev kan ook als volgt geInterpreteerd worden:
De kans dat de uitspraak: bij gegeven bedrag e en een steekproef ter grootte
n geldt

x-a<B(x) <x +a

o® (x

na.z

niet juist is, is hoogstens gelijk aan

Men noemt het interval

(i—a,;t+a)

2
een betrouwbaarheidsinterval voor E(x) behorende bij een onbetrouwbsarheid Z (f).
na

2
Deze onbetrouwbaarheid is kleiner dan een gegeven bedrag « als g %E) <a, dus
na

2
als de steekpreoefgrootte n > d %EJ is,
12

In plaats van "betrouwbaarheidsinterval" zegt men ock wel "eonfidentie interval".

De formule van Bienaymé-Cebysev geldt onafhankelijk van de distributie functie
welke bij de stochastische x behoort. Dit heeft tot gevolg, dat de daarop geba-
seerde confidentie intervallen groter zullen uitvallen dan wanneer meer infor-
matie over deze distributie functie beschikbaar is. (Zie tabel pag. 46) We
hebben reeds gezien dat met vele metingen een normale stochastiek x geassocieerd

is, (Op grond van de centrale limiet stelling. ) Laat X9 i#21, ¢osy, 1 een




v

]
3
3
:
:

steekproef ter grootte n zijn van een normale stochastiek met verwachtings=

wasrde E(x) = p en spreiding o{x) = ¢. (onderling onafhankelijke realisaties)
n

We weten dan dat het rekenkundig gemiddelde X = ﬁ- z X; een steekproef
i=1

ter grootte 1 is van de stochastiek

22
n

150
N

x
i=1

welke een verwachtingswaarde E(y) = E(x) = u heeft en een spreiding

heeft,

Men kan zelfs bewljzen dat y weer een normale stochastiek is.

Uit de twee-sigma regel (zie pag 34) volgt nu:
Bij een onbetrouwbaarheid van 0.05 geldt voor de verwachtingswaarde g = E(x)

het confidentie interval

1 32 2 1 & 2
(;in-——o,;zxi*'—o);

i=1 G i=1 G

Uit de drie-sigma regel (zie pag 34) volgt:
Bij een onbetrouwbaarheid van 0.003 geldt voor de verwachtingswaarde B = EQE)
het confidentie interval:

!
(E.in"
i=1

Universum grootheden en Steekproef grootheden

Bij statistische beschouwingen dient steeds een scherp onderscheid gemsakt
te worden tussen universum grootheden, de "echte" grootheden waarover men
informatie wil hebben, en steeckproef grootheden op grond waarven conclusies
worden getrokken,
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universum

steekproef

universum gemiddelde

verwachtingswaarde

n = E(x)

universum variantie

o = o*(x)

universum spreiding

o =0(x)

steekproefgrootte: n

steekproefuitkomsten : Xyse0esX .

n
. - 1
steekproefgemiddelde x = 0 1‘§=1 x,

steckproefvariantie
n
= S (x, - )P

n=l 5

steekproefspreiding

1< =2
s =\[mT 2 (R mE

De factor n=1 in de noemer van de steckproefvariantie vereist enige toelichting.

Men zou daar nle een factor n verwacht hebben. Uit de definitie van o°(x), pag.43

en de formule van Bienaymé -

n

Cebysev volgt dat de grootheid

%Z (xi - E(E))z

i=1

. ; . . X 2
een schatting is van de universum veriantie o {x).

Mu is de verwachtingswaarde E(;) in het algemeen niet bekend, Vervangt men n

echter het universum gemiddelde F(;) door het steekproefgemiddelde X = ;11- Z X,

en in de noemer n door n=-1,

dan kan men zantonen dat ook

n
E’2=:111 > 3 ("‘i';t)2
i=

een schatting is van de variantie 02(5).

Dit blijkt als volgt:

i (xi - ;{)2

i=1

-5 (6 5 - @ - 3@)°

i=1

1
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-5 Gy - B+ 2 (- B@) -2 2 (- B@) E-R ).

£ =t i=1
Nu geldt

Sy - B@)E - B@) * & - B@)( x, - m86)) = n(E - 5@

i=1

Hiervan gebruik makend vinden we

Z:(xi - 5)2 - % (x, = B@)? - n(@ - 2@)¥ .

i=1
% - 1 X2
' waarin x=3 %;; X

dan volgt hieruit
567 - oy E{z@, - E@)® - n BE - E@)?)
= '-'1—'— {noz - n.U— } = 0'2 .

n=1 n

De verwachtingswaarde van de steekproef variantie is dus gelijk aan de universum

variantie. (Men zegt ook: de steekproef variantie is een zuivere schatting van

de universum variantie.)

f De vervanging van n door n~1 is in practische toepassingen uiteraard alleen
van belang voor kleine wasrden van n.
¥ Het getal n~1 wordt het aantal vrijheidsgraden genoemd waarmee de steekproef

variantie s2 bepaald is,
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13¢ De studentestochastiek %

De confidentie intervallen welke we in een voorafgaande sectie hebben afgeleid,
veronderstellen de kennis van de universum spreiding o@) = g o Z0'n universum

spreiding mag veak bekend verondersteld worden bij routine metingen, dus als

met stochastiek x reeds een grote ervaring is opgedasn, Is dit niet het geval

dan maskt men als n niet te klein is (n > 20 zie onderstaande tabel) geen grote
fout als in de formules van pag.5H de universum spreiding ¢ vervangen wordi door
de steekproefspreiding s.

Voor kleine waarden van n biedt de mathematische statistiek echter een meer bevre-
digende oplossing. Als nl. Xy i =1,sssyn normale stochasticken zijn met dezelf=~
de verwachtingswazrde p = E(g:_l) en dezelfde spreiding c(gi) = g, dan is ock de
gchatter

n
-1y

% iu'l

%3
B

van de verwachtingswaarde E(x) (zie page53) een normale stochastiek met verwach=

tingswaarde § = E(X) maar met spreiding o(X) = =, (zie V. pagina 43)
n

®

De stochastische grootheid

Ii
L > % -

T

X -u

iz a(- )m

g ag

is dan een standaard normamal verdeelde grootheid,

Vervangt men nu het vaste getal o door de stochastische grootheid g=

A AR T e R T

4%
- \f _n1-1 K?il - %‘Z _J_Ci)z dan krijgt men de nieuwe stochastische variabele
im1
n

1
"'"2 X. = -
n - -1 E-Il
i" im] "Jn u( B.)Un,
§- —

waarvan men de distributie functie voor elke waarde van n kan berekenen; n-1
heet weer het aantal vrijheidsgraden van t. t heet de student-stochastiek en
de distributie functie P(t < t) de student verdeling,

Deze student verdeling is in de meeste statistische hand=- en tabellenboeken
getabelleerd,
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Wil men nu op grond van een steekproef ter grootte n en met gebruikmaking van de
studentsverdeling een confidentie interval voor p = E(x) bepalen, behorende bij
een onbetrouwbaarheid ¢ dan zoeke men in deze tabel, voor ne1 vrijheidsgraden de

waarde tu zodat

B(|g] 2 t,) =

De formule drukt uit det bij realisatie van X en van s, dus bij het nemen van een

steekproef ter grootte n, de kans op de gebeurtenis

i-taﬁGE(ﬁ)si+ta—§ﬁ
gelijk aan a is.
Het interval
(X =t ==, X+t —=—)
Y
wordt weer een confidentie interval voor de verwachtingswaarde E(E) genoend be=
horende bij de onbetrouwbaarheid o,

De volgende tabel geeft een vergelijking van de kansen

X-p
P( \F:T = t) afgeleid uit de standaard
e normale verdeling
en -
L=
P( Vn'| = t) : afgeleid uit de student
g verdeling,

Zij toont aan dat voor de waarden n = 20 de student verdeling en de normale

verdeling tot practisch gelijke confidentie intervallen leiden,

X-u X~
P( MB t) E(l anat)
a 5
t Normale verdeling Student verdeling
n= 3 5 8 10 20
1 0,32 0.38 0.35 0433 0633 0,32
1.5 0,14 0.22 0,20 0,18 C.15 0.14
2 0,05 .15 0.10 0.08 0,07 0,05
2e5 0.008 C. 11 0,05 0,04 0,04 0,02
3 0,003 0,06 0.04 0,018 0.0 0, 008
%5 0,001 0.04 0,018 0,011 0,007 0,003
4 0,000 0,03 0. M 0,007 0,005 0.000
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14. Interpretstie ven meetresultaten

- We hebben gezien dat het meten van een grootheid X neerkomt op het nemen
,,{* van een steekproef, d.w.Z. ulit het enkele keren herhaalde realiseren van
de stochastische variabele x, die met deze meting is geassocieerd.
laten we veronderstellen dat:
x een normale stochastiek is (zie centrale limietstelling, pag 40) en dat
de steekproefuitkomsten XypeeepX, onafhankelijk van elkaar bepaald zijn.
! Zo'n steekproef levert dan de volgende informatie:
: 1. de beste schatting die we hebben van de werkelijke waarde X is het reken=-
;1 kundig gemiddelde X van de steekproefuitkomsten:
3
)
- 1 2
X~y =— E X.»
[ n 3 i
X 2, een maat voor de onnauwkeurigheid ven deze schatting X van X is de steek-
proefspreiding s(X) van X , waarbij
n e
> (& -%)?
s(X) = 1
n{n -1) °
r Men ziet onmiddellijk dat s(X) = —2= , als & de steekproef van de stochastiek
; n
- X is; zie pag. 56)s Kent men op grond van ervaring de werkelijke spreiding o
1
i van 5‘(hetgeen bij routine metingen vaak het geval is) dan is
?
o) = <L
Vo
een betere maat voor de connauwkeurigheid van de schatting X ven X.
*

Bij het vermelden van meetresultaten in rapporten of artikelen zal men in het
o algemeen niet alle steekproefuitkomsten opgeven. Voor een juiste beocordeling
van de gevonden resultaten is het echter nodig naast het gemiddelde meet-

resultaat X, als beste schatting van datgene wat men heeft willen meten, ook
een schatting op te geven voor de onnauwkeurigheid van dit gemiddelde, Deze

schatting is ofwel o(i) ofwel s(i) waarbij in dit laatste geval ook de steekproef=-




S e S

;
"

.

grootte moet worden vermeld,

De
a)

b

informatie die uit deze gegevens is af te leiden is
bij gegeven onbetrouwbesarheid a geldt voor X het confidentie interval

T-ts@E sXs x+tsE)

waarpij ta wordt afgelezen uit een tabel voor de student verdeling met

n=1 graden van vrijheid en zo dat
P(jt] = t,) = a.
Is o(X) gegeven dan wordt het confidentie interval
x~ugoE sX< X+ugd)

waarbij u, wordt afgelezen uit een tabel voor de standaard normale ver-

deling en wel 2o dat
P(ju| 2u,) =a.

Een veel voorkomende waarde van @ is 0.05. In het geval dat o(X) bekend is
wordt dan het confidentie interval

£-20F) <X=< %+20@%)

Wil men nagaan of een gegeven getal Y niet aanvaardbasar is als werkelijke
waarde van de te meten grootheid dan kieze men eerst een kans « welke men

wil accepteren op onjuistheid van de volgende uitspraak:

het getal Y is niet aanvaardbear als werkelijke waarde van de te meten groot-
heid als ¥ ligt buiten het bij de onbetrouwbaarheid a« behorende confidentie

intervals



: Men kan ook zeggen: als Y binnen dit confidentie interval ligt, den kan op
f@ grond van de steekproefuitkomsten niet beweerd worden dat de werkelijke waarde

van de te meten grootheid verschilt van Y,

15, Foutenvoortplanting en foutendiscussie

Het komt vask voor dat men een grootheid, welke men wenst te kennen, niet
rechtstreeks kan meten. Wil men bijv. de versnelling g ven de zwaartekracht
bepalen met behulp van de slinger, dan meet men de slingertijd T en de slinger=-

lengte 1, waarna g berekend wordt uit de formule

2 1
g =4n = .
2

T enl zijn grootheden die gemeten moeten worden. Men kent dus alleen schattingen

A
T en ! van hun werkelijke waarden, Bovendien kent men de steekproef sprei@ingen

Y
85 en s» welke de onnauwkeurigheid representeren waarmee T en 1 door T en ]

T 1
geachat worden.

Voor de hand liggende vragen zijn nu:

Fad

1. ig § = 4n2 ;;;- een goede schatting van g 7
T

2. hoe werkt de onnauwkeurigheid in de schatting van T en 1 door in de on-

nauwkeurigheid van de schatting van g 7

}}é Voor een algemene behandeling van dit probleem veronderstellen we dat Y een

bekende functie is van de meetbare grootheden Xi, 1 =15e0eym:
0% Y= f(X.],Xz,...,Xm).

g* Als aan de grootheid Xi de stochastiek X, is geassocieerd, dan is aan Y de
s8tochastiek

£ = £ Epenery)

geassocieerd.
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De stochasticken X, worden onafhankelijk van elkaar verondersteld, terwijl

ter verkorting van de notatie gesteld wordts

EQC,‘_) =p; en 0@51) = 0.

Fergte geval: Y is een lineaire functie van de grootheden Xi;

n
Y=2 alX.

i=?

Zijn de X normale stochastieken (vaak aannemelijk; zie centrsle limietstelling

peg 40), dan is ook y een normale stochastiek (zie bewering pag 55) terwijl

geldts
113 m
E(I) ""‘Z aiE(i{.j_) = Z 8y by
1= i=1
en

2 n 202 n 2
g (x) = E aio (xi) = S aioi
i=1

i=1

(eigenscheap V4 pag 42 3 denk aan veronderstelde onafhankelijkheid van de
stochastieken %1). Is de onafhankelijkheidsveronderstelling niet gerecht-~

vaardigd dan moet voor cz(x) de volgende formule gebruikt worder:

i=q

2 =5 a2 of + e, wov(x,x,)
o ay o) %{} 8 8y coOV ::j_,:r|j .

(zie V, pag 43)

Is de aanname ";_c_i normaal" niet voor alle i gerechtvaardigd, maar zijn
de stochastieken X wel ocnafhankelijk van elkaar, dan mag de stochastiek y
wegens de c¢enirale limietstelling, meestal toch normsal verondersteld worden

met bovenstaande verwachtingswasrde en variantie,



De spreiding o wordt ook wel de absolute fout genoemd die optreedt bij meting

van de grootheid Xi (eigenlijk is ¢, een maat voor de mogelijke fout die bij

deze vervanging van Xi door de steeiprOefwaarde Xy kan optreden).
De naam “absolute fout" stast tegenover "relatieve fout", waarvoor men als maat
neemtt

e}

By

In plaats ven relatieve fout gebruikt men ook de naam: variatie coefficient.
?X is een maat voor de absolute fout in Y, terwijl, als Y lineair met de te
meten grootheden Xi sanenhangt, de volgende "wet van de fouten voortplanting"

blijkt te gelden:

Tweede geval: Y is een niet linesire functie van de grootheden Xi, 1= 1ye00ym:
Ye f(X1 ,ngo-- ’Xm)o

In pleats van de stochastiek X, gebruiken we de stochastiek Azi zo gedefinieerd
dat x, = EQEi) + Ax.. Dan geldt

E(A;i) = 0 en G(Agi) = g

i.
Veronderstellen we nu nog dat de spreidingen o5 klein zijn, dus dat de kans op
grote waarden voor Axi klein is, dan levert Taylorontwikkeling wan

f(X1,X2,...,Xm) en verwaarlozing van alle termen van hogere dan de eerste graad:

¥y = f(EQcﬂ)’E(«]-(-Z)""’E(J-Cm)) +i -6%(1-‘;) Ax .

Ook nu geldt weer, wegens de centrale limietstelling, dat de stochastiek y
meestel normaal verondersteld mag worden, als tenminste de stochastieken ox,
onafhankelijk van elkaar zijn,

Hieruit berekenen we
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E(y) = f(E@),E(gQ),...,E(:_;m))

en
m

2
2 af) 2
)= 2 22X, Oy ¢
i=1 i E(gi)
Interpreteren we weer o_ als maat voor de absolute fout bij de meting van Xi

dan luidt de algemene fouten voortplantingswet:

o 2
2 of 2
sl @ .
L ©r 9%/ gy 1

(iien lette er op dat deze wet is afgeleid onder de veronderatelling dat de
stochastieken X i =1,.04sym onderling onafhankelijk zijn en dat de sprei-

dingen o, klein zijn!)

Deze algemene wet van de fouten voortplanting krijgt een speciale vorm als
de grootheid Y op een zuiver multiplicatieve wijze samenhangt met de grootheden
Xi, i= 1,.'0.,111:

o C€2

1
Y=X 5 eene

g X

. ..xmm.

Men vindt dan als fouten voortplantingswet:
g 2
(5)- 5% 46
- ai —t— -
by 1=1 i

In dit gevel zijn de relatieve fouten in de metingen van Ki dus van meer

belang dan de absolute fouten in deze metingen,
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16, De methode van de kleinste kwadraten

%‘ In dit hoofdstuk beaschouwen we situaties welke gekenmerkt 2ijn door een meet-
ék bare grootheid Y en een stelsel meetbare grootheden X1""’Xm' Het onder=-
o scheid tussen Y en X1,...,Xm bestaat hierin dat we Y zullen zien als een grootheid

welke door de grootheden X1""’Xm (min of meer) bepaald wordt, Denk bv. aan

een chemisch proces met Y als opbrengst en met X1""’Xm als proces parameters:

procestemperatuur, invoer concentraties wvan met ellasr resgerende stoffen, enz,

Echitic e COR S N

Het is voor onze beschouwingen niet nodig dat Y functioneel met X1,...,Xm

R e MR Rl

semerhangt dus dat een relatie geldt van de vorm:

ST TR

Y= f(XT,...,Xm)

Er kunnen nl, nog andere grootheden zijn, welke we niet "onder controle™

hebben of zelfs niet kennen, maar welke toch invloed hebben op Y,

De vraag waar we ons in het bijzonder mee hezighouden is: door welke lineaire
relatie tussen Y en X1,...,Xm wordt een eventueel verband tussen deze groot-
heden "het beste" benaderd.

Zij 2 een mt1 vector met componenten Zo = Yen Zi = Xi’ i=1y00e,m
Met meting van Z is weer een stochastiek z geassocieerd.

2 is een gstochastische vector met stochastische componenten Z, = yen
Z; = % i=1%4.0yms Uiteraard zijn de stochastieken y en X, door het meet

mechanisme geassocieerd san Y en Xi’

1 k
laat nmu 2 ye..,2 een steckproef ter grootte k zijn. Dit betekent dat de
volgende k rijtjes van getallen bekend zijn:

" *11 *12 SR o

i YQ x21 x22 . . . x2m

&R K1 2 . X
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£

(Onder de begte lineaire benadering van een eveniuele relatie tussen Y en
X1”"’Xm welke op grond van de steekproef ter grootie k berekend kan wor=
den verstaan we nu per definitie de relatie

-~ A A
+ + . +8aX
= & a1X1 e m m

waarbi]j de kwadratische vorm

k m
2
¢(ao,a1,...,am) = g;; (ao *’%i1 ajxij - Yi)

i

haar minimale waarde sanneemt in (é0,§1,...,ﬁm). De aldus gedefinieerde beste

lineaire benadering van het verband tussen ¥ en }{1,...,}{,m noemt men een "klein-

" ste kwadraten benadering; de methode volgens welke deze schatting verkregen
¥ werdt, wordt een "kleinste kwadraten methode" genoemd.

We zullen ons beperken tot het geval m = 1 dus tot situaties welke gekenmerkt
worden door é&n grootheid Y en &&n grootheid X,

De zteekproef bestaat dan uit

k getallen paren (yj,xj), J = Tyeeaske v
Deze getallen paren representeren

een puntenwolk in een plat vlak,

Het probleem is een rechte lijn

y = P+ fx te trekken door deze

puntenwolk, zodat de som van de

kwadraten van de "afstanden" van

deze punten tot die rechte, ge=

meten evenwijdig aan de y=as,

minimaal is.

De te minimaliseren funciie is nu

k
9(erb) =3 (y; = =~ ax)"
=1

De nodige {(en voldoende voorwaarde) voor minimaliteit is het nul zijn van

de parti&le afgeleiden van ¢(a,b) naar a en b:




- 67 =

k k k
foeabl i o o 2Y 2 4B 3 x - 2_xy,

e j=1 J =1 =1 I

J

k X
.a_ﬂ@a.bl=o aZXJ"'%k'*'ZY

ob J=1 j.—.'s'l

. )
Hieruit volgt H

lcEijj - EnﬁiZyj

kK §x> (3 :cj)2

J

] Ex, Ix.y, ~ By, Bx>
P M s T Bt B
k 2x° - (3x,)?
' J J
.
. We kunnen deze formules nog iets beter hanteerbaar maken.
§ Uit de bovenstaande relatie
¢

oK “ k

aE x."'bk:E Y.

3=1 =1 Y

dat
'a\SE'I'/Bzio

et punt (X,¥) is het zwaartepunt van de puntenwolk. De beet passende

rechte lijn gaat dus door het zwaartepunt van de puntenwolk,

*)

%
%
s

Om de formules niet nodeloos ingewikkeld te maken zijn de sommatie-
grenzen niet altijd expliciet vermeld.

€ Deze grenzen zijn uit de tekst echter direkt duidelijk.
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Nemen we nu X op de x=-as tot corsprong, dan moet in de bovenstaande for=

mules xj door nul vervangen worden, hetgeen leidt tot

8o I3
Zx?
J
en
a1
b=k2yjo

De hier behandelde methode van de kleinste kwadraten is toe te passen op
elke twee dimensionale puntenwolk, Ze is ook direct uit te breiden tot
puntenwolken in ruimten van | ogere dimensies. Aan de gevonden schattingen
hebben we echter nog geen statistische consequenties verbonden, Willen we

dit wel doen, dan moeten we onze vercnderstellingen gaan verfijnen,

We nemen nu aan:
1) Er bestaat een (echte) lineaire relatie tussen de grootheid Y en de groot-
heid X,

¥=8+aX
X wordt de onafhankelijke variabele gencend,
Y wordt de afhankelijke wvariabele genoemd.

2) X kan foutloos gemeten worden; d.w.z., de man X geassocieerde stochastische
variabele x heeft een spreiding O,

3) De onnauwkeurigheid bij de meting van Y is onafhankelijk van de waarde die
X tijdens de meting aanneemt. De spreiding van de aan Y geassocieerde sto=
chestiek X is o :

4) De steekproefgrootte is k; het nemen van de steekproef behelst het succes=-
sievelijk toekennen van k waarden xj, {3 = 1,eeeyk) aan Xien het meten
van de bijbehorende waarde yj van Y, Deze k metingen van Y worden onderling
onafhankelijk verondersteld.

De steekproefuitkomsten zijn (yj,xj), J = 1yeee4k,

k
De oorsprong voor de variabele x is zodanig gekozen dat E xj = 0,
J=1
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Uit het voorgasnde velgt nu: de gchatting & van «, die we op grond van de
steekproef en met behulp van de methode van de kleinste kwadraten krijgen

kan beschouwd worden als een realisatie van de stochastiek

a = ] nx
- sz ‘jxj

J

De schatting © van B, welke we op deze wijze verkrijigen kan beschouwd

worden als een realisatie van de stochastiek

ol

Pl
b = z -
2 ."CJ

Wegens de onafhankelijkheid van de steekproefresultaten, levert toepas-
sing van de centrale limietstelling (zie pag 40) dat B en’d bij benade-

ring nornaele stochastieken zijn.

De verwachtingswaarde E@) is gelijk aan de werkelijke wzarde «.

’
E&) = > I x4 E(xj)

L x.
J
= 2x, (B+ax,)
Ex% J J
J
Ex2
=—£j-g nx. +c¢--—-'g- =0,
nx. J I x.
J d

De verwechtingswaarde van E(h) is gelijk asn de werkelijke waarde b.

E®)

¥ 2 E,)

%E (E+axj)

1
= (4= :
e+ 3

Deze eigenschap drukt men uit met de woorden:

n & s : .
& en b zijn "zuivere" schattingen van o eng.,



-
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g
De stochastiek @ heeft een spreiding oy = .
2 V £ x2
o

.De stochastiek D heeft een spreiding Gy =" e

B yy
Kent men g, dus kent men de onnauwkeurigheid in de meting van Y, den kan bi}]

gegeven onbetrouwbaarheid y een confidentie interval aangegeven worden zowel

voor o als voor B,

(ijyj -uYoﬁ;g)s o= (Exy +urcm>

\('_2‘

%(Eyj—ch\{k) < 8= %(Zy +uo{k),

waarbij uY zo gekozen wordt uit een tabel voor de standaard normale verdeling
dat

P = Yo
(|} ;uY) ¥

Is de onnauwkeurigheid in de meting van Y niet vooraf bekend, dus i1s O niet gege-
ven, dan levert de steekproef hiervoor een schatting s, hetgeen als volgt blijkt.
De functie ¢(a,b) = (y - ax, - b)a neemt haar minimale waarde aan voor

a=%enb =D waarbij (z1e pag 67 ) & en B voldoen aan
x.(y, -=8x, ~b) =0
2(y, -8x, =%)=0
(ya ; )
terwijl de werkelijke waarde Yj = E(l‘]) voldoet aan
ZY, ~ax, = B=20
J J

(bedenk dat -}E,j foutloos is zodat xj gelijk is aan de werkelijke wearde Xi).




-7 -

Hieruit volgt

s (7. -8x, - B)?

CP@’E) 3 g =2

2 (g - Y) - G-a)xy - G- )

By, - 1)+ G- )sxd + k(- B+

26 - @) zx,((g; = ¥,) = B -P)+

2 (b ~p =y -7,
G- 5 -1,),
waaruit met behulp van bovenstaande relaties volgt:
A A 2 2 I 2
o@8) = = (y -1 - G- zx] -kG- B
Nemen we de verwachtingswaarde van ¢(8,5), dan vinden we

E(p(E,0))= = E(yy ~ Yj)2 - z::; E@@ - 9% -k B - B?

2 2 2
ak g= ¢ =0

- (k - 2) o,

A LY
Z(yj-a.xj—'b)
k=2

2 12) is dus een (zuivere) schatting

De grootheid 82 = "

- X 2
van de variantie van o
k = 2 wordt het aantal vrijheidsgraden genoemd waarmee s bepzald wordt.
Oock nu is weer bij gegeven onbetrouwbaarheid y een confidentie interval voor

«¢en B te berekenen:

Zx Jd by

L (2x.y, ~tBV2x') sa= 1 Cx.y. + t.sVsx2)
; Y J x“'.’ J J Y J
dJd
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1 2 1
k(Eyj-tfa ﬁ)‘ﬁ‘ x (Eyj+thm

waarbi]j tT wordt opgezocht in een tabel voor de student verdeling, behorende
bij k « 2 graden van vrijheid en zo dat

Een soorigelijke methode kan ook worden gebruikt in geval de grootheid Y

‘3‘ lineair samenhangt met m grootheden Xi, i = 1,40s,0 en men de coefficienten
3 van deze lineaire relatie wil schatten.

Het rekenwerk wordt dan veel meer ingewikkeld. Rekenmachine programma's zijn

R S roat

echter aanwezig welke in vele voorkomende gevallen zonder meer kunnen worden

toegepast,
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