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Vraagstukken en tentamenopgaven Wiskunde V.

Dit opgavenboek beocogt te voorzien in de behoefte aan ocefenstof voor het -
tentamen Functietheorie. Bij de antwoorden en oplossingen is getracht
verraderlijkheden, die dit terrein onveilig maken, onder de aasndacht te
brengen. De stof is als volgt ingedeeld: '

Blz, 1 - 18, nrs, 1 - 75: vraagstukken met antwoorden :
blz., 19 - 41, A t/m-W : geselecteerde tentamenopgaven 1960 - 1964,
met oplossingen
blz, 42 - 87 ' ~: tentamens oktober 1964 t/m juni 1967 met op-
' | lossingen. '

Enkele aleen voor WSK-studenten bestemde opmerkingen (betreffende het
bestasn van integralen) zijn tussen [ ] geplaatst.
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VRAAGS TUKKEN

Bepasl Re, Im, modulus, argument van

2
1=3 2+i 3-1
1441 ? \3-1/? i

a) Bepaal (23-2z+3)/(z-1) voor z =1+ienz=1-i,

b) Evenzo (z° +2z ~3i)/(z=1).

- e ——— - - -1
Toon aan dat z,z,= 3,2, en dat ORET R

Leid hieruit af dat (2)" = 2" (ook voor gehele n < 0).

Voor een rationale functie met re8le coéfficiédnten 8,1 eery B9 bo’ ooy bp
o n P Al
f(Z) (B.OZ t aes +an)(boz T cee +bp)

geldt £(Z) = £(z) .

2 -
2[ - ZPLez‘| Z,

o) |2, -2,|2 = |22 + |2

b) De vectoren z, en z, zijn onderling loodrecht als Rez 52 =0.

Als (z‘ -Za)i = J\(z1 +z2), A refel, dan heeft het parallelogram 0, 205 2,9

z, +13, vier even lange zijden; reken dit na.

1

Ledid uit Iz ;l-_zal = lz1| + Izal af: lz + 7 [ = Iz1l —|22| )

1 1= "2

en gebruik dit in:

1¢ |22 +2z+31| 2R® =R - 3> 0
als |z} =R>3,
2@ |—2=4 | < R+4

22 +2iz+3 R =2R=3

Het punt » is randpunt bdij een verzameling V als in iedere omgeving van r

punten van V en punten van V' liggen., Toon aan dat de verzameling R der rand-
punten bij een verzameling V een gesloten wverzameling is.

2 n
Teken de getallen B, = 1 ;i + (1 ;i) + 00 t (‘1“5‘:‘1" voor n = 1,2,3,4 .

Toon aan dat lim s = i (bepaal N(&) z6 dat lsn-il < & voor alle n > N(e)

n = oo




n
10, Teken de getallen z = (1 + %) voor n = 1,2,3,4.

Toon san dat 1lim z = cos 1 + i sin 1.
n = o0

']E n
11. Bepaal de verdichtingspunten van By 1 +(1 “2:L ) .

12. Hoeveel verdichtingspunten heeft 2, = 1; +i% 7

1 .n . . : ¥
Idem voor x, = Re(-ﬁ +i); wat is  lim sup X, ? ;
neco ;

13, Ga na dat cos t+ +2i sint, O<t <zn en 24° + 1Y4-4%, O<st <y2 eem
gladde boog voorstellen. Dezelfde? Hetzelfde begin~ en eindpunt? Welke kromme?

P + @) >0

Gt D R e

B Yoy

2 2

=1 % _=1 1 i

14+ Bepaal 1im 2=1 en 1lim als z€{‘|+—};idemals z€ {1 +=};
g1 z -1 S [z-—‘]l n

n
idem als z € {3 +3n-}.

15, Toon aan dat -1; continu is in z=1 (2 € omgeving van i). Toon aan met de dexrde

definitie dat 1; differentieerbaar is in z=1.

16. Toon aan dat 2z, hoewel differentieerbaar in O (waarom?), aldaar niet a:m&).lyti13?:11‘'-'E

is.
17, De functie f(z) = 21 + - 11 is behalve in O en =1 overal gedefinieerd enm
zZ +2Z
analytisch.

Kan f(z) worden gecompleteerd tot een functie die analytisch is in 03 in -1? Hoé.'zf’f?

n
18, Bepaal met lim sup V lanl de convergentiestraal van

2 3
1-—2z+3z2+z -24z4+3525+z'S _27z7+3323 +z9- enzZ,

[ -] oo ‘
19. a) Toon aan dat als I |anl convergeert ook 2 & convergent is.
n=0 n=0

/0
b) Ga na dat I a, nlet behoeft te convergeren als ]sn[ convergeert.
n=0




[ o0

oo
20, Toon asn dat als & |a_| convergent is |2 a|< & |a | «
n=0 1 n=0 = =0 O

21, Gegeven twee absoluut convergente reeksen I a, = 8, & a%* = 5% Dan is een
im0 j=0
redm I aiaé* waarin elke combinatie i = 0, j = O aan de orde komt ook absoluut
igJ o
convergent, met S5* als som.

oo . o0 .
22. Gegeven: L &,z , I a*z) hebben convergentiestralen = 1.
im0 * = §=0 Y

oo o0 [- -] ‘
Dan is ifo a,z jfo aj z ng-o (a.oa.n + a.ar see a.nao)z - met convergen- :

tiestraal R =1,
Als in het onderstelde = p komt i.p.ve 1, dan R & p.

23, Bewije exp z, * exp Z, = exp(z1 +zz) .

3
Q0 zg -] zzn \
24, Is er een z  die voldoet aan nfo nl- 07 idem aman nfo _(Eg-)_[ =07 :

Zo neen, toon dat dan aan; zo ja, geef een z die voldoet.

25. Teken de hbogtekaart van |ezl 3 idem van- leizl .

26, Toon aan dat lcos zi en lsin zl niet begrensd zijn in het bovenhalfvlakj en ind
het benedenhalfvlak?

iz
27« Als f(z) = £ toon dan aan
2
2" =z +1
1% dat  |£(z)] < = voor |z =R>2 en Inz >0
R =R =1
2%, dat  lim f f(z)dz = 0 ,
R=o
Izl =R
Imz =0

28, Bereken J Qf- als K is: 1% de % cirkelboog om O van 1 nsar i
K

2® 3¢ rechte lijn van-1 naar i.
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52.

33

34

354

36,

37,

co

Gegeven de reeks I &nzn = f{z) met convergentiestraal R. Toon aan zonder
n=0
de hoofdstelling te gebruiken dat voor iedere Jordankromme K in een gebied

lzl <p < R geldt

ff(z)dz =0 .

K

o« : (-]
2

2 2
Leid f e " cos 2bxdx af uit f e dx = Vn door e2 te integreren over

- - 00
de rechthoek ~N, N, N+ib, = N+ib,

2 +1

(22 =1)(z+1)%

Bepaal de residugn in de singuliere punten van de functie

iz
Idem voor de functie = .
z +4

2
e

(z+1)%(z =2)

Jdem voor de functie

Laat zonder residuberekening zien dat
zd
f a0 .
z +2z2 =2
|2} =5

Bereken f > d:
(2" +1) (z+3)
|z| =R

a) als R> 3

b) als1<R<?3

¢c) als 0<R<1,

Z
ain 2z

Bereken de residusn in de singuliere punten van de functie . {Het runt

z = , cen niet gelsoleerd punt, buiten beschouwing laten. )

Idem voor de functie -——m—— .

[T



1l

:59. De reeks & 1; (1-e"

38. Geef een schatting voor lfn(O)l als £(z) = -—2-;—- (met de ongelijkheid van

Cauchy; £ < 1)e z -3z+2

8

Y ig wniform convergent in de omgeving U van z =0
n=1

bepaald door l1 -e-z| < Jé-. De som van de reeks is z§ toon dit aan.

40. Voor elk begrensd domein D (= gebied G + rand) in het z-vlak is de functie

2n
F(z) = f cos(z coz t)dt t reel
0 .
holomorf in G. Toon dit aan en tevens dat in G
2n
Ft(z) = w2z f cos(z cos t)ein’ tdt
0

en
2F(z) + F'(z) +2™{(z) = 0 .

Geef de machtreeks in z" voor F(z). Wat is de convergentiestraal?

MNe Bepéél de machtrecks in (z = %)n voor cosh z.

42, Welke van de volgende functies is geheel?

1

z sinz V3 cos z _ s_in(zﬁ)
3

y € 9 Z ’ 4
e Z Z

L
z

43e Toon aan dat de functie

in 0, m en = n ophefbare singulariteiten heeft, en ontwikkeld kan worden
in een machtreeks om z=0 met convergentiestraal 2n, Welke breuken dienen

te worden afgetrokken om een convergentiestraal nn te verkrijgen?

| 6
" 1 - ?
44, Hoeveel Laurentrecksen "om" z =0 heeft 2z (z=2)(z<3)

Bepaal van de rocks die voor z = 1% oconvergeert de codfficidnten IL AL
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53,
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Bepaal de Leurentreeks voor om 1+i die convergeert voor z=0.

1+z
oo
Van een Laurentreeks I cnzn die in minstens &én punt convergeert is gegeven
- 0y

dat ¢ =c_ = ¢ (n = 0). Aan welke eis moet ¢ (complex) voldoen?

Wat is het convergentiegebied, en wat is daar de som?

Toon aan dat
bereikt?

2 . 3
+2iz = :
]ez | <e? voor ]z] < 1, Voor welke z wordt het maximum

Toon asn dat Ref(z) + Imf (z) maximaal wordi op de rand van een domein D in

een gebied waar £{z) holomorf is; aanwijzing: beschouw e(1—1)f(z)

Voorbeeld: D ig |z| <1, £(z) = (1 +i)z® ~2(1 -i)z (zie 47).
f is een gehele functie van z waarvoor gegeven is dat

|£(z)] <M z|" M zekere constante > 0.,

Toon aan dat £(z) = az” waarin a een complex getal voorstelt met |a| < M.

Toon aan dat 1lim 2z cos J-z- niet bestaat.
z=+0 -

Er zijn binnen elke € = omgeving van z=10 oneindig veel punten waar e’ /2 een
gegeven waarde c=a +bi (£ 0) asnneemt. Ga dit na (dew.z. bepaal deze punten)
als c==e en € =1/10n .

Onderzoek de sard van de singulariteit van £(z) = {(z = n)sin z}~' bij z=r.

Wat is het residu?

Bepaal de conatanten 4, By, C 26 dat
1 A B C

sin =z Z Z =T Z+ 0

£f(z) =

slechts ophefbare singulariteiten heeft bij 2=0, men ~n,

Noem de overige singulariteiten.

Bepaal de residugn in z=0 van 1/sin z en van sin(1/z).
Is 1/sin z - sin(1/z) regulier in z =07

Noem de singuliere punten van deze functie,




AL

25

564

5T

58.

590

60.

61.

62,

63

- ? -
. 2 1/z .
Bepaal het residu van f(z) = z°e -~ z{z+1) in z = o ,
Waar is £(z) niet regulier?

Als f(z) holomorf en # 0 is in een gereduceerde p-omgeving van a en als
£(z) = (z~a)%g(z) (k geheel, > 0 of < 0) dan geldt

1 f1{z 'z
2ni f(fz -gz)dz=k O<p<,p
|z ~aj=p
kL Zn
f1 + 2 cos x f s:.n2x _¢cos 3x
Bereken 5+4cosxd‘xi 2+cos:r.: f5-4cosxdx .
0 0
2n
Bereken f cos it dt , m geheel =0 .
1 + iV¥3 cos &
0
Bereken voor gehele n
n 1
f cos™ ¢ cos nede f cog?™ pdo .
0 0
o0 [-+]
Bereken f x4 Ll f 7 > H f dx .
X +4 ' (x* +4) (o +1)(x* +3x - 21)
- - 00
o0 o . oo
cO8_ax X -1 sin x
Bereken f—-?-;dx, a = 0; f P dx, a> 0; f“‘""‘z—-—dx
(1 +x°) o x{(1+a°x") o x(x"+1)
o0 o .
ix
dx
Bereken sin xix f £
J G=0GA] ) ) - 2a)?

De functie cos \Gc, x # 0, kan analytisch worden voortgezet tot een functie

£(z) door middel van een machtreeks; bepaal deze en de convergentiestraal ervan.

Ga na dat f(21n2) redel is en <=10, Druk f(x), x < 0, uit in reéle machten

van e. Schets f£(x) voor =< x <o,

P R 8 o~

T S Ty
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64

65,

66

67.

68.

6%

704

e

T2

T3e

2i] f(x) = arctan x voor reéle X. Z2et f(x) analytisch voort: 1e door een macht-
reeks om 7 = 03 2e door een machtreeks om z=1; hierbij eerst te bewijzen dat
f(n) (x) = +i(a=-1)! {(i-x)™ = (-1-x)"}. Bepaal de convergentiestralen.

Zet f(x) = arctan x analytisch voort - ook buiten de cirkels van opgave 64 -
door een integraal o(2)at, K(z)=weg van O nsar z. Ga na welke moeilijk-

K(z)
heid z=1 en =i opleveren; hoe is deze moeilijkheid op te heffen?

Toen aan dat x, x refel, niet analytisch voortgezet kan worden; wel daaren=

3
tegen V;, x > Oe

In welke gebieden bepaalt Z -(—)-—— (z - )n een analytische functie? Welk
n=1

verband bestaat er met log z7 (Blk gebied afzonderlijk beachouwen.)

Toon aan dat voor z# O en niet negatief refel f (-bl1 - tlz = log z

(hoofdwa.a.rde). 0

Bereken f@.&&. dx, a > 0 (contour: p ~* R -» bovenboog = ~R -+ =-p - boven=-
xZ + a2

boogje = p).

Stel £(z) = log(z + =); hoofdwearde van de logarithme.

Nl—\

a) Voor welke z is f(z) niet gedefinieerd?
b) Voor welke z is f(z) niet holomorf?

Gegeven f(x) = Y~x voor x < 0.
Hoe wordt deze functie analytisch voortgezet in het complexe vlak met snede
langs de positieve rele as. Bepaal de sprong aan de snede.

Van een analytische functie f(z) = u(x.,y) + iv(x,y) is gegeven dat
u(x,y) = x° + 4x - y° + 2y, Bepaal v(x,y) en £(z).

a) Welke Moebiustransformatie beeldt z = 1, =1, af op w = 1+i, 1=1, 17

Welk punt z heeft w = % +_45L|_ i tot beeld? Bepaal het beeld van lz l = 1, Tekenen.




b) Welke Moebiustransformatie beeldt 1, =i, 2 af op O, 2, -i? Bepaal het beeld

van =2i, Welke krommen worden afgebeeld op de re8le en imaginaire as?

74« Bepaal de Moebiustransformatie die z=0, 1 en lzl = 1 afbeeldt op w ==1,0 en
\w-‘l| = 1. Bepaal de beelden van 1 en =i,
Op welk gebied wordt [zl <1, In > 0 afgebeeld?

75. Bepaal bij de Moebiustransformatie die z=1, i, ~1 afbeeldt op w=1i, 0, -1i de
beelden van a) lz| <1, b) [zl =p<t.
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ANTWOORDEN

(Re, Im, mod, 5'1'8) : (O: -1, 1y "‘%‘ﬂ) ’ (O’ %; %‘s %’n) ’ (2a 0, 2, 0) .
a) i resp. -ij b) i resp. %(2- i) (waarom niet toegevoegd cemplex?).

(x1 - iy, )(:1:2 - iy, ) uitwerken,

z.2 =2z =1, dus 2| is de inverse van z .
Als () = —zﬁ, dan (2)™"' = F(E)" = 22" = 22" = =1,

- -1 w1 -1 T
Als n = -m {m > 0, gebeel) dan (z)n = (Em) = (zm) = (zm) = 2,

Il

- - P —1 I P -1
£(z) = (aoz +..an_)(boz +"bp) '_"(aoz. +..a.n)(b0z +..bp) .

a) (z1 - zz)(z1~—z2) = 2,7 + 2,7, - 2,2, - 2,2} b) Pythagoras.

z (1-1) = z, (1 +1) = lz1| =|z,| .

1° Algemeen: |2 +2z+3i| = |2|® - |2z+31] (rechterlid kan < O zijn. i g
als |z| = 1); a fortiori |22 +2z+3i] = |2|2 - 2|z| - 3. 818 |z| =R > 3
dan is dit > O.

2° |z-4| < |z| + |-4] =R+4; |2°+2iz+3| 2 R*-2R-3> 0, als in 1°.

Zij p een verdichtingspunt van R; dan bevat elke omgeving van p oneindig veel
randpunten van V, Zij M een omgeving van p; neem daarin zo'n randpunt r, en
neem een omgeving O van r die geheel in M ligt. In O liggen punten van V en
V'; dus eok in M., Dit geldt veor elke emgeving M van p. Dus is p randpunt
bij V; dus p € R, Dus elk verdichtings;ﬁnt van R is element van R, m.a.w., R
is een gesloten verzemeling.,

(3+3){1 - (3 + &) - PN
s, = =i{1 -~ (& +2i)h ]sn--i[ -(—) <g als

1 - (F +31) | V2

n > log(l/e) + 2/1leg 2.

lim |z | = 1 want 1<C-.1 + —%—)h < %

-+ n

lim earg z, = 1 want n arctan 1. 1.
n-+co n

e g R T At e v T D e aeen LD e
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0, 2, 3 +31V3, ¥ +3if3.

z, heeft 4 verdichtingspunten, x, 33 lim sup x, = 1.
. ne~co

Dezelfde ellipsboog; van 1 naar 2i resp. omgekeerd.

1
De tweede parametervoorstelling heeft bezwaren: (YA -4*) is niet centinu
bij t = Y2, en {x'(+)}2 + {y' (t)}® = 0 bij t = O.

2, 2; 2, 2i3y 2, geen limiet.

|?:-_1— = Z;i ; beperk z tot |z-i| <3, dan is |z| > % dus

]% - l—| < 2|z-1i| en dit is kleiner te maken dan iedere gegeven ¢ > 0 deor

. 1. . . . )
|z-i| <%e te nemen. Dus _ is continu in i. Differentieerbaer:

%= l—- —12- (z=-1i) + (z-1in(2); teon aan dat n{z) = 0 als z — i.

lim

— bestaat niet (tenzij z, =0); neem bijv. z = z,% (t regel =~ 1) v
Z= 2 &
)

o
en z = zoeiq’ (p Tedel — 0).

lim f(z) bestaat niet; lim f(z) = -1, definieer £(-1) = ~1.
z~0 Z e =

lim sup {/ |a.n[ = 3 want voor oneindig vele n is 2V, ]a.n| > 3-5, maar slechts
o . _n
in eindig veel gevallen (nl. 0) is ~\/ |an| > 3+5 .

. 4 4 o0
a) Wiskunde II; b) Bij a, = et, a, = I | M convergeert T a_ niet,
. i : n=o
terwijl lsnl = 1,

De ongelijkheid geldt voor elke eindige sem; dan kan het tegendeel (>) niet

voor de limiet gelden.

n ' n

z ]ai| = T T Z |a.3'| = T* ~ T (zie gegeven).

i=0 j=0
N

Z2ij I aia.*: een som waarin alle producten met i,J beide & N reeds voorkomen,
i,J

Dan is (ga na)
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N
So# izj aiajl < (T-T )™ + T(T* T*ﬁ)
Hi

Bij elke € > O kan N 26 groot worden genomen dat het rechterlid < ¢ wordt.

Hieruit volgt het gestelde.

22, De reeksen zijn voor elke z met lz| < 1 absoluut convergent. De productreeks

is dat (volgens 21) ook, Dus heeft de productreeks een convergentiestraal

van tenminste 1.

23, Ferste manier: pas 22 toe. Tweede maniers toon aan dat exp(z1 +z) . exp( z, = z)

niet afhangt van z (differentieer).

Z Z=2 2 =2
e 0. =¢ %.0=0,

2 .
24, e C = 0 is onmogelijk; dan zou veor elke z : e

z -2 i
, (" 0
De tweede som is 3{e +e  ).=cosh 2y cosh 1_27[ = 0.

25, |e?| = X naar links afhellend; |e*?| = e™ naar beven afhellend.

26, |cos z| = %Ieiz + e_izl = 3](e¥+e¥)cos x - i(e¥ =eV)sin x

Neem x = O : cos iy = %;(ey+e-y), niet begrensd als |y| = .

27. 1° Als Im z & O dan leizl < 1, lza-z+1l = |z|2 - |z-1] = |z|2 -lz] -1>0
als lz| =R > 2.

2 |f[s——"i—---0alsa-w.
R wR =1

28, Substitueer resp. z = elq), O0=g¢ G%en z=1-t+it, 0 st <1,
1 o
Het laatste leidt tot f 2t -1 L —_gt=0+1% .
2(t-3%)° +3

0
29, In |z] <p <R is de recks uniform convergent, d.w.z. ‘bij iedere & > O bestaat

o0
een N z6 dat | Z a.nzn[ <€ veer alle n >N, Neem zo'n n, dan is
Nns=n

0
o0
| | 2 a,nznd.z] <el (L: lengte K). Alle machten Z" met n < n, geven stuk voor
. n=n
K o
stuk O bij integratie over K. Dus | |£(z)dz| < el. Hierin is € willekeurig.

K
De integraal is dus O.

o v ki i i B T T e P e 1 T
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30, Langs twee wegen van -N naar N+ib
N 2 b 2 b N
J a4 J‘e (N+iy) idy = f -{-N+iy) iy + f -(x+ib) d
- g -¥§
N b N
2 - 2 2 -
je"x dx + 2e W f e’ sin 2Nydy = e? J.e X cos 2bxdx .

=N o ~N
. o2
N - o« geeft voor de gevrasgde integraal: \!’ne .

1
31, Res1=1-i—;Re_1 -2-—{(z + 1 /(z }Z=1—-% .
52. Res ; = = i—e-a y Res_,, = %ez .

1 2 1 e -1
35. Res, = ge Res_, = Tf(z—fZ)F_’ = - %-e .

34, Toon aan'en gebruik dasrna dat lim 3 Zd: f zdza .
R—~eo IZ|=R z” +z -2 |Z| zZ +z2 -2

35. a) 03 b) -2mi.107%; ¢) O, |
%6. Res 8 5in Z (- 1)kkn y» k=+1,+2, ... ; geldt cok bij k = O (ophefbare

singulariteit).

R ] k=41, 4+2
37. Res, T’ni T, +2, ..,

'sk'n

m
®
W
|
_sl_‘
N
3]

) G
6% 1V zmg  \343%3/2/3m0

n!

38, -z)™!

- - z)-n.-.l}l) .

A ij (n) z) =
RPN (vergelijk met £ /(2z) n!{(‘l

39. Bepaal de afgeleide reeks; toon aan dat deze uniform convergent is in Uj

integreer term voor term.
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2n
40, Stelling! F'(z) = - jsin(z cos t)d sin t enz.
- 4]
n 2 zn
F(z) = ).‘. (-1) 2’;( : (waarom is termsgewijs integreren geoorloofd? be-
1

treft de uniforme convergentie z of %7).

ni +£:L nl m. —_
« 5 -(—:'ﬂT .

1

42, e® is geen gehele functie,

o8 2z _ (z cos z - sin z)/2° neeft in
sin z 2 gin z/z

A3, De limiet woor z =0 bestaat, want

e e st e el

O geen singulariteit (alleen ophefbaar) in teller en noemer (¥ 0).

a (cos Zz
sin 2z

met k = 2,3,...,1’1—1.

Evenzo bij m en = heeft de periode =m).

1 1
z=kn ! z+kn

44, Convergent voor O < |z} <1, 1< |z| <2, 2< lz) <3, 3<|z].
Splits in partieelbreuken; ontwikkel naar z en z"‘; c_, = 2y N % .

L

-1,1 2 +i ¥ -y ] .
45' 2 ( 10 3(1_,,21) waarin w = z - 1 = i,
n=1 n=o
oo o0 - | 1
46. T c P en I ¢z " convergeren voor |z| < |o] resp. > |[¢7" |; dus moet
n=0 Nwmy

S _ 4 1
Cw=3z ¢z -1

.lc-1| < |e|; fe] > 15 ring le™"| < |2| < |e|s som

" 47. Het maximum wordt bereikt als Re(eaiq’ + 2ie?) naximeal is d.i. als sin ¢ = -% i

dus als z = 1%{5 - % . : :

48, e(1‘i)f(z) is holomorf in hetzelfde gebied; dus wordt |e(1"i)f(z)| -
= exp{He f£(z) + In £(2z)} maximasl op de rand van D,




- 15 =

o0 N
49. Stel £(z) = I a.izl (R = =), Noem de eerste a, die # 0 is a . Dan is
i=p

f( ) = zkh(z) met h(z) holomorf in O (en overal) en n(0) = a . In

|z ||n(z)| = u|=z | is n > k onmogelijk want dan zou lim h(z) -O;‘ak Dus
z--O

n <k, dus £(z)/z" geheel en begrensd; Liouville.

50. Nader O bijv. langs de imaginaire as.

\/z _ _.n i1 . L 1
51. e = -e *z=ﬂm, k geheel; 1+(2k+1)2<10 voor alle

k=50f s-6.

52, 1lim (z-u)zf(z) bestaat en is ¥ 0; pool ven 2 orde.

o 16 53+ () - G - (55

2 4
Dit geeft O want h(w) = 1 -1;—;+1;T- cee e

53. lim f(z) moet bestaan, d.w.z. lim 2= A8 7 g 34p z-oAoing
z sin 2z 2
z-+0 z-+0 z=+0 z

moet bestaans - A =1, Analoog B = -1, C = =1,
Bijz=kn (k = +2, +3, +..) zijn enkelvoudige polen.

54. Res (1/sin 2) = lim -7
z=0
(n.b, lim z sin(1/z) bestaat niet).
z~+0 .

1/sin z - 8in(1/z) kan niet regulier zijn in z = O want de limiet voor z = 0 .

bestaat niet (dat het residu O is doet niet terzake). Singuliere punten:

0 (essentieel), kn met k = + 1, *+ 2, ... (polen van de eerste orde); z = o

is een niet geisoleerd singulier punt (in 8lke omgeving oneindig veel polen),

55, In het eindige is alleen O singulier, met residu 3l ; het residu in z = ® is

o
dus-'é—,- In z = e is £(z) holomorf want f(—)' _"-"(_"'1) 2' 31 v

2
v
is holomorf in O (f(;—) ophefbare singulariteit).

56. Ga na dat de integrand = z]:a. .

= 15 Res, sin(1/z) = 1 volgt uit de Laurentreeks
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n
1.3 [ =0 2213 3
-1 .

58, n(-i/Y3)™ vel. april 1966.

T n-1)1!

59. o oy n , gebruik het binomium.
5 1 . |
T 1 d —2 . . '
60. il Resz1_1l+i = 3T 3o {(z—zz)(z-z3)(z--?4)}z=‘z‘I = E%Z (=1-~1i), analoog bij ’
é_ oni 1 " i 5 n ey
_— 3 1 fid - 1 = 3 ——— gy, S—— - ‘:‘,l
2, = -1 +1i, uitkomst 64 } 21 {(Z+i)(z+2i)]z=i n:.[z+21 z'”']z:i

= 2ni(% - 21—7).

H

o«
. iaz | ix
61. 1{__2._.__ _(Ell)lt.e"a' ni(1-e—1/a'); 1 f-e——idx-
(

nL , -
B z+i)2 gei 4 21 Jc(x2 +1)

o0 . [ . .

-ix ix : B

-%— f 9—-—2-—-—1dx=1— f e—-—-—-l—dx=n(1-e-1). "

_ x(x* +1) _ x(® +1)

, -1 iz "
62. BL (e - &™), val. okt. 19663 2ni . ——0 + 2ni - e - one”! -
3 13 2t \z-1
...1) Z= j,

vgl. okt. 1966.

63. f(z) = ;:o %%ﬁ : i‘(2in2) = f((#+in)2) = cop(n+in) = - cos(in) =
n=o0

: f(x) = %(eﬁ + e"ﬁ)- .

= -Lt(e"+e™™) <-10. Voor x €0

3 5
64. glz) = z - z? + 5-5—- eee i8 in [zl < 1 een analytische functiej voor reéle z

(tussen -1 en 1) stemt g met arctan x overeen.

R O R

=31 {(i-x)"" - (-i-x)""}; inductie.
1+x §

£1(x) =

rlz) = f ” nz é‘-_ {ti- 17" - (ci=1)Hz=-1)"is in |z-1] < Y2 een analy-

tische functie; voor reéle z (tussen —{21-1 en {2+1) stemt h met arctan x

overeen, want h(1) = B = arctan 1 en ht(x) = (arctan x)'.

4




65,

66.

67-

68‘

69.
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——-;- . laat men toe dat K om i of ~i loopt, dan zijn er méér uitkomsten
K(2) 1+ I;
(veelvouden van n verschillend). Maak sneden vanuit i en -i naar e {(niet nood-
zakelijk langs de imaginaire as), die niet de re&le as snijden (want daarop

moet de integraal met arctan x overeenstemmen, dus geen sprong maken).

Stel er was een analytische functie f£(z) in een gebied G dat de re&le as om-
vat en z6é dat f£(x) = /X, Dan zou ook f£'(z) emalytisch zijn in G. In het bij-
zonder zou lim ff(x) moeten bestaan; dat is niet zo. Wel wordt 3x, x>0

x10 1
: - log 2z
anslytisch voortgezet door g(z) = e’ (hoofdw. log); want g(z) is analy-

T L S

tisch in het complexe vlak met snede langs x €0 en stemt voor z = x > 0 met

6)( overeen.,

De reeks is convergent als ]Za_ 1| <1 d.i. binnen de lussen van r = V2 cos 2¢; %
:

~uniform convergent voor alle z met [zz -1| <1-3 (d willekeurig klein). Voor A

0 <x < \[2 gtelt de reeks 2 log x voor. In de rechterlus bepaalt de reeks dus
een analytische functie f(z) die 2 log x voortzet. In de linkerlus geeft de
(even!) reeks: f(-z); daar wordt de functie 2 log(-x) voortgezet.

BE+1 R+z

R
(-1 1 ., _g ar
t+1 t+z - 4 !;
0 1 R+1

Hierin stelt K de gebroken rechte 1 +R+1 +~R+2 - z voor, De integraal

langs K is blijkbaar log z; de tweede integraal is in absolute waarde

ba- 1]

SE¥i<[z-1]

R

f ogaR +iggR mdr.p+ J‘ log|x +1nd +f lOEin+ig piei‘?"
F +a° 19 4 g2 x° + a2 K ? 4+ a2

= 2mi Res, —]ﬁg——- a2 (loga +4ni). De 2% en 4e integraal = O (bewijzen!).
2 8 ‘

Uitkomst ; l_g_...




a

- 18 =

70. a) z = 0, z+1;=0-°ien-i.

b) z+1;=—p (p positief) 1° |z| =1, Re 2 <0 als p <2

2° Imz =0, Re 2<0 als p #= 2,

i -
71, glz) = e® log(-2) (hoofdwaarde log) is analytisch in het complexe vlak met

anede langs de positieve reéle as; voor x <0 is g(x) = £(x).

Sprong bij & > 0: lim {g(a+ih) - ga=ih
hio :

72, v(x,y) = 2xy + 4y - 2x + ¢ (refel); £(z) = 22 + 4z - 2iz +ci .

73, a) w = 'Z;'i ; %- % i ; gebruik bijv. het feit dat 2 beeld is van i,

z= ] 2-1i; gebruik bijv. het feit dat e het beeld is van 1-1i.

B CE PR

1 .
74.w—22+1;1g 5',5—%1; |w-‘|l>1,Imw>O.

| <=2
2 1 2
-P

(= inwendige en rand van de

X 2
T5. W = = ; &) Re (w) >0; b) |w-1+p
i+z 1-p
: 2
cirkel om 1_+_p_2_ met straal -?-Lz ).
1-p 1-p

)} = Gloga-fni JFlogat+kni ~2ifa

o

P g A el s 23T -,
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Gegeven: f£{z) is een gehele functie van z
|£(z)| < |z| voor alle z.
Te bewijzen: f(z) = az met |a] = 1.

Bewijs: f(z)= I cnzn convergent voor alle z (R = &),
n=0
£(0) = ¢, = ¢ =0 ,
|£(0)| =0
*® Il
derhalve f(z) = 2 ¢ z convergent voor alle z (R = =),
n=1 ‘

Definieer nmu

n
n=Q

; c+1zn=g(z) (=f—(z£)- vgorz#O) (R = =) .

g(z) is ook een gehele functie, en begrensd voor alle z (voor z ¥ O geldt
|e(z)] = |£-(z£)-| <1, voor z = 0 geldt |g(0)| = |e |, dus voor alle z is
|g(z)| < Max{1, |c1]}). Volgens Liouville is derhalve g(z) = a = constant dus
£f{z) = az. Het gegeven impliceert |a| < 1.

2
Beschouw i e dz. Hierin is K de in positieve zin doorlopen gesloten kromme

in het z-vlak, bestaande uit de volgende delen:

a) z=%x _ 0O<x <R
b) z = Re™? o<q;<4£
c)zuﬁ Rex»0 .
Y2
Bewijs nu .
fcos xzdx-%'\/%? .
0

2

Bewijs: K is de omtrek van een cirkelsector met cpeningshoek f . e is

overal holomorf, dus de integraal over K is mul (hoofdstelling), Wat gebeurt
er nu als R = 7
[ -
-x2
a) fe dx = &n (zie Wiskunde II).
0




- 20 -

0 1+ .2
-5 x)

c) e V2

. R »
1+i ix = 1+1i j‘e-lx

x=R

1+1

y2

I(cos x* - i sin x°)dx .

De limiet wordt
o0

141

- f(cos x* - i sin x°)dx . .
O .

b) We hopen dat de integrasl over de cirkelboog naar nul gaat. Dit is niet

zonder meer met de schattingsstelling te argumenteren: Integratielengte = iR ’

4

2
=R cos 2q’} = 1 (wordt bereikt op de bissectrice van het

.2
Max{|e™% |} = Max{e

eerste quadrant) dus op de cirkelboog geldt Max|f(z)| ._ = -- +0 (R,

We doen daarom voorzichtiger en passen parametirisering 1n P toe. Dit geeft

(2 nat) 4 2 2
j/e—R (cos“p -sin“¢ +2i sin ¢ cos q’)Rieiq’dcp < "
g=0 "

A,
<R fe"R 08 2%3p = (29 = 0)
0
n/2 n/2 5
=%P‘f -R? cosede - iR J/E-R :a:i.nedes
0 Q
I/z 236 ~ 252 n/2
< %R e 9=-4—Re ’54_3"0 als R —e ,
0 0

Dus de integrasl langs de cirkelboog nadert inderdasd tot nul a2ls R - =,

Samenvattend vinden we door de limietovergang

1 c
.H_i-E (cos x* - i sin x2)dx = O.
0

o0
C., We beschouwen de reeks I L 2 ° :
n=t 0 =g o

De punten z = +n (n = 1,2,3,...,) worden uitgesloten.
a) Bewijs dat de reeks in het gebied G bepasld door |z] <Renz ¥ +1,+2
een holomorfe functie f voorstelt.

3 ea




- 21 -

b) Zijn de punten z = + n singulariteiten van £? Zo ja, van welke soort?

Zo neen, wasrom niet?

Oplossing. a) fn(z) = 21 — = ! heeft als enkelvoudige polen de

n? « 52 ) (n+z)(n-2z)

punten z = + n en is verder regulier (n = 1,2,3...). fn(z) is dus holomorf

in @ als n > R, Beperken we ons daarom voorlopig tot

g ! ,

2 2
n>gkn -z

een reeks van in G holomorfe functies. Omdat in G geldt |z| < R mogen we
schrijven

= 2‘l 2 " 2 5 2 s% als n=>R{2,
n -R n+(n -2R") n

‘ 1
2" 2
n -z

a0

2 . . . ;
Daar I -= een in § uniform convergente reeks is (waarom?) is dus volgens
n=1 n

Weierstrass Z
naRJZ n -z
[- 4]

uniform convergent in G en heeft een holomorfe

gsom. Om de reeks %
n=in =1

te krijgen moeten nog eindig veel termen, alle

holomorf in G, worden toegevoegd. De som van eindig veel holomorfe functies
. N oo
is weer holomorf, dus f(z) = =
) n=1n -z

ig holomorf in G.

Opmerking: Het bovenstaande geldt voor elke R, dus f(z) is overal holomorf

behoudens in z = +1, +2, +3, «ve &

b) In een vast punt + m zijn alle fn(z) holomorf, behalve fm(z) die aldaar
een enkelvoudige pool heeft = f(z) heeft een enkelvoudige pool.

Zij CR de cirkel met middelpunt O en straal R.
zij I(R) =f&(1‘ﬁ)- dz .
a (1 +z)2
R
a) Bereken I(R) voor R > 1.
b) Bepaal hieruit I(R) voor R <1.

Oplossing. a) De integrand heeft als singulariteiten z = O (essentieel) en
z = =1 (pool). Dus (kenealmethode) I(R) is constant voor R > 1. Mogelijk

kunnen we lim I(R) uitrekenen, wasrmee tevens het antwoord op a) is verkregen.
R =oc
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We proberen een indruk van de orde van grootte van de integrand te krijgen als

v
31

% als |z| + o . Dus de orde van grootte van de integrand is -J; (R ~ o).
R

|z| =R —=w . sinw=w-2-+ ... Lijkt op w als w -~ 0. Dus sin%lijkt op

De integratieweg heeft lengte 2nR dus we verwachten lim I(R) = O. Mu exact.

R-.-oo
Omdat sin %/%-‘ 1 als |z| = bestaat er een B z6 dat

sinEs2|Z{«Z a5 |z =R>R, .

lz+1{22 {|z]-1}* = (8-1)% als |z]| =R>1,

dus lI(R)[sZnREﬁ%-O als R,
Ra 1

Conclusie: I(R) = O voor alle R > 1.

.1
ain z
= 2ni Res

+ I(R) L
R>1 Zi - (Z+1)2

b) - HR)o cp <t

volgens de residustelling met de kanaalmethode

Dus met &): n
8in z .
I(R)O<R<1 = - 2ni Reszzm1 m . k

Op het eerste gezicht lijkt de pool in z = =1 tweevoudig. Maar de teller
sin T heeft een enkelvoudig rulpunt, dus de pool is in feite enkelvoudig!

2
Ergo: n
. Z
Residu = lim ~ (z+1) =
z—==1 (z+1)
.. I . I N 4
gin = sin — - sin —
= 1im $= lim z 3 =1 .
z=-127 g e z ~ (-1)
(s:.n ")l cos “( n) n d
%/ gam1 z 22/ gt é
‘. I(R) = - 2n%j 4%
<. 0<R <1 o g

Opmerking: We kunnen ook op I(R) de transformatie z = :—r toepassen. Let op:

Als |z| = R > 1 positief doorlopen wordt geldt: |w| = -%- < 1 negatief door=

lopen, dus
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oom
sin o sin nw dw
(IR Ao e
| 2| =R(pos) " lwl=§(neg) w
N ein mw dw{ = 0 volgens hoofdstelling als R > 1
1 1 +w)? = 2ni Res BTV alsR<1.
jw|=5(pos) ( ) ==t (4 ey

E. zij F(z) = -—2—-2— .
z(1+27)

a) Ontwikkel F(z) in een laurentreeks voor |z| > 1. We brengen een snede

aan, rechtlijnig van i tot -i en definiéren

2

6(z) = JF(w)dw

onder vermijding van de snede met de integratieweg.

b) Toon aan dat G(z) eenduidig is gedefinieerd en dat G'(z) = F(z) (z niet

op snede).

Oplossing: &)
F(z) = -%-(1 ! ) = (meetkundige reeks)

Z —2—+1
z
2 ( 1 1 ) 1 ’
= e 1—m+—-... (—<1)
2> 2° z4 |z|
[~ ]
=2 3 (=)0 (2] > 1) .
k=

b) G(z)} is eenduidig gedefinieerd, als de definiSrende integraal voor G(z)
niet afhangt van de weg waarlangs we van 1 naar z integreren. Neem 2 wegen

T en IIl: z 2

F(w)dw - F(w)dw = |F(w)dw |,
Al

I) 1 {11) W

waarbij W de weg is via I heen, via II terug, d.w.z. een weg die een aantal

keren de snede omsluit, waarop de singulariteiten z, = 0, Z, , =% i liggen,
’

De som der residuen in deze punten is nul (ga na!) dus |(F(w)dw = O = ~[= j
(1) (1)




G.

Opmerking: We kunnen ook de weg W "opblazen" tot een cirkel om O met voldoende
grote straal, enige malen doorlopen (kanaalmethode), en de integraal schatten.
Doe dit zelf.

Volgens een stelling uit het diktaat is bij continue f(w) de integraal

Z

Tff(w)d.w ,

mits onafhankelijk van de weg van integratie van 1 naar z een holomorfe func-
tie g(z) zo dat g'(z) = £(z). Dus hier G'(z) = F(z).

Gegeven: f(z) kan voor |z| > 1 worden ontwikkeld in een Laurentreeks van de

vorm

f{z) heeft mlpunten voor z = 2,3,4,...
Bepaal f(z).

Oplossing: Noem z = :—; . Dus |z| >1e0< |w| <t en

co B
f(z) = % a.nz"ns= z a.nwn = glw) .

n=1 n=1 def
g(w) is dus voor 0 < |w| < 1 ontwikkelbaar in een Laurentreeks, die een
Taylorreeks blijkt te zijn. Ergo is g(w) analytisch voor 0 < ]wl < 1 met een
ophefbare singulariteit in w = Q.
g(w) heeft nulpunten in w = -12- y % ' ?‘1: y +s., een puntrij die zich verdicht in '.'.
w = O (een inwendig punt van het holomorfiegebied van g).
De functie h(w) = 0 (identiek) heeft dezelfde eigenschappen.

Conclusie: g(w)
of: £(z)

0 voor alle z (|z]| > 1),

Een functie £(z) is analytisch voor O < |z| < 1 en daar begrensd. (In z = 0
is f(z) niet gedefinieerd.) Laat cp de cirkel met straal p, middelpunt O
voorstellen (0 <p < 1).

a) Bewijs dat fﬂ% df = 0 als z buiten Cp ligt.
CP
b) Bepaal f%(_% dt voor 0 < |z| <1,
c

1

O voor O = |w| <1 volgens de identiteitsstelling. (Ga na!) -
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¢} Toon san dat £{z) in z = O een ophefbare singulariteit heeft.

Oplossing: a) Een beroep op de hoofdstelling is uitgesloten omdat £(z) binnen
0 niet overal is gedefinieerd, laat staan holomorf is. W&l geldt bij gegeven

z voor alle p < |z| dat

J —-(-Q- dt; ~ constent (kanaalmethode!) .

Uit het gegeven volgt |f(t;)| < ¥ voor alle ¢. (0 < |¢| = 1). Voor ¢ op Cp met

p < |z] is voorts |g-z| = |z| - p > 0 dus op Cp geldt de ongelijkheid

lf(C) | < M
¢ izl =p

dus met de schattingsstelling

£ 2npM
[Jé}%dc]sﬁ’\‘—"_—p-o als p =~ 0 .

Dit laatste resultaat, samen met (*) geeft de gevraagde identiteit.

b) Volgens de residustelling is voor p < |z} <1 (kanaalmethode)

Jé-.—(f%dl;+ J%(_S%dc=2ni Reszg—(_‘_-;-%=2nif(z) .

P
De tweede integraal in deze formule is O (zie a)). Derhalve
f—g—(f%dt;=2nif(z) (O<‘z]<1) .

1

c) De integraal f g_(;g)z_ at stelt, dear £(¢) op C, een contimue functie is, binnen

¢

en buiten C, een analytische functie g(z) voor (stelling!), dus ook in z

Voor 0 < [ <1 is de waarde van g(z) gelijk aan 2nif(z). De waarde

2111 g(0) = "'—J d¢ is dus de waarde die men aan f(z) in z = O moet

tockennen om de a:.ngula.riteit aldaar op te heffen.

Opmerkir_Lg: Men kan de opgave ook oplossen door een beroep op een in het dik=-

taat wel genoemde, maar niet bewezen stelling (Cascrati-Weierstrass) als volgt:

£(z) is volgens het gegeven Laurent-ontwikkelbaar in het gebied O < |z| < 1.

o0
f(z) = £ cnzn. Er zijn drie mogeli jkheden:

ey e g e mdAma e e
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-1
(i) Het hoofddeel I cn;n bevat o veel termen (essenti&le singulariteit)
- 00

= in de buurt van z = O neemt f(z) bijna alle waarden aan, is dus niet be-

grensd (Casorati-Weierstrass).

(ii) Het hoofddeel bevat minstens &én term ¥ O, maar het totale aantal is
eindig = pool = If(z)l ~ o gls |zl -+ 0 dus £(z) niet begrensd.

Resteert de derde mogelijkheid:

o0
'(iii) Het hoofddeel is identiek 0 = £(z) = I cnzn (Taylorreeks) en heeft

n=0
een ophefbare singulariteit in z = O (def. £(0) = co). Hiermee is c) bewezen,

a) en b) volgen nu uit hoofdstelling en residustelling.

De functie £(z) is analytisch voor alle waarden van z behalve z = Qen z = 1,

en verder geldt:

In z = 0 heeft £{z) een pool van orde 2 met residu O,
In z = 1 heeft £(z) een pool van orde 1 met residu 1.
In z = 2 heeft £(z) een nulpunt.

lim  £{z) = 1.

2o

Bepaal f(z).

Oplogsing: f(z) heeft als hoofddelen in z = O resp. z = 1 de uitdrukkingen

A o 1 '
= +o en = (4 constant).

1
Z-1

Beschouw nu g(z) = £(z) - f% -
‘ z

(1) eg(z) is analytisch voor alle z (ook in z = O en z = 1, daar hier voor

g(z) ophefbare singulariteiten optreden (ga dit na!)).

(2) lim glz) = lim £(z) - lim -*52- - lim = 1, dus g(z) is be=
1

2}~ M [zlee 2 Jales 27

grensd.
Uit (1) en (2) volgt (Liouville): g(z) = constant = 1, dus

. A 1
£(z) =1+ st T
2
A
f(2)-.=1+z+1-o-u.--e
ergo 'f(z) = 1 -_EL + — .

z2 z=1
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T, Zij o redel, 0 < a <1, In het langs de positieve reéle as opengesneden com-

plexe vlak beschouwen we de holomorfe functie f(z) die san de "bovenkant" van

de snede de resle waarden f(x) = x° ' aanneemt.

a) Welke waarden neemt f(z) aen op de "onderkant" van de snede? ‘
Neem nu voor C de volgende contour: 2 cir- ‘
Kkels met middelpunt in O en straal OP = p, !
resp. 0Q = R, verbonden door stukken FPQ |

resp. TS langs de "bovenkant" van de reéle

as resp, de "onderkant" van de re&le as.

b) Bepaal fﬁ-z-ldz .
¢

1+2

142

S Q
c)Dru_ch%(f%dzuitinIMdz.
‘ P

o0

=1
o X n
d) Bewijs nu: f T " smom
0

Oplossing: &) Voor z = x + io (x > 0) geldt
f(z) = 21 = exp({a~-1)log x) met de gewone logarithmen.

Zet men de gewone logarithmen voort met snede langs de positieve reéle as,
dan moeten we kiezen log z = log|z| +1iarg z, 0 <arg z < 2n en met deze
definitie krijgen we

£(z) = exp((a- 1)log|z| + i(a=1)arg z)

= ‘Z|OH exp(i(a- 1)arg z) O<arg z <2n .

In het bijzonder

£(x-10) = |x|*" exp(i(a-1)2n)

_ ezﬂ:i.(aa-1)xaz-1
- 271 (x >0) .

| [ £02) 4, - 2t pes . 2L2)
b) . fz+1dz 2ra.Res_1 o mite p <1 <R .
d _
z = =1 i8 een enkelvoudige pool, dus residu = £(-1).

Volgens &) is

£(=1) = |=1]|*7" exp(i(a - 1)arg(-1)) = Gia-1)




- 28 -

z+1

Dus f—(—)- dz = - 2ni e™% ,
d

¢c) Volgens a) is

T
_ £(2) 4.
f z+1 _-I z+‘|d'z

]
R
_ f(x-io) dx = —e2Mi ralh dx =
x+1 = x+1

p

z+1

2maJ f(z !dz.

d) De gevrasgde integraal is 11m If —(_-‘_g),l-dz )

Q-m
Hlertoe berekenen we lim f ;(:Z% dz .
plo
R-ooo

(%) Enerzijds is volgens b) deze laatste limiet gelijk man ~2nie

Anderzijde splitsen we f in vier stukken
' c

Q T S P
o S T
Q T S

Mo is volgens ¢

Q S
2nia
(1) [ +] -t-e )j £ .
P T
P
We maken een aeha.ttingva.nf envansf demev, a.)
Q
Tfsz[ Ra—1 21':R
(2) lf w1 a8 < FRETT=Ro7= 0
Q

als R ~ © omdat @ < 1. (Ga de ongelijkheid in deze afleiding nal)

nic




- 29 -

P
a-1 o
f 2
(3) | [ e az] <o g = E a0

als p | O omdat & > 0. (Ga de ongelijkheid nal)

Combinatie van (*), (**), (1), (2) en (3) geeft

R
) -1 .
(1 - 2™ )1im X dx = =2gi ™%
R0 x4+ 1
plo P
e—nia _ enia = x.:>c--1
21 f X+ 04X = -n
0
T et
. X .
- Bin T f xFT 4x=-m Q. E.D.
0

J. Bereken met behulp van het vorige vraagstuk op analoge wijze de integraal

o

Ot

Aaf x—-;%ﬁ—%dx (0 <a <1, refle log) .
0

Oplossing: laat g(z) de analytische functie zijn met snede langs de positieve

reéle as zo dat

-1

g(x+io) = x log x .
Ga ne dat in dit geval

g(z) = |2|%" exp{ile - 1)azg 2} « {1log|z| + i exg z} , waarbij

O<sargz<2n,
In het bijzonder vinden we

g(=1) =exp ni(a=1)+in = =~ nigt ¥
(*) glx=io) = © 1 exp 2nix~1) - {log x + 2ni}
- BT O {log x + 2ni} (x>0) .

We berekenen voor dezelfde contour C als in het vorige vrasgstuk

fg(f:%dz-%ig(—‘l)=2nze“ia (p <1<R),
¢

Voor de stukken waaruit C is samengesteld

i

PR

e
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z +1 z+1
R-—»ooQ plos

limfﬁ-(—)- =0 en 1lim E-(—ldz=0

door integraalschattingens

omdat o < 1

G=1 2 =1 .
glz) B {1ogR + 4t _B* 1oz R ;
(1) op QT is lz T1ls S < o 1& (R groot genoceg)
« .

dus if baz| < 4B 2BR L0 alg R~ (Wisk. II1)

.::;;

(2) Op SP is lg(z) | < ~V1ogfo + 4w’ _ 2% |10g p)

5 T (p klein genoeg)
P
o
dus [f f-(f}azl sf’rl‘L!ll—_"g—ﬂ--‘o als p 4 0 (Wisk. II!)
S omdat a > O .,

Analoog als in de vorige opgave vinden we nu door limietovergang (R=>oo, pd o)

2n?e™% = lim f &(z) 4, - ;
z+ 1 .

. R-roo
pilo
Q 8
= lim {fg-(i)l-dz+fsiﬂdz ,
R ec0 Z + 1
plo
waarbi] co
lim fgi_ldz fgiz_«m).d -1,
Resoo x+1 ;
plo 0
en 5 0O _ o
lim giz%d“fs.(;-_loldx,,_f glx=10) ..
R - o0 z + x+1 x+1
plo ® 0

o0
- R s 2 |
#1) o _o2Wic x log x
(volgens (*)) e i dx + 2ni x+1 dx

= (volgens de uitkomst van de vorige opgave) =

2nic \ i 14
2 o-oe A_ineZﬂa———-—-

gin na

Samengevat:

2 nia

2™ & (1. e2™%) o 2py 2T B

gin nx
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Uit deze vergelijking moet het (reéle!) getal A worden opgelost: Deel links

en rechts door e~ (breng één term naar links)

2 2 nia nia nia
on° + 2n°i —= = Afe” -e
m s = A )
2 . no + i gin na . . ,
on (1+1cos L2 51 } = =2iA gin ma 3
gin mno .‘.
. 2 cO8 N . .
2in 9—-—-— = -21i A gin na )
sin mo ;
2 Ccos X j
du A= - —_—
S 8in<no 3
0

Nabeschouwing: Merk op dat de uitkomst van A ook uit de vorige opgave kan T
worden verkregen door differentiatie naar a {ook achter het integraalteken). . @4;
De verklaring hiervan wordt niet geheel gedekt door de stellingen van Wis-

kunde V, maar het principe is wel juist. Voor het vlot berekenen van inte-

gralen in de praktijk is het handig.

z“d S
Bereken f 8—--4—2—— .
z +2 +1 i
|| <2

Oplossing: De integrand is te schrijven als

12
12 e 1,2 -1 + 1
8, 4 B . 4
z +z2 +1 z(z +z +1)

Z

N

1
2 2P ezt
1
z(za+z4+‘1)

-;—- (z' = 1) +

1
+ -

2(z> +2 +1)

]

3]

I
M=

De integraal bestaat uit drie termen, verkregen door integratie van de laat-

ste uitdrukking: twee zijn er direct te zien:
fzadz=0, f%dz=2ﬂi.
| 2|=2 |z|=2

Omdat 1 alleen singulariteiten heeft voor |z| < 1 geldt

z(z® +z* +1)

j’ dz - dz
lZI=2 Z(ZB+Z4+1) lZl=R>2 Z(ZB+Z4+1)

Met schatting:
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| f 82 |gomR ————— =0
|z|-R>2 2(2% + 2 +1) R(R -R =1)

als R =« , De derde integraal is dus nul en het antwoord van de opgave luidt:
- 2ﬂio’
Opmerking: De transformatie z = % doet hier (anders dan in opgave S) geen

goed. Ga na waarom niet.

2mn
L. Bereken A = f (sin +)*®at met contourintegratie.
0
Oplossing: Stel z = elt o |z| = 1 positief doorlopen;

1 (ei‘t _ e-it)

. _ _ 1 -1
gevolg: 8in t = 51 = 57 7(z- z )

t dz

dz=iei dt = 4t = — .
iz
1 20 ~1\21 4z /. .
A= f(_2—1) (z-2 ) IE—-(Blnomlum)
| 2| =1

2n
n 1 2n-k,2n k, -1 \k dz
R fkﬁozn (RIEDET) 5= nogeheel >

|| =1
2n '
n 1 1 2n k 2n-2k-1
- 7 2 B GO fz az .
) |=]=1
Alleen 1; levert bij integratie over |z| = 1 een bijdrage ¥ O nl. 2ni. Dit
correspondeert met k = n, dus

_ n 1 1 ,2n n, . 2n sen ne- 1} :
a= () o r (RIEY 2ﬂ1‘=;ﬂ(n)=iml—2“-

M. Gegeven f(z) = (Re z)°
Waar is f(z) differentiecrbaar? Waar holomorf?

Bereken de afgeleide in de punten waar ze bestaat.

Oplossing: z = x + iy x regel, y refel
f(z) =u + iv  u refel, v refel u = u(x,y), v = v(x,y)

In ons geval £(z) = x°, dus u = 2, v =0.
Wil £(z) differentieerbaar zijn, dan moet (Cauchy-Riemann)

et e e e e S = T

e
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du _ 3v du _ _ v
x ~ 3y P oy dx
Hiers: 3% =0 en O =0.

Als mogelijke punten voor differentieerbesarheid komen dus alleen in aanmer-
king de punten op de imaginaire as. Deze punten hebben geen van alle een
volle omgeving (bijv. cirkel-omgeving) die uit zuiver imaginaire getallen
bestaat dus holomorf is f£(z) in geen enkel punt.

Wil £(z) differentieerbaar zijn in z = iy dan is Cauchy-Riemann geen voldoen-
de voorwaarde en zijn we op de differentieerbaarheidsdefinitie eangewezen:

Stel h en k reéel:

fiy +h +ik) - £(iy) B2 -0

h + ik T h+ik *
De absolute waarde van deze uitdrukking is hoogstens lphil = 1¥ <¢ als
0< ]h} <Ve . (Voor h = 0 is de uitdrukking reeds nul). Dus populeir gezegd:
lim fliy + h.+ ik) - £(3iy) = 0 onafhankelijk van de wijze waarop h en k (onaf-
0 h + ik
k=0

hankelijk van elkaar) naar nul gaan.
Conclusie: Voor z = iy is f(z) differentieerbaar, f£!(iy) = O.

Bereken f log zdz, waarbij de hoofdwaarde van log z wordi gekozen en de
2| = |

kromme in positieve zin wordt doorlopen.

Oplossing: Daar log z een snede heeft die binmen de integratiekromme door-
dringt is beroep op de residustelling binnen de eenheidscirkel uitgesloten.

Dus: parameteroplossing:

|z| = 1 overeenkomstig de hoofdwaarde geparametriseerd geeft:
2 = elcP -n<Ppsn
dz = ie Pdg

log z = loglelq’|+ i a,rg(ei"p) =0 + ip = i .

+n
Dus: flog zdz = f itp.ielq’dcp =
| 2]=1 p=-n
. +n
= (ige™® - ') = =2ri .
-1

T T TR N PR ot - 1P i e i e

T O N S i

T L




Opmerking: Omdat voor re€le x log x kan worden beschouwd als afgeleide van

x log x - x is ook door analytische voortzetting log z (hocfdwaarde) de afge-

1e1c1e.van 2z 10g,  raw 2 - %+ Noem F(z) = z 108y oraw % - Z- Dan is met de
hoofdstelling van de integraalrekening

flog zdz= F(-1+i0) = F(=1=-i0) = =mi-m .

|z }=1

Ga dit na!

Toon aan, door gebruik te maken van

() 1) . 2L [EEL g

(t_a)nﬂ !

waarin C een in positieve zin doorlopen enkelvoudige gesloten kromme rond
t =a is, dat

(a) (F) 2m. jnf t

waarin K een in positieve zin doorlopen enkelvoudige gesloten kromme rond
t = 0 is;

() 3 (n') L j 2z co8 By,

Bewijs: (8) Gezien de integratie over t in (a) moet z een constante voor-
stellen, Stel dearom a = 0, £{t) = eZt, dus f(n)(t) = zneZt, in het bijzon-
der dus f(n)(o) = z°. Invullen in (*) geeft

n n! eZt
2 om ot

K t

waaruit (a) onmiddellijk volgt.

(b) Volgens (a) geldt

4 co znezt
(%) (n') 7m % f T O .
n=0 n=o Z n! %

Kies voor K de eenheidscirkel: ¢ = eiq', 0 <¢«2rn, dan is

n!t

(e ) ]{f = en+1 f exp(zew)ze %0 .
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Vooruitlopend op een verwisseling van integratie en sommatie in het substi-

tutieresultaat van (¥¥*) in (%**), nl.

oo nl 2n

7 T % z (2619)om109
z (n!)=2n Z f;l-!—exp ze”" )e de
n=o D=0 .2

vinden we
an

oo n.2 . @ -ig n N :
z <Z_) = —1— fexp(z@_l‘p) z .Lz.e__)_- d(.P ‘

n! n!
n=o n=0

0
2R a7
1 i - 1

= EE fexp(Zelw)eJCp(Ze l@)d¢ = .2—1-; exp(zz cos ’-P)d-‘P .

0 d

Het gevraagde is dus bewezen als de integratie-sommatieverwisseling gecor-

loofd is, dus als we kunnen aantonen dai

o0

A
Xy exp(ze
n=0

ig )e—intp

voor 0 = ¢ < 2n uniform in ¢ convergeert (z constant!). Schatting geeft voor

de n-de term

I . . n '
Is—f exp(Ze'l'P)e-lmPI < Jﬁi— explz( (ga dit natl)

co n
waarbij z .lE.l_ ex‘p]zl = eXp 2‘2‘ convergeert, en elke term ult de laatste

n!
n=0
reeks onafhankelijk van ¢ = uniforme convergenrbie volgens Weierstrass
HVELE Q.E.D
“ .
P, Bereken A = fgc_&n__‘.!g_dx .

2 2

g (2+1)

Oplossing: De integrasl bestaat omdat de integrand voor reéle x (|x[ - o0)
ig, en overal continu is op de re¥le as

van de orde

| %]
mx sin x - fnx sin x
(£ +1)2 (x? +1)2

iz
ze
2 2

( : dz, waarbij X de positief doorlopen omtrek ven de halve
z +1

Beschouw f
K

cirkel met straal R > 1 om 0, Im z » O is.
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+R . R

X 3 8 + ix sin x
a) f xe - f X CcO8 X X dx =
2 2 2 2
R (x°+1) (x“+1)

+R
- IL:ca_S_1n_32t_ ax (de andere integrand is oneven en wordt over
R (:x; +1)
400
1imiet=if—x—g-li"?dx. )

[-R,R] geIntegreerd = nul)

b) Voor Im z > 0 is |e'?] <1 (ga na!).
Dus met schattingsstelling

ze:lLZ R
I —Wdzlsﬂ_—g—;—-—o alg R =+ ,
lZl= (Z +1) (R -1)
Imz>0
zeiZ zeiz
¢) f dz = 2ni Res, = (dubbele pool!)
p (z+i)%(z-1) P z+i)2(z~1i)?
iz Y iz . . \2 . iz
- i { 7e 2} - Bni{e (1 +iz)(z+i) 4---2(z+:1.)ze }
- (Z"‘i) =y (Z+i) z=i
.2
= oni &= lf =dpie” .
(2i)
Samenvattend na limietovergang: A = fg .
Q. Bereken A = f ;—-i%g—-; , waarbi] de integratieweg in positieve zin
|z-1=%

wordt doorlopen en aan de logarithme de hoofdwaarde wordt toegekend.

Oplogsing: De integratieweg plus zijn inwendige ligt geheel binnen het ge~
bied waar log z holomorf is. log z heeft een enkelvoudig mulpunt in z = 1

(Taylor~ontwikkeling om z = 1), dus - heeft voor z = 1 een enkelvou-

z log
dige pool, en verdere singulariteiten zijn er niet wvoor |z- 1| <% .

1

Conglusle: A= 2ni Puaa1 m =

. oas z - 1 . o w .
= 2ni z]_ﬂ z log 2 2ni 3;1_?0 (w+1)log(1+w) = 2ni .
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R. Gegeven is z = re'?, Bij vaste ¢ (O < 9 < 21) laat men r aangroeien van O :
tot e« , Voor welke ¢ bestaat |

gin 2z

lim ?
Ccos 2 t

T-00

Bepaal in deze gevallen de limiet. : _ ,

sin x . s . i)
coB % - tan x singulariteiten in x 5t kn

(k = 0,41, +2,...) zodat de limiet zeker niet bestaat voor ¢ = O (pos.

Oplossing: Voor reg&le x heeft

re€le as) en ¢ = 1 (negatief redle as)., We zullen aantonen dat de limiet
voor alle andere ¢ wel bestaat. Uitgangspunt is steeds het feit dat de uwit~
drukking exp r(a +ib) bij constante a en b voor positieve a in modulus on- 3

beperkt stijgt (r ~ ) en voor negatieve a naar nul convergeert: i

z=rem=rcos'cp+irsincp

sin z = 21— (eiz"e-iz) - {e-r(sin 9-1icos 9) _ e'i‘r(Bin p-1i cos cp)}
i 2i :
cos z = 3(el% +o71%) o %{e-r(sin p~1cos g) , r(sin g-i cos cp)}

-r(sin g - i cos @) _ er(sin p-1i cos @)

ginz 1e
dus T

cos z 1 _~-r(sin g-i cos o) . er(sin ¢~1icos ¢) °

e

Alg 0 <9 < n dan is sin 9 > 0, dus worden de laatste termen uit teller en

noemer dominant. Deel teller en noemer door er(s;n p~-1cosg)

~2r(sin ¢ -1i cos @) _ 1

,sinzr_le _.10_1=.
cos z i ~2r(sing-1i cos ¢) To+7T -1 elsr-e.
e + 1
Analoog gaat bij n<gp <2n de uitdrukking 2;::11&&1'-1 als r ~o , Dit laatste

iz ook wel af te leiden uit de eerste redenering met gebruikmaking van het
feit dat tan z een oneven functie is. Ga dit nal!

7
5. Bereken: A = f r z dz -
|ZI"=1 (22. +1)(2Z-1)(32-1) :

Oplossing: De eindige singulariteiten van de integrand liggen allemaal (8
stuks!) binnen |z| = 1 en bieden dus ruimschoots gelegenheid tot +ijdver-
spilling bij de residuberekening! Dan staan er twee wegen open: '

(1) Door een transformatie z = % doorloopt w de eenheidscirkel negatief !

Daarom het minteken v&6r de integrsal.
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A, . %
Lo f w7 wa }
2

|w | +‘|)(,,- 1) -

EE w(w +2)(w=2)(w-3)
- 1 eni ni ‘
= 2ni Res ( Ll el ,
*\w(® +2)(w-2)(W-3>) R
7 ;%
(2) A= - 2 dz - {volgens kanaalmethode = ’%
TE: (22" +1)(2z=1)(3z2~1) verandert & residuen niet) :
@5 1) :

lim I Z dz
R-+co | 2| 2R (22° +1)(2z2=1)(3z- 1)

De integrand laat zich omwerken door afsplitsing van de term (welke

voor grote |z| de belangrijkste term is) tot

1 122° 1 107 = 22° - 62° + 5z -1 ,
12z ., 8 7 1z T s E
122" - 10z 122(22° +1)(2z=1){32=1)

+2z5+6za-5z+1

De eerste term levert bij integratie over |z| = R de bijdrage Egl- , de tweede l
term kan worden afgeschat (teller vergroten, noemer verkleinen) zodat de bij- ";

drage tot de integraal gemajoreerd wordt door

10K’ +2R + 6R° + 5R + 1
12R(2R® ~ 1)(2R = 1)(3R = 1)

2nR

gen uitdrukking die nasar mul gaat als R = , De integraal zelf is voor R > 1
constant, dus nul = A = % .

Gegeven: f{x)} = arctan x voor - ® <x <® ,

Zet deze functie analytisch voort in het complexe z-vlek, opengesneden langs

S g
PN

de imaginaire as van i tot ie en van ~ie $ot -i. Bereken de sprong asan de

snede., _ x
Aanwijzing: arctan x = f dt 7 voor reéle x.
1+%
O a
z
s dw :
t de hand te def - - :
Oplossing: Formeel ligt voor de hand te definiZren g(z) f'2+1 als ana

1ytische voortzetting van f£(x). ¢
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a) Dit is een analytische functie van z als de gebruikte integraal niet af~-
hangt ven de weg die we ven O naar z doorlopen. Dit laatste is het geval,

omdat de ingevoerde sneden beletten de singulariteiten + i te omsluiten.

b) Voor resle z=x kunnen we de integratie (die onafhankelijk van de weg is!)

X
dw

w2+‘|

ook rechtlijnig uitvoeren: f = g(x), waarmee bewezen is dat g(z) op

0

de reEle as met de -oude functie overeenstemt.

Uit a) en b) volgt: g(z) is analytische voortzetting van f(x).

c) g(iy+0.)—g(iy_o)= f 2dw _ f aw__ _

2
iy w +1 w +1

I IT
i I : =(f+ f) :.w v==27:i.Res.(w21 >=1T.
1 ~11 w +1 : + 1

voor y > 1.

Analoog g(iy +0) - g(iy-0) = m voor y < -1.

Opmerking: Van vroeger weten we reeds dat de vergelijking tan a = p bij ge-
geven p wortels o heeft die op een n-voud na bepaald zijn. ® is precies de

sprongwaarde!

Bewijs, voor z # 0

1 T
exp(za + —2> = I anzn
z N 80

27
.. _ 1 2 cos 2¢
waarbij 8, = n fe cog npdep .
0]
Oplogsing: exp(z2 + —1;> heeft gingulariteiten in z = 0, 2 = &,
Z
Voor de Laurentcoéfficiénten geldt
exp (zz + -J-) |
- 2 42 (- 1,0,15000)
n 2ﬂi zn+1 n = eoegp™lipgiig lgeee

"waarbij K de singulariteit z = O positief omsluit. Neem voor K de eenheids-

cirkel: z = elq’, 0 = p < 21 en werk de integraal om:

z° + izﬂ 219 4 o729 | 5 40 29
z
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dz = ielq’dcp

. e(-n-*l)itp = e'iq’(cos ng - i sin ne) ,

derhalve
an
1 o
8, = 5= exp(2 cos 2¢) - (cos ng - i sin no)de .
0
Dit is de gevraagde vorm met als extra term: 1
2n
- 5_21—n e ©98 29 5in npdep= (door periodiciteit (2m)) k
0
+n
_ A 2 cos 29 _. -
= -5z fe sin nedgp = 0 ,
-n

omdat de integrand als oneven functie van ¢ over een t.0.v, ¢ =0 symnetrisch

interval wordt geintegreerd. Q.E.D

V. 7ij £(2) = log log z, waarbij met log de hoofdwsarde wordt bedoeld. Bepaal de

snede van f£(z) en bereken de sprong aan de snede in het punt z = -2.

Oplossing: log z heeft zijn snede, waar z refel <0 is. log(log z) heeft zijn

snede, waar log z een snede heeft &én bovendien voor die z, waar log z refel =
<0. Nu is log z = loglg| + 1 arg z (~nm <arg z < =), dus log z < 0 als
arg z = O en log|z| <0, m.a.w. als z refel, O <z < 1. De totale snede wordt

dus - ® <z <0 aangevuld met 0 < z < 1, Samen: - @ <z <1,
Beschouw nu het punt Z = =2

log(~2 +io) = log|=2| + in = log 2 + im .
Hiervan nemen we weer de (hoofdwaarde) logarithme

log(log 2 +in) = log|log 2+in| + i arg(log 2+im)

: . L
= log|log 2+in| + i arctan Tog 2
log(~2~i0) = log|=2| = in = log 2 ~ in ,

dus 1og(log(-2 - i0)) = log|log 2-in| + i arg(log 2-in)

: . T
log|log 2-1n| ~ i arctan Tog 2 °

omdat |log 2+in| = |10g 2-in| = {log2+n° vinden we :

: . . n
f(-2+1i0) - £f(~2=1i0) = 2i arctan Tog 2 °
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W. Stel £(x) = {x-1)F voor x> 1.
Zet deze functie analytisch voort in het complexe z-vlak opengesneden volgens

- <z <1 en bereken de sprong in een willekeurig punt van de snede.

x log(x~1)

Oplossing: Voor x > 1 geldt £f(x) = e met de gewone refle logarithme.

M is logy rso (z-1) een analytische functie van z buiten de gegeven snede,
en stemt voor z~1>0 (dus 2z = x > 1) met de gewone logarithme' overeen.,

z log (2—-1)
f(z) = e hoofdw. is derhalve de enalytische voortzetting van de ge=

geven functie (identiteitsstelling).

De definitie van de lOghoofdw.(z_ 1) luidt
1oghoofduwr (z=1) = log|z- 1l + i arg(z-1) (—Tt < arg(z - 1) < m),
Dus voor x < 1 moeten we kiezen:
arg(x+io-1) = n, arg(x-io-1)=-m ,

ma.w.,  f(x+io) = exp[x(loglx~ 1| + in)]
= (1-x)% exp inx

f(x=1i0) = exp[x(log|x~ 1| - in)]

= (1-x)% exp(~inx) .

(1 - %) (exp(inx) - exp(-inx})

]

Conclusie: f(x+io) = £f(x-io)

2i(1-x)* sin mx (x < 1).
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Oktober 1964.

o«

2
1. Bepaal f X dx
4 +x*

- 0

2, Toon aan dat voor z # 0 geldt

1+z2 :
27 = n
e = I a7z ;
1= OO
2T
1 cos @
= 5= n .
met a o j e cos nedg
0

3. Onderzoek of O een pool is van

_ 1 z w1
f(z)”sinz"' z ‘

Is O een essentifle singulariteit?
Kan f(z) holomorf in O worden gemaskt door aan £(0) een bepaalde waarde toe

te kennen, en zo ja, welke?
o0
Bepaal de convergentiestraal van de machtreeks I anzn voor f(z).
. n=0

112) in een omgeving van z = 0 gelijk is

i
aan de snalytische voortzetting van 2i arctan x.

4. Toon asn dat de hoofdwaarde van log(

Oplossgingen

o 2

1. J % — dx = 2ni[som der residuen ven 7 in bovenhalfvlek ].
4+x 4+ .

Dit geldt omdat voldaan is aan drie voorwaarden.

2 3 Izl3

1) lim z . = 0 , uniform in arg z; want | 2 - < — als IZ\>‘F2,‘
g =00 4+z 4+z |z| -4 ‘
en dit geeft | 234[ = L 3 = ! < g als ]z| >'\r2 +;— (waarin
srat lzl-a/lal® |el -T2

arg z niet voorkomt).




: 2 .
- 3) De integraal bestaat, want lim f en lim f bestaan [omdat e O(—z_
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2

2) is analytisch op en boven de reéle as, op een eindig aantal singu-

A+2z
lariteiten na, niet liggende op de re&le as.

in+2kmni
e

Inderdaad vindt men uit PASI 4 = 4 de volgende nulpunten van de noemer

A 3
z1=\i._2}é‘*ni=1+i,22=\1—2e4m‘=-1+i en za=—1-i,z4=1-i.

Er zijn dus twee singulari‘beiten in het bovenhalfvlak,

R
X

R—cc

R —eo 4 +x

als x - + «J.

De residuen bij 1 +i en -1 + i vindt men &ls volgt :*-*;j'--

lim( 1-1) . 1im 2 ICES S

z*Hiz‘ -l4+z .Z*jﬁ (z+1-i)(z+1+1i)(z=1+1) 2(2+2i)2i e
22 Z2

AU Sl CES Y CES RV CEE R

(=1 +1i)2 Xy . }?
(-2)(2i)(-2+2i) 5 ) ‘;

l-i=1-iy =

De integraal is dus 27i{ > 5 .

L2
142

De functie e 2z is overel analytisch behalve in O; in elk ander punt hebben
RO
we immers te maken met een analytische functie e" van de (overal behalve in 0O)

2
1+z
2z '

analytische functie w

De co&fficiénten van de Laurentontwikkeling rond z = 0 zijn

n+1

g = “1. f £(z)dz J: Jordankromme om O.
n 2mi .
J

e némen voor J de eenheijdscirkel; dan komt exr

4 n

1 cos ¢ ~{(n+t)ie , i 1 cos @ .y
& = 3T fe; e ie”7de = 7= e {coB ny - i sin npldp .

- T -T

coBQ

Hierin valt het imaginair gedeelte weg (e gin n¢ is oneven); dus
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Zk—1 ( Z

sinz“1+z)=o .

lim zkf(z) = 1im
Z=+0 Z—+0

Dit geldt voor k = 1,2,... dus O ie g%én pool van welke k-de orde ook, Evenmin

LI

ig O een essentiéle singulariteit, went dan zou er geen limiet zijn.

Yel bestaat lim f£(z), want
Z -0

e i g e L

Rt
r
i

1

R 3 ' 2 /oy ‘
T .1=Z 81nz+1=z(1/3. Z/5.+..)+.1_Zh(z)+1

z 8in = 22(1—Z2/§! +")

1
- =+
2

waarin h(z) een in O holomorfe functie voorsielt (teller en noemer in z = 0

holomorf en noemer # 0). Kennelijk is lim f£(z) = 1.
Z =0

Door te definiZren f£(0) = 1 wordt de singulariteit opgeheven. Dan is £(z) ho=
lomorf in het gehele complexe vlek met uitzondering van singulariteiten (polen)

inin,izﬂ, eee o

De dichtst bij O gelegen singulariteiten zijn + n. De machtreeks I anzn heeft

R n=0
dus de convergentiestraal m,

Per definitie wordt onder de hoofdwaarde van f(z) = 1og(?;z) verstaan f gcg
K

1

. i-2
waarin K een weg van 1 naar e

voorstelt die de negatieve reBle as of het

punt O niet passseert.

Blijkbaar is £(0) = 0; de afgeleide vinden we met de kettingregel:

fqz)zi+z.—i—z-i+z=_21
i-z (i+z)2 14z

2

Voor refle z = x vinden we dus £(0) = 2i arctan O en £'(x) = (2i arctan x)',

dus f{x) = 2i arctan x.
Dus is f(z) de analytische voortzetting van 2i arctan x in een omgeving van

iy

z = O, Volledigheidshalve gaan we nea, waar f(z) analytisch is.

i-2
i+4z
0 wordt, went deaar en daar alleen is de hoofdwaarde van de logarithme niet ana-

De punten waar geen analyticiteit meer is, zijn de z waarbij negatief of

5

o _-_\w:_;“- .:";}é’:a-‘z.,_v_g ?;_G-‘r

lytisch.

i-2z
Ty, -P s P>0.

Dit geeft z = i %.;_t% :
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Hieruit blijkt dat z niet op de imaginaire as in of boven 1 mag liggen

(0 <p < 1); en ook niet in of beneden -i (p > 1). Dus is £(z) holomorf in

het gehele z-vlak uitgezonderd genoemde atukken imeginaire as, heginnend bi}j

+ i; dus heeft f£(z) rond O een reeksontwikkeling met convergentiestraal 1 nl.
2i 3 21 5

212 = = 2" + =2 ...

3 5

Deze Teeks geeft immers voor reéle z = x de functie zi arctan X.

T et e et i

=

T T gt TR Ty s Bl g e T s e U
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Januari 1965

Toon aan dat elke even functie die in een gereduceerde omgeving van O holomorf

is, in O residu O heeft. Motiveer Uw antwoord.

an 3
cos” 2%
Bereken f1+acostdt (0<a<1).
0

. sin z
Ontwikkel i
in een Laurentreeks om het punt z = -1, Wat is het convergentiegebied van deze
reeks?

Bepaal jiog z dz
c

als C de eenheidscirkel voorstelt, doorlopen van -1 tot in -1 in positieve

richting.
: -2
. e™ -1
VAN f{z) = -1

a) Wat zijn de milpunten van f ?
b) Wat zijn de singuliere punten wvan £ ? Van welk soort zijn deze? Bepaal het
residu van f in deze punten. Wat is het residu van f in 2 = o 7

Oplossingen

Stel f{z) heeft voor |z| < p geen singulariteit behalve (misschien) in 0, Den

" vinden we, als f(z) = £(-z):

2m 271
2mi {Residu £(2)}__ = If(peicp)pieicpdq, - If(_peim)pieiwdq, }
0 0 .
27 1 .
= - f f(peiq’“in)pieim"iﬂdqa - - If(pei¢)pieiq)dm = - 2ni{Residu f(z)}z=0 .
S . iy

Dus {Residu f(z)}zao =0 .
o0
Opmerking. Het is juist, dat £(z) een Lsurentontwikkeling I cnzn moet
el

hebben, waarin alléén even machten van z voorkomen. Het bewijs hiervan is

o

s

e b s AR s Sy R i
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echter niet gemakkelijker, maar vrijwel gelijk aan het voorafgaande:

21
2ni o, | = ff(pelq’)p"zniew("an)dcp blijkt O .
J
. U . . . "
Uit cos32t _ %_ (e21t +e 211:) - ;_ (eﬁlt +e Gl‘t) +%(e2l‘t +a 21’5) -

=+ cos 6t + ¢ cos 2t

zien we (n.b. de noemer is even) dat de integraal gelijk is aan

n . T . .
i_esl‘t + __ 21t a6 1 eﬁlt - Be21’(‘, eitdt
it =it T 2a 2it 2 it *
ale ) e +Se

+ 1
-1l =1

De gebruikelijke substitutie el}c =z, ieltdt = dz geeft nu

6 2 2y == %"' 12
-, 26 + §z2 -1 2 + 3z &
— dz = == dz met
2a Zz+'gz+1 2a (Zﬁz)(zaz) =z =_l._ i.
| z| =1 a | z|=1 1 2 4% a "\ 2
z, ligt binnen lz] =1, 2, = -;— dus er buiten. De integrasl is dus

1

6 2 6 2
z, + 3z “._11(2‘l +321)

5—4—21:1 Residuz_ =£- . .
8 % 17 % 211 - a2

Ilen ken dit zo laten staan. Volledigheidshalwve gaan we verder:

zf + 52:: = z?(z?+322) = (fsf- +§+ (—fz—- 1)‘”5-— (a—g'- <j‘— -" 1):

= 4(— - ‘I (aL —5 >U1 - ea,z , wat in de gevonden uitkomst kan worden
gesubstitueerd.
. . . o 2n
gin z _ sin(z+1)ces 1 - cos(z+1)sin 1 _ g (-1)" z + 1 cos 1 -
1 +2z 1+ 2 on + 14

n=0

2n=1
-2(1) Z” sin 1 .
n=0

gin 1
1 +=2 7 ,
zoals de reeksen van sinus en cosinus. Het convergentiegebied is het complexe

Bet hoeofddeel is: -

vlak met uitzondering van z = -1,

feme et

; de reeks der positieve machten convergeert overal,
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Alsz=equ,-n<q:=sT:da.nis logz=log|z| + i arg z = ig.

De integraal is dus

T T

. R .
J‘icp.ieltpdqp = [icpem} - jielq)dcp = - 27l (zie ook opgave ¥).
=T

-1 -7l

nz 2 nz~2 2kmi
a) e -1 =0als e = e , k geheel,

) _‘]; 3 -
272 o ki = 2k.e2 A} L0 4 geheel

-bm-eld 1 -Zmi+mmd
€ = 2]

1
Z Sk m geheel

g = ] pmamirzoni
Vz[k[ _

Deze punten liggen telkens met 4 tegelijk op een afstand \J._1_van 0, op de
2k |

bissectricen van de assen.

2
nw
Het punt 2z = e is ook een nulpunt want f(%) = _(e__1_—w_1)y_ heeft voor w = 0

een (drievoudig) nulpunt.

b) z = 1 is een pool van de eerste orde, want

lim (z-1)f(z) = e - 1 # 0 ; het residu is e - 1.
7= 1

z = 0 is een essentieel singuiier punt, want het is een essentieel singulier

-2
punt van e™ |, Het residu volgt uit dat bij z = ®.
Het residu in z = o —271—}5_- ff(z)dz met R > 1 vinden we met de schatting
|z|=R
-2 L (cos 2¢ -1 sin 29)
e™ .1 maxleR - 1]
— <
| f ——— dz| < 2m T .
HE

Voor R = « gaat het rechterlid naar 0. De integraal links is onafhankeli jk
van R. Dus moet de integrasl O zijn d.w.z. {Residu £(z)},., = O

Omdat Residu,_  + Residu _ = 0 (= - Res:.duz___m)
volgt nu Residuz=o =-e"+ 1.

Men vindt dit ook door de co&fficiént van 2_1 te zoeken in

§

L S wne
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o n ©o n
(2 o)
n=o n=1 nlz
Dat dit geoorloofd is, staat niet in het dictaat, en vraagt een motivering die
hier achterwege wordt gelaten.
Betrekkelijk eenvoudig is de volgende bepalingswijze.
. .

-2
{Residu £{z)} _, = E:TI f- z zn<e“Z - ‘I)dz O<p<l.
llep n=0

De reeks is in een ringgebied Ri0 < Po = |z| < a < 1 uniform convergent want

daar is
-2
lzn<enz _ 1>| <ty
=2 o
waarin M het meximum ven |e™ - 1| in R voorstelt, en I a M is een conver-
gente reeks. n=0

We mogen sommatie en integratie dus verwisselen. Nu is

2 Dals n =2k
fzn<enz - ‘I)dz= K
|z]=p 21rri11:—, alsn=2k -1 .
w k
We vinden dus voor het Residu.z= : = I 11:—,— =1 - en .

© X
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April 1965

Voor welke waarden van z is de Laurentreeks

o0
z {1+ (-1)n3n_1}z“n
n= ’
convergent?
De som van de reeks noemen we f(z), Bepaal £(z).
Zet £ voort in de rest van het complexe vlak en bepaal de Laurentreeks-ont-

wikkeling van f om z = O die in een omgeving van z = 2 convergeert.

Z
Bepaal jﬁ = dz
g 1-2°

waarin C de van onder naar boven doorlopen imaginaire as voorstelt,

De functie f is holomorf voor z # O. Verder is gegeven dat

lim z°£(z) =0 .
Z=0

Zij Cp de halve cirkel met O als middelpunt en straal p (doorlopen in posi-
tieve_richting, in het bovenhalfvlak gelegen).
Bewijs dat lim ff(z)dz bestaat.
p—o
P

Zij CZ het lijnstuk met O en z als eindpunten. We defini&ren de functie f door

o0 n )
f(z) = & ji%r dt (als de reeks convergeert).
n=1 - o :
C .
Z
a) Voor welke waarden van z is f(z) hierdoor gedefinieerd?

b) Mag de volgorde van sommatie en integratie worden verwisseld?

¢) Kan £ buiten het in a) bedoelde gebied analytisch worden voortgezet?

N

TR
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Oplossingen

Door z ' = w te stellen, verkrijgt men een machtreeks met

1 L. /e o A =40
AN VA RICTIE T

De reeks is dus convergent voor |w] < -;-— y de Laurentreeks dus voor lz[ > 3.

De som is
=1 . |
-3 n 1 -1
(Z) = z' = 2 = = f(Z)

z =1 z+3==

ta 8

o0
-l
Loz

L1
3 -

12" ' 143

]
et

hot

n=1

Daardoor wordt de corspronkelijke reeks analytisch voortgezet in het gebied

bhinnen [zl = 3, met uitzondering van z = 1,
Om z = 0 laat o zich ontwikkelen in een Lsurentreeks die voor z = 2 con-

' 1 -1 . oo
vergeert: = et = I 727,

z -1 -1
1= n=1
1

Daarentegen laat Z+3 zich in een Taylorreeks ontwikkelen met convergentie-

straal 3, dus convergeert voor z = 23

o0

o lamt oLy ()
33 U*3) -3 EGY

Voor £(z) hebben we dus om z = 0 en voor z = 2 de Laurentreeks

ee e 1. n+1

)] -
I z7 + I (-3'— z .
n=1 n=0

Door z = iy te stellen wordt de integraal

eV -~ 1
if 2dy=i-2ﬂ:i"-2-i—=rd.e .
1+y

-

Lan de voorwaarden voor toepassing van de betreffende residustelling is name-.

-1i jk voldaan:

1) lim

== 0, uniform in arg z, als z -« , immers | 2| s
1+2 1+z lz|" -1

als |z| > {1 + ¢ (wasrin arg z niet voorkomt).

2) 1 2 heeft in het bovenvlak slechts &én pool en geen singulariteit op de
1+2
re&le as,

e i e SISt ol Lt e oL L
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4.

a l_f,_ it - n+1 On+1
n(n +1) " a(n+1) °
Zn+1'

Dus is £(z) gedefinieerd als E Ty convergeert; dat is voor |z| <1,

n=1
. oo
rant 4 ! is convergent
wen i n(n+1) gentte

o © .n | '
b) Bij de reeks I %r mag men binnen het convergentiegebied, voor || sa <1,
s n=1

- 52 -

[~ =]
3) De integraal bestaat want 4y bestaat, dus ook ‘f —924& dy en
‘l+y 1+y
medy (= 0).
1+y

oo 20

bl heeft voor alle =z % 0 een Laurentontwikkeling & 8,2 iz b zn. Cmdat :
n=1 n=0 ey

lim = f(z) 0 is O gfén essentieel singulier punt, g€én pool van een orde = 2, f
Z=0 : 2

maar &6f een pool van de eerste orde & een ophefbare singulariteit., Dus

f( ) = ?} n{z) waarin h(z) overal holomorf.

1 vinden we

& n

ff(z)dz = I[%Pde-m + n(pe™®) Jipe a9 = ma i + ip fh(peicp)eitpdm .
¢ 0

R

Dit geeft
]ff(z)dz-na1i]ép'n-maxlh(z)l (z op Cp) .
C .
P

Voor p = O blijft max]hl begrensd, dus gaat het rechterlid near O, maar dat
wil juist zeggen dat de gestelde limiet bestaat (en -ma.1i is).

sommatie en integratie verwisselen (de reeks is daar namelijk uniform convergent
Dat betekent hier: als [¢] <1, zodat Gz geheel binnen de eenheidscirkel blijft, !

dan mag integratie en sommatie worden verwisseld; dan is dus
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£a) « [ 3 gnidc= fg(t;)dc .

¢ » C
Z z

¢) Voor reBle £ = x, tussen -1 en 1, geldt

@ n
g(x)= z x—rr-=-log(1-x) .

n=1
Als Cx loopt van O naar x, lxl < 1, dan geldt dus

£f(x) = f - log(1-1t)dt = (1-ax)log(1=x) +x .
g _

De corresponderende functie f*(z) = (1=-2)log(1~2z) + z is holomorf in het
gehele complexe vlak, met snede langs x =1 (dit ie de meest voor de hand
liggende snede; het zou anders kunnen). Voor redle z = X, |x| <1, geldt
f*(x) = £{x). Dus is £*(z) een analytische voortzetting buiten |z| < 1.
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an
cos_29
Bepaal ‘f 5+ cos o dep
0

Zij C de cirkel met vergelijking |z| = }23 (doorlopen in positieve richting).

Bepeal
az
d zzsin Z
De functie f is holomorf woor alle waarden van z. De functie heeft een twee-
voudige pool in z =,

Bewijs dat { een polynoom van de tweede graad is.

Gegeven is
£(x) = %/xa + 1 voor x> 1. |

We zetten f analytiseh voort in het complexe z-vlak langs de cirkel met verge-
lijking |z-2| = 2, in positieve richting, te beginnen in z = 4.

Gevrasgd de waarde van f in z = O na de voortzetting.

Oplossingen
2n ;14 T
- €08 29 _ cos 29 - cos 2¢ + 1 sin 29 . k
I f 2+coscpdq’ 2+cosq:dq) 2 +cos @ de 3 ;
0 -1 -1

de laatste toevoeging van een oneven functie, geintegreerd over een t.o.v. O
symmetrisch interval, verandert de integrasl namelijk niet, en geeft sanmerke-
lijke vereenvoudiging bij de substitutie e? = Zy iemdcp = dz :

2 2 .
e oi f 2.7 — - -2 f_z_i_d_z__=_21 f 7 dz
I2]=1 2 +5(z+z ) M + 4z + 1 5= (a+2+{3)(z+2-Vi

De integrand heeft blijkbaer &én pool nl, =2 + {3 binnen lzl 1. Volgens de
residustelling geldt dus

2

I = 41t Res

2 CnlezelD® g
R PR AT R P 3 )
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2. De integrand heeft binnen C drie polen:

Se

1

7 = O: drievoudige pool want lim 2> - = 1 d.i. 7{ 0.
Z—+0 z sin 2z
z = n: enkelvoudige pool want
lim (z-n) ! = L 1im 2o . _ Ao yesiduin .
2. 2 gin(m - zj 2

Z T 2°8in zZ O ZT i

z = —q ¢ eveneens enkelvoudige pool met residu - -12- .
T

Volgens de residustelling is de integraal

z 8in z ﬂ:

Om het residu in z = O te bepalen schrijven we er voor

g dz____ _1_ z/sin_z 1 f(z) o e
f i f 3 2T Em f 4z = 37 £"(0)

2ni 2 . 3
|2 |=p <n 20 % |z |=p |z|=p *

e e T et e e e Y e et mgetew e L

. . . z 1 -
waarin f(z) voorstelt de in 0 holomorfe functie sin 7 - ETZT met h(z)

=1 - z2/3! + 24/5! - eveneens holomorf in O en aldear # O.

1\ AN -b"h? + 2h(n')?
Te bepalen dus (3) = (— -£> =
4
2=0 v h

z=0 h z=0
. . N 2
De integraal is dus 2nil gz - °F .
n

1
= = 0.
5+

v [ e L L e L

OCmdat f holomorf is voor alle z is er een Taylorreeks
= n
f(z) = 3 B2
nso
o0
We. voeren nu in g{w) = £(1/w) = I a.nw_n .
n=0

21s £{z) in z = e een tweevoudige pool heeft, dan wil dat zeggen dat g(w) in ©

een tweevoudige pool heeft.

Dus g(w) = &, *+ a&:.iw'1 + azw-z = £(1/w) .

Dit geeft £{z) = a, + &,z -1-9.222 .

P
.
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4+ De functie z> + 1 heeft milpunten in -1, % + 3%2 y B - lgi . Deze punten zijn
J.

singuliere punten van e3 log(z +1). De halve cirkel z = 2 + Zel¢, O<se@smn

gaat tussen -1 en & + door. In het vraagstuk is sprake van analytische
voortzetting langs die halve cirkel. We beschouwen daarom een volle omgeving

G ervan, z8 smal dat de punten -1 en 5 + igz- er buiten liggen.

In G ligt z = 4 en een re&le omgeving daarvan. Daar is f(x) bepasld en gelijk
aan é% Log(x +1). Deze functie gaan we in G analytisch voortzetten.

Voorop staat dan de vreaag: als z de halve cirkel doorloopt, vanaf z = 4 (¢ = 0),
wat is dan de baan van z> + 1 ?

Duidelijk is dat z> een spireal beschrijft, die bij 64 begint en de negatieve
reéle as bereikt als arg z = % d.i. &als 2z =2 + 2 cos %$-+ 2i sin %?-= 1+ iVé;
dan is z° = =83 daarna komt 2> in het derde kwadraat om,-als z tot O nadert,
dew.z. arg z tot g', naar O te gaan, terwijl axrg z> nadert tot %;-.

3 4+ 1 is dezelfde spiraal, é4n eenheid naar rechts verschoven,

De baan van z
beginnend in 65, via -7 eindigend in 1.

De bij 23 + 1 behorende hoofdwaarde log(23-+1) is een snalytische functie van gz,
zolang 0 < arg(z +1) < mn, di. O S arg z < % (tekening!); dan overschrijdt

z® + 1 de negatieve reéle as; zet men nu log(z” +1) analytisch voort (met:
hoofdwaarde log(z>+1) + 2mi), dan bereikt deze log(z" +1) de- eindwaarde

log 1 = 2ni.

Aldus is een analytische functie £ z) = e-}log(z ) bepaald, die in de redle
omgeving van 4 met f{x) =-\7;3i+1 overeenstemt (dus deze analytisch voortzet) en

2ni
die bij z = O de waarde e 3 oplevert. Dit is de gevraagde waarde van f.

LA .
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Oktober 1965

o0

ix
1+ Bepaal f £ dx_ Pl
(x-i)(x-21i)

-£0

Als U stellingen gebruikt, ga dan na of aan de voorwaarden hiervan is voldaan.

2., Bereken de waarde van de integraal

27

I=f ‘1+af:oss'l:2d17
S 1 +2a cos &t +a

voor |a| < 1 en voor |a| > 1.

3, Het gebied G bestaat uit alle z met =21 <Re z < 2% behalve de refle punten van
de gesloten intervallen [-g- ' %] en [~ %E y - g] . Bewijs dat de integraal

Z

dw
COoS W

0

een functie f£(z) in G bepaalt, die onafhankelijk is van de integratieweg.

4. Bepaal bij de functie

2
nz z +1
£f(z) = St o

1e de singuliere punten en hun aard (z = % blijft buiten beschouwing)

&0
%e de convergentiestraal van de machtreeks I anzn voor £(z).
' n=o0
Oplossingen
o0 : oo
e Fix ix
1. r- o [P
' o (x=1i)(x-2i) e

De aldus bepaalde functie f(z) voldoet aan

1) £(z) = O, uniform in arg z, als z = e, want

£(z)] = 1 . 1 als |z 33
e oy (el el -2~ Jagor o 1
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dus |f{z)| <& als |z| > +jl- (hierin komt arg z niet voor).

2) £(z) is analytisch op en boven de re&le as op een eindig aantal singulari-
teiten na, niet op de as gelegen.
Inderdaad: er zijn alleen de polen i en 2i.

R

3) De integraal bestaat want lim en lim f bestaan
R oo R o0 8

[(x-i}gx-zﬂa"(@ A

Omdat aan de voorwaarden voldaan is geldt

] .

I = 2ni[{Residu e'%r(z)} _; + {Residu e™"£(2)},

Res _, = lim (z-i)e%(z) = e7'/(-1)" = ',
z—~+1i ‘n

Res = ol fe—ﬁ———llz z=d) g, oL fﬁ_L.__Z 3z

22 eni Y-
lz-2i|=p (2‘21) Iz-ail-:p (2-21)

waarin ¢(z) analytisch is in 2i; dus

. iz . iz -2
Res =T1—‘-(P|(2i) = [19 (Z-l) - € } =e !-1—1! = 29-2
’ z=21

Z=21 (z-i)z

I-= 2ﬁ(2e—2—e-1) .

it dz

2. Door de substitutie z = e, dz = ieltdt, dt = 7 wordt

I J‘ 1 +3a(z+z"") dz _ 1 f (22 +a(z®+1))az
- T\ L Ziz - 2% 2 2
Izl=11+a(z+z ) +a |z |=1 (a + (1+a")z + az")z

1 (2z_+ a(z2+1))dz

21 |z1=1z(z +a)(z +a'1)z

-28 +a3+a.

-az(-a +a."1)> =

|a.| <1 I= n(Resz=0 + Resz=_a) = ,(1 +

(a = O apart bekijken; geeft kemmelijk ook I = 2m)

-1
- +a
a| >1 I = n(Res +Res=_1)nm<‘l+—-———>=0 .
l l z=0 z==a -(..a.-1+a)



- 59 -

Opmerking. Veel vlugger gaat {toevoegen van oneven functie)

2 21 21 .

B it %
I - f (1+ae’")dt ) f it j eltat 1 f dz
1 + a.(elt +e_lt) +a? . 1+ ae-lt g ety g 1 z+a

Dit geeft voor |a| <1 : I

i}
He]—=
a
]
N
]

H]
C

|a.l>1: I

let w, en w, duiden we een weg aan van O naar z resp. een weg van Zz naar o
: - T i i .
(zeen ven beide over [-27E , 52—] of [~ %- y = 3] ). Dan is w_ + w, een contour

die een zeker aantal malen om [% R %E] en/of [- % y - -g] heen loopt.

Integreert men langs een weg die [g— ' %T—E] éénmaal positief omsluit,

COos W

dan levert dit

2ni<Res + Res ) .
L COS W 3MT COS W
2 2
T
. . oA 1 -2 P14
Mu is lim (w - 7) = lip —————— =1, d.w.z heeft in
2’cos W LT cos w 2
n n sin(Z - w)
Lindy Lnd-y 2

een pool van de eerste orde met residu -1.

w - &
. Amy_ 1 L -2
Analoog ‘llm (w 5 )cos - lim ——-—-—-———-s_n(w 5“) =1 .
w-—-—--":?“ w-»—E-BZ * -2

De integraal is dus O.

Analoog bij [~ % , = %] (cos w is even!).

We vinden dus langs de weg w, + W, integrerend: O; d.w.z. langs verschillende

wegen w, en -w, van O naar z: dezelfde uitkomst. De integraal in kwestie is dus

1 2
onafhankelijk van de integratieweg.

1) Omdat sin nz = O voor z =k (geheel), komen allereerst de punten z = 0 en

z = + 1 voor nader onderzoek in sanmerking.

z = O, Hier bestaat lim f(z). Dus ophefbare singulariteit.
Z -0
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™ _+ T 1 1
-sm1m1“1+w_w+2'

Voor w -+ 0 gaan twee termen haar e , maar tezamen geven zi}

z = 1, Stel z =1 +w, dan is £(z) = g(w) =

. -n 1 .

lim (— + =) = lim
sin wn W

w0 w=0

sin m - mw _ g0 (w0 (=1/3! + nPw? /50 )

w si w sin
~gin 7w w0 in w

= 1im 112“’(—1/3! +oo|) =0 ,
w0

Dus bestaat lim g(w) = lim f£(z) d.w.z. ook z = 1 is een ophefbare singulari-
w0 z -1
teit.

Analoog -1: f(z) is een even functie,

Opmerking. Nagasan dat het residu in z = 1 nul is, hewijst niets. Zo heeft bijv.

-%; in 2 = 0 ook het residu O, terwijl z = O géén ophefbare singulariteit is.
z

[l

De overige punten z = k (geheel) zijn polen van de eerste orde want

lim (z-k)f(z) = 1lim (z-k)nz = = 1)k 40 .
z-+k z-k sin n(z-k)(-1)

2) Binnen een cirkel met straal 2 heeft f(z) blijkens het voorgaande alleen
ophefbare singulariteiten.

De punten + 2 daarentegen zijn polen.

oo

Dus heeft de machtreeks Z anzn de convergentiestraal 2.
n=o

e
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Januari 1966

In welk gebied is de Laurer_l_treeks

+ 0o
Z cnzn
n=-co
convergent, als ¢ = 1 (n = 0), c, = 3 (n <0) 7
Met welke rationale functie stemt de som vgn deze reeks overeen?

Bepaal van deze functie het residu in z = e .

ia+e

3iz
Bepaal f 92 dz voor 1)a>03; 2)a<0,
ig =% z

Hierbij is de integratieweg de rechte parallel aan de re&le as door ia door-

lopen van links naar rechts.

Aanwijzing: Herleid déor een geschikte substitutie de integraal tot de vorm

+ 0 i

fg(x)dx .

-l

a -

3
b

Gegeven de functie g(z) = (z # 0), en een getal M > 0O,

Bepaal een getal p (als uitdrukking in M) z6, dat voor alle z in de geredu-
ceerde p-omgeving van 0 geldt: |g(z)| = M.

Bereken f f(z)dz in de volgende gevallen:
K
a) k is de eenheidscirkel, &énmaal doorlopen in positieve richting, te beginnen bij.

-1, £(z) is de hoofdwaarde van 21/3 ;

b) k is de eenheidscirkel, &énmaal doorlopen in positieve richting, te beginnen
bij +1, £(z) is in het bovenhalfvlak de hoofdwaarde ven :z1 3 , in het beneden-
halfvlak de analytische voortzetting daervan met inachtneming van een snede

langs de positieve reéle as.
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[~ o0
- - -n
De reeks bestaat uit 2 _zn, convergent voor IzI < 1, en het hoofddeel T 3 " ’
n=g n=1
convergent voor 13-15_1| < 1. De reeks convergeert dus in de ring -;— < lzl < 1.
-1 =1
De som is daar +— + —2—2 S S .
Toz 4 _5t,~1 1-z 3z-1
. - 3 7
Deze functie heeft polen z = 1 en z = -;—met residuen -1 resp. -;— Het residn in
z = e is dus
1 2
(=1 +=3) =%
( 3) 3
zoals volgt uit de definitie
1 | R
{Res f(z)}z:“ao il very ff(z)dz - g

|z|=R

waé.rin R z6 groot is, dat buiten de cirkel geen singulariteiten liggen.

1) a > 0, Stel z = x + ia, dan wordt de integraal
oY 00
ix .
e™38 f_e____é_ dx = e~3? fea-le(x)dx .
(x+ia) o

De aldus bepaalde functie f(z) voldoet aan

1. £{2z) = 0, wniforn in arg z, als z ~ o want

1 1 1
1£(z)] |z+ia|2s(lz[-a.)2<e ls |z| >a + -

waarin arg z niet voorkomt.
2, £(z) heeft op en boven de resle as geen singulariteiten (de enige is een

pool in -ia). R

3. De integraal bestaat want lim en lim f bestaan.,
R~ R—-x
3ix -
= . =O(—12-) voor X = * o] ,
(x-l-ia) _ X

De iﬁtegraal is dus O,

2) a <0, Nu is er §én pool van de tweede orde in het bovenhalfvlek, nl. -ia.
We vinden daar

(z +i8)?

(::+.’ua.)2

[z+ia|=p |z+ia [=p

Het antwoord is dus -6m.

k>8] .
f g dz = IJ(E)—- dz = -21—“!1'- p' (~ia) = 2ni - 31e+3a .:’5;
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3. |g(z)] =-l£il->-u-z-l-;1—l-; dit is L:—L%L als |z| <13 en als we |z|< %

|2|® |2|? |z

nemen is 1[ til > l%la . Dus |
(=) > |j|3 als [z| <%
—lél—s;m_ als |z| = Vi/ar .

Dus als we |z| < min(%, \3/_1/21\{) nemen, dan is |g(z)| =1 .

1

lo
4. &) De hoofdwaarde van z1/3 is ¢3 8 2

met hoofdwaarde log z; en dit is ig
als z=e:LcP en =N <P =T .

De gevraagde integraal is dus

T T
- : . . . 4.
J"e%:.qa. ielq)dtp = fe%w ide = F‘ eﬁ-lq’] " = % (e%ln—eﬂz"ln) =
=7

=T

i Al

: 11,
b) Voor 0 < ¢ < = geldt z° = e> % ; deze functie blijft bij enalytische voort-

zetting in een gebied, dat de beneden helft van de cirkel z = e’ ? (dus
1,
n<g <2n) omvat, de voorstelling el 19 behouden. De integraal wordt dus

am, . 4, 72n .
[ i situn - b 303 ).
0

0

T T

Analytische voortzetting wvan e'} log z _ e% IOEIZI +'l-:|.a.rg Z over de nagati:eve ‘:

reéle as komt neer op gebruik van log z = f%- = i arg z (K cirkelboog vé.na.f
g _
1 positief doorlopen tot z), uiteraard zénder discontinuIteit in arg z.
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April 1966

1, Bereken met behulp van residuen de integraal i

tn

f cos odo
1 - i\f} cos @

?. Bepaal van de functie £(z) = de coBfficiénten o en d ven de Laurent-

reeks Y-z
bt n ® Il
3 %Jz-1-i) + I %Jz-1-i) ,
n=0 n=1

die convergeert in een ringgebied, dat het punt z = 0 bevat.
(Suggestie: gebruik bijv. breuksplitsing. )

3, Theorievraag: f(z) is analytisch voor |z} <2, heeft in z = O een tweevoudig

nulpunt, en heeft verder geen nulpunten. Leid af, dat

f.' Z - . : ,.,:J
fﬁ(z—)l dz = 4md -

|z]=1

G SRR 7 Sy

Z
4. Beschouw F(z) = ;ﬁ%—c , waarbij O <Re z < T, terwijl de integratieweg
n/2
eveneens tussen de verticalen x = O en x =7 blijft (de sinusfunctie heeft uit-

i T

T

sluitend re&le nulpunten). Toon aen dat

1) Flz) door deze definitie ondubbelzinnig bepsald is.

2) F(z) de analytische voortzetting is van de op O <x <7 bepaalde functie
X o

log tan 5

3) F(g + iy) = 2i arctan ed - %- (y reBel).

Cplossingen

1. De subetitutie el® = 3, iei¢d¢ = dz, dg = %% geeft

I = f cos gqdo _ _ f ztz dz _ j’ 22 +1)az j
o 1 - i\fi cos 2 l"‘ 2 - i\f5(z+z-1) 2 P 1“1 ({3 z® + 2iz + {3)?}:

We ontbinden de kwadratische factor in de noemer - i’

v
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{3(22 +2—i zZ - 1 +4-) = \1—5(2 +—j"—-+g-i-)(z + 4. 21) = {3(z+i{3
ERE A 3 3 B3

De integrand heeft binuen lz] = 1 twee polen van de eerste orde, nl. O en i/\[B,

met residuen —— en -5 — ; dus
3 13

(22 +1)dz _ 2ni

te le {3(z+1{3)(z-1/(3)2 wb R

Opmerking. De integraal verandert niet wanneer men bij de 1nteg:ra.nd

i sin /(1 - iy3 cos 9) (omeven functie) telt zodat de teller e 19 yordt. De

integraal in z wordt dan eenvoudiger:

j dz ) _1_f 22dz VA
i+ ) B3 @ril)(z-1/B3) o4z 3

| Wl
+ oo

2 2(2) = o) (77a) -

-

2
e pool -1 van Ttz
ontwikkelen) dan O; dus nemen we de Taylorontwikkeling

%‘ - —% _ + o;(”z-'\-i)n
T+z 2+i+(z-1-1) +i o 2+1i *

1
De pool 1 van Tf—z daarentegen ligt dichterbij 1+i dan O; hier nemen we dus

de reecks der negatieve machten

v sk fmm1-1) _ 5w (i)
I

" - (z-1-1) 1+if{z-1-1) "%

1 ppe

7

i n
. o —mm [ ——
We hebben dus gevonden: ¢ = 3573 (2 +i)

) a =~k (1) .

. -
3. £(z) heeft rond z = O de Taylorontwikkeling I a2z , a, 4 O. Hieruit volgt

n=2
2
+ + . 2a_ + -
£1(z) _ Za.zz 38.32 o1 a, +38,2 + ) (z)
£z 2 R za2+asz+... z

az" +a.2
2 3

waarin o(z) analytisch is voor |2| <2 (teller en noemer analytisch en noemer

# 0) en 9(0) = 2, Dus

{3

ligt verder van 1+1 (dat is het punt waaromheen we moeten

P T ST I Er

R
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j\—'((—zf-dz= . l;f?-(—)-dz= 2mip(0) = 4md .

|z|=1

4. 1) De integrand is tussén de verticalen x = O en x = n analytisch (de noemer
is dat en wordt niet C). Dus is de integraal onafhankelijk ven de weg va.n 'g-
nasr z (hoofdstelling der complexe integratie). De definitie is dus ondubbel-
zinnig.

2) Op 0 <x < n geldt

51n 2

E=x
—-——L- [logtans-} = log tan & .

n/2

Cp O <x < m geldt dus F(x) = log tan % .

Br ken geen andere analytische functie F*(z) bestasn waarvoor F¥(x) = log tan % .
Dan zouden immers F*(z) en F(z) beide analytisch zijn in een gebied G dat

0 <x < 7 bevat en gelijk in tenminste &én punt (zelfs alle redle punten) van elke
omgeving (in G¢) van = (of een ander punt van 0 <x < m); volgens de identiteits-

stelling kunnen F*(z) en F(z) dus niet verschillen in G.

3) F(g + iy) heeft tot afgeleide naar y (kettingregel)

1 . i _ 2
cos(iy) ¥ , 7V

sin(-g- + iy)

Y)' = 2% ey 2i

1+ V47V

Eveneens vinden we: (2i arctan e

Verder geeft y = O F(—-) O resp. 21 arctan 1 - 712—1 = 0, Het constante verschil

tussen de functies is dus O.

T LT Sm e iwes e Y Dol e TS
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Juni 1966
+00 .
xe ¥
Bereken f — = ax .
(x"+1)
+ o
Stel & cnzn is de Lemrentreeks van een functie f, die holomorf is wvoor
T1=wi0

|z] > 1 en in 2 = = een tweevoudig nulpunt heeft (voor |z| <1 is f niet ge-

definieerd).
a) Laat zien: c, =0 (n=-1)

0_2740 .

b) Bewijs ff(z)dz =0 voor elke R > 1.,
|z|=R

Bereken de limiet van e\[z, waarbij \rz de hoofdwasarde voorstelt, in twee ge-
vallen:

a) z nadert tot -1 langs de eenheidscirkel in het bovenhalfvlak,

b) z nadert tot -1 langs de eenheidscirkel in het onderhalfvlak.

Theorievraag:

a) Wat is een gehele functie?

b) Noem en bewijs de stelling van Liouville over begrensde gehele functies.

Oplossingen

o0

We kunnen de integraal herleiden tot de gedaante felaxf(x)dx, met « > O,

door te substitueren x = —uj maar hier lukt het ook door er een integraal met

waarde O (oneven integrand) van af te trekken:

o0 , o ix
ye ¥ 2% cos X dx .
(x2+1)2dx- f(x +1)? e f(x A
i N |2 (lal+1® ____1
e j£(=)] (22 +1) (|z|2-1)2<([z|2..1)2 (|z|—1)2<e
als lz|>1+—1— .

€

gt
I
i
r
;
B

5

i

o RN i e i
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Dus
a) £(z) ~ 0, uniform in arg z (het gaat alléén om |z|), als z = .
Ook is voldaan aant

b) £(z) is holomorf op en boven de re&le as, op een eindig aantal singulari-

teiten na, nl. één pool (van de tweede orde) bij z = i.

R 0
¢) De integraal bestaat want lim en lim f bestaan,
R-»oo R—;oo
. 0 -R
xe'* 1
[ = O(-—) voor x - + ]
(x2 + 1 )2 x3

Dus kunnen we I vinden uit

I = - 2ni {Residu f(z)eizf}Z:i

. iz
1 heeft f(z')elZ de vorm (Q(Z))z = €(2+:;) waarin ¢(z) holomorf is in :
z-1 z -1 4
z = i, Dit geeft :

3 1
- _ (=) \ ozt
Residu _. = 3= f dz = @ (z)z=. = [ — =

i
|z-i]= p(zul (z+1)7), 5 ’
!
- {(eiz + izeiz)(z+_jL)2 - 2(z+i)dze? - (9-1-e-1)(-4) + 111.@3"1 LA ‘%
(Z +i)4 z=i 16 4e ‘{%
I o
D’LlS I - 2e L]
2. a) Als f(z) = & o Z holomorf is voor |z| > 1, met tweevoudig nulpunt in 5
n=—co o C o
z = o, dan is g{w) = f(:;) = I c_nwn holomorf in |w| <1, met tweevoudig
n=~e0

nulpunt in z = O. Dus heeft g{w) rond w = O een Taylorontwikkeling, beginnend

met w2, 4.W.z. C - Ovoorn<lenc_, 4 0.

J i RS L P

n=2

b) De reeks g{w) = = c_nwn js uniform convergent op en binnen elke cirkel ﬁ
n=2 b o

w| = p <1, of wat hetzelfde is: de reeks £(z) = I c_nz_n is uniform con- 3
j

vergent voor |z| =R > 1.

De integratie



- 69 -

- .
f z c_ z"ndz
‘ 2 | =R n=2

kan dus term voor term worden uitgevoerd. Alle termen geven O; dearmee is het
gestelde bewezen,

3¢ Alg z = elq’, - % <@ =< n dan is hoofdwaarde log 2z = 1og|zl +iarg z = ip, en

4.

dus is \(z = g- :up. .

cos §-+i sin cos §-+i sin-g'
We moeten bepalen lim e en lim e « Vanwege de
eln pl-n
o4
continuiteit der betrokken functies zijn deze limieten resp. e M oacoa 1+ sin
en ¢”™* = cos 1 - i sin 1.
Zie dictaat.

Ander bewijs voor Liouville.
Voor een gehele functie f£{z) vindt men voor willekeurige a en b

mite(a) - 1) [ (G5 - e - [aspiliha
K K

waarin K bijv. een cirkel om 4(a +b) is met straal R > #|a -b|. Als £(z) be-
grensd is, |£(z)] <M, dan volgt

[a-blM
(& - 3la-p])®

|£(a) - £(b}] < R -0 als R—® ,

Dus f(a) = £(b), d.w.z. £(2z) is constent.

ST e VT L

P
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Oktober 1966

+DO
CO8 X
Bereken w+i)(x-21) dx .
-
oy 1
Gegeven de functie f(z) = kf:o CERICHTE)) (z 74 0y 1,2y000)

a) Bewijs dat £{z) voor elke z # 0,1,2,... een holomorfe functie is.
b) Bepaal het residu van f(2) in z =0eninz=n (n=1,2,3,...).
c) Toon aan dat de punten z =n (n = 1,2,3,,..) ophefbare singulariteiten

van £(z) zijn. (Bedenk welke termen de singulariteit in z = n veroorzaken.)

Theorievraag. Bewijs het volgende speciale geval van de identiteitsstelling:
As £(z) en g(z) analytisch zijn voor |z| <1 en f(i—) = g(%) VOOr . = 2,3,4540s

dan stemmen f(z) en g(z) overeen voor alle z {jz] <1).

1
tz
Laat F(z) op het domein |z| = 1 gegeven zijn door P(z) = f e—t'ldt
(t redel). 0

a) Motiveer dat F(z) analytisch is voor |z| < 1.
b) Bepaal F(n)(ﬁ) en geef de machtreecksontwikkeling ven F(z} rond z = O.

¢) Leid uit het voorgaande af dat F(z) analytisch kan worden voortgezet tot

een gehele functie.

Oplossingen
oo co i ‘o oo q‘r
cos xdx - (e X+ X dx ( % + % ) ix; o
(z+i)(x~-21) 'Exi-ijz;c-Eij (x+i)(x-21) © (x+i)(~x-21)’° %X

D -2 -1 _
= 2m3 (E residuen in bovenhalfvlak) = 21ti(96—i + e—:—) = -735 (e"'2 + e 1) .

[~ ]

1ﬁ%~g§an na dat ‘[}(x)eixdx inderdand san de vereisten voor de aangegeven

berekeningswi jze voldoet:

1) £(2) heeft alleen bij 2i en i polen in het bovenhalfvlaek en is daar overigens,

en ook op de re€le as, holomoxf.
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1 .
ORHOIRE (7 _213(’7"21_-2) < 1211_2 voor |z| > 2; dus |£(z)| < ¢ als
|z[ > 2 + 5_1; dus als z - dan f(z) - 0, uniforn in earg z, want in
|z| > 2 + e~! xomt arg z niet YOOTs
R o
3) De integraal bestaat want lim f en 1lim f bestaan [want

R-'OO R-DOO

0 -R
co8 X 1
(_x-i—i)?x-—Zi) = O(xz—) vOOor X =+ j'_°°].

[-+]

a) Beschouw f(z) = in een p-omgeving van een punt z,

nﬁo Z-m)(z-n-1)

waarin géén der punten 0,1,2,.... ligt. Dan zijn alle termen van de reeks daar
holomoxrfe functies van z; en de functie f(z) is er ook holomorf want de reeks

is in die p-omgeving van 2y uniform convergent omdat

1 1
|(z-n)(z-n_1)| < (n-lzol“P)(n‘*'"1" Izol‘p) voor alle n > [zol +p 3

hierin is het rechterlid de term wvan een convergente reeks; de oorspronkeli jke
recks is dus (Weierstrass) uniform convergent in de p-omgeving van z, en stelt
daar een holomorfe funciie voor.

Conclusie: f(z) is in elk punt 2 74 0,1,2,... analytisch; wat voor singnlari-

teiten er in 0,1,2,3,... 2ijn, moet nader worden bekeken.

b} In een p-omgeving van z = n geldt

* - 1 - 1 .
£(z) = GoE s zon) CEEVICEEE) +h(z)

waarin h(z) holomorf is (zie a)). Er is kemnelijk geen pool van hogere orde in
n. Dus vinden we het residu met

lin (z-n)f(z) =1 -140=0 .
z ~n

Voor het residu in O vindt men -1 (de eerste term ven * ontbreekt daar).

¢) Bijn = 1,2,3,... is niet alleen het residu O, maar bestaat zelfs lim £(z)
| z =n

2 in O het residu O heeft, terwijl

(géén gevolg van "residu = 0"; bedenk dat z
0 een pool is); uit * volgt nl.

£(2) = z-n+1)€z-—n-‘l) +h(z)

waaruit blijkt dat lim f(z) bestaat. De punten n = 1,2,3,... zijn dus ophef-
Z -1
bare singulariteiten,

;
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Opmerking. Dat £(z) = = %- (na opheffing der singulariteiten in 1,2y00.) blijkt

uits
£(z) = lim EN( ! - ! } = lin (-"‘1"‘—"""'1 )
z Z=k~1 z=k z gz=-N=1 '

Nesoo k=0

‘Dus £(z) + % = lim ?_11\1'_7 ., Het rechterlid is in elke p-omgeving van elk punt
Ne-oo 2777
Z, gelijk aan O, en stelt dus de holomorfe functie O voor.

3, £(z) en g(z) zijn anslytisch in |z| <1, dus te ontwikkelen in machtreeksen:

[ ] (=]

i i _ . .
.2 8,2 Tesp. 'Z‘. biz . Stel a, = bi voor 1 < Nen 8 74 'bN. Dan is .
1=0 1=0 S
£(z) = g(z)aiin(a.i—bi)z = (a.N-bN)z (1 + 321 ¢z Y} . )

Voor z — O heeft de laatste term de limiet 1; dus voor voldoend kleine |z,

oo )

stel 0 < lz[ < b, geldt 11 + L cjzal >4, en dus £(z) - g(z) £ 0 voor
J=1 .

0 < IZI < bo

Dit komt in strijd met f(rll-) - g(:T) =0voorn=1,2,3... « Ben getal N, als
ondersteld, bestast dus niet. Dus &, = bi voor alle i = 0,1,2,¢0ey dus
£(z) = g(z) in |2| < 1. |
;
e 2_ 1
4e &) F(z) = f =—;— dt is enalytisch voor |z] <1 omdat de integrand

g

- etz - 1 - af tz “
flzt) = S en F-=e " voor |z| <t en 0O <t <1-als f(z,t) saange=- ;
;

vuld wordt door de waarde z bij t = O - contimu zijn in z en t.

1

b) Op grond van het voorgaende is F'(z) = fetzdt; dit geeft voor z = O :

F1(0) = 1. 1 0 !
(n) n~1_tz (n) 1 .

Algemeen: F\P/(z) = [t 'e%dt; dus F* (0] = = terwijl ?(0) = 0.

0

De machtreeksontwikkeling van F(z) rond z = O is dus

B -
H 1S,

(-]
b

n

1

Men vindt dit ook door termsgewijs integreren bij ‘ :
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o zntn--‘l o r“":n. ! et 0 zn
F(z)uf b = dt=2m-ft it = & == .
o] n=1 n=1 O n=1

Dit termsgewijs integreren is geoorloofd omdat de integrand bij elke vaste z

z k2
een voor O < + &€ 1 uniform convergente reeks is (met majorante I 121' ).
N ’

©w n
¢) De reeks I Hzrr'f stelt een gehele functie voor [de convergentiestraal is
n=1 =’

oneindig, zoals van e}, die voor |z| < 1 overeenstemt met F(z), en dus de ana- E

lytische voortzetting van F(z) is.
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Januari 1967

Bereken de integralen
+c0 +o0
xd.
_'J;dx en f 3 X .
x +i x -1

a) Toon aan dat de functie
e” =1
b) Bepaal van de functie f(z) = de singulariteiten (eard nader

z (ez-1
aan te geven).

¢) Bepaal van deze functie f(z) de residuen in de gevonden singuliere punten.

Theorievreag. BEen functie f(a) is gedefinieerd door

pa) = [H2ar (o] <),
| z|=1

waarbij ¢(z) continu is voor |z| = 1.
Bewijs dat f(a) in het gebied |a| < 1 een holomorfe functie van & is,

De functies f1(z) en fa(z) zijn gegeven door

o n-1.
log 2 - I ﬂr)l——z“

=9

i

£, (z)

fo - 3 GO (=)

2 fim1q ‘
a) In welke gebieden zijn f1(z) Tesp. fz(z) gedefinieerd?

b) Toon aan dat f1(z) en fa(z) elkears analytische voortzettingen zijn.

oo
- . xdx .
Bij de integrasl j‘ igs voldean aan de eisen:
x3 +4
-0
1) £(z) = 32 is holomorf op en boven de reéle as behalve in een eindig
z-+13

asntal singulariteiten, niet op de reéle as.

in z = O een ophefbare singulariteit heeft.
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Inderdaad blijkt uit z° +1i = (z~1)(2%+iz=1) = (z~i)(z+ i + 33 (z+ i~ 3V3)
dat slechts &é&n pool (van de eerste orde) in het bovenhalfvlak ligt.

2) zf{z) = 0, uniform in arg z, als z = .

Inderdaad geldt |z3+i|'_>— [2[3 - 1>0 voor jz| > 1 dus

2
|2£(2)| < —]—l—- ! ! <e als ]zl>1+l .

|Z| |2] - 1/|=]® IZI-" ©
Dus als |z| buiten de cirkel lz| =1+ ¢! 1igt, onverschillig arg z, dan is ‘
|26 (z)] <€ - . o ’*;
%) De integraal bestaat want lim en lim f bestaan ﬁ
R~ 6 R ~sco B

[I--—x——[ = O<1—2> voor x - o).
x> +i X

[

Tus geldt f X4X  _ oni Res, —&— = 2ni lim = 2 .
3. i 3 . . . 3
x” +1 z- +1i z—+iz +iz-=1
-l
[~ -]
De integraal f de' moet het aan % n toegevoegde complexe getal opleveren; {
X =i
-0

dat is % n. De gelijkheid van de twee integralen plijkt ook uit

o0 [==]
f( 3x - BX )d.x = f__-;_21_§ dx = 0 (oneven integrand) . 3.
_ x~+i x -1 Lo x *+1 ‘ T
a) hl zijn teller én noemer analytische functies; bij z = O heeft de .,

-1
noemer een geisoleerd nulpunt; de breuk heeft daar dus een geisoleerde singu-

lariteit. Deze is ophefbaar want de limiet voor z - 0 bestasat!

-

lim z llm 1 1 P = 1 .
z—+0 e =1 z—-o1+-z+-6— * oaes
b) £(z) = o ! ) heeft een singulariteit in elk punt waar e? = 1, dus in
e =1
= ki (k geheel); in z = O is het een pool van de derde orde want lim 2 i‘( )
Z-0

bestaat en is # O (zie a)); in z = 2kni (met k # 0) vinden we polen van de

eerste orde, want
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lim (z=2mi)f(z) = - —— lim Z;jﬁ;‘i =-— .
z—+2kni 4k z-—~2kmi e -1

¢) Het residu in z = 2kni (k # 0) is = . (Zle b)). Voor z = O is het

B’I_k
o]
h
\._I
o
5]
1]
Lﬁ
m
|
—
o
™
|
ml_,
mlm
e
E
oy
™
!}
.e-
—
o
S
i
ol
N
S|
S

1

Dit wordt, als we 1 + l % +%— 2 4+ ... = b(z) stellen:

N\ N _n" - b2+ 2(h')%n 1 .2 2 1
Z=0 Z=0

Z=0

£(a+h) - £(a) = _E.Ll_ ﬂ_l)dz - (z_zqa_(}zlj)%z_a :

hierbi] nemen we h z6 klein dat a + h nog binnen [z| = 1 ligt; bijv.
]hl < #(1- ]a]) zodat ]z-a-h] = iz, - Ia’ - ]h] > 4(1 - la.l) blijft.

f(a+h1?l-f(a) - j p(z)dz fggz)dz . I ho(z)dz

(z-a-h)lz-8) 2 2
IZI=1 ] l 3 (z-a) ‘ZI=1 (z-a-h)(z-a)
wo |Hathiatlal f ey < o] - one g et fo(a)]| <m0 Jal - 1.
"R e |
Als h = 0 dan gaat het rechterlid naar O, d.w.z. 1lim iﬁﬁ'*ﬁ)'-f(&), bestaat,
h—+o
en is f&(&& )
(z-a)?
f(a) is dus voor elke & bimnen |z| = 1 differentieerbaer; bij elke a behoort 3

dus een omgeving van punten waar f differentieerbasr is; d.w.z. £ is holomorf

in |z} < 1.

a) De reeks voor £, (z) heeft (wegens lim sup'“v/r:: n.*u:\/r%;= 1) de conver-

gentiestraal 1. Voor alle |z| <1 is £ (z) dus gedefinieerd. Voor refle lx| <1
geldt f1(x3).= log 2 ~ log(1+x).

Evenzo is f (z) gedefinieerd voor alle z waarvoor

|]-Z\<1 duin |z=1] < lz+1]



- 77 -

dus voor alle z in het rechter halfvlak, Voor z = x > O vinden we

1 -
£,(x) = log(1 + 735 = log 2 - log(1 +x).

il

b) Voor 0 < x < 1 geldt dus f1(x) = fz(x). De doorsnede der twee definitie-
gebieden bevat dus bijv. het punt z = % , met in iedere omgeving een punt
(zelfs oo vele) waarvoor f1(z) = i‘z(z). Dit geldt dus (identiteitsstelling!)
in de hele doorsnede. In de vereniging der twee gebieden is dus één f(z) be-
paald; deze zet f1(z) snalytisch voort in het definitiegebied van fz(z) en

cmgekeerd,

R o

T e e T T e T o
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April 1967
. [« o
‘ ei}c cos x
Bereken f — dx .,
x =2

Gegeven f(z)=-——8-?g-gr—— .
| 2-2%+z?

a) Bepaal van f(z) de leurentontwikkeling van de vorm

o0 n - ) n

a z -+ .
z n IH a__nz ’
=0 _!‘1?1 .

die convergeert voor z = 1 + i,

(Aanwuz:n.ng: gebruik eventueel partleelbreuksplltsz.ng )

b) Bepaal van f(z) het residu in z = e,

Gegeven: g{z) is een holomorfe functie van z in het gebied |z| > % en

lim ¢(z) = 0 (uniform in arg z voor - n <arg z < =m).
2 o0

De functie f£{w) is gedefinieerd voor |w| # 1 door de betrekking

f(w) = ——- fﬂ’-(_% dz .
ja|=1

end

B -soo

a) Bewijs: lim L | -3(:5% dz = O wvoor elke w .
2|k

b) Bepaal f(w) voor [|w| <1.

. c) Bepaal f£(w) voor '_]WI >1.

4.

Twee functies f(z) en g(z) zijn gegeven door

£lz) = at - ; g(z) = log :r: (hoofdwaarde ).

t+2

a) Toon aan dat VOQI‘"-.E-i.].._B': z buiten het interval [-1,1] geldt £(z) = g(z).

b) Bepaal de sprong .
f(x+i0) = f(x-— i0)

voor een willekeuri_g pun_t, x =1 <x <1,

e i, e

i

v Jadpsia -
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Oplogsingen

o0 oo . oo

J e e [£—ax+s | dx =3I, + T, .
2 . ' 2 . 2 . 1 2
& X -2i 2i X - 2i

i
o

oo X T -

In het gesloten bovenhalfvlak geldt |e®'?%| = |®* 2| = ™ < 1, qus
ez‘iz 1 1 1 2 . 2 A

| - < — < P , want lz -21|-‘—‘=|z|—-2>0m1ts |z|>\[2.
#-2i |28 -21] |z]%-2

00

Beide integralen vallen dus onder het type ff(x)dx met een f die voldcet aan

e € roaEr <TaTewr e ws [T en 0 <apa<n (i e

tweede integrend doet het argument niet terzake; dus is voldaan aan de eis a):

a) zf(z) = 0, uniform in arg z voor O S arg z S m, als z =&,

Verder is voldaan aan de twee andere eisen:

b) f(z) is holomorf op en boven de reéle as, op een eindig aantal singulari-

teiten na, niet op de refle as (één pool, 1 + i, in bovenhalfvlak).

oo 1t C
c) f begtaat, d.w.z. lim en lim f bestaan

A Reeoe S R""°°_

2

[Beide integranden zijn (1—> als x =% en als x = - %] ,
X

Volgens de betreffende residustelling geldt dus

2iz 2i-2

. 7t ~2423i
I = 2ni Res, . =2ni =7 == (1+i)e
1 14,2 oy 2+2i 2
I = 2ni Res = omi g = B (141) .
2 1+ 2% - 24 2+2i 2

De gevrdaagde integraal is dus 45 (1 +i)(e"2+21 +1).

. Opmerking. Natuurlijk is I1 ook van het type felaxf(x)dx, a > 0, Men kan dus

-9

volataan met de eis f(z) = Oj maar dank zij de kwadratische noemer geldt zelfs

zf(z) = 0, zodat we beide integralen op dezelfde manier kummen behandelen.
I.p.v. zich te beroepen op de stelling kan men ook, als in het dictaat, bewij-
zen dat de integrelen over een halfcirkel van R near -R (in het bovenvlak)

voor R — es naar O gaan (ga na waasrom @ > O moet zijn).
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2, &) £(z) =,J:;2.%= 8-§§_ﬂ - zi1 + 2Bz+C

2-2"+2"  (z+1) (2°-2z+2) ~27+2

8 - 2z = A(2° =22 +2) + Bz(z+1) + C(z+1)

z = =1 geeft 10 = 54, dus &4 = 2

2 =0 geeft B =24 +(C, dus C =4

de cobffici&nt van z° geeft B = =«A = =2
2 -2z +4 2 -2z +4

f(z) = + - =

(2) 1+2z 22 2 0p # 2 1+3 (z-1~1T(z-1+:J

De residuen inz = 1+ien z = 1~i zijn 25121 = wl=i en-zfz—sl= ~1+1i; dus

2 1+i 1w-i

f(z>=1+Z-IZ.-1-i,Z-;1+i *

Men kan deze s8plitsing wel 20 viug vinden door rechtstreeks de residuen van
f(z) te bepalenj de gewone breuksplitsingsmethode vergt door het opireden van
complexe .gefal_len wat meer rekenwerk,

Omdat het punt 1 + %i verder van O ligt dan -1, maar dichterbij dan 1+i en
1-~1i, moeten we de eerste breuk ontwikkelen in negatieve machten z-n, maar

beide andere in Taylorreekgen (hier meetkundige reeksen):

A =1

1 1
£(z) = 12;22"’ TITZ(TvL) T T-z/(0-1)

S 2 X ()P B [P e (e0)P)ET
n=1 n=90

Deze Laurentreeks convergeert voor elke z in de ring 1 < |z| < 12 .

 b) Het residu in z = o is: -(som der residuen in -1, 1+i en 1-1i) =
s =(2=1ci=1+i) =0,
len kan ook uitgaan van de definitie: - L ff(z)dz waarbij |z| = R alle

2ni
singulariteiten mcet omvatten. j IER

Op de integraal passen we de formule IJ (z)dz| < LM toe, wasarin hier L = 2R,

en |f(z)| <M op de cirkel |z| = R.

Algemeen geldt |8-2z| <8 + 2{z| en [z -2z +2| > [z| |z2-2l » [z|3 - lzla

en dit is zeker > O als | ] > 2.
. Dus geldt op elke cirkel |z| =R > 2
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‘dat |o(z)| <€ voor alle |z| = R. Dit geeft
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| |£(z)as| < 2np S22 =&t8ﬂ‘*£;<-4glz<e .

- - -1 -1 f

B R =R" -2 R-1-2/R" R 3 5

E

als R>g~-+j—§“‘IE (en > 2), -
De integraal hangt niet af ven R (want |z| = R omvat alle singulariteiten); o
de waarde is absoluut <& d.i. een willekeurig positief getal; de waarde is _ -k

dus O,

a) We beschouwen f?_(_l dz bij veste w en verschillende R > |w|. De inte-
|z|=R

graal heeft dan een vaste, van R onafhenkelijke waarde (tussen de cirkels

liggen géén singulariteiten), stel a.

Vol’gens het gegeven kunnen we bij iedere willekeurige € > O R 26 groot nemen

£ 2ne 2nE

lal(ZT‘RR-IW]<1-]?WfR<1—%; als R > 2|w| .

Dus moet |a| kleiner zijn dan een willekeurig klein positief getal; d.w.z.
a = 0. De integraal is dus voor alle R > ‘wl gelijk O3 dus is de limiet in
kweétie inderdaad C.

b} Als |w] < 1 dan doet zich het onder a) genocemde geval R > |w| voor; dus
£{w) = 0 voor |w| < 1.

c) Als |w[ > 1 en R> |w| dan geldt (kenaalmethode) |

(oo gl [ola o
el |a]=

ofwel 0 - f(w)=g(w); dus f(w) = - o(w) ala |w|>1.

a) Als z = x > 1 dan geldt de reéle betrekking

: 1
' dt o
* = +
-1

tmy
+ 1 ,
= log i_.] deie £(x) = g(x) .

ta=1

Na is £(z) een holomorfe functie voor alle niet op de integratieweg [-1,1]
z + 1

-
niet op de negatieve reéle as ligt, m.a.w. wasrbij z+1 en 2 =1 niet tegenge..

steld gericht zijn; d.w.z.: z niet op [-1,1] ligt. De functies £(z) en g(z)
zijn dus holomorf in hetzelfde gebied; verder zijn ziJ gelijk in oneindig veel

gélegen z; verder is log ::1 voor alle z (7( + 1) holomoxf, waa.rb:.,j
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punten z = x > 1; zij zijn dus beide de analytische voortzetting van de reéle
functies £{x) en g(x), die zoals is gebleken gelijk zijn voor x > 1., Dus
buiten [-1,1] geldt £(z) = g(z).

. | . . +ih+1 x=3ih +1 \
b) f(x+i0) ~ f(x=1i0) = illmo(log ;—:-—_;_-%1—_—1'- 1 iR T -
) x+ih+1) |x-ih-= oy . . IS

lim log(lm . [ml) + lim [i arg(x+ih+1) - i arg(x+ih= Y]

hio ‘ - - hilo .

- lim [i arg(x=-ih+1) = i arg(x—-ih-1)] = log 1 + [0=in] = [0~ (-im)]

hilo
= - 2ni 3
Opmerking, Rechtstreeks integreren
1 .
f tdicz = log(z+1) - log{z~1) (hoofdwaarden)

-1

is alleen geoorloofd als men zich bercept op (zie I1T.1)

Kff(t)dt = F(B) - F(4)

en dus negaat of F(t) = log(z+t) in een omgeving van [-1,1] enelytisch is en
tot afgeleide heeft. '

t+z
Vervolgens moet men nog aantonen dat log(z +1) - log(z-1) met g(z) overeen~

stemt.
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(a2 ]
' eix coS 2%
Bereken f 8005 2X 4y (a > 0) .
2 2 )
X +ta i /
- i
B Z -2 :
o . +
Gegeven f(z) = =2 .
2 2
- Az +m

a) Bepeal 1lim £(z) en 1im £(z) .

ni i
7, - —— Z, > ———
2 2
e . .oni ni
b) Bepaal de residuen van £(z) in Zoen -

cﬁlﬁ@t is de convergentiestraal van de Taylorreeks van £(z) omz =0 7

a) Bewijs dat voor |z| = 1 geldt
+ 1. Zle z
2+, = .

b) Zij ¢{w) gedefinieerd door de betrekking

1 R
o) m gy [ BRe .
PE

Bereken o9 (w) voor O < [w| < 1.
Bereken ¢ (w) voor |w| > 1.

%whﬁdmﬂnhlsummtyw%@

a) waar |cos z| en |sin zl maxima bereiken en welke waarden deze maxima hebben

(gebruik de machtreeksontwikkelingen ven cos z en sin z, en het feit dat

oo [-~] .
l by ahJ < I |ah| voor de beredenering van Uw antwoord);
n=o n=0 :

b) op welke lijnstukken cos z refel is en welke extrema cos z daar heeft;

¢ ) op welke 1lijnstukken sin z refel is en welke extrema sin z dasr heeft.
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‘Tiu hebben I1 en 12 veide een integrand van de gedaante e

3iz
Volgens de stelling is dus: I1 = Zﬁ{Residu ..E;......._J .
z=ig
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Oplossingen
e'* cos 2x g 3X g™t ™
fw—rdx=% f > dx+% f s 2dx="‘:§~11+—%—12 .
% +a x° +a %% +a :
-0 - -0 E
q
Het minteken in I2 verdwijnt door de substitutie x = -«u o
elu elu elx &
1 = f 2d(—u)= fﬁdu= f—;——zdx . B
2 u2+a u +a x" ta :
00 -0 - . N

imxf(x) met o >0, en

kun.jrien we nagaan of voldaan is aan de vereisten voor de desbetreffende residu-

Si:éiling:

1) is £(z) = op en boven de refle as holomorf behalve in een eindig

2
z +a

aantal punten, niet op de reé&le as?
Tnderdaad: £(z) is er alleen in ia niet-holomorf.

2) geat £(z) = O uniform in arg z, als z =, voor 0 <argz <mn?

Tnderdaad geldt |£(z)| = 21 zodra |z| > a, went den is
z  +

<1
azl lzlz“'az

|Zz +a21 = [zlz - a? > 03 dus

1 1/1 2
s 2 & dew.Z. als ]z] >z te ’

If(z)l < e als
2|2 -a

waarin erg z niet voorkomt (dus uniform in arg z).

3) bestaat de integraal?

R 0
Aangetoond moet worden dat lim f en lim f hestaan.
o«
eiax 1 ax
[volgt wit |— | = —5—7 en het bestaan van f——-—-] .
x° +a X" +a J %% +a?

z +ta
Het residu is in dit geval gemakkelijk te bepalen, omdat we te doen hebben met

een pool van de eerste orde:

iz - 38,

. . . = . T =3a
I, =2 lin (z=~1ia) —— =2 S =ge .

z2 —+iga z 48
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e”®; de gevraagde integrasal is dus 2—“; (e-3a+e'a) .

o s

Evenzo I2 =

ix |, .
Opmerking. Toevoegen van (_e____:_gl_ral_?gg_ (g8én oneven functie) aan de integrand
* +a

e @A .

verandert de uitkomst!

S, e

2. a) Door z = $ni+h te stellen vinden we

Lim eZ+e”? _ Ii.m e%ﬂlli-h + ed%m"h o Lly4p & eh-e-h _ 4
prbni 422 47 heo  ABRFAL) ™oheo 4B 2n 3

Omdat £(z) een even functie is geeft z = -3 mi dezelfde limiet 51; .

v) Stellen we f(4ni)= £{~-3m) = 21—“ dan gaan de singuliere punten z = & mi
(ophefbare singulariteiten van f£(z}) over in reguliere; f (z) wordt aldus een

overal holomorfe functie.

De residuen in Ani en -4 ni zijn dus O.

Men kan dit ten overvloede narekenen met

2z

: . eZ+e” i=i _
Yp (2= 2 ER) T 4R O

z—Ani

¢) De Taylorreeks om z = O heeft een convergentiestraal R die gelijk is aan de
afstand tot de dichtst bij z = O gelegen niet-ophefbare singulariteit; deze is

er niet; dus R = e,

2 a)Als |z| =1da.nz=em, z+%=eiq)+e-1¢=2005q)=2Reelq,=2Rez.

2
b) Gebruik a): o{w) = Ejn'i- j.-z?}g%dz .

|2|=1

Als 0 < |w| <1 dan heeft de integrand twee polen, z = O en z = w, binnen de

2
contours; p{w) is dus de som der bijbehorende residuen - —21“7 resp. 1—1'2-5— : ¢(w) =

w

Als |w| > 1, dan geeft de pool z = O: ¢(w) = - %F )

Opmerking 1. Bedenk dat Re 2z wel een continue maar niet een holomorfe functie

is, De integraalformule van Cauchy kan dus niet worden toegepast; de antwoorden

p(w) = Re w resp. O zijn onjuist.

Opmerking 2., Voor w = O geeft E;ltl— f(—-% + %) de (z = 0 is pool van tweede
22 ‘
| |=1

orde): ¢(0) = 0.
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4 a.) Omdat cos z holomorf is op en binnen de cirkel ]zl = g, wordt het maximum

PR

van [cos z| aangenomen in een punt op de rand. Nader moet nu worden bepasald in

welk punt (of welke punten) van de rand |cos z| maxinaal is.

(-2%)" n] < ; lzlo o

We hebben: |cos z| = | & “H Y
‘ n=o ) n=0 ’

S e T L o L

. ( a}n
Het gelijkteken geldt alleen als alle termen "2?1! niet-negatief zijn. De
g _ZZ ) ’ .

term 2~ is slechts den niet-negatief, als z zuiver imaginair is (ga na).

i Dan zijn ook de volgende termen niet-negatief. Dus alléén z = i en -ni geven

de maximale waarde van |cos z|:

* ﬂan n =Tl
cos(mi) = cos(-mi) = & === e +e ) .
n=0

‘Op dezelfde manier vinden we uit

sing| = jz|jt - B v B e ] = 3 J(-l—yz il
31! 5t "ee o on+1)!

n=

Sk, S s T el

4 dat |sin z| op |z| = n maximaal wordt in z = + wi:
gin ni = - sin(~m) = 1 ;10 nn-H L (e"Tt eﬁ)
. - - = T = 55 - .
_ =0 (Zn+1)t 21

N.b., |cos z| en |sin z| nemen veel groter waarden dan 1 aan!

- . ¥

b) cos z = cos(x+iy) = 2e™™V + e Y - 2
o

oy +eV o e =™V -y

=cos x —% —-isnx =% — . B

Dit is refel 1) als y = 0, d.W.z. als z op de re&le as ligt; dasx worden de
extrema 1 (bij x = 0) en -1 (bij x = # m) bereikt;

2) als x = 0 (x = * n geeft alleen de punten (+m 0), zie 1)),
d.Ww.z. 8als z = iy en dan is cos iy = %(ey +-e—y); dit geeft de extrems _12_(en+e—n‘.)

T L R
IR T

(bij z = + im) en 1 (bij z = 0).

| ' N ¥, =Y Y_ Y

Dit is refel 1) als y = O: z op de reble as, extrema * 1;

2) als cosxﬂo,'x--!-g of--;-: .



’.l' H ‘ - N J‘
%(e? ft{:." + e-'%“\[a) bijy = +%4n{3 5 op het Lijnstuk x = = 5 , ~n(3 <y <tn3

T EENE,
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e+ :
8 sin z = > met minimim 1 (bij y = 0) en maximum

>}
fuc}
u‘
"
Il
M
[N

t sin z tegengestelde waarden san (oneven functie); dus_een maximum -1

= 0); minima -3(e*™° + edﬁmfs) bijy = * 3ny3 .

.
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