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§.1 Inleiding

Een wiskundig probleem uit wetenschap of techniek kan men op ver-
schillende manieren benaderen. De wijze van gpanpak hangt niet alleen
van het probleem af, maar ook van de ervaring en instelling van de
onderzoeker., Geeft men een 'existentiebewijs uit het ongerijmde"

dan bewijst men: "uit de onderstelling dat het probleem geen oplos~
ging heeft, volgt een logische tegenspraak’, Het is duidelijk dat
een ''practicus' daarmee niet is geholpen: hij was van te voren
overtuigd (misschien ten onrechte) van de existentie der oplossing,
maar wilde liever een expliciete constructie der oplossing, met
getallen als eindresultaat.

Sommige wiskundigen zijn zo "zuiver" dat zij zich onder geen beding
met problemen van techniek en physica inlaten. Daar staat tegenover
dat er practici zijn die wiskunde als een noodzakelijk kwaad be-
schouwen, met de nadruk eerder op kwaad dan op noodzakelijk. En
daarblij jongleren zij met formules, integralen, reekasen, etc., waar-
van zij bij toeval hebben gehoord, zonder er zich om te hekommeren
of deze wel of niet mogen worden toegepast in de gegeven situatie.

De docenten in de wiskunde aan deze hogeschool zijn voorstanders
van het compromis. De toekomstige ingenieurs moeten niet geheel
vyreemd staan tegenover de vakkennis van de zuiver-wiskundigen, en
zij moeten hun taal (die van de wiskundigen) spreken en verstaan.
Net zo als alle andere wetenschapsbeoefenaren moeten zij intuitie,
routine, boerenverstand en humor kunnen combineren met begrip voor
het standpunt en de moeilijkheden van de anderen.

Het isoleren van mathematische hoofdzaken unit physische en techmische
problemen is voor een docent in "toegepaste wiskunde' belangri jk.
Ogenschijnlijk-zeer-verschillende probleemstellingen leiden tot één
en hetzelfde mathematische proces. Behandel die hoofdpunten wiskundig-
streng. Pas zo mogelijk deze methodes toe op nieuwe gebieden uit de
praktijk. Er is voldoende stof: problemen van warmtegeleiding en
igolatie, van diffusie, van hydro- en aerodynamika, van elektriciteit
en magnetisme, van radio- en andere golven, van trillende snaren,
platen, enz., van luidsprekers, kabels, antennes en golfpijpen. De
wiskunde die hierbij optreedt omvat: reele~ en complexe-functie-
theorie, speciale functies, lineaire algebra en operatoren,
functionaaltransformaties, gewone en partiéle differentiaalvergeli]-
kingen, integraalvergelijkingen, variatie-rekening, numerieke
methodes, -- te veel om op te noemen én te veel voor elk van U om

het te leren gedurende Uw verblijf aan deze instelling. Het zou
trouwens ook de krachten van één docent te boven gaan.

Bij de wiskundige aanpak van problemen uit de techniek stuit men
vaak op een differentiaalvergelijking in één of meer onafhankelijke
veranderlijken, of ook op een systeem van dergelijke vergelijkingen.
Het is vaak hopeloos, daarvan de algemene oplossing te construeren,
of ook maar een speciale oplossing die aan zekere eisen voldoet

te vinden. Misschien zegt de prakticus wel: 'zet het op de machine',




daar hij van horen-zeggen weet dat er zulke monatrueuze rekenautomaten
bestaan, waarvoor het probleem maar een peuleschil zou zijn. Hj vergist
zich, en zijn instelling is gevaarlijk, Een eerste vereiste van de
‘onderzoeker is dat hij zijn "hopeloos'" probleem van alle kanten bekijki
en tracht door wiskundige analyase inzicht in de oplossing van zijn
probleem te krijgen. Nadien pas zal hij zo nodig de hulp van de reken-
machine inroepen, om met de numericus (die 36k analyticus is) de gewilde
eindresultaten in getalvorm ter beschikking te hebben. :

Br 2ijn differentisglvergelijkingen die men kan "integreren' (d.w.z.

' oploassen) door middel van speciale functies, die 6f speciaal voor dit
doel zijn geconstrueerd 6f reede in ander verband zijm ontmoet. Voorbeelden
hiervan zijn vroeger behandeld bij de gewone differentiaalvergelijkingen,
vergelijkingen voor functiea van één onafhankelijke veranderlijke. In dit
college daarentegen zullen we ons voornamelijk bezighouden met partiele
differentiaalvergelijkingen voor functies van meer dan één onafhankelijke
veranderlijke, welke vergelijkingen dus de partiele afgeleiden van de
onbekende functie bevat.

We Zullen ons beperken tot zekere, zeer eenvoudige partiele differentiaal-
vergelijkingen, die van de tweede orde zijn (de hoogste afgeleide die
voorkomt is van de orde twee). We onderscheiden verder drie verschillende
typés overeeiikomstig de mogelijke standaardvorm der vergelijkingen
(€32iptisohix hyperbolisch, en parabolisch) met als representanten respec-
tf?%élijk:@e potentiaalvergelijking, de golfvergelijking, en de
diffusievérgelijking. Al deze vergelijkingen zijm lineair: ze voldoen

aan het superpositieprincipe, de oplossingen vormen een lineaire vector-
ruimte (in oneindig-veel dimensies). We zullen ons beperken toi.
vergelijkingen voor functiés van ten hoogste vier onafhankelijke verawder
1lijken (drie plaatscoordinaten en één tijdscoordinaat). In het volgende
is dus in het bijzonder gedacht aan n = 1, 2, of 3.

Zij 20X,y X,y eeey e t) een functie van n+71 reele veranderlijken

gedefinieerd in (eventueel: een deel van) de (n+1)-dimensionale ruimte
met n cartesiaanse plaatscoordinaten xi(i = 1, 2, «s.y n) en één tijds-

coordinaat t. Onderstel dat #an‘deze functie alle partiele afgeleiden
tot en met die van de tweede orde bestaan en continue functies zijn van
alle veranderlijken tezamen. Dan zijn

vi = agi—' (i = 1' 2, se sy n)
T i
de rechthoekige componenten van een n-dimensionale vector v = grad f,

die t als parameter bevat. De scalaire grootheid div v = div grad
is dan gelijk aan '

n 2
Kﬁi = 2_§ = Ants
i=1 i i=1 axi

waarbij An de laplace-operator is in n dimensies:



02 62 2

A = __""—;"' ase B —m—m
n 0x Ox ax?
4 2 n

Uit de meetkundige interpretatie volgt dat 8 invariant is bij draaiing

van het coordinatensysteem (wat betekent dat?)

De potentiaalvergelijkins in n dimensies is

Anf==0.

De golfvergelijking in n dimensies ise

o

2
A f - —-nf-—-"'- o-
n Ota

De diffusievergeliijking in n dimensies is=s

af _

Het zijn dus in het bijzonder deze partiele differentiaalvergelijkingen

en hun oplossingen die we in dit college gaan behandelen. Daarbij zullen

we ons bezighouden met de gevallen n = 1, 2 en 3.

Overigens merken we op dat, onder invoering van de imaginaire tijds-
coordinaat T = it (i is de imaginaire eenheid), de golfvergelijking in

n dimensies formeel overgaat in de potentiaalvergelijking in n+1 dimensies.
Dit verband tussen potentiaal- en golf-vergelijking blijkt in vele geval-~
len van zeer groot nut te zijn (speciale relativiteitstheorie, bijv.).

Er hestaat ook een verband tussen de diffusievergelijking en de potentiaal-
vergelijking. Onder bepaalde omstandigheden zal ¢en diffusieproces, na

de eerste aanloopverschijnselen, in een stationaire toestand komen, of
naar zo'n toestand streven (t - «). In die toestand is dan 3f/3t = O,

en de stationaire toestandsfunctie f(x,,...,x_, =) voldoet dan aan de
potentiaalvergelijking. B

Formulering van een probleem in een rechthoekig coordinatensysteem is

niet altijd de aangewezen weg. In bepaalde geometrische configuraties of
om redenen van symmetrie kunnen we beter algemene, kromlijnige coordinaten
invoeren., Daarom is het nu al nuttig dat we de lLaplace-operator in zulke
coordinaten kennen. We zullen ons daarbij beperken tot orthogonale g
kromlijnige coordinaten (denk aan poolcoordinaten, bolcoordinaten, enz.).
Zijn u,y Vg eosy u, zulke coordinaten, dan is de uitdrukking voor het

lijnelement ds (afstand tussen twee naburige punten) gegeven door de
pogitief-definite kwadratische vorm

n

de? = E h; du;

v
It
b



waarbij de functies hi Van 4 eeey B afhangen en niet-negatief

zijn. De orthogonale projecties van de vector grad f in dit
arthogonaal systeem zijn dan

1 of
(grad ), = v, = —
i i hi aui

en verder geldt

n
_ I
div v = > e (h vi) R

3= i i

= P

waarblj ter afkorting is gesteld:

h = h1 hz LN N hn L

Daarmee vinden we voor de laplace-operator de uitdrukking
n.

b h 8
22:: au ( 2 du ) .

i=1 i hi i

%o vindt men in poolcoordinaten (r,9), met ds® = dr? + r? de? ,

2
1 0o of 1 o f
A, f == — (r =) + — —= 3
2 r dr ar p? ap?
ﬁ en in bolcoordinaten (r, 6, ¥), met da® = dr? + r? do?+ r? sin’s do?,
2
8, f = L g% (r’%% , —— g% (8in © %g) + L 3 i .
r? r? sin 6 % r? gin? 6 2y

8.2 Potentiaalproblemen in één dimensie

Voor n = 1 reduceert zich de potentiaalvergelijking met y = f(x)
tot '

&y _ 4
R
dx?

met algemene oplossing y = Ax + B, waarin A en B integratieconstanten
zijn. Deze constanten moeten uit zekere bijvoorwaarden worden bepaald.
- Neem bijvoorbeeld het probleem van de vlakke condensator, voor het
geval dat de onderlinge afstand der geleidende platen zeer klein is
vergeleken met de afmetingen der platen, Als we van randcorrecties



R

afzien (schutring!), kunnen we de capaciteit van de condensator
berekenen door te kijken naar het ideale geval van twee oneindig grote
platen., Laat de ruimte tussen de platen opgevuld zijn met een homogesan
dielektricum met dielektrische constante €. De ene plaat leggen we bij
x = 0 aan aarde, de andere plaat brengen we bij x = d op spanning V.
De integratieconstanten A en B vinden we uit y(0) =B = O en

y(d) = Ad = V, zodat geldt

y ='(v/d> x (0gx <K 4d)

Het elektrisch veld is homogeen en gelijk aan F = ~ y' = ~ V/d, en de
ladingsdichtheid op de positieve plaat is w = gy'{d) = eV/d.

Is $ de oppervlakte van de positieve plaat, dan is de totale lading
op die plaat, afgezien van randcorrecties, dus gelijk aan esSvV/éd = CV,
als C de cepaciteit van de condensator is. Daarmee vinden we dan de
bekende formule (in praktische eenheden)

¢ = es8/4d.

Een beetje meer rekenwerk geeft het volgende probleem. De ruimte tussen
de condensatorplaten zij nu opgevuld met twee lagen van verschillende

dlelektrische constante en verschillende dikte (c1 En €, % d1 en dz).

 Het scheidingsvlak der twee dielektrica leggen we bij x = 0, de posi-
tieve plaat (op spanning V) bij x = d,, de andere plaat (aan aarde) bij
x = - d,, Dan is in het dielektricum de potentiaal gegeven door

y:y1=A1x+B1 (-d1\<x40),

, Yy =y, =.e’-‘k2}\{+B2 (0 gxgdz).

De vier integratieconstanten moeten weer uit de bijvoorwaarden worden
bepaald. Dat zijn in de eerste plaats de voorwaarden y{(- d,) = O en
*y(d,)} = V; maar ook moeten de potentiaal én de dielektrische verschui-
ving zan het scheidingsvlak der dielektrica continu doorlopen, zodat
geldt: y,(0) = y,(0) ene, y,'(0) = ¢, y,'(0). Deze vier voorwaarden zijn

juist voldoende om de vier integratieconstanten-te bepalen: de verge-
lijkingen worden achtereenvolgens

- Ajd + B =0, A,d + B, =0, B, =B, g4, = £,A,.
De oplossing hiervan is gegeven door
A L A« A S St L
"t T e,d,+ed, 2 e dy+e,d T T T2 T €,d, +e,d, °

De ladingsdichtheid op de positleve plaat is gelijk aan czyz'(d23

- = g,4,, zodat we nu voor de capaciteit vinden:



i
i

Voor de réciproke grootheid geldt

= e met C, = €,58/4, en C, = €,8/4,.

- Onze condensator is inderdaad een serieschakeling van twee condensatoren

van het homogene, eerst-beschouwde type. Uitbreiding tot meer dan twee
media tussen de platen is nu triviaal,

Opgave: Bereken de capaciteit van een vlakke condensator als tussen de
platen ‘de ruimte gedeeltelijk is opgevuld met een homogeen dielektricum
dat geen van beide platen raakt. Antwoord:

€ =1
0 <]
C = Co [1 + (_!: - 1) 'a-] ‘

waarin Co = capaciteit zonder dielektricum, & = dikte van dielektricum,
eo en £ de constanten van vacuum en dielektricum, 4 = afstand der platen.
Opgave: De capaciteit van een vlakke condensator (oppervlakte S, afstand

der platen a) met een dielektricum waarvoor € een continue functie van
de plaats is (¢ mag ook sectie-gewijs continu zijn) is

C=—=2

& ax
szj

We kunnen ook potentiaalproblemen oploasen indien tussen de platen
ruimtelading aanwezig is. We krijgen dan te maken met oplossingen van
de inhomogene potentiaalvergelijking (vergelijking van Poisson). Neem
weer de plaat bij x = O op potentiaal nul, de plaat bij x = a op poten-
tiaal V. ZiJ € f(x) de dichtheid der ruimtelading tussen de platen.

Dan voldoet de elektrostatische potentiaal aan

2
Q-;Z:-_f(x) (0 £ x £ a).
dx

Natuurlijk kunnen we deze vergelijking gemakkelijk integreren:
x
y'(x) = 3 (0) -j; £2) ax ,
() = 31(0) x + 30 - [ an [ @ a.
. ° 0

Op de bekende manier (verwisselen van integratie- volgorde, of door
partiele integratie) kunnen we de herhaalde integraal herleiden tot
een enkelvoudige:



y(x) = y{(0) x + y(0) +fx (¢ - %) £(E) 4Z.

[+}

Uit de randvoorwaarden y(0O) = O en y(a) = V volgt de integratieconstante:
v z
L = - a— i
y'(0) a +J; (1 al) () a& ,

zodat het eindresultaat gegeven is door

a

X
y=Fveif o @ e[ @-w e ar
. [+

a

Als f(x) continu is op het interval (0,a) dan heeft y(x) daar continue
afgeleiden van tot en met de tweede orde. Is f(x) sectie-gewiis continu,
dan springt de tweede afgeleide van y in de discontinuiteitspunten van f.

Bovenstaande oplossing gebruiken we om een algemeen procédé voor
randwaardeproblemen te illustreren. Door invoering van een handige
notatie kunnen we allereerst de twee integralen tot één integraal van
Q0 naar a herleiden. Zij U(x) de zogenaamde eenheidsfunctie (Heaviside):

0 voor x < O ,
U(x) = % voor x = 0 ,
1 voor x > 0 .

Dan is U(x-%) = 1 voor £ < x, en U(x-E)
voor Q0 K x  a, algemeen:

O voor & > x. Dan geldt dus,

2, X
I veen) g,z a2 = 7 g0 az
[s} (o}

Bovenstaande oplossing gaat dan over in

S
y =274 e £ az,

[e]

oI

als G(x3;%) een afkorting is voor

G(x3E) = = (a-) + (E-x) U(x-E).
- Dit betekent:
L (a-2) voor x £ ¥,
G(x3&) = 2 h
% (a ~ x) voor x » E



en ook
G(x3Z) = Min (x,E) - 25,

a

Deze functie, de zogenaamde Greense functie, heeft de volgende eigen-
schappen:

(1) G(x3%), gedéfinieerd in eerste instantie op het vierkant
0Ogxga, 0¥ Ka, is een continue functie van x en ¥ tezamen;

(2) G(x;%) 1s gelijk aan nul op de rand van het vierkant;
(3) G(x3Z) = G(¥3;x)3 dus G is symmetrisch in de twee variabelen;

(4) G(x3;Z) is bij vaste £ oplossing van de homogene vergelijking
d2y/dx? = 0 voor x # I, en bij vaste x oplossing van de homogene
vergelijking d?y/d¥? = O voor £ # x, terwijl die oplossing in beide
gevallen aan de einden van het interval (0, a) nul is;

(5) 3G/9x heeft in het punt x = Z een sprong ter grootte van -1:
(1), (9o
azix=§+0 0x x=£-0

De Greense functie heeft overigens een eenvoudige ﬁhysische interpre-
tatie. Om dat in te zien, vertellen we eerst iets over de delta-functie
(Pirac). Beschouw daartoe de volgende piek- of puls-functie:

0 voor I|xl > ¢,
Ple,x) = 1/4e voor |x|

1/2¢ voor |x| < .

L

De "gelntegreerde waarde' van deze pulsfunctie is 1, voor elke € > O,
Zij nu £(x) een functie die in x = O continu is. Dit betekent: bij
€, > 0 kan ik vinden een ¢, zodanig dat | f(x) -~ £(0}| < ¢, is mits maar

lx! g €, is. Kies nu € kleiner dan ¢,. Daarvoor geldt:

£
£(x) Ple,x) dx = (1/26) | £(x) ax = £(0) + I(e),

- 00 -£

wagarin

' £
I(e) = (1/2¢) J‘ {(£(x) - £(0)} ax ,

met {I(e)| < €,. Daar men ¢, zo klein kan kiezen als men wil (en
daarbij dus € voldoende klein kiest), volgt dat I(e) een limiet heeft
voor €= 0 en dat die limiet gelijk aan nul is. De oorspronkelijke
integraal heeft dus eveneens een limiet, en er geldt:

lin h[ £(x) Plc,x) dx = £(0).

€0
' 7 o



Vertoont f(x) een sprong bij x = 0, in die zin dat £{-0) en f(+0)
beide bestaan, dan geldt bovenstaande formule ook nog wanneer het
rechterlid maar door % f(-0) + % £(+0) wordt vervangen.

Het is aantrekkelijk om in bovenstaande formule limietovergang en inte-
gratie te verwisselen. Definieren we een ''functie™ 6(x) door

5(x) = 1im  P(e,x) ,
£—= 0
dan is
6(x) = O voor x # 0, 5(x) = » voor x = O.

De formule zou dan overgaan in

J‘ f(x) 6(x) dx = £(0).

- OO

' o
Dit nu is, in wiskundige zin, niet geocorloofd: in geen enkel integraal-
begrip is de waarde van een functie in é&én punt (x = 0) bepalend voor
de waarde van de integraal; 6(x) is geen integreerbare functie, en de
relaties 50

5(x) =0 (x #0), 5(0) ==, f 6(x) dx = 1

zijn in de wiskunde onderling strijdig. Niettemin heeft men veel nui

van het formeel opereren met de delta-functie. Als men het goed doet,

is er ook geen reden voor ongerustheid ten aanzien van de eindresultaten
van een berekening. Eigenlijk moeten we steeds met P(e,x) in plaats van
6(x) werken, en dan helem22l op het laatst in onze uitkomst de limiet-
overgang ¢ - O uitvoeren, Het is echter gemakkelijker deze limietovergang
maar direct te doen. Dat moge stap voor stap wiskundig niet zijn geocor-
loofd, maar toch blijkt meestal dat het resultaat+:van al die foutileve
stappen precles de juiste uitkomst geeft. Natuurlijk moet men daarbi]
niet in het wilde weg te werk gaan. De ervaring leert .dat de delta-
functietechniek zeer waardevol ies. Het geeft vooral snel resultaten, die
nmen achteraf zo nodig mathematisch-streng kan verifieren of op andere
manier afleiden. ‘

Na deze voorbereidirg, nu de physische interpretatie van G(x;E). Ve
nemen V = 0 (de term Vx/a is afkomstig van de opgedrukte spanning),
zodat de werking van de ruimtelading wordt beschreven door het rand-
waardeprobleem

y'(x) = = £(x} (0 < x < a) y(0) = y(&) =0
met als oplossing
. _ a
! Sy (x) =J' G{xs;t) f£(t) dt.
o

Neem in het bijzonder voor de bronfunctie f(t) een deltafunctie met
"drager" in het punt £(0 < E < a), dus f(t) = 6(t-E). Dan geeft de
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integraalformule zls resultaat y(x) = G{x3Z). Dit is het potentiaalveld
van een lading die in het punt x = E is geconcentreerd. De grootte van
die lading is € , want (in de bekende notatie)

o _ iy _ aG =
J\Dn ds = Eﬂj‘En d§s = - sohr dn a5 = - ¢, [ ax (ax = 5-0] €or

x=f+0

Derhalve 3¢ U = (1/€ ) G(x3;E) precies gelijk aan de potentiaal op de
plaats x tengevolge Van een eenheidslading op de plaats &, als de rand-
punten op potentiaal O worden gehouden. De symmetrie-eigenschap van G
komt overeen met een eigenschap van reciprociteit van bron en veld: de
potentiaal in x tengevolge van een eenheidslading in & is gelle aan de
potentiaal in E tengevolge van een eenheidslading in x.

Elk der differentiaalvergelijkingen

U= - (1/e )6(x-£), G" = - 6 (x~E)

moet men goed interpreteren, en wel in de geintegreerde vorm; let op
de eenheidssprong van de eerste afgeleide in het punt £, en de zaak is
in orde; overigens voldoen U en G buiten het kritieke punt aan de
homogene vergelijking y" = O. '

Is dus (1/co) G{x3E) de potentiaal in het punt x tengevolge van een

eenheidslading in het punt £, en plaatst men in het interval (£, + dg)
de lading €s f(£), dan is tengevolge daarvan de potentiaal in het punt

x gelijk aan G(x3;f) f(£) QE. Bij een continue verdeling der lading over
het interval (0,a) vinden we door superpositie voor de totale potentiazl

a2
f alx38) £(2) dE

(o]

in overeenstemming met het resultaat der wiskundige anzlyse.

Opgaven
(1) G{x3y) >0 (0<x<a, 0<y <a).

(2) De potentiaal ten gevolge van positieve ruimtelading tussen
twee evenwijdige geaarde platen is positief.

(3) Maak een tekening van het oppervlak z = G{x;y) (0 £ x £ a,
0y a.

b4
(1) j 5(t) dt = U(x) = 3(1 « sgn x).

-

Aanvulling

Literatuur: Balth., van der Pol and H.Bremmer, "Operational calculus,
based on the two-sided Laplace-integral!, Cambridge University Press,
2nd edition, 1955, Chapter V, The delta or impulse function, pp. 56-84.
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(a) Stelt men U(e,x) = 4+ % arctan (f) (e > 0),
dan geldt
' U(x) = 1im Ule,x).
E-» 0
(b) Er geldt:
du(e,x) £

dx n(x24+e?)

(¢) De delta-functie afkomstig van Cauchy is

5(x) = 1im —5%—

£, 0 m(x?+ec?)
(d) Toets (4}, (b) en (¢) aan

5(x) = aU(x)/dx.

~

(e) Men kan de delta-functie ook definieren door

6(x) = 1lim c—h exp (= x2/e?).,
€, 0

Bewegingsvergelijking van de trillende snaar

Het eenvoudigste &éndimensionale continue systeem met oneindig veel
vrijheidsgraden dat trillingen kan uitvoeren is wel de dunne elas-
tische snaar in zijn wiskundig geidealiseerde vorm. Laat in de rust-
toestand de snaar horizontaal (langs de x as) zijn gespannen tussen
x =0enx =a, Zij verder m de lineaire massadichtheid, S de
spanning, en K de dichtheid der uitwendige kracht in vertikale
richting naar boven (positieve y as). Deze drie grootheden mogen

van de plaats x en de tijd t afhangen. We gaan kleine uitwijkingen
van de snaar in de transversale richting bestuderen voor zover ze

in één vlak (het xy vlak) liggen. Op het ogenblik t wordt de vorm
van de snaar beschreven door de functie y(x,t) gedefinieerd voor
0gxga (- w <t <w), We nemen y(0,t) = y(a,t) = K(0,t) = K(a,t) =
= 0 voor alle tijden (d.w.z.: de snaar is aan zijn uiteinden
vasggehouden en in die uiteinden is de uitwendige kracht gelijk aan
nul). '

De bewegingsvergelijking van de snaar leiden we af met behulp van
het principe van Hamilton uit de mechanica. Daarvoor hebben we
uitdrukkingen nodig voor de kinetische en de potentiele energie
van de snaar. De kinetische energie ten tijde t is gelijk aan
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T(t) = 3 J'a m (_%35‘5)2 dx.
A !

De potentiele energie (nul genomen voor de rusttoestand) bestaat uit
twee delen, namelijk die tengevolge van de elastische vervorming van

de snaar en die afkomstig van de uitwendige krachten. Het eerste deel

is _
a =
J1 {\/1 + (gi)z -1 }8 dx ::%‘£ 8 (%a;-)2 dx 3

o

het tweede deel ig

a

- J’ K y dx.
o

De totale potentiele energie is dus gegeven door
a 3y 2 a
U&)=%f s(ﬁd{m-f K y ax.
o * o
Voor de kinetische potentiaal, L = T - U, vinden we dan
: = 3y, 2 3y 2
we) = Ga @D 235D Lxy)ax,

[a}

en volrens Hamilton geldt nu

6 { f L(t) dat} =

0it betekent: voor de werkelijke beweging tussen twee vaste tijd-
stippen t, en t,, van de begintoestand y(x, t, ) naar de eindtoestand

y(x,t,), is de uitdrvkking

=
2
J‘ L(t) 4t

t,

extremzal (maximaal, minimaal, of stationair) in de klasse van v1rtuele
bewegingen 7(x,t) die voldoen aan de volgende eigenschappen:

y continu (0L xK a, t1 £tg tz) :
3y/Ax en 8yMt sectiegewijs continu (0 £ x < a, t, Lt gt
¥(0,t) = y(a,t) =0 (t, gt t,)

5(x.t1) = y(x,t,), ;(x,tz) = y(x,t,) (0 £ x g a).
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De mathematische uitwerking van het principe van Hamilton op het probleem
van de trillende snaar doen we in de typische notatie van de variatie-
rekening., Daarbij is & het symbool voor een kleine variatie:

by =y - ¥,

waarbij y de werkelijke, ; de virtuele beweging van de snaar voorstelt.
Er gelden eenvoudige regels voor deze variaties:

a2y _ . 8y B '
s((E)) =2 X L 6y,

en de analoge relatie met x vervangen door t.

Het Hamilton principe zegt nu

]

t2 a -
a[f dtf dx {%m(%%)z-%s(%%)2+liy}]=0.
t o
1

onder de bijvoorwaarden:
(1) 6t, =6t, =0 (begin- en eindtijd vast);

(2) 6y(0,t) =by(a,t) = 0 voor t, L't

voor alle tijden);

& t, (rust aan uiteinden

(3} 6y(x,t,) = &y(x,t,) = 0 voor 0 £ x < a (voor begin- en eindtijd
is de virtuele uitwijking gelijk aan de werkelijke).

Op grond van (1) kunnen we dan schrijven:
t, a
; axy? _ 8Y,y? -
I dtf de{’}m(at) 38 (Bx) +Ky} =0,
t, o

dus met bovengenoemde regel:

t, a
j\ dtf dx{mg{--aa-{(by)-Sg-%%(by)+1{6y}=0.
ty 0

De eerste term kunnen we partieel naar t integreren;"op grond van (3)
valt de stokterm weg., De tweede term kunnen we particel naar x integrerens
op grond van (2) verdwijnt de stokterm. Dus vinden we:

t, a
0 3y, 3 ol _
Jrafa-galh+2ecdox)sy-o
t, 0
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Nu is de variatie 6y willekeurig; bovenstaande integraal kan alleen nul
zijn indien de integrand zelf nul is. Dan volgt als nodige voorwaarde
de bewegingsvergelijking van de snaar:

L2 o 8yy _ 8 o2y
5t ™3P T ax Sax) t K

Natuurlijk kan men deze bewegingsvergelijking op elementaire wijze af-
leiden uit de wet van Newton. We hebben ons echter op een hoger stand-
punt willen stellen, omdat bij ingewikkelder problemen de methode van

Hamilton veel eenvoudiger is dan de elementaire methode. Overigens is

voor constante men S met K = 0 de bewegingsvergelijking van de snaar

reeds ir vroegere colleges op beide manieren afgeleid.

Het bovengevonden resultaat kunnen we nog iets anders formuleren, zonder
te refereren aan het principe van Hamilton of de variatierekening. lLaat
op de rechthoek R: 0  x K a, t; £t L t, functies y en 1 zijn gedefi-

nieerd, aldaar continu en sectiegewijs continu differentieerbaar, met
de beperking dat 1n op de rand van R gelijk aan nul is. Dan geldt (¢ is
een constante):

2y +enl =€[y] + e¥ly,n] + e2X [nl,

waarbij de functionalen ®, ¥ en X zijn gedefinieerd door

2yl = f{ﬁ(%{ﬁ"’ -5 QD L xylax at,
R
‘I’Ey,ﬂ]=J\[--§T(m%%)+%(sg';-)+K}ndxdt,
R '
Xl =31 (o EH? - s@&H*)
nl = 3% m (35) - 8(5% dx dt.
R

Differentieren we naar £ en stellen we £ vervolgens gelijk aan nul,
s dan vinden we

AL e[ +enl) =¥y, .

£
d £€=0

Het rechterlid nu is nul wanneer y aan de bewegingsvergelijking van de
snaar voldoet. Ergo: de functionaal & is lokaal stationair wvoor de

.echte beweging van de snaar in de klasse van naburige virtuele bewe-
gingen ¥ = y + £n{onder de beperking dat n = O is op de rand van R;
dus bij vaste uiteinden in tijd en plaats). Daar, bij geschikte keuze
van N, het teken van de term met € zowel positief, nul als negatief
kan worden gemaakt, hebben we hier te maken met een extremum dat niet
een maximum noch een minimum is.
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Indien we ons beperken tot constante m en S, en stellen we

LY K = S f(x’t) L )

<
]
B

dan reduceert zich de bewegingsvergelijking van de snaar tot de
inhomogene golfvergelijking in één dimensie:

32 1 3?2

Rl b

gx v it
waarvan de theorie in de volgende paragraaf zal worden behandeld. Hier
wijzen we nog op het bijzondere geval van de statische uitwijking van
de snaar door een van de tijd onafhankelijke uitwendige kracht

K = 8f(x): .

8y . £(x).

dx?

Volgens 8.2 is, bi]j vaste uiteinden van de snaar, de uitwijking

a

yoo = [ alxi0) £@) ag
o
Als voorbeeld nemen we de doorbuiging van de snaar tengevolge van de

zwaarte (versnelling der zwaartekracht g). Dan is K = - mg, dus f(x) =
- mg/S, en dus de doorbuiging (naar beneden)

a
= (mg/S)\r G(x;E) A% = (mg/28) x(a-x).
[s]

Golfproblemen in één dimensie

In de eerste plaats gaan we het homogene probleem beschouwen, waarbij
dus de uitwendige krachten nul zijn:

2

Eji lu-—o.
- - Wy
ax? v at?
hierbij nemen we aan dat v niet van x en t afhangt. We kunnen in de

gehele xt ruimte de algemene oplossing gemakkelijk aangeven. Door over
te gaan op nieuwe onafhankelijke variabelen:

L =x-vt, n =x + vt,

gaat de differentiaalvergelijking over in

¥y

281
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waarvan de algemene oplossing is: y = £{(£) + g(n), met f en g tweemaal
continu~differentieerbaar maar verder willekeurig. De algemene oplos-
sing der golfvergelijking is dus

Y(x,t) = £{x-vt) + glx+vt).

De functie f{x-vt) beschrijft een lopende golf in de positieve x
richting met fasesnelheid v; de functie g(x+vt) beschrijft een golf
lopende in de negatieve richting met diezelfde snelheid. De oplossing
geldt voor alle tijden, en voor elke x, als f(u) en g(u) bekend zijn
voor -~ @ <y <% , Op een oneindig lange snaar (spanning S, massadicht-
heid m) kunnen zich dus lopende golven zonder vormverandering met
snelheid VS/m voortplanten. In dit verband kan men ook aan het mathe-
matisch equivalente probleem denken van de voortplanting van vlakke
longitudinale golven in vloeistoffen of gassen (bijv. geluidsvoort-
planting in lucht).

i
Om een specifiek fysisch probleem op te lossen, moeten wWe een speciale
oplossing onder die algemene oplossing uitkiezen. Deze speciale oplos-
sing is gekenmerkt door bijvoorwaarden. Deze zijn van tweeerlei aard:
beginvoorwaarden zijn voorwaarden die voor alle x gelden bij één be-
paalde waarde van t (bijv. t = 0); randvoorwaarden zijn voorwaarden die
voor alle t gelden bij één of meer bepaalde waarden van x. In vele
problemen heeft men een mengsel van deze twee soorten bijvoorwaarden.
In de gecombineerde xt ruimte zijn beginvoorwaarden (gekoppeld aan het
tijdsbegrip) niet anders dan randvoorwaarden, voorwaarden die gelden
aan de rand van het beschouwde xt gebied.

We keren nu terug naar het probleem van de lopende golven op een snaar
of touw, en nemen aan dat op het tijdstip t = O de uitwijking y(x,t)
en de transversale snelheid dy(x,t)/3t bekend zijn:

v(x,0) = yo(x), xt(x,O) =y, (x)},
waarbij de functies yo(x) en y1(x) voorgeschreven zijn op het interval

=% <x {® en aan zekere eisen van gladheid voldoen (bijv. tweemaal
continu-differentieerbaar). Nu is

Yo (xet) = - v £'(x=vt) + v g'(x+vt),
t

waarbij een accent differentiatie naar het argument van de functie
betekent. Door substitutie van t = O vinden we

yt(i,O) =vigi(x) - £1(x)},
en de onbekende functies f(x) en g(x) moeten dus worden bepaald uit
de betrekkiingen '

f{x) + glx) = yo(x), £1(x) - g'(x) = = % ¥, {x).

Door integratie vinden we uit de laatste betrekking:
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; X
£(x) - glx) = - 1 | 7@ az v £00) - glo),
e

en daaruit;volgt dan verder:

éf(x)

X
Yo (x) - % OJ‘ ¥, (@) az + £(0) - g(0),

X
2g(x) = y_(x) + gdj’ ¥, () & - £(0) + g(0).

Substitutie van de 20 gevonden functies in y(x,t) geeft dan voor de
beweging van het touw voor t 2 0 de uitdrukking

1 X+vt
y(x,t) =}‘{yo(x-vt) + yo(x+vt)} * 30 vy, (&) dz.
x=-vt

We kunnen ook de gladheidseigenschappen van yo(x) en y, (x) laten vallen,

Voorbeelden: (A) Een pulsvormige beginuitwijking en beginsnelheid nul:

Yo(x) = 8(x), y,(x)} = 0. De oplossing is dan
y(x,t) = #{6(x-vt) + 6(x+vt)]}.

De puls plant zich dan voor de helft voort naar links, voor de andere
helft naar rechts, met snelheid v. In het xt vlak is ¥ gelijk aan nul
buiten de karakteristieken x = vt en x = -vt (t > 0)., Op deze karak-
teristieken is y gelijk aan +6(0).

(B) Pulsvormige beginsnelheid in de rusttoestand: yo(x) = 0, v, (x) = 6(x),

Dan wordt
1 x+vt 4 .
yix,t) = e o 65(8) a% = v l:{U(xw"l:) - U(x-vt)} .

X=vt

Nu is y gelijk aan 1/2v binnen de driehoek begrensd door de karakteris -
tieken x = vt en x = -vt (t » 0), op de karakteristieken is Yy gelijk
aan 1/4v, en in de rest van het halfvlak t >0 is y gelijk aan nul.

Deze Voorbeelden illustreren het volgende principe: De situatie in het
punt x =&, t = 0 is van invloed slechts in die punten van de xt ruimte
welke liggen binnen of op de rand van de karakteristieke driehoek '
begrensd door de lijnen x =¥ * vt (t > 0),

Ter illustratie van de theorie der karakteristieken beschouwen we de
voortplanting van een pulsvormige storing over een half-oneindig lang
touw (x > 0) dat bij x = O wordt vastgehouden.
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Allereerst kan men gemakkelijk inzien dat een puls die naar het vaste
eind loopt, daar wordt gereflecteerd met omkering van teken (spiegel-
principe!).

Geef echter op tijd t = O in het punt x = b > O een pulsvormige
uitwijking, terwijl we de beginsnelheid identiek nul stellen:

y(x,0) = 6(x-b), yt(x,o) = 0,

Deze puls-storing begint zich voor de ene helft naar rechts, voor de
andere helft naar links voort te planten, want de puls merkt nog niets
van het vastgehouden eind:

¥(x,t) = 3 [6(x-vt-D) + 8(x+vt-b)] .

Deze oplossing geldt voor vt < b. Op het tijdstip t = b/v bereikt de
naar links gaande puls het vaste uiteinde, wordt daar gereflecteerd,
zodat ze naar rechts gaat, en keert van teken om. Dus

¥ix,t) = ¥ [6(x-vt-b) = &(x-vt+b)],

geldig voor vt > b, De onderlinge afstand der twee pulsen, die zich nu
naar rechts voortplanten, is 2b.

x=vt-b
—
A L//
—b
,/7 x=vt+h
x=4vi+h

7 .
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: t=0
X =0 b

Een xt diagram kan worden gebruikt om een overzicht te krijgen van de
twee zich voortplantende pulsen. Dit diagram is vooral duidelijk als
het gaat om golfvoortplanting over een-eindige snaar waarvan beide
uiteinden (x = O en x = a) worden vastgehouden. Is op t = O de uwit-
wijking 8(x~b) (0 < b < a) en de snelheid nul, dan planten zich de
halve pulsen eerst voort naar links en rechts, en vervolgens worden ze
steeds teruggekaatst aan de uiteinden met behoud van grootte maar met
omkering van teken. Op de tijd t = 2a/v is de situatie weer precies

zo als op tijd t = O, Het verschijnsel is dus periodiek in t met periode
2a/v. '

Bij willekeurige beginvoorwaarden is het moeilijk ge oplossing in ana-~
lytische vorm te brengen, anders dan in het geval van de oneindige snaar
met zijn expliciete oplossing van d'Alembert., Bij zeer speciale keuze
van de beginvoorwaarden is ook de analytische voorstelling gemakkelijk.
Daarbij denken we aan het spiegelingsprincipe, dat we reeds hebben toe-
gepast bij de half-oneindige snaar. We kiezen de beginwaarden van ¥ en
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¥i z0 dat ze de punten x = O en x = a als inversie-punten hebben. Zij

f(x) een functie voor alle x gedefinieerd, zodanig dat f(x) antisym-
metrisch is ten opzichte van x = O en x = aj dat betekent: f(x) = ~f(-x)
en f(x) = - £(2a - x), Dan geldt ook: f(x) = f£f(x + 2a), en dus is f(x)
periodiek met pericde 2a, Nu is de beginuitwijking en beginsnelheid
alleen gedefinieerd voor 0 £ x £ a; kunnen we deze functies echter
vloeiend voortzetten buiten dit interval, zodanig dat de voortzetting
de punten x = 0 en x = a als inversiepunt hebben, dan kunnen we de
eindige snaar als een stuk van een oneindige snaar opvatten, waar de
situatie zich periodiek in x herhaalt met een periode 2a, maar waar we
de formule van d'Alembert op kunnen toepassen. De eenvoudigste functies
die hieraan voldoen zijn de functies sin (nnx/a), welke nul 2zijn in de
punten x = O en x = a en die oneven zijn ten opzichte van deze beide
punteni hierbij is n een natuurlijk getal,

Stel dus y(x,0) = sin (nnwx/a) en yt(x,O) 0. Dan wordt

n

¥(x,t) 4 Csin { %F (x-vt)} + sin {%g (x+vtj}]

.. NnX nnvt
sin —— c¢os .
a a

[t

~De snaar is nu in trilling of voert een staande-golfbeweging uit. De
trillingstijd is T = 2a/nv; de frequentie van deze harmonische trilling
is v = 1/T = nv/2a. De grondfrequentie is v, = v/2a = (1/2a) VS/m.

Stellen we y(x,0) = 0 en yt(x,O) = sin (nmx/a), dan vinden we door
invullen in de formule van d'Alembert de analoge trillingsverm:

_ _a nnx nrvt
y(x,t) = vy oin = sin —

die alleen in amplitude en fase van de vorige verschilt. Door lineaire
combinatie vinden we een algemene oplossing:

o
vix,t) = E (An cos Eﬁaﬂ + Bn 8in mt:t} 8in %;‘ .
n=1

waarbij we onderstellen dat deze reeks plus de nodige afgeleiden
convergeren. Inderdaad zien we dat deze functie periodiek in t is met
periode 2a/v:

ylx, t + 2a/v) = y(x,t).

De vraag of deze oplossing even algemeen is als die van d'Alembert,
heeft vroegere onderzoekers veel hoofdbrekens gekost (Bernoulli versus
d'Alembert). Het antwoord is gekomen door het werk van Fourier in de
theorie der warmtegeleiding. Fourier liet zien dat een "willekeurige"
periodieke functie in een, wat men nu noemt, Fourier-reeks kan worden
ontwikkeld.
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Het komt hierop neer dat dé coefficienten An en Bn kunnen worden

aangepast aan de beginvoorwaarden, die overigens willekeurig mogen
zijn:
y(x,0) = yo(x). yt(x,O) =y, ) (0 g x £ ald.

Er moet dan gelden:

yo(x) = n% A sin (nnx/a) ,

-]

¥y, (x) = > (nnv/a) B ein (nrx/a) ,

n=1 J

zodat we met de formules van Euler vinden:

_2 ™
A =% \f yo(x) sin (nnx/a) dx,

[»

a .
- 2
B = — ‘T ¥, (x) sin (nxx/a) dx.

[+

Methodé van "separatie!

In 8.4 zijn we, via lopende golven op de oneindige snaar (d'Alembert),
gekomen tot de harmonische trillingen van de eindige snaar
(Bernoulli)., Fourier legde de verbindende schakel, hetgeen aanleiding
werd tot machtig puur-wiskundig onderzoek (Fourier-reeksontwikkeling).
Pas later bleek dat dit maar een aanloopje was op het algemene pro-
‘bleem der spectraal~theorie {(eigenwaarde-problemen, ontwikkeling in
eigen~functies), van zo groot belang voor de theoretische natuurkunde
(quantum-mechanika). Ziehier wel een duidelijk voorbeeld van de
wisgelwerking tussen de natuurwetenschap en de wiskunde, die alleen
in samenwerking kunnen bestaan, en kunnen blijven bestaan,

Uit de boven geschetste historlsche ontwikkeling is een algemene
methode te voorschijn gekomen, waarmee men randwaardeproblemen bij
parti€le differentiaalvergelijkingen in vele voorkomende gevallen
kan oplossen, Dit is de methode van de scheiding der variabelen
(separatie), welke we zullen illustreren aan het eenvoudige probleem
van de trillende snaar.

Van de homogene golfvergelijking in één dimensie,

2 2
ax v at

t

zoeken we een speciale oplossing van de gedaante:
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y(x,t) = (functie van x) maal (functie van t)
f(x) g(t).

Dan is nodig, als we met een accent differentiatie naar het argument
van de functie aangeven,

f'(x) g(t) = (1/v?) £(x) g"(t),
of, na deling door f{x) g(t),
£ (x)/f(x) = (1/v?) gn(t)/g(t).

Het linkerlid is onafhankelijk van t, het rechterlid onafhankelijk van
X. Gelijkheid kan &dlleen optreden als beide leden onafhankelijk van x
en t zijn. Noem die constante =-k?, waarbij k willekeurig complex is.
Dan volgt

f" + k* £ = 0, g" + kivi g = 0.

Deze laatste twee (gewone) differentiaalvergelijkingen kunnen we al-
gemeen oplossen, Daarmee vinden we dan een speciale oplossing van de
één-dimensionale golfvergelijking, namelijk:

y = {a(k) sin kx + B(k) cos kx} {C(k) sin kvt + D(k) cos kvt]} ,

waarbil de integratieconstanten A, B, C en D nog van k kunnen afhangen.
Als deze '"constanten'" reguliere functies van k zijn, kunnen we, door
integratie over k langs een of andere kromme in het complexe k vlak, een
zeer algemene oplossing van de golfvergelijking construeren. Deze vier
functies eén de integratieweg moeten in een gegeven geval zo worden ge-
kozen dat aan alle randvoorwaarden wordt voldaan, en als dat gelukt is,
hebben we de oplossing die we zoeken, althans in Iintegraalvorm,

"In vele gevallen is het niet nodig dat we integralen te hulp roepen:
we kunnen vaak volstaan met oneindige sommen, zoals in het geval van de
snaar, ' ‘

Als randvoorwaarden hebben we y(0,t) = y(a,t) = O, voor t 2 O, en als
beginvoorwzarden y(x,0) = yo(x), yt(x,O) = y1(x) voor 0 £ x £ a. Met

andere woorden:!: de homogene randvoorwaarden en de beginvoorwaarden zijn
separeerbaar, en dan kunnen we aan de randvoorwazarden op alle tijden
voldoen door te eisen dat het x~gedeelte van de specilale oplossing nul
wordt bij x = 0 en x = a: £(0) = £(a) = O.

e vergelijking f" + k%2 f = 0 heeft als algemene oplossing

A sin kx + B cos kx. Wil deze functie nul zijn voor x = 0, dan moet

B =0 ziin., Wil ze tevens nul zijn voor x = z, dan moet k speciaal worden
gekozen, en wel zo det sin ka = O is, dus k = nn/a (n geheel). Het geval
k¥ = 0 geeft 21lleen de oplossing y= 0, waar we niets aan hebben. De
oplossingen voor n = +m en n = -m zijn essentieel dezelfde. We kunnen

one dus beperken tot k = nR%/a met n = 1, 2, ses
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Waarden van A, zodanig dat y" + Ay = O oplossingen heeft die
aan y = 0 voor x = 0 en x = a voldoen, heten eigenwaarden. Deze eigen-
waarden zijn dus (A = k2?)

A=A = (nn/a)? (n =1, 2, oo )

en de bijbehorende oplossingen van het x-probleem (eigenfuncties)} zijn
evenredig met sin (Ukn x). Vaak kiest men een evenredigheidsfactor zo

dat het gemiddelde kwadraat op het interval (0,a) gelijk aan 1 is.
Dan zijn de aldus genormeerde eigenfuncties in ons geval

\ /2 : \
fn;x) =\/5 sin E§£ (n =1, 2, vee )

Dit oneindig systeem van eigenfuncties is compleet orthonormaal op (0,a).

Dat de functies fn(x) (n =1, 2, ... ) orthonormaal zijn op het interval
(0,a) betekent

& 0 (n # m)
L[ fn(x) fm(x) dx = 3

A 1 (n =m)

dat ze compleet zijn, wil zeggen: ledere continue functie f£(x) op [0,a]
kan worden geapproximeerd door een eindige lineaire combinatie van deze
functies zodanig dat het gemiddelde kwadratische verschil over het
interval willekeurig klein is. Met andere woorden: bij € > O kan men
vinden een rangnummer n en coefficienten Am (m =1, 2, +u., n) zodanig
dat geldt

1
n
J’ ’f(x) - S A sin (nrx/a)| dx <e.
. m=1
' [+ ]

Is £(x) fatsoenlijk genoeg, dan kan f(x) zelfs in een convergente reeks
van eigenfuncties worden ontwikkeld, een situatie die zich bij prak-
tische problemen meestal wel voordoet. Ten hoogste zullen er in de
praktijk een eindig aantal uwitzonderingspunten zijn, waar de reeks de
functie niet voorstelt, of waar de convergentie niet uniform is. Zou
f(x) niet aan de homogene randvoorwaarde £(0) = O voldoen, dan zou de
reeks in de buurt van x = O niet uniform convergeren, enz.

De beweging y(x,t) van de snaar kan op ieder ogenblik t naar deze eigen-
functies in de x-coordinaat worden ontwikkeld. De coefficienten zijn dan
uiteraard functies van t, die we trouwens al kennen:

ylx,t) = :E:: {An cos{nnvt/a) + B, sin(nnvt/a)} sin(nonx/a) .
n=1
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De onbekende coefficienten An en Bn worden dan, net als aan het slot van

B.b, uit de beginuitwijking y(x,0) en de beginsnelheid yt(x,O) bepaald.

We krijgen natuurlijk op deze wijze van separatie dezelfde oplossing als
in §.4, maer de filosofie is een andere. Het is de laatste aanpak van
het probleem die we in vele andere gevallen met vrucht kunnen toepassen.
Dit zullen we nog eens illustreren aan het geval van de inhomogene
golfvergelijking:

2 2 T
a_:zz_iz.a_.‘;:hf(x,t) (t 20, 0gxga)
ox v° ot

Fierbij is f(x,t) een gegeven functie, met f{(0,t)
bovendien zijn de beginwaarden van y en Ty voor t

fla,t) = O3
O gegeven.

Hon

]
In de eerste plaats gaan we f(x,t) naar de eigenfuncties van het x-
probleem ontwikkelen:

Cf(x,t) = D> ¢ (t) sin (n mx/a) .

n=1

Daarbij mogen we dus onderstellen dat we de coefficienten cn(t) kennen:

cn(t) = é J$ f(x,t) sin (nnx/a) dx.
o

In de tweede plaats gaan we de beginuitwijking en de beginsnelheid op
dezelfde wijze ontwikkelen: '

y(x,0) = E a, sin (nm x/a) ,
n=1

ft(xvo) = S” b sin (nx x/a) .
n=1

Daarbij zijn ook de getallen a en Bn bekend. Bij gegeven y(x,0) en

yt(x,O) kunnen we ze berekenen uit

a
J\ v(x,0) sin (arx/a} dx, bn =

o

JAl]

I}
® frv
 Jro

a
Jﬁ yt(x,O) sin (nmx/a)} dx.
o

In de derde plaats gaan we de oplossing y(x,t), naar welke we zoeken,
ontwikkelen naar dezelfde functies:
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8

¥{x,t) = An(t) sin (nnx/a) .
n=1 : :

Daarbij moeten we dan nog onbekende coefficienten Ah(t) uit de bekende

grootheden a_, b_ en ¢ _(t) berskenen.
n' n n

De uitwerking van deze berekening is als volgt. Substitueer de laatste
ontwikkeling in de differentiaalvergelijking. Daarvan wordt het linker-
1lid : .

Yoo = (/7D 7, = =2 _ {(w/a) 4 _(£) + (1/v8)4_"(t)) sin (mnx/a).
xx tt ne n n
Vergelijken we dit met het rechterlid, -f(x,t), en wel diens ontwikke-

ling naar de eigenfuncties, en stellen we de coefficienten van sin(anx/a)
twee aan twee gelijk, dan vinden we een nodige voorwaarde voor de Ah(t)

in de vorm van een inhomogene, maar gewone differentiaalvergelijking:

An"(t) + (anv/a)? An(t>-= v? cn(t).

Bij vaste n is de oplossing van deze vergelijking voor t » O eenduidig
bepaald door de waarden van de functie en haar afgeleide in het punt
t = 0, dus door An(O) en An'(O). Maar inderdaad kennen we deze laatsten:

- 1 -
An(O) = a Al (0) = bn‘

Ergo, An(t) is dle oplossing van

7'(E) « k¥ yt) = - £(t) .

met k = nnv/a en £f{t) = -v?2 cn(t), welke voldoet aan y(0) = a en
, ‘
y'(0) b .

1

Allereerst gaan we een oplossing van de laatste vergelijking construeren.
met randvoorwaarden y(0) = y'(0) = O. Deze speciale oplossing vinden we
met de methode van de variatie van constanten:

¥y =a(t) sin kt + B (t) cos kt,

¥' =ka(t) cos kt « k p(t) sin kt ale geldt

a'(t) sin kt + B'(t) cos kt = O,

Dan wordt verder
y" =k’ y + ka'(t) cos kt - k B'(t) sin kt,

en voor a'(t) en B'(t) vinden we de vergelijkingen
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-1

a'(t) cos kt = B'(t) sin kt = -k~ f£(t)

]
Q

a'(t) sin kt + B'(t) cos kt

met oplossing

k—1

wt(t) = k"1 £(t) cos kt, Bt(t) = £(t) sin kt,

en door integratie

t
alt) = -k~ _r f(t) cos kT dr,

1}

t
B(t) =k [ £(e) sin ke as.

Invullen geeft

y(t)

t
J1 f(r) sin k(v - t) ar,
o

1
k
waarbij de ondergrens O genomen is, zodat we automatisch een functie

hebben met y(0) = y'(0) = 0.

Om nu een oplossing te vinden die de beginwaarden y(0) = a en y'(0) =
= bn heeft, tellen we bij deze particuliere integraal de functie

9
an coe kt + T bn sin kt

op. Deze laatste functie is oplossing van de homogene vergelijking.
In de oorspronkelijke grootheden vinden we dan voor de coefficienten
An(t) de volgende uitdrukking: :

4,(t) = a cos (anvt/a) +« (a/nmv) ﬁn sin (nmvt/a) +

t
+ (av/m:)J: _cn('r) sin %—t {(t ~ ) dr.

Dasrmee 1= in principe de oplossing van ons probleem aangegeven., Deze
oplossing bestaat uit twee delen,

y(x,t) =nix,t) + ¥ix,t) ,

met
- .
_ nnyv a nnv nmx
n (e, t) = §n=1 {an cos B ¢ o By gy HIV t} sin HX
o ' i t ' A
_ va nnx ' nny _
I(x,t) = §=1 o sin == \r cn(T) sin == (t « 1) ar.

o
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Het stuk n(x,t) is ge beweging van de snaar zonder uitwendige krachten

trillende bij gegeven beginuitwijking en beginsnelheid; het stuk Y(x,t)
beschrijft de beweging van de snaar tengevolge van de uitwendige kracht
f(x,t) die bij t = O begint te werken als v68r dat ogenblik de snaar in
absolute rust verkeert, en van die rusttoestand uit gaat trillen.

We beschouwen het stuk Y(x,t) wat nader. Daarvoor kunnen we schrijven:

\
Y(x,t) =‘l‘ H(x,t;T) dt , (t > 0)
met = va nnv nmx
H(x,t31) = Ei1 Ya cn(r),sin . (t -~ 1) sin =

Verificatie van de volgende eigenschappen is triviaal:

(1) H(x,tj1) voldoet als functie van x en t aan de homogene golf-
- - 2 =
vergelijking B . (1/v?) H, =0,

(2) H(x,7;7) = 0,

2

(3 Ht(x.r;t) = v f(x,1).

De laatste gelijkheld volgt uit

- -]
H (x,t51) =v2 > ¢ (1) cos 2 (t ~ 1) gin ZEX
t e n a a

en substitutie t = =,

Resumerende, hebben we de stelling:
Stel Y(x,t) 418 oplossing van Yy = (1/v?) Tey = = £(x,t) met begin-
voorwaarden y = 0 en Y, = 0 voor £t = Q. Dan geldt

t
¥(x,t) =J1 H(x,t37) 4T,
)
waarin H(x,t;T) de oplossing is voor t > T van hoo = (1/+%) htt =0
met beginwaarden h = Q en ht = v? f(x,t) voor t =<,

Daarmee hebben we een Qedwongen beweging uit de rusttoestand terugge-
bracht tot een vrije beweging met een geschikte begintoestand.

Opgave. Bewijs deze stelling direct; d.w.,z, zonder gebruikmaking van
Fourier-ontwikkeling.
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meerki g.

Deze stelling kunnen we fysisch gemakkelijk doorzien met de puls-
techniek, We nemen een uitwendige kracht ter grootte van - f{x,7) b8(t-1),
en onderstellen dat het systeem in rust verkeert voor t < T.

Dan geldt de "differentiaalvergelijking"

- ‘2 b= - -
Fex =V T Vs flx,T) 8(t - 1),

en de beginvoorwaarden y=0(t<t), y=0(t=1).

Mijnheer Z begrijpt dit niet, en moet daarom integreren over t van
T- €ctot T+ €. Er zijn geen discontinuiteiten in Yo Tyo Yoyr soor

maar wel in Vye Dus

f Vo dt =0 (ed0)
en

(yt)r‘.e}"""’ v-z(xt) -

T+O

-v v,, dt = = v (y,) -~
Jq tt { tree
T=-¢

Het rechterlid geeft na integratie - f(x,T). Dus moet Z bovenstaande
vergelijking met de beginvoorwaarden interpreteren als
-2 _ ~ 2
Yex =V Tpyp =0 (t >1), (yt) = v* fx,t),
T+0

y=0{t<n, y=0(t-=17)

De oplossing hiervan is dus juist de functie H(x,t3t), de respons van
het systeem in rust op de piek-functie op tijd t =1t. Een willekeurige
functie f(x,t) kunnen we schrijven als een continue som (integraal) van
piek-functies op verschillende tijden:

fix,t) = J$ f(x,t) 8(t - 1) dr.

o]

Hierbij is aangenomen dat f(x,t) = O is voor t < T, zodat de ondergrens
0 wordt in plaats van =-e,

Door superpositie vindt men dan
o0

t
Y(x,t) = J‘Iﬂx,tgr) dt =“r H{x,t3;1) ar,
o] [o]

immers H(x,t;T) = 0 voor t < T, zodat in de eerste integraal de integrand
nul is voor T > t,
Dit formalisme geldt zger algemeen voor iedere lineaire differentiaal-

operator (zoals hier ~-a—z—), en ook in meer dan een plaatsvariabele (hier
x)o ax ’
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Diffusie-problemen in één dimensie

Bij de wiskundige behandeling van een diffusie~verschijnsel in een
homogeen en isotroop medium gaat men uit van de vergelijking

S == D grad C ,
waarin C de concentratie der diffunderende materie, S de dichtheid
der materie~stroom, en D een diffusie-constante is. Uit de eis dat
de materie niet verloren gaat (bij afwezigheid wan bronnen en puttenl},
mathematisch uitgedrukt in de continuiteits~vergelijking

+ div S = 0O,

[=1] g=1)
L (!

volgt door eliminatie van S dat C moet voldoen aan de partiele
differentiaalvergelijking

aC
—a-E —DAC.

Deze vergelijking heet diffusie-vergelijking. Dezelfde vergelijking
speelt een rol bij warmtegeleidings-verschijnselen, en ze heet daarom
ook wel vergelijking van de warmtegeleiding:

aT
H = HAT,

wéarin T de temperatuur en ® een materisal-constante is. Al deze ver-
gelijkingen gelden blj afwezigheid van uitwendige bronnen.

We behandelen voorlopig één-dimensionale problemen, en dat maar zeer
summier. De wiskundige technieken zijn analoog aan die ontmoet bij
potentiaal- en golfproblemen in één dimensie. In &8n dimensie reduceert

3 2
de vergelijking ziech tot 3% =D %—% - Een speciale oplossing hiervan,
X

geldig voor - ®* < x <w en t > 0 is (ga dit zelf na)
C =4t exp (- x2/4Dt),

met A een constante. Deze functie beschrijft de diffusie wan een
hoeveelheid materie M, die op tijd t = O geconcentreerd is in de oor-
sprong x = 0. Deze hoeveelheid is

o0 -

1 2
M = Lr G dx = 4 A D¥ Jﬁ e % au

- 00 [o]

2 A (nD)%.

Zetten we op t = O de eenheid van materie (M
dan vindt diffusie plaats volgens de formule

1) in het punt x = E,
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¢ = %(nDt)"} exp [~ (x - £) /uDt].

We kunnen.nu ook het beginwaardeprobleem eenvoudig oplossen voor de
gehele reele as. Laat op tijd t = O de concentratie-verdeling van de
stof gegeven zijn door de functie f(x), -« < x <, waarbij uit fysische

80
overwegingen meestal f(x) > 0 en J‘ f(x) dx <« is. Door superpositie
-0

vinden we dan onmiddellijk de verdeling op de tijd t > O:

] f - (=8 /4Dt

Clx,t) =
2¥nDt

£(Z) A€ .

-0

Door een eenvoudige substitutie leidt men hieruit af:

Qo

Clx,t) = é I flx + 2u VDt) e-u2 diz .

-~ OO

G H ij = - C =
pgave: Ten tijde t O is de concentratie gegeven door Co (x < 0)
en C = 0 (x > 0). Dan is op tijd t > O de concentratie

C = -%Co erfe (x/2 VDt).
Voor t—+o« gaat C naar %Co, onafhankelijk van x.

merking. :
Bij diffusie~problemen en warmtegeleiding stoot men herhaaldelijk op de
volgende functies, waarvan uitgebreide tabellen zijn gemaakt:

X 2
erf (x) = = ‘f‘ e ¥ qu , (error-function) ,
Vn
0
erfe(x) = 1 - erf (x) = 5; Lf e™ du , (error-function-complement).
s
'e

Natuurlijk kan men ook met superpositie en spiegelprincipe ingewikkelder
problemen oplossen, maar evenals bij potentiaal- en golf~vergelijking
meakt men beter gebruik van de methode van separatie, zoals we aan een
zantal voorbeelden laten zien.

Bij deze methode van separatie substitueert men in de differentiaal-
vergelijking C = f(x) g(t) en vindt dan, met separatie-constante -2,

f(x)/f{x) = = A = g'(t)/Dg(t),
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en dus als particuliere oplossing

C = (functie van A) . exp (- DtA + ix VA).

Door integratie of sommatie over A vinden we dan een algemene oplossing,

bijvoorbeeld (A = a?):

: 2
Clx,t) = J‘¢(a) e1*X ¢ Dt da .

In een gegeven geval moet men dan de functie ¢{a) en de integratieweg
zodanig kiegen dat aan de voorgeschreven begin- en rand-voorwaarden wordt
voldaan. Hierbij is het meestal voldoende om langs de reele as in het
a~-vlak te integreren. Dat vereist kennis van de Fourier-integraal. Bij
sommatie over @ stuit men op Fourler-reeksen en elliptische theta-functies.
Cok kennis van Laplace~transformatie is wvaak vereist. We kunnen hier voor-
lopig alleen enkele elementaire gevallen behandelen.

Voorbeeld 1. Stel op tijd t = C: C = Co (ca <x <a)en C =0 (lx| > a).

Dan weten we

a 2
Clx,t) = —— ¢ o= (X=T) /4Dt 4
2vnpt  © L

1 C erf (-ZX2.) . errp (X2 )] .
?°[ 2 VDt 2 VDt

Anderzijds kunnen we dit probleem ook met Fourier te 1ijf gaan. De
Fourier-getransformeerde van de beginconcentratie is

a . .
c Lr omiox o oc Sin aa ’
o o

o
!

en dus met de omkeringsformule

CO
C(X,O) = ?

sin ax eiax

x do

§ 8

en met de algemene formule vinden we voor t > O de uitdrukking

C o
. . 2
Clxyt) = 2 J‘ R
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Je twee uitkomsten zijn natuurlijk aan elkaar gelijk; met andere woorden,
we hebben de laatste integraal uitgedrukt in getabelleerde functies. Een
bijzonder geval is het volgende. Neem C, = 1/2a, en laat a - 0. Dit

komt overeen met een eenheidsbron-beginconcentratie. De integraal wordt,
voor a—+0, gelijk aan
oo Al
. . 2 2
1im 1 sin ax  iox  -a Dt do = a2 eiax o % It da .
an aa 2%
a-o e oY

Van vroeger kennen we reeds het concentratieverloop van een eenheidsbron.
Gelijkstelling geeft de volgende identiteit

oo

. 2 2
j elﬂ-x e"a Dt dO‘. - (I/Dt)% e"x /lI-Dt

- OO

Voorbeeld 2. Laat op t = O de volgende concentratie-verdeling zijn
gegeven:

C=C (0 < x < a) (beginvoorwaarde)

en laten we eisen

C=0 (x=0,x=a;t>0) (randvoorwaarden)

De eigenwazarden en eigenfuncties kunnen we gemakkelijk opschrijvens; ze
zijn identiek met die uit 8.5, Met onbepaalde coefficienten @ schrijven

we dus voor de oplossing

o ,
Clx,t) = E @ sin EEE exp (- n’w®Dt/a?).
n="1
Tit
- . nnx
C(x,0) =C_ = Z a  sin —= (0 < x < a)

volgen dan de coefficienten an met behulp van de formule van Euler.

Iie van even rangnummer zijn nul,., Het slotresultaat wordt

> 1 . (2ne1)nx  ~(2n+1)?n? Dt/a?
Clx,t) = (QCO/E) E ST Sin = e .

n=o

Deze reeks convergeert zeer snel voor grote waarden van t. Het feit dat
C(x,%) = 0 is, voor 0 < x < a, betekent dat alle materie op den duur is
verdwenen uit dit interval. De materie is bij x = O en x = a weggelekt,
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ondanks het feit dat daar voor alle tijden t > O de concentratie nul is.
Natuurlijk is aan de uiteinden 3C/ax £ O.

Voorbeeld 3. Beschouw het volgende probleem. Op tijd t = O is de half-
ruimte x > O op temperatuur T = O, en op tijd t = O wordt de rand x = 0
op constante tewmperatuur To gebracht en op die temperatuur gehouden voor

t > 0. Er is dus een warmtebron (ergens in x < 0) die er voor zorgt dat

i

!
de halfruimte x > 0 langzamerhand op temperatuur To komt. Hoe is het }
temperatuurverloop als‘functie van plaats en tijd ?

Dit lossen we op met de Fourier-sinue-transformatie. De onbekende T(x,t)
voldoet aan

Vermenigvuldig links en rechts met sin (Ex) en integreer over x. Het
linkerlid geeft

oD

o

waarbij we hebben gesteld:‘
o

aT

T sin (Ex) dx = % g%- Jﬂ T sin (Ex) dx = 9
)

d
at *

x|
x ]

6(z,t) %ef j' T (x,t) sin (Ex) dx .

o

Het rechterlid geeft, na tweemaal partieel te integreren,

o0 > oo

3_2. sin (Ex) dx [ %I sin (Ex) - ET cos(EX)] - &
332 x 0

T sin (Ex) dx

0(;__38

2
ETO'Eea

aangenomen dat de volgende relaties gelden:

(1) T - To (x40},
(2) xg—x-o (x4 0),
(3) T—-O(x—-no),-g-g--oo (x » o),

2lles genomen bij vaste t > 0. Voorwaarde (1) volgt uit het gegevene
voorwaarde (2) laat toe dat 3T/ax oneindig groot wordt voor x O
voorwaarden (3) zijn fysisch vereist. Let wel dat T — T, (t = =) bij

vaste x!
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Voor 8 vinden we dus de differentiaalvergelijking %% + nE0 = nk T,-
-uE24
Cplossen geeft: 6 = TO/Z + £(2) 75 Y. Omdat T{x,0) = 0 is, en dus

8(¢,0) =0, volgt £(2) = - TO/Z. Dms vinden we tenslotte

-nizt

.To
s(ggt) =?(1-e )-

De Fourier-sinus-getransformeerde van de onbekende functie T(x,t) is
nu bekend, Lzn vinden we met de omkeerformule voor deze ontekende functie
2 32
T(x,t) == j 8{¢,t) sin (xE) &

0

ar 5 . 2
_ no 41 sin (xE) “ - 24 y oF

To erfe (x/EV;F)

Upgave. Controleer dat deze functie aan alle begin- en randvoorwaarden
voldoet,

Opgave. 3ewijs dat deze uitkomst ook als volgt kan worden geschreven:

iax

S 2 2
2 sin ¥ x ~-uf t _ i e -2 ut
nToj‘ 7 (1 - e )d:-nTovr e da
0

o L]

waarbi] in de laatste integraal lzngs de bovenkant van de reele as wordt
geintegreerd (van - « 4+ 10 naar « + i0), en de singulariteit van de
integrand bij @ = O met een boogje naar boven wordt vermeden. Aldus is
de oplossing in voorbeeld ? teruggebracht onder de algemene formulering.

Opg=ve. Controleer aan de eerste opgave van 8.6 dat de oplossing van
veorbeeld 3 identiek is met die welke wordt verkregen door san. te nemen
dat op tijd t = 0 de andere halfruimte x < 0 op temperatuur BTO is.



I

8.7

35

Potentiaaltheorie in twee dimensies

In twee dimensies, met x en y als rechthoekige coordinaten (rechts
systeem), is de homogene potentiaalvergelijking

Deze vergelijking is dezelfde als de golfvergelijking in één dimensie
(cf. 8.4, met v = i), De algemene oplossing, in de hele ruimte, is
dus

ul{x,y) = f{x + iy) + glx - iy),
waarin f en g "willekeurige' functies zijn van één complexe variabele.

Zo zien we duidelijk de samenhang van potentiaaltheorie in twee
dimensies enerzijds en complexe-functietheorie anderzijds:

u(x,y) = £f(z) + g(z). Potentiaalproblemen in twee dimensies kan men
inderdaad met functietheoretische middelen (e¢f. syllabus Wiskunde V)
oplossen, waarbij conforme afbeeldingen een grote rol spelen.
Onafhankelijk van Wiskunde V zullen we hier de onderlinge samenhang
schetsen.

Zij G een (enkelvoudig-samenhangend) gebied in het {(x,y)-vlak.

Laten in G twee reele functies u(x,y) en v(x,y) eenwaardig gedefi-
nieerd zijn, en neem aan dat alle vier eerste-orde partiele afge-
leiden van deze functies bestaan en totaal-continu zijmn in G. Voeg
aan (x,y) het complexe getal z = x+iy toe, en voeg aan (u,v) het
complexe getal w = u+iv toe. Dan is w = w(z) een complexe functie

van de complexe variabele 2z, gedefinieerd in G en aldaar een continue
functie van z. Deze functie is in het algemeen geen analytische
functie van z.

Definitie: w = w(z) heet amalytisch in G als w in ieder punt van G
differentieerbaar is; w heet differentieerbaar in het punt z als

f(z + h) - £(z)
h

1im
h-o

bestaat en onafhankelijk is van de wijze waarop h naar nul gaat.
In dat geval noemt men deze limiet de afgeleide van w; deze afgeleide
wordt aangegeven met w'(z).

In Wiskunde V werd bewezen dat een analytische functie van z auto-
matisch oneindig-vaak differentieerbaar is, zodat alle afgeleiden
w'(z), w'(z), ..., analytische functies van 2z zijn indien w(z)
analytisch is. )

Nu kan men w'(z) gemakkelijk uitdrukken in de partiéle afgeleiden
van U en v naar X en Y. In horizontale richting gedifferentieerd
krijgt men
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- du av = 2 i
w'(z) = TRERTR (= ix (u + iv))

in verticale richting
dv du d .
1 - e e =
wt(z) = iy i 3y ( 3T (u + iv))

Door gelijkstelling vindt men

du v v _ _du
¢x oy ' dx 3y °©

Dit zijn de partiele differenfiaalvergelijkingen van Cauchy-Riemann,
waaraan de componenten u en v van een analytische functie voldoen.

Definieer nu een vectorveld a(x,y) in G door de afspraak

a_ = ulx,y), ay = - vix,y) ;

a_ en'ay zijn dus de rechthoekige componenten van de vector a.

Zij nu K een "gladde" kromme in G, met orientatie, booglengte s,
raaklijnvector t, normaalvector n, als in figuur

De integraal

Jﬁ w(z) dz

K

heeft betekenis, omdat w(z) een continue functie van z is (zie
Wiskunde V), De integraal is gedefinieerd als limiet van een Riemann-
som., Formele omvorming tot lijnintegralen (Stieltjes-integralen) is
onder de gegeven omstandigheden gecorloofd:

\f w(z) dz = .r (u+iv)(dx + idy) = Lr (udx - vdy) + 1 \r (udy + vdx).
K K K K

We kunnen hier ook Riemann-integralen van maken door de booglengte
in te voeren:

- dx 4y Jﬂ ay ax
Jﬁ w(z) dz = ‘f (u T ds) ds + 1 (u otV ds) ds.
K K X
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Nu geldt
dx ay _
ugs - V3E=a cos (x,t) + ay cos (y,t)
=a t +a t =a.,t,
X b 4 Y y - -
u 4y + Vv dx =a t -a t =a n_ + a = a . n .
ds d Xy ¥y X b y ¥ - =
Dus ‘r w{z) dz = Jﬁ a, ds + i J1 a ds ,
K K K

waarin a, en a de componenten zijn van a tangentieel respectievelijk

normaal ten opzichte wvan K.

Is a een kracht, dan is de eerste integraal een arbeid: daarom heet
de eerste integraal in het rechterlid de arbeidsintegraal. Is a een
stroomsnelheid, dan is de tweede integraal gelijk aan de per tijds-
eenheid door de kxromme X (van links naar rechts) heen gevloeide stof:
daarom heet de tweede integraal in het rechterlid de stromings-

integraal. ’

Definieer nu twee scalaire functies door

da da
. def X Yy _ du v
Div.a = ix T dy ~oax dy °*
da da
def Y X _ du  dv
Rot a "= gt -5 = Gy tax) -

De scalaire Rot a is dus de component van de vector rot a normaal op
het (x,y)-vlak:

1 1 1 £
3 8
Rot a = 5 g; 0 . 4 n
C
a a 0
X ¥

Stel C is een enkelvoudige gesloten weg (Jordan-kromme) geheel in G
liggende, en positief georienteerd (zie figuur), met D = Gi + C het

gesloten domein bestaande uit het inwendige Gi en diens rand C (Gi is

een enkelvoudig-samenhangend gebied). Dan kennen we uit de integraal-
rekening de volgende stellingen:
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f - af = -
ij 3% dxdy = Jﬁ f dy, br - dxdy = Jﬂ f dx.

D c D ¢

Het bewijs van deze formules is triviaal als C een rechthoek is met
zijden evenwijdig aan de coordinaat-assen (partiele integratie). Voor
"willekeurige" C volgen de stellingen door additie van de individuele
bijdragen der rechthoeken waarin D kan worden verdeeld (en de nodige
limiet-beschouwingen aan de rand). Toepassen van deze formules in ons
geval geeft

| _ au , ov _
Jﬂ (vdx - vdy) = = Ji[ (ay + ax) dxdy = Jif Rot a dxdy,
C D D
(udy + vdx) = (EE - EZ) dxdy = Div a dxdy
ix oy = )
D D

C

Daarmee kunnen we de integraa]l van een complexe continue functie
langs een gesloten kromme uitdrukken als de som van twee oppervlakte-
integralen over het door de kromme ingesloten domein:

J‘ w(z) dz = J‘ Rot a dxdy + 1‘Y£ Div & dxdy,
C D
waarin a de met w(z) corresponderende vector is. Anderzijds hadden we
J\ w(z) dz = J\ a, ds + 1 Jﬁ a_ds .
t , n
Cc c C

door vergelijk vinden we

J’ a, ds = Jlr'Rot»g dxdy (stelling van Stokes)
c D

J\ a_ ds =;££ Div a dxdy (stelling van Gauss)
c

in overeenstemming met de stellingen van Stokes en Gauss in twee
dimensies (cf. Wiskunde IV).

Stel nu dat w(z) een analytische functie is. Dan voldoen u en v aan
de vergelijkingen van Cauchy en Riemann: du/dx = 3v/3y en
dv/dx = - du/dy. Voor de vector a, toegevoegd aan w(z) geldt dan

Diva =0, Rot & = O ,

en dus
wiz) dz = 0 .,
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Hiermee is de hoofdstelling der integratie (cf. Wiskunde V) nogmaals
bewezen (echter onder de extra-aanname dat de eerste afgeleiden
continu zijn):

de integraal van een analytische functie langs een
gesloten kromme is altijd nul.,
Equivalent hiermee is:

de integraal van een analytische functie langs een willekeurige
kromme hangt niet af van het preciese verloop der kromme maar
is alleen een functie van de eindpunten der kromme.

Zij f£(z) een of andere analytische functie in het gebied G, en splits
£(z) in reéle en imaginaire componenten:

£(z) = u(x,y) + 1 v(x,y) (z = x + 1iy)

Dan zijn wu en v harmonische functies in G, dow,z. ze voldoen in G
aan de vergelijking van Laplace:

Au=o, AV=OG
De functies u en v voldoen ook aan de differentiaalvergelijkingen van
Cauchy-Riemann, u, = vy, uy = - Ve Hieruit volgt

grad u ., grad v = u_ v = 0.

+u_ v
X x y v

De vectoren grad u en grad v staan dus loodrecht op elkaar. Dit
betekent dat de lijnen u = const er v = const elksar locdrecht snijden.

De twee potentiaalfuncties
u = Re f(z) en * v = Im £(z)

hangen dus op zeer bijzondere manier met elkaar samen; deze samenhang
is symmetrisch. Als we de lijnen u = cOnstant als equipotentiaallijnen
interpreteren dan zijn de bijbehorende krachtlijnen gegeven door de
lijnen v = constant, én omgekeerd. Men noemt daarom u en v Eeconjugeerde
potentialen; u is de geconjugeerde van v, en v is de geconjugeerde van

- U.

Voorbeelden:

f(z) = 22, u=x* -y, v =2xy
f(z) = sin.z, u = ein x cosh y, v = cos x sinh y
f(z) = log z, u =1log |lzf, v =arg 2

I

(Als we stellen: z = r ei® y dan log z = log r + i6 ; deze functie is
niet analytisch in de omgeving van de oorsprong en is oneindig-
veelwaardig omdat 8 dat is:; hoofdwaarde van logarithme wordt verkregen
als men & beperkt tot - x < 6 K n; we bedoelen met log z altijd deze
hoofdwaarde, tenzij anders uitdrukkelijk wordt gezegd; zie Wiskunde V.)
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Het is gemakkelijk in te zien dat twee geconjugeerde potentialen
elkaar ondubbelzinnig bepalen, afgezien van een additieve constante.

- Bewijs 1s als volgt. Zij O een vast punt in G, en P een variabel punt.
We denken P met O verbonden door een kromme K in G. Dan geldt

ou P du
u(P) - u(0) = 3s 98 = J’ 35 48
K 0

waarblj de laatste notatie zinvol is omdat de integraal niet van K
afhangt, zolang K maar loopt binnen G van O naar P. Voer nu in de
normaal van K, zodanig dat de raaklijnvector ! en de normaalvector n
dezelfde orientatie hebben als de ¥ en x assen (dus n en t vormen een
rechts systeem, net als x en y). In de buurt van een punt van K kunnen
we een nieuw rechthoekig coordinatensysteem invoeren met assen langs
n en t. Het is duidelijk dat in deze nieuwe coordinaten weer de
Cauchy~Riemann relaties gelden. Ze zien er, in betrekking tot K, als
volgt uit:

du _ ov 9v _ _ du
dn = as ! an as *

Dan wordt dus

Derhalve

P v
u(P) = constante -\r — ds.
)

Dit betekent: als v bekend is in het gebied G, zodat ook de integraal
een bekende functie van P(x,y) is, dan is de geconjugeerde u van v op
een additieve constante na eéenduidig bepaald.

Omgekeerd ziet men:

du 4

=— ds
on '

. P

v(P) = constante +hr

5

zodat we bij bekende u de functie v eenduidig kunnen bepalen afgezien
van een additieve constante, :

De hierboven bewezen stellingen komen overeen met een stelling behandeld
in Wiskunde V, volgens welke het reele deel van een analytische functie
eenduldig is bepaald door het imaginaire deel, en omgekeerd, natuurlijk
afgezien van additieve constanten.

Een aantal formules uit de vector-analyse wordt in potentiaaltheorie
veel gebruikt. De stellingen van Gauss en Stokes in twee dimensies
hebben we reeds genoemd. We herhalen ook de formules van Green. De
eerste formule van Green is
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v
J‘(U AV + grad U, grad V) dxdy = J\ U s ds.
De tweede formule van Green is
av ol
- = — - ==) ds.
f(uav vV AU) axdy vr(U — -V 3) de

Opmerkingen: De functies U en V zijn gedefinieerd in een gebied G
plus zijn rand C, en voldoen aldaar aan zekere {(voldoende) voorwaarden
van continuiteit en differentieerbaarheid. De integraal links wordt
uitgestrekt over het domein G+C, is dus oppervlakte-integraal. De

integraal rechts wordt genomen langs de rand C, die positief is georien-

teerd, met s als booglengte en n de naar buiten wijzende normaal. De
eerste formule volgt uit de formule van Gauss, toegepast op de vector
a = U grad V; de tweede formule volgt uit de eerste door daarvan af te
trekken de analoge eerste met U en V verwisseld.

Nu enkele fundamentele stellingen.

Stelling: Fen in een begrensd gebied G harmonische functie die op de

' rand van het gebied de waarde nul aanneemt, is identiek nul.
Bewije: Zij U die harmonische functie. Pas Green I toe voor V = U.

Dan volgt, daar 4U = 0 is, en U = 0 op de rand van G,

J‘Igrad U1 dxdy = j‘U g% ds = O.

De integrand in de eerste integraal is niet negatief. Dus grad U = ©
in-G, dus U constant; en daar U = O op de rand geldt, moet deze
constante waarde van U noodzakelijk nul zijn. Dus U = O overal in G.

Stelling: Een in een begrensd gebied G harmonische functie is door
haar randwaarden ondubtelzinnig bepaald.

Bewijs: Stel U is een harmonische functie met zekere randwaarden, en

z1j V een andere harmonische functie, met diezelfde randwaarden. Dan

is U-V een harmonische functie in G met randwaarden nul. Dan is op

grond van de vorige stelling U-V =0, dus U = V.

Opgave: Bewijs de volgende stellingen.

Stelling: Is U harmonische functie in G, en 3U/83n = O op rand van 3,
dan is U constant binnen G.

Stelling: Een in een begrensd gebied harmonische functie is, door de
waarden van haar normaal-afgeleide aan de rand, ondubbel-
zinnig bepaald op een additieve constante na.

Opmerking: Men kan zich afvragen of, bij gegeven begrensd gebied G met
rand C, en voorgeschreven waarden van de functie respectievelijk van
haar normaal-afgeleide, een in G harmonische functie bestaat, zodanig
dat die functie die voorgeschreven waarden aan de rand aanneemt. Bij
voldoend-gladde rand en voldoend-gladde randwaarden is het antwoord in
het eerste geval: ja! 1In het tweede geval moet aan een extra eis zijn
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voldaan, namelijk dat de integraal over de randwaarden genomen langs

C nul zij, en ook dan is het antwoord: ja! Deze stellingen aangaande

de existentie van de oplossing kunnen we niet in dit college bewijzen.
Stellingen over de eenduidigheid der oplossing zijn meestal eenvoudig.
Deze stellingen hebben in eerste instantie niets te maken met complexe-
functietheorie, want hun uitbreidingen in drie dimensies gaan onver-
minderd door als men voor A de Laplace-operator in drie dimensies neemt.
Helaas (?) kunnen we echter alleen in het geval van twee dimensies in

de potentiaaltheorie met vrucht gebruik maken van de idee van een ana-
lytische functie van een complexe variabele.

Tenslotte willen we nog iets zeggen over de potentiaal van een eenheids-
bron. Zij r de afstand van het punt (x,y) tot de oorsprong (C,0). Dan
is gemakkelijk in te zien dat

log % = = % log (x* + ¥2)

buiten de oorsprong aan de potentiaalvergelijking voldoet. Deze functie
is dus een harmonische functie met singulariteit in de oorsprong. Neem
van deze functie de afgpeleide in radiale richting en integreer over een
cirkel van straal r om de oorsprong:

Pa 1 f 1 1
—— 1 — [ — = me e = - .
J\ar og = ds = ds = 2T en

De functie

1 1
Y= 2 log 7

heeft dus de volgende eigenschap:

du _
n dg = -1,

waarblij de integratie zich uitstrekt over een cirkel met positieve
straal om de oorsprong. In plaats van de cirkel kunnen we een willew
keurige gesloten kromme nemen (Jordankromme) die {(0,0) in zijn inwen~
dige bevat (bewijs ?).

In één dimensie zijn we bij de bespreking van delta-functies gestoten
¢p Greense functies die een sprong in de eerste afgeleide hebhen ter

grootte van

O+ 0~
en oplossing zijn van &’ y/dx® = - &(x).
Op dezelfde manier zeggen we nu dat u oplossing is van Au = -6 (x)6(y).

Controleer dat dit in overeenstemming is met de tweede formule van
Green als we die domweg toepassen op U = 1, V = u:
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‘f Au dxdy = -kf 6 (x) 6(y) dxdy = - 1,

_f(UAv ~ VAU) dxdy

= 8y A4 _IQE = -
-f(Uan-van)da_ i ds = - 1.

ave: Bewijs 8 (x) 6 (y) = (n r)-1 6(r).

Randwaardeproblemen voor de potentiaalvergeliiking

zij u(x,y) gedefinieerd in een zeker gebied en aldaar een harmonische
functie, en zij C een enkelvoudige gesloten kromme die met het
inwendige geheel tot het genoemde gebied behoort. Is (¥,n) een punt
binnen C, dan kunnen we u(f,n) uitdrukken in de waarden die u en
du/dn aannemen on C.

Bewijs: we weten dat

1

'1
G (xy75 £4n) = 5= log

am \/(x-ii)2 + (y=1)
oplossing is van
82 82
AG = - 8(x=E) 6(y-n) met A = —— 4+ — ,
¢ ax? ay?

We maken gebruik van de tweede formule van Green:

G
! : 0 du
jf (u AGO - Go Au) dxdy = (u i G ) ds .

c

De eerste term in het linkerlid geeft

-[[ uwex-8) 6(y-n) axday = - ulg,n).

De tweede term in het linkerlid geeft nul. Dit komt omdat de inte-~
grand overal nul is, met uitzondering van één punt (¥,n), waar G,

logarithmisch oneindig wordt., Dus

) aGo
u(f,n) = ‘J\(Go 5% -u 5;;*) ds,
C .

en hiermee is inderdaad u{f,n) uitgedrukt in de randwaarden van u
en 9u/An op C, en wel met behulp van de (bekende) functie Go’ de zg.
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Greense functie van de twee-dimensionsle ruimte,.

Opgave: Als het punt E&,n buiten C ligt, is de integraal in het rechter-
lid gelijk aan nul.

Opmerking.

We dienen plaats- en integratie-coordinaten steeds gced te onderscheiden.
Is Q het symbool van het integratiepunt (Quellpunkt), P dat van het
rlaatspunt (Aufpunkt) waar we u willen berekenen, dan gaat de formule
over in een duidelijker:

u(P) = ——-br {10 og L —Eigl - u(Q) log -**-] ds

Rq dmgy T Tpg TR

Stelling: De gemiddelde waarde van een harmonische functie op een
cirkel is gelijk aan de waarde van de harmonische functie in
het middelpunt van de cirkel.

Bewijs: Neem, in de laatste formule, voor C een cirkel met straal R en
middelpunt P, Dan staat er:
2n
u(P) = o= {1log 138 u(Q) - u(Q) 5% 5 log ] R 48
2n R &R :

o]

Stel
T

2
= def 1
u E oo Jﬁ u(Q) de ,
o

dan“is u de gemiddelde waarde van de harmonische functie op de cirkel.

Deze u kan, bij vaste P, alleen van R afhangen. Formule boven uit-
schrijven geeft
_z 1 du
u(P) = u + R log % 3R °

In werkelijkheid hangt U niet van R af. Dat kan men op twee verschillende
manieren aantonen. Eerste methode: Pas tweede formule van Green toe net

v = 1, Dit geeft direct du/dR = O. Tweede methode: Bovenstaande verge-
lijking is een differentiaalvergelijking voor UW(R) met als algemene
oplossing:

u = A + B log R,

met A en B onafhankelijk van R; B = 0, omdat de formule moet gelden voor
R-0; dan volgt A = u(P). Ergo, u(P)

De grootheid u is het gemiddelde van u over alle richtingen, en heet ook

u, waarmee de stelling is bewezen,

welt: sferisch-gemiddelde.
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Bovengenoemde stelling kunnen we ook als volgt in formule brengen:

1 2%

> \f u(x + Rcos 8, y + R sin 8) do = u(x,y).

o]

Randwaardeprobleem van de eerste soort (Dirichlet)

Boven hebben we, met behulp van GO(P,Q), u(P) uitgedrukt in U(Q) en
aU(Q)/anQ langs C. Omgekeerd: zijn deze twee functies op C voorgeschre-

ven, dan is de functie gedefinieerd door de integraal in het rechterlid
binnen C een harmonische functie. Echter: als we P laten naderen tot
een punt van C, dan nadert de functie in het algemeen niet naar de daar
ter plaatse voorgeschreven waarde, noch zal de normaalafgeleide naar de
voorgeschreven waarde naderen. Bij een elliptische differentiaalverge-
lijking kunnen we de waarden van de functie en haar normaalafgeleide
niet willekeurig en onafhankelijk van elkaar voorschrijven. Eerder: de
randwaarden van de functie alleen zijn reeds voldoende. Dit gaan we nu
duidelijk maken. We kunnen het hier niet bewijzen, maar zullen voor de
existentie-vraag ons herocepen op het fysisch inzicht,

‘Eerste Greense functie

Op fysische gronden bestaat de eerste Greense functie G(x,y; £,n), die
aan de volgende eigenschappen voldoet:

(1) G is een harmonische functie van %,y met uitzondering van het
punt £,n. Hierbij is gedacht aan punten binnen een enkelvoudige
gesloten kromme C die aan zekere eisen van gladheid voldoet.

€2) @ heeft in F,n een eenheidsbron. Dit betekent:
G = Go + functie die in de buurt van &,n een harmonische

functie van x,y is.

(3) G = 0 voor x,y op C.

Men kan G interpreteren als de potentiaal van een eenheidslading binnen
een kromme die zelf op aardpotentiaal (nul) is gehouden. Men zou G
axperimenteel kunnen bepalen. In elk geval nemen we zonder bewijs aan
dat G existeert. Dat G ondubbelzinnig bepaald is, kunnen we wel bewijzen
(zie vroegere stellingen over eenduidigheid).

n

Boven-gedefinieerde functie G voldoet aan AG
de tweede formule van Green toe op U = u met V
rechterlid maar één term over:

(x~£) 8 (y-n). Pas nu
« Dan blijft in het

br u g ds.
n
C

)
G

I

(=4

u(Z,n) = ;r (G g% -u %%) ds =
c
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Inderdaad geeft deze formule u(Z,n) uitgedrukt in alleen de randwaarden
van u op C:

u(F) = - J1 u(Q) Eﬁé%;ﬂl dsQ .
Q
C

Hiermede is het zogenaamde eerste randwaardeprobleem (probleem van
Dirichlet) voor de potentiaalvergelijking opgelost: een harmonische
functie construeren uit haar randwaarden.

In werkelijkheid is de situatie minder rooskleurig, omdat het in het
algemeen niet mogelijk is de functie ‘G expliciet aan te geven, Alleen
voor zeer eenvoudige C kunnen we dat (bijv. een cirkel: zie later). G -
heet de eerste Greense functie, of ook wel de functie van Dirichlet,
behorende bij het inwendige van de kromme C.

We komen nu tot de behandeling van het tweede randwaardeprobleem (probleem
van Neumann). Dit luidt als volgt. Bij gegeven enkelvoudige gesloten
kromme C en '"willekeurig" voorgeschreven waarden van de normaalafgeleide
op C, te construeren een harmonische functie binnen ¢ die op C die voor-
geschreven randwaarden der normaalafgeleide aanneemt. Hierbij is echter
een beperking in de toegelaten randwaarden van de normaalafgeleide te
vermelden. Voor elke binnen C harmonische functie u geldt, op grond van

de tweede formule van Green toegepast op U = u met V = T,

o .

\Jﬂ %‘WQ”
G Q

We zullen dus au(Q)/BnQ op C voorschrijven zodanig dat het gemiddelde

over de kromme C geliik azn nul is. De oplossing van het probleem is dan
ondubbelzinnig bepaald op een additieve constante na. Die constante
zhllen we 20 kiezen dat de middelwaarde van u op C ook nul is:

u(Q) ds =‘0 .
§ @ aag

Onder deze twee beperkende voorwaarden is dan u ondubbelzinnig bepaald,
Dat '"bewijzen" we door ons wederom te beroepen op de natuur en de exi-
stentie zonder mathematisch bewijs aan te nemen van de zogenaamde tweede
functie van Green, of ook wel genoemd de functie van Neumann N, voor

het binnengebied van een willekeurige enkelvoudige gesloten kromme C die
voldoende glad is.

De functie van Neumann is gedefinieerd als volgt:

(1) N(x,y; £,n) is een harmonische functie van x,y met uitzondering
van het punt E,n.
(2) N heeft in Z,n een eenheidsbron. Dit betekent:
N = Go + functie die in de buurt van E,n een harmonische

functie van x,y is.
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(3) oNAn = const. = - 1/L voor x,y op C, waarbij L de lengte van C
is.

(4) f N(P,Q) ds.. = O.
c Q

Aangaande eis (3) merken we het volgende op. We weten dat bij integratie
van de normaalafgeleide van G0 over een kromme rond het bronpunt de

uitkomst -1 is. Dan zal dus ook gelden:

f anr.Q) dsg = - 1.
c Q

Omdat volgens (3) de integrand constant,is op C, moet die constante de
waarde -1/L hebben., Is C een rechte, en het binnengebied van ¢ dus een
halfvlak, dan is de constante O,

Door de eigenschappen (1), (2) en (3) is N op een additieve constante na
eenduidig bepaald. Die constante kiezen we volgens (4} zodanig dat de
gemiddelde waarde van N op C nul is. Door de eisen (1) t/m (4) is dan N
ondubbelzinnig bepaald. De existentie van N nemen we zonder mathematisch
bewijs aan. Op fysische gronden kunnen we aannemen dat we dan geén onzin
beweren.

Het tweede randwaardeprobleem kunnen we nu oplossen met behulp van boven
gedefinieerde functie van Neumann. Daarvoor passen we de tweede formule
van Green toe op U = u met V = N, Daar N voldoet aan

AN = - 6 (x=E) &(y-n),

wordt het linkerlid van de formule van Green weer gelijk aan - u(Z,n).
Het rechterlid wordt

‘ ON _pdwy . 1 o
LF (u in - N Gn) des = = I \j‘u ds - J\ N in ds.
C

De eerste integraal rechts is nul, op grond van een van de twee neven-
eisen aan u opgelegd. Dan blijft dus over:

~ 2u(Q)
u(P) = Jﬁ N(P,Q) —5Hg— dsQ

als oplossing van het tweede randwaardeprobleem met voorgeschreven
waarden van de normaalafgeleide op C.

Bovenstaande randwaardeproblemen kunnen we ook in drie dimensies formu-
leren. Als we dan C interpreteren als een gesloten oppervlak met dsQ

als oppervlakte-element, dan gaan de formules door zoals ze hier staan.
Het bijzondere in twee dimensies is nu dat de twee randwaardeproblemen
van Dirichlet en Neumann op zeer eenvoudige wijze met elkaar samenhangen,
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zodat het voldoende is om onze aandacht te beperken tot het een-
voudigste der twee problemen: dat van Dirichlet, omdat er geen ver-
velende neveneisen worden gesteld aan u of G. Hoe men N uit G kan
afleiden, kunt U vinden in Bergmann-Schiffer, Kernel functions and
elliptic differential equations in mathematical physics, Acad.
Press, New York 1953, pp. 76-79. Daarbij is voldoende dat men de
eerste beginselen van de complexe-functietheorie (Wiskunde V) kent.
In het zelfde boek kunt U ook de existentietheorie mathematisch
verantwoord vinden.

Opgave: Bewijs dat G en N symmetrisch zijn:
G(P,Q) = G(le) H N(P,Q) = N(QQP)- !

Aanwijzing: met formule van Green; zie zo nodig bovenvermeld boek.

Randwaardeproblemen voor het halfvlak

We gaan nu de problemen van Dirichlet en Neumann oplossen voor het
geval dat C een oneindige rechte bevat en het "binnengebied" van C
een halfvlak is. Dan is voorgaande theorie niet zonder meer bruik-
baar, omdat daidr C een gesloten enkelvoudige, geheel in het eindige
gelegen, kromme was, Eerst dus maar formeel te werk gaan, en later
alles streng opzetten.

Allereerst Dirichlet: bepaal u(x,y) voor y » O als u(x,y) harmonisch
is voor y > 0, en u(x,0) = f(x) een voorgeschreven functie is.

De functie van Dirichlet (eerste Greense functie) kunnen we expliciet
aangeven. Zij £,n punt in bovenhalfvlak; F,-1 2ijn spiegelpunt t.o.v.
de x-as. Zij x,y variabel punt met y > O, Noem r en r' de afstanden
van X,y tot respectievelijk Z,n en £,-n :

ro= \/&-2" 4 ), r0 = \[-27 4 (gen? .

Dan is de functie

G(x,y; £,n) Go(xsyi Eyn) - Go(x:y'v £,-n)

1

(1/2n) leg (xr'/r)
de eerste Greense functie. Immers:

(1) G is harmonisch voor y > O met uitzondering van het punt £ ,n.
(2) G heeft in dit uitzonderingspunt een eenheidsbron.
(3) G =0 op de x-as (daar is r = r').

Ad (3): ook geldt G = O in het oneindige van het bovenhalfvlak.
Dus is inderdaad G gelijk aan nul op de "rand" van het bovenhalfvlak,

Toepassing van de algemene formule geeft dan, als we aannemen dat
het oneindige van het bovenvlak geen bijdrage geeft,



49

a__ 1 r'
- J‘ fx) { 3777 2n log = }y:o dx

u(Z,n)

-0

1 j‘ 3
= — f(x) { — log (r'/r) } dx.
2n ay y=o
Verder heeft men
] 1 dr 1y -7 ¥y -1
= logr = = oL = = =
oy roy r© o7 (x-E) +(3-)°
g + 7
5o log r' =
(x-t})z+(y+n)2
en dus
( % log (r'/r)} = —20__

y=o  (x-§) +n°

Cnze formule wordt dus tenslotte

u(f,n) = 1 flx) —L—— dax .
TJ (x-8) +1°

Deze formule noemen we: formule van Stieltjes-Cauchy. We vermoeden:
ze geeft ons de oplossing van het probleem van Dirichlet voor het half-
vlak, onder zekere, voldoende maar nog niet nader genoemde voorwaarden.

We zullen nagaan onder welke voldoende voorwaarden deze formule geldig
is en aldus het eerste randwaardeprobleem oplost. Pas daartoe de

tweede formule van Green toe met V = G op een gebied begrensd door een
stuk (-R,R) van de x~as en de halve cirkel I' met straal R en middelpunt

in de corsprong, gelegen in het bovenhalfvlak. Dan vinden we
(2 +9° <R, 7 >0):
R !

2@ - 7 f w(x,0) ——L— dx + f 6§ - v §p) as.
<R (x-Z) +1 T

Als we nu R naar oneindig laten gaan, geeft de eerste term in het
rechterlid de gezochte integraalvoorstelling (althans in hoofdwaarde).
%a moeten aan u(x,y) dus zulke voorwaarden opleggen, dat de integraal
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langs I' naar nul gaat voor R— =, Daarvoor is nodig dat we het asympto-
tische gedrag kennen van G en 8G/3R opT . We voeren poolcoordinaten im:
E=pcosB,n =psint, en

x = R cos ¢, y =R sin¢ (op I').

Dan geldt:

2

r? = R? - 2Rp cos (p~8) +p°, r1?

= R* ~ 2Rp cos (§+8) +p?,
en dus

1 - (2p/R) cos (0+6) + (p/R)2
1 - (20/R) cos ($-8) + (p/Rf

0
i}

1
n log

(p/"R) sin ¢ sin & + O(R™?) (R—+ o ).

Op dezelfde wijze:

G

I < - (p/xR?) sin ¢ sin 8 + O(R™’) (R = ).

Derhalve: G is van de orde van grootte 1/R en 4G/ R van de orde van
grootte 'I/R2 als R— o, De integraal langs I gaat dus zeker naar nul
voor R— « indien u(x,y) voldoet aan:

du

%--0 en 3¢ -0 (uniform in het bovenvlak voor R- o« ).

Daarmee is de volgende stelling aangetqond:
Is u(x,y) harmonisch voor y > O en conﬁinu-differentieerbaar voor
¥y » 0, en wordt voldaan aan: '

% en g%-beide-+ 0 (R =Vx2 + y2- o ) uniform in alle

richtingen voor y 2 G,

dan heeft men de representatie

(x-2)" +n°

R-roe

R
w(@,n) =1im 4 J’ u(x,0) ~——%—— ax. (n > 0)

-R

Opm. Het rechterlid kunnen we schrijven als

00

\)C u(x,0) ——t— ax,
{(x~E) +n?

- 00

aj-
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als we de integraal als een hoofdwaardeintegraal opvatten (streepje in
integraalteken). Convergeert de integraal in de gewone zin, dan is de
integraal gelijk aan de hoofdwaardeintegraal.

Deze ultkomsten geven aanleiding tot de volgende uitspraak:

Indien een functie u(x,y) bestaat met de eigenschappen:

ulx,y) bharmonisch in y > O, continu-differentieerbaar voor y > 0,
u/R en 3u/3R = 0 uniform in y > O voor R= =, :

u(x,0)} = f(x),

dan geldt voor die functie de volgende voorstelling:

oo

u(Z,m) =% + fx) —L—— ax (n 3 0),
" (x-§)2+n2 .

- 00

waarbij een streep door het integraalteken de hoofdwaarde (valeur
principale van Cauchy) aanduidt.

We weten nog steeds niet dat die functie u(x,y) bestaat. Om te kunnen
zeggen dat we het eerste randwaardeprobleem hebben opgelost moeten we
de volgende dingen aantonen: (in aanmerking genomen dat we vermoeden dat
de functie in het bovenstaande rechterlid de juilste functie zal zijn)

(2) het rechterlid is een harmonische functie van f en n voor i > Q3

(b) deze functie nadert tot £(Z') als het punt (£,n) nadert tot het
' punt (£',0) langs een weg die geheel in het bovenvlak verloopt:

(¢} deze functie heeft voor R+ het genoemde asymptotische gedrag:
u/R -+ 0 en duBR - 0. (R =VE? + 07 » » , uniform)

Dat kan allemaal precies worden uitgevoerd, onder zekere, voldoende
voorwaarden voor f(x). Aan dit detail-probleem kunnen we inderdaad alle
facetten zlen van een streng-mathematische behandeling van het eerste
randwaardeprobleem, wat betreft existentie, eenduidigheid, voorwaarden
aan de functies, voorwaarden aan de randwaarden die we voorschrijven,
vorm van de rand, etc. Dat is een gecompliceerde materie, waarvan hier
slechts de tip van de sluier kon worden opgelicht.

Opgave. Appeleer aan de deltafuntie van Cauchy (8.2) om eigenschap (b)
te doorzien. ‘

Een ander punt van uitgang voor de formule vap Stieltjes~Cauchy ligt

in de complexe-functietheorie., Stel g(z) is een eenwaardige analytische
functie van de complexe variabele z = x + iy voor Im(z) » 0. Volgens de
formule van Cauchy geldt dan

1 g(t)
g(z) =53 | o7 a4t

waarblj de integratieweg bestaat uit het stuk (-R,R) van de redle as
en de sluitende halve cirkel I' van zoeven., Hierbij ligt 2 binnen die




52

integratieweg. Het punt Z =x - iy ligt buiten deze integratieweg, en
dan geldt dus

2n1 Jﬁ SLE— dt (langs zelfde contour als boven)

Onderstel nu dat g(t) zich in het oneindige zodanig gedraagt dat de
integraal langs I' nul wordt voor R = «, Voldoende daarvoor is dat

g(t) - 0 (t—+ e , uniform in arg t voor Im (t) 3 O).

Dan vinden we de identiteiten (Im (2) > 0)

oo

A g(t) 1 (t
3(2) T \; toz 9F» = Zni J? dt.

- 00

Splits nu g(t) op de reele as in reeel en imaginair deel:
g{t) = A(t) + i B(t),

en neem van de tweede formule het complex-geconjugeerde. Dan vindt men

_ 1 A(t) + 1 B(t)
glz) = 53 Jf t - (xeiy) o0

-0

A(t) - 1 B(t)
t -~ (x+iy)

0 = = dt .

.
2ni
- 00

Optelling geeft
1 B(t)

glx+iy) = — f —-W dt,

en aftrekking geeft

glx+iy) = L JC t_:-i((LT dt.

x+iy

Hiermede is bereikt dat we de analytische functie g(z) hebben uitgedrukt
in de randwaarden van haar imaginair deel 6f haar reeel deel op de
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recéle as. Splitsen we g(z) = ulx,y) + i vix,y) in een paar van gecon-
Jjugeerde potentialen, en bedenken we dat geldt (t reeel)

t - x . b
= z 2z v 1 2 2
(t-x) '+ y (t-x) + y

1
t - (x+iy)

dan geven de twee vorige formules als resultaat:

ulx,y) = = JP B(t) (tfx');’:yz dt

=,% ;F At) -——2L-~2—dt,
(t=x)"+ ¥y

vx,y) = % Jf B —L—
oo t-x) + y

=T1r JFA(t) — Xt .
(t-x) + y2

De laatste uitdrukking voor u(x,y) en de eerste uitdrukking voor v(x,y)
zijn in overeenstemming met de Stieltjes-Cauchy formule, omdat

A(t) = u(t,0) en B(t) = v(t,0) is. De twee overblijvende integralen
bepalen de harmonische functie door de randwaarden van haar geconjugeerde
harmonische functie.

Opm. Als in bovenstaande formules cifferentiatie en integratie van
volgorde mogen worden verwisseld, dan gelden ook de volgende

relaties: _
u(x,y) = - é% e ;F B(t) log [(t-x)° « y?] at
= 51; a_ay. £ ACt) log [(t-x)® + y*] at,
vix,y) = é% g% fﬁmiB(t) log [(t-x) + y?] at
= é% é% jﬁm A{t) log [(t-x)? + v'1 at.

- O
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Nu nog enkele opmerkingen ovef het tweede randwaardeprobleem (Neumann)
voor het halfvlak. De volgende functie

1
N(xyy5 o) = G (xoyi am) + G (x,y5 £,-n) = 3 log =

is, als functie van x,y in het bovenhalfvlak, een harmonische functie,
met vitzondering van het punt §, n, waar ze een eenheidsbron heeft.

Op de reele as is IN/dy gelijk aan nul. Daar de integraal van N langs
de reele as niet convergeert, laat staan gelijk aan nul is, is N niet
de Neumann-functie in de eigenlijke zin van het woord. Toch kan ze, in
dit ontaarde geval van het halfvlak, wel dienen om een harmonische
functie uit te drukken in de randwaarden van de normaal-afgeleide op de
reele ag. In de eindformule komt geen verandering. Men vindt, onder
zekere voldoende voorwaarden, in plaats van de formule van Stleltjes-
Cauchy,

oo

u(€,n) = é% ;F log [(x--l:)2 +1°] hix) ax ,

- 00

waarbij ~h(x) de voorgeschreven waarde van de normaalafgeleide,

_ du
- h(x) - - ay (x'o)g
is.

Opgave: Onderzoek de details van het tweede randwaardeprobleem op de
wijze zoals dat op college is gedaan met betrekking tot het
eerste randwaardeprobleem,

Opm. De formules in de vorige opmerking zijn nu ook niet onvefwacht,
omdat de twee randwaardeproblemen onmiddellijk samenhangen door de
complexe-functietheorie.

Opgave: Is g(z) analytisch in het bovenhalfvlak Im(z) » 0, dan geldt
daar, onder zekere voorwaarden,

g(z)*-f I“—‘f—-?-(:;—dt: Jf—R-%—%(%dt

(zie boven). Hoe luiden de analoge formules voor het
benedenhalifvlak?

Antwoord: er komt voor beide integralen een minteken.



8.10 Randwaardeproblemen voor de cirkel

Zij nu C de cirkel met straal R en middelpunt in de oorsprong. Op

C geeft men een "willekeurige' functie f(8), waarbij © de hoek van

de voerstraal uit de oorsprong met (bijv.) de x-as is, zodat f(8)

is gedefinieerd voor het interval (0, 2n). Het probleem van Dirichle%
is: construeer binnen C een harmonische functie die op C de rand-
waarden f aanneemt.

Er zijn verschillende manieren van oplossing. Om eens wat anders te
doen dan in de vorige paragraaf, passen we nu de methode der eigen-
functies toe. Druk de operator van Laplace uit in poolcoordinaten,
en separeer de potentiaalvergelijking in die coordinaten. De
potentiaalvergelijking is

2 2
1115 1.3_“_,,_1_29..._1;:0.
dr rer r e

Door te stellen u(r,0) = X(r) Y(6), worden de vergelijkingen voor
Len Y:

X"+ r Xt
X

Yll
- —Y— = nz'

waarbij n?

oplossing

de separatie-constante is. De Y-vergelijking heeft als
Y = a cos nb + bn sin no, {(n # 0)

de X-vergelijking heeft als oplossing

L=¢ r +4d4d r . (n # 0}

Voor n =0isY=a_ +b 8, X=¢ +4d log r.
o o] o o

Beperkt men zich tot functies Y die periodiek in 9 zijn met periode

2, dan moet men n= geheel getal kiezen. Bij ons randwaardeprobleem

kunrnen we ons beperken tot niet-negatieve gehele waarden van n.

Voor het probleem binnen de cirkel moet bij de X-functies de coeffi-
cient dn gelijk nul zijn. Aldus is (met nieuwe notatie)

u (r,0) = (a_cos n® +b_ sin nd) r°/R™
n n n

voor n = 0, 1, 2, ... het systeem van eigenfuncties voor de
potentiaalvergelijking binnen de cirkel O, Op grond van de algemene
filosofie wvan eigenfunctie-ontwikikeling verwachten we dus dat we
onze onbekende functie in een reeks van dergelijke functies kunnen
ontwikkelen. We proberen dus
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u(r,8) = ta  + > (a cos no + b sin ng) (r/R)",
n=1

Op C moet deze ontwikkeling de functie f(g8) reproduceren. Dat is een
gegeven waaruit we de onbekende coefficienten a, en bn moeten bepalen.

Er zal dug gelden:

L -
£(8) = fa_ +> (a_ cos nb + b_ sin ne).
ot n n

Het komt weer neer op de Fourier-ontwikkeling van f(8). De coefficienten
vinden we met behulp van de formules van Euler:

1 21
a =g Lf f(®8') cos nb' do"' ,
d
1 2n :
— p— - t
bn =z J‘ f(6'} sin n6' as' .
o

Vullen we deze coefficienten in de reeks voor u{r,8) in, darn komt er,
na verwisseling van sommatie en integratie,

™ o0
u(r,8) = % bf £(a') {3 + E (r/R)™ cos n (8 - g')) de' .

o n=1

De uitdrukking tussen accolades kan nu in gesloten vorm worden gebrachf:

o ki . hod ..n
3 +2_ x™ cos ny = $+Re > x®e™ -4, Re > (xelV)
1 1 1

=% + Re xely_ = 3Re 1* xelY -3 1~ x? .

i 2
1 - xeY 1« xeV 1« 2x cos ¥y + x

Deze transformatie is geldig voor y reeel en - 1 < x < 1.
Stoppen we dit in onze formule voor u(r,8), dan vinden we

2T

2 2
u(r,8) = 21—“ R -r £(8') de' .

R? - 2rR cos (8 = 8') + p?

Met deze formule van Poisson hebben we het eerste randwaardeprobleem
voor het binnengebied van een cirkel opgelost.




Vervolgens behandelen we het tweede randwaardeprobleem van de cirkel.
Het probleem van Neumann is: construeer binnen C een harmonische functie
die op C voorgeschreven waarden van de normaalafgeleide aanneemt.

Noem deze laatste g(6). Deze functie is periodiek in 0 met periode 2u
en gemiddelde waarde nuls

g |
J‘ g(®') 48' = 0.

O

We proberen de oplossing te schrijven als

o0 n
vir,0) = E {(a_ cos no + b_ sin np) (%) ,
n=1 n n

waarbij we de additieve constante maar weglaten. Nu moet gelden

v _ dv

R T ar g(8) voor r = R.
Dit geeft
=]
R g(o) => n(an cos né + b_ sin ng), (08 < 2n)
n=1
en met Fuler vinden we
2T
a =R - g(8') cos nH"' 49’
n nn 4
o)
1 2n
b =R — j‘ g(8') sinn o' dg' .
n nn
o

Dit invullen in onze reeks voor v geeft, na verwisseling van sommatie
en integratie,

271 e n
v(r,8) =R% \J" g(6') dae" {ng %(%) cos n (8 -6')}.

O

De reeks tussen accolades kan in gesloten vorm worden gesommeerd.
Bedenken we dat
2 53 )

log (1 + 5) =5 - S+ 3 - %: S (Is] < 1)

dan vindt men (0 & x < 1, y reéel)
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-]

iv. N
log ! — = = log (1 - x eiy) = 2:: 2 (x ey,
1 1y = "
- Xe n=1
en dus oo
E % x" cos ny = - Re log (1 - x e7)
n="1
=-log|1-xe¥|=- % log (1 - 2x cos y + x?).
Dan wordt
o0
> % (%)n cos n(f-6') = - % log [R2 - 2rR cos(0-8') + r?] + log R.

n=1

De term met log R kunnen we in de onbepaalde additieve constante

opnemen, zodat als algemene oplossing van het tweede randwaardeprobleem
wordt gevonden:

2T
v(r,8) = const. = 5% &r log [R? - 2Rr cos(6-6') + r?] g(6') do".

o

Tot nu toe beschouwden we slechts het zg. inwendige probleem, waarbi i
we zochten naar een harmonische functie binnen de cirkel onder voor-
geschreven randcondities. Nu nog enkele woorden over het uitwendige
probleem. Voor Dirichlet luidt dit: construeer buiten C een harmonische
functie die op C gegeven randwaarden aanneemt. Het ligt voor de hand
dat dit laatste probleem niet bepaald is zolang we nog geen randvoor-
waarden in het oneindige voorschrijven. Immers, de functie 4 log (r/R),
met A constant, is harmonisch buiten C en neemt op C de waarde nul aan.
We eisen dan ook: de gevraazgde functie is begrensd in het oneindige
(r - «, 0L 0 £ 2n). Dan kunnen we naar analogie met het eerste geval
aannemen?

- -]

n

U(r,8) = 1 A+ E (An cos nd + Bn sin n8)(R/r) .
n=1

Noem F(6) de randwaarden (voor r = R) door U op C aangenomen. Dan

[- ]
F(g) = % A+ > (An cos no + Bn sin ng).
n=1

En analoog aan een der vorige formules heeft men

2n L) n
U{r,0) = 1 F(B')(% + E (B) cos n (8'-8)} g8,
n 7 T

Q
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Het enige verschil met het eerste geval is dat r en R van rol zijn
verwisseld. Het uitwendige Dirichlet probleem wordt dus voor de
cirkel opgelost door

21

2 2
U(r,8) =2l r - R - F(e") ae'.
T R? - 2rR cos(8-6') + r
o

Opgave: Los het probleem van Neumann op voor het buitengebied van
de cirkel.

8.11 Potentiaalproblemen

Opgave: Oplossing van inhomogene probleem:
onder randvoorwaarde u = O op C is

wgyn) = [0, 6,5 x,y) ax ay,

waarbij G de Greense functie is (8.8).

Metalen cylinder in homogeen veld

Een metalen cylinder, straal R, en ongeladen, wordt geplaatst in

een homogeen elektrisch veld, loodrecht op de as van de cylinder.
Bereken de potentimalverdeling en de ladingsdichtheid geinduceerd
op de cylinder.

Oglossing:'

Laat het uitwendige, homogene veld, ter grootte van E
parallel aan de x-as, met de pijl naar rechts.

¥y

0! gericht zijn

>E x
[o]

De potentiaal en het elektrisch veld hangen samen door middel van
E = =« grad V.
Het constante homogene veld kan dus worden voorgesteld door de

potentiaal

Vo = - Eo X,
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want

De potentiaal in aanwezigheid van de cylinder kunnen we stellen
V=-on+U,

waarbij U de potentiaal voorstelt van de geinduceerde ladingen, en wel
geldt dit buiten de cylinder. Zonder de algemeenheid te schaden, kunnen
we de potentiaal binnen de cylinder gelijk aan nul stellen {(we leggen
de mantel aan aarde). Het veld binnen de cylinder is dan ook nul.

De functie U kunnen we ontwikkelen naar eigenfuncties van het buiten-
gebied, Daar U -0 (r -+ ) en het probleem kennelijk even in & is, is
de algemene term in de reeks voer U gelijk aan

-n
a_r cos nd.
n
Omdat x = r coga 68 is, kunnen we met de term n = 1 volstaan.

We stellen dus

V= - Eo X + A r-1 cos 6.

De constante A kiezen we 20 dat V = O is op de c¢ylinder:

0=-E Rcosd + (A/R) cos 8.

A

E_ R%,
o}
De oplossing van het potentiaalvraagstuk is dus
V=-E x+E R?® cos 8 /r = E (Ei -~ r) cos 8
- ) 0 N T~ %0 'r ‘
De ladingsdichtheid op de cylinder (per eenheid van lengte) is dus

= v _
0 =-€ gn =" ¢

o

av
o (ar) =2c, Eo cos O .

r=R

De totale lading der cylinder is nul: J‘ods = 0,
C

maar het dipoolmoment in de x-richting is gelijk aan

J\ X o ds

c

27

2
chosB. 2¢, B, cos 6. Rd® = 2mc, E_ R
o

2 ¢, B, maal volume van de cylinder (1 meter lang).
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Metalen bol in hpmogeen veld

De separatie van de potentiaalvergelijking in bolecoordinaten r, 8, o
geeft als potentiaalfuncties
V=o(ar®+B r-n-1)(C cos mo + D sin mo) (B an(cos 8) + F Qnm(cos 8)),

waarbij an en Qnm Legendrefuncties zijn.

Bij rotatiesymmetrische problemen (z-as = symmetrie-as) is de potentiaal-
functie onafhankelijk van ¢ en we kunnen ons dan beperken tot de termen

met m = 0, De overeenkomstige Legendrefuncties Pn° en Qno worden dan de
Legendrepolynomen Pn(cos 8) en de geassocieerde functies Qn(cos 8).

Deze laatste zijn singulier op de z-as, en kunnen dus niet voorkomen
als de volle omgeving van de bol (O.$ 8 £ n) regulariteitsgebied van de
protentiaal is.

Potentiaalfuncties die rotatiesymmetrisch ten opzichte van de z-as zijn,
kunnen derhalve als volgt worden ontwikkeld:

o0
n =-n="1
V = E (An r o+ Bn r ) Pn(c05 6).I
o

Neem het homogene veld E0 in de richting van de positieve z-as.
Dit veld heeft een potentiaal

Vo = - E° Z = - Eo r cos 6.

Daar cos 6 = P1(cos 8) is, is het te verwachten dat we kunnen volstaan
met de term n = 1. In het buitengebied kunnen we alleen negatieve
machten van r gebruiken. Stel dus buiten de bol

V=-E rcosd+ A r™? cos 8.

Uit de eis V = O voor r = R (bol op potentiaal nul) vinden we
3
A= Eo R™.
De potentiaalfunctie buiten de bol wordt dus

3

R
V=E, (;} - r) cos 0.

Voor de ladingsdichtheid op de bol vinden we

av
g = =& (3~ = 3¢ E cos 6,
o 9r r=R oo
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De totale lading is nul, maar het totale dipoolmoment in de z-richting
wordt
2n E

J\ 2 gdS ‘f dy J\ d8 . Rcos 8 . 3 €o EQ cos 6 . R’ sin 8
Bol o o

]

T
6ne E R? f cos?8 =in® d® = 4nm e E_ R?
o o 3 o o

Ll

) €4 Eo maal volume van de bol.

Dielektrische cylinder in homogeen veld

Het medium buiten de cylinder heeft dielektrische constante ¢, dat
binnen de cylinder heeft ¢, (is verder isotroop en homogeen).
Binnen de cylinder geldt '

V1 =4 r cos O ;

buiten de c¢ylinder geldt

V. = «E r cos 06 + B cos D.
2 o r

De potentiaal is continu op de cylinderwand, en de normaalcomponent
van de dielektrische verschuiving is aldaar ook continu.
Dit geeft de randvoorwaarden:

GV; GVZ
V, =V, en ¢, 57 - €237 (r = R).
Dus, uitgewerkt,
B
AR=-E R+g,
B
e, A==~ ¢, (Eo + ﬁT)'
Oplossing is ‘
2¢€ €, = &
A= - ‘B, B=——27% RY
g, + €, © €y +E, ©
Controle: Als g = €,, dan v, = V2 = = E0 X,

en dan is er helemaal geen cylinder, en overal is een homogeen veld.

Opgave: Behandel het probleem van een dielektrische bol in een
homogeen veld.
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Greense functie voor cirkel (met complexe-~functietheorie)

Zij o een complex getal binnen de eenheidscirkel (zie figuur).

=1
a)
\ 1 1 - gz
Beschouw de functie F(z) = =— log ——— .
2n Z - q

Deze functie is (meerwaardig) analytisch binnen de eenheidscirkel,

— =
afgezien van de singulariteit z = a. Het punt (a)  1ligt buiten de
cirkel (spiegelpunt). Neem het reele deel van F(z):

u = Re F(z) = é% log E; — %f | = oplossing van potentiaalvergelijking.
Nu is |z - a] = afstand R van z tot a. Dus
1 1
w o~ 5 log £ + +es (R-0).

u heeft dus een eenheidsbron in z = a. Op de eenheidscirkel is de
vorm | | gelijk aan 1, dus u = 0 op |2| = 1.

Dus u is precies de Greense functie van het binnengebied van de een-
heidscirkel.

Met z = r eie, a = pei(p vindt men
G——Llo l']-az'_llo 1-—2prcos(6-—cp)+p2r2
= 3% %8 'z g T 4p %8

p? - 2pr cos (B-p) + r?

(1 - p2)(1 - r?) ]

= i% log [ 1+
p? = 2pr cos (B-¢) + r?

Opgave: Leid dan verder de formule van Poisson af.
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. y
8,12 Trillingsproblemen 1
b
Rechthoekig membraan, zijden a en b.
Bewegingsvergelijking voor de vrije trilling .
{geen uitwendige kracht) “ a “x
, 2
Az--l--a-—zi=0.
v at?
Stel z = u(x,y) e"lmt, dan Au + Au = 0, A= w®/vi.
Door separatie: u = f{x) gly)
volgt

22 + 52 = = k
S -
Dan moeten f"/f en g'/g beide constant zijn. Stel die constanten
gelijk aan - k?en - k7 ; dus A = k2 + k] :

f" + k,°f =0, g"+k, g =0.

De enige oplossingen die aan de randvoorwaarde u = 0 voldoen zijn

3 3 = BT - or
sin k1x sin kzy met k, = 5 k2 =3
(m, n=1, 2, 3, a--)-

De eigenwaarden zijn dus

2 2
A = 11:2([-!-1—-+ "I'l““-).

mn
a? b

De eigenfrequenties zijn

2
1] =TV I11—--+
mn F
a

% [P

Algemene vrije beweging wvan het membraan:

(-] OO
Sy S ey IEX ;DAY .
z (x,7,t) = L 2 sin = = sin {Amncos(wmnt) + an51n(wmnt)}.

De coefficienten Amn en an kunnen we uit beginvoorwaarden berekenen:
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..o nny
o sin T dx dy,

a ab
A = ﬁ% J\ j ¢(x,y,0) sin ZEX

0 [+

B
mn abw a
mn

a b
4 J\ Jﬂ wt(x,y,O) sin B2X g4p Eﬁ?l dx dy.
o o

Het systeem van eigenfuncties

- 2 ..o mnx .. nmny n
u (x,y) = -5 gin sin (C =1, 2, va.)
mn Vab a b m

is volledig en orthonormaal op de rechthoek. Fouriertheorie in twee
dimensies.

Gedwongen trilling

Bewegingsvergelijking is nu

2
Az - ;% Q_? = - f{x,y.t).
v dt

Net als vroeger voor de snaar gaan we de uitwendige kracht naar de
eigenfuncties ontwikkelen:

f(x,y,t) = = ¢ fmn(t) umn(X,y),

waarbij we de coefficienten fmn als bekend kunnen onderstellen.
Verwvolgens

z = I X zmn(t) umn(x,y).

Dan is de differentiaalvergelijking voor zmn(t) van de vorm

Deze integreren en term voor term aanpassen bij de beginvoorwaarden.

Ook eventueel met de pulsmethode (8.5).



Speciaal geval: harmonische aandrijving

Neem als uitwendige kracht: f(x,y,t) = {x,y) e'iwt,

en zoek de stationaire oplossing:

iwt

z = ulx,y) e * (-« ®m< t < =),

Dus afzien van beginwaarden: wé€l randwaardeprobleem.
De functie u voldoet zan

2
W

Au +Au = ~¢, met gegeven A = ek
v

Ontwikkel ¢ in eigenfuncties:

e(x,y) = £ ¢ ®mn Pmn (x,¥7),

dus

Oma =SS 0 @an) u__ (z,m) az an.

Stel dan

w= ZEC - u._ (x,y).

n

Invullen in de differentiaalvergelijking geeft:

-9 =Au +Au =L 2 (A +2A) Con  Upn

of

-z ®pon Ypp = L E (- Amn +A) C., ©

mn mn’

Dan volgt, door vergelijking van coefficienten,

®mn =" Can A
en dus
®mn 1
Comn X =% = X =% ¢ (E4m) w o (Eym) & dn.
mn mn

Dan wordt de gevraagde oplossing:

wo (y) u  (E,m)
ulx,y) = ff ¢ (€,n) E mn,\mn — d¥ dn

=ff ¢ (Z,n) Glx,y; E,n3 A) df dn,

66
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met als Greense functie:

umn(X.y) umn(i‘ﬂ)

Glx,y3 E,n3 X)) = E x Y .

m,n mn

Cpmerking. Deze oplossing is niet van toepassing in het geval van
resonantie; dus A Z kmn in de formule.

Opmerking. Dit formalisme geldt voor membraan van willekeurige vorm.
Onderzoek dit voor cirkelvormig membraan (Besselfuncties en
hun nulpunten).

Voor het statisch geval (A = O) komt er
u__(x,y) umn(Z,n)

G=zzmn 5 .

mn

Speciaal voor het rechthoekig membraan vindt men

4 hai sin ——- sin -Ex sin 414 sin ﬁ%ﬂ
G = 2 E .
abn® m,n=1 n’ . n’
al b2

Voor x—+ f en y-—ny moet de reeks divergeren als

1
g
\/(x-€)2+(y-n)2

1
2R 1o

Techniek met delta-functies
De statische G voldoet aan

AG = - b(x=E) b(y-n).
We kunnen het rechterlid ook in eigenfuncties ontwikkelen:

b (x~Z) 6(y~-n) = :E:d wo (x,¥) 3

mn

s

dan volgt

dmn = Jif umn(x,y) 5(x«Z) 6(y-n) dx dy = umn(i,n).
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Dus
5(x-F) 8(y=m) = ZE:E:umn(x,y) umn(i'ﬂ).
Opgave: Toets dit aan resultaten voor de snaarbeweging.

Andere ontwikkeling van Greense functie

Voor het rechthoekig membraan was de oplossing van AG = = &§(x=E) 6 (y-mn).
met G = O op rand, gegeven door

u (x.y) u_ (E,n)
G =Z NIl \ mn .

mn

Hier is het 26 dat de individuele termen zelf geen oplossing zijn van
Au = O, We gaan nu G voorstellen door een andere reeks, waarbij de
termen stuk voor stuk wél aan Au = O voldoen,

»i
Ga uit van 4u g O; b
separeer u = A(x) ¥(y), D,
XH YI! —
dus r * ¥ ° 0. v ve——— Eaﬁ""—D
- D1
Dus X(x) = A sin ax + B cos ax, a X
¥(y) = C sinh ay + D cosh ay.
Splits rechthoek D in twee stukken, D1 en D2 (zie figuur).
In D, geldt AG, = 0. Kies daar o = nn/a :
[-~]
G = 2 a_ sin 22X sinn 2 (0L y <n)
n a a
n=1
voldoet aan alle randvoorwasrden.
Net zo in D,, waar 4G, = 0,
= nix 1
G, = >_ b, sin == sinh = (y-b)  (n <y < b).
- n=1

Neem aan dat deze ontwikkelingen ook nog convergeren or de horizontale
lijn y = n. Dan moeten G, en G, continu aansluiten. Dat is zo als we
eisen

a_ sinh 21 - g sinh ZE (n-b).
n a n a
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Neém daarom

. nmn ’
a = ¢ sinh = (n-b),
b = ¢ sinh hr n .
n n a

bus krijgen we

oy BT o .. ORX _. . nny
G, _ch sinh =~ (n-b) sin = sinh =%,

[
1}

> ¢ ~sinn .__Il in %’5 sinh == (y-b)
en ons rest nog het bepalen der coefficienten e,
We weten AG = - 6(x=§) 6(y-n) ;3 d.w.z.

J‘faedx dy = J g =~ 1,

geintegreerd over de contour (zie figuur) om de lijn y = n;

a a, . 8
26 aG, 96, . 3G, da,
— dg = -a-(—_-de'l- — dx = (——"_) dx = ~ 1.
] y o] [s]

on d g d
y Y T gen
{onderkant) (bovenkant)
Dus 3G, 0@,
(— - —) = 6 (x=L).
¢ ]
v ¥ y=n

Het linkerlid uitrekenend, verkrijgen we

nn . ., nm ., nmx
Y c. “E sinh == (n-b) sin == cosh 221
n T a a a

2
-ch n—;-t- sinh 3? sin %’i cosh % n-v)

=Y e, 2 sin BX [sinn ZF (n-b) cosh 21 - sinh 2 gogn 2E (n-b)}
=-ch%:£¢:i.ngg£ J.hmb

= ~F) = 25 gip BEX . ank
= &(x-E) = S2.8tn /= sin /=,



Hieruit vindt men

sin Egﬁ

nnb

(1]

1]

]
Ao

n sinh

Daarmee hebben we gevonden:

”~

g_i sin(nnx/a) sin(nnf/a) sinh(n.‘lty/a) ginhfnn(b-n)/al
r

n=1 n sinh(nnb/a)

o- |

2 < sin{nmx/a) sin(nnf/a) sinh(nnn/a) sinh[nn(b-y)/a]
T Ez: éé sinh{nnb/a)

n=1
(ngyghb)

Verschil met vorige reeks:

(1) laatste reeks is enkelvoudig;

(2) iedere term voldoet buiten singulariteit aan de potentiaal-
vergelijking;

(2) convergentie is sterker.

Een nadeel van de gevonden oplessing is: asymmetrie. De reeksen zijn
~symmetrisch in x en £, maar niet in y enn. Wel kunnen we de ene reeks
uit de andere afleiden (hoe?). Onderzoek het effect van verwisseling
van (x,y), (£,n) en (a,b)s Wat betekent die verwisseling?

Opmerking. Men kan G in gesloten vorm brengen met behulp van elliptische
functies.
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.§.13 Stelling van Van der Pauw

In vele gevallen wordt ce specifieke weerstand van een elektrisch-
geleidend materiaal gemeten aan een lange dunne draad van dit materiaal
door stroomspanningsmeting. Deze methode gaat meestal niet op voor
halfgeleiders, omdat men die niet in de vorm van draden kan maken.
Halfgeleiders komen wel voor in de vorm van dunne plaatjes, maar dan met
zeer grillige rand, ook al omdat het bij stroomspanningsmeting nodig is
grotere uitstulpingen als soldeercontacten (laag-ohmige overgangsweer-
stand) beschikbaar te hebten. Een ingenieuze methode van meten is voor
zo'n geval uitgewerkt door Van der Pauw, zoals onder wordt besvroken.

Stel we hebben een dunne vlakke metalen plaat van homogeen en isotroop
materiaalyj dikte d, specifieke weerstand p. Deze plaat idealiseren we
tot een oneindig-dunne plaat met opperviaktegeleidingsvermogen o = d/p.
Dat wil zeggen, is I de oppervlaktestroomdichtheid en E de tangentiele
elektrische veldsterkte, dan geldt I = oE. Nu kunnen we wel ergens een
gpanning tussen twee ''punten' opprikken en dan de stroom meten, dus de
weerstand R bepalen, maar het is niet duidelijk hoe die w2erstand samen-
hangt met ¢. Wel is R evenredig met o, maar de evenredigheidsconstante
is een functie van de meetkundige configuratie. We kunnen nu laten zien
dat we met twee zulke metingen kunnen volstaan om ¢ te bepalen.

Beschouw in het w-vlak een enkelvoudig samenhangend gebied G met gladde
rand. Dit gebied met rand laten we als metalen plaat fungeren. Neem

op de rand vier contactpunten 4, B, C, D in positieve volgorde., We
denken ons nu een elektrische stroom van 1 ampere die inkomt tij A en
het plaatje bij B verlaat. Dat kan, bij contactpunten, alleen als er
tussen A4 en B oneindig grote spanning wordt aangelegd, en dat betekent
dat de weerstand tussen A en B oneindig groot is. Als A en B geen punt-
contacten zijn (zoals in de praktijk), dan hangt de eindige weerstand af
van de geometrie der contactpunten. Dat is te ingewikkeld, en dazarom
moeten we 0ok geen stroomspanningsmeting verrichten met alleen de punten
A en B, Wat dan ? Als stroom bij A ingesat en bij B uitgaat, verdeelt
de stroom zich over het plaatje, ongeveer als volgt

A2
o]
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Tussen C en D zal zich een potentiaalverschil instellen. Het 1is

duidelijk dat de potentiaal van A naar B langs de rand monotoon daalt,
van e naar - =, De potentiaal in D is hoger dan die in C. Dat poten-
tiaalverschil kunnen we meten. Laat dit zijn:

def. ERIEET
= potentiaal van D min potentiaal van C, als bij A
-1 ampere ingaat, bij B 1 ampere uitgaat.

Vi = Vim0

Op dezelfde manier definieren we, door cyclische opschuiving,

def.
= potentiaal van A min potentiaal van D, als bij B
1 ampere ingaat, btij C 1 ampere uitgaat.

Vo = Ve, o

Ook V,is een positieve grootheid die we kunnen meten.

Nu geldt, en dit is de stelling van Van der Pauw,

-ch1 -nc%
e + e =1,

onafhankelijk van de vorm van het plaatje. Met het resultaat van twee
metingen (V1 en Vé) kunnen we dus ¢ uit deze vergelijking berekenen.

We bewijzen de stelling eerst voor het eenvoudige geval dat G een half-
vlak is, en passen dan later de afbeeldingsstelling van Riemann toe.

Neem dus het halfvlak H: Im (z) > O met rand langs de reele as.

De veldsterkte E kunnen we afleiden uit een potentiaal: E = - grad V.
Overal in de plaat is div I = O, behalve in A en B, waar V singulier is
(resp. = en - w ).

Dus :
O =div I = div (0 E) = 0 div E = ~ g div grad V

= - glV.

Dug AV = O, en V is de opleossing van de twee-dimensionale potentiaal-
vergelijking. De normaalcomponent van I is aan de rand gelijk aan nul,
dus 8V/9n = 0 aan rand van G, behalve in A en B, waar 3 V/An een delta
functie-achtige singulariteit vertoont. We moeten eerst die singula-
riteit in de hand hebben, dus de bronnen van het veld.

Beschouw de functie v = é%; log % , waar r de afstand tot de oorsprong

is. Deze v is oplossing van de potentiaalvergelijking voor r # O, en

ook geldt ~0dv/dr = 1/2 nr. Integreren we dit langs een cirkel met

straal r om de oorsprong dan is het resultaat 71, De vector i = -~ograd v

heeft dus de eigenschap
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Jﬂin ds = 1 voor gesloten kromme om gorsprong.

De functie v is dus de potentiaal behorende bij een eenheidsstroombron.

Als we in een naar slle richtingen oneindig grote plaat bij 2z = o een
elektrode plaatsen en daar 1 ampere stroom invoeren, dan zijn de stroom-
lijnen radiaal. De totale stroom die door iedere cirkel met middelpunt

z = 0 naar buiten vloeit is 1 ampere, en die stroom vloeit gelijkmatig
weg naar het oneindige, waar de negatieve elektrode de 1 ampere stroom
afvoert. Zo'n eenheidsbron voor het complete z-vlak wordt dus beschreven
door de potentiaal v. Daarvan gaat een I ampere naar boven, #% ampere
naar beneden. Willen we in het halfvlak in de oorsprong 1 ampere pompen,
dan moeten we v met 2 vermenigvuldigen. Dan is dus, in ons eerste
probleemn,

1 1
ZVH'TE—clog‘ "IT;—

de potentiaal van de eenheidsbron in 4 als r, de afstand is van z naar
A, en z in H ligt.

Pompen we diezelfde stroom uit in een ander punt (B), dan is de singu~-

lariteit van de put -~ gﬁ log f- s als r, de afstand van z naar B

2
betekent. Doordat het vrobleem lineair is, geldt het superpositie-
principe. Als bij A 1 ampere ingaat en bij B 1 ampere uitgaat, dan heeft
het resulterende stroomveld een potentiaal

1 rz
V= g log o

Laten a en b de coordinaten zijn van respectievelijk A en B, en z een
willekeurig punt van de plaat Im (z) > 0. Dan is

USRS Fr TR

Laten analoog ¢ en d de coordinaten zijn van C en D. Dan is de
potentieel in D gelijk aan

1, d - b
via) = o 98 ld - al
en die in C is gelijk aan
1 c - b
V(C)—;—& log ’c-al'

Het potentiaalverschil tussen D en C is

d-b ¢ - 2a
d =a ¢ - b

v{d) - v(e) =*£G log ‘
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Derhalve geldt

_ 1 (c=a)(a=b)| _ 1 {c-a)(d-b)
Vi = Vas,op T wo %8 |Tooo)laca)| T Wo %2 (eopilacay

onder de voorwaarden
a <b <e¢ < 4d.

Door cyclische opschuiving vinden we analoog:

= = (d=b)(a=-c)| _ 1_ (c-a)(d~b)
% " VBe,pa T Wo 9% |Tatoilacu)! T Wo 96 T(v-a)lace) °
Derhalve
- o, _ Le=b)(d~a)
€ = {c-2){d-b)
% | (eead(ane)

(c-ajld~by °

Cptellen geeft

- g \T1 -1‘to“f2

. ‘e - {c=b)(d=a) + (b=a)(d-¢c)

(c-a)(d=b)

= 1.

fiiermee is de stelling voor het bijzondere geval H bewezen.

Beschouw nu de complexe functie

1 z - b
Q(z) = To o8 T

waarbié voor de logarithme de hoofdwaarde is gekozen.
Het reele deel van Q(z) is juist V(z). Algemeen schrijven we

Q(z) = V(z) + i U(z),
en dan is
U(z) = é% [arg (z-b) - arg (z-a)]
s ~_
iteo ° UT=-15 T
3V _ o LA LA

(& 1]
)
[a1)
]
=y
]
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(hoofdwaarden) de geconjugeerde potentiaal. Deze is door V op een
additieve constante na eenduidig bepaald. De lijnen U = constant 2ijn
de stroomlijnen, de lijnen V = constant zijn de equipotentiaallijnen.
Hier in E zijn het een bundel cirkels. De functie Q(z) is holomorf
voor Im 2z > O en heeft logarithmische singulariteiten in de punten a
en b,

Om de stelling van Van der Pauw voor een "willekeurig" enkelvoudig-
samenhangend gebied G te bewijzen, maken we gebruik van de afbeeldings-
stelling van Riemann.

Er bestaat een functie z = f{w) holomorf in G die G conform afbeeldt op
H. We nemen aan dat de rand van G z6 glad is, dat ook de randen van G
en H corresponderen. Dan wordt

_ A 2z ~b 1 flw) = .
Q(z) = o 108 7T a T To 198 Fw) —a = 2 (w)

een holomorfe functie van w in G. We kunnen weer in reeel en imaginair
deel splitsen:

Q*(w) = v*(w) + 1 U*(w),
en nu zijre V* en U* onderling geconjugeerde potentialer voor het
probleem in het w-vlak, maar

V(origineelpunt) = V*(beeldpunt), etec.,
en dus lost V*{w)} het probleem op voor G. Daarbij is f(4) = a,
£(B) = b, etc. Ook het karakter van de singulariteiten in A en B is
precies in orde. OUm dit nog even te controleren, berekenen we de totale

stroom die vloeit dwars door een kromme die twee punten p en p met
elkaar verbindt. Dat is (gebruik Cauchy-Riemann) 1 2

7 pzav ; 3y
Jﬂ 1vds=-cfmds: of -a-s—ds=c[U(p2)-U(p1)]

1 1 1

Voor twee punten, links en rechts van a, geldt
‘ i
v

g a BRY
‘ 1
U(pz) =3 U(p1) = 0, dus: totale stroom uit a is 1, zoals het

behoort. Maar in G is de situatie
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en 00k nu is de totale stroom door I;P; gelijk aan
O’[U*(Pz) - U*(P1 3] =U[U(p2) - U(p1)] = 1

Kortom, de hele zaak is invariant bij de conforme afbeelding, en dus
is de vgl. van Van der Pauw invariant voor conforme afbeelding.

Als men uit symmetrie- -overwegingen direct ziet dat V = Vé is, dan gaat |
de formule eenvoudig over in

Merkwaardigerwijze was deze betrekking, echter in ander verband,
impliciet in een artikel van Lampard, die echter de stelling van Van der
Pauw juist heeft gemist !
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