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ENKELE NOTITIES
bij
WISKUNDE 10

De cursus Wiskunde 10 uit 1971 verschilt nauwelijks van de 1969 versie van

Wiskunde I. De afdeling Bouwkunde wilde na 1970 niet meer meedoen met het algemene
wiskundeonderwijs voor alle afdelingen. Als teken des onderscheids werd een dubbel-
cijferige codering voor de basis-wiskundevakken ingevoerd. Bouwkunde zou echter voor-
lopig de enige dissident blijven, De definitieve sloop van het algemeen wiskundeonderwijs
op academisch niveau zou pas dik twintig jaar later, bij Werktuigbouwkunde, een aanvang
nemen.

In 1973 werd een nieuwe opzet ontworpen voor het le-jaars wiskundeonderwijs zoals dat
voor alle afdclingen zou moecten zijn: De commissie B74 bestaande uit dr. W. van der
Meiden(voorzitter), drs. H.G. ter Morsche(secretaris), prof. dr. S.T.M. Ackermans, prof.
dr. J. Boersma, dr. ir. M.L.J. Hautus, drs. Ligtmans, drs J.H. Timmermans en dr. P.G.
Vroegindeweij produceerde een manuscript met de gewenste le-jaarsstof. Voor de 1974-
editie van Wis 10 werd al geput uit het B74-manuscript. In 1975 verscheen hiervan een
flink uitgebreide versie om een betere aansluiting aan het VWO te verkrijgen. In 1978
verscheen de variant die stand zou houden tot in 1982 de 2-fasen structuur werd ingevoerd.
Let, bijvoorbeeld, in de 1978-variant toch eens op dat schitterende en efficiénte hoofd-
stuk 6 over 2e-orde lineaire differentiaalvergelijkingen met constante coéfficiénten. Vol
illustratieve voorbeelden ten behoeve van de faculteiten. Dat was nog echt academische
vorming!

JdG, 4 Juli 2005
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I.1

HOODSTUK I  INLEIDING

§ 1.

E:

Verschil a - b is het getal x zodat b + x

Getallen

verzameling der natuurlijke getallen: 1,2,%,...

Bewerkingen: optellen en vermenigvuldigen.

a,b in N=a + b in N, ab in N,

Voor "a + b in N" schrijft men ook "a + b € N" (spreek uit: a + b is een
element van N).

a. Dan 2 - 3 € N.

Opdat aftrekker steeds mogelijk is (opdat b + x = a steeds oplosbaar is)

voeren wij in de negatieve getallen en het getal O.

verzgameling der gehele getallen: pos., neg., O.

In G is de bewerking delen niet steeds uitvoerbaar: 2 é G.

3

a

Quotiént b is het getal x zodat bx = a.

Opdat delen steeds mogelijk is (opdat bx = a steeds oplosbaar is),behalve
delen door 0, voeren wij in gebroken getallen (breuken).
verzameling der meetbare (rationale) getallen'g (p,q geheel, q # O).
a,b€EM=4a + b, ab, a - b € M en %‘E M voor © % 0.
Echter: x°- 2 = O is niet oplosgbaar in M.
Bewijs: Stel~§ voldoet, p en g geheel,‘g onvereenvoudighbaar. Dan

2 2 2 2 2

p =29 , p even, p even, p deelbaar door 4, g even, q even,

contradictie.

Toch hebben wij getallen als {E en 1 nodig om de meetkunde te beschrij-

ven. M vult de getallenyechte niet op. Voer in ommeetbare {irrationale)

getallen (wortels, ).

verzameling der reéle getallen: de getallen die corresponderen met de

punten op de getallenrechte.

Nog zijn we niet tevreden: x2 + 1 = 0 1is niet oplosbaar in R. Daarom

wordt later ingevoerd




eenheid.

I.2

C = verzameling der complexe getallen: a + ib, a en b regel, i = complexe

Wij werken voorlopig met R.

Cpmerking 1.

Delen deoor O is niet gedefinieerd.

Opmerkinge 2.

3 _
0
dan zou uit de definitie van een gquotiént op pag. I.1 volgen

dat 3 =0.¢c =0, dus 3 = 0. Onzin.

Dit kan niet op zinvolle wijze geschieden, want stel C,

Ordening.

Uit het beeld op de getallenrechte blijkt:

als a,b ER, dana<b dfa=bofa>bD

m.a.w. R is geordend (de complexe getallen zijn het niet).
a <= Db betekent a < b of a = b.

Eigenschappen:

a<hb a+c<b+ec
a<b, ¢c>0=ac < bec
a<b, c<0=ac>be

a<b,bsc=2a<c.

Uit de 2e en 3e eigenschap volgt c2 > 0 voor ¢ £ O.

Opmerkine 3. Absolute waarde = modulus.
Def = a als a=0
|al
= -g als a < Q
K1Y -5l =5, Isl =5,
=p-q als p = q
| p-qi
=q-p alsp<gq .

Op de getallenrechte stelt |p-gq| de afstand van P en q voor.

Eigenschappen:

lal =2 0, |-al = lal , la+b| < |al + |b]

la+d| = |a] - |v
= |a-+bl = |a| - |bl
x&‘*’bl = Ibl - Iaf




Opmerking 4.

Opmerking 5.

Opmerking 6.

N

~

Z

I.%

lab| = lal . |b]| , |a.|2 = a* , ]%| = +§+ als b # 0.
la| > |b| is gelijlkwaardig met a® > b°.

Als p > 0, dan is J; het positieve reéle getal, waarvan het
kwadraat = p. Verder is {6 = (0. Uit deze definitie volgt, dat

V2 = |x|.

Als a en b getallen zijn, a < b, dan kunnen we de verzameling

der getallen x beschouwen die aan één der volgende voorwaarden

voldoen

I a<x<b v a<x
1T assx<hb VI a < X
IIT a<x=<?Dd VII x<b
iv a<x<hb VIII x <« b .

Elk van deze verzamelingen heet een interval. In de gevallen
I, II, III, IV heet het interval begrensd, in de gevallen V,
VI, VII, VIII onbegrensd, in de gevallen IV, VI, VIII open
(randpunten behoren niet tot de verzameling) en in de gevallen
I, V, VII gesloten (randpunten behoren wel tot de verzameling).

Het interval IT heet links gesloten, rechts open, analoog heet

I1T links cpen, rechts gesloten.

Notatie: I [a,b], II [a,b), III (a,b], IV (&,b).

Wij maken aanstonds gebruik van de symbolen o en - o (oneindig

en min oneindig). Deze symbolen zijn geen getallen: er kan niet

op fatsoenlijke wijze mee worden gerekend. Voor letters, die
getallen voorstellen, mag dan ook nooit © of - = worden ge-

substitueerd, tenzij het tegendeel uitdrukkelijk wordt vermeld.
Notatie: V [a,), VI (a,0), VII (-e,b], VIII (-%,b).

Functiebegrip

A. Constante en variabele grootheden bij de beschrijving van een (fysisch)

verschijnsel.

Een‘gggggggig is een grootheid die gedurende de beschouwing steeds het-

zelfde getal voorstelt. Een variabele is een grootheid die verschillende

getallen voorstelt.
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Vb. 1 Vrije wval

X

It

afgelegde weg en v = snelheid zijn variabelen

g = versnelling en m = massa zijn constanten.

Vb, 2 Segment van een bol

-
I

inhoud, h = hoogte van het segment zijn variabelen

straal van de bol is een constante.

H
1l

Vb, 3 Asntal millimeter regen dat per dag in_ 1967 valt.

a = aantal mm

zijn beide variabelen.
d = hoeveelste dag in 1967

Ben functie van de variabele x is een voorschrift, volgens hetwelk

a) % bepaalde waarden mag sannemen

b) zan elk van deze waarden een getal wordt toegevoegd.

De verzameling van waarden die x volgens voorschrift mag aannemen (voorts

geoorloofde waarden genoemd) heet definitieverzameling van de functie;

men zegt ook dat de functie op deze verzameling gedefinieerd is.

Wanneer de toegevoegde waarde door de variabele y wordt aangeduid, dan

heet y een functie van xj notatie y = £(x).

Vb. 1 v = f(x), namelijk v = ngx .
Vb. 2 I = f(h), namelijk I =1Eﬂh2(3r—h) .
Vb, 3 a = f(&), namelijk een tabel.

Opm. 1 Uit Vb. 3 blijkt dat een functie niet hetzelfde is als een formule.

Opm. 2 x in Vb. 1, h in Vb. 2, d in Vb. 3 heten onafhankelijke variabelen,
v in Vb, 1, I in Vb. 2, a in Vb. 3 heten afhankelijke variabelen.

Opm. %2 De definitieverzameling van een functie, die door een formule is
gegeven, hoeft niet overeen te komen met de verzameling van waar-
den, voor welke de formule zinvol is. De formule I = 1 nh2(§r-h)

3

kan ook gebruikt worden om voor alle h € R een functie te defini-

erern.

Opm, 4 Als in I = % nhZ(Br-h) zowel h als r variabel zijn, dan heet I

een functie van twee variabelen.




Opm. 5 Aan het voorschrift dat een functie vastlegt kan een betekenis worden
toegekend los van de betekenis van de erin voorkomende variabelen.
Het voorschrift y:=x2 heeft betekenis zonder dat men behoeft te weten,
wat door de letters x en y wordt voorgesteld: het is het voorschrift,
dat aan ieder getal zijn kwadrast toevoegt. Deze opvatting van het
functiebegrip stelt het voorschrift primair; de "variabelen" zijn dan
slechts symbolen: of men yw=x2 of v=u’ gschrijft is onverschillig. In
toepassingen der wiskunde zijn de variabelen primair; de functie legt
er een verband tussen. In de notatie komt dit verschil wvan aanpak ook
tot uitdrukking; begint men met variabelen x en y, dan spreekt men
over de functie yw=f(x), stelt men de functie vcorop, dan ncemt men
deze f. Wij doen hier geen keuze tussen beide opvattingen, maar gebrui-

ken ze door elkaar.

C. De grafiek van een functie y=f(x) is de verzameling van de punten in het

vlak, waarvan de cobrdinaten (x,y) voldoen aan het voorschrift van de

functie.

Vb, 1 ¥ ='{;. Geocorloofd: x = 0.
Merk op dat de y-as in @ aan de grafiek raakt omdat tan @ = % = 1/V;

willekeurig groot is als x dicht genoeg bij O.

<

b.

[\]

log x. Geoorloofd: x > 0.

y

2x. Geoorloofd: alle x € R.

E

¥y

Vb. 4 y = 1 ~x". Geoorloofd: s x< 1.
Elk punt op de grafiek voldoet aan y2 = 1-x2, dus aan x° + y2 =1,
een cirkel. De grafiek is slechts een halve cirkel daar y = O.

Vb. 5 ¥ = |x~4|. Geoorloofd: alle x.
Voor x = 4 staat er y = x - 4.

Voor x < 4 staat er y = 4 - x.

Vb, 6 O<x=1:f(x) =

O K-

1< xS 2: f(x)

It

Vh. Yy = grootste natuurlijke getal < x. Geoorloofd: x = 1.

i

Vb, 8 £{x)

f(x)

Afspraak: Als in het vervolg een functie dcor een formule gegeven is en

als de definitieverzameling niet uitdrukkelijk vermeld ig, zijn alle waar-

1 als x meetbaar
0 als x onmeetbaar




.
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den preoorloold voor welke de Lormule zinyoel is.
i,

Even en oneven luncties

f(x) heet even functie, als de definitieverzameling symmetrisch is t.o.v. O

en als voor alle geoorloofde x geldt: f(x) = f{-x).
Vb. x2 - 3, xs, cos X, sin X2, x2 - 2lx| + 5.

f(x) heet oneven functie, als de definitieverzameling symmetrisch is t.o.v. O
en als voor alle geooricofde x geldt: f(—x) = - f(x).

Vb. sin x, tan x, x5 - 6x3 + % .

Upm. Br zijn vele functies die noch even, noch oneven zijn. Voorbeelden

zijn Vb. 1, 2, 3, 5, 6, 7 uit C.

. Monotonie

f(x) heet monotcon stijgend als voor ieder paar geoorloofde getallen x,

en x, geldt, dat
x, < x, = f(x1) < f(xz) .

Vb. 1 y=sin xisvoor 0 < x < 900 monotoon stijgend, ook voor

-90° < x < 90°, maer niet voor 0 < x < 180°.
Vh, 2 y = x2 ig voor x ® 0 monotoon stijgend.

Vb. 3 y

f(x) heet monotoon dalend als voor ieder paar geoorloofde getallen x1 en
x2 geldt, dat

2* g monotoon stijgend.

H

x, << xz:ﬂ f(x1) > f(x2)

Samengestelde functie

. 2 .. 2
¥ = sin x° kan men verkrijgen door eerst u = x° te nemen en daarna

¥y = sin u: het is de samengestelde functie van de functies u=x° en

¥y = sin u.

Algemeen: u = f{x) en y = ¢p(u) leveren de samengestelde functie y = o(r(x)).

Inverse functies

Een functie y = f(x) voegt aan iedere geoorleoofde waarde van x (bijvoor-
veeld in het interval a < x < b) één waarde van y toe.
Laat nu y = f(x) zo zijn, dat bovendien bij elke verkregen y één x hoort,

waarvoor geldt y = f(x). De functie f heet dan gen-een-duidig. De verzame-

ling van de verkregen y-waarden is dan te beschouwen als de definitiever-
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zameling van een functie x = g(y).

. . 2 2
Yoorbeeld: y = x° voor 0 < a =x =<b, dan is het interval 2” sy < b

geoorloofd voor y.

Het voorschrift, dat x als functie van ¥y levert is te krijgen door uit
y = £(x) de x op te lossen: x = g(y).
De functies f en g zijn verschillende functies, omdat zij verschillende
voorschriften voorstellen, nl.

f: bij x de y te verkrijgen,

g: bij y de x te verkrijgen.,

Functies f en g, die zo bijeenhoren, heten inverse functies. Wil men de

grafieken van beide functies tekenen en schrijft men y = f(x) en x = g(y),
dan zijn de grafieken van beide functies dezelfde, echter met dien ver-
stande, dat bij f de x-as de as der onafhankelijke variabele en de y-as

die der afhankelijke variabele voorstelt en bij g juist omgekeerd. Men is
vaak gewend om bij de grafiek van een functie de ag der onafhankelijke
variabele horizontaal en die der afhankelijke varigbele verticasl te te-
kenen. Doet men dit kij x = g(y), dan tekent men de y-as horizontaal en

de x-as verticaal. Noemt men tenslotte bij g de variabelen anders en
schrijft men y = g{x) dan kan men de grafieken van beide functies y = f(x)
en y = g(x) weer in één figuur tekenen. De grafieken ontstaan dan uit el-

kaar door spiegelen in de lijn y = x.

De samengestelde functie van u = f(x) en y = g(u) is y = x {identieke
functie) als f en g elkaars inversen zijn. Analoog met verwisseling van
f en g.

Vh. 1 y = x°.

Beperken wij ons tot x = 0, dan hoort ook bij elke y = 0O precies
één x, namelijk x = {;.
Teneinde beide functies op hetzelfde codrdinatenstelsel te tekenen:

verwissel x en y, dan y ='{; op x= 0.

X op x= 0

o
[

zijn inverse functies.
{; op x= 0

~
il

Vb. 2 7 = x°.
Voor alle x geldt: bij elke y hoort één x.

3
Los x op: x = \/f§t
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Op hetzelfde cobdrdinatenstelsel getekend (verwissel x en y):
y = ﬁ%@? voor alle x.

. 3 3 . . . .
De functies y = x eny = \/;.ZIJH inverse functies.

Vb, 3 y = 2.
Voor alle x geldt: bij elke y > 0 hoort één x.
Los x op: x = 2log y.
Op hetzelfde codrdinatenstelsel getekend (verwissel X en y):
2
¥y = log x op x > 0.

y = 2% en y = 2log x zijn inverse functies.

H. Veeltermen. Regtstelling
¥

¥y = 3x9 +x' -1leny=2x + x2 - 1 2ijn veeltermen of polynomen.,

Al gemeen:

f(x) =98 +ax+t ... ta xn .
0 1 n

Dan is £(0)

ay Hieruit volgt:

1. Als f(x) een veelterm is, dan is er een veelterm m(x), zodat
(x) = £(0) + xp(x).

Verder geldt:

2. Als f(x) en g(x) veeltermen zijn, dan is f(g(x)) weer een veelterm.
(Voorbeeld: als s een constante is en g{x) = x + a, dan is f(x + a)

weer een veelterm.)

3, (Reststelligg) Als f(x) een veelterm is en a een constante, dan is er

een veelterm ¢{x), zodat
f(x) = £la) + (x -~ ak(x) .

Bewijs. 2. is evident. Om 3. te bewijzen stellen we g(x) = f(x + a), dan

is g(x) een veelterm en g(0) = f{a). Pas hierop 1. toe:
e(x) = g(0) + x_(x).
Vervang x door x-a:
£(x) = glx-a) = g(0) + (x-a)p (x-a) = £(a) + (x-ak(x) .

Gevolg. Als f(x) een veelterm is en f(a) = 0, dan is f(x) deelbaar door x - a.
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I. Goniometrische functies

Wij meten hoeken in radialen.

Eén radiaal is de middelpuntshoek die zo groot is dat de lengte van de

bijbehorende cirkelboog gelijk is aan de straal van de cirkel, dus

hoek booglengte
1 radiaal r
2n rad. 2nr
0
dus 3600 = 2n rad., 180O =7 rad., 60O = % rad.; 45 ='§ rad.

Voorts is 1 rad. = 3600/2n 23570.
De grafieken van
Yy =slnx, y=cosx, y=tanx, y=cotx
worden bekend verondersteld. De volgende ongelijkheden zijn meetkundig in
te zien en vinden hun interpretatie in de grafieken:

1) voor x > 0 geldt sin x < x, voor alle x geldt |sin x| < [x].
A
2 2

3) voor alle x geldt 1 - 4 x° < cos x < 1; wegens 1) geldt namelijk
2 x

2

2) voor 0 < x < 2 geldt tan x > x.

1 - cos x = 2 gin = 2

S,

J. Cyclometrische functies

Lyclometrische functies zijn de inversen van goniometrische functies.

2
dat bij elke y tussen -1 en 1 één x hoort.

1) Y = sin x is monotoon op - % =x < z » en heeft daar de eigenschap

Cp - E'S X 5'% (niet op alle x!) kunnen wij dus spreken van de inverse
functie van y = sin x. Verwissel x en v (spiegel t.o.v. y = x) dan
krijgt men de grafiek van ¥ = inverse van sin x. Noem deze functie

Y = arcsin x.

. il ] s
Gecorloofde waarden: -1 =< x=< 1. Punctiewaarden: - E's arcsin x = E .

2) ¥ = cos x is monotoon op 0 < x < 7 en heeft daar de eigenschap, dat
bij elke y tussen -1 en 1 één x hoort.
Op 0= x < 1 kunnen we dus spreken van de inverse van y = cos X.
Verwissel x en y (spiegel t.o.v. x = y), dan krijgt men de grafiek
van y = inverse van cog x.

Noem deze functie Y = arccos x.

Geoorloofde waarden: -1 = x < 1. Functiewaarden: 0 < arccos X < .




3) ¥y = tan x is monotoon Op -5 < x <+ . Daar hoort bij elke y één x, en

A
ro s

bestaat de inverse.
Verwissel x en y, dan krijgt men de grafiek van y = inverse van tan x.

Noem deze functie v = arctan x.

Geoorloofd: alle x. Functiewaarden: - g < arctan x <% .
B A s L _ . = L I <l
Vb. 1 arcsin 5 = ? Stel arcsin & = p, dan sinp=%en-,<p=<7,

dus p ='g' (niet p =% 1.

h

Vb. 2 arccos (- %) = ? 8tel arccos (-%) =p, dan cos p = - zen 0<p

21 . 2n
dus = — (niet - —=—).
p =5 ( 5)
Vb. 3 arcsin x + arccos x ='g

Bewijs: Stel arcsin x

X = gin p en —gsPsﬂé,
X = cos q en 0 =< g < n of anders geschreven
(X _ LA S
X=Sln(2 q) en 5<% Q<7 .
Hieruit volgtp=-g--q.
Vb. 4 arctan*jz-+arctanj3-—?
Stel arctan%=pen arctan%=q, dan
1 1 1" o
tanp:zentanqn-BenO<p<2,O<q<2.
Gevraagd wordt p + q. Nu is
. _tan p + tan g _
tan(p'i-cl)_‘l-‘E;a.npta.nq__‘I
Omd.at0<p+q<nvolgtp+q=%.

Vb, 5 tan (arctan x) = x, maar
arctan (tan x) hoeft niet = x (neem bijv. x = 1, dan is

O,\én).

arctan (tan n) = arctan 0

§ 3. Limieten

A. Voorbeelden van rijen:

1 1
Vb, 1 1,5,%,2,...

Vb. 2

Jb. 2 1, 1, 1, 1,...
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Vb. 3 1, -1, 1, -1,...

1

%.41,1+—,1+%+ +%,“.

SN Y
N =
Ny

Men kan de elementen van een rij nummeren met de getallen 1, 2, 3, 4,...

Noemt men het element op de 1 plaats a s dan wordt de rij:

8,98,58,,8, 500+

Om de rij vast te leggen moet men voor iedere plaats in de rij zeggen wat
er staat. Deze plaats is aangegeven met een nummer: aan ieder natuurlijk
getal n moet een getal a, zijn toegevoegd. Dit leidt tot de volgende for-

mele definitie:

Een ri} is een functie, die gedefinieerd is op de verzameling der natuur-

lijke getallen.

Men schrijft de onafhankelijke variabele bij een rij gewoonlijk als index;

dus niet f(n), maar f of a .
n n

H

. . 1
In bovenstaande vier voorbeelden is resp. a, = o

1 1

=2 -

n-1 2n--1

n+1
a=1,an=(—1) ,an=1+%‘+%‘+...+ L]
Als wij de rij van Vb. 4 op de getallenrechte voorstellen, dan zien wij
dat 2, het midden is van het lijnstuk a tot 2.
Voldoende ver gaande in de rij komen wij willekeurig dicht bij 2. Wil men

b.v. dat

< —1
n 1000

dan moet men n groot genoeg nemen, nl.

1

-1
— -1—-, hetgeen zo is als 2" > 1000, hetgeen zo is als n > 10.
11 1000

2 =~ 8

Bij elke € > O bestaat een getal N zodat voor.alle n > N geldt:

n-1

2 - an.< £3 er geldt namelijk 2 - an = —;L“-< € als 2 > %‘, en aan deze

2n-1

voorwaarde is voldaan als n-1= N en 2N > %’is.

Men zegt dat hier lim a = 2.
n -

Op soortgelijke wijze komen wij bij de rij in Vb. 1 willekeurig dicht bij O

en zeggen daarom, dat lim a = 0, of ook 1lim 1. 0. Hetzelfde geldt wvoor

n—»oo‘ n —+ oo




I.12

]_.\

yeuat

.. 1 1
de rij 1, - E’ +‘3 y - 2

1lim
N — o0

n+1
1;1_31_:0_

In plaats van de functie f(n) = % uitsluitend voor natuurlijke getallen n
te beschouwen, kunnen wij ook f(x) ='% voor reeéle x % 0O nemen. Deze heeft
de eigenschap, dat f{x) willekeurig dicht bij 0 komt, als x groot genoeg
is. Zo is

1

0 < < g als x > 1 .
X €

Men zegt nu cok lim % = 0.
X — oo .

Alvorens een formele definitie te geven, beschouwen we neg een ander ge-
val. Hierboven gingen wij het gedrag na van een rij a  voor grote n en
van een functie f(x) voor grote x. We kummen ook kijken naar het gedrag
van een functie voor x in de buurt van een getal a.

Als voorbeeld nemen we f(x) =‘i in de buurt van x = 1. Als x in de buurt
van 1 ligt, dan ook i. Om dit te preciseren vragen we, voor welke waarden

van x geldt

Lo <en
X
Dit is zo als
1
e <=- -1l<eg,
X
1T - <'l <1+
€ <3 E .

Als £ < 1, dan

1 + ¢ 1 - ¢ °

Dit is een open interval, dat het getal 1 bevat.

Als e 2 1, dan is

voldoende om te bewerkstelligen, dat

1 -3l <e .
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Ook hier vinden we voor x een open interval, dat het getal 1 bevat. We

noemen een dergelijk interval een omgeving van 1.

Definitie| Als a een getal is, dan heet ieder open interval dat a bevat,

een omgeving van a.

Teder interval van de vorm R < x heet een omgeving van oo,

Ieder interval van de vorm x < R heet een omgeving van - o,

Voorbeelden van omgevingen van het getal 3:

10 <X -1 < x <1000 2 < x < 3‘% ; 2,9995 < x < 3,03; 2,96 < x < 3,04.

Het laatste interval bestaat uwit de getallen x, waarvoor |x- 3| < 0,04.

Wij zullen zeggen dat f(x) voor x - a tot een limiet L nadert als

1) elke omgeving van a nog geoorloofde waarden x # o bevat: a heet dan

verdichtingspunt van de definitieverzameling van f3 en
2) men bij elke omgeving van L een omgeving van a kan kiezen zodat de
<
waarden van f in alle geoorloofde puntenéait deze omgeving van o, in

de omgeving van L liggen.

Definitie| 1lim f£(x) = L betekent, dat a verdichtingspunt van de defini-
X = g

tieverzameling van f is en dat er bij elke £ > O een omgeving van
o bestaat, zodat voor alle geoorloofde x%oc in de omgeving geldt

lf(x) -« Ll <& .

(Hierin mag o een getal, o of - » zijn.)

In deze definitie stelt x een getallenvariabele voor; als dus o = o of = @,
ig de voorwaarde, dat x % a is, overbodig. Ook als o een getal is, behoeft
o geen geoorloofde waarde van x te zijn en als a dat wel is, behoeft f(a)
niet = L te zijn.

Voor het geval dat a = @ levert bovenstaande definitie het volgende:

lin f(x) = L betekent, dat e verdichtingspunt van de defini-

X -
tieverzameling van f is en dat er bij elke £ > 0 een getal R

bestaat, zodat voor alle geoorloofde x > R geldt

|£(x) - Ll <¢ .




Analoog voor « = - . Ben speciamal geval van @ = e ig het limietbegrip

voor rijen:

Vb. 1

Vb, 2

Vb. 3

Vb. 4

Vb. §

Vb, 7

Yb. 8

lim a =a betekent, dat er bij elke € > 0 een getal N be-

n--bOO

staat, zodat voor alle natuurlijke getallen n > N geldt

la_ - al <.
n

lim ;11- = 0, want om .:I < € te krijgen kan n > -::- genomen worden,
Il —=00
. 1 1 . 1
lim — = 0, want om == < ¢ te krijgen neme men n > — .
T — 0O ﬁ \f;l 52
lim 1 =1, want om {1-1| < ¢ te krijgen neme men n = 1.
i — co
lim \[;1 bestaat niet. Evenmin 1lim (—1)n en lim V—xz.
n — oo n —» o X -0
1,7 13 n_ 1
lim (3) =0, want om (=) < & te krijgen moet 3> =,
1n = oo 3 3 1>
log *1' log 1; 7.0
Hi > i > = .
iertoe neme men n Tog 3 ° want uwit n Tog 3 volgt (3) < &
. 1 1 . 1
lim —= = 0, want om — < ¢ te krijgen neme men x > -
T Vs .
lim === = 0, want om 1 < ¢ te krijgen neme men x < - L .
3 3
X -0 Vx % £
lim (1 + L) = 2 . We proberen te voldoen aan
2 4
x - 2 b'd
1 + Lz --2 < e
X
2
4-x .
2
4x
2 2 . .
|x° - 4] < gex (x = 0 is niet geoorloofd!)

x2(1 —48) < 4 < }:2(1 +48) .

Voor e < -:I is aan de voorwaarde te voldoen door

- 2

< X L T
V1 + 4e V1 - 4e

te kiezen.
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Voor & = is

—2 . < x voldoende.
“‘I + 4¢

In beide gevsllen vinden we voor x een interval, dat het getal 2

|

bevat (een ongeving van 2).

Opm. De uitkomst is in dit voorbeeld eenvoudig te verkrijgen door

X = 2 te substitueren. Zie "continuiteit" onder G.

D. Standaardlimieten

1) p > 0,dan lim —= = 0

X - >

2) lgl < 1,dan 1im &% = 0

n — o

3) a > 0,dan lim \/a = 1

n - o

Voor het bewijs gebruiken wij, behalve de definitie van limiet, de eigen-
schap

h>0,dan (1 +h)" =1 +nmh + ... +h =1 +nh>nh .

1 1 1\'/P
Bewiis 1) Opdat — < €, neme men & > = , dus x > \— .
& £ 3

1/p
Br is dus een R, nl. R = (:1:) y zodat voor alle x > R geldt f—% -0l <€ .

x

Bewijis 2) We willen, door n voldoende groot te nemen, zorgen dat

n
lg” - 0l < e, ofwel | 1|n = (1 +1—’-fglﬁL> >-i- (g £ 0). Dit is zo als

g

n1- >'1-, dus als n>1-° = N, Aldus is - voor elke
lg € e 1- g

€ > 0 - een getal N bepaald, zodat voor alle n > N geldt |gn -0 < e.

Hoe kleiner € en hoe dichter |g| bij 1, hoe groter N. (Als g = 0, dan is

lgnl < & waar voor alle n = 1.)

Bewijs 3) Het voorgaande toont agn, dat we bij elke € > 0 een getal N

kunnen bepalen zodat voor alle n > N geldt ]

< a< (1 + s)n ofwel
(1 +¢)
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;
——<Ve<t+e,

< -1 <e
1+ ¢ a -1 ?

dus Wa - 1| < ¢ .

Stellingen over limieten

Stelling Stel f en g zijn gedefinieerd in een omgeving van o en

lim f(x) =L ,
X — o

lim g(x) =M .
X = a

Dan geldt

a) lim {f(x) + g(x)} =L+ M

X Q

b) lim flx)g(x) = IM
X~

c) 1lim 5%% - ¥ (nits 1 £ 0)
% > o flx L

d) 1im Ve(x) = Vi (mits f(x) = 0) .

=«

Bewijs Op grond van het gegeven geldt:
Bij iedere €, > O bestaat er een omgeving U1 van o, godat voor alle x # o
in U1 geldt

If(x) - 1] < €

Bij iedere £, > 0 bestaat er een omgeving U2 van «, zodat voor alle x % o
in U2 geldt

[g(x) - M| < e,

Als x zowel tot de ene als tot de andere omgeving van o« behoort, gelden
beide ongelijkheden. Hetgeen twee omgevingen U1 en Ué van o gemeen hebben

(de zg. doorsnede van U en Uz)’ is echter ook een omgeving van a.
a) Voor alle x % o in deze doorsnede geldt
[£(x) + g(x) - (L + )] = [(£(x) - L) + (g(x) - M) =

< 1£(x) -1l + lglx) - Ml <e +e,




c)

Bij een willekeurige € > O kan nu voor deze waarden van x tot
If(x) + glx) - (L +M)] <e¢

geconcludeerd worden, als €, >0 en €, > 0 zo gekozen worden dat

. s 1
E + € =¢€, bijv. € =8 =5 e.
1 2 ’ JV. & 2~ 2

Voor alle x # & in de doorsnede van U1 en U2 geldt

|£(x)g(x) - 1m|

[(£(x) - L)(e(x) - ) + (£(x) - LM + L(g(x) - M)| =

[£(x) - Lllg(x) - M| + [£(x) - LijM] + |L]lg(x) - M|

A
M

Se g, te . M| + |L] . e, -

De laatste som is kleiner dan € als €, en 52 zo klein zijn gekozen dat
elk der produkten €€, €1IMI en ezlL[ kKleiner dan — is.

3

Bij het bewijs maken wij gebruiken van twee opmerkingen:

1. Uit If(x) - L| << e, < IL| volgt |£(x)| > ]L[ - 81 > (0, immers

0<|Li -e =IL-£(x)+ £(x)] - e, < L - r(x)l + [£(x)] - e, < £(x) |
2. Het is voldoende om 1lim —T—j = l (mlts L % O) te bewijzen en dan
X -

op ?T;j en g(x) regel b) toe te passen.
Van het begin af aan kiezen wij & < |L|. Voor alle x # o in U geldt

£
1

|
o[ =TTl - e, ) - |1l

2
De laatste term is kleiner dan & als 51 kleiner dan l%L en £ . l%}—

wordt gekozen.

Omdat f(x) > 0, is ook L = 0. We beschouwen eerst L > O.

Dan is

- {“ l—i—)"-——i < -+ voor x £ o in U (als boven).
W) - V2l - \FE(?NEﬁ fain U (als boven)

Kiest men nu 51 = é(i, dan is lUf(x - {£| < £ voor deze x. Als L =
dan kiezen we e, = 52; uit 0 < f(x) < g7 volgt dan [Jf(x)| < g.
In de volgende voorbeelden leidt eerst een omvorming van de uitdrukking

en dan een toepassing van de stelling zowel tot de conclugie dat de

limiet bestaat als ock tot zijn berekening.
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_4 .2
2
Vb. 1 1im —2RE2 . 154 nifi=g=o
n—-°2n -5n+3 n—>®w2-<+ -
n n
Vb. 2 Worteltruc.
lim (yn?+n-1 - Vn2-n+1) = lim = 2n-22 =
n — oo n—*oo\ln +n-1+\ln -n+1
o _ 2
. n 2
= lim T 1 T 1 =1
n-—w \!1+—---—2—+\l1——+—-2— T+ 1
n n n I
Insluitstelling lim f{x) =L
X
iim h(x) = L = lim g(x) =L .
X > o Xx—=

In een omgeving U van a geldt voor x £ «
£(x) = g(x) < h(x)

Bewijs Kies e > Q.

In een omgeving U1 van ¢ geldt voor x ;é o -e< f(x)-L<e.
In U geldt voor x # a f(x) - L<g(x) -L.
In de doorsnede van U en U1 geldt voor x £ « -e< g(x)-L.
Analoog:
In de doorsnede van U en U2 geldt voor x ;ﬁ o] g(x)-L<e
dus in de doorsnede van U, U en U, geldt voor x £« lg(x) - L] <e.
Vb. 3 lim =R - 0 volgh uit de insluitstelling en - i <dnn si )
n — oo
n n n 5 -
Vb. 4 1lim 6 +5 = lim 6.\1 + (6) = 6 volgt uit de insluitstel-
i — oo n-— (o0
ling en
n . n
1< 1+ (%) < 1+ 1
gin x
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_losinx 1
x x x
Opm. lim is door substitutie x = -t te herleiden tot 1im
x > - t - o0
lim f(x) = lim f(—t) y want x < -R correspondeert met R < -x,
X—+ =@ t -

dus met R < t, dus de omgeving x < =R van - o correspondeert met de

omgeving R < t vanece.

Vb, 15p Xtsin x =t - sin t _

= lim
xo-oo V2 #1  toow ViZ ¢ 1

-1-

. Functies die naar oneindis gaan

Def. lim f(x) = betekent dat « verdichtingspunt van de definitiever-
X~ a

zameling van f is en dat er bij iedere K een omgeving van « bestaat,

zodat voor alle geocorloofde x % o in die omgeving geldt

f(x) > K .
Analoog lim f{(x) = - e .
X~ a

Vb. 1 lim 2% =; 1lim Vn = oo,

n —+ e n —+ oo

1
Vb, 2 lim T-T=°°.
x - 0 *

Vb. 3 (-1 )n heeft geen limiet voor n — «, doch gaat ook niet naar oneindig.

Vb, 4 f(x) = -;lc- voor x > 0 geeft f(x) - o voor x -+ 0. Men schrijft wel:

lim i
x {0

=ox

Analoog 1im 1. . o .
xto*

G. Continuiteit

Ruw gesproken zullen wij een functie f in een punt a van haar definitie-
verzameling continu noemen, als de waarden f{x) voor alle geoorloofde x

in een geschikt gekozen omgeving van a dicht bij t(a) liggen.

Def. f£(x) is contimu voor x = a, als a tot de definitieverzameling van f

behoort en als er bij iedere £ > 0 een omgeving van a bestaat, zo-
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dat voor alle gecorloofde x in die omgeving geldt
[£(x) - £(a)]| < € .

Let wel, dat de restrictie x % a nu niet optreedt, omdat voor x = a

automatisch aan de ongelijkheid is voldaan!
Een vergelijking met de definitie van limiet op pag. I.13 levert de

Stelling, Stel a is verdichtingspunt van de definitieverzameling van f.
De functie f(x) is precies dan continu in a als lim f(x) = f(a).
X ~a
De betrekking 1im f{x) = f(a) betekent daarbij, dat de volgende drie voor-
X~ a
waarden vervuld moeten zijn:
1. 1im f(x) bestaat {linkerlid is gedefinieerd).
X~ a

2. a is een geoorloofde waarde (rechterlid is gedefinieerd).

3. Linkerlid = rechteriid.

L}

Vb, 1 ¥y i is niet continu voor x = 0, want 1lim f(x) bestaat niet.

x>0

il

tan x is niet continu voor x =

SR E

¥

Vb, 2 O0sx<1 : £{x)
f(x)

0 en lim f(x) bestaat niet.
x— 1

X

is niet continu voor x = 1 ,
1tsx=s2

0

li

want £{1)

(N.B. Wel geldt lim f(x) = Oen 1lim f£(x) =1)

x 11 x 11
Def. Een functie, die continu is voor al haar geoorloofde waarden, heet
continu.
Vb. 3 ¥y = x is continu.

Te bewijzen is, dat lim x = a. Dit is triviaal, want om lx-a|l <¢
X~ a

te krijgen moet men Ix-al < € nemen, hetgeen de omgeving

a-~e<x<a+e van a is.
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3
Vb, 4 ¥ = x 1is continu.

. ) . 3 3 3 3 .
Te bewijzen is, dat 1lim x~ =a”. Aan [x° - &a°| < ¢ is voldaan,
X—a

3 3 33 . .
als Va™ - e <x<WVa + &, hetgeen een omgeving van a is. We ge-

ven 0ok nog een ander bewijs.
Neem voor het gemak a > 0. Wegens
|X3 - 33| = lx - al |x2 + ax + 32|
volgt, als wij alvast lxl < 2a nemen, dat
|x3 - 33| = 7a2 lx - ai .
. . £ . 3 3
Als wij verder Ix - al < — nemen, dan is |x - a | < €.

7a°

Hieruit volgt de bewering.

Vb. 5 ¥ = sin x is continu.

Te bewijzen is, dat 1lim sin x = sin a. Uit
X ™ a

|sin x - sin al = 2|sin #(x-a)| lcos ¥ x+a)| < |x - al
zien wij, dat Isin X - sin al < € als Ix - al < E.

Opm. Merk op dat hier gebruik gemaakt is van lsin h| < |hl, een ongelijk-

heid die uit een plaatje is bewezen.
Stelling De functies xb, log x, 2x, de goniometrische en de cyclometrische
functies zijn continu overal waar zij 2ijn gedefinieerd.

Een bewijs kan bij de huidige opzet niet worden gegeven. De functies, die
nu meetkundig of bij overlevering zijn gegeven, zouden dan beter moeten

worden gedefinieerd. (Schets de grafiek van deze functies.)

Stelling Stel f(x) en g(x) zijn continu voor x = g en gedefinieerd in een
omgeving van a. Dan zijn ook de volgende functies continu in a:
a) £(x) + g(x);

p) £fx) . glx);
¢) fki (mits f(a) £ 0);

d) n(g(x)}) mits h(y) continu is in g(a) en gedefinieerd in een omgeving

van g{a).




I.22

Bewiijs De bewijzen van a), b), ¢) verlopen analoog als op pag. I;16,17.
a) In(eg(x)) - hgla))| < € als g(x) in een voldoend kleine omgeving van
g(a) ligt, d.w.z. als Ig(x) - g(a)| < 0. Aan deze laatste ongeliikheid

is wegens de continuiteit van g weer voldaan als x in een voldoende kleine

omgeving van a ligt.

Opm. Evenals d) bewijst men:

Stel f(y) is continu voor y = lim g(x) en gedefinieerd in een om-
X~ a

geving van lim g(x). Dan geldt
X~ a

lim f(g(x)) = f£( lim g(x)) .

Vb, 6 £(x) = 710g(arcsin(x—-2))

ig continu voor 2 < x < 3.

® -1
Vb, lim &= .17,
x=2x -1
x3 -1
Vbh. 8 1lim >+ ¥ =11s niet geoorloofd, dus de functie is niet
x—=1x =1

continu voor x = 1.
Deel nu teller en noemer door (x-1); dat mag omdat x % 1.
De opgave wordt dus

3 2
. - +x+ 1
lim = L = lim L TAE .

x =1 xz-—1 X 1 xt+1

De lagtste limiet is % » verkregen door x = 1 in te vullen in de

nieuwe functie, die voor x = 1 continu is.

. . 2
Vb. 9 1lim %—% = 1im 2 SLX 208X - lim 2 cos’x = 2.
x—+ 0 x>0 x— Q

Voor de oorspronkelijke functie is x = Q niet geoorloofd. Na deling

wordt een functie verkregen, die wel continu is voor x = O.

2
Vb.10  lim 5—-—*—3‘—‘-—8- bestaat niet.
X = 0O

Als 1im f(x) bestaat, maar a een getal is dat niet in de definitieverza-
X~ a

meling van f ligt, kan men de functie continu voortzetten in a, dew.z.
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een functie definiéren door g(x) = f(x) voor X # a en g(a) = lim f(x).
X *a

Deze functie g is dan continu voor x = a en heet de continue voortzetting

van £ in a. Zo is (zie Vb. 8) de functie g gedefinieerd door

3
g(x) = xz- voor x # 1
B en x # -1
_ 2
continu voor x = 1.
Een standaardlimiet
lim 222X _ 4
X

x—*0
Bewijs Uit een meetkundige figuur lezen wij de volgende belangrijke on-
gelijkheid af
. 7
sin x < x < tan x (voor 0 < x <'§) .

Hieruit volgt

X 1
- <
sin x cos X

1 <

Iz
2
Uit de continulteit van cos x voor x = O en uit de insluitstelling volgt

welke ongelijkheid ook voor - = < x < 0 geldt.

het gevraagde.

Vb. 1 lim 28X _ 45, L slnx .,
—_— x cos X X
x— 0 x= 0
1-cos x 2 sin2 X in 4x\?
Vb. 2 lim ——==% - 1lin = lim (—-a-—sm x). £=%.
—_— 2 2 1
x= 0 x x> 0 X x* 0 X
. d1 + x -1 . X 1 . 2% 1
Vb, 3 lim ———=— = 1im . — = 1lim - . =
x—0 A oV ageq SR T sin 2 T 0T )
2 . 1
X 31n.; ‘ % 1
Vb. 4 lim —_sinx = lim in % ° x51n;=1-.o=o
x = 0 x>0

omdat 0 < |x sin';]c'l < |x| .

[
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Vb, 5 lim (1 -x) tan(% x) .

x 1

Substitueer x-1=1, dan

1
lim -t tan(Z t +2) = 1im t cot T 4 = lim —2pr— 2 _2
£ -0 2 2 t -0 2 t_.otan—g—nt Toon

§ 4. Enkele belangriijke stellingen

A. In het vervolg baseren wij ons op de volgende eigenschap der redle getal -

len ("binaire fuik"):

Een oneindige rij gesloten intervallen ina < x <b, waarbij elk de linker of

rechternelft is van het voorafgaande, bevat precies één reédel getal.

. Stelling van Bolgano (1781 - 1848)

f(x) continu op a < x < b

= BEr is een £ met a < £ < b,waarvoor f(£) = Q .

f(a) <0, £f{b) > 0

a +b .

Bewijs Halveer [a,b] = [a.1 ,b1]; neem, tenzij P<—1-2-—1> = (0, voor [az,sz
a, +b1 a, ~i-b1

de linkerhelft als f<—2—> > 0, de rechter als f<—2——> < 0. Pas deze

procedure opnieuw op het interval [az’bz] toe, enzovoort.

an+b
———-—n> = 0 is, "gaat de fuik dicht" en bin-

Tenzij een van de waarden f( >
nen alle intervallen ligt één getal . Ware £(£) > 0 dan zou f(x) in een
omgeving van £ positief moeten zijn (analoog voor (g)< 0), terwijl steeds

f(an) < 0, f(bn) > 0. Dus £(£) = 0.

In deze stelling kan de voorwaarde, dat f(x) continu is, niet worden ge-

mist.
Vb. 1 f{x) = -3 op 0= x<1
f(x) =3 op 1<x=<2.
Vp. 2 f(x)=~}1; op -1=x<0 en O0<x< 1
Vb. 3 Men kan een niet te rare oppervlakte door een horizontale lijn in

twee gelijke delen verdelen. Immers zij x de hoogte van de rechte

en zij y = de oppervlakte boven minus de oppervlakte onder de
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rechte. Dan y = f(x) en als deze functie continu is, dan is vol-

gens Bolzano ergens f{x) = 0, omdat f(groot) < 0 en f(klein) > O.

Ben functie f(x) heet begrensd op een interval I als er een getal M

==t
@
Fo

f.

bestaat, zodat if(x)| < M voor alle geoorloofde x in I.

Een continue functie hoeft op zijn definitieverzameling niet be-
grensd te zijn; bijv. y = % op het (niet gesloten!) interval

O<x=1.

Stelling Als f(x) continu is op a < x <b, dan is £(x) daar begrensd.

Bewiis (uit het ongerijmde). Stel f(x) is niet begrensd en halveer

[a,b] = [a1,b1]. f kan niet op beide helften begrensd zijn. Neem als
[az,bz] de linkerhelft als f daarop onbegrensd is, en anders de rechter-
helft. Pas deze procedure opnieuw toe op [az,b2], engovoort. De rij inter-
vallen bevat één getal £. Dan is (&) - 1 < £(x) < £(&) + 1 voor alle ge-
oorloofde x in een voldoend kleine omgeving I van £ en dus f(x) begrensd
op I. Anderzijds is voor voldoend grote n [a ,b ] vevat in I en f{x) on-
begrensd op [an b ] Deze tegensprask toont aan dat de veronderstelling,

dat f(x) onbegrensd is, onhoudbaar is.

Stelling. Zij y = f{x) continu en monotoon op a =x <b (a <%b). Dan bestaat
de inverse functie x = g(y) op het corresponderende interval en is continu en

monotcon,

Bewijs. Stel f monotoon stijgend. Dus f(a) < £(b). Bij elke ¥, met

f(a) <Y, < f(b) bestaat een x in (a,b) met f(x ) = Y,+ Immers, voor de con-
tinue functle h(x) = £(x) - y, geldt: hia) = f(a) -y, <0, b(d) = £{p) - -y, >0
en volgens de stelling van Bolzano is er een X, met a <« X, < b, waarvoor
h(xo) = f(xo) -y, = 0.
Dat er precies é&én Xq is met f(xo) =Yy volgt uit de monotonie van f: als
Xo < ¥, dan f(x ) < f(x ), dus f(xo) # £(x, ). Dus de inverse functie x = g(y)
bestaat op [£(a),f(b)] en is monotoon stijgend, want uit Yo <y volgt
8lyg) = %y < %1 = g(y,).
We bewijzen nu dat de functie g continu is in een willekeurig punt n met
£(a) < n < £(b). Stel £ = g(n) en kies € > Q zodanig dat £ -~ € en £ + € nog

in het interval [a,b] liggen.
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Dan geldt op grond van de monotonie van f:

f(E -¢) =n -~ 61 en f(E+¢)=n+ 62 met 61,62 >0,

Er is nu een omgeving van n, namelijk n - 61 <y <n+ 62, zodat voor elke y

in die omgeving geldt:

g —e=E-c=gn-6)<gy) <gn+8) =t+ec=gmn +¢,
of

lg@y) - gtm)| < ¢,

d.w.z. g is continu in n.

De continuiteit in £(a) en f(b) bewijst men analoog.

Hoofdstelling over rijen.

Ben rij is een functie en daarom zijn de begrippen monotoon stijgend en

monotoon dalend voor functies (zie § 2. E) ook op rijen van toepassing.

Ben rij o ,az,... heet monotoon stijgend, als uit m < n volgt a <o .
1

Klaarblijkelijk is hiervoor voldoende, dat @, <@ . voor alle n.

Een rij LRLINIEE is monotoon stijgend, als a, < an+1 voor alle n.
Analoog:

Een rij ST ICTRR is monotoon dalend als a, > an+1 voor alle n.

Bij een monotoon stijgende ri; wordt a steeds groter bij toenemende n.

Als we behalve groter worden ook gelijkblijven toelaten, spreker we van
monotoon niet-dalend. Men kan dit voor willekeurige functies formuleren.

Wij doen het alleen voor rijen:

Een rij LR is monotoon niet-dalend, als an = an+1 voor alle n.
Analeog:
Een rij(x1¢5,... is monotoon niet-stijgend, als an = Gn+1 voor alle n.

Een rij a1,a2,... is nagr boven begrensd, als er een getal M bestaat,

zodat an =< M voor alle n.

Een »i1j a1,a2,... is naar onder begrensd, als er een getal K bestaat,

zodat o, = K voor alle n.
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Hoofdstelliny || Elke monotoon niet-dalende rij A & yeens die naar boven

begrensd is, heeft een limiet a, waarvoor geldt a = an
voor alle n.

Elke monotoon niet-stijgende rij a1,a y+++, die naar onder

2
begrensd is, he -7 een limiet &, waarvoor geldt a < «
’ & In

voor alle n.

>a ).

Als de 1ij stijgend is geldt zelfs « > ¢« (immers a = L 0

Als de rij dalend is geldt zelfs a < a (immers o < « < an).

n+i

Bewijs Stel a <a, <...<a_ < ...<p. Halveer [a1,B] = [at,b1].
Neem voor [az,b2] de linkerhelft, tenzij een ai in de rechterhelft ligt.
[a2,b2] bevat dan alle @ vanaf een zekere index. Pas deze procedure op-
nieuw op [a2,b2] toe, enzovoort. Dan ligt één punt o in alle intervallen.

Zou nu een zekere ai > a zijn, dan zou elk interval [an,bn] behalve o« ook

een o, = o, bevatten en bn-ah_z-ak -« Z-ai - & = p> 0 moeten zijn, on-
danks het herhaalde halveren der intervallen. Dat kan niet. Dus zijn alle % € o
Maar voor een voldoend groot gekozen n geldt wel a - £ < %n < a, hoe

klein € ook is , en daarom voor alle k vanaf ecen zekere index

0 -e<sa <o =d. Daw.z. 1lim o = «.
n k k

k =+ oo

Het bewijs voor een monotoon niet-stijgende rTij a1,a2,... is analoog.

Vb, 1 1, -1, 1, =1,... is niet monotoon, is wel begrensd, heeft geen
limiet.
Vbho 2 1, 2, 3, 4y4uu. is niet begrensd, is wel monotoon, heeft geen

(eindige) limiet.

yo o is begrensd en monotoon stijgend, dus heeft

? )

W

3 1 2 4
een limiet, nl. 1.
Vbe 4 De rij \34;; met a > 1, is monotoon dalend en naar onder begrensd,

dus heeft een limiet, nl. 1.
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§ 5. De exponcnti&le functie e™

Vb. 1. Bij rentestand p groeit 1 (gulden) na &én jaar aan tot

2 4 12
1+p , <1+321> , (1+£—> , <1+:|%> ,
als de rente per jaar, half jaar, kwartaal, maand wordt bijgeschreven.

Duidelijk is dat de rij stijgt, maar dat frequenter bijschrijving niet

n
onbegrensd veel kan opleveren (anders gezegd: dat (‘I + IP1-> begrensd
blijft als n - =),

3

. Bij vervalsnelheid p (denk aan radioactiviteit) vindt men voor wat er

na één 4ijdseenheid resteert van 1 {(gram):

RIS SR O

als het verloop per hele, halve, kwart, achtste tijdseenheid lineair
wordt gesteld.

Ook deze rij stijet, maar is begrensd (< 1) als n = oo,

n
Beide voorbeelden betreffen de rij (1 +§) (x vast!); zij doen vermoeden

n
dat lim (‘1 + %) bestaat voor elke x. Om dit te bewijzen tonen we aller-
n-+co

n
eerst aan dat (‘I + i—i—) vOoOor X 74 0 monotoon stijgt, zodra n > - x.

n+ n
Stelling. (1+n3_:1> >(‘l+§> als x #0enn> -x.

X
n+1
(n+1)u =n+1+x = nv+1; dug v > O, u> 0, u-1 = nv-nu.

Bewijs., Stel 1 + =u,1+I£l=v, dan is u # v, n+x = nv > 0,

+
WV e T P (w= 1" = u(a” -v") + n(v-u)v’ =

(- v) (™ Py VT (- v =

it

(w-v)®+u™ v +... +uv ! anv®) > 0

want beide factoren zijn positief als u > v, negatief als u < v.
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Congequenties van deze stelling zijn:

n
1) Bij stijgende n, boven een vaste p > 0, is ( -E) stijgend, maar steeds

n n 2.1
< 1; evenzo (‘I - ﬁ) (1 + %) = ( - R;) ; dus (hoofdstelling)
n

n n n
lim ( - R) bestast; lim ( - 9) (1 +P-) bestaat.
n 1 n

n=—-»oo n=—+eco
n n
2) lim(-;E)(‘!-i-p-) =1,
n-—:vOO n n
n n 2\ n n 2 nal
Bewi,js.(-§>(1+§>=(_12~>= (-P;) .
n n

Bij stijgende n (> p) is wat onder het wortelteken staat een stijgende

rij (volgt uit stelling). Zij a een kleinere, positieve constante, dan

n n
geldt \/a < (1 - ﬁ) (1 + E) < 13 pas nu de insluitstelling toe.

I
3) lim <1+rpf> =‘I/1im
710

n -0

G —%)n. Zie 1) en 2).

n
Deze limiet is > 1, want (1 + ﬁ) is een stijgende rij.

I
Conclusie. De rij (‘l + f) heeft voor elke x (ook voor x = 0) een limiet,

waarvan de waarde afhangt van x
n
Lim (1 +§) - f(x) .
n—>oo
n
De limietwaarde f({x) kunnen we van weerszijden benaderen, want (‘I + i—) en

o
( - f) gaan stijgend naar f(x) resp. 1/f(x). Dat geeft

n n
<1+§> sf(x)s‘l/<-£> S
n n n (
. 1 ~ 414 1 40\* . .
Neem bijv. x = 77, n = 4, dan komt er 70) < f(:l-a) <{3g) » of in decima-

4 4 2
len 1,1038 < £(0,1) < 1,1066. De tussenwaarde \/(i%) (%%) = (%) ~ 1,10519 °

benadert £(0,t) (* 1,10517) in 4 decimalen nauwkeurig.
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Van veel belang blijkt aanstonds £(1) d.i. het getal e:

N N
e = lim (‘1 +E) = lim ( -;l-> = 2,71828...

Il =00 1M =00

2,82 2 4 8
Benaderingen: (2) (-‘%—) =<%> ~ 2,8 (%) & 2,733 1—%) = 2,722... .

Belangrijk is ook de bij n=1 behorende insluiting:

T+x<f(x)< 1/(1-x) = 1+x+x*/(1-x) “lsx<1,
In woorden: voor x dichtbij O wordt f(x) goed benaderd door 1 +x.
We leren f(x) echter eerst goed kemnen door de hoofdeigenschap:
Stelling., f(x)£(t) = f(x+t) voor elke x en t.

Bewijs. Het gaat er om aan te tonen dat het verschil
n n n
V=<1+3—> <1+3-> -(1+£—+—1i> -0 alsn-ow,
n n n n

(1+;l"5)(‘| +I§l~)=a, 1+ EEE Ly (1+1-I’fl-)(1 +l%l-)=c )

n

Stel

dan is zowel [a| < ¢ als [bl = ¢, waaruit volgt

[an = [an_bn[ = la-b||a BT s Y +bn_1[ < [a,—b[-ncn_1

Dus

v | < xtl ¢ +L:f|)n'1<1 +L1‘§L)n'1s 2l e (|x])r(]6])

0.

il

Dit geeft inderdaad lim Vn

n-—>oo

Deze hoofdeigenschap leidt ons tot een passende notatie voor f(x).

We vinden namelijk naast £(1) = e: £(2) = £(1)E(1) = &2, £(3) = £(1)£(2) = e’

enz, Wegens f(x)f(-x) = £(0) = 1 volgt ook £(-1) = &', £(-2) = "% enz.
Kortom £(t) = e’ voor elke gehele t; en wegens fn(f-;-) = f(t) = ¥ ook

; t
f(:rtT) = e /m voor elk rationaal getal 1-1_:1- . Vandaar mu de

n
Definitie. lim (‘I + -%) = ¥ X reéel .
n -+oo 1
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t_ x4+t
e =g

Hoofdeigenschap. e, voor elke x en t.

Stelling, e* is een positieve stijgende functie .

P 51 (zie 3}, dus P > 0 zodat voor

Bewijs., Zij p > O3 e = 1,¢e
alle x geldt e* >0 en &P > e™ .

er -1

Stelling, lim e* = 1 en 1lim =1,

X=+0 X=0

Bewijs. We herleiden de voor f£(x) gevonden insluiting tot

Osex—‘lnx-{-xz/(‘l—x) -1<x<
er -1
ofwel 0= [ -1 = |x|/(1-x) x # 0.

X

Deze insluitingen geven voor x — O de eerste resp. tweede limiet.

Stelling, ex is continu.

. . . X . a+t a . % a
Bewijs. lim ™ = 1lim e =g lim e’ =& .

Xx—>a t=+0 t—~0
De continuiteit rechtvaardigt de schrijfwijze e? ook voor irrationale a, Men
pleegt dan immers onder e te verstaan: lim e **, waarin a, rationale ge-

a —+-a

tallen zijn, die tot a naderen. n
Omdat y = e een 8tijgende, continue functie is, die elke positieve waarde
kan aammemen, bestaat er een inverse functie ¥y = elog x met als definitiege-
bied x> 0O,
Deze logarithmen met grondtal e blijken zich te onderscheiden door eenvoudi-
ge eigenschappen. Men spreekt van natuurlijke of neperisanse logarithmen

naar Napier (1550-—1617)en laat bij elog.x vaak de e weg,
Schrijft men y = e* en z = e’ (dus x = log yen t = log z) dan volgt uit de
hoofdeigenschap:

log(yz) =x +t =1logy + log z .

Tevens kumnen wij nu voor alle a > O en elk redel getal x de macht a® defi-

niéren door a* = ¥ 1og & Dit heeft als gevolg

a¥.a¥ - X loga, yloga _ (x#y)loga _ xiy

(%) - ¥ log X L W B
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HOOFDSTUK II  INFINITESIMAALREKENING

§ 1. Afgeleide

Def.! Als lim £x) - £(a) bestaat, dan heet f(x) differentieerbaar voor

— - a

X *a

x = a. De limiet heet de afgeleide voor x = a; notatie: f'(a).

Als de afgeleide voor alle geoorloofde x bestaat, heet f(x) differen-

tieerbaar; de afgeleide f'(x) is weer een functie van x.

Stelt men x =g + hy h = x - a, dan kan men voor de afgeleide ook schrijven:

flat+h) - f{a)
" .

{1) 1im
h-0

flath) - f(a)
h

Het bestaan van de afgeleide kan ook zo worden uitgedrukt, dat

als functie van h continu kan worden voortgezet voor h = Q.

We zeggen dat f(x) lineair benaderbaar is voor x = a indien er een constante A

en een functie p(h), gedefinieerd in een omgeving van h = 0, bestaan met de

eigenschappen:

fla+h) = f(a) + Ah + hp(h)
(2)

1im p(h} =0 .
h—0

De volgende stelling drukt uit dat lineaire benaderbaarheid gelijkwaardig is

met differentieerbaarheid.

Stelling Als f(x) lineair benaderbaar is voor x = & door f{a) + Ah, dan is
f(x) differentieerbaar voor x = a en ft{a) = A.
Als f(x) differentieerbaar is voor x = a, dan is f(x) lineair benaderbaar

voor x = a door f(a) + £'(a)h.

f(a*'hi.‘ f(a) = A + p(h) een limiet

Pewijs Als (2) gegeven is, dan heeft
voor h—~ 0, nl. A.

Omgekeerd: bestaat (1) met waarde f'(a), dan geldt:

1im fla+h) - £(a) Y -0,
h»o< h (”) ©

terwijl:
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f(a-+h) = f(a) + hi'(a) + h(f(a*_hl.— f(a) - f'(a)).

Stelling | Als f(x) differentieerbaar is voor x = a, dan isg f(x) continu voor

X = 8.

Bewijs lim f(x) = lim f(a+h) = lim [f(a)+hf'(a) +he(h)] =
X - a h—=10 h- 0O

fla)+0.£{a) +0.0 = £(a) .

Opm. Er zijn functies, die wel continu, maar niet differentieerbaar zijn.

Vb, 1 f(x) = ﬁx| .

lim n n

fLa-fh) - fla) - lim la-+h] - |al - 1 alsa>0
h—-0 h—-0 -

1alsa<0.

Als a = 0, dan bestaat 1lim l%L niet; de functie is echter wel
h—~ 0

continu voor x = Q.

Meetkundige interpretatie:

] f§x2 - f(al

X - a

= tan ¢ is de richtingsco&fficisdnt van de koorde tussen de
punten (a,f(a)) en (x,#(x)) van de grafiek.

f'(a) = tan o is de richtingscodfficidnt van de raaklijn in het punt

(a,f(a)) aan de grafiek.

Als £'(a) > 0, dan tan @ > 0, dus 0 < a < % .

Alg f'(a) < 0, dan tan « < Q, dus - %-< o< 0.,

Als £f'(a) = 0, dan tana = 0, dus a = O .

2. De lineaire benadering van f(x) = f(a-fx-a) door f(a)i-(x-a)f'(a) is
dus een benadering van de grafiek van y = f(x) door de raaklijn in

(a,f(a)) waarvan immers de vergelijking is: ¥y = f(a)-+(x-—a)f'(a)-

De afgeleide wordt ook in de definitie van zeer vele natuurkundige en
technische begrippen gebruikt.
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Mechanica. Bij een beweging s = f(t) is de gemiddelde snelheid over

Vb,

het tijdvak [t ,t + h] per definitie Jﬁ [£(t, +1n) - 2(s )],

(¢ +n) - £{t)
Snelheid ten tijde t S8+ 1ip 9 0
o — h

Bij eenparig versnelde beweging, s = vot + % gt2, is

v (t+h) + % g(t+n)? - vt - % gt?
snelheid = 1lim o =V, + gt .
h—+0

Ultzettingscodéff. van een staaf. Zij de lengte van een staaf bij nul

Vb,

graden L(0Q) en bij T graden L = L(T).

De mate van uitzetting bij temperatuur T wordt aangegeven door

L(T+1) - L{T)
T b

lim
T 0
dit heeft de dimensie van lengte gedeeld door temperatuur.
De uitzettingscoéfficiént bij temperatuur T is
1 . L(T+t) - 1(T)

a = —— lim
L(T) T 0 T

Vlceigtof in een buis. De druk p is een functie van de plaats in de

Vb,

buis: p = p(x). Het drukverval langs de buis is de verandering van de

druk per lengte-eenheid = lim p(x*—hll— p(x) .

h—-0

Soorteli jke warmte. Als Q(T) de warmte is, nodig om een eenheid van

massa van temperatuur 0° op temperatuur T te brengen, dan is
Q(Tz) - Q(T1) de warmte nodig om de temperatuur van T1 op T2 te bren-
gen. De limiet van de gemiddelde benodigde warmte is de soortelijke

warmte bij temperatuur T, en wordt gegeven door

Q(T+1) - g(T)

lim p .
T~ 0

In alle voorbeelden is aangenomen dat de limiet bestaat.
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§ 2. De techniek van het differentisren

A. Regels van Leibniz (1646 - 1716)

Gegeven is dat f(x) en g{x) differentieerbaar zijn voor x = a, dus:
fla+h) = £f(a) + uf'(a) + hp(h) met p(h) - 0 als h - O.
gla+h) = gla) + hg'(a) + ho(h) met o(h) -~ 0 als h — 0.

I

Nu gelden de volgende regels:
1. f(x) + g(x) heeft in x = a de afgeleide f'(a) + g'(a).

Kortweg: (f+g)' = f' + g'.

Bewijs: f(a+h) + gla+h) = f(a) + gla) + n(r'(a) + g'(a)) + ht(h),
met t(h) = p(h) + o(h) en dus ©(h) -~ 0 als h - O.

2 f(x)g(x) heeft in x = a de afgeleide f'(a)g(a) + f(a)g'(a)-
Kortweg: (fg)!' = f'g + fg'.

Bewijs: f(a-fh)g(a-%h) = f(a)g(a) + h(f'(a)g(a) + f(a)g'(a)) + hT(h),
met ©(h) = h(£'(a) + p(n))(g'(a) + o(n)) + p(n)gla) + o(n)f(a) - 0
gls h — Q.

Gevolgen:

(ef)' = ef' (c constant), want c¢' = O.

(Af +pg)' = Af" +ug' (A en b constant), in het bijzonder (f-g)'=f'-g'.
(fgh)' = f'gh + fg'h + fgh'.

) , _ (qe - L'{a)
3, ) heeft, mits f(a) # 0, in x = a de afgeleide - fz(a) '
1

1
Kortweg: <l> = - i;'.
£ 2

. '(a) + hp(h) !
BeWIIES. fCa.1+h) = f(%j - hg(a)f(; +Phljl = f(1aj - h fa(:) + hT(h) ’

met =(n) - 2Lad(r'(e) + o(n)) - o(n)2(a)
i“(a)f{a + h)

= 0 alsh-—- 0.

(N.B. f(a+h) £ 0 voor h in een omgeving van h = Q. )
Gevolg:

S e G R

2
g
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Kettingregel voor samencestelde functies

Gegeven: f(x) is differentieerbsar voor x = a en p(u) is differentider-
baar voor u = b = f(a). Dan geldt:

¢(f(x)) heeft in x = a de afgeleide p'{b)f'(a).

Bewijs: Stel @(b-+k) = w(b) + k¢'(b) + ko(k) met o(k) - 0 als k —~ 0.
Nu ig:

o(f(a+h)) = g(b+he'(a) + hop(n)) = 9(b) + he'(b)f'(a) + nv(h)

met t(h) = ¢'(b)e(h) + (£'(a) + p(h))o(ar' (a) + he(h)) = 0 als h ~ Q.

Voorbeeld Bij @(u) = u3 vindt men voor de afgeleide van

p(£(x)) = (£(x)) in x = a: 3(£(a))%e' (a).

Inverse functie

Als y = f(x) voor a < x < b monotoon en differentieerbaar is met
£'(x) # 0, dan is de inverse fumctie x = ¢(y) differentieerbaar met
afgeleide

1
cpr(y) = £y (x

Bewijs: Voor x met a < x <b geldt f(x, +h) = £(xy) + ht'(x,) + hp(n).
Voor voldoend kleine h heeft f'(xo) + p(h) het teken van f'(xo).
Stel bijvoorbeeld £'(x,) + p(h) = ¢ > 0 als [n| <3, dan is

f(xo -3) < f(xo) =¥, < f(xo + 5)_.

Op X, = d «x <:x0-kb is f monotoon stijgend, continu en heeft dus een
inverse x = ¢(y).

Bij elke y, in f(xo - 3) < y, < f(xo + ) is er precies één x, met

¥y, = f(x1). Nu is voor zo'n ¥, i

Yy =g = f(xy) - £0x) = Gy - x M2 () + olx, - x) ],

en f‘(xo) + p(x1 - xo) # a.

Als nu y, oy

1

dan gaat ook w(y1) =X, "X = w(yo) op grond van de

0}
continuiteit van @ We hebben echter:

o

oly,) - m(yo) X -

1 1
- = _ = P _ Y]
y‘l yO y1 y0 £ G{O) * p(x1 J’CO7 £ (XO)

indien y, yo.
Opm. Deze regel is in overeenstemming met de keftingregel:

o(£(x)) = x geeft o' (£(x))f" (x) =F1TB Ce(x) = 1.

Ock de meetkundige betekenis is duidelijk: de rasklijn aan de

srafiek in (Xb’yb) maakt complementaire hoeken met x- en y-as,
1 1
tan o f'(xbj :

£'{x,) = tan a, ¢'(y,) = tan(§ - a) =
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10.

1.

12.

13.

glementaire functies
¥y = 8in x3 y' = cos x.
¥y =cos x3 y' = - sin x.
1
. 2 .. 2
- tan x: v' = 1 want (8XX) _cos x + sin x
I x4 2 cos 2 :
cos X cos X
' 1
y=cot x5y = - PRI
gin x
. . 1
¥y = arcsin x5 y' = T——— voor - t<x<1.,
1 - x
Bewijs: y = arcsin x is inverse functie van x = sin y voor
- %'n Ty = %—n .
' ] 1 1
¥' o= S voor - 1<x<1, omdat cos y > O

cos ¥ {ﬁ - sin2y —'V1 - X

voor -t n<y<%m .

-

Il

J .

1 - x

R 1
arctan x; y' = 5
1 +x

e
il

Bewijs: y = arctan x is inverse functie van x = tan y voor --% n<y<

. 2 1 1
y:cosy’: = .

1+ tanzy 1+ %

y = x (n geheel); y' = nx' ' .

Bewijg:

n
a) n>0, ¥ 2X = X.Xe:aXj

Y = X XX F X e X' evaX F e + X Xeau X' = gl

(herhaalde toepassing van 2.)
]

b)n<o$n='P! P> 0, xiéoay=_;
P
. —pi ! _ _=D n-1
Y =T ap T pm T
x e

(toepassing van 3.)

¢)n=0,y=1y"=0.

1
)

1

1 .
Arccos X (—1 < X< 1); y' = -« m———— , want arccos x = 3 t - arcsin x .
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14.

15.

16.

17.
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X ' b's
y = e ; y = g .,
eh—‘l
Bewijs: Uit lim n= 1 volgt
h -0
ex+h_ex h_;ll x
lim —-——h-—=exlim T = e,
h -0 h -0

1
= . [
y = log x5 y X"

(Hier, en in het vervolg, verstaan we onder log x de logarithme met

grondtal e)

Bewijs: ¥y = log x is de inverse functie van x = e

1
- -
y dus y x

A
ey
(toepassing van 5.)

De afgeleide van y = log x voor x = 1 is dus 1; de grafiek snijdt de

x-as onder een hoek n/cl.

Gevolg: lim M =1

h - 0 h
Bewisa: 14 log(1+h) .. log{1+h) - log(1.)
ewijs: lim = 1lim =1
h-o B0 h o~ 0 h

want dit is Juist de afgeleide van log in 1.

ax; y' = a”. loga.

y
y=ax=ex10ga.
Differenti8ren geeft

oX log a

y' o= .loga=ax.1oga.

Voor x = 0 vindt men dus y'{(0) = log a.

r

=% log x; y' = —————
y € Xy X.log a

-

Imnmers, y=alogx=i—2§—;=logx.310ge.

Opmerking. Bij a = 10 is 2 log e = 0.43429..., dus

10 .
log x = 0.4343 log x en log x ~ 2.3026 mlog X,
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hijv. 1Olog 2 = 0,3010; log 2 =~ 0.6931.

18. y = x> (x » 0, a redel, constant); y! = ax™ .
Er geldt
& < o? log x,
dus
g = o® log x_ % - go® log x -log x _ ae(a-1)l°g S

(De regels 13 en 18 zijn gelijkluidend; het verschil is dat x° voor
x <0 en gehele n wel gedefinieerd is, terwijl dat voor X% met x <0

en & redel in het algemeen niet het geval is.)

Voorbeelden
¥b. 1 ¥ = cos X + cos % 3 ¥y' = « s8in x.
Vbe 2 y = et&n x s ¥y o= etan x‘ ! .
coa’x
_ 3 . 1 1 2
Vb. 3 ¥y = loglarctan(x)]; y' = T - = . 5x .
arctan x 1 +x

1
Vb. 4 ¥y = J;-—\e/;-+ \3}—E-= X -x® +x° ;
X
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ya . 2 1
Yb. 5 y = log[x +V¥1 + x2]; y' = —-—“—1————3 . +~% (1 + xa)_a. 2x] =
x+V1 + x
_ 1 V1 +x° +x _ 1
x-+V1 + x° V1 + x° Y1 + x°
Vb, 6 y = log |x| .

(

Als x> 0 dan y

M=

log x met y' = ]
y! =3 voor x £0 .
Als x < 0 dan y

log(-x) met y!'

- . (1) =1

Vb, 7 y = X=X log x; y' = e* log x(1 + log x) .
Vb. 8 y = arctan “__35_1; y dan
d1 - X
1
1 1. V12 - x5 (1) E L (ax)
y' o= > = =
X -x
1 + >
1-x

=1f1 _ L2 x2 1 .

x + =
Vi-x® V142

Opm. Dit antwoord krijgt men ook bij het differentidren van

¥ = arcsin x.

Vb. 9 1) In een conisch vat stroomt water met een constante snelheid.
Hoogte vat = b = 3 m
straal bovencirkel =a = 4 n
snelheid = g = 2 m3 rer minuut.
Gevraagd wordt de snelheid, waarmee de waterspiegel stijgt, op het

moment dat de hoogte h van het water 1 m is.

2) Gegeven zijn a, b, s, en op een bepaald moment h.
Gevraagd wordt de stijgsnelheid, i.e. de afgeleide van de hoogte h

op het bepaalde moment, en wel de afgeleide van h naar de tijd t.
Gevraagd is dus h'(%) uit te drukken in a, b, s, h.
3} s = V'(t) met V = volume water ten tijde t.

De vraag is dus h' uit te drukken in a, b, V', h.
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4) Nu zijn V en h onderling afhankelijk, nl. als x de straal van de

waterspiegel is:

2
yoIXh X _a ooy _ nah

3 h b 2

2b

Differentieer naar t, dan

2.2
VI =£a'_.l.l_h|

b2

en hiermee is h' uit te drukken in a, b, V' en h.

5) Vul de speciale waarden in:

2 = E-L%EJ*l h' , dus h' = é% m/min.

§ 3. BExtrema

Def. | f(x) heeft een maximum voor x = ¢, als f(x) < f(c) voor alle geoorloof-

de x.

f(x) heeft een locaal maximum voor x = ¢, als er een omgeving van c¢ bhe-

staat, zodat voor alle geoorloofde x in die omgeving geldt f{x) < f(c).

Men drukt zich vaak slordig uit en zegt maximum, als men locaal maximum be-
doelt. Tengevolge van deze slordigheid heeft men er soms behoefte aan om uit
te drukken, dat een maximum "echt" is en niet alleen maar locaal; men spreekt

dan van een globaal maximum.

Opm. 1 Analoge definities gelden voor minimum en locaal minimum.

Opm. 2 In piaats van locaal maximum zegt men ook wel relatief maximum,

in plaats van globaal maximum gbsoluut maximum.

Stelling van Weierstrass (1815 - 1897)

Als f(x) continu is op a < x < b,dan is er een £ met a < £ < b zodat
£(£) = £(y) voor elke y in a < y < b, m.a.w. £(x) is maximaal in E.

(Evenzo is er een 1 met a < 1 < b waar f(x) minimaal is.)

Bewijs. We passen de stelling van de "binaire fuik" toe (blz. I,24). Halveer
[a,b] = [ao,bo]: a<x<Z(a+b) en F(a+b) <x < b, Nu zijn er twee moge-
1i jkheden:

&) In het rechter interval ligt een punt x waarvoor geldt: f(x) = f(y) voor

alle y in de linkerhelft, Dan nemen we voor [31,b1] het rechter interval.
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b) Bij elke x in de rechterhelft is er een y in de linkerhelft zodat

f(y) > f(x). Dan nemen we de linkerhelft voor [al’blj'

We hebben zo een helft van [a,bj gekozen met de eigenschap dat er een x in
ligt zodat f(x) = f£(y) voor alle y buiten het gekozen deelinterval.
Verdeel nu het gekoszen deelinterval in twee helften en kies volgens het-
zelfde procédé een van de twee helften. Herhaal dit.

We verkrijgen zo een rij van intervallen [an,bn] met de eigenschap dat in
elk interval een x ligt met f(x) = £(y) voor alle y buiten dat interval.
Deze rij bevat precies &én redel getal £. We bewijzen mu: £(&) = f(y) voor
elke y ina <y <Db. Neemeen y # £ in [a,b] en stel £(£) < f(y). Op grond
van de continuIteit van £ in het punt £ is er een omgeving U van E met
f(x) < 3(£(&) +£(y)) voor alle x in U, Dus wegens f(£) < f{y): £(x) < £(y)
voor alle x in U. Maar vanaf zekere n ligt [an,bn] in U en bevat y niet.

In zo'n [an,bn] ligt een x met f(x) = f(y) voor elke y buiten dat interval.
Tegenspraak.

Opm. 1 Het interval moet zijn eindpunten bevatten, anders behoeft er geen

maximum te bestaan, zoals blijkt uit £f(x) ='% op 0<x=1,.

Opm. 2 De eis dat f(x) continu is behoort ervij, anders behoeft er geen
maximum te bestaan, zoals blijkt uit het volgende voorbeeld.
Op 0= x< 1 is f(x) gedefinieerd door f(x) = x als x irrationaal is;
f(x) = % als x rationasl is.

Ook de functie g(x), gedefinieerd door g(x) X (O = x < 1); g(1) =0

heeft op 0 < x < 1 geen maximum.

Opm. 3 £ behoeft niet het enige getal op a < x =< b te zijn, waar f(x) maxi-

maal is. Ook kan het maximum op de rand worden aangenomen.
Opm. 4 Wij zullen een uitbreiding van deze stelling voor functies van meer
dan één variabele vaak gebruiken.
Stelling (Fermat, 1601 - 1665)
Stel f(x) is in een omgeving van ¢ gedefinieerd, in ¢ differentieerbaar en

f(x) heeft een locaal maximum in c. Dan is f£'(c) = O.

Bewijs: Uit f{c+h) - f{c¢) < 0 voor h> 0 en h < 0 volgt

f(c+h) - fe) 0 voor h> 0 flc+n) - f(e)

=
W N Q voor h< 0.

De limiet van het quotiént bestaat, en is in beide gevallen f'(c).

Dus f'{c} < 0 en f'{(c) = 0, dus £'(c) = 0.
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Opm. Een overeenkomstige stelling geldt voor een locaal minimum van f(x).

Stelling van het gemiddelde

Als f(x) continu is voor a < x < b en differentieerbaar voor a < x < b,
dan is er een ¥ met a < £ < b zodat

fib) = fla
b -a

= f'{g) .

Er bestaat dus een punt waar de raaklijn aan y = f(x) evenwijdig is aan de
koorde die (a, f(a)) en (b, £(b)) verbindt.

(Er kunnen uiteraard meerdere punten bestaan met deze eigenschapf)

Bewijs: Noem

gx) = £(x) - == [£(v) - £(a)] .
Dan
g(b) = £f(a) en gla) = £(a) dus glb) = g(a) en

) = pr(y) - £b) = fla)
g(x) —f()[) b.—a .
Volgens Welerstrass is er een £, waar g(x) een maximum en een 7, waar g(x)

een minimum heeft. Als £ =1, is g(x) constant, dus g'(x) 0 voor alle x.

Als g(x) niet constant is, volgt uit g(a) = g(b), dat van en 1 er minstens

g
één £ a en # b is, bijv. £. Volgens Fermat is dan g'(£) = 0. Daar geldt dus
| _ f{b) - f{a)
f(zj)— b_a -
Gevolg | Als f'(x) = 0 voor alle x in een interval, dan is f(x) monotoon stij-
gend in dat interval.

Bewijs: Stel dat f(x) niet monotoon stijgend is, dan bestaan er X, en x,

waarvoor X, < X, en f(x1) = f(x2), dus

f(Xé) - f(xT)

x —
2 x1

< 0, dus er is een £ waarvoor f'(f) < a,

contradictie.

Gevolg | Als £'(x) < O voor alle x in een interval, dan is £(x) monotoon

dalend in dat interval.
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Gevolg| Als £'(x) = 0 voor alle x in een interval, dan is f{x) constant in

dat interval.

Gevolg| Als f£(x) continu is voor x = ¢ en f£'(x) wisselt van teken in x = c,

dan heeft f(x) een extremum in x = c.

Vb. 1 Schets de grafiek van y = 1-;x .
X
Geoorloofd: alle x # Q. .
Asymptoten: verticaal x = 0, horizontaal y = 0, want lim 15%— = o
x>0 x
1in =X -0,
x—-DOOx
y'=x-2,dus
3
X
X 0 1 2
o =1
¥y ++.++O--z—-—
¥+t ? - - - - - O+ + .

2 bereikt de functie een minimum, daar f(x) afneemt voor

l

Voor x

X < 2 en toeneemt voor x> 2 en contimu is voor x = 2.

Vb, 2 Bchets y (x-—1)2(x+-1)3. Uit y' = (x— 1)(x-+1)2(5x-1) volgt

"
-1 - 1
* 5
y - -0+ ++++0+ +
¥y { ++0++0-=-0++.
Bij x = -1 treedt geen extreem op, bij x = 1 een locaal maximum

5
3496

(groot 3125 ™ 1,1),bij x = 1 een locaal minimum.

Vb. 3 Schets y = x - 3€/;; = QVéE?(\a/—‘- 3).

Merk op dat steeds y < x behalve voor x = Q.

12 Nxo (x £0) .
Ve k ’

¥




E
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X U 8 2
v -=-0-- === 0+ +
Y'i++?--0+++++ .
Voor x = Q heelt f{x) een extremum omdat £'(x) daar van teken wisselt

(hoewel £1(0) niet gedefiniderd is); voor x = O heeft £(x) een maximum,

voor x = 8 een minimum {grootte = - 4).
Gevraagd die kegel, met grondecirkel op een gegeven boloppervlak en top
in het middelpunt van de bol, die de grootste inhoud heeft.

Opl. Neem de straal van de bol = 1. Neem de hoogte h van de kegel als

onafhankelijke variabele, dan is

I= % h . nr2 ='% nh(1-—h2), geoorloofd: 0 < h =< 1.
It = % n - nh®. Voor h = % {5 is I maximaal wegens
1
h 3'{5
It + 0 -

Gegeven is de grafiek van y = f(x).

Gevraagd de vergelijkingen van de raaklijn en de normasal in het punt
P(xo,f(xo)) van de kromme. Schrijf: f(xo) =Yg

Opl. De vergelijking van een willekeurige rechte door P is:

Yy -y, = C(x-—xo).

(De rechte x = Xy die ook door P gaat beschouwen we verder niet; deze

heeft in P de normasl y = yo.)

De richtingscodfficiént van de ragklijn in P is tan a = f‘(xo), dus

de raaklijn heeft de vergelijking
- = f! -
¥, T (xb)(x xb) .
De richtingscoéfficiént van de normaal in P is

tan B = - 1/tan a = - 1/f'(xo) .

: 1
Vergelijking normaal: y -y = - ; (x-~-x ) .
o} f Zxoj 0

We gebruiken nu onge kennis van de samenhang tussen het teken van de afgeleide

en monotonie van een functie voor de berekening van enige standaardlimieten.
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Beschouw f{x) = x'e ™ voor x > 0 (p > O constant).

£ (x) = pque"Jc - e ¥ - xp_1e-x(p—x) .

Dus f'(x) < 0 voor x > p, dus f(x) is monotoon dalend voor x > p.

Vervangt men p door 2p, dan vindt men

2p -X .
X Pe monotoon dalend voor x > 2p en continu voor x = 2p,

P Pe* < (2p)2pe-2p voor x = 2p,

_ 2p _-2p
O<xpex=§m)xpe— voor X = 2p.

Laat nu x - o. De insluitstelling levert dan:

lim = = 0, hetgeen ook juigst is voor p = O.
X~ oo e

t/q

Beschouw nu _lggg.‘_:g (q > O constant) en stel t = q log x, x = e
X

dan correspondeert x - oo met t -» o en

108x . L qus 1im X _ o,
x2 ge X-—-o X

We vinden als resultaat twee standaardlimieten

lim = =0 (p constant)
X+ e

1im log x =0 (p constant > 0)
X = oo

De funciies log x, xP (p >0 constant), e* gaan alle naar @ voor x - o,
Xp gaatl vlugger naar o, ngarmate p groter is. Verder gaat log x langzaam
naar «, = gaat vliugger, zelfs als p klein positief isj e* gaat viugger

dan xp, zelfs als p groot is.
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§ 4. De methode van Newton

Dit is een methode voor de numerieke benadering van wortels van vergelijkin-
gen. Wanneer de vergelijking f(x) = 0 niet exact opgelost kan worden, moeten
numerieke methoden gebruikt worden, zoals de volgende:

Laat xa in de buurt van de wortel liggen.

De raaklijn in het punt P(xo,f(xo)) aan de grafiek van y = f(x) snijdt de
x-as in X, Onder zekere omstandigheden is dan x, een betere benadering van
de wortel. De vergelijking van de rasklijn in P luidt y«-f(xo) = f'(xo)(x-xo).
Voor het snijpunt met x-as is: -f(xo) = f'(xﬂ)(x1-x0)

dus

f(xo)

0

Opm. x, geeft niet altijd een betere benadering.

Vb, 1 fM{x)=x -2x -5 = 0.

£(x,) -1
Voor X, = 2 is f(xb) = =1. Dan X, =X T " 2 - -, = 2,10 .
0 3.2 -2
Voar x = 2,1 is f(x1) = 0,061.
Volgens Newton is dan
. flx,) 0,061
X, =X Ty 2,1 - a2 2,1 - 0,00543 &~ 2,0046 .

1 5, (2,1)%-0

We weten niet, hoe nauwkeurig de benadering is, hoeveel decimalen

achter de komma we mogen opschrijven.

Vb, 2 f(x) = x2 -a=0(a>0).

Z2ij X, > 0, dan

2
£ -
‘- - (x,) - _u:;(x s 2
1 o f'(x 0 2x =N T x /ot
0 0 0

X 5
n ~t n-1 X
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Om {2 te benaderen, nemen we a = 2. Kies X, = 1.

x = 3(1+2) =-g = 1,5
3 4y _ A7
2(2 + 3) = 1,42

_ _1 _4
X, = ( ) - 408 R 1,41422

_ 1511 , 816y _ 665857 ~
x, = 2(408 577) T3z ~ 1,41421356257 , ens.

We proberen in dit geval iets over de “fout" = X - JE te weten te komen:

) {5 i xi_1 + 2 - 2{5 X, ) (xh_1 - {;)2

2x 2x
n-1 n-1 n=-1

- 12 = 3x

n-1

Hieruit volgt, dat X {E = 0 (behalve eventueel voor n = 0); we benaderen

Jg "van boven af'. Hlerult volgt:

X {E = 4 (x - {5)2

n N T

de fout is hoogstens gelijk aan het kwadraat van de vorige fout. Dit betekent,

gat als in een bepaald stadium 5 decimalen achter de komma correct zijn, dit

aantal bij de volgende stap 10 en bij de daarop volgende stap 20 is enz.

Om een idee van de te bereiken nauwkeurigheid te geven is hierboven het maxi-
male aantal correcte decimalen opgeschreven, dat uit de betreffende benade-

ring te halen is.

§ 5. Differentialen

1. Berst de formele definitie. Laat dx een willekeurig getal voorstellen.

Def. | De bij dx behorende differentiaal van y = f(x)}, notatie dy of af(x),

is

dy = £'{x)dx

De bilj dx behorende differentiaal is dus een functie van x. (In X is ge

waarde f'(xb)dx.)
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Opm. Wij noemden het willekeurige getal dx, opdat de notatie ook klopt
voor de functie y = x. Dan links dx en rechts 1. dx. Dus dx is ook

een differentiaal, nl. van f(x) = X.

+ Nu de meetkundige interpretatie

De richtingsco&fficiént van de raaklijn in een punt van de grafiek van

y = f(x) wordt gegeven door

£1(x) = stuk in y-richting
stuk in x~richting °

Duid een willekeurig stuk in x-richting aan door dx (dus dx is een varia-
bele), en duid het bijbehorende stuk in y-richting, zodat wij op de raak-

lijn terecht komen, aan met dy. Dan

dy = £'(x)dx .
2
Voorbeeld y = x , y' = 2x .

In {(1,1) is dy = 2dx. In (- 4, 2) is dy = -dx.
Algemeen: dy = 2xdx.

gy
dx

£'(x) ook wel een differentigalquotiént.

Het gquotiént is volgens de definitie gelijk aan f'(x). Daarom heet

. Het werken met differentialen vereenvoudigt de schrijfwijze:

Volgens de regels van Leibniz is
dlu+v) = (u+v)'dx = u'dx + v'dx = du + dv.

dluv) = (uv)'dx = uv'dx + u'vdx = udv + vdu.

De Kettingregel: y = ¢(u) en u = £(x), dan y' = ¢'(u)f'(x) wordt
dy =y'dx = 9'(u). £'{x)dx = ¢ '(u)du.

Samenvattend:

u vdu - udv
i) = =

d(unfv) = du + dv

d(uv) = udv + vdu dp(u) = ¢'(u)du .

- Opm. Het gebruik van differentialen is soms handig bij het stapsgewijs

toepagsen van de kettingregel in ingewikkelde gevallen.

Voorheeld Als fx) = o1 —x;, dan df = xd(V1-—x3) + V1 —xsdx; vervolgens

, L
berekon’ men d(U?-—xs) = %{1-—x3) < a1 —x?), etc.
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§ 6. De bepsalde integraal

Differentiaal- en integraslrekening behoren tot de stof van het eindexamen
HBS en Gymnasium. Bij de behandeling wordt hiermee rekening gehouden door
bij de bespreking van bekend veronderstelde onderwerpen uitvoerige toelich-

ting achterﬁege te laten.

Zij gegeven een functie f(x) op het begrensde gesloten interval a < x < b.
We verdelen dit interval in m deelintervallen door de keuze van (m-—1) deel -
punten x1,x2,...,xm&1. Noem X, =aen X, = b, danh krijgen we een

verdeling Dt a = x <X <X < v4s <X <x =Db .
0] 1 2 m-1 m

Elk van de deelintervallen heeft een lengte, achtereenvolgens:

X - X - X P X - X .
1 X1 %5 17 ' m m-1

Het is de bedoeling deze lengtes straks klein te maken; deze lengtes kunnen
echter verschillend zijn. Daarom beschouwen we het grootste onder de getailen,
die deze lengtes voorstellen en noemen dat getal de diameter van de verdeling:
5(D). Als deze klein is, dan zijn alle lengtes klein.
Kort geschreven:
8(D) = max (x.-x. )} .

1=j<=n
We gaan de lengte van elk interval vermenigvuldigen met de functiewaarde f{t)
van de functie f voor een in dat interval gelegen waarde £ van de variabele x.

Dit moeten we voor elk interval doen en daartoe kiezen we een

stel tussenpunten RD: £1,£2,...,Em met x.j_h1 = Ej = xj (G=1y00e,m).

Het product van lengte en functiewaarde gaan we optellen over alle intervallen:

SD,RD _ f(g1)(x1-x0) + f(gz)(x2-x1) + ... + f(im)(xm-xm_1) ’

korter geschreven:

m

SD’B'D = j}:ﬂ f(E_,j)(xj -xj_1) .

De sommen SD RD heten Riemann-sommen. Neemt men elke Ej (3=1,...,n) 26 dat
7

f(ﬁ;) ie maximale waarde van f op Xj— = x= x_. is, dan heet de bijbehorende

1
Riemarn-~zom: bovensom bij de verdeling D; (neemt men minimale waarden dan




II.20

krijgt men een benedensom.)Kenmelijk benedensom (D) < § < bovensom (D)

DRy

voor elk stel tussenpunten RD-
We willen nu de lengtes der deelintervallen steeds kleiner laten worden.

Daartoe beschouwen we een rii verdelingen:

D1,D2,...,Dn,...
waarvoor geldt 1im b(Dn) = 0 en bij elk der verdelingen Dn een bijbehorend

n -» oo

stel tussenpunten RD . Als nu
n

lim S
n - % Dn’RDn

bestaat voor iedere keuze van een rij verdelingen met bijbehorende stellen

tussenpunten (mits lim B(Dn) = O), en deze limiet onafhankelijk is van de
n—i-OO

keuze van de verdelingen en tussenpunten, dan noemen we deze limiet de
bepaalde integrsal van f(x) over het interval a < x = b, en noteren deze:
b

j1 fx)ax .

a

In dit geval heet f(x) integreerbaar over het interval a < x < b.

Opm. 1 Men kan bewijzen, dat als de limiet voor iedere rij verdelingen met
tussenpunten gekozen als boven bestast, deze limiet vanzelf voor

iedere dergelijke rij dezelfde is.

Opm. 2 Bij verschillende verdelingen mag het aantal m der deelintervallen
uiteraard verschillend zijn. Het is trouwens duidelijk, dat als de

diameter klein is, het aantal deelintervallen groot moet zijn.

Zelfs voor eenvoudige functies is het lastig te verifiéren, dat ze aan boven-
staande definitie van integreerbaarheid voldoen. Zonder bewijs vermelden we,
dat functies die niet begrensd zijn, niet integreerbaar zijn. We behelpen ons

met de volgende stelling.

b
Stellizng Als f(x) continu is voor a < x < b,dan bestaat h[ f(x)dx.
a

We bewijzen deze stelling hier niet.
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Als we de definitie en bovenstaande stelling gebruiken kunnen we voor het be-
rekenen van de bepaalde integraal van een continue functie ermee volstaan &én

rij verdelingen met bijbehorende tussenpunten te beschouwen.

b

Voorbeeld Bepaal 11 X dx met O €£a < b, m is een natuurlijk getal.

a
Verdeel het interval a s x <b inn gelijke stukken; dus X, "8, X =a + Bgﬂ
b-a b-a . . .

X, =a + 2 ECREEE Xn =a +n _H_ = b. De diameter van deze verdeling is
Dﬁé + Tugsen Xj—1 en xj kiezen we het tussenpunt Ej zé dat
m 1 m m-1 m

= + ... + .
by T meT Xy T Ey X X5,

n 0 xm+1 _ Xm+1

. - T m _ I ,:I j-1 _ 1 m-+1 _ m+1 .

Mu is SD, o Ej(xj xj_1) = —— p— (b a )

De waarde van deze SD RD is dus onafhankelijk van n. Laat n — . We vinden

2

Opm. Dit resultaat blijft geldig als we de restrictie a = O laten vallen.

b
De integraal j1 f{x)dx kan worden geinterpreteerd als een oppervlakte.
a

Stel f(x) = 0 voor alle X, dew.z. de grafiek van f(x) verloopt geheel boven
de x-as. Dan is de in de approximatiesom van de integraal voorkomende term
f(Ej)(xj - xj“1) gelijk aan de oppervlakte van een rechthoek met als basis
het lijnstuk tussen xj_1 en xj op de x-as en als hoogte de ordinaat van het
punt van de grafiek behorende bij x = ﬁj. Door optellen over alle interval-
len krijgen we een benadering van de oppervlakte van het gedeelte van het
vliak tussen grafiek en x-as. De benadering ontstaat door net te doen alsof
op elk deelinterval de functie constant = f(Ej) is. We trachten de benade-
ring te verbeteren door de intervallen te verkleinen en limietovergang toe

te passen. Zo vinden we:
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b
j1 fx)ax = oppervlakte van het gedeelte van het vlak tussen de

a grafiek van f(x), de x-as en de lijnen x = a en x =h,

Zo 1s de oppervlakte van het gedeelte van het vlak tussen de parabool y = xz,

X-as en x = b gelijk aan % b, Dit soort oppervlakteberekeningen voerde
Archimedes reeds uit.

b
Als f(x) < 0, dan is de oppervlakte = - f f(x)ax .

a

De bepaalde integraal is behalve voor de definitie van oppervlakte cok te

gebruiken voor de definitie van zeer veel natuurkundige en technische be-

grippen.

Vb. 1 Arbeid. De kracht op een stoffelijk punt varieert met de afgelegde

rechte weg: K = K(s). Dan is de arbeid, verricht bij de beweging van

A nagr B
5B
1im :;g K(ci)(si - Si—1) = Jﬂ K(s)ds .
van A naar B
A

Vb. 2 Potentiasl

Volgens Coulomb geldt;
Veldsterkte op afstand r van puntlading Q =

- kracht van @ op positieve eenheid van lading = 9_2_1 )
r

Het potentiaalverschil VB - VA = de arbeid die ik moet verrichten om

een positieve eenheid van lading van A naar B {e brengen =

r(B)
=—limZ—"Q‘—2(ri-—ri_1)=- f ‘%dr-
A~ 3 (pi) r(A) o

Vb. 3 Volume, Het volume, verkregen door wenteling van de grafiek van f(x)

om de x-as is

a

in > ne (g )x, - x, 1= f nf? (x)dx .

van 0 tot a 1 0
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b

Eigenschappen van j‘ f(x)ax .

I.

II.

a
b

Tot nu toe hebben we jn f(x)dx alleen gedefinieerd voor a <x < b, waar-

a
bij a < b.
b a
We definiéren nu voor a > b: jﬁ f(x)ax = - jﬂ f(x)dx (rechterlid is
a b
bekend, want b < a).
a
Verder 11 f(x)dx = 0. Dan geldt:
a
a
11 fx)dx = - j1 f(x)dx (ongeacht weike van a en b de grootste is).
a b

Het nut van deze afspraken zal hieronder blijken.

b

f £(x)ax + fc £(x)dx = fc £(x)ax .

a b

We beschouwen eerst het geval a < b < c. Discussie over het bestaan der
integralen laten we achterwege. Dan is de gelijkheid gemakkelijk te ver-
krijgen door een rij verdelingen van het interval a < x < ¢ te beschou-
wen, die alle het punt b als deelpunt bevatten. Ter behandeling van an-
dere liggingen der getallen a, b en ¢ schrijven we de gelijkheid in een

andere vorm:

jp fx)ax + .Jp flx)ax + jﬁ f{x)dx = 0.

a b c

Door een andere rangschikking der termen en eventuele verwisseling der
integratiegrenzen komen we terug op het reeds besproken geval, als de
getallen a, b en ¢ verschillend zijn. Als er gelijke onder de getallen

a, b en ¢ zijn is de gevraagde gelijkheid direct duideli jk.
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b b b
III. f [£(x) + g{x)lax = j f(x)ax + f g(x)dx .

a a

b b
f AM(x)dx = A f f(x)dx, als A constantis.
a

a

Als a < b, dan volgt dit gemakkelijk uit de integraaldefinitie; het geval
a > b volgt daarna door grenzenverwisseling en het geval a = b is triviaal.
Uit deze gelijkheden volgt:

Als A en yu constanten zijn, dan geldt

b b b
f [Af{x) + pa(x)lax = A f fx)dx + p f g(x)dx .
b b
Iv. jf(x)dx= f f(t)dt .

De integraal is een getal, dat niet afhangt van de "benoeming" van de

variabele in f.

V. Als voor alle a < x < b geldt f(x) < g(x), dan

fb f(x)ax < f g(x)dx (a<0b) .

a a
Dit volgt direct uit de integraaldefinitie.

Waarschuwing: deze ongelijkheid geldt alleen voor a < b en mag niet wor-

den toegepast als a =~ b.

b b
Gevolg: lff(x)dx| = flf(x)ld_x .

b
VI. Voor constante K geldt f Kix = K f dx = K{(b -a). Door toepassing van V
a a
vinden we:
Als voor alle a < x < b geldt f(x) < K, dan

b
A

J f(x)ax < K(b -a) (a<0b) .

a
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Als voor alle a < x <b geldt L < f(x), dan
b

L(b-a) < f fx)ax (s <b) .

a

Als voor alle a <x < b geldt |[f(x)| <=M, dan - ¥ < £f(x) <M, dus

b
“Mv-a) < [ fdex<ub-a) (e <b)
b
j flx)dx] <M|v-al .

a
De laatste ongelijkheid geldt ock als a > b.
2

- a?) + q(b-a).

b
Vb, 4 f (x* + px + q)ax =13(b3 - a%) +'12'p(b
a

§ 7. Enkele numerieke integzratiemethoden

De definitie van een bepaalde integraal geeft meestal geen handelbare methode

om integralen uit te rekenen. In de hierna volgende paragraaf zullen wij een
methode behandelen om de differentiaalrekening toe te passen ter berekening

van bepaalde integralen. Deze methode werkt echter niet in alle gevallen.
Numerieke benadering van bepaalde integralen valft te verkrijgen door de approxi-
matiesommen uit de definitie als benadering te gebruiken. Dit is de eerste
methode van de hieronder behandelde 3 manieren com integralen numeriek te be-

naderen.

Uit de definitie

Verdeel b-a in n gelijke stukken, en bereken de functiewaarden in het linker
deelpunt (yj = f(xj)), dan is
b

f f(x)d.xmb;a [y0+y1+y2+...+y ].

A
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Trapeziumregel

Een betere benadering krijgt men, als men niet rechthoeken, maar trapezia als
benadering gebruikt. Dan
b

: _afY. .ty y, ty y .ty
jf(x)dx%b a[o b2 n}

n 2 2
a

zb-a

o [yo+gy1+gy2+...+zyn_1+ynJ.

Regel van Simpson (1743)

Nu benaderen wij de kromme door stukjes parabool.

Hulpstelling | Voor de parabool y = p{x) geldt
2h
_1

f p(x)ax = : n(y, + 4y, +y,) .
0

Bewijs Stel p(x) = ax2 + bx + c. Wij drukken de coéfficiénten a,b,c uit in
o y1: Yy h.

PO op parabool: ¥,

il
Q

ah” + bh | -2 | 4

P1 op parabool: Yy =¥,

P2 op parabool: y -y 4ah2 + Zbh 1 -1

2 0
2
Dug 2ah = Yy - 2y1 ty, en 2bh = - 5y0 + 4y1 -V,
2h 2h X zh 2h Zh
p{x)dx = .j' (ax® + bx + o)dx = a ‘ji 2dx + b ‘j‘ xdx + ¢ j" dx =
0 0 C 0 0

a.‘%(Zh)3+b.%(2h)2+c.2h=

%h[83h2 + 6bh + 6¢c) =

aly, -2, +5,) +3(- 3y, + 4y, -y,) +6y,] =

ly, +4y, +y,1 .

Verdeel nu b-a in 2n stukken. De oppervlakte van elk der n paren benaderen

wij aoor de oppervlakte, die ontstaat door de kromme te benaderen door een
parabosl., Dan
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b
]
f £(x)ax ®3 h[(yo +dy, + yz) + (y2 t Ay, + y4) + uul ]

a

Nb‘a .
~ [y0+y2n+4(y1 +y3+...+y

)]

2n—1)-+2(y2'Fy4'+""+y2n—2

Dit is de regel van Simpson, die o.a. zijn toepassing vindt in de scheepsbouw-

kunde bij berekening van de waterverplaatsing.

§ 8. De hoofdstelling der integraalirekening

Zij £(t) integreerbaar voor a < t < b. Voor a < x < b definidren we

X

ofx) = f r(t)at .

a,
Stelling 0(x) is continu.

Bewijs Omdat iedere integreerbare functie begrensd is, bestaat er een M > 0,
zodat |£(%t)] < M voor a < t < b. We kiezen een ¢ met a < ¢ < b en bewijzen

de continuiteit van 0(x) voor x = c:

C

lo(x) - oe)| = |f (8)at - f e(4)as| - 1] £(4)at] < Mlx - ol

a

en dit is < € voor |x-c| < g/M.

Stelling |Als f(t) continu is voor t = ¢, dan is O(x) differentieerbaar voor
x = ¢ met afgeleide f(c).
Bewi]s
X X
ff(t)dt f[f(t)-f(c)]dt
o{x) - 0(c) _le _le
o - £(c)| = - fle)| = —

Onmdat f(t) continu is veor t = ¢, bestaat er bij iedere 51 > 0 een omgeving
van ¢ sodat voor alle t in die omgeving geldt |f(t) - £(¢)| < e . Als x in

die cmgeving ligt en t tussen ¢ en x ligt, dan ligt t ook in die omgeving.
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Dan geldt

f [£(t) - £(c) Jas

S N
I % -c |=-<_1*x_cl " 81EX-C| = E1

Bij & > Q kiezen were1 < &, dan is voor x in de bijbehorende omgeving

eLohe) e, o () - )

Gevolg Als f(t) continu is, dan ig 0'(x) = f(x).

Opm. Deze stelling vormt de brug tussen de integraal- en de differentiasl-

rekening.
Hoofdstelling |Als voor a < x < b geldt, dat @‘(X) = f(x) en f(x) continu is,
dan is
b
| tax = 90) - ola) .

Bewijs
Noem j £(t)at = 0(x), dan is 0'(x) = £(x) en o' (x) = £(x).
Dus [0o(x) - @(x)]' =0

O(x) = ¢(x) + G .
Nu is O(a) = 0, dus C = - g(a).
Dus O(x) = @(x) - @(a) en speciaal

0(b) = ¢(b) - g(a),
dus

b
f £f(t)dt = ¢(b) - g(a) .

Opm. Deze formule geldt ook als a = b.




i
Vb. 1 j1 sin x dx = ?
0
Een functie ¢ zodat ¢'(x) = sin x, is ¢(x) = - cos x.
T
Dus j‘ gin x dx = [- cos x]iig = -cos 1w+ cos 0= 2.
0
1000
Vb, 2 dxz=?
0 1+x
Een functie ¢ met w'(x) = A is m(x) = arctan x,
1+x
1000
dus = [arctan x]x=1000 = arctan 1000.
2 xX=0
0 1+x

Opm. Hieruit zien wij, dat het ook mogelijk is te definiéren

[o. o]
f dx = 1lim f dx_ _ lim arcta.nN:%
o 1+x° N i 1+x° N-oo
2
dx x=2
Vb. 3% P [log x]x=1 = log 2 .

1

§ 9. De onbepaalde integrasl

A. De hoofdstelling leidt tot het volgende probleem.

Als gegeven is een continue y = f(x), zoek dan een functie m(x) zodat
p'(x) = £(x), m.a.w. dp(x) = f(x)adx.

Wij vragen ons af
1. Heeft dit prcbleem steeds een oplossing (existentie).

2. Zo ja, heeft het probleem meer dan één oplossing (eenduidigheid).

3. Lo ja, hoe vind ik de oplossing.
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Anlwoord:

X
1. Ja, immers neem ¢(x) = f f(t)dt .
a
Omdat f(x) continu is, bestaat de integraal. Volgens paragraaf 8 is

9p'(x) = f(x). BEr bestaat dus een oplossing.

2. Er is meer dan één oplossing, immers met p{x) is ook p(x) + C
(C constante) een oplossing, want uit ¢' = f volgt (¢ +C)' = f. Daar-
mee zijn echter ook alle oplossingen gevonden, want stel dat ¢1(x) een
oplossing is, dan is (¢, -9)' = £-£ = 0, dus ¢, (x)-9(x) =0,

m1(x)==m(x)-+0. Er ziin oneindig veel oplossingen, die een constante

verschillen. Kent men één oplogsing, dankent men ze glle.

Def.| De onbepaalde integraal.f‘f(x)dx stelt voor alle functies, waarvan

f(x) de afgeleide is, m.a.w. waarvan f(x)dx de differentiaal is.

3. De in 1. aangegeven oplossing is meestal onbruikbaar, daar wij de be-
raalde integraal juist zoeken en deze moeilijk rechtstreeks kunnen bepalen.
Soms kunnen wij echter de onbepaalde integraal uitdrukken in elemen-
taire functies. Als dat mogelijk is, kunnen wij via de hoofdstelling
de bepaalde integraal uitrekenen.

Dit is o0.a. het geval bij de volgende grondformules, die volgen uit

de lijst van formules voor het differentigéren.

B. Grondformules

j'xadx = 1 xa+1 + C (a % —1) want d(xp) =p. xp”1dx

%f — loglxl + C want d(log|x|) = %f
x a¥ X x
j; dx = Tog & + C 119 dx = e +C
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J’ dj; =tan x + C dJ; = - got x +C
cos X sin x
f—'dx—=arcsinx+0 f—“d—x‘—=arctanx+0
,(“‘E 2
1=-x 1+x

= log[x + qxz + 32] + C = loglx + sz - az| + C

7= =

Opm. Hiermee zijn we nog niet klaar, want bijv. j1log x dx staat niet in

de lijst. Verifieer dat

jnlog xdx=xlogx -x+C.

. Bigengchappen

1. fkf(x)dx = ?\ff(x)d_x, A = constante # O.

2. f[f1(x) + fz(x)]dx =ff1(x)dxiff2(x)dx.

3. f f1{x)dx = f(x) + C want als y = £(x) dan dy = £'(x)dx.
4. jd f{x) = £f(x) + C wa.ntf df(x) is iedere functie,

waarvan af(x) de differentiaal is,
dat is f(x) + C.

5. d.f f(x)dx = f(x)dx of Qf f(x)dx)' = f(x).
M -1 i

Vp. 1 ijdx=fx7/2dx+fx2dx=§x9/2+2x’13+0.
v b4
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arcsin(log x) earcsin(log x) 1 1

Vb, 2 Alay=e dan y' = . =
V1-10g%
Dus.f=ear031n(log ?) dx = earcsin(log x) +C
<1 - Log™

Wij behandelen twee methoden voor het integreren. Andere methoden volgen

later.

- Integratie door subgtitutie vanh nieuwe variabelen

Gevraagd j f(x)dx. Stel f(x) is te schrijven in de wvorm f(x) = m(¢(x)). ¢'(x).

Als u = ¢(x), dan is du = ¢'(x)dx en f{x)ax = p(u)du. Stel nu, dat we

Jim(u)du Kunnen virden, d.w.z. een ®(u), waarvoor &'(u) = ¢{u), dan is

[ #t0ax - ate()) + o .

Controle: Afgeleide van ®(¢(x)) is &' (u) . ¢'(x) = m(u) . ¢'(x) =
= o(¢(x)) « ¢'(x) = £(x).

Vb, 1 jncos(x1-4)dx =‘f‘cos udu = sin u+C = sin{x+4) + C

[subst. x+4 =u, dan du = dx].

dx _jdu _ - -

Vb. 2 j‘x-1 —‘[ " -loglul + C = log|x 17 + €

[subst. x~1 = u, dan du = dxJ.
Vb, 3 fsin(2x+3)dx =%f sinudu=-3cosu+C=-32cos(2x+3)+C

[subst. 2x+3 = u, dan du = 2dx)].

cos x dx _ d sin x =.Jn du_ _ arctan]sin x] + C

1+u

1+ s8in x 1+ sin"x

[sin X =u, cos x dx = du].
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[—x2 = u, =2xdx = du].

1
Vo. 6 f\r——“xm 2% g5 - [ (5 + 106 0¥ a(5 + 108 %) =2 (5 + 10g 0¥/ 4 0.
7 dx PO 0 5
Vb. j X dx:%—j =_-j—'~.j(“|_x)2d(al-x)=_ 1-x +C‘

. Methode der partiéle integratie

Als u(x) en v(x) twee functies van x zijn, dan is

u.v+C =j d(uv) =f(udv + vdu) =‘j‘udv +j vdu, dus

fudv=uv-—fvdu .

Deze formule is handig te gebruiken als f vdu eenvoudiger is danf udv.

In het bijzonder is de formule bruikbaar, als u(x) een log of een cyclo-

metrische functie is.

Vb, 1 flogxdx=xlogx—fxdlogx=xlogx—fdx=xlogx—x+C.

2
1+x

2
+
dx=xarctanx—%fi&%l=

Vb, 2 jarotan xdx = x arctan x —f
1+ x

x arctan x - & log(1 +x2) +.C,

noj

Vb.ifxcos2xdx %jxdsin2x= xsin&-%fsin2xdx=

=% x sin 2x + 3 cos 2x + C.
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Vb. 4 jjexxzdx = fxedex = xzex -2 fiexx dx = x2ex - 2xex + 2eX + C,

daar'f‘exxdx = fxdex =.xex - ex + C.

Vb, 5 j1x arctan x dx = (arctan isoleren, zie vb. 2)
2 2 x°
= %'J,arctan x dx° =% x° arctan x - %—j1 p dx =
1T+x
L2 2
2 x +1-1
=-% x arctan x - %—j - dx ='%; arctan x - %-x + % arctan x + C.
x +1

Opm. Later volgt een meer systematische behandeling van.jqf(x)dx.

§ 10. Differentiaalvergelijkingen

Een differentiaalvergelijking is een vergelijking waarin behalve de groot-
heden x en y ook tenminste één afgeleide van y naar x voorkomt. Dikwijls is

oplossen naar y' mogelijk; dan komt er:

y' = F(x,y) of %ﬁ = F(x,y) .

De vraag is, welke functies y{x) hieraan voldoen.
Een zeer eenvoudige situastie ontstaat er als F(x,y) = é%%% ; dit geeft
gly)y' = £x) (scheiding der variabelen) .

Laat nu f{x)} = Q%éfl en gly) = Q%é?l , dan betekent de gelijkheid der afge-

leiden naar x dat G{y) = F(x) + constante.

Dan 2ydy = - 2x dx, dus door integratie

2 2
-~ x + C.

L
I

. . . 2 2
De eplessing is dus x° + y° = C (met C = 0), een stelsel concentrische
nivkels. Door deze vergelijking is y impliciet gegeven als functie van
%« (zie hoofdstuk III § 7).
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Vb. 2 ¥' = Ay « y = 0 is een oplossing. Schrijf

%ﬁ = N 3 %f = Adx (y #0) .

Nu zijn de variabelen gescheiden. Integreer, dan

logly| = ax +D met - © <D < o
lyl = ™. &P 0 < e <o
¥y = e:De)\Jc i.eD % O . Omdat y = O ook oplossing is:
y =¢C M —o < <o,

Inderdaad voldoen deze oplossingen (voor elke C één oplossing) aan de oor-

spronkelijke vergelijking. Deze vergelijking komt zeer veel voor.

a) De bevolking B van een land is een functie van de tijd. De ganname, dat
de groei der bevolking evenredig is met de grootte van de bevolking,

leidt tot de differentiaalvergelijking

B'{(t) = AB(%) .

Oplossing: B{(t) = C elt .

Wanneer BO de bevolking ten tijde t = 0 is, dan
B(t) = Bors)Lt .

b) De ontleding, die een radicactieve stof ondergaat als straling wordt uit-
gezonden, heeft de eigenschap dat de snelheid van ontleding evenredig is
met de aanwezige hoeveelheid. Als y(t) de hoeveelheid radioactieve stof

ten tijde t is, dan geldt dus

_dy
at -~ -

—A
De oplossing is y(t) = y(0)e g .

De halfwaarde tijd T; berekent men uit y(T,) = % y(0). Dus
2 g2

AT
1 % log 2
g = € ;Tl= Y .
2
c) Ben kapitaal K staat uit tegen een constante rente van % en is ten tijde
t = 0 groot X . Dekapitaalsvermeerdering ten tijde t is evenredig met het
kapitaal ten tijde t:
dK

Ct

= kK .




De oplossing is K(t) = Kbeut.

K(1) - K(0) = K (b 1) =k, . 2=,
?%6 = eu-1, L= log(1 + 100)
Yb. 3 y' = - %‘heeft als oplossing:
yz = =-2x+D (1)
¥y' =y heeft als oplossing (voorbeeld 2)
y =ce (2)
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A1le krommen uit (2) snijden alle parabolen uit (1) loodrecht. Men zegt dat

zulke families van krommen elkaars orthogonale traijectorién zijn.

§ 11.

Bepaalde intesralen

Met behulp van de hoofdstelling en de onbepaalde integralen kunnen wij nu

eenvoudige bepaalde integralen oplossen.

d cos

X

/4
Vb, 1 Om jﬁ tan x dx te bepalen berekenen wij
0
jitan x dx = 1151n X - j
Ccog X

n/4

Dus j1 tan x dx = [- log|cos x|]§:g/4

0

Vb.

de grafieken van y =

2
en x =y .

cos X

Gevraagd wordt de oppervlakte te berekenen

eerst
= - loglcos x| + C .
- log & Vo - + log 2.

die wordt ingesloten tussen

De snijpunten der krommen zijn (0,0) en (1,1).

De gevraagde oppervlakte is

1

Jﬂ {; dx - .f
0

0

x2 dx =
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OUpn. 1 Al ,I'(x) cen even lunelic ja, dan poldl

a

j' P(x)ax = 2 fa £(x)dx .

-8, 0
Als £(x) een oneven functie is, dan geldt

g

j f(x)dx =0 .

=&

Opm. 2 Past men de substitutiemethode toe bij het berekenen van bepaalde
integralen, dan is het vaak handig ook de grenzen van de nieuwe

veranderlijke in te vullen.

ﬂ:/t’.']. . 2 1 u=1
Vb. 3 f iﬂl_;{dx: f u2du~—~13u3 =1g
0 cos X (u u=0

n/4 . %E 1
Vb, 1 f tan x dx
e (u

I
]
L‘ﬁ
o9
e
1]
ol
L
u
= [2
it
'_I
=]
ag
[
—
o g
I} I}
ol -
Ny
I}

Il
Q
o
w
el

o
-

]

1
l_l
o]

a5
=
o1
1
-
—
[
(412}
N

§ 12. Oneigenlijke integralen

Vroeger is de stelling genoemd, dat een integreerbare functie begrensd is.

Niet-begrensde functies zijn dus niet integreerbaar.

2

l]}c=+T -2!

1
Zo is f d—f niet gelijk aan [-
-2 X *

1
x=-2“-1_2

want Lz is niet

begrensd op het interval - 2 =< x< 1. De toepassing van de hoofdstelling is
b
trouwens ook niet gerechtvaardigd. De hoofdstelling mag op f f{x)dx alleen
a
worden toegepast als f(x) continu is voor a < x < b. Nu is iz op het inter-

) Lo It s & . - - X
vl = 2% x< 1 in één punt, nl. x = 0, niet gedefinieerd, laat staan
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contimu; de functie kan ook niet in x = 0 continu worden voortgezet. De in-

1
tegraal j‘ Q% bestaat niet, omdat de functie onbegrensd is. We kunnen het
X

-2

.integraalbegrip echter wat uitbreiden, zodat het ook nog op sommige onbe-

grensde functies kan worden toegepast.

Def.

Stel f(x) gedefinieerd voor a < x < b en voor iedere keuze van p met
a <p<b geldt, dat £{x) integreerbaar is voor a < x < p.

We definiéren de oneigenlijke integraal van f(x) over het interval

a=<x=bals
b
J- f(x)dx = lim fp f(x)dx, mits deze limiet bestaat.

a pra

De integraal 'jp in het rechterlid is een bepaalde integraal in de
a

zin van paragraaf 6.

Opm. 2 In de definitie wordt niet geéist, dat f(x) onbegrensd is. De defini-

tie mag ook op begrensde functies worden toegepast.

Opm. 3 De voorwaarde dat voor iedere keuze van pmet a <p < b geldt, dat

f(x) integreerbaar is voor a € x < p, is automatisch vervuld als

f(x) continu is voor a < x < b.

Opm. 4 De keuze van dezelfde notatie voor een oneigenli jke integraal als

voor de vroeger gedefiniederde (eigenlijke) integraal houdt het ge-
vaar in, dat twee verschillende dingen met dezelfde notatie worden
aangeduid. Dit blijkt echter niet het geval te zijn. Als namelijk
f(x) (eigenlijk) integreerbaar is voor a < x < b, dan is volgens de
X
eerste stelling van § 8. de functie O(x) = ‘f f(t)dt continu, dus
a
b b
voor de (eigenlijke) integraal j f(x)dx geldt j‘ f(x)dx =

a a
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b
= 1im jp f(x)dx, zodat het geen verschil maakt of men .f‘ f(x)dx

pra a

als eigenlijke of als oneigenlijke integraal opvat.

1
V. 1 f & . lim f X _ _ 1in [-2\}1—x]§:§)= lim [- V1 -p+2i=2.
0

1-x p T1 0 1 -x p 11 p T

De hierboven gegeven definitie heeft betrekking op het geval, dat de inte-
greerbaarheid der functie verstoord is bij het rechtereindpunt van het in-
terval. Een geheel analoge definitie kan worden gegeven, als dit bij het
linkereindpunt van het interval het geval is. We geven niet de volledige

formulering, maar alleen de formule:

b b
f f(x)ax = lim j f(x)dx, mits de limiet bestaat.
i pla,
2 2 .
Vb. 2 49X _ 14q f & _ 5 (o] = 1im (A2 - Ap) -2
x p1od Vx plo P pilo
0 P
2 2 ,
Vb. 3 jﬂ 9 _ 1im Qf = lim [- i] = lim (-'l +'l) bestaat niet!
g ¥ piof £ puo P piro 2

De voorbeelden suggereren de vraag voor welke positieve exponenten o de

a
. . - . dx
oneigeniijke integraal j1 “E'bestaat (a> 0):
X
0

ax : 1=0ija . 1 1-a  1-a
- lim [1-a X ] = lim 1—a(a P )

a
wa | :
o X plO pl O
Deze limiet bestaat als @ < 1 en bestaat niet als ¢ > 1. Voor ¢ = 1
krijgen we
a

j‘ dx = lim [loglx|]a = lim (log a - log p) bestaat niet.
X p
o pito0 p L0
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Ook kan de integreerbaarheid van de functie verstoord zijn in een punt bimnmen

het interval; dan splitsen we het integratie-interval.

]
é j' = l1im —_— + 1im j, —a =
\/;-c p 1o x atog Vx

-1

X=p =1
- 1lim EXE/B} + lim [% XE/B} = lim @ p2/3 --§>+qlim (2 2 q2/3>

p 1O x==-1 g 10

Vb. 6 f ax . We splitsen de integraal in f en f . Ze bestaan geen van
-2 * -2 0

heide als oneigenlijke integraal.

Soms ig de integreerbaarheid meer dan eens verstoord. Ock in dat geval split-

sen we het integratie-interval in stukken.

a

1

Ve, 7 f——g}"g—lim f——d-x——;+ lim f——d—"—;=
- V1 -x pl—1p V1 -x g 11 1-x

0

lim (- arcsin p) + lim (afesing) =$n +2n =1n .
p -1 qg T 1

l

Tenslotte kunnen we nog proberen te integreren over een interval, dat zich

naar het oneindige uitstrekt.

Def.| Stel f(x) gedefinieerd voor a < x en voor iedere keuze van R > a geldt,

dat f(x) integreerbaar is voor a < x < R. We definiéren de oneigeniijke

integraal van f(x) over het interval a < x als
o0 R
f f(x)dx = lim f f(x)dx, mits deze limiet bestaat.

R— oo
a a

a oo a 00
Cp analoge wijze definieert men f en f = j + f
—-00 -0 -0 a
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Vb. 8 Zij a > O.

[» o]
dx . 1 T-aqR 1 10 10
f o lim [ o Ja = 1lim y (r -a ).
a ¥ o

Deze limiet bestaat als @« > 1 en bestaat niet alsa <1, Voor o = 1

krijgen we

o0

jﬂ == = lim [1og|x|]R = lim (log R - log a), en deze bestaat niet.

X a
R— e R -

a
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HOOFDSTUK ITI  VERVOLG DER DIFFERENTIAALREKENTNG

§ 1.

Vb,

(2)

Vb.

[P
(]

Volledige inductie

Beschouw de som

n
2 2 5 .2.

12 + 22 + ... +n? =

Wij zullen bewijzen dat voor elk natuurlijk getal n geldt

n
5 32 =%n(n+1)(2n+1) .
i=1
Men gaat gemakkelijk na dat formule (1) juist is voor n=1.

Uitgaande van de veronderstelling dat (1) juist is voor n=k, bercke-

k+1
nen we & i . We vinden
i=1
s, ko, 2 1 2 1 ‘
oit= 3 4+ (k+1) =g (k1) (Ber 1)+ (k+1)7 =7 (k+t)(k+2)(K+3) .
i=1 i=1

Deze uitkomst blijkt in overeenstemming te zijn met (1), M.8.W.3

uit de vercnderstelling dat formule (1) juist is voor n=k, velgt dat
(1) juist is voor n=k+1. Hieruit en uit (2) volgt nu dat (1) juist
ig voor n=2. Herhaalde toepassing van deze argumentatie geeft dat
formule (1) geldt voor n=3, voor n=4, etc. Zo kan men bewijzen dat
(1) juist is voor elke n= 1. Dit is een voorbeeld van de bewijsmethode

der volledige inductie.

h is een getal = -1. Bewijs, dat (1+h)™ = 1 + nh voor n natuurlijk.

De bewering is juist voor n = 1.

Neem nu aan, dat de formule juist is voor n=k en bewijs haar voor
n=k+1. Als dat is gebeurd, weten wij dat de formule voor alle natuur-
lijke n klopt.

(1+n)¥ = 1 +xn. Te bew. (1+0) ™" > 1+ (x+1)n.

k+1

(1+n) " = (1+n)(1+0) = (1+n)(1+kn) = 1+ (k+ Dh+kn® = 1+ (k+1)h.
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§ 2. Het binomium van Newton

Def. n! =1.2.3. ... . (n=1)n als n een natuurlijk getal is; 0! = 1.

Spreek uit: n faculteit.

Def, (= HozDD): (kD) (4 Giylekeurigs k = 1,2,3,...); & =1,

Spreek uit: a over k.

In het bijzonder is

(E) - n(n-1){n-2)...(n-k+1) 3 n!

k! T k!(n-k)t ?

Eigenschappen: (E) = (n?kJ en (Pascal) (n;:1> - (E) + (k?1>

Bewijs van Pascal:

(n=% =0, nenk beide geheel).

(;) ( n > _ n! + n! _nl{n-k + 1) + nlk _
A1) TR )T Y WA nk 107 T k! (nok ¢ ) k{(n-k+1)!t ~

n!(n+1) : (1'11-1)! _(n+1)
k!'(n-k+1)! “ k!(n-k+1)! ~\ k / °

Met behulp van de eigenschap van Pascal kunnen wij alle (E) opschrijven
(driehoek van Pascal).

Stelling van Newton. Voor natuurlijke n geldt

n
a+b)m= B (DR"Ro g% s (Pl e (M2 o (R L st
1 2 n-1

k=0

Bewijs met volledige inductie.

1) Voor n=1 is de stelling juist, want a+b =a' +b'.

2) Aannemende, dat de stelling geldt voor n, gaan wij haar bewijzen voor (n~F1).

Geg. zie boven.

Te bew. (a+b)n+1 = an+1 + <n:1)anb & +<n:;1)abn + bn+1.
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Bewijs Wij vermenigvuldigen het gegeven met a, daarna met b, en tellen de

resultaten op met gebruikmaking van de eigenschap van Pagcal:

- - 21—
an+1ﬂ-(n)anb+-(n)an 1b2i-<n>an 2b3-+...~+<nn )a bn 1-i—a.bn
1 2 3 -1
- - 2 -1 1
anbi-<?)an 1b2+-<g>an 2b3-+...-+<n?2>a bn 4—nabn+—bn+

- -2, .3 + 2 -1 +1
(a+b)n+1= an+1+(n+1)anb+<ng) an Tb2+<n;1)an b +...+<2_1>a bn +(n+1)abn+bn

a(a+b)n

4

bla+b)"

De stelling van Newton geldt voor n=1, dus ook voor n=2, maar dan ook voor

n=7°, etc., dus voor alle natuurlijke n.
5 5 4 3.2 2.3 4 5
Vb. (a+b) =a +5 b+ 10ab +10a"b + 5ab + b

Opm. Op grond van de stelling van Newton noemt men (ﬁ) een binomiaalcoéfficiént.

§ 3. Hogere afgeleiden

De afgeleide van y = f{x) wordt genoteerd met y', of %ﬁ y en is zelf weer een

funectie van x.

2
De tweede afgeleide y", of g"%’, is de afgeleide van de afgeleide: y" = (y')'.
dx

De derde afgeleide y'" = (y")'. De n® afgeleide wordt genoteerd met y(n) of

Vb. 1 Als een rechtlijnige beweging wordt gegeven door x = x(t), dan is de
snelheid ten tijde t: v(t) = x'(t), en de versnelling: a(t)} = v'(t) = x"(%).

Vb. 2 Voor de harmonische trilling geldt: x = a sin wt.

Dus x' = awcoswt en x" = - aw® 8in wt = - wix.
De versnelling is hier dus evenredig met de uitwijking, doch tegenge-

steld gericht.

A 3 2
Vb, 3 y = x , da? y' =3, vy =6x, y"' =6, ¥y =0, y¥ =0, ete.,
algemeen y\n) = 0 voor n = 4.
Vb, 4 » = ex, dan y' = eX, y" = ex, y(n) = e




Vb, 6

Vb, 7

TII.4

y = log x, dan

FUE Tyt = B o (2)(—2)x ™y = (<1)(—2)(~3)x"
en ¥ = (c0)(2) . ((0m ) = ()P (et 1

Y = arcsin x, dan

s 1 + 2x2

y! = 3oy = et oy o= .
1—}{2 (VT—X2)3 (\“l—xz)s

Vocralsnog is weinig regelmaat te bespeuren.

WiJj beschouwen de hogere afgeleiden van een product u(x)v(x).

(uv)' =u'v + uv!
(uv)" = ul'v + 2u'v' + uv"
(uv)nl = u"'v + 3" o+ 3utvY o+ oyt

Met volledige inductie volgt de stelling van Leibniz:

(™) ol (0 () (2 )

¥ = arcsin x, dan y' =

! dus y' V1 - X = 1.
N 2
1T -x

Differentieer nogmaals, dan

1
y" {1-x° - {____E =0 dus y“ (1-—x2) = xy!
1-x

Wij passen links en rechts de stelling van Leibniz toe en differen-

tiéren n maal:

y(nﬂ)(‘l -x% )+ ny(n+1 )(—23:) + Qinzily(n)(-E) = J:Y(nﬂ) + ny(n)

(1-x2 )y(n+ 2) (n+1) | nzy(n) _

= (on+1)xy

Uit verbard tussen de ne, (n:+1)e en (n4-2)e afgeleide van arcsin x

heot oen recgurrente betrekking en stelt ons in staat alle afgeleiden

te berekenen.
(n+2)(o) _ nzy(n)(o)

Speciaal ~eldt veor x = 0t y

waaruit volgt dat y(en)(o) =0en y(g)(o) =7°.5 .3

ey
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§ 4. Parsmetervoorstelling van Xrommen

Wanneer wij een kromme voorstellen door y = f(x), moeten wij ons beperken tot
stukken van de kromme zodat bij elke x één y hoort. Vaak is het handiger de

kromme op een andere manier voor te stellen, met een hulpgrootheid. In plaats
van één der codrdinaten in de andere uit te drukken, kunnen wij beide cobrdi-

naten x en y uitdrukken in een derde variabele, een parameter. Zo stellen
x = x(t) en y =y(t),

waarin de parameter t bepaalde waarden doorloopt, tezamen een kromme voor.

Vb, 1 x a cos t

It

, 0=+t < 2n , (a > O),

Yy =asin t

is een parametervoorstelling van de cirkel met middelpunt O en straal a.

Vb, 2 x 1 + 3t

1

y =—o0< t <00,
2+ %

¥

is een parametervoorstelling van de rechte x - 3y + 5 = 0.

2 2
Vb. 3 De ellips 3‘; +‘% =1
a b

kan worden voorgesteld door

x=acost , y=bsgint , O0st<2n.

Meetkundig ziet men, dat t nu is de hoek tussen de positieve x-as en
de verbindingsrechte van 0 met het snijpunt van de cirkel x2 + y2 = a2

met de verticaal door het punt.

Opm. Uit de parametervoorstelling van de ellips volgt, dat de ellips uit de
2
cirkel x + y2 = 32 te krijgen is, door alle y-cotrdinaten met g te

. . . . 2 2 2 ..
vermenigvuldigen. Eveneens is de ellips uwit x + 3y = b te krijgen
a

door alle x-codrdinaten met b

te vermenigvuldigen.

Laat een kromme enerzijds door y = f(x) en anderzijds door een parameter-
voorstelling « = x(t), y = y(t) zijn gegeven. Wij vragen y' = %ﬁ uit te

. b Q_ s QJ.L__ o
drukken in at X en o =V
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Opl.

Wij vinden y = f(x) uit x = x(t) en y = y(t) door uit de eerste vergelijking

op te lossen t = t(x) en het resultaat in de tweede vergelijking in te vullen:

y = y{t(x)} .

Differentieer naar x, dan

ay _dy 4t at _ 1
dx _ dt = dx en daar ax . dus
¥ A
x

Voor punten met horizontale [verticale] raaklijn is dus ¥ = O (% = o].

Eieruit vinden wij ook de tweede afgeleide:

d ¥ 4 ¥ dt  Fx - g% 1
| LI = — —_——
y _dx[s(]_dt[}-(]xd_x_ YR dus
y'u=“:;('")E

(%)*

Voorbeeld 1 Cycloide. Een cirkel met straal a en middelpunt M rolt over de

x-as. Beschouw de kromme die wordt beschreven door het punt, dat oorspronke-
lijk in U was. Neem als parameter de hoek t tussen de straal naar het be-

treffende punt P en de verticaal.

Fan
x, = 0P PA - P'A =at - a sin t (P' is de projectie van P en

- t
p OA - P'A

I
Il

A de projectie van M op de x-as)

Ip = P'P = AB AN - EM a -acost (Bisde projectie van P op MA).

il
]

Deze parametervoorstelling voor de cycloide luidt dus

¥ =at - a sin t y =& -acos t
X =a =-acost v = a sin t
X =a sin t ¥ =acos t .
Dus
v Y __asint 14y . z_t
5= ; 8-acost = cot(% t) tan(2 2) )

De rasklijn in P is dus gericht naar het hoogste punt van de cirkel die bij
de stand P behoort.
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§ 5. Poolcodrdinaten

De plaats van een punt in het vlak is aan te geven door gewone cofirdinaten
X,y, maar ook door poolcodrdinaten.

Neem een vast punt 0, de pool, en een vaste halfrechte door 0(ae poolas).
Wij bepalen nu een punt door zijn argument ¢, vanaf poolas tegen kleo~ in ge-
rekend, en zijn voersiraal r = 0.

L
=

Kiest men de poolas als positieve x-as en de voerstraal behorend bij ¢ =5 n
als positieve y-as, dan luidt het verband tussen rechthoekige codrdinaten
(x,y) en poolecodrdinaten (r,p):

X =T Cos8¢Q

Yy=rsing].
Opm. Door r en ¢ wordt een punt bepaald, maar ongekeerd bepaalt een punt

niet zijn ¢, immers (r,m) en (r,¢ + 2kn) behoren bij hetzelfde punt.
Van de oorsprong is 0 zelfs ceheel onbepaald.

Een kromme kan in poolcobrdinaten worden gegeven door het verband

r=r(p) .
Hier fungeert ¢ als parameter. Deze levert in rechthoekige codrdinaten

x = r{9) cos @

y =r(®) sing
Vb. 1 BSpiraal van Archimedes: r =¢9; ¢ = O.
Vb. 2 De logarithmische spiraal: r = em; alle ¢ .

Voor 9 > Oisr> 1, voor¢ < Qisr<1en lim 7T = Q.
P = =@
Vb. % De hyperbolische spiraal: r = 1'; p > 0.
%
Wegens y = r sin 9 = §l§_2 is het duidelijk, dat y < 1 en dat lim y = 1.

¢ > O

Laat een kromme zijn gegeven zowel door y = f(x)} als door r r(p).

Wij zoeken het verband tussen

RN . . dr
yl=gy e T o= i@




X
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r(¢) cos g . ¥ =T cos @ -Tsing Sy = Y _Isine+rcoso
y = r(e) sin ¢ y =T sin ¢ + T coa ¢ X T coso -1 sin g

De tweede afgeleide y" is als volgt te bepalen:

Opm.

Na enig rekenwerk volgt

w o 2+ 2(#)° - vy

(f cos ¢ - T sin m)3

Uit de formule voor y' volgt na deling door T cos ¢

tan ¢ + /T

y' = tan a = .
1 -tang . /T

Anderzijds volgt, als p de hoek tussen voerstraal en raaklijn voorstelt, dat

tan @ + tan Y
- tan g . tan pu

tan o = tan(m + u) =7

Hieruit volgt dat

Vb,

tan p = v/t .

Voor de logarithmische spiraal is g = — = constant.

ENEY

Cardioide

a) Een cirkel met straal a (a > O) en middelpunt N rolt over een andere
cirkel met straal a en middelpunt M. Gevraagd wordt de kromme, die
wordt beschreven door het punt P van de eerste ecirkel, dat oorspron-
kelijk in 0 was. De tweede cirkel gaat door O en is vast.

Als C het raakpunt is op zeker moment, dan is
CP = £0 dus < CMO = = CNP. Daar NP = a = MO ig PO // MN.
Kies als poolas door O het verlengde van MO. Dan is
a-5T=acos@, dus T = 2a{1-cos ¢).
b) Om de vergelijking in (x,y)—coﬁrdinaten te krijgen substitueren wij

T = “Xz + .Ya » COBQ =2c£ y (st) ?é (0,0), dus
-" 2 2 X
x +y = 2&(1 _..___.._..._)

"x2+y2
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2 2 N RN
x +ty + 2ax = Za x2+y2
2 2 2 2, 2 2
(x +y + 2ax) = 4da (x + ¥y )
Opm. Ga na dat door kwadratering geen nicuwe punten zijn ingevoerd!

c) Wij zoeken de punten met horizontale (en verticale) raaklijn:

x =71 cos ¢ = 2 (cos @ - cosg)

¥y =T sin g = 2a (sinqa—sincpcosrp)

X =2 (- sing + 2 sin ¢ cos ¢) = 2a (2 cos ¢ -=1)sin
v = 2a (cos ¢ - cosch + sinzqa) = 2a (cos @ - cos 29).

cog 29, dugs 9 = 29 of ¢ = 271~ 29 of 9 = 4n - 29.

. Danr =0, a, 4a, a

y = 0 als cos ¢

Dustp=0,%,£l'5E en r =0, 3a, 3.
27 4m . .. . .
Voor ¢ = T » 3 1S er een horizontale raaklijn (¥ = 0, % # 0).
Voor ¢ = % s Ty -:%-T—T is er een verticale raaklijn (X = 0, v # 0).
d) In is X = ¥ = 0, maar uit

Zsinicp sin =
2 7 7

tin d o 1im oo g seor 20y 0 T
90 x  ¢>0 ¢ fp-*OZsin-zrpcos-z-@(Zcoscp—l)

volgt dat de kromme in de oorsprong aan de x-as raakt.

Vb, 2 Lemniscaat: r = a\' cos 29 .

_ n n n
Alsp =0 ) 5 4 b
dan r = a daalt O bestaat niet 0 stijgt a

X=T cos ¢ =a cos ¢Ycos X; X z\f-—a:.(_sincp cos 2 -cos ¢ sin 2¢) =
cog 2p

_ -2 sin 3@
‘JcosZcp

y=r sin ¢ =a sin ¢Vcos 293 ¥ =“““'§"'——*(cosq7 cos 2p - sin ¢ sin 2p) =

\cos 29

a cos 3 g
¥ cos 29
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III.i0

Een horizontale raaklijn treedt op als ¥ = 0 en % # 0 is, dus als

- J7
€8 °
y

g% = < = = cot 3¢ verklaart de raaklijnen in (a,0), (0,0) en (-a,0).

»

wij als volgt:

r2 = a% cos 29 = % = azrz(coszm - sinZg) =

= (xz + y2.)2= az(xz - yz) .

§ 6. Functies van twee variabelen

A.

Def. Een functie van twee onafhankelijke variabelen,

De vergelijking van de lemniscaat in Cartesische codrdinaten vinden

Z = f(x,y) is een

voorschrift, dat aan elk geoorloofd paar (x,y) een getal toevoegt.

Vb, 1 2z =xy

Vb, 2 arctan y/x. Hier (0,b) niet geoorloofd.

2]
1l

Grafiek. Aan elk geoorloofd punt (x,y) van het (x,y)-vliak is een waarde

van z toegevoegd. Zet deze z-waarde af loodrecht op het (x,y)-vlak, dan

vormt de verzameling der punten (x,y,z), waarvan de codrdinaten voldoén

aan het voorschrift, een oppervlak.

Dit is de grafiek van de functie.

Vb, 1 2

6 - 3x - 2y. De grafiek is een vlak.

2

Vb, 2 = 1T -x - yg. De grafiek is een halve bol

Vaak ig het handiger om een beeld van de grafiek te krijgen door een

hoogtekaart te maken: bij elk punt (x,y) van het (x,y)—vlak schrijft

men de bijbehorende hoogte.

Voorbeeld 1 2z = —ar

1+x2+y2

"
Voorbeeld 2 =z = X—Er— .

¥

Voor (a,0) is de functie niet gedefinieerd.
Voor x = 0 is z =1 ;
Voor x = y2 is z =0 ;
Voor x = -y2 isz =2 ;




IT1. 11

2

. 1
y- dsz =

1@2isz

il

Voor 2x

il
1
\C

Voor x

; C. Continuiteit. Ter voorbereiding van de definitie van continuiteit breiden

: we het begrip omgeving uit tot twee variabelen (overgang van rechte 1lijn

naar plat vlak).

Def. Als U een omgeving van a is en V een omgeving van b, dan is de ver-

zameling der punten (x,y), waarvoor x € Uen y € V, een omgeving van

£a, )

Voorbeeld BStel a <a<d, B1 <b < Bz’ dan vormen de punten (x,y), waar-

voor

o < x <o
1 2

B1<y<l32 ’
een omgeving van {a,b). Meetkundig is dit een rechthoek met

zijden evenwijdig aan de x-as en de y-as, waarbinnen het punt

(a,b) ligt.

Def. f(x,y) is continu in {a,b), als er bij iedere & > 0 een omgeving
van (a,b) bestaat, zodat voor alle gecorloofde (x,y) in die omgeving

geldt

| £{x,y)} - f{a,b)l <€ .

3

Vb, 1 f(x,y) = ,EﬁLX;;. voor (x,y) # (0,0)
x ty

[

£(0,0) = 0 )

I}

Deze functie is continu in (0,0), want voor (x,y) # (0,0) geldt

|

! 3 2

/ | £(x,y) - £(0,0)| = | 2x £ 21 = Q:X > x| < syl .
L X ty X +y

Om @it < & te krijgen, kan men bijv. |x| < € en |y| < 1 kiezen,

hetgeen een omgeving van (0,0) levert. (Andere mogelijkheid: |x| < {;,

Iyl <Ve).
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Vb, 2 f(x,y) = —EZX—E voor (x,y) % (0,0) is in (0,0) niet continu voort
X +y

te zetten; dit blijkt uit de hoogtekaart.

Wij behandelen nu de algemene vraag:

Hoe verandert f{x,y) als x en y veranderen?

. Boe verandert f{x,y) als één variabele constant is?

Laat P(a,b,f{a,b)}) een punt van de grafiek zijn en Q de projectie van P
op het (x,y)-vlak. Als Q loopt langs ¥ = b, dan doorloopt P de kromme
z = £f{x,b) in het vlak x'G'z'. De afgéleide van z = f(x,b) in P is

flath,b) - £(a,b) _
h

tan o = lim
h-0

af ‘3z,

(notatie) = fX(a,b) = (5;)(a’b) = 5;)(a’b) .

It

Dit is de partigle afgeleide naar x in (a,b). Bij het differentiéren

blijft y constant.

Als Q loopt langs x = a, dan doorloopt P in y"("z%: z = f(a,y),die in P
de afgeleide heeft

fla,b+x) - fla,b)
” -

tan 8§ = lim
k=0

(notatie) = fy(a,b) = (%ﬁj(a,b) = (%? (a,b)

genaamd de partiéle afgeleide naar y in (a,b). Bij het differentiéren

1l

blijft x constant.

2,2 8z _ 2 8z _ 2
Vb. 1 z=xy +y , dan 3 — ¥ en 3y = 2xy + 3y
Vb, 2 = = arctan L , dan 9z - —d en 9z = —X .
X 0x 2 2 3y 2 2
X +y X +y

Merk op, dat %i zelf{ weer een functie van x en y is!

Een continue functie behoeft niet partieel differentieerbaar te zijn.
Vb, 3 fix,y) = sz + y2 is contimu in (0,0), want
] 2
|2(x,5) - £(0,0) = V<™ + 5%,
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hetgeen < € te krijgen is, bijv. door [x| < i £y Iyl <‘L £ Le kice-
zen. De functie is echter niet partieel differentieerbaar naar x

in(Oﬁ),mmt
Lim £(h,0) - £(0,0) _ Lim _{%
h—-0 h -0

bestaat niet.

Ben functie die in een punt partieel differentieerbaar naar x en y is,

behoeft daar niet continu te zijn.

Vb, 4 1£(x,0) =1 = £(0,y) en f{x,y) =0 alsx £ Oeny £ 0.

f(x,y) is partieel differentieerbaar naar x en naar y in (0,0), want

£(h,0) - £(0,0) _ .. 1-1

. af
lim h lim = 0 en analoog voor oy

h—-20 h—-0

f(x,y) is echter niet continu in (0,0).

E. Hoe verandert f{x,v) als x en ¥y onafhankeli jk van elkaar veranderen?

Laat P het punt (a,b,f{a,b)} en T het punt (a+h,b+k,f(a+h,b+k)) van
de grafiek zijn, Q de projectie van T op het (x,y)-vlak en R de projectie
van P op QT.

Teneinde de veranderingen der functiewaarden,
RT = f(a+h,b+k) - £(a,b) ,

voor verschillende waarden van h en k te onderzoeken, gaan we als volgt

te werk:

Breng het vlak aan door de raaklijnen in P aan de krommen z = f(x,b),

Yy =ben 2z = f(a,y), X = a en laat S het snijpunt zijn van dit vlak met QT.
Dan is

af 8Ly _
RS = h tan @ + k tan B = h(ax)1,+ k(ay)lj— Ah + Bk .

Wil men nu van een raskvlak aan het opperviak kunnen spreken, dan moet het

verschil

RP - RS _ ST

tan « TPR - tan 2 SPR = > > =
VR +® Vnl + k2

klein zijn, als |h| en |k| klein zijn.
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Def.

(0,0) en

fla+h,b+k) - f(a,b)

. _ (8f -
Stelllng A = (ax>(a,b) ’ B =

Ah + Bk + Vh° + k2 o(h,k).

of

(337 (a,b)

Bewijs Neem k = 0, dan is voor h % 0:

fla+h,b) - £fla,b)

h

h
= A +J?|- p(h,O) y

ooa _ (8f : _Q.i)
waaruit & = (ax>(a,b) direct volgt. B = (ay (a,b) gaat analoog.

Populair: f(x,y) is differentieerbaar in (a,b) als de toename

fla+h,b+k) - f{a,b) "goed" benaderd wordt door

3o+ (B,

Def.

af ’
df = dz = (a (a,b)dx +

b)k'

Noem h = dx en k = dy en

<§§>(a,b)iy

de differentiaal in (a,b).

Gevolg

Yo z =

Z2ij f{x,y) differentieerbaar in (a,b). Dan is df = (—

benadering voor de toename van f(x,y).

afr
3 (a,b

¥ +y° dan dz = 2xdx + 2ydy en in (1,1): dz = 2dx + 2dy.
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een functie p(h,k) bestaan, zodat p(0,0) = 0, p(h,k) continu is in

[f(x,y) heet differentieerbaar in (a,b), als er constanten A en B en

d

)dx+(5-§)(a,b)dy

voor alle dx en dy gedefinieerd (raakvlak!). Als dx en dy klein

genoeg zijn (dus in de buurt van (a,b)), dan is 4f een "ooede"

Gevolg| De vergelijking van het raakvlak in P = (xb,yb,zo) aan de grafiek

van z = f(x,y) luidt

Uit de definitie volgt direct:

af) af
+(y-¥ )(‘_ .
) o 0 ‘\dy o

2 -5y = (x - x )

Stelling | Als f(x,y) differentieerbaar is in (a,b), dan is f(x,y) continu

in {a,b).
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Stelline| Als %ﬁ en %§ in een omgeving van (a,b) beslaan en in (a,b)

continu zijn, dan is f(x,y) differentieerbaar in (a,b).

- . of , . . .
Bewijs Aangezien 3y 1L een omgeving van (a,b) bestaat en in (a,b) continu
is, volgt dat in een dergelijke omgeving geldt

f(a+h,b+k) -ﬂam+k)=zﬁ;a+gh¢+k)=hﬂg%b)+hdh¢);
lp(h,k)| < €, als h en k voldoende klein worden gekozen. Uit de voorwaar-
den van de stelling volgt eveneens dat in een omgeving van (a,b) geldt

fla,b+k) - f{a,b) =k%ﬁhb+%k)=k%1mb)+kﬂk),

waarbij |t(k)| < € als k voldoende klein is.

Nu volgt
fla+h,b+k) = f(a,b)-khfx(a,b) + kfy(a,b) + hp(h,k) + kt(k) =
= £{a,b) +hf_(a,b) + k;y(a,b) + V0% + % o(n,k)
met

o(h,k) = m—zﬁ——; oln,k) + ——;5——5 (k) >0 als Vh® +k° =0 .
Vh° + k Jh +k

Dus is de functie f(x,y) differentieerbaar in het punt (a,b).

Opm. Uit deze stelling volgt, dat functies met continue partisle afge-

leiden differentieerbaar zijn.

. Hoe verandert f(x,v) bij onderling afhankeliijke variabelen?

Stelling| Als z = f(x,y), X = m(t), y = &(t) differentieerbare functies
| zijn, dan is

z = fle(t) 9 (t)) = =2(t)

ook differentieerbaar en voor de afgeleide geldt de volgende
kettingregel

dz _ 9z dx | 9z dy _ | )
at “oxat Toyat - Ix @)+ £, - ¢'(1)
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Bewijs Wij bewijzen de differentieerbsarheid voor t = a. Aangezien o(t)

en ¢(t) differentieerbare functies Zijn, geldt in een omgeving van t = a

fle{a+h),4(a+h)) = #(p(a) + he'(a) + hp(h),i(a) + h¢'(a) + ho(h))

met 1im p(h) = 0, lim o(h) = 0.
h—0 h—+o0

Volgens de voorwaarden van de stelling is z = f(x,y) een differentieer-

bare functie. We kunnen dus schrijven

£lo(ath) 4(ath)) = £(e(a),4(a)) + {he' (a) +no(n)} . £ (o(a),(a)) +

+ {nd'(a) +ho(n)} . fy(qa(a),(l»(a)) +V[he'(a) +ho(n) 12+ [n¢'(a) +ho(n) 12x(..,..) =
= f(@(a),¢(a))-*h{fx(w(a),¢(a))¢'(a)-+fy(m(a),¢(a))¢‘(a)}‘%hv(h)

met

v(n) = p(n)£ (o(a) 4(a)) +o(h)fy(qa(a),tp(a))+%L o'(a) +o(m) 2+ [67(a) +o(n) Pa(n) .

Omdat
lim t(h) = 0, lim p(h)=0 en lim of(h) = 0, volgt 1im v(h) = O.
h— 0 h-0 h~ 0 h— 0

Dus is z = f(¢(t),¢(t)) een differentieerbare functie voor t = a met afge-
leide £ (9{a),b(a)) . 9'(a) + fy(q:(a),cb(a)) - ¢'(a)-

Daar z = z(t) is per definitie (II.17): dz = z'(t)dt.

Vul de zojuist gevonden formule in, dan

= a—?— 1 az t =—8-£ ' .aﬁ ' = az _.B.E..
dz (ax p'(t) + 5y ¢$'(t))de 7% ¢ (t)dt + 5y ¢ (t)de = S dx + 5y dy .

Dit is dezelfde formule als onder E, echter met andere betekenis der
differentialen, die hier differentialen zijn van functies van één variabele,

nl. t.

Vb. 1 2z = xe” met x = sin % en ¥y = t2. Dan

d £ &
E% = o cos t + xe¥ 2t = e cos t + e 2t sin %.

Vb, 2 =z = uv met u = u(t) en v = v(t). Dan

28,2 (productregel bij differentiéren).
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Teneinde het verschil tussen‘%ﬁ en.%i te laten uitkomen, beschouwen

wij een functie z = f(x,y) waarbij y = y(x).

Nu speelt x de rol van t in de stelling, nl.

sz(XsY)
3 _ dz _9z 0z dy
y = y(x) dan z = f[x,y(x)] en i = ox Sy dx
X = X
2 2 _ . . (ez )
Vb. 3 =z =x+y dan ax - 1, en in {(e,1) is <ax>(e,1) =1,
_ dz 2 log x _ . . (dz B 2
Yy = log x maardx—1+ " ,ln(e,1)1s<dx>(e’1)—1+e.

<%§>(e 1) is een maat voor de verandering op de doorsnede van
b

z =x + yz met vlak y =1

N\
(%i)(x:e) is een maat voor de verandering op de doorsnede van

2 s
Z =x +y met de cilinder y = log x.

G. Hoe verandert f(x,y) als x en y afhangen van twee onafhankeliik variasbelen

uen vy

2ij z = f(x,y) en x = x{(u,v), vy = y(u,v). Vul in, dan
z = f[x{u,v), y(u,v)] = Flu,v) .

Ook hier geldt, dat als f(x,y), x(u,v) en y(u,v) differentieerbaar zijn,
ook de samengestelde functie F(u,v) differentieerbaar is. Het bewijs, dat
analoog is met het vorige bewijs, geven we niet. Nemen we de differentiecer-
baarheid aan, dan kunnen de partiéle afgeleiden uit de in het vorige

geval opgesteide kettingregel worden gevonden.

Neem v constant, en pas de kettingregel toe, dan

oz _ 3z 0x , 89y
du  9x " du ' By du

Neem vervolgens u constant, dan volgt weer met de kettingregel

0z 9z 0x , dz0y
dv  0x " dv 3y av
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Daar z = F(u,v) is per definitie

3z oz
dz = P du + v dv .

Vul de zojuist gevonden formules in, dan

3z 8x . 9z dy (az 3x . 0z O
- (22 Ls 2= =2 2X o= =
dz (Eix au © 3y au/d 5% ov | oy ov/oT

9z (9x 3x 3z (3y oy )~@
ax<audu+avd")+ay<aud“+avdv =% X7

g5
&

Wij hebben aangetoond de volgende formule:

9z 2z
Als z = f(x,y) dan dz = - dx + 3y dy .

Deze formule is een definitie als x en y onafhankelijk variabel zijn. De
formule is in F bewezen voor het geval dat x en y afhankelijk zijn van
€en parameter. Hierboven is de formule bewezen voor het geval dat x en y

afhankelijk zijn van twee parameters.

Ii

Voorbeeld Zij z = f(x,y). Voer in poolcodrdinaten x

az V¥ (8 Y’
en bereken (“*) + (—Z> .
dx dy
Opl. Pas de kettingregel toe op =z
0z Dz

T cos @,

hs r gin 9,

flx(r,9), y(r,p)], dan

== co + Sz sin @; bz 2z T sin + 9z T cos @
T o0x S ¢ dp ¢ )

oy ox oy

Hieruit volgt

G - G L) -1

. Functies van drie variabelen

Voor w = £(x,y,z) is de definitie der partiéle afgeleiden

analoog aan die voor functies van twee variabelen. Nu moeten echter steeds
twee variabelen constant worden gehouden.

f(x,y,z) heet differentieerbasr in (a,b,c) als

fla+h,b+k,c+£) -f{a,b,c) =An+Bk +CL+Vn" +X° +£° p{hn,k,£), waarbij
0(0,0,0) = 0 en p(h,k,£) continu is in (0,0,0).
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ot e 2 om0~ )
Dan is & = <ax (a,b50) * © = \ayMa,b,e) * € = \oz/(a,b,c)

Kettingrecelg:

1) Als w = f(x,y,z) en x = x(t), ¥ = y(t), Z z(t), dan

Ll

dw _ 9f dx , 8f,dy , 3 dz

dt ~ dx dt 9y dt & 0z ° dt °

2) Als w = f(x,y,z) en x = x(t,u), ¥y = y(t,u), Z = z(t,u), dan

ow _2fox , 8f 0y  B8fdz _ Ow _Of 9x , Of By , Of 3z
3t ~ dx 0%t & dy 8t ' 9z 8t " du _ 0x ou  dy du | 8z du

§ 7. Impliciet gegeven functies

Voorbeeld De cirkel met middelpunt (0,0) en straal a is de verzameling

van de punten, waarvan de cotrdinaten voldoen aan
X ty =& .

Men noemt deze vergelijking de vergelijking van de eirkel.

De vergelijking komt overeen met twee functies, nl.
d ] 2 2 z
y=9%a -% en y=-%a -x

De afgeleiden van deze functies zijn resp.

I'_‘__..?..c___.,_ en |__X—
J 5 3 Y T2 7
Va2 - x Va” - x

Voor beide functies geldt dus

De laatste formule is door een omweg verkregen. Deze omweg is bij het be-

palen van de afgeleide der drie functies, die door de vergelijking
x3+y3—5xy=0

zijn gegeven, veel moeilijker omdat deze derdegraadsvergelijking in y

niet gemakkelijk oplosbaar is. WiJ zoeken nu een methode om, als de

functies door een vergelijking zijn gegeven, toch de afgeleiden eenvoudig

te bepalen.
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Doorx F(x,y) = ( heet y impliciet als functie van x gegeven. Wij kunnen ons
ay
dx
Door toepassing van de kettingregel op z = 0 = F(x,y), x = x, y = y(x)

hieruit y = y(x) opgelost denken en als volgt berekenen.

volgt

oF | oF a7
O=%% T 9y dx

waaruit %ﬁ kan worden berekend. In feite komt het erop neer dat wij de uit
F(x,y) = () opgelost gedachte y = y(x) weer substitueren en de verkregen

identiteit in x
P(x,y(x)) =0

naar x differentiéren. Uit de verkregen vergelijking kan dan y' worden op-

gelost.

Voorbeeld 1 De cirkel x- + y° = a°

Denk hieruit opgelost y = y(x), vul in en differentieer:

2x + 2yy' =0 dus y' = -=.

Wij bepalen nog de tweede afgeleide door de ons uit x2 + y2 = 32 opgelost

gedachte y(x) en y'(x) te substitueren in x + yy' = O en te differentidren:
5 2
1+(y") +yy" =0 dus y" = - é; .
¥y
Voorbeeld 2 (logarithmische spiraal). log Vx° +y° - arctan L = 0
Denk opgelost y = y(x), vul in en differentieer:
x + yy! xy' -y x+y
- =0 dus y' = .
2 -
“+yt [ (B *oy
Nogmaals differentigren geeft
2 2
y" = 2 X +ty. .
3
(x-y)
Voorbeeld 3  + y3 - 3xy = 0. 5
De methode toepassend vinden wij 3x2 + 3y2y' -3y - 3xy' =05 y' = I;LEL .
y o-x

Blijkbaar kunnen extrema optreden als y = x2, dus in verband met de cor-

spronkelijke vergelijking, voor x6 = 2x3, dus voor x = 0 en x = QVE;
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Het punt (0,0) is een bi jzonder punt, omdat daar ook y2 - x = 0. Om het

gedrag in (\72-,%) na te gaan, bepalen we ook de tweede afgeleide.

2 2
(x -y W' =x" -,

(x =35y + (1 - 259" )y" = 2x - y',

dus in (%,\3/:1) is y"

maal.

li

-2, dus y' monotoon dalend en = 0, dus y maxi-

Om de grafiek van de vergelijking te tekenen merken wij op dat er symmetrie

t.0.v. ¥y = x bestaat. Snijding met de rechte y = -x+p levert

x*(3p+3) - 3xp(p+1) +p° = 0 .
Voor p = -1 is er geen snijpunt, voor P =201s (0,0) een dubbel snijpunt,
terwijl uit

Discriminant = 5p2(p +1)(3-p)

blijkt, dat slechts bij -1 < p < 3 snijpunten optreden.

De gevonden grafiek is het Folium van Descartes.

. F{x,y.2} = 0. Beschouw z = z(x,y) en bepaal ax M 3y

Door toepassing van de kettingregel op w = 0 = F(x,y,z), X=Xy ¥ =¥,

z = z{x,y) volgt na partiéle differentiatie

oF L F g
naar x: 0 =50+ 50 - 34

G, 3F | 2

naary=0=ay Py a_y
P %z 9z
waaruit, indien . ;4 0, de 3% en dy kunnen worden berekend.
y

Voorbeeld x = ¢’ sgin z. Gevrasgd wordt te berekenen de uitdrukking
2y(§_z_>2 _ ’i_)z
¢ \ox ay/

Opl. Partieel differentidren levert op

naar x: 1 =eycosza—z-
dx

0 eysinz+eycosz‘aﬂ.
oy

H]

naar y:




Hieruit zijn‘%i en-%? te berekenen. Substitutie levexrt als het gevraagde

antwoord: 1.

0

- F(x,y,2)
Beschouw z = z(x) en y = y(x) en bepaal y' en z'.
0

G(x,y,z)

Differentiatie naar x levert de beide formules

OF  BF dy , OF dg _ 26 . 3G dy , 3G dz _
ox "oy ax Tomdx -0 " Bx Tdyax Tezax Y
waaruit y' en z' volgen. v
Yoorbeeld
2 2 2
x ty +z =5 Gevraagd wordt te berekenen de waarden van
xy tyz = 2 y'(x), z'{x), z"(x) voor x =0, y =1, 2 = 2.

Opl. Differentiatie naar x levert

2x + 2yy' + 22z' =05 y + (x + z)y' + yz' = 0.

Voor (x,y,z) = (0,1,2) wordt dit
y'(0) + 22'(0) =05 1 +2y'(0) + 2'(0) = 0
waaruit y'(0) = -2/3 en z'(0) = 1/53.

Differentieer nu nogmaals naar x, dan
14 () vyt + (21)° + oz = 05
vyt (x 2yt + (1 42"y + oyt +yEt =0

hetgeen voor (x,y,z) = (0,1,2) wordt gereduceerd tot twee vergelijkingen

voor y*(0) en z"(0), waaruit volgt z"(0) = - 44/27.
. F(x,y,z,t) = 0 Beschouw z = z(x,y) en t = t(x,y) en bereken
dz 0z gt 0ot
G(X9Yszyt)=o Eva_y’a;a_y'-

Vier maal toepassing van de kettingregel geeft

oF , OF 8z , 8F 3t _ , . 3G _ 3G 0z , 96 3% _
3x 9z ox Totox - C Yox T oz ox ot ax
aF  oF 3z . OF 04 3G _ 8G 8z . aG Bt

9L 42282 02 0L g &2 28, DX 00
dy dz 3y 9t Ay 05 8y 8z dy ot dy 0

waaruit de gevraagde afgeleiden volgen.
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Voorbeeld xy +zt =8B enx +y +z + 1t =6,

Beschouw x en y als onafhankelijk veranderlijke en bhepaal %f .

Opl. Partidle differentiatie naar x levert

at 3z L3z Bt

2z == _ + == =
yte ax te 9x 0 en 1 dx 0x 0
waaruit:
3z _2-X¥
3x, t-3

E. De algemene behandeling is nu duidelijk. Wij geven nog een
Voorbeeld

x+y=1t+u
2 Beschouw y, t en u als functies van x en bereken y'(x)

2
+ = -t +
Ty ttu voor X =y =t =u={,

2 +y? =12 +u

Opl. Uit volgt
1+y" =t +u 1+ y'(0) = t'(0) + u'(0)
1+ 2yy' = -t' + 2un' 1 =~ t7(0) dus y'(0) = -2 .
2x + 2yy'! = 2tt' + u' 0 =u'(o)
§ 8. Hogere partigle afgeleiden
A. Definitie
.. 0%z 0z :
Als z = f(x,y), dan zijn 3% 5; zelf ook functies van x en y.
2 2
8 (8z)_08 'z _ .9 (8z)_ 0.3 _
Def. X (ax)_axa T % Yoy (ax>_ay6x T Iy

2 g_z_) %z 2 (@.z.) _ % _,

3x \dy/ o0xdy zyx 5 3y \9y. ay2 yy
Voorbeeld <z = x2y3, dan 8z = 2xy3 en 9z = 3x2Y2- Dus
2 2 2 2
4.z 3 0z 2 Z 2 2 2
== = 6%y 3 sbxy s — =6xy .
%> dyox dxdy ay2

5%z 32
Merk op, dat g;a; =5§€; .
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a°f on 3%
Oxdy dy dx

Stelling| Als bestaan in een omgeving van (a,b) en continu

zijn in {a,b), dan geldt

2 2
g f a_f .
dxdy  Oydx in (a,0).

Bewijs

We passen de stelling van het gemiddelde der differentiaalrekening toe
(zie hoofdstuk II, § 3.), die zegt, dat als g(t) continu is voor o <t < 8
en differentieerbasr voor a <t < f, er een 7 bestaat met a« < v < B, waar-

voor g'(T) } EEB) :agal -

T -
-«
We kunnen dan ook zeggen, dat er een © bestaat met 0 < © < 1, zodat

dtellen we h = f - en 6 = , dan is B=a +h en T =a + 6h.
gla + h) - gla} = hg'(a + 6n) .

Bij deze formulering behoeft h niet positief te zijn.

Zij U= f(a + h,b + k) - f(a + h,b) - fa,b + k) + £(a,b).

1) 2ij 9(x,y) = £(x + h,y) - f{x,¥), dan U = ¢(a,b + k) - 9(a,b).

Volgens de stelling van het gemiddelde, twee maal toegepast, is

- fkd _ it . _8f _
U=tk .52 (a;b + 0,k) = k[ay (a +h,b + 6 k) TACTL +'e1k)] =

a°r

T dx0y

k . h (a + 6,h,b + 81k) met 0<8 <1 en 0<86, <1.

2) 2ij ¢(Xsy) = f(x,y + k) - f(X:Y)s dan

[a=}
Il

¢(a + h,b) - ¢(a,b) .

Pas wederom tweemaal de stelling van het gemiddelde toe, dan

3°r

dydx

U=nhk (a + 6 h,b + @4k) met 0<6 <1 en 0<O <1

3) Uit 1) en 2) volgt dus dat

2 2

3°f 3°f
30y (a + 6,h,b + 91k) = 3595

(a +93h,b-+e4k).

Laat nu h en k tot nul naderen, dan volgt op grond van de continuiteit

der gemengde tweede afgeleiden dat zij in (a,b) gelijk zijn.
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Analoog definieert men de derde

meer dan twee variabelen,

.. 9% 2 . .
Wij geven nu een voorbeeld waarbij 5;%; # %;%; in (0,0), waaruit op
2 2
grond van de stelling geconcludeerd kan worden dat %E%; %;%; niet
beide continu zijn in (0,0).
Voorheeld Zij
X2 _ 2
f{x,y) = :qy-—z——“v— voor (x,y) # (0,0)
x +y
£(0,0) =0
£ (h,0) - £ _(0,0)
£ x(o,o) = 1lim A L .
s h-0
£ (h,0) = lim £(h.k) = £(hs0) _ 4 ii%ﬁkl =
Y k-0 k=0
2 2
(voor h £ 0) = lim h-25—2~35 =h
k0 h° + k
fy(h,O) =h .
(voor h = 0) = 1im 0 =0
k-~ 0
f (0,0) = 1lim 1 =1
Ix h-0
fx(osk) - f (O’O)
f (0,0) = 1im - =
v k- 0O
£, (0,k) = lim £(h.k) - £ok) . g5 ijlidil =
h— 0 h— 0
2 2
(voor k % 0) = 1lim k h2 ~ k2 = -k
X
(voor k =0) = lim 0 =0
h-— 0
f (0,0) = lim -1 =-1.
=4 k- 0

partiéle afgeleiden, ook van functies van
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Als is voldaan aan zekere voorwaarden, dan zijn weer gemengde partigle
afgeleiden gelijk, b.v.
3 3 3
als w = f(x,y,z) dan 62w = 9 w2 = ow .
ax 0y dydx oxdyox

Als het tegendeel niet uitdrukkelijk wordi vermeld, nemen we voortaan
aan, dat van de door ons beschouwde functies de gemengde partiéle af-
geleiden die door verwisseling van differentiatieveolgorde uit elkaar

ontstaan inderdaad gelijk zijn.

. Kettingregels

De kettingregels voor hogere afgeleiden kunnen in elk afzonderlijk geval
worden afgeleid door toepassing van de gewone kettingregel, als men maar

steeds beseft dat partiele afgeleiden van alle variabelen afhangen.
1) Als z = f(x,y) en x = x(t), ¥ o= y(t), dan z = f[x(t),y(t)] en

dz 09z dx 9z dy

t " 9x " dt oy " at M

at?  ax  at? 2

2) Als z = f(x,y), x = x(u,v), y = y(u,v), dan z = f[x(uyv):Y(usv)] en

o

3z 9

a =

Z
X

w |
eI

+

2k
2k

o
(o]

Partiéle differentiatie van deze formule en die voor %% levert drie

formules op, waarvan er één luidt

2 2 2 2 2 2
d’z 3z dx + [8 z dx + 9 2 _Qg]_gﬁ +_g§ d % + [6 z_ dx + 8 g gx] dy )
ox dt oydx dt dt oy dt Oxdy dt 8y dt dt

2 2 2 2 2 2 2
0z _98z 3 X + [6 z 9x a =z QXJ 8x + 8z 0 y'.+[:6 Z 0x 92 ng_gz .

dvéu 8x dvdu  ax° v dydx dv du dy dvdu  0xdy dv  dy° dv au

De hierna volgende voorbeelden 1 en 2 zijn aanloopjes tot de voorbeelden
5 en 4, waarin de resultaten van paragraaf 7 en 8 gecombineerd worden.

Speciaal voorbeeld 3 is van belang voor de toepassingen.

822

avou

Vb, 1 Zij z = f(x,y) met x =u+ v, ¥y =u - v, Gevraagd wordt




Opl. %% = %i + %? . Differentieer nu naar v, dan
2 2 2 2 2 2 2
3 ]
0z (02,02 ()42 5402 (4)-22 22
dvdu 9x Oydx 0x0y Ay 9x oy
a2z
Vb. 2 Zij z = £(x,y) met x =u + v, y = u - v. Gevraagd wordt —
ox
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.

azz
ay2

uit te drukken in z,u,v. Door voorbeeld 1 weten wij het antwoord

Teeds.

Opl. Vul x en y in, dan staat er

2 = f[xlu,v),y(u,v)] = ¢(u,v)

terwijl in het gegeven impliciet staat u = u(x,y) en v = vix,y). In dit

voorbeeld is namelijk u = %(x+y), v = %(x—y). Dus z = cp(u,v) met

u = u(x,y) en v = vix,y).

oz 9z Ou , dzdv _13z , 18 g 9z _10z 10z
3z " du " 0x avox 20u  20v o0 %y T2 au T 23v
Nogmaals differentiéren geeft
2 2 2 2 2
Q_f =4 [Qﬂf i1,z 1y 8z 2 +,§_§ L]
ax 2 du 2 dvou 2 2 dwv 2 av 2
2 2 2 2 2
a3 i 1 1 10
Sz _lpgz 1,%= (L) Lpiel.iE ()
oy 2 du 2 dviu 2 2 duov 2 9dv 2
3%z
Aftrekken geeft het verwachte antwoord: yuae
2 2
: . . 9z 8z
Vb. 3 Zij z = £{x,y), x = T cos @, y = r sin ¢. Gevraagd wordt — + ",
ox dy

uit te drukken in z,r,P.

Opl. z = f[x(r,e), y(r,0)} = F(zx,0)
terwijl impliciet gegeven zijn r = r(x,y) en ¢ = @(x,y)- Dus

oz _0z0r 9z _ 3z _B8z0r 05z

dx ~ 8r dx _ dp dx < 8y  8r dy og dy

ar dp o=
We bepalen nu eerst ax ' ox ' dy ’

X=TCosQ eny =7 sin ¢:

Q% door impliciet differentiéren uit
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1 =-%§ cOs ¢ - r sin g %%
ar _ COS @, %2 _ _ sin
0x O0x T
3ar . Op
0= g Sin @ + T COS @ Fo
C = %§ Cog ¢ - r gin @ %?
ﬂ=sincp,—a-ca=—ms .
oy 9y r
1 = Sz sin ¢ + r cos @ Sg
3y oy
Vul dit in, dan volgen
Z 0 dz gin @ a4z gz . 0% cos ©
- . == - ——— o — 4 —— .
ax  or 08 ¢ dp T en dy or Sin @ dp T

Differentieer nu nogmaals naar x (resp. naar y) en tel op, dan krijgt men

tenslotte

2 2 2 2

22,082z 9z 13 1332
2 2 2

dx dy or rar 1 acp2

de operator van Laplace in poolcobrdinaten, toegepast op z.

Vb, 4 Zij z = f{x,y) en x = w? o+ v2, ¥ =u + v. Gevraagd wordt om

2
(2x - Yz) _6__22_ + Lz in z,u,v uit te drukken.
0x 0x

8z _8z du, 3z v
dx  du " B8x o8v Ox
. du 9 \ .
te kunnen uitrekenen, == en S , die volgen uit
ox ox
xzug +v2, dus 1 =2u_@2+2v_§_!
ax ox
du __dv _ _ 1
ax ~ ~ dx  2{u-v
y=u-+v , dus O=%l';+gl

3z __ 1 (3z 2z dz _dz _ 2z
Lus ax = 2(u-v) (au av) of E(u—v) X = .
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Partigle differentiatie naar x levert

2 2 2 2 2
d )
2(u—v) 2 + 8z 5 [ 1 + 1 ] _ d 2 gu + 37z Ov _ 8z 3u _ 8.z ov
Ox ox 2(u-v) 2(u-v) du O0x  Budv ox dudv dx  av- ox
2 2 2 2
29 g 0 o
4(u-v) _’§+4—Z= 2-2 z+62
dx 0x ou dudv ov
2 2 2 2
2, 0O o 1 0 0 0
(o -y 22, 02 _1p2s 0% %
dx 9x 4 bu gudv  Ov
Opmerking

Generalisatie van voorbeeld 3 in de ruimte, namelijk voor bolcodrdinaten.

Neem als codrdinaten van het punt P = (x,y,z):

p = afstand OP,

© = hoek tussen OP en positieve z-as,

¢ = hoek tussen 0Q en positieve x-as, waarin Q de projectie van P op het
(x,y)—vlak is.

Dan geldi:

*x =p gin 6 cos g

Yy =p¢ sin © gin g

Zz = p cos O .

Voor de Laplace-cperator berekent men:

2 2 2 2 2 2
o Z + d g + Gl g _9 g +'JE 3 : = 1 - &l g , 28w , cot § dw )
ax"  dy~ 9z-  8p- p° 90° p’sin’® 89  p dp 0% a6
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HOOKDSTUK IV~ MEETKUNDE EN ALGEBRA

§ 1. Vectoren in ruimte en vlak

| Ad. Zij O een vast punt, genaamd de vorsprong. Een vector a is de pijl van O
naar een punt A.

Twee vectoren a en b kunnen worden opgeteld: a + b. Ben vector a kan met
een redel getal A {een scalar) worden vermenigvuldigd: Aa.

De volgende eigenschappen gelden:

o

Optelling: 1) a +b = b + a.

2) (a+1p)+c=a+(b+e)

o

3) Br is één x zodat a + x = a. Noem deze Q (pijl van O naar 0).

4) Bij iedere a is er één x zodat a + x = Q. Noem deze - g

(tegengestelde van a).

Opmerking: Bij iedere a en b is er één x zodat a + x = b, namelijk

x =21+ (- a). Noem deze b - a (het verschil van b en a,.

Scalaire vermenigvuldiging:

1) (Aw)a = Alpa)

2)1 . a

il

i

a

3) (A +u)a =2a + pa

i
P
o

4) Ma + 1) =2a + b .

B. Wij gebruiken de vectoren om meetkundige figuren en hun eigenschappen te
beschrijven.

—

1) Een punt A wordt aangegeven door het uiteinde van de vector a = OA.

2) Ben rechte £ door . Zij v een vector langs £. Dan is de rechte £ de

verzameling van de eindpunten der wvectoren
2_C.=7\l{’ -0 < A o,

3) Een rechte £ niet door 0. Zij v een vector evenwijdig aan £ en zij a

een vector met eindpunt op £. Dan is de rechte £ de verzameling van !

de eindpunten der vectoren
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De vector v heet een richtingsvector van de rechte, de vector a heet

een steunvector van de rechte.

4) Een vlak V door 0. Laat v en w (niet langs één rechte) vectoren in het

vlak zijn. Dan is het vlak V de verzameling van de eindpunten der vec-

toren
X=AV + W , -®<A<ow, —o<y <o,

5) Een vlak V niet door 0. Laat v en w {niet langs één rechte) vectoren

evenwijdig aan V zijn en zi] g een vector met eindpunt in V. Dan is V

de verzameling van de eindpunten der vectoren
Xx=a+tAv +uw, -oo<h <o, —o0o< Y <o,

¥ en w heten richtingsvectoren en a een gteunvector van het vlak.

§ 2. Cobrdinaten

A, Het vlak, R2

Neem in het platte vlak door de oorsprong twee onderling loodrechte assen,

de x-as en de y-as. Elk van deze assen maken we door de keuze van een

schaal tot een getallenrechte met de oorsprong als getal 0: elk punt vande
rechte correspondeert met een refel getal en omgekeerd. Bij een vector abehoren mu

twee golirdinaten of componenten a,ena,, de getallen die corresponderen met

de projecties van het eindpunt van a op de x-as, resp. de y-as. Zo cor-

respondeert met iedere vector a een getallenpaar (a ,az) en omgekeerd met

1
ieder getallenpaar een vector. De verzameling der getallenparen ncemen
we R2. Op grond van deze correspendentie schrijven we eenvoudig
a
a = (ai,a ) of a = ( 1).

2 a
2

Vectoren langs de x-as: (p,O), langs de y-as: (O,q).
Als a = (a1,a2) en b = (b1,b2) dan is
a+hb-= (a.1 + b, a, + b2) en Ag = (Aa1, Aaz) .
Men noemt de getallen a1 en,a.2 ook de cobrdinaten van het punt A, dat door
de vector g wordt aangegeven. Men bedenke hierbij, dat de betrekking tus-

sen een punt A en zijn codrdinaten (a1,a2) afthangt van de keuze van de

x-as en de y-as en van de schaal op deze assen. Voorlopig denken we ons
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hiervoor een vaste keuze gedaan en maken we geen verschil tussen R2 en

het platte vlak. De rechte x = a + Ay wordt met cobrdinaten geschreven

als

(1) {x;x,) =(aa) + Alv,,v)

-G+l

2
Dit zijn twee vergelijkingen. Eliminatie van A geeft

{2) px, + qx,, +1r =0 of px+taqy+1r=0.

(1) heet een parametervoorstelling, (2) een vergelijking van de rechte.

Voorbeeld 1 Rechte x = (1,2) + A(3,1).

Het punt (10,5) ligt erop, want

10y _ {1 5) _
(5>—<2>+;\<1 voor A = 3.

Het punt (-2,-1) ligt er niet op, want voor elke A is
(-2,-1) # (1,2) + A(3,1) .

Het snijpunt met de x-as is te vinden uit

3 -G

immers uit de vergelijkingen volgt A = -2, p = -5, dus het snijpunt met
de x-as is (-5,0). Op analoge wijze vindt men dat (0, go het snijpunt

met de y-as 1is.
De vergelijking van de rechte volgt na eliminatie van A uit

X 1 + 3A

fl

We vinden x - 3y + 5 = Q.
y =2 +tA

Voorbeeld 2 Een rechte is gegeven door de vergelijking 2x +y - 3 = O.

Gevraagd wordt een parametervoorstelling.

Stel x = A, dan is y = -2% + 3. Dus een parametervoorstelling is

e Q).
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Voorbeeld 3 Dezelfde vraag bij 2x + 3y - 7 = 0. Stel nu x = 3A, dan
y = -2x + 7/3, dus x = (0, 7/3) + A(3,-2).

De ruimte, R3

Neem in de ruimte door de ocorsprong drie onderling loodrechte assen, de
x-as, de y-as en de z-as. Elk van deze assen wordt door een schaal tot
een getallenrechte met de corsprong als getal O gemaskt en wel zo dat de
positieve x~as, y~-as en z-as georiénteerd zijn als resp. duim, wijsvinger
en middelvinger van een rechterhand (rechts cobrdinatenstelsel ).

Een vector a heeft nu drie componenten (a1,a2,a3), de getallen die bij de

projecties van het eindpunt op x-as, y-as en z-as behoren.

In het bijzonder is O = (0,0,0); (p,0,0) is een vector langs de x-as;
(p,O,r) is een vector in het (x,z)}-vlak.

Als a = (a1,a2,as) en b = (b1,b2,b3), dan is
a+b={(a + ba, +b,a, + b3) en g = (2\31,?\&2,7\&3) .

Ook hier noemt men (a1,a ,33) codrdinaten van het punt A dat bij de vec-

2
tor a behoort. We maken geen verschil tussen R3 en de ruimte, hetgeen ook
hier de keuze van een vast assenstelsgel inhoudt.

Een rechte, resp. een vlak, heeft parametervoorstelling

Il

X (aT’a2’aS) + )\(V17V2:V3)’ resp.

It

X

(a ,8,,8,) + My ovyov,) +alw yw,w )

Een vlak wordt ook voorgesteld door een vergelijking

123 + qx, + rE, = 8 of px+qy + 12 =8 ,

die verkregen wordt door uit de 3 vergelijkingen van de parametervoorstel-
ling A en p te elimineren. Een rechte kan niet door één vergelijking wor-

den voorgesteld.

Voorbeeld 1 Beschouw de rechte x = (1,1,1) + A(O,T,E).
Het punt (1,5,5) ligt op deze rechte, omdat (1,5,5) voldoet aan

X 1 0
yil=t 1]+ A1 voor A = 2 .
Z 1 2

Het snijpunt van de rechte met het (x,y)-vlak volgt uit

O=2z=1+2A, A =-3%
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en ig dus het punt (1, u 0).

Het snijpunt met het (y,z)-vlak zou moeten volgen uit 0 = x =1 + A0, dus
bestaat niet; inderdaad blijkt uit beschouwing van de richtingsvector
(0,1,2) dat de rechte evenwijdig is met het (y,z)-vlak.

De rechte door (7,0,3), die evenwijdig is met de.gegeven rechte, heeft

parametervoorstelling

X = (77093) + ?\(0,1,2) -

Voorbeeld 2 Beschouw het vlak x = (1,2,3) + A(0,1,1) + p(1,0,-2),uitge-

schreven
=1 +|J_
=2 + A
z =3+ A -2u .
Voor het snijpunt met de y-as moet x = O en 2z =0, dus p = -1 en A = -5,

Dit snijpunt is dus (0,-%,0).
De vergelijking van het vlak wordt verkregen door A en pu te elimineren
2x -y +z =53 .

Voor elk punt van de snijlijn met het (x,y)—vlak moet z = O, dus de ver-
gelijking van deze snijlijn, beschouwd als rechte in het (x,y)-viak,
luidt 2x - y = 3. In de ruimte stelt deze vergelijking voor het vlak door

de snijlijn en evenwijdig aan de z-as.

Voorbeeld 3 Het snijpunt van de rechte uit voorbeeld 1 met het vliak uit
voorbeeld 2 verkrijgt men door x = (1,1,1) + A{0,1,2) in te vullen in de

vergelijking van het vlak, 2x -y + 2 = 3. Dan
2.1 - (1 +Ax) + (1 +2r) = 3,
dus A = 1 en het gevraagde snijpunt is (1,2,3).
Voorbeeld 4 Een vlak heeft vergelijking 2x - 4y + 3z = 12,

Gevraagd wordt een parametervoorstelling van het vlak. Stel y = A en
z = 24, dan is x = 2A -~ 3 + 6, dus x = (6,0,0) + A(2,1,0) + p(-3,0,2)

voldoet.

Voorbeeld 5 Gegeven zijn twee vlakken,

x+y=1 en 2x -y +z =3,
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Gevraagd wordt een parametervoorstelling van de snijlijn.
Stel x = A, dany = -A + 1 en 2z = -3A + 4, dus

x = (0,1,4) + A(1,-1,-3) voldoet.

Cartesische ruimten Rn , (naar Cartesius = Descartes 1596-1650).

Een rijtje (31,32,...,an) van n reéle getallen duiden wij kortweg aan
doer a.

De Cartesische ruimte Rn is de verzameling van alle rijtjes, waarbij de
som van twee rijtjes en het product van een rijije met een getal wordt

gedefinieerd als volgt:

a+hb= (a1 thosa, Fb,.eaa + bn) en \a = (AaT,AaZ,...,Aan) .

Het is eenvoudig in te zien, dat voor deze som en scalaire vermenigvuldi-~

ging de eigenschappen van § 1. gelden.
R1 is de getallenrechte, R2 het gewone vlak, 33 de gewone ruimte.

Naar analogie met deze cartesische ruimten van dimensie 1,2,3 kunnen wij

ook in Rn’ n > 3, een meetkundige terminclogie invoeren.
Wij doen dit voor n = 4: (0,0,0,0) heet de corsprong 0.

Alle (31,0,0,0) vormen de x-as: alle (o,az,o,o) de y-as;
alle (O,O,aB,O) de z-ag; alle (O,O,O,a4) de t-as.
Alle (aT,az,O,O) vormen het (x,y)-vlak. Hiervoor is dus z = t = Q.

Alle (31,a2,0,a4) vormen de {x,y,t)-ruimte, waarvoor dus z = O.

De verzameling x = (a1,a2,as,a4) + A(v1,v2,v5,v4), met A variabel, heet
een rechte. De verzameling x = a + Av + uw, met A en p variabel, heet een
vlak. De verzameling x = a + Ay + uw + vu, met A,p,v variabel, heet een
ruimbe. Als wij uit de laatste (vier!) vergelijkingen de A,u,v elimineren,

dan krijgen wij de vergelijking van de ruimte:

ax + by + cz +dt = e .

Voorbeeld Gevraagd wordt het snijpunt van de rechte door g = (1,2,3,4)

en b = (0,-1,2,2) met de {x,y,z)-ruimte (de ngrondruimte").
Oplossing: Een richtingsvector van de rechte is a - b, dus een parameter-

voorstelling is

x = (1,2,3,4) +a(1,3,1,2) .




Snijden met t = 0 levert 4 + 2A =0, dus A = -2, dus het gevraagde snij-
punt is (-1,-4,1,0).

Opmerking De genoemde rechte snijdt dus ncch het (x,y)-vlak, noch het
(x,z)-vlak, noch het (y,z)—vlak. In R4 zijn een rechte en een vlak in
het algemeen kruisend, twee vlakken in R4 snijden elkaar in het algemeen

. r
in €én punt.

§ 3. Afhankelijkheid

A. Een vector v heet een lineaire combinatie van de vectoren a,b,c,d, als
¥y =oag + fb+yet+dd.
Voorbeelden
(4,5) is lin.comb. wvan (1,1) en (2,5)
(0,5) ig lin.comb. van (1,2) en (4,3)
(0,1,2) is lin.comb. van (1,2,3) en (1,1,1)
(5,6,7,0) is lin.comb. van (1,2,3,4) en (1,1,1,-1)
(1,2) is lin.comb. van (3,6).
Drie vectoren a,b,¢, zijn afhankelijk, als Aa + b + vc = O voor zekere
(A,0,v) £ (0,0,0).
Drie vectoren a,b,c, zijn onafhankelijk, als zij niet afhankelijk zijn,
dus als
Az tpbh+ve=0=A=p=v =0.
Twee vectoren a,b, zijn afhankelijk, als Aa + pb = O voor zekere
(A,u) % (0,0), en onafhankelijk als zij niet afhankelijk zijn.
Voorbeelden
(1,2,3), (1,1,1), (0,1,2) zijn afhankelijk,
{(1,2), (4,8) zijn afhankelijk,
(1,2), (4,8), (6,1) zijn afhankelijk,
(1,0,0), (6,7,0), (1,2,3) zijn onafhankelijk,
(3,2), {(1,1) zijn onafhankelijk.
B. De betekenis der zojuist ingevoerde begrippen voor de meetkunde blijkt

uit de volgende opmerkingen:
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1) Twee rechten zijn evenwijdig of samenvallend, als hun richtingsvectoren
afhankelijk zijn.

2) Een vlak door O bestaat uit alle vectoren, die een lineaire combinatie
zijn van twee onafhankelijke vectoren.

3) De rechte x = a + Au is evenwijdig met of ligt in het vlak x = b + v + ww,
als W een lin.comb. is van v en w.

4) De eindpunten der vectoren a,b,c liggen op een rechte als b - a en c-a
afhankelijk zijn.

5) De eindpunten der vectoren a,b,c,d liggen in een vlak, als b - a, ¢ - a,

4 - a afhankelijk zijn.

Stelling a,b,c zijn onafhankelijk dan en slechts dan als a, b + oa,

c + fa onafhankelijk zijn.

1) Gegeven: a,b,c onafhankelijk. Te bewijzen: a, b + aa, ¢ + Ba onafhan-
kelijk.
Bewijs: Stel Aa + u(b + aa) + v(c + Ba) =0
dan (A + wo + vB)a + ub + ve =0,
Uit het gegeven volgt dan A+pua+vg =0, u =0, v=0, dus A =pn =v =0,
2) Gegeven: a, b + va, ¢ + Ba onafhankelijk. Te bewijzen: a,b,c onafhan-
kelijk.
Bewijs: Stel Aa + ub + ve = 0
dan (X - ua - vB)a + u(b + aa) + v(c + Ba) = 0 .

Uit het gegeven: A — uo — v =p =v =0, dus A = p=v =0,

Stelling a,b,c zijn onafhankelijk dan en slechts dan als oa,b,c onafhan-
kelijk zijn (a £ 0).

Door herhaalde toepassing van beide stellingen kan het onderzoek naar de
afhankelijkheid van een stelsel vectoren herleid worden tot het onderzoek
van een ander, eenvoudiger stelsel.

Het systematisch uitvoeren van dit procédé heet ,vegen".

Voorbeeld 1 Zijna = (-1,1,1); b = (1,2,3); ¢ = (5,1,3) afhankelijk?

Schrijf de vectoren onder elkaar en veeg de tweede kolom schoon:

a=(-1,1,1) a = (~1,1,1)
b =1(1,2,3) b - 2z = (3,0,1)
c = (5,1,3) c- a=(6,0,2).




Nu blijkt ¢ - a2 = 2(b - 2a), dus 38 - 2b + ¢ = Q.

De vectoren zijn afhankelijk.

Voorbeeld 2 %Zijn a = (1,2,3), b = (2,7,0), ¢ = {1,2,-1) afhankeli jk?

a = (1,2,3) a+ 3% = (4,8,0) a+ 3 - 2b=(0,-6,0)
2 = (2,7,0) b = (2,7,0) b =(2,7,0)
L= (1121"1) L= (1a2"‘1) 2 - b= (0’-35"2) .

De laatstgencemde drie vectoren (en dus de gegeven drie) zijn onafhanke-

1lijk, want stel

0 2 0 0
Al-6] +ul7) + vI-3] =\0 dan v =0, p =0, A = 0.
' 0 -2, 0

Voorbeeld 3 Bewijs dat a = (7,8,0,0), b = (1,2,4,3), ¢ = (1,-2,-4,-3),

d = (0,0,4,3) afhankelijk zijn.

a =(7,8,0,0) a =(7,8,0,0) a + 4¢ + 4d = (11,0,0,0)
b= (132’4’5) b-4-= (1 ,2,0,0) D L = (2?0’0:0)
c={1,-2,-4,-3) c+d=(1,-2,0,0) c+ 4=1(,-200)
g = (0303433) Q = (0:0,4:3) Q =

Nu blijkt 2(a + 4c + 4d) = 11{b + ¢) dus 2a -~ 11b - 3¢ + 8

=¥
]

g.

= (0,0,4,3) .

§ 4. Vectorruimten

A. Definitie

Een vectorruimte V is een verzameling van dingen (genaamd vectoren), die

kunnen worden opgeteld, en die kunnen worden vermenigvuldigd met een getal,
in die zin dat als a, b€ V, dan a + b, Aa € V (A getal) en wel zo dat aan

de volgende rekenregels is voldaan:

1) a+b =b+a 4) (wda = alua)

2) (a+b)+te=a+(k+g) 5) (A +u)a =2ia +pa

3) Bij iedere & en b is er één x 6) A(a +1b) =Aa +Ab
zodat a + x =D 7) 1.8 =8 .

Vb, 1 Rn is een vectorruimte.

Vb. 2 Een verzameling van vectoren met eindpunt in een vlak niet door O

is geen vectorruimte, want als a en b hun eindpunt in het vlak
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hebben, dan heeft a + b dat niet.

Vb. 3 Alle continue functies op 0 <t = 1 vommen een vectorruimte, want
als f en g continu zijn, dan is £ + g en ook Af continu en de re-

kenregels zijn vervuld.

Vb. 4 Alle veeltermen van de graad < 7 in één variabele,dus alle
2

7 6 5 4 3
ax + bx +cx +dx + ex + fx + gx + h.

Vb. 5 Alle lineaire vormen in 5 variabelen (vorm = homogene veelterm),

dus 2x1 + 3x2 -x_  + 7x4 - X, en gdergelijke.

3

Definities

nelieoy

1) x is lineaire combinatie van a A

‘e al = -
1RprcrraBy ) 815 X soq 11

2) b,sb,s+++sb 2zijn afhankelijk, als er getallen B ,...,B ., , niet
alle O, bestaan zodat

B.b. +

Ly + Bl e + PR -0

m =

5)'91,22,...lgﬂlzijn onafhankeli ik, als zij niet afhankelijk zijn.

4) De dimensie van V = dim V = het maximale aantal vectoren van V, dat on-

afhankelijk is; als zo'n maximaal aantal niet bestaat, zeggen we dat

de dimensie van V oneindig is.

5) Een basis van V is een stel onafhankelijke vectoren, waarvan iedere

vector uit V een lineaire combinatie is.

V¥b. 1 dim R2 = 2, want elk drietal vectoren in het vlak is afhankelijk.

Teder tweetal onafhankeli jke vectoren vormt een basis van Rz'

Vb, 2 dim R3 = %, want elk viertal vectoren in de ruimte is afhankelijk.

Ieder drietal onafhankelijke vectoren vormt een basis van R3.

Vb. 3 De dimensie van de in bovenstaand Vb. 3 gegeven vectorruimte is

oneindig.

Wij beperken ons verder tot vectorruimten met eindige dimensie.
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C. Cobrdinaten

2ij dim V = n en zij 2,108,505 €N onafhankelijk stelsel. Als x een

2
willekeurige vector van V is, dan zijn de n + 1 vectoren X8, 500018

afhankelijk, dus

n

Ax + Te, +e.ta =0 , niet alle coéff. = 0.

e
n=n
o,
. 2 Y
Nu is A % 0 {waarom?). Noem - Y = % dan x = x.e, + ... F X e.-
Elke vector is dus als lineaire combinatie van_g1,...,gllte schrijven, en

wel op €én manier, want als ook

X = e + ... + e dan is
X~ YE, YnEn ?

(x, -y, Je

0 1 17

oo+ (xn - ynhgn

en uit de onafhankelijkheid van_g1,...,grlvolgt X =Yy

De vectoren'g1,...1grlvormen dus een basis van V.

Conclusie 1 Als £, see-se €en basis van V is, dan is elke vector x van V
op één en slechts één manier te schrijven als lineaire combi-

natie van zo'n basis:

X=xe, t ... +txe .
- 1 mrn

De getallen (x1,...,xn) heten de cobrdinaten of de componenten

van x t.o.v. deze basis.

Conclusie 2 In een vectorruimte van dimensie n vormt ieder stelsel van n

onafhankelijke vectoren een basis (en zo'n stelsel bestaat).

Vb. 1 In R, is een basis: g = (1,0,0); e, = (0,1,0); e, = (0,0,1).

(Elke vector is te schrijven als

XxX=xe +tx t x e

of = + + .
1= 22, 3=3 wel x x&, YL, 323)

Vb. 2 In R, is een basis: e = (1,0); e, = (0,1).

Vb, 3 De veeltermen met graad < 3, alle
2 3
+ + +
8, a,x +ax 8,x

. . 2 3
vormen een vectorruimte met basis 1, x, x°, x .
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Vb, 4 De lineaire vormen in 4 variabelen, alle ax + by + cz + dt, vormen

een vectorruimte met basis x, y, z, t.

We hebben al gezien: in een ruimte van dimensie n vormen n onafhankelijke

vectoren steeds een basis. Omgekeerd geldt:

Stelling Als in een vectorruimte V cen basis van p elementen bestaat,
dan is dim V = p.
Bewijs Stel _i1 yeos ,ip is een basis; R onafhankelijk en n > p.

Elke vector is lineaire combinatie van £1 yone ’ip’ dus ook

e =af + ... +a f_ .
=1 1 P=7p
Eén der a, £ 0, D.v. o # 0, dus volgt na deling door «,
= vee t
£, =B, *B,L, + B Lo

en daar j_1 gous ,ip basis is, is elke vector lineaire combinatie van

31,22,...,i , dus c.a.

= + ees Tt £ .
g, =V, YL TpEp

Eén der Yz""’Yp ;é 0, b.v. Y, 74 0, dus volgt

=B e +0e +BHF + oo +d £ .
= 373 PP

Dus elke vector is lineaire combinatie wvan

er Ly _ﬁB,...,ip .

Zo voortgaande zien wij tenslotte dat elke vector lineaire combinatie is
van

e € gy .
=Y =t =3 y_p

Omdat n > p, vinden we, dat e lineaire combinatie is van & 4...,& _,in

pt+1 1 _ps
strijd met de onafhankelijkheid van TR Ben stel onafhankelijke

vectoren kan dus ten hoogste uit p stuks bestaan; er is een onafhankelijk stel-

gel , dat uit p stuks bestaat, nl. £1 ,...,ip. Dus dim V = p.
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Gevolg Elke basis van cen vectorruimte van dimensie n bevat n vectoren.

Hieruit volgt, dat dim Rn =1n op grond van de basis

(1,0,...,0)

]

21
(0,1,...,0)

L NN ER]

g, = (050""31) .
Verder is in bovenstaande voorbeelden 3 en 4 de dimensie 4.

Deelruimten

Def. | Een verzameling W van vectoren van een vectorruimte V heet een
deelruimte van V als

uit x EWeny EWvolgt x +y € Wen

uit x € W en a een getal volgt ux € W.

Dit betekent, dat W ook een vectorruimte is t.o0.v. de optelling en de
vermenigvuldiging met een scalar van V (de rekenregels zijn automatisch

vervuld) .

Een deelruimte kan men bijv. als volgt verkrijgen:

Neem vectoren & sreer in V (eventueel afhankelijk). Laat D bestaan uit
alle x = A1§1. + ...+ )\r-a‘r met willekeurige )\1 ,...,;\r, dus uit alle
lineaire combinaties van §1 peeer B o Dan is D een deelruimte van V:

_}_c_=)\1_@1+...+)\rgr §+x=(k1+p1)§_1+...+(kr+ur)gr

Y=pa, *t... tp a CX_E=(C¥7\1)§;1+"‘+((17\I.)QI.'

1= 1 r—r

Het is duidelijk, dat D de kleinste deelruimte van V is, die de vectoren

- bevat. Men zegt, dat D opgespannen wordt door QT ERETY-

Als Byrerer B, onafhankelijk zijn, vormen ze een basis van D en is dim D = x,

Vb. 1 In R3 is de verzameling x = Au (u vaste vector ;4 g) een deelruimte

van dimensie 1 en de verzameling x = Av + pw (v en w vaste, onaf-

hankeli jke vectoren) een deelruimte van dimensie 2.

Vb. 2 Een rechte in R3’ x =a t+ Av, die niet door O gaat, vormt geen deel-

ruimte van R3 .
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Yb. 3 a = (55295!5); b = (2!‘1 ’4,7)5 L = (5’8,1,1’)3 4= (6:11305‘1)

liggen in een deelruimite van R4 met dimensie 2.

Bewijs

a = (3,2,3,5) a - 3¢ = (-12,-22,0,2)

b= (2,-1,4,7) b - 4c = (-18,-33,0,3)

e = (5,8,1,1) c = (5,8,1,1)

d = (6,11,0,-1) a = (6,11,0,-1)

Blijkbaar is g - 3¢ = =2d en b - 4c = -3d. De vectoren ¢ en d vormen een

basis van een deelruimte, waarin

a =53 -24, b =4c - 3d liggen.

Dus a en b liggen in het vlak, dat door ¢ en d wordt opgespannen.

Definitie Twee stelsels vectoren heten eguivalent, als zij dezelfde deel-

ruimte opspannen.

In vbs 3 is het stelsgel @,g,g,g} equivalent met het stelsel {g- 39_,,13—42,9,2}
en ook equivalent met het stelsel {9_,_@}.
Wij schrijven {a,b,c,d} ~ {a-3e,b-4c,c,d) ~ {c,a}.

Stelling! Twee stelsels vectoren, die door vegen uit elkaar zijn ontstaan,

zijn equivalent.
Bewijs Dit volgt direct uit a = (a+b) + (-1)b en a =& (ag) .

Stelling| Als D opgespannen is door a ,...,ér,dan is
dim D = maximale aantal onafhankelijke onder de
vectoren Byaeens B o
Bewijs Stel dit maximale aantal = k. Door de nummering zo nodig te ver-
anderen kunnen we bereiken, dat Byeerl onafharnkelijk zijn. Als j > k,

s éj afhankelijk dus

k
dan zijn §1""’ék

eas T + = i = 0.
;\1§1 + Apay “éj 0 met ;\1, ’Ak’ u niet alle = 0

Nu zow y = 0 leiden tot afhankelijkheid van g ,---,a, dus g #£ 0, dus a,

is een lineaire combinatie vana ,...,a, voor j =k+1,...,r, dus
: a

k
& ye.+ya, Spannen D op en zijn onafhankelijk, dus dim D = k.

—
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§ 5. Lineaire vormen

Alle lineaire vormen in n variabelen, zocals

Lzax + ... +t2ax enM=bx + ... +bx
171 n'n 171 nn

vormen een vectorruimte want L + M = (31 + b1)x1 + ... (an + bn)xn en
AL = Aa1x + ..+ Aanxn zijn weer lineaire vormen en de rekenregels gelden.

Wij kumnen de theorie der vectorruimten, zoals afhankelijkheid, dus toepassen.

Yb. L153x+4y- z
A = x + Sy + 2% zijn afhankelijk, daar L1 = L2 + L3.
LB =2x - y - 3z

De geldigheid van de volgende stelling stelt ons in staat tot het vegen:

Stelling L , L,, L, onafhankelijkes Ly, L, + oL, Lg + BL, onafhankelijk,

©al, L, L onafhankelijk. (a # 0)

Vb. 1 De volgende twee stelsels lineaire vormen zijn Of beide afhankelijk,
5f beide onafhankelijk. We zien gemakkelijk dat het tweede stelsel
afhankelijk is, dus het eerste stelsel is ook afhankelijk.

L1 = - x+ y+ z . L1 = - x+y+ 2
; = X+ 2y + 3z en Lb - 2L1 = 3x + 3
= 5x + y + 3z L3-L1§ 6x + 2z .

Wij zoeken nog een zo eenvoudig mogelijk stelsel lineaire vormen, dat

met L1, Ib’ 15 equivalent is. Daartoe noteren wij slechts de co&ffi-

ciénten der linealre vormen:

(-1,1,1) (-1,1,1) (-1,1,1) (-4,1,0)
(1,2,5) equiv. (5,0,1) equiv. (3,0,1) equiv. (3,0,1)
(5’1’5) (6,0,2)

Ons resultaat is dus het stelsel - 4x + ¥

3x + z.

Opm. Een andere formulering van de vraag is: zoek een eenvoudige basis van

de deelruimte, opgespannen door L1, L2, L3.
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Vb. 2 Geefl ecen eenvoudiy stelsel vormen dat equivalent is met

L1Ex+2y+BZ,L252X+7y,L3Ex+2y—z.

(1,2,3) (2,8,0) (0,-6,0) (0,1,0) (0,1,0)
(2!730) ~ (27750) ~ (2:730) ~ (29030) ~ (13070)
(1,2,-1) (1,2,-1) (0,-3,-2) (0,0,-2) (0,0,1) .

Dus het antwoord is: M1 =y, M2 = x, M3 Z 2.

Vb. 3 Idem bij 2x + x2 + 5x3 + X
1

4
x +2x - x
1 2 3
2x - 4x + 9x + 2x .
1 2 3 4
(2,1,3,1) (2,1,%,1) (5,7,0,1) (0,7,0,1)
(1!2a"1y0) ~ (1’25'170) ~ (1y2v'1,0) ~ (0725'150)
(2,-4,9,2) (-2,-6,3,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0)
Dus het antwoord is: 7x2 + x,
- 2x2 + x3
X .

§ 6. Homogene vergelijkingen

Beschouw k lineaire vergelijkingen met n onbekenden

a x +4a X +...4+a x =20
1171 1272 inn

(1 a x +a X +* ...+a3 x =0
) 2171 2272 2n n

a, X +ta x + ... +a x =0

k17 ka2 kn'n
Wij merken het volgende op:

1) De linkerleden zijn elementen van de vectorruimte der lineaire vormen in

n variabelen. Wij zullen de linkerleden aanduiden door rijtjes

a a eyd en noemen: de rijvectoren
( S-]’ SQ"' ? Sn) L .-J =2

2) De oplossingen (x1,...,xn) Zijn vectoren van de vectorruimte Rn' De oplos-
singen vormen een deelruimte van Rn’ want als (u1,...,un) en (v1,...,vn) op-
lossingen zijn, dan zijn ook (u1 U e+ vn) en (Au1,...,kun) oplossin-

gen. De deelruimte gevormd door de oplossingen heet de oplossingsruimte.
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3} De linkerleden zijn elementen L1""’Lk van de ruimte der lineaire vormen

in n veranderlijken. Als {Lj,...,L } equivalent isg met §W1,...,M£}, dan

noemen we de bijbehorende stelselskVErgelijkingen ook equivalent. Het is
makkelijk in te zien dat equivalente stelsels vergelijkingen dezelfde op-
lossingsruimte hebben. We vinden de oplossingsruimte door het stelsel te
vervangen door een eenvoudiger equivalent stelsel, waarvan de oplossingen

gemakkeli jk kunnen worden aangegeven.

Vb 1 - x+ y + 2 =20 is volgens § 5., vb, 1 equivalent met
X+ 2y + 3z = - 4x +y =0
S5« + y + 32 = 0 A% + 2z =0
Stel x = A, dands y = 4A en 3 = =-3A. De oplosgingsruimte is dus

X = ?\(1 ’49‘5)°

Vb. 2 x+ 2y + 32 =0 is volgens § 5., vb. 2 equivalent met
2x + Ty = vy =0; x =05 z = 0.
x+2y -~ z2=20

De oplossingsruimte is dus x = (0,0,0).

Vb. 3 2xT + X, + 3x3 + x, = Q is wvolgens § 5., vb. 3 equivalent met
- = + =
x1 + 2x2 x3 Q 7x2 x4 0
- + = - + =
2x1 4x2 9x3 + 2x4 2x2 X, ¢
x =0

1

Stel X, = A, dan is x, = 0, x, = 2X, x, = -Th.

De oplossingsruimte is dus x = A(0,1,2,—7).

Vb, 4 2x1 + x, + 5x3 + X, = 0
x1 + 2x2 - x3 =0
X, - 4x2 + 9x3 + 2x4 =0
(2,1,3,1) (2,1,3,1) (2,1,3,1) (0,-3,5,1)

(1521‘130) ~ (1923'1!0) ~ (192!"1$0) ~ (1327'130)
(1,-4,9,2) (-3,-6,3,0)

Dus het stelsel is equivalent met - 5x2 + 5x3 + x, C)}
x + 2x2 - X =

3
otel X, = A en X, = H dan x, = 3N - 5u, x, = -2k + 1,

dus de oplossingsruimte is x = A(-2,1,0,%) + u{1,0,1,-5).
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Stelling Voor k homogene lineaire vergelijkingen met n onbekenden geldt:
dim. (ruimte opgrespannen door rijvectoren) + dim.

oplossingsruimte = n.

Bewijs Door vegen (en, indien nodig, omnummeren van de x-en en weglaten van
vergelijkingen van de vorm Ox + ... + Ox = 0) is (1) te herleiden tot een

stelsel van de vorm

+ o , + e O X =
X1 J+1XJ+1 nn 0
+ P, x. + eee T X =
%2 BJ+1 JH Bx, = 0
X. + 5., X. + ...t 8 x =90
J 6J+1 J+i nn

Daar wij n-j der x-en willekeurig kunnen aannemen, heeft de oplossingsruimte

dimensie n-j. De deelruimte opgespannen door de rijvectoren heeft dimensie j.

Voorbeeld (Dimensieanalyse)

Bij een probleem spelen de volgende fysische grootheden een rol:
de snelheid v, de lengte £, de kracht k, de dichtheid p, de

viscositeit p.

Bewijs dat de cogfficiént van Newton N = E S, en het getal van
pv £
vip . .
Reynolds R = L een compleet stel van dimensieloze grootheden
vormen.

Bewijs De in het probleem optredende grootheden hebben t.o.v. de massa M,
de lengte L, de tijd T de dimensies {in fysische zin), die in het volgende

schema zijn vermeld:

v 2] k| p| s
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X, X, X, X, X
De grootheid v. £ "k "p W ~ is een dimensieloze grootheid, als

X+ x +x
3 4 5

X +x + x_ - - x =
1 2 3 T 5%, 5 =0

- X - 2X -
1 3 X5

Il
Q

Dit homogene stelsel heeft als oplossingsruimte

x = a(-2,-2,1,-1,0) + B(-1,-1,0,-1,1) .

De grootheden v i ke en v e 0T zijn dus dimensieloos, en alle andere

dimensieloze grootheden zijn er combinaties wvan.

§ 7. Inhomogene vergelijkingen

Beschouw k lineaire vergelijkingen met n onbekenden, waarvan de rechterleden

niet alle O zijn, dus

fl
o’

a x +a x ta x + ... 1+ta X
111 12 2 133 nn 1

I
o

+ + a + ... + a3 X
(1) 8o0%) T By0% p3%3 °n'n 2

LR I I RN B R S R A A A I I I N R N I A L I I B RN ]

R + B2 %s + Bs ¥y Foeee Sen™n bk

n
Kort geschreven Z a, X, = bi; i = 1,404,k

=1 d J
Het stelsel van homogene vergelijkingen, dat wordt verkregen door alle

rechterleden door O te vervangen, is

n
(2) I a. . .x.=0.
jor 173

Stelling Als E = (21,...,En) een oplogsing van het inhomogene stelsel (1)
is, en als Au + pv + ... alle oplossingen van het homogene stelsel
(2) voorstellen, dan stellen £ + Au + pv + ... alle oplossingen

van het inhomogene stelsel (1) wvoor.
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Bewijs &£ + Au + uy + ... is een oplossing: vul maar in, dan levert £ in het
linkerlid b en Au + p¥ + ... in het linkeriid 0.

£+ Au + pv + ... levert alle oplossingen: stel 3 is een oplossing, dan is

n - E een oplossing van (2), dus te schrijven in de vorm Au + pyv + ...

Opm.

Vo. 1

Vb, 2

Het is zeer wel mogelijk dat het stelsel (1) geen enkele oplossing

bezit. Ben criterium hiervoor leren wij in de volgende paragraaf kennen.

Il
-

+ + -

x1 2x2 5x3 x4
+ - +

2}:1 5x2 2x 3X4

+ + 4x. +
4z, + Tx, + 4x, X

Il I}
[CCRN

4

Wij vervangen dit stelsel door een equivalent stelsel door middel van

vegen, waarbij wij de rechterleden meenemen.

(1,2,3,-1] 1) (1,2,3,-1 1) (1,0,-13,9| -1)
(2,3,-2,3 1) ~ (0,-1,-8,5[-1) ~ (0,1,8,-5 | 1)
(4373451 3) (07‘17'835 ‘1)

Dusg het stelsel is equivalent met

x, - 15x3 + 9x4 = —1}
X, + 8x3 - 5x4 = 1
Stel X, = A, X, = u, dan X, = 1340 - 9u - 1 en X, = - BA + 5u + 1,

dus de oplossingen zijn x = (—1,1,0,0) + A(13,—8,1,0) + p(—9,5,0,1)

hetgeen in R4 voorstelt een vlak, niet door de oorsprong.

x1 + 2X2 + 3x3 - X, = 1

2x1 + 3x2 - 2x3 + 3x4 =1
4X1 + 7x2 + 4x3 + X, = 2

(1,2,3,-1 | 1) {(1,2,3,-1 1) (1,2,3,-1 1)
(2,%3,-2,3 ] 1} ~ (0,-1,-8,5{-1) ~ (0,-1,-8,5 | -1)
(4,7,4,1 2) (0,-1,-8,5 | ~2) (v,0,0,0 -1)

Het stelsel is dus equivalent met een stelsel, waarvan de laatste ver-

gelijking luidt: 0 = -1. Het stelsel bezit dus geen oplossingen.




Il
pary

¥b. % y + 2z
x + 2y + 3z
3x+ y+ z=3

I}
P

v, 21

(0,1,21 1) (0,1,2 1) (0,1,2 | 1) (0,1,0 |-1)
(1,2,3| 2) ~ (1,2,3 2) ~ (1,0,-1]0) ~ (1,0,0 | 1)
{3,1,1] 3) (0,-5,-8 1 ~3) (0,0,2 | 2) (0,0,1 | 1)

dus de oplossing is x =1, y = -1, z = 1.

§ 8. Matrices

BEen matrix is een rechthoek van getallen

. . a
11 a12 in
a a, a
21 22 2n
a a a
m1 m2 m

Men kan deze matrix op twee manieren opvatten:

1) Als m rijvectoren, die een deelrnimte van Rn opspannen.
Zij de dimensie van deze deelruimte = r.

2) Als n kolomvectoren, die een deelruimte van Rm opspannen.

Z2ij de dimensie van deze deelruimte = k.

Stelling r = k.

Bewijs DBeschouw het stelsel van homogene lineaire vergelijkingen

Volgens § 6. is de dimensie van de oplossingsruimte = n ~ r.

Schrijf nu de vergelijkingen als volgt op:




a11 a12 a1k a1n 0
a21 a22 & azn 0
' x1+ . x2+...+ xk+...+ X, =
- a ., a &, 0
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Wij weten, dat het maximale aantal onafhankelijke kolomvectoren k is (zie de

laatste stelling van § 4).

Stel dat de eerste k kolomvectoren onafhankelijk zijn en dat de overige kolom-

vectoren lineaire combinaties van de eerste k zijn. Dan zijn er al

dadelijk

n-k onafhankelijke oplossingen in te zien, namelijk de coéfficiénten, waar-

mee de overige kolomvectoren in de eerste k zijn uit te drukken. Dus de di-

mensie van de oplossingsruimte is = n-k. Wij concluderen dat n-r = n-k, dus

k 2 r. Met een analoge redenering voor de vergelijkingen

m
2 a..X.=0;i=1,--.,n
joy 4

bewijzen wij, dat ook r = k. Dus r = k.

Def. De rang van een matrix is het maximale aantal onafhankelijke
(kolomvectoren).

Voorbeeld
2 1 3 01 2 1 3 01 2 1 3 1

rang {1 2 -1 O} =rang |1 2 -1 0O =rrangi 1 2 -1 O
1 -4 9 2 -3 -6 3 0 g 0 ¢ O

rijvectoren

Wij beschouwen zowel een inhomogeen stelsel van m vergelijkingen met n onbe-

kenden, als het bijbehorende homogene stelsel.

n n
L a..x.=b., en & a..x.=0;1i=1,...,m.
j=1 1 * jer Y ’ T

De matrices van deze stelsels zijn

a . « & b 8 . o &

11 1 1 11 i

B = . » e s a2 % @ en A = " s 5 s & w®
b a a

am1 amn m mi mn

Duidelijk is dat rang B = rang A.
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Stelling Het stelsel

n
I g . .x.=b.;51="1,00.,n
joqg 197 i

is oplosbaar dan en slechts dan als rang B = rang A.

Bewiis Noteer de kolomvectoren van B door‘g1,...hg b.

n’
Het stelsel kan dan geschreven worden in de vorm

X +ax + ...+ X = Db .
§11 é22 g'nn -

Er is dus een oplossing dan en slechts dan als b te schrijven is als lin.comb.

van de vectoren Byseeesd o

§ 9. Determinanten

R Vraag: Druk de cppervlakte van het parallellogram, opgespannen deoor

de vectoren g en b, uit in de componenten van deze vectoren.

Voer in

+ opp.parali. als richting van g naar b is W
D(é,h) =

- opp.parall. als richting van a naar b is f".
Eigengchappen:
1) D(ra,b) = AD(a,b)
2) Dla,k) = -D(b,a)

3) D(a,b+c) = D(a,b) + D(a,c)

4) D(Q,E) ;4 0 als a, b onafhankelijk zijn.

Uit deze eigenschappen volgt dat D(gtg) = 0 als a, b afhankelijk zijn.

Neem een basis 2,: 8, met
2<-8a8 *ae,.,b=0be 252

Uit de eigenschappen volgt

D(a,b) = Dae +ae,be +be)=

a1b2D(§1, §2) + aszD(§2,51) = (a1b2 - a2b1)D(g1, 22) .
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D a,b) heet een 2 x 2 determinant. T.o.v. een basis e &, met grondmaat

D(gﬂ, 22) = 1 noteren we de determinant.

a b
1 N = a1b2 - azb1 .
&, bz
R3 7 Vraag: Druk de inhoud van het parallellepipedum, opgespannen door h

A, b, ¢, uit in de componenten van deze vectoren.

Voer in

+ inhoud pedum als oriéntatie = die van xyz, dus rechts is
D(éa.bsﬁ) =

-~ inhoud pedum als oriéntatie = die van xzy, dus links is.
Eigenschappen:
1) D(Aa,b,e) = AD(g,b,c)
2) D(.@::QSE) = “D(Eyéyﬁ) = 'D(Evha.a.:)
3) D{a,b,ec+4d) = D(Q!E:_@.) + D(Q}Q’Q)

4) D(a,b,e) # 0alsa, b, c onafhankelijk zijn.

Uit deze eigenschappen volgt dat D(ghgtg) = 0 als a,b,c afhankelijk zijn.

Neem basis 2, &,y & en zij t.o.v. deze basis

3

a = (3-1 aazsa3); b= (b1sb23b3); £ = (01 s023c3) .

Dan
D + a + + b + Db +ce + =
(aje, * 2, *ae,, be v e, +be, ce +ope, )
= b + + b - - b - b Die .
(a1 23 taybe tabe, -abe, -abe, -a, 201) (—1’92’23)

D(a,b,c) heet een 3 x 3 determinant. T.o.v. een basis e , e, & met grond-

maat D(Eq’gg’gs) = 1 noteren we de determinant:

a b ¢ =abec +abc +abc -abe -abec -abe .
2 2 2 1t 273 231 3712 1372 27173 3279

Dit is de regel van Sarrus.
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Opm. 1 Merk op, dal dit

Opm. 2 De determinant heeft bij een andere basis dezelfde waarde, als de

grondmaat maar 1 is.

Vb. 1 a b ¢
11 3
4 1 2| =-4-6+3+9+2-4=0-.
3 -1 -4

Dit klept, want a + 58 - 2¢ = Q0.

Yp. 2 32 a 1
b2 b 1 = -(a-b){b-c)(c-a) .
02 c 1
Rn Teneinde het onbekende begrip inhoud te kunnen defini&ren zoeken wij

een functie D(§1,...,g11) die voldoet aan de volgende axioma's:
1) D(J\é 28 w--;.@:n):?\D(a reess 8 )

2) D(a. seeeg B . geveyB .00y B )-—: —D(Q1,...,gj,... a ..,gn)

4 i!'
3) D(;D_‘*'_C_yéay---:én) = D(b.’éz!""_a;n) + D(£r§2,°--’?‘.n)

4) D(a ,...,@n) £ 0 als a,,+++,2  onafhankelijk zijn.

Als D aan deze axioma's voldoet, dan ook aD voor iederea % 0. We zullen straks
zien, dat dit de enige onbepaaldheid is. Er bestaat ecen functie, die aan de
axioma's voldoet; dit tonen we niet aan. We noemen zo'n functie een

n xX n determinant en interpreteren haar als een georiénteerd volume.

Gevolgen der axioma's:

5) D(§1,...,ggn) 0 als één der vectoren = Q

6) D(é},...LQIJ 0 als twee vectoren dezelfde zijn.

it

7) D(§1,...,§IJ blijft gelijk als wij bij één vector een lin.comb. van de

overige optellen.
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8) D(g1,...,§,_n) =0s8lsa,...,a afhankelijk zijn.

Neem in Rn een basis Bireeer & 213

n n
a, =2

a, j(1)=1 33(1),1 93’(1 ) g---,@n -=% aj(n),ngj(n) .

Dan geldt

. =L a, . - D . . .
Majroran) = 2500, 25(2),2 70 Byn)on D500 2 ()
Alg alle j(i) ongelijk zijn, dan is D(gj(1)"“’§‘j(n)) met 2) te maken tot

+ D(_e_>1,...,§_n). Als j(i) = j(k) dan is de bijbehorende term O.
Dus

D(.@1!---§-. ) = m(§1a---a§n) .

n

Omdat A niet van de waarde van D(g1 yeee ,(_a_n) afhangt, blijkt hieruit, dat
D(_@1 yeuo ,gn) op een vaste factor na vastgelegd is, en geheel vastligt door

keuze van D(§1 yooo ,gn). Hierover nmaken we de volgende afspraak.

Neem de natuurlijke basis in Rn:

(1,0,...,0)

= (0,1400.,0)

=n
dan is (x1 ,...,xn) = x.e, + ... * X, &5 Voor deze basis spreken we af, dat
D(g ,...,_e_n) = 1. We vinden dan voor de waarde van de determinant

819 Bqp ot B4y

By1 Bpp v By
(%) ) =% ta. a, cee A .

. - J(T)s1 J(2),2 J(n)sn
Bt % ot Bgp

De termen hebben het +teken als(3j(1),3(2),...,j(n)) in (1,2,...,n) is om te
zetten door een even aantal verwisselingen, en het -teken als deze omzetting

door een oneven aantal verwisselingen geschiedt.
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Opm. 1 De determinant heeft op alle bases dezelfde waarde, als de grondmaat

der bases maar 1 is.

a
1mn

« 8

nn

a

a_ &
11 21

a
12

i’

a
nt

Opm. 3 Volgens (*) is een determinant te beschouwen als een getal det A dat

toegevoegd is aan een vierkante matrix A.

Opm. 4 det A £ 0 dan en slechts dan als rang A = n.

1

0

0

2

o

1

0

0

0
0
1

6

3

0]

5

1

1-30 -6=-735.

Anders, met eigenschap 7 {vegen),

% 1 0
| 0 -1
t 0
2 1

1

0

0

0

0

4

0

0

0

1

1

3

1

0]

1

0]

-1

3
0
= =35
5
~35
1 1.0 10
1 0 -1 2 0
1 O 0 0 1
2 o 1 1 o0
1 0 0 0
0 0 3 0
= = %,
0 0 01
0O 1 0 O
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Opm. Eig. 7) mag wegens opm. 2) horizontaal en verticaal worden toegepast.

De De determinant van de matrix, die men krijgt door in
I -
8. .
1J
a « . . a
nt nm
de i° rij en je kolom weg te laten, heet de bij aij behorende onder-
determinant en wordt genoteerd Dij'
Stelling

890 ¢ i
a . . a
21 2n n+1
=a D =-a D +a D _+ ...+ (1) a .
11 11 12 12 13 13 m 1n

a « +o. 8
ni nmn

Bewijs: Reken maar uii. Vergelijk opmerking 1 in Rs'

Voorbeeld
12053 o -1 1 1 -1 1 1 0 -
T 01T gl o0 2l-2]lo0 o 2{-30 1 of -
0 -1 02 2 0 1 1 0 121
1 2 10

(~4-1) - 2(-2-2) = 3(-1-1) = -5 +8 + 6 = 9.

Anders, door eerst te vegen:

1 o 3 1 2 0
“1 2 2 0 L
0 -1 0 2|0 <1 0 2|7~ 2 1 =-(4-6+1-8)=9
2 1 0 1 2 10 ¢ -1 2
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§ 10. Gebruik van determinanten bij matrices en vergelijkingen

A.

Laat een matrix m rijen en n kolommen hebben. Door uit de matrix m-p
rijen en n~p kolommen weg te laten, ontstaat een vierkante matrix van
P rijen en p kolommen; men noemt zo'n matrix een deelmatrix.

De determinant van zo'n matrix heet een P X p onderdeterminant.

Stelling Als een matrix de rang t heeft, dan

1. zijn alle p X p onderdeterminanten met P > r nul,

2. is er tenminste één r x r onderdeterminant ongelijk nul.

Bewijs 4ls p > r, dan is elk stel van p rijvectoren afhankelijk, dus ook
de p rijvectoren van een p X p onderdeterminant zijn afhankelijk. Hieruit
volgt 1. Daar de rang r is, kunnen wij in de matrix een stel van r onaf-

hankelijke rijvectoren vinden.

Schrap nu de overige rijen, dan ontstaat een matrix van rang r, die dus

r onafhankelijke kolomvectoren heeft. Schrap nu de overige kolommen, dan

ontstaat een matrix met r rijen en r kolommen van rang r, die een deter-

minant # 0 heeft.

Opm. Uit het ongerijmde bewijst men het omgekeerde van deze stelling.

Beschouw n vergelijkingen met n onbekenden

X +a x 4 ... +ta x =b\
1 12 2 1inn 1
+ a + +v. + 2 =T

21 1 22x2 2n n 2?
a x + a + ... +a x =D

ntt n2"z n n)

of, geschreven met kolomvectoren,

(1) _@1)(1 +§2x2+...+§nxn=b_.

Stel dat de coéfficiéntendeterminant
D(é1 :ﬂzs"'r_a.-__n) 74 0 ’

dan zijnA§1,...,Qr1onafhankelijk, dus een basgis van Rn. Hieruit volgt,

dat (1) €én oplossing heeft.
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Op grond van (1) geldt

D + o 7t “ee =D cas .
(g,%, +a,%, B,% s 8,8,5-00,8,) = Nba,,8 ,..0,a )

Met eigenschappen van determinanten is dus

X1D(§1 ’@2’“"&1'1) = D(.Il’a !§-._33-'-5§n) .

=2
Dus
, HD(E 9@23Q3""s§n)
1 D(§1’§2!§35“"2n) ’
Evenzo
D(.@.1,§2!--"h s-"’@:n)
Xi =

Da, s, rerer 8 e )

Dit is de regel van Cramer.

Voorbeeld 7

-— + = -
2x1 X, 5x3 2
+ - =
3x1 x2 x3 10

Il
|
—
-

. .
- X1 - 2X2 + 35}[3
Men wvindt

D(a,z,,a,) = -5; D(b,a,,a.) = -10; Da,,b,a,) = -15; D(a, ,a,,b) = 5.

3 20200
Dus x, = 2, x, = 3, X, = -1.
Yoorbeeld 2
Goey Y08 =4,
! Wij lossen e, en e, op als functie van j1 en j2:
6o ¥ Gpp8 = dy
Iy Gy,
o = I, % Jy T T ds o
1 |G G e - G ‘
11 12 11 22 12 21
G G
21 22
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-j G +j G
J J2

.

G, G G, G
12 11722 12721

0]
I
g Q] @ Q2
41 2] . o
|
1

21 22

I
(2) Z a, . .x,=0;1=1,0..,n.

Uit de stelling van § 6. volgt dat de dimensie van de oplossingsruimte
> 0 is als de rang van de matrix der coéfficinten < n is.

Anders gezegd:

Stelling Het stelsel (2) heeft dan en slechts dan een van de nuloplossing
verschillende oplossing, als de determinant der coéfficiénten

nul is.

Voorbeeld 1

Het stelsel 2x1 + ax2
5x1 + 5x2

heeft een oplossing % (0,0) als

fl

= 0, dus als a = 10/5.

2 a
5 5

Voorbeeld 2

Als in R2 de drie rechten

1]

P1x + q1y + T,
(1) px+aoy+r,
p3X + q_3y + I‘3

It

)

een punt x = a, y = b gemeen hebben, dan betekent dit dat de vergelijkingen

-+
e
[
+
H
ot
il

P X
(2)  p,x+aq,
px +tgqy+rt

0

[
+
H

o+
1]

een oplossing (x,y,t) = (a,b,1) hebben.

Dus moet dan
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Is omgekeerd van de drie rechten (1) gegeven dat (3) geldt, dan hebben de
vergelijkingen (2) een oplossingsvector (a,b,c) % (0,0,0). Is hiervan

o] # 0, dan mogen we wel veronderstellen dat ¢ = 1 (immers voor elke A ig
ook A(a,b,c) een oplossingsvector). Dit betekent dan dat de rechten het
punf X =8, y = b gemeen hebben.

Is echter ¢ = 0, dan voldoet (x,y) = (a,b) # (0,0) aan het stelsel verge-
lijkingen

Px+taqy=0

p,x + .y = 0

P,x +qy =0,

dus
rang P, q, = 1.
Py Q4

Dit betekent dat de rechien evenwijdig zijn en als ze verschillen hebben

ze dan geen punt gemeen.

Voorbeeld 3

InaR2 is de voorwaarde, dat de 3 punten

A= (x1,y1); B = (xz,y2); C = (xs,y3) op één rechte liggen, de volgende:

y Iy !
x& ¥, 11 = 0
3 Yy 1

Hieruit volgt, dat de vergelijking van de rechte door de punten A = (x1,y1)

en B = (xb,yz) als volgt in determinantvorm kan worden geschreven
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Voorbeeld 4

In R3 is de voorwaarde, dat 4 punten

A= (X1 2 151); B = (xzyy2,22); C = (x3!y3yz3); D= (x4!y4yz4)
in één vlak liggen, de volgende:

x, ¥, z1 1

X, ¥, 2Z, 1 —
X, ¥, 2, 1 '
X, ¥, z4 1




HOOFDSTUK V. COMPLEXE GETALLEN

§ 1. Definitie

De re€le getallen hebben als meetkundige voorstelling de punten op de getal-
lenrechte. In de verzameling der reéle getallen is de vergelijking X+ 7T =0

niet oploshaar.

We gaan nu uit van het platte vlak, opgevat als een vectorruimte met een
basis, bestaande uit twee vectoren (1,0) en (0,1), die we 1 en i noemen. Een

vector a kunnen we schrijven

We gaan voor deze vectoren een product definié&ren, dat weer een vector is.

Zija=ea1+al en b = b11 + bzi. We eisen nu dat 1 . 1 = 1 ;

lJ.i=3i.1=1341.41i=-1 en worden daardoor geleid om te definidren
a.b=(s1+ai). (b1+bi)=C(ab -ab)i+(ap, +ab)i.

Het zo gedefinieerde product voldoet o.a. aan de volgende rekenregels, die

voor het product van reéle getallen wel bekend zijn:

[\
o~
o
+
o
g
It
o
o
+
o
|l

(ga na!). Door de invoering van dit product hebben we deze vectoren tot

complexe getallen gemaakt. Voorlopig zien wij nog niet, wat het product meet-

kundig betekent.
Wel zien wij dat, als 2, = b2 = 0, de productformule luidt:

al . b1

= a1b11..
Dus blijkt dat deze vermenigvuldiging, als men haar beperkt tot de vectoren
op Ge horizontale rechte (d.w.z. de rechte, waarop de vector 1 ligt), overeen-

komt met de vermenigvuldiging der reéle getallen.
Maar ook

al+b1=(a +b)1

dus ook de optelling van vectoren op de horizontale rechte komt overeen met

die der reéle getallen.




Een deel der complexe getallen, namelijk die op de horizontale as, vormt dus

de getallenrechte met bijbehorende vermenigvuldiging en optelling.

Afsprask: Laat 1 weg en laat de sireep onder i weg.
Dan zijn de complexe getallen: a + bi.
De verzameling der complexe getallen a + bl omvat dus de verzame-
ling der reéle getalien a.
De cobrdinaatas, die de reele getallen bevat, noemen we de reéle

as, de codrdinaatas die het getal i1 bevat de imaginaire as.

Het product A(a%—bi) kunnen we nu echter op twee manieren opvatbten, nl. als
de vermenigvuldiging van de vector a+bi met de scalar A of als vermenigvul-
diging van de twee complexe getallen A = A+01 en a+bi. Het kan geen kwaad,

want de uitkomst is in beide gevallen Aa + Abi.

Vb 1 (4+3%i) +(5-4i) = 9-1 .

0-1-6.i° =8-1 .

i

Vb, 2 (2+31){(1-2i)

Vb. 3 (2+3i)(2-31) = 2°+3°% = 13
4+i (a+i)o+3i) 8+14i-3 5 14,
Yo & 5735 T (2 CsiNe+3i) - 13 13 T izt
2+4i  2(1+2i)(1-d) ,
Yo. 5 51 ° 1+1 =5+1 .
Vb, 6 i = -1, 1% = -i, i* =1, i* =1 (k geheel).

Er is ook een getal met 2 = i, nl.

<1+i>2 _if2i-1
\E 2

Def.| 2ij 2z = a+1ib. Wij definiéren van z het reéle deel Re z, het imaginaire

deel Im z, en de modulus |z = r als volgt:

Rez=a3jInz=">0; |z| =7 = d 2 + b2 .

Onder het argument arg z = ¢ verstaan wi]j de hoek(en) ¢ waarvoor geldt:
Rez=rcosgen Imz =1 ging .

Als Re z = 0 heet z zuiver imaginair.
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Opm. Blijkbaar is arg O onbepaald. Voor = # 0 is het argument ¢ bepaald op
een veelvoud van 2n na, d.w.z. als ¢ argument is dan ook ¢ + 2k=n.
In de complexe functietheorie maakt men de afspraak - n <arg z < n
om te bereiken dat elk complex getal, behalve O, precies één argument

heeft. In dit dictaat maken wij deze afspraak niet.

Uit de definities volgt
z =a+ib=Rez +1iImz =2(cos o + i sin g) .

Een complex getal kan dus op twee manjeren worden geschreven:

1) |z =a + ib 2) |2z = (cos @ + i sin ¢}

Bij de eerste schrijiwijze wordt het complexe getal uitgedrukt met behulp
van zijn projecties a en b op de assen, bij de tweede schrijfwijze door zijJmn

modulus r en argument Q.

Vb. z =2 - i heeft modulus r = {5 en argument ¢ = - arctan + + 2kn.
Denk erom dat arctan tussen - ¥ m en & n ligt!

zZ = - 2 + 1 heeft modulus r = {5 en argument ¢ = - arctan + + 1+ 2km.

Vb, arg(— i) ='§ n, |- il = 13 arg 2 = 0, 2| = 2.

arg(1 + 1) ='i n, i1+ i ='{2; arg(- 1) ==, |- 1] = 1.
Stelling | Voor modulus en argument gelden de volgende eigenschappen:
1)z, i<zl + la
2) |Z122| = |z!l . |z2| en arg(z1zz) = arg z_ * arg z,
Z

3)

4
zZ
2

EN z,
= -I?ET en arg('z—) = arg 21 - arg Z2 -

2

Bewijs 1) met de driehoeksongelijkheid.

Bewijs 2) Als z, = r1(cos ?, + i sin m1) en z, = rz(cos 9, * i sin @2),

dan

z1z2==r1r2[003 9, cos ¢, -sin @ sin m2-+i(cos ¢, sing, +sing cos mg)] =
=r 1 [cos(y +p,)+1 sinle +9,)].

Bewijs 3) analoog aan bewijs 2), of uit 2) door te stellen B, =%, - -
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Gevolg Het is nu mogelijk om het getal z,2, te construeren als z, en z,

zijn gegeven, immers

Zz Z Z
12 1

arglz 2z ) =arg 2 + arg z_ €n = .
g( 1 2) arg 1 are 2, z2 1

Defd Als z = a + ib dan heet z

a - ib de geconjugeerde van z.

Stelld Voor de geconjugeerde z van een complex getal z gelden de volgende
ple ling g

eigenschappen

1) z 7 = lzlz 2) z +2 =2Re z

5) 2,2, =3, z, 4) z, + Z, = Z, + zZ,

5) z=z2 6) Z = 74 z redel

7) arglg = - arg 2 8) yE| = ]zl .

Ben complex getal werd gedefinieerd als een vector uit de oorsprong O. Het
eindpunt van deze vector heet het beeldpunt van het complexe getal. Daar
grootte en richting deze vector vastleggen, kunnen wij het complexe getal

ook voorstellen door een vrije vector, gelijk gericht met en even groct als

de van O uitgaande vector. Van vrije vectoren zijn dus slechts grootte en

richting van belang.

2
stelt het complexe getal z, - %, VOOT, de afstand van de beeldpun-

Stelling| De vrije vector van het beeldpunt van z, naar het beeldpunt van z

ten van z, en z_ is lz -z
1 2 2 1

Vb. 1 Drie vrije vectoren die een driehoek in dezelfde zin doorlopen hebben

gom nul.

Vb. 2 De verzameling der beeldpunten der complexe getallen z, waarvoor

]z| < 3, is het inwendige van de cirkel (O,}).

Vb. 3 Wat is de verzameling der beeldpunten van z, waarvoor |z + 2i[ >17?

De verzameling bestaat uit alle punten z waarvan de afstand tot -2i
groter dan 1 is, dus uit alle punten buiten de cirkel met straal | en

middelpunt -2i.

Vb, 4 Idem met Im z = - 3,




Vb. 5

&

I
..

V.S

Idem met Re z > 2.

Idem met Re z = ]z - 1[.
De verzameling bestaat uit alle punten z waarvan de afstand tot de
imaginaire as gelijk is aan de afstand tot 1. De verzameling is dus

een parabool.

Idem met lz + 3] = |z - i|.
De afstand van z tot -3 is gelijk aan de afstand van z tot i voor z

op de middelloodlijn van -3 en i.

Idem met [z + 5| + |z + 3i] = 8.
De verzameling bestaat uit alle punten z waarvan de som der afstanden
tot -5 en tot -3i gelijk is aan 8, en is dus een ellips met brandpun-

ten -5 en -31i en lange as 8.

z -3 . . . ..
Idem met >+ T 15 zulver imaginair.
z -3 . . . .. . m T
7+ 1 1§ zuiver imaginair als arg(z - 3) - arg(z + i) = 7 of - 7 .

De meetkundige plaats is de cirkel met middellijn van 3 tot -i met

uitzondering van het punt -i.

4

e_

Definitie: Een rij complexe getallen is een functie die gedefinieerd is

op de verzameling der natuurlijke getallen, met functiewaarden

die complex zijn .

Definitie: De rij complexe getallen 01, 02,..... heaeft de limiet ¢,

(lim c, = c), als bij elke reéle ¢ > O een redel getal N
n - o

bestaal zodat voor alle natuurlijke getallen n » N geldt

[cn—cl < €

Stelling., Als lim c, = ¢ en lim dn = d dan is

n - &c nn —-

lim (cn+dn) =¢c +d,
n —+ oo

lim  ec_d = cd en, mits d # 0O,
nn
n - oo
°n
lim =
n—eo n

o

Bewijs: Analoog aan de overeenkomstige stellingen voor limieten van re&le

functies.
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Voorbeeld 1: lim 2" = 0 voor [z] < 1.
Il — o0

Voorbeeld 2: lim z° bestaat niet als |z| > 1.
N - o

Opmerking: Uit de stelling volgt dat, als ¢ =~ a +ib (an en b redel),

lim a =a en lim bn = b, geldt: ook lim ¢ = g+ib.
I — o0 n-—- o n—+w
Maar ook omgekeerd: Als c, =& tib en lim ¢ =c,

I — co

dan geldt dat lim & en lim bn bestaan, en dat

n — oQ n — oo

lim a = Re cen linm b =Imc.
n—boon n-—+o«

Bewijs: Z2ij ¢ = a+1ib, dan is

lo-c = l(a-a)+ilb-b)|*=]a-al®+b-n|?

zodat uit [c - c | <e volgt |a-a | <een |[b-b | <e .
n n n

Stelling: Als ¢ =1 (cos ¢, +1i sin ¢n), lim r, =renlim ¢ = ¢
n -+ oo n —

dan geldt:

lim G, =T (cos @ +1i sin ¢).
n - oo

Bewijs: met a =r7T cos g en bn =r sin g geldt

n
lim a = r cos g en lim bn = T sin 9, zodat
n —+o n —co

c. =a +ib_als limiet heeft r {cos ¢ + i sin ¢).
n ‘n " n
V. 3¢, = \e/gkcos g + i sinjf) (c = r(ces ¢ + i sin ¢) # 0, const.),

lim ¢_=1. {(cog O +1i sin 0) = 1.
n—-oon

(Merk op dat voor alle n geldt (cn)n = ¢, dus °n is een n-de machtswortel

uit het complexe getal c.).




n

i
Vb. 4 cn=<1+n— (x redel £ 0),
5= feul V(14 32) = XY/ ( gy </
X n X

9, = arg ¢, = n . arctan i ;-arctan o
2 x2

limr =1 (wegens 1 <r < e )

lim ¢ = x. lim L arctan £ = Xy

n n
n - o
dus

lim cos ¢, = €08 X,

n - oo
lim sin ¢ = B8in x,
n —»&
. \h
. ix L
lim (1 + ?T) = gos ¥ +1 8in x.
n -

Met andere woorden: de in hoofdstuk I, § 5 gedefinieerde functie f,

f(x) = lim (1 + f)n '

n —+ o9

kan ook voor zuiver imaginaire waarden van het argument worden gedefinieerd

door
f(ix) = cos x +1i sin x (x redel).
Bovendien geldt:

£(ix} . £f(iy) = (cos x + 1 sin x) ( cos y + 1 sin y) = cos(x+y) +

+1sin(x+y) = f(i(x+y))

zodat het voor de hand ligt om de uitdrukking cos x + i sin x af te korten
ix
tot e™ 2

ix s s
e =co8 x#+1s8inx (formule van Euler).

. . - z
In overeenstemming hiermee defini&ren we nu e voor complexe zZ.
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Def. Als z = x + iy (x en y redel) dan e’ = ex(cos y + i siny) .

Evenals voor de reéle exponentiéle functie e* geldt voor de aldus gedefinieerde e de

Z +3z a2
2 1

Stelling e | —e e ?.
Bewijs 2ij z, =x, + iy1 en z,=x, + iy2, dan is
2y % X o 2 ,
e e =¢e (cos y, + i sin y1) e f{cos y, + sin yz) =
X1+K2
= e [cos(y1 + yz) + i sin(y1 + yz)] .

De definitie heeft zeer belangrijke gevolgen:

1) AMlsz =x+1iy (x en y reéel) dan |[le?] = e*| en |arg e =y | .

2} | cos g = e + e-im) en |sin o = é% (2 - %) | .

Bewijs: Uit de formule van Euler:
e —cosg +ising en e ' =cosp ~ i sing .

5) De complexe getallen e1cP hebben hun beeldpunt op de eenheidscirkel lz] = 1,

immers dit is het geval voor de getallen cos ¢ + i sin @.

1 . . = ni
. & ni . ni 2 .
20 is e =13 e = -1 3 e = - i
_l_ - -
ni 1 . 2ni 2kni
e = v: (1 + 1) en e =1 =g .
2

4) Elk complex getal 2z = x + iy is te schrijven als z = T e'?.

Dit volgt direct uit de schrijfwijze z = r(cos ¢ + 1 sin @) en uit de

formule van Euler.

5) Een complex getal vermenigvuldigen met elw betekent meetkundig:

de vector draaien over 9.

. - - 1¢0 . i l(¢ +¢o)
Bewijs: 2ij Zy = T,® dan is z e =r,e .




Vb, 1

opl.

Vb. 2

opl.

Vb, 3

opl.

opl.

V.9

.3 . .
Druk sin"@ uit als som van sinussen van ¢ en veelvouden.

. |3
. 3 elw - e—l¢ 1 3ig ig ~ig -3ig
gin"g = ) =3 [e - 377 + 3e - e ] =
a8i
3ig -3ig ig -ig
-1 |e - & e - e .
= jr o1 -3 o1 = - Hsin % - 3 sin 9) .

Druk cos 39 uit als som van machten van cos 9.

Re(eBlw) = Re[(elw)B] = Re(cos ¢ + 1 sin m)B =

I

cos 3p

Re[0053m + 3i cosgw sin ¢ + 312003 P sinzm + iasin3m] =

cossm - 3 cosQ sinzm 4 0053@ - 3 cos @ .

it
fl

ia
Wij zagen dat het beeldpunt van z = et y als & loopt van O tot 2m, in
het complexe vlak de eenheidscirkel doorloopt.
Welke baan beschrijft nu het beeldpunt van

= ol +igla

als o loopt van O tot oo, en p en g # 0 reéel en vast zijn?
Daar z = e . & ig lz] = ¢ = e en arg 2 = ¢ = qu

p9/q

dus (elimineer a) r=ce ,» de vergelijking in poolcodrdinaten van

een spiraal.

Wanneer z de eenheidscirkel doorloopt, welke baan beschrijft dan

__1 s
=9z °

Wij kunnen stellen z = e’ met 0 < ¢ < 2n. Dan

1 1 1 +cosg -1 sing
W = iqj = = 5 5
1 +e 14+ cos ¢ +1ising (1 + cos ¢) +s8in ¢

_ i sin g "l—litanl
o1 + cos @) 2 2 2 ?

1 + ¢cos g -1 gsin g
2(1 + cos m)

1
2
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1 - .1 1
Dus Re w = , en In w = 5 tan 5 @
1
Dus als g: O , CELEE L ’ 'g n o, 21
. 1 1 1 1., . 1 1 1
dan is w : ERI R R i R / 4+ oo, Stz i, >
¢ =n, 2 = -1 1s uitgezonderd.

Vb. 5 Bewijs dat, als z op de eenheidscirkel ligt,

Re(g4tl) =0 .
z -1

opl. (Algebr.)

. 1 s oA
z+1 _ e ? + 1 _e* 4. f ¢ _
= = = S —T o =
z -1 P 4 R
1 _ 1
= e i B T 2l 1. i cot 1‘@
2 ZW_mEle i 2
opl. (Meetk.)
arg(z'+1) = arg(z + 1) - arg(z - 1) =+
z~-1 -2
§ 3. Vergelijkingen
Wij bespreken vergelijkingen van de vorm
— n -1
P(z) = a,z +az teeota zta =0 (ai, z complex, a £ 0).

Hoofdstelling van de algebra

De vergelijking P(z) = O van graad n = 1 heeft tenminste één wortel z .
De hoofdstelling wordt later bij de functietheorie (leer der functies van een

complexe variabele) bewezen.

Opm. Vergelijkingen met re&le coéffici&nten behoeven geen redle wortels te

hebben,bijv. X +1 = 0 heeft geen reéle wortel.

De reststelling geldt ook voor polynomen P(z), dus:
Als P(z) = O wortel z, heeft, dan is P(z) deelbaar door z - z .




Deel, dan P(z) = (z - zt)Q(z), Q(z) graad n-1.

Maar volgens de hoofdstelling heeft ook Q(z) = O een wortel, dus

P(Z) = (z - 21)(2 - ZZ)R(Z)- Zo voortgaande vinden wij:

Stelling | Iedere veelterm van de graad n met complexe coéfficiénten is

product van n veeltermen van de graad 1:

n n-1
aoz + a1z t ... T an_1z + an = ao(z-—21)(2-—22)...(2-zn) .

Opm. De ZoyeeesZy behoeven niet verschillend te zijn.
Gevolg ZEen vergelijking van de graad n heeft niet meer dan n wortels.

Men zegt wel eens wat onnauwkeurig, dat een vergelijking van de graad n precies
n wortels heeft. Hiermee is bedoeld, dat de getallen, die meermalen onder

ZysererZy voorkomen, ook meervoudig worden geteld.

Stelling Als a z’ +az | +...+a z+a =0 reéle coéfficiénten a,
heeft, en als Zo = p + iq een wortel is, dan is ook,Ea= p - iq een

wortel.

Bewijs

Vul in, dan is ao(p-fiq)n + a1(p4-iq)n-1 + ... + an_1(p-+iq) + a = a.
Neem de toegevoegde complexe wzarde links en rechts, d.w.z. vervang overal

i door - i. Daar de 3 regel zijn, staat er dan
Y ! , AN .
- - e - +a_ =
a(p-ig)" +a (p-iq) " + ... +a (p-ig) +a =03
dus p-1iq is een wortel.
3 2
Voorbeeld 2z~ + 2z + 2z +a = Q.

Gegeven is, dat a redel is en dat de vgl. een zuiver imaginaire wortel % 0

heeft. Gevraagd a en de wortels.

Op grond van de steiling ziet men dat de wortels moeten zijn van de gedaante

z = ip, - ip, g met p, q redel en p # O.

De vergelijking moet dus luiden (z° + p°)(z - q) = 0. Dus

2
2’ - qz° +p’°z - p°q = 0

-moet identiek Zijn met 20+ 222 + 2z +a=0.

Hieruit volgt q = - 2, p2 =2, a = 4. De wortels zijn dus - 2, i{2, - iJZ-




Binomiaalvergelijking 7" = ¢ (n natuurlijk, ¢ complex)

Methode:
Schrijf ¢ = r elcp, dan staat er z" = 1 &7 = p o P T 2KM
Modulus: |z''| = |z|® = dus |z =\I}f;,
Argument: arg z© = n arg z = ¢ + 2kn  dus arg z =%+-2i_“ .
De oplossingen van de binomiaalvergelijking zijn dus
i{p + 2kn) ig
Z=\n/;e & ,k=0,1g2,--.,n—‘|,uitgeschreven\ry;en ,\r}/;e n

ile +am) i(g +2(n=-1)n)
%e n ,...,%e . n .

V.1

S

i§9+2n!

In het complexe vlak vormen deze wortels een regelmatige n-hoek, waarvan \ry;

de straal van de omschreven cirkel is.

.Vb. 1 Los op de vergelijking 2t = 2\(2(1 +1)

i

. T+2k‘l‘[i n
Opl. =z = 4e duslz|=\[2 en4argz:z+2kn, dusargz=-:]n—g
met k = 0,1,2,3.
o 9. . 17 . 25 .
— i == i — ni = qi
z1=\[2 et y Z =‘I2 e”5 y Z =\[2 e16 y T ={2 916 .
i
Vb, 2 (z+2i)3=i, dus (z+2i)3=e
. . n
dus |z + 2i| =1 en 3arg(z+21)=5+2kn
- <E+2kn>i

arg(z+2i)=%+_5£-1)e wortels zijn dus z + 2i = e 3

Ly

. 6 . 1 1. 1 3.
= - = - E ol = == -

21 2i + e 21+2\/_3 21 2\1_5 21

5

= ni . 1 1. 1 3.

= - + - = - -

z, = -2i + ¢ 21 2\1_3 2t 2\{_5 2t

3 .

o ond
z. = =21 t e = -2 - 1 = «3i .

+

kn
2
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Vb. 3 2> - 621 - 15 - 81 = 0. Kwadraat afsplitsen geeft

i arctan 4/3 + 2kmi

2 .
(z - 3%31) " =6 +8i =10 e , dus de wortels zijn

53+ {10 oF T arctan &/3 + ki _ o o b i arctan 4/3

z = -
=3ii\1—1'0[cos(% arctan %) + 1 sin(7 arctan %)]=
=51+\/_o \/:5+11F =5ii(2+i)\f_.
To. 4 2% = -6 + 8i = 10 ei(n-—arotan 4/3) + zkni, dus
o =z ilioen Bhaotan a/s g (2 L) i Va(a 1)
(s s

§ 4. Complexe functies van een reéle variabele

Een complexe functie van een complexe variabele z is een voorschrift,

g
5

volgens hetwelk aan elke geoorloofde complexe z een complexe functie-

waarde wordt toegevoegd.

Zo zijn w = ez, w = (voor z # - 1) complexe functies van de

1+ 2
complexe variabele z.

De zeer belangrijke theorie van deze functies wordt in semester 5 be-

handeld. Nu beperken wij ons tot

Ben complexe functie van een reéle variabele x is een voorschrift

o
@
b

!.

volgens hetwelk aan elke geoorloofde reéle x een complex getal wordt

toegevoegd.
Vb. f(x) = (ix + 1)3 =1 - 3x2 + i(5x - xa)

Algemeen kunnen wi] schrijven f(x) = u(x) + iv(x) met u(x) en v(x)

reele functies.

Def.| Bij de complexe functie f(x) van een reéle veranderlijke x zeggen wij dat

lim £(x) =L,
X+«

als « verdichtingspunt van de definitieverzameling van f is en als bij
iedere reéle £ > 0 een omgeving van « bestaat, zodat voor alle geoor-

loofde x # o in die omgeving geldt dat
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l£(x) - L] <«

(hierin is « een redel getal, = of - “0.

In het speciale geval van een rij van complexe getallen komt deze definitie
overeen met de in 9 2 gegeven definitie. Analoog aan de manier waarop de
opmerking na de eerste stelling van § 2 werd mangetoond, kan men de volgende

stelling bewijzen.
Stelling | Zij f(x) = u(x) + iv(x) en L = M + iN met u(x),v(x),M,N redel. Dan
geldt dat

lim f(x) =L
X - Q

dan en slechts dan als

lim u(x) =M en Llim v(x) =N .
X = q X -«

Blijkbaar kan men de limiet van een complexe functie van een reéle variabele
berekenen via de limieten van het reéle en het imaginaire deel. Hetzelfde
geldt voor de afgeleide en de integraal van een complexe functie van een

reéle variabele. Voor f(x) = u(x) + iv(x), met u(x) en v(x) redel, geldt dus:

1) lim f(x) = lim u(x) + i lim v(x)
X - o X~ q X~

2) f’(x) = u'(x) + iv'(x)

) ﬁmh=umu+4mmx

b b b
4) f ﬂﬂw=‘juhhx+if v(x)dx .
a a a
Yoorbeeld
d ix d . . . . . . . . ix
- (e™™) =4 (cos x+1i sin x) = - sin x+1i cos x = i{cos x+i sin x) =i e

Algemener geldt voor een complexe constante «

Stelling -f; () = ae™ en feaxdx =& ¥ 4 ¢ (« £ 0).




Bewijs Zij @ = p + iq, dan
o d + 3 d
é& (e™*) = . e(P ig)x == [eP*(cos gqx + i sin qx)] =
= é&'(epx cos qx) + i éi (eP* gin qx) =
= pepx(cos gx + i sin qx) + iqepx(i sin gx + cos qx) =
- (p + iqelPHIUT _ g ox
Voorbeeld
j;x cos x dx = j;x Re e ldx = R%jexelxdx =
= Re eGi‘i)xdx = Re( ! e(1*.i)x + C) =
1+1 _
=2 e e(i1-1)e™ + D =% ™ Re(1-1)(cos x+1i sin x) + D =
X .
=4 e (cosx + sinx) +D .
(C is een complexe constante en D = ReC.)
Def. | Ben complexe vectorruimte is een verzameling dingen, genaamd vectoren,

waarin is gedefinieerd een som x + ¥ en een scalair product Ax

(a complex) zodat de bekende rekenregels gelden.

Wij hebben steeds met reéle getallen gewerkt, maar de gehele theorie geldt

ook wanneer wij complexe getallen gebruiken.

De lineaire vormen in 3 variabelen met complexe coéfficiénten

az, + b22 + Cz, VOTmen een vectorruimnte over de complexe getallen.

De complexe functies £(t) van de reéle variabele t, dus u(t) + iv(t)

vormen een vectorruimte omdat £(t) + g(t) en (a + ib)f(t) weer complexe

functies zijn.




§ 5. Hyperbolische functies

ix -ix ix -ix
. e + e . e - e . e ..
In analogie met cos X = -“_—“5"———- en sin x ="“—§I———“ definiéren wij
thans de functies
x -X X -X X -X
e+ e . e - e g - @ inh x
cosh x = ——F—— § ginh x = =7 3 tanh x = = = ;
2 2 ex + e—x cosh x

dit zijn reéle functies, gedefinieerd voor elke x.
Wij merken op, dat
cosh 0 =1 3% sinh O =0 3 tanh 0 = O

cosh (-x) = cosh x ; sinh (-x) = - sinh x j tanh (-x) = - tanh x .

(even) (oneven) (oneven)

Er gelden verder vele formules, b.v.

X

It

2 . 2 .
cosh ™ x - sinh x =1 e cosh x + sinh x

en somformules die mooier, maar onbelangrijker zijn dan in de goniometrie, b.v.

cosh{x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y

sinh(x + y) sinh x cosh y + cosh x sinh y .

Voor differentiéren geldt

ta.nhx=—1—-.
2
cosh 'x

. 4
sinh x = cosh x ; ax

d . d
~=~ ¢cosh x = sinh x ;'EE

dx
Wij merken nog op, dat cosh x > sinh x voor alle x, dat

lim tanh x = lim =2 =1 enr 1im tanh x = -1 ,

X — 0o x—-)oo‘|+e— X -+ — o

en kummen dan de grafiek tekenen.

Opm. Door x = a cosh t en y = b sinh t wordt een parametervoorstelling ge-
geven van een tak van de hyperbool
2

o [
1l
=y

X
2
a

Opm. Als x van - o t0t + o loopt, doorloopt sinh x monotoon stijgend alle

reéle getallen. De omkeerfunctie vindt men uit
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e _oye* -1 -0,

et = vy + qyz + 1 (omdat ex p O) ’

x = log(y + Uyz + 1) voor alle reéle ¥ .
D¢ afgeleide der omkeerfunctie is
dx _ _ 1 __
dy \Jy2+1
Voorbeeld (Kettinglijn).

Beschouw een vrij hangende homogene ketting, die zich slechits onder invloed

van zijn eigen gewicht bevindt. Welke kromme zal de hangende ketting volgen?”

Opl. Zij S(x) de spanning in P, en S(x + h) die in Q,
dan is
0

)
vert.comp. S{x + h)sin a{x + h) - S(x)sin a(x) = o PQ

horiz.comp.: S(x + hjcos alx + h) - S(x)cos a(x)

waarin ¢ = gewicht per iengteeenheid van de homogene ketting.
Dus

[S(x)cos “(X)]' =0 en [S(x)sin a(x)]' =g lim 8 g

W0 h ~ cos a(x)

Uit de eerste vergelijking volgt S(x}cos a(x) = ¢, ingevuld in de tweede

[9)

é% [c tan a(x)] = o5 alx) = V1 + tan’a(x), want [a(x) | <:g . Dus

d tan a(x)

3 =5 ax ,
V1 + tan a(x) ¢
log[ tan a{x) + V1 + san‘a(x)] ='% x+C = % (x-~a) .

Op grond van de zojuist gemaaskte opmerking volgt nu dat

JEPIUR < A« 4
tan a(x) = sginh o (x a) = ix ’

y = f cosh %‘(x-—a) + A .

Daarom heet de grafiek van cosh x wel de kettinglijn.
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Voorbeeld (Hangbrug).

Beschouw een kabel met verwaarloosbaar gewicht en een daaraan opgehangen weg-
dek met gewicht ¢ per horizontaal gemeten lengieeenheid. Welke kromme zal de

kabel volgen?

Opl. Ontbinding van de spanning S(x) in zijn horizontale en verticale com-

ponent levert weer

-+

S(x + h)cos a{x + h) - S(x)cos a(x)

0,

h) - 8(x)ein a(x) = oh .

+

S(x + h)sin a(x

Dus [S(x)cos a(x)]' 0 en [S(x)sin a(x)]' = g, Uit de eerste verge-

lijking volgt S(x)cos a(x) = ¢, uit de tweede daarna

é& [¢ tan a(x)] =0 ,
y' = tan a(x) = % x+C= % (x-a) ,

g 2
Y = o (x-a)" +b .

Dit is de vergelijking van een parabool met verticale as.




1.

Appendix: De kromtestraal

4.

Teken van y"

Z2i) gegeven een kromme y = f(x). De meetkundige betekenis van de eerste
afgeleide in een punt P is de tangens van de hoek o, die de raaklijn in P
maakt met de positieve x-as. Als de eerste afgeleide positief is, dan is
de functie toenemend. Als de tweede afgeleide positief is, dan is wegens
y" = (y')' de eerste afgeleide toenemend, dus dan draait de raaklijn vol-
gens ﬂ; de kromme is hol naar boven. Als de tweede afgeleide negatief is,
dan is de eerste afgeleide afnemend, dus de raaklijn draait volgens \r,

dug de kromme is bol naar boven.

' (x) + 0 -
£1(x) toenemend extreem afnemend
f(x) hol = concaaf buigpunt boel = convex

2
Voorbeeld 1 y = x -9x 5 ¥' =3x -9 3 y" = 6x -

Bij x = 0 treedt een buigpunt op; voor x >0 is de grafiek hol en voor

x < 0 is hij bol.

Kromming

Als de eerste afgeleide groot is, dan is de kromme snel stijgend. Als de
tweede afgeleide groot is, dan is wegens y" = (y‘)' de eerste afgeleide
snel stijgend; de raaklijn draait dus snel; de grafiek is sterk "gekromd".

Het begrip kromming dient echter nog te worden gedefinieerd.

Def. | Het kromtemiddelpunt M, behorend bij een punt P van een kromme, is
de limietstand van het snijpunt van de normalen in P en in een na-
burig punt Q van de kromme, wanneer Q tot P nadert.

De kromtestraal p in P is de afstand van P tot het kromtemiddelpunt.

De kromtecirkel van P is de cirkel (M,p).

Vb. De kromtecirkel van een punt van een cirkel is die cirkel zelf.

Wij leiden een formule af voor de kromtestraal in P = (a, f(a)) van de

kromme y = £(x). De vergelijking van de normaal in P is

[y - fla)le'(a) +x —a =0
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en van de normaal in @ = (a + h, f£{a + h))

[y - f(a +h)Jf'(a +n) +x-a-h=0.
Voor het snijpunt S = (xs,ys) van beide normalen geldt

ys[f'(a +h) - f’(a)] =h + fla + h)f'{(a + 1) - f(a)f'(a) .
Deel door h en neem de limiet voor h — 0, dan S +Men

gt (8) = 1+ [0y =1+ @)+ ta)enta)
dus

[r1(a ]2
Yy - f(a) = ! +f&%as ) en

Xy -a=- f'(a)[yM - £(a)] .

De kromtestraal p = FM is

3
' /
V(XM -a) + (o - £(a))° = {1 + ﬁgngzgﬁz} 2 .

Als £"{(a) > 0, dus als de kromme concaaf is in P, dan ligt het kromte-

middelpunt hoger dan P.

Als f"(a) < 0, dus als de kromme convex is in P, dan ligt het kromte-

middelpunt lager dan P.

In beide gevallen liggen de kromtecirkel en de kromme aan dezelfde kant

van de raaklijn in P.

Als f"(a) = 0, dus zeker als P buigpunt van de kromme is, dan verdwijnt

het snijpunt 3 naar het oneindige.

Def.| De kromming K(P) van ¥y = f{x) in het punt P is het omgekeerde van

de kromtestraal, dus

_ [ £ (a)]
K(P) = {1 R [f'(a)]2}3/2

K(P) kan ook als volgt worden gedefinieerd. Zij ¢ de hoek tussen

g

de raaklijn in P en de rasklijn in een naburig punt @ van de kromme.

P
Zij PQ de lengte van het stuk kromme tussen F en Q. Dan is
2.

lim 2%

Q-+ P PQ

K(P) =

»
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Voorbeeld y = log x. In welk punt P is de kromming maximaal? Bereken daar

de cobrdinaten van het kromtemiddelpunt.

1 1 . X
Opl. y = log x, ¥' =;,y"=—"'2",dusK=—;——37;-
X (x +1)
%=Oals -(x2+1)3/2 +x.g(x2 +’I)1/2.2x=0, dus als 2x° - 1 = 0,
14 - _ 4 _2
Xp =7 V2. Dan yp=-3log 2en p=7 {g.

Uit een figuur zien wij, dat voor het kromtemiddelpunt (£,n) geldt
£ = Xp P ging en 7 = yp!- p cos @

waarin voor ¢, de hoek van de raaklijn in P met de positieve x-as, geldt
tan ¢ = y'(%‘{é) =‘{5. Dus

%\/—2+§\G.E=2\E‘,

g:
\E
N = - % log 2 —'% f% . TE‘= - % log 2 - % .
3
Osculeren

Een kromme y = f(x) wordt door de rechte y = g(x) = mx + n door het snij-

punt P = (xo,f(xo)) geraakt, als in P geldt f'(xo) = m, dus als
f'(xb) = g'(xo), dus als in P hun eerste afgeleiden overeenstemmen.

Stelling| y = f(x) en de functie die de kromtecirkel in P voorstelt hebben
de eigenschap, dat in P niet alleen hun eerste afgeleiden, maar

ook hun tweede afgeleiden gelijk zijn. Men zegt dat de kromme

en de cirkel in P osculeren.

Bewiis

De kromme heeft vergelijking y = f(x). lLeat de vergelijking van de cirkel-
boog in de buurt van P = (x ,f(x )) zijny = g(x). Dan is £(x ) = e(x )
en ook f'(xb) = g'(xb),omdat kromme en cirkel in P dezelfde raaklijn heb-

ben. Maar hovendien is de kromming in P dezelfde, dus
" 1}
EXE] g (x )1

= K(P)= .
{1 +[f'(xo)]2}3]5 {1 +[g'(xo)]2}3/2




Dus ook |f"(x0 )| = |g"(x0)| . Omdat cirkel en kromme aan dezelfde kant van
de rasklijn liggen, is dus f“(xo) = g"(xo).
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