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ENKELE NOTITIES
bij
WISKUNDE 10

De cursus Wiskunde 10 uit 1971 verschilt nauwelijks van de 1969 versie van

Wiskunde I. De afdeling Bouwkunde wilde na 1970 niet meer meedoen met het algemene
wiskundeonderwijs voor alle afdelingen. Als teken des onderscheids werd een dubbel-
cijferige codering voor de basis-wiskundevakken ingevoerd. Bouwkunde zou echter voor-
lopig de enige dissident blijven. De definitieve sloop van het algemeen wiskundeonderwijs
op academisch niveau zou pas dik twintig jaar later, bij Werktuighouwkunde, een aanvang
nemen.

In 1973 werd een nieuwe opzet ontworpen voor het le-jaars wiskundeonderwijs zoals dat
voor alle afdelingen zou moeten zijn: De commissie B74 bestaande uit dr. W. van der
Meiden(voorzitter), drs. H.G. ter Morsche(secretaris), prof. dr. S.T.M. Ackermans, prof.
dr. J. Boersma, dr. ir. M.L.J. Hautus, drs. Ligtmans, drs J.H. Timmermans en dr. P.G.
Vroegindeweij produceerde een manuscript met de gewenste le-jaarsstof. Voor de 1974-
editie van Wis 10 werd al geput uit het B74-manuscript. In 1975 verscheen hiervan een
flink uitgebreide versie om een betere aansluiting aan het VWO te verkrijgen. In 1978
verscheen de variant die stand zou houden tot in 1982 de 2-fasen structuur werd ingevoerd.
Let, bijvoorbeeld, in de 1978-variant toch eens op dat schitterende en efficiénte hoofd-
stuk 6 over 2e-orde lineaire differentiaalvergelijkingen met constante coéfficiénten. Vol
illustratieve voorbeelden ten behoeve van de faculteiten. Dat was nog echt academische
vorming!

JdG, 4 Juli 2005
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Hoofdstuk 1. Inleidin&

1.1. Symbolen en definities

B A is per definitie gelijk aan B

einde van een bewijs.

Logische symbolen:

=>

<=>

A

Luu.:(_l(

- -

implicatie ; als ... dan
coimplicatie; dan en slechts dan als
en

of

niet

al-quantor ; voor alle ...
existentiéle quantor; er is ...

er is precies 8&n ... .

Speciale verzamelingen:

H ﬁu e 3 o B =

de le

de ve

ge verzameling

rzameling der natuurlijke getallen

gehele

rationale "

reéle "
complexe "

v

reele getallen die > 0 zijn

v

reele getallen die > 0 zijn.

Verzamelingstheoretische symbolen:

€

aeV
aév
AcB
A D> B

# # &

a is element van V

a is geen element van V

A is deelverzameling van B; VxeA [x ¢ B]
B is deelverzameling van A

het aantal elementen van A,




Het aangeven van verzamelingen (voorbeelden!):

{a,b,c,d,e} de verzameling met als elementen a, b, ¢, d
en e;
{x € R | x2 < 10} de verzameling van de reele getallen die aan

x2 £ 10 voldoen;

{x e N | % < 10} de verzameling van de natuurlijke getallen
die aan x2 £ 10 voldoen, dus {1,2,3};

{(cos ¢, sin w)f(]Sm <2n} de verzameling van de punten in]Rz die af-

stand 1 tot de ocorsprong hebben.

Bewerkingen met verzamelingen:

n doorsnede AnB:= {x|(xeA) A (xeB)}
als An B = ¢ dan heten A en B disjunct
u vereniging AUB:= {xl(xeA) v (xeB)}
\ verschil AN B := {x]|(xed) A (x¢B)}
* complement A" 1= {x | x ¢ A}

X cartesisch product A x B := {(x,y) | x ¢ A, y ¢ B}
AxBxC := {(x,y,2) | x € A, y € B, z € C} enz.

A2 t= A X A, A3 = Ax Ax A enz.

Afbeeldingen

Definities. Laat A en B verzamelingen zijn. Een afbeelding f van A in B

- notatie f: A > B - is een voorschrift volgens hetwelk aan elk element van
A precies €&n element van B wordt toegevoegd.
Is b (e B) het element dat aan a (¢ A) wordt toegevoegd, dan schrijven we

b = £(a) en ook wel f: a++ b, We noemen b het beeld van a.

De afbeelding f: A +~ B is gelijk aan g: C > D indien:
(i) A =C; (ii) B = D; (iii) f(a) = g(a) voor alle a ¢ A.
Slordig spreekt men vaak van de afbeelding f i.p.v. f: A =+ B,

"Functie" is voor ons synoniem met "afbeelding".

Het beeld van een deelverzameling. Is f: A -~ B, A
£(Ag) = {£(x)| x e Aj).

c A, dan is

0

Injectief. De afbeelding £: A > B heet injectief (of één—éénduid%g, ook wel

een injectie) als voor alle x,y € A uit £(x) = £(y) volgt x = y,




Surjectief. De afbeelding f: A + B heet surjectief (ook: f heet een surjectie;
f beeldt A op B af) indien £(A) = B.

Bijectief. Een afbeelding die zowel injectief als surjectief is heet bi-
jectief (ook: een bijectie).

Inverse afbeelding., Als f: A ~ B een bijectie is dan heet de afbeelding

£ B » A gedefinieerd door:

f+(b) = a dan en slechts dan als £(a) = b, de inverse van f.

Samengestelde afbeelding. Laat g: A >+ B en £: C » D afbeeldingen zijn en

laat Ay = {x ¢ A | g(x) € €}, dan heet de afbeelding f o g : Ay > D gede-

finieerd door (f o g){(x) := f(g(x)) de samengestelde afbeelding van f en g.

Natuurlijke getallen, volledige inductie

De verzameling der natuurlijke getallen wordt gegeven door

N = {1,2,3,000}-

N.B. In sommige leerboeken wordt ook het getal 0 tot de natuurlijke getallen
gerekend.

We beschouwen de algebraische bewerkingen (optellen, aftrekken, enz.) en de

ordening (ongelijkheden) voor natuurlijke getallen als bekend. We vermelden

slechts de volgende eigenschap:

Beginsel der volledige inductie. Als voor een deelverzameling V van N en

voor zekere n ¢ I geldt

1) nev,
2) Vkev (k+l e V],

dan is V 5 {k ¢ N| k 2 n}.
Men kan 2) ook formuleren met: "Als k ¢ V dan k+1 ¢ V"; de veronderstelling

k ¢ V heet inductieveronderstelling.

Deze eigenschap wordt vaak gebruikt op de volgende manier. Stel dat men van
een bewering, die een veranderlijke bevat die de natuurlijke getallen door-
loopt, kan bewijzen:

1) De bewering is waar voor n ¢ N.

2) Als de bewering waar is voor k, dan geldt zij ook voor k+i.

Dan kan men concluderen dat de bewering waar is voor alle natuurlijke




getallen = n., Een bewijs dat op deze redenering berust noemt men een

bewijs door volledige inductie,.

Voorbeeld 1. Beschouw de som

We bewijzen door volledige inductie, dat voor elke n ¢ W geldt:

12 - %rl(n+l)(2n+1) : (1)
1

11~

i
1) Voor n = 1 is formule (1) juist,

2) Laat formule (1)} juist zijn voor mn = k. Dan volgt:

k+l k
2= 7 i% s aen? -
i=t i=1

K (k+1)(2k+1) + (k+1)° =

1]

o —

% (k+1) (k+2) (2k+3) ,

d.w.z. de formule geldt ook voor n=k+l. We concluderen dat formule (1} voor

alle n ¢ W geldt.
Voorbeeld 2. Zij h 2 -1, We bewijzen dat voor n ¢ N geldt:

(+)% 2 1 + nh .

1) Als n = | geldt het gelijkteken.
2) Als de ongelijkheid geldt voor n = k, d.w.z. als (1+h)k 2 | + kh,
dan volgt:
A+ % = (en) 1+0)® 2 (190) (14Kkh) = 1+ (r1)h+kh2 2 1 + (k+1)h.

Opgave. De bekende rij getallen van Fibonacci,dl,dz,... wordt gedefinieerd

door:

il

,
a+l T dn + dn—l (n z 2),.

De rij van Fibonacci begint dus als volgt: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,.,.. .




De getallen van Fibonacci hebben vele fraaie eigenschappen die wiskundigen
en puzzelaars eeuwenlang gefascineerd hebben. Bewijs bijv. door volledige

inductie dat voor elke n ¢ W geldt:

n
] d =d . -1;4d

K 042 is even; 2dn+l =4 -d_.

3n n+3 n

Er bestaan verschillende varianten van het beginsel der volledige inductie.

Stelling. Als voor V ¢ Ngeldt
1)1 eV,
2) vit 1 e V, 2 € V,..i., k € V volgt k+l ¢ V,

dan is V = W,

Bewijs. Zij W := {k ¢ N | {1,2,...,k} c V}. Het is duidelijk dat W < V.

We bewijzen dat W voldoet aan t1.2.1, voorwaarden 1) en 2) met n = 1,

1) 1 ¢ Womdat 1 ¢ V.
2) Als k € W, dan geldt | ¢ V,.,.,k ¢ V, Uit het gegeven van de stelling
volgt k+l € V. Dus: 1 € V,...,k € V, k+] ¢ V. We zien dat k+] ¢ W.

We mogen dan het beginsel der volledige inductie toepassen en concluderen
dat W =N. Uit Wc V ¢ N volgt dan V = IN, a

Stelling. Een niet lege deelverzameling V van N heeft een kleinste element.

Bewijs. Neem aan dat V g&&n kleinste element heeft, Zij W := N \ V. Dan
geldt: 1 ¢ W (anders was 1 het kleinste element van V). Verder, als

l e W, 2 € W,ouopyk € Wdan is ook k+] ¢ W omdat anders k+l het kleinste
element van V zou zijn. Uit 1.2,2 wvolgt W= N, dus V = @ in strijd met

het gegeven. d

Merk op dat deze eigenschap niet geldt voor Z, R of P, omdat deze verzame-
lingen zelf geen kleinste element hebben. Een ander tegenvoorbeeld is de

, 1 1 1 .
verzameling {1, 713 sese} = {E | n e N} in Q.
Stelling 1.2.3 wordt soms gebruikt om te bewijzen dat een verzameling leeg
is. Men neemt nl. aan dat de verzameling niet leeg is en derhalve een
kleinste element heeft. Uit beschouwingen m.b.t. het kleinste element komt

men tot een tegenspraak.




Voorbeeld 3 (ontbinding in factoren). Een natuurlijk getal p > 1 heet een
priemgetal als er geen getallen a,b ¢ W met a < p, b < p bestaan waarvoor
geldt: ab = p. De getallen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 zijn bijv. priemgetallen.

Stelling. Elk natuurlijk getal n = 2 is te schrijven als een product van
priemgetallen (dit product kan bestaan uit &én factor, als n zelf een priem-
getal is; ook kan een priemgetal meerdere malen in het product voorkomen,
bijv. 12 = 2+ 243),

Bewijs. Neem aan dat de verzameling V der natuurlijke getallen n 2 2, die
niet in zo'n gedaante te schrijven zijn, niet leeg is. Zij m het kleinste
element van V. Dan is m geen priemgetal, Er bestaan dus getallen a,b < m
met ab = m, Omdatmhet kleinste element van V is, geldt a ¢ V, b ¢ V. Er be-
staan dus priemgetallen PpsesesPp met a = P} *** Py en CINEERTL met

b = 9 *** 4. Maar dan is m = Py *** P 9y *** 4, cok een product van
priemgetallen in strijd met het feit dat m ¢ V. We concluderen dat V = §

zodat de eigenschap bewezen is. 0

Het uitschrijven van een natuurlijk getal als product van priemgetallen

noemt men ontbinding in factoren. Men kan bewijzen dat de ontbinding in fae-

toren eenduidig is, afgezien van de volgorde waarin de priemfactoren worden

geschreven,

Het tellen van verzamelingen en functies.

In deze paragraaf beschouwen we alleen eindige verzamelingen.

EigenschaEEen.
Als er een bijectie f: A + B bestaat dan is P#A = 9B..

Als #A = #B en f: A > B is een injectie, dan is f een bijectie.

Als #A = ##B en £: A + B is een surjectie, dan is f een bijectie.

Grondregel van het tellen..Indien er n mogelijke wijzen zijn om een handeling

o te verrichten en als er na elke uitvoering van een handeling o, m mogelijke
manieren zijn voor het verrichten van handeling B, dan zijn er mm mogelijke
manieren om achtereenvolgens o en 8 te verrichten.

Een analoge regel geldt voor het aantal manieren om meer handelingen te

verrichten,




1.3.2, Stelling. Zij #A =n, #B=mmet n > 0, m > 0, dan is het aantal afbeel-

dingen van A in B gelijk aan m®.
Bewijs. Zij A = {al,...,an}. We kunnen een afbeelding van A in B vormen door

1
kan men op m verschillende manieren een element van B toevoegen. Daarna kan

achtereenvolgens aan 8y9855.00,2 een element van B toe te voegen. Aan a

men aan 2, eveneens op m verschillende manieren een element toevoegen enz.
n
Volgens de grondregel van het tellen kan men derhalve m'm ¢¢» m = m af-

beeldingen vormen van A in B. 0

Voorbeeld 1. Het invullen van een kolom van de voetbaltoto is equivalent met
het geven van een afbeelding t: V + A, waar V een verzameling is bestaande
uit 13 te spelen wedstrijden en A = {1,2,3}. Er zijn dus 3'3 nanieren om de

toto in te vullen,

Voorbeeld 2. Het werpen met meerdere dobbelstenen kan ook beschouwd worden
als het geven van een afbeelding. Als we bijv. 4 dobbelstenen hebben, genum-
merd 1, 2, 3, 4, dan is een worp een afbeelding w: D -~ A, waar D = {1,2,3,4}

en A = {1,2,3,4,5,6}. Er zijn dus 64 worpen mogelijk.

Voorbeeld 3. Uit een kaartspel trekt men achtereenvolgens tien kaarten met
teruglegging, d.w.z. elke kaart die getrokken is wordt teruggestoken voordat
de volgende kaart wordt getrokken. Er is hier sprake van een afbeelding

t: A > K waar A = {1,2,...,10} en K de verzameling der kaarten is. Als er 52
kaarten zijn, dan is het aantal mogelijke trekkingen 5210.

Stelling. Het aantal deelverzamelingen van een verzameling A met #*A = n is
gelijk aan 2",

Bewijs. Elke deelverzameling B van A correspondeert met een afbeelding
Xgi A {0,1} gedefinieerd door xB(a) =1 als a € B en XB(a) := 0 als a ¢ B.

Xg wordt de karakteristieke functie van B genoemd. Omgekeerd is elke afbeel-

ding ¢p: A »+ {0,1} de karakteristieke functie van een deelverzameling van A,
nl., van {a ¢ A | ¢(a) = 1}. Het aantal deelverzamelingen van A is dus gelijk

aan het aantal afbeeldingen van A in {0,1}. Uit 1.3.2 volgt nu het gestelde.
C




Voorbeeld 4. De verzameling {1,2,3,4} heeft als deelverzamelingen:

¢ ]

{1},{2},{3},{4} 4

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},(3,4} 6

{1,2,3%,{1,2,41,{1,3,4},{2,3,4} 4

{1,2,3,4} 1
Het totale aantal is | + 4 + 6 + 4 + 1 = 16 = 24.

Definitie. De functie n! (spreek uit n faculteit) wordt gedefinieerd

door: Q! :=1; n! 1= 1+2¢3 seo n (n e W) .

1.3.4, Stelling. Zij # A =n, # B = m met n > O. Het aantal injecties f: A+ B

is gelijk aan
m. 1
>
wm-ny &Ssm=n

0 alsm<n .

Bewijs. Het is duidelijk dat er geen injectie f: A > B bestaat als m < n.

Beschouw vervolgens het geval m = n dan is

m! =m{m=1) e+ {m-n+1)
[CEREVH )
Zij A = {al,...,an}. Aan elk element van A moeten we een element van B toe~
voegen, zodanig dat bij twee verschillende elementen van A niet hetzelfde
element van B hoort. Aan a kunnen we op m verschillende manieren een ele-
ment toevoegen. Als we &&n zo'n toevoeging hebben gekozen, hebben we nog
m—] mogelijkheden om aan a, een element toe te voegen. Zo kunnen we door-
gaan, totdat tenslotte nog m-n+l mogelijkheden overblijven om aan het ele-

ment a een element toe te voegen. In totaal vinden we dus m(m=1) +«+ (m-n+i)

mogelijke injecties. il

Gevolg. Zij # A =n met n>0. Dan is het aantal bijecties f: A+ A gelijk aann!.

Bewijs. Uit 1.3.1 wvolgt dat injecties van A in A ock bijecties zijn. Het

t
- . - . n.
aantal injecties van A in A is e n. . 0




Een bijectie van een eindige verzameling A in zichzelf heet een permutatie

van A. Als A = {l,...,n}, kunnen we zo'n permutatie ¢ als volgt aangeven:

[ 1 2 ... n J .
(1) o(2) . . . ¢(n)

bijv, [; ? z :J beschrijft de permutatie ¢ waarvoor ¢(l) = 2, ¢(2) =1,
9(3) = 4, ¢(4) = 3. Soms laat men de bovenste rij weg omdat ze toch vast is.
Men schrijft dan (2 1 4 3). Het geven van een permutatie van een verza-
meling A = {l,...,n} is dus equivalent met het opschrijven van de elementen
142,...,n in een bepaalde volgorde. Men kan derhalve bovenstaand gevolg ook
als volgt formuleren: "Het aantal mogelijke volgorden waarin de getallen

1,2,...,n kunnen staan is gelijk aan n!".

Voorbeeld 5. In een kaartspel met 52 kaarten kunnen de kaarten op 52! ver-

schillende volgorden liggen,

Voorbeeld 6. Het aantal getallen van 5 cijfers bestaande uit de cijfers

1,2,3,4,5 zonder herhaling is gelijk aan 5! = 120.

Opgave 1. Op hoeveel manieren kunnen vier brieven in vier enveloppen worden

gestoken?

Opgave 2. Elke dag ontbijten er acht mensen op een bank. Ze besluiten elke dag
in een andere volgorde te gaan zitten. Wanneer zijn alle mogelijkheden uit~

geput als ze beginnen op | september 19747

We beschouwen nu weer de algemenere situatie wvan stelling 1.3.4. Een injec-
tie van de verzameling A := {1,...,n} in B zullen we een variatie van n uit
de objecten van B noemen. Een variatie ¢ kanop de volgende manier aangegeven

worden:
l 2 L] - L) n
(1) p(2) . . . ¢(n)
analoog als bij een permutatie. Als bijv. n =5, B = {1,2,...,10}, dan is

12345]
3.7 9 2 1y




een variatie, Ook hier kan zonder bezwaar de eerste rij weggelaten worden,
Voor bovenstaande variatie schrijven we dus (3 7 9 2 1). Het geven van
een variatie van n uit de objecten bl""’bm is dus equivalent met het vor-
men van een geordende rij van n verschillende objecten uit de gegeven verza-—

meling B = {bi""'bm}'

Voorbeeld 7. Uit een kaartspel trekt men achtereenvolgens 10 kaarten zonder
teruglegging, d.w.z. een kaart die getrokken wordt, wordt niet meer terug-
gestoken, We krijgen zo een variatie van 10 uit de 52 kaarten. Het aantal
mogelijke manieren om dit te doen is: %%% = 52¢5] <+« 43, Let wel, dat de
volgorde van trekken hier van belang is. Als dezelfde verzameling van 10
kaarten in een andere volgorde wordt getrokken, dan noemen we dat een andere

variatie,

Voorbeeld 8. Een getal van vijf cijfers gekozen uit de cijfers 1,2,...,9
zonder herhaling is een variatie van 5 uit de getallen 1,2,.,.,9. Het aantal

getallen van deze gedaante is dus: %+ = G+¢8+7+6+5 = }5120.

Opgave 3. Op hoeveel verschillende manieren is het mogelijk in een gezelschap

bestaande uit 6 jongens en 9 meisjes, dat alle jongens een meisje trouwen?

Stelling. Het aantal deelverzamelingen van k elementen uit een verzameling
met n elementen is
n!
———
ki{n-%k).

.. .. . . . n.
Bewijs. Het aantal injecties van {1,2,...,k} in {al,...,an} is =T

(De elementen a; zijn alle verschillend.) Het aangeven van een injectie kan
opgevat worden als het verrichten van twee handelingen: eerst het bepalen
van een deelverzameling van {al,...,an} met k elementen; daarna het aangeven
van een injectie van {1,...,k} in deze deelverzameling.

Voor de eerste handeling is het aantal mogelijkheden x; voor de tweede is

'
het kil. Volgens de grondregel van het tellen is: xk! = ??rf%iyr .

n!
Dus x = kKi(n-kyy °* 0
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Zij A = {al’°"’an}; B = {bl,...,bm}. Laat kl""’km een rij niet negatieve

gehele getallen zijn (ki € {0,1,2,...}) met de eigenschap k, + ... + km = 1.

!
We zijn gelnteresseerd in het aantal afbeeldingen van A in B met de eigen-
schap dat er precies ki elementen in A zijn die op bi worden afgebeeld.

Als bijv. A ={1,...,6}, B = {1,2,3,4}, kl = 3, k2 =1, k, =2, k

geeft de navolgende figuur twee toegestane afbeeldingen.

= 0, dan

3 4

B A B

\'b L >

Voordat we het aantal van zulke afbeeldingen bepalen geven we een paar voor-

beelden,

Voorbeeld 9. In een rij met 10 huizen moeten 4 deuren wit, 3 deuren groen en
3 deuren rood geverfd worden. Op hoeveel manieren kan dit? Het betreft hier
afbeeldingen van de verzameling bestaande uit !0 huizen, die we gemakshalve
met {1,2,...,10} aanduiden, in de verzameling {wit,groen,rood}. Hierbij is

k, =4, k, = 3, k, = 3.

1 2 3

Voorbeeld 10. Hoeveel woorden kan men vormen uit de letters van het woord

"koekoek". Hierbij is het niet van belang of het woord al of niet betekenis
heeft, bijv. kkkooee is een toegestaan woord. Hier kunnen we een woord in-
terpreteren als een afbeelding van de verzameling {1,...,7} (de plaats van
de letter in het woord) in de verzameling {e,k,o}. Hierbij is k

k3 = 2.

| =2, k, =3,

Om een heuristische afleiding voor het aantal toegestane afbeeldingen te
krijgen beschouwen we voorbeeld 10, We zullen daarin een letter die meermalen
voorkomt van een index voorzien: k o,e k,o.e. k.. Nu zijn alle symbolen ver-

1717172727273
schillend, Er zijn 7! volgordes waarin deze symbolen kunnen staan. Als we de
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indices weglaten vallen sommige van die mogelijkheden samen, bijv.

’ i k
k]kzo]e1k3oze2 en k3klolelk202e2 Vervanging van T

keurige permutatie (3! stuks) laat het woord dus onveranderd. Op grond

kz,k3 door een wille-

daarvan moeten we het ocorspronkelijke aantal mogelijke volgordes door 3!.

delen. Op dezelfde manier moeten we het aantal door 2! delen vanwege de

permutaties van 0,50, en analoog door 2! vanwege e ene,. Het aantal woor-
7%

den dat gevormd kan worden is dus: T5T3T < 210.

In het algemeen geldt:

1.3.6. Stelling. Als #A =nmet n >0, B = {bl""’bm}’ #B =m en kl,...,km niet
negatieve gehele getallen zijin met de eigenschap k] + ... +k =n, dan is
het aantal afbeeldingen A -~ B met de eigenschap dat er voor i = {,..,,m pre-

cies ki elementen op bi worden afgebeeld, gelijk aan

n

Koo **¢ k 1 °
m

k

- -

] 2

Bewi}s. Een afbeelding met de gewenste eigenschap is te verkrijgen als het
resultaat van m achtereenvolgens uit te voeren handelingen: eerst het aan-
geven van de kl originelen van bl; daarna het aangeven van de k2 originelen
van b2 onder de n—kl overgebleven elementen van A; vervolgens het aangeven
van de k3 originelen van b3 onder de n—k]-k2 overgebleven elementen van 4
enz. Stelling 1.3.5 geeft het aantal mogelijkheden voor elk van deze hande-

lingen. De grondregel van het tellen geeft voor het totaal aantal toegelaten

afbeeldingen:
-k 3! -k - - '
n. . (n=k, )+ ves Sl N S T =
ok 3T "ok -1 ' 1
k] (n kl) : kz.(n kI Lz). km. ol
n.
- . 0
T v LN v
kl'k2° km.
104

In voorbeeld 9 zien we dat er e = 4200 mogelijkheden zijn om de deuren

te verven,

Voorbeeld 11. Een spel van 52 speelkaarten wordt gedeeld. Vier personen

krijgen ieder 13 kaarten. Op hoeveel manieren kan dit gebeuren? Hier is een

afbeelding gegeven die de verzameling der kaarten afbeeldt op de spelers:




._13...

{1,...,52} - {N,0,Z,W} met kp =k, = ky =k, = 13. Het aantal mogelijkheden
T
is dus __22;_Z .
(131)

Voorbeeld 2. 10 knikkers, genummerd !,2,...,10, worden in 7 verschillende

dozen gelegd, zodanig dat resp. 3,3,2,1,1,0,0 knikkers worden geplaatst in
de 1%,2%,...,7® doos. Het aantal mogelijkheden om dit te doen is

10! )
303120110707 - 20400

Definitie. Als k, n gehele getallen zijn met 0 < k < n, dan is

n!

n
G = Ki(n-ky)y °
bijv. (3) =1, (?) = n, (2) = In(n-1); (E) wordt uitgesproken als "n over k'.

Op grond van 1.3.6 is het aantal afbeeldingen van een verzameling A=={a},...,a.I

in een verzameling B = {bl’bz} met de eigenschap dat b, het beeld van precies

1
k elementen a; is, gelijk aan (E).

Eigenschappen, i) (E) = (nfk) H
n+!

i) (LD =@+ (2D (Pascal) .

Bewijs. 1) volgt onmiddellijk uit de definitie.

. n n., _ n. n. _
i) R R T MR T M T M
_ n! _ (n+1)n! _ _n+l
T ook nT Lk k] = ey s Gy ) 0

Op eigenschap i1i) is de zg. driehoek van Pascal gebaseerd:

0
! ()
1 1
1 1 () ()
2 2 2
! 2 1 () ) )
l 3 3 1
enz.,
1 4 6 4 |
1 5 10 10 5 1
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Door vergelijken van 1.3.3 en 1.3.5 volgt

k

Beide leden geven het totale aantal deelverzamelingen van een verzameling A
met 7 A = n. Bovengenoemde gelijkheid is een speciaal geval van het binomium

van Newton:
Stelling. Als a,b € R, n ¢ N, dan geldt:

n
@+m)™ = ] (ha"T" .
k=0

Vanwege deze gelijkheid worden de getallen (E) binomiaalcoefficienten genoemd.

Intuitief kunnen we deze stelling als volgt inzien: Werk het n-voudige product
(a+b) <+ (a+b)

uit op de bekende wijze. Maak daartoe in elke factor een keuze: a of b, en
vermenigvuldig de gekozen waarden. We krijgen op die manier een term van de
gedaante an—kbk. Deze term komt tot stand door n—k keer a en k keer b te
kiezen, Bij vaste k correspondeert deze keuze met een afbeelding van
{1,...,n} in {a,b} waarbij precies k elementen worden afgebeeld op b. Op
grond van 1.3.6 zijn er ( ™Y van deze afbeeldingen, d.w.z. er zijn ( ) termen
n-kb die tezamen de ledrage ( )a —k k leveren. Na sommatie over k volgt

het gestelde.
Formeel kunnen we de stelling als volgt bewijzen:

Bewijs. We gebruiken volledige inductie., Als n = ] is het gestelde evident.

Laat de stelling juist zijn voor n-1, d.w.z.

(a-+b)n-‘ - ngl n; n-l kbk
k=0
oftewel
n-1 _ n-1, n=] n-1, n-2 n-1, _, n-2 n-1,, n-1]
(a +b) =(gla + (7 )a b+ .o+ (e + (b .




_]5_

Vermenigvuldig met a,b,

- - - -1 - -
a(a-ﬁb)n 1 (nol)an + (n]l)an b+ ... + (g_i)abn ]
b -+b)n-] - (n—l)an—lb .+ (n—l)abn-l + (n-l)bn

a 0 n-2 n-1

en tel op, dan is

n

(@+5)" = (at + (Ma" b e e (D)

n—] n,, n
)ab + (n)b .
Hierbij is gebruik gemaakt van de formule van Pascal (2) = (nil) + (E:}),

terwijl verder (nal) = (g) = (2:}) = (2) =1.

Er geldt de volgende generalisatie van het binomium van Newton:

Z n! < k1x k2 km
k1:k2! s kml 1 2 m

n
+...+x ) =
m

(x, +x,

waar gesommeerd wordt over alle m-tupels kl’k2""’km van'niet negatieve

gehele getallen met k, + k, + ... + km = n. We laten het bewijs achterwege.

1 2

n;

T TR T T heten multinomiaalcoefficiénten.
1°72° m’

De getallen

De reele getallen

We gaan er van uit dat de verzamelingen van de gehele, rationele en recéle
getallen - notatie Z, @, R ~ bekend zijn van de middelbare school.

We richten de aandacht nu op de reele getallen. De algebralsche bewer-
kingen (optelling, vermenigvuldiging, deling) en de ordening (ongelijk-
heden, absolute waarde of modulus) van de reéle getallen beschouwen we
als bekend. De reéle getallen corresponderen met de punten op een
rechte: de getallenrechte. Van twee getallen a en b is ]a-—b| de afstand
van hun beeldpunten op de getallenrechte.

Drie belangrijke stellingen over ongelijkheden zijn:
1) la+p] = Ja] + |b]
2) [ta] = Il < |a-b]

3) la] < |b| dan en slechts dan als a’ < p? .

G
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Bekende deelverzamelingen van R zijn de zg. intervallen. We geven een lijst

van typen en hun notaties:
{x | a <x <b}=: (a,b)
{x ] a <x < b} =: {a,b)

{x | a <x <b} =: (a,b]

{x | a <x <b}=:[a,b]
{x | a <x}=: (a,)
{x | a <x}=:[a,m)

{x | x < b} =t (~=,b)
{x I X £ b} =: (-»,b] .

De eerste vier van deze intervallen heten begrensd, de andere onbegrensd.

(a,b), (a,»), (-«,b) heten open intervallen; [a,b], [a,»} en (-=,b] heten

gesloten intervallen (zie ook onder).

Bij de notatie (a,b) enz. wordt stilzwijgend verondersteld dat a en b zo

zijn dat het betreffende interval niet leeg is,

Open verzamelingen in R

Definitie., Een verzameling V heet open als er bij elke a € V een open inter-
val (c,d) is met a ¢ {c,d) c V.
Gelijkwaardige formulering: V is open als er bij elke a € V een getal § > 0

bestaat zodat

(a=6, a+d8) = {x | |x-al < 8§} c V.

Het is deze laatste formulering die we in 1.5 zullen generaliseren. Merk op
dat open intervallen, #, R, open zijn. Een interval [a,b] is niet open. Het
is evident dat elke vereniging van open verzamelingen open is. We zullen be-

wijzen:

Stelling. De doorsnede van twee open verzamelingen is open.

Bewijs. Laat V en W open zijn en neem aandat Vn W# @ (als Vo W=¢ is
VnWopen), Zij a ¢ Vn W, dan is er een 61 > 0 zodat (a-61’3+61) cVen
er is een 62 > 0 zodat (a-dz,a+62) c W. Als nu § := min(él,éz), dan is
(a-8,a+8) c V n W. Deze redenering geldt voor elke a ¢ Vn W. V n W is der-

halve open. W
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Definitie. Is V open en a € V, dan heet V een omgeving van a.
Als p # q dan zijn er open verzamelingen U en Vmet p e U, g e V, Un V =@,
Met het oog op een generalisering in 1.5 merken we op dat voor een wille-

keurig open interval {a,b) geldt:

(a:b) (i(a"'b) - i(b'a)n i(a"'b) + i(b_a)) =

It

(m-8,m+8) = {x | lx-m| < &}

waarin m = }(a+b), & = }(b-a).
Het open interval {(a,b} is dus de verzameling van alle x die tot m een af-

stand kleiner dan & hebben.

Definitie. Een punt p uit een verzameling A heet een inwendig punt van A

als er een omgeving V van p bestaat met V < A,

Gevolg. Is W open en p ¢ W dan is p inwendig punt van W, De inwendige punten
sevolg P

van zowel [a,b] als (a,b] als [a,b) zijn alle punten uit (a,b).

Definitie. Een punt p uit een verzameling A heet een geisoleerd punt van A

als er een omgeving V van p bestaat met V n A = {p}.

Intervallen hebben geen gelsoleerde punten. Van N en Z is elk punt geiso-

leerd. Ook van {% | n e N} is elk punt gelsoleerd (ga nal).

Definitie., Zij A een verzameling en p een punt, dan heet p een randpunt van A

als voor elke omgeving V van p geldt Vn A # @ en V n NE XD

Van een interval [a,b] of (a,b] of (a,b) zijn de randpunten a en b, Een ge-
isoleerd punt is ook randpunt, Van B := {% | n ¢ N} is de verzameling der

randpunten B u {0Q}.

Definitie. Zij A een verzameling en p een punt,dan heet p een verdichtings—
punt van A als voor elke omgeving V van p geldt A n (V\{p}) # §.

Elk inwendig punt van een verzameling is ook verdichtingspunt. Alle punten
van {a,b] zijn verdichtingspunten van zowel [a,b] als (a,b] als (a,b). Als
een randpunt van A niet tot A behoort is het een verdichtingspunt van A.

Van {% l n € N} is 0 het enige verdichtingspunt,

Definitie. Een verzameling W heet gesloten indien R\VW open is.
Gesloten intervallen, R en @, zijn voorbeelden van gesloten verzamelingen.
Merk op dat er verzamelingen zijn die noch open noch gesloten zijn, zcals

het interval [a,b). R en ¢ zijn zowel open als gesloten,
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1.4.4, Stelling. Is W gesloten en p een verdichtingspunt van W dan is p e W.

Bewijs. Neem aan p ¢ W dan is p ¢ R\ W = wh. oWE is open, p is inwendig punt
van W zodat er een omgeving V van p bestaat met V c W, Voor deze omgeving
V geldt dan W n (V\{p}) = @, in tegenspraak met de definitie van verdich-
tingspunt, Dus is p e W.

Definitie. Een verzameling U heet begrensd indien er een getal M > 0 be-
staat z6 dat U < [-M,M].

Begrensde intervallen zijn begrensde verzamelingen.

Rijen reéle getallen

1.4.5. Een oneindige rij reélqggetallen is een afbeelding N » R,

Als 1v 2y 2+ @,5+.. DOteren we de rij op een van de volgende wijzen:

a!lazl'°'; (an)nem; (an)C
De getalien a; heten de elementen van de rij.

1
Voorbeelden. 1, ZrForoees 34 == {n e W)
F, Tyl , ous a = I (n e W)
{Jf} is de rij 1, % ,% » e
n
L is de rij 5,1+,
n jn even ¢ 24620 ¢

N.B. In het laatste voorbeeld wordt een uitbreiding van de notatie ge—

introduceerd,

Een oneindige rij reele getallen a)s8ppees heet begrensd indien er een ge-
tal M bestaat zodat Ian] s M voor elke n ¢ N,
De rij 811850, Tet a = (-1)n is begrensd; de rij met a =n is niet be-
grensd,
geldt: 9

Als voor de rij (an)ne [an < M], dan heet de rij

N Me R Vne']N
naar boven begrensd. Analoog is te definiéren het begrip naar beneden be-
grensde rij.

Een rij 81sypens is begrensd dan en slechts dan als de verzameling

{a],az,...} begrensd is.
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N.B. Omdat de elementen van een rij niet noodzakelijk verschillend zijn,

kan {al,az,...} best een eindige verzameling zijn.

Als a) < a, < a; <..., dan heet de rij (an) monotoon stijgend; als

a, < 2, £ a5 < ..., dan heet de rij monotoon niet dalend. Analoog zijn te

definiéren de begrippen monotoon dalend en monotoon niet stijgend,

We zeggen dat de elementen van de rij (an) op den duur (afgeko:t c.d.d.)

in de verzameling V liggen indien

3 [an € V].

v
NelN n>N

Gelijkwaardig geformuleerd: 3 ligt o.d.d. in V indien voor slechts eindig
veel waarden van n geldt a ¢ Vv,

Analoog: a_ heeft o.d.d., de eigenschap E.

Voorbeelden. 2% > 1000 o.d.d.
Voor elke § > 0 geldt % e (-§,8) o.d.d.

Het is niet waar, dat (-I)n > 0 o.d.d.

Lemma. Als voor (an) geldt a ¢ V o.d.d. en ook a e W o.d.d., dan geldt
a, € VnWo.d.d.

Bewljs. Krachtens het gegeven bestaan er getallen N1 € W en N2 € N zodat
voor n > N] geldt a € V, en voor n > N2 a e W; voor n > N = max(Nl,Nz)
geldt derhalve zowel a ¢ V als a € W, dus a e VonW. 0

Limieten van rijen reéle getallen

Dit begrip is reeds bekend; we geven eerst een van de vele vormen van de

definitie.

Definitie, lim a =a betekent dat voor elke omgeving V van a geldt a ¢ v

o.d.d., ne>ee

In plaats van lim a = a zeggen we ook: an + a als n -+ wj a nadert tot a,
-0

Stelling. De volgende beweringen zijn gelijkwaardig:

1) lim a = a.
>

2) Voor elke ¢ > 0 geldt a e (a~e,ate) o.d.d.

3) Voor elke € > 0 is er een N ¢ R zodanig dat voor n > N geldt |an-a[ < g,
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4) lim {(a -a) = 0,
pore O

5) lim |a_=-al] = 0,
n

n-+e
Het bewijs is triviaal.

Voorbeelden. lim 1. 03 lim-JE = Q,

n->ew e 2

o]

Om het laatste resultaat te bewijzen moeten we bij elke ¢ > 0 een N ¢ R aan-

JE‘ S g. Het is duidelijk dat N = 210g é

geven zodat voor n > N geldt
2 2"

voldoet,

. n , . 2 ,
lim (~1)" bestaat niet; lim n“ bestaat ook niet.
=0 100

In de situatie van het laatste voorbeeld zegpen we wel: n2 + o als n + o,

Definitie. a  + = als n + =, betekent dat voor elke M ¢ R geldt a, > Mo.d.d.;

a >~ als n + =, betekent dat voor elke M ¢ R geldt a, < M o.d.d.

Voorbeelden. Vil » » als n + »; -~V + —® als n +
lim (-i)n ¥n bestaat niet, ook is niet: (—l)n Yo > » of
o

D% VA > -« als n =+ «,

Als de rij (an) een limiet a € R heeft, dan heet de rij convergent; als de
rij geen limiet in R heeft, dan heet de rij divergent; in het bijzonder zegt

men in geval a + = (resp. -=) als n + =, dat a_ naar « (resp. - =) divergeert.

1.4.8. Stelling‘(standaardlimieten).

1) Als p > 0, dan is lim L. tH

e np

2) als |q| < 1, dan is lim q" = 03

113

3) als a > 0, dan is lim 63'= 1 .

N0
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Bewijs. 1) Zij ¢ > 0; opdat -JE - O' =-J; < ¢ ig het voldoende dat
n > (l)l/p =:; N. 1 n
E

Met deze waarde van N is dus aan formulering.3) van 1.4.7 voldaan.
2) Als ¢ = 0 is het triviaal; neem verder aan dat q # O is.

Zij € > 0; opdat |qn - OI < ¢ ofwel lq|n < ¢ is het voldcende dat

10g|q|n < log €. Met N := log e is aan formulering 3) voldaan.

log|q
3) Zij € > 0; volgens 1.2, voorbeeld 2 is (l1+g)™ > l+ne, zodat

lim (1+e)® = . Daaruit volgt

-+
’ — < a < (1+6)" o.d.d.
(i+¢)
T—%—E < ?; <1+ ¢ o.d.d.
—]+€<9E-1<eo.d.d.
en
|9;— ]I < E Oododo D

1.4.9, Stelling(bewerkingenmet1imieten),Als lim an = a, lim bn = b, dan is

- n-+ee

1) lim (an + bn) = a + b;

N+
2) lim (anbn) = ab;

n-oe
3) lim == L mits a # 0 ;

a a '

ne n
4) lim |a_| = |a| en lim YTa_| = Tal .

ne O n-oo n

Bovendien geldt:

5) Als a_ < b_ o.d.d. dan is a < b,
n n

Bewijs. We schrijven alleen de bewijzen van 1) en 5) uit.

1) 2ij € > 0; nu is [an - a| < 4e o.d.d., zeg voor n > N |bn =~ b| < e o.d.d.

zeg voor n > NZ' Voor n > max(Nl,Nz) is dan

[an +b -a- b| < |arl - a| + lbn -b| <e .
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5) Bewijs uit het ongerijmde: stel b < a dan geldt bn € (=»,i(b+a)) o.d.d.,

a, ¢ (3(b+a),=) o0.d.d. en dus b, < 4(b+ta) < a_ o.d.d., tegenspraak. C
. A
Voorbeelden. lim = lim =2=-0.
- 2 "5 3 2
n 2n° -~ 5n + 3 e 2 = 5 4 aa
n 2
n
¥ —1 _
lim (/g2+:1-l - /g2-11+1) = lim 2n - 2 -
o N /;2+t1“1 . /;2_11+1

| 2 -
| = 1lim
v ras]

K:’IN

11
brg-—=+
n

L1
]
n

1.4.10, Stelling (insluitstelling). Zij lim a_ = p, lim b_ = p; laat voor (y )
— e D qow n
gelden: an53klsbn o.d.d.. Dan is lim Y, = P

N
Bewijs. Zij e > 0; dan is a e (p-e,p+e) o.d.d. (zeg voor n > N]),
bn € (p-e,p+e) o.d.d. (zeg voor n > NZ)’ terwijl a <y s bn o.d.d. (zeg

voor n > N3). Op den duur (nl. voor n > max(NI,Nz,NB)) is dan p-¢ <an:5yn £

< b_<pte, dus Y, € (p-g,p+e) o.d.d. H
Voorbeelden, lim S = 0 daar - ! <2 D < 1 .
—_—— n n n n

o0

lim ::/]2n+3n = 3 daar

f1-+oo

o7 T, n
3= 3" < Va" 430 VAR, 30 - 30T o lim 7 = i

N>«

Stelling., Is (an) convergent, dan is (an) begrensd.
Bewijs. Zij ii: a = a, dan is a « (a-l,a+l) o.d.d., zeg voor n > N ¢ IN.

Dan geldt voor elke n ¢ W,

min{al,az,;..,aN,a—I} < a < max{a],az,...,aN,a+l}. d
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1.4,11, Grondeigenschap der reeéle getallen. Een monotone begrensde rij in R is convergent

Deze grondeigenschap zullen we opvatten als een axioma. Ze postuleert het

bestaan van de limiet; ze geeft ons geen middel de limiet ook te berekenen.

N.B. Een monotoon niet dalende rij is begrensd (en dus convergent) dan en
slechts dan als de rij naar boven begremsd is. Een analoge bewering geldt

voor monotoon niet stijgende rijen,

= 0, an+l = 3

Voorbeeld, De rij (an) zij gedefinieerd door: a,

(n € N) ., De rij (an) is convergent,

(i) We bewijzen door volledige inductie dat (an) monotoon stijgend is.
4

1) a, = 0, a, = 3 dus a, < a,.

2) We zullen laten zien dat uit a <a . volgt aer < 840
Nu is
a -a =2an+1+4_23n+4=g(a ~a) >0
n+2 n+l 3 3 3 n+l n *

i1) We bewijzen eveneens door volledige inductie dat (an) naar boven be-
grensd is. We moeten daartoe een bovengrens M vinden die zo ruim is,
dat uit a s M volgt

a_ +

2 n 4 M+ 4

n+! 3 3 <M

dus M 2 4. Het inductiebewijs van V; [an £ 47 verloopt dan aldus:

e N
1) a, =0<4 .,

2a + 4
. - n 2e4 + 4
2} Als a < 4, dan is a1 = 3 < 3 = 4 ,
Overeenkomstig de grondeigenschap l.4.11 bestaat nu lim a =i L.
00
Uiteraard is ook lim a 4 = 43 maar dan is o
nse O
¢ = lim a = 11 2an * o 2+ 4
M e ) 3
o 100

waaruit volgt 2 =4 : lima = 4,
nw O

Opmerking. In @ bestaan er begrensde monotone rijen die niet naar een ele-

ment van q) convergeren,
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Voorbeeld. Beschouw de rij (bn) gedefinieerd door: bl = 2, bn+l 1=
= i(bn + fi). We bewijzen eerst door volledige inductie dat bn € @ en
n
2 sb2 < 4,
n
2
1) bl = 2, dus bI € § en 2 < b1 < 4,
2) Zij b € Q en 2 = b2 £ 4, Dan is 2 € Q, b+ 2 € § en dus b € Q.
3 Py S a7 b, * n bn n+i
b2 4 2 (2 + 22 w2 - 2)?
.. n . 2 n n
Schrijf b = » dan is b -l E— .2 = .
n+1 2b n+i 2 2
n 4b 4b
n n
2
2 2 (4b-2)" _ 2
Als 2 < bn £ 4, dan volgt O = bn+1 2 = = 2 oftewel 2 < bn+l £ 4,
2—b;21
Uit het voorgaande volgt tevens bn+l - bn = =5 £ 0. De rij (bn) is dus
monotoon niet stijgend. n
Stel nu dat er een limiet £ ¢ @ zou bestaan, dan was & = e + 1 , dus 22 = 2,

Er is echter geen rationaal getal waarvan het kwadraat gelijk aan 2 is,

Opmerking. Beschouwt men (bn) als een rij in R dan is deze wel convergent
en bn + V2 als n + =, De rij getallen (bn) is de rij die men verkrijgt als
men beginnend met bl = 2, VZ benadert volgens de methode van Newton-Raphson

(zie 2.7, voorbeeld 1),

Uit 1.4.11 volgen vele belangrijke eigenschappen van de reele getallen.

We bespreken er &é&n van.

1.4,12, Stelling (stelling van het intervallen-nest). Laat de rijen (an) en (bn)

voldoen aan
= bn+1 < bn]

d.w.z,

en zij lim (b -a ) = Q.
N> o n
Dan is er precies &&n ¢ met ¢ ¢ {an,bn] voor alle ne W,

Bewijs. D 13 i onotoon niet dalend en naar boven begrensd. Vol
ewijs. De rij (an) is m oo a a egren olgens

1.4.1] bestaat dan 1im a =i a, terwijl a, < a voor elke n. Daar tevens a < bn
1o

voor elke m, is a < bn (bn is de limiet van de constante rij bn,bn,...). We

vinden zo: a ¢ [an,bn] voor alle n ¢ N.
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Analoog is in te zien dat lim bn =: b bestaat en b ¢ [an,bn] voor alle ne N,
T
Uit lim (bn~an) = 0 volgt b = a.

n-oe

Definieer nu ¢ := a = b, dan is: ¢ ¢ [an,bn] voor alle n ¢ IN.
We tonen nog aan dat c eenduidig is. Als immers voor een zekere d geldt:

d e [an,bn] voor allen e N, danvolgt a<d <bendusd=a=b = ¢, U

Maximum, minimum

Zij V een begrensde verzameling van redle getallen,

Dan heet M € V het maximum van V indien x < M voor elke X ¢ V; analcog:

m € V heet het minimum van V als m € x voor elke x ¢ V.

Niet elke begrensde verzameling heeft een maximum (of minimum). Als voor-

beeld noemen we V := (0,1). Indien M ¢ V het maximum van V zou zijn dan was

. + + . .
M < 1. In dat geval is echter M < EEL < 1 zodat Efl € V en M niet het maxi-
mum is,

Conclusie: V heeft geen maximum; V heeft evenmin een minimum.

Rz en R3

We zullen nu een deel van de beschouwingen uit 1.4 uitbreiden tot

RZ :

fl

{(x,y) | x e R, ye R} =R x R

en

R3 :

It

{x,y,2) | xe R, ye R, z ¢ R},

Het getallenpaar (x,y) resp. getallentripel (x,y,z) wordt opgevat als de
kentallen van een vector. R? ,IR3 zijn dan vectorruimten. In deze ruimten

kiezen we voorlopig als vaste bases,

R2

R3

m
|

g = (1,0, &, = (0,1

..
vl
|

& = (130:0)9 22 = (0,1,0), 23 = (0’0:1) .

De kentallen van de vectoren stemmen dan overeen met de componenten t,o,v,

de orthogonale bases {e)rey} © R?, {91,92,93} <’

In E? en R? is een afstand gedefinieerd die met de stelling van Pythagoras

eenvoudig berekend kan worden:
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is in R

e
[ L=

= (al,az), b = (b],bz), dan is de afstand van a tot

2
2707 s

d(a,b) ‘/(al ~b1)2 + (a

is

i

= (cl,cz,c3), d = (d]’dz’dS)’ dan is de afstand van ¢ tot d in R

2 4 (ey-d.)?

d(c,d) i= \/(c1 ~4)% + (c,-d 5md% .

2

Merk op dat deze afstand voldoet aan de zg. driehoeksongelijkheid:

d(égh) = d(éns) + d(Esh)-

_
d(a,0) = Véf +a§-+a§ noteren we als IEI: de lengte van a.
Dan is d(a,b) = |a - bl.

3

Open verzamelingen in ]R2 en R

Definitie, Zij a ¢ R’ (of a € R;) en § > 0, dan heet
B(a,8) = {x | d(a,x) < ¢}

de open bol (schijf, bal) met middelpunt a en straal §,
Het begrip open bol is een analogon in ﬂkz, ZR? van het begrip open interval
uit R.

We gaan verder ook analoog te werk:

. Definitie. Een verzameling V c R? (cf V < B;)heet open indien bij elke

a € Veen d§ > 0 bestaat z38 dat B(a,8) < V.
Gelijkwaardige formulering: V is open als V een vereniging is van open bol-

len.
Definitie. Is V open en a € V, dan heet V een omgeving van a.

Stelling. Een open bol is een open verzameling,

Bewijs. Zij b ¢ B(a,8), dan is d(a,b) < §. Nu is: 51 = 8§ - d(a,b) > 0,
We zullen laten zien dat B(Q,él) c B(a,8). Is c ¢ 3(9-51) dan is d(b,c) < ¢

en derhalve d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) < d(a,b) + 61 = §, dus ¢ ¢ B(a,$). O
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Voorbeelden van open verzamelingen:

2 ? 2
| 1 < x5+ x

. 2<4}.

{(xl.xz) e R

3 2 2 2
I ]l < x] + x2 + x3 < 4} ,

“

{(xl,xz,x3) e R

2

V(a,8) := {(x],x,) ¢ R [x}-all <8 [x,-a,] <8} ,aeR, 650,

V(a,s) := {(xl,xz,x3)s]R3| |xl -al| <é, Ixz—az[ <8, ]x3-a3| < 6},§eJR3, 8§ >0

De definities van de begrippen inwendig punt, geisoleerd punt, randpunt en

verdichtingspunt zijn letterlijk dezelfde als in 1.4.

1.5.3. Stelling. 1) R? , E? en @ ziin open.

2) De doorsnede van twee open verzamelingen is open.

3) Is a # b, dan zijn er open verzamelingen U en V met aelU, beV,
UnvVv =g,

4) W is dan en slechts dan open als bij elke a € Ween § >0 bestaat
zé dat V(a,8) < W.

Bewijs. De bewijzen zijn niet moeilijk; we volstaan met enkele opmerkingen.
2) Als a e V n Wen B(§,6]) c V, B(a,$,) < W, dan is B(g,min{SPGZ}) cVonW.
3) Als a # b, dan is B(a,$d(a,b)) n B(b,}d(a,b)) = @.

4) B(a,8) < V(a,é) c B(a,s/F) (a e B, k = 2,3, 6 > 0). 0

2 of W< ]R3 heet gesloten indien ]RZ\W resp,

F.5.4. Definitie., Een verzameling W ¢ R
]R3\ W open is.
Voorbeelden: ZRz,'RB, g, {x | d(a,x) < 6} zijn gesloten,
Definitie., Een verzameling U heet begrensd indien er een M > O bestaat z3

dat U < B(Q,M).

Voorbeelden: B(a,8), V(a,d) zijn begrensd.

Rijen punten in ]R2 y ]R3

1.5.5. Definitie, lim a = a i.n.]R2 {of ]R3) betekent dat voor elke omgeving U wvan
-0

a geldt a ¢ U o.d.d.

.. _ - 2 =
21] En " (aln’aZn)’ &= (al ’3'2) €R of &n T (aln’a2n’a3n)’ gs (al ,a2,a3) < ]RB *
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1.5.6, Stelling. De volgende beweringen zijn gelijkwaardig:

1.6"‘

1} lim a_ = a.
—n -—
e

2) Voor elke e > 0 geldt a e B(a,e) o.d.d.

3) Voor elke & > 0 geldt a ¢ V(a,e) o.d.d.

4) lim (a_=-a) = 0.
nro D

5) lim d(a_,a) = 0.
N n

6) lim 2, =2 en 1im a, =&, (en lim a3n = a3) .
n-+e N o

Het bewijs is niet moeilijk.

Een rij (gn) heet begrensd indien {gl,az,...} een begrensde verzameling is.
. o : . 2
Een aantal van de stellingen uit 1.4 zijn nog uit te breiden tot R" en R? .

We zullen daar niet verder op ingaan.

Coordinatenstelsels in ]R2 en ]R3

Op de middelbare school is de analytische meetkunde meestal bedreven met
cartesische coordinaten in B? en Hfs (x,y resp. x,y,2z). Als men problemen
bestudeert met "cirkel- of bolsymmetrie", dan zijn andere codrdinaten vaak

handiger.

Poolcodrdinaten in IR2

We leggen een punt P in het vlak vast door zijn afstand tot 0= (0,0) en door
de hoek die de verbindingslijn OP maakt met de positieve x-as.

De afstand heet gewoonlijk r, de hoek ¢; uit de definitie volgt dat r 2 d, o
onbepaald is in O en dat in andere punten ¢ slechts bepaald is tot op veel-
vouden van 21 ((r,¢) en (r,9+27) is hetzelfde punt). Meestal wordt P Z0 ge=
kozen dat 0 £ ¢ < 27 of -7 < ¢ = w.

0 noemt men wel de peool, de positieve x~as de poolas, r de voerstraal van P

en ¢ het argument van P.
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Het verband tussen cartesische coordinaten (x,y) en poolcoordinaten (r,¢)

is
fx = r cos ¢, r o= Vx% + y2,
1y = r sin ¢, ¢ = arctan(y/x) als x 2 0,
' ¢ = arctan(y/x) + 7 als x < Q, y > 0,
y ¢ = arctan(y/x) - 7 als x < 0, y < Q.
Y- - — - - = — - — Pirg)
t
[
r I
!
|
o P |
i X
X

Voor problemen waarin cirkelsymmetrie voorkomt zijn poolcoSrdinaten erg
handig:

De cirkel x2 + y2 = a2 heeft als vergelijking in poolcoordinaten: r = a.
Krommen r = constant zijn cirkels om 05 krommen ¢ = constant half-rechten
door & (O zelf uitgezonderd).

Een vergelijking r = r(g) stelt in het algemeen een kromme voor.

We geven enkele voorbeelden:

1
a)r = p 3 ¢ > 0.

We zien dat r +  als ¢ ¢ 0 maar daar y = r sin ¢ = LU

s Beldt y » 1]
als ¢ + 0 (zie 2.4, voorbeeld 6); er is dus een horizontale asymptoot

y = 1. De kromme heet hyperbolische spiraal.

—
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b) r = 2(1 - cos ¢). De kromme heet cardioide.
Y

-2

De kromme ontstaat (zie figuur) als de baan van het punt P op de rechter
cirkel als deze cirkel (met straal !) zonder slip langs de vaste cirkel met

middelpunt (-1,0) en straal I rolt.
y

symmetrie-as

In cartesische coordinaten is de vergelijking van de cardiofde:

(x2+y2+2x)2 = 4(x2+y2) hetgeen veel ingewikkelder is.

1.6,2, Cylindercodrdinaten in R°

Deze zijn de uitbreiding van poolcodrdinaten in het (x,y)-vlak met een

z-coordinaat.
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\~TP(n@g)
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|
|
I
I
i
|
T
I
!
|
I

T

De cylindercoordinaten van P zijn (r,p,z);

de samenhang met cartesische coordinaten is:

[x

'y = r sin ¢
12—2.

r cos @

Cylindercoordinaten zijn gemakkelijk bij meetkundige figuren die axiale
symmetrie hebben (omwentelingsfiguren!),

De cylinder x2-+y2 = a2 heeft als vergelijking in cylindercoordinaten:
r = a.

De kegel 22 = x2-+y2 heeft-als vergelijking z2 = r2, z==*r,

1.6.3. Bolcoordinaten in E;

Voor figuren met een punt van symmetrie (bolsymmetrie) zijn de volgende

coordinaten erg handig.
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Een punt P in ]fa wordt bepaald door: afstand p tot @, hoek 6 van OF met de
positieve z-as, hoek ¢ van de projectie van P op het (x,y)-vlak met de

positieve x-as.

Krachtens definitie is p 2 0, 6 tussen 0 en 7 te nemen en ¢ bepaald tot op
veelvouden van 27; meestal wordt ¢ zo gekozen dat 0 <g¢ < 2w, Voor o is 8 noch
¢ bepaald; voor de andere punten op de z-as is §=0 of 6 =7 en ¢ onbepaald.

De samenhang met cartesische coordinaten is

X = p sin 6 cos ¢
¥y = p sin 6 sin ¢
zZ=p cos B,

Uit de bekende eigenschappen van een rechthoekige driehoek volgt namelijk

oT

o sin 8, PT = p cos 8, zie figuur.

p = constant is de vergelijking van een bol om ©.
¢ = constant is de "helft" van een vlak door de z-as (de z-as zelf uitge-
zonderd).

8 = constant is een halve kegel (uitgezonderd de top O) met de z-as als as.
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Hoofdstuk 2. Functies R - R

inleiding
Het begrip afbeelding is algemeen gedefinieerd in 1.1. In dit hoofdstuk be-
schouwen we meer in het bijzonder afbeeldingen van de gedaante £ : A > B,

waarbij A < R en B ¢ R, We noemen f dan een reéle functie van 8&n reele

variabele, of kortweg functie.

A heet de definitieverzameling van de functie f; notatie DOM f.

exs—l

log x

Voorbeelden. £ : R » R, f(x)

f: P -+ R, £(x)

xz als =1 s x < 0
[-1,2) » R, f(x) = i alsx =0

Hh
..

—x2 als 0 < x < 2.,

N.B. Met log x wordt de natuurlijke logarithme van x bedoeld, d.i. de loga-

rithme met grondtal e. In sommige leerboeken wordt ook wel de notatie ln x

gebruikt.

In het verveolg zullen we een functie f ook wel definiéren door middel van een
formule zonder expliciete vermelding van de definitieverzameling. In dat ge-

val zal DOM f bestaan uit die waarden waarvoor de formule zinvol is.

Voorbeeld. f(x) = vx, dan is DOM f = R' .

Vaak wordt een functiewaarde f(x) met een aparte letter y aangegeven; men

schrijft dan y = f(x).

We geven nog een korte samenvatting van de verdere inhoud van dit hoofdstuk,
Eerste onderwerp vormen de polynomen of veeltermen als meest eenvoudige voor-
beelden van functies. Daarna volgt een uitvoerige behandeling van functies
waarbij achtereenvolgens azan de orde komen: eigenschappen van functies, 1li-
mieten, continuiteit, differentiaal- en integraalrekening van functies van
gén variabele. Tenslotte wordt aandacht geschonken aan numerieke aspecten

in een tweetal paragrafen over numerieke oplossing van vergelijkingen en

over numerieke integratie,
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2.2. Polynomen

2.2.1. Definitie. Een polynoom is een functie p: R R, die we als volgt kunnen

schrijven:

- n n-1
p{x) = ax + a _ ¥ + ...+ a;x + ay

waarin 8hs8 e eesd reele getallen zijn en a, # 0. Deze getallen worden

coefficiénten genoemd. Het gehele getal n > 0 heet de graad van het polynoom

(notatie gr(p)).

Oock de nulfunctie: x & 0, zullen we opvatten als een polynoom, het zg. nul-
polynoom. We geven geen definitie voor de graad van het nulpolynoom. Een
uitspraak zoals: zij p een polynoom met gr(p) = n, impliceert dat p niet het

nulpolynoom is.

Voorbeelden. 1) p(x) = 2 is een polynocom met gr(p) = 0.

2) p(x) = 10 4 x> + 1 is een polyncom met gr(p) = 10.

3) Als p(x) = ay tax b+ an__lxn_I + anxn, dan is de afgeleide van p
het polynoom gegeven door
xn_2 + na_x" .
n

p'(x) = a; * 2a2x + oa.. + (n—l)an_1

Ook de tweede afgeleide p" = (p')', de derde afgeleide p™, in het alge-
(k)

meen de k—de afgeleide p zijn polynomen, Men ziet gemakkelijk dat

p(k)(x) = klak + 203 e (k+1)ak+lx + ...+ (n—k+1)(n—k+2) sas nanxn-l

2.2,2. Stelling. Zij p een polynoom met gr(p) = n en d een polynoom met gr(d) = m,
dan is er een polynoom r met gr(r) < gr(d) of r is het nulpolynoom &n er is

een polynoom q zodat p(x) = q(x)d(x) + r{(x) voor alle x € R.




Bewijs. Als m > n is q het nulpolynoom en r = p.

Als m < n dan bewijzen we de stelling door volledige inductie naar n.

In geval n = 0 zal gelden: p(x) = 3 # 0, d(x) = bD # 0, gq(x} = aO/bO en
r(x) = 0.

Neem aan dat de bewering waar is voor polynomen met graad s n-l.,

m

n
Stel p(x) = a X + ... + a,. en d(x) = bmx

ces * i
0 + bo, dan is

o

p(x) = b—n T d(x) + r ),

=]

waarin r, een polynoom is met gr(r]) < n-1 of r, a
Indien T, het nulpolynocom is of als gr(rl) < gr(d) dan voldoet gq(x) = EE x

enr=rl.

Zij nu gr(d) s gr(rl) dan (inductieveronderstelling) zijn er polynomen q en

is het nulpolynoom.

a

r, met gr(rz) < gr(d) of r, is het nulpolynoom, z3d dat rl(x) =q1(x)d(x)<+r2(x).
Na substitutie volgt

a

n _ n-m

p(x) = [E; x + ql(x)]d(x) + rz(x) . a

Het peolynoom r wordt in de regel de rest genocemd en we noteren

(x)

- r(x) -
TGy - q(x) + e IR Als r(x) 0 voor alle x dan heet d een deler van p.

Voorbeelden. 4) Neem d{(x) = x- a, dan is p(x) = {(x-a)q(x) + r(x) waarbij
r(x) een polynoom met graad 0 of het nulpolynoom is; r(x) is dus een con-
stante. Substitueer x = a dan vinden we r(x) = p(a), waarna volgt

p(x) = (x-a)q(x) + p(a) (reststelling).

Als p{a) = 0, dan is (x~ a) een deler van p(x); we noemen x = a dan een

nulpunt van p{x).

5) De waarde x = | is een nulpunt van p(x) = x3 - 2x2 + x = (x-—l)(xz-x).

We zien dat x = 1 ook nulpunt is van xz-x, en p(x) = (x-l)zx. We zeggen

dat x = | een tweevoudig nulpunt van p(x) is.
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2.2.3. Definitie. Het getal a ¢ R heet een k-voudig nulpunt (of: nulpunt met multi-

pliciteit k) van een polynoom p, indien er een polynocom q bestaat met

g(a) # 0 8n p(x) = (x-a)kq(x).

Opgave. Het getal a ¢ R is een k-voudig nulpunt van een polynoom p dan en
slechts dan als p(a) = p'(a) = ..., = p(k_])(a) = () &n p(k)(a) # 0; toon dit

adn.

Het is bekend dat een vierkantsvergelijking hoogstens twee reéle wortels be-

zit. Deze regel laat de volgende generalisatie toe:

2.2.4. Stelling. Een polynoom p met gr(p) = n heeft ten hoogste n reéle nulpunten.

Bewijs. We bewijzen deze stelling door volledige inductie naar n.

In geval n = 0 is p(x) = 3, # 0, dus p heeft geen nulpunten.

Stel de bewering in de stelling is waar voor polynomen met graad < n-1.
Zij nu p een polynoom met gr(p) = n en zij a een nulpunt van p, dan is er
een polynoom q met gr(q) = n-1 zodat p(x) = (x-a)q(x). Het polynoom ¢
heeft ten hoogste n- | reéle nulpunten (inductieveronderstelling), dus p

heeft ten hoogste 1+n-1 = n reele nulpunten. (i

Voorbeelden. 6) In het (x,y)-vlak kunnen we door twee punten een rechte lijn
construeren, door 3 punten (met verschillende x-coordinaten) een rechte
1ijn of een parabool. Algemeen: bij n + | gegeven punten
(XO’yO)’(XI’yl)""’(xn’yn)’ waarvan de coordinaten XgsXyseeesX ver-
schillend zijn, bestaat er precies &&n polynoom p met gr(p) < n, of p is

het nulpolynoom, zodat p(xk) =y, voor k=0,l,...,n.

Bewijs. We construeren eerst een polynoom p, dat aan de eisen voldoet en
laten vervolgens zien dat p eenduidig bepaald is. Zij L. het polynoom gege-

ven door
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(x-xo)(x-x]) ey (x-xi_])(x-vx. Y wes (x—xn)

+1
2.2.5, 2. (x) = v— - - = 7
i (x xo)(xi X)) v (xi xi—l)(xi xi+]) (xi xn)
dan is R,i(xk) = 0 voor k = 0,1,.,.,i-1,i+]l,...,n en Ei(xi) = ], We nemen

nu voor p het polynoom gegeven door p(x) = yono(x)-+y1£1(x)'+...'Fyn£n(x).

(Laat zien dat p aan de eisen voldoet.)

Laat g een polynoom zijn dat eveneens aan de eisen voldoet, dan geldt voor het

polynoom p -~ q dat p(xk)-q(xk) = 0 voor k = 0,],...,n. Het polynocom p-g

heeft dus n+1 verschillende nulpunten, hetgeen in strijd is met 2.2.4, ten-

zij p-q het nulpolynoom is; dus p = q. 0

Het polynoom p heet het interpolatiepolyncom van Lagrange door de punten

(xk,yk), k=0,1,...,n.

7)

2.2.6,

We construeren vervolgens een polynoom waarvan de functiewaarde en de
eerste tot en met de n~de afgeleide in een punt zijn voorgeschreven:

(n .
p(a) = bo, p'(a) = bl""’p )(a) = bn’ waarin bo,bl,...,bn gegeven re=

ele getallen zijn. Een polynoom p met gr(p) < n kunnen we aangeven door
p(x) = a +a(x-a)+a(x-a)2+ +a {x-a)"
0 1 2 * e n L]
Differentieer p(x) k-maal dan vinden we

p(k)(x)==k!ak-+2-3 "o (k+l)ak+1(x—a) + .00+ (n-k+1) (n=k+2) oe- nan(x-a)nﬁk,

dus

(a)

v @ = kla, @) = pa).

Derhalve is a = E%' voor k = 0,1,...,n.

k
Het polynoom p is dus voor te stellen door

1l

(k)
L];sa—) (x-—a)k .

px) = ¥
k=0 *

Deze betrekking heet de formule van Taylor voor polynomen.
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Eigenschappen van functies

In deze paragraaf releveren we een aantal deels bekende eigenschappen van

functies.
Definitie (begrensdheid). Een functie f heet begrensd op een verzameling
V < DOM f, indien

3ME]R Ver [|f(x)| < MJ

of anders geformuleerd: f(V) ¢ R is een begrensde verzameling.
Een functie f heet begrensd, indien f begrensd is op DOM £, dus als £(DOM f)

een begrensde verzameling is.

2
. - 42
Voorbeelden. f(x) = sin x, g(x) = e X , h(x) = arctan %, L(x) = vVI-x
zijn voorbeelden van begrensde functies, De functie f(x) = e © is begrensd
op Rf, de functie zelf is echter niet begrensd.
Definitie (monotonie).

(i) Een functie f heet monotoon stijgend, indien

Ve,yepom £ [X <y = £(x) < £

(ii) Een functie f heet monotoon dalend, indien

Vx,yeDOM g lx<y=£(x) > £yl

(iii) Een functie f heet monotoon niet dalend, indien

vx.yEDOM g [x <y = £(x) < £(y)].

(iv) Een functie f heet monotoon niet stijgend, indien

VX,yeDOM g (X <y = £(x) 2 £(y)].

De functie f heet monotoon, indien zich een van de gevallen (i), (ii), (iii)

of (iv) voordoet. De functie f heet strikt monotoon, indien zich een der ge-

vallen (i) of (ii) voordoet.

1 als 0

1A

x < }

Voorbeelden, 1) f: [0,1] + R, f(x) = ,

0 als }

is een monotoon niet stijgende functie.

x < 1

A

2) £: [-1,1] » R, f(x) = arcsin x, is een monotoon stijgende functie.
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Strikt monotone functies zijn voorbeelden van injectieve afbeeldingen.
Immers als x # y, dus x <y of x > y, dan is f(x) < £(y) of £(x) > f(y),
in ieder geval f(x) # f£(y). Is f bovendien surjectief, dan heeft f een

4 [ +
strikt monotone inverse f .

Voorbeelden. 3) £: [- {n,dn ] » [-1,1], £(x) = sin x.

De functie f heeft een inverse gegeven door

£ [=1,1] + [~ §n,dn ], f+(x) = arcsin Xx.
4) f3 (% ’ %;) + R, f(x) = tan x. De functie £ heeft een inverse gegeven
door

£ R » (% s %;), f+(x) = 7 + arctan Xx.

5) f: [0,=) » [0,x), f(x) = log(l-+x2). De functie f heeft een inverse

gegeven door
oy
£5: [0,®) + [0,=), £(x) = Ve¥~1 .
2,3.3. Definitie (convexiteit). Een functie f heet convex op een interval I ¢ DOM f,
indien

vx,yeI Vre10,17 LEOx+U=0)y) < af(x) + (1-0DE() 1.

Een functie f heet concaaf op I indien de functie -f convex is op I.

We merken op dat voor de grafiek van f convexiteit betekent dat het lijn-
stuk, dat de punten (x,f(x)) en (y,f£(y)) verbindt, boven de grafiek ligt,
Voorbeelden., (Ga na aan de hand van grafieken; zie ook 2.6.9.)

6) f£: [-1,1]1 - [0,7], £(x) = arccos x. De functie f is convex op [~1,0] en
concaaf op [0,1].

7) f: P + R, £(x) = log x. De functie f is concaaf op P .

2.3.4. Definitie (even of oneven). Een functie f heet even indien

(i) Vxe g ¥ € DOM £ = -x ¢ DOM £], d.w.z. DOM f ligt symmetrisch

t.o.v. 03

(ii) VXE DOM £ [f(-x) = £(x)], dus de grafiek van f is symmetrisch t.o.v.

de y-as.
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Een functie f heet oneven indien (i) geldt en

(ii') Vxe:DOM £ LE(-x) = -f(x)].

(Wat betekent dit voor de grafiek van £7?)

Voorbeelden., 8) f(x) arctan x; de functie £ is omeven.

9) f(x) = arccos x-—% 3 de functie f is oneven,

2
10) £(x) = e X 3 de functie f 1s even.

11) Polynomen waarin louter even machten van x voorkomen, zijn even functies.

Tenslotte introduceren we nog de hyperbolische functies: sinh x, cosh x,

tanh x, coth x (spreek uit sinus hyperbolicus, cosinus hyperbolicus, enz.).

Deze functies worden gedefinieerd door

X -X X -X
. .. e -e . e +e
sinh x := 5 s cosh x = —
sinh x cosh x
tanh x = y COth x 1= = .
cosh x sinh x

De hyperbolische functies zijn gedefinieerd voor alle x ¢ R behalve dat

coth x niet gedefinieerd is voor x = 0. Schets de grafieken van deze functies
en merk op dat cosh x een even functie is terwijl sinh x een oneven functie
is. Omdat coshzt - sinhzt =11is x = cosh t, y = sinh t, == < t < =, een para-

2

metervoorstelling van een tak van de hyperbool xz-y = |, (Evenals x = cos t,

y =sin t, 0 £ t < 2y een parametervoorstelling van de cirkel x2-+y2 = ] is,

zie 6.1.) Dit verklaart de naam van de ingevoerde functies.

Limieten van functies

Reeds op de middelbare school is kennis gemaakt met het begrip limiet

van een functie. We geven een aantal definities,

Definitie. Zij a ¢ R en a een verdichtingspunt van DOM f, Dan betekent

lim £(x) = L, dat er voor iedere omgeving V van L een omgeving U van a be-
x~a
staat zodat voor alle x ¢ U n DOM f met x # a geldt: £(x) ¢ V.

In plaats van lim £(x) = L noteren we ook wel f(x) + L (x - a),
x+a
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Definitie., Zij a € R en a een verdichtingspunt van (a,») n DOM f.

Dan betekent lim f(x) = L, dat er voor iedere omgeving V van L een omgeving U
Xxva
van a bestaat zodat voor alle x ¢ U n DOM f met x > a geldt: £(x) ¢ V.,

Deze limiet heet de rechterlimiet van f(x) in a.

Definitie, Zij a € R en a een verdichtingspunt van (-«,a) n DOM f,

Dan betekent lim f(x) = L, dat er voor iedere omgeving V van L een omgeving U
xta
van a bestaat zodat voor alle x € U " DOM £ met x < a geldt: £(x) € V.

Deze limiet heet de linkerlimiet wvan £(x) in a.

Bewijs zelf de stelling:

Stelling. Als lim f(x) = L en lim f(x) = L, dan is lim f(x) = L,
x+a xta xX—+a
Opmerking. Indien de rechterlimiet en de linkerlimiet van £(x) in a bestaan

doch verschillend zijn, dan bestaat lim £(x) niet.
x*a

We geven nu de definitie van limiet in geval a = te,

Definities. Zijvoor elke b ¢ R: (b,») n DOM f # §. Dan betekent lim £(x) = L,
X
dat er voor iedere omgeving V van L een M ¢ R bestaat zodat voor alle

¥ € DOM £ met x > M geldt: f(x) ¢ V.
Zij voor elke b ¢ R: (~-=,b) n DOM £ # @, Dan betekent lim f(x) = L, dat er

K=t
voor iedere omgeving V van L een M ¢ R bestaat zodat voor alle x € DOM f met

X <M geldt: £(x) ¢ V.

Stelling, 2ij ii: f(x) = L. Voor iedere rij (an) c DOM f met an # a,
lim a_ = a geldt dan: lim f(a ) = L.
e O e n

Bewijs. Zij V een omgeving van L, dan is er volgens 2.4.1 een omgeving U van a

zodat voor alle x ¢ U n DOM £ met x # a geldt: £(x) ¢ V. Nu betekent

lim a_ = a dat a_ ¢ U o.d.d., dus f(a_) € V o.d.d. Daaruit volgt lim f(a )= L,
e n n n e n

a
Opmerking. De stelling is ook geldig in geval a = = (resp.-=) en a > =

(resp. - =) als n » =,
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Met behulp van 2.4.3 is soms eenvoudig vast te stellen dat een limiet niet

bestaat,

. .1 .
Voorbeeld. lim sin % bestaat niet.

x=0
. . . . o
Beschouw namelijk de rijen (an), (bn) gegeven door a ===, bn ol ?
n e N, Dan is lim sin ﬁ— = 0, lim sin EL-= ] en deze limieten zijn ver-
-+ n o> n
schillend, Analoog kan men inzien dat lim sin x niet bestaat,
X0

2.4.4, Stelling. De volgende beweringen zijn gelijkwaardig:

1) lim £(x) = L.
x-a

2) a is een verdichtingspunt van DOM f en

Ve>0 a6>0 VxeDOM f Lo < |x-af < &= |f(x)-L| < el
3) lim (f(x)-1L) = 0,

X+a
4) lim {£(x) -L| = 0.

Xra

Opgave. Bewijs deze stelling.

Voorbeelden, 1) lim (l-FJE) = 2 .

x-+2 X

We gebruiken formulering 2) van 2.4.4. Voor | < x < 3 geldt:

petpe2| = L aex?) < Fj24x] |2-x] < 22-x
X 4x

Zij € > 0, dan geldt voor alle x met 0 < |x *2| < § = min(l, %g) dat

I 5 5
1+7-Z < Z[Z-—x' < g
x
2) lim cos x = 1., Zij ¢ > 0, dan is
x-0
|1 =cos x| =2 sinzix < 2(£x)2 = ixz < ¢

voor |x| < § 1= V2g.

Opmerking. We hebben gebruik gemaakt van de bekende ongelijkheid

|sin xl < |x| voor alle x ¢ R.
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x —

3) lim TET =1, lim =T = -1, 1lim TiT bestaat niet,
x40 ¥ x40 ¥ x>0 ¥

4) Twee standaardlimieten:

lim e = 0 voor p > 0, lim xF = 0 voor p > 0. (Ga na.)
xo %P x40

5) lim l = »=, We zeggen: ! 5 divergeert naar « als x tot | nadert,
x>+l (x-1) (x-1)

Dit wordt gepreciseerd in de volgende definitie.

Definitie. Zij a € R en a een verdichtingspunt van DOM f. Dan betekent

f£(x) + = als x > a, dat er voor alle K € R een omgeving U van a bestaat zo-
dat voor alle x € U n DOM f met x ¥ a geldt: f(x) > K.

Analoog is te definiéren f(x) - —« als x + a. Ook de definities met

X > o 1.p.v. x » a liggen onmiddellijk voor de hand.

Stelling (insluitstelling). Zij lim f(x) = L, 1im h(x) = L. Laat er een
x*a x+a
omgeving U van a bestaan z6 dat f(x) < g(x) < h(x) voor alle x € U n A met

x # a; hierin is A de gemeenschappelijke definitieverzameling van £, g, h.
Dan geldt: 1im g(x) = L.

Xra
Bewijs. Zij V een omgeving van L, V := (L-g,L+e) waarin € > 0. Dan bestaan

er omgevingen UI’UZ < U van a zodat voor alle x € U, n Amet x # a geldt

]

f{(x) ¢ V, en voor alle x e U, n Amet X # a geldt h{x) € V. Voor alle

2
X € UI n U2 n Amet x # a is dan £(x), h(x) ¢ V en vervolgens

L -e<f(x) < g(x) £ h{x) < L+g, dus g(x) € V.

De insluitstelling is gemakkelijk uit te breiden tot het geval a =+,
Indien a = = bijv. dient er een M ¢ R te bestaan 28 dat f(x) < g(x) < h(x)

voor alle x ¢ A met x > M,
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Voorbeelden, Twee standaardlimieten:

6)

7)

. sin x
lim ———— = |

x+0
Maak gebruik van de ongelijkheid
cos x < sin x <1, (1)
X
geldig voor —4n < x <}jv en x # 0. Deze volgt uit: sin x < x voor x > 0,

tan x > x voor 0 < x < {n; bedenk voorts dat de leden van (1) even func-

ties zijn. Vanwege lim cos x = 1, 1lim 1 = 1 is dan op grond van 2.4.5,
. x-+0 x+)
. sin x
11m—-)-{---= 1.
x+0
lim log x 0 voor p > 0,
x>o  xP

Voor vy > 0 is log y < y, dus log(yép) < y%p, log v < % yép. Voor x > |
geldt dan de ongelijkheid

0 < log x < 2 1
p

< P 4P

Vanwege lim 0 = 0, lim z —i—-= 0, voor p > 0, is dan lim log x 0.
Xro x+o P yiP x+o  xFP

Opmerking. De ongelijkheid log y < y voor y > 0, volgt uit 2.6, voor-
beeld 4,

2.4.6, Stelling (bewerkingen met limieten). Als lim f(x) = L, lim g{x} = M,

dan is: x~a xra
1) 1lim {£f(x) + g(x)} = L + M;

Xa
2) 1im {f(x)g(x)} = LM;

X>a

. f(x) _ L . .

3) iiz Sx) M mits M # O;
4) lim [£(x)| = |L| en lim YIE)T = Y[LT.

x-+a X+a

(N.B. Stilzwijgend is ondersteld dat f£(x) en g(x) dezelfde definitieverzame-

ling hebben.)
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Bewijs. We schrijven alleen het bewijs van 4) uit.

4) Zij ¢ > 0, dan is er een omgeving U] van a zodat voor alle x ¢ Ul n DOM £

met x # a geldt: [f(x)~L| < ¢, dus ook |]f(x)]|~|L|| = |£(x) -L]| < e.

Er is ook een omgeving U, van a zodat |f(x)-—L| < 52 voor_alle x eUz n DOM £

2
. .. ] 2 2 .
met x # a, Maak nu gebruik van de ongelijkheid |p-q| = V|p“-q°|, geldig voor

p 20, q 20 (verifieer deze ongelijkheid). Dan volgt

]vlf(x) - VWZT| < Vqlf(x)] - |L]T < qu(x) - L[ < g voor alle xeU, n DOM £

2
met X ¥ a. D

Voorbeelden. 8) 1lim (Vx2+3x+1 - x) = lim 3x + | -
Ko

Ko

2
X 3%+l + x

. 3ty 3+0_ 3
= lim = = = .
Ko 3 VT + 1
1+ +e— + 1
X 2
X
I -cos x 2 sin2 2isin ix 2 ]
9) lim—-——-z-—=lim—2—ii=limz[—;?é—J =3
x-+0 X x+0 X x>0
10) Standaardlimiet: lim xFe * = 0 voor alle peR.
b e
- . . P . . -X , P -X
Bewijs. Als p < 0, dan is lim x* = 0 &n lim e © = 0, dus lim x*e ~ = 0,
plaa X-re0 Koo
Als p = 0, dan is lim xPe ™ = 1im e ¥ = 0.
X X

Zij p > 0. De functie f(x) = e* is monotoon stijgend; uit log v < y voor

y > 0 volgt dan elog y <,éy, oftewel e > y. Derhalve is
~— X 2
D S S szp
Z2p 2pj

Voor x > 0 geldt dus de ongelijkheid
0 < xpe_X < (2p)2p —L-.
XP

Vanwege 1im 0 = 0, lim L= 0 voor p > 0, is dan lim xPe™ = o . O
X+ X+o ¥ X+
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2.5. Continuiteit

2.5.,1. Definitie, Een functie £ heet continu in a ¢ DOM £ indien er voor iedere
omgeving V van f(a) een omgeving U van a bestaat z8 dat voor alle xeUnDOM £
geldt: f(x) ¢ V,

Bewijs zelf de stelling:
2.5.2. Stelling. Zij a ¢ DOM f een verdichtingspunt van DOM £, dan is f continu in

a dan en slechts dan als lim £(x) = f£(a).

x-+a

Eiﬁ—i- als x # 0
Voorbeelden., 1) £: R » R, f(x) = .

! als x =0

is continu in x = 0 omdat lim =X =] = £(0).
x~+0
0 als x < 0

2) f: R > R, f(x) = ’

x  + 1 als x 20

is niet continu in x = 0 omdat lim f(x) 1 en 1im £{(x) = 0, dus

lim £(x) bestaat niet. x+0 x40

x+0

Definities. Een functie f heet continu op een verzameling V als f continu
is in elk punt van V.

Een functie f heet continu als f continu is op DOM f.

Voorbeelden., Polynomen, de goniometrische functies sin x, cos x, de exponen- .
tiele functie ex, de hyperbolische functies sinh x, cosh x, de cyclometrische |
functie arctan x, zijn voorbeelden van functies die overal continu zijn. De
functie log x is continu op P . De cyclometrische functies arcsin x, arccos X,

zijn continu op [-1,1].

De volgende stelling geeft ons een mogelijkheid om snel in te zien of een

functie continu is.

2.5.3. Stelling. Zijn de functies f en g continu in a, dan zijn ook f+g, Af (Ae R),
fg, £/g (mits g(a) # 0) continu in a. Is f continu in b = g(a) en g continu

in a, dan is £ ¢ g continu in a.
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Bewijs. Het eerste deel van de stelling volgt eenvoudig uit 2.5.2 en 2.4.6.
We bewijzen nu dat £ o g continu in a is. Zij V een omgeving van f(g(a)) dan

is er een omgeving Ul van g(a) zodat voor alle v ¢ U, n DOM f geldt:

]
f(y) € V. De functie g is continu in a, dus bij de omgeving U, van g(a) be-
2 g N DOM g geldt:

. Voor x ¢ U, n DOM(f o g) geldt dan: £(g(x)) e V. N

staat er een omgeving U, van a zodat voor alle x ¢ U

g{x) € U]

Voorbeelden. 3) Een rationale functie £{(x) = RSEL waarin p en g polynomen

q{x)

zijn, is continu in a als q{a) # 0 is,

. , 2
4y £(x) = log(x2+l). De functie f is continu omdat de functies h(x) = x"+1,

g(x) = log x continu zijn en f = g o h.

Uit 2,5.3 volgt onmiddellijk:
1) 2ij £ o g gedefinieerd in een omgeving van a, g continu in a en f continu
in g(a), dan is lim £(g(x)) = £(g(a)).
x+a
2) Zij £ o g gedefinieerd in een interval van de vorm (M,=) met M ¢ R en
zij f continu in b, Als lim g(x) = b, dan is lim £{g(x)}) = £(b).
X¥oo X+

(Analoog: lim f£{g(x)).)

K=o
Deze resultaten zijn bruikbaar bij het berekenen van limieten.

Voorbeelden, 5) lim arctanm x _ lim arctan(tan y) _ lim —— =
——— %x+0 X y-+0 tan y y+0 tan y
= lim —2— cos y=1,
70 sin y
6) lim log(! $ 220Xy o 0, omdat lim LALX - gen f(x) = log(l+x) continu is
X x K-+

in 0 met £(0) = log(l+0) = 0.

Definitie (continue voortzetbaarheid). Zij a een verdichtingspunt van DOM f,

a ¢ DOM £, De functie f heet continu voortzetbaar in a, indien er een functie

F met definitieverzameling DOM f u {a} bestaat z6 dat F continu is in a en

F(x) = £(x) voor alle x ¢ DOM f.

Eigenschap. Zij a een verdichtingspunt van DOM £, a ¢ DOM £, Dan is f continu

voortzetbaar in a, dan en glechts dan als lim £(x) bestaat.
x>a
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Voorbeelden., 7) f(x) = Ei%—i , x # 0, Definiéren we £(0) = 1, dan is f
continu (voortgezet) in O omdat Lim £(x) = I.
x>0
cos x als x < 0,
8) f(x) =
X als x> 0 .

De functie f is niet continu voortzetbaar in 0 omdat lim E£(x) niet bestaat;

immers lim £(x) = 0 en lim £(x) = I. %0

x40 x40

2.5.4, Stelling, Zij f continu op [a,b] en zij (an) een rij getallen met a € [a,b]

voor alle n e W, lima = c. Dan is lim £f(a ) = f(c).

Bewijs. De stelling volgt eenvoudig uit 2.5.2 en 2,4.3.

Voorbeelden. 9) lim 1og(l-+l) = 0, omdat lim 1. 0 en £(x} = log(l+x)
_ e n oo T

continu is in 0 met £(0) =log(l+0) = 0.

13) Iim 9: =1, omdat £(x) = e continu is en dus

oo
lim 9E-= Tim exp(l logn) = exp(lim 325—20 = eO =1,
n-o o n e O

(zie 2.4, voorbeeld 7). Hierbij is ingevoerd de notatie exp(x) := e’

deze wordt vooral gebruikt als de exponent een samengestelde uitdrukking i

Laat de functie f continu zijn op een interval [a,b]. De grafiek van y = £(x)
is dan een "doorlopende' kromme die elke rechte y = ¢ met ¢ tussen f£{a) en

f(b), snijdt, Deze eigenschap wordt geformuleerd in de volgende stelling.

2.5.5, Stelling (tussenwaardestelling). Zij f continu op [a,b] en n een getal tussen
f{a) en £(b), dan is er een £ ¢ (a,b) zd dat £(&) = n.

Bewijs. Beschouw eerst het geval f(a) < n < £(b). We construeren een inter-
vallen-nest (zie 1.4.12) dat de gezochte waarde f bevat.
Definieer a; = a, bl := b, Halveer [al,b]] en onderzoek f(i(al-kbl)). Als

f(i(a1-+bl)) < n dan stellen we: a, i= %(a]-bbl), b2 := b,; als

1;
f(%(al-kb])) > n dan stellen we: a, = a), b2 1= &(al-rbl). In beide geval-

len zal gelden f(az) M, f(bz) > T
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Pas dezelfde procedure opnieuw toe op [a2,b2]. Afhankelijk van f(g(a2-+b2))
definiéren we [a3,b3} als die intervalhelft waarvoor f(a3) <n, f(b3) > n.
Zet dit halveringsproces voort dan ontstaat er een rij van intervallen
[an,bn] waarbij f(an) < n, f(bn) > n voor alle n ¢ N. Deze intervallen vor-
men een intervallen-nest als beschouwd in 1.4.12; merk op dat bn-an =

= (b-—a)/.?n_1 zodat lim (bn- an) = 0. Volgens 1.4.12 is er precies &én £ met

T
£ c [an,bn] voor alle n € WN; tevens geldt lim a, = lim bn = £. Met 2.5.4
N oo
volgt dan tenslotte £(£) = lim f(an) £n, £(£) = lim f(bn) > n, zodat
<o oo
£(&) = n.
In het geval f(a) > n > £(b) is het bewijs op analoge wijze te voeren. O

Opmerking. Indien f niet continu is op [a,b] dan hoeft f niet elke waarde
tussen f(a) en f£(b) aan te nemen. Beschouw bijv. de functie f gedefinieerd
0 als 0
I als 4

1A

x < 4,
Er is dan geen £ ¢ (0,1) waarvoor

A

x =1,

op [0,1] volgens £(x) = {
£(g) = 4.
Voorbeeld. Zij f continu op [a,b] met £(a) 2 a en £f(b) < b, dan is er een

£ ¢ [a,b] 26 dat £(£) = §. Dit volgt eenvoudig door toepassing van de tus-

senwaardestelling (2.5.5) op de functie f{x) - x.

We definiéren nu de begrippen maximum en minimum van een functie. In plaats
van maximum en minimum gebruiken we ook wel de omvattende benaming extremum

van een functie.

Definities. Een functie f heeft een locaal maximum in c ¢ DOM f, indien er een

omgeving U van c bestaat zodat f(x) £ f(c) voor alle x ¢ U n DOM f.

Een functie f heeft een globaal maximum in ¢ ¢ DOM f, indien f(x) < f(c) voor
alle x ¢ DOM f.

De definities van locaal minimum, globaal minimum in ¢ zijn dezelfde met

vervanging van £(x) < f(c) door £(x) = f(c).

De existentie van globale extrema wordt verzekerd door de volgende stelling

van Weierstrass die we niet bewijzen.
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2.5.7. Stelling (Weierstrass). 2ij f continu op [a,b], dan heeft f op [a,b] een
globaal maximum en een globaal minimum, d,w.z. er bestaan punten
c

y¢., € [a,b] zodat f(cl) s f(x) = f(cz) voor alle x ¢ [a,b].

1*72

Opmerking. Als f niet continu is op [a,b] dan hoeft f geen globaal maximum
te hebben, Beschouw bijv, de functie f gedefinieerd op [0,i] volgens

xals 0 £x <1,
f(x) = 0 als x = 1 Dan heeft f geen maximum op [0,1].

Ook als het interval begrensd maar niet gesloten is kan men een voorbeeld
geven van een continue functie die geen maximum heeft; f(x) = tan x gedefi-

nieerd op [0,4r), heeft geen maximum.

Gevolg, 2ij f continu op [a,b] dan is £([a,b]) = [m,M] waarbij m het glo-
bale minimum en M het globale maximum van f£f op [a,b] is. Dit resultaat volgt
uit de tussenwaardestelling (2.5.5) en de stelling van Weierstrass (2.5.7).

Laat f continu en monotoon stijgend zijn op [a,b]. Krachtens het gevolg is
dan £f([a,b]) = [£f(a),f(b)], dow.2z. £ is een surjectie. Uit de monotonie van
f volgt dat £ een injectie is (zie 2.3.2). De functie f: [a,b] = [f(a),f(b)]
is dus een bijectie en de inverse functie £ {£f(a),f(b)] » [a,b] bestaat.
Het is duidelijk dat f° eveneens monotoon stijgend is. Zonder bewijs vermel-
den we dat f  continu is op [£{(a),f(b)]. We vatten een en ander samen in de

volgende stelling:

2.5.8., Stelling. Zij f continu en monotoon stijgend op [a,b], dan bestaat de inverse

functie £ en £ is continu en monotoon stijgend op L£(a),£(b)].

Een analoge stelling geldt voor continue, monotoon dalende functies. Een
functie die continu is op [a,b] en een inverse bezit, is strikt monotoon
(probeer dit zelf te bewijzen met behulp van de tussenwaardestelling 2.5.5),

zodat we de stelling kunnen formuleren:

Stelling. Zij f continu op [a,b]. Als f een inverse bezit, dan is ook £

~continu.
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Differentiaalrekening

2.6.1. Definitie. Zij f gedefinieerd in een omgeving U van a. De functie f heet

2.6.2.

differentieerbaar in a, indien er een getal A ¢ R bestaat en een functie p

gedefinieerd in een omgeving V van 0, zodanig dat
(i} f(a+h) = f(a) + Ah + hp(h) voor alle h ¢ V,
(ii) 1lim p(h) = O,

h-+0

Als f differentieerbaar is in a, dan is

A = lim f(a+h)h— f(a) .

h+0

We geven het getal A aan door £'(a), de afgeleide van f in a.

Bewijs de volgende stelling:

Stelling. Z2ij f gedefinieerd in een omgeving van a, dan is f differentieer-

baar in a dan en slechts dan als lim ES&%:%—ESEL bestaat. Deze limiet is

gelijk aan £'(a). x»a

f(x) -~ f(a)

Definitie, Zij [a,b) < DOM f, dan heet lim —

x+ta

de rechterafgeleide

van £ in aj; notatie f'(a+).

Analoog is te definiéren de linkerafgeleide van f in a; notatie f'(a-).

Bewijs zelf de stelling:
Stelling. Zij f gedefinieerd in een omgeving van a, dan is f differentieer=~

baar in a dan en slechts dan als f'(at+) = f'(a-).

Definities. Een functie f heet differentieerbaar op (a,b) als f differenti~

eerbaar is in elk punt van (a,b).

Is bovendien de afgeleide f' continu op (a,b) dan heet f continu differenti-

eerbaar op (a,b).
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Voorbeeld. De funtie f(x) = sin x is differentieerbaar in elke a € R, immers

. sin X - sin a . sin(a+h) - sin a
lim Py = lim T =
X—+a h=+0
= lim 2 Si? b cos(a+th) = cos a.

h+0

We noteren f'{(x) = cos x voor alle x.

Zij de functie f differentieerbaar in a. Indien we f benaderen door de line-
aire functie 2(x) = f(a) + f£'(a)(x-a), dan maken we in de buurt van a een
fout gegeven door (x-a)p{(x-a), waarbij p(x-a) + 0 (x + a). We zeggen dat f

in a lineair benaderbaar is. Grafisch betekent dit dat de grafiek van 2 (de

rechte: y=1£f(a) + £'(a)(x-a)) raakt aan de grafiek van f in x = a.

Bewijs zelf nu de stelling:

Stelling., Als f differentieerbaar is in a, dan is f continu in a.

De omgekeerde bewering is niet waar, getuige het voorbeeld f(x) = ]x .

Deze functie is continu in 0, echter niet differentieerbaar. De functie

heeft wel een rechter- en linkerafgeleide in 0, gelijk aan 1 resp. =I.

We kennen reeds de afgeleiden van een aantal functies:
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2.6.3. Tabel

£(x) - £'(x)
o a1
X ax
sin x cos X
cos X - sin x
1
tan x
cos x
sinh x cosh x
cosh x sinh x
1
tanh x
cosh x
. 1
arcsin x

arccos % ———
/ 2
1 -x
1
arctan x
2
] + x
1
log [x | .
X X
e e
Jg(X)dx g(x)

Met behulp van de nu volgende regels voor het differentiéren en de vooraf-
gaande tabel van afgeleiden zijn we in staat om de afgeleiden van een groot

aantal functies te berekenen.

2.6.4. Regels voor het differentieren. Als f, g differentieerbaar zijn in a, dan

zijn ook f£+g, Xi(he R), fg, £/g (mits g(a) # 0) differentieerbaar in a en

hun afgeleiden worden gegeven door
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1) (f+g)'(a) = £'(a) + g'(a) ,
2) (A£)'(a) = AM'(a) ,
3) (fg)'(a) = £f'(a)g(a) + f(a)g'(a) ,
4) [ﬁ}'(a) - flla)gla) - f(a)g'(a)
£ 2
g (a)

Als g differentieerbaar is in a en f differentieerbaar is in g(a), dan is

fog differentieerbaar in a met afgeleide

5) (fog)'(a) = £'(g(a))g'(a) (kettingregel),

Als f differentieerbaar is in a met f£'(a) # 0, dan is f* differentieerbaar in
b := f(a) met afgeleide

1

6) D' ®) = g

In plaats van f'(x) noteren we ook wel-ii of dy of y'.
dx dx
Een continue functie f gedefinieerd op [a,b], heeft volgens de stelling van
Weierstrass (2.5.7) op [a,b] een globaal maximum en een globaal minimum.
Een belangrijke stelling die het zoeken naar extrema vergemakkelijkt is de

volgende,

2.6.5. Stelling. Zij f gedefinieerd op [a,b]. Als f een locaal extremum heeft in

c € (a,b) en £ is differentieerbaar in ¢, dan is £'(c¢) = 0.

Bewijs. Onderstel dat f in ¢ een locaal maximum heeft. Dan is er een omge-
ving U van ¢ zodat f£(x) 2 f(c) voor alle x € U. Daaruit volgt voor de rech-
terafgeleide in ¢,

fT(C"') = 1im££2c—)—:.-_..f_(9). <
xte * 7€

A
(@]

en voor de linkerafgeleide in c,

f(x) - £(c)

Yoy = 14
£'(c-) lim pe—

xte

v
o

De functie f is differentieerbaar in ¢ zodat f'(e+) = £'(c=) = £'(c), dus
f'(c) = 0.
In het geval dat f in ¢ een locaal minimum heeft, is het bewijs op analoge

wijze te voeren, O

Volgens 2.6.5 is "f'(c) = 0" een nodige voorwaarde opdat een (differentieer—

bare} functie f een locaal extremum heeft in ¢. De voorwaarde is echter niet
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voldoende zoals blijkt uit het volgende tegenvoorbeeld: voor de functie

f{x) = x3 is £'(0} = O maar f heeft geen extremum in 0.

Is de functie f gedefinieerd op [a,b] danzijn alleende randpunten a,b, de punten
waarin f niet differentieerbaar is en de punten waarin de afgeleide f' gelijk
is aan nul, kandidaten voor extrema. Zij f£'(c) = 0 dan is met behulp van het

teken van de afgeleide in een omgeving U van ¢ vast te stellen of f in c een

maximum dan wel een minimum heeft, Als £'(x) > O voor x ¢ U en x < ¢ en

£'(x) < 0 voor x € U en x > ¢, dan heeft f in c een locaal maximum; als

f'(x) <O voor x e Uenx <c en f'(x) > 0 voor x ¢ U en x > ¢, dan heeft f

in ¢ een locaal minimum; zie ook 2.6.8.

Stelling (Rolle). Zij f continu op [a,b] en differentieerbaar op (a,b).
Als f(a) = f£(b), dan is er een £ ¢ (a,b) met £'(£) = 0.

Bewijs. Als £(x) = f(a) voor alle x ¢ [a,b], dan kunnen we voor £ ieder getal
uit (a,b) nemen.

Als f(x}) > f£(a) voor zekere X, € {a,b) dan heeft f een globaal maximum in

| € (a,b) dan
heeft f een globaal minimum in een punt £ ¢ (a,b), en £'(g) = 0. 0

een punt £ € (a,b),en £'(§) = 0., Als f(xl) < f(a) voor zekere x

Een belangrijk gevolg van deze stelling zullen we formuleren in de nu volgende

middelwaardestelling.

2,6,7, Stelling (middelwaardestelling). Zij f continu op [a,b] en differentieerbaar

2.6.8.

op (a,b), dan is er een £ ¢ (a,b) zodat £(b) - £(a) = (b-a)f'(g).
Bewijs. 2ij ¢ : [a,bl - R de functie, gegeven door

f(b) -

b = £ - HRLoE@ gy

dan is ¥ continu op [a,b] en differentieerbaar op (a,b). Voorts geldt dat

p(a) = ¥(b)

{l

f(a), dus er is een § ¢ (a,b) met

[av]
|

=y = g1y - L) 0

Gevolgen. Als £'(x) > 0 voor alle x ¢ (a,b), dan is f monotoon stijgend op
(a,b). Als £'(x) < 0 voor alle x ¢ (a,b),dan is f monotoon dalend op (a,b).
Als £'(x) = 0 voor alle x € (a,b),dan is f een constante op (a,b).

Immers, zij a < X <X, < b, dan is er een £ ¢ (xl,xz) zodat

f(xz) = f(xl) + f'(g)(xz-x]). In de drie gevallen zal dan gelden resp.
f(xz) f(xl), f(xz) < f(xl), f(xz) = f(xl).

v




2.6.9.

- 5§ -

Hogere afgeleiden., De afgeleide van een differentieerbare functie f kan

opnieuw differentieerbaar zijn en we noemen de afgeleide hiervan de tweede

2 2
afgeleide van f, genoteerd als f" of E—% of é—% » In het algemeen geven we
dx dx
-~ 1
de n-de afgeleide van f aan met f(n), dus f(n) = [f(n l)] ; naast fcn) komt
n n
ook voor de notatie St of L of y(u).
n n
dx dx

We zeggen dat een functie n-maal continu differentieerbaar is op (a,b) in-
dien de functie n-maal differentieerbaar is op (a,b) en de n-de afgeleide
continu is op (a,b).

De regel voor het differentiéren van een product kunnen we uitbreiden tot:

n —
g™ = 7 e W

k=0

(x)g

(fofmule van Leibniz).

Opgaven. 1) Bewijs de formule van Leibniz.

2} Zii £(x) = arcsin x. Bewijs dat voor alle x ¢ (~1,1) en alle n ¢ N geldt:

(1 -x5 ™D gy o nr Dxe D ) + 226y .

Met behulp van het teken van de tweede afgeleide kunnen we vaststellen of een

functie convex of concaaf is; daarvoor de volgende stelling,

Stelling. Zij f tweemaal differentieerbaar op een open interval I, dan geldt:

f is convex op I <= £"(x) > 0 voor alle x ¢ I.

Bewijs. (<=). Uit £"(x) 2 0 volgt dat f' monotoon niet dalend is op I.
Zij X,y ¢ I met x <y, en zij X ¢ {(0,1). Op grond van de middelwaardestellin
y B

(2.6.7) is er een £ met x < £ < Ax + (I-A)y zodat
fOx + (1=2)y) - £(x) = (1-)(y-x)£' (&) , (1

en een 7n met Ax + (l1-1)y < n < y zodat
L]

£(y) = £(ax + (1=0)y) = A(y-x)E'(n) . (@)

Vermenigvuldig (1) met X en (2) met (1-)), en trek af dan vinden we

fOx + (1-2)y) = A£(x) - (I=0)E(y) = A=) {y=x)(£'() - £'(n)).
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Wegens £ < n is £'(g) < £'(n) waarna volgt
F(x + (1=0)y) < af(x) + (1-0)f(y) .

Conform de definitie 2.3.,3 is f dan convex op I.

(=>). Zij f convex op I dan geldt voor x,y ¢ I met x <y, en A ¢ (0,1):
EQx + (1=-2)y) < Af(x) + (I-0)E(y) .
Herschrijf deze ongelijkheid als volgt:

FQAx + (=-M)y) = £(x) _ £(y) - £0x + (1-))y)
(1=2) (y-x) - A{y-x) .

Neem hierin de limiet voor A+0 resp. A+l dan vinden we

f'(x) < f( )y:xf(x) < fl(y) .

Dus f' is monotoon niet dalend en daaruit volgt (ga na) f"(x) = O voor
alle x ¢ I. U

Opgave. Onderzoek nogmaals de voorbeelden mna 2.3.3,

Z1j de functie f differentieerbaar op een open interval I en zij a ¢ I. Indien
we f benaderen door de constante functie g(x) = f(a), dan maken we een fout:
£(x) - £(a) = £'(g) (x-a), waarin £ een punt is gelegen tussen a en x. Is de
functie £ (n+!)-maal differentieerbaar op I, dan kunnen we f benaderen door
een polynoom p zodanig dat p(k)(a) = f(k)(a) voor k = 0,§,...,n, Overeenkom~
stig 2.2, voorbeeld 7, is p voor te stellen door

f"(a)

2 £() 4y a
p(x) = £(a) +£'(a)(x~a) +—-§-!— (x=a) " +... +——n-!-— {x=-a) .

De volgende stelling doet een uitspraak over de fout f(x) ~ p(x), die we

maken bij deze benadering.

2.6.10, Stelling (Taylor). Zij f (n+l)-maal differentieerbaar op een open interval I

2.

en zij a€ I, x ¢ I. Dan is er een £ := a + 6(x—-a) met 6 € (0,1), zodat
n (n)
£G) = £(a) + £ (@) Gxma) + AL e e B8 ea) g

waarin

(n+1)
_f (5) ,. . n+l
Rn T T(n+i) 7! (x-a)
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Bewijs. Indien x = a, dan is de stelling triviaal. Zij nu x # a. Definieer

het getal R{x) door

n+] (n}
G28)  RGe) 1= R_= £(0) - £(a) — £' (@) (xma)=v0 = St ma) ™,

Veronderstel x > a en voer in de functie ¢: [a,x] + R, gegeven door

f"(t)

5T (x-t)2+ ees *

(n) _
o(t) = £(t) + £'(t) (x-t) + f—TS-“l x-t)" + BT )

Dan is ¢ continu op [a,x] en differentieerbaar op (a,x), terwijl
p(a) = ¢o(x) = £(x). Volgens de stelling van Rolle (2.6.6) is er dus een
£ i=a + 8(x-a) met 6 ¢ (0,1), zodat ¢'(¥) = 0. Na uitwerking van ¢' vinden

we

Tt
oty = ER (: ™Dy - re,

waaruit volgt R(x) = f(n+])(£).

In het geval x < a dient in het voorgaande bewijs [a,x],(a,x) te worden ver-

vangen door [x,al,(x,a). 0

De in 2.6.10 gegeven betrekking voor f(x) heet de formule van Taylor; Rn heet

de restterm. Indien f een polynoom is met graad = n dan is Rn = 0 en de for-

mule gaat over in de formule van Taylor voor polynomen (zie 2.2,6).

Voorbeelden.l) De functie f(x) = eX is willekeurig vaak differentieerbaar
op R met f(k)(x) = e* voor k = 0,1,2,... . Uit de formule van Taylor met

a = 0 volgt: voor alle x e Renn = 0,1,2,... is er een 8 ¢ (0,1) zodat

2 n n+l
ex =1 +x + X4 s X L X eex
UV A €Y
ox

Nu is e~ > 0, dus voor alle x > 0 geldt

X x2 xn
e > I + X + T+ " ea +""_.
2! n!

2) De functie £(x) = sin x is willekeurig vaak differentieerbaar op R met
f(n)(x) = gin(x + inn) (bewijs dit door volledige inductie), dus
f(2k)(0) =0 en f(2k+l)(0) = (-1)k voor k = 0,1,2,... . Voor alle x ¢ R

enne N is er een 8 ¢ (0,1) zodat

x3 x5 x7 n—1 Zn-1
Sinx=x-§!-+?!--7ﬂ.-+ s s +(-l) (};_nLW
2n+1

+ —(m—!— sin(8x + (n+§)11)




Neem n = 4; voor 0 < x < 47 geldt dan

3 3 7
. X X X
sin X >x-3-r+3-r'-.l,—r.

3) De functie f(x) = cos x is willekeurig vaak differentieerbaar op R met
2k+
f(n)(x) = cos(x +inm) (ga na!), dus f(Zk)(O) = (-l)k en f( k ])(0) =0
voor k = 0,1,2,... . Voor alle x ¢ R enn = 0,1,2,... is er een 8 ¢ (0,1)

zodat
x2
cosx=1-?r+

x6 0 x2n
--6-!-"'...4'(-1) W"'

2

.

2n+2
+ m cos(bx + (n+l)n)

4) De functie f(x) = log(l+x) is willekeurig vaak differentieerbaar op

{(-1,>) met

k-1 '
f(k)(X) = (-]) (k-l)o

(k =1,2,3,...) .

(14x)"
Voor alle x > -1 enn ¢ N is er een g ¢ (0,1) zodat
x2 x3 x4 n-1 %o
10g(1+x)=x--—2—+-§--—£-+...+(-l) '—1:1—*'
-t o
* +1 = +] °*
. (1+ox)"

Hieruit volgt dat voor x > 0 geldt

2
X - %? < log(l+x) < x .
x2 2

e =-]=-x

5) Bereken lim 5 .
x20 cos x =1+ ix

Voor alle y is er een 6, ¢ (0,1) zodat

1

i 2 3 Bly
! ey=1+y+'§r+§l’e s

dus voor alle x geldt

2 4 6 6 x°
X =1 + x2 T S :
2 6 '
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Voor alle x is er een 8, ¢ (0,1) zodat

2
2 4 6
cosx=l—£-+x—xcosex
2! A3 2"

Bedenk dat de getallen 8 8, van x afhangen! Nu geldt:

1* "2
L6 e,x°
2 X X 1
X 2 4t
. e -1-x . 2 6 _
lim 5 = lim A z =
x*0 cos x - 1 + lx x*0 x X
T T cos 82x
2 8 x2
Lox
= lin 2—5 =12 .
x>0 1 X

2
8. x 2
0 = xze ! £ xzex R -x2 £ x cos 82x kS x2 ’
zodat
] x2 9
lim x"e = 0, lim x~ cos 82x =0,
x+0 x+0

op grond van de insluitstelling 2.4.5.

Interpolatieformule van Lagrange. Zij de functie f continu op [a,b] en

(n+l)-maal differentieerbaar op (a,b). We benaderen f door een polynoom p
met gr(p) < n of p is het nulpolynoom, zodanig geconstrueerd dat

p(xk) = f(xk) voor k = 0,1,...,n, Hierin zijn Xys¥|s+.+sX  gegeven getallen
‘met a < g € <€ ee <X < b. Overeenkomstig 2.2, voorbeeld 6 wordt p ge-

1
geven door

It
p(x) = f(x, ) 2 (x) ,
k§0 K %

waarin

R O B O o B e S
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Het polynoom p heet het interpolatiepolyncom van Lagrange.

We voeren nog in de notatie

2(x) 3= (x-xo)(x-x]) vee (x-xn) .

Stelling. Zij f continu op [a,b] en (n+!)-maal differentieerbaar op (a,b).

Voor alle x ¢ [a,bl is er dan een £ ¢ (a,b) zodat

n (n+l)
F = [ £0q) 1,0 + f( € 1(x) .

k=0 n+l)!

{(interpolatieformule van Lagrange).

Bewijs. Zij x ¢ [a,b], x # x, (k = 0,1,...,n). Definieer het getal R(x) door

k

n
T§é¥%T R(x) := £(x) - kZO £(x, ) 2, (x) .

Voer in de functie ¢ : [a,b] - R, gegeven door

2(t)

n
p(t) = £(t) - kgo f(xk) 2, () - T DT R(x) .

Dan is 9 continu op [a,b] en (n+l)-maal differentieerbaar op (a,b). Uit de

constructie van het interpolatiepolynoom en de definitie van % volgt

w(xk) = 0 voor k = 0,1,...,n (ga dit na). Tevens is ¢(x) = 0. De functie 0

heeft dus n+2 verschillende nulpunten in [a,bl].

Volgens de stelling van Rolle (2.6.6) ligt tussen elke twee opeenvolgende

nulpunten van ¢ een nulpunt van ¢'. De afgeleide ¢' heeft dus minstens n+l

verschillende nulpunten in (a,b). Op dezelfde gronden heeft ¢" minstens n

verschillende nulpunten in (a,b), enz. Na herhaald toepassen van de stelling

van Rolle vinden we dat er een £ ¢ (a,b) is zodat w(n+])(5) = 0. Werk w(n+l)

uit en bedenk dat Rén+l)(t) = 0 voor k = 0,1,...,n, 2(n+!)(t) = (n+1)!,

We vinden dan
oy = ™D —reo

£ ey,

Als x = X, voor zekere k ¢ {0,1,...,n} dan is de bewering triviaal en kan

]

waaruit volgt R(x)

men voor & ieder getal uit (a,b) nemen. 0

Opmerking. Het getal £ in de interpolatieformule hangt af van x.
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2.7. Numerieke oplossing van vergelijkingen

Methode van successieve substitutie. Als voorbeeld beschouwen we de verge~

lijking F(x) = 2 log(l+x) - x = 0, Met behulp van de grafiek van F is een-
voudig in te zien dat de vergelijking slechts &&n wortel o > O bezit, We
wensen o numeriek te bepalen., Schrijf daartoe de vergelijking F(x) = 0 in

de vorm x = f(x), waarbij f(x) = 2 log(l+x). Ga nu uit van een beginschatting
ay voor a en bepaal a, := f(ao) als een eerste, hopelijk betere, benadering.
Als tweede benadering nemen we a, = f(al), enz, De berekening van CRLPTEEE
is grafisch voorgesteld in onderstaande figuur. Uit de figuur blijkt dat de

rij (an) convergeert naar o indien we uitgaan van een beginschatting ay > 0.

b4 yIx

—

t
!
)
|
I
1
I
I
I
I
I
|
1
|
]
a

* * X

|
)
|
|
|
|
|
|
1
t
)
|
|
1
1 %

[ R
__ql______..._._______

SR

Beschouw nu algemeen een vergelijking van de vorm x = f(x), waarin f continu
ig., Zij a, een schatting voor een wortel van deze vergelijking. Vorm dan met

n+l = f(an)

voor n = 0,],2,... , We hopen nu dat de rij (an) convergeert naar een wortel

de methode van successieve substitutie de rij (an) bepaald door: a

van de vergelijking.

2.7.1. Stelling. Als lim a = o, dan is a = £(a).
oo
Bewijs. Daar f continu is geldt
@ = lim a . = 1im f(an) = f(a). O

1o nro,
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Opmerking. Als de vergelijking x = f(x) meer dan &&n wortel bezit en lim a
N+
bestaat, dan hangt het van de beginschatting a, af naar welke wortel de rij

(an) convergeert, Een nadere precisering is te geven met behulp van de

grafiek van v = £(x).

De methode van successieve substitutie is voorbeeld van een zg. iteratie-

methode. De formule a4 i f(an) heet iteratieformule en men noenmt 2, de

startwaarde van het iteratieproces.

Opgave l. Voer de methode van successieve substitutie grafisch uit voor de

vergelijking x = £(x) in de volgende gevallen:

1) £(x) = 0.9x + 0.1, startwaarde ag = 0;
2) £(x) = e_x, startwaarde a5 = 0,

3) f(x) = x2, startwaarde ag = 2;

4) £(x) = i(xiué), startwaarde ag = 1.

De figuren verkregen bij het uitwerken van opgave !, suggereren dat het
iteratieproces convergeert als ]f'(x)l < | voor alle x in een omgeving van
de wortel a, en divergeert als |f'(x)] > 1 in een omgeving van o. Voorts
blijkt dat de rij (an) monotoon is als f'(a) > 0 en oscillerend om o als
f'(a) < 0.

2.7.2. Stelling. Laat a een wortel zijn van de vergelijking x = £(x). Zij £ continu
differentieerbaar op een interval I := (a=p,a+p), p > O en zij |£'(x)|sL <1
voor alle x ¢ I.

Zij a, € I en a = f(a

0 )} voor alle n ¢ W, dan geldt:

n-1

(i) |an-a| < Lnlao-a|,

{(i1) 1lim an o,

n-re

Bewijs. (i) Met de middelwaardestelling (2.6.7) volgt eenvoudig:
|al-a| = ]f(ao)-f(a)| = ]f‘(a)(ao-u)| < L[ao-a|,

waarin £ een getal is gelegen tussen a, en . Wegens L < 1 is a, ¢ I.

0 1
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Maak nu gebruik van volledige inductie. Onderstel dat a . €Len

|an_]-al < Ln_]|a0-a[, dan volgt analoog aan het voorafgaande:
n
|an—a| = |f(an_])-f(u)| <L an_]-oz[ <L |a0-a|
en a_ € 1.
(ii) Wegens 0 < L < 1 is 1lim L® = 0, zodat lim a, = a. U
o N0

Opmerkingen. 1) Als f continu differentieerbaar is op een omgeving van o en
|f'(u)I < 1, dan is er een interval I := (a-p,a+p) en een getal L met
0 =L <1 zodat If'(x)[ < L voor alle x € I; 2.7.2 is dan van toepassing.

De stelling garandeert slechts locale convergentie, d.w.z. de rij (an)

convergeert naar o mits de startwaarde ay voldoende dicht bij o gekozen

wordt (a0 € I).

2) De ongelijkheid (i) uit 2.7.2 levert geen praktische schatting voor de
fout omdat we o en dus het rechterlid van (i) niet kennen. In plaats van

(i) beschouwen we de ongelijkheid

la_-oa] sLla_,=af <Ll|a_,+a

ol * lag-ell,

a
"
waarulit wvolgt

L ]a  -a
l1-L n-1 n

(i fa -al <

Als L bekend is, hebben we hiermee een bruikbare schatting van de fout in

a_ s uitgedrukt in de waarden a, en a

Opgave 2. De rij (an) wordt bepaald door de iteratieformule

a_ := a3 - 332 + 3a__,, n € N. Bepaal de mogelijke waarden van lim a_.
n n-1 n-1 n-1 e B

Noem deze waarden Gys0ys0qs in opklimmende grootte. Bepaal een interval I

zodat lim a_ = Oy, als ay € I.
T

Uit de figuren verkregen bij de uitwerking van opgave I, blijkt dat de rij
(an) des te sneller convergeert naar de wortel a, naarmate If'l kleiner is

in een omgeving van o. Als maat voor de convergentiesnelheid kiezen we

a - o
. n+l
lim ——— ,
- o
N0 n
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Definitie. Een ri) (an) met lim a, =« heet lineair convergent als

T-»oo

a -a

lim ————— = A met 0 < IA] < 1.
a -0

= n-l

A heet de asymptotische convergentiefactor.

De definitie drukt uit dat o.d.d. geldt a - o = A(an_l-a). Als bijv. A = 0.8
dan neemt het aantal correcte cijfers in a met 1 toe bij elke 10 iteratie-
stappen ('Clog 0.8 = - 0.0197).
We beschouwen nogmaals de methode van successieve substitutie toegepast op
de vergelijking x = £(x) met wortel o. Volgens 2.7.2 is lim a, = o, indien
oo
]f'(x)] = L < 1 voor alle x in een omgeving van a. Voorts geldt
a_-a fla__,) - f(a)
(iii) lim =2 = 1lip 2] = £'(a) ,

a - a -
n-+o n—1} . Do s

zodat de rij (an) lineair convergeert als £'{(a) # 0 is, met asymptotische
convergentiefactor £'(a).

Met behulp van (iii) bepalen we nog de limieten

a -o
L
a -« a . -a '
(iv) lim ot = i — Tl - lf_é‘?)() ,
n+e 1= n I+ | - a, " ¢ «
a -0
n-1
a ~-o
2 -1
an-an—l an_]-a aﬂ--l_Ot
(v) lim —————— = lim = - = — = ' (a) .
e 2n-1 " 2n-2 no 9p-1 " @ - n-2
a ~-a
n-2

tijdens het iteratieproces berekend kunnen worden; voor voldoend grote n is
A te gebruiken als benadering voor £'(o). Uit de limiet (iv) volgt dan dat
o.d.d. geldt
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Hiermee is een schatting van de fout in a, verkregen, uitgedrukt in enkel a.s

a .y ena . Vergeleken met de eerdere schatting (i') in omerking 2 hoeft
nu de waarde van L niet bekend te zijn.

Een getallenrij kan ook sneller dan linealr convergeren.

Definitie. Een rij (an) met lim a, = o heet kwadratisch convergent als

T

a ~—
o

lim =A#0.

e (an-l
De definitie drukt uit dat o.d.d. geldt A(an-u) & [A(an_l-a)]z. Het aantal
correcte cijfers achter de komma in Aa_ wordt verdubbeld bij elke iteratie-
stap. Het is duidelijk dat kwadratische convergentie superieur 1s aan line-

aire convergentie.

Methode van Newton-Raphson. Beschouw de vergelijking F(x) = O waarvan we een

wortel o wensen te bepalen., Schrijf de vergelijking in de vorm x = f(x),
waarbij £(x) = x- ¢(x)F(x) met 9(x) # 0 in een omgeving van o. Los de verge-
lijking x = £(x) op met de methode van successieve substitutie, i.e. con-
strueer de rij (an) volgens a 1= f(an). Deze rij zal snel convergeren

n+l
indien ]f'(a)] klein is. We kiezen daarom ¢ zodanig dat

£'Ca) = 1 = 9" (a)F(a) - p(a)F'(a) = 1 = g(a)F'(a) = 0
wordt. Als F'(o) # 0 is vinden we g9(a) = 1/F'(a), hetgeen we kunnen bereiken
door ¢(x) = 1/F'(x) te kiezen. Met deze keuze van ¢ gaat de formule
a4 i= f(an) over in de iteratieformule van Newton-Raphson:
a = a F(&n)
.= __—i"—_'|
n+| n F (an)

Meetkundig is a het snijpunt met de x~as van de raaklijn in het punt

n+l
(an,F(an)) aan de grafiek van y = F(x), zie figuur.
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De rij (an) convergeert naar o mits de startwaarde an voldoende dicht bij «

ligt (locale convergentie).

De convergentie is kwadratisch als F''(g) # 0 is. Met gebruikmaking van de

stelling van Taylor (2.6.10) volgt namelijk

waarin gn_] een getal is gelegen tussen a en a,

2)

a -« f(an_l)-f(a)
lim —-———— — = 1im =
n+e (a -a) nre  (a ~w2

n-1 n-1

2

if"(gn ])(an 1_0") Fll(

= 14 = ~ o Len = )
3:;2 (a _3)2 3£ (a) 2F (o)
n—-1

_}‘

Voorbeelden. 1) Worteltrekken: F(x) = x2-b = 0 heeft een wortel o = vb.

De iteratieformule van Newton-Raphson wordt in dit geval,

az-b
n

a
n+l n 2a
n

b
= dlag v -
n

Toon grafisch aan dat lim a = vb voor elke startwaarde ag > 0.
Ty

Uitwerken van het iteratieproces voor b = 2 en ay = 1 leidt tot de vol-

gende benaderingen voor V2

8y = 1.000 000 000 ay = 1.414 215 686
a = 1.500 000 000 a, = 1.414 213 562
a, = 1.416 666 667 ag = 1.414 213 562

De onderstreepte decimalen zijn correct.

"Delen zonder te delen': F(x) = % - b = 0 heeft als wortel a = %-.
De iteratieformule van Newton-Raphson wordt in dit geval,

2.1 _
& .1 = 85+ an(E; b) = an(2 ban) .
Onderzoek grafisch de convergentie van de rij (an) in afhankelijkheid van
de startwaarde gy
Dit proces werd wel gebruikt bij automatische rekenmachines die geen in-

gebouwde deling hadden.
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2.8, Integraalrekening

2.8,

I.

Op de middelbare school is reeds kennisgemaakt met de Riemann-
integraal

b

J f(x)dx

a

van een begrensde functie f gedefinieerd op het interval [a,b]. Als de inte-

graal bestaat dan heet f integreerbaar over [a,b]. De definitie wordt als

volgt uitgebreid tot de gevallen waarin a 2z b,
b a b
Als a > b, dan J f(x)dx = - J f{x)dx en als a = b, dan J f(x)dx := 0.

a b a

Eigenschappen. (De functies in de volgende eigenschappen genoemd worden ver-

ondersteld integreerbaar te zijn over de betreffende intervallen.

I. J [Af(x) + ug(x)ldx = A J f(x)dx + J g(x)dx voor alle A,u ¢ R,

a a a

b c ¢
1T, J f(x)dx + j fix)dx = J f(x)dx .

a b a
IITI. Zij b 2 a en £(x) 2 0 voor alle x ¢ [a,b], dan is

b
J f(x)dx = 0 .

a

IV. Als f integreerbaar is over [a,b], dan is f integreerbaar over elk

deelinterval [c,d] van [a,b].

Een aantal belangrijke gevolgen van deze eigenschappen zullen we nu gaan

afleiden.
Gevolgen. 1) 2ij b 2 a en £(x} = g(x) voor alle x ¢ [a,b], dan is

b
J f(x)dx = J g(x)dx .

a a
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Definieer de functie h door h{x) = f(x) - g(x), dan is h(x) 2 0 voor
alle x ¢ Ta,b], dus
b b b
0 < J h{x)dx J f(x)dx - J g(x)dx .

a a a

2) Zij b 2 aenm =< £(x)

[

M voor alle x ¢ [a,b], dan is

b b b
m{b-a) = J mdx = J fi{x)dx < J Mdx = M{(b=-a) .
a a a
3) Zij b z a, dan is
b b
( { f(x)dx| < J | £(x) |dx .
a a

Voor alle x ¢ [a,b] geldt —|f(x)| < £(x) < [f(x)], dus

b b b
- J |f(x)|dx < J f{x)dx = J ]f(x)]dx .

a a a

4) Zij b > a, f continu op [a,b] en £(x) > O voor alle x ¢ [a,b]. Indien

f(g) > 0 voor zekere £ ¢ [a,b], dan is

b
J f(x)dx > 0.

a

Omdat f continu is op [a,b], bestaat er een deelinterval [c,d] van [a,b]
met £ € [c,d], 28 dat f(x) = Lf(£) voor alle x ¢ [c,d]. Vervolgens is
dan

b d

J f(x)dx > J f(x)dx = $f(g)(d=~e) > 0 .

a c

Voorbeeld. We bewijzen nogmaals de ongelijkheid: log(l+x) < x voor alle x > 0.

Voor alle x > Q geldt

log(l+x) = J — < J 1 dt = x ,
0 0




2,8.2.

2.8.3.

..70_

Bij het opschrijven van een integraal afb f(x)dx dienen we te verifieren of
de integraal bestaat. De volgende stelling geeft aan dat voor een belangrijke

klasse van functies de integreerbaarheid is verzekerd.

Stelling. 2ij f begrensd op [a,b] en continu op [a,b] met uitzondering van
een eindig aantal punten, dan bestaat afb f(x)dx.
Deze stelling bewijzen we niet.

Indien de integrand f continu is op [a,b] geldt ook nog de volgende stelling.

Stelling (middelwaardestelling van de integraalrekening). Zij f continu op
{a,bl, dan is er een £ ¢ [a,b] zodat

b

J f(x)dx = £(£)(b-a) .

a

Bewijs. Volgens de stelling van Weierstrass (2.5.7) heeft f op [a,b] een
globaal maximum M en een globaal minimum m. Wegens m < f(x) < M voor alle

x ¢ [a,b] geldt

b
m(b-a) < J f(x)dx < M(b-a) .

a
Er is dan een » ¢ R met m < u £ M, zodat

b
J f(x)dx = u(b-a) .

a

Met de tussenwaardestelling (2.5.5) volgt dat uy = £(£) voor zekere £ ¢ [a,b],

a
Stelling 2.8.3 drukt uit dat de gemiddelde waarde
b
1 £(x)d
v x)dx
a

van een continue functie f op [a,b], gelijk is aan een functiewaarde,

De verbinding tussen differentiaal- en integraalrekening wordt gelegd door

de zg. hoofdstelling der integraalrekening. Deze stelling vormt tevens een

belangrijk hulpmiddel voor de berekening van integralen. Als voorbereiding

op de hoofdstelling bewijzen we eerst nog de volgende stelling.
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Stelling. Zij f integreerbaar over [a,b] en zij F : [a,b] » R gedefinieerd
doot F(x) = [* £(t)dt.

Dan is F continu op [a,bl.

Als bovendien f continu is op [a,b] dan is F differentieerbaar op (a,b) met
F' = £,

Bewijs. (i) De functie f is begrensd op [a,b], dus er is een M > 0 zodat

|£(x)| s M voor alle x ¢ [a,b]. Derhalve geldt voor alle x,y ¢ [a,b]:

y
|F(y) -~ Fx)| = l J £(t)dt

X

< M|y~x

.

Daaruit volgt: lim |F(y) - F(x)[ = 0, dus F is continu in x.
y%

(ii) Zij bovendien f continu op [a,b3. Op grond van de middelwaardestelling

(2.8.3) geldt dan voor alle x,y € (a,b) met y # x :

y
;é; J f(r)dt-£(x)| = [£¢2) - £(x) ],

X

[FRE@ | -

waarin £ een getal is gelegen tussen x en y. Daaruit volgt:

lim |EEG) f(x)l =0,
yox yx
dus F is differentieerbaar in x met afgeleide F'(x) = f(x) . 0O

We bewijzen nu de hoofdstelling.

Hoofdstelling. Zij f continu op [a,bl, zij 9 continu op [a,b] en differenti-

eerbaar op (a,b) met ¢' = f, dan is

b
J fE(x)dx = ¢(b) - ¢(a) =: o(x)

a

b

a

Bewijs. We definieren de functie F : [a,b]l+ R door F(x) := afx f(t)de,

dan is b

F' = £, F(a) = 0, F(b) = J f(t)de .

a

De functies ¢ en F hebben dezelfde afgeleide op (a,b), dus F- ¢ is constant
op (a,b), zie 2.6.8. Omdat F en p continu zijn op [a,b], is F-¢ ook con-

stant op [a,bl.
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Hieruit volgt

b
J f(x)dx = F(b) - F(a) = ¢(b) - ¢(a) . 0

a

Door de hoofdstelling is de berekening van de integraal afb f(x)dx met £
continu op la,b], teruggebracht tot het vinden van een zg. primitieve
functie van f, d.i. een functie met als afgeleide f. Nu volgt uit de middel-
waardestelling 2,6.7 (zie ook 2.6.8) dat een primitieve functie op een con-
stante na is bepaald, De verzameling van primitieve functies noteren we als

de onbepaalde integraal ff(x)dx en we schrijven

Jf(x)dx = p(x) + C als ¢"(x) = £(x) ;

hierin is C een willekeurige constante.

De hierna volgende regels voor het onbepaald integreren en tabel 2.6.3

maken het mogelijk om een groot aantal onbepaalde integralen te berekenen.

2.8.6. Regels voor het onbepaald integreren. 1) Voor alle x,u ¢ R {((x,u) # (0,0))

is
J[kf(x) + ug(x)ldx = ljf(x)dx + ng(x)dx.

2) Partiéle integratie:

Jf(x)g'(X)dx = £(x)gx) - Jf'(X)g(x)dx-

3) Substitutieregel:

Jf(g(X))g'(X)dx = g(g(x)) + C
als
Jf(y)dy =gp(y) + C.

Voorbeelden. 1) Iarcsin x dx = f(x)' arcsin x dx =

X

Viex?

= % arcsin x - fx(arcsin x)'dx = x aresin x - j

dx .




R
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2)

3)
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. 2 . .
Substitueer y = ¥~ dan gaat de integraal over in

x arcsin x - 4 J—JEL = x arcsin x + YI-y + C = x arcsin x + Vl—x2 + C,
Vi-y

X
J e2 dx = J ] dy = arctan y + C = arctan e+ C s
x 1+y2

1+e
‘s . . X .
waarbij de substitutie y = e is toegepast.

Zij £ (n+1)-maal continu differentieerbaar op een open interval I en zij

ae I. Voor alle x € I is dan

" (n)
£ = £(a) + £ (@) xma) + L e v L+ R ey

X
n
+ J Sfiﬁl— £ (6yae,
a

Bewijs. Door herhaalde partiele integratie vinden we

xX p.4
f(a) + J fr(t)de = f(a) - J (x-t)'f'(t)dt =

a a

fix)

X
X
+ J (x~t)E"(t)dt =
a

a

f(a) (x=t)E'(t)

x
f(a) + £'(a)(x-a) - } J ((x-t)z)'f"(t)dt =

a

n

X
£'(a) (x-a) + 3E"(a) (x-a)? + } J x-0) 2™ (0)dt, enc.

a

+

f(a)

Na n-maal partieel integreren ontstaat er juist de te bewijzen formule. [J

Opmerking. Formule 2.8.7 stemt overeen met de formule van Taylor (2.6.10),

waarbij nu de restterm Rn wordt voorgesteld door een integraal,

Opgave. Bewijs 2.8.7 door volledige inductie,
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Oneigenlijke integralen. De definitie van de Riemann-integraal afb f(x)dx
veronderstelt dat [a,b] een begrensd interval is en dat de integrand f be-
grensd is op [a,b]. We gaan nu het integraalbegrip uitbreiden in twee
richtingen.

De eerste uitbreiding betreft integralen over een onbegrensd interval van

de vorm [a,») of (-=«,al.

Definitie, Zij £ integreerbaar over [a,A] voor elke A > a, dan definieren
we

o0 A

J f(x)dx := lim J f(x)dx ,

Ao
a

mits de limiet bestaat. In dat geval zeggen we dat de oneigenlijke integraal
afw f(x)dx bestaat of convergent is; indien de limiet niet bestaat heet de
integraal divergent.

Analoog is te definieren _mfa f{x)dx.

De tweede uitbreiding betreft integralen over een begrensd interval [a,b]
waarbij de integrand niet begrensd is in de buurt van &&n der eindpunten a
of b.

Definities. Zij f integreerbaar over [c,b] voor elke c met a < ¢ < b, dan

definiéren we

b b
J f(x)dx := lim J f(x)dx ,

cta
a

mits de limiet bestaat.
2ij f integreerbaar over [a,c] voor elke c met a < ¢ < b, dan definiéeren
we
b c
J f(x)dx = lim J f(x)dx ,

ctb
a a

mits de limiet bestaat,
Als de limiet bestaat dan zeggen we dat de oneigenlijke integraal afb f(x)dx

bestaat of convergent is; indien de limiet niet bestaat heet de integraal
divergent.
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Opmerking. Als f integreerbaar is over [a,b] dan is

c b
1im J f(x)dx = J f(x)dx

ctb a a

op grond van 2.8,4, De oneigenlijke integraal afb f(x)dx stemt dan overeen
met de (eigenlijke) integraal. Er is daarom geen bezwaar tegen om voor beide

integralen dezelfde notatie te gebruiken.

« A

A
Voorbeelden, &) J 5 dx = lim J 1 dx = 1im arctan x =
1+x Ao 1+x A~ 0
0 0
= 1lim arctan A = }r.
Ao
0 ' 0
5) (_.l._ - —I—de = 1im (-.-].'-_ - -l—)dx =
x-1 x-2 x-1 x=-2
- Ar= o A

~1110 -
= lim logiz:%- =1im (log 1§ *103'%:%‘) = = log 2.

Ar-w A Ar-w
1 1
] -
6) J —-O-de=1im J —-—dx=limT—-&-x (5=
o -
0 x 840 5 X §4 0
1
[ﬁf?“ als & < 1,
= lim Té_ (l-él-a) =
§40 » als a > 1.

Als ¢ = 1, dan is

J L dx = lim [-logé]= =,
a
o X 540

. 1 -« . .
De integraal Of X dx is convergent voor o < | en divergent voor a = 1.

L~ + S . +
7) Toon zelf aan dat lI x * dx convergent is voor o > | en divergent voor

a £ 1.
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We kunnen het integraalbegrip nog verder uitbreiden, hetgeen we aan de
nand van een aantal voorbeelden doen, zonder de definities expliciet op

te schrijven.

o 0 w0
Voorbeelden. 8) J l 3 dx 1= J 1 5 dx + J ! 5 dx = % + % = 7,
1+x L 14X o 1+x
o O oo
9 J X 5 dx := J X 5 dx + J X 3 dx .
I+x e 1+x 0 T+x
Evenwel, J X dx bestaat niet Wegens
I+x
0
X . 2
J 7 dx = lim } log(1+A®) = =,
1+x A-voo
0
dus J X 5 dx is divergent.
T+x
1 1 1
10) o dx 1= | ——dx + | —— dx
x(1-x%) X ¢ x(1=-x) x{1=x) -
0 0
Nu is
3 } 1 )
1 1 .
— dx = J (= + 2)dx = lim log[—:—] = o,
OJ ®x(1~x%) . 1-x X 540 1-x 5
!
dus ook J ;T%:;T dx is divergent.
0
I i o
11) J —l—z—dx 1= J —l-i-—dx+ J —1-:2—
(1 + V%)V (1 +vx)“vVx (1 +vx)vx
0 0 1

omdat




2.8.10.

2.8.11,

I 1

1 . -2
J 5 dx = lim = |
o (1K 840 1+ Vx|8
en
” A
J l 5 dx = lim m: =1 .
. (1 +vx)Vx Ava 1 + Vx|l
1 0 1
12) J loglx|dx := J log|x|dx + J log x dx = -2
-1 -1 0
omdat
: ]
J log x dx = lim [x log x - x] = -]
8+0 8
0
en
0 1
J log|x|dx = J log x dx = -1 .
-1 0

We hebben steeds het integratie-interval zodanig gesplitst dat op elk

van de delen €&n der definities 2,.,8.8 of 2,8.9 van toepassing is.

In de voorafgaande voorbeelden is de convergentie van oneigenlijke integralen

vastgesteld door middel van expliciete berekening van de integraal. Deze

* cos X

methode is niet te gebruiken indien we de convergentie van bijv, [ dx

X
willen onderzoeken. Daarom zullen we nu een vergelijkingsstelling afleiden

waarmee de convergentie vanm een grote klasse van oneigenlijke integralen een-

voudig kan worden vastgesteld.

Definitie. Een oneigenlijke integraal II f(x)dx heet absoluut convergent
indien If 1f(x)]dx convergent is. Hierbij is I een interval van de vorm
fa,®), (~»=,al of [a,b]. Impliciet onderstellen we dat f continu is op [a,«),

(==,al] of (a,b).

Stelling. Een absoluut convergente oneigenlijke integraal is tevens conver-

gent,
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Bewijs. We geven het bewijs alleen voor een oneigenlijke integraal van het

type afm f(x)dx. De functie f is continu op [a,=), dus is f en ook [f] in-
tegreerbaar over [a,A] voor elke A > a.

We schrijven f(x) = [f(x) + |f(x)|] -

f(x)[, dan is

A A A
J f(x)dx = J [f(x) + |f(x)|]dx - J If(x)ldx .

a a a

De tweede integraal in het rechterlid heeft voor A + « de limiet
afm |f(x)|dx, volgens het gegeven van de stelling.
Definieer nu
A
F(A) := J [£(x) + If(x)|]dx .

a

dan is F monotoon niet dalend op [a,=} wegens f(x) + [f(x)l =z 0 voor alle

x 2 a, F is tevens begrensd op [a,»), immers

A A =
0 < F(A) = I [£(x) + |[£(x)|1dx = 2 J |£(x)}dx s 2 J | £ (x)|dx.

a a a

A

Analoog aan de grondeigenschap der reele getallen (l.4.11) geldt de stelling:

zij g monotoon en begrensd op [a,») dan bestaat lim g(x).

Pas deze stelling toe op F, dan bestaat xe
A
lim F(A) = 1im J [f(x) + |f(x)}ldx .
Ao Ao

Uit het voorgaande volgt dat lim afA f(x)dx bestaat, dus afw f(x)dx is con~

vergent, Ao a

2,8.12, Stelling (vergelijkingsstelling). 2ij f continu op l[a,»). Laat er een M 2 a

bestaan zodat |f(x)] < g(x) voor alle x = M, Indien Mfm g(x}dx convergent

is,dan is afm f(x)dx absoluut convergent,

Bewijs. Definieer

F(a) 1= J I£ (%) |ax.
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Voor alle A = M geldt nu de ongelijkheid

A M A
F(A) = J |£(x)|dx = J | £(x) |dx + J |£(x)|dx
M

a a

o
1A

M A M o

< J |£¢x) |dx + J g(x)dx < J |£(x) |dx + J g(x)dx .
a ' M a M

F is dus begrensd op [M,=). Voorts is F monotoon niet dalend op [a,») wegens
|£(x)| = 0 voor alle x > a. Daaruit volgt dat lim F(A) bestaat, dus

= f(x)|dx is convergent. Ao O
o HEG |

Bewiis zelf de volgende stelling.

Stelling (vergelijkingsstelling). Zij f continu op (a,b]. Laat er een inter-
val (a,a+8], § > 0 bestaan zodat If(x)| < g(x) voor alle x ¢ (a,a+§]. Indien

afa+6 g(x)dx convergent is, dan is afb f(x)dx absoluut convergent.

Q0

Voorbeelden. 13) J EE%TE dx is absoluut convergent (en dus convergent),

X

1 o
COs X

2
X

omdat S'Jf voor x =2 | en J -JE dx convergent is.

X 1 X

1
14) J log(l + x) dx is convergent, omdat 0 < EEELL:EQ_S _L
0 o/ xVx Y%
1
en J L dx convergent is.
0 Vx

15) Zij f continu op [a,»). Indien lim x*f (x) bestaat voor zekere o > 1,

Koo
. o
dan is af f{x)dx absoluut convergent en dus convergent.

Immers, zij lim x"£(x) = L, dan bestaat er een getal M > max(a,0) zodat
bS]

voor alle x 2 M geldt:

L{ + 1

o
X

|xaf(x)| < |L] + 1 oftewel |£(x)| <

[=+]

Bedenk voorts dat f -%; dx convergent is voor a > 1, zie voorbeeld 7.
x
M

16) Zij £ continu op (a,b]. Indien lim (xwa)af(x) bestaat voor zekere o < |,

X—+a
. b .
dan 1is aj f(x)dx absoluut convergent en dus convergent. Toon dit zelf aan.
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Opmerking. De omkering van 2,8.11 hoeft niet waar te zijn, i.e., een conver-

gente oneigenlijke integraal hoeft niet absoluut convergent te zijn.

Als voorbeeld beschouwen we Ofm S0 X ix.

We tonen eerst aan dat deze integraal convergent is. Met partieéle integratie

leiden we af,

A A
J sin x 4 _ _ gos X J cos X 4o
X 1 x2
] 1
“co cos A
Omdat J 52x dx absoluut convergent is (zie voorbeeld 13) en lim ronl
1 x A
sin x

. * gin X @ ]
is lI dx convergent. Dus ook OI dx is convergent,

We tonen vervolgens aan dat Ofm Ei%-i‘ dx divergent is. Zij N ¢ W dan is
u sin x X " sin x N " sin
J S X g - ng} J ) J SRy,
0 {(n-1)m 0

waarbij de substitutie x =y + (n-1)7 is toegepast.
Nu geldt

m m n+l

sin sin y _ 2
J y+(n-15ﬁ dy = J nm dy = nmw =

0 0 n

E N Eat

e

»—-
f= ¥
»

waarna volgt
N
| _ 2 1 _ 2
Zl J - dx = = J = dx = = log(N+1).

sin x
X

Het is dan duidelijk dat lim OINw I l dx niet bestaat, dus Ofm IEEE_E' dx
Neo

is divergent.
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2.9. Techniek van het integreren

In deze paragraaf bespreken we grotendeels aan de hand van voorbeelden,
enige kunstgrepen en methoden voor het berekenen van onbepaalde en bepaalde
integralen.

2.9.1. De volgende formules zijn door differentiéren direct te bewijzen.

[ o I a+l

[dx _

Jx dx = T F +Cy o # -1 ; J:F = 10g|x| + C
[ x x [ x a®
Je dx = e + C H Ja dx = Tog 2 +C,a>0,a#l
sin x dx = -cos x + C ; |lcos x dx = sinx + C
J J
q (

dx tan x + C H dx = =-cot x + C
‘cos x Jsin"x

sinh x dx = cosh x + C ; |cosh x dx = sinh x + C

J

dx_ arcsin x + C : dx_ arctan x + C
/ 2 Jl+x

1=x%

dx  _ 2 2 ' dx = log|x + sz-azl +C

-=log(x + Yx"+a") + C ; |l——

J
V42+a2 /42-32

dx__ _ log|tan x| + C.
Jsin x

2.9.2, Herhaalde partiele integratie

Voorbeeld 1. I = Jeaxcos bx dx

|
ey
—
[14]
o
b
[ S———
-
2]
[+
1]
o
»
[a
"
n

sin bx dx ,

n
|
(7]
"
[£]
[+]
w
oo
b
+
!
[ S—
m

.

t
J = Jeaxsin bx dx J[eax] sin bx dx =

H
1

; eaxsin bx - g Jeaxcos bx dx .

2

ax b ax , .
e cos bx + — ¢ sin bx = — I, waaruit volgt

a ' a

Dus I =

w—
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1

I = Jeaxcos bx dx

ax

J = Jeaxsin bx dx = =e—

e
2
a +b

2o is, voor a > 0,

x©

2

(a cos bx + b sin bx) + C ,

{(a sin bx - b cos bx) + C .

“X 1

Voorbeeld 3. Bereken Je x dx =: In'

=
1

n -x
= =X e + nl .
n-1

-ax . -a cos bx + b sin bx =-ax N a
e cos bx dx = lim > 5 ] ==
0 N0 a +b 0 a +b
Voorbeeld 2. Voor n # -1 is
n+l|
n | [ n+l)' _ X log x 1 n, .
Jx log x dx - J x log x dx —y =T i* dx
n+l n+l
. X log x X
- +1 - 7+ ¢
" (n+1)

Je_xxndx = -J(e_x]‘xndx = -xne_x +n Je“xxn-ldx =

Dit is een zg. recurrente betrekking voor In.

Zo is bijv.
J e-xxndx
o

.{n-
lim |~x e
N-<o

It
=]
-~
]
1
~—
—

Voorbeeld 4., Bereken J(l+x2)-ndx =: J .

X

n
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I = J dx - J]-+x2-x2 dx = J dx _ J xzdx -
2 (]+¥2)2 (l+x2)2 1+x2 (l+x2)2
2. ?
= arctan x - ijx _(_1+_x2_)_2_ dx = arctan x + in l 2:} dx =
(1+x7) I+x
= arctan x + —— 5 -&J dx2=§arctanx+ xz + C,
2¢1+x") T+x 2(14x7)
De berekening van Jn is analoog:
dx 1 +x2-x2 xzdx _
Ip = 2.0 2.n dx = Jn P 2.n
T+ (1+x°) (1+x°)
2.0 '
(1+x°) ] f [ 1 ] _
=J . - ijx ———dx = J__ .+ — b dx =
n-1 (Hx%n n~1 2({n-1) (Hx%nl

1 X 1
a-1 * Ta=1Y

- J =
(1+x2)n-l 2(n~-1) "n-i

=3

- 2n-3 + 1 X
2(n-1) "n-1 2(n~1) (l+x2)n_] *

Zo hebben we een recurrente betrekking gekregen, met behulp waarvan Jn te

berekenen is,'omdat J. bekend is (J] = arctan x + C).

1

2.9.3. Rationale integrand, splitsing in partiele breuken

Voorbeeld 1. J—E—Zz:l—— dx = % }ffésji-—— dx + 6 J dx =
X =2x+5 X" =2x+5 X =2x+5
7 (x2-2x+5)' dx

=5J—T—'—dx+ﬁf——z—=

X =2x+5 (x~1)"+4

- t

= % log(xz-2x-+5) + 3 J i (x 1% dx =

. [4(x-1)]1" +1

log(xz-2x-+5) + 3 arctan }(x-1) + C .

rH~




a)

b)

c)

d)

e)

- - d
Voorbeeld 2. J 71 5 dx = % J 22x 2 > dx + 6 J § 5 =
(x =2x+35) (x" -2x +5) [{(x=1)"+4&]

A (Ut 0 AN B I 1¢'5 D

522 7 ¥ TR Tx-1Ve . 2
x“-2x+5) [[T} +1]

= - 5 7 + % J——%E~—§ waarin t=}(x-1).
2(x” = 2x+5) (t™+1)

Voor de laatste integraal verwijzen we naar 2.9.2, voorbeeld 4.

% arctan (x-1) + 3x-17 + C .

Uitkomst ¢ 5
4(x" = 2x+5)

Alle integralen van rationale functies zijn te herleiden tot de volgende

vijf grondtypen:
Jp(x)dx waarbij p(x) een polynoom is,

JiEL = log|x—a[ + C.

x-a
1
J = o n=1 ' ¢ (n # 1).
(x-a) (n—-1)(x-a)
Px+Q .. . 2
—ieeeie. dx met positief definiete noemer x +px +q.

X +px+gq

De integraal is te herleiden tot

{p | 22— ax + (q- jpP) dx
2 2 2
X" +px+gq (x+ip)"+q-1ip
De eerste integraal is gelijk aan {P 1og(x2+px+q); de tweede integraal is te
herleiden tot een arctan-functie na de substitutie x + ip = th-ipz.
J Px+Q
(x” +px+q)"

‘o . s 2
dx met positief definiete noemer x° + px + q en n > 1,

De integraal is te herleiden tot

P J 2P ax + (Q- 4pP) J
(x " +px+4q)

dx

2 2.n’
Cx+ip)™ + q = {p”]
De eerste integraal is direct te berekenen, terwijl de tweede integraal door
de substitutie x + ip = th-}pz overgaat in f(t2+l)-ndt welke in 2.9.2, voor-
beeld 4 behandeld is.
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We beschouwen nu algemeen de integraal met rationale integrand:

_T-T dx .
boxn + blxn-1 + cee + b x +b N(x

m m
ax + ax + +e0 +a x+a

I 0 1 m-1 D iy = JT(x)

n-1 n

De berekening van de integraal geschiedt in vier stappen,

Stap | : Zorg, door deling, dat m = gr(T) < n = gr(N).

Stap 2 : Ontbind de noemer N(x) in regle factoren van de eerste graad en

reele positief definiete factoren van de tweede graad.

Stap 3 : Schrijf T(x)/N(x) als de som van een aantal breuken, waarvan de
noemers zijn de eerstegraadsfactoren van N(x), de definiete tweede-
graadsfactoren van N(x), of machten daarvan. De teller van deze
breuken is constant in geval de noemer een eerstegraadsfactor is
of een macht daarvan; de teller is van de eerste graad in geval
de noemer een tweedegraadsfactor is of een macht daarvan.

Deze herleiding van de integrand T(x)/N(x) heet splitsing in par-

tiéle breuken., Zonder bewijs vermelden we dat een dergelijke

splitsing altijd mogelijk is.

Integreer de afzonderlijke partiele breuken; de betreffende inte-

Stap &

gralen zijn juist de vijf genoemde grondtypen.

3

3
Voorbeeld 3. Jx2+l dx=Jx +§—X+I dx=Jx dx-J—ﬁ-Lde=
x +1 X +1

I

%xz -} J %x dx + J dx -
2
x +1 x 41

ixz -4 1og(x2-+1) + arctan x + C,

0

2 x-1 X+

Voorbeeld 4, J dx =} J ax__ i J dx =
X ~1

x-1

x+]

} log|x-1| - } log|x+1] + c = § log + C.

x-1 _ x~1
Yoorbeeld 5. J ; dx = J(Sx-l =) dx,,

Ix" + 5x -




Voorbeeld 6. J
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x-1 A B

Schrijf nu

(3%-1) (x+2)  3x -1 i dan 1s
x - 1 = A(x+2) + B(3x-1),
2 3
=A+38, -1 =24-B,dusA=~5,B=3.

De integraal wordt nu

2 dx 3 dx _ 2 3
-3 Jﬁ + 3 Jm— < 3T 1og|3x-l| + z 1og|x+2| + C,

x+1
x(x+5)

eerstegraadsfactor,

dx; de noemer van de integrand bevat een meervoudige

De breuksplitsing verloopt dan als volgt:

x+1 AL, _B . D
- )
x(x+5)2 X X*S (X+5)2

A(x2+10x+25) + B(x2+5x) + Dx,

x + 1=
dus
A+B=20, 10A+5B+0D=1, 254 =1,
—l -_--n...l... =é
A=ge, B 550 D=5

De integraal wordt

Jxﬂ ix _]__J_di__l_de .
 (x+5) 2 25 Jx 25 |x+5

e

(x+5)°

1 1 4
= -2—5 log|x[ - ﬁ log|x+5| - 5(2(__'_55' + C.

2 2
Voorbeeld 7. J gx -Ex-fl dx = J 2% -bx;-l dx .
X =% +3x+5 T {x+1)(x =-2x+5)
De breuksplitsing verloopt nu als volgt:
2x2+x+l _ A Bx +D
7 Trrr 03 ’
(x+1)(x"-2x+5) X =2x+5
2 2
2x" + x + 1 = A(x"-2x+5) + (Bx+ D)(x+1) ,
dus
A+B=2,-24+B+D=1,5+D=1,
-1 -1 =1
A=7,B=7,D 7
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De integraal wordt

dx 1 7x-1 -
i Jx-+l + | J 5 dx
X =-2x+5

=} loglx+1] + % log(xz-Zx-+5) + % arctan i(x-1) + C ;

op grond van voorbeeld | uit deze sub—paragraaf.

Voorbeeld 8. J———iyi—-i ; de noemer van de integrand bevat een meervoudige
x(x"+1)

tweedegraadsfactor,

De breuksplitsing verloopt dan als volgt:

1 - A + Bx +D + Ex+TF
x 2

_—— L]
x(x2-+1)2 x +1 (x2+l)2

= A +2x%+1) + (Bx+D) (x> +x) + (Ex +F)x,
dus
A+B=0,0D

0, 2+ B+E=0,D+F =20, A=1,
A=1,B=E=-1,D=F =0,

De integraal wordt

J——q-}-{—— Jd—an X dx—J-—x_dx=
x(x2+l)2 X x2+l (x2+1)2

= log|x| -4 log(x2+l) o + C .

2(x" +1)

n

Goniometrische integralen

De integraal fR(sin X, cos x)dx waarin R een rationale functie voorstelt,
is door de substitutie tan 4x = t te herleiden tot een integraal met ra-

tionale integrand, immers

, 2t I - t2 dx 2
sin x = 3 COS X = — e | == S e |




. 2 2 2
Voorbeeld 1, JTTFiEEEE dx = J 4t2 - 1 5 2 > dt = 4 J t d; 5 =
¢ O+t 1t 1+ (1 +t5
l+t°

2 l

1
= -2 Jt ! 5 dt = - 2t + 2 arctan t + C, = ~sinx+x+C.
1+¢ 1+t

Hoewel deze methode feilloos werkt, is zij meestal zeer omslachtig en is het
aan te bevelen om haar slechts toe te passen wanneer alle andere middelen
zijn uitgeput. Die andere middelen zijn:

eenvoudige substitutie;

gebruik van goniometrische formules;

graad verlagen door overgang op sin 2x, cos 2x;

substitutie tan x = t,.

., 2
Voorbeeld 2 —D X dx = (1 -cos x){1 +cos x) dx = x - sin x + C.
——————" | ] + cos X 1 +cos x
Voorbeeld 3 J..fﬂflﬁi_ dx = - JSl—tjfﬁijilL dx = = log(l+cos x) + C
—_" |l +cos X 1 +cos x & ¢

Voorbeeld 4, Jsin px sin gx dx ) Jcos(p-q)x dx - } Jcos(p+q)x dx =

= sin{p-q)x _ sin(ptq)x _ c,

2(p-q) 2(p+q)
mits p # q en p # —q is.
dx ] 1 dx  _
Voorbeeld 5. J B 5 5 = J 5 = =
a sin x+b cos x b a cos X
- tan x + 1
b

2 ab

% tanzx +1
b

a 1
| T (tan x) 1 a
— J dx = — arctan[= tanx] + C.
ab b

Eigenlijk hebben we hier de substitutie tan X = t toegepast.
In het volgende voorbeeld blijkt dat de substitutie tan ix = t ook wel eens

meevalt,
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dx 1 2 dt
Veoorbeeld 6. J = J dt = 2 J =
—_— 1 +2 cos % 2(1-1:2) 1+t2 3-t2
]+—-—-—-—-—-

2
1+t

=_l_[J dt +J dt ]=—Llog Y3 + tan ix . C.

V3L IV3~¢ Y3+t Y3 /3 - tan ix

Voorbeeld 7. Jcos4x dx

de +

1. 1 .
X + z sin 2x + 33 sin 4x + C,

%J(l+cos 2x)2dx = J(I+2 cos 2x-+c0522x)dx =

1
4

M-

Jcos 2x dx + éJ(l-rcos 4x)dx =

£

colw

Voorbeeld 8. JcosBx dx = JcosAx cos x dx = J(l-sinzx)z(sin x)'dx =

= J(l‘z SiHZX+Sin4X)(Sin x)'dx = sin x-%sin3x-+%sin5x+(h

d i 2 + cos2
Voorbeeld 9. J z = JS ox 7 X dx
cos X cos X

Lo —

= Jtanzx d§ + J d§ = tan3x + tan x + C.
cos X cos X

2.9.5. Integrand R(x,vax2+bx+c)

. S 2 : . . .
De integraal fR(x, ax +bx+c)dx waarin Reenrationale functie voorstelt, is

door kwadraat afsplitsen te herleiden tot &&n van de volgende drie typen:
a) fR(x,il—xz)dx;verdereherleiding door de substitutie x = sin ¢,

1

b) fR(x,féz—l)dx; verdere herleiding door de substitutie x o5 5

c) IR(x,¢x2+I)dx; verdere herleiding door de substitutie x = tan ¢.

N.B. Let op het teken wanneer wortels worden getrokken!
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We beperken ons tot enige voorbeelden van bepaalde integralen,

Voorbeeld 1, J !-x2 dx,

0
Substitueér X = sin ¢ en neem ¢ zo, dat het integratie-interval 0sxs1
overgaat in 0 < ¢ < iw, Op dit interval geldt I-x2 = coszw = COS Q.

De integraal wordt dan

én im

1
J Vé-xz dx = J cosz¢ do = 4 J {1+cos 2p)dp =
0 0 0
in
= [i¢ + } sin 2¢] = }n;
0

de integraal is te interpreteren als de oppervlakte van een kwart cirkel met

straal 1.
Voorbeeld 2, j —-EE—- (a>0),
. b2 2

a x va +x
Substitueer x = a tan ¢ en neem ¢ zo, dat het interval a < x < « overgaat
in {m < ¢ < }n,

De integraal wordt dan

e g ' in 3 b 2 ( )
X 21 cos 2 (1-sin"p)(sin ¢)' -
(s [y [Momiugenr,
2 xValex a in sin ¢ a g, sin'¢
S N S N |Ji" 2-/7
;Z 3 sin3@ sin ¢ dr Ba4
dx dx

Voorbeeld 3.

0 (x+4)V§2+4x 0 (x+4)V{x+2)2-4
Substitueer x+2 = 2/cos ¢ en neem ¢ zo, dat het interval 0 £ x < ovérgaat
inOSq}t:i'n_ ' -

De integraal wordt dan
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Een functie y(x) is een oplossing als de grafiek in ieder punt een raaklijm
heeft waarvan de richting samenvalt met de richting van het richtingsveld
in dat punt, '

We kunnen ook zeggen: de grafiek raakt in elk punt’ aan het richtingsveld.
Vanuit deze meetkundige beschouwingswijze wordt;ﬁet duidelijk waarom men

‘f 1
veelal krommen die overal aan het richtingsveld raken (zg. integraalkrommen)

als oplossingen beschouwt (zie voorbeeld 4)./Bovendien breidt men het.
(zie ook voorbeeld 4). Van groot

richtingsveld uit met verticale richtingen;
nut bij het bepalen #an het richtingsveld/zijn de meetkundige plaatsen van
punten met een gelijké richting, de zg. Asoklinen. De vergelijking van de
isokline van de richtigg waarvan de tapgens C is, is £(x,y) = C.

Y
We besluiten deze paragraaf met een ahntal voorbeelden.
: L

Voorbeeld.
4) y' = - oet zijn,., Dan 2yy' = -2x, dus door inte-

gratie vinden we

M

s we zien dat yif 0

. 2 s .
De constante C is 2 0 wgnt C¥= x~ + yz. Met een zeer gebruikelijke slor-
digheid zegt men wel dAt de oplossing is een stelsels concentrische '

~cirkels: x2 + y2 = C,

an de isokline met richting

1K

7 G door © met richting loodrecht. op
de richting van het veld in zijn puntejl. We merken apart op dat het
richtingsve)¥d horizontaal is in punten yan de y-as en verticaal in pun-

ten van de/x-as (y = 0!).

: . X .. . . . o
Van y' = + = zijn dus de isoklinen rechtey door de ocorsprong; integraal-

krommen Zijn cirkels met de oorsprong als hiddelpunt.

Voor de figuur zie volgende bladzijde,
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Integrand R(x,{y(ax+b)/(cx+d))

De integraal fR(x,

is door de substitutie t

tionale integrand.

%

T+x

. , 2
Substitueer v¥x = t, dan is x = t°,

Nax+b

cx+d

Voorbeeld 1. J-—-—dx.

en de integraal wordt

- 2 2
SE gx =2 |t ar =2 (L g
T ) ;

1+t t+]

dx 1 3/ x
Voorbeeld 2, ———— = =yf— dx
3/____“ xV I-x
0 xz(l-x) 0
3 3 2
Substitueer t =1/T§; , dan is x = n%-— s %% = gt T
t7+1 (t7+1)
en de integraal wordt
1 © w0
3, -
139/ x dx = 3 dt  _ { 1 t=-2 Tdt
xVIi=-x t3+1 Lt+] ¢ -t+li
0 0 0
" £~ 3/2
= J ‘t+l_ 2i * /2 }dt=
0 - tT=t+} (e=1)" + 3
2 -
= lim [log|t+l| = } log(t -t+1) + ¥3 arctan 2t I]
N-+oo V3
(N+l)2 28-1 2
=lim[£10g-—2——+\/§-arctan 3]+—1-=—ﬂ-.
N-seo N“=N+1 2/3 3

0

Jdx waarin R een rationale functie voorstelt,

lax+ . :
\I}zz:‘; te herleiden tot een integraal met ra-

= 2t - 2 arctan t + C
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2.10. Numerieke integratie

De Riemann~integraal afb f(x)dx is niet altijd in gesloten vorm te berekemnen.

.. 1 -x . . .
Zo kunnen we bijv. Of e © dx niet bepalen omdat er geen elementaire functie
. e . -x2 ,
bestaat die primitieve functie is van e ¥ . We bespreken daarom nu enige

numerieke integratiemethoden voor de berekening van een benadering voor

fb f(x)dx. Deze methoden komen er op neer dat we f f(x)dx benaderen door

f p{x)dx, waarin p het interpolatiepolynoom van Lagrange is bepaald door
p(xk) = f(xk) voor k = 0,1,...,n; hierbij zijn XgsXyseee X gegeven getallen
met a < Xg < X < el < x, < b. Overeenkomstig 2.2, voorbeeld 6, wordt p ge-

geven door

p(x) = f(xo)zo(x) + f(xi)ﬁl(x) + L., t f(xn)ﬂn(x)

waarin Ri, i=20,l,.e..,n, het polynoom is gegeven in 2.2.5. Integreer p over

La,b} dan is de uitkomst van de gedaante

b
j p(x)dx = cof(xo) + clf(xl) + ...+ cnf(xn) N

a

waarin CorCprrr ety zekere getallen zijn, onafhankelijk van f.
Als f een polynoom is met graad < n, dan is f = p. We kunnen nu de getallen

CosCyseeesl eenvoudig berekenen door middel van de voorwaarde

b
J q(x)dx = coq(xo) + clq(xl) + ... 0+ cnq(xn)

a

voor alle polynomen g met gr(q) < n.

We beperken ons verder tot de afleiding van twee eenvoudige integratie-
formules,

1) Neem n = 1, a = Xy = 0 en x = b=1.
Zij q(x) = o + 8x, dan worden de getallen CoeCy bepaald door de voorwaarde

1
J q(x)dx = o + g = coo * cl(a+8)
0

voor alle 0,8 ¢ R. We vinden dan ¢, = } en ¢, = §, waarna volgt

0 1
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]

J £(x)dx ~ JLE(0) + £(1)]
0

als benadering voor de integraal.

Beschouw nu algemeen de integraal

a+h
J f(x)dx = h J f{a+hy)dy .

a
Toepassing van de zojuist afgeleide benadering leidt tot de trapeziumregel,

a+th
J f(x)dx = ih{f(a) + f(a+h)] + Ex s

a

waarin ET de fout voorstelt. Deze fout zal nog nader onderzocht worden.

De trapeziumregel is exact i.e., E_ = 0, indien f een polynoom is met graad < 1.

T
De benadering volgens de trapeziumregel is meetkundig te interpreteren als de
oppervlakte van het trapezium met hoekpunten (a,0), (a+h,0) op de x-as, en
(a,f(a)), (ath,f(ath)) op de grafiek van y = £(x), aangenomen dat f(x) = 0

is op [a,a+th].

Neemn =2, a=%x, =-1, x, =0enx,=b=1.

0 1 2
Zij q(x) = o + Bx + yx~, dan worden de getallen €33€1 ¢ bepaald door de

voorwaarde

1
J qx)dx = 2a +

Wi

Y = cgla=B+y)+ cia + c,(atB+y)
-1

waarna volgt

=4 -1
c 3 en Sy T 3,

voor alle a,B,y € R. We vinden dan €y = %,
1
J E(e)dx ~ § LE(=1) + 4E(0) + £(1)]
-1

als benadering voor de integraal. Merk op dat _Ifl x3dx = 0, zodat de bena-

dering cok nog exact is als f een polynoom van de derde graad is.

Pas nu deze benadering toe op de algemenere integraal

a+2h 1
f(x)dx = h J f (ath+hy)dy ,

a ~1
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dan volgt de regel van Simpson,

a+2h
J £(x)dx = 1;- [£(a) + 4f(a+h) + £(a+2h)] + E

a

S ’

waarin Eg de fout voorstelt. De regel van Simpson is exact, i.e. ES = 0, in-

dien f een polynoom is met graad < 3,

We onderzoeken nu de fout Ep bij toepassing van de trapeziumregel. Als van
de functie f slechts gegeven is dat ze integreerbaar is over [a,a+h], kunnen
we niets zeggen over de fout.

Onderstel nu dat f tweemaal continu differentieerbaar is op een open inter-—
val I > [a,ath]. Laat p het interpolatiepolynoom zijn bepaald door

p(a) = £(a), p(ath) = f(a+h). Overeenkomstig 2.6.11 geldt dan voor alle

x ¢ fa,at+th]:

f(x) ~ p(x) = $£"(g)(x-a) (x-a-h)

voor zekere £ € (a,at+h); bedenk dat £ afhangt van x. Zij M het globale maxi-

mum en m het globale minimum van f£" op [a,a+h], dan volgt
fm(x~a) (ath=-x) < - [£(x) -p(x)] = iM{x-a) (a+h-x)

voor alle x € [a,a+h]. Integreer de laatste ongelijkheid over [a,ath]; we-

gens
a+h
J {x—-a) (a+h—-x)dx =-% h3
a
vinden we dan
1 3 _ 103
5 mh™ < ET < 77 Mh
oftewel Ep = - T% uh3, waarbij u een zeker getal is uit {m,M]. Omdat f" con-

tinu is op [a,ath], bestaat er volgens de tussenwaardestelling (2.5.5) een

getal n ¢ (a,a+h) zodat u = £"(n) en daarmee

___l__ 3en
ET = 7 h“f"(n) .
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De fout Eg bij toepassing van de regel van Simpson is op analoge wijze te

onderzoeken. In eerste instantie verwachten we een voorstelling voor Eg van
de vorm Eg = chaf(B)(n), waarin c een constante is en n ¢ (a,a+2h). Door een
subtielere analyse (waarop we hier niet ingaan) kan men echter afleiden de

nauwkeurigere voorstelling:

- 1 . 5.(4)
Eg=r-gg bt ")

voor zekere n € (a,a+2h). Hierbij is ondersteld dat f viermaal continu dif-
ferentieerbaar is op een open interval I > [a,a+2h]. Merk op dat f(a)(n) =
en dus ES = 0, als f een polynoom is met graad < 3, in overeenstemming met

een eerdere opmerking.

Uit de voorstellingen voor E, en E; volgt dat voor kleine h de regel van

Simpson een nauwkeuriger benadering geeft dan de trapeziumregel.

De fout bij toepassing van de voorgaande integratieformules is des te klei-
ner naarmate h kleiner is. Bij de numerieke integratie van afb f(x)dx zullen
we daarom meestal het interval [a,b] verdelen in gelijke delen ter lengte

h = (b-a)/n en vervolgens op ieder deelinterval de trapeziumregel of de re-
gel van Simpson toepassen. Op deze wijze komen we tot de volgende s amenge-

stelde integratieformules:

b
2.10.3. J f(x)dx = éh[f0-+2f]-+2f2 +... +2fn_] +fn] + ET
a
met fout
1 3 n—-1
Bp = oz LOFUE) . gy e (arihiar(Dh) voor § = 041,00k ,nn)
J=
b
_ h
2.10.4, J f(x)dx = 3 [f0+4f]+2f2+4f3+2f4+...+4fn“1+fn] *+ Eg
a
met fout
in-1
1,5 2% 4 . .
ES = - 35 h Z f( )(nj) , nj ¢ (a+2jh,a+(2j+2)h)
j=0

voor j = 0,1,..4,4n~1,
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Hierin is fk := f(at+kh), k = 0,1,...,n, terwijl in 2.10.4 is ondersteld dat
n even is.

Zij M, het

Als f" bekend is, kan men een schatting geven voor de fout E 2

7
globale maximum van |f"| op [a,b], dan geldt

n 3_ 1 _ 2
[Ep| < 75 Mp7 = 5 (b=a)M,h” .
Evenzo geldt voor de fout ES:
LIV R I 4
[Egl < 35 b = 55 Gmamh”

waarin M, het globale maximum van If(é)l op [a,b] is.

In praktische gevallen zijn de voorgaande schattingen voor E;, Eg meestal
erg onrealistisch. Bovendien zijn de afgeleiden f" of f(a) niet altijd een-
voudig beschikbaar.

In de (praktische) numerieke wiskunde wordt daarom een andere methode ge—
volgd waarbij een realistische schatting voor de fout wordt verkregen. Be-
schouw de integraal I := afb f(x)}dx. Met behulp van de samengestelde trape-

ziumregel berekenen we twee benaderingen voor I:

I(h) := ih[f0+2f1+2f + ... +2fF +fn] R

2 n~1

L e
I(ih) : }h[fo+2f%+2fl+...+2fn_i+fn] .
waarin fk := f(a+kh), h = (b-a)/n. De benadering I(ih) correspondeert met

een verdeling van [a,b] in 2n gelijke delen ter lengte jh.

De fout ET van deze benaderingen is voor te stellen door resp.

n-1
Ep(h) = = 25 1’ jzo £(8;) 5 £y € (avihar(eDh)
1 3 2l * * .
ET(ih) = = 12 (ih) JZO f“(Ej) s EJ € (a+%Jh:a+£(j+l)h) .

Veronderstel nu dat f" op elk der deelintervallen (atjh,a+(j+1)h) weinig va-
rieert (voor kleine h is dit een reéle veronderstelling), dan geldt bij be-

nadering

" ~ "t * o~ " :
108 & () R (L) L 5= Oyl e,
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waaruit volgt

Ep(h) = 4ET(£h)

Nu is

1]

I=1() +E(h) , I=TI(h) +E(h),

en dus
I(30) - I1(h) = Ep(h) = E;(3h)  3E(}h) .
Daarmee is verkregen
1
Eg(4h) ~ 5 [1(48) ~ I(h)]

als schatting voor de fout ET(%h) bij benadering van I door I(lh).

Opmerkingen. 1) Op analoge wijze als boven kan men een realistische schat~
ting geven voor de fout ES bij toepassing van de samengestelde regel wvan
Simpson.

2) De verkregen schatting voor ET(éh) vormt in het algemeen een "goede' be-
nadering voor de fout. Bedenk daarbij dat een foutschatting in veel ge-
vallen best 10 - 50% mis mag zijn. De schatting voor ET(ﬁh) is geen zekere
schatting, d.w.z. ze kan er helemaal naast zijn als niet voldaan is aan
de voorwaarde dat f" weinig varieert op de deelintervallen. In de prak-

tijk van het numerieke rekenen komt dit echter slechts sporadisch voor.

4
1 +x2
Verdeel [0,1] in deelintervallen van gelijke lengte h, waarbij achtereenvol-

Voorbeeld., Numerieke integratie van Ofl f{x)dx, f(x) =

gens h = 1, 3, {, 1/8, 1/16. Bereken met behulp van de samengestelde trape-

ziumregel de bijbehorende benadering I(h) voor de integraal:

1 - 32202
h I(h) 3 [I(h) - I(2h)] 53 Mh" = 3 h
I 3.0000 0.6667
0.5 3.1000 0.0333 0.1667
0.25 3.1312 0.0104 0.0417
0.125 3.1390 0.0026 0.0104

0.0625 3.1409 0.0006 0.0026
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In de derde en vierde kolom is een schatting voor de fout gegeven, gebaseerd
op de voorgaande theorie, In dit geval blijkt na eenvoudige berekening

M, = max If"(x)| = 8, Vergelijk I{(h) met de exacte waarde van de inte-

2
xe[0,1]
graal: I = 7 = 3,141592..., dan blijkt de foutschatting volgens de derde ko-

lom zeer goed te zijn, terwijl de schatting volgens de vierde kolom ongeveer

viermaal de werkelijke fout is.
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Hoofdstuk 3. Reeksen

Convergentie en divergentie

Eindig veel getallen 3yseeesly hebben een som, zeg SN' d.w,.z,
N
Sy = 2 +e¢2+...+a.N=n£1 a .

Beschouw nu de rij (an) en vorm de rij (Sn)nE]N van de zg. partiele

ne N
) 1 82 1= a +a2, 53 i= a1'+a2-Fa3, enz.
De uitdrukking

o
a, +a,+a, +...= ) a

| 2 3 n
n=|

noemen we een reeks; SN heet de N-de partiele som van de reeks; de getallen

an heten de termen van de reeks.

Definitie., Als lim SN bestaat en gelijk is aan S dan heet de reeks
N-rea o
al-+32-+... + an-f... convergent met som S en we schrijven z a = 5; als
n=1
lim SN niet bestaat dan heet de reeks divergent en dan heeft hij geen som.
N

-]

Voorbeelden, 1) Z n 1is divergent omdat Sy = l+2+...+ N = IN(N+1) > o(N+w),

n=|
o0

2) ) . (= ) ™) heet meetkundige reeks.

als t # 1. Als |r] < 1 is de reeks convergent met

) . .
som T en als Irl 2 | 1s de reeks divergent,

v
3 nzl n—(n_'_—ly = ], want

N ] TP N | [ BN
SN Tttty C UGt G T T

+ 1 (N » =),




3)

6)

7)
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Z — is divergent omdat
n=1 v/n
sy =1+ S T L S
V2 N /N AN V]
Z i » de harmonische reeks, is divergent.
n=l
k k-t
1 1 27-2 1
S, =8, , = - + — R = = , dus
ok kel Gkl gkl 2~ * 2
S A= 5 (SZ_SI) + (SA-SZ) + (88-84) + ... + (S oS n_1) =
2 27 2
| 1 1 1 1 1 1 1 I
=1+ 54+ (5+7)+ (THo+s+2) + ses F (———+t .. F =) 2
2 3 4 5 6 7 8 ot 1, I o
2]+ % > g. Hieruit volgt Sy (N + =),
T n-1 , .
l1-1T+1=-1+1=-14+,,. = Z (-1) is divergent,
n=1
De partiéle sommen =zijn nl. afwisselend 1 en 0, dus lim SN bestaat niet,
N-»co
n-1
S R S | - (=1
l=5+3-7+... ) —

n=1

Voor de partiele sommen van deze reeks geldt

S] > 83 > 35 > ... > 0 en

82 < S4 < S6 < Lea <1

Volgens de grondeigenschap der reele getallen (].4.11) bestaan de limieten

lim 8§ =1 S0 en lim S =: 8§

Noreo 2N-1 Noseo 2N e

Omdat SZN - SZN-I = 3§ zlin So en Se gelijk en convergeert de reeks.
o (_])n-l :

Noemen we S_ = S, = ) ——— =¢ S dan blijkt bovendien dat
n=1

< . Later (3.4, voorbeeld 9) zullen we afleiden dat § = log 2.

|S-SN| N+l
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L=l

3.1.2, Stelling. Als zl a  convergent is, dan ig iiz a = 0.
n=

Bewijs. a =S -8 _, »8~-8 (n » »). 0

N.B, We kunnen deze stelling alleen gebruiken om van sommige reeksen te be-

wijzen dat ze divergent zijn. De voorbeelden 4 en 5 laten zien dat uit

: (=]
lim a = 0 niet geconcludeerd kan worden dat de reeks z a comvergent is,
T+ n=1

=]

Opmerkingen. 1) Zijn de reeksen Z a_ en z bn convergent, dan is voor
n=1 n=1

oG

alle a,f ¢ B de reeks Z (aan + an) eveneens convergent en
n=1
Z] (aan + an) = q 3 a + 8 né] bn' (Opgave: bewijs dit.)

It ~1 8

n

2) Als we in een convergente (divergente) reeks een eindig aantal termen
wijzigen dan is de zo gevormde reeks weer convergent (divergent); het-
zelfde geldt voor het toevoegen of weglaten van eindig veel termen.

(Opgave: bewijs dit.)

3) Ve noemden de termen van de reeks alsdgseen Soms is het handiger de

=]
nummering van de termen met 0 te beginnen: ag ta e, = Z a_.,

Een van de eerste doeleinden die we nastreven is stellingen te bewijzen

die ons in staat stellen tot convergentie of divergentie van een reeks te
besluiten op grond van direct te controleren eigenschappen van de termen

en met omzeiling van het vaak moeizame of zelfs ondoenlijke uitrekenen van
de partiéle sommen. De zojuist bewezen stelling 3,1.2 is een voorbeeld van
een dergelijke stelling. In 3.2 en 3.3 zullen we een aantal van zulke stelw
lingen bewijzen. Tot nog toe waren de termen van een reeks getallen; men

kan ook reeksen beschouwen waarvan de termen functies zijn. In 3.4 bestu-
deren we een speciale klasse van zulke reeksen; de termen zijn daar

functies van de gedaante fn(x) = anxn. De reeksen uit 3.4 heten machtreeksen;
de partiéle sommen van een machtreeks zijn polynomen. Tenslotte is 3.5 gewijd

aan numerieke berekeningen in verband met reeksen.
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Reeksen met uitsluitend niet negatieve termen

N.B, Alle reeksen in deze paragraaf hebben niet negatieve termen.

Stelling, Een reeks met niet negatieve termen is convergent dan en slechts

dan als de rij van de partiéle sommen begrensd is.

Bewijs. De rij van de partiéle sommen is monotoon niet dalend zodat de

stelling uit de grondeigenschap der reéle getallen (l.4.11) volgt. d

Stelling (integraalkenmmerk), Laat f(x) een continue, monotoon dalende, niet

[+o]

negatieve functie zijn op [1,=), dan is Z f(n) dan en slechts dan conver-
n=1
gent als lf f(x)dx convergent is.

.. .. N . ‘s
Bewijs. Zij IN 1= lf f(x)dx (N ¢ N) dan ziet men gemakkelijk dat

]f f(x)dx dan en slechts dan convergent is als lim I, bestaat.
N

N
Zij Sy = n§1 f(n). De rijen Iis Iy Ig,eenen 81» Sy Sysees zijn beide

monotoon niet dalend. De begrensdheid (en dus convergentie) van een van

beide heeft de begrensdheid van de andere tot gevolg omdat

n+l
f(n+]l) < J f{x)dx < f(n)
n

en dus

Igep < SN < f(1) + I (zie figuur), O

y= f(0)

] 2 3 N N+t X
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Stelling. L is convergent als p > | en divergent als p < 1.
1
n=l n

Bewijs., Voor p < O volgt de divergentie uit 3.1.2. Voor p > 0 passen we

3,2,2 toe met £(x) = x P, zie tevens 2.8, voorbeeld 7.

o o
Stelling (vergelijkingsstelling). Beschouw de reeksen z a_en Z bn.
n=1 n=1
1) Als Z b_ convergent is en a_ < b_o.d.d., dan is Z a_convergent.
nop B n n L om
2) Als Z b divergent is ena_ 2 b_ o.d.d., dan is Z a_ divergent.
ne] M n n asy O

a s TN 1=
} n

Bewijs. 1) Stel SN t=

b en T := lim T,
n n N

1 N-peo

L
ne—1=2,

Omdat an < bn vanaf zekere N e ™ en TN < T voor alle N ¢ N is

1

- - - N \ . .

SN SNI < TN TNl en SN < SN] + T TN] voor alle N 2 Nl De rij (SN) is

dus begrensd. Uit 3,2,1 volgt nu de convergentie van z a .
n=1

2) Als Z an zou convergeren dan zou volgens 1) ook Z bn convergeren;
n=1 n=1

tegenspraak.

Gevolg. Indien voor de reeksen Z a_ en Z bn geldt:

n=1 n=1
a

. n . .. . .
lim = bestaat en is # 0, dan zijn de reeksen beide convergent of beide
e n

divergent.

Voorbeelden., 1) Z sin'Jf is convergent, omdat 0 < sin~J§ s-lf voor alle
n=| n n n

ne W en Z --liconvergent is (3.2.3).
n=l n

o0

-n . -
2) Z {(arctan n)e is convergent want 0 < (arctan n)e n . it e % en
n=1

-n . .
z e 15 een convergente meetkundige reeks.
n=}
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.1
o sin = w

N . . I, .
3) Z sin — 1s divergent want lim =1 en z o s divergent.
n=| Do n=1

n

Convergentiekenmerken voor reeksen met niet negatieve termen

3.2.6., Kenmerk van Cauchy:

o«
Als lim Ean = L, dan is de reeks z a convergent als & < | en divergent
n-+® n=1

als & > 1.

3.2.7. Kenmerk van d'Alembert:

o

a
n+l

Als lim = &, dan is de reeks z a, convergent als % < | en divergent
n** n n=1
als & > 1,

3.2,8, Als lim npan bestaat en # 0 is, dan is de reeks Z a_ convergent als p > 1
n+e n=1
en divergent als p = 1.

a & n
Bewijzen. (3.2.6). Als %2 < | en p := §(2+1) dan is o.d.d., VY a_ <p <1,
n T a . v
dus a £ p . Omdat X p convergent is z a convergent (3.2.4).
n=1 n=1

1e)
Als £ > 1 dan is | < p < L en VY a2 > p o.d.d., dus a > p" 0.d.d. In dit ge~

valis a > (n > =) en ] a_ is divergent (3.1.2).
n=|

n
Opmerking. Als £ = | of als lim V a_ niet bestaat, moeten we de convergentie
n-+o
[++]

op een andere manier onderzoeken. Voor de convergente reeks E Jf zowel als

© n=l n

voor de divergente reeks Z % is de limiet uit 3.2.6 gelijk aan 1.

n=1
a +1 a a
2.7). s < en p = 2+1) dan is o.d.d. < < 1, dus =——e— < b
(3.2.7). Als 2 < 1 (2+1) i 2 <p <1, 2l ..

a

De rij {-f%} is o.d.d. monotoon dalend. Er bestaat dan een constante C
B a

zodat o.d.d.

s |

£ C oftewel a < Cpn. Door vergelijking met de convergente
p o]

meetkundige reeks C Z on volgt het gestelde, Als L > 1 dan is o.d.d.

n=1

a z pa_. Divergentie volgt nu uit 3.1.2,

n+l

a
Opmerking. Als & = 1 of als lim 1 niet bestaat, geeft het kemmerk van

n> n
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d'Alembert geen uitsluitsel. We verwijzen nogmaals naar de voorbeelden

1~ 8
il =~ 8

i
n

en —%-, waarvoor de limiet uit 3.2.7 gelijk aan | is,
n=1 n=l n
(3.2.8). Combineer 3.2.5 en 3.2.3. 0

oo

1
Voorbeelden. 4) Bé is convergent volgens 3.2.7 omdat
n=1 n ‘

(a+1)! o l,-n _ 1
_-ﬁTl-—llm(l'*'n) —e<l.

o+ n! (n+l) n-®

5) Z (arctan n)-n is convergent volgens 3,2.6 omdat

n=]
n
lim \/(arctan n) %o lim _ . : < 1.
arctann T
nr» ~3c0
o 0 2
6) is convergent volgens 3.2.8 want 5 1 {n » =), In dit voor-
n=l n +I n +]

beeld kan men de convergentie ook bewijzen door op te merken dat

; < —%-en 3,2.3 en 3.2.4 toe te passen, en ock door 3.2.2 te gebruiken

n +i n

o

met f(x) = —iL—-Waarvoor I —%E— = iw = {w = {r.
x +1 x +1
I

Opmerking. Voor reeksen waarvoor 3.2.8 tot een conclusie leidt, falen 3.2.7

en 3,2.6. Als voorbeeld van een reeks waarvoor ook 3.2.8 niet bruikbaar is

N
vermelden we z — . Uit 3,2,2 en —ax__ . log log N=-log log 2+
n=2 D log n x log x

(¥ + ») volgt dat de reeks divergent is.

Reeksen met zowel positieve als negatieve termen

o0
P s n-1 .
Definitie. Een reeks van het type z (-1) a waarin a > 0 voor elke n ¢ N,
heet een alternerende reeks, o=l
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oo

3.3.1. Stelling (Leibniz). Als de alternerende reeks z (—l)n_lan voldoet aan
n=1

(L) lim a = g,
oo

(ii) a za , voor alle n ¢ .,

dan is de reeks convergent en voor de som S geldt 0 s (-I)N(S-SN) < CI

voor alle N ¢ W,

Bewijs. (Vergelijk 3.1, voorbeeld 7.) Voor de partiele sommen geldt:

72
v
wa
[\
%]

=z 85

v
1%

0.

W
A
w
1A
w
A
(93]
A
1A

all
Volgens de grondeigenschap der reele getallen (1.4.11) bestaan de limieten

lim SZN—I =: S en lim S2N =: 8 . Omdat Son SoN-1

o o = ~a,y zijn S0 en Se

gelijk en convergeert de reeks. Men ziet gemakkelijk dat:

0 < (-1)N(s—sN) =ay, * (_aN+2+aN+3) + (_aN+4+aN+5) t S a .
d

=}

)
2 log n

Voorbeeld 1. z is convergent.

n=

We beschouwen nu het algemene geval van reeksen met zowel positieve als

negatieve termen.

(] o*xK

3.3.2. Definitie. Een reeks Z u_ heet absoluut convergent indien Z fu_|
n=1 n n=1 n

convergent is.

3.3.3. Stelling. Een absoluut convergente reeks is tevens convergent.
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oo o
Bewijs. Laat Z Iu | convergent zijn, dan is te bewijzen dat ook Z u
n=] ¢ N n=1
convergent is, d.w.z. dat SN 1= z u_ naar een limiet nadert als N -+ =,
. . n=1
Voer in de notaties
N N
Py t= ) |un|, Q := ) (un+|un|).
n=1 n=1
We schrijven u = (un+|un|) - lunl, waarult na sommatie volgt SN = QN-PN.

Volgens het gegeven van de stelling is de rij (PN) convergent, zeg PN + P
als N + =, De rij (QN) is monotoon niet dalend wegens u o+ Iun| z 0.
De rij (QN) is tevens begrensd, immers

N

N
0sqQ-= nzl w v ) s 2 n.—ZJ lu | = 2p < 22,

Daaruit volgt dat lim QN bestaat.

N-+co o0
Omdat lim P_ en lim Q, bestaan, bestaat ook 1lim § s 1.2, Z u_ is convergent.
N N N n
N0 N0 N n=|

0
Uit 3.2.4 volgt onmiddellijk:

. say s . <
Stelling (vergelijkingsstelling). Als |un| vy o.d.d. en ngl v convergent
is, dan is z u absoluut convergent.
n=1

o

Voorbeelden., 2) E (-l)nsin-JE is absoluut convergent (en dus convergent),
n=1 ' n

o0

< -lf voor alle ne N en E -1—2 convergent is,
n n=1 n

omdat (-l)nsin-lé

n

o

3) Z (i)ncosr1 is absoluut convergent, omdat I(Q)ncos n| < (i)n voor alle
n=1]

o

n .
ne N en J (§)" convergent is.
n=|

© n-1
Opmerking. De reeks Z S:A%T——
n=|

gent. Dergelijke reeksen noemt men relatief convergent.

is wel convergent maar niet absoluut conver-
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o

Als we van de reeks ) u_ weten dat lim V h%J < 1 is of lim

n=1 n-e ==

u
n+l

< 1 is,
u
n
=]

dan volgt uit 3.2,6 of 3,2.7 dat z u absoluut convergent is, en daarna uit

n=|]
o u
3.3.3 dat Z u_ convergent is. Als lim 0 lu | > 1 of lim ntl > 1, dan
n=1 o oo n N n -
volgt uit 3.2.6 of 3,2,7 dat |un[ divergent is. Ook de reeks u zelf
n=| n=|

is divergent omdat in beide gevallen u, niet naar 0 nadert als n + = (3.1.2).
Deze opmerking maakt duidelijk hoe de convergentiekenmerken van Cauchy en

d'Alembert gebruikt kunmen worden bij reeksen met zowel positieve als negatieve

termen,
Stelling (Cauchy-product). Zijn de reeksen z u_ en Z vy absoluut con-
n=0 n=0
vergent met som S resp. T, dan is de reeks
o n
) WV ) (1)

n=0 k=0

absoluut convergent met som ST.

oc

(De reeks (1) heet het Cauchy-product van z u en Z vn.)
n=0 n=0

Het bewijs van deze stelling wordt achterwege gelaten.

Machtreeksen

oo

n

Een reeks van de vorm Z a_x heet een machtreeks. We onderzoeken voor
n=0

welke waarden van x deze reeks convergeert resp. divergeert. Elke macht-

reeks is convergent voor x = 0. We spreken namelijk af: 00 =}, zodat
o0

n

Z ax = a_, voor x = 0.
n 0

n=0
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oo

3.4.1. Stelling, Als een machtreeks Z anxn convergent is voor x = £ # 0, dan is

n=0
de reeks absoluut convergent voor alle x met |x| < |£

*

.. - n . , . n .. n, .
Bewijs. Omdat Z ang convergent is, is lim ang = 0, De rij (anE ) is dus
n=0 N 0
begrensd, d.w.z. er bestaat een M > 0 zodat [ang | €M voor n=20,1,2,...

-] 1
Dan is |anxn| = Iangnl[x/£|n < M|x/£|n voor n = 0,1,2,,.,., . Omdat zo gl
n=
=]
convergent is voor |x| < |g|, volgt dat anxn absoluut convergent is
voor |x| < |gl. n=0 0

Gevolg. Bij de convergentie van machtreeksen doen zich drie mogelijkheden voor,
1) De machtreeks is convergent alleen voor x = 0 en divergent voor alle x # 0.
2) De machtreeks is absoluut convergent voor alle X.
3) Er bestaat een getal R > 0 z8 dat de machtreeks absoluut convergent is

voor |x| < R en divergent voor |x| > R. De existentie van een dergelijke

R berust op de voorgaande stelling en de stelling van het intervallen-

nest (1.4.12)., We laten het bewijs achterwege.

Het getal R heet de convergentiestraal van de machtreeks. In de gevallen 1)

en 2) stellen we R = 0 resp, R = o,
Er is geen algemene uitspraak te doen over de convergentie of divergentie van
een machtreeks voor x = * R; deze dient bij elk voorbeeld apart onderzocht te

worden.

a0

. n .
3,4.2, Stelling. Laat de machtreeks Z a x een convergentiestraal R hebben,

n=0
1) Als lim S |a I = &, dan is R = % als £ # 0O en R = 3ls L =0 (R =0 als
n-eo o
2]:00).
. n+l . ]
2) Als lim — = 9, dan is R = 7 als 2 # 0O enR=eoals 2 =0 (R =0 als
e n
2:00).

Bewijs. Het bewijs is eenvoudig te geven met behulp van 3.2.6, 3.2.7,

ga dit na. G
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[++]

Voorbeelden., 1) Z x" is absoluut convergent voor ixl < | en divergent
n=0
voor |x| > 1, dus R = 1, Voor x =+1 is de reeks divergent.

o 2
2) Z x" is absoluut convergent voor |x| < 1, wegens Ixn I ES |x]n voor
n=0

|x| < 1; derhalve is R 2 1. Omdat de reeks divergent is voor x = I, is

ook R < 1, zodat R = 1, De reeks is ook divergent voor x = -1.

@ n
3) Z &ﬁ%J x" heeft een convergentiestraal R = e omdat
n=|

n 2
n n i - i
lim [———} = lim [l +-} = =,

n+l n e
n-+x T+

Voor x =te is de reeks divergent want

2
nnn e o
[n+!] ¢ = [ nl > 1.
i3
1+-=
n
©o n
4) Z %r heeft een convergentiestraal R = | omdat lim E%T = 1.
n=| oo
Voor x = 1 is de reeks divergent, voor x = -l relatief convergent.

oo

3) E %" is convergent alleen voor x = 0 en divergent voor alle x # 0.
n=]

«©

n . .

Laat de machtreeks Z ax een convergentiestraal R hebben, dan is de reeks
n=0

convergent voor |x| < R. De som is een functie van x die we noteren als

S(x) := Z a x".
n=0
. . e . o oy n - n—1
3.4.3, Stelling (termsgewijs differentieren). De machtreeksen nZO a x en nzl na x

hebben dezelfde convergentiestraal, R te noemen.

3 8

Zij S(x) = anxn voor |x| < R, dan is S differentieerbaar op (-R,R) met

n=0 -
afgeleide 5'(x) = Z nanxn-!.

n=|

Deze stelling bewijzen we niet.
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De stelling drukt uit dat we een machtreeks binnen zijn convergentie-interval
(-R,R) termsgewijs mogen differentiéren,

Een onmiddellijk gevolg van 3.4.3 is dat de som S willekeurig vaak differen-
tieerbaar is op (-R,R). De k-de afgeleide S(k) wordt verkregen door termsge-

wijze differentiatie:

S(k)(x) = zk TE%%TT anxn‘k .
n:

Een direct gevolg is ook de volgende stelling.

(=]
3.4.4, Stelling (termsgewijs integreren). Laat de machtreeks a x" een conver-
Ste . 1ng J n
gentiestraal R hebben, dan geldt voor lxl < R n=0

X X
o a

J (] athHde= 7§ J a thde = § &
n n n+l
0 n=0 n=0 0 n=0

= o]

Voorbeelden. 6) ) nx" heeft een convergentiestraal R = 1,
n=1
Vonr Ix| < 1 geldt dan

ST A U AR

n=1 (el

@ _ n
70 7 (=™ X heeft een convergentiestraal R = 1.
n=1 i

Noem de som S(x) dan is voor |x| <1,

o0

' _ pyn-ln-1 _ 1
S'(x) = n£| (-1 X ik

Integreer S'(x) dan volgt
X
%;-= S{x) = S(0) + J S'(t)dt = log(l+x),
0

geldig voor |x| < 1; vergelijk met 2.6, voorbeeld 4.
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© 2n+1]
8) | -nt %;;;r heeft een convergentiestraal R = I.
n=0

Noem de som ${(x) dan is vecor |x] <1,
o0

$'k) = § (% - o,
n=0 1+x

Integreer S5'(x) dan volgt

% n x2n+] x

Z (-1 ST T S(x) = 8(0) + J S'(t)dt = arctan x,

n=0 0

geldig voor |x| < 1.
Stelling, Zij de machtreeks Z anxn resp. E bnxn absoluut convergent
n=0 n=0
voor |x1 < R] Tesp. le < R2' met som Sl(x) resp. Sz(x). Dan is de product-
reeks Z ¢ x waarin ¢ := Z a,b ., absoluut convergent voor
£ n n P B T
n=0 3=0

le < min(Rl,Rz) met som Sl(x)Sz(x).
Bewijs. De stelling volgt eenvoudig uit 3.3.4. a

Zonder bewijs vermelden we nog de volgende stelling over de som van een

machtreeks in een randpunt van het convergentie~interval,

=]

. n .
Stelllng (Abel). Laat de machtreeks nZo anx een convergentlestraal R
hebben en zij S(x) de som van de reeks, Als de reeks convergent is voor

x = R, dan geldt: lim S(x) = S(R).
x*+R

Uit 3.4.3, 3.4.6 en 2.5.2 volgt dat de som van een machtreeks continu is

in elk punt waar de reeks convergeert.

Voorbeelden. 9) Volgens voorbeeld 7 is voor {x!| < 1,

ot n~1 xn
z -1 o = log(1+x).
n=}

De machtreeks is ook nog convergent voor x = 1 (zie 3.1, voorbeeld 7),

zodat
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o

n-1
log 2 = z S:il-—- =] -

1
= +
n=1 n 2

] )
.3- 4+ 48 -

10) Volgens voorbeeld 8 is voor |x| <1,

o n+l
-1D" E— _ arctan x.
2n+1
n=0

De machtreeks is ook nog convergent voor X = 1, zodat

Als de functie f willekeurig vaak differentieerbaar is in een omgeving van a

w _{n)
z f nfa) (x-a)n

n=0

dan heet de machtreeks

of Taylorreeks.
3.4.7. Stelling. Zij f willekeurig vaak differentieerbaar op (a~f, a+l) en zij MN

het globale maximum van f(N)

Als lim pNMN/N! = 0 dan is de Taylorreeks

N->eo

de Taylorontwikkeling van f rond a

op I :=[a-p, atp] waarbij 0 < p < 2.

(n)
£ n(a) (x-a)n
n=0 '

convergent ©Op I met som f(x).

Bewijs. Volgens de stelling van Taylor (2.6.10) geldt voor elke N ¢ IN en
elke x ¢ I:
N ()

f(x) = J —n'(a—) (x-a)" + Ry »
n=0 :

waarin

(N+1)
_ £ (a+6(x-a)) N+1
RN = CTIM (x-a)

voor zekere 8 ¢ (0,1). Voor x ¢ I is dan |RN| < pN+l

MN+]/(N+1)!, dus

lim R = 0. Daaruit volgt
N
Noco

© (n)
£(x) =} E——E-S-E-)— (x-a)"

n=0

voor alle x ¢ I. 0
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Voorbeelden. I1) De functie £(x) = er is willekeurig vaak differentieerbaar

12)

13)

14)

op R met f(N)(x) = e* voor N = 0,1,2y44. « 2ij p > 0, dan is
|f(N)(x)[ < e® voor alle x ¢ I := (=0spl. Omdat 1lim pNeD/NI =0, is de

Nerco
. . X .
Taylorontwikkeling van e* rond 0 convergent op I met som e . Aangezien p

willekeurig te kiezen is, geldt

x @ O 2 3
et = ] =1+ S 304 L.
a=0 B* l. 2. 3.

voor alle x ¢ R; zie ook 2.6, voorbeeld 1,

De functie f(x) = sin x is willekeurig vaak differentieerbaar op R met

f(N)(x) = gin(x+}Nw), zie 2.6, voorbeeld 2. Nu is If(N)(x)l < ] voor alle

X € R, Omdat lim pN/N! = 0 voor elke p > 0, is de Taylorreeks van sin x
N
convergent voor alle x ¢ R, i.e.

o 2n+1 3 5 7
sinxe [ (DPE o EoX oL x i xL
nso (2n+1)T 17 3T T ST 7T o
Op grond van 3.4.3 is
w -2 ' o 2
= 1 v = — = - =
cos X (Sln X) nzo( 1) (ZT"‘I)—!- ZO ( l) T-ZT)T
x2 x4 x6
= ] -?!-‘*Z-!-—F!-* e
voor alle x ¢ R; =zie ook 2.6, voorbeeld 3.
De functie.f(x) = (l+x)u is willekeurig vaak differentieerbaar op (=1,w)
k -
met f( )(x) = plu=1) s=e (u-kﬂ-l)(l-l-x)u k voor k= 0,1,2,... . Voer nu in

de notatie

(g) =1, (i) 1= uluz1) 'L; (uketl) voor ke W,

uit te spreken als "y over k'; voor u = n, n geheel, n = k, stemt deze

. . e, n, . .
notatie overeen met de binomiaalcoefficient (k) ingevoerd in 1.3,

Dan is f = k!(i) en met behulp van de stelling van Tay;gr_(2.6.]0)

volgt:
N

k
£(x) = Hx* +
kZO K Ry
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voor alle x > -1, Men kan nu bewijzen (met behulp van een meer verfijnde

formule voor de restterm RN) dat lim Ry = 0 voor |x| < I. We vinden dus

de volgende Taylorontwikkeling Noveo

oo

(1+x)¥ = z (M )x =1 + %% x + u(g:l) %% + u(u-l%fu 2) 3.

cs e 3

geldig voor |x| < 1,

Deze reeks heet de binomiaalreeks. Indien y = nmet n= 0,1,2,..., breekt

de binomiaalreeks af na de term met k = n en gaat de reeks over in het

binomium van Newton (1.3.7).

15) Zij f(x) = arcsin x, dan is

B s =t== ] DHRCHhe™
‘G_XZ n=0

geldig voor |x] < 1.

Integreer termsgewijs (3.4.4) dan volgt

& n 3 3 7
. _ D7 -4 2okl 1 x 13 x 1:35 x
arcsmx_néo Tl (n)X TEYT T YWD Tt o 7t
geldig voor |x| < 1.
.. © n . S(n)( )
Zij S(x) = Z an(x-a) voor |x—a| < R, dan is a === . Immers door

n=0
termsgewijze differentiatie volgt:

s () = Z -(Frin-an(x-a)n“k

n=k

dus S(k)(a) = R!ak voor k = 0,1,2,... .

=]

We zien hieruit dat de machtreeks z an(x—a)n de Taylorontwikkeling van zijn
. n=0

som S rond a is.
We geven nog enkele voorbeelden van Taylorontwikkelingen rond een punt ver-

schillend van 0.
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Voorbeelden, 16) De Taylorontwikkeling van sin x rond = wordt gegeven door

o n+l

. o s _ _ (-1) __y2n+l
sin x = ~sin{x-n) nZO BT {(x-7) R

geldig voor alle x ¢ R,

17) De Taylorontwikkeling van log(4+x) rond | wordt gegeven door:

oo

n-1
log(4+x) = log(5+x-1) =log 5+ log(l +x_;_l_) =log 5+ Z (—-%—-— (X'l)n,
n=1 5n

geldig voor alle x met |[x~1] < 5,

3.4.8. Berekening van limieten met behulp van machtreeksen, Laat de machtreeks

L=-] oo

n . n~k
z a_x een convergentiestraal R hebben, dan heeft ook z a_x een con-
n=0 ' n=k
vetrgentiestraal R, Voorts geldt op grond van continuiteit:

o

lim } anxnmk = 1im(ak-+ak+]x-+ X +t...) = a, . Deze resultaten worden
x>0 n=k x+0

herhaaldelijk toegepast bij de berekening van limieten met behulp van macht-

B +2

reeksen.
xz x3 1 X
, e -1-x . 2T * ELEREE . 2t ELIRE
Voorbeelden. 18) lim T=cor = - lim 5 A = lim > =1,
x+0 cos x>0 x  _x ’ x>0 1 _x +
3!‘ '4-!" R ZT =08
x3 x5 x2 x4
. tan X-x _ .. sinx—-xcos X .. (""?T!'+§!"°")"‘(1'?!'+T!'""')
19) 1lim —5— = lim =1lim 5 :
x+0 X x+0 x"cos X x-+0 3 X
X (1 "'"éT"' -o-)
x3 x5
. 3 "3 "t
= lim 5 =3
x‘-’-o xs(l-x_z-'i'nno)
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. 2 .3
sin x _ sin"x

. esin X ax . (sin x-x) + M + EM + ... )
20) lim > = lim 5 =
x-+0 X x-+0 X
3 5
-x7+x7-... '2 1 L
cin ST g sinx dosing
x-+0 X x+0 x *
P
=0*3=3-

3.5. Numerieke sommatie van reeksen

o

De som S van een convergente reeks Z u, is niet altijd in gesloten vorm
n=1 N
te berekenen. Evenwel, elke partiéle som Sy = Z u, is te gebruiken als
n=1
numerieke benadering voor 5. Bij deze benadering maken we een fout, de zg.
o .
afbreekfout E 1= §-§ . = Z u ., Aan de hand van voorbeelden introduceren
n=N+]
we vier methoden om de afbreekfout te schatten:

a) Maak gebruik van een expliciete formule voor E. In het geval van een
Taylorreeks bijv. kan de formule voor de restterm (zie 2.6.10) als zodanig
gebruikt worden.

oo

b) Vergroot de termen van de reeks Z u_ zodanig dat er een meetkundige

reeks ontstaat, o =N+l
c) Geef een schatting voor E u_ door middel van een integraal.
n=N+1 L
d) In het geval van een alternerende reeks Z (—1)n ]an met lim a = 0 en
n=1 N nro n
. - - < . o
a_ = an+];20 voor alle ne W, geldt: 0<(~1) (S SN) a.ps zie 3.3.1.

Voorbeelden, 1) Bereken e met een fout van ten hoogste 10_4.
Uitgaande van 2.6, voorbeeld 1 is

8
e

1 I
e=l+l+§1-+...+-§r+m
8

voor zekere 6 € (0,1). Nu is e < e < 3 en we kiezen N zodanig dat

Tﬁ:%TT < 10_4 is. Hieraan is voldaan als N = 7,
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3)
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We vinden dan als benadering voor e:

L 1 b 13700

6 "2z * 120 T 720 T 5040 ~ 5040

e~=1+ 1+ % +

met een fout van ten hoogste Zﬁ%iﬁ .

Vaak vervangt men de gewone breuk door een decimale breuk, dus bijv.

%%%%g door 2,71825. Bij deze vervanging wordt meestal nog een afrondings-
fout gemaakt., Door de decimale breuk op te geven in een voldoend aantal
decimalen, kan men zorgen dat de afrondingsfout kleiner is dan de afbreek-

fout,

Bereken log 0,9.
Met behulp van de reeksontwikkeling voor log(l+x) (3.4, voorbeeld 7) volgt

9 1 1 1 | 1
log == = 1og(l~—)=-[_+ + + +,,_] .
10 10 10 2.]02 3.103_ 4.104

Breek de reeks af na de tweede term dan vinden we als benadering:
i 1

log 0.9 ~ - To ~ 3og - "0.105, met afbreekfout E te schatten volgens
] ] 1( 1 i 1
|EI = + F* o € o |e— — o--} S tame—
3+10° 4-i0a 3LO3 104 2700

=3
Bereken Z -%-met een fout van ten hoogste 10-2.
n=l n

Breek de reeks af na N termen dan geldt voor de afbreekfout (vergelijk

met het bewijs van 3,2.2),

S oy Lot o, e 1,
2(N+1)2 3 n=N+1 n3 (N+1)3 x3 (N«l-l)3 2(N+I)2 -
N+l N+l

Als we de som van de reeks benaderen door SN dan is de afbreekfout E ten

hoogste ] 7Tt ! 5 - Een betere benadering voor de som wordt gegeven

(N+1) 2(N+1)
gegeven door Sy * ! 7+ I 7 3 voor de fout geldt nu lE] < ] 3
2(N+1) 2({N+1) 2(N+1)

Nemen we bijv. N = 4 dan volgt

~ 1

] ] 1 ] 1 _
3T Tttt mo vyt 02

I ~18

n=}

met foutschatting |E| < 3%6 .
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4) Uit de reeksontwikkeling voor arctan x (3.4, voorbeeld 8) volgt

1 ] ]
10 3.90°  5.10°  7-107

1 .
arctan ?-6 =

Bij afbreken na de derde term is - %- 10—7 < E £ 0 op grond van 3.3.1.

Afspraak. Zij S de som van een convergente reeks. De berekening van §

in p decimalen zal als volgt worden uitgevoerd:

1) Breek de reeks af zodanig dat de absolute waarde van de afbreekfout ten
hoogste % - 10 P is.

2) Bepaal de aldus verkregen partiele som door in p+ 1 decimalen te rekenen
(de extra decimaal dient om de invlced wvan afrondingsfouten verwaarlecos-
baar te maken; zonodig kan in meer extra decimalen worden gerekend).

3) Rond het verkregen resultaat af op p decimalen; hierbij treedt een af-

rondingsfout op van ten hoogste % . 10°P,

Indien de afrondingsfouten geintroduceerd onder 2) verwaarloosbaar zijn t.o.v.
de fouten gemaakt onder 1) en 3), dan heeft de aldus berekende waarde van S
een fout van ten hoogste 10 P,

Voorbeelden. 5) Bereken sin T%-in 5 decimalen.

Breek de reeksontwikkeling voor sin T%-af na twee termen, dan is
.1 1 1 599
sin 75 = 75 =3 = %000 " 0.099833,
310

10° 1,5
met een afbreekfout van ten hoogste =T <3 <10 7,
Dus sin-%a = 0.09983 met een fout < 107 °.

6) Ga uit van de betrekking arctan % + arctan é = arctan | = % T,

Met behulp van de reeksontwikkeling voor arctan x (3.4, voorbeeld 8} volgt
RS B PR I SRS PR SO (S IR R (NI S DN TN
PTG @ @)@ I @

Breek de reeks af na de derde term dan vinden we als benadering voor m:

- 6 4, 1.3 130 4 1.5 1.5
TR 243303 + (P HEF) +(3)) = 3.146,

7 7 -
met een afbreekfout van ten hoogste ;((%) + (%) )} = 0.0047 < % + 10 2.

Dus m = 3.15 met een fout < 0.01].
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Opmerking I. Voor de practische berekening van logarithmen is de reeksont-
wikkeling van log(l+x) (3.4, voorbeeld 7) niet erg geschikt, omdat de reeks
alleen snel convergeert voor kleine waarden van |x|.

Door aftrekken van de reeksen

o (“])n—l n xZ x3 xé
10g(]+x)=n=1——-—n—-——x =x-T+—3—--T+...,
x2 x3 x4

log(l-x) = =x TS T T T v

volgt
1+x x3 x5

logl—_;=2x+T+?+.. »

geldig voor |x| < 1, Stel hierin x = EﬁIT , dan vinden we
2y 3(2y+1)°  5(2y+1)

geldig voor y > 0, De laatste reeksontwikkeling is zeer geschikt om uitgaande

van een bekende waarde log y vervolgens log(y+l) te berekenen.

Voorbeeld 7. Bereken log 2 in 2 decimalen.

Met behulp van de hierboven afgeleide reeksontwikkeling volgt

1og2=1og!+2[%+ ]3+ 15+...].
- 33 53

Breek de reeks af na de tweede term dan is de afbreekfout E te schatten

volgens

~ 1 ] 2[1 1 R S S
E - 2I> 5"}' 7+-o-] < 5[_+—+lll] = 10 -

5.37 7.3 35 37 540 2

We vinden nu de volgende benadering voor log 2:

log 2 =

wino

2 _
+-§-I--—0-691 >

dus log 2 = 0.69 met een fout < 0.0]; nauwkeuriger onderzoek leert dat de
fout = 0.004 is.
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Opmerking 2. Laat S de te berekenen som zijn van een comvergente reeks

-] o

Z u . Zij Z v een tweede reeks met bekende som en met de eigenschap
n=1 n=]
dat |un-vn| klein is ten opzichte van [un

. In dat geval is § te benaderen

door Z v+ z (un—vn); deze benadering zal veelal nauwkeuriger zijn dan
n=1 n=1]
N

de benadering door de partidle som ) u_.
n=]

1, .
-7 is nauwkeuriger te benaderen door eerst de
I n

il t~18

Voorbeeld 8, De som S :=
n

<
reeks ) T;:?;TE:IT met som 2, af te trekken. Als benadering voor S vinden
n=1

Yo 1 ; N 1
we dan: 2 + ) [—2.— 2'1]=2_ZITZ—_'
n=l ‘n n -4 n=]l n"(n"~})

met afbreekfout

o [=+]

] ! 1 ]

< =
n=N+1 nz(nz-i) 4(N+l)2 n=N+1 nz-i 4(N+1)2(N+§)

1
A
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Hoofdstuk 4. Complexe getallen

Inleiding

In de verzameling der reele getallen heeft de vergelijking x2 = -] geen op-

lossing. Op zichzelf hoeft dit feit nog geen aanleiding te zijn tot het ont-
werpen van een nieuw getalsysteem. Maar al in de 16 eeuw werd ontdekt, dat

men, rekenend met een uitbreiding van het systeem der reele getallen, aller-
lei resultaten kon afleiden, die zonder deze nieuwe getallen niet of slechts
met veel moeite te verkrijgen waren. Het bekendste voorbeeld vormen de for-

mules van Cardano voor de wortels van een derdegraadsvergelijking. In tegen-
stelling tot de reele (= werkelijke) getallen, noemde men de nieuwe getallen
imaginair (= denkbeeldig). Wij zullen om redenen, die na 4.2 vanzelfsprekend

zullen zijn, de naam complexe getallen gebruiken. Het heeft geruime tijd ge-

duurd voor men een mathematisch bevredigende beschrijving van de invoering
van de complexe getallen gegeven heeft. De eerste geslaagde poging daartoe
van Argand (+ 1800) bleef onopgemerkt. Eerst na een publicatie van Gauss uit
1831 werd een goed gefundeerde opbouw van het complexe getallensysteem alge-

meen bekend.

Invoering der complexe getallen

We gaan uit van de twee-dimensionale ruimteﬁRz (zie 1.5). In dit hoofdstuk

zullen we de elementen vanZR2 complexe getallen noemen. Een complex getal is

dus een vector (a,b), waarin a en b reéle getallen zijn. De vector (1,0)
zullen we aangeven met |, de vector (0,1) met i. Omdat we de vectoren als
getallen zullen behandelen, laten we de onderstrepingen weg. De relatie
(a,b) = a(1,0) + b(0,1) = al + bi schrijven we als (a,b) =: a + ib. In het
bijzonder schrijven we (a,0) = a. Dit houdt in, dat we de x—-as inﬂmz identi~
ficeren met de reele getallenrechte R. We zeggen dan ook dat (a,0) = a een
reéel getal is. Een getal van de gedaante (0,b) = ib noemen we zuiver imagi-

nair. Van een willekeurig getal z = a + 1b noemen we a het reele deel (nota-

tie a =: Re z) en b het imaginaire deel (b =: Im z); bedenk da€ Im z een re-
eel getal is! Twee complexe getallen z; en z, zijn gelijk, i.e. z; = z,, als
Re z, = Re z, en Im 2, = Im Z,e De verzameling der complexe getallen wordt

in het vervolg aangegeven als € (i.p.v.?Rz). Complexe getallen zijn meetkun-—

dig voor te stellen door punten in een vlak, het zgn. complexe vlak. Het ge-

tal a + ib (a € R, b € R) wordt voorgesteld door het punt met cartesische
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coordinaten x = a, y = b (dit punt is tevens eindpunt van de vector

{a,b) ¢ Rz). Verder noemen we de x-as de reéle as en de y-as de imaginaire
as in het complexe vlak.

In € kunnen evenals in R rekenkundige bewerkingen worden ingevoerd. Voor
vectoren inR? is al een optelling gedefinieerd. Deze zullen we handhaven,

als we de vectoren als complexe getallen beschouwen:

Definitie. Als z; = at+ ib, z, = ¢+ id (a2 e€R, beR, ce R, d € R), dan is

z, + 2, i= (a+c) + i(b+d) .

Verder zullen we in € een vermenigvuldiging definieren, hetgeen niet gebeurd
is inIRZ. Bij de definitie van de vermenigvuldiging gaan we uit van de vol-

gende eisen:

a) Voor reéle getallen blijft de vermenigvuldiging zoals deze reeds bekend
is.

b) De voor de vermenigvuldiging van reéle getallen bekende rekenregels blij-
ven gelden (zl(zz-+23) = zy2, + 2,24, enz.).

c) i2 = -1,

Als we deze voorwaarden toepassen bij de berekening van z,2, met z, = a+ib,

2, = ¢ +id, vinden we:

2,2, = (a+ib)(c+id) = ac + iad + ibc + i’hd =

(ac-bd) + i(ad +be) .

Zo komen we tot de volgende definitie.

Definitie. Als z) = a+ ib, zg = ¢ * id (acR, beR, ceR, d ¢ R), dan is

2,2, 3= (ac=bd) + i(ad +be) .

Het is gemakkelijk in te zien, dat deze vermenigvuldiging inderdaad aan de
gestelde eisen voldoet. De in b) geéiste rekenregels kunnen als volgt worden

samengevat:
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Stelling.

D] 21(2223) = (2122)23

2) 2,2, = 2,2,

3) lz =2z, 0z=20

43 zl(zzi-z3) = 2,2z, + 2,25

Opmerking. In']R2 is ook een scalaire vermenigvuldiging gedefinieerd, d.w.z.
een vermenigvuldiging van een reeel getal met een vector. Als we in 4.2.2
aannemen dat z, reeel is (d.w.z. b = 0) dan volgt onmiddellijk 2,2, = az, =

= ac + iad, hetgeen overeenkomt met scalaire vermenigvuldiging.

In ¢ kan ook een deling worden gedefinieerd. Eerst laten we zien dat bij elk

getal 2, = a+ ib met z, # 0 er precies é&n getal Zy = x ¢t iy bestaat met de
eigenschap 2,2, = 1. De vergelijking z,z, = | luidt (a+ib)(x+1iy) = 1, dus
ax = by = 1
bx + ay = 0 .

Als z, # 0, dan heeft dit stelsel een &&nduidige oplossing:

a -b

XE—y—, y= 73 °

a +b a~ +b

Definitie. 1) Als z = a+ ib # 0 (a € R, b € R), dan is
l,.3-ib
z a2+b2

2) Als 2|,z € C, z, # 0, dan is

L
I !

Het is gemakkelijk in te zien dat 22/21 de &&nduidige oplossing is van de
vergelijking 2,z = z, in z. Ook kan men verifiéren dat voor retle getallen

de deling overeenkomt met de reeds in R bekende deling.
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Een vector inZIR2 kan men behalve door cartesische coordinaten ook beschrij-~
ven met behulp van poolcoordinaten (zie 1.6.1): x = (a,b) = (r cos g, r sin g),
waarin r = [E| de lengte van x voorstelt en ¢ de hoek die de vector x met de
positieve x~as maakt. In de notatie van de complexe getallen schrijft men

z=r1rcos ¢ + i(r sin ¢) = r(cos ¢ + 1 sin ¢) .

Men noemt r de modulus of de absolute waarde van z (notatie r =

zl), en ¢

het argument van z (notatie ¢=: arg z). Als z = a + ib, dan is dus

r = Val + b2,

Opmerkingen. 1) Voor het getal 0 wordt geen argument gedefinieerd.
2) Het argument ¢ van een complex getal z is slechts bepaald op veelvouden
van 27 na. Een van de waarden van ¢ voldoet aan de eis -7 < ¢ < m. Deze

waarde heet de hoofdwaarde wvan het argument van z.
De volgende Stelling is eenvoudig te bewijzen.
4.2.5. Stelling. Als z, = rl(cos 9, * i sin ml), z, = rz(cos oy * i sin ¢2), dan is
2,2y = rlrz{cos(mld-mz) + i sin(@l-+m2)} .

Als verder r, # 0, dan is

215 o
-2—2- = -1:; {cos(p; ~9¢,) + i sin(p, -9y} .

Gevolg. |2122[ = |z1 . 22[ » arg(z,z,) = arg z; + arg z, ;
[zl/zz| = [zl[ /|22| s arg(zl/zz) = arg z| -~ arg z, .

4.2.6. Definitie. Als z = a + ib (a € R, b € R), dan heet
z=a- ib

de complex geconjugeerde van z.

In de navolgende figuren wordt de meetkundige betekenis van de verschillende

begrippen gelllustreerd.
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y-as

zza+ibzr{cos P +isiny)
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1 X -as
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De volgende eigenschappen zijn gemakkelijk te bewijzen.

4.2.7. Stelling. Als z € @, z, € C, z, € ¢, dan geldt:

1) ]zl-+22[ < |zl| + |22[ . |ile - |22|| < |zl--z2 s

N TR

3 z 2, = E}_E s z}/z2 = _]/EE mits z, £ 0,

4) zZ=1z ’

5) z+z=2Rez, z=-2=2iImnz,

6) (z = z) < (z is reeel) ,

7) |z| = |z| , argz=- argz ,

8) 2z = |z]% = |z]%.

Voorbeelden.

1) (4+31) + (5-4i) = 9-1

2) (4+31) - (5-41) = = 1+71 ;

3) (4+31)(5-41) = 32~-1 ;

PR DI

5) (4+3i)(5-41) = 8 + 311 ;

6) =1, 2=-i, %=1, el ken) @B 0=,

7 Re(3+2i) = 3, Im(3+2i) = 2 (niet 2i) , 3+2i = 3-2i ,
[3-+2i| = Y13 » arg(3+2i) = arctan-% + 2km (k € Z) 3

8) 1 +1 = /2(cos 7 + i sin ) ;

) [ VT (cos fo + 1 sin ém)]z = r(cos 9 + i sin ¢)

Door middel van volledige inductie volgt uit 4.,2,5 dat

{r{cos ¢ + 1 sin ¢)]n = r™(cos ng + 1 sinng) , ne W,

Hieruit volgt de formule van De Moivre
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. » Il . .
cos + 1 sin ¢) = cos np + 1 sin ne .
P ¢ ?

Het is gemakkelijk in te zien dat het binomium van Newton:
n
(a+B)™ = § (a" Tk
k=0
ook geldt voor complexe getallen. Het bewijs gegeven in 1.3.7 kan nl. let-

terlijk worden overgenomen.

Combinatie van de binomiaalformule en de formule van De Moivre geeft een ge-
makkelijk methode om cos ng en sin np uit te drukken in machten van cos § en

sin .

Voorbeeld,
10) cos 3¢ + i sin 39 = (cos ¢ + i sin m)s =
_ 3 . 2 . . 2 . .3
= cos ¢ + 31 cos"¢ sin 9 - 3 cos ¢ sin"9 - 1 sin”p .

Splitsing in het reéle en imaginaire deel geeft:

cas 3¢ = cos3¢ - 3 cos ¢ sinzw = 4 cost -~ 3 cos g,

3 c052¢ sin ¢ - sinB@ =3 sin 9 - 4 sin3¢ .

Il

sin 3¢

Complexe polynomen, algebralische vergelijkingen

Analoog aan 2.2.1 is:

Definitie. Een complex polynoom is een functie p: € + €, die we als volgt

kunnen schrijven:

n
p{z} = az + a _,2 + ..+ az + ag

waarin apsdyseeerdy complexe getallen zijn en a, # 0. Deze getallen worden

coefficiénten genoemd. Het gehele getal n = 0 heet de graad van het polynoom

(notatie gr(p)).
Een aantal definities en eigenschappen uit 2.2 kunnen zonder meer worden
overgedragen op complexe polynomen. Zo heet zy € ¢ een nulpunt van p als

p(zo) = 0. Voor complexe polynomen geldt ook de reststelling (zie 2.2, voor-

beeld 4): Als p(zo) = 0, dan bestaat er een complex polynoom q(z) zodat
p(z) = (z-24)q(z).
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Analoog aan 2.2,3 definieren we:

4.2,3, Definitie. Het getal zy € € heet een k-voudig nulpunt (&f: nulpunt met mul-

tipliciteit k) van een complex polynocm p, indien er een complex polynoom g

bestaat met q(zo) # 0 en p(2) = (z- zo)k q(z).

De volgende belangrijke eigenschap van complexe polynomen geldt niet voor

polynomen als beschouwd in 2.2,

4.3.3. Stelling (hoofdstelling van de algebra). Een complex polynoom met positieve
graad heeft temminste &&n nulpunt.

We zullen deze stelling niet bewijzen.

Uit 4.3.3 volgt:

4.3.4. Stelling. Zij p(z) een complex polynoom met gr(p) =n, n =2 1, en met coeffi-

ciént van z" gelijk aan a. Dan is p(z) te ontbinden in lineaire factoren:
plz) = a(z - zl)(z— zz) e (z-zn) .

Bewijs. We bewijzen de stelling door volledige inductie naar n.

In geval n = 1 is p(z) = az + b en de ontbinding wordt: p(z) = a(z + b/a).
Veronderstel nu dat de stelling juist is voor polynomen met graad n- 1.

21} p(z) een complex polynoom met gr(p) = n en met coefficient van z" gelijk
aan a. Volgens 4.3.3 heeft p(z) dan temminste &&n nulpunt, z  te noemen. Uit
de reststelling volgt dat er een complex polynoom q(z) bestaat zodat

plz) = (z- zn)q(z). Het polynoom q{z) is van de graad n-1 en de coefficiéent
van zn_] is gelijk aan a. Op grond van de inductieveronderstelling is g(z)
dan te ontbinden in lineaire factoren: q(z) = a(z-—zl)(z-Jzz) sen (z-—zn_l).
Daaruit volgt: p(z) = a(z*-zl)(z-zz) tes (z-zn). ad

De getallen Z|3Zyses»,2 Optredend in de ontbinding van p(z), zijn juist de
nulpunten van p(z). Deze nulpunten hoeven niet alle verschillend te zijn.
Indien we een eventueel k-voudig nulpunt k keer tellen, dan heeft een com-
plex polynoom met graad n dus precies n nulpunten. Indien een polynoom

n-1
plz) = anzn + a _2 + ... * ajz + a, meer dan n nulpunten heeft, dan is

p(z) het nulpolyncom.

In de volgende stelling geven we een aantal eigenschappen van complexe poly-

nomen met reele coefficienten.
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- |
z + ... t a, 2 + a

| g een polynoom met reele

. .. _ n
%.3.5. Stelling. Zij p(z) = a z + a1

coefficienten 8ys8 s+ .+,a . Dan geldt:

a) Als z ¢ R, dan is p(z) ¢ R.

b) p(E) = ETET voor alle z ¢ C.

c) Als zy € € een k-voudig nulpunt is van p(z), dan is ook EO een k-voudig
nulpunt van p(z). '

d) p(z) is te ontbinden in polynomen met graad < 2 en met reéle coefficién-

ten.

Bewijs. a) Triviaal.

- ~-n -n-1 n n-1 —
b) p(z) = a z" + a _ 2 + ... *+a.=az + a z + .. * g, =

c) Zij zg € € een k-voudig nulpunt van p(z), dan bestaat er een complex po-
lynoom q{z) met q(zo) # 0 en p(z) = (z~- zo)k q{z). Met behulp van b)
volgt nu:

p(z) = B2 = G-2)" a(®) = (z-2)% a(®) .

Omdat ETEET # 0, is EO dan k-voudig nulpunt van p(z).

d) Onderscheid de nulpunten van p(z) in reele nulpunten X i=1,2,...,r, met
multipliciteit m, en niet-reele nulpunten. De laatste komen voor in pa-
ren zj, zj, j=1,2,...,s, met multipliciteit kj. Bedenk nu dat

2

(z - zj)(z-Ej) = z = (zj-+Ej)z + zjzj = 22 - 2z Re zj + Izjl2 .

Het polynoom is dan op grond van 4.3.4 als volgt te ontbinden:

m m k

m
p(z) = (z-x]) 1(z--x 2 ... (z-xn) n(22 - 2z Re z, + lelz) ‘e

)

k k
5 * |22[2) 2 ... (22 - 2z Re z + [zsfz) *.Q

s (z2 - 2z Re z
Opmerking. Uit het bewijs van 4.3.5 d) volgt dat een polynoom met oneven

graad en reele coefficiénten, tenminste &&n recéel nulpunt heeft. Leid dit

resultaat ook af met behulp van de tussenwaardestelling (2.5.5).
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Een algebralsche vergelijking is een vergelijking van de vorm p(z) = 0,

waarbij p(z) een complex polynoom is. Indien gr(p) = n, dan heet de verge-
lijking van de graad n.

Indien zg € € een k-voudig nulpunt is van het polynoom p, dan heet z = z,
een k-voudige wortel van de vergelijking p(z) = 0.

Uit 4.3.4, 4.3.5 volgt onmiddellijk:

4.3.6. Stelling. Een algebraische vergelijking van de graad n heeft n wortels;
hierbij zijn meervoudige wortels net zo vaak geteld als hun multipliciteit

bedraagt.

4.3.7. Stelling. Als 2y € C een k-voudige wortel is van een algebraische vergelij-

king met reéle coefficiénten, dan is ook z, een k-voudige wortel van de ver-

0
gelijking.

Als eenvoudigste voorbeeld van een algebraische vergelijking beschouwen we

de binomische vergelijking

waarbij a € € en a # 0 (voor a = 0 is de vergelijking triviaal).

Ter oplossing van deze vergelijking schrijven we
z=1r(cos o +1ising) , a= ro(cos ¢ + 1 sin a) ,

waarna de vergelijking 2" = a overgaat in:

n . . . .
r (cos ng + i sin ng) = ro(cos o + 1 sin e) .

Bedenk nu dat twee complexe getallen (# 0) dan en slechts dan gelijk zijn
als ze dezelfde modulus en hetzelfde argument (afgezien van een veelvoud van
21) hebben. We vinden dus

\
= , T = \/;_ :

Q

2km
+_‘IT (kEZ).

a + 2kn , ¢ =

ole

ng
De vergelijking z" = a heeft dan de wortels

L\ o 2km . s_.a o 2KE
zk.—%;[cos(n+—-n)+lsln(n+—-———n)jl, kel .
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Merk op dat 2 = 2 . We kunnen daarom volstaan met achtereenvolgens

k+n
k=0,I,...,n~1 te stellen; aldus vinden we n verschillende wortels van de

vergelijking 2" = a.

Voorbeelden. 1) Los op de vergelijking 23 = -3,
Bepaal |-i| = 1, arg(-i)=-in, en stel z = r(ecos ¢ + i sin ¢), dan is de

vergelijking te herleiden tot

r3(cos 39 + 1 sin 39) 1(cos(=in) + i sin(-}n))

met oplossing r =1, ¢ = ~ %-n + E-kn, ke Z.

3
Substitueer achtereenvolgens k = 0,1,2, dan vinden we de wortels

k = 0O: z, = cos(—%n) + 1 sin(-%n) = V3 - 4i,
k =1: 2z, = cos in + 1 sin dx = 1,

. _ 1 .. 7 - - s
k = 2t 2y =cos g+ ising w: 13~ i .

Substitutie van k = 3 levert opnieuw de wortel z;.
2) Los op de vergelijking z4 = -1,
Bepaal |—l] = 1, arg(-1) = n. Schrijf z = r(cos ¢ + i sin p), dan vinden
we als oplossing r = 1, ¢ = in + Jkn, k € Z, Substitutie van k = 0,1,2,3
levert de wortels z, = W21 +1), 2y = W2(-1+1), zy = JW2(-1-1),
2z, = 4V2(1 - i); deze wortels zijn weergegeven in de navolgende figuur.
Merk op dat 2y T Zu 2y = 24 in overeenstemming met 4.3.7. Overeenkom~

4

stig 4.3.5 d) is het polynoom z* + | te ontbinden in twee kwadratische

factoren met reele coefficienten:

z4 + 1

(22 ~ 2z Re z, * [zllz)(z2 - 2z Re z, + [22]2) =

(22 - V2 z + 1)(z2 + Y2z + 1) .

de wortels van z4 = -]




De vergelijking
(az + b)) = ¢ s

waarbij a,b,c € € en a # 0, is eenvoudig te herleiden tot een binomische ver-
gelijking. Stel nl, w = az + b, dan ontstaat er de vergelijking w" = ¢ die
op de hierboven beschreven wijze is op te lossen. In het bijzonder kan men

aldus elke vierkantsvergelijking oplossen d.m.v. kwadraatafsplitsing.

0 kan worden beschreven als

}iv3 en z, =~ b - 1iv3,

Voorbeeld 3. De vergelijking 22 +z + 1

+

(z+1)? = - 1. De wortels zijn z; = - }

4.4, Analyse in het complexe wlak

We hebben € gedefinieerd alleR2 met als extra bewerking de vermenigvuldi-
ging. We kunnen daarom alle bekende convergentiebegrippen uit R? (zie 1.5)
zonder meer in § overnemen., We beschouwen dus de begrippen open bol, open
verzameling, omgeving, gesloten verzameling, begrensde verzameling, rij,
convergentie van een rij en begrenmsde rij bekend. We merken op dat we voor
sommige begrippen een iets andere notatie zullen gebruiken dan in }.5. Zo
wordt bijv. de afstand van twee complexe getallen z, en z, aangegeven door
|2, - 2,
1.5.6 volgt dat een rij complexe getallen (zn) convergent is, dan en slechts

. Alle eigenschappen die in 1.5 zijn afgeleid blijven geldig. Uit

dan als de reéle rijen (Re zn) en (Im zn) convergent zijn. De bewijzen van

de volgende stellingen zijn analoog aan die van 1.4.8, 1.4.9.

4.4.1. Stelling (standaardlimiet). Als |a| < I, danm is lim a® = 0,

N>

4.4.2. Stelling. Als lim a = a, lim bn = b (an € @, bn € C, a €‘¢, b e ¢), dan is

o I
1) 1im (an+bn) = a+b ;
T1—~>co
2) lim anbn = ab ;
10
3) lim l/a_= 1/a mits a # 0 ;
i+ n
4) lim ]anl = Ia] .

T30
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Een complexe functie van &én reéle variabele is een afbeelding £f: A+ €,

waarbij A ¢ R. A heet de definitieverzameling van f; notatie DOM f.

Onder de afbeelding f wordt aan elke t ¢ DOM f een getal £(t) € € toegevoegd.
De functie f(t) is dan te schrijven als £(t) = u(t) + iv(t), waarbij de re-
ele functies u(t), v(t) het reele resp. imaginaire deel van £(t) zijn.

De functiewaarde f(t) is voor te stellen door een punt in het complexe vlak.
De puntverzameling {£(t) l t € DOM f} is een kromme in het complexe vlak. De

functie £(t) heet een parametervoorstelling van deze kromme, met parameter t.

Vaak wordt een functiewaarde f(t) met een aparte letter z aangegeven; men

schrijft dan z = £(t).

Voorbeeld 1. De eenheidscirkel in het complexe vlak wordt beschreven door de

parametervoorstelling f(t) = cos t + i sin t, 0 <t < 27.

Voorbeeld 2. De parametervoorstelling van een rechte luidt z = a + bt,

t € R, waarbij a en b complexe constanten zijn.

Voorbeeld 3. De functie f(t) = a cos t + ib sin t, 0 £ t < 27, met a ¢ R,

b € R, is parametervoorstelling van een ellips.

De definitie van de afgeleide en van de integraal van een complexe functie
ligt onmiddellijk voor de hand, Zij £(t) = u(t) + iv(t), waarbij u(t) en

v(t) reele functies zijn, dan is

1 ':-d_--=£'=' R
£1(8) 1= 52 5= 5 1= u'(t) + iv'(r) ,

+H

b b b
J f(t)dt := J u(t)dt + 1 J v(t)dt ,

a a a

aangenomen dat de afgeleiden resp. integralen van u, v bestaan.
Analoog aan 2.6.4, 2.8.6 gelden de volgende regels voor het differentitren

en integreren van complexe functies.

Regels voor het differentieren. Als de complexe functies f, g differentieer-

baar zijn in a, dan zijn ook f+g, AMf (A ¢ C), fg, f/g (mits g(a) # 0) dif-

ferentieerbaar in a en hun afgeleiden worden gegeven door

1) (f+g)'(a) = £'(a) + g'(a) ,
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2) GE)'(a) = Af'(a)
3) (fg)'(a) = £'(a)g(a) + f(a)g'(a) ,
3 &' @ - L@ae) - £

2
g (a)
Bewijs. We bewijzen alleen regel 3). Schrijf £(t) = u](t) + ivl(t),

gt} = uz(t) + ivz(t), waarbij Ups Ug, Vi vy reéle functies zijn. Dan is
(E8) (1) = u (Duy () ~ v (v (£) + iy (B)v,(£) + uy(E)v, (£)

Voor de afgeleide (fg)'(a) vinden we nu, met weglating van het argument a:

] | - t - )
uluz + u]uz V1V2 VlV

2

2

]

1 . ' 1 [ -
(tg) +lugvy Fugvy Fugvy v
= (ui-piv;)(u2-+iv2) + (u]-Fiv])(ué-+ivé) = f'g + fg'

De overige regels volgen op analoge wijze uit de overeenkomstige regels
2.6.4. O

Ook de navolgende regels voor het integreren zijn eenvoudig af te leiden uit

de overeckomstige regels voor reele functies (zie 2.8.1, 2.8.6).

4.4.4. Regels voor het integreren. 1) Als de complexe functies f, g integreerbaar

zijn over [a,bl, dan geldt voor alle Asu € C:

b b b
j LAfCe) +ug(e)ldt = » J f(t)dt + j g(t)dt .

a a a

2) Partiele integratie:

b
J f(t)g'(t)de = £(t)g(t)

a

b
- J £ (t)g(t)dt .

a

b

a2

Een complexe reeks is een reeks waarvan de termen complex zijn. Evenals in
(=]

3.1 noemen we een reeks Z a, (an € € voor elke n € W) convergent als de
n=1 N
rij (SN) van partiele sommen SN 1= E a, een limiet heeft; indien lim SN =3
k=1 N-reo

dan heet S de som van de reeks.
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<o
Analcog aan 3.1.2 kan men bewijzen dat lim a, = 0 als Z a, convergent is.

Ii-roo n=1
o0 o =]

We noemen een reeks z a, absoluut convergent als E ]anI convergent is.
n=| n=|
(N.B. Hier betekent ]an] de modulus van het complexe getal an.)

=] =+

Stelling. Als E] a  absoluut convergent is, dan is z] a, comnvergent.
n= n=

Bewijs. Er geldt |Re an| < lan| en |Im a_| < |an| voor elke m ¢ W. Uit

ol

[+2] -]
3.2.4 en 3,3.3 volgt dan dat z Re a en z Im a  convergent zijn., Der-

halve is ook n=1 n=1

E a = E (Re a_ + i Im a_)
2 ne n n

convergent. g

Opmerking. Stelling 3.3.4 (Cauchy-produkt) geldt ook voor complexe reeksen.

o0
n .. . .
Een reeks van de vorm Z a.z waarbij z een complexe variabele is, heet een
n=0
complexe machtreeks.

o
Analoog aan 3.4.] geldt de stelling: Als een complexe machtreeks Z anzn

n=0
convergent is voor z = ¢ # 0, dan is de reeks absoluut convergent voor alle

z met |z| < |g|. Het bewijs van deze stelling is gelijk aan dat van 3.4.1.

We concluderen dat bij de convergentie van machtreeksen zich de volgende

drie mogelijkheden kunnen voordoen:

1) De machtreeks is convergent alleen voor 2z = 0 en divergent voor alle z # 0.
2) De machtreeks is absoluut convergent voor alle z.
3) Er bestaat een getal R > 0 z5 dat de machtreeks absoluut convergent is

voor |z| < R en divergent voor |z| > R.

Het getal R heet weer de convergentiestraal van de machtreeks. In de geval-

len 1) en 2) stellen we R = 0 resp, R = w,
Ook hier is geen algemene uitspraak te doen over de convergentie of diver-

gentie van een machtreeks op de zgn. convergentiecirkel Izl = R; deze dient

bij elk voorbeeld apart onderzocht te worden.
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De waarde van R kan vaak worden bepaald door middel van de kemmerken van
d'Alembert of Cauchy, zie 3.4.2.

Uit het voorgaande volgt in het bijzonder: Als de (reéle) machtreeks

«©

1 anxn een convergentiestraal R heeft, dan heeft ook de complexe macht-

n=0 & n ' .

reeks z a 2z een convergentiestraal R. Dit geeft ons de mogelijkheid om
n=0

een functie f, die som is van een reéle machtreeks met convergentiestraal R,

ook te definieren voor [z| < R in het complexe vlak. Zo kunnen we bijv. voor
willekeurige complexe z definiéren e?, sin z, cos z, en voor ]z| < 1 de
functies log(T+2), arctan z. We zullen ons in dit hoofdstuk beperken tot de

. L . z
bestudering van &&n van deze functies, nl. e?,

; z
De functie e

n
Z

b4
v voor z € (.
n.

Definitie. e° :=
n

I e~—18

0
Uit 4.4 volgt dat e® is gedefinieerd voor alle z ¢ . De volgende eigenschap

is fundamenteel.

] +
Stelling. eZe” = eV voor alle z,w ¢ C.

Bewijs. Volgens 3.3.4 is

z_w [‘f ][“’ . 7 Izlzk i
e (AR L 1L E
n=0 %) l,5g n=0 k= ki {(n-k)!
¢ 1 n, k n-k Z+tw +ur
= ] oar IR 2w
n=0 " k=0 =0 '
waarbi] gebruik gemaakt is van het binomium van Newton (1.3.7). a

We bepalen het reéle en imaginaire deel van e®. Eerst beschouwen we het ge-

val dat z zuiver imaginair is.

Stelling (formule van Euler). Als y ¢ R, dan is

i ..
e = cos y+1isiny.




. © .nn
Bewijs. Volgens 4.5.1 is e’V = 7 EE%— .
n=0 )
Daar i2n = (-I)n en i2n+] = (-l)ni, vinden we
iy @ a 2n - 0 2n+1
e’ = nZO (-1) l—(Zn).' + 1 nzo (-1) (mTyT - Cos v *+ isiny. O

Gevolg. Voor willekeurige z = x + iy met x,y € R, kunnen we schrijven:

z x+1
= g y:

e e*(cos y + i sin v) .

Hieruit kunnen we een aantal eigenschappen afleiden.

4.5.4, Stelling. 1) Als y ¢ R, dan is [ely] =1,

2) Als z = x + iy met x,y € R, dan is

[ezf = e, arg e° = vy .

(Dit argument is in het algemeen niet de hoofdwaarde.)
3) Als y € R, dan is

. 1 s L
cos ¥y = Re el = E(e1y + e ly) ,
siny = Im &7 = 5% (et? - e )
4) Een complex getal z # 0 is te schrijven als z = rel@, waarbi] r = ]z[,
¢ = arg z.

Als we in de produktregel 4.5.2 stellen z = iu, w = iv, u,v € R, dan vinden

we

cos(u+v) = cos u ¢cos v - sin u sin v ,

sin(u+v) = sin u cos v + cos u sin v ,

i.e. de bekende somformules voor goniometrische functies.
De formule van De Moivre (4.2.8) volgen direkt uit de formule van Euler

(4.5.3), immers

.. n ig,n i c
(cos ¢ + 1 sin ¢) = (e = M9 = (o ng + i sin ng .
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. . Z A N .
We kunnen de relaties tussen de functie e en de goniometrische functies be-
. n ..
nutten om {(cos x)n en (sin x)  te schrijven als een som van de gedaante

cos kx, sin kx.

Voorbeeld 1.
5 [elx + e—lx}s
cos X = =
2
- §%'(e51x'+5331x -+10e1x-+10e_lx-+5e—slx-+e_51x) -

- _L_[%(ESix_Fe-Six) . 5-é(eflix_*_e-3:i.x) + lO-i(eix-+e-ix)] -

= T% (cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x) .
Hieruit #olgt

J cossx dx = T% (% sin 5% + %—sin 3x + 10 sin x) + C

vergelijk dit met 2.9.4, voorbeeld 8.

De functie e is ook nog op andere wijze te gebruiken om integralen te bere-
kenen. We merken op dat vcor b € R geldt

ibt
e

d _d . . . .
U ( )} = It (cos bt + 1 sin bt) b sin bt + ib cos bt =

ib{cos bt + i sin bt) = ibelbt .

at

Samen met de bekende eigenschap é% e ae?t voor a € R, volgt hieruit:

i . . ) .
é% (e(a 1b)t) _ é% (eatelbt) - aedtpibt | ipedt ibt _
= (a + ib)e(@*ibIE
We zien dus dat
da ot _ at
ic © = qe s
geldig voor elke o ¢ C. Derhalve is ook
° ot 1 ot b
J e dt = ~e mits o # 0.
a

a
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Voorbeeld 2. Als a,b.e R, a > 0, dan is

- —-a+1 -a+1i ®
J e at cos bt dt = Re f e( a+1b)tdt = Re —-—Lv— e( atib)t =
-a+1b 0
0 0
_ 1 a+ ib _ a
SReTH R GTST 55»

a" +b a +b

zoals we ook in 2.9,2, voorbeeld | vonden.

4.6. Meetkunde in het complexe vlak

Meetkundige figuren in het complexe vlak zijn vaak eenvoudig te beschrijven
door middel van complexe getallen. We lichten dit toe aan de hand van een

aantal veoorbeelden.

Voorbeeld i. In de navolgende lijst is links aangegeven een verzameling van
complexe getallen die aan een bepaalde voorwaarde voldoen, en rechts de bij-

behorende meetkundige figuren in het complexe vlak:

1} Re z = 2 rechte door 2 evenwijdig aan de imaginaire as;

2) Im z = -3 rechte door -3i evenwijdig aan de reéle as;

3 |z-+2i| = ] cirkel met middelpunt -2i en straal l;

4) arg(z-1i) = % halfrechte door i (i zelf uitgezonderd) onder een

hoek m/4 met de positieve reéle as;

5) Re z > 2 halfvlak rechts van de lijn Re z = 2;

6) |z+2i] > 1 gebied buiten de cirkel |z +2i| = 1;

7) |lz+3] = |z-1] middelloodlijn van het lijnstuk dat -3 en i ver-
bindt;

8) |z+5] + |z+31i] = 8 ellips met brandpunten -5 en -3i en lange as 8;

9} Re ;;:i =0 cirkel met het lijnstuk van -i naar 3 als middel-

lijn, en met uitzondering van -i;

10) |e”| = 1 imaginaire as,
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Een complexe functie van &&n complexe variabele is een afbeelding f: A - B,

waarbij A < €, B « €. Beschouw de complexe functie w = f(z), dan zijn z en w
meetkundig voor te stellen door punten in het complexe z-vlak resp. w-vlak.
Als hulpmiddel voor het onderzoek van f(z) kan men nu van bepaalde puntver-
zamelingen in het z-vlak (bijv. rechten evenwijdig aan de reéle of imaginai-

re as, cirkels) het beeld in het w-vlak bepalen.

Voorbeeld 2. Bepaal het beeld van de volgende verzamelingen onder de afbeel-

ding w = e%:

1) rechte Re z = a,

2) rechte Im z = b,

3) halfrechte arg z
4) halfviak Re z < 0,

Qs

5) verzameling {z € € | Re z > 0, |Im z| < n}.

Met gebruikmaking van de relaties Iez] = eRe z’ arg e = Inm z, vinden we als
beeld in het w-vlak, achtereenvolgens:
1) Cirkel ]w| = ea, d.i. cirkel met middelpunt 0 en straal eZ,

2) Halfrechte arg w = b.

3) Zij eiu = a + ib, dan heeft de halfrechte arg z = o als parametervoor-
stelling: z = (a+1ib)t, t > O. Daaruit volgt r := |w| = ]ez] = e en
9 := arg w = arg e” = bt. Door eliminatie van t vinden we r = eam/b’ d.i,
de vergelijking van een spiraal mits b # 0. (Wat is het beeld als b = 0?)

4) Cirkelschijf lw[ < 1, met uitzondering van 0.

5) Verzameling {w | lw| < 1, larg wl < w}, d.i. de cirkelschijf |w| < 1 met
uitzondering van het lijnstuk van -1 naar Q.

Voorbeeld 3. Bepaal het beeld van de eenheidscirkel |z! = 1 onder de afbeel-

ding w = 1/(1 +2z). De eenheidscirkel wordt geparametriseerd door z = elt,

-7 < t £ 7. We vinden dan

-Lit . .
] - e 4 - cos it - i sin it
— - -
i . %lt+-e£lt 2 cos it

=4 - li tan it .
l+e

Het beeld is blijkbaar de rechte Re w = }. Merk op dat Im w + -= (resp. «)

als t - 7 (resp. =m) (d.w.z. z > —-1).
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. - . +b
Opmerking. Men kan aantonen, dat bij een afbeelding van de vorm w = 2%

) cz +d
met ad # bc, een rechte of een cirkel in het z-vlak wordt getransformeerd in

een rechte of een cirkel in het w-vlak.

. . . _z=1]
Opgave. Bepaal het beeld van de eenheidscirkel onder de afbeelding w o
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Hoofdstuk 5. Differentiaalvergelijkingen

Inleiding

Een gewone differentiaalvergelijking van de eerste orde is een relatie van

de vorm
y' o= £(x,y) . (1)

Hierbij is f een functie van twee variabelen, die aan elke (x,y) uit een
verzameling inZR2 een reéel getal £(x,y) toevoegt. De verzameling waarop
f(x,y) is gedefinieerd zullen we in analogie met 2,1 aangeven met DOM f.
Een functie y(x) gedefinieerd en differentieerbaar op een interval (a,b)
heet een oplossing van (1) op (a,b), als (x,y(x)) ¢ DOM £ en y'(x) = £(x,y{(x))

voor alle x ¢ (a,b). Op analoge wijze noemen we

(n)

, -1
¥ = f(x,y',y',---,y(n ))

een gewone differentiaalvergelijking van de n-de orde.

Voorbeelden. 1) y' = ~y/x. Alle functies van de vorm y(x) = C/x, waarbij C

een willekeurige constante is, zijn oplossing op (0,~) en op (-=,0).

2) De functies sin x en cos x zijn op R oplossingen van de tweede orde

differentiaalvergelijking y'" = -y,
3) De vergelijking van Van der Pol (1927)

"

2
y' - uQ-y)y' +y=0
heeft als oplossing o.m. y(x) = 0 voor alle x. Er bestaan ook andere op-

lossingen van deze vergelijking, maar deze zijn niet in een eenvoudige

gesloten vorm weer te geven (althans als p # 0).

Een differentiaalvergelijking van de vorm

(n) , (n=1)

a_(x)y a_,(®)y sea aO(X)y = £(x)

heet een lineaire differentiaalvergelijkiq&. De functies an(x),...,ao(x)

heten de coefficiénten. Als deze constant zijn en a # 0, dan spreken we

van een n-de orde lineaire differentiaalvergelijking met constante coeffi-

cigénten.
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Als f(x) = 0 voor alle x, dan heet de vergelijking homogeen, anders
inhomogeen.

De differentiaalvergelijking uit voorbeeld 1) is dus lineair homogeen van
de eerste orde, met niet-constante coefficiénten. De vergelijking uit
voorbeeld 2} is lineair homogeen van de tweede orde met constante coeffi-
ciénten. De vergelijking van Van der Pol uit voorbeeld 3) is niet-

lineair (in dit geval spreekt men niet over homogeen of inhomogeen en

over al dan niet constante coéfficiénten).

Differentiaalvergelijkingen van de eerste orde laten een eenvoudige meet-
kundige interpretatie toe. Door de vergelijking wordt in ieder punt
(xo,yo) ¢ DOM f een richting gedefinieerd, nl. die van de rechte door
(xo,yo) met richtingscoefficient f(xo,yo); zie fig, 1.

~ ///
| ——T /
l p——— /
' p—
lf(xo,yo) —
| —— —— —
m—t—— — e ————
-————d B
(xo,%ﬁ 1 ~
fig. 1 fig. 2

Men kan zeggen dat aan ieder punt (xO,yO) ¢ DOM f een vector is toegevoegd,
nl. (1, f(xo,yo)). Op deze manier is het vlak (voorzover de differentiaal-
vergelijking is gedefinieerd) bezaaid met pijlen; zie fig. 2. We spreken

daarom van een richtingsveld. Voor de differentiaalvergelijking uit voor-

beeld 1) is het bijbehorende richtingsveld getekend in fig. 3.

A
AN

fig. 4
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Een functie y(x) is nu oplossing van de differentiaalvergelijking, indien
de grafiek van y(x) '"past" in het richtingsveld, d.w.z. indien in elk punt
van de grafiek de raaklijk de richting van de in dat punt gedefinieerde

pijl heeft; zie fig. 4.

De grafiek van een oplossing y(x) heet een oplossingskromme of integraal-
kromme van de differentiaalvergelijking. De meetkundige interpretatie van
de differentiaalvergelijking (1) suggereert dat het hele (x,y)-vlak is op-
gevuld met oplossingskrommen, d.w.z. dat er door elk punt precies &&n op-
lossing gaat. Men kan bewijzen dat dit inderdaad het geval is onder rede-
lijke aanamen over f(x,y).

Het blijkt dat een differentiaalvergelijking in het algemeen vele oplos-
singen heeft. Vaak kan men alle oplossingen aangeven in &én formule, waarin

y behalve van x ook van een parameter C afhangt:
¥y = o(x,C) ;

We zeggen dan dat deze formule de algemene oplossing van (1) voorstelt.

Indien we voor C een bepaalde waarde substitueren dan vinden we een Zg.

particuliere oplossing van de differentiaalvergelijking.

De differentiasalvergelijking (1) wordt vaak vergezeld door een zg. begin-
voorwaarde van de vorm y(a) = Yg» Waaraan de oplossing moet voldcen. Door
deze voorwaarde wordt in het algemeen de parameter C vastgelegd.

Bij een differentiaalvergelijking van de n-de orde hangt de algemene op-

lossing van n parameters af:

y = q’(xsclsczs"'scn) .

Deze parameters kunnen worden vastgelegd door het voorschrijven van n begin-—
-1
voorwaarden y(a) = Yoo y'(a) = yl,...,y(n )(a) =Y.
In 5.2 en 5.3 bespreken we twee typen van vergelijkingen van de eerste orde.
In 5.4 worden hogere orde lineaire differentiaalvergelijkingen met constante

coéfficiénten behandeld. Tenslotte geven we in 5.5 een toepassing in de

theorie van de lineaire trillingen.
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5.2, Scheidiq&rvan variabelen

Een differentiaalvergelijking van het type

v _ f®) ' (1)

kunnen we schrijven als

g(y)y' = £(x) . (2)

Zij G een onbepaalde integraal van g en F een onbepaalde integraal van £,

dus

G(y) = Js(y)dy, Fi(x) = Jf(X)dx .

Voor een oplossing y(x) van (2) geldt dan volgens de kettingregel:
TG = 6 M)y (®) = gyG)y' () = £6) = F'(x) ,

zodat
G(y(x)) = F(x) + C . (3)

Door deze vergelijking is y(x) impliciet als functie van x gegeven.
Gewoonlijk gaat men bij het oplossing van (1) op de volgende formele manier

te werk. Men schrijft

dy _ £(x)
dx  g(y) °’

waarult volgt
g(y)dy = f£(x)dx , (4)
Jg(y)dy = Jf(x)dx s

G(y) = F(x) +C .

Hoewel (4) alleen formele betekenis heeft zien we door vergelijken met (3),

dat op deze manier toch het juiste resultaat wordt gevonden.
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Een differentiaalvergelijking van de vorm
y'(x) = £(x)h(y) (5)

wordt van de gedaante (1), als we g(y) := 1/h(y) stellen. Hierbij nemen we
dan aan dat h(y) # 0 is. Als voor zekere Yg geldt h(yo) = QO,dan is de con-
stante functie y(x) = Yo oplossing van (5). Deze oplossing wordt niet terug-
gevonden als men de vergelijking op de hierboven beschreven wijze oplost.

Daarom moet deze oplossing apart worden vermeld.

Voorbeelden. 1)} y' = -x/y,.

We schrijven
2ydy = -2xdx ,

waaruit volgt

y =-x +C .

De integraalkrommen zijn cirkels met de oorsprong als middelpunt. Hierbij
moeten punten op de x-as worden uitgezonderd omdat daar de differentiaal-~
vergelijking niet is gedefinieerd. Voor iedere C > 0 vinden we dus twee
oplossingen gedefinieerd op het interval (-/C, vC), nl. y =+ VC- 2,

2) xy' -y = 0.

We delen door xy:

dy _ dx
v x '’

dan volgt na integratie

logly| = loglx| + C ,

Let wel, dat y = 0 voor alle x, ook een oplossing is, die we hebben ver-
duisterd omdat we door y hebben gedeeld. Derhalve vinden we de algemene

oplossing
y =Dx,

waarbij D een willekeurige constante is,




3)

4)
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y' =1+ yz heeft als algemene oplossing y = tan(x +C). Merk op dat geen
enkele oplossing over een interval met een lengte groter dan 7 is gede-~

finieerd, hoewel de differentiaalvergelijking overal is gedefinieerd.

Laat het aantal individuen van een bepaalde (dieren- of planten-) soort
in een gegeven milieu op het tijdstip t gegeven worden door p(t).
Een eenvoudig model van het verloop van p(t) als functie van t, krijgen we,

als we veronderstellen dat de relatieve groei een positieve constante is:

p(t)/p(L) = A .
(N.B, Differentiatie naar t, in het bijzonder als t de tijd voorstelt,
geeft men vaak aan door een punt in plaats van een accent.)
Dit levert de differentiaalvergelijking
p(t) = ap(e) ,
die volgens bovenstaande methode kan worden opgelost:

p(t) = Cekt .

We zien dat de populatie "exponentieel" toeneemt. Gewoonlijk zal echter
tengevolge van overbevolking de relatieve groei afnemen als de populatie

toeneemt, Een eenvoudig model is

p(t)/p(t) = a - bp(t) ,

waarbij a en b positieve constanten zijn. Dan is

B(t) = ap(t) - bp2(t) ,

met oplossing




5)

6)
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waarbij D (= + e_aC) een willekeurige constante is. De waarde D = 0
correspondeert met de constante oplossing p(t) = a/b, die we in boven-
staande afleiding hebben verduisterd. In de navolgende figuur zijn een

aantal oplossingskrommen geschetst.

pit)

g/%

\\\//

t

Merk op dat p < 0 als p > a/b en ﬁ > 0 als p < a/b. We zien dat in de

stationaire toestand de populatie gelijk is aan a/b.

Een kapitaal staat uit tegen een constante rente p%. Het beginkapitaal
(op tijdstip t = 0) is KO. Op het tijdstip t is de kapitaalsgroei even-
redig met het kapitaal:

R = ukK.
De oplossing is K(t) = Koeut. We kunnen u bepalen uit
- = g ! - - B
K(1) K(0} Koe KO KO T30 *

dus
p = log(l +p/100) .

De snelheid van desintegratie van een radiocactieve stof is evenredig met
de aanwezige hoeveelheid. Als dus y(t) de op het tijdstip t aanwezige

hoeveelheid radioactieve stof is, dan geldt

-y = Ay .

: . . -\ . .
De oplossing is y(t) = y(Q)e t, A heet de desintegratieconstante.

De halfwaardetiijd Ti berekent men uit y(Ti) = Jy(0), dus Ti = lﬂ%.% .
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5.3, Lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde

We beginnen met de homogene lineaire differentiaalvergelijking van de

eerste orde:
yix) + f(x)y(x) = 0. (1)

Deze vergelijking kunnen we oplossen d.m.v. scheiding van variabelen:

%; = -f{x)dx ,

logly| = -Jf(x)dx +C

waaruit volgt
y(x) =D exp(-Jf(x)dx) . (2)

Zij nu u(x) een willekeurige niet-triviale oplossing van (1), dus een
functie van de vorm (2). De algemene oplossing van (1) is dan te schrijven

als

y(x) = Cu(x) (3

waarbij C een willekeurige constante is.

Beschouw nu de inhomogene vergelijking

y' ot £(X)y = g(x) . (4)

Deze zullen we oplossen met de methode van variatie van constanten.

Vervang daartoe de constante C in (3) door een functie ¢(x) en zoek een op-

lossing van (4) van de vorm
y{x) = c(x)ulx) . (3)

Als we (5) in (4) substitueren en daarbij gebruiken dat u'(x) + £(x)u(x) =0,
dan vinden we

| B T -
y = cu+cu' =-fcu+g,

dus

c'u=g, <c'=glu, (6)

waaruit we c(x) kunnen bepalen door ingegratie.
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Merk op dat u(x) # 0 voor alle waarden van x € DOM £ (zie (2)). Daarom is
het geen beperking te verondersteilen, dat de oplossing y(x) van (4) van de
gedaante (5) is. Alle oplossingen van (4) zijn zo te schrijven. .

We vinden de algemene oplossing van (4) door voor c(x) de algemene oplos-

sing van (6) te nemen. De algemene oplossing van (6) is van de gedaante

c(x) = co(x) +C

zodat de algemene oplossing van {4) wordt gegeven door

y(x) = co(x)u(x) + Cu(x) . (7)

Conclusie. De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking (4) is ge-

lijk aan een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking (nl.

co(x)u(x)) plus de algemene oplossing van de homogene vergelijking (1).

x+1 2

Voorbeelden. 1) y' - =—y = x - x",

X

De bijbehorende homogene vergelijking

heeft als oplossing

JEX.:JEﬂ_dX,
< -

log|y| = x + log|x| + C ,

X
Dxe ™ .

y

De oplossing y = O correspondeert met D = 0. We kiezen u(x) = xe™,

Zoek nu een oplossing van de inhomogene vergelijking van de vorm
x
v(x) = e{x)u(x) = c(x)xe”.
Na substitutie in de inhomogene vergelijking vinden we

c'(x)xex + c(x)(ex-bxex) --E%L c(x)xex =x - x2 R

waaruit volgt
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2
X-X

et (x) = = (1"X)e_x ,

Xe
-X -X
c(x) = J (1 -%x)e "dx = xe + C .

De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking luidt nu

y(x) = x2 + Cxe" ,

waarbij C een willekeurige reéle constante is.

In een stroomkring met constante zelfinductie L en weerstand R loopt een

stroom i(t) onder invloed van een spanningsbron e(t). Er geldt

di .. _
L'E"'Rl—e(t)-

Zij » := R/L. Dan is de algemene oplossing van de homogene vergelijking

Ce—Xt. Substitutie van i{(t) = c(t)e—Xt in de inhomogene vergelijking

levert
Le' = e(t)e)\t .
dus

T
j e()e’Tdr + c(0)

c(t) %

en

i(t)

[t}
s
—~
(=
o
()
1
P
t
+
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De eerste term stelt de stroom voor als e(t) = 0, de tweede term geeft

de stroom als i(0) = 0, Als e(t) = E (t > 0), dan vinden we

-At

1(t) = + Ce :

i

waarbij C een constante is, die van de beginwaarde i(0) afhangt,

De voorgaande oplossing is verkregen door e(t) = E te substitueren in de
algemene oplossing en de integraal uit te rekenen. Men kan dit resultaat
eenvoudiger afleiden door op te merken dat de constante stroom i{t) =E/R
een particuliere oplossing is van de inhomogene vergelijking., De alge~
mene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking is dan te
schrijven als de som van de particuliere oplossing i(t) = E/R en de al-
gemene oplossing Ce_At van de homogene vergelijking. In de navolgende
figuur is het verloop van i(t) als functie van t geschetst voor een aan-~

tal waarden van 1(0).

[(t)

E/R

\
=

Merk op dat de algemene oplossing nadert tot de stationaire oplossing
E/R als t » =,

5.4. Lineaire differentiaalvergelijkingen met constante coefficiénten

5.4.1. Vergelijkingen van de eerste orde. De vergéelijking

T

y' - ay = £ ()
waarin a een constante is, laat zich oplossen met de methode uit 5.3. We

vinden als algemene oplossing: y(x) = yp(x) + Cyh(x), waarbij yp een par-

ticuliere oplossing is van (1), ¥y een oplossing van de bijbehorende homo-

gene vergelijking y' —~ ay = 0 en C een willekeurige constante. Gewoonlijk

ax
neemt men yh(x) =g ,
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Vaak is het eenvoudiger om een particuliere oplossing yp te bepalen door
"proberen", in plaats van met de methode uit 5.3 (vergelijk 5.3, voorbeeld 2}.
Zo ken men in geval f = b = constant, ook voor y een constante functie pro-
beren. Substitutie van y = @ in (1) levert &« = -b/a, dus yp + -b/a (als

a # 0), Op analoge wijze kan men ook voor andere rechterleden f geschikte
functies yp proberen als particuliere oplossing van (1). Een en ander is

samengevat in de volgende tabel:

f(x) yp(x)

p(x), gr(p) =n, a# 0 q(x}, gr(q) = n
p(x), gr(p) =n, a=0 xq(x), gr(q) = n
b]sin X + b2 cos X Blsin x + 82 cos X
ebx, b # a aebx

ax ax

e Xxe

bx bx

p(x)e ™, gr(p) =n, b # a q(x)e ™, gr(q) = n
p(x)e®™, gr(p) = n xq(X)eax. gr{q) = n .

In deze tabel zijn p(x) en q(x) polynomen. Als men op deze manier een parti-

culiere oplossing yp gevonden heeft, luidt de algemene oplossing van (1):

y_ o+ ce®,

P
We merken op dat deze procedure geldig blijft als a en f complex zijn., We

vinden dan natuurlijk complexe functies y(x) als oplossingen.

5.4.2, Vergelijkingen van hogere orde., Een differentiaalvergelijking van hogere

orde met constante coéfficiénten is te herleiden tot een vergelijking van de

cerste orde., We lichten dit toe aan de hand van een voorbeeld.

Voorbeeld. 1) y"-3y' + 2y = 0 ., (1)

We voeren in de differentiaaloperator D :

dan 1is
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D2y := D(Dy) = Dy' =y" .

De differentiaalvergelijking (1) is nu als volgt te schrijven
(0% -3D+2)y = 0

of

(b-1NH{DO-2)y=20.

Stel (D-2)y = z. Dan is (D=1)z = 0, dus z = ce®. De vergelijking voor y

wordt dus

(D-2)y = Ce™

of
' X

y' - 2y = Ce” ,
Een particuliere oplossing van deze vergelijking wordt verkregen door te
proberen: y = ae”. Dit levert o = 2 + C, De algemene oplossing van de homogene
| vergelijking v' - 2y = 0 luidt: y = Bezx. Derhalve is de algemene oplossing

van (1):

y(x) = ae™ + eezx s

waarin a,B willekeurige reéle constanten zijn.

De formele rekenwijze die hier is gevolgd kan men eenvoudig verifiéren.

Zo is bijv.

(D-1)(D-2)y = (D-1)(y'-2y) =Dy' - D(2y) - y' + 2y =

"

y' -2yt -yt 4 2y =y - 3y 4 2y .

5.4.2.1. Stelling. De homogene lineaire differentiaalvergelijking

y' +ay' tay=0 (1)

heeft als algemene oplossing
y =Gy, + Coyy (2)

1,C2 willekeurige constanten zijn.

Als de karakteristieke vergelijking

waar C

2
AT+ all +a, = 0 (3)
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llx Azx
twee verschillende oplossingen AI'AZ heeft, dan is y, = e » ¥, = @ .
. . AX AX
Als de oplossingen samenvallen (Al = Az = \), dan is Yy, T e, ¥y, T xe .
De inhomogene lineaire differentiaalvergelijking
y' +ay' +by=f (4)

heeft als algemene oplossing

Y=Y ¥ Yhom

waar yp een particuliere oplossing van (4) is en Yhom de algemene oplossing

(2) van de corresponderende homogene vergelijking (1).
Bewijs. We schrijven (4) als

(-2 @-2,)y = £

waarbij A en AZ wortels van de karakteristieke vergelijking (3) zijn.

Dan stellen we (D-'Az)y = z, zodat z moet voldoen aan

waarbij zp een particuliere oplossing is en Cl een willekeurige constante,

Derhalve moet y voldoen aan

Alx
t = + .
y Azy zP Ce (5)
Zij u een oplossing van
' — =
i Azu zp (6)
en v een oplossing van
Alx :
vi-Av=e . (N
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Dan is y = u + C]v een oplossing van (5), zoals men door substitutie kan
verifiéren. Omgekeerd kan men elke oplossing van (5) op die manier ver-
krijgen. Als immers y een oplossing van (5) is en u een willekeurige op-
lossing van (6), dan voldoet v :=y - u aan (7). Het oplossen van (3) is
dus herleid tot het oplossen van (6) en (7).

De algemene oplossing van (6) is

ALx

waar yp een particuliere oplossing is. Als Al # Az dan is de algemene op-

lossing van (7):

De algemene oplossing van (5) (en dus van (4)) is dus

= +
y yp 04e + C.e

waar C4 en C5 willekeurige constanten zijn en yp een particuliere oplossing
van (4). (Dit laatste volgt uit het feit dat (D-—Al)(D--Az)yp F=(D-A1)zp==f.)

Als Al = Az, dan is de algemene oplossing van (7) (zie 5.4.1)

zodat de algemene oplossing van (4) gegeven wordt door

Alx A]x

y = yp + Cae + C5xe .

In het homogene geval is yp = (0 een particuliere oplossing. O

Wanneer men nu de differentiaalvergelijking (4) wil oplossen, zoekt men
eerst de algemene oplossing van de corresponderende homogene vergelijking (1).

Daartoe lost men de karakteristieke vergelijking op, waarna de algemene op-

Alx Azx
lossing van (1) de gedaante y = C. e + C.e of (als x = A ):

A X )X 1 2 1 2

y = C xe * Che heeft.
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Let wel dat deze oplossingen complex kunnen zijn ook al zijn de coefficiénten
a,b van de differentiaalvergelijking reéel. De karakteristieke vergelijking
(3) kan immers complexe wortels hebben. Als echter a en b reeel zijn en y is
een complexe oplossing van (1) (of (4)), dan zijn Re y en Im y reéle oplossin-
gen van (1) (resp. (4)). Dit volgt omnmiddellijk door substitutie., Als dus
A=qa +i8 en A = a - i8 de wortels zijn van (3) met 8 # 0 (de wortels zijn
toegevoegd complex, omdat a en b reeel zijn (zie 4.3.5)), dan zijn eAx en

e)\x complexe oplossingen van (1). Maar dan zijn e cos 8x en ™ sin gx

re¢le oplossingen van (1) en de algemene reele oplossing van (1) luidt dan:

y(x) = Cleux cos Bx + Czeax sin Bx ,

waarbi j C1 en C2 willekeurige reele constanten zijn.
Als men de algemene oplossing van (1) heeft gevonden, dan zoekt men een par-
ticuliere oplossing yp van (4), waarna volgens 5.4.2.1 de algemene oplossing

van (4) wordt gegeven door
y = Yp * Yiom

Een particuliere oplossing van (4) kan men vinden door 'proberen" zoals in

5.4.,1 1s gedaan. We kunnen een analoge tabel geven:

£(x) yPCX)

p(x), gr(p) =mn, (3,2, # 0) q(x), gr(q) =mn
p(x), gr(p) =n, (A =0, 2, # 0) | xq(x), gr{q) = n
PG), gr(p) =m, (b =2, = 0)  |x'q(), gr(q) = n
b,sin x+bycos x (A ,4, # 1) B sin x + B,cos x
tx (A],AZ # t) aetx

A X A X
e (Al # AZ) xe
1 (hy = Ay 2o 1"
p()e™, gr(p) = n (A shy #8) a(x)e™, gr(q) = n .

Ook hier zijn p(x) en q(x) polynomen.
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Op analoge wijze kan men lineaire differentiaalvergelijkingen met constante

coefficienten van hogere orde oplossen. De karakteristieke vergelijking van

() (n-1) ,

y +ay veotay=0 (8)
luidt

A el e L va =0, (9)

1 n
ALK

Als Al,...,ln verschillende wortels zijn dan is yj(x) := e 3 voor
j =1,...,n een oplossing en de algemene oplossing van (8) wordt gegeven
door

y=Cy, * e +Cy . (1o

ALX llx k=1 Alx

Als Al = .. = lk en Aj # lk voor j > k, dan zijn e , Xe srre, X e

oplossingen. Op deze manier krijgt men steeds n oplessingen Yyseeos¥, met de
eigenschap dat de algemene oplossing van (8) wordt gegeven door (l10). Als
apyeresd reéel zijn en een van de wortels, bijv. a =a + i8, complex is,

dan is ook Xl een wortel en y](x) = e*®cos Bx, yz(x) = e™sin Bx zijn reeele
oplossingen. Op deze manier kan men steeds n reéle oplossingen van (8) vinden,
zodat de algemene reele oplossing van (8) wordt gegeven door (10). De algemene
oplossing van de inhomogene vergelijking

y(n) + a]y(nﬂl) e tay s £ (11)

wordt dan weer gegeven door
y = Yp + Yhom

waar yp een particuliere oplossing van (11) is en Yhom de algemene oplossing
van (8).

Voorbeeld 2. Bepaal de algemene reele oplossing van

x /

y|1_y1+y=e‘

De karakteristieke vergelijking is A2 - X + 1 =0, Deze heeft wortels

b+ 1i/3, zodat de algemene reéle oplossing van de homogene vergelijking

gegeven wordt door
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y=2¢C eixcos 1x/3 + C eéxsin 1xvV3

1 2

met C en C, reeel.
Een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking is y = e,

De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking is dus

y = e+ ¢ e%xcos 1xV3 + ¢

| e%xsin ixY3

2

met Cl en 02 regel.

Voorbeeld 3, Bepaal de algemene oplossing van

y' + 5y' + 6y = e,
De karakteristieke vergelijking is Az + 35X + 6 = 0 en heeft als wortels
A==2en A = ~3, De algemene cplossing van de homogene vergelijking wordt

dan gegeven door

Zoals aangegeven in de tabel van blz.158 is er een particuliere oplossing

van de inhomogene vergelijking van de gedaante y = axe_zx. Dan moet gelden

(—&aeﬂzx-+4axe_2x) + 5(ae_2x-2axe_2x) + 6axe—2x = e-Zx .

-2x -2x
ae = e , dus a =1,

De algemene oplossing van de vergelijking is dus
y = Xe + C.e + C,e s

waarbij C. en C, willekeurige reéle constanten zijn.

1
De volgende stelling is soms handig om een particuliere oplossing van de
vergelijking y" + ay' + by = £ te vinden als in f goniometrische functies

voorkomen.
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5.7.8. Stelling. Laat yp een particuliere oplossing van de differentiaalvergelij-

king y" + ay' + by = f met a en b reéel zijn. Dan is Re yp een particuliere

oplossing van y" + ay' + by = Re £, en Im y,, een particuliere oplossing van
1"

y" + ay' + by = In £,

Bewijs. Uit y; + ays + byp = f volgt
Re(y; + ay}') + byp) = Re £ ,
Re(y;) + aRe(y;) + bRe Vp = Re £ ,
(Re yp)" + a(Re yp)' + bRe yP = Re £ .,

Analoog tonen we aan dat Im yp een particuliere oplossing is van

y" + ay' + by = Im £. O

Voorbeeld 6. Bepaal alle reele oplossingen van

y" +y = x sin x .

De karakteristieke vergelijking Az + 1 = 0 heeft wortels + i. De algemene op-
lossing van de homogene vergelijking is dus y = ccos x + czsin ¥, Daar

. ix . . .
x ¢in % = Im(xe ) zoeken we eerst een particuliere oplossing van de verge-
lijking

y' 4ty o= xe T .

. . . : 2 ix . .
Er is nu een particuliere oplossing y = (ax~ + bx)e . Substitutie levert

(2a + 2i(2ax + b) -~ (ax2 + bx))elx + (ax2 + bx)elx = xe' X ,
(4aix + 2a + 2bi)elx = xe' ¥ .
zodat a = %T =~-1i, b= 1.

Een particuliere oplossing van de vergelijking y" + y = xe " is dus
(-%ix2 + ix)(cos x + i sin x), zodat een particuliere oplossing van
y" +y = x sin x is

Im(--{ix2 + lx)(cos x + 1 sin x) = -%xzcos x + fx sin x ,
De algemene reéle oplossing van y" + y =.x sin x is dus

L 2 4 -aw
y = }x sin x = {x"cos x + @ cos x + B sin x met .a en B reeel.
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5.5. Trillingen

Voorbeeld 1. We bescyouwen een stoffelijk punt met massa m, dat kan bewegen
langs een rechte lijn (de x-as). We beschouwen x als functie van de tijd.
Op het punt werken verschillende krachten. Een kracht die op het punt werkt
noemen we positief als ze werkt in de richting van toenemende x. Als de
kracht werkt in de richting waarin x afneemt (dus naar de negatieve x-as
wijst), dan spreken we van een negatieve kracht (in positieve richting}.

De volgende krachten werken op het punt.

i) een veerkracht F1 evenredig met x:

Fl = -kx met k > 0 .

Merk op dat de kracht steeds naar de oorsprong gericht is als x # 0.

1i} een dempingskracht F, evenredig aan de snelheid

2z

- —he = _y, 9x
F2 = -bx = -b it met b > 0 .,

iii) een tijdsafhankelijke uitwendige kracht F3 = £(t).

Volgens de wet van Newton is de som van de krachten gelijk aan het product

van massa en versnelling, dus
~kx - bx(t) + £(t) = mk(t).

Voorbeeld 2. We beschouwen de uitwijkingshoek € van een slinger als functie

van de tijd (zie figuur).
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Met behulp van de wet van Newton vinden we op analoge manier als in

voorbeeld 1:

med = -mg sin 08 - bee + £(t)

waar % de lengte van de slinger is, g de versnelling van de zwaartekracht,

b een dempingscoefficient en £(t) een tijdsafhankelijke uitwendige kracht.

Voorbeeld 3. In een electrisch eircuit zijn opgenomen een spanningsbron met
electromotorische kracht e(t), een condensator met capaciteit C, een spoel

met coefficiént van zelfinductie L en een weerstand R.

i (t)

De grootheid e(t) wordt positief gerekend als aan de + kant de potentiaal
hoger is dan aan de - kant. De stroomsterkte i(t) door het circuit wordt
positief geteld als de stroom loopt in de richting van de pijl. Het teken
van de potentiaal over de passieve elementen (L, C, R) wordt zo gekozen
dat een positieve stroom loopt van een hogere potentiaal naar een lagere.
Met deze tekenafspraken is de spanning op het tijdstip t over de weerstand,
spoel en condensator resp. Ri, L %% en VO + é OIt i(t)dt, waarbij VO de
beginspanning (op het tijdstip t =0) over de condensator voorstelt,

We vinden hieruit

t
e(t) =v0+é Jr i(T)dT+Ri+Lg—i
0
en na differentiéren
L-d?-—i+Rd‘—i+li=E
dtz dt ¢ dt '

In bovenstaande voorbeelden zijn we gestuit op een differentiaalvergelijking

van de vorm
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mx + alk + b]x = fl(t) (n

met a, 2 0, b, 20, m > 0. We delen (1) door m en we voeren nieuwe grootheden

1
in: a : aI/m, b := b]/m, f(t) = fl(t)/m. Dan gaat (1) over in

[§

% + ax + bx = £(t) (2)

met a =z 0, b 2 0,

Eerst onderzoeken we het gedrag van de homogene vergelijking (d.w.z. het ge-

val £(t)} = 0 voor alle t). De karakteristieke vergelijking luidt

24 ax +b=0. (3)
We onderscheiden vier gevallen:

a =0, b > 0. De karakteristieke wortels (d.w.z. de wortels van de karakte-
ristieke vergelijking) zijn X = + imo, waarbij vy 7 /b. De algemene reéle
oplossing van de homogene differentiaalvergelijking is

x(t) = p cos w,t + g sin w.t ,

0 0

waarbij p en q willekeurige constanten zijn. Door de vector (p,-q} in pool-

coordinaten te schrijven, d.w.z. (p,-q) = (Aocos % A.sin qb), vinden we

0
als oplossing

x(t) = Aocos(m0t+-m0) s

d.w.z. een harmonische trilling met amplitude AO, beginfase 9y en hoekfre-
uentie wy+ De grootheid T := Zn/mo heet de trillingstijd (of de periode)

en v := 1/T = wO/(Zﬂ) heet de frequentie van de trilling. De trilling is

grafisch weergegeven in figuur 1.

O% B
o

e
-
1
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B) 0 <« 32 < 4b. De karakteristieke wortels zijn nu X = -ja + iwo, waarbi j

Wy i /b-éaz. De algemene reele oplossing wordt

x(t) = e_%at(p cos w.t + q sin mot) =

Q

- -iat
= Aoe cos(mot + wO) .

'waarbij we weer (p,—q) = (Aocos > Aosin ¢0) hebben geschreven. Dit is een

gedempte trilling met beginamplitude A

0 beginfase ¢y en hoekfrequentie w

Ook hier heet T := 2ﬁ/w0 de trillingstijd en v := I/T de frequentie.

0°

Een grafische voorstelling van de trilling wordt gegeven in figuur 2.

! "~ 4

~d
| T 0f 9

Gy o
PN e
AR

- _‘fat
hE
P
. -Pg
/ -
P fig. 2
2 . m . .
C) 0 < a = 4b. Er is &En karakteristieke wortel x» = -}a. De algemene oplossing
is
-}at
x(t) = (pt +qle ,

zie figuur 3.
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D) a2 > 4b > 0, De karakteristieke wortels zijn A = -j}a *+ c, waarbij

¢ := Y}a?-b. De algemene oplossing is

x(t) = pe—(§a~c)t N qe—(§a+c)t

zie figuur 4.

9>0,p<0.

fig. 4

Men noemt het systeem in het geval
A) ongedempt

B} onderkritisch gedempt

C) kritisch gedempt

D) bovenkritisch gedempt.

In de gevallen A en B heeft de functie x(t) oneindig veel nulpunten, d.w.z.,
de evenwichtsstand wordt oneindig vaak gepasseerd, terwijl dat in de gevallen

C en D hoogstens &&n keer gebeurt (ga na).
We beschouwen nog twee bijzondere gevallen:

E) b = 0, a > 0, De karakteristieke wortels zijn Al =0, A, = -a.

De algemene oplossing is

—-at
x(t) = p + qe )
zie figuur 5. %
p+q
q>0
p ==
]
p+q
t

fig. 5
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F}) a=b =0, Er is &&n karakteristieke wortel, nl. » = Q.

De algemene oplossing is
x(t) = p + qt ,

zie figuur 6.

q>0

g<0
fig. 6

Figuur 7 geeft een overzicht van de verschillende gevallen in het eerste

kwadrant van het (a,b)-vlak.

b

aZ:Lb

/,E
” a

fig, 7

F

We beschouwen nu de inhomogene vergelijking (2) en wel voor het geval
f(t) = A cos wt met A > 0, w > 0. We nemen eerst aan dat a = 0, b > 0.
Dit correspondeert met het geval A bij de homogene vergelijking., We schrij-

ven £(t) = Re Ae*“t, we bepalen nu een particuliere oplossing x van
X(t) + bx(t) = A cos wt (4)

door de vergelijking
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S(E) + by(t) = Ae“t

(5)

op te lossen en vervolgens x(t) = Re y(t} te stellen. Probeer als particu-

liere oplossing van (5): y(t) = Bet¥t

2 2 ..
B{-w -bwo) = A, waarbij w4

sing als w # ¥y In dat geval vinden we
y(t) S=5—3 ¢

als particuliere oplossing van (5).

De functie

x{t) =

7 cos wt

UJO"LU

is derhalve een particuliere oplossing van (4).

De algemene oplossing van (4} is

A

x(t) = ~5—5 cos wt + Aocos(w0t+ cpo), wF w

W, ~Ww

0

In het algemeen is de oplossing alleen periodiek als A

=0 als w < w m als w > wW..

0* % 7 0

0"

, dan volgt na substitutie in (5):

:= V/b. De laatste vergelijking heeft een oplos-

(6)

= 0,

De amplitude van de periodieke oplossing is B = A/|wg - w2|, de fase 1is

0

In figuur 8 is de amplitude uitgezet als functie van de hoekfrequentie w.

w

fig. 8




-~ 168 -

De algemene oplossing (6) is een combinatie van periodieke functies.
Het gedrag van zo'n functie is in het algemeen zeer onregelmatig.
We onderzoeken nu het speciale geval datwdicht bij Wy

de amplitude periodiek varieert met periode 2v/|w'-w0

We kunnen dit als volgt inzien., Zij w, = w + & en schrijf ¢(t) = &t + 9%

0
Dan vinden we

x{t) = B cos wt + A cos(wt+ g(t)) = (B+A _cos ¢(t)) cos wt -

0 0

- Aosin e(t)sin wt = R{t)cos(wt +alt)) ,

waarbij R(t) en a(t) worden gegeven door

B + Aocos ¢{t) = R(tdcos alt) ,

Aosin p{t) = R{B)sin a(t) ,

zie figuur 9.

a) Pt
(B.0)

fig. 9

Als & klein is, dan verandert ¢ en derhalve o erg langzaam. Verder geldt

Rz(t) = B2 + Ag + ZAOB cos o{t)

In figuur 10 is de grafiek geschetst van de trilling x(t) als gegeven
door (6).

ligt. Het blijkt dat
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B‘AO ________ ~g/- - - - - — - - = /_ T
e
/ ‘r\ N s r\ \

~
ol el AN

A
AN Ve
e
-~
2

e 8] fig. 10

Als w = Wy dan proberen we als particuliere oplossing van (5): y = Btelut.
iw t
Substitutie in de vergelijking y + méy = Ae levert B = 5%%_ . In dit
geval 1s 0
x(t) = -ﬁL-t sin w t + A, cos{w . t+¢.)
2m0 0 0 0 0
de algemene oplossing van (2); zie figuur 11.
-~
* -~
-~
-~
-~
-~
-~
A/
Ja\
V) |
I
\U
~
~
~
~
~ fig. 11

We kunnen ons deze situatie ontstaan denken door & naar nul te laten

naderen in het eerder genocemde geval (vergeliijk fig. 10, 11).
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We beschouwen nu het geval a > 0, b > 0, £(t) = A cos wt. We zoeken eerst

een particuliere oplossing van de vergelijking
y + a§ + by = Aelwt ’

van de vorm y = Belwt. Na substitutie volgt voor B de vergelijking

(-m2 +ilaw +b)B

= A,
met oplossing
B = A - Qela ,
b~w" +iaw
waarbij
Q := A , & = arg —————é————-.

7 N .
V(b—w2)2+azw2 b-w +iaw

De algemene oplossing van de vergelijking X + ax + bx = A cos wt luidt dan
x(t) = Q cos(wt +a) + xo(t)

waarbij xo(t) de algemene oplossing is van de homogene vergelijking. De

expliciete gedaante van XO(t) hangt af van de parameters a en b (zie de

gevallen B, C en D van de homogene vergelijking), maar steeds zal gelden

xo(t) > 0 (t > ). We zien dat op den duur alle oplossingen heel veel gaan

lijken op de particuliere oplossing
x(t) = Q cos(wt +a) .

Deze oplossing is ook de enige periodieke oplossing van het systeem. Men

noemt Q cos{ut +a) de stationaire oplossing van de vergelijking; fysisch

beschrijft deze oplossing de zg. gedwongen trilling van het systeem. De

term xo(t) in de algemene oplossing correspondeert met een inschakel-

verschijnsel dat na zekere tijd verwaarloosbaar wordt t.o.v. de gedwongen

trilling.
2

De grafiek van de functie Q = Q(w) heet de resonantiekromme. Als b < }a“,

. . 2 . .
dan is Q maximaal voor w = 0. Als b > ja”, dan is Q maximaal voor

/ 2 . . .
W=t b-4a", de resonantiehoekfrequentie. In dit geval geldt

w < 1= Vb--ia2 (zie geval B van de homogene vergelijking).

1]
res 0
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We nocinen Y de eigenhoekfrequentie van het systeem. Verder noemen we
Yreg T mrLS/(Zﬂ) de resonantiefrequentie en Vg 1T wo/(Zn) de eigenfrequentie

van het systeem. Gewoonlijk is a2 veel kleiner dan b. In dat geval is

~ vb. Merk op dat voor w = vb geldt B = A/(iavb), dus Q=4A/(avb) en

w =W
res 0

o = -n/2. In figuur 12 2zijn een aantal resonantiekrommen getekend voor

a=2,1, 4%, Lend =1.

fig. 12

Tenslotte bespreken we nog een voorbeeld van een inhomogene differentiaal-
vergelijking met constante coefficiénten, waarbij het rechterlid een dis-

continue functie bevat.

} voor 0 £ £t <T ,

X+x=0voor t>T,

onder de beginvoorwaarden x(0) = Q(O) = 0; (de constanten in de algemene op—
lossing dienen zo te worden gekozen, dat x(0) = i(O) = 0), Indit geval kan
men niet van de oplossing eisen dat ze twee keer differentieerbaar is in

t = T. Wanneer in een differentiaalvergelijking het rechterlid een sprong
maakt, dan neemt de hoogste afgeleide die in de differentiaalvergelijking
voorkomt, deze sprong over. De lagere orde afgeleiden blijven continu in
het sprongpunt. In bovenstaande vergelijking zal X(t) een sprong vertonen

int =T, en ﬁ(t), x(t) zullen daar continu zijn, We bepalen nu eerst de
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oplossing op [0,T) en we gebruiken daarna x(T) = lim x(t) en ﬁ(T) = [im Q(t)
t+T tt+T

als beginwaarden om het probleem op (T,m)idp te lossen,
De algemene oplossing van de homogene vergelijking is

x(t) =acos t+bsint . (7}
Een particuliere oplossing van de vergelijking X + x = 1 is x(t) = | voor
alle t. De algemene oplossing van deze vergelijking luidt dan

x(t) =1 + acos t+bsint.

We dienen nu a,b zodanig te bepalen dat de oplossing x(t) voldoet aan
x(0) = 0, x(0) = 0. Dit levert twee vergelijkingen voor a enb: I + a = 0,

b = 0. De gevraagde oplossing x(t) luidt dus
®x(t) =1 - cos t voor 0 < t < T,
Bepaal nu

lim x(t) = 1 - cos T, lim i(t) = sin T .
t4T t+T

Op het interval t > T is de differentiaalvergelijking homogeen met algemene

oplossing (7). De constanten a en b dienen zo bepaald te worden dat

x(T)

acos T+bsinT=1=-—cos T,

—asinT+bcos T=3sinT .

x(T)
Uit deze twee vergelijkingen zijn a en b eenvoudig op te lossen: a = cos I-1,

b = sin T. De gezochte oplossing van de differentiaalvergelijking luidt dan

x(t) = (cos T-1)cos t + sin T sin t = cos(t~-T) - cos t voor t> T.
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