TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Afdeling Algemene Wetenschappen

Onderatdeling der Wiskunde

EXAMEN-
en
TENTAMENOPGAVEN

1974-1980

WISKUNDE 10

met oplossingen

Najaar 1980

"




. . ‘m"‘ ';

i *
6 Technische Hogeschool Eindhoven

Onderafdeling der Wséﬂnde

Examen-en tentamenopgaven -

Wiskunde 10

met oplossingen

Dictaatnr. 2,264 Prijs f 8,50




Inhoudsbeschrijving

Examen- Tentamenopgaven Wiskunde 10

met oplossingen
Najaar 1980

Proeftentamen oktober 1974
Examen/tentamen januari 1975
Herkansing januari 1975
Examen/tentamen juni 1975
Herkansing juni 1975
Proeftentamen oktober 1975
Examen/tentamen januari 1976
Herkansing januari 1976
Examen/tentamen juni 1976
Herkansing juni 1976
Proeftentamen oktober 1976
Examen/tentamen januari 1977
Herkansing januari 1977

Examen/tentamen juni 1977

JdG, 5 Juli 2005

1
6
11
17
21

62
71

82

Herkansing juni 1977
Proeftentamen oktober 1977
Examen/tentamen januari 1978
Herkansing januari 1978
Examen/tentamen juni 1978
Herkansing juni 1978
Proeftentamen oktober 1978
Examen/tentamen januari 1979
Herkansing januari 1979
Examen/tentamen juni 1979
Herkansing juni 1979
Proeftentamen oktober 1979
Examen/tentamen januari 1980

Herkansing januari 1980

88

95

100
107
114
118
123
128
133
138
143
148
156
163




TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHQVEN

Onderafdeling der Wiskunde

Examen—- en tentamenopgaven

Wiskunde 10 (1974-1980)

met oplossingen

Najaar 1980




P 10.74

Proeftentamen oktober 1974

1. Bewijs dat voor alle n ¢ N geldt:

2 1 n

oy K&+ D) Tl

2. Bereken:
2

.. n .
11m'—5 arctan(n sin n) .
n e e

3. Bereken:

M lim (vVx(x - 2) + x) .
’ X -
4. Bereken:

sin(a + x) - sin(a - x)
X

! lim
3 x>0

waarbij a ¢ R.

5. Het invullen van een lottoformulier bestaat uit het, in volgorde naar op-
r klimmende grootte, opschrijven van zes verschillende getallen uit
L {ne N | n<all,

Op hoeveel manieren kan een lottoformulier ingevuld worden?

6. De functie f is gedefinieerd door

< + X2 nx
f(x) = lim =¥—2 S __ |

¥ nx

‘ a) Bepaal DOM f,
i b) Schets de grafiek van f.

c¢) Bewijs dat f continu is in O.

7. Bebaal de afgeleide van de functie f, gedefinieerd door

- ;.r'y ' ]

f(x) = arcsin ———= ,
vx2 + 1

s
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8. Bepaal de afgeleide van de functie f, gedefinieerd door

f(x) = (2 + cos x)Sln X, .

9. Bewijs dat voor alle x ¢ IR geldt:

. X
arctan x = arcsin ——m———— ,
VxZ + 1

ae



1.
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Oplossingen Proeftentamen oktober 1974

Voor n = | staat er 3 = }, zodat de gelijkheid geldt voor n = 1. Zijn e I
n
1 n .
en neem aan dat kzl FR+D o371 Dan is
n+l ——l—-—.: g l + 1 = n + 1 =
kel k(k +1) k=1 k(k +1) (n+1)(n+2) n+l (n+1D)(n+2)
- n2 +2n+1 _n+1
(n+1)(n+2) n+ 2°?
zodat de gelijkheid nu ook geldt voor n + I. Volgens het principe van volle-

dige inductie geldt de gelijkheid dus voor alle n € W,

2
De factor arctan(n sin n) is begrensd: Iarctan(n sin n)| < im, en lim -t-l-r-l- = 0,
In zo'n geval gebruiken we de insluitstelling. Uit e e
n . n2 . . n2
0= I—Earctan(n sin n)| < %w-;, lim 0 = 0 , lim 5'n-—n-= 0
e e n>° n>* e
volgt
n n2
lim |—'ﬁ arctan(n sin n)[ = 0, en dus lim — arctan(n sinn) = 0 ,
nre e n> e
. fr—— . frmr——— , (y+2) - 2
lim (Vx(x-2) +x) = lim (Vy(y+2) -y) = lim L2222V o
X+—00 y>oo yro Vy(y+2) +y
lim 2 =3 f_ T = i.
N+ -}27 + 1
. sin(a +x) - sin(a -x) . sin a cos X+cosasinxXx-sinacosx+cos asinx
lim - = lim - =
x>0 x>0

. sin x
= 1im 2 cos a—x-—=2cosa.

x>0
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5. 2ij V=1{ne N | n <41}, dan is V een verzameling met 41 elementen.

Aangezien (verschillende) getallen maar op &é&n manier gerangschikt kunnen

worden naar opklimmende grootte, bestaat het invullen van een lottoformulier

in wezen uit het kiezen van zes verschillende getallen uit V, dus uit het

kiezen van een deelverzameling van V met 6 elementen. Het aantal manieren

waarop een lottoformulier kan worden ingevuld is dus gelijk aan het aantal

combinaties van 6 elementen uit V.

Dit aantal is (4é) = 4.496.388.

6. a)

b)

Voor x > 0
lim
n—>oo

voor X

lim

n><«°

voor x < 0

lim
nreo

0 i

is

2 nx
X + X' e

is

% + xZ(ex)n

1+ (5T

x +0 = x
1 +0 ‘

De functie f is dus gedefinieerd voor alle x ¢ R, d.w.,z. DOM f =R,

c) Uit a) volgt:

lim £(x) = lim x2

x40

x¥0

0= £(0), lim £(x) = lim x
xt0 x+0

0= £(0) .

Dus 1lim f(x) = £(0); £ is continu in O.

x>0
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1 2 -3/2 -X X
70 £1(x) = e (-1 (%% + 1) 2 (2x) = - = -
1 i (x? + 1)/ x| (x% +1)

X +1

s X # 0.

8. f(x) = SSin x 1n(2 + cos x)’ dus

(~sin x) ] =

1
£ () 2 + cos X

f(x){cos x In(2 + cos x) + sin x

. 2
sin’ x

sin x
(2 + cos x) [cos x In(2 + cos x) Tt eos %

9. Zij f de functie gedefinieerd door
f(x) = arctan x - arcsin = X €eR .,

Vx? + 1 ’

Dan is

=1
1 1 Vx2 +1 - %x(xz-kl) 2 (2x) -

2

£1(x) 5
x +1 x? x” + 1

= - = 0 voor alle x ¢ R .
2 2
X"+ 1 X"+ ]

Dus f is constant op R. Uit £(0) = 0 volgt £f(x) = 0 voor alle x ¢ R.
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Examen/tentamen januari 1975

1. a) Beschouw de functie f, gedefinieerd door

£f(x)

lecos-£| voor x # 0 ,

£(0) 0.

i) Bewijs dat f continu is in 0.
ii) Onderzoek de differentieerbaarheid van £ in O,

b) Vervalt in verband met een wijziging van de collegesyllabus.

2. a) Bepaal

J dx
x+1D2xL+x+1)

b) Van de functie f, gedefinieerd op [0,1] is de volgende tabel gegeven:

X £(x)

0 0,000
0,25 0,253
0,5 0,521
0,75 0,822
1 1,175

i) Benader met de samengestelde trapeziumregel

1
J f(x)dx .
0

ii) Geef een schatting van de fout in het onder i) gevonden antwoord

(U mag aannemen dat de fout ongeveer gelijk is aan %[T(%h) - T(h)1).

3. a) i) Bereken de eerste drie termen van de machtreeksontwikkeling rond 0

van de functie f, gedefinieerd door

f(x) = TR

ii) Bereken:

6 6
lim (V/t& + 5 - /¢ = ¢5) .
t->c0




b)

4, a)

b)

T 1.75

Ga na of de volgende reeks convergeert:

E -nH" ___lﬁi__
n=1 n+ 100 °

Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

y'+ y' = 4x .,
Ontbind

z6 + 1

in polynomen met reéle coefficiénten en van graad kleiner dan of gelijk

aan twee,
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Oplossingen Tentamen januari 1975

1. a) 1) Uit 0 < f(x) < x? voor alle x e R, 1lim 0 = 0, lim x2 =0 volgt, op
x-+0 x>0
grond van de insluitstelling, dat lim f(x) = 0 = £(0) is. Dus f is
x>0
continu in O.

ii) Voor x # 0 is ESE)—%—ESQl x| cos %J, dus -|x| = fﬁfl_i_éﬁgl < x|

Uit lim -|x| = 0, lim |x] = 0 volgt, op grond van de insluitstelling,
x>0 x>0

dat lim-ggfl—:—£igl = 0 is. Dus f is differentieerbaar in 0 met
x>0

£'(0) = 0.

2, a) Schrijf

1 __A . _ B Dx+E
= ’
(x+D2(xFex+1) FHI 2

(x+1)2 x“+x+1

dan is

A(x+1)(x2+x+1) + B(x2+x+1) + (Dx+E)(x+1)2 ,

—
]

A+D=0,20+B+ 2D +E =20, 24+ B+ D+ 2E =0, A+B+E = 1,

A=1,B=1,D=~=1, E=~-1,
Dus
J dx - [ dx + J dx _ J x +1 dx =
x+1)2E2rx+1) XTI (x+1)2 x24x+1
1 [ (xZ+x+1)' d(x+ 1)
R ==t Uy 2
fx" + x+1 (x+3)° + %
= Injx +1]| - X'l] - 1 In(x2+x+1) - %/5 arctan x*1 ¢,

/3

b) i) Het interval [0,1] is verdeeld in deelintervallen met lengte 0,25.
De benadering die gebruik maakt van alle functiewaarden waarover we

beschikken is
T(0,25) = 9L§§[f(0) +2£(0,25) +2£(0,5) + 2£(0,75) +£(1)] = 0,5459.

1
ii) [ £(x)dx = T(0,25) + Ep(0,25) = 0,5459 + E;(0,25), waarin E(0,25)
0

de hier bedoelde fout is.



3. a) i)

ii)

T 1.75

We mogen aannemen dat deze fout ongeveer gelijk is aan
3L1(0,25) - T(0,5)7. Met

1(0,5) = 220£(0) + 2£(0,5) + £(1)] = 0,5543
vinden we als schatting voor ET(O,ZS)

1(0,5459 - 0,5543) = -0,0028 .
3

= N7x = 176 _ .1 Tedy o 3y,2 =1 el g2 42
f(x) l +x (1 +x) 1 tg Xt 2(6)( 6)x +o0.= 1 *g X 75 X *aa.
6 6,
lim (9/1:6 + t:5 - 9/t6 - ts) = lim (/(i_)6 + (-}IE)5 - ‘/(l)6 - (-1-)5) =
treo x40 x x X
18 16
= lim (/1 +x - =/1-%x) =
X X
x40
-2 2 - (-t g2 2.
_ Urgx-gmxfi )= (I-gx-Z5x" =)

= lim =

x¥0 1 X

- X +...

= lim 2 = 1

xv0
De reeks is alternerend. 1

Vn /o n v/n
lim l(-l)n ———] = lim ——=— = 0, dus ook lim (-1)® —2— = 0,
o n + 100 e 1 4 100 ’ s n + 100
/o n

De rij (;rjr-ﬂiS) van de absolute waarden van de termen is monotoon

dalend o.d.d.

Om dit in te zien beschouwen we de functie f, gedefinieerd door

_ X .
f(x) = %+ Too Voor x > 0. Uit
1 "2l %
£1(x) = 2E ¥ 100)x 2' x . 100 = x — < 0 voor x > 100
(x + 100) 2(x-+ 100)“vx

volgt dat f monotoon dalend is voor x > 100. Dan is ook derij (f(n))

monotoon dalend voor n > 100. Volgens het kenmerk van Leibniz is de
reeks nzl -1 100

convergent.,
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4, a) De karakteristieke vergelijking is A2 4+ 3=0en heeft als wortels A =0
en A = -1,

De algemene oplossing van de homogene vergelijking is dus

y = C1 + C,e .

2

Zoek een particuliere oplossing van de inhomogene differentiaalvergelij~-
king van de gedaante y = ax2 + bx,

Substitutie levert
2a + 2ax + b = 4x ,

zodat 2a = 4, 2a +b =0, dusa =2, b = -4,

1

De algemene reele oplossing van y" + y' = 4x is dus

y = 2x2 -4x +C,_+Ce ¥
1 2
met C, en C, reeel,
b) We lossen eerst.de vergelijking 20 = ~1 op. Schrijf daartoe z = re’®, vit
|-1] =1, arg(~1) = = volgt r = 1, <p=1€:-+-15-;l, ke Z.
Substitutie van k = 0,1,2,3,4,5 levert de wortels
mi mi 571 7mi 3mi limi
_ 6 2 6 6 2 6
zy=e , z,=e ,zy=e ,z,=e ,zZz=e , z =e s

6 °
is dus als volgt te ontbinden:

waarbij we opmerken dat z 10 %5 T Z9s 2, = 23. Het polynoom 26 + 1

z6 + ]

(z-2)(z-2)(z-2))(2-2,)(z-25)(z~2,) =

(zz-2zRe z +l)(22-22Re zz+l)(z2 ~2zRe z,+1) =

3

(Z2-2/3+1) (22 + (22 +2/3+1) .
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1975

l. Beschouw de functie f, gedefinieerd door

f(x)

2 - x2(2 + sin i? voor x # 0 ,

£(0) 2.

a) Toon aan dat f(x) < £(0) voor x # 0.
b) Bewijs dat f continu is in O.

c) Onderzoek de differentieerbaarheid van f in O.

2, Bewijs dat voor alle n ¢ IN geldt:

2n

(‘N 22",

3. a) Bepaal een polynoom p van ten hoogste de derde graad met p(l) = 3,
P'(l) =1, P"(l) = =4, P"'(l) = 0.
b) Zij f gedefinieerd door

f(x) = 2 cos E% .

Bepaal de termen tot en met die van de vijfde graad van de Taylorreeks

van £ rond }.

4, Onderzoek de convergentie van de volgende reeksen:

[e ]

1

a) 7 H
n=2 n(l + 1ln n)
[~} n2
b) » —
n=1 (2 + ;)
5. Bepaal
sin X
J —5 3 dx .
sin“x cos x - cos”x

6. Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

x(1 + x2)y" = (1 + 3x%)y = 4x° .

11
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7. Bepaal alle oplossingen in € van de vergelijking

Ieizl =1

en schets de verzameling van de oplossingen in het complexe vlak,

12



13
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1975

2

1. a) Voor x # 0 is £(x) - £(0) = -x2(2 + sin %) < -x% < 0.

2

b) lim If(x) - f(O)[ lim x2(2 + sin l) = 0, want 0‘<x2(2-+sin l) < 3x
x>0 %0 X x
voor x # 0, 1im 0 = 0, lim 3x2 = 0, zodat volgens de insluitstelling ook
x+0 x+0

lim x2(2 + sin =) = 0.
x>0 x
Nu is lim lf(x) - f(O)l = 0 equivalent met lim f£(x) = £(0), dus f continu
x+0 x-+0
in 0.
c) fﬁfl—i—éigl = -x(2 + sin %) voor x # 0, dus 0 < Iéﬁil-i—iigll < 3|x| voor
X # 0. Uit 1lim 0 = 0, lim 3|xl = 0 volgt, op grond van de insluitstelling,
x>0 x>0
lim Ifﬁfl_i_Eigll = 0, wat equivalent is met lim P - £(0) 0.
x+0 x>0 X

Dus f is differentieerbaar in O met £'(0) = 0.

N.B. We kunnen ook eerst de differentieerbaarheid van f in 0 aantonen, waar-

uit de continuiteit van f in 0 volgt.

Voor n = 1 geldt het gelijkteken.

Zij n € N en neem aan dat (22) > 2%, Dan is
(2n+2) _ (2n+2)! _(2n+2)(2n+1)(2n)! _
= . .= =
n+l (n+1)(n+1)" (n-+l)2n!n!
- 2(2n+1)(2n) 5 2(2n +1) L 2n + 1 Con*l m o+ o0t _ontl ,
n+l n n+1 n+l n+l

zodat de ongelijkheid dan ook geldt voor n+1.
Volgens het principe van volledige inductie geldt de ongelijkheid dus voor
alle n € IN.

n (3)
p(D +p' M- + B{e-n? B W3

]

a) p(x)

3+(x=-1) - 2(x2—2x+1) = -2.x2+5x.

b) De functie f is willekeurig vaak differentieerbaar op R met afgeleiden

27 TX 2n2 X wz
£f'(x) ="—35i =3 £"(x) =———9-—cos—§=—-§-f(x),
2 2 4
£ (x) = - LW, £ () = - ) = 0,
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23 3
Dus f(%) = 2 COS%= ‘/3_3 f'(%) = —% ’ f"(%) = _lf?_3_ (3)( ) = 27 ’
5
(4)( ) = n /_ s f(s)(%) = - %—5 sessy zodat de Taylorreeks van f rond }
is:
SeIeeety L3 G i) 1!_ -3, 4F -t ° @’
3 : 9 27 3. 81 4y T 243 T 5% Teo

Als we ook moeten aantonen dat deze reeks convergeert met som f(x) is het

handiger om gebruik te maken van reeds bekende reeksontwikkelingen (rond 0)

door te stellen x = } = h. We vinden dan

T (i +h) | Toeos T 9 cin T ogin B o
2 cos 3 2 cos 3 2 cos g cos 3 2 sin z sin =3
® n TT2nh2n ® n TT2n+1 2n+1
-8 § et g | ot
n=0 377 (2n)! n=0 (2n+1)!
voor alle h ¢ R. Dus
3 4 14
e S - P v/'(x—- © x-p3 hE x-D
2 cos 3= /3 - 3(x-1 - 1y B s S BS
5 . _1\5
- %Z§'£E§T£l— -... voor allex ¢R .

4, a) We gebruiken het integraalkemmerk voor convergentie of divergentie van

.. 1 . .
reeksen. Z2ij f(x) = voor x 2 1. Dan is f een continue, mono-—

x(1 + 1n x)
toon dalende, niet-negatieve functie op [1,®).

(2]

De integraal f f(x)dx is convergent, want
1

A A
]
lim J — . iin J Sl_i;lfllﬂlf dx =
A 1 x(1 +1n x) A-xco | (1 4+ 1In x)
. 1 A 1
= lim [~ —————], = lim [~ >————+ 1] = 1 ,
Avao 1 + 1n x°1 Ao 1 +1InA
Dan geldt: ) £(n) is convergent; dus ook Z ! convergent.
n=1 9 n=2 n(l + 1ln n)
b) De reeks z -—Jl—r—ﬁ is convergent op grond van het kemmerk van Cauchy,
. n=1 (2 + =)
immers n
n 2 7, 2 2
lim L = lim ——— = (h 1.

n->e (2+-—-) e 2 + — n-»co2+—
n n
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f sin x f (cos x) 'dx
5. dx = - =
| == ] ; 3
sin"x cos X -cos'x (1 ~cos"x)cos x —cos”x
1
= J (cgs X) dx = J du met u = Ccos X .
2 cos"x - cos X 2u” - u
Schrijf
31 _ 1 =%+ B__,_D |
2u” - u u(2u2-1) w2 -1 w2 + 1
dan is
1 = A(2u2-l) + Bu(uw/'2 + 1) + Du(u/i -1,
2A+B2+D2=0,B-D=0, -A=1,
A=-1,BB=2,D=472.
Dus

J__g_‘L_=_J.§E+%/‘2‘J_iL+%/§J_E}_L_=
2u” - u “

w2 -1 w2 + 1
= =lnfu| + § 1njuw/2 - 1| + §|ln w2 + 1] + C =
= -1n|u| + |} 1n|2u2 -1 +c,

zodat we voor de oorspronkelijke integraal vinden

sin X
J ) 3 dx =
sin"x cos X - cos”x

In|2 cos?x - 1| - 1n| cox x[ +C =

Nol—

1n|cos 2x| - ln|cos x| + C .

[
(X

6. Deel door x2(1 + xz)2 = (x + x3)2 dan staat er

} 3y _ 2 _
- (x + X))y §12+ 3xT)y _ 4x — of (= 3), = ( 2 2), ,
(x + x7) (1 + x°) X + X 1 + x
zodat
J 3 = =2 5+ C y = -2x EéC(x + x3) ,
X + X I + x w

waarin C een willekeurige reéle constante is.
We geven ook nog de orthodoxe oplossing met de methode van variatie van con-
stanten.

De homogene vergelijking schrijven we als volgt
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2
d 1 + 3x _
—)Zr— 7 dx =0 .
X + X
Dan volgt na integratie
tnly| - 1nlx + = ¢, |y| = lx + $],

y = D(x + x3) met D # 0 .

Maar y = 0 (voor alle x) is ook een oplossing, die we hebben verdonkeremaand
toen we door y gingen delen.

De algemene oplossing van de homogene vergelijking is dus y = D(x + x3), D
willekeurig.,

We lossen nu de inhomogene differentiaalvergelijking op door te stellen

y(x) = D(x)(x + x0) .

Substitutie geeft

(x+x)ID' ) (x +x°) + D(x) (1 +3x5)] = (1 +3x2)D(x) (x +x°) = x> ,
#2142 = 4, D) = e
(1 +x7)
zodat D(x) = - 2 + C met C € R,
I + x

De algemene reele oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking is

dus

y = =-2x + C(x + x3), CeR .,

Stel z = x + iy, x € R, v € R, Dan is

, \ iz i -
iz = ix -y en |e ] = eRe(lz) =e

De vergelijking Ielzl = 1 is dus equivalent met de vergelijking eV = 1, dus

met y = 0, en dat betekent dat z reéel is.

le
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Examen/tentamen juni 1975

Bereken

2 . 1
X“sin —
. X
lim

—_—
sin x
x>0

Beschouw de reeks

o 2n

Z X
el 2n-1)i(2n+1) °*

a) Voor welke reéle waarden van x convergeert deze reeks?

b) Bepaal de som van de reeks voor deze waarden van x.

Teken in het complexe vlak de getallen z die voldoen aan

(z - 2i)% = -1 .

Bepaal de integraalkromme van de differentiaalvergelijking

2, 2
Xy cosy=2=cosy

welke gaat door het punt (1,0).

Bereken:

1
J arcsin vx

vx(1l -x)

dx .
0

Beschouw de functie f gedefinieerd door

f(x)

Bewijs:

(1973) 11y = —7.31975 . (1975)! .

17
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Oplossingen Tentamen juni 1975

2 .1
x“sin =

1, lim =————= = lim
oo SinXx =0
Voor x # 0 geldt 0 < |x sin §4 < le. Uit 1im 0 = 0, lim |x| = 0 volgt, op

lx*O x+0
grond van de insluitstelling, lim |x sin ;I = 0, wat equivalent is met
x>0
lim x sin % = 0. Dus
x>0 2. 1

XSln;

ln —mx = 10=0.

x>0 °

.1
: *X sin — .
sin X X

2. a) De reeks convergeert voor x = 0 en voor x # 0 is

Lim | 2n+2 @n-Dienrl) | 2 _
, _ Cim X
oo (2n+1):(2n+3) X2n o 2n(2n + 3) ’

zodat volgens het convergentiekenmerk van d'Alembert de reeks absoluut
convergent is voor alle x € R,

b) Zij S de somfunctie van de reeks. Dan is S(0) = O en voor x # 0 schrij-

18

ven we
S(x) = v 2n x2n _ v 2n x2n _ E (2n-+1)x2n._ E x2n .
= —— e —— T T
n=1 2n+1)! 0=0 (2n+1). n=0 (2n + 1), 0=0 (2n+1).
© 2n w 2n+1
-] ALy ox
=0 (2n)! R (2n+1)!
Dus
sinh x
{cosh X - voor x # 0 ,
S(x) =
0 voor x = 0 .
N.B. Uiteraard geldt
lim (cosh x - EEEE—E) =0 .
x>0
3. Schrijf z - 2i = re'?, Uit |vi| =1, arg(=i) = - % volgt dan r = 1,

i kn
p = - T§'+ =3 k € Z, zodat

i kmi Ti ki
7Z47 3 BV AR

z - 21 =c¢e s 2 = 21 + e .
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Door achtereenvolgens k = 0,1,2,3,4,5 te stellen, vinden we de wortels
Z132y5e00y2, Van de vergelijking.
Merk op dat deze wortels op de cirkel |z - 2i| = ] liggen en dat de punten

Z1sZyseensZg de hoekpunten zijn van een regelmatige zeshoek,

—™X-as

4, We schrijven de differentiaalvergelijking in de gedaante

cos zz dy = gg )

2 - cos”y X

Integreren geeft dan

J cos y dy = J 25

H
2 - cos’y x2
4 t . )
- % = J (sin y) dg = J (sin y)zdy = arctan(sin y) + C .
2-(1 -sin”y) I + sin“y
Door deze vergelijking worden de integraalkrommen bepaald. Voor x = | is
y =0, dus -1 = 0 + C, C = -1, De integraalkromme door het punt (1,0) wordt

dus gegeven door de vergelijking

Wl—

arctan(sin y) =1 -

5. De integrand is begrensd in de omgeving van 0, immers

. arcsin vx 1
lim . =1,

x+¥0 Vx vl -x

maar niet begrensd in de omgeving van 1. Dus

1 a

arcsin vx . arcsin vx

—_——dx = lim ——— dx,
vVx(l - x) atl vx(l - x)

0 0




6. Schrijf f(x) = 2x + 3 +

T 6,75
. . /e = 2 dx _
Substitutie van ¥x = t, x = t°, T 2t geeft
1 ~ Va
J arcsin VX o _ y:n J arcsin t 2tde =
0 vx(l - x) atl 0 tvl - ¢t
Va
= 1lim 2 J (arcsin t)(arcsin t)'dt =
atl
0
. . 2|t=Va . 2 nz
= 1lim (arcsin t) = lim (arcsin va)* = 7T -
t=0
atl atl

=2x +3+ 70x - 2)_'. Dan is

7
3x -2
' -2
f'(x) =2 -7.3(3x - 2)
7 2 -3

£ (x) 2(3x - 2)

3

(3)()__73 23(3x—2) geee o

We bewijzen met volledige inductie dat voor alle n € N met n = 2 geldt
(1) £ ™) = ((HN7.3% @) Gx -~ 2)" @D

Voor n = 2 (en voor n = 3) klopt het, zoals we hebben gezien. Als (1) geldt

voor zekere n € N (met n = 2) dan is

£y = ™y = DML @l (s 1) Gx-2) P23

= (-1 A (@)D Bx-2)" ()

dus geldt (1) dan ook voor n+1.
Hiermee is bewezen dat formule (1) geldt voor allen ¢ N met n =2 2 en (ui-
teraard) voor x # 3

Neem x = 1, n = 1975 in (1), dan komt er

1975 1975

e973) 1y o (c1y1975 7 .31975 (1975y1.1 = -7.3

1975 1975yt .

20
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1975

Wie een automobiel wenst te kopen van het merk F moet kiezen uit

a) een cilinderinhoud van 1100 cc, 1200 cc of 1300 cc,

b) een stuurversnelling, een pookje of een automatische schakeling.

Bij een cilinderinhoud van 1100 cc is geen automatische schakeling leverbaar.
Bovendien kan de koper op een lijst van n (n ¢ IN) accessoires aangeven welke
van deze extra's (mistachterlicht, autoradio, etc.) hij aangebracht wil zien,
We noemen twee automobielen van merk F verschillend als zij verschillen in
cilinderinhoud of schakelsysteem of als &&n van beide een accessoire heeft
die de ander mist.

Hoeveel verschillende automobielen van het merk F kan men bestellen?

Bereken:
1

2 - cos X x2
lim ( S %)

X-ro

Bereken:

Beschouw de reeks

[+

) X
n=2 (n+1)(n-1) °

a) Voor welke waarden van x is deze reeks convergent?
b) Zij R de convergentiestraal.

Bepaal de som van de reeks voor |x| < R.

Hoeveel termen van de reeksontwikkeling van arctan x rond x = 0 moet men

meenemen om 7 (= 4 arctan 1) in vijf decimalen nauwkeurig te berekenen?

Bepaal alle complexe getallen z waarvoor geldt:

z .
e =1+ 1,




H 6.75

Oplossingen Herkansingstentamen juni 1975

Er is een 1100 cc F met stuurversnelling, een 1100 cc F met pookje, een 1200
cc F met stuurversnelling, een 1200 cc F met pookje, enz., Dit zijn 2+3+3=8
verschillende auto's waaruit de koper kan kiezen. Na ieder van deze keuzen
kan hij nog accessoires kiezen op een lijst van n stuks. De accessoires die

hij kiest vormen een deelverzameling (eventueel de lege verzameling) van de

 verzameling met n elementen. Het aantal deelverzamelingen is 2%,

Het aantal mogelijkheden om een F te kiezen is dus

8,20 = 273 |

"1'7 . 1_2_ 1 (2 - cos x)
. 2 - cos XX . X
lim ¢ = ) = lim e .
x-')OO X
L . .. 1 _ . ,2 - cos X 3
Voor x > 0 is 1In — < J.ll.\—_—-> < 1ln = » dus
X X X
-1ln x 1 2 - cos X In 3 - 1In x
2 = 2 In¢ X ) = 2 '
X x X
Uit lim _1121 X - 0, lim (31-1-2—3- - EI-ZE) = 0 volgt, op grond van de insluitstel-
X*ro X Xro X X

ln(z -~ CO0S X

. 1 . . .
ling, lim -5 ) = 0, De functie e* is continu, dus

X>® X

—1— lim L ln(--——-------——-2 =L x)
2 2
cos x)x X% X 0

1im(2'_ = e =e =1,

X->co
N.B. De volgende "oplossing'" is niet correct:

i 1lim L

2 - co xx2 2 - co xx+°°x2 0
lim ( =% = (lim —=25) =0 =1,
X0 X->00
want dan zou bijvoorbeeld ook gelden
1 lim o=
lin @)™ * = (1in H* =%=1,
xro X x> *
Dit is in tegenspraak met
1 1 1
. 1.1n x 1n x‘ln X - -1
lim (;-) = lim e =lime =e¢e .

X Ko X->00

22
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De integrand is niet begrensd in de omgeving van x = -1 en in de omgeving

van x = 0. Door de substitutie x = -t, g% = =] gaat de integraal over in
0 0
Ly ax o= - | L g = - de |
xV1+x -t\l-t /E?TTTET
- 1 0

De laatste (oneigenlijke) integraal kan men door de substitutie vVt = u
dt

2/%

Dan volgt

b

= du verder herleiden.

0 1 1

J] X dx:—J—.(_i-_E__.z—z J—.—d—l}.__z
L b+x o VTt o T2

. 1
-2 arcsin u 0

a) De reeks is convergent voor x = 0 en voor x # 0 is

L erDG-D | GG
n

X
lim | . im
e (B F2)n x - (n + Dn

x| = Ix| .

Volgens het convergentiekenmerk van d'Alembert is de reeks absoluut conver-

gent voor le < 1 en divergent voor Ix] > 1,
<o

. ] .o s -
Voor x = | is de reeks Z « Dit 1is een reeks met positieve
ney @+ (-1)
termen, die convergent is op grond van het limietkenmerk, want

]

lim (n-+13(n-1) = lim =1#0en ) lf
n>e - n*° n- - 1 n=2 n
n

is een convergente reeks met positieve termen.,

© (_Dn
Voor x = =1 is de reeks Z CEDICE
z (-n* "

) ](n-rl)(n-l)l is de reeks die we net onderzocht hebben.
=2

Deze is absoluut convergent, want

Conclusie: de reeks is absoluut convergent voor Ix] < 1, divergent voor

|x‘ > 1.

23
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b) Uit a) volgt dat R =1 ig,

Zij S de somfunctie van de reeks. Dan is S(0) = 0 en voor O < [x| < 1 schrij-

ven we
X
S(x) = | S———=14 ] -1} ] =
n=2 (n+1D)(n-1) n=2nl n=2n+l
E xn+l E Xn-l
=£ "% =
n=1 © n=3 o
= -1 I 1227 =
= ~ix 1In(l - x) - E;E—In(l -x) -x - Ix] =
In(l -
= ~ix 1n(1 - x) + —Eiiz—Qil + 1+ ix =
1 - x2
= —= In(l = x) + § + Ix .
Dus 2
l—%zi— In(l - x) + 4+ Ix wvoor 0 < |x| <1,
S(x) =
0 voor x = 0 ,
N.B. Vanzelfsprekend geldt:
1 -~ xz
1im [-—75:__ In(l ~x) + } + Ix]1=0.

x+0

5. De reeksontwikkeling van arctan x rond O is

o n x2n+1
arctan x = ) (-1) 5IT
n=0
geldig voor -1 £ x < 1, Dus

- n oc _
m =4 arctan 1=4 ) CL_ G 4 oDt gL

= =1
n=0 2n+ 1 n=0 2n + | nel 2n

S . 4 4 4

Dit is een alternerende reeks met lim -—=—— = 0 en 0 < < 7 voor
oo 2n-1 2n+1)=-1 2n-
alle n € N, Dan geldt: bij afbreken na de term (;I)N—] Eﬁng (dit is de N-de
term) ligt de afbreekfout E in tussen 0 en (-1) §ﬁ$:T .
We bepalen N ¢ N nu zodanig dat Eﬁng < %.10-5. Dit geeft
2N + 1 5 5 1

4 2 2.]0 ) N 2 4.]0 T 3 duS N 2 4000000 .



6.

25

H 6.75

Dan hebben we het volgende bereikt.
Als we 400.000 termen van de reeks voor T meenemen, dan ligt de afbreekfout

E in tussen 0 en —s » dus zeker tussen 0 en %.10_5.

5
8.107 +1
We zullen ons niet bezighouden met de vraag hoe de som van die 400.000 ter-

men in decimale vorm berekend kan worden,

Twee complexe getallen (# 0) zijn dan en slechts dan gelijk als ze dezelfde
modulus en hetzelfde argument (afgezien van een veelvoud van 21) hebben.

Uit ]ez| = eR® z, [1 + i| = V2 volgt dus Re z = 1n V2 = 3 In 2, en uit

arg e = Im z, arg(l + i) = % volgt Im z = % + 2km, k € Z. De oplossings-
verzameling van de vergelijking e? = 1 + i is dus

{zea:|z=51n2+i({-+2kn),kez}.
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Proeftentamen oktober 1975

Bereken:

a)

b)

a)

b)

De

a)
b)
c)

De

a)
b)
c)

d)

. 2n + n cos n
lim .

e (02 + 13+ (-]

2 arctan'% + arctan ﬁ% .

De functie f is gegeven door f(x) = x2e4x'
Bepaal f(n)(O) (n € W) .
Bereken:

1

J sz + x3 dx .

-1

functie f: (-m,7) + R is gegeven door

f(x) = x In 33345 (x # 0) ,

£(0)

0 .

Bereken £'(0).
Bereken f'(x) voor x # O.

Is f' continu in 07

. . . _ 15, n
rij (an) is gegeven door a = (2n-+1)(T7 .

Voor welke n geldt a < a?

n+l n
Bewijs dat de rij convergeert,
Bereken

lim 9;- .

n->re°
Bereken

lim a_ .
n-ro

26
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5. De functie ¢9: N u {0} >R is gegeven door
o(n) = (3 + /5" + (3 - /5",
Bewijs:

a) ¢(n+1) = 6p(n) - 49(n~1) voor iedere n ¢ N;
b) ¢(n) € N voor iedere n ¢ N u {0};

¢) ¢9(n) is deelbaar door 2% voor iedere n € IN,

27
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>Oplossinggn Proeftentamen oktober 1975

1. a) We gaan eerst afschatten:

2n + n cos n 2Zn-n n

) oo 0 2 =2 >0
"+ D3+ (-1)T 4@ +1) 4(n"+1)
2n + n cos n c2nt+mn  3n 3
2 2n°’

@2+ )3 + (-D™ 2%+1)  2n

dus

. 2n + n cos n 3
0 < < == wvoorne¢ IN .

¥+ 103 o+ (-T2

Uit 1lim 0 = 0, lim -3—- = 0 volgt, op grond van de insluitstelling,
N> n->o n

. 2n + 1 cos n
lim — = 0
n> (n°+1)[(3 + (-1) ]

b) Stel arctan%= p en arctan-l%= q.
. 5 i T T i 0
Dan 1is tanp=zen—3<p<-§,zelfsz<p<-§;tanq=—~§-en

3

--1-T-<q<-ﬂ-,zelfs— q<-g-.

2 X 2 i 4 T 37 37
Uit-2-< 2p<1r,z<q<-2-volgt-z—< 2p+q<—2—-. We berekenen
40
tan 2p +—=
_ _tan 2p +tan q _ 9
tan(2p +q) = l-tan 2p tan q 40 ’
1 - 35 tan 2p
waarbij
2
tan 2p = 2tanjz= 225=—i8-.
1 - (tan p) I - =

Dustan(2p+q)=0en%11-< 2p+q<g_",

Hieruit volgt 2p + q = 7, 2 arctan % + arctan —y = T,

2. a) Volgens de regel van Leibniz geldt

£ = D™ - O EH PR - DTV
() e (07D 2y

+

voor n € N, n 2 2 en voor alle x € R,
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We bewijzen met volledige inductie dat (e4x)(n) = 4n.e4x voor n € Z, nz0

(en voor alle x ¢ R).

4x)(0) - e4x 4x 4x

Voor n = 0 is het linkerlid (e , het rechterlid 40.e =e ,

zodat de gelijkheid geldt voor n = 0., Zij n € Z, n = 0 en neem aan dat

(e4x)(n) = 4n.e4X. Dan is

(D) IRy @y L gn Ay n ol x

zodat dan de gelijkheid ook geldt voor n+1,

4x)(n) .

4x .
Dus (e @ voorne€¢ Z, nz20 en voor alle x € R, Substitueren

we dit resultaat in de uitdrukking voor f(n)(x) dan vinden we

f(n)(x) = 4n.34x.x2-+n.4n—l.e4x.2x-+E£%;%Ll. 4n_2.e4x.2 =
=4nmzéx+hhﬁrkxéx+n@—1L4WQ@%<,

dus f(n)(O) = n(n -1).4n_2 voor n € N,n = 2,
Uit £'(x) = 2xe4x + 4x2e4x, £'(0) 0 volgt dat f(n)(O) =n(n-=-1).4

voor alle n e I,

n-2

n

1 1 1 2
J %2 + x° dx = J /§§}1-+x dx = J levl-+x dx = J lt-—ll/zidt,
-1 -1 -1 0
waarbij de substitutie x+1 = t is gebruikt,
Op het interval 0 < t <1 is |t-1] = 1 -t en op het interval 1 < t < 2
is |t~ 1| = t-1, zodat
1 1 2
J V22 + x3 dx = J (1 -t)/t dt + J (t-1)/t dt =
=1 0 1
1 2
= J (tl/2 t3/2)dt + J (t3/2 tl/z)dt =
0 1
2 .3/2 2 . 5/2.1 2 . 5/2 _ 2 .3/2:2 _
= 53 58 it 3t
S2_2 .82 472 2, 2_8+4/2
3 5 5 3 5 3 15 '




P 10.75
. a) £'(0) = 1im-:f—(-)—{})-<—-:__-—g-<—o-)—= lim 1ns—1-;-:—-}-{-= In(lim Sl: X) =1ln 1 =0,
x>0 x+0 x>0

waarbij we bij het derde gelijkteken de continuiteit van ln x hebben ge-
bruikt.

b) Voor x € (-m,m), x # 0 is

. sin X 1 X CO0S X — sin X
t'(x) = 1 ——— + X - - =
X sin X 2
S———— x
X

it

sin x . ¥ cos x - sin x

In <
X sin X

N.B. We mogen voor x # 0 niet schrijven f(x) = x ln sin x - x 1ln x omdat
voor -7 < x < 0 zowel sin x als x negatief zijnm.
sin x | _ X
X sin x

¢) lim £'(x) = lim (In
x*0 x>0
(vergelijk met a)), dus f' is continu in 0.

scos x = 1) =1Inl1+1.1=-1=0=£'(0)

15, n+1 15,n 15
a) a,, <a als (20 +3) (55 < (n+1)EH, 75(2n+3) < n+l,

30n + 45 < 34n + 17, 4n > 28, n > 7.
b) De rij‘as,ag,alo,... is monotoan dalend (volgens a)) en naar beneden be-

grensd door 0, dus convergent. Dan is ook de rij a;s2y,... convergent.

¢) lim ean = lim %% 52n-+1 = %% op grond van de insluitstelling, immers
o >

%;=%?r? voor n ¢ N ,

lim ! = 1, lim 93.?5 = 1,1 =1, zodat ook lim 52n-+1 =1,
n> nre 15 n>®
d) De rij (san) convergeert naar % (volgens c¢)). Dan geldt voor iedere

T n
1 < V/2n+1 < ¥2n+n

]

n 15 . 1 .
. v 15 _ =
e > 0: a ¢ (]7 € 77 * €) o.d.d. Kies ¢ T Dit geeft
14 f}—— 16 l4.n 16.n
17 < Ve, <77 o.d.d., GT7) <a < G7 o.d.d.
. . l4\n . 16,n . .
Uit lim (=) = 0, lim (=) = 0 volgt dan, op grond van de insluitstel-
17 17
n+re nre
ling, lim a_ = 0.

n
n>®

30
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5.8) ga+1) = G+ L G-/ L Ga B2 HYT L -/H 2B -] -

(14+6/5) 3+ /5™ + (14 -6/5) (3 - /5! =

6(3+/5) - G+ 4+ 63-BH -G -HY! -

6(3+/H + 6(3-/H-4@+/HY! - 43-/HY -

6p(n) - 4o(n-1), ne N .

b) Voor n ¢ N u {0} geldt ¢9(n+2) = 6p(n+1) - 4¢p(n) volgens a). We bewij-
zen met volledige inductie dat ¢(n) € IN voor n ¢« W u {0}:
9(0) =1 +1=2¢ N, ¢(1) =3+ /5+3-V/5=6¢c N; stel go(n) ¢ I,
¢(n+1) ¢ N voor zekere n ¢ N u {0}, dan is ¢(n+2) = 69(n+1) - 4¢(n) eZ,
maar omdat volgens de definitie van ¢ geldt ¢(n) > O voor alle n ¢ Nu {0}
is dan ¢(n+2) ¢ N.
Dus ¢(n) ¢ N voor allen e W u {0}/

Opmerking: We kunnen ook een rechtstreeks bewijs geven met behulp van het

binomium van Newton:

n n
] O3 emE e T M3 R emE -

9 (n)
k=0 k=0 X

¥ n .0k k k
=7 (k)3 ST+ (-] voor ne N u {0} .
k=0

Voor k oneven is (/g)k + (-/g)k = (/g)k - (/g)k = 0.
m, is (VH% + (-/HE = 5T 4 50 2,50

Voor k even, k

1
o
-
<
o
c
L7/]

-k
0(n) = D3RS + (/DK =
k even, 0<ksn
[ n-1
2 n n-2m_m
2§ (37" voor n = 1,3,5,...
=J m=0
o
2 n n-2m_m
2 z (2m)3 5 wvoor n = 0,2,4,... .
i m=0

Hieruit blijkt dat ¢(n) ¢ W voor n ¢ W u {0},
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c) We geven een bewijs met volledige inductie: ¢(l1) = 6 en 6 is deelbaar

door 2, 9(2) = 69p(1) = 49(0) = 36 ~ 8 = 28 en 28 is deelbaar door 4-=22.

32

Laat n € IN en neem aan dat ¢(n) deelbaar is door 2™ en dat 9p(n+1) deel-

+1
baar is door 2t .

Dan zijn er getallen p(n) € N en q(n) ¢ N zodanig dat ¢(n) =2np(n) en
n+l

o(n+1) = 2 q(n).

Hieruit volgt 9(n+2) = 6¢(n+1) - 4o(n) 3.27 “q(n) - 2n+2p(n) =

= 2™2(3q(m) - p(m)) = 2™%r(n) met r(n) = 3q(n) - p(n) € Z en r(n) > 0,

dus r(n) ¢ W; ¢(n+2) is dan deelbaar door 2n+2.

n+2

1

Dus ¢{(n) is deelbaar door 2% voor alle n ¢ IN.

Voor de liefhebbers.

Er bestaat een verband tussen de rij ((p(n))nE en de rij (dn)n€E€ van

N

p = 1 dy =1, dn+1 = dn—l + dn voor n 2 2.

We zullen met volledige inductie bewijzen dat

Fibonacci gegeven door d

¢(n) = Zn(dzn—l +d ) voor me W:

2n+1
6 = ¢(l) = Z(dl + d3) = 2.3,

X -
28 = ¢(2) = 2 (d3 + d5) = 4.7 .

), o(n+1) = 2n+l(d +d ) voor zekere
b

n
Stel ¢9(n) = 2 (d2n_ In+l 2n+3

1 ¥ one
n e N, dan is

n+1
o(n+2) = 6p{n+1) - 4o(n) = 2 (6d2n+l + 6d2n+3) +
n nt+2 _
2ady g ady ) =20 TGy 3y s mdy )
= ™24 + 3d - -d_ ) =
2n+1 2n+3 on+1 ~ Yon
n+2 n+2
== = 2 =
20Ty g gy ) =2 Ay 3dy )
n+2 n+2
=2 (2d2n+3 tdoes) T2 ldyg d2n+5) ’

Dus ¢(n) = 2n(d2n_] +d ) voor alle n e W.

2n+1
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Examen/tentamen januari 1976

1. a) Bereken

x7
J 7 dx .
X + 1

b) De functie f: R\{0} + R wordt gegeven door

2
X

2 - .

f(x) = % arcsin
X7 + 1

i) Bepaal de afgeleide van f.

ii) Ga na of f continu voortzetbaar is in O.

2. a) Onderzoek voor alle q € R of de reeks met algemene term

1 1
a = e arc tan Smt—
n 3+
nq n2
convergeert.

b) Gegeven zijn de integralen

” 2
In = J e ¥ dx (n e WN) .
0
Bepaal een recurrente betrekking voor In en bereken I7.

3. a) De functie f: (-1,») - R wordt gegeven door
f(x) = In(l + x) .

Bepaal het interpolatiepolynoom p van Taylor rond O van de tweede graad
voor f. Geef een formule voor de fout die bij de benadering van f door p
gemaakt wordt.

Bewijs dat voor alle x > 0 geldt

x2 x3 x2 x3
x—-2—+ <1n(l+x)<x——§-+—3—.
3(1 + x)

b) Geef een decimale benadering voor 1ln %-met een fout die hoogstens 10—2 is.




T 1.76

4, a) Los op in € de vergelijking
210_225+2=00

b) Bepaal de algemene reéle oplossing van de differentiaalvergelijking

x3y' +x(x+ Dy=1.
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Oplossingen Tentamen januari 1976

x4+l

7 7 3 3 3
1. a) J —751-—— dx = J X +4x — X 4x = J x3dx - J X dx =
X X

+ 1 + 1

4 '
%x4_£Ji§T"_ﬂ_ dx = ix* - I InG*+ 1) + C .
+1

— arcsin n\ /

1 1 2x(x2+1) - 2x

1
X \/ _ x? ? x2 (x2 + 1)2
2 2

=" arcsin =
+ 1)/x

1

b) i) f£'(x)

]
|

3

-1l arcsin\ /—2—o
|xl(x2+l) x2 x2 + 1

ii) lim £(x) = lim - arcsin ——Xe— =

x40 x40 X V%2 + 1

il
[
e
=4

L]

1l

-

want
arcsin ——me—
I/ 2
lim xx +l=11m-§-].-%—= 3
x+0 —_— y+0 y
Vx2 + 1
lim £(x) = lim L arcsin ——mem— = lim - L arcsin ——deme— = ~| ,

x40 xt0 ¥ vx2 + 1 yy0 Y y2 4+ 1

Dus: lim f(x) bestaat niet, f is niet continu voortzetbaar in O.
x>0
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(o2
2, a) 2 a is een reeks met positieve termen.
n=1 1 I

~e

. 1 . .
Voor grote waarden van n is a ® —. . Daarom kiezen we

3 =
[ nq /;;Z 1 nq+2[3
als vergelijkingsreeks Z] b met bn = 273 en passen het limietkenmerk
toe: ns n
a
n . 2/3 1
lim -=— = lim n arctan 573 =
oo bn fngac) n2 3

= 1im e = i 2LCtan X _ £0 .

e 1 x¥0
n273
o e
Dus zijn z a en z bn beide convergent of beide divergent.
n=1 n=|]
s i 1 : 2 .
De reeks E bn'— Z —a:§7§ 1s convergent als q + §-> 1 en divergent als
9 n=1 n=1 n
q+—3—S 1,
Conclusie: z a is convergent als q > %—, divergent als q = %—.
n=1
b) Voor n€ N is

(=2

A A
% 2 _n+l
In = lim f X e dx = lim f e d =7 =
by bre g
A
= 1im [ 1 n+l -x"|A + 2 n+2e—x dx] =
n+ 1 0 n+ 1
Ao
0
2 o
n+l -A

_ s rA e 2 n+2 -x _ 2
= 1im [ — 1+ — f e “dx = 0 + 7 Lo

Aroo

0
= 1
dus In+2 ;(n + l)In.
Hiermee vinden we
[--]
_6 4 2 3 2
L2731 =6 fxe'xdx=
0.
.A _x2 5 —x2 A —A2
= -3 lim. f e " d(-x") = -3 lim e = -3 lim (e - 1) = 3,
Areo Ao 0 A-rco
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3. a) Het Taylorinterpolatiepolynoom p is het beginstuk van de Taylorreeks van
f rond 0, dus

p(x) = x - %xz .

De fout die bij de benadering van f door p gemaakt wordt is volgens de

formule van Taylor:

3 3

X 2 _ X
6

3
£ - po = 5 £ P e - 3 5
: (1 + &) 3(1 + &)

met £ tussen 0 en x.

Voor x > 0 geldt 0 < g < x, 1 <1 +¢ < 1 + x, dus

3 3 3
X . X X
3y
301+ x)° 301 +.80)° 3
zodat
3
x - ix° + X 7 < In(l + x) < x - éxz + %-x3 .
3(1 + x)

b) Uit a) volgt

1 4 ]
. Z§ < 1n 3" p(g)

A

W —

1 1
09 A s
192 34 81
zodat de fout die we maken bij de benadering van In %-door p(%) waarschijn-
lijk te groot is.,

We ‘gebruiken daarom de reeksontwikkeling van In(1l + x) rond O:

411y
Inz=3-5(3" +

1,1.3 1, 1.4
3(59 - Z(g? Foow o

Dit is een alternerende reeks waarvan de rij der absolute waarden van de

termen monotoon naar 0 convergeert, zodat

2

4 1 1,1.2  1,1.3 ! L < (0,31).1072

+ =(=)” - E met 0 < E < =
4.34 324

Afronden van de termen op 3 decimalen en optellen geeft
1n % ~ 0,333 - 0,056 + 0,012 = 0,289
met een totale fout (in absolute waarde) van ten hoogste

(0,31).10"2 +3.4.1073 = (0,46).107% .
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Als we het eindantwoord willen opgeven in 2 decimalen wordt het resultaat

1n % ~ 0,29

met een fout hoogstens

% 1072 4 (0,46).10_2 <1072,

a) Herleid de vergelijking z]O - 225 + 2 = 0 door de substitutie w = z5 tot

een vierkantsvergelijking en los deze op door een kwadraat af te splitsen:

W - 2w+ 2=0, w-D>s1=0, w-n?-i2=0,
(w-1+i)(w-1-1) =0 .
De wortels zijn dus w, = | + i, w, = 1 ~ i, De wortels van de oorspron-

1 2
kelijke vergelijking vinden we nu door de vergelijkingen z5 =1+ 1en

- 1 op te. lossen.

Ti mi + 2kmwi
0~
Uit 25 =1+1i=+2 e4 volgt z = V2 e20 > y ke Z;
_mi i 2071
- 0 —m f =
uit 25 =1-1=7v2e 4 volgt z = V2 e 20 3 s ez,
zodat de wortels van de vergelijking z]0 - 2z5 + 2 =0 zijn
i 9ri 1771 2571
b o) 20 10 20 70 )
2z, = V2 620’ zy = 75 20 s 2q = Y5 o 20 s 2y = Y7 e 20 ,
33ri mi i 1571
0— 70 0~ 20 70 20
z. = V2 e 20 s 2, = V2 e 20, zZ, = @i-eZO s Z —]97 e 20 ,
5 6 7 8
23ni 3lwi
_ D 20 _ 20
Merk op dat Zg = 20 27 = Zgy Zg = 24, 29 = 245 25 = zZ,

]

b) De homogene vergelijking x3y' + x(x + 1)y = 0 lossen we op met scheiding

van variabelen:

d

—% + xx; ] dx =0,

In]y| + 1n|x| —‘% =C,
1/x

c 1/x
lyx| = e”e’’, y =

L)
o
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(De verduisterde oplossing y = 0 correspondeert met D = 0). We lossen nu de
inhomogene vergelijking op met de methode van variatie van constanten, dus

door te stellen

1

_ D(x) X
y x e -
Substitutie in x3y' + x(x + 1)y = 1 geeft

1 1

ex) + (x + I)D(x)ex =1,

zodat

D(x) = f li-e dx = e 2+ C .
X

De algemene reele oplossing van de differentiaalvergelijking is dus

1
y=_+=e,

KO

1
X

waarin C een willekeurige reéle constante is.
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1976

Bereken
. arctan x - xél - x2
lim .
5
x>0 X
Bereken
J lELL;LjQ—dx .
xVx

1

Geef een decimale benadering van 3 %% met een fout kleiner dan 10

Los op de differentiaalvergelijking

S . N :
Yy eyt e syt - =0

met beginvoorwaarde y(0) = 2.

De rij (an) is gegeven decr
a; = 0

2
a e + an (ne W) .

a) Bewijs dat voor alle n ¢ IN geldt:

an < 'zl’. .

b) Bewijs dat de rij (an) convergeert,

c¢) Bepaal lim a_.
n>o n

a) Bepaal het interpolatiepolynoom p van Lagrange dat met siv(nx) samervalt

in de punten O, %-en-% .

b) Bewijs dat

sin(mx) < p(x) voor 0 < x <'%

en

sin(mx) > p(x) voor %-< X < =

DN =

40
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H1.76

N.B, In de bekende notatie is f£(x) = p(x) + Rn met

f(n+l)(5)

Rn =—(-r-l—m— (x - ao)(x - al)...(x - an) .

Bewijs dat

0,239 < sinl—“z- < 0,271 .,

41
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1976

, ::1rctanx—x?/1-v-x2 . arctranx—'x(l—x2 1/3
lim — = lim 2 =
x>0 X x>0 X
4
1.3 .1 5 - 12 1. 2%
= lim =
5
x>0 X
1 1, 5
. (3-"'3)}( Fae 14
=1lm a2
5 5
x+0 X
o A A
- -1
jlr-‘-(—‘-f-l‘-)-dx = lim Jx 3/200(1 + x)dx = lim -2 J In(1 + x)dx ? =
, xVx Aro Ao ,
|, A
1n(l+x)A dx
= lim [=2 “—e——— +2J ] =
Ao V¥ 1 | Yx(1 + x)
A
=1im[-2-——————1n(]+A)+21n2+4 J———-—-—-—-d'/; 2]:
Ao VA 1 1+(\/}_<-)
=1im[-2M+21n2+4arctan/K—4arctan1]=
Ao VA
=21n2+4--’2‘-,—n=21n2+n.
1 2 1 2 5
3/19 3.0/3 13, 3P 35 30PEF 5 3 .
Vig= U+ 15 =30y TGy gt "
_ 1 ly2 513
= lr T G 3 e s
=1+a1-a2+33"a4+....
waarbij voor de alternerende reeks a - a, tag -t geldt
a
ntl _n-1/3 3
3 == .-1—6<1,an+1<an voor n € IN .

n
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2 + E met

[}
+

Dus

[))
—
o))
|
~
[o))
~r

3

5,1 -3
0<E<§(-IT < (0,41)10 .

Afronden van de termen op 4 decimalen geeft

3/19

T 1,0000 + 0,0625 - 0,0039 = 1,0586

met een fout (in absolute waarde) van ten hoogste

4 3

0,41)107> + 7107 = (0,46)107

waarbij we opmerken dat de afrondingsfouten in 1,0000 en 0,0625 gelijk zijn
aan nul.

Willen we het eindantwoord opgeven in 3 decimalen dan vinden we\?ﬁgg ~ 1,059
met een fout hoogstens

3 973

(0,46)10_3+%-10_ 1072,

4. We schrijven de differentiaalvergelijking als volgt:

3

3(x2 + ])yzy' 1 -y,

3(x2 + l)yzdy (1 - y3)dx .

Deze vergelijking kunnen we oplossen met scheiding van variabelen door te
delen door (x2 + 1)1 - y3). Daarbij wordt de oplossing y = 1 (voor alle x)
verduisterd; deze oplossing voldoet echter niet aan de beginvoorwaarde

y(0) = 2. We vinden

ByZdX - dx

’
1 -y3 x2 + 1

en na integratie

—lnll - y3| = arctan x + C ,

1 - C arctan x
3
1=y

| = D(y3 - ‘)earctan X .

Substitutie van x = 0, y = 2 geeft 1 = 7D, zodat de vergelijking van de in-
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tegraalkromme door het punt (0,2) wordt

5. a)

b)

c)

6. a)

3 arctan x

(y° - De =7,

We bewijzen met volledige inductie dat voor alle n ¢ IN geldt
0 £ a <-l-
“"n  4°

Voor-n = 1 is de bewering waar.

Zij n € N en neem aan dat 0 < a_ < %-. Dan is

n
3 3 2 3 1 1
——— — — P — e
676 % “T6 "T6 3%°
dus ook 0 < a ., < }, Hieruit volgt 0 < a < } voor allen e IN.
N.B. Bedenk dat uit a_ < } niet volgt a2 <L .
Ea— n —_— n 16

De rij (an) is begrensd volgens a).

We zullen bewijzen dat hij ook monotoon is. Voor n ¢ IN is

R -2 3 1. -pndo L
T T N C e Al v A C R ) 16
1 1 1 1 3
-3+ P77 =@ -pPh, -9 >0
omdat a_ - L Oena_ - 3 0
n 4 n 4 '
Dus a > a voor alle n ¢ W: de rij (an) is monotoon stijgend.
De rij (a_) is convergent.
n 3 2. 3 2 32
Stel a = lim a_, dan is lim (5> + a_) = =~ + a“, dus =—=+a" " =1lim a
n 16 n 16 16 n
n->o e n-ro
3 2 1 3
~—+a -a=0, (a-)(a=-3) =0,
16 T 4 4 3 1
Daar a_ < — voor alle n ¢ N is a = = niet mogelijk. Dus lim a_ = - .
n 4 4 n 4
>0
Stel =0 -1 -4 en
€t 8 TV & TFr 77
s _ s _ 1 s _
bO = sin Tay = 0, b1 = sin ma; = 3, b2 = sin ma, = 1,

dan is p het polynoom gegeven door

p(x) = bolo(x) + blll(x) + bzzz(x) = %21(x) + Qz(x) ,

waarin

+1

44

e e e £ e i et s S i ekt e e

|
:




b)

(1)

H 1.76

(x - aO)(x - az) x(x - =)

2 1
L, (x) = - = = -18x(x - §Q
I 2. -3,y 111
(a; -ag)(a; -a, =z - %)
en
1
(x - ao)(x - al) x(x - E) 1
L, (x) = - = = 6x(x - EO .
2 -a,.) (: a,) 11 _ 1
(ay -ap)(ay - a, 3G - D
1 1 2 7
Dus p(x) = -9x(x - E) + 6x(x - EO = =-3x° + 5 X

Opmerking. Handiger is de volgende methode.
Stel p(x) =

Py + px + P,X en bepaal de coéfficiénten PysP;sP, Uit de
vergelijkingen

P(O) =0, p() =4, p(D) = 1

Dit geeft
1 1 1 1 1
Po =0 Pt g Rt Py TPy gty =l
=0 -1 = -3

pO !p] 2’p2
Dus p(x) %- - 3X2.
Uit

”(g)

f(x) = p(x) + Ry = p(x) + ~—5r==~(x-a )(x a )(x a,)

en (sin wx)(B) = —rcos X volgt

sin m™x = p(x) - % n3x(x - %D(x - %)cos TE .

Preciezer gezegd: voor alle x ¢ [0,}] is er een £ « (0,4) zodat (1) geldt,

Uit (1) leiden we af:

sin 71X - p(x) = - %—n3x(x-%0(x'—%9cos TE = (x-—%)c(x)

voor 0 < x < }, waarbij c(x) > 0.
Immers, cos 7§ > 0 voor 0 < £ < } en x(x - }) < 0 voor 0 < x < i, zodat
c(x) = - 1-n x(x - l)cos mg > 0 voor 0 < x < 4, Dus

sin m™x - p(x) <0 voor 0 < x < g

sin 7x - p(x) > 0 voor %-< X < %-.

45
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Uit b) volgt

12
zodat
sin-l(
12

ern

v

in L
s1in W

dus 0,239 < sin

H 1.76

lm

oy -l Ly 5 - oy - 5¢my?
PO T8 12V 120 T8 e T plyp) T glTg) cos e,

7 1, 13
Py = 73 -Z) =73 < 0,271
1 5,4 |3

L[] -— S - -—
P - 2GR 1> 0,270 =7 > 0,270 - 0,031 = 0,239 ,

L
17 < 0,271,

46
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Examen/tentamen juni 1976

1. Zij pe R.

De functie f: R »+ R is gegeven door

1

2

£(x) = |x|Pe x voor x # 0 ,

£(0) 0 .

Voor welke waarde(n) van p is f differentieerbaar in 0?

2. Bepaal de algemene oplossing van de lineaire differentiaalvergelijking

y'+xy=x3.

3. a) Onderzoek voor welke reéele waarden van x de reeks

o 2n
z X
1
n=l 1 +=
n
n
convergeert.

b) Laat zien dat voor die waarden van X, waarvoor de reeks convergeert, de

som kleiner dan of gelijk is aan

In !

] -x2

4. Voor de elementen van de rij (a ) geldt
n

-2 < a < 1,

a131+2
a4 = 3 (ne W) .
a) Toon aan dat ook
-2 < a < 1 (n22),

b) Laat zien dat de rij (an) monotoon stijgt.

¢) Bepaal

1lim .
4
n>e

47
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5, Een beek van 8 meter breedte heeft op een bepaalde plaats een gemeten diep-

teverloop in meters, als in de figuur is aangegeven.

Bepaal een schatting van het doorstroomoppervlak als volgt:

a) Bereken met de samengestelde rechthoekregel R(2) en met de samengestelde
trapeziumregel T(2).

b) Bereken T(1) uit R(2) en T(2).

c) Geef met behulp van T(2) een schatting van de fout in T(l). Gegeven is

1
ET(l) ~ §{T(]) - T(2)] .

6. Bepaal de verzameling van elementen z ¢ € die voldoen aan

z + 1
z -1

m
arg = 3

Schets de gevonden verzameling in het complexe vlak.

T A A
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Oplossingen Tentamen juni 1976

49

1. Voor het différentiequotient van f in 0 geldt

1

T2
-1x|P" e
f(x) - £(0) - f(x) -
x -0 X _ 1
-1 x2
[P e
_
N -1
Met de subst1tut1e~—§ =y, |x| =y ¢ volgt
X
-L
- 2 —ip+}
lim lep 1"e * = lim =0
x>0 yro ed
Dus ]_im M
x>0 -0
P € R.

2. De homogene differentiaalvergelijking

y'(x) + xy(x) =0
lossen we op met scheiding van variabelen:

AN x dx = 0, ln|y] + %xz =C, ,

y 1
~1x2
y(x) = Ce : .

De oplossing y(x) = 0 voor alle x correspondeert met C

differentiaalvergelijking

y'(x) + xy(x) = x3

voor x < 0 ,

voor x > 0 ,

voor alle p ¢« R ,

= 0; £ is differentieerbaar in O met £'(0) = 0 voor alle

0. De inhomogene

lossen we nu op met ge methode van variatie van constanten.

Stel y(x) = c(x)e I¥
12 —1x2 -1
' (x)e P - xe(x)e ix + xe(x)e ¥
Dan volgt
e'(x) = x3e%x2 ,
c(x) = J XBe%xzdx = J xzde£x2 = x2e

en substitueer dit in de inhomogene vergelijking:

2
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zodat de algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking wordt

-2 2 “4x?
y(x) = c(x)e " =x" -2+ Ce ¥ ,

waarin C een willekeurige (reele) constante is.
Opmerking. Voor C = O krijgen we de particuliere oplossing

y(x) = x% - 2,

Als controle op het verrichte rekenwerk laten we zien dat dit inderdaad een

oplossing is:

2 3 3

x°-2)'+ x(x2 -2)=2x +x - 2x = x" .,

3. a) Voor x = 0 is de reeks convergent en voor x # 0 is

1
. x2n+2 n © . n 91; 2 2
lim . | = lim . X7 = x°,

n

zodat op grond van het convergentiekenmerk van d'Alembert de reeks abso-

luut convergent is voor x2 < 1, dus voor |x| <1, en divergent voor |x|>1,
Voor |x| = 1 is de algemene term van de reeks gelijk aan
. L
= = .
n 1+E nsn
n

De reeks is dan divergent op grond van het limietkemmerk, immers, a > 0

voor n € NN,

=
1. .
en z = is divergent.
n=|
Samenvattend: De reeks is absoluut convergent voor |x| < | en divergent

voor ix] 21,

B s oS T St
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b) Zij S de somfunctie van de reeks, dus

4. a)

b)

c)

) x2n
S(x) = ) =, ~-l<x<l1,
n=1 n?H
X2n x2n
Uit 0 £ =— < ~— , ne N, volgt
n
n/n
g 2 1
S(x) < Z == =ln(l - x°) = 1n 5 .

1 1 -x

Met volledige inductie. Volgens het gegeven geldt -2 < a; < 1,

Stel -2 < an'< 1 voor zekere mn ¢ IN, Dan is

a3 + 2
b.n <3
3 3 3°?
dus =2 <an+] <1,
Hieruit volgt =2 < a < 1 voor alle n € N,
Uit
3 2 2
] .. a_ + 2 Ban ) (an 1)(an+an 2) ) (an 1) (an-+2)
n+l n 3 3 3

en-2<an< l, n e N, volgt

-a > 0, a >a  voor allene¢ N .

an+1 n+!

De rij (an) is dus monotoon stijgend.

De rij (an) is monotoon en begrensd, dus convergent. Stel a = lim a .

Dan is e
3
. . an+2 33 + 2
a=1lim a ] " lim T = 3 .

N> n N->c0

3 2
Dus geldt a - 3a + 2 = (a - 1)(a + 2) =0,
Daar a = -2 onmmogelijk is (an za > -2 voor alle n ¢ W, dus ook

az a; > -2) is lim a =a-= 1.
n->o

51
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5. a) R(2) = 2[1,3 + 2,0 + 1,7 + 0,8] = 11,6 ;
T(2) = 4.200 + 2°1,6 + 2°2,1 +°2°1,4 + 0] = 10,2 .
b) T(1) = J[R(2) + T(2)] = 10,9 .
c) E (1) % %{10,9 - 10,21 = 0,2 .

Een schatting van het doorstroomoppervlak is

T(1) + E (1) = 11,1 (m?) .

t:,z=x+iy,w=u+iv(xe]R,yeR,uelR,ve]R).
Dan is {w ¢ ¢ | arg w = =} de halfrechte v = uw/3, v > 0 in het complexe
3

6. Stel w = Z
z
w-vlak., Uit

z+ 1 x'+1+iy___(x+l+iy)(x-1—iy)=x2+y2-1-2iy

- -1 ~ = ] - - '~
Rolviy (X"l)2 + y2 (x=-1)° + y‘
volgt
x2 + yz ~ 1 -2y
“ 2. 2°"" 2. 2° |
x-1DD"+y x-1D"+y j

zodat {z ¢ € | arg s—;—l

T = %} gegeven wordt door -2y = (x2 +y2-l)/§; y < 0,

Herschrijven levert
1 =2 4
s g+ =3, y<o,

| 2 +'% i/§| =5/3, Imz <0 .

Dit is het deel K van de cirkel met middelpunt - %-i/g en straal %/5 gelegen
in het halfvlak Im z < O.
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Controle: Merk op dat de cirkel |z + % i/gl = %/E'gaat door de punten -1 en

1 en dat deze punten niet tot K behoren,
+ 1

Kies z ¢ K. Dan is arg g—:—T = arg(z + 1) - arg(z - 1) = a, waarbij o omtreks-

hoek in de cirkel ]z-ﬁ% i/3] = %JE is, staande op de boog K' van de cirkel

(zie figuur), Dus a = B, waarin B de halve middelpuntshoek op de boog K' is.

Uit tan B = /§'volgt a =R = % .
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1976

1. Gegeven 1is

lim x%(/x3 +x + vx3 + 1) =C # 0 .

X0

Bepaal o en C.

2. Onderzoek of de integraal

«©

J sin x
e L b4
xV/x

convergeert,

3. a) Bewijs dat

X X
e’ - 1 < xe

voor X € R\{0},

b) De functie f: R ~ R is gegeven door

ex -1

X

f(x) voor x # 0 ,

£(0)

]
—_
.

i) Toon aan dat f continu is in 0.
ii) Toon aan dat f differentieerbaar is in 0.
iii) Toon aan dat f monotoon is.

iv) Bepaal f(R).

4. Bepaal voor alle reéle waarden van a de oplossing van de differentiaalverge-
lijking
y' 42y by =™

die voldoet aan

y(0) =0 en y'(0) =1,

5. Los op in € de vergelijking

z9 - 226 + 2z3 -1 =0.
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6. Onderzoek voor welke reéle x de volgende reeks convergeert en bepaal voor

die x de som:

n

ot X
nzl n(n+1) °*

55
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1976

1. De factor /%3 + x + /x3 + 1 is voor grote waarden van x ongeveer gelijk aan

2/252 dus

xa+3/2

xa(/%3 + X + /%3 + 1) = 2 voor grote x .

%,C=20

Nu exact, Onderscheid drie gevallen.

Hieruit volgt a = -

° 3
1..a< 'i'-

Uit

0 < xa(»/x3 + X + /x3 + 1) = xa+3/2(‘/] + -17 + »/I + %) 5xa+3/2(/§+/§)
X X

voor x 2 1, 1lim 0 = 0 en lim 2xa+3/2/§ = 0 volgt dan op grond van de in-
X0 K->

. .
sluitstelling

limx (/%3 + x + V/x3 + 1) =0 .

X
o 3
2oa> -2-l g
Uit 1
xa(/;3 + x + /;3 + 1) > xa+3/2 voor x > O
en lim xa+3/2 = « yolgt dan
Xroo
lim xa(/;3 + X + /;3 + 1) = o,
X0
3°la=_.%l
Dan is
1imxa(/x3+x+/x3+l)=1im(/1 +-1-§-+/1+—]§)=1+1=2.
X0 X0 X X

Alleen in geval 3° bestaat de limiet en is deze ongelijk aan nul. Dus

o = - %-, Cc = 2.
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2, Schrijf
=3 1 o
J sin x 4. _ J sin x .o, j sin x o
0 x/x o XX 1 xVx
1
. sin x . . . . .
In de integraal J ——— dx i1s de integrand niet begrensd in de omgeving
323
van 0. 0
Voor 0 < x <1 geldt js1n X x_ oL . De integraal J ax is convergent.
xVx xx VX i X
Hieruit volgt dat de oneigenlijke integraal J-iﬂlzsdx absoluut convergent,
o XX
: dus convergent is. _
| Op [1,%) geldt 'S”‘x <.
% © X/;{_ X/;
L De integraal J x-3/2dx is convergent, zodat ook de oneigenlijke integraal

dx absoluut convergent, dus convergent is,

J sin x !
xVx

1
(e o)
sin x

x/x

Conclusie: J dx is convergent,

0

3., a) Beschouw de functie f gedefinieerd door

f(x) = X -1 - xex, xeR .

. X X .o .
Dan is £'(x) = X - & - xe* = -xe , X ¢ R, zodat f monotoon stijgend is

op (=»,0) (f'(x) > 0 voor x < 0) en monotoon dalend op (0,») (£'(x) < O

voor x > 0).

Hieruit volgt f(x) < £(0) = 0 voor x € R\{0}, dus e* - 1 < xe¥ voor

x € R\{0}.

b) 1) De functie e* is differentieerbaar in O met afgeleide 1, zodat

x _ 0

lim-e—_—-8—=1 .
x>0

X
Dus lim £(x) = lim E——i—l = 1= £f(0); £ is continu in O,

x>0 x>0 .
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ii) Met reeksontwikkeling:
e ex:. o . .
fﬁﬁigLééga=fﬁm——h~4—:quié;%;ﬁ=
x>0 X %0 ¥>0 x

lim (;—r+§-,-+...) =%.
x>0 ’ '

Dus f is differentieerbaar in 0 en £'(0) = {.

xe® - (ex - 1)
iii) Voor x # 0.is £'(x) = > > 0 op grond van a).
X

Met £'(0) = | volgt dat £'(x) > 0 voor alle x ¢ R.

Dus £ is monotoon stijgend op R.

iv) Uit
e* -1 X-1] _1-F 1
in 50 - lim S5ho0 0« SR S inf g vearx <

lim 0 = 0, lim TéT-= 0, insluitstelling) en

ex-l -

lim £(x) = lim
>0 X0

|
8

volgt op grond van de monotonie van f en op grond van de tussenwaarde-

stelling dat

fR) = {yeR | y >0},

4. De karakteristieke vergelijking

e+l =0+1D%=0

heeft twee samenvallende wortels A, = A, = -1, zodat de algemene oplossing

1 2
van de homogene differentiaalvergelijking is

y(x) = Cle_x + sze_x . |

Als a # -1 heeft de inhomogene differentiaalvergelijking een particuliere op-—

lossing y(x) = peax. Substitutie geeft

2 ax ax ax ax
pa'e, + 2pae  + pe =e ’

p(a +\l)2eax - eax ,

{
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1

(a+1)2
In dit geval is dus de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking:

zodat p =

5 eax + CI_‘e-X +;C2x~t:3_x .

y(x) =
(a+1)

De constanten Cl en 02 bepaalt men uit de voorwaarden y(0) = 0, y'(0) = 1,

Dit geeft
1 a
> + C1 = 0 - C1 + 02 =1,

(a+1) (a+1)

dus
1 a
C, = = e | C, = .
1 (a-+1)2 2 a+ 1

Als a = -1 heeft de inhomogene differentiaalvergelijking een particuliere op-

lossing van de gedaante y(x) = qxze—x. Substitutie levert

=X
’

(qx2 - b4gx + 21:1)(-3"X + 2(-qx2 + 2qx)e—x + qxze_x = e

=X =X
2qe =e ", q=14.

In dit geval is de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking:

y(x) = bxZe* 4 Cle_X + sze_x .

De voorwaarden y(0) = 0, y'(0) = 1 geven

C; =0, € +C,=1,dus C =0, C,=1.
Samenvatting:
y(x) = _-_l_—f ¥ - -—'L“‘f e ¥ 4 = i 7 xe ¥ voor a # -1 ,
(a+1) (a+1)
_12‘X =X _
y(x) = $x"e T + xe voor a = -l

Stel w = z3, dan ontstaat de vergelijking w3 - 2w2 + 2w - 1 = 0, waarvan het

linkerlid ontbonden kan worden als volgt:
w - 2 + 2w - 1 = (w-l)(wz—W+1) =

= w-DIw=-H2+23T = w-1)(w=L-3ivDw-4}+1iv3) .




De wortels van
wy = § ¥ 1iv3,

9

2 =.

worden nu verk
lossen.

De wortels van

3
zZ =
zijn

Zl=

De wortels wvan

w

zijn

z, =
De wortels wvan

3

Z =

zijn dan

Voor x = 0 1is

lim
N
zodat volgens
vergeert voor

Voor x = -1 en

H 6.76

de vergelijking w3 - 2w2 + 2w - 1 = 0 zijn dus w, = I,

vy = } - 4i/3 = Wy De wortels van de vergelijking
22% 4223 -1 =0

regen door de drie vergelijkingen 23 = W, (1 =1,2,3) op

de vergelijking

v, o= 1 = keZ,
2ni 4mi
1, z, = e 3 = -1 + 1i¥3, 2z e 3 = -1 -~ 11/3 = 2
* 72 2 2 s 49 2 3 2 "
de vergelijking
lr-%-+2!Z,1r1
Wy = 1+ i3 =e , L el ,
9 _ 9 9
e” , z; = e en z, = e .
de vergelijking
Wy =W,
I _Irmi _137i
Z,=e ,zg=7.=¢e ° enzo=z,=¢e °
4 "8 %5 9~ “6 ¥
de reeks convergent en voor x # 0 is
n+l
e - S = Lim Rl =[xl
X N>

het convergentiekenmerk van d'Alembert de reeks absoluut
|x| < 1 en divergent is voor |x| > I.

voor x = 1 is

n 1

x 1
In(n-+1)| " hm+ 1) < ;5 voor allen e W ,

te

con-

3
A
1
1
3
1
3
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zodat de reeks voor x = 1 ook nog absoluut convergent is op grond van de
vergelijkingsstelling, .

Conclusie: de reeks is absoluut convergent voor |x| < 1, divergent voor
|x| > 1.

Zij S de som van de reeks, dus

© n
S(x) = ] =, l<xs1,
nel n(n+1)
4 Voor -1 < x < 1, x # 0 schrijven we
: o n o o n
” = X - X X -
‘ S(x) = Z (n n+1 z n Z n+l
mxn_l 1
3 = -1n(l -x) - z = =In(l - x) + ;(ln(l - X) + x) =
? n=2
; =1 + X In(l - x) .
E Voor x = 1 is de reeks ook nog convergent, zodat op grond van de stelling
‘ van Abel
S(1) = lim S(x) = 1 + lim <2 X)I}:‘“ mx)
x4+1 x+1
=1+ 1im2IRR o,
p+0
Opmerking. We kunnen S(1) ook bepalen met de definitie: S(1) = lim S
Hierin is SN de N-de partiele som van de reeks oo
v 1 e 1 1
I my = 1 &t
nel n(n+1) =] B D + 1
Dus
o 11 1 1
Sy= G G e F N+1) b-g¥71°
. 1
zodat S(1) = 1lim(l —~ﬁ—I—T) =1,
N>
Met S(0) = O hebben we dus gevonden
(1 + 1 -x In(l - x) voor =1 £ x <1, x#0,
|
S(x) =40 voor x = 0 ,
1 voor x = | ,
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Proeftentamen oktober 1976

1. a) De functie f wordt voor x # -1 gedefinieerd door

f(’.x)=]_+x'

Bewijs dat voor iedere n € N geldt

n+l ,
£™ 5y = L"_Q_%l_
(1 +x)n

b) Bereken de coéfficiént van %> in (x2 + 3x + 2)8.

2. Bepaal de volgende limieten:

a) lim nz(arctan-l)ln(l + l) .
oo n n

/1 + x - V1 + 4x

b) lim

b
x>0 2x
. \n)Zn + n2

C) lim /—n——-—3— s

-0 3"+ n
d) 1ip 22 * D

Inn
n->o

3. a) De functie f wordt voor 0 < x < 1 gedefinieerd door

f(x) = arcsinv’l - x
Bepaal de afgeleide.

b) Bepaal J (1 + cos x)sin3x dx.

c) Bepaal [ arctan-% dx.

4, De functie f wordt gedefinieerd door

L
X2
e voor X < 0
f(x) = (0 voor x = 0 ,
ln(x2 + bx + ¢) voor x > 0 .

Hierin zijn b en c niet-negatieve reéle getallen.

i) Bepaal als b = ¢ = | de extrema van f.
ii) Voor welke waarden van b en c is f continu in 07?

iii) Bepaal b en ¢ zodanig dat f differentieerbaar is in O.
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5. Bewijs dat voor alle x > 0 geldt

9x+1—9’§<—3-1———.
VxZ
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Oplossingen Proeftentamen oktober 1976

1. a)

b)

Met volledige inductie.

x _l+x-1_
1 +x 1+ x
1 (-2

+02 (+x02

i) Rechtstreeks differentiéreh van f(x) =

=]—--

'3 i x,ge_eft frix) = - zodat voor n = 1 de be-

wering waar is.

(n) D" 'nt
1ii) Stel f (x) = ——————;;:% voor zekere n ¢ N. Dan is
(1+x)
+1 +2
(@D @ s DM@ ) | D@ e 1)
n+2 n+2
(1 + x) (1+x)
PRS2 W
Uit i) en 1ii) volgt: f(n)(x) = i—ll——agﬁ-voor alle n € I,
(1+x)
Volgens het binomium van Newton geldt
2 s_ % 8 2% 8-k
(x~ +3x +2)° = ) (k)(x ) (3x + 2) =
k=0

8, 16 _
gx =

(g)(3x +2)8 4 (?)x2(3x + )7 4 (2)}(4(3}( F 20w

(3x + 2)8 + 8x2(3X + 2)7 + p(x) ,

waarin p een polynoom is van de gedaante

- 4 5 16
p(x) = c,X + C5X +...+ CieX .

De coéfficiént van x3 in (x2 + 3x + 2)8 is dus gelijk aan de coéfficiént

<+

van x3 in (3x + 2)8 + 8x2(3x 2)7. Nogmaals toepassen van het binomium

van Newton geeft
8 7 )

I Qoo e I Dot
2=0 2=0

(3x+2)8 + 8x%(3x + 2)/

. vo g e 3 . . . . .
waarult we de coefficient van x~ onmiddellijk kunnen opschrijven:

(§>33.25 + 8(?)3.26 -8.7.35.2°+8.7.3.20=08.33.7+2%.3.7 =

=28.3.7.]1 = 59.136 .
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Opmerking. Het polynoom x2 + 3x + 2 kan ontbonden worden als volgt:
x2 + 3x + 2 = (x+1)(x+2), zodat we met behulp van het binomium van Newton
kunnen schrijven
2 8 8 8 S 8 k8 8 4.8
(x7 + 3x +2) = (x+1)"(x+2) = Z (k)x z (Q)X 2 =
k=0 2=0
a 8 8 8, 2 8, 3 8..,8 .8,.7 8.,6 2 8.,,5 3
= [+ Dxr Q"+ (P +..30012°+ (D2 x+ 2%+ $2° +..

De coéfficiént van x3 in (x2 + 3x + 2)8 is dus

8, ,8,,5

8, ,8,,6
() (927 + (D)2

+ O 2" v SBad -

2°(8.7+8.8.7+8.7.8.2+8.7.25) =

28.7(1+-8+16-+8) = 28.7.33 = 59.136 .

N.B. Deze oplossing maakt gebruik van de speciale gedaante van het polynoom

x2 + 3x + 2, terwijl de eerste oplossing ook werkt voor algemenere poly-—

2
nomen X + bx + c.

2. a) We schrijven

arctan l-ln(] + l)
n n

.2 1 I, .
lim n" (arctan E)ln(l +-H) = lim ] i
n->e n-ow —_ —_
n n
Uit
. arctan x . arctan x - arctan 0 _
11m-———;~——— = 1lim =0 =
x>0 x>0
= (arctan y)' = ! = | en
y=0 1 +0
Lim 1n(]x+ % - 1ig U2 - én(l £ 0. (An(1+y))! 5 = 7 i 5!
x>0 x>0 X y
volgt dan
arctan l—ln(l + l)
. n n
lim = 1,1 = 1
1 1
n-o — -
n n
b) lim V1 + x ; V1 + 4x - lim 1 + x - (1+4x) _
x>0 X %0 2x(Y1 + x + V1 + 4%)
= lim =3 = - 2—.

x>0 2(V1 + x + V1 + 4x)

.J.
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c) Uit
n n -
A L en
3 and 3V 4 g3
2, 1\n
1 +a2® LrnT
L 3,n lim 31,0 1+0 :
n 1 + n”3 n* | +n Cg)
volgt
n n/.n
%% 2n+n3<%9'2_o.d.d.
3"+ n
n n/n 2
Wegens 1im-% % =-§ , lim %-9§-= %—is dan 1in>\/é——:—23-= %—op grond van
> n-o n-o 3% +n

de insluitstelling.

. 1
Inn + 1n(l + E)

d) 1im BEED g4y =
) Inn In n
n—-® >
= lim (1 + —— In(1 +9) =1+ 0.0 = 1
Inn n :
n->oo

3. a) Op grond van de kettingregel geldt

. 1 1 1 _ -X -X
£' (%) 5 (-2%x) = = =
/1 - (1-x%%) V1 =+ %% x2/1 - %2 |x|/1 = &2

V1 - %2
omdat |x| = x voor 0 < x < 1.
. 3 _ .3 . 3
b) (1+cos x)sin"x dx = sin"x dx + cos X sin"x dx =

J sinzx sin x dx + J sin3x(sin x)'dx =

J (coszx - D(cos x)'dx +-% sin4x =

1 cos3x - cos X + 1 sin4x + C .

3 4

c)

S—

1 1 1
arctan — dx = X arctan — — x d arctan —
X X X

1l

1 1 |
X arctan i J 4 -————T—i(— —j)dx =
1+ Cg)



i)

ii)

iii)
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1}
X arctan % + J X dx = X arctan-% + 1 J-£§—:;ll— dx =

4x2+ 1 2 x + 1
= ﬁ arctan i-+ l—ln(xz + 1) +C
X 2
L -1
x2 2 x2
Voor x < 0 is f(x) = e , £'(x) == e , dus f'(x) < 0, f monotoon
dalend. X
, . 2 ' _ 2x+ 1 '
Voor x > 0 is f(x) = Iln(x" + x + 1), f'(x) = ———— , dus £'(x) > 0,
.. XT+x+ 1
f monotoon stijgend. 1
| 2
Verder geldt f(x) > 0 voor x # 0, want f(x) = e > 0 voor x<0 en
f(x) = 1n(x2 + x+ 1) >In 1l =0 voor x > 0. Het voorgaande kunnen we

als volgt samenvatten.
De functie f heeft geen extrema op (-»,0) en op (0,»); f(x) = £(0) =0
voor alle x € IR.

Conclusie: f heeft een globaal minimum O in het punt O.

N.B. Uit
f monotoon dalend op (-~»,0), f monotoon stijgend op (0,)
volgt niet dat f een minimum heeft in O.

De functie f is continu in 0 dan en slechts dan als lim £(x) = £(0) = 0,

x>0
dus dan en slechts dan als lim f(x) = lim f(x) = O.
x+0 x40
_ 1
<2 - 1
Wegens lim f(x) = lim e X = lime 7 = 0, waarbij de substitutie —=y

x40 x40 y->o x2

is toegepast, is f continu in O dan en slechts dan als

lim £(x) lim 1n(x2 +bx+c) =0.
x40 x40

Voor ¢ = 0 is lim ln(x2 + bx + ¢) lim 1n(x2 + bx) = -,

x40 xv0
Voor ¢ > 0 is lim In(x” + bx + ¢) = In ¢, zodat
x¥0
lim ln(x2 +bx+¢) =0 wvoorc=1.
x40
Dus f is continu in O voor ¢ = 1, b willekeurig (niet-negatief).

De functie f is differentieerbaar in O dan en slechts dan als
1im f£x) - £Q0) _ 1im-££§l
x -0
x>0 £ (%)
en lim -
x40

bestaat, dus dan en slechts dan als 1im-££§l

X
x>0 x40
bestaan en aan elkaar gelijk zijn.




Nodig voor differentieerbaarheid is continuiteit, dus ¢ =

onderdeel ii).

Wegens lim £ 1i

210
substitutie--'i

i

slechts dan als

lim-ﬁiﬁl =

x40 ¥
6; is toegepast, is f differentieerbaar in 0 dan en

a8
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1 volgens
1

—-7 e - %
e ¥ = 1lim -y e Ve -lim L =

yre yoe e

0, waarbij de

1n(x2 + bx + 1)____O

lim

x40 x+0

De functies g(x) = 1n(x2 + bx + 1) en h(x) =
in 0 met h'(0) =1 # 0,

X

X zijn differentieerbaar

terwijl bovendien geldt 1lim g(x) = 0, lim h(x) =0

)
Dus is lim ﬁgzg = E,Eg; , dow.z. x>0 x>0
x>0
2 '
In(x2 +bx+ 1)  AnGT b+ D), o L .
Lim X = i = (3 de=0 =P >
x>0 X +bx+1

1n(x‘ + bx

+ 1)

b, zodat f differentieerbaar is in 0 dan

dus ook lim
xy0
en slechts dan als b =

X

Opmerkingen.

1In (x2 + bx

0, c=1,

1) We kunnen lim

x¥0 X

ook als volgt berekenen.

Voor x > 0 geldt x2 + bx = x2 > 0, zodat we kunnen schrijven
1n(x2 + bx + 1) _ 1n(x2 + bx + 1) x2 + bx _
x 2 : X

fl

Met de substitutie x2 + bx

ln(x2'+ bx + 1)

X + bx

ln(x2 + bx + 1)

X + bx

voor x > 0 .

(x + b)

h vinden we dan

im In(l + h) In(l + h) - 1In 1

lim = 1i T = 1lim 5 =
x40 X + bx h+0 h+0
= ' =
(1n y)y=l 1, dus
. ln(x2 +bx + 1) ln(x2 + bx + 1)
lim - = lim (x + b) = b.l =b .
x¥v0 x+0 X + bx
2) In het algemeen geldt niet £'(0) = lim f'(x), zoals blijkt uit de volgen-

de voorbeelden.

x>0
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xzsin-% voor x # 0 ,

a) f(x) =
o voor x = 0 .

Hierin is a een reéel getal.

. .1 1 . .
Voor x # 0 is f'(x) = 2x sin — - cos — , zodat lim f'(x) niet bestaat.
x>0
Voor a # 0 is f niet continu in O, dus zeker niet differentieerbaar:

£'(0) bestaat niet.
f(x) - £(0)

Voor a¢ = 0 is £'(0) = lim s = lim x sin
1 x>0 x x>0
| x sin-;l < |x|, x # 0, en de insluitstelling.

= 0 op grond van

Y| —

0 wvoor x< 0,
b) f(x) =
1 voor x 2 0 .

Voor x # 0 is f'(x) = 0, zodat lim f'(x) = 0, terwijl f'(0) niet bestaat

x>0
omdat f niet continu is in 0: lim f(x) = 0 # 1 = £(0).
; x40
] 3) Zijc=1, b 20. Dan is f continu in 0 (zie ii)) en differentieerbaar op
i
i R\{0}. Als nu lim f'(x) bestaat, dan is f differentieerbaar in 0 en er
% x>0
{ geldt £'(0) = lim f'(x).

@ Voor x < 0 1s f(x) = e X , f'(x) = gg-e , dus
& X

1
2 3/2

lim £'(x) = lim Z e © = 1im —2y/§'e_y = -lim ¥ =0,
‘ x+0 xt0 x yro yro e
5 waarbij de substitutie - %—= Yy is toegepast.
Voor x > 0 is £(x) = In(x? + bx + 1), £'(0) = =22 qus 1im £'(x) =
b x° + bx + 1 x40
- lim —2X by,

x¥0 x + bx + 1
Aangezien lim f'(x) bestaat dan en slechts dan als lim f'(x) = 1lim f'(x),
x>0 x40 x+0
dus dan en slechts dan als b = 0 volgt

f is differentieerbaar in 0 als b =0 (en ¢c = 1)

Uit opmerking 2), voorbeeld a), met a¢ = 0, volgt dat hiermee slechts een

voldoende voorwaarde voor differentieerbaarheid van f in 0 gevonden 1is.

Uit bovenstaande oplossing blijkt dat de voorwaarde ook noodzakelijk is

voor het bestaan van f'(0).
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Beschouw de functie f(x) = 9?; Zij a ¢ R, a > 0. Dan is f continu op [a,a+1]
-2/3 _

en differentieerbaar op (a,a+l): £f'(x) = —-x voor x > 0,

w

39T

Volgens de mlddelwaardestelllng 1s er eeh & ¢ (a a+l) zodat

f(a + 1) —f(a) = 1.£'(¢) ,
‘3/;3.—_+_—-‘3/£=—-3—1—-'.

3VeZ
1 1
Wegens a < &, 35— < 35— geldt
o
3 1 1 1
Va + 1 - Va= o <o < o .
32 3VaZ  Va?

Hiermee is bewezen

3 3
Va + 1 - Va <

voor a > 0 .

VaZ

Vervang a door x, dan staat er

3‘/x+ ,—3’;<

3 voor x > 0 .,

X

Opmerking. Omdat deze ongelijkheid niet scherp is (in plaats van %-staat er

1 in het rechterlid) is een meer elementaire oplossing mogelijk met weinig
rekenwerk.

.. 3 3
We moeten bewijzen: vx + 1 — Vx < 31
VxZ

Uitwerken van de ongelijkheid geeft

3;7(3x + 1 - %;) <1, 9§7§x + 1 -x<1,

¥ 3 3
xZ/x + 1 <x + 1, V%2 < (x+1),x2<(x+1)2,0<2x+1'.

Het bewijs verloopt dan als volgt,

Voor x > 0 geldt 0 < 2x + 1. Hieruit leiden we achtereenvolgens af:

x2 < x2 + 2x + 1, x2 < (x + l)2

< g(x + N7 = ? * 1 3§29x + 1 < x + 1
Vx+ 1
3

x2Vx + 1 - ?/;5<1,‘3/§2_(/3x+1 ) < 1

A

b

-

zodat voor x > 0 geldt 9 1

1
==
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Examen/tentamen januari 1977
| 1. a) Gegeven zijn de integralen
| /2
In = J sin™x dx (neNu {0}) .

T/4

Bepaal een recurrente betrekking voor In.
Bereken I, .

4
b) Bepaal

2. a) Bepaal

; J x+ 4
i 5 dx .
(x7 +2x+ 2)(x - 1)

b) Gegeven is de functie

1

f(X)=X—(m, X#O,Xiéll—.

Geef van de machtreeksontwikkeling van deze functie rond 2 de termen tot

en met die van de zevende graad.

3. Gegeven is de reeks

()

2 n(n - 1)\1-+x2/ .

I 0~138

n

a) Voor welke x ¢ R convergeert deze reeks?

b) Bepaal voor deze waarden van x de som van de reeks.

B R T

c) Bepaal voor x = 2 het kleinste getal N zodanig dat de afbreekfout na N ter-
4

men kleiner is dan 10 .

4. a) Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

y' - 2y' v+ y=e” - e .
b) Bereken
m/2

e31®sin ¢ do

/4

en schrijf het antwoord in de vorm a + bi met a ¢ R en b ¢ R.
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Oplossingen Tentamen januari 1977

. a) Voor n = 2 geldt

/2 /2
I = J sinnx,dx = - J sinn_lx d cos x =
/4 v /4
w/2

+ (n-1) sin X coszx dx =
/4

/2

. n-1
= —-gin X COS X

/4

m/2
= (/D" + (n-1) J sinn_zx(l - sinzx)dx =
/4

|
-in
=2 % + (n--l)In_2 - (@-DI_, dus

_ I ,—in _
1= 274 (- DI _

n 2] ‘

Hieruit volgt

L1 = 31 =L 431 -
Lh=glg*3hl =g r7h=1grslzt Lol =
w/2
1 3 _ 1 37
"'Z""g dX-——[; —3-2- .
/4
n+4\/n-4\ n+4)! (n-4)!
. 4 4 - . 4!1’1! 4!(]1-8)! _ 8!(n_4)!(n_4)! B
> o T A CYC V) T @ T
\n-24) (n-4)'8!
4 5 6 7
o =8 (@=5)(n-6) (=7 I A A ALY
= lim 70 Y ORI CRE) = 70 lim i 5 3 =70
nee n->o (I_H)(I_H)(]_H)
. a) Schrijf
X + 4 _ Ax+8B + D
2 -2 x=-17
(x"+ 2x+2)(x-1) X +2x+ 2
dan is :
X +4=(Ax+B)(x-1)+ D(x2 +2x + 2) , 3
dus ;

A+D=0, -A+ B+ 2D =1, =B + 2D = 4;
A=-1,B=-2,D=1

De integraal wordt




= R e T RS

73

T 1.77
J 2 X+4 dx=—J—Zi_.L.g__dx+Jd—xl=
(x“+2x+2)(x-1) X +2x+ 2 X

= -3 J 2x+2+2 dx + 1n|x - ll

X +2x+2

(x2+-2x+-2)' dx
- | & ax - | — 4 nfx - 1] =

X + 2x + 2 (x+ 1)+ 1
= -} ln(x2 + 2x + 2) - arctan(x + 1) + ln]x - 1| + C .

b) Stel x - 2 = h, x = 2 + h, dan volgt
1 1 1 1
(2+h)(h-2) h2—4 4 1_(%)2
° h,2n
=-1 7 &) voor |h| < 2 .
n=0
Hierbij is (1 - (502)-] ontwikkeld in een meetkundige reeks.

3. a)

b)

De machtreeksontwikkeling van f rond 2 is dus

o 2n o 2n
- 2) (x-2) .
£(x) = - ) (= = - ) "=, geldig voor |x - 2]
n::O \ 2 / n=0 22n+2
1/ 1 V!
Stel a_ = ) .Dan is a_ >0, n 2 2 en
n n(n-—])\14_x2 n

a
lim l Z+1| = lim ?éﬁ_l;i . ! = 1
n->o n n>o 1 +x 1+x

[ee]

zodat volgens het convergentiekenmerk van d'Alembert de reeks Z a con-

vergeert voor ! 7 < 1, dus x # 0. n=2
1+ x 1 1
Voor x = 0 1is a = ~NCER)) < 5 > 02 2.
- (n-1)
-——l—~§-is convergent, zodat Z a, convergent is op grond van de ver-
n=2 (n-1) n=2
gelijkingsstelling.

De reeks is convergent voor alle x € R.

Zij S(x) de som van de reeks. Dan is
5(0) - °§ _ 1 ‘f LI N
- n(n-—]) Lo n—-1 n
n_ _
1 1 1 1
= lim [(1- —)+Q-— % 4) (ﬁjT*w+Wﬁ-ﬁrﬂ]=

N-rco
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1
N + 1

= lim [1 -
N0

1 =1

Voor x # 0 stellen we
0 1+ x

1 n
nZZ n(n-1) v -

De som van deze machtreeks bepalen we als volgt:

= y. Dan is 0 < y < | en de reeks wordt

fee] n [ee] oo (oo}
y - y_ Yy = y__ - AN
nZZ n(n-1) nz (n— 1 n) Z n- 1 Z n

o

n+l

=]

1}
I ~138
g
j=]
I
I ~138

%;.= -y In(1 - y) + 1In(l - y) +y ,

waarbij gebruik gemaakt is van de reeksontwikkeling

© 7
In(l - y) = =) I , geldig voor -1 <y < 1
n=1 °
Substitutie van y = ! > geeft
I+x
x2 2 1
S(x) = 5 1n X 5+ 5 x# 0 .
1 + x 1 + x 1+ x
T 1 dn_ 1121 13 1 14 1 1.5
2 S = L@@ m1a® t329) 5 t5rE ] e
n=? . . . .

1 ] 1 ]
50 " 750 T 7500 T 7500 T

. 1
De afbreekfout na 2 termen is groter dan E50 °

De afbreekfout na 3 termen is gelijk aan
1 1.5 1 ,1.6 1 1.7
E=53@ *535@ 7@ e
zodat
I 1.5 1 1.2 1 5 1 -4
0<E<57E 0 +35+ ) ) = %7560 * & ~ 50000 < 'Y

Dus N = 3.

Opmerking. We hebben ons hier laten leiden door de gedachte dat de 4% term.
van de reeks een redelijke schatting is van de afbreekfout na 3 termen,

omdat de reeks snel convergeert.
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We kunnen het vraagstuk ook als volgt oplossen. De N-de term van de reeks

1 N+1
s TﬁjTTiﬁ(S) . zodat de afbreekfout na N.termen gelijk ;s aan

B L N+2 b N+3 1 1 N+4

E= Wi s 1)‘5) BTG AR CE I I CEIOLEY
Dus
i 1 N+2 1 1,2
O<E<mrpmsnd (*rs+tE7 +..) =
1 (1)N+2 5 _ 1
(N+2)(N+1) I T 4(N+2)(N+1)5N+]
. . 1 , -4
Kies N zodanig dat : T < 10 .
4(N+2)(N+1)5

Dit geeft (N+2)(N+ 1)5071 5 2500, (N+2)(N+ 1)5" > 500, N > 3.

1
_ _ ~ 7500 °
Het kleinste getal N waarvoor E < 10 is dus N = 3,

De afbreekfout na 2 termen is groter dan 213(39

4. a) De karakteristieke vergelijking Az— 2 +1 = 0 heeft de wortels A1==A =1,

2
zodat de algemene oplossing van de homogene differentiaalvergelijking is

- X X
vy C]e + sze

Aangezien 1 een tweevoudige wortel is van de karakteristieke vergelijking,

heeft de differentiaalvergelijking een particuliere oplossing van de vorm

2 x

-X
y = ax e’ + be

Substitutie levert

2 x X X -X 2 x X -X
ax e + 4axe” + 2ae” + be - 2(ax e” + 2axe” - be ) +
2 x -X X -X
+ ax e +be " =e -e s
X -X X -X
2ae” + 4be =e - e  , zodat

X X
y = ix%e" - le T+ Ce + Cyxe® .

1 i -i . .
= 57(e ¢ . ¢)’ waarna de integraal overgaat in
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m/2 w/2
{ 3% in g.d0 = _;_; J 30 te | ey, o
/4 m/4
m/2 o )
. . o=n/2
='lr (e4l@ - e21®)d 17{17-e41® - lr ezl@] =
21 2141 i /4
/4 o=m
_ l_{l_.eZNi B l__eﬂl _ l__eﬂl . 1 ﬂi/2] B
= 71441 71 1 21 © -
NS 1 U T AN TS IR (U R
gttty TGty syt

Opmerking. Toepassing van de formule van Euler,

e3l(p = cos 3¢ + 1 sin 3¢ ,

leidt tot de volgende oplossing:

/2 /2 m/2
3ip . . . . .
e sin ¢ dg = cos 3¢ sin ¢ do + 1 sin 3¢ sing

/4 /4 /4
/2 /2
%— J (sin 4¢ - sin 2@)d@-+l-i J (cos 2¢ -~ cos 4¢)do

2
/4 /4

I 9=n/2 g=7/2

1 ‘. . .
7 ©os 4$1~% cos 2¢] +~§ 1[5-51n 2¢-—Z-31n 4ol
o=n/4

It
s
1

o=n/4

waarbij de bekende somformules voor goniometrische functies zijn toege-

past,
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1977

. a) Bewijs dat voor iedere m ¢ N geldt .

2 2 2 2 2

(1:+ T)(l +§") cee (1+ o _1)(]"' n-)l< (n +,]~) .
b) Bereken
m/2
X - tan x
——dx .
X tan x

O.

. a) Bereken

[ee]

dx
IJ (x2+-2x)sz + 2x

b) Onderzoek of de reeks

a)
b)
c)

. a)

b)

convergeert,

. Beschouw de reeks

Voor welke x ¢ R is deze reeks convergent?

Bepaal voor deze waarden van x de som van de reeks.

Geef een schatting van de afbreekfout na 10 termen voor X = !

Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking
2y
(T +xD)y" +xy=1.,

Bepaal alle complexe getallen z die voldoen aan

(z = i>4 =4

§' .

77
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1977

1. a) We geven een bewijs met volledige inductie.
. ' 2 . .
i) Voor m = | staat er 1 + 2 < 27, zodat de bewering waar is voor n = 1.

ii) 7ij n e N. Uit
G+Ha+H o +d @’

volgt

2 2 2 2
(1 +-T)(l +-E) eer (1 + E)(] + —

2
n+ 1

D < D+ ) =

=(n+ D + 3) = n2 + 4n + 3 < n2 +4n + 4 = (n + 2)2 .

Voor alle n ¢ N geldt dus

/1

2
= - \1+%)<(n+i)2

NN

71 : N7 :
\rn T J Ll T

Opmerking. Er is een eenvoudiger oplossing:

2 2 , 2 2
A+PU+F o (0 r == +5) =
=3 4 5 n+l n+2 _(@+2)! (+1)(n+2)
R R R i : <
D@2 g2

2

b) De integrand is begrensd op het interval (0,%9:

1 3 1 3
lim X- tan x _ .. X cos x - sin x _ lim Xy X F TEEG K e
t i - h
x40 X tan x <0 X sin x <40 x2 _ % X4 +
1 .3
a ER . X — tan X . 1 1 2
= lim ————=0; lim . == lim ( -—) = - =
0 %2 4 . X tan x ; tan X  x T
x+§ x+§

De integraal is dus niet oneigenlijk.

De functie F: [0,%] >R gedefinieerd door

m/2
F(e) = J x-tanx .o
X tan x

€

is continu op EO,gJ, zodat
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/2 w/2
X = tan x _ oas - 1 1 _ 1 -
J m dx = F(0) = 1lim F(e) lim J (tan - X)dX
ev0 €40
0 €
x=1/2
= lim [1ln(sin x) - 1In x] =
ev0 X=€
: = 1im (~1n I In(sin ¢) + In ¢) =
r 2
| et0
: . 2 sin € 2 . sin e, _
| = 1lim (1ln —- ln(——e-—-——)) =1ln —— In(lim ———) =
é ev0 " e+0
F
= 1n 2__ In 1 = 1n E~.
T T

Hierbij is gebruik gemaakt van de continuiteit van de functie 1n x.

2. a) Wegens Vx? + 2x Vix + 1)2 = 1 is de integraal als volgt te herleiden.

. 1 . .
Substitueer x + 1 = : en neem ¢ zo dat het integratie-interval I <x<w

0s 9 sin
. Dan is /(x + 1)2 = 1 = tan ¢, dx = ?

(]

.
overgaat in = < ¢ <

3 < de, zo-

E

dat cos ¢

¢ 7T/2

4 dx 1 sin @
i 7 - 37 907
i 1 (x” + 2x) V%% + 2x /3 tan"¢ cos ¢

{ w/2
3 cos o do =

=—]+]=£3_1

/3 13 3

: sin sin ¢
3 w/3 9

-n*

b) De reeks ) __Ef"'Sin é—is absoluut convergent (en dus convergent) op
n=1 2 (_l)n 1 1
grond van de vergelijkingsstelling: L—faﬂ— sin H} € — voor alle n ¢ NN
2

©

1. .
! en z — 1s een convergente meetkundige reeks.
E‘ n=1 2

3. a) Voor x = 0 is de reeks convergent en voor x # 0 is

n n 2 2

Lim | A TE-TY X

n—->« n

a
n+1 ,
- | = lim

N>

Op grond van het convergentiekenmerk van d'Alembert is de reeks dus (ab-

soluut) convergent voor x2 <1, |x‘ < 1, en divergent voor lxl > 1.




80

H 1.77
Voor |x| = 1 is de reeks ook divergent, omdat de algemene term (voor
. .n - 1
[xl = 1) niet naar nul gaat voor n - «: lim =1,

n->o
Samenvattend: de reeks is convergent voor |x| < 1, divergent voor ]x|2 I,

(o]

b) Zij S(x) = z o ; ! x2n, -1 < x <1,
n=2
T 2 v x2n
Omdat de reeksen Z X en z —Eﬂ-beide convergent zijn voor -1<x<1,
n=2 n=2
kunnen we schrijven
o ©  2n 4
s(x)=2x2n—2x =% x4 1n( - ) =
n 2
n=2 n=2 1 - x
2 2
==X _ 4+ 1n(l - x ), -1 <x <1,
A 2
Il - x

I, ¢ n-1,ln
) S(3) = ) ——(.
n=2
Voor de afbreekfout E na 10 termen geldt

111,12 12 1,13 13
oy + —=(5) + TZ(

( 1. 14
T 12'9 13%9

-9—) ... <

<@t @@ st

4. a) De homogene differentiaalvergelijking
2y
(1 + x7)y" + xy =0
lossen we op met de methode van scheiding van variabelen:

(1 + x2)dy + xy dx =0 ,

dy + X dx
y

=0,
1 +x

J dy + J X dx2 -0,
y 1+x

ln]y| + 1 In(l + x2) =C,,

-1
y = C(l + x2) z.
De algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking bepalentﬁ

we nu met de methode van variatie van constanten.
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-1
Stel y(x) = c(x)(1 + XZ) ’. Na substitutie in de vergelijking

(1+x2)y'+xy=1
vinden we

) (1 + x5t =

c'(x) = -—l~——-, c(x) = ln(x + V1 + x2) + C

1 + x

b

zodat de algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking

wordt
2 -1 2 -1
y o= (1 +x7) ?In(x + V%<2 + 1) + C(1 + x ) ¢,
b) Stel > f T = wen los op de vergelijking
w4 = —4 = 4e"L;
7i ki
W = /§é4 2 s k =0,1,2,3 ;
mi 3ni
W= V§é4 =1+1, W, = 2e L -1 +1i,
Wy =W, = -1 -1, v, W= I -1,
. z iw oy
Uit v S volgt z = woT ° zodat de wortels van de vergelijking

iw iw
1 1 .
z2, = ——— = ——=w, =1+ 1,
1 wl— 1 1 1
iw .
2 -1-1 . 1 .
zz‘wz-l‘—2+i‘5(1+3l) g
iw
_ 3 _1-1i 1. .
23 = w3—-l -2-1 5( b+ 30,
iw iw
_ 4 4 _ _ .
z4————:—-1———_—i-—-w4— 1 + 1,




T 6.77

Examen/tentamen juni 1977

De functie f: [-1,2] - R wordt gedefinieerd door

a)
b)

a)

b)

a)

b)

a)

b)

3
f(x) = Vx? = %3 voor alle x ¢ [-1,2] .

Onderzoek of f differentieerbaar is in O.

Bepaal de extrema van f.

Bepaal

2
J X arctan x
_—dx .

I + x

Onderzoek voor alle x = -1 of de reeks

(e8]

z arctan Xn

n=1 n

convergeert dan wel divergeert.

Bepaal de Taylorreeks van f(x) = Yx rond x = 100.

Bepaal V101 met een fout < 10_4.

Bepaal de oplossing van de differentiaalvergelijking

2

xy' - (1 + 2x2)y = e¥

die voldoet aan y(1) = 0.
Ontbind het polynoon
x7 + x4 + 16x3 + 16

in onontbindbare reéle factoren van graad < 2.

82
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Oplossingen Tentamen juni 1977

1. a)

b)

2. a)

Uit
f(x) - £(0) _ 3x2 - x3 -0 93[1 1 x40
x -0 9;§ X ’ ’
volgt
1 L0 EO)
%0

zodat f niet differentieerbaar is in O.

De functie h: R > R gedefinieerd door

h(y) = vy, yeR,

is monotoon stijgend.
7ij a(x) = x> - x5, x « [-1,2].
Dan is f(x) = h(g(x)), x ¢ [-1,2], en het is onmiddellijk duidelijk dat
uit het stijgen (dalen) van g volgt dat f stijgt (daalt).
Hiermee omzeilen we de moeilijkheid dat f in 0 en in 1 niet differenti-
eerbaar is!
Uit
g'(x) = 2x = 3% = x(2 - 3x)

en het volgende schema

2 dalend 0 stijgend 4 dalend -4 g

27
-—-=—-=--0++++ 0 === -~ g’
2
-1 0 3‘ » 2 X

volgt op grond van het voorgaande dat f

. 3 .
een globaal maximum /2 heeft in -1,

b 13—, 2
27 =374 in g
een locaal minimum O in O, en

een locaal maximum
een globaal minimum -v4 in 2,

Schrijf
2

X 1+ x2 -1 _ | - 1]
5 = =

1 + x 1 + x T+ x

dan volgt
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2 .
arc
JW@:J arctanxdx-J__EéP_}idx:

1 + x2 1 + x2 "

= & arctan x - j X odx - J arctan % d arcfan x = |
1+ X
1 2 1 2
= x arctan x - § In(l + x7) - i{arctan x)” + C .
b) Schrijf
1 _ 1+ x2 -x _ 1 _ X
x(1 + x2) x(1 + x2) X 1+-x2
dan volgt
) dx A 1 X 2 A
J-————*~—— = lim J (— - 2)dx = lim[ln x - § 1n(l + x7)] =
. x(1+x7) Aveo 1+x Ao 1
2 A2
= lim[ln A = } In(1+A%) +4§ 1n 2] =1lim (} ln——-—-—~§-+%1n2)=%ln2‘.
Ao Ao 1+ A
Opmerking. Door de substitutie x = éAgaat de integraal over in
0 1
d 2 :
—J T— = J s—dy = 3 In(Gy"+ | =}1n 2.
y
3. a) Voor x = -1 is de algemene term van de reeks gelijk aan
arctan | T
n = "I als n even ,
_ arctan(-1) -
n n arctan(-1) -7
————— = o als n oneven ;
n 4n
n (=D
dus a =TT To zodat de reeks convergeert voor x = -1. Voor x = 0 is

de reeks convergent, omdat alle termen dan gelijk aan nul zijn.

Voor |x| <1, x# 0, is

n+1
. n+1 . arctan x _ n
1i | = lim | =
n + 1 n
n->-o n n-—-o arctan x
n+1 n
a1 n arctan x X
= lim x| = ]x| <1,
n+ 1 n+1
N> X arctan x

zodat op grond van het convergentiekenmerk van d'Alembert de reeks (abso-

luut) convergeert voor |[x| < 1.
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Hierbij is gebruik gemaakt van de (standaard) limieten

lim xn=0, lx] < 13 lim 2XCtany _
o y->0 y

Voor x 2 1 is de reeks divergent op grond van de vergelijkingsstelling:

n
arctan x _ arctan I _ w
n h n 4n
n

" divergeert .
1 4n

f~18

Samenvattend: de reeks is

relatief convergent voor x = -1,
absoluut convergent voor -1 < x < 1, en

divergent voor x > 1

b) De Taylorreeks van f rond x = 100 wordt gegeven door
x - 100)} v 4 (x-100\"
£ = vR= /0= 100 = 101+ 27100 L1 §(hy(xpd00

voor |x - 100| < 100, zodat

% 41 1 1 _1,.1.2 1 1.3 _
V101 =10 nZO () Goe) =100+ 3 155~ 5500 * 16700 1=
111 11
=10+ 5z-m —mtor —= —-...= 10 + 3, “a,+a, -..
200 8 3716 5 4

e - + I A < =2 cee o
De reeks a, a, a4 is alternerend met a i a, n s 3,

Dus

V101

Q

10 + 0,05 - 0,000125 = 10,049875
met een afbreekfout E waarvoor geldt

0<E<—]% 15<10_6.
10

Afronden van de verkregen uitkomst op 4 decimalen geeft

Y101 ~ 10,0499

3

met een afrondingsfout A waarvoor geldt

lA] < §.107%
zodat

Al +E < 4.107% + 107 < 1074

. 8%
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4. a) We bepalen eerst een van de nuloplossing verschillende oplossing van de
homogene vergelijking door scheiding van variabelen:
' 2
xy' - (1 + 2x")y =0,

2
dy _1+2x 4 _ 9
y X

’

Iny - In x =~ x2 =0,

Dan heeft de algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelij-
king de gedaante

2
y = c(x)xe™

Substitutie geeft

2 2 2 2 2 X2 2
x[c'(x)xex -l-c(x)eX + 2c(x)x e® 1~ (14 2x7)e(x)xe = e ,

Hieruit volgt

c(x) = -

zodat de algemene oplogsing van de differentiaalvergelijking is

x2 x2
y(x) = —-e” + Cxe

De voorwaarde y(l) = 0 geeft 0 = —e + Ce, C = 1, dus

2
y(x) = (x - 1)e*

b) Schrijf

x7 + x4 + 16x3 + 16 = xa(x3 + 1) + l6(x3 + 1) =

1]

S 1)) = P e (xr D(xE - x4 1)

en los de vergelijking x4 + 16 = 0 op:

x4 = =16 = ]6en1+2kn1 ,

x = 2/ ATkTI/Z g 03,

’

P St P s e N TS S
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De wortels van de vergelijking x4 + 16 = 0 zijn dus X, = 2eﬂ1/4,
% = 2e3ﬂ1/4’ < = 2e5ﬂ1/4 - %, x, = 2e7ﬂ1/4 -3
2 43 22 74 1
Het polynoom x + 16 kan dus ontbonden worden als volgt:
x4 +16 = (x - x)(x-x)(x-x)(x-x,) =
1 1 2 2
= (x2 - 2x Re X, + ]xllz)(x2 - 2x Re Xy * |x2[2) =
= (% - 2/T B (xF + 2302 + )
Dus
x7 + x4 + l6x3 + 16 = (x+1)(x2—x+l)(x2—2x/2.+4)(x2+2x/2_+4)

Opmerking. De ontbinding van x4 + 16 kan sneller worden verkregen:

x4+16=x4+8x2+16—8x2=(x2+4)2—(x/§)2=

(X + 4 + 0B (x2 + 4 - x/B) =

(x2 + 2x/2 + 4)(x2 - 2%/2 + 4)
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1977

Van de functie f: [-1,+1] 3R is gegeven,f(x) =fx3 In iQ voor‘x # O,
x e [-1,+1], £ is centinu in O.
a) Bereken £(0).

b) Onderzoek of f differentieerbaar is in O.

c) Bepaal de extrema van f.

. a) Bepaal
J In(l + x?)
%
X
b) Bereken
/2
1 1
[ - D

a) Onderzoek voor welke reéle x de reeks

§ (2x - x2)n

n=1 n2 + 1

convergeert dan wel divergeert.
Geef een numerieke schatting van de afbreekfout na 10 termen voor x = 1,
b) Bereken
lim arctan x + X9T_I—;2.- 2x

x>0 x(cos x = 1 + %xz)

. a) Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking
y'+y' +y=x+ 1,
b) Toon aan dat

(l+i)”=32/2—(cos§4lr-+isin§£ . S

c) Bepaal alle complexe getallen z die voldoen aan
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Oploséingen Herkansingstentamen juni 1977

1. a) Continuiteit van f in 0 wil zeggen:

lim £(x) = £(0) .
x>0

In het bijzonder geldt dan

1lim f£(x) = £(0)

x40
Substitutie van x = % geeft
In lj
£(0) = lim x°ln x> = lim Y_ o qip S22 Iny _ g
3 3
x+0 yo y Yoo y
b) Uit
1im.££29~;—é£92.= 1im X21n x2 - 1im -ln y _ 0

volgt dat f differentieerbaar is in O met £'(0) = 0. Hierbij is de sub-
stitutie x2 =-% toegepast.
c) Uit b) volgt dat £'(0) = 0.

Voor x # 0 1is

4
f'(x) = 3x%1n x> + 3%; = x2(3 In x2 + 2) .
X

Uit het schema

0 stijgend 2 dalend - g—-stijgend 0 f

3e 3e
+++++ 0-~-0--0++++++ f'
-1 —e—l/3 0 e_l/3 1 X

blijkt dat f

een globaal maximum Z—-heeft in —e_1/3,

3e -1/3
een globaal minimum - =— in e s

3e

een locaal maximum O in 1, en

een locaal minimum O in -1.

2. a) Met partiéle integrafié“@erken we In(l + x2) weg uit de integrand.

Dus
lﬂil_i_zfl dx = _.l In(l + 2)d 1 _
A X = 3 n X "*3'—
X X

89
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1 In(l + x2) 1 {1 2x
SR R SR B ek
e X 1+X
2 r
1 In(l + x°) 2 1
= e 4 2 dx =
3 X3 3 x2(1 N XZ)
L 1n(l + %2 .2 [ 1+ x° -
= - 3'_£L.*7T3i—— +.§ _E__Ei___?E. dx =
X JoxT(1 + x7)
2 ¢
__1In(d +x) 2 1 _ 1 -
=-g——g>+3 (= 2)dX
X ’ X 1+X
___I.M_.%l——arctanx+c
- 3 3 3 3
b) Wegens
. 1
xv0 x+0
3
X 1 3
. X cos X - sin x . (x - 27t ) - (x "X T ) _
= lim % sin x = lim 2 1 4 )
x+0 x+0 X —gx t
-—;-x3+
=lim"'—'—'2"—“"—"‘=0a

x40 X" +...

is de integrand begrensd op het interval (O,%]. De integraal is dus niet

oneigenlijk.

De integraal

m/2
1
tan x

(

1 . . .
- ;)dx 1s een continue functie van ¢ op [O,gﬂ.
8

Op grond daarvan geldt

/2 m/2 j
J '~ Dyax = 1im J Cos x _ Ly \‘
tan x X sin X X

840 ;

0 $ i

1

o . _ T2 _ . T $ - 1 T ;
= 1lim [1n sin x - 1n x](S = lim (~1In 5 + 1n Y 6) In 5

$40 S+0
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a) Voor x = 0 en voor x = 2 is de reeks convergent en voor x # 0, X # 2 is

a : ! 2
lim |22 = 1im |22

o n. o (n+1)7 + 1

(2x-x2)| = |ZXx— x2] s

zodat op grond van het convergentiekenmerk van d'Alembert de reeks abso-
luut convergeert als |2x - x2| < 1 en divergeert als [2x - x2 > 1.
Aangezien |x2 - 2x| < 1 leidt tot (x2 - 2x)2 <1,
(x2 - 2x + 1)(x2 -2x-1) <0,
(x- Dx-D*-2<0,
2

(x-1D"<2 metx#l,

is de reeks absoluut convergent voor 1 — V2 < x < 1 + V2, x # 1; en diver-

gent voor x < 1 - V2 en voor x > 1 + V2,
Voor x =1, x=1-v2, x =1+ /2 is ]2x - le = 1, zodat dan
n 2 - 27
n + 1 n

fed]

De reeks 2 a is dan absoluut convergent op grond van de vergelijkings-—
n=1
stelling.

Samenvatting: De reeks
§ (2x - x2)n
n=1 n2 + 1

is absoluut convergent voor | — v¥2 < x < 1 + V2, divergent voor x < 1 — V2

en voor x > 1 + V2.

(o]

Voor x = | wordt de reeks Z ! .
n=1l n" +1 o 1
De afbreekfout na 10 termen is gelijk aan E = Z 5 . Voor grote n
. 2 2 n=11 n"+1
isn” + 1 ~n -1,
. 2 2
Uit n” + 1 >n” - 1 volgt dan
v 1 P 1 1
E < z =% Z ( — - ):
n=11 n2— 1 n=11 o 1 o+ 1
x i I
=4 lim ) ¢ - ) =
2 —
Mwpel] 271 Bt
gl 1 11 11 I I -
=z linllGe-) + G- * @) v G T e

91
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De functie f(x) =
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Een andere manier om E te schatten is de volgende.

is voor x = O monotoon dalend. De integraal

1+x
dx ® T 1
———— = arctan X = — - grctan 10 = arctan —&
1 10 2 10
+ X
10
splitsen we als volgt
o) - k
dx - z dx
1 + 2 k=11 1 + 2"
10 X k-1 X
Op het interval [k-1,k] geldt £(x) = f(k) = ! > . Dus
1+k
® o0 k o0
arctan %6-= J-——QEjE = X J dx z z 1 5 = E,
10 1 + x k=11 K1 1 + % k=11 1+k

.
10 10 °
Merk op dat beide schattingen niet wezenlijk van elkaar verschillen.

.. 3
Zij T(x) = arctan x + xV1 + xZ - 2x,

zodat E £ arctan

N(x) = x(cos x - 1 + %xz)

Ontwikkel N(x) en T(x) in een Taylorreeks rond O:

- S L U SR e O
N(x) = x(1 7 X tgT X ... -l 45X ) = 5T K e s

cx-L1 3y 1o 12_ 1.4 - oy =
T(x) = x FX P X - x(1 + 3 X g X +...) = 2x =

1 5 4 5
(3‘ g)x + 75 X ot
dan volgt ;
A5,

1im 2 5 BT _ % _ 32
%50 N(x) 0 %Z xS + 45 15




4, a)

b)

c)
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De karakteristieke vergelijking

A e+l = A+ H+3=0

heeft wortels -} + 3i/3, zodat de algemene reéle oplossing van de homoge-

ne vergelijking is

—1
e 2%sin(1xvV3) , C, eR, C

-1
e zxcos(%x/g) + C ]

y::C € R .

1 2 2

Er is een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking van de
vorm

y = ax + b .
Substitutie geeft
at+tax+b=x+1, dusa=1,b=0.
Bijgevolg 1is de algemene reéle oplossing van de inhomogene differentiaal-

vergelijking

~1
y=x+e 2X(Clcos(%x/?}—) + Czsin(%x/§>), C,eR, C) eR .

2
Wegens
1 + i = VE-eﬂi/4
(1 + i)ll _ (V§>11611n1/4 - 25/E'e11ﬂ1/4"2ﬂ1 _
= 32/§.e3ﬂl/4= 32/§(cos-%FA+ i sin %F
Stel z = x + iy, x e R, y ¢ IR.

2 2 2 2

Dan is eZ =e* Y +21xy’ dus de vergelijking [ez l = e gaat over in
22
* Y = e, met oplossingsverzameling
2 2
{(x,y) | x* -y° =1}
De complexe getallen z die voldoen aan [ez I = e liggen dus op de hyper-

bool x2 - y2 =1,
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Proeftentamen oktober 1977

. Bewijs dat voor alle n ¢ N geldt:

Zn o,
Z k =€n(2n+1)(7n+1) .
k=n+1
Bewijs:
1 - x
2 arctan T T x - arccos x voor |x| < 1
+ X

. Bereken de volgende limieten:

. 3
a) lim Vn(/n+ 1 - /n)arctan n ,
n->oo
. 1
b) lim ————,
n>® e sin —=
2
n
m
cos 7 X
2 =
d) lim x>0 ¥ .
x+0

. De functie f: R R is gegeven door

f(x) = x In x2 (x #0) ,

£(0)

0.

a) Is f continu in 0?
b) Is f differentieerbaar in 072
c) Teken de grafiek van f. Let hierbij op het gedrag in de buurt van 0 en

de extrema.

De rij (an) is gegeven door

ERPS

a1 = 2 en a =

el arctan a (n elN) .

Bewijs dat de rij (an) convergeert en bereken de limiet.
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Oplossingen Proeftentamen oktober 1977

1. Met volledige inductie, 9
Voor n = 1 is het linkerlid van de te bewijzen gelijkheid Z ,kz = 4, het
k=2

rechterlid~%.l.3.8 4, zodat de bewering waar is voor n = 1,

Neem aan dat

2n

k2 = %'n(Zn + D(In + 1) voor zekere n e N ,
k=n+1
Dan is
| 2n+2 2n
; z k2 = z k2 - (n+1)2 + (2n+1)2 + (2n+2)2 =
§ k=n+2 k=n+1
1 2 2 2
i =g n(2n+ 1) (7n+1) - (m+ 1" + Cn+ 1) + 4(n+1)" =
2 1 2
= 3(n+1) +g(2n+1)(7n +n+12n+6) =
; 2 1 1 2
: = 3(n+1)" + €(2n+ D(n+1)(7n+6) = g(n+ 1)(18n+ 18+ 14n“ + 19n+ 6) =
‘ 1 2 1
=€(n+1)(l4n + 37n+ 24) =g(n+1)(2n+ 3)(7n+ 8)
Dus
2n 5
) k“==n2n+1)(7n+1) voor allen ¢ N .
_ 6
k=n+1

2. Beschouw de functie f gegeven door

f(x) = 2 arctan —%—E—E— - arccos X, ]x] <1
Dan is
(1+x)%—1———.(—2x)—m
£ () = —E sy AEESI. P S
I (1+x) /1 = %2
(1+x)°
- 2 -x(1+x) - (1-x2) . 1 _
(em?er-x == e
- 2 ~(x + 1) + 1 -0,

2+2x T V1 - %2

dus f constant op (-1,1).
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Uit
T T
£f(0) = 2 arctan 1 — arccos O =-2.Z-— 7 = 0
volgt
£(x) =0 wvoor |x| <1
. a) Wegens
3 "
0 < Vn(/n + 1 - /n)arctan n= —————— arctan n <
yn+ 1 + /n
3
< < 11/6’ nelN,
2vn n
. . 1
1lim 0 = 0, lim =0,
1/6
n->e e n
geldt
lim QE(Vn + 1 - /n)arctan n = 0 ,
>0
op grond van de insluitstelling.
b) Herleiden tot standaardlimieten geeft
RS L
2 2 2
lim ! = lim T - EH = lim —> i nz(é)n =1.0=0.
n>w e gin — e sin — e n>e sin —
2 2 2
n n n
c) Substitutie van x - 2 = y geeft
T T ﬂ LT
. cos 7 x ' cos(f * 7 v) . sin 7~y ﬂ
11m———:—~2—=11m =11m p .Z=—Z.
x2 X y>0 Y y>0 7V
d) Schrijf
LSin x| e31n X In x’ x>0,

I3 L . . Z
dan geldt op grond van de continuiteit van de functie e

sin x a

lim x =e |, ,
x+0 :
waarin :
a=limsinxln x=1limn 322 Z xInx=1.0=0
x+0 x40
Dus
lim x> * = eO =1,

x+0
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4. a) Wegens

b)

c)

lim f(x) = 1lim x 1n xz = 1lim 2x Iln x = 0

x¥0 x+0 xv0
lim f(x) = 1lim -y 1n y2 =0 ,
x40 y+0

geldt
lim £(x) = 0 = £(0) ,
x>0

zodat f continu is in O.

Hierbij is gebruik gemaakt van de (standaard) limiet

lim x 1In x = 1im-l 1n L. lim - In z _ 0 .
z z z

x+0 Z-»c0 Z->o0

Uit
2

lim fﬁzz—;—gﬁgl = lim EL}B—E— = 1im 1ln X2 = —

x>0 x x>0 X x>0
volgt dat f niet differentieerbaar is in O.
Voor x # 0 is

£'(x) = 2x 1In [x])' = 2 In|x| + 2,
zodat

f'(x) >0  voor |x| > e

£'(x) <0 wvoor 0 < |x| <e en

£'(se ) =0 .
Uit het schema

stijgend dalend stijgend f(x)

+++++0--2=-~=04+++++ ' (%)

X
—e_] 0 e—]
volgt dat
-1 -1 .

f(-e ') = 2e ' een maximum,

f(e- ) = -2e—1 een minimum is van f .
Wegens

lim f(x) = lim x 1n x2 = -

Kor—oo Xr—o

lim £(x) = « |
X0

97
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zijn dit locale extrema van f.

Nulpunten van f zijn O en de wortels van de vergelijking ln x2 = 0, dus
-1 en 1.

Uit b) volgt nog dat de grafiek van f in het punt (0,0) een verticale
raaklijn heeft.

Met deze gegevens kan men gemakkelijk de grafiek van f tekenen:

Af (x)

[}
-
—_

—— - - - -

-2 p----

5. Uit het volgende plaatje zien we onmiddellijk dat de rij (an)

i) monotoon dalend is: < a_ voor alle n € IN;

a
n+1
ii) naar beneden begrensd is: a > 1 voor alle n  WN;

iii) convergent is: lim a = 1.
N>

_ 4
y = p arctan x
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Het formele bewijs:

i)

ii)

iii)

Met voldledige inductie.

. _ 4 , booom o,
Er geldt a, = — arctan 2 < ] 2 = a
Stel a < a voor zekere n ¢ IN.
n+l1 n

Dan is, op grond van de monotonie van de functie arctan x,

a = 4 arctan a < 4 arctan a = a

n+2 T n+1 T n n+1
Dus

a < a voor alle n ¢ N .

n+1 n

Met volledige inductie.

Er geldt a; = 2 > 1.

Stel an > 1 voor zekere n ¢ N.

Dan geldt, weer op grond van de monotonie van de functie arctan x,

_ 4 4
i b

e

a arctan a >
n+l1 n

Dus

a, > 1 voor alle n e N .

De rij (an) is monotoon dalend en naar beneden begrensd, dus convergent.
Zij a = lim a . Dan is

n->e

arctan a ,

. . 4 4
a = lim a = 1im — arctan a = —
n+1 T n m

n—>o >0

op grond van de continuiteit van de functie arctan x. Bovendien geldt
a 2 1 volgens ii).

Uit het ongerijmde bewijzen we dat a = 1.

Stel a =-% arctan a met a > 1,

Beschouw de functie f gegeven door

f(x) = x --% arctan x, x = 1
o 41 2 .
it £f'(x) =1 - = 2 1-+%>0, x 21, volgt dat f monotoon stij-

1+ x
gend is op het interval [1,x), zodat f(a) > £(1) =0, a > %-arctan a

voor a > 1. Tegenspraak.

Dus a = | en lim an = 1.
n->e
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Examen/tentamen januari 1978

. Voor x > 0 is de functie f gedefinieerd door

In x
-1

1

£(x)

als x # 1,

£(1)

a) Bewijs, dat f continu is in x = 1.
b) Onderzoek of f differentieerbaar is in x = 1.

c) Bewijs, dat f monotoon is en teken de grafiek.

. Bereken

(=]

J arctan x

> dx .

1 X

a) Onderzoek voor welke reéle x de reeks

o n

nZO (n+2)n!

convergeert.
b) Bepaal de som van bovenstaande reeks voor die waarden van x waarvoor de

reeks convergeert.
a) Onderzoek of de reeks

Z 1n(i - —‘7)

n=2 n

convergeert.

b) Bewijs dat de reeks

[oo]

n 1
L DT —

n=1 n + 1

convergeert. Hoeveel termen van deze reeks kan men nemen opdat men er ze-

ker van is dat de absolute waarde van de afbreekfout hoogstens %.10—2 is?
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5. Bepaal alle z ¢ € waarvoor geldt
exp(z2) = -i .

(N.B. exp(w) = e” voor alle complexe getallen w.)

Teken de gevonden waarden in het complexe vlak.

6. Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

1"

y" - 2y + 2y = 2e¥cos x .

101
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Oplossingen Tentamen januari 1978

. X . - 1
. a) lim £(x) = 1im 2 X - qqp X =-1In 1 _ x)' =1 =f(). 0
x- 1 x. -1 x=1
x%1 x>1 x>1
b) Uit
In(1+h) _ |
1im f(l*-g) - £(D = lim M = lim ln(l-+g) - h
h~>0 h>0 h~>0 h
1.3
(h—l h2+—h -...)=h
. 2 3 . 1 1 1
=llm 2 =11m(—§+§h—...)=_§_
h~0 h h~>0 ‘
volgt dat f differentieerbaar is in x = 1 met £'(1) = -},
c) Voor x # 1 geldt
1
£1(x) = (x 1)'; In x _x-1-x1nx_ g(x)
1\2 Id 2 7 PN
(x-1) x(x-1) x(x-1)
Uit
g'(x) =1 - 1n x - x.% = -ln x > 0 voor x £ 1

volgt dat de functie g stijgend is op het interval (0,1) en dalend op
(1,»), zodat

g(x) < g(1) =0 voor x # 1
Voor x # 1 is dus f'(x) < O.
Met £'(1) = -} volgt dan

f'(x) <0 wvoor alle x > 0 .

Dus is f monotoon dalend met

lim £(x) = lim iﬁ_f = », lim £(x) = lin 22 . X _- 0.1 = 0:
x¥0 x40 x>0 x>0 ¥

!
—




3. a) Voor x
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o A

j EEEE%E_§ dx = lim - J arctan x d

X Ao 1

A I
. J——-———————dx]=
1 1 x(1 + x7)

1
X
1

= lim [—-l arctan x
X
Ao

A 2
arctan A 1 +x - x

= lim [~ N

Ao

+ arctan 1 + f dx] =

I x(1 + x7)
A

=0+ ¢+ lim J(—]-—
X
Aoo I

X

2)dx =

+ lim [In x - %-1n(1 + xz)]?
A0

N

2
+ lim (—;—ln—i-é——+-;—ln2)

Ao AT + 1

&=

0 is de reeks convergent en voor x # 0 is

n+1

\
(n-FZ)n.’ - 1ip D + 2 X

N X
llml(n+3)(n+1):° n n+3n+1
N> X —>C0

zodat volgens het convergentiekenmerk van d'Alembert de reeks (absoluut)
convergeert voor alle reéle x.
b) Zij

n
S(x)=z—————)—<——~,—, xeR .
n=0 (n+ 2)n!

Herleiden tot standaardreeksen (convergent voor alle x ¢ R) geeft

E (n+1)xn _ ; (n + 2 - l)xn

NS o) s N Ce s e
E X © & © Xn—l o xn—2
= T Z T Z T Z i =
0 (n+1)! (n+2)! ol D p=p D
_ 1. x _ 1 X_ 1 + (x--l)eX
= ;(_(e 1) —2-(6 1 -x) 5 s #0 H
X X

terwijl S(0) = }.

163
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4, a) De termen van de reeks zijn negatief, zodat
ot 1
Z "].'D.(] - -—i)
n=2 n
de reeks van de absolute waarden der termen is. Uit

“1n(1 - 1)
|

2
lim ————2 = 1im In(l + h) _ (ln x)' =140
1 h x=1
> -—2 h+0
n

e0]

en de convergentie van de reeks Z li-volgt op grond van het limietken-

merk dat de reeks n=2 n

(o]

1
Y 1n(l - —)
n=2 n2

absoluut convergent is.

b) De reeks 1s alternerend met lim (—1)n 5 -o. Bovendien is de rij
{ \ n—>ow n + 1

\ 5 / monotoon dalend, omdat de functie f gedefinieerd door f(x) =
n +1

monotoon dalend is op het interval [1,«), hetgeen blijkt uit

X

X +1

x2 + 1 - 2x2 _ 1 - x2

2, 1? (x2+ 1)2

f'(x) =

<0 voor x > 1 ,
(x

Volgens het kenmerk van Leibniz is de reeks
(o]

n n
DD

n=1 n + 1

convergent.

Breekt men de reeks af na N termen, dan is de absolute waarde van de af-
N + 1

breekfout hoogstens gelijk aan ——————— . Uit
2
(N+1)" + 1
N + 1 < N+ 1 1 en
- ’
(N+1)2 + 1 (N+l)2 N+
1 1
S 5= voor N = 199 ,

N + 1 200

volgt dat de afbreekfout na tenminste 199 termen in absolute waarde hoog-

stens 5.10-2 is.
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2 1o _
5. Uit e = -f = 72" volgt 22 = =3mi + 2kni = (2k- {)7i, k ¢ Z. Onderscheid

twee gevallen,

1.2
i) k = 1. Dan is 22 = (2k-%)ﬂe2ﬂl met (2k - 3)w > 0, dus

~1l-z
ii) k £ 0. Dan is 22 = (§ - 2Kk)7e 2T et (4 = 2k)m > 0, dus

] 3
-iri
z =/} - 2k)r e ¢ .

-+ Re z

6. De karakteristieke vergelijking A2 - 20+ 2= (x - 1)2 + 1 =20 van de dif-

1
lossingen van de homogene vergelijking zijn

ferentiaalvergelijking heeft wortels X, = 1 + i,~k2.= 1 - i, zodat alle op-

y = cie(Hl)X + cée(]—l)x = clexcos X + czexsin X .

(1+1)x .

. . } (1+1)x
1s er een particuliere oplossing y = axe

Omdat 2eXcos X = Re 2e

i van de differentiaalvergelijking

y"' o~ 2y' + 2y = 2e(1+l)X .
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Substitutie geeft

(a1 +1)2x+2a(1+1))e DX a1 iyx+ a)e DT, o (IFD)x _
_ 2e(1+i)x ,
2ia = 2, a = ~-i .

Een particuliere oplossing van de differentiaalvergelijking

y" - 2y' + 2y = 2e"cos x

. . 1+1)x . X . X .
is dus y = Re - 1xe( x Re - ixe"(cos x + i sin x) = xe“sin x, zodat de
algemene reéle oplossing is
X . X X .
y = xe'sin x + c,e"cos x + c,e'sin x, ¢, €eR, ¢, e R .

1 2
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1978

1. De rij (an) is gegeven door

3a

a, =1 ena = L voor n > 1 .,
1 n+1 an+ i

Bewijs dat 1lim a bestaat en bereken deze limiet.
n—>oo

2. Bereken

oo

dx
OJ T T )

3. a) Onderzoek voor welke reéle waarden van x de reeks

© n
z X
n=1 n(n + 1)
convergeert.

b) Bewijs dat

oo

1

————=1-1n 2 .
n=1 n(n + 1)2n

4. a) Onderzoek of de reeks

[eo]

In n

z 1
n=1 nvn + 1

convergeert.

b) Gegeven is de reeks

Hoeveel termen kan men nemen om er zeker van te zijn dat de afbreekfout

kleiner is dan 10727

5. Bepaal alle z ¢ € waarvoor geldt

zz(i + z2) = -12
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6. Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

y" -y -2y = e2X + sin x .
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1978

Y

N o worew e - o - « -

Uit bovenstaande figuur volgt

i)

ii)

de rij (an) is monotoon stijgend;

de rij (an) is naar boven begrensd: a < 2, n ¢ IN;

iii) de rij (an) convergeert naar 2.

i)

ii)

Bewijs.

Zij ¢ de functie gedefinieerd door

3x
X+ 1

o(x) = > x>0

Dan is ¢ monotoon stijgend op het interval (0,») omdat

3x 3 3
' - [ - - v - 0
o' (%) (x-fl) (3 —t ]) — > 0 wvoor x € (0,»)
(x+ 1)
Er geldt a, = 1 < £ a
& 1 2 2"

Stel a <a . voor zekere n ¢ N, dan volgt uit de monotonie van ¢ dat

a, - ea) <oela ) =a .,
Dus a <a  , voor alle n € N, volgens het principe van volledige induc-
tie.
Met volledige inductie. Er geldt a, = 1 < 2. Stel a < 2, dan is

a i = @(an) < ¢(2) = 2. Dus a < 2 voor alle n ¢ N.
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iii) De rij (an) is monotoon stijgend en naar boven begrensd, dus convergent,

Stel a = lim a . Dan is
1->c0
3a
= lima__, = lim —D2_ = 32
a n+l a +1 a+1°?
n>e n>e n
dus a2 +a= 3a, a- = 2a. Daar a = 0 onmogelijk is (an > a, = 1 voor

1
(&}
O

alle n ¢ W) volgt a

oo o

J dx - [ dx _
o VTR’ JGEpTeE)

0 4
oo m/2
- J _ 8 ! V3 g, -
_ 3/_Kvl2x + 1\2 1>3 3v/3 /6 (VtanZy + 1)3 coszw
m/2
6 IR L 2
=3 cos ¢ dog =3 sing =-§(1 - E) =3 .
TT/6 TT/6
3. a) Voor x = 0 is de reeks convergent en voor x # 0 is
n+1
. X n(n+ 1) .
lim I(nd—l)(n+—2) | = lim zlxl = !x‘ s
N

zodat volgens het convergentiekenmerk van d'Alembert de reeks absoluut

convergent is voor |x| < 1 en divergent voor |x| > 1. Voor |x| =1 is

o

1
nzl n(n+ 1)

de reeks van de absolute waarden der termen. Op grond van de vergelijkings-

1

stelling is deze reeks convergent, omdat < —5 voor n N en

- n(n+ 1)

¥ 17 convergent is.
n=1 n =)
Dus de reeks ) Ez;%—ry is (absoluut) convergent voor |x| < 1, divergent
. =1
voor |x| > 1.

b) Zij
S(x) = ) 1<x<1

1 nn+1) °?
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Herleiden tot standaardreeksen (convergent voor -1 < x < 1) geeft
- 1 1 n o xn - xn "
5() = ] e O ) =L n+ 1
n=1 n=1 n=1
o Xn—]
=-In(1-x - ] ——=
n=2
= ~In(l - x) + i(ln(l - X) + x) voor -1 < x < 1, x# 0 .
Dus
N ] = = S() =-In it +21Ini+1=1=1n 2
n=1 n(n + 1)2
. a) Uit
. Inn _
lim 74 = 0
e n
volgt 1ln n < nl/4 d.d., zcdat
Inn In n 1

o
IA

< < o.d.d.
nvn + 1 n/n ns/4

Op grond van de vergelijkingsstelling is dan de reeks

ln n
n=1 nv/n + 1
v 1
convergent, omdat Z ——7—-convergeert.
n=1 nS 4
v /o 1 1 1 1 1
b) RS A RS O I R

Afbreken na de vijfde term geeft een afbreekfout E waarvoor geldt

E =-£§ +-£? +-£§ +-£z +... =-g§(1 + ! + ! + ! +,..) <
: : : : Y6 VI 7/6 VY8 7.8/6 /9
. /Ekl AR SO 3 1 _ 66 _ V6
6! 6 2.0 37l T 790 1 5.720 600
6 6 1 -
<1 1,2
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5. Uit z4 + i22 = =12 volgt

(2% + %1)2 = %iz - 12 = %12 + 12i% = %? i2 ,
dus

2 1. _ . 7.

Z+-2-l—i21.
Twee gevallen:

iri Lri Lo

i) 22 = - %‘i + %-i = 3i = 3" geeft z, = V3e2™t z, = /341,
.. 2 _ 1., 7. _ . _ , =i o, —imi _ o mmi
ii) z7 = - yi-gi= 41 = 4e geeft zy = 2e > 2y = 2e .

6. De karakteristieke vergelijking kz -A =2=0Q+1)Q=-2) 0 van de diffe-

rentiaalvergelijking heeft wortels A] = -1, Xz = 2, zodat alle reéle oplos-—
singen van de homogene vergelijking zijn
. -X 2x
. y = c,e + c,e ", c, €R, c, €R .
1 A 1 L
Er is een particuliere oplossing
y = axe2x + be'*®
van de differentiaalvergelijking
Y" - y| - 2Y = e2X + elX
Substitutie geeft
(4ax+ 4a)e2x— bel* - (2ax + a)ezx— bie ™ - 2axe2x— 2be*® = e2X+ et s
3ae2X - (3b+bi)e'™ = e2X + ' R
1 1 .
a——3-,b— T6(3"'1).

Een particuliere oplossing van de differentiaalvergelijking

y" - y' - 2y = e2X + sin x
is dus
1 2x .y oix
y =3 xe + Im 76(3 i)e™" =
= %—xe2x - %B-Im(B - i)(cos x + 1 sin x) =

—

=3 xe2x + %6(cos x - 3 sin x) ,

zodat de algemene reéle oplossing is
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+—i~6(cosx—3sinx)+c

1

-X
c

+

c

2

e

2x

b

C

1

¢ R, ¢

113

e R .
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Examen/tentamen juni 1978

. Bereken de complexe getallen z

Bewijs dat voor alle n € N geldt

k+1 n
2 < 2

e~
=
|
o
=)
+

a) Bepaal

X arctan X
S s dx

/1 + x2

b) Bereken

o«

J dt
i t/1 + t2

Bereken
1
2
J /1 + £F dt
0

met een fout die hoogstens 5.10_3 is door de integrand in een reeks te ont-

wikkelen.

. Onderzoek voor welke complexe waarden van z de reeks

© e(|z!2 - zZ)n

n=2 n21n n

convergeert.

en z, uit

1 2

e
N
—
|
N
N
|
—
-

N
+
N
+
]
o

. Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

y" + 4y = 2 sin x + X
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Oplossingen Tentamen juni 1978

1. Met volledige inductie.

o 1 2k+1 .9
1 Er geldt kzl P b <12 = 12 57— .
o n 2k+] 2n
2 Stel z = < 12 ] Vvoor zekere n ¢-N, Dan is
k=1 o
n+l 2k+1 ) g 2k+1 . 2n+2 S oh . 2n+2
k=1 k B k=1 k n+1 "~ n+l n+1
6 2n+1 . 2n+1 _ 2n+1 s n o+ 2 2n+1 )
n+ 1 n+ 1 n+l n+ln+2
n+1l n+1 n+1
3 1 2 1\ 2 _ 2
= 8(1 + +1)n+1S8(1+2)n+2—12n+2'
n 2k+l 2n
Dus geldt z X < 12 —— voor alle n ¢ N.
k=1
/ \' X .
2. a) Wegens \Vl + le = ———— 15
/ /1T + %2
[ X arctan x dx = [ arctan x dV/1 + %2 =
Y1+ %2

= /1 + x2 arctan x - J V1 + x%2 d arctan x =

= /1 + x2 arctan x - J ——é§—~ =
VT + %2

= V1 + %2 arctan x - In(x + V1 + x2) + C .

b) Substitutie van t = tan ¢ (Z-S ¢ < %) geeft

£ m/2
J _de J 1 _ gp =
1 t/1 + t2 /4 tan ¢ Cos 0 cos ¢
/2 ; /2 )
= J e S In|tan }¢| =-1ln tan 3
sin @ 8
/4 /4

= -1n(¥2 = 1) = 1n(1 + ¥2)).
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3. Uit
b3 S 3,.4n
ST+ =Q0+t)2= 3% He, -1<t<1,
n=0
volgt
1 1
2 0 2
_ T _ 3 411 2 1 14n+]
pie [ Eee - 1o [éaes | adgot™ -
n=0 n=
0 0
1 1,1,6 11,12 1 1,17 5 /1,24
——2‘+’5‘("2') - ) +—]—§('§-) -—1—7‘(-2‘) L

De reeks voor I is vanaf de tweede term alternerend met monotoon dalende

absolute waarden der termen, dus

+—l—-—E, met0<E<—9]-(—z-)

1,12 1 1 -4
320 .

I= = 5 7096 < 10

N —

Schrijven we

I ~ 0,500 + 0,003 = 0,503 ,

dan maken we nog een afrondingsfout A waarvoor geldt

|A] < 4.1073 .
. -4 -4 -4,
Ergo: I = 0,503 met een fout die hoogstens 10 ~ + 5,10 ~ = 6.10 ~ is in ab-
solute waarde.
4, De reeks ) ——— , w e €, is convergent voor w = 0 en voor w # 0 is
n=2 n"ln n
n+l 2 2
. W n lnn . n In n
lim | 5 = I = lim 5 I !w] = ‘w].
n»o (n+ 1) In(n+1) w nso (n+1)" 1n n+ln(1+'ﬁ‘)

Op grond van het convergentiekenmerk van d'Alembert is de reeks dus (abso-
luut) convergent voor |w| < 1 en divergent voor |w| > 1.

Op de eenheidscirkel |w| = 1 geldt

W 1 1
| 5 | = 7 <-—5 voorm 2 3.
n ln n nln n n

Omdat ) -JE convergent is, is de reeks z —5—— ook nog (absoluut) conver-
n=1 n ' n=2 n'lnn
gent voor |w| = 1 (vergelijkingsstelling).

De reeks . n
el =om = (L1212 - 2)

2 n21n n n

It~ 8
|
o~ 8
o

n
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is dus (absoluut) convergent voor die waarden van z ¢ € waarvoor geldt

- e]z[2 - Re z

<1,

IA

‘zl2 - Re 2z 0 .

Met z = x + iy, x € R, y ¢ R, volgt hieruit

x2 + y2 -x<0,

(x - %)2 + Y2 <

o —

Dit is de cirkelschijf met middelpunt (z =) } en straal }.

Uit

volgt

waarna uit

|z, | = lz;, + 1] =1

volgt dat z, op de eenheidscirkel ligt &n op de middelloodlijn van het lijn-
stuk dat de punten 0 en -1 verbindt.
Dus z, = -3 + 4iV3 of z, = -} - 1iV/3, en z, = -zy - 1= -4 - 1iV/3 of

1 ; 1 2
-1+ 1i/3.

N—
Nl

zZ =

2

. De karakteristieke vergelijking kz + 4 = 0 heeft wortels *2i, zodat de al-

gemene reéle oplossing van de homogene differentiaalvergelijking is

y = c cos 2x + cysin 2%, ¢, € R, c, €eR .

1 2

Er is een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking van de vorm
. . X
y = a sin x + b cos x + ce” .

Substitutie levert

. X . X . X
—a siln X—-b cos x+ce” +4a sin x+4b cos x+4ce =2 sin x+e

3a=2,3b=0, 5c=1.

b

De algemene reéle oplossing van y" + 4y = 2 sin x + e® is dus

4+

y = 2z sin x + l-ex + c,cos 2x + c,sin 2x, c
3 5 27" ?

1 eR, ¢, e R .

1 2
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Herkansingsexamen/tentamen juni_ 1978

1. Gegeven is de functie f: [-1,1] » R:

—
X\Jif -1 - -%;r voor x # 0 ,

it

f(x)

£(0) =0 .

a) Onderzoek de continuliteit van f in x = 0.

b) Onderzoek de differentieerbaarheid van f in x = 0.

2. a) Bepaal

J arccos x dx .

b) Bereken

J dx
2(x + 1)V

0]
3. Bereken I
x(1 - x3) = arctan x - % x3
lim 5 .
x>0 1 - cosh x

4. a) Onderzoek of de reeks

[ee]

z (_l)n n + 1 n

o ln(n T

)
n=1
convergeert.

b) Gegeven is de reeks

o 2n

z (_])n X

2n+ 1
n=1

Voor welke x ¢ R is deze reeks convergent?

Bepaal voor deze waarden van x de som van de reeks.

5. Bepaal alle complexe getallen z waarvoor geldt

2|

1n|ez I < -2.
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6. Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

. . X
y'sin x - y(sin x + cos x) = e .
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Oplossingen Herkansingstentamen juni

1978

. Voor x # 0 is f(x) te schrijven als

f(x)

2
1 - x _ X __X
X 2 =l ~ Tx
X

x 1 - x2 -1 -

I(‘/1_'3—{[-1):

X‘XI (X2 _ IXIZE)

x| J1-%2 + 1 VT -%2 + 1

Uit

1im ££§2_:,££gl = 1im - ____Jjﬂ_____ =0

X
x>0

volgt dat f differentieerbaar is in x

Dan is f ook continu in x = 0.

]

AR Y S SR & et ded s meaT o
. a) Met partiele integratie volgt

x>0 V1 = %2 + 1

= 0 (met afgeleide 0).

J arccos x dx = X arccos xX - J x d arccos x =

= X arccos X + J —X __ dx
V1 = %2
. . dx
b) Substitutie van Vx = t, — = dt,
2V
J dx ~ J dt  _
= 5 =
0 2(x+ 1)vx o) £+

. Met machtreeksontwikkeling:

N(x) := 1 - cosh x2 =1-(
-1

3

T(x) := x(1 - x7) - arcta
1

=x[1 + ¢ X3 S
5
volgt

1 x4 +

x>0 +0'7X -

= x arccos x — vl - X2 + C .
levert
arctan t| = iw
0

1+ %x4 +...) = —%x4 —eee
nx- 1 x3 =

3

1.3 1 3 _1 4
[x -3 X +...] -3 ¥ =gx +

120
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Zij
n+ 1

n _ (_qyD+tl n + 1
= — 7 = =D —— la(=—/—) .

Voor grote waarden van n geldt

_n + 1 n+ 1
la | = In( —

1
o o )~1n(1+5-)~

1
E ’

zodat 2 a niet absoluut convergent is.
n=|

We passen het convergentiekenmerk van Leibniz toe:
o = .
1. z a 1is alternerend;

n=|] 1 1
2 . lim |a_| = 1im (1 + 9 1n(l + =) = 1.0 = 0;

n n n
o >0

3. de rij (|an|) is monotoon dalend (de factoren 1 + %-en In(l + %) zijn

beide monotoon dalend).

oo

Dus de reeks 2 (--1)n o+l 1n( o ) is convergent.
n=1 n n+ 1
b) De reeks voor arctan x:
° n x2n+1 < n x2n
SR e I R NUNECURS e sl

n=0 n=1
is convergent voor -1 < x < 1,
Dus is ook

oo n X2n

z =N 2n + 1

n=1
convergent voor -1 £ x < 1,
Zij S de som van de reeks.
Dan geldt

arctan x = X + x S(x), -l<x=<1,
dus

S(x) = arctanxx - X , =-l1<x<1, x#0,
en S(0) =0 .

5. Wegens 9
z Re z 2
lnle I = 1n e = Re z

gaat de gegeven ongelijkheid, met z = x + iy, x ¢ R, y € R, over in
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De oplossingsverzameling is dus

{zec]| |Imz| 2 1}

6. Door scheiding van variabelen bepalen we eerst €&n oplossing van de homogene

differentiaalvergelijking:
sin x dy - y(sin x + cos x)dx = 0 ,

4y 1+ S5 Xyae = 0

y sin x i

Iny - x- 1n sin x = 0 ,
X .
y = e’sin x .

Vervolgens stellen we de algemene oplossing van de inhomogene differentiaal-

vergelijking
y = c(x)e’sin x .

Substitutie levert

X

X . 2
c'(x)e"sin"x = "

zodat

X . X . X
y = (C - cot x)e"sin x = Ce"sin x - e cos x, CeR,

de algemene reéle oplossing is van de gegeven differentiaalvergelijking.

Opmerking. De gevolgde oplossingsmethode wijkt enigszins af van de methode

van variatie van constanten zoals die beschreven wordt in de collegesyllabus.
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Proeftentamen oktober 1978

1. Bewijs dat voor alle a,b,c ¢ Rmet a > 0, b > 0 en ¢ > 0 geldt

a-b + b - ¢ c - a
bc ca ab

2. Ga na of de volgende limieten bestaan en bereken ze voor zover 2Ze bestaan.

! a) lim (n - /nZ - n) ,
n—>w
. 1
b) lim (sin /x) 1n <’
x¥0
1
c) Lim xeX ,
K00
. . , 1
d) lim 1ln(n+1)1ln(1 +;ﬁ .
n-»o

3. pe functie f: IR >R is gegeven door

§ 1 2

b ~ sin % voor X # 0
I X

f(x) =

0 voor x = 0 .

a) Bewijs dat f countinu en differentieerbaar is in 0. .

b) Toon aan dat f monotoon stijgend is op het interval (—%/F,%ﬂﬁ.

4, De rij (an)ncm wordt gegeven door a; = 2 en a1 " Qnan (n ¢ N) .
a) Bewiijs dat a - 1 voor alle n ¢ N en dat a, < 2 voor alle n ¢ WN.

- b) Toon aan dat (an)n N cen limiet heeft en bereken deze.
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Oplossingen Proeftentamen oktober 1978

1. De te bewijzen ongelijkheid geeft, na vermenigvuldigen met abc,

2
a2 - ab + b2 - bc + ¢ =~ ac

v
o

Hierin is het linkerlid gelijk aan %(a - b)2+ L(b - c)2+ L(a - c)2.
Vandaar het volgende

Bewijs. Voor alle a, b, ¢ ¢ R geldt

b(a - b)2 + 4 - )2 + 4a - )2 20, dus

a2 - ab + b2 - bc + c2 - ac

[\
o

a{a - b) + bb -c¢c) + c(c - a) =2 0.
Delen door abc geeft
a-»>, b ~-c¢ c - a

+ +
bc ca ab

|
o

voor alle a, b, ¢ ¢ IR met abc > 0, dus zeker voor alle a, b, ce R

met a >0, b>0, c>0. O

] 2 2
2. a) 1lim (n - yéz - n) = 1im 2= (n” - n) _

/2
n->c n+*° n + ¥n - n

N

| - 11 v 1
| = lim = lim T+ 1

1
n->e n + n2 - n n->o 1 + ti—

8=

It

. . 1 . sinvVx 1
b) 1lim sinvx 1n lim e /;lnX =1. 0 =0,

x¥0 x40
want .
1lim sinvx =1 (standaardlimiet),
%3
xV0
lim /x Int = 1im /1 1n y = lip 38 il;' =0 (standaardlimiet).
x40 X Yo Y g Yy
1
¢c) lim x eX bestaat niet:
K00
1
voor X > 0 geldt x eX>x ; limx = o .

X0
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P 10.78
1
d) lim In(n+ Din(l +4) =m0+ D Ly 100+ 4 -
n n+ 1 n
n-> -0
1
In(l + =)
L. 1n(n + 1) n 1. _
= lim S 1 (1 +—-) =0.1.1=0,
N =
n
want
1
lim 1n x = 0 (standaardlimiet) , dus lim "BLBIiTLL = 0;
| X0 X >0
f
i 1 1
. In(l + g) ln(l + E) - 1nil
lim —————— = 1lim = (1ln x)' =1 ;
1 1 x=1
n-»o = n-o —
n n
1
lim(1+’r—1')=1+0=1
3. a) Uit
_ f£(h) - £(0) _ .. sinhZ
lim —————E———--= 1lim - =1
h-0 h-0 h
volgt dat £ differentieerbaar is in 0 met £'(0) = 1.
Dan is f tevens continu in O.
b) Voor x # 0 geldt
f'(x)=-%? sin x2 + 2 eo0s x2
X
Uit
. 2
sin x° < x voor x # 0 ,
cos x2 >-% V2 voor x2 < é—n,
: volgt

; f'(x) > -1 + V2 > 0 voor x2 < %WT, x # 0.

Wegens f'(0) = 1 (zie a)) geldt

f'(x) > 0 voor - %JF < x < %/F ’

N
5

zodat de functie f monotoon stijgend is op het interval (- %/F ’
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4. a) Met volledige inductie.

i) Er geldt a1 =2 > 1.
Stel an > 1 voor zekere n ¢ WN.

Dan is

a =5nan>{}’—n

n+1

v
R
)

v
s

Dus an > 1 wvoor allen ¢ N.

ii) Er geldt a, = 2.

Stel an < 2 voor zekere n ¢ IN.

Dan is

a = Yna < Pon < 94;-= 2
n

“n+1
Dus an < 2 voor allen € N.

Hierbij is gebruik gemaakt van de ongelijkheid
n
2n £ 20 voor allen € W ,

waarvan het bewijs met volledige inductie als volgt verloopt.
Voor n = 1 geldt het gelijkteken.

n
Stel 2n £ 2 voor zekere n € N, dan is

2m+ 1) =2n+2 <2 +2 <2 +2 =2 .

b) Uit
l<a <2 , ne N .,
n
volgt
T < gnan < 92n '
dus
95-< a < 95.95 y N € N
n+1
Wegens
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volgt op grond van de insluitstelling dat de rij (a )
v n'n

is met . lim a = 1.
n-»oe n

eN

convergent

127
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T 1.79

Examen/tentamen januari 1979

a) Bereken
/n+3\
& 3
116 e
n
3/

.
Nerca \

b) De functie £f: i-1,1] - R is gegeven door

2. 1 .
Fix) = x 1ln —§~als x # 0 ,
<2
£{O) = CQ .
i “a na of F dlfferentigerbaary is in 0.

ii) Bepaal de extrema van f.
£

iii) Schets de grafiek van f£.

¥

=] . . . . < ¥
a) Bepaal de n  afgeleide van de functie x e voor n = 2:3,4,...

b) Rereken

a) Toon aan dat de reeks

n
(-1)

t~-} 8

, n
n=2 ni{x + 1)
convergeert vocr x = 0 en bereken voor x = 2 de som van de reeks.

b) Het complew: polynoom P is gegeven door

P(z) = z” + (2 ~ 3i)z2 + (-2 - 61)z - 4 ,

Toon aan dat i nulpunt ves P is en bepa-. de overige nulpunten van P.

Beschouw de differentiaalvergelijking

y'{x) - (a+ Dyl (x) + ay(x) =0 (a e R) .

&

a) T=2f de oplossing waarvoor y(0) = 0 en y*{0) = 1 wanneer a # 1. Deze op-
lossing noemen we ya(x).

b) Geef ook de oplossing waarvoor v(0) = 0 en y'(0) = 1 wanneer a = 1. Deze

1(x),

¢) Onderzoek of voor alle x € R geldt

opi0Gssing noemen we y

l%m ya(x) = yl(X) . .
a1 ‘
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Oplossingen Tentamen januari 1979

a)

b)

61+ 3) (n + 3)(n+ 2)(n + 1)
lim » 3/ = 1lim 1. 2 -3 =
s n s n(n-1)(n - 2)
3 1.2 .3
\
1+ +30a+h
. n n n
= lim 1 > =1
>0 (1 = =(1 -9
n n
i) Uit
lim f(x)_~of(0) = lim x ln—% = 1lim ~1--ln y2 =
x40 X x+0 X yo Y
= 1lim 2iny = 0 (standaardlimiet),
y—® Y
en
lim X ln-%i = lim -~ S in y2 =0,
x40 X Yy Y
volgt dat f differentieerbaar is in 0 met £'(0) = O
ii) Voor x # 0 geldt
f1(x) = (- x2 1n x2)' = -2x 1n x2 - x2 Z§-=
X
= -2x(1n x2 + 1)
Uit het schema
0 -1 0 e ! 0 f£(x)
++++0 -~ - = = O+++++0 -~ -~ - £'(x)
-1 -5

129
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volgt onmiddellijk dat f op [-1,11 de volgende extrema heeft :
-1, -5 e
e

een globaal maximum e in -e n e ’

een globaal minimum O in -1 , O en 1.

iii)

2. a) Met de regel van Leibniz :

n
2 2. (k -k
S R 6 N e BTSSR
k=0
voon 2 (k) x
= ) SRRC =
k=0
2 n n b4
= (x -+(1)(ZX) + (2) - 2) e =
2 X
= (x + 2nx + n(n - 1)) e voor n = 2,3,4,...
2 x (n) 2 b4
Merk op dat (x e") = (x + 2nx + n(n - 1)) e ook geldt voor n = 0 en
n=1.
b) Substitutie van x = -y en daarna van y ::c;; P met g—s ¢ < g-geeft
-2 2 o
J __ax J _cdy ﬁ_JL ]
e x3v x -1 e -y3¢ y2 -1 5 y3V y2 -1
m/2 3
- cos @ sin g¢do
———— 1 cos2 )
/3 2 ¢
cos ¢
/2 w/2
- J cos ¢Ws%n [0 l cos @l—dw - J c052 0 do =
sin ¢
/3 . m/3
/2 . )2 4
= - (+ + L cos 2¢) @p = - [Lg+ L sin 2¢] = |
272 ¢r Qe = = Lyer g osin <o - |

T/3 !
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1 1 1 1
——(Z«r—gﬂ—é—@)——ﬁ (2m - 3/3) .
Voor -1 < y <1 geldt
< n-1 n s n n
1n(1 +y) = § (-1) Y oy ¥ 0L,
n n
n=1 n=2
7 -0t =y -1al+y
n
n=2
Wegens 0 < = i 1 < 1 voor x > 0, volgt hieruit dat de reeks
© n

n=2 ni(x + 1)n

convergeert voor x 2 0.

De som van de reeks is ! - 1In(1 + 1 Yy
x + 1 + 1
1 4
dus 3 In 3 voor x = 2.
Uit
. 3 Ly L2 oy s
P(i) = i> + (2 - 31) i~ + (-2 - 6i) 1 -4 =

=-i-2+4+31-2i+6-4=0
volgt dat i nulpunt van P is, dus dat P(z) de factor z - 1 bevat.
Ontbinden van P(z) geeft
. 2 . .
P(z) = (z - i) (2" + (2 - 2i) z - 4i)

De overige nulpunten van P zijn de wortels van de vierkantsvergelijking

2

zo + 2(1 - i) z - 41 0

(1 - i)2 - 4i =0, (z +1 - i)2 - (1 + i)2 =0,

(z + 1 - i)2

(z +1 -1+ 1+ 1)z +1- i -1-13d)=0,(z + 2)(z - 21i) =0,
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dus -2 en 2i .

vimgn oo

pa—

4. De karakteristieke vergelijking

(X - 1)(

: Az - (a+ )A +a-=

A-—a) =20

132

heeft wortels 1 en a, zodat de algemene oplossing van de differentiaalverge-

lijking is
yvi{x) = ¢y e® + c, 2 alsa #£1 ,
y(x) = cq ex + c2 xeX als a = 1
a) (x) = ¢ eX + c eax met
Yol 1 2
c ‘+ c, =0 c, +ac, =1 = - 1 = 1
1 2 -V % 2 - P4 a-1 "2 " 3-
dus
1 ax X
| ya(x)— 1(e -e) .
X X
b) yl(x) c1 e + 02 xe met
c, = o , <y + c, = 1,
dus
yl(x) = xe"
c) Voor alle x ¢ IR geldt
ax _ x a a
lim y (x) = lim R N
a -1 da a=1
a->1 a1
ax X
= [xe "] o, = = yl(x) .




133

H 1.79

Herkansingsexamen/tentamen januari 1979

1. a) Bereken

| lim 0e3n - ezn-.

[ n->co

i b) Zij f: R + R gegeven door f£(x) = x sin x. Bewijs dat voor alle n ¢ N geldt

f(2n—1)(x) = (—1)n_1{x cos x + (2n-1)sin x} .

2. Bereken
n/2
X 2
b J e (cos x) dx .
i O

3. a) Geef een schatting van de afbreekfout na 5 termen van de reeks

T
n=1 2mi
b) Gegeven is de complexe rij (zn):;__1 waarvoor z =nme o 1).
L Ga na of deze rij convergeert in het complexe vlak. Zo ja, bepaal de 1li-
? miet.
4. Los op

y'(x) + (ln x)y(X) = x-x .

5. Geef alle reéle oplossingen van

Yy (x) - 4y'(x) + 13y(x) = x .
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l ; 3
Oplossihgen H‘rkansiﬁgstentgﬁen jaﬂuari 1979

\
: y . . S -".

1. a) Uity ? i 1 | ' .
9Ae3n S et o *9/e3n(1 -e ™ = e’ V1 - e " ,
He .d' i , | .

.

; ‘/'““« ren -
Yy - é41 < 9/1 -e < , ne N ,

lim Y1 -t =1 (standaardlimiet)

n—>«

en

volgt op grond van de insluitstelling
3
14

lfﬁ 9/e3n - e2r1 = e3 1= e3

i

n-»e

b) Met volledige inductie .

i) Uit f£'(x) (x sin X)' = x cos x + sin x volgt dat de bewering waar

1

i

is voor n

ii) Neem aan dat de bewering waar is voor zekere n € W .

Dan geldt
f(zn)(x) - 4 f(zn—l)(x) -4 (—1)n_1{x cos x + (2n - 1)sin x} =
dx dx
n—-1 . )
= (-1) {cos x - x sin x + (2n - 1) cos x} =
n .
= (-1)" {x sin x ~ 2n cos x} ,
f(2n+1)(x) = (-1)" {x cos x + sin x + 2n sin x} =

(-1)™ {x cos x + (2n + 1) sin x} ’

zodat de bewering dan ook waar is voor n + 1.
Dus

2n-1)

f( (x) = (_1)n-1 {x cos x + (2n - 1) sin x}

voor alle n € WN.
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/2 /2
X 2 2 X
2. e (cos x) dx = cos xd e =
0 0
/2 T/2
X 2 X R
= e cos X + 2 J e c¢cos X sin x dx =
| 0 0
; m/2 /2
f X . X+2ix
‘ = -1 + e sin 2x dx = -1 + Im e dx =
! 0 0
I I x2ix] 2
- T+ 21 € -
0
+ im
=1+ Im 1 - 20 2T -
o1+ 2™ ) = é(zeﬂ/2 - 3)
3. a) Voor de afbreekfout E geldt
© 2n 2.6 2.7 2 2.9
0<E= ] D =@ + & + @ + @G + <
] n=6
§
| 2.6 2.7 2.8 2.9 1.6 1 1.2 1.3
< (& Z ol z - (= -~ o =
= +(6) +(6) +(Z)7 (3) [1+3+(3) +(3) + ]
1 1 1 1 1
| = = T = 7§ 1 < 0,0021 .
' 3 1 - = 3
| 3
E b) Wegens
. ) . 27
lim Re z = lim n(cos — - 1) =
n n
- n-»o
2 sin —
= 1lim - 2n sin S lim - "2 m™sin — =0,
n->o N> l
n
5 sin —
lim Im z = limn sin 2% = lim ——=% - 27 = 21,
i n n 27
| e e e T

fee]
is de rij (z ) convergent met
n’'n=1
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lim z =0 + 2wi = 2mi .
n-oo n

4. Bepaal met de methode van scheiding van variabelen één oplossing van de homo-

gene differentiaalvergelijking vy'(x) + (ln x) y(x) =0

dy + 1lnxdx =0,

Y

Iny = - Jln Xxdx = -x ln x + J dx = -x In x + x ,
y(x) = x_X eX

De algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking

yv'(x) + (In x) y(x) = x * kan dan geschreven worden in de vorm

vix) = c(x) x * &°

Substitutie levert

c' (x) x_X eX + c(x) X-X eX(—ln X - 1) + c(x) x_xex + c(x)x—xexlnx = X ’

c'(x) x_X ex = x_x , ' (x) = e_x ,
-x
zodat c(x) = —-e + C ,
dus
vix) = x4+ cx 8

2 2
- 5. De karakteristieke vergelijking A - 4Xx + 13 = (A - 2)° + 9 = 0 heeft wortels
2 + 3i en 2 - 31, zodat de algemene oplossing van de homogene differentiaal-

vergelijking y"(x) - 4y'(x) + 13y(x) = 0 is

2
yi{x) = c, e X cos 3x + c, ezx'sin 3x .

Er is een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking van de vorm

y(x) = ax + b .

Substitutie geeft

-4a + 13ax + 13b = x ,
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13a =1 .5!:13b—4a—0° -1 b——4——
STy IR T PR Y- I
De algemene re&le oplossing;van v'(x) - 4y'(x) + 13y(x) = x is dus

1 4 2x% 2x
y(\g) = ,13x + 169 + c1 e cos 3x + c2 e sin 3x met c1 ,02 e R .
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Cxamen/tentamen juni 1979

1. a) BeWijs dat voor n = 5,6,7,... geldt

1 (5)- ()

k=5
b) Toon aan dat de functie f gegeven door
f(x) = e® - cos x - 1

op het interval [0,») precies &én nulpunt heeft.

2. Bepaal

J x5 - x4 = 2x3 - 5x2 + 7x + 5
: — dx .

(x-1) (x2+2x+2)

o]

1
3. a) Hoeveel termen van de reeks z —273 kan men nemen zodanig dat de afbreek-

fout kleiner is dan 1/10? n=1 n

ix
b) Bepaal {z ¢ ¢| e mE o -1} en schets deze verzameling in het complexe

vliak.

4. Gegeven is de reéle machtreeks

6x2 6x3 + 18x4 30x5

3+ o1 + 30 2 + 51 Fteee o

oo

n
dus 2 anx met

n:
n
27+
by 2 voor n = 0,2,4,... ,
a_ = )
n n
27 -2
oy voor n = 1,3,5,... .

a) Bewijs dat deze reeks convergeert voor alle x € R.

b) Z2ij f(x) de som van deze reeks. Geef de co&fficiénten bn en c, van de

o] [+-]
machtreeksontwikkelingen z bnxn van f' en Z c x" van f".
n=0 n=0 "
c) Toon aan dat f voldoet aan de differentiaalvergelijking y" - y' - 2y =0

en los deze op.

d) Bepaal f(x).
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Oplossingen Tentamen juni 1979
1. a) Met ‘volledige inductie :° ,
? 2 x 5 6 5+1
i) n=53: 1} () = () =1=10()=0C) ;
, k=5 '
ii) Uit
n
E (k) = (n+1) voor zekere n ¢ {5,6,7,...} ,
5 6
k=5
volgt
nil (k) _ E (k) + (n+1) _ (n+1) (n+1) (n+1+1)
5° 7 5 5 T 6 5 - 6 :

k=5 k=5

Hierbij is gebruik gemaakt van een naar Pascal genoemde eigenschap van

binomiaalcoéfficiénten.

b) Uit

f'(x) = e +sinx2z2ze -1 >0
volgt dat £ stijgend is op (0,®) .
1
Voor x = %ﬂTgeldt dus f(x) 2= f(Eﬂ) = eLiTr
nulpunten.

op (O, %ﬂ) heeft f precies éé&n nulpunt op grond van de tussenwaardestelling

en de monotonie van £,
2. Schrijf

X - X = 2x3 - 5x +7x + 5

I
b

- 1> 0: op [%ﬂ,w) heeft f geen

omdat -1 = £(0) < 0 < f(%ﬂ)

2 —3x2 + 3x + 5

X = 2x + =

(x-—l)(x2-+2x-+2)

A Bx + D

x2 + 2x + 2

139
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dan volgt uit
) . o2 L o o
3% + 3x'+ 5 =A(x + 2x + 2) + (Bx +' D) (x - 1)

-3 =A+B,3=2A-B+D, 5=2n-0D ;

+
J(xz P - 4x+3 g -
* "+ 2x + 2
+4 -1

= %-x3 - x2 + 1ln |x - 1] _.[_%x 4 ax =

‘ X7+ 2x + 2
= %—x3 - x2 + 1n |x -1 | -2 ln(x2 + 2x + 2) + J dx 5 =

(x+ 1) + 1

= %—x3 - x2 +1ln|x - 1| -2 ln(x2 + 2x + 2) + arctan(x + 1) + C.

a) Bij afbreken vande reeks na N termen is de afbreekfout E gelijk aan

1
E= )
n=N+1 n4/3
Op het inte 1 [n-1 ] 1dt 1 < :
p he rva n , n] ge n4/3 < /3
dus
n n
1 1 1
a3 = J aj3 & = J 13
n n X
n-1 n-1
zodat
[e0) n *©
1 1 3
E < 2 J dx J dx .
n=N+1 -’ x4/3 ; X4/3 N1/3

Voor N > 27.000 is E < '53

b) Uit

iImz mi
e = -1 =g




volgt

Im.z =1

13
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+2knm ,kea& .

iimz (2k+1) i

Omgekeerd, als Im z = 7 + 2km voor: zekere k ¢ & , dan geldt e = e = -1.
° iImz , \ ‘oo
De verzameling {z ¢ € | e = -1} bestaat dus uit rechten evenwijdig aan de
reéle as . j
n n
Blijkbaar geldt a = g——ngi:ll— voor n ¢« W u {0}.
E i ©o
. n
a) Voor x = 0:is de reeks 2 anx convergent;
n=0
voor x # Ogis
}
. a n+l n+1 n+1
, n+1 * , 2" 4 2(-1) n! =
lim o = lim Ix[ m+ 1" 3 o
n->e a_x n- ) 27 4+ 2(-1)
; n-1
= lim n[fll 2+ (%) — -0 .
n-w 1 - (-%)

Op grond van het

convergent wvoor

b) Volgens de diffe

£'(x) =
f"(X) =
dus
b = (n
n
c = (n
n

c) Er geldt

f"(X) -

convergentiekenmerk van d'Alembert is de reeks (absoluut)

alle x ¢ R .

rentiatiestelling voor machtreeksen geldt

n-1 n
z na = x = z (n + 1) a 4 X ’
n=1 n=0
= n-1 © n
P nn+Da x = ] (n+1)(n+2) a ., %X i xcR,
n=1 n=0
+
. ba Cms D) 2n 1 + 2(_1)n+1 _ 2n+1 _ 2(_1)n
n+1 (n + 1)! n! ’
n+2 n
2 -1
+1)(n+2) a . = *20CD L n e wou (o)
+2 n
S n
£'(x) - 2f(x) = ) (c_-b -2a)x ,xeR,
n n n
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met
¢ - b -2a = L3842t - 2™ L ey 2™ L ogche o
n n n n! )
voor alle n ¢ W u{0} ,
dus
f"(x) - £'(x) - 2f(x) =0 , x e R
De differentiaalvergelijking y" - y' - 2y = 0 heeft karakteristieke verge-
| lijking

AZ -2 =-2=(rA+1)(x-2) =0

met wortels -1 en 2 , zodat de algemene oplossing is

(x) = c¢ e X 4 c e2X
yix 1 2
d) Volgens c) geldt
-X 2x
f(x) = c1 e + c2 e voor zekere constanten cl, c2.
Met
= == <+ ' = = -
£(0) 3 c1 c, £'(0) 0 cy + 2c2 ’
dus
¢, = 2, c, = 1,
volgt
; ~-x 2x

f(x) 2e + e
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1979

: ‘ H

1. a) Beschouw de afbéelding £: @\{d} -+ C\{1} gedefinieerd door

f(z) = E—-u .
i
Bewijs dat deze afbeelding bijectief is en bepaal zijn inverse.
b) Zij k een (vast) natuurlijk getal.

Bereken

i P P v WE
I>o0 1 n

i
i

2. a) Differentieer de functie f gegeven door

£(x) = Xtan 2x

b) Bepaal

2x2 + x + 1

c) Bereken

[e0)
J e—lx+3|dX

—00

3. a) Bereken de convergentiestraal van de re€le machtreeks

o}

(o]
}' . X
néo 52n
n
[ 2 .
b) Gegeven is de complexe reeks z an waarbi j a = 2'1 .
N n=2 n -1
i)  zij SN = z an voor N = 2,3,4,... . Toon aan dat
n=2
N-1
- i i (N+1+Ni) _
SN = -] 5 + NN * 1) voor N = 2,3,4,...

ii) Is de reeks\chvergent? Zo ja, bepaal de som.

PO

4. Geef de oplossing van de diff reﬁfiaglvergelijking

y" - 4y = 16xe”2x ’

waarvoor geldt y(1) = 0 en lim y(x) = O.
Pl
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1979

1. a) Bij iedere w ¢ C\{1} is er precies &én z ¢ C\{0} zodanig dat geldt

f(z) = w
z*r1_ w geeft z + i =wz , dus z = = '
z w -1
i + i
i w -1 i +i(w - 1)
en f( ) = ; = -
w -1 i i
w -1

De inverse afbeelding is dus £ . a\{1} » €&\{0} met

1l

£ (z)

b) Uit

H
I
oo
IA
I

volgt op grond van de insluitstelling

ME L TE W

lim 1
n
n—>co
2. a) Uit
£(x) = etan 2x 1n x
volgt
. tan 2x { 2 1ln x tan 2x
f'(x) = x 5 + .
cos 2% X
2x - + -
b) J 2x 1 d=%J 4>2< 1 -3 .
2x + x + 1 2x + x + 1
1 2 3 dx
=—l 2 _—— e ————— I
5 n(2x + x + 1) 2 J > A i. N l
X 2 272
1 2 3 dx _
=3 In(2x + x + 1) - 7 s 102 N 7
77 16
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© -3 B.
- - (x+
) J 13l 4 - 1im J X3 ax + lim J e (X3 4y o
- Axe A Boe 23
x+3] 73 ~(x+3)
= lim e l + lim e '_3 =
A->c0 -A B>
=1+1=2

a) Voor x = 0 is de reeks convergent ;

voor x # 0 is

lim |po—— = lim x| (n+ Din+ 1) (2n) _
(?n + 2) N (2n + 2)° At o
n->co < N0
n+ 1
= 1lim [X| (n + 1)(n + 1) =l{x]

(2n + 2)(2n + 1) 4

Op grond van het convergentiekenmerk van d'Alembert is de reeks absoluut
convergent voor |x| < 4 en divergent voor [x] < 4 : de convergentie-

straal is 4.

b) i) Met volledige inductie

o) 4 1 1
1. N—2.S2—a2——»-3———1——2—1+(51—3—)_
_ 1. .3 -2 1. . i(3 + 2i)
= -1 > i+ 5 = -1 5 i+ >3 ;
2°. uit
1 N b1+ N
Sy =~ 1 - 71+ NN D) voor zekere N ¢ {2,3,4,...} ,
volgt
s -5 4 oL ANCE RIS L 20uni™
N+l PN T a1 T 2 N(N + 1) =

(N + 1)2— 1

2 N+ N+ 2)iVE

1.
2 N ‘rny1t? N(N ¥ 2)
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N-1 N .N-1 N-1
= -1 -—=3i+= + ot = =
2 N N+ 1 N + 2 N
PR AR T b SR Gl IR o ¢ IR A DD
- 2P TN+ 1 TN+ 2 2 (N + 1) (N + 2)
Dus geldt
R S AR R RN 18t L, Al
N 2 N(N + 1) 2 N N + 1
voor N = 2,3,4,..
,N-1
L. . i .1
ii) Wegens lim l N |= lim N " o,
N> Npoo
geldt
i1 i
1lim = 0 , lim =0,
N_)ooN N__)OQN+1
zodat de rij (S )°° convergeert naar -1 - i-i
J Py N=p CONVELd 2%
De reeks z a_is dus convergent met som -1 —-%i .
n=2 =
4. De homogene differentiaalvergelijking y" - 4y = 0 heeft karakteristieke

2
vergelijking A - 4 = 0 met wortels -2 en 2.

De algemene oplossing is dus

(x) = ¢ e_2X + c e2x
yix 1 2 .

Omdat -2 enkelvoudige wortel van de karakteristieke vergelijking is heeft

-2
y"' - 4y = 16x e ¥ een particuliere oplossing van de vorm

v(x) = (ax° + gx)e 2%,

Substitutie geeft

2x 2% 2%

16x e ;

(4ax’ + 48x - 8ax + 2a - e -4 (ax° + Bx)e

-8a =16 , 20-48=0; o=-2,8=-1
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, -2x
De algemene oplossing van y" - 4y = 16x e is dus
(1) yix) = —(2x2 + x)e_zx +-c1e_2X + c2e2X

De eerste en tweede term in het rechterlid van (1) hebben limiet O voor x-» ,

zodat uit lim y(x) = 0 volgt lim 02e2X =0, dus c, = 0.
X~>00 X-»0
. -2 -2
Dan is y(1) = -3e + c,e , zodat y(1) = 0 geeft oy = 3.
Dus

2% 2X

y(x) = (3 - x - 2x2)e’ = (1 - x)(3 + 2x)e
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Proeftentamen oktober 1979 i

)
§

Opgave 1 "Bereken de volgende limieten.

‘ . v2,—'x-v/}_{—
a. lim —.
x>t 1 - x
b. lim &0 (1 - érctan x) .
x>0 sin x
g 0
c. lim (1 - —30 .
n->e n
n
1
a. lim [ —m— .
n+o k=1 kn" + 1
Opgave 2
a. De rij (an) is gedefinieerd door
1 » an
a, =3 ena ., = 2 - 1 voor n e N .
Bewijs dat de rij convergent is en bepaal de limiet.
b. Bewijs dat voor allen ¢ N met n > 2 geldt
3™ s 2?4,
Opgave 3
a. Bewijs dat voor alle x < 1 geldt
1 + x ™
arctan = == 4+ arctan x .
1 - x 4
bl

Bewijs dat voor alle x > 0 geldt

Arctan se———— > X -
1 X .

148
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Opgave 4 De functée £ wofdt gedefinieerd door
X —‘¢x2 -1 als |x| > 1,
x| x| als |x| <1 .
Onderzoek de functié f op continuiteit en differentieerbaarheid in de

punten ~1 en 1, Bepaal de extrema van de functie, lim f(x), lim f(x)
x> XK-P00

en schets de grafiek.
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Oplossingen Proeftentamen oktober 1979

k]

V2 —x - Vx . (2 -"x) - x
a) lim s = lim > =
x>1 1 - x x>1 (1 - x) (/2 - x + V%)
= 1lim 2(1 ~ X) - lim ' 2 =
* 1 -1 +x(/2 =x + /% 1+ x (/2 - x+ /%)
x>1 - x>1
_ 2 . L
To2(1 + 1) 2
b) Uit
. In(l - arctan x) . In(l + h) \ In(l + h) - 1nt
lim - arctan = lim " n lim h E
x-0 X h-0 h-0
= 4 =
(1In y)y=1 1,
lim = arctan x _ _ lim arctan x - arctan 0 _ - (arctan Y)'_o - 1
x>0 X x>0 X ¥=
en
lim - =1 (standaardlimiet)
sin x
x->0
volgt
. In(l ~ arctan x) . In(l - arctan x) - arctan x X
Lim sin x = lim - arctan x X sin x =
x>0 x-0
=1 -1 .1 =-1
c) Schrijf

: 1
1 n -
(1-L\ - o et )

>
\ o)
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Uit

It
o

lim n In (\ - -i{> = lim X nd =1 = 1.0
2 1 n
n->eo n n-eo _-E-
: n

, . -
volgt op grond van de continuiteit van de functie e

n
lim (1 - -%5) = eo 1.
n--o n

Il

d) voor k =1,2,...,n geldt

1 < 21 321 , ne N ,
n.n + 1 kn + 1 n +1
zodat E
n o 1 n
3 < ) < = , ne N
n + 1 k=1 kn™ + 1 n + 1
Wegens _l;
n n2
lim 3 = 1lim 1 =0,
n»>» n + 1 n>o 1 + )
| n
1
lim—2—n—-—=lim 'nl = 0,
n»*»» n + 1 n->eo 1 + -
n

volgt op grond van de insluitstelling

o 1
lim z S = 0 .
n> k=1 kn + 1

2. a) De functie f gedefinieerd door

is monotoon stijgend.

Hieruit volgt

i) de rij (an) is monotoon dalend ;

ii) de rij (an) is naar beneden begrensd : a > 0O, ne WN.

Het bewijs (met volledige inductie) is eenvoudig :
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& 1
1) er geldt a, = 2 -1=V2-1<5=a ;
uit a < a_ voor zekere n € IN volgt
n+l n
fne2 T f(an+1) < f(an) T %net f

ii) er geldt a, >0 ;

uit a > 0 voor zekere n ¢ N volgt

an+1 = f(an) > £(0) =0 .

Op grond van i) en ii) is de rij (an) convergent.

Stel a = lim a
n- n

Dan geldt 0 € a < %- en

a=1im a = lim f(a ) = f(a) omdat f continu is.
n+1 n

n-eo n-o

Beschouw de functie g gedefinieerd door

g(x) = f(x) - x=2 -1-%x, xe R.

Dan is g'(x) = 2% 1n2 - 1 <vV21n2 -1 < (1,42)(0,7) = 1 < 0 voor x < % '
1

dus g dalend voor x < %—, waaruit met g(0) = 0 volgt g(x) < 0 voor 0 < x < 5 -

Hiermee is bewezen dat f(a) < a voor 0 < a < %-.

Dus

lim an = a = 0.
>0

b) Met volledige inductie.
i) Er geldt 33 =27 > 19 =2 . 32 + 1.
ii) Stel KRN 2n2 + 1 voor zekere n ¢ N met n = 3.
Dan is

3n+1 > 3(2h2 + 1) = 6n2 + 3 = 2n2 + 4n + 3 + 4n2 - 4n =

)2

= 2(n + 1 + 1 + 4n{(n - 1) > 2(n + 1)2 + 1 .
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Dus geldt 3% s 2n2 + 1 voor alle n € N met n > 2.

a) 2ij £ de functie gedefinieerd door

f(x) = arctan l+x _ T _ arctan x , x <1 .
1 - x 4 :
Dan is
£ (x) = 1 ; 1 -x+1 ; X 1 _
. 1+ x (1 - x) 1+ x
\1~— X
= 22 -_ 12= 2 - 1 =O,X<1
(1 -x"+ (1 + % 1+ x 2 + 2% 1 + x
Dus f is constant voor x<1.
Uit £(0) = arctan 1 - %-— 0 =0 volgt £(x) =0 , x < 1.
b) 2ij g de functie gedefinieerd door
g(x) = arctan T+ % X + X , X > ~1
Dan is
g' (x) = 1 1 +x - x -1 4+ ox =
2 2 <
14 X (1 + %)
(1 + x)2
3 2
= 12 7 -1+ 2x= ax  + 2x >0 voor x >0 ,
(1 + 237 + x 2x° + 2x + 1

dus g stijgend op het interval [0,x)

Uit g(0) = 0 volgt g(x) > 0 voor alle x > O.




154

P 10.79
/2
.i) lim £(x) = lim (x - /x° - 1) = -1 = £(-1) ,

xt-1 x4-1

lim f£(x) = lim x|x| = -1 = £(-1) ,

x¥-1 x¥-1

lim £(x) = lim x|x| = 1 = £(1) ,

xt1 xA1

lim £(x) = lim (x - Vx° - 1) = 1 = £(1) «
x+1 x+v1

de functie f is continu in de punten -1 en 1.

f(x) - £(-1) X - sz -1 = (-1

ii)lim = lim =
xi-1 X D xh-1 x+ 1
/’2 2
, x° -1 , / X~ -1 . x - 1
= lim (1 - ———————-) =1im (1 + 22— > =1lim {1 +/ ) - w
+
x4-1 x + 1 =1 \ Jx + )2 A1\ x + 1
/2
. f(x) - £(1) . X - ¥x -1 -1
lim =X =220 = lin — -
x¥1 % x¥1 %

e '"/i‘f'i?) cum (- /ATT)-

x¥1 x¥1

de functie f is niet differentieerbaar in de punten -1 en 1.

iii) Voor |x| > 1 is

X
f'(x) =1 ——4-————.2.—-__
/% -1

Hieruit volgt onmiddellijk dat f'{(x) > 0 is voor x < -1.

Voor x > 1 geldt

Hh
%

i
Il

<0

Z_T— 1 (/x2 - 1.+ x)

B i e s
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. . 2 . 2
Op het interval [-1,0] is £(x) = -x* , op [0,1] is f(x) = x
Conclusie : f stijgt op (-, 1] , daalt op [1,®), zodat £(1) = 1

het enige extreem is van de functie £, het globale maximum.

iv) lim f(x) = lim (x - sz - 1) = lim 1

—_——— =,
X->00 K00 X0 x + ¥x - 1
lim  £(x) = lim (x - /x> = 1) = -,

K900 K00

v) Bij het schetsen van de grafiek van f dient men vooral te letten op het

in ii) gevonden resultaat.

,_‘___
w
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Examen/tentamen januari 1980
1. a) De rij (an) is gegeven door a; = men
an+1 arctan an (n )

Bewijs dat de rij convergeert en bepaal de limiet.

-3
{y 1
Bereken lim Vsin o

156

Z (2-sin n)xn
n=1

i

(Ve TN o

convergeert en geef voor x

afbreken na 5 termen.

een schatting van de afbreekfout bij

b)
} s matd
c) De functie f : (-1,1) - R wordt gegeven door
£(x) = —= 5 voor 0 < |x| <1,
In x
£(0) = a.
Bepaal o 26, dat f differentieerbaar is in x = 0.
3 2
+ +
2. a) Bepaal Xt 2x 2x 1 dx .
3 2
X - x + 2x - 2
b) Leid een recurrente betrekking af voor de integralen In die gegeven worden
door 1 .
1= J Vx (In x)" ax (n=0,1,2,...) .
0
B .
ereken 13
3. a) Geef van de Taylorreeks rond x = 8 van de functie f gegeven door
f(x) =1n (ilx - 1)
de termen tot en met de 2¢ graad.
b) Onderzoek voor welke reéle waarden van x de reeks
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o

k . 4. a) Bepaal de z ¢ € waarvoor geldt dat .
S

ie z-i

I —r

‘ +

j e 2oy,

b) Geef de algemene reéle oplossing van de differentiaalvergelijking

y" + y = sin(x - g) .
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Oplossingen Tentamen januari 1980

a)

i)

ii)

De rij (an) is naar beneden begrensd, nl. an > 0 voor alle n € N.

Bewijs. Met volledige inductie.

Er geldt a, =" > 0 en uit a > 0 (voor zekere n ¢ WN) volgt
= >
a4 arctan a_ 0. 0
De rij (a_ ) is monotoon dalend: a < a_ voor alle n € N.
n n+1 n

Bewijs. Beschouw de functie f gedefinieerd door

f(x) = arctan x - x, X € R.

2
Dan is £'(x) = ———L——-— 1 = ——:§—§'< 0 voor x > 0 , zodat f mono-
1 + x 1 + x

toon dalend is op [0,x).

Met £(0) = 0 volgt £(x) < 0, dus

arctan X < x voor x > 0.

Wegens a > 0, n €N, geldt dus

a = arctan a < a_ voor alle n ¢ N. 0
n+1 n n

De rij (an) is monotoon dalend en naar beneden begrensd, dus con-
vergent.

Zij a = lim a . Dan is a 2 0, omdat a > 0 voor alle n € N.
N>

Op grond van de continuiteit van de functie arctan geldt

a = lim an+1 = lim arctan a = arctan a, dus
n—>o 11->00 n
a = arctan a .

Omdat x > arctan x voor x > 0 (zie het bewijs van ii)) volgt

hieruit a = 0, lima_ =0 .
nreo
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b) Uit
sin =
2 lim 1 =1
- ] no< -
‘ n
z volgt
{
{
! §»< sin 1 < = o.d.d.,
i
! dus
ZE < 9/sin %-<-EZ o.d.d. .
n n

Op grond van de insluitstelling geldt

lim V{Sin %-= 1,

>0

3

V2

omdat lim — = %—= 1, lim — = %—= 1.
n>e o nse Jn

c) Nodig voor differentieerbaarheid van £ in 0 is continuiteit wvan

f in 0, d.w.z.
! o = £(0) = lim £(x) = lim x . 12=o 0=0.
: x>0 x>0 lnx
Als a¢ = 0, dan is
& lim fihliiig) = linm fﬁhl-= lim 5 =0,
1 h->0 h~0 h»0 ln h
dus f differentieerbaar in 0 (met £' (0) = 0).
3 . 3 2 2
| 2 a) Jx3+2>2<+2x+1dx___J'(.1+3 3>2<+3 )dx=
X -x + 2x - 2 X - X + 2x -2

. 2
Y = J dx + J 3x f23 dx = x + J <x E T ; *r 1 )dx =
(x- D {x + 2) x + 2°

. = x+ 2 J ;.dx + % J —E;Ei—— dx + J _?dx =
) x" + 2 x“ + 2

2 1 X
— — 1 ] = 3
= x + 2 ln[ be 1| + % In(x + 2) + 73-arctan 7 + C
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b) Toepassen van de regel voor partiéle integratie levert
1 1
I = J x*(1n x)® ax = lim 2 J (1n 0™ ax>/? =
n 3
840
0
2 3/2 n ! ! 3/2 11
= < lim [x”/“(1lnx) " | J x4 n(ln )0 = axl =
3 X
S§+0 8
§
2 3/2 n 1 1/2 -1
=% lim [- §7/°(In &))" - n J x/“(1nx)""" ax] =
3
8§40
8
2n 1 -1 2n
= - = /;(lnx)n dx = - — 1 voor n ¢ N ,
3 3 "n-1
6]
omdat
n
1im 6¥/2%(1n &)™ = lim (gy}z =0, new.
§40 Yo e ¥
Hieruit volgt
8 16 16 1 32
I,=-21,=31 =-FIj=-7F J xax = - 55
0 .
3. a) Herleiden tot standaardreeksen geeft (met y = x - 8)

f(x)

In(78 5y - 1) = Inf[2(1 + §91/3 -1] =

inf2(1 + ly_ l.ZE + ) - 17 =

' 38 964 @ "t
In(1 + A Qéi + )y =

12 288t -
L - Qéi.+ ) - l{jl._ Qéi + )2 + l(jL - léi + )3 + =
12 288 ") "2Y12 " 288 F - 312 " 288 7 ¢ .

y ¥ iy . L1 2 _
12 288 " 21aa T T 12Y¥ 1@ Yt
f;(x 8) T%Z(x 8)2 + . .

Tt R

g g

|
i
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b) Voor ~1 < x < 1 is de reeks (absoluut) convergent op grond van de

vergelijkingsstelling:
|(2 - sin n) xnl = (2 - sin n) |x|n < 3|x[n voor alle n ¢ IN,
o0
Z 3 |x|n is een convergente meetkundige reeks voor |x| < 1
n=1
Als [xl 2 1, dan is (2 - sin n) len 22=-sinn>1, n N, zodat
i de algemene term van de reeks niet limiet nul kan hebben: de reeks

is divergent.

1
Voor x = 3 is de afbreekfout E bij afbreken van de reeks na 5 termen

gelijk aan

n=6
Er geldt
- in 1 1 1
O<E< ) 33 = 57" 1 -
n=6 371 - =
3
4. a) Uit
Z - i z - i
z + i ‘z o+ i
1 = e =
volgt
z - i
Re =—— =
e z + i 0
' Met z = x + iy , x €eR, y € R, levert dit

+

R X F Ay = 1) _p (x+ily - D) (x - ily + 1)) _ x* +y° -1

i(y + 1)

= 0,

w
+

x2 + (y + 1)2 x2 + (y + 1)2
dus

2 +y° =1, (x,y) # (0, -1)

Dit is de eenheidscirkel {z ¢ @ | |z| = 1} met uitzondering van het

punt -i .
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De karakteristieke vergelijking Az + 1 = 0 heeft wortels i en -i,
zodat alle oplossingen van de homogene differentiaalvergelijking

zijn

. . . . ix ,
Er is een particuliere oplossing van de vorm axe omdat i enkel-

voudig nulpunt van Az + 1 is.

Substitutie levert
., ix ix ix ix
2ice - oaxe + axe = e ’

a =5 = - l-i
i 2

De algemene reéle oplossing van de differentiaalvergelijking

y" + vy = sin(x - gﬁ = %wfgksin X -~ COs X)
is dus
y ='%/§(Im - %xeix - Re - %xeix) + ¢ cos x +c, sin x =
= - %/Ekx cos X + x sin x) + c, cos x + c, sin x
met

i o
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1929

1. De functie f is gedefinieerd door

£(x) = 220X als x > 0 ,
x
f(x) = o sin(x+B) als x < 0 .,

Bepaal o en B z6, dat f differentieerbaar is in x = O.

2. De functie f wordt gegeven door

f(x) = x3 e2x .

(n)

Bepaal f (0) voor alle n ¢ N,

0
ey
3. Bereken j ex Vé + e2x dx .

-0

1 4

- Zx -cos x + VI ¥ x
4 . Bereken lim .

%0 In(1+x) - sin x

5. Bepaal de convergentiestraal R van de reeks

o n2

) [n—l] 2n
L R

n=1

6. Voor welke z € € convergeert de reeks

00 z n
= . ?
z (z+i] In n ~
n=1

7. Los op
(l—i)z2 -4z - (1+1i) = 0 .

8. Geef de algemene reéle oplossing van de differentiaalvergelijking

y'sin x - 2y cos x = e® sin3 X .

163
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1980

1. Er geldt

lim f(x) =asin B = £(0) ,

x40
f = . ' =
fL(O) (o0 sin(x + B))x=o ocos B ,
lim £(x) = lim 222X -1 |
x40 x40 =

Nodig voor differentieerbaarheid van £ in O is continuiteit van £ in O,

dus £(0) =1 .

Als £(0) = 1, dan is
fl'i(o) —lim:f-(h—)h—_—]-'-=lim%}l=
h+0 3 h'0 h
- %TA+ ..
= lim - 5 = 1lim (- =+ ...) =0 .
h+0 h h+0
Uit

£(0) =1, fL(O) = fR(O) '
volgt
o0 sin =1, acos =20,

met oplossingen
(a,B) = (1, %1 + 2km), k € 2 ,

(a,8) = (—1,%ﬂ +2%km), k ek .
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2. Op grond van de regel van Leibniz geldt

n
£ G - e () ) () 00 (2% (ak)
k=0

_ -2 2
=™ L xS L 2P . 3x2 . oMl2% () . 6x . 2° 2.2

dus

£ (0 r3‘) .6 .2"3 i onm- 1w -2 . 283 , neNu {0} .

]

3. Substitutie van e* = Y, erdx = dy, levert

Met partiéle integratie volgt

1 1 1 .
J V2 + y2 dy =y V2 + y2 - J vy — dy =

0 0 0

Il
By
|
—_—
N
+
Qs
N
Qs
~
+
N
—
Q
!

dus
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0 1 1

Jex"2+ezxdx= J V2+y2dy=1‘z/?7+ J 2—d§:/._=.;—7=

-co 0] 0

1
%/3 + [1ln(y + 1/2+y2)]‘ =
0

L/3 + 1n(1 + ¥3) - 1nV/2 =

]

L(V3 + (2 + V3)) .

4. Uit
3
N(x) := In(l + x) - sin x = (x - %xz + ...) - (x - %T + ces ) =
=—lzx2+... '
- _ 2 o _
T(x) := - 4% -~ cos x + (1 + x)° =
2
X 3.2
=—~%x—(1—§+...)+1+%x——3—2x+...=
132
—‘32 .« oo ’
volgt
1.2,
. 1
x+0 x+0 -kx" + ...
1’12
| 5.Ziju(x)=<n_1_> * , nemw .
| n n
Dan geldt
n - 1\" 2 1\" | 2 -1, 2
lim ?flu (x)| = lim / ) |x| © = lim (1 - —) |x| = e le .
n \ n n
n->w n->-co / n-»o /

[=5]

Op grond van het convergentiekenmerk van Cauchy is de reeks 2 un(x) abso-

- =1
luut convergent als e 1 |x|2 <1 , dus als |x| < /Z) en dive?gent als

x| > /e .

Hieruit volgt R = Ve .
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[>o]

Beschouw de machtreeks Z W Inn, we €.
n=1

Voor w = 0 is deze reeks convergent en voor w # 0 geldt

1
. wn+1 1n(n+1) ‘ inn + 1ln(l + Hﬁ
lim = = lim 1n | w l =
n->o w 1lnn n->co n
. 1 1
=lim (1+——1In+3) |w|=01+0.0 |w|=]w]
in n n
In—>x

Op grond van het convergentiekenmerk van d'Alembert is de reeks (absoluut)

convergent als | w | < 1 en divergent als | w | >t

Als | w | = 1, dan is l w lnn | =1lnn > 1 voor n 2 3, zodat de algemene

term van de reeks niet limiet nul kan hebben: de reeks is divergent.

o«

n

z . .

De reeks z (z " i) In n is dus slechts convergent voor die waarden van
n=1

z € €@ waarvoor geldt

Meetkundig: de afstand van z tot 0 kleiner dan de afstand van z tot -i .

Dit levert het halfvlak {z ¢ € | Im z > - %} .

Delen door! - i (1 i T = 1 ; l) en een kwadraat afsplitsen levert achter-
eenvolgens
22 - 2(1+ i)z - H(1 + i)2 =0,
(z—l—i)z——g-(1+i)2=0,
(z-1-1i+%6(+i))(z-1-i-%61+1)) =0 ;

z, =1 +4i-%61+1i)=(1-%6)1 + i),

z. =1+i+%6(1 + i) LWe)(1 + i) .

(1

+
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8. Bepaal door scheiding van variabelen één oplossing van de homogene

differentiaalvergelijking y' sin x - 2 y cos x = 0 :

dy -9 cos X

- dx =0 ,
y sin x

Iny =2 1n sin x = ln sinzx, y = sinzx .

De algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking

. s x . 3 . , 2
y' sin x - 2 y cos x = € sin” x is dan van de vorm y = c¢(x) sin~ x.
Substitutie levert
. .3 x . 3
c'(x) sin” x = ¢ sin x ,
X X
c'(x) = e , c(x) =e +C.
De gevraagde algemene reé&le oplossing is dus

x ., 2 , 2
y=e sin X +C sin xmet C ¢eIR .
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