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Aangeraden oefenstof

Diktaten: Examen- en tentamenopgaven (met oplossingen) 10, 20.

Verkrijgbaar bij de pedel C.H.B.

Boekjes : W.J.H. Salet. Vraagstukken over Analyse en Algebra I, II.
Verkrijgbaar bij de boekhandel.

Verdere oefenstof vindt U in de centrale bibliotheek, bijv.
Berman : A collection of problems on a course of mathematical analysis.

Smirnov : A course of higher mathematics Volume I

Elementary Calculus.

Het Egiekse alfabet:

hoofdletters kl. letters mnaam hoofdletters kl. letters mnaam

A a alpha N v nu

B B béta B ksi

r Y gamma 0 0 omikron
A ) delta I T pi

E € epsilon P 0 rho

Z z zéta z o sigma

H n eta T T tau

0 % of 6 théta Y v upsilon
I L iota ) ® phi

K % kappa X X chi

A A lambda ¥ ¢ psi

M U mu £ w omega



De

De

E) .

11.

12.

nro1i1c

Los de volgende ongelijkheden op.

. el
(x=2)(lxf =13 _ o .

x+3

|32 ~4x] < x
i I .

|x=3] +2>%+5.
|x+7 < % -5.

]—x2+1]<2x+2.

Op de getallenrechte liggen de punten A, B en C resp: op de afstanden 1, 2
en 6 rechts van de oorsprong.

Voor welke punten P op de getallenrechte geldt: PA + PB< PC ?

Bepaal de afgeleiden van de volgende functies en breng deze zo mogelijk in

een eenvoudige vorm.

(x+2)3 —6(>c+2)2 + 12x + 24 b) f(X)aM

5% )

a) £(x)

a) f(x)—s—iﬂﬁ’i%-c—o—s—?}- ; b) f(x)=\/x+r.

i

- .
Bepaal de scherpe hoek tussen de krommen ¥ = Yx (x = 0) en y = :x3 in het van

de oorsprong verschillende snijpunt.

Bepaal de scherpe hoek waaronder de grafieken van y = 3x eny = x2 elkaar

snijden in het van de oorsprong verschillende snijpunt.

Bepaal de scherpe hoek waaronder de krommen y = X en y = xa ~x+1 elkaar

snijden.

Bewijs, dat de totale oppervlakte O van een cilindrische blikken bus (deksel -
+ bodem + zijwand) bij gegeven inhoud I minimaal is, als de hoogte gelijk is
aan de diameter. Druk in dat geval O in I uit.




15.

16.

17.

18.

nr.1.2.

In het platte vlak liggen twee punten P en Q san dezelfde kant van de rechte
£. Een deeltje beweegt zich rechtlijnig en met ccnstante snelheid v van P
naar een punt R op £ en vandaar op dezelfde \&i,jze naar Q.

Bewijs, dat de tijd, die het deeltje nodig heeft om Q te bereiken, minimaal
is, als R zo op £ ligt, dat de hoeken, die PR en RQ met de loodlijn in R dp
£ meken, gelijk zijn. (le wet van Snellius.)

Uit een metalen plaatje van 16 bij 21 cm moet een bakje worden gemaakt op de
volgende manier: Uit de 4 hoeken knipt men even grote vierkanten; de randen,
die men zo overhoudt, zet men om; daarne soldeert men de naden dicht. Druk
de inhoud van het bakje uit in de hoogte x. Hoe hoog moet de rand worden ge-
nomen om een maximale inhoud te krijgen?

Welke functies worden voorgesteld door

b) f(x+1)4dx ; c)j’smg ten x)ax

cos’x
e)f .
cos (x

Bereken de oppervlakte van het deel van het vlak, dat wordt begrensd door
de krommen

a) 31n— , b#£0

-e

a) j5x4 cos(n+x5)dx

e ¥ = (x=3)%(x+1) en y=x41.

Analoge’ .v'r‘aiﬁgs-tukken ‘

Salet I, hoofdstuk I, § 4, nrs. 9, 10, 27, 28.
§ 6, nrs. 2, 3, 9, 10, 12, 1.




nr.2.1.

2

1. Bepaal a zo, dat x> - ax® + x + 6 deelbaar is door x+ 1.

Ontbind daarna de vorm in factoren.

2. Bepaal a zo, dat x+1 een factor is van % - 5x2 +(a+1)x - a + 1.

Ontbind daarna de wveelterm in factoren.

1

3, Los op: x> - 6x° 4 11x - 6

It
(o]

4. Los op: x> +3x% - 4x - 12=0.

It

5. Bepaal de rest bij deling ven x* - 5x° + 10x® - 20x + 24 door x° + 5x + 6

zonder de deling uit te voeren.

10

6. Bepaal de rest bij deling van x =~ =~ 17x6 + 15x2 + 3x + 6 door 2 - x - 2,

zonder de deling uit te voeren.
7. Teken de grafiek van
flx) = x> +x° =8x +6 .
8. Teken de grafiek van
fx) =x - x® +12.
9. Teken de grafiek van
f(x) =x>+3x* +3x-17.
10, Teken in één figuur de grafieken van
xs, x1/3, x* en x1/4 voor 0 € x sg- .

11, Bepaal (in radialen)

a) arcsin(-%V3) ; b) arctan(y3) .

12, Bepaal (in radialen)

&) arccos(-%V3) ; b) arctan(- -13-\}—3) .

13, Teken de grafiek ven

arctan(ten x) , -n<x<n, x;l-_t-_-g- .




15,

16.

170

18.

‘Teken de grafiek van

arccos{cos x) , =2n<x< 21,

Bereken: arctan 7 + arcsin 4/5 .

Is er een getal y te vinden, waarvoor geldt: arcsin %

Zo Jja, bepaal deze y.
Bewijs, dat voor -1 <y geldt:

o =X T
arctan y + arctan T+y =4 °

. X :
Toon aan, dat arctan x = arcsin \[——-—- voor alle x.
1+ '

Analoge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk I, § 7, nrs. 12.3°, 14.6°, 15,3°,

Nnr.2.2.

+ a.rcsin-% = arcsin y 7



2e

4e

6.

8.

90

10.

11

12.

13.

Bewijs met de definitie van limiet, dat lim

Bewijs met de definitie van limiet, dat lim

Bepaal:

2
1imr_1__f.l

Il -~ 00

lim

n-rco ’I969-n+2n2

1i

n—»oo

iim

n-=seo \Ex+1

lim cos m 3§

n -~

lim (\fn2+m+4 - V;l2—3n+7) .

n-—-+wx

lim

n=—o

n

1968 - 20 +n°

sin n+ (=1)"

2
n® +4

cos§n3}

lim sin mm .
n-+co

a,
n+1

n

lim \/n 2n+3n .

n-—+o

lim

lim
X -0

lim
x =1

x* + 3x
x-0 © +x3+2x2

2

x3+4x-§

x=-1

4

: 2
x_+3x

X

5

+x3+ 2x2

. n
,wa.a.r:.nan=2 +1 .

L:l)..x_l.=
n+4
n-+co

-n2 + 1

n-+° 212'

0.

rofi—
.

nr.3%e.%.




AT 32

;.3 ! 5

x~ 1 x=1

1+x+x = 1

15. 1lim ; .

x—~'0 * '
16, Lim {{x+4 .- Vx}ix .

X0

2
1

17. lim A% * .
7 X-> 00 X ;

18, lim (£ +3x +2 +x) .

X5 oo
19. lim (R +3x+2 +x) .
x'—oa.eo

-4-x2 - \f2+'$c2
x-1

~20. lim
x=+ 1

. n+1i
21. Teken de grafiek van f(x) = lim .+de— ,
n-rco Xx,i +2

22, Teken de grafiek van

xznsin!gr-x +‘x2
£(x) = lim TR T .
n -0 X 4

Bepaal:

23, 1im -S98 3x~cos_5x
x -0 x2

2. lim. 1+ tan x sin x - cos 2x
x -0 x2 .

25, lim ..8in x - cos x

Pla



26,

27,

28,

29.

. (8rCCOS X @ n
lim (=—=22%

- —

2x

x=-0

tan f:x-cot f X
lim .

x-1 x - 1

Sin x + 8in 2¥X + sin 3x + ... + Sin nx
tan x

lim
x=-0

lim x(g - arctan x) .
X =00 '

1 - 2sin %?

lim

x-1 1—X

Analoge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk III, § 2, nrs. 14, 15, 17, 18, 21, 22, 24,
hoofdstuk IV, § 2, nrs. 1, 2, 4.1°, 7.1°, g.1°, 9.1°,

nr.3. 3.

10.2°, 11, 13, 14.




8.

nr.d.l.

Overzicht van differentiaalquotiénten

£(x) x longI ' glOglxl ’ sin x l cos x I tan x ‘ cot x
- 1 1
£1(x) | «x®? % - llg = cos x -sin x > - >
cos X sin x
fix) e* g arcsin x | arccos x | arctan x | arccot x
b d X 1 1 ! 1 1
£1(x) e g log g = - = > - =
¢ 1-x 1+ 1+ x

Bepaal de afgeleiden van de volgende functies en treng deze 2o nogelijk in

e=n eenvoudige vorm.

a) £(x) = log|x + {x2 -a?|; b) £{x) = txia? - b2x2 + afarcsin E-E-x {a
. x 7
&) £(x) = V7 ; b) £(x) = B .
87"
N 1 s o =1
a) £(x) = (1+x) /% b) £(x) = 2518 X7
£(x) =%e¥(x sin x - x cos x + cos x) .
\ . 2 1 X 1
a, f(x) = 5 arctan x + 3 arctan ; b) f(x) = arccos ———
14 i1 +x2
a) £(x) = log|cos x - Py xl ; b) £(x) = arcsin'-Jj - .
x 1 4+ Y11=
a) £(x) = log|tan El ; b) £f(x) = log - 5 i .

a) £(x) = ¢ arccos C;X - {2cx~22 (c#£0); b) £(x) = x 08 X

2
10% -, b) £(x) = arctan(arcsin Vx) .

;) £ (x)

-

P




nI‘-A4 .A2...

10, De functie f(x) is gedefinieerd door:

f£(x) = sin x voor: - g-s x< 0,
f(x) = 3%x - 5 voor O0<xs2,
f(x) =1 " yoor 2 <x<3,
£(x) =2 - 6x+9 voor 3<x.

Teken de grafiek van f(x). Voor welke wasrde(n) van x is deze functie dis~.

continu?

1. Teken de grafiek van de functie f£(x), die als volgt is: gedefinieerds

£f(x) = & voor -.2<x<0Q,
\ | f(x) = cos 7.‘.52 voor 0sx< 1,
| ‘ f(x) = 3x - 2 voor 1sx< 2,
| £(x) = £ voor 2 < x ,

Voor welke waarde(n) van x is deze functie discontinu?

2
12, Gegeven: f(x) = Xz—tgz{-—'-l voor x # 1en x £ -2.
X +x=-2
Kan f(x) in x=1 en/of x=-2 continu worden voortgezet?
, . 1 1
13, Voor x # Oen x £ =2 is f£(x) = —— +

x2 + 9% 2x+4

Is het,mogelijk f(x) in x=0 en/of x = =2 continu voort te zetten?

Zo ja, door toekenning van welke functiewaarde(n)?

14, Voor welke waarde(n) van & is:

£(x) = 1n W ted

n-eco, |x| n 4 2

continu voor alle x en voor welke. vertoont de functie discontinuiteiten?
Bepaal deze discontinuiteiten.

15: Op het interval ~1< x< 1 is f(x) = A Yim —
v 1+x°  nmoo (1425

Is £(x) continu?

Bestaat er een x, waarvoor f(x) maximaal is?




16,

NTed o3

Gegeven:

It

f(x) = x> cos -3{- voor x # O«
£(0) =0 .

Bewijs, dat f(x) differentieerbaar is in x = O en dat f'(x) continu is voor

it

x = 0,

Gegeven:

9 1
£(x) = (tan = - o x) voor x # 0 .

£f(0) =0.

Bewijs, dat f(x) differentieerbaar is in x=0 en dat f'(x) continuis voor x =0,

Analoge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk IV, § 3, nrs. 1, 2, 5, 9.
hoofdstuk V, § 1.

In verband met de wenselijkheid de techniek van het differenti8ren volkomen
te beheersen verd'ient het aanbeveling zeer veel differentiatievraagstulkien
te maken,

Men vindt deze in grote getale in: Salet I, hoofdstuk Vv, § 1.




rire5ete

Bi‘jv; Het tekenen van een grafiek kan men aanddchi schenien asni
1) definitieverzameling van dé functie,

2) nulpunten,

%) discontinuiteiten,in het bijzonder verticéle asymptoter;

4) extrema,

5) 'ged'x‘ag voor grote X, in hét bijzonde¥ KéFizonthlé &syinptoten;
6) gedrag in punten waarin f(x) niet differénticervassy is;

Teken de grafiek van

-

-JEL— , x =0 (bepaal ook de ragklijn ih ¥ # o)

 £(x)
xR
X e;x / ’
s £(x) = — en g(x) = =—— in één figuur:
S xR x°+5
: £(x) = x \/8]x] -

o ' Ny e vy ki i3 £ LN i PN
en g(x) = =S in &&n figniF: Bewijs; dab glx) even is.

- 1) 14+ (1+&%)

X . ‘
(1sx2)P 52
6. £(x) = Va1 - VE<3

sin'2x+331ngx,» ;é-’—‘sxs%;

£{x) 5 3
8. f(x’) = COS,X cos 2x op het intervél O < x < 2
iy 1 9.
£(x) “cos x 1 +cos x
2 ,
: f(x-)ﬁ = :;._+12 X |
f.(i),=-Xlngi x>O.



12.

13.

14,

15.

. 2
arcsin X .

1+x2

arccos 1-x2 , x| <1.
Bepaal de extrema van de functie f(x) gedefinieerd in opgave 4.10.

Bepaal de extrema van de functie f(x) gedefinieerd in opgave 4.11.

NnreS.2.




nr.6.1.

Overzicht van grondformules

il
1

n 1 n+1 X X
fxdx=n+1x +C, n#=1; fedx 2"+ C .

1 ‘ fx.  _ _a
f;dx:loglx]—rc, Jadx"loga+c'
fcosxdx=sinx+c; fsinxdx=—cosx+c.

——(-132—‘=tanx+c; f =-cotx+C.

cos“x sin®x

dx ' [ __dx .

———=— = grctan x + C j = = grcsin x + C .
f1+x2 J441-x2

dx _ 2 2 . dx _ 2 2
fﬁ—log|x+¢x-a{+c, f—————-—_m—log(x+qx+a)+c.

2
cxX ax
1.a)fxe dx ; )fax+b; c) [e™dx ;
s.mx . A xdx
d)J cos x ’ e)j (ax2+1)2 3

dx dx
£ [ &, o) [ 2=, (>0
a2+x2 a2._x2 ’ ’

xdx e*
h)f i) | ~2—adx.
tan x? eX+1
n/2 1
sin
2. a) f e v eos b g 2t dt ; b) farcsin xdx .
0 0
arctan x r/2
3. a) ——— dx ; b) f £ cos xdx .
1+x

0 0



nI‘. 6.20

e ‘f 9

(‘
4. &) flcg xdx ; b) J x cos(x?)dx .
1 0
/2 e
5. a) f X sin xdx 3 b) f____a_:zc__
0 1/e x(logx +1)
oo [+ ]
x-e* 1 1
6. a) e dx 3 b) (m—m}dx, a>o0,
0) 0
0 © 1
7. a) fe dx b) fx-ze dx .

1 1
8. f (x " sin x)dx *

9. f (3{- - cot x)dx .

0
3 2
10. Schets de figuur ingesloten door de krommen y=-3 7 o ¥ =75 en
X" +a

bereken de oppervlakte ervan (a > 0).

1
2
11. dfxza.rcsin xdx .

e2

12, fx log3xdx .
1

Analoge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk VI, § 1, nrs. 5, 13, 18, 22, 28, 32, 49, 51, 66, 78.
§ 2, nrs. 12, 21,
§ 7, nrs. 25, 32, 41.
§8, nrs, 1. 3. &,




1, Bewijs door volledige inductie, dat

1+2+."+n=9_(9_+_1).

2

en 1+8+27+...+n’=(1+2+3+...+n)2.

2, Bewijs door valledige inductie, dat °

102 + 203 + 304 + 000 +n(n+1) = n(m+1)(n+2)/3

en 12,3 + 2,304 + 30845 + eeo +n(n+1)(m+2) =

=n(n+1)(n+2)(n+3)/4.

I'L'[‘o7o1o

3, Druk de tweede afgeleide van y = 3 sin x - 4 sin’x uit in sin x.

(4)

Toon aan, dat y 4) o 81ye.

4. Gegeven: y = log (ae™ + be™ ), a en b constant.
Bereken: (y')2 + 3"

2 2x + 1

5¢ Bepaal de n-de afgeleide van y = _A._:_c____:____

+
2+ 1 "

£l 5
6. Bepaal de n-de afgeleide van y = ox5x+-12c4'1 .

Te Toon aan, dat de n-de afgeleide van > iss
1-x

1En! {(1-—x)"n"‘I - (-1-x)-n-1}.

8. Gegeven is: y = log (x + \‘x2+1).

leid een recurrente betrekking af tussen y(n), y(n-1) en y(n-?) '

voor n = 2,

9. Gegeven y = arctan x. Toon aan (1 +x2)y' =1,

Leid daa.ru_it een recurrente betrekking af voor y(n), y<n-1), y(n-a)

(n =2).



10,

11,

12,

13,

14.

15.

nre. 70 2

2
. : -x /2
Bepasl het buigpunt van y = arccos x en de buigpunten van y = e .

Teken de grafiek van £(x) = e * sin x in het interval 0 <x < n

en bepaal eventuele buigpunten,

Een cirkel met middelpunt M en straal 2 rolt over de x-as,

a) Geef een parametervoorstelling van de kromme beschreven door het
punt dat oorspronkelijk midden tussen M en O lag (dus in (0,1)).

b) Bepaal van deze kromme de buigpunten,

Een kromme is in parametervoorstelling gegeven door
X=2acos p; Yy = b sin g; a >Db > O,

Gevraagd worden de punten waarven de afstand tot O extreem is.

Teken de kromme die in poolcoBrdinaten gegeven wordt door :L'2 = 4P,
Bepaal het snijpunt met de eenheidscirkel en de scherpe hoek die cir-
kel en kromme in dat punt met elkaar maken.

Bepaal de vergelijking in x, y-coBrdinaten van de kromme die in
poolcoSrdinaten gegeven wordt door r = (1 - cos ¢)°', 0 < ¢ < 2m,
Druk de hoek tussen voerstraal en raaklijn van deze kromme uit in Pe

Analoge vraagstukken
Salet I, hoofdstuk I, § 1, nr, 70
§ 2y nr. 7.
hoofdstuk Vv, § 2, nrs, 3, 9, 14, 20.




3.

5

Te

8.

nr.8‘1.

2x
Gegeyen: z = T+y ° y¥-1.
a) Bewijs dat lim =z bestaat als y = px=-1, voor elke constante p ;4 O.
X0
b) Kan z = 12_fy in (0,-1) continu voortgezet worden?
’x3 3 :
£(x,y) = FL=E voor (x,y) # (0,0), £(0,0) = 0.
X +y

Bewijs dat f(x,y) continu is in (0,0).‘

Gegeven: f(x,y) =0 voor X 74 Oeny 74 O3
£(x,0) = x sin% voor x # 03
f(O,Y) =Y.

a) Is f(x,y) continu in (0,0) ?
b) Bestaan de parti8le afgeleiden van f(x,y) in (0,0)?

Bepaal de partiéle afgeleiden van

a) z = arcta.n% ; b) z = (x+y)¥2Y .
Bepaal de partig&le afgeleiden wvan
a) z =% ; b) z = xyeXY
hg . 0z . 0z
z = e’ arcsin(x-y). Toon aan dat S t3r =z
X y
' X
Gegeven: z = > 2
X +y
Y e e gg— -aﬂ =
Bewijs: xax-l-yay -Z.
= 2 I 2 x_ 3 9 .a.& a_Z_ i
Z = X arcta.nx-y arcta.ny.Bew:.Jsdat xax+yay-2z.
Gegeven z = £(X), Toon aen: x & +y £ = 0,
y ox oy

10.

Bepaal de (totale) differentisal van de functie

f(x,y) = log tan % in het punt (g—, ;—) .
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14.

15.
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Bepaal de (totale) differentiaal van de functie f(x,y) = arctan —&% in .

: 1 1 1-
het punt (E’ -3-)

Bepaal de vergelijking van het raakvlak in het punt (1,2,2) aan het opper-

3
vlak z = \/12-xy2 .

Bewijs dat het raakvlak in het punt (~2,1,-13) aan het oppervlak

z = 15x + 4y2x? + 3y2 + xy4 evenwijdig is aan de x-as.

Gegeven is z = sin x sin y voor O<x<n; O0< y<m,
a) Bepaal de vergelijking van het raakvlak in het punt (x_, o,zo).

0
b) Bepaal (x ,zo) zo dat het raakvlak evenwijdig is aan het xy-vlak.

0?90

Gegeven: z = % - bxy + 5y2 +2x + 2y.

a.) Bepaal de vergelijking van het raskvlak aan dit oppervlak in het punt
(2,17 412, )+

b) Bepaal (xo,yo,zo) zo dat dit raskvlak evenwijdig is asan hnet xy-vlak.

Gegeven is: y3 = 6x2 + 2. Hierdoor is y als functie van x vastgelegd.

Bepaal van deze functie het extreem en de buigpunten; teken ook de grafiek.

Gegeven is: y3 + 5x2 - bxy = 0.

Bepaal de punten op de kromme waar

1) de rasklijn evenwijdig is aan de x-as;
2) de rasklijn evenwijdig is aan de y-as.

N.B. Het punt (0,0) wordt buiten beschouwing gelaten.

Gegeven is Vx2-y2 = arcsin % . Bereken % in de snijpunten van de kromme
met de rechte y = 4x.
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8,

9.

10.

11.

nre%.%.

xe™V, x = log t, y = sin t. Bepaal 3_12;

It

Gegeven: 2z

. d
Gegeven: z = X arcsin(x® +3%), x = et, y = tan t. Bepaal E‘% .
. 02 9z sy
Gegeven: z=xy, X =T co8 9, y = r sin ¢. Druk —a-q-)- en o uit in x en y.
u is een functie van x=%9- en y = 1_ng. . Druk 27: uit in x en y en
de partiéle afgeleiden van u naar x en naar y.
. ' . 9z oz
= cos u sin v Beschouw z als functie van x en y en druk 3% % 37
[
= s5in u €COS V uit in u en v.
z = 2u + 3v
Gegeven: u = log{(x—a)2 + (y b)z}.
Toon aan dat Q——*Z + = ?u =0,
ax2 ay2

Gegeven: u = {(x—a)2 + (y—b) + (z—c) }-'g
2 2 2
Toon aan dat o2 + &2 ,3U _ o
2 2 2
ox oy 0z

Door x3+y3+z3—3xyz=3 en x+y+z=1 zijny en z als functies

. - g'l ¥ 1 g'i 1
van x gegeven; druk i uit in x en y, ix inxen z.

Gegeven: x +y + 2z = 13 X+ y2 + 22 = 25. Beschouw x als onafhankelijk

veranderli jke en bereken %xz >

El&

a2 2z
s “L en =2 voor (x,y,2) = (4,-3,0).
dx dx

2 2 2
Gegeven is -X? y3— 7 = 1, Beschouw z als functie van x en y.
Z

9
Bepaal E}Z? en -g-y—- en daarna de vergelijking van het raakvlak in het punt

(‘2919‘3)-

I\)

Door ze> = tey en -~2x + 2y +z +2t = 3zijn z en t gegeven als functies

van x en y, Bepaal in (x,y) = (0,0) de waarde van g—}zc- , -g? , g—;— en %;G—r .
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12, Op het oppervlak x> - 2x%y - 3z + 4y = O ligt het punt (1,1,1).

a2z

dxdy °

Bepaal in dat punt

13, Gegeven: x +y +2z +u = 5; xyzu = 2.

2
Beschouw x en y als onafhankelijk veranderlijken en bepaal axgly in het
punt (1,1,1,2).
14. Gegeven: eV - 22 - arctan xy = 0.
2
Bepaal 92 i net punt (0,0,-1).
2
oy
15. Gegeven: xu +yz = 2; xz +yu = 3, .
Beschouw 2z en u als functies van x en y en bepaal aaxazy in het punt
(0,1,2,3).
16. Gegeven: xy +2t =3; x+y +z +t=5, )

Beschouw x en y als onafhankelijk veranderlijken en bepaal %{% in het
punt (xyyyzyt) = (191’291)'

17. Gegeven: xy + xz +xt +yz +yt + zt = O3 x+y4 +z+t =14,
Beschouw x en y als onafhanelijk veranderlijken en druk %% uit in x%x, y, 2

en t.

18. Gegeven: xy + yz = 27 + zz. Beschouw x en y als de onafhankelijk verander-

1ijken en druk -g—:- . %527 uit in x en y.
19, Gegeven: z = f(x,y). Verder zij x =uv, y = % .
2
Druk azcair uit in z, u, v en de parti&le afgeleiden van z naar u en V.
1 2 32
20, Gegeven: z = f(u,v) enx=uv, y =u + 5 o Druk y -—-f- uit in u, v en de
ox

partiéle afgeleiden van 2z naar u en v.

21, Gegeven: 1z = f(u,v); x = log \Ea+v2; y = arcten % .
2

0z
Druk %0y

near u en v.

uit in u, v en de partiéle afgeleiden van le en 2e orde van z

uv + 1 cp =¥ W=
u+y 'Y u+v '’ u+v ?

22, Gegeven: X =& a#Oend g 0.

Door hieruit u en v ge€limineerd te denken, kan men z als functie van x en y
beschouwen: z = £(x,y)s Druk de partigle afgeleiden van de 1e orde van z naar
X en naar y uit in u en v (pas III, § 6G. toe) en druk dasrna _g_]zg en %yz— uit

in x, y en =z.
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23, Gegeven: y is een functie van x. Men voert nieuwe veranderlijken z en t in

door de betrekkingen:
x2+y2+z2+t2=1

x +y +2 +t =0.
.. dz
Druk %%- uit in ag ? Y 2 en t.

o (=% + 8 (a-x)

& (y.4) +%§— (y-2)

Antwoord:

24, Gegeven: f(x,y,z) = 0.
Neem aan dat z een functie van x en y is, y een functie van x en z en x een

functie van y en z.

Toon aan dat dz 9% oy -1,
9x 3y 9z
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Op de zijde AB van A OAB ligt een punt P tussen A en B zo0, dat AP ¢ PB = A : u.
Druk de vector OP met behulp van A en p uit in de vectoren QA en OB,

Bij het parallelogram OABC (OB en AC diagonalen) wordt BC met zichzelf ver-
lengd tot BD. Druk OD uit in OA en OB.

Ligt het punt A(B,-ZVE) op de rechte x = (1,{5) + A(-JE,S)?

Bepaal de codrdinaten van de snijpunten van deze rechte met de assen.

Bewijs dat het punt A(3,4) ligt op de rechte x = (1,5) + A(2,-1).

In welke punten snijdt deze rechte de assen?

(2,1) +)\(1’3) en x (033) +p(191)'

Bepaal het snijpunt van de rechten x

Bepaal het snijpunt van de rechten x = (9,0) + A(7,8) en x = (0,8) + 1(8,9).

Geef een parametervoorstelling van de rechte, die de volgende vergelijking
heeft: 4x + 3y - 2 = O.

Geef een parametervoorstelling ven de rechte, die de volgende vergeli jking
heeft: 3x + 4y - 5 = 0,

Geef een parametervoorstelling van de rechte door A(-1,1,4) en B(1,2,3).
Waar snijdt deze rechte het XY-vlak?

Geef een parametervoorstelling van de rechte door A(1,2,3) en B(2,4,3).
Bepaal het snijpunt met het XZ-vlak.

Geef een parametervoorstelling van het vlak «, wasrvan de vergelijking
luidt: 2x + 3y + 4z = 7.

Geef een parametervoorstelling van het vlak a, dat gaat. door het punt
A = (1,2,1) en evenwijdig is aan de rechten x = (~6,2,0) +A(1,1,1) en
X = (59193> + P(6,2’1)°

Bepaal een parametervoorstelling van het vlak door O en de rechte
x=(1,-1,0) + A(29‘]91)'

Geef een parametervoorstelling van het vlak door A(0,1,1) en de rechte
x = (1,2,1) + Ar(2,1,2), Bepaal ook de vergelijking van dit vlak.

Bepaal het snijpunt van de rechte 1, die door de punten A(1,2,3) en B(4,5,-3)
gaat, met het vlak, dat wordt gegeven door de vergelijking 2x -~ y + 3z =4
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16. Bepaal het snijpunt van de lijn door A(1,0,-1) en B(2,3,4) met het vlak
X = (1',0’3) + }\(1’4;5) + l-l(1,3,3)-

17. Gegeven het punt A(1,1,2) en de lijn m, voorgesteld door
x = (0,0,1) + A(1,0,0). Bepaal een parmmetervoorstelling van de lijn £ door

A, die m en de Y-as snijdt.

18. Toon aan dat elk der beide volgende drietallen punten op &én rechte liggen:

a) A(6,1,-3), B(0,-2,3) en C(10,3,-7);
v)  A(5,3,4), B(8,52) en C(2,1,6).
19. Schrijf v als lineaire combinatie van a, b en c.
y= (6’17’16)3 a = (19495)3 b= (2’5’4); c = (1’2,0)-

it

20. Schrijf v = (-1,4,7) als lineaire combinatie van a

e = (3,-2,5).

,(1!‘2’3)7 l’. = (4,"3’1)7

21, Schri

I <4
]
/'—\
I\)
\.N
L
®
'._l
/)]
._J
(.
S
[
o
’-l
H
o
(3]
Q
B
|3
|.-I
jol
©®
t
o
o
A
]
]
|
[

= (1 29/), b= (2 1)'/9

22. Bewijs dat elk der volgende stelsels vectoren onafhankelijk is:

1) (1,3); (2,5).

2) (1’293)3 (111’4)3 (1,395)-

3) (19191’0); (192’192); (Oy193"’1)5 (1"‘1’271)'
4) (1,2,3,1,2); (1,1,4,3,2); (1,3,5,1,3).

23. Bewijs dat elk der volgende stelsels vectoren afhankelijk is:

1) a = (2’1,5) 5 b (3’2,1) I (190’9) 3 4= (192!17)'
2) &= (3,1,2,=1); b= (2,-1,1,1); ¢ = (5,5,4,-5); 4 = (=2,-9,-3,9).
3) a = (191’1) 3 b= (192r4) sy ¢ = (1:397) .

24. Onderzoek of de volgende stelsels vectoren afhankelijk of onafhankelijk zijn:

1) a = (112’3) 3 b= (3’2,1) 3y &= ('3’2,7) .
2) & = (1"‘19492)3 b= (270’2’1)3 e = (79‘3’16,8)-
3) &= (4,592) 3 b= (1’8’2) i &= (14’491) .

25. Onderzoek of de volgende stelsels vectoren afhankelijk of onafhankelijk zijn:

1) a = (273y4.) i b= (5’2 1) 145\,. ;ﬁ'\‘ ("4’5’10) .
2) &= (4,-35) ;3 b= (2-4,7) ; ¥% (10,53) .
3) &= (2,4,~1,-1); b= (151, —2); cj,.i=‘f=<v-1,3,3,-2).

i
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34
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Onderzoek of de eindpunten van de volgende viertallen vectoren in &én vlak .

liggen:

1) (5,2,18) ’ (1!“2’4)’ (5,0’2) y €N (29"3,"4)-
2) (‘4!"2;3)’ (1,3,‘2), (0939"2), en (5"2,0) .

Toon aan dat het vlak x = (-3,4,-1) + A(1,2,-1) + p(3,1,-1) door C gaat.

Bewijs dat het vlak x
gaat.,

(0,2,5) + A(1,5,=2) + 1(1,7,3) door de oorsprong

]

Bewijs dat de rechte x = (0,7,6) +A(-1,1,1) evenwijdig is aan het vlak
x = (6,1,2) +a(1,2,3) + 8(5,1,3).

Bewijs dat de rechte x = (1,0,20) + A(2,1,3) evenwijdig is aan het vlak

Usx+y -2z =1,

Bewijs dat de vlakken x = A(1,2,4) +p(2,1,3) en
x=(1,1,0) +p(-1,1,1) +0(3,0,2) evenwijdig zi jn.

Gegeven zijn de vectoren:
a = (1,33033); b= (29"19‘291); e = (097’2,5); d = (5;1,"4’5)-

—

Onderzoek de afhankelijkheid van de volgende stelsels vectoren:

-1)9‘_71).79.5 Z)EJP.’Q.; 3)3'._’9.si'

Bepaal verder een basis voor de deelruimte opgespannen door a, by cend.

Gegeven zijn de vectoren:

a = (1523,-1); b= (2,3,4,0); ¢ = (1,-1,2,1); 4 = (1,-4,1,3).
Onderzoek de afhankelijkheid van de volgende stelsels vectoren:
)& b e 2)a b d; 3)a, g d.

Bepaal verder een basis voor de deelruimte, opgespannen door a, b, cend.

Gegeven zijn de vectoren: a = (8,0,-9,8), b = (12,-10,6,6),
e = (497”‘63"8)’ 4= (8,-7,3,6) en e= (09'3;12,"10)'
Bepaal de dimensie en een eenvoudige basis van de door a, b, ¢, den e

opgespannen deelruimte.

De vectoren & = (3,-2,3,1); b = (2,1,-2,-1); ¢ = (1,1,2,3), sparmen een
vectorruimte U op.

a) Bepsal de dimensie van U.

b) Behoort 4 = (1,4,3,1) tot U?

¢) Behoort ¢ = (-4,2,1,3) tot U?
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36, De vectoren a = (1,2,3,4), b = (2,-1,0,2) en ¢ = (4,-3,-1,-1) spannen een
vectofruimte U op. '
a) Bepaal de dimensie van u.
b) Behoort 4 = (-4,1,-2,10) tot U?
¢) Behoort e = (3,1,2,1) tot U?

37. Gegeven zijn de vectoren: a = (3,-1,4,7), b = {1,-3,2,5), ¢ = (2,6,1,-2),
d=1(532-1) en g=(0,4,-1,-4).
Bepaal van elk der volgende vectorruimten de dimensie en een basis.
1) U, opgespannen door &, b en g . |
2) U, opgespannen door &, b en d.
3) U, opgespannen door &, b, g en g.

Geef o0k een voorbeeld van een vector die niet in Ué ligt.

38. Gegeven zijn het vlak Vi x +y + z = 6,
(_33291) + )\(29031)
en het viak W: x = (1,1,1) + p(3,-1,0) + o(1,0,1).

Bepaal een parametervoorstelling van de lijn m, die in V ligt, £ snijdt en

L]

de lijn 2: x

evenwijdig loopt met W,

39. Gegeven zijn het vlak U met vergelijking 2x +y + z = 3,
het vlak V met vergelijking 4x + y - z = 1
en het punt P(5,7,-4).

Bepaal de vergelijking van het vlak W door P en de snijlijn van U en V,
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Geef van elk der volgende stelsels homogene vergelijkingen de oplossing in
vectorvoorstelling en controleer telkens de relatie:

dim. oplossingsruimte + dim. ruimte der rijvectoren = aantal onbekenden.

4.

5.

8.

x + + 0xX_ - X
12X2 33 4

2x +3x ~2x + 3 =0
1 2 3 4
4x +6x + x +2x =0.
1 2 3 4
3x1 - 2x2 - 3x3 +3x4 =0
Txy = 5%, = Txy + 7?‘4 =
-5x‘| +3x, + 5x, - 5x, =
X, + 4x2 - 3x3 =
x1 + X, - X, =
3x1 + 6x2 - 4x3 =0,
4x1 - 3x2 +toxg =
-2){1 + X, = 2x3 =
2}(1 + x, + 5x3 =0,
X + x - x + x =20
1 2 3 4
X X +2x =0
1 2 4
+ =
3x1 x2 5){4 0
+ - =0,
x1 3x2 2x3 0
x +2x =0
1 2
-2x + x =0
2
2x + x. =0
2
-x + x =0,
1 2
x +2x =0
1 3
x + x =0
2 + - =0,
x1 5::2 x3 0
+ -2 =
5::1 4x2 x3 0
1 + 1 - =
3x1 4x2 | 4:»:3 0]
- - + =
1Zx1 Sx2 3x3 0
+ 1 - =
x1 3x2 3x3 0.




9. 3x1 + x,
2x1 - X,
5x1 + 5x2
2x1 + 9x2
los de vo

10. x, t X,
2x 5
4x, - 2x,
6x1 - %,
7x1 - 3x2

+ 2x3

+ X
3

+
4x,

+ X
33

lgende

- 2x3

- 3}[3

- 2x3

- 5x3

- 4](3

+
-hx #xl

LN

stelsels inhomogene vergelijkingen op.

t
- 0O 0 o o

1. x + 2x2 + 4x3 + 7x4

1

-2x1 + 3x2 + 3x3 + 4x4 =

2x1 - X,
12. X, = X, Xq
2x1 - 3x2 4x3
x, - Xy
13. X, 2x3
x4 2 3%,
3x1 X, Xy
1 .
4 x1 + 2x3
- % X,
+ -
2x 5x x3
15. +
5 x1 x2 + 2x3
2x  + 4x
- 2x +
X 4x3
16. X + 2y =
X +4y - 2z =
2x + 4z =
3x + 6z =

-2x - 8y + 4z

it

+
X,
+
2x4
- x4
+
Tx,

= -
= 7 .

+

3x

+ 6x +
PR

-8
-12

I
o o o O

- 8x

w A o

]

]

nr.11.2,
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18,

19.

20,
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+ - 2 = =1
x1 2x2 x3
2 . - = 2
x1 4x3
x +ax = -1,
2 3

Voor welke waarde(n) van a heeft dit stelsel één of meer oplossingen?

Bepaal deze oplossingen.

X+ y=2a+2
2ax + y = 3
(3a~1)x +ay = Ta-2,

Voor welke waarde(n) van a heeft dit stelsel een of meer oplossingen?

Bepaal deze oplossingen.

3x +2y + z=a+2
x- y+az=(a+1)?
ax + y + z =a+1

Voor welke waarde(n) van a heeft dit stelsel een of meer oplossingen?

Bepaal deze oplossingen.

Schrijf een matrix op van 3 rijen en 4 kolommen, die
1) rang O heeft;

- 2) rang 1 heeft.

21. Bepaal de rang ven de beide volgende matrices:
1) 1 2 0 5 1 2) 1 2 0 3 1
-1 0 1 -3 3 3 2 3 1
1 2 1 =3 c 2 2 3 1 .
2 3 -3 9 =5 2 -1 2 -2 4
2 3 -2 5 -3
22, Bepaal de rang van de matrix
1.2 3 4
T3 5 7 .
1 4 7 10
23. Bepaal de rang van de volgende matrices:
1) 1 2 4 0 «2 2) 1 -1 0 3
-2 -3 -1 1 0 2 1 0 1
o 1 7 1 4 2 =2 0 6
-2 =2 6 2 4 -1 =2 1 2
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24, De rang van de volgende matrix is 2, bepaal a,

1 2 3
-1 a 2 1 .
2 1 =3 &
25. 1 0 2
1 2 3
2 8 =a
5 b 13

Bepaal a en b zo, dat de rang van deze matrix 2 is,

26. Voor welke waarde a heeft de volgende matrix de rang 27

-—
N
o

Ny
-
L]

Van een stelsel homogene vergelijkingen is de coéfficiéntenmatrix:

1 1 ~28m2
2a 1 -3 .
Za-1 a =Ta+2

Voor welke a is de dimensie van de oplossingsruimte O regp, 1, 2, 37

2 2 a, a, X 1
28, Gegeven: x. = I @a..V.: .= X . waarin ‘ "\ =
| g I IR b it Y k=1 RSk *

c c

Bereken de matrix H 12 uit de relatie x, = & c. 2 .
c 1 lk :
21 22 k=1
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3
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8.

Bereken:

a) 0 =718 +29 b) |7 -3 8
718 0 384 9 11 5
-29 -384 O 8 8 3

Bereken de volgende determinanten

a) |-4 1 0 1 b) |11 3 -4 5
2. 0 2 1 -13 -4 5 =6
0 2 -3 0 18 5 -5 7
-7 2 0 2 8 2 -2 3
Bereken:
a) 1 3 -1 2 b) |4 2 5
-1 1 0 -1 6 3 7
1 2 1 =2 5 8 6 2
o 3 4 1 7 10 8 3
Bereken de volgende determinanten
a) |1 1 0 O b) 12 4 6 5
1 2 1 O 3 6 9 2
135 3 1 5 3 2 3
1.4 6 4 T 2 5 4
Los x op uit: |2 =x-2 4
1 x=1 2| =0,
2 0 x+3
Ios x op uit: x 2
X = Oo
3 2 x

a) Gegeven: A(2v1)’ B(4,2), C(315)°
Bepaal de oppervlakte van A ABC.

b) Gegevens P(19293)’ Q(49596)1 RQ798915)°
Bepaal de inhoud van het viervlak OPQR.

Bepaal de inhoud ven het tetraeder ABCD.
A(1!2"1)§ B('2,O,3)3 C(‘3949‘4)§ D(2’110)'

nr.12,.1
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10,

11.

12,

13,

14.

15.

16.

Bepaal de

inhoud van het tetraeder ABCD.

A(2’5’4)? B('29498)3 0(1!1’5)3 D(O’2’6)°

Bepaal de
A(1’6’7);

inhoud van het tetraedexr ABCD.
B(5’9911); 0(4)892); D(2’198)'

Los met behulp van de regel van Cra.mer ¥y op uit:

X~ yt+t3z= 6
3x - 2y + Tz 14
X+3y-32 "'40

]

Los met behulp van de regel van Cramer x op uit

3 + 4y + 22 =6
4x + 6y + 3z = 6
2x + 3y + z =1,

Los met de regel van Cranmer X, op uit

Onderzoek

Onderzoek

Onderzoek

X, + 3x2 + x, 5
23:1 - 3):2 + X,
5x1 + 3x3 =8,

1]

of de w}olgende vlakken door één punt gaan:

2x + 3y + z =6
X~ Yy +42 -4
Tx +5y - 32 -9
“x + Ty -9z +4

[} ] ]
O O O O

[

of de volgende vlakken door één punt gman:

X- y+ z
5x + 3y + z - 8
2x + 4y - 3z + 10
bx + y+ z+ 5

W on
© o o o

of de volgende vlakken door één punt gaean:

x+ y+ z- 1=90
2x + 3y + 4z 1=0
4x +2y +3z+ 6=0
3x +4y + 2z - 14 = 0,

nI'.12.2.



Tekeén in het complexe vlak de beeldpunten van de getallen
‘ ~
= =353 =2iy 2, =1+13 2z, = -y3 - 1
z, 33 z, i 2z, 52, 13
C).

en schrijf deze getallen in de vormre’™? (- n<g<m, r >

en z +z. in
1 2

= =2, Teken de getallen Zys 2
? met

7z, = =1-1)
iV3, z,

BNE3
vlak. Schrijf elk van deze drie getallen in de vorm ret

r> 0,
. Teken de beeldpunten van de getallen
1ni Lni Sni -3ni
— i
2e° 3 ‘Ee" H 2\{-3-e6 ;s i2e 4
J

en schrijf deze getallen in de vorm a +bi (a en b roéal).

- 2 i 12 -1
2l oz = 3~e ey z, = 2¢ '2 , Teken de getallen Zyy Zyy B,
het complexe vlak, Schrijf de laatste twee getallen in de

Bl

1

Teken in het complexe vlak het beeldpunt van een getal z.
z+2, =23z,

Construeer dan de beeldpunten van de getallen

- i;.
Teken het beeldpunt van een complex getal z.

1 o4
zo” 2T

Construeer daarna de beeldpunten der getallen

e
A
L]

het complese

-n <y sm,

—— — —1 .

2 en 32 1in

2 2 1
a +

vorin &

T4
e

A

| o~

‘2“, Z=cly 17,
7 . 2
= mi 5w
€

3z ¢ sy Ze
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70

nr, 13,1,

Geef in het complexe vlak aan waar de punten z liggen die voldoen gan de

beide ongelijkheden

2

-
wor
A

z+1=-1i]* <2 en nSarg z S

Hetzelfde voor de punten z, die voldoen aan

z+i _ 1
- L]

z - 2

arg

Bepaal de meetkundige plaats van de beeldpunten der getallen z, die voldoen

aan één der volgende voorwaarden:
\ L 23 .
a) |z-3i] = |4+2i-2] ;

7 -

7+ 1

=L
2

b) arg

H

¢) I 22 . g

z+21
Waar liggen de punten z die voldoen aan

=17 vy —2E—a=12
(1-2)°

gl

z doorloopt de eenheidscirkel in positieve zin, te beginnen bij z = -1,

190
-1
Welke baan beschrijft w = 2e* « (z-1+2) ? .

z is het complexe getal ela, o reéel.

22 =z +1 v .
———— reéel is,

a) Toon aan, dat w =
[

b) Beschrijf nauwkeurig de baan, die het beeldpunt van w doorloopt, als
arg z toeneemt van O tot 2m,

z doorloopt de eenheidscirkel, Welke baan beschrijft w = %ﬁ}% ?

Schrijf arg w en |w| als functies van ¢ = arg z (-n < ¢ <mn),

Stel a is een complex getal, r en p reel, r positief.
Laat zien dat de meetkundige plaats van de beeldpunten van de complexe ge-

tallen z die voldoen aan de vergelijking

(z+a)(z+a) = 2°

een cirkel ig,

Leid de betrekking af waaraan p en a moeten voldoen opdat hetzelfde geldt
voor de vergelijking 7z + 82 + ag + p = O,



17

14,4

15

17-

4
s op: (z-1)" = =1en

1ijking.
lezelfde vragen voor de versgelijking
z1o+ze+zs+z4+zz+1=6
- ( L \6 .
Los op: \z+-2-.L) = i
gelijking.
Uezelfde vragen voor de vergelijking
P T R
b
wehrijf de som 2 cos 2mp met tehulp van complexe
duct. =k
. p .
sehrijf de som £ sin 2mg met belwlp van complexe
. m=k
duct.
kA
ﬁneitm1x
Bepaal J ~ ax .
S cos"x
3 ’
~
-ntx 2
Bereken Jcos e dx .
2
(s}
~bx . \
Bepaal e sin ax dx (b > 0).
0

Analoge vraagstukken
Salet I, Hoofdstuk II,

teken de becldpunten van

en teken de beeldpunten ven de wortels van deze ver-

§3 nrs. 1, 2, 6, 7, 8.

§4 nrs. 4, 6, 7.
§5 nrs. 4, 9, 11.

ALl &l

getallen wls cen pro-
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2e

30

4o

De

6o

To

Be

9

Gegeven is de differentiaalvergelijkings
xy' - (2x + 1)y + (x +1)y = 0,

a) Toon asn dat y = x2e* voldoet.
b) Zoek nog een oplossing,
¢) Schrijf nu de algemene oplossing op.

Gegeven is de differentiaslvergelijking:
2
Xy" =xy' +y =0,

a) Toon aan dat y = x log x voldoet,
b) Zoek nog een oplossing.

¢) Geef de algemene oplossing.

d) Bepaal de oplossing waarvoor geldt

y(1)=1 en y'(1) = 2,

y = £(x) voldoet aan de differentiaalvergelijking

y' +y =2yt

Verder is gegeven: £(0) = 33 £1(0) = 1,
Bepaal f(x)e

Ios opt y™ = 6y" + 11y' = 6y = O,
Bepaal alle reéle oplossingen van

0. 1

i

N
y\4} + 2}’" +y

(4)

y -y! = 0.

y™M -2y +4y =0, |

Y' oy =x=1 O.

y" + 5y + 6y = &%,

nretédote
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10, y™ - 2y" ~ 5y' + 6y = sin x.

1, yu

+ mzy = a cos mx + b sin mx, voor alle re€le &, b en m.

12, y(4) -2y" +y = 24xex.

13, y"
4. y!
15. y"
i6. ¥

7. a)

b)

i}

« 4y' 4+ 5y = sin x,

x -4X
-zl,y=e4 +e4 .

|
»
o

- 3yt 42y = 2. 3%
+y =xs8in x,

In een bak van 60 L met een oplossing van de concentratie x(t) voert men
1L water per sec. toe en 1L oplossing per sec. af. Laat x(0) = ¢; be=

paal x(t).

De bak wo‘rc}t tevoren in twee delen van 30 L verdeeld door een schot met

een opening (toevoer in het ene deel, afvoer uit het andere); de concen-
traties zijn er y(t) en z(t). laat y(0) = z(0) = ¢; bepaal y(t) en z(%).

Analoge vraagstukken

Salet I, hoofdstuk IX, § 4, nrs. 1, 3-6,

§ 5, nrs, 1-16.

Salet II, hoofdstuk XIII, § 1, nrs. 1-11,
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Bewijs met de definitie van convergentie van een reeks dat de 'reeké
waarvan de algemene term in de volgende opgaven gegeven wordt, con=

vergent is en bepaal de som,

n-+1
-X
1.un=f e  dx, n =1,
n
n+1
2e un= f ‘q._xa', n=1,
x
n
: in (L 1 P N
Jo u, = 8in (n-n+1)cq'5 (n+n+1)’ n =1,
1
40un=2 ’ n>1¢

. n+1 2n+1
Soun=(-1) CEIRE n=1,

== TN

1

6oun=m, n=1,

Onderzoek met de vergelijkingsstelling of de volgende reeksen converw
gent of divergent zijn,
bR B B
Toe 1 + £+ + ==+ +

+ eee o
22 23 gt P

&, &, a, a,
o+ ——
8e a 70t + + 4+.,.met a, geheelenosan<9.

10 10* 10

(Pit is een decimale breuk.)

1 A
901+1+2*%+ooo+ 1+0000
n + -
n
1 1 1 1
100 2+ 2"" 2+ 2+....

201 362 4¢3 5¢4
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Onderzoek met de vergelijkingsstelling of de voi.eude recksen

convergent of divergent zijn,

M. (1+3) + (1 +%)2 + (1 +%)3 + (1 +%)4 oere

oo
12. N —s—i———— .
n=2 Yn(n® =1)

N n=1
13, L == (voor elke p).
n=1 nof

2
e T = {2+ (<1)"},
n=1 n

> 1000
15, B ——ee—,
n=1 (2n=1)

16, ; !n+1 -!n

n=1 n

" o0

;1 7. bH sin = ,
n=1 n

51,1
18. z —Sin—.
n n

19, 2 (1 = cos J—).
n=1 n
g 1
20. 2 Sin ®
n=1000 v;
o0
1
21e I .
n=1 2log n




nr.‘15. 3:,0

™

22,

n=1 an +3n+2

8 -

n
-] + 1
23e
n=1
o 3 2
=100n® +n
240 3 n- =100n .

n=1 n*+n> -6n? +1

arctan n

n=1 n2-n+1

b 8

256

(n* +n - ¥n* - n),

& 8

26 [ ]
n=1

n--log no

Mg

27

.
4
(]

-

1
n arctan — ,
n=1 nyn

t1 8

28,

—= arctan \/-1_1.

1
n=1 n\fz_l

ta 8

290

iy n
30, & nle .

n=1
31, £ nP %% 1n voor:alle reéle waarden van p.
n=1

(nderzoek met Cauchy/d'Alembert de convergentie van

2, I nP Pn vocr de verschillende waarden ven p > O.



33

34

35

36e

38¢

39

40.

41.

42.

43

Nnre15e4e

Onderzoek met Cauchy/d'Alember‘t de convergentie van

®
b Bﬁ o
n=1 5
el n
T 2,
n=1 10"
® 2 too
Y n € -no
n=1
o aln- )
z
n=t B +1 ¢
5 +1 40
7 (2Ll
n=1 (2n +1) ’
[ -] -
z (m2=2n)e .
n=1

Onderzoek of de volgende recksen convergent zijn =n Zz0 ja, of zij

absoluut of relatief convergent zijn.

> cos mn
2 —
n=1 y2n+1

s ar

n=1 n+ﬁ

o n

pN {:1‘2"‘0

=2 og n

g n

P sin-’-‘é-. (Yn=1 - Yn+1).
n=1

® n cos ™

2 (=-1) =—.

n=1 n
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. 2 (=1)°

n=1 log (e" +e )
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1s Bepaal de convergentiestraal van de volgende machtreeksen

oo c© n . an oo n(n+1 )
a) & o' b) I nnx' .« ¢) & (~1)° 5——;——- .
n=1 n=1 ) n=1 z2n"+2n

2, Bepaal de convergentiestraal van de volgende machtreeksen

oo ) y m ©
a) % nlx, b) I I—l-—;[—- e ) 2 (1) P sinn I,
n=1 n=1 n n=1 4

3. Bepaal van de volgende machtreeksen
1) de convergentiestraal;
2) het gedrag in de randpuntens

3) de som voor die waarden van x waarvoor de Teeks convergeert,

o e n
a) T (@+4)@m+3)x". b)) 3 o,
n=o n=1 "

4. Bepaal van de volgende machtreeksen
1) de convergentiestraal;
2) het gedrag in de randpunten;

3) de som voor die waarden van x waarvoor de reeks convergeert.

i n+1 oo n
a) T (1) —X b) = -(———-)——-n*; =

= (n=1)(2n+1) ° nel

[~}

n+2
c) T =X
= nln+2) *
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5« Onderzoek de convergentie en bepaal de som van de reeks

® (sin x)* cos x
z : n

n=1

6. Onderzoek voor welke x de volgende reeksen convergeren

0 ne1 © n (x-x°)

g I x
a) 2 (. ®) @GSy . ) I gy .
el X n= x+1 n=1 log(n +1

T. Onderzoek voor welke x de volgende reeksen convergeren

o0 [+ o}
a) 3 (1) 2+x)*, p) D X amta.nﬂ-.
n=1 ne=1

o0
0)2_1_1-2__

n=2 J:2 log n

8. Bepaal van de volgende reeksen
1) de convergentiestraal;
2) het gedrag in de randpunten,

©0

a) I ("-e"x*. b) E (‘n2+n+1-n)xn

n-1 n-‘]

9« Bepaal van de volgende reeksen
1) het convergentiegebied;
2) het gedrag in de randpunten.

oy -1 n < oM
a) = —~x, b) Z =,
n=1 n n=1 3% 4+2°
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Analoge VI aage tukken,

Selet I, Hoofdstuk VIII, § 3: 1, 4(1°, 2°, 5°),
5(1°, 3°, 6°),
6(1°, 3°),

T, 12.
§ 4: 1(2°, 4°), 64
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Geef met behulp van de standaardreeksen de reeksontwikkelingen. tot

10
aan de term met x van de functies
a) —ﬂ%; 'b) log cos x.
x(1+x°)
2, Geef met behulp van de standaardreeksen de reeksontwikkelingen van

de functies
b) log (x + V1 +x2) tot

tot aan de term met x7.

08 X
a) goB X
aan de term met z-.

1+x

Bepaal eveneens met behulp van de standaardreeksen de Taylorreeks van

30
de functies
T ;
a)cos xrond x =23 b)-= rond x = 2,
5 Vx
4. Bepaal eveneens met behulp van de standaardreeksen de Taylorreeks van

de functies
b) sinxrondx=4-1-r.

a)f;:rondx=1,

Bepaal met behulp van reeksontwikkelingen

5e
X X+X2 X 2
. sin x= . -1 , —-e -
a) lim ;E"——x———:-; b) lim 1°e epmpen g ¢) lim g 3e s
xX~0 X0 g X0 X

Bepaal met behulp van reeksontwikkelingen

6e
b) 1im (eX=1)(2x° = 1+cos 2x) ]

3

log(1+x) = x |
6 3in x - 6x + x

a) lim
cos x -1 ?
x-0

x—+o

arctan x 1 .
i, 4 = x 8inh x

¢) lim =
x=0 4
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104

12,

13.

nrel7e2e

Onderzoek de volgende reeksen Op convergentie

;1 Ly, o2?(1(2«»-1—)12-1—)
8) 1'1—1( - cosh 1_1)’ b) 2 og =) - log 2 = 77).

Onderzoek de volgende reeksen Op convergentie

oy 1 1 REEPIRY :
a) & (arctan - - H); b) = (/" =-1); a>Te
n=1 " n=1

Voor welke complexe waarden van Z CONVerge ert de reeks

020 7, o 1 1 1 »
n=1 z+1i v" )
n
Voor welke complexe waarden van 2z convergeert de reeks

°°1n2
2
L —e ?
2

n=1n

., Voor de berekening van sinh 1 worden 3 termen van de reeksontwikkeling

gebruikt., Geef een schatiing van de restterm volgens de methode
van de meetkundige reeks (zie collegesyllabus VII, 56).

Hoeveel termen van de reeksontwikkeling van e moet men minstens nemen

om e1/ 10 in 4 decimalen nauwkeurig te berekenen? Gebruik hiervoor één
van de methoden die in de collegesyllabus in hfdst. VII, S 6 zijn aange-

geven,

Bereken cos -;i% in 4 decimalen nauwkeurig en schat'de fout met &&n der
in 12 genoemde methoden.




1'11'-1705-

1 . , -
14, Bereken sinh 20 in 6 decimalen nauwkeurig.
15+ Bereken log %-met‘oehulp van de reeksontwikkeling voor lbg,%{f% ; breel:
de reeksontwikkeling af na de 3e term en bepaal van log'§ een no arcot
nogelijk aantal decimalen.

1/10

2
-t 2
e

16, Bereken dt in 8 decimalen nauwkeurig door e-t in een

O .

machtreeks te ontwikkelen,

Analoge vraagstukken

Salet I, Hoofdstuk VIII, § 3: 8, 9(1°, 2°, 4°);
§43 Ty 11, 29_5
§ 5: 13,



2,

36

4

e

6o

Te

8o

9e

nro18.1¢

Bepaal de afstand van de punten (2,1,3) en (=1,2,4).
Bepaal de afstand van de punten (-1,1,~3) en (-3,-2,3),

Bepaal de scherpe hoek, die de volgende rechten met elkaar makens

x = (Ty1,-2) + A(2,-1,=3) en x = (0,4,5) + p(1,3,2).

Bepaal de scherpe hoek, die de volgende rechten met elkaar maken:

x= (2,—394) + }\(132’3) én X = (591"’3) + ll("233’1)0

Bepaal de afstand van het punt (3,-1,5) tot de rechte

X = (03“1’2) + 7\(2!291)'

De rechte £ is gegeven door: x = (2,1,12) + A(2,~3,6).
Bepaal de afstand van (2,1,12) tot het snijpunt van £ met het xy-vlak.

Gegeven is

£

m

= (3,2,5) + A(0,2,=1) 3
x = (4y-3,=1) + p(3,-4,1) .

M

Bepaal de afstand van £ en m en een parametervoorstelling van de
rechte n, die £ en m loodrecht snijdt,

Gegeven is

x= (=1,3,6) + A(6,1,=2) ;3
2 x = (0y-4,~3) +p(3,2,-2) .

£
m

Bepaal de afstand van £ en m en een parametervoorstelling van de
rechte n, die £ en m loodrecht snijdt.

Bepaal de scherpe hoek tussen

a) de rechten 2x +3y =7 = 0O en X=-5y+4 =20;

’

b)devla.kken 52 + 3y -~ 8z = 13 en 13x = 2y = 11z =5,




10.

1,

12,

13,

14.

156

16,

17,

nr518020

Bepaal de scherpe hoek tussen

-

a) de rechten 3x - 4y - 13 = 0 en X + [y + 4 = 0 H
B):de vlakken 2x + 2y - 7= 5 en x - o= 4 .

Bepaal de vergelijking van het vlak U door het punt P(2,3%,4) en
loodrecht op de rechte:

2x = 2y + z= 5
X=2y=-2z2==1,

ngaal de vergelijking van het vlak U door het punt P = (1,2;=1) en
loodrecht op de rechte £ :

2x =y + z=13 !
X -y +2z= 2,

Bepaal de parametervoorstelling van de projectie van de rechte
£t x = (=3,7,-1) + A3,~3,1) op het vliak U met vergelijking
3k - 2y + 2z = 9,

Gegeven het vlak V : x + 3y = 4z + 5 = O en de punten A(2,2,3) en
B(442,1). Gevraagd de vergelijking van het vlak W door AB en lood=
recht op V.

Bepeal in R de afstand van het punt (2,1,-3,1,~2) tot het hyperviak
waarvan de vergelijking is

7x1 - 512 + 3x3 - 6x4 + 5x5 -8 =0,

Bepaal in R, de afstand van het punt (1,2,3,~2,-1) tot het hypervlak
weaarvan de vergelijking is:

4x1 - 312 + 6x3 + 4x4 - 2x5 + 8 = 0,

Gegeven is de bol x2 +y° + 22 = 8z + T = O.
Gevraagd worden: &) het raekvlak in (2,-2,3);
‘ ' b) de raakvlakken evenwijdig &an het vlak
4x - 8y + z = 31,



18,

19,

20,

21,

22,

23,

259

26.

nro18930

2
Bepaul de raaskvlakken aan de bol 2 + y2 +z =9, die gaan door -
de rechte x = (1,1,5) + A(‘2’1,2)-

Schrijf de vergelijking van de bol x2 + y2 + 0+ 4x + 16y + 8z + 59 = 0
in de vorm (x - a,x - a) = r?, Wat is het poolvlak van P(-2, %y -4 )
te0.ve deze bol?

Bepaal de punten Q op de bol zodanig dat PQ rasklijn aan de bol is en

loodrecht op de x=-as staat.

Bepaal de bol die O tot middelpunt heeft en die zodanig is dat de
punten A = (1,-2,3) en B = (-1,1,4) in elkaars poolvlak liggen,

Bewijs dat de vectoren a = (2,14,5) en b = (=11,-2,10) gelijke lengte
hebben en loodrecht op elkaar staan. Berecken een vector ¢ met de

eigenschappen ¢ L a enc¢c L b, Igl = 15,
Gegeven de punten A(2,14,5), B(-10,2,11), C(2,-1,2) en D(~14,7,~14).
Bewijs dat ABCD een orthocentrisch viervlak is (een viervlak waarvan

elk paar overstaande ribben loodrecht op elkaar staan).

Bereken de afstand tussen de 1ijnen

[

(2,1,0) + AM1,2,3) 5
(25=4,=7) + p(=2,1,1).

[

en

14 M

(-1,2,0) + AM1,-1,2) ;
= (2,1,1) + p(1,-1,2)

I
/]

Idem voor

IH
[

Bepaal de scherpe hoek tussen de vlakken

U: x+y+2z=3;
Vi2x-y5y+ z2=4,

Bepaal de vergelijking van het vlak V, dat gaat door de punten
A(3,~6,3) en B(1,-6,0) en dat loodrecht staat op het vlak

U:2x=-=3y +6z+7=0,
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27, Bepaal de parametervoorstelling van de projectie van de rechte
£t x= (3,-10,6) + A(4,=9,7) op het vlak U : x = 5y + 3z = 1,

28, Gegeven de punten 4(2,1,0), B(2,3,6) en C(~2,3,6).
Bepaal de sinus van de hoek tussen OC en vlak OAB,

29, Gegeven zijn de punten 0(0,0), A(3,4) en B(3,-6) in Rye
Bepaal de vergelijking ven
1) de cirkel door O met A als middelpunt;
2)'de omgeschreven cirkel van A ABO;
%) de cirkel door B, die in O aan de X-as raakt.

30, Gegeven is de cirkel = + y2 = 25,
Bepaal de vergelijking van
1) de rasklijn in het punt (3,=4);
2) de raaklijnen evenwijdig san de rechte 4x + 3y = .3

3) de poollijn van het punt (=5,15);
4) de raaklijnen uit het punt (~5,15).

}1. Door de rechten x = 4y = 12, x ~ y = 4, x + 4y = 4 wordt in R2 een
A ABC ingesloten, Bepaal de vergelijking van de cirkel waarvan A ABC
pooldriehoek isj; d.w.2., ieder hoekpunt van A ABC heeft als poollijn
ts0.v. de gevraagde cirkel de overstaande zijde uit A ABC,

M is het middelpunt van deze cirkel. Bewijs I L BC.
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Bepaal de rechten die liggen op het oppervlak z = xy en evenwijdig

zijn aan het vlek 2x - 3y + z = O,

Op het oppervlak z x2 - y2 worden gevraagd:

a) de beide stelsels rechten;

b) de (twee) rechten evenwijdig met het viak x +y + z = O en hun
snijpunt;
c) welke rechten zijn evenwijdig met het vliak x +y = O ?

' . 2 2

Gegeven is het oppervlak: x2 -y +2 =1,

Gevraagd: a) de beide rechten op het oppervlak door (1,0,0);
b) twee andere rechten, eveneens op het oppervlak en

evenwijdig met deze twee rechten,

Bepaal de aard van het volgende oppervlak:
x2-6x-8z-%y2+y-8=0.

Onderzoek de aard van het oppervlak

ax® + (1+a)y® - az’ = a - 1

voor alle reéle waarden van a,

Iaat zien, dat xz - 4x = 4y2 - 8y - z2 = 8 een tweebladige hyper-

boloide voorstelt.

Bepaal de vergelijking ven de kegel met (1,0,0) als top en

X = cos o
y=28in ¢
z = tan & @

als richtkromme.
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84 Eén kegeloppervlak heeft O(0,0,0) tot top en tot richtkromme de

9e

10.

11,

12‘.

13,

W,

doorénijding van de bol x> + y2 + z2 = 4 met de hyperbolische cy-
linder xy = 1.
Bepaal de vergelijking van het oppervlak.

&) Bepaal de vergelijking van de kegel met top (0,0,2) en richtkromme

Y xg _ y2 = 1
o : z =1,

b) Bepaal de orthogonale projectie op het XOY-vlak van de doorsnede
der kegel met het vlak z = x + 3,

Bepaal de vergelijking van de kegel met O als top en als richtkromme
2 .

x=1% +1

y =2t

Z = t2 -1,

Bepaal de vergelijking van de kegel met top (1,-1,0) en als richt-

kromme de snijkromme van de oppervlakken

ia -2x + y2 +2y + 1 =0 ;

x2 - 2x + z2 -3 =0,
Bepaal de rechte cirkel-cylinder met als richtkromme de cirkel

2 + yz +2° = 43 2x+y-2z=1,
Van een cylinderoppervlak maakt de as gelijke hoeken met de positieve
cobrdinaatassen; de doorsnede met het XOY-vlak is de hyperbool xy = 1,
Bepaal de vergelijking van het oppervlak,
Bepaal de vergelijking van de cylinder waarvan de beschrijvenden

loodrecht staan op vlak x +y + z = O en waarvan de richtkromme is

J x2 +y% + 22 =2
X =y +.2 =0,
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15, De rechte £ : x = (0,=3,0) + A(1,2,0) wordt gewenteld om rechte
m:x = p(1,1,1).
Bepaal de vergelijking van het omwentelingsoppervlak,

16, Bepaal de vergelijking van het omwentelingsoppervlek dat ontstaat
als men de x-as wentelt om de lijn y - 2x=2 - 1= 0,
Bepaal de rechte lijnen door (1,0,0), die op het oppervlak liggen.

17. Men laat de lijn £ met parametervoorstelling x = (1,0,0) + A(0,1,-1)
wentelen om de lijn m met parametervoorstelling x = p(0,0,1).
a) Bepaal de vergelijking van het door £ beschreven oppervlak,
b) Bepaal de standen van £, waarbij hij de rechte

x = (0,0,1) + v(1,1,0) snijdt.

(Opm.: £ doorloopt juist &én stelsel rechten op het oppervlak.)

18. Bepaal de omhullingskegel van de bol %2 + y2 + 2% = 1 met top (2,1,3).

19, Bewijs: a) rot grad 9 = 0O
b) div rot a = O.

20, Bewijs dat voor een vaste vector a geldt:

grad(a, x) =a ; divaxzx) =0; rot(axx)=2a.
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Elke vector in R2 wordt over een hoek -% gedraaid, Toon aan dat dit
een lineaire afbeelding is en bepaal de matrix vean die afbeelding.

Elke vector in R wordt over een hoek + —3- gedraaid. Toon aan dat dit
een lineaire a.fbeeldlng is en bepasl de matrix van die afbeelding,

Elke vector in R2 wordt geprojecteerd op de rechte y = 3x. Bepaal van
deze lineaire afbeelding de rang, de matrix, de nulruimte en de beeld-

ruimte,

Elke vector in R2 wordt geprojecteerd op de rechte y = -2x, Bepaal van
deze lineaire afbeelding de rang, de matrix, de nulruimte en de beeld-

ruimte,

Ven de linesire afbeelding A van R3 in R3 is gegeven dat
A(1,0,0) = (6,9,2)5 4(0y1,0) = (=7,6,-6); £(0,0,1) = (=6,2,9).
a) Bepaal de matrix.

b) Druk de componenten van x' = Ax uit in die van x.

c) Bewijs dat x' elf msal zo lang is als x.

Van de lineaire afbeelding A van R, in R_ is gegeven dat
A(‘],0,0) - (1929"2)3 A(O,‘I,O) = (2’192)3 A(0,0,1) = (2s'29"1)0
a) Bepaal de matrix,

b) Druk de componenten van x' = Ax uit in die van x.

©) Bewijs dat x' drie maal zo lang is als x.

[ 2 2 =1
Gegeven is de matrix A =| =1 2 2 o
2 1 2

Bewijs dat de beeldvectoren van de transformatie X = Ax drie maal zo
lang zijn als de oorspronkelijke en dat de hoek tussen Ax en Ax_
dezelfde is als die tussen X eny,
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8o, De lineaire afbeelding A van R3 in R4 is gegeven door
4(1,0,0) = (1,2,4); 4(0,1,0) = (=1,3,=5); 4(0,0,1) = (5,0,22).
Bepaal:

a) de rang van deze afbeelding;

b) de dimensie en een basis van de beeldruimte;
c) de dimensie en een basis van de nulruimte;
d) de betrekking tussen deze beide dimensies;

" 'e¢) de vecvor(en) waarvan (3,~4,14) het beeld is.

- B

+
[4=d

~ 9. De_lineaire afheelding
A(190v0) - (592a'4)§ A(09190) = (1,5,-3)3 A(090s1) = (7,'1191)-
Bepaal:

vex R, in R3 is gegeven door

a) de rang van deze afbeelding;

b) de dimensie en een basis van de beeldruimte;
c) de dimensie en een basis van de nulruimtes
d) de betrekking tussen deze beide dimensies;

e) de vector(en) waarvan (13,-4,-6) het beeld is,

10, Van de lineaire afbeelding A van R3 in R3 is gegeven:
A(2,191) = (7’6,7)5 A(19072) = (1115,1O>; A('1’2,2> = ('19714)-
Bepaal:
a) de matrix van A;
b) de beeldruimte;
c) de nulruimte;
d) de vector(en) waarvan het beeld (4,5,13) is.

11, Van de lineaire afbeelding A van R3 in R3 is gegeven:
A(112’3) = A(2!3,1) = A(2’1’3) = (6"36;30)-
Zelfde vragen als in 10,

12, A is een spiegeling in R3 te0.v. het viak 2x - y + 3z = Q.
Bepaal de matrix van A.

13, A is een draaiing in R, om de as: e(1,1,1) en als draaiingshoek n rad.

Bepaal de matrix van A,
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15

16'.

17.

18,

19,

nr, 20, 39

Bepaal de producten AB en BA van de matrices
2 3
-2 2 -
4T
Bepaal de
-2 1>
1 -_2'v [
Bepaal de
{1 2\ 1
A-\-1 2 3‘) en B=| 2 4 .
13
Bepaal de 16e macht ven de matrix

[ V2 + V2 - V2
A=
4V2 - & 3V2 + \2

Bepaal de 12e macht van de matrix

A%B%—
% &3

Bepaal van de volgende matrix de inverse op 2 manieren nl, met vegen
en met Cramer,
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20, Bepaal van de volgende matrix de inverse op 2 manieren nl, met vegen

en met Cramer,
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1. Bepaal van de onderstaande matrices de eigenwaarden en de bi jbehorende

2o

3o

4o

eigenvectoren,
a) 1 6 =4\ b) 3 22 0
6 2 =2 -2 2 2 .
=4 =2 =3 0 =2 1

Bepsal van de matrix uit opgave 20¢12, de eigenwaarden en de bijbeho-

rende eigenvectoren,
Verklaar het antwoord meetkundig,

Bepaal van de matrix uit opgave 20-13, de eigenwaarden en de bijbeho-
rende eigenvectoren,
Verklaar het antwoord meetkundig.

Ga na of de volgende matrices orthogonaal zijn, en zo ja, direct of

gespiegeld, en bepaal tevens de reé&le eigenwaarde(n).

a) % % % b) 8 12 =9
1 2 0 -1 717- 12 1 12
\Nip 205 26 o 12 -

3 3 3
2 4 4
c)| 4 2 -4 .
4 -4 2

Se a) "1— ‘1— 0 b:} L 2 b c) /1 \{—3 0

{4 2

=1 2 -1
= = 0 0o = V3 -1 o0
V2 V2 {10 V10

o 0o 1 1l =5 3 0o 0 1

(35 {35 V35
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6. Bepaal A, u, v en w, zo dat de volgende matrix gespiegeld orthogonaal is:
b y Uy

u 4 7
Al v =8 4 .
-1 =4

7o 2ij A sen draaiing over m rad. om de lijn £ = A(1,2,0); B een spiegeling
to,0eve het vliak z = O,

Bepaal eigenvectoren en eigenwaarden van AB.

8o Zij D een draaiing om de as A(1,1,1), waarvoor geldt:
D(1,0,0) = (0,0,Y).
a) Bepaal Y.
b) Bepaal de matrix van D.
¢) Laat zien dat de matrix van D orthogonaal is.
d) Bepaal zonder berekening refle eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren.

e) Bepaal p’,

9. Zij a een vaste vector in RB en de afbeelding A gedefinieerd door
Ax = (x +y +2)a; x= (%y,2).

Bewijs:
a) A is een lineaire afbeelding.
b) Bepaal eigenvectoren en eigenwaarden,

-1
c) Kunt U bij gegeven a A btepalen? Motiveer Uw antwoord.

10, Ga na of de lineaire afbeelding met matrix

=3 =6 2

1
d7 2 =3 6
-6 2 =3

een draaiing is. Zo ja, bepaal de as en de hoek van de draaiing,

11, Ga na of de lineaire afbeelding met matrix

10 15 =6
1
19 -6 10 15
15 =6 10

een draaiing is. Zo ja, bepaal de as en de hoek van de draaiing.
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Bepaal:

a) fsinax dx; b) f—x—t% dxs c) f 42:: ax ik
V1 -x (1 +x") arctan x

Bereken:

2 3 1
a) ftanxdx; b) fx cos”x dxj ¢) f - dx .
’ V1 -x5 arccos x

Bereken:

a) fta.nax dx; b) fxzcosh xdx; c) f\’a_:_r_c_:_q______oszxdx.
! 1—1(

Bepaal:

. 3 dx X =2
a) fcos x dx; b) f—-—-—— $ c) f——-—-—- dx .
sinh x \fx2-4
. N I YRR .
Gegeven is: Im,n —fx (1=-x)" dx.
Leid een betrekking af tussen Im » en I .

,'n"1 m,n

Leid een reductieformule af voor In =fxn sin x dx.

a) Leid een reductieformile af voor de integraal
n
I =fx(1og x) dx,.
b) Bereken met behulp van die betrekking Le

Leid een reductieformule af voor

In*-fxn cos x dx,.
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2
% In=fe'-x 7 ax.

Ieid voor n = 2 een reductieformule af tussen In en In-z en bereken
[~

2
hiermee f xge-x dx.

0
oo
\
i 10 Berecken f P 5 met behulp van een reductieformile voor
| g & +1)
[~}

f dx

3 (x2 +1 )n

Bepaal:

110f dy .
2y +2y +1)?

3
X
12'f<x+1><x2-4> =

dy
13. f L]
(y2 +2y +3)*

4 2 _
14.fx:"-&c -2x +15 dx.

b4 +2x2-5x-6

dx
15'f<x2-1><x-1>'




3 2
16.[5—i4x—%¥r+32 dx.
(x=2)x"+1)

r 5
17, | 2= ax,

X =2x

o, [—Erome
x=4)(x" +2x+3)

J9.f——£§-x-—

& +1)2
20, dx

F-7°

Analoge vraagstukken

Salet I, Hoofdstuk IV §3: nrs. 1 t/m 22,

§ 6: nrs. 4, 17, 46 t/m 51,

II!‘ ~0122.3 **



1+ Bepaal:
Tt/2 n/2
7
a) f sin®x cos*x dx. b) f sin' x cos'x dx.
0 0
2, Bepaal:
n/2 n/2
a) f sin'%x dx. D) f sin’x cos x dx.
0 0
34 Bepaal:

nre 2301 .

dx sin x dx sin x dx
a) fsin‘x. b) fcosx‘l-cos x)* c) fcos x(1+sin x) °

4e Bepaal:

dx 2 sin & x
a) f_——cossx e b) f(1 +tan x)dx. ¢) 3T4 ooe T 3

5¢ Bepaals
dx dx
\ —_—% .
&, s e P 1+tan x °
6o Bepaal:

dx sin x cos x
a) f2+cosx' b) fcos 2% = sin 2x °X*

Bereken de volgende onbepaalde en bepaalde integralen,

dx
7.f wasrin x < = 2,
(x+1) sz+3x+2 ’

e.f dx .
(x+1) va§+2x+2

ax,
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1~co8 X
9.fsinx d2+cos x 4xe

10.f dx )
(x+3) V(xz +2x +2)

$x+12
Vx -x +1

! 4
12, xgxsa’
J a+xt)
1

13. X .
_J(x+7)V5-4x-'-xz

f (x +3)ax

x +21+
1

15, f1- 1=1
- £ V1-42

0

f{x_-—1-x

x-1

Analoge vraagstukken

Salet I, Hoofdstuk Iv, §4: 1 t/m 183
§6: 5, 10,11, 13, 16,18, 20, 27 t/n 34, 38,
39, 42,-55 t/m-60, 69, 703
§7¢ 55 t/m-58, -64;
§8: 30, 57, 59.

\
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Bereken met een herhaalde integraal de inhoud van het afgeknotte prisma
dat wordt ingesloten door de vlakken x=0, y=0, 2=0, x+y =1 en

zZ = x+2y'.

Bereken de inhoud van het lichasam ingesloten door x=0, y=2, z=0,
2
X=2Y 9 Z=XYe

Bereken de inhoud van het lichaam begrensd door y=x, y=2x, y=2, z=0
en z= (y~x)(2x+y)..

Bereken f f \x +y dxdy, als G een cirkelsector voorstelt met middelpunt

(040) en hoekpunten (1,2) en (2,1).

.

cirkelschi,jf met middelpunt (£,0) en straal % is verwijderd,

( )2 y als G het halfvlak x =0 is, waaruit de
x +y +1

1 y
Bereken f—-ﬂy—-— f dx .
0 41-y 0 V1-x
1 1
Xy
Bereken’ fdy | yeV cos xy dx.

Bereken f dy jy sin £ 3x,

L is het lichaam dat ontstaat door de kromme x = V1 - zy ¥=0 om de z=as
te wentelen, C is de cylinder met x=0, y = % als as en met straal %

Berekende inhoud van de delen van L binnen en buiten C,/boven het xy-vlak.

In het xy - viek wordt de schijf (x° +y°)® < xy, x> 0, y = O belegd met
massa, met dichtheid xy., Bereken de totale massaa.
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17

18,

nr024.2.

Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door
x=20,y=0,2>0, x2+y2<1, x+y+z < 3,
Bereken de inhoud van hgt lichaam bepasld door
x=1)% + (y=1)2 <1 220, y >

Bepaal:

1 1
2 _ log y
f(Bx 1) fy+1dydx.

8 x 2
fdx y2eydy+f ye dy.
o x/2

Schrijf in ieder der volgende opgaven 15 ‘t/m 22 het volume als dubbel-
integraal, druk de dubbelintegrasl op 2 manieren uit in een herhaslde
integraal en bereken een der twee integralen,

Het volume begrensd door de vlekkem z = 2y, z2=0 en de rechte cylinder
waarvan het grondvlak is het in het 1e kwadrant van het XOY vlak gelew

gen gebied 9 s‘xa < 36-y2.

Het volume in het 1e octant begrensd door z = x+y en de rechte cylin-
der met richtkromme z =0, 4.:2 +9y2 = 36,

Het volume begrensd door y= zz, z-i. O en de rechte cylinder met als
grondvlek in het XOY vlak het deor de krommen y=0 en x2 +9y = 9
begrensde gebied,

Het volume waarveor geldtx » 0, y =0, z » 0, en dat voorts begrensd
wordt door de cylinder 12 =4 -2 en het vlak 4x+3y = 12,
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24.

25
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2
Het volume waarvoor x =0, y =0, z =0 en voorts begrensd door z=9 ~x",

2
X=3"-y °

2 2
Het volume begrensd door x =0, x=y\E, 9(x2 +y°) +42° = 36 en in het
eerste octant gelegen,

2 2 N
Het volume dat binnen de cylinder (x-a)° + y- = a2 ®n bimnen de bol
2 2 2 2 .
X +y +z =4a ligt,

Het volume binnen de cylinder  + y2 = 2ay, het vlak z=0 en de kegel

z=Vx +y gelegen,

Bepaal de massa van een in het le kwadrant gelegen schijf, die wordt be-
grensd door de krommen r=a, r=a(l1-cos ¢9) en ¢ =0 in de volgende gevallen:
a) de dichtheid is 1

b) de dichtheid is sin ¢.

Bepaal de oppervlakte van de doorsnede van de cirkelschi jven, begrensd

door r=a sin ¢ en r = 2a cos P

Bereken:

[o <] co
2 2
fdx fxye-(x+y+2xycosfx)dy (Osas%).
0 0
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Bepaal ff (x* + y* + 2%z ax dy dz wearin G gegeven wordt door

2 2
x2+y + Z <1o

Bepaal f f f xayzzzdx dy dz waarin G gegeven wordt door
-1 <x=<1, -2<y <2, -3z <3,

Bepaal de massa ven het viervlak begrensd door x = 0, 2 =0, 2~y =0
1

en x +y = 1, waarin de massadichtheid T y T is.

Bepaal de massa van de afgelmotte pyramide begrensd door de vlakken
y=1,5y=2,2=0, x=y, 2=x waarin de dichtheid is

Bepaal f f f 2 dxady 22 7 waarin G gegeven wordt door
(x*+y° +2°+1)

x2+y + z2 <1,

Bepaal fff -(x LA ) dx dy dz, waarin G het gehele eerste

octant voorstelt,

Bepaal fff (x® +y? +z)dx dy dz, waarin G het gedeelte van het eerste

octant is bepaald door z < yz en x° + y2-< 1.

Bepaal het zwaartepunt van een homogeen lichaam in het eerste octant

begrensd door de oppervlakken x = 0, y = O, 2 + y2 + 2% = 1,

x2 +y2+k2z2-1metk>1o

~Aanwijzing: gebruik cylindercoBrdinaten,
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9, Bepaal de oppervlakte van het gebied gelegen bimnen de kromme
& + y4 - a2(x2-y2).
10, Bepaal de lengte van de doorsnijdingskromme van de parabolische
cylinder 2x - y2 = 0 met het vlak x + 2 = 3 voor zover deze boven

het xy-vlak ligt.

11, Bepaal de lengte van &én winding van de schroeflijn die op de cy=-

linder x° + y2 = r? ligt en spoed 2nh heeft,

12, Bepaal de lengte van de kromme die in bolcodrdinaten wordt gegeven

door p = 1, ¢ = log tan-g-, 0 <6<-21—t,
13, Bepaal de lengte van de kromme y = cosh x (-1 <x < 1),

14. Bepaal de lengte van de boog van de kromme

L}

X 1
e

bepaald door O < ¢ < 5

a(cos ¢ + 9 sin g)
a(sin ¢ - ¢ cos @)

159 Bepaal de lengte van de kromme die wordt gegeven door de parameter-

voorstelling
x = tan t
y =cot t
z =2 log tan t

tussen de punten die respectievelijk corresponderen met
n 7
t = T en t = -5' .

16, De strophoide bepaald door de vergelijking x(x2 +y°) = a.(y2 -xz) heef't
x = & als asymptoot. Bepaal de oppervlakte ingesloten door kromme

en asymptooty voor zover gelegen in eerste en vierde kwadrant,

17, Binnen een bol met middelpunt (0,0,%), straal & is een massaverdeling
aangebracht met dichtheid z.

{ i
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Bereken: a) de totale massaj
| b) het zwaartepunt;
¢) het traagheidsmoment t.0.v. de z-as.

18, Bereken fff yzz dx dy dz waarin G het in het eerste octant gelegen

gebied is binnen de bol x? + y2 + 22 = 1 en binnen de cylinder

x2+y2-x=0.

19, Bereken fl (x2 + y2 + zz)'adx dy dz over het deel G van de ruimte,

waarvoor z =1,

n

C. Bereken de massa van het desl van het sersie octant begrensd door de
2
y 1

s 2 = xy en met massadichtheid xyz.

21, Bepaal de lengte van de kromme y = log cos x, gemeten tussen de

punten (- 7, - log V2) en (%, - log {2).

22, Door de vergelijkingen x = ¢ \G
v =122t

z=t21{3-

is een ruimtekromme in parametervorm gegeven,

Bereken de lengte van de kromme tussen de punten t = %en t= 2

4 .

23, &) Bepaal ff (14x% +3° )

met G: de rechterlus ven de kromme (x* + yz)z- x* +y? =0
(lemniscaat ).

b) Dezelfde integraal met G: het (oneindige) gebied rechts van de
rechtertak der hyperbool x* -~ y2 = 1,
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Een kegel heeft de oorsprong als top en als richtlijn z = 2a, r = ag
(0 < ‘cp < n/2)- Bepaal de oppervlakie van de kegel tussen top en
richtlijn.

Bepaal de oppervlakte van het deel van de hyperbolische paraboloide

xy = z dat binnen de cylinder x° + y> = 1 ligt.

Bepaal de oppervlakte beschreven door PQ als P = (0,0 1) terwijl Q

de kromme z = 0, 2y = x2 (-1 < x < 1) doorloopt,

Bepaal de oppervliakte van dat deel van de paraboloide 2az = x2 - y?‘
waarvan de projectie op het xy-vlak binnen de kromme r = a Vcos 9

valt,

Bepaal de oppervlakte van het oppervlak 3z = x2 - y2, binnen de
cylinder X + y2 -4,

Bepaal de oppervlakte van het deel der cylinder y2 + z2 = 36, waar-
voor 2z 20, O sy <3-x en 0 <x<3,

Bepaal de oppervlakte van het gedeelte van de bol (x,x) = a?, dat

2

wordt afgesneden door de cylinder x° + y2 = aX,

Bepaal de oppervlakte van het gedeelte van de kegel z2 = x2 + y2

2

binnen de cylinder x2 + y2 = 2ay,

Bepaal de oppervlakte van de bol B binnen en buiten de kegel K,

2

B: x +y2+z2

= 1"

K: 22 = x% + (y=1)2,

Bepaal de oppervlakte van het deel van het boloppervlak x2 + y2 + z2 = az,
afgesneden door de cylinder (x2 + y2)? = a®(x® - 73).




11,

12,

13,

14,

15

169

nre 260 24

Bereken de inhoud van het lichaam, dat begrensd wordt door het vlak
z = O en de oppervlakken:

asz= <t +y4
2 2

+L =1,
b

o IN

Bepaal de oppervlakte van het deel van het ke‘gelvlak 2xz - y2 = 0,
gelegen tussen de top en het vlek x + z = 1,

Bepaal de oppervlakte (a > 0, b > 0) van:
Het gedeelte van de cylinder z° = 8x binnen het prismafichtige lichaam,
begrensd door y = O, x = 1 en de cylinder x° = 4y.

Het gedeelte van de cylinder y* + z° = a2 binnen de cylinder x* = a(y+a).

2

Het gedeelte van de cylinder y2 + 22 = 82 waarvoor z >0 en 0 <x < Yy <a,

Het gedeelte van het platte vlak door de punten (0,0,0),(a,0,b), (0,b,a)
2

1 3 . 2
"~ dat in het eerste octant en binnen de cylinder 5-2- + La = 1 ligt.

17.

18,

19,

a b

Hét gedeelte van de parabolofde 4z = x2 + y2 dat ligt binnen de
cylinder waarvan de beschrijvenden evenwijdig aan de z-as zijn, en
de richtkromme is r? = 4 cos 2¢ in het X0Y=-vlak,

Het gedeelte van de bol x2 + y2 + 2% = a.z, dat binnen het prisma P
ligt; P wordt begrensd door de vlekken y = 0, x = y, x = }a/2,

Zz = =28, 2 = 28,

a) Bepaal de oppervlakte van de hyperbolofde xz + y2 - 22 = 1,
tussen z=0en gz =1,

b) Bepaal de ronde oppervlakte van het lichaam dat onts,'l-)aat als het
deel van het x-y-vlak, ingesloten door yz -4y + 4x = 0 en de
y~-as, om -de y-as wentelt,
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11,

12.

13.

14.

16,

17.

18.

x<-3; -1<x<1;x>2.

-l <x <1,

De punten P met |PO| < 3,

‘a) 3%2, b) -15-(4x-7/3 - x-s/z).

a) x° cos(x’) cos’x - sin(x’) cos’x sin x.

1

1 S—

b) ; x,.__._H[J_c (1 + s
n/4.

n/4.

0.

0= N en 2
3.

a) -b cos%+C. b) %(x+ 1) +c.

c) =cos(tan x) + C. d) -sin ¥ + C.
e) 3 tan(x*) + c.

=-§§. =1—6-
1,2 4 ’02,4 3



Serie 2

g o a=4;5 (x+1)(x-2)(x-3).
2. a=-2; (x+1)(x-1)(x-3).
3. x=1;x=2;x%=3.

4. X =25 x=-2; x = =3,

5. -230x - 300.

6. 2x+4.

7. MNulpunten: -1 -ﬁ; 15 -1 +ﬁ§
r Maximum: f(-2) = 18;

‘ Minimum: f(4/3) = - '% .
8. Nulpunt: x = -23

Maximum: £(0) = 12;
1 3 . -g v =-12_0_
Minimum: f(3> >7
9. Nulpunt: 1;

Buigpunt: f(-1) = -8.

1. a) - n/3. b) n/}.

12. a) 51/ 6. b) -n/6.
15. n

16. ja; y=65 .




9.
10.
11.
12.
13,
14.
15.
16.
1.7.
18.
19.
20.

21.

22.

0.

O'

bestaat niet; 0.

H Hy

—~ —~
e M

~ ~
1] ]

Hy
V™
-
~

[

= 1/3;

0 als

|x]<1;

.x als |x]|>1;

f(-1) bestaat niet.

f(x) =
f(x) = sin
£(1) = 15
£f(-1) = o.

I
2

% als [x| <1;

X als [x]>13




23. 8.
24. 3.
25. 2.
26. -1.
27. =.

28. %n (n+1).

29. 1.
30. 16‘-\[3.
EI Serie 4

1. &) ——— . b) 2b\a’ - b2k .

X -8
N/ 86
2. o) Mx(l-lozx) b) £— (87 - xlog 87).
X2 g7%

I

- -1 )
@ el GEL - teg ). 0 25198 ®T (100 2 (10g 1) 2 (10g x- 1),

4
5 a) 1+x . b) als x> 03
1+x 1+x 1+x

als x < Q.

1+ cosax ) -1 1
6. )___.__.____ . b als x > 0
sin X cos X "1-x2 1_12

als x < 0.

1 -1
toYEs VR




maximum: £(0) = H
mimimms £((3)°/%) = 3)'/2 (3)*/%-1)

.
H

vert.raaklijn in 0.

*

8. a) Jel-ctx . b) x108 x-1 2 log x .
\/2c:4t--x2

9. a) 105! 2x log 10 . b) 1 e g
- : 1 + (arcsin Vx)? V1=x 2(x
10, x=0; x = 3.
M. x=0; x=1.
12. continu voortzet‘baar inx =1; g(1) = -%
q 13. continu voortzetbaar in x =e2; g(-2) = -%.
" 14. a = 2; voor a # 2 discontinu in 1 en -1,

15. discontinu in X = 0; neen.

Serie 5
a 1. nulpunt: O;

minimum: f(O) = Q3

‘.; maximum s f(ﬁ) = f“'%;
~ verticale raaklijn in x = Q.

2 geen nulpunten, geen sni jpunten;

buigpunt met hor. raaklijn: £(1) = $e; /‘f, 'ng

maximm: g(%) = Ve; %M
minimum: g(-g) = %e\{: .
3. nulpunten: 0; 2;



geen nulpunten; geen snijpunten;

maximum: g(0) = i+

hor.asymptoten: f: y = 1 en Yy = 0;

g: y = 0.

nulpunt: 0;

2

maximum: f(\@) =—

minimom: f (-‘!-—%) - 2 H

hor.asymptoot: y = 0.

ygeen nulpunten;

maximum: £(1)

vert.raaklijn in -1 en 3, £(-1) =

24/3;
f(3) 1/3.

]
S

hor.asymptoot: y = 0.

nulpunten: -%n- 03 -5 -

maxima

minimsg

2 f 3

. )
: £(-2r) = 0 (- 1 )/—-2 (2 )—f(ﬂn)“ 2(2;
: f(-§n) - n) - 2z 22 ) =2 £ n) -

nulpuntens I lzt-; -1’5-‘- 52; . In,

47 4} Ty o g |
maxima: £(0) = 1; f(n -«) =§ %; f(n+a) =gvjé:; f(on) =1
minima: f(a) = -2 g; f(n) = -1; f(on - a) = -—\I-.

(Hierin is @ = arccos \/:1-6_)

nulpunten: + arccos 1 + 2kn .

maxima,

minima:

8

¢ £(2kn) = -3%; £(+ arccos(-%) + 2kn) = -16;

£f(+ arccos(%) + 2kn) = ~43

’



vert.asymptoten: x = (k + %)n; X = (2k + 1)n;
f periodiek.

10. geen nulpunten;

1/3 2/3

2

minimum: £(2 /3) =_212_27_3_+11 o2
2°/3 4

vert.asymptoot: x = 1.

hor. asymptoot: negatieve x-as.
11+ nulpunt: 1;
maximum: £(1/e) =% .
12. nulpunt: 0;
maximum: £(1) = n/2;
minimum: £(-1) = -n/2;
hor.asymptoot: y = Q.
13. nulpunt: 0;
maxima: £(1) = £(-1) = n/2;
minimum: f(O).= H
vert.rasklijnen in 1 en -1.

14. maxima: £(0) = 0; £(x) = 1 voor 2 < x < 3;

minima f(:zﬁ) = =1; f(x) = 1 voor 2 < x < 3,

15. maxima: £(-2) = 4; £(0) = 1.

Serie 6
ecx? 2
1. &) 5o+ C (c #0); #x°+C (c = 0).

b) -j; log |ax+b| +C (a # 0); % +C (a = 0).

c) %eax+ C(afo0);x+C (a=0). d)-log|cos x| +C.




-

a =0). *(/

1

ax2+1

1 1
f)-a-arctan%:-+c (a £ 0); -x*+C (a = 0).

&) - % +C (a £ 0); 432 (
g) arcsin%:- +C. h) % log |sin x2| + C. i) log (e* + 1) + C.

2. a) 0. b)n/2 -1.

3. a) &4 1. b)f;-z.

4. a)1. b)o.

5. a)1. b) n/2.

6. a) 1/e. b) log a.

7. .a) 1. b) 1.

8. log n/4.

9. log n/2.

10. 8*(n/2 - 13).

o132
19 1Ze4+§
* 8 L]

3. y'''=-27 sin x + 36 sin’x.

5. y'=2-2 (2x +1)7%
y(n) = (-2)"n! (2x + 1) (n=2).

6. ¥' =2-3.7 (3x-2)"%

y(“) = (=3)"n! 7(3x-2)™" (n=2).




8. (x2 + 1)y(n> + x(2n - 3)y<n_1) + (n-—2)2y(n_2) =0 (n= 2).

90 2+ 0™ 4 ox(aan)y () L (it (noa)y(B2) _ (n = 2).

10 (0,1/2); (1,e%), (-1,e7%).
11. nulpunten: 0; 3
maximum: f(%) = %ﬁeéﬂ/“;
minima: £(0) = £(n) = 0;
buigpunt: f(g) = e—n/z.

12. a)x=2t—sint b)t=_tn/3+2k1t;x=+

Y =2-cost. ¥y =13
13. .maximaal in (a,0) en (-a,0);
minimaal in (0,b) en (0,-b).
4. r =1, ¢ = }; arctan 2.

15, y2=z-:+1;'u=n—£q>.

Serie 8
1. b) neen.

3. a) ja; b) g—xl: bestaat niet; -g—;" = 1 in (0,0).

dx x2+y2 ’
fz  _=x bz x-2y
oy T E, 2 e (x+y) (-2 log
Gl -1 ) , +
5. a)'a_;"""yxy ’ b)-a—;=y(x"'1)ex Zya
82 _ ¥ log x % x(2y +1)eX+3Y
oy Y3y :

10. 4dx ~ ndy.

(G- 373) + gen

: ] ]
b8 ae g D) B ey (108 (xey) )

(x+y) + £=2Y)

x+y’*



1. 4/5ax+ 9/10dy .
14. a) z -2, = (x-xo) cos x; sin y, + (y-yo) sin x|

b) (0,0,0) en (m/2,n/2,1).
15. a) z2-2, = (x-xo)(2x0—6yo+2) + (y-yo)(-6x°+10y0+2).

b) (2,1,3).

3
16. minimum: £(0) =V-2—; buigpunten (-1,2) en (1,2).
2 8

17.1) (3,3). 2) (B, ).
15, 2+ 3(3

T+ 6\/'3—
Serie 9
1, ¢Sin b (1+sin t log t++t cos t logzt)._

‘ t .
2e 2t sin t
2. z(t)+ (" + =22y,
\[1 -(e2t+tan2'l'32 cosst

3z -1, 2 2, 0z pﬂ :
3. <2229 (x® log x - y°), 22 - (1 +1og x).

9 or fo2+y2

ou du

4. =x oy ~ 9 9% -
5 %z 2A+3B 9z 2B+3A
. = ’ = ’

X g2 _,2 dy B.z_Az

met A = gin u sin v, B = cos u cos v.
g, & _2x-y+1 dz _ -2x-z+1
'odx x+2y-1'd&x x+2z-1°
o, S _4 dz 7.8 16 &% 74
N = ’ = e H B Ry gy 8 = e,

x "3’ a&x 3052 T a2 77

9

10. QQZZ = -%% , —}z: = -9% 3 3x-6y+2z = -18.

0z 0z . Ot _ a8t _
1M1. ax=ay=0, 3% 1,ay 1
12, -4/3.

10.



13, =2.
14. 0.
15. 6.
16. 1.
X~z
17. z -t °
18 _y(x+2oy)
4(1 +xy +y2)
1 v2 v
19. i-zuu+z£zu-zu? V_‘r—;;z (als =
20. J;zuu--z—zu+—2§- 2.yt 2 (als z
v v v
21, wvz_ + (v° —uz)z -uvz_ +vz - uz
uu w u
o9 ig=cuv+1 8z clu-v 3z g_z_z_c
" dx aluv-1) ? 3y T bluv-1 ox ~ 2’
Serie 10
B A
[ vl Sl vl 3
2. _0_§ - 2_0
3. ja (g, 0); (o, %V_Z) .
4. (11,0); (0,5%).
5. (4,7).
6. (1024,1160).
7. (£,0) + A(3,-4).
8. (O,i) + }\(47‘3)'
9. (1,2,3) + M(2,1,-1); (7,5,0).
10. (192,3) + }‘(19290)3 (090’3)'

11.



12.

1. (%,o,o) + A(-3,2,0) + p(-2,0,1).

12, (1,2,1) +o(1,1,1) + ©(6,2,1).

13, 0(1,-1,0) + 1(2,1,1).

14. (0,1,1) +o(1,1,0) + 7(2,1,2); -2x + 2y + z = 3.
15. (2,3,1).

16. (3,6,9).

17. (1,1,2) +u(1,2,2).

19. -459_ + % b.

20. -2a- 2b+ 3c.

21, -a + QQ.

24. 1).afha.nkeli,jk. 2) afhankelijk. 3) onafhankelijk.

25. 1) afhankelijk. 2) onafhankelijk. 3) afhankelijk.

26. 1) ja. 2) nee.

32, 1) afhankelijk. 2) afhankelijk. 3) afhankelijk; {a,b}.

33. 1) onafhankelijk. 2) onafhankelijk. 3) afhankelijk; {a,b,c}.
34. 35 {(0,0,3,-4), (0,1,0,-2), (2,0,0,-1)}.

5. 3; nee; ja.

36. 3; jaj nee.

37. 1) 2; {a,d}. 2) 3; {e,b,d}. 3) 2; {a,b}.
38. (1,2,3) + u(-2,1,1).

39, x+y + 2z = 4,

Serie 11

1. M7,-7,4,5).

2.  A(1,0,1,0) + p(1,0,0,-1).




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

23.

(0,0,0).

(0,0,0).

A(-3,1,

(0,0).

A(‘2’1’

0,2).

1).

A(Z,—1,3).

A(3’19‘5a0) + u(oy1’0’1)'

strijdig.

(2s1"1,0) + A‘(1,1919"1)'

(1,-1,1).

(3,1,0,0) + r(1,2,1,0) + p(7,5,0,-1).

(1,1’0) + A(-2;1’1)°

strijdig.

(0,0,-2) + x(§2,1,1).

oplosgingen voor alle a;
a = 0: (1,-1,0) + A(2,0,1);
a # 0: (1,-1,0).

oplossingen voor a

3ena =4;

a=3:(-1,9); a =%: (0,3) + A(1,-1).

oplossingen voor a ;4 23
a =<1t (0,1,-1) + A(1,-4,5)

a #-1, a £ 2:

1) 3.
2.

1) 2.

2) 4.

2) 3.

a

Lo (-1,1,8%-3).

13.




24. 0.

250 a‘=8;b=6-

26' "1.
27. dim =0 als a # 3 en a # &;
dim = 1 als a = 3;
dim = 2 als a = 33
dim = 3 voor geen enkele a.
28. [5
0
Serie 12

1. &) 0. b) -216. ¢) -45.
2. a)1. b)o.
3. a) 73. b) -8.

4. a) 1. b) 484.

8. 3/2.
{ 9 0.
10. 23.
1. 2.
12. 6.

13. 1.




14. nee.

15. ja.

16. ja.

17. z, = 3e""1;'z2 = 2e"1/2, z, =V2

2 .
Ty ™ ni

18. z1=2e ;z2=2e,z +z

19. \l_3+i; 1+i; =3+i(3; & - %1.

20. 2 +2(3 4 2 2\['3' i.

Serie 13

6. b)w=cos (arg z) - 4.

7. arg w = if-a.ls§<q>_<n

' ’
—%als <@ <nf2

lw| = %2 [1-tg 2.

8. |a|2 = p.

9. T(‘”k) y k = 0,1,2,3.
kni

10. ef , k= 1,2,3,4,5,7,+8,9,10,11.
- BE(1 +4k)

11. -2+i+e k = 0,1,2,3,4,5.
ki

12. e85 Kk =1,2,00.,11.

13. sinfp-k+1)mg (p+_lg

14.

15.

sin ¢

sin (p- k+1)(p gin (p Zg

sin ¢

1(1-el).

n1/4

- 23e

15.

sSti
= 2e 6
4
sni
6




16.

2 -enl2
16. 3ne .

17, =B |
a.2+‘b2

Serie 1

1. b) eX.

¢) Ae® +pxZe.

2. b) X.
c) Ax log x + Bx.

d) x(log x + 1).

\ X x
30 33 - er .
x 2x 3x
4. ae” + be + ce .
5. a cos x +b sin x + cx cos x + dx sin x; a,b,c,d redel.
' 1
X . o
6. a + be + cedgx cos % x\3. + de"%x sin % X\G; a,b,c,d redel.
-2X b4 X .
7. ae + be™ cos x + ce” sin X; a,b,c reéel.
‘ x ..
8. - X -2 + ae ; a reéel.
x -2 -3x v
9. ?13 e +ae ¥ + be $ a,b reeel.
-2X 3x "
10. —516 (3 cog x + 4 sin x) + aex + be + ce "; a,b,c reéel.
2 .
1. m=0=%ax + ¢ox + d; c,d reéel.

b v
mgo: (A - Eﬁ)cos mx + (p + %)sin mx; A,u resel.

12. eX(x® - 3x® +ax + b) + e (ox + d); a,b,c,d redel.
13. % cos X +-;- sin x + a,e2x cos x + bezx sin x; a,b reéel.
14. xe** -.JB- e™** + 8e*%; a redel.




17.

15 (B -3 x+ D™ 4 ao® + b, 0, rodel.
16. $xsinx -%x° cos x +a cos x +b sin X; a,b reéel.
o L - L -y
3 30
7o w8 mee s ge) mee P, a() moe P v Sre 0.
Serie 15
1. % . 16. convergent. 31, pP<1 divergent.
4 p>1 convergent.,
2. + . : 17. divergent.
32. 0<p<1 convergent.
3. % sin 2, 18. convergent. p>1 divergent.
4. 2, 19. convergent. 33, divergent.
5, 1, 20. divergent. 34. divergent.
1 i ‘
6. 18 " 21, divergent. 35. convergent.
7. convergent. 22, divergent. 36 convergent
8. convergent. 23. divergent. 37 convergent
9. divergent. 24. divergent. 38 convergent
10. convergent. 25 convergent. 39. relatief convergent.
1. divergent. 26. divergent. 40. relatief convergent.
12. convergent. 7. convergent. 4. relatief convergent.
13, P> 2 convergent. 28. divergent. 42. relatief convergent.
p=< 2 divergent. .
29. convergent. 43. divergent.
14. convergent.
50. divergent. 44. relatief convergent.
15. convergent.




Serie 16

1
1. a) 0. b) e =, c) 9
2. a) 0. b) e%. c) 1.
3. a) 1)1. b) 1) 1.
, 2) x=1, x = -1 divergent
2) x =1, x = -1 divergent.
1
3 + ~ 1 ]~ 0
) 2(3x2 - 8x + 6) ) 705t 3 log(1-x) (x # 0)
(1-x%)° 0 (x = 0)
4. a) 1) 1. b) 1) 1.
2) x = 1y x = -1 abs. conv. 2) x = 1, x = -1 divergent.
3) %((1 +x2) e grctan X"%)' 3) 1)_Cx - log('l -x).
c) 1)
3) 1-% x° + (x-1)e*.
5. convergent voor alle x; S(x) = - cos x log(1 -sin x); S(g—+nn)=0.
6. a) |x| >1. b) x > - 4. c) x<0 of x>1.
T. a)-3<x<-1. b) x > 0. c) x = -2,
1
8. a) 1)3. b) 1) 1.
2) x =-:|3-, X = -13 divergent. 2) x =1; x = -1 divergent.
il 3
9. a) 1) 3 b) 1) <.
2)x=%;x=--13-a,bs. conv., 2)x=‘2;x=-2divergent.
Serie 17
L2 L 41 4 _ 5923 s
T a) 1 e +4Ox 504OX + oo




10.

11.

12.

13.

14.

(!53

19.

SERE AFCRTEE G LRT S L

b)i._%"J;&_2)+%,1, 1 ix-@2+....

V2 2(2 2 A2 2

-a)1+%&-1)-§x-02+j%x;ﬂ3--u~

-3 G- ooz

b) 2V 2 {1 + = B TRt eee)
a) 4. b) 1. c) 1.
a) 1. b)-439. c)';".
a) convergent. b) divergent.
a) convergent., b) divergent.
Re z + Im 2z > 0,
IRe z| < [Im z]|.
restterm < 7’73% - -4-9173 ¢ 0,21.1073,

vier termen.
0,9950.
0,050021.
-0,40546.

0,09966767.



T T "

L e T

Serie 18

1. V1.

2. 7.

3, -’35

4. %

5. 3.

6. 14.

7. 75 (3,4,4) + 1(2,3,6).

8. 115 (5,4,4) + 1(2,6,9).

9. a) f; b) 2.

10.  a) -:-;-; b) %

11, 6x + 5y - 2z = 19,

12. x+3y+zA=6.

13. (3,1,1) + 1(0,1,1).

14. X+y+za=7,

15. 2.

16. 2.

7. &) 2x -2y -2 =5,
b)4x-ay+z=4¢27.

18.

21+2y+z-9;

x-gy+2z-9.

19.

20.

1.

23.

25.

26 .

27.

28.

29 .

30.

‘ 31.

20.

y+5=0;
('29"590) en ("2"59'8)0
2

2 2
X +y +2° =9,

8 =+ (10,-5,10).

0.

3 - 2y - 2z = 15,

(1,0,0) + A(2,1,1).

-2
~ 49.

1) (x-3)% + (y-4)? = 25;

2) (22-11)% + (2y+2)2 = 125,
3) 16x° + (47 +15)% = 225.

1) 3x -4y = 25;

2) 4x+3y = + 25,

3) x-3y = -5;

4)x =5 en 3y +4x = 25.

(x-3)% + (y-4)2 = 25.



T

i i e o

R

3

(0,-2,0) + X1,0,-2)
(3:070) + P(O’193)'
a.) X=X=-y B=x+y

I 3 II .
z = Ax+y) z = Kx-y)

il

) (:%,0) + X1,1,-2) en u(1,-1,0);
s = (~5,%,0);

c) stelsel II.

a) (1,0,0) + A(0,1,%+1) ;

b) (-1,0,0) + M0,1,%+1) .

2
(x-3) 2 _ ﬁl-—f—l— = 8(z +2) hyperbolische parabolofde.
2 .

a < -1 eenbladige hyperboloide;
a = -1 hyperbolische cylinder;
-1 <a <0 tweebladige hyperboloide;
a =0 : geen oplossingen;

0 <a<t tweebladige hyperboloide;
g =1 kegel;

1< a eenbladige hyperboloide.

(x—1)2 +y2 = 2yz.

2 2 2
X +y +2 = 4xy.

2 2 2
a.)xz-y (z-2) b){y +2x +1 =0

2 = 0.
X =y -2 =0.

3(x-1)% + 4(y+1)° - 2° = o.



12, 2x2+5y2+522-41qr+4xz+2yz=23.

13, . (x-2)(y-2) =1.
2 2 2 ’
14. 2x - 6xy + 6y° - 6yz + 2xz + 22° = o,
15. 4(x2+y2+za) - 10(xy +xz +yz) + 6(x+y+2z) = 18.
2 2
16. 4y + 3y -2" +2z =0

(1,0,0)
{?19090) + n('19'4)8)-

17. a)x2+y2—zz=1

b) (0,1,0) + u(1,0,1)
(09'1,0) + A(1)0,‘1)°

18. 4x-2)(y-1) +12(x-2)(z-3) + 6(y-1)(z-3) =

= 9(x-2)% + 12(y - 1) + 4(z - 3)2.

Serie 20

3, 0.1 0.3 1
13 ; y=-'3-x; y = 3x.
0.3 0.9
4 0.2 -0.4
13 3 Y =%x; y=-2x.
-0-4 008
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5

10.

1.

12.

13.

14.

15.

23.

a) -7 -6
6 2

2 -6 9
a)[1 2 2
2 1 =2

-2 2 -

8) 2 b) 2, he enhe i o) 1, A(<3,2,1); e) (1,-2,0) + A(<3,2,1).
a) 25 b) 2, he ende ;5 c) 1, A(2,-3,-1)5 ) (1,1,1) + A(2,-3,-1).

3 2 -

a)l 1 -3 715 v)2,u(7,6,7) +p(1,15,10);

2 -1 4

c) A(1,-2,-1); d) geen origineel.

a)f1 1 1
-6 -6 -6 |; b)u(1,-6,5);
5 5 5

c)x+y +2z =0; d) geen origineel.

3 2 -6

1
Tl2 6 3
6 3 =2
-2
1
s l2 1 2
2 2 -
o 10 10 15 15 25
BB=(0 3 30 |; BA={0 0 o0
0 10 10 15 15 25
ro =3 (—4 4)
BB=|6 -5 1| ; BA=
13 2 -7 4 -



24.

16. 0 2
307 5
AB = H BA = -2 8 16 .
6 16 2 6 11
17. A" o1,
18. A'? o1,
19. 1 -3 2
I T T
2 -1 0
20. 7 9 1
I
4 *
-5 =7 1
Serie 21
1. a) A = -3 = p(-1,2,2)
= 49 1(-2,~2,1)
=6  o(-2,1,-2)
b) A= -1 = p(1,2,2)
= 2 - 1(2,1,-2)
= 5 0(2,-2’1)c
2. A=+1; 0(1,2,0) + 1(0,3,1)
A==1; p(2,-1,3).
3. A=+1;5 p(1,1,1)
A=-=1;5 1(1,-1,0) +0(0,1,-1).
4. a) gespiegeld orthogonaal;
b) direct orthogonaal;
c¢) niet orthogonaal.
5. a) direct orthogonaal;

b) gespiegeld orthogonaal;
¢) niet orthogonaal.




A

25.

6. A== 1/9 (u,v,w) = (4:1’8)
of A =+1/9 (u,v,w) = (~4,-1,-8).
7. A=+1 ev.:p(0,0,1) + 7(1,2,0)
A=-1 ev.:a(2,-1,0).
8. a) y = 13
b) 0O 1 o0
D=0 o 5
1 0 0
A A =1 ever p(1,1,1);
e) D = 1I.
10. BijA =1-0(1,1,1) ¢ = a.rccoa:} .
11. Bij A = 1 - p(1,1,1) cp=arccos13—23-.
Serie 22
1. _ a.) - cos X +';- cosax +C; D) 3 arcsin x - \11-12 + C, |x| <1;
¢) log(arctan x°) + C.
2. ‘8)tanx ~-x+C; b)x sinx+'§cosx --;-x sin®x +%cos3x+C;
¢) - log(arccos x) + C.
2. a) —1 5~ + loglcos x| +C; b) (x® + 2) sinh x-2x cosh x + C;
2 cos'x '
c) -% a.rccos3/2x'+ c.
R 1 3 b 4
4. a.) sin x -gsinx+C; b) logltanha] + C;

c)dx'-4-2log|x+«x - 4] +¢C.

E v T N

o ey



L35 an it

26.

m+1 n
: m+1 m+1 “m+1,n-1 m,n "’
n n-1 .
6. I = -xcosx +nx sin x - n(n-1)In__2 .
7. I = %xa lognx -3 3 lx2 (4 logsx -6 logzx +6 log x - 3) + C,
n 2 "n-1’ 8
n-1 .
8. I, =x (xsinx +n cos x) -n(n-1)In_2.
2
n-1 =x n-1
9- In = "‘%‘x 7 e + 2 In_2 ’. 12.
[!! n
10. .'B'L'E .
—2r+1
1. arctan(2y +1) + - + C.
1+(2y+1)
12. x +% log|x + 1| +-§-1oglx-2], - 2 log|x+2| +C.
13. 11—2 2y+1 3+-9% 2Y+1 2+-1% Z‘Y+1 +5§6ﬁarctanm+
(y% +2y+3) (5% + 2y +3) ¥ +2y+3 f2
14. %xz - 2x - 2 logjx+1| +%log|x-2l +£54 log|x+3| +C.
_ 4 - g
15. 1 log|x 1] +i~log|x+1} m +C.
16. log|x-2| - % log(x2+1) - arctan x -+ + C.
, 2(x+1)
17. %x2+2x+-}loglx| -—1—--1—+lilog]x-2| + C.
2x 2 74
2x
18. 3 log|x-4| - log(x2 +2x + 3) -'ﬂzg arctan 2¥1 | C.
v ' 2
19. % log(x® + 1) + - +C,
2(x* +1)
x -1
20. i—log"x+1l - 4 arctan x + C.
Serie 23
In_ . 16
o 8) T8 5 b) 3503 -
3n . L
2 ) 5123 ®)gg -

c.



3 T

3

10.

11.

12.

13.

14.

15. .

16.

‘a) - cot x -1 cot?x + C; b) log

‘a) %\{-3 arctan:

27.

1 -co
cos X +C;
cos X

3

1+ sin x 1 +
~s8in x 2(1 + gin xj

a) 1 tar’ x +2 tan'x + tan x + C; b) tan x-2 log| cos x| + C3

5 3
c) -—%—10g]3+4 cos%x[ + C.

2 tan & x -1
V3

X
tan2

V3

+C; b) £ x + % log(1+sin 2x) + C.

a) %‘f} arctan +C; b) - 1—16- log(1 - sin 4x) -% + C.

2 — + C.
‘ 2
%—log x2+2x+2-1 +C=log2+x X +2x+2' L.
X +2x+2+1 -x + x2+2x+2|
1 ~cos x :
3 arctan 2+cosx-v(2+°°s x)(1 -cos x) + C.

+ C.

1 log\fx2+2£+2-x-3-\f5
\fS Vx2+2x+2-x-3+\f5

Vx® - x+1 +-}2: log(x-%—+dx2 -x+1) +C.

SR

Vx2+2x+2 + 2 log(x+1 + x> +2x+2) + C.
log 2.

log 2(3(2-V3).
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Serie 24

10.
11.

12.

Serie 25

2.

30

5.

.

16

>

1,

6

'%\[5 arcta.n%.
n

Akl

1.

#(e sin 1-1).
#(cos 1-1).
=2 .11
_ 321t9 32110
1, |
48

2r _2

4 3°

n.

O.

64.

%+ log 2-%.
% log 2.

n
1:(-2--1)

13.

14.

15.

16.

17.

18,

19.

20.

21.
22.
23,
24.

25.

1 0’.

28.

i.
16

5
2(e® (a2-1)+1).
45.

10.

Sn

iz

16.

486

35 /.

4z

2

ﬁ{%ﬂ (37- 4).

32 |a 13
9 .

a) (1 - g)az; b) -é- 8.

2
24- (2n - 2 - 3 arctan 2).

(a £ 0)

sin @ - & cog «
3
4 sin"a

11—2 (a =0).

- o
 —

T

19

k+ 1
3(1)19 T)°

N

a2 108(1 +V2).
\-(2-2-( 12,13 + log({12 +V13).



11.

12.

13.

14‘

15.

16.

17.

10.

Serie 26

4,

V3

a‘2

7;(4 + n).

1 4

155 0) (0,03); o) .

3 +18(5 - 36.

2a%(n - 2).

2na2{2.

2n + 4 buiten, 2n - 4 binnen.

2a%(n + 4 - 4(2).

18.

19.

20.

21 3

. 22.

23,

11.

12.

13.

14.

15.

16.
7.
18.

19.

29.

zg.
2 log(V2 + 1).

V6 + 10g(V2 +V3).

a)

1
; _b) -5

R
N f—
i3

nlb](aﬁ-+b4) .
8&2

w2
5=
% log(2 +V3).

8a2{2.

I

4
40 .
9(20 Bn).

Va* + v* + 222 |

2 .
2-({2-1).
a) 03 +% V2 10g({3 +V2);
b) W2+ 51 log(2 + 1).
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