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6.1.1.

Hoofdstuk 6. Functies ]R->R2, R+ R3 en functies ]R2 >R, B + R

2 3

Functies R *R°, R + R

Een vectorfunctie f van &8n reéle variabele is een afbeelding f: A > R® s

waarbij A ¢ R. A heet de definitieverzameling_ van f; notatie DOM f£.

In deze paragraaf beperken we ons tot de gevallen n = 2 en n = 3. Een vec~-

torfunctie f is dan een afbeelding, waarbij aan elke t ¢ DOM f ¢ R een

vector f(t) = (x(t),y(t)) € ]R2 resp., £(t) = (x(t),y(t),z(t)) e]R3 wordt

toegevoegd. Naar believen zullen we (x(t),y(t)) resp. (x(t),y(t),z(t)) ook

3

opvatten als de cartesische coddinaten van een punt in ]R2 rep. R”. De func-

ties x(t),y(t) resp. x(t),y(t),z(t) heten de componentfuncties of componen-

ten van £(t) .

2

Voorbeelden. 1) £ : [0,2m) » R", £(t) = (cos t, sin t).
2 v
2) £f :R~>R", f(t) = (a1t+bl,a2t+b2), (a],az) # (0,0).
3) £ :]R->R3, £f(t) = (cos t, sin t, t).

Parametervoorstelling van krommen. Kies in R2 resp. ]R3 het gebruikelijke

assenstelsel. De puntverzameling
S := {£(t) | t ¢ DOM £}

heet een kromme. Indien deze kromme in een vlak ligt spreken we van een

vlakke kromme, anders van een ruimtekromme.

De functie £(t) heet een parametervoorstelling van de kromme S, met para-

meter t.
De functie f uit voorbeeld 1 is een parametervoorstelling van de cirkel met
middelpunt O en straal 1. Immers de kromme bestaat uit alle punten (x,y) ¢ R?
met X = cos t, y = sin t voor zekere t ¢ [0,27). Na eliminatie van t volgt
x2 +y =1, d.i. de vergelijking van de cirkel met middelpunt O en straal I,
Dezelfde functie f met DOM f beperkt tot [0,7], is een parametervoorstelling
van een halve cirkel met middelpunt 0 EBEFtraal I. Deze halve cirkel is ook
de grafiek van de reele functie y = V4-x « De parametervoorstelling voor de
halve cirkel is dus te herleiden tot een voorstelling door middel van een
reéle functie., Voor de volledige cirkel als boven is een dergelijke herlei-

ding niet mogelijk.

Opgave. Toon aan, dat f(t) = (a+r cos t, b+r sin t) met r > 0 een parameter-—

voorstelling is van de cirkel met middelpunt (a,b) en straal r.




®

De functie f uit voorbeeld 2 is een parametervoorstelling van een rechte.

Deze rechte wordt ook beschreven door de vergelijking azx-aly==a2bl-alb2,

~ 2oals volgt door eliminatie van t uit de vergelijkingen x = a,t+b

@,

] 1?
y = a2t+b2.
De functie f uit voorbeeld 3 is een parametervoorstelling van een 2g.
schroeflijn, Deze schroeflijn bestaat uit alle punten (x,y,z) e'R3 met
X =cos t, y=sint, z =t voor zekere t ¢ R. Na eliminatie van t volgt
dat de schroeflijn ook beschreven wordt door de twee vergelijkingen x = cos z,

y = sin z. Elimineer z, dan is duidelijk dat de schroeflijn ligt op de cyiin—

der met vergelijking x2 + y2 = 1.

Voorbeeld 4. De functie £ : [0,2m) +ZR2 gegeven door f(t) = (a cos t, b sin t)

met a > 0, b > 0, is een parametervoorstelling van een ellips. Immers de

kromme bestaat uit alle punten (x,y) ¢ R? met X = a cos t, y = b sin t voor

, 2 2
zekere t ¢ [0,27). Na eliminatie van t volgt Ei-f zf =1, d.i. de vergelij-
a b ‘

king van een ellips.
Uit de parametervoorstelling volgt dat de ellips ontstaat door de y-chrdi-
naten van de punten van de cirkel x2 + y2 = a2 te vermenigvuldigen met b/a
of ook door de x-codrdinaten van de punten van de cirkel x2 + y2 = b2 te ver=-

menigvuldigen met a/b.

Voorbeeld 5. De baan van een massapunt is te beschrijven door een parameter-'

voorstelling waarle de tijd t als parameter wordt gebruikt.

Beschouw bijv. de beweging van een massapunt langs de cirkel met"middelpunt'
0 en straal r. Op het tijdstip t = 0 zal het massapunt zich bevinden in héﬁ
bunt (r,0). De beweging geschiedt met constante hoeksnelheid w. De positie
van het massapunt op het tijdstip t wordt dan gegeven doori:c-r cds wt,

y = r sin wt. De functie £(t) = (r cos wt, r sin wt) is een parametervoor-

'stelling van de baan van het massapunt,

Indien we de omlooptijd 2m/w als tijdseenheid kiezen dan wordt de parameter=
voorstelling van de baan: £(1) = (r cos 2mT, r sin 2w1), met parameter

T = wt/27.,

We definiéren nu de begrippen continulteit en differentieerbaarheid voor

een vectorfunctie.




6. ll2.

6.1.3.

Definitie. Zij £ : DOM £ *ﬁRz gegeven door f(t) = (x(t),y(t)).
f heet continu in a ¢ DOM f als de componenten x,y continu zijn in a.
f heet continu op een verzameling V ¢ R als f continu is in elk punt van V.

f heet continu als £ continu is op DOM f.

Definitie., Zij f :DOM £ ﬂﬁRz gegeven door f(t) = (x(t),y(t)).

Zij a inwendig punt van DOM f dan heet f differentieerbaar in a als de com-

ponenten x,y differentieerbaar zijn in aj £'(a) := (x'(a),y'(a)) heet de
afgeleide van f in a.
f heet differentieerbaar op een open interval I c R als f differentieerbaar

is in elk punt van I.

Is bovendien de afgeleide f' continu op I dan heet f continu differentieer-

baar op I.

De definities van continuiteit en differentieerbaarheid voor een vectorfunctie

£ : DOM £ »ﬁRS zijn analoog. .
In plaats van £'(t), x'(t), y'(t) gebruikt men ook vaak de notaties i(t),
x(t), y(t).

- Raaklijn. Beschouw een vectorfunctie £ : poM £ +JR3 gegeven door

£(t) = (x(t),y(t),z(t)), waarbij DOM f een open interval is.
Laat f differentieerbaar zijn in a ¢ DOM f, dan zijn de componmenten x,y,z

differentieerbaar in a. Volgens 2.6.1 geldt dan:

x(a+h) = x(a) + x(a)h + hp(h),
y(a+h) = y(a) + y(a)h + ho(h),
z(a+h) = z(a) + z(a)h + ht(h),

voor alle h in een omgeving V van 0, en

lim p(h) = lim o(h) = 1lim t(h) = O.
h->0 h->0 h->0

In een omgeving van a is f(t) lineair benaderbaar door de functie
2(t) i= £(a) + £(a) (t-a). Arhst =4z b.a

Indien f(a) # 0 dan is ¢ een parametervoorstelling van een rechte: de raak-

lijn aan de kromme in het punt f(a). De richtingsvector van deze raaklijn
is i(a) = (x(a),y(a),z(a)) # 0. Als x(a) = 0 is de raaklijn evenwijdig aan

het (y,z)-vlak; analoge uitspraken gelden indien y(a) = 0 resp. z(a) = 0.




6.1.5,

Beschouw vervolgens een vlakke kromme gegeven door de parametervoorstelling
£(t) = (x(t),y(t)). Op dezelfde manier vinden we dan: als f differentieerbaar
is in a met afgeleide i(a) = (x(a),y(a)) # 0 dan heeft de kromme een raak-

lijn in het punt f(a) met richtingsvector i(a). Als %x(a) = 0 is de raaklijn

evenwijdig aan de y-as, als y(a) = 0 is de raaklijn evenwijdig aan de x-as.

Zoals eerder opgemerkt is de parametervoorstelling van een vlakke kromme
soms te herleiden tot een voorstelling door middel van een reéle functie g(x),

i.e. de kromme is de grafiek van y = g(x). We geven hierover de volgende

stelling,

Stelling. Zij de vectorfunctie f(t) = (x(t),y(t)) continu differentieerbaar
op een omgeving van het punt a en zij x(a) # 0.

Dan bestaat er een omgeving V van a en een reele functie g(x) gedefinieerd
in‘x<6;; zodat de kromme {£(t) | t ¢ V} de grafiek is van y = g(x).

De afgeleide van g(x) in x(a) wordt gegeven door

dy (x(a)) = y(a) .
dx .
x(a)
Bewijs. De afgeleide x(t) is continu op een omgeving van a en %(a) # O.
Daaruit volgt dat er een omgeving V van a bestaat zodat o6f %(t) > 0 voor
alle t € V 3f %x(t) < O voor alle t ¢ V. Volgens 2.6.8 is x(t) dan strikt

monotoon op V. De functie x(t) heeft nu een inverse functie, aan te geven

door t(x), met afgeleide %E (x(a)) = *l——.
x L]
x(a)

Substitueer t(x) in de component y(t), dan ontstaat de samengestelde functie
y(t(x)) =: g(x) gedefinieerd in x(V). Het is duidelijk dat de grafiek van
y = g(x) juist overeenstemt met de kromme {£(t) | t e V}.

De afgeleide van g(x) = y(t(x)) in x(a) is te bepalen met de kettingregel:

s

x(a)) = & (@) E (x(a)) = L2 0

x(a)

Opmerking. In vervolg op 6.1.5 zijn ook de tweede en hogere afgeleiden van

g(x) in x(a) te bepalen. Zo volgt eenvoudig met behulp van de kettingregel

(ga na),
2 " * 3 .-
2_% (x(a)) = zja)x(?) - g(a)x(a) ’
dx [%(a)]

waarin x(a), y(a) de tweede afgeleide van x(t), y(t) in a is.
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6.2.‘

Voorbeeld 6. Cycloide.

Een cirkel met middelpunt M en straal a rolt over de x-as. Beschouw de
kromme beschreven door het punt P dat zich oorspronkelijk in ¢ bevindt.
Deze kromme heet cycloide.

Neem als parameter de hoek t tussen de voerstraal MP en de verticaal.

Uit de figuur is eenvoudig af te lezen dat de codrdinaten van P worden ge~
geven door (at-asin t,a-acos t). Hiermee hebben we tevens een parameter-

voorstelling van de cyclofde gevonden nl. £(t) =a(t=-sint,| -cos t).

Opgave. Bepaal de punten van de cycloide waar de raaklijn evenwijdig is aan

één van de assen. : 24 /_/3‘6-‘

Functies van twee variabelen

Een reéle functie f van twee reéle variabelen is een afbeelding, waarbij aan

elke x = (x,y) € DOM £ cR2 een getal f(x) = f£(x,y) ¢ R wordt toegevoegd.
DOM f is weer de definitieverzameling van f. We noemen £ kortweg een functie
van twee variabelen.

Vaak wordt een functiewaarde f(x,y) met een aparte letter z aangegeven;

men schrijft dan z = f(x,y).

Voorbeelden., 1) £ :]R2 +R, £(x) = f(x,y) = 6 - 3x - 2y.

2) £ :lR2 + R, f(x,y) = x2 + y2.

3) f :m2 >R, f(x,y)

2 2
X -y,
4) £ :Rz\{g} +R, f(x,y) = xz/(x2+y2)-

2 2 W/ )
: {(x,y) eR” | x° + y2 <1} >R, f(x,y) = l--xz-y2 .

5)

H




6.2.1.

Grafiek. Kies iniR3 het gebruikelijke assenstelsel. De grafiek van de
functie f is de puntverzameling
>

S := {(x,y,2) e R z = £f(x,y)}.

Meetkundig stelt S een oppervlak inIR3 voor. Men noemt z = f(x,y) de verge-

lijking van het oppervlak S.

In voorbeeld 1 is de grafiek een plat vlak, in voorbeeld 5 een halve bol.
In de voorbeelden 2 en 3 zijn de grafieken resp. een elliptische parabo-

loide en een hyperbolische paraboloide.

Hoogtekaart. Dikwijls is het moeilijk om een goede grafiek te tekenen; men
kan dan gebruik maken van een hoogtekaart. Men tekent in het (x,y)-vlak een

aantal niveaulijnen, dat zijn krommen waarop de functie constant is. De

niveaulijnen worden ook wel hoogtelijnen genoemd.

In de voorbeelden 1-5 zijn de hoogtelijnen respectievelijk:

1) evenwijdige rechten

2) concentrische cirkels

3) hyperbolen

4) rechten door de oorsprong (met uitzondering van de oorsprong)

5) concentrische cirkels.

Opgave. Teken hoogtekaarten van de functies

2
£(x,y) = —n>

fy) = —F— -

1+x +y y

Limieten van functies

Definitie. Zij a eZRZ en a een verdichtingspunt van DOM f. Dan betekent

lim £(x) = L, dat er voor iedere omgeving V van L een omgeving U van a bestaat

X>a

zodat voor alle x € U n DOM f met x # a geldt: f(x) e V.

Vergelijk deze definitie met 2.4.1.




. 6.2,2. Stelling. De volgende beweringen zijn gelijkwaardig:
|

1) lim £(x) = L.
| x>a

|

2) a is een verdichtingspunt van DOM £ en

e>0 1650 V;eDOM g [0 < [x-a| < 6= |eG)-L]| < el
3) lim (£(x)-L) = 0.
x~a
4) lim lf(g)—L| = 0.

x»a

Opgave. Bewijs deze stelling.

Voorbeelden. 6) lim =——2—= 0 ,
x+0 V§2+y2

We gebruiken formulering 2) van 6.2.2, Voor (x,y) # (0,0) geldt:

- = = = = Xile
% -Tﬂ_ X
‘42+y2 ‘§2+y2 - -

Zij € > 0, dan geldt voor alle x met 0 < |x-0] < & := € dat

Xy -0

‘§2+y2

< x| < e

7) lim X 5 bestaat niet.

}_{->9x+y

Dit volgt onmiddellijk uit een hoogtekaart. De rechten y = ax (x # 0)
zijn hoogtelijnen. De waarde van de functie op y = ox is a/(1+a2). In

elke omgeving van 0 neemt de functie alle waarden uit [-{,}] aan.

6.2.3. Stelling (bewerkingenmet limieten). Als lim £(x) = L, lim g(x) = M, dan is:
’ X+a X>a
1) lim {f(x) + g(x)} =L + M;
x>a

2) lim {£(x)g(x)} = L¥;

x>a
F(x) L
3) lim =- = = mits M # 0.
xra B M

(N.B. Stilzwijgend is ondersteld dat f(x) en g(x) dezelfde definitie-

verzameling hebben.)




Opgave. Bewijs deze stelling.

Continuiteit.

6.2.4, Definitie. Een functie f heet continu in a ¢ DOM f indien er voor iedere
omgeving V van f(a) een omgeving U van a bestaat z5 dat voor alle
x ¢ Un DOM £ geldt: £(x) ¢ V.

Vergelijk deze definitie met 2.5.1.

: e e . . . . 2
P Definitie. Een functie f heet continu op een verzameling W c R™ als §
continu is in elk punt van W,

Een functie f heet continu als f continu is op DOM f.
Bewijs zelf de volgende twee stellingen.

Stelling. Een functie f is continu in a ¢ DOM £ dan en slechts dan als

3 [lx-a] < 6= |E@)-£f(a)| < €].

e>0 “6>0 V}_ceDOM f

Stelling. Zij a ¢ DOM f een verdichtingspunt van DOM f, dan is f continu in

a dan en slechts dan als lim f£(x) = f(a).

x>a
X3
Voorbeelden., 8) f: ]R2 + R, f(}j) = <Xty
0 als x = 0 .

Deze functie is continu in (0,0). Voor x # 0 geldt namelijk

3
Xy
2
X +y

2
= —— lxy| < |x|ly| = |x|".
x4y

l£(x) - £(O)] =

Zij € > 0, dan geldt voor alle x met |x| < § := /& dat
[£x) = £(0)] < €.

—2X . a1s x #

9) f:]R2 +R, f(x) = Xty

1o
-

0 als x =0 .




6.2.5.

oS

6.3.1.

Cont sty chad (o 48)

/&rr(oma r—n,y

_9_
f is continu in (0,0) omdat
lim —=— =0 = £(0)
x>0 ‘§2+y2
zie voorbeeld 6,
-§§X-§ als x # 0,
10) £: R +R, f(x) = (X 7
0 als x = 0 .

f is niet continu in (0,0) omdat lim f(x) niet bestaat, zie voorbeeld 7.
x>0

Met behulp van de volgende stelling kan men meestal snel inzien of een functie

continu is.

Stelling. Zijn de functies f en g continu in a, dan zijn ook f + g,
Af (A e R), fg en f/g (mits g(a) # 0) continu in a. Is gt R eﬁRz continu in

a en f: IR? > R continu in b = g(a), dan is de samengestelde functie f o g

continu in a.

Opgave. Bewijs deze stelling; vergelijk met 2.5.3.

Met 6.2.5 volgt onmiddellijk dat de functie uit voorbeeld 10 continu is op

R \{0}. De functies uit de voorbeelden 8 en 9 zijn continu op de hele]R2

Differentieerbaarheid van functies van twee variabelen

Definitie. Zij f gedefinieerd in een omgeving U van a = (a,b). De functie £

heet differentieerbaar in a, indien er getallen A ¢ R en B ¢ R bestaan en

een functie p gedefinieerd in een omgeving V van 0, zodanig dat
(i) f(ath, b+k) = f(a,b) + Ah + Bk + |h|p(h) voor alle h = (h,k) € V,
(ii)  lim p(h) =

h>0

De betekenis van A en B blijkt door in (i) k = 0 resp. h = 0 te nemen.

We vinden dan

A= lim f(a+h,b)h- 2GR resp. B = lim f(a,b*k) - f(a,b)

B0 k0 k
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A is dus de afgeleide van de functie f(x,b) in x = a.
B is de afgeleide van f(a,y) in het punt y = b.
We noemen deze afgeleiden, waarbij slechts é&n van de argumenten varieert,

partiEle.afgeleiden.

Notaties. De partiele afgeleide naar x van z = f(x,y) in (a,b) wordt gegeven

door
1im HatRL T 008,0) g (apy = 2 (ap) =: 22 (a,p).
ho0 h X 9x ax

De partiéle afgeleide naar y van z = f(x,y) in (a,b) wordt gegeven door

lim f(a’b'*ki"f(a’b) =: £ (a,b) =: i (a,b) =: az (a,b).
%0 y y dy

Met deze notatie zijn de getallen A en B uit definitie 6.3.1 voor te stellen

door

A= fx(asb)9 B = fy(a’b)-

De definitie van differentieerbaarheid drukt uit dat f in a lineair benader-

baar is, d.w.z. voor x = (x,y) in de buurt van a = (a,b) is f(x,y) te be-

naderen door de lineaire functie

L(x,y) := f(a,b) + £ (a,b)(x=a) + fy(a,b)(y-b).

Bij deze benadering maken we een fout gegeven door |§-§|p(§-§), waarbij

p(x-a) >~ 0 (x + a).

Meetkundige interpretatie. Beschouw de grafiek van f d.i. het oppervlak ge-

geven door de vergelijking z = f(x,y). Het punt P met coordinaten (a,b,f(a,b))
ligt op het oppervlak.

Het vlak y = b snijdt het oppervlak volgens een kromme door P. De raaklijn aan
de snijkromme in P ligt in het vlak y = b en heeft de richtingscoeéfficient

tan o = fx(a,b), zie figuur.

Evenzo is tan B = fy(a,b) de richtingscoefficient van de raaklijn in P aan

de snijkromme van het vlak x = a met het oppervlak, zie figuur,




6.3.2.
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e

Breng nu een vlak aan door de beide raaklijnen in P, De vergelijking van

dit vlak luidt

z - f£(a,b) = fx(a,b)(x-a) + fy(a,b)(y-b).

Dit vlak is het raakvlak aan het oppervlak z = £(x,y) in het punt P,
Daartoe tonen we aan dat elke rechte door P in het vlak een raaklijn is aan

het oppervlak. Beschouw twee punten Q1 en Q2 met coordinaten:
Q] : (a+h,b+k,f(a+h,b+k)),

Q2 :(a+h,b+k,f(a,b)+fx(a,b)h+fy(a,b)k),

dan ligt Q1 op het oppervlak en Q2 in het vlak (zie figuur).
De rechten PQ, en PQ2 maken hoeken Y, en v, met het (x,y)-vlak, gegeven door

tan y, = T%T [f(a+h,b+k) - £(a,b)],

1
tan v, = ToT [fx(a,b)t1+ fy(a,b)k].
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Volgens 6.3.1, punt (i) is nu juist tan Y, - tany, = p(h). Neem nu h > 0

bij vaste h/k, dan is Y, eveneens vast en y, > Y, omdat p(h) - 0. De rechte
PQ1 heeft als limietstand de rechte PQZ.Derhalveraakt PQzaanhet oppervlak.
Meetkundig betekent differentieerbaarheid van f in a dus dat het oppervlak

z = £(x,y) in het punt (a,b,f(a,b)) een niet-verticaal raakvlak heeft.

Definitie. Een functie f heet differentieerbaar op een open verzameling

W CIR? als f differentieerbaar is in elk punt van W,

Bewijs zelf de volgende stelling:

Stelling. Als f differentieerbaar is in a, dan is f continu in a.
2 3

Voorbeelden. 1) f(x,y) = xy~ + y~3;

de partiele afgeleiden van f zijn
2 2
fx(x’}’) =Y fy(st) = 2xy + 3y .
Merk op dat fx en fy ook weer functies van x en y zijn.

2) Zz = arctan i 3

de partiele afgeleiden zijn

In het punt (1,1) is

22 -y, 22 -
3‘;(131)" i: 3}' (191) % .

Vooruitlopend op 6.3.3 kan men inzien dat de functie differentieerbaar is

in (1,1).

In de buurt van (1,1) is z dan lineair benaderbaar door
id 1 1
De vergelijking van het raakvlak aan de grafiek in (l,l,g) is

1 1
z - E = - i(x-l) + E(y—l) .

3) £(x) = /42+y2 is continu in 0. Zij nl. e > 0 dan geldt voor alle x met

|x-0| < & := ¢ dat
2 - £©] = x| < e

De partiele afgeleiden van f in (0,0) bestaan niet, dus de functie is

niet differentieerbaar in (0,0).
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4) Uit de differentieerbaarheid van f volgt het bestaan van de partiéele af-
geleiden fx, f . Omgekeerd volgt uit het bestaan van de partiele afge-
leiden nog niet dat f differentieerbaar is.

De functie

._7§Z__ als x # 0,
X+y
f(x) =
0 als x = 0,

is niet continu in 0 (zie 6.2, voorbeeld 10), dus zeker niet differen-

tieerbaar in 0. Er geldt echter fx(0,0) = fy(0,0) = 0.

6.3.3. Stelling. Zij f gedefinieerd in een omgeving van a en laat de partiele af-
geleiden fx en fy bestaan in deze omgeving. Als fx en fy continu zijn in a,

dan is f differentieerbaar in a.

Bewijs. Volgens het gegeven van de stelling is er een omgeving

U :={x ¢ R?' |x-a| < 6} van a zodat £ en fy bestaan in U. Zij a = (a,b),
h = (h,k) met |h| < &.

Volgens de middelwaardestelling (2.6.7) is er een getal 6 ¢ (0,1) zodat

f(a+h,b+k) - f(a,b+k) = hfx(a+eh,b+k).

Omdat fx continu is in (a,b), kunnen we schrijven
fx(a+6h,b+k) = fx(a,b) + p(h,k)
met
lim p(h,k) = 0,
h>0
Uit de voorgaande betrekkingen volgt
f(a+h,b+k) - f(a,b+k) = hfx(a,b) + hp(h,k).
Evenzo is af te leiden
f(a,b+k) - f(a,b) = kfy(a,b) + ko(k)
met

lim o(k) = 0.
k-0
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Nu volgt
f(ath,b+k) - f(a,b)

£ (a+h,b+k) - f(a,b+k) + f(a,b+k) - £(a,b) =

£o(a,p)h + £ (a,D)k + |h]t(h),

waarbij t(h) gegeven wordt door

t(h) = t(h,k) = T%T Cho(h,k) + ko(k)J.

Wegens lim t(h) = 0 is f differentieerbaar in a. . 0
h>0

Uit 6.3.3 volgt dat functies met continue partiele afgeleiden differentieer-

baar zijn.(Functies met continue partiele afgeleiden noemt men continu diffe-

rentieerbaar.)Hiermee en met de volgende stelling kan men meestal snel vast-

stellen of een functie differentieerbaar is.

6.3.4. Stelling. Als de functies f, g differentieerbaar zijn in a, dan zijn ook
f+g, Mf (A e R), fg en f/g (mits g(a) # 0) differentieerbaar in a.

Opgave. Bewijs deze stelling.

We geven nu een tweetal kettingregels voor het differentiéren van een

samengestelde functie.

6.3.5. Stelling. Als de functie g = (gl,gz) : R > R differentieerbaar is in a en

f : R” >R differentieerbaar is in g(a), dan is de samengestelde functie

f og:R R differentieerbaar in a met afgeleide

(f o g)'(a) = £ (g(a))gj(a) + f;(g(a))g;(a).
Opmerking. Wat slordiger kan men de kettingregel 6.3.5 ook als volgt formu-
leren: zijn

z = £(x,y), x =g,(t), y =g,(t)

differentieerbare functies, dan is de samengestelde functie

z(t) = £(g,(t),8,(t))

differentieerbaar met afgeleide
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Bewijs. Op grond van de differentieerbaarheid van g, en g, in a geldt:

g,(ath) =g (a) + 8{(a)h + hp, (h), lim o, (h) = 0O,
h~0

g,(a+th) = gz(a? * gy(a)h + ho,(h), iig p,(h) =0,

of in vectornotatie

g(a+h) = g(a) + g'(a)h + hp (h) , lim |g(h)| = (.
- h~0

Uit de differentieerbaarheid van f in g(a) volgt

£(g(a+h)) = £(g(a) + g'(a)h + hp(h)) =
- £(g(@)) + £, (g(2)lg](h + ho, ()] + £ (g(a) [gj(a)h + ho,(m)] +
+ |g"(a)h + hp(h)| o(g'(a)h + ho(h))

met o +~ 0 voor h + O,

Hieruit volgt

f(g(a+h)5 = £(g(a)) + [£ (g(a))g(a) + £, (g(@))gy(a)Ih + hr(h),

waarbij t(h) gegeven wordt door

T) = £ (g())p, () + £ (g@)o, ) + L |57 ) + pm)] o

Het is duidelijk dat 1lim t(h) = 0. Daarmee is bewezen dat f o g differentieer-
h-»0
baar is in a met afgeleide fx(g(a))g;(a) + fy(g(a))gé(a). ("

Stelling. Als g : R + R differentieerbaar is in a en f : R + R differenti-
eerbaar is in g(a), dan is de samengestelde functie f o g : R2 + R differen-

tieerbaar in a met partiele afgeleiden

 3(fog) _ e 3(fog) - £
S (@ = £ 6@)e, (@), =5 (@) - £ 6a)g ().

Bewijs. Het bewijs is analoog aan dat van 6.3.5 en wordt als opgave aan de

’

lezer overgelaten. 0 r

/5:2.725’_
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Voorbeelden. 5) z = xe” met x = sin t, y = t2. Dan is

: 2 2
t .
%% = eYcos t + xe¥2t = eF cos t + 2te sin t,
. . .. . . 3z dz
6) Men dient duidelijk onderscheid te maken tussen de notaties i vl

Door z = x + y2, y = log x is z gegeven als functie van x en y, maar via
y = log x ook als functie van x alleen (nl. z = x + (log x)2).
Er geldt nu

3z 1 en dz _ 1 + 2.15&.&

ox dx

In dit voorbeeld speelt x de rol van de variabele t in de stelling 6.3.5.

Hogere partiele afgeleiden. De partiéle afgeleiden fx en £ van een functie

f zijn zelf ook weer functies van x en y. Partieel differentieren (indien

mogelijk) van fx en fy geeft de partiele afgeleiden van de tweede orde van f,

die als volgt genoteerd worden:

2 faf) 2% e faf) 9%

ox (9x) a2 *Txx * 3y (9x) ° dydx | Txy?
o fef) % . faf) 2%

dx (dyJ "9x3dy " “yx * 3y (dy 'ay2 " yy

N.B. Let op de volgorde van differentiatie; fxy wordt verkregen door eerst
naar x en dan naar y te differentiéren; fyx wordt verkregen door eerst naar

y en dan naar x te differentiéren.

Voorbeelden. 7) f(x,y) = x2y3;

de partiéle afgeleiden van de eerste en tweede orde van f zijn

3 2.2
fx = 2xy°, fy = 3xy,
_ a3 _ 2 _ 2 P
fxx = 2y, fxy = 6xy , fyx = bxy , fyy = 6xy.
Merk op dat fxy = fyx' In het volgende voorbeeld is dit niet het geval.

2 2
8) £(x,y) = xy "—2—‘-‘L2- als (x,y) # (0,0) en £(0,0) = 0.
X +y
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Bereken eerst de partiele afgeleiden van de eerste orde

2 .2
£ (0,k) = lim f(h’k)-; £C0,%) _ 1im K I%T:JEE -k,
X h~0 0 ho+k
£(h,k) - £(h,0) h? -2
f (h,0) = lim 2 m 2=~ = 1im h -3 = h .
y k-0 k-0 h +k
Bereken vervolgens fxy en fyx in (0,0),
£ (0,k) - £ (0,0) L
£ (0,0) = lim = - X - 1im =X - 0.1,
Xy k>0 k>0
£ (h,0) - £ (0,0) -
£ (0,0) = lim X o =1m 222 - 1,
X h>0 h+0

dus fxy(0,0) # fyx(0,0).

Uit de volgende stelling blijkt dat het resultaat van tweemaal partieel
differentiéren onafhankelijk is van de volgorde van differentiatie, indien

de resulterende afgeleiden van de tweede orde continu zijn.

6.3.7. : ng. £ . . . ce
3.7. Stelling. Als fxy en vx bestaan in een omgeving van a en continu zijn in

a, dan geldt: fxy(g) = fyx(g).

) Bewi js. Laat fxy en £ bestaan in een omgeving U := {x ¢ R® |x-a] < 8} van a.
v zij a.= (a,b), h = (h,k) met |h| < 6.
L Beschouw de uitdrukking
E := f(a+h,b+k) - f£(a+h,b) - £(a,b+k) + f(a,b).
Zij
o(x) := f£(x,b+k) - £(x,Db),
dan 1is

E = p(a+h) - ¢(a).
Pas de middelwaardestelling (2.6.7) toe, dan is

E = hw'(a+61h) = h[fx(a+elh,b+k) - fx(a+8]h,b)]

voor zekere 9l e (0,1).
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Nogmaals toepassen van de middelwaardestelling geeft
E = hkfxy(a+elh,b+62k)
voor zekere 62 € (0,1).
Zij vervolgens
V(y) := £(a+h,y) - f(a,y) ,
dan is
E = p(bt+k) - y(b).
Door opnieuw tweemaal toepassen van de middelwaardestelling volgt

E

kw'(b+63k) = k[fy(a+h,b+63k) - fy(a,b+e3k)] =

Bk (a+0,h,b+6,k)

4

voor zekere 63 e (0,1), 64 e (0,1).

Combineer de voorgaande resultaten dan is

fxy(a+elh,b+62k) = fyx(a+e h,b+e3k) .

4
Laat nu h = (h,k) naar 0 naderen, dan volgt op grond van de continuiteit van

f enf inadat £ (a) = £ (a). O
Xy yx = Xy = yx =

Men kan nu ook partiéle afgeleiden van de derde en hogere orde definiéren.

Er zijn 2" partiéele afgeleiden van de orde n. Als deze afgeleiden continu
zijn, dan kan men weer bewijzen dat het resultaat van partieel differentier-n
onafhankelijk is van de volgorde van differentiatie, zodat er slechts n+l
verschillende partiéle afgeleiden van de orde n zijn. Wij zullen in het

vervolg aannemen dat van de te beschouwen functies de gemengde partiele

afgeleiden die door verwisseling van volgorde uit elkaar ontstaan, inderdaad
gelijk zijn.

3 3 3
Er geldt dan bijv. £ =f  =f  oftewel ——im = 2L __ . 3 f

XXy Xyx yXX 3y8x2 Bgayax 8x28y

Opmerking. Kettingregels voor hogere partisle afgeleiden kunnen in elk af-
zonderlijk geval worden afgeleid door toepassing van de gewone kettingregel

(6.3.5), waarbij te bedenken is dat partiéle afgeleiden van x &én van y
afhangen.
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Voorbeeld. Zijn de functies
z = £(x,y), x = x(t), y = y(t)

tweemaal differentieerbaar, dan is de samengestelde functie
z = £(x(t),y(t))

tweemaal differentieerbaar met afgeleiden

dz _ 3z dx oz dy
dt

dt & Ty

9 dt

<

+

a? 3z %k [822 dx 32, _c&]gi

z
— D e— — + ——
t2 9x t2 dt dyox dt

N

2 2 2
32 dy ., |9z d&x 3% dy] dy
* 2*[ at " T2 }dt

Formule van Taylor. We zullen de formule van Taylor (2.6.10) generaliseren

tot functies van twee variabelen. We voeren de volgende notatie in:

3 9 \m T om m-j. j g
(haggtkgy) £y = ] O™ hd 2L 0y,
ox oy . A m=j ]
j=0 3 “x 3
voor m ¢ N; vergelijk met het binomium van Newton (1.3.7).

Hierbij is verondersteld dat f continue partiéle afgeleiden van de orde m
- heeft,

6.3.8. Stelling (Taylor). Laat de functie f continue partiéle afgeleiden van de
orde n+l (n 2 0) bezitten in een omgeving U := {ges‘Rz Ig-gl < 8} van a.
Zij a+h € U, h = (h,k), dan is er een getal & ¢ (0,1), zodat

n
F(a*h) = £(a) + | % (h 2+ k 29" £¢a) + R
- = - =1 my X oy = n

waarin

1 3 3 Ot
Rn = W (h E + k W) f(§+et_1) R

Bewijs. Met behulp van g(t) := a+th introduceren we de samengestelde functie

F(t) := £(g(t)) = f£(a+th) .
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Volgens de kettingregel (6.3.5) is F differentieerbaar op [0,1] met afge-
leide

F'(t) fx(§+t1_1)h+fy(§+tb)k (h —=+k ay) f(a+th).

Voor n 2 1 zijn fx en fy opnieuw differentieerbaar. Nogmaals toepassen van

de kettingregel levert voor t e [0,1],

"ie) = h)h2 2.
F(e) =£_ (a+th)h™ + 2fxy(_a_+tt_x)hk + fyy(§+tt_1)k

o (h =+ k2 E(atth)
ox 3y - =

Algemeen is door volledige inductie te bewijzen (ga dit na):

m
JL + k JL) f(§+th)

voorm = 1,2,.,.,n+l en t € [0,1].

Pas nu de formule van Taylor (2.6.10) toe op de functie F, dan is

F(1) = F(0) + Z F™ (0) + oy 7P (5

e m. (n+l).

voor zekere 8 ¢ (0,1).

Na substitutie van F(l), F(m)(O) enz., als boven gegeven volgt het gewenste

resultaat, 4

De in 6.3.8 gegeven betrekking voor f(g+§)'heet de formule van Taylor voor

functies van twee variabelen; Rn heet de restterm.

Voorbeeld. Z2ij f(x,y) = sin(xey), a = (0,0), dan is
£(h) = sin(he) = £(0) + [hf (0) + KE ()] +

+ v [h2E_(0) + Zhkf SO + K2 £ (0)] + R,

met

_ 1 3 3,3
R2 = ?!_ (h _3§ + k -a_y.) f(eh), 8 € (0,1)' [0{{:10;0./
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Na uitwerking van de partiele afgeleiden vinden we

sin(he’) = h + hk + R,

Voor kleine waarden van x en y geldt dus de benadering
. Yy ~
sin(xe’) =~ x + xy.

Als bijzonder geval (n = 0) van 6.3.8 vermelden we nog de volgende stelling

die een generalisering is van de middelwaardestelling (2.6.7).

6.3.9. Stelling (middelwaardestelling voor functies van twee variabelen). Laat de

6.4.

functie £ contlnue partiele afgeleiden f en fy bezitten in een omgeving
U:= {x ¢ R® l |x-a| < 6} van a. Zij ath € U, h = (h,k), dan is er cen getal
® € (0,1), zodat

f(a*h) - f(a) = hfx(§+6§) + kfy(§+6§).

Deze stelling is ook rechtstreeks te bewijzen door toepassing van de middel-

waardestelling (2.6.7) op de functie f(atth).

Functies van drie variabelen

Een reele functie f van drie reéle variabelen is een afbeelding, waarbij aan

elke x = (x,y,z) ¢ DOM £ CiR3 een getal f(x) = f(x,y,z) ¢ R wordt toegevoegd.
We noemen f kortweg een functie van drie variabelen.

De theorie uit 6.2 en 6.3 is zonder meer uit te breiden tot functies van dri.
variabelen (en ook tot functies van meer dan drie variabelen). In de meeste
definities, stellingen en bewijzen behoeven slechts voor de hand liggende
wijzigingen aangebracht te worden.

Een eenvoudige meetkundige voorstelling van de functie f(x,y,z), analoog aan
de grafiek van een functie van twee variabelen, is er niet. Inzicht in de

functie kunnen we verkrijgen door niveauvlakken te beschouwen, dat zijn op-

pervlakken inZR3 gegeven door de vergelijking f(x,y,z) = C met C constant.

Niveauvlakken zijn het analogon van hoogtelijnen iniR?.

Voorbeeld. De functie

f(x,y,2) = x2 + y2 + z2

heeft als niveauvlakken een stelsel bollen met middelpunt 0.
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We herhalen de definitie van differentieerbaarheid en de kettingregel voor

functies van drie variabelen.

Definitie. Zij f gedefinieerd in een omgeving U van a = (a,b,c). De functie

f heet differentieerbaar in a, indien er reele getallen A, B en C bestaan

en een functie p gedefinieerd in een omgeving V van 0, zodanig dat

(1) £(a+h,b+k,c+2) = £(a,b,c) + Ah + Bk + C2 + |h| p(h)

voor alle h = (h,k,8) € V,

(ii) lim p(h) = 0.
b0

Het blijkt weer dat A, B en C partiéle afgeleiden zijn, nl.

A=f(3a), B= fy(é), C=£(a) .

6.4.2. Stelling (kettingregel). Zij de functie g = (81’82’33) :?R.+ZR3 differentieer-

3

baar in a en zij £ : R° + R differentieerbaar in g(a), dan is de samengestelde

functie f o g : R » R differentieerbaar in a met afgeleide

(£ o g)' (@) = £,(g(a)g](a) + £ (g(a))gh(a) + £, (g(a))e}(a) -

Wat slordiger kan men 6.4.2 ook als volgt formuleren: zijn
w = £(x,y,2), x =g/ (t), y=gy(t), z=gz(t)
differentieerbare functies, dan is de samengestelde functie

w(t) = f(gl(t)s gz(t)s g3(t))

differentieerbaar met afgeleide

Opgave. Formuleer een kettingregel voor de afgeleide van £ o g als

f t:R>Reng :]R3 -+ R; vergelijk met 6,3.6,
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6.5. Impliciete functies

Uit een vergelijking f(x,y) = 0 kan men soms y oplossen en uitdrukken in x,
d.w.z. we kunnen y als functie van x beschouwen: y = g(x). We zeggen dat y

door f(x,y) = 0 als functie van x impliciet gegeven is.

‘; Voorbeeld 1. Door de vergelijking x2+y2 = 1 (eenheidscirkel) worden op

[-1,1] twee functies impliciet gegeven, nl.
/ ‘/ 2
y = gl(x) = l-x2 en y = gz(x) == Vl-x .

: | Beide functies zijn differentieerbaar op (=141) met afgeleiden

Hoewel in het algemeen door de vergelijking f(x,y) = O een aantal functies

gl(x), gz(x),... bepaald wordt, is het meestal niet gemakkelijk 8 38psens

ook expliciet in x uit te drukken, zoals het voorbeeld
f(x,y) = x3 + y3 - 3xy = 0 leert.

Om in deze situatie toch de afgeleide van y eenvoudig te bepalen, denken we

ons y = y(x) althans in principe opgelost uit f(x,y) = 0. Na substitutie

van y = y(x) in de vergelijking volgt

| f(x,y(x)) = 0. } 2:/(2(,_7) , X= ¥ >j:.7(’9

Differentiatie met behulp van de kettingregel levert nu
dz _ 2z ax 02 )
£ v fy = o e P02z, 0024
x * Iy =0 ax ox W gt x*Ty/
waaruit y' opgelost kan worden: y' = —fx/fy mits fy # 0.
Het spreekt niet vanzelf dat door f(x,y) = O een differentieerbare functie
y(x) bepaald wordt. Preciese voorwaarden hiervoor worden gegeven in een
stelling te behandelen in het college Wiskunde 30, die we als volgt citeren:
Laat f continue partiele afgeleiden £ en fy bezitten in een omgeving van
(a,b) en zij f(a,b) = 0, fy(a,b) # 0, dan bestaat er een functie y(x) gede-
finieerd in een omgeving V van a met de eigenschappen y(a) = b, f(x,y(x)) =0

voor x € V; voorts is y(x) differentieerbaar op V met afgeleide y' = —fx/fy.
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‘er s 2 . . .
Voorbeelden. 2) Uit de vergelijking x2 + y~ =1 volgt door impliciet diffe~-
rentiéren:

2x + 2yy' =0, y - 3 mits y # O,

in overeenstemming met voorbeeld 1.
De tweede afgeleide van y(x) volgt door de vergelijking x + yy' = 0 op~

nieuw impliciet te differentiéren:

2
L+ (yD)" +yy" =0,
waaruit volgt
L+ (yD2
y"= - = - pits y # O.
y 3
y
vy s 3 3
3) Beschouw de vergelijking x~ + y~ - 3xy = 0,
Impliciet differentiéren naar x geeft

3x2 + 3y2y' - 3y - 3xy' =0,

waaruit volgt

2
y' =z-2:—x—mits yz-x#O.
y -x

L

K3 1‘(6-3’“(\'
K}€X?-J#> = o
We onderzoeken nu de kromme beschreven door de vergelijking x3 + y3 - 3xy = 0.
Horizontale raaklijnen kunnen optreden als y - x2 = 0. Gecombineerd met de
oorspronkelijke vergelijking levert dit de punten (x,y) = (0,0) en

(x,y) = (375,375. Het punt (0,0) is een bijzonder punt omdat daar ook

y2 -x =0,

Verticale raaklijnen kunnen optreden in de punten (0,0) en (ehf,éfb, zoals

volgt uit y2 - x = 0 en de oorspronkelijke vergelijking.

De kromme is symmetrisch t.o.v. de rechte y = x. We snijden de kromme met de
rechte x + y = p. De x-codrdinaten van de snijpunten worden bepaald door de

vergelijking
2 3
3(p+1)x” = 3p(p+l)x + p~ =0 .

Voor p = -1 is er geen snijpunt; voor p=0 is (0,0) een dubbel snijﬁunt; uit de
discriminant 3p2(p+1)(3-p) blijkt dat er twee snijpunten zijn voor -1 <p<3 en
geen snijpunten als p < -1 of p > 3,

De kromme heet het folium van Descartes; zie figuur. De kromme heeft een scheve

asymptoot x +y = -],
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De methode van het differentiéren van impliciet gegeven functies kan uitge-

breid worden tot meer variabelen en tot meer vergelijkingen (zie ook college
Wiskunde 30).

De vergelijking F(x,y,z) = 0 beschrijft een oppervlak inCR3. Door deze ver-

gelijking is z impliciet gegeven als functie van x en y: z = z(X,y).

De partiele afgeleiden %% en %; kunnen we vinden door partiele differentiatie

van
F(x,y,2z(x,y)) = 0

onder toepassing van de kettingregel:

oF oF 3z _ 9z 3F /oF
——— o em— __0’ — T " cwe— -_—
90X 9z 9x X ox/ dz
aF oF 2z 3z oF /oF
—— o c— -—-::O’ — EZ e cmem _—
dy dz 9y oy oy’ 9oz

mits ¥ # 0.
2z




Voorbeeld 4. Beschouw de vergelijking x - e
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ysin z = 0.

Partieel differentieren naar x en naar y geeft

-y 3z
1 e’cos z == 0,
-e¥sin z - e¥cos 2 2z _ 0,
3y
waaruit volgt
9z _ 1 0z sin 2z _
® Yy '3y " Cosz A
e’cos z

mits cos z # O.

Het stelsel vergelijkingen

F(X’Yoz) =
G(x,y,2) =

beschrijft een kromme in?RB.

Men kan y en z als impliciet gegeven functies van x beschouwen en vragen naar
de afgeleiden y'(x) en z'(x).

Differentiatie naar x levert

oF 3F dy . OF dz

Wiy T &0
E-‘-a—c- éX-l-a—G- dz=0’

9x 3y dx 3z  dx Y
7

I3 . o . Lid . . 08 \ 3 -
waaruit y' en z' zijn op te lossen mits de coefficientendeterminant # O is.

Voorbeeld 5. Beschouw het stelsel vergelijkingen

x2 + y2 + 22 =5,

Xy +yz =2,
Bereken y'(x), z'(x) en 2"(x) in (x,y,z) = (0,1,2).
Differentiatie naar x levert

2x + 2yy' + 2z2z2' =0 en y+ (x+2)y' +y2'=0.
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In (0,1,2) wordt dit
2y'(0) + 42'(0) =0 en 1 + 2y'(0) + 2'(0) = O,

met oplossing y'(0) = -2/3 en 2'(0) = 1/3.

Nogmaals differentiéren geeft
] 2 11) L 2 " _
1+ (y")™ +yy" + (2")" + zz" = 0,

y' o+ (x+z)y" + (1+2")y" + y'z' + y2'" = 0.

Invullen van (x,y,z) = (0,1,2) en van de bekende waarden van y'(0) en z'(0)

geeft twee vergelijkingen voor y"(0) en z'"(0), waaruit volgt z"(0) = -44/27.

6.6, Richtingsafgeleide en gradiént

We brengen de definitie van het inwendig product (a,b) van twee vectoren a

en b in herinnering. In]R2 is (a,b) = lgllbj cos @ = albl + a2b2 s inIR3 is

(a,b) = léllkl cos ¢ = alb + a2b2 + a3b3 » waarbij ¢ de hoek tussen de
vectoren is en a = (al,az) resp. (al,az,aB), b = (b],bz) resp. (b],bz,b3).
Twee vectoren a en b staan loodrecht op elkaar dan en slechts dan als

(E’E) = 0.

InIR3 is nl(x—a) + nz(y-b) + n3(z-c) = 0 de vergelijking van een vlak V door
(aybyc) met n = (nl,nz,n3) als normaalvector, d.w.z. n staat loodrecht op het
vlak V. Dit laatste is in te zien door de vergelijking in de vorm

(n,x-a) = 0 te schrijven met x = (x,y,z) en a = (a,b,c).

InIIR2 is analoog n](x-a) + nz(y—b) = 0 de vergelijking van een rechte % door
(a,b) met n = (nl,nz) als normaalvector, d.w.z. n staat loodrecht op de

rechte 2.

6.6.1. Gradient. Zij f: DOM £ - R, DOM f ciRn, een reele functie van n variabelen,

differentieerbaar in ac R" (zie 6.4), dan verstaan we onder grad f(a) de

rijvector

of
(———- @ ,5— (@) ,.e., (a))
ax1 9xX X, 3

Opmerking. In plaats van grad f gebruikt met ook de notatie Vf.-
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Rekenregels. grad(c f(g)) = ¢ grad f(a) (c is constante)
grad(f (a) + g(a)) = grad f(a) + grad g(a)

grad(f(a)g(a)) = £(a) grad g(a) + g(a) grad £(a) .

t{g;z_Richtiqg§§§ge1eide. Zij f een reele functie van n variabelen, zij

6.6.3.

6.6.4.

a een inwendig punt van DOM f en X = a + tv een parametervoorstelling van
een rechte door a met richtingsvector v. Kies |v| =1, dan is |t| de af-
stand van x tot a. We beschouwen de samengestelde functie g(t) =f(a+tv).

Als g een afgeleide heeft in t = 0, m.a.w. als

f(a+ty) - £(a)
t

g'(0) = Lin B BQO) 4y
t-+0 t+0

bestaat, dan noemen we g'(0) de richtingsafgeleide van f in a in de richting

van V.

Merk op dat fx(é), fy(g) en fz(g) richtingsafgeleiden zijn in de richting van

de coordinaatassen.

Stelling. Zij f differentieerbaar in a dan bestaat de richtingsafgeleide van
f in a in elke richting v (]v| = 1) en is gelijk aan (grad f£(a),v).
Bewijs. Dit is een onmiddellijk gevolg van de kettingregel. O

Opgave. f : m? >R zij gedefinieerd door

X
——=L __  voor x #

1o
-

£(x) :=
0 voor x =

10
.

a) Bewijs dat fx en fy overal bestaan.,

b) Heeft £, behalve fx en fy’ nog andere richtingsafgeleiden in (0,0)?

Meetkundige interpretatie. We beschouwen de differentieerbare functie f(x,y,z).

Door het punt a = (a,b,c) gaat het niveauvlak met vergelijking

f(x’}’:z) = £(a,b,c). (1)
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De vergelijking van het raakvlak aan het niveauvlak in het punt a kunnen we
opstellen door op te merken dat door de vergelijking (1) z impliciet als
functie van x en y is gegeven. (We nemen aan dat fz(g) # 0 is; zie 6.5.)

Volgens 6.3.2 is de vergelijking van het raakvlak

dz 9z
z-c == (a,b) (x-a) + 3y (a,b) (y-b) . (2)
Uit (1) bepalen we door implic‘et differentiéren %% en %% . Dit geeft
£ (a) f (a)
3z _ _ . x= 2z D Al
'E (a’b) = fzzés ’ ay (a’b) fz g

Invullen in (2) geeft tenslotte voor het raakvlak de vergelijking:

£ (a)(x-a) + fy(g)(y-b) + £, (a)(zmc) = 0.

Uit de vergelijking volgt dat de vector grad f(a) loodrecht op het niveau-
vlak in a staat. De richtingsafgeleide in a2 in de richting v is

(grad £(a),v) = ]grad f(g)]cos ¢, als ¢ de hoek is tussen v en grad f(a).
De richtingsafgeleide is dus maximaal als ¢ = 0, d.w.z. in de richting van
grad f(a). De vector grad f(a) geeft dus aan in welke richting f het sterkst
toeneemt. Loodrecht op grad f£(a) is de richtingsafgeleide nul; dit geldt dus
voor richtingen in het raakvlak aan het niveauvlak.

Niveauvlakken snijden elkaar uiteraard niet.

Krommen loodrecht op alle niveauvlakken heten orthogonale trajectorieén;

de raaklijn aan de orthogonale trajectorie door a heeft richtingsvector
grad £(a).
Voor n = 2 geldt een analoge meetkundigé interpretatie. We hebben dan te
maken met niveaulijnen iniRz in plaats van met niveauvlakken. De raaklijn in
a = (a,b) aan de niveaulijn f(x,y) = f(a,b) wordt gegeven door de vergelij-
king

£,(2) (xma) + £ (2)(y-b) = 0.

Voorbeeld. f(x,y) = xy. Niveaulijnen zijn orthogonale hyperbolen met x-as
en y-as als asymptoten,

Wegens grad f(x,y) = (y,x) geldt voor de orthogonale trajectorien:
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dx _
dc = 7

dy . %
dy _ . dx y
dt

met als oplossingen xz--y2 = C; dat zijn orthogonale hyperbolen met y = x en

y = —-x als asymptoten.
9
6.7. Extrema [ lortys fie .

We beschouwen functies van twee of drie variabelen. Locale resp. globale ex-

trema worden gedefinieerd als bij functies van &én variabele (zie 2.5.6).

Een belangrijke rol speelt de volgende stelling, die we niet zullen bewijzen
(zie 2.5.7).

6.7.1. Stelling (Weierstrass). Zij V c R" een begrensde gesloten verzameling en zij

f : V>R continu op V, dan heeft f op V een globaal maximum en een globaal

minimum.

Inwendige punten van DOM f waar f differentieerbaar is en grad f = 0 heten

stationaire punten.

6.7.2. Stelling. Als f een locaal extremum heeft in een inwendig punt a € DOM f en
als f differentieerbaar is in a, dan is grad f(a) = 0, d.w.z. a is een sta-

tionair punt.

Bewijs. Kies een richting v. De samengestelde functie g(t) := f(a+tv) heeft
in t = 0 een locaal extremum en is daar differentieerbaar met g'(0) =
= (grad f(a),v). Volgens 2.6.5 is dan (grad f(a),v) = 0. Omdat dit geldt
voor elke richting v, is grad f(a) = 0. 0
Voorbeelden. 1) f(x,y) = x2-+y2; grad f(x,y) = (2x,2y).

Het enige stationaire punt is (0,0). In dit punt heeft f een globaal mi-

nimum met functiewaarde 0.

2) f(x,y) = Vx2+y2 heeft geen stationaire punten, maar wel een globaal mi-

nimum in (0,0). In (0,0) is f niet differentieerbaar.
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3) £(x,y) = xy; grad £(x,y) = (y,x).
Het enige stationaire punt is (0,0), maar f heeft in dat punt gé&n extremum.
Immers £(0,0) = 0 en f(x,y) > O in het eerste en derde kwadrant en f(x,y) <O
in het tweede en vierde kwadrant.

We noemen het punt (0,0) een zadelpunt.

Samenvattend kan men zeggen dat een functie f op een verzameling V extrema
kan hebben:

a) in inwendige punten van V die stationaire punten van f zijn;
b) in inwendige punten van V waar f niet differentieerbaar is;

¢) in randpunten van V.

Voorbeeld 4. Bepaal de extrema van f(x,y) =1 = x2 - y2 op de verzameling

2

V= {(x,y) | x2 +y <1},

V is begrensd en gesloten en f is continu, dus volgens 6.7.]1 moet f een glo-
baal maximum en een globaal minimum hebben op V. Inwendige punten zijn de
2 < 1, Omdat grad f(x,y) = (-2x,~2y), is (0,0) het

enige stationaire punt met £f(0,0) = 1. Voor de randpunten van V (de punten

punten (x,y) met xz-fy

(x,y) met x2+y2 = 1) is f(x,y) = 0 en voor de inwendige punten is

f(x,y) > 0.

Conclusie. In elk punt van de rand heeft f een globaal minimum (waarde 0);
er moet ook een globaal maximum zijn dat niet op de rand wordt aangenomen;
er is slechts &én stationair punt nl. (0,0), dus in (0,0) heeft f een glo-

baal maximum (waarde 1).

Voorbeeld 5. Bepaal de extrema van f(x,y) = (x~y)(x2+y2-l) inIRz.
Nu is grad f(x,y) = (3x2—2xy+y2-1, -x2+2xy-3y2+l).

Er zijn vier stationaire punten:

a—

Pl = (% /_2-, 3 /2—), functiewaarde 0; P2 = (= % /2_, - % /7), functiewaarde 0;
P3 = (é /g, - é /E), functiewaarde-—% V63 P4 =(-% /3; % v6), functiewaarde % V6.
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Van de hoogtekaart zijn de nul-niveaulijnen (nullijnen) getekend, die het
vlak in vier gebieden verdelen waar f tekenvast is. De tekenverdeling is ook
aangegeven in de hoogtekaart. Hieruit blijkt onmiddellijk dat Pl en P2 za-
delpunten zijn. Beschouw V := {(x,y) | x <y A x2+y2 < 1}. Op V is

f(x,y) 2 0 en op de rand van V is f(x,y) = O. Aangezien V begrensd en geslo-
ten is moet f dus een maximum hebben in het inwendige van V; de enige kandi-
daat is P4, dus in P4 heeft f een globaal maximum t.o.v. V. Ten opzichte van
de gehele R? heeft f in P4 slechts een locaal maximum. Evenzo heeft f in P

3
een locaal minimum.

Voorbeeld 6. Bepaal de extrema van f(x,y) = x-+y2 op de verzameling

V= {(x,y) | x2+y2 < 1}. Beschouw eerst de inwendige punten van V, dat
zijn punten (x,y) met x2-+y2 < 1. Daar grad f(x,y) = (1,2y) # (0,0) zijn er
géén stationaire punten in het inwendige van V. Aangezien V begrensd en ge-~
sloten is en f continu, moeten zowel het globale maximum als het globale mi-

nimum op de rand gezocht worden. We tekenen de hoogtekaart.
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-y
B
N\ \% 2
X
C
% -
F2-1 t20 t9g ¢ TfR2
We zien direkt dat het globale minimum van f de waarde -1 heeft en aangeno-
men wordt in (-1,0). Om het globale maximum te bepalen zoeken we een getal c
20 dat de parabool x+y2 = ¢ raakt aan de cirkel x2+y2 = ]. De voorwaarde

waaraan c¢ moet voldoen is dan dat de vierkantsvergelijking x2-x-+c = 1] een
tweevoudige wortel heeft. Met de discriminant volgt dan | -4(c-'1) = 0;

¢ = 5/4. De tweevoudige wortel is x = }. Het globale maximum wordt dus aan-
genomen in de punten (3}, +} ¥/3); de waarde is 5/4.

We merken op dat het probleem om de extrema te bepalen van f(x,y) = x-+y2 op

de verzameling W := {(x,y) ] x2+y2 = 1}, dus op de rand van V, een andere _
oplossing heeft. Op W geldt y2 = 1-x% en -1 < x < 1; substitutie in f(x,y)
geeft £(x,y(x)) =-x2-+x-+l te beschouwen voor -1 < x £ 1., Deze functie

heeft voor x = } een globaal maximum met waarde 5/4. Er zijn randminima voor
x = -1, waarde ~1, en ook voor x = |, waarde 1. De functie f(x,y) = x+y2

heeft' dus op W de volgende extrema: globale minima met waarde 5/4 in (3,3/3)

en (4,-4/3);

\\
-
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een globaal minimum met waarde -1 in (-1,0); een locaal minimum met waarde +!
in (1,0). Als we de extrema van f(x,y) op V bepalen dan voldoet het locale
minimum niet; op de doorsnede van de x-as en V, d.w.z. op {(x,0) |-l <x g1},
heeft £ in (1,0) een globaal maximum want f(x,0) = x < 1 = £(1,0).
Als we dus van een functie de extrema op de rand van V bepaald hebben (bijv.
door eliminatie zoals in dit voorbeeld of met de methode uit 6.8), dan kﬁnnen

we niet blindelings deze extrema ook tot extrema van f op V verklaren.

Extrema onder nevenvoorwaarden

Beschouw het volgende probleem. Bepaal de extrema van f£(x,y) op de verzame-

ling van punten (x,y) die voldoen aan g(x,y) = O.
De volgende stelling geeft een nodige voorwaarde voor een extremum.

Stelling. Als f een extremum heeft onder de nevenvoorwaarde g(x,y) = 0 in een
punt a waar f en g differentieerbaar zijn en waar grad g(a) # 0, dan is er
een getal )\ zodat geldt

grad f(a) + A grad g(a) =

We bewijzen de stelling niet.

Meetkundig is de stelling als volgt plausibel te maken. De nevenvoorwaarde
g(x,y) = 0 is de vergelijking van een kromme K iniR?. Heeft f in het punt
a € K een extremum, dan raakt de niveaulijn van f in a aan de kromme K. De
raaklijnen vallen dan samen evenals de normalen en dat betekent dat de vector

grad f(a) een veelvoud van grad g(a) is.

Men gebruikt de stelling aldus.
Los x, y en A op uit de drie vergelijkingen
g(x,y) =0,

£ .(Xy) + A g (x,y) =

[
o

1
o

fy(x,y) + A gy(X.y) =

Is (xo,yo,xo) een oplossing van dit stelsel vergelijkingen,dan kan er in
(xo,yo) een extremum optreden. In punten waar grad g = 0 is de methode niet
toepasbaar; zulke punten komen dus ook voor extrema in aanmerking en dienen
apart onderzocht te worden.

De methode heet multiplicatorenmethode van Lagrange (X heet de multiplicator).
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Voorbeeld. Bepaal de extrema van f(x,y) = x + y2 onder de nevenvoorwaarde
2 2

X" +y =1,
Los op

x2 + y2 -1=0

1+ 2Xxx =0

| CAe-) e X2l Lo<tlVs
ey =0, . 2(he)s0< 2 7
B £ PR W
12

Oplossing:

A== (x,y)

A= 4 (x,y)

(1,0) 5 £(1,0) =1

(—190); f(-],O) = -1

A= =13 (x,y) (3, £} /53 3 £(4, 4 /53 = 5/4-

Met behulp van de stelling van Weierstrass concluderen we tot globale maxima

in (}, 4 v3), een globaal minimum in (-1,0) en een locaal minimum in (1,0).

Men kan de multiplicatorenmethode uitbreiden tot functies van meer variabelen
en meer nevenvoorwaarden.

Voorbeeld. Bepaal de extrema van f(x,y,z) onder de nevenvoorwaarden

g(x,y,2) = 0 en h(x,y,z) = 0.

Dit leidt tot het oplossen van x, y, z, A, en Ay uit het stelsel van vijf

1
vergelijkingen

[
+
>
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»
+
>
N
=2
it

0,

0,
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Hoofdstuk 7. Lineaire algebra

Voorwoord

Lineaire algebra is het deel van de wiskunde dat gegroeid is uit de theorie
van de stelsels van eerstegraads vergelijkingen in meerdere onbekenden.
Wiskundige beschrijvingen met behulp van eerstegraads (ook wel genoemd 1i-
neaire) betrekkingen worden in zeer veel gebieden van onderzoek gebruikt.
Om die reden worden methoden en resultaten van de lineaire algebra toege-
past in talrijke uiteenlopende gebieden van wetenschap. De grondslag van
het succes van de lineaire algebra is de synthese van twee geheel verschil-
lende benaderingswijzen, nl. de rekenkundige en de (abstract) meetkundige.
In de eerste benadering is de lineaire algebra een techniek ontwikkeld om
doelmatig en systematisch te rekenen met stelsels lineaire betrekkingen; in
de meetkundige benadering worden de objecten uit de lineaire algebra voor-
gesteld als meetkundige grootheden, waardoor ze een aanschouwelijke inhoud
krijgen. In dit hoofdstuk komen beide gezichtspunten naar voren; eerst het
rekenkundige en geleidelijk aan ook het abstract meetkundige. Beschouwingen

over stelsels vergelijkingen lopen als een draad door het hele hoofdstuk.

Bewerkinggn met matrices

Inleiding

Een matrix is een rechthoekig schema van getallen.

Voorbeelden. |1 4 4 X
2 1 2 als |2y [3,5,0,4,77 .
6 0

We spreken van rijen, kolommen, elementen. De volgende notaties voor een

matrix met r rijen en k kolommen zijn gebruikelijk:
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S VR 1
81 82 e Bp
A= A(er) =[a..] = . . . .
ij
_arl a., e ark‘

Is A een matrix dan geeft men soms het element in de i-de rij en j-de kolom
aan met Aij' Als de duidelijkheid er om vraagt gebruike men komma's:
£3,5,0,4,71; ai+1,j+l’

we dat A het formaat r bij k heeft, of dat A een (r x k)-matrix is.,

Is A een matrix met r rijen en k kolommen dan zeggen

Vanuit het rekenkundige standpunt zijn matrices niet meer dan een hulpmid-
del om ingewikkelde algebraische en numerieke berekeningen te systematise-
ren. We zullen voor matrices bewerkingen definieren die generalisaties zijn
van de bewerkingen met reele getallen (een reéel getal is op te vatten als
een matrix met &n rij en é&n kolom).

De inhoud van deze paragraaf is nu als volgt samen te vatten: Eerst definie-
ren we de som en het verschil van twee matrices (7.2.2), het product van een
matrix en een reeel getal (7.2.2) en het product van een matrix en een ma-
trix (7.2.3). In 7.2.4 worden deze bewerkingen geillustreerd aan een boek-
houdkundig voorbeeld. De nummers 7.2.5 en 7.2.6 geven enkele begrippen uit
de matrixrekening. In de daarna komende passages 7.2.7 en 7.2.8 wordt aan-
dacht geschonken aan matrices van speciale formaten. Tenslotte geven we in

7.2.9 een eerste reeks beschouwingen over stelsels lineaire vergelijkingen.

Optelling, aftrekking en jscalaire vermenigvuldiging

Definitie. Als A en B matrices zijn van hetzelfde formaat dan zijn de som

A+ B en het verschil A-B gedefinieerd door

(A + B)ij i= A., +B.. ,

i i (A-B)ij t= A,. - B.,. .

ij ij

Als A een matrix is en p € R dan is de matrix pA gedefinieerd door:

(pA)ij = pAij .
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Voorbeelden.
| 1 0 x 1 4 1 0 1 5 1 x 2
‘ 2 0 y 3 +1|5 2 3 1f=1{7 2 y+3 4|
< 3 0 1 0 a 1 0 3 a z+l 1
| 1 0 X 7 0 7x
712 4 y| = |14 28 7y| .
|
z 7 0 7z

: 1 0

We schrijven —A voor -1A. Duidt & een matrix aan waarvan alle elementen nul

zijn (een. zgn. nulmatrix) dan is

NCORRCS

Eigenschappen. Bij matrixbewerkingen wordt steeds verondersteld dat de for-

maten zo zijn dat de bewerkingen gedefinieerd zijn.

(A+B)+C=T[A,, +B,. +C..]=A+ (B+ 0
1] 1] 1]

A+ B

B+ A

A+d=0+Aa=2A

A-a=0d

(p + A =pA + qA

p(A + B) PA + pB

p(qA) = (pq)A .

7.2.3. Het matrixproduct

Van twee matrices A en B zullen we het product in de volgorde AB alleen de-

finieéren indien het aantal kolommen van A gelijk is aan het aantal rijen van
B.

.

Is A(mxn) = [aij]’ B(nXp) = [bij], dan is AB:=C = [cij] een (m x p)-matrix
gedefinieerd door

n
Cin :=.Z aijbjk , i=1,.00,m; k=1,...,p .

1
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Voorbeeld.
LI
* * * * * * * b22 * * * *
* * * * * * * b32 *| _ | * *
4 431 %3y @33 23, 235 q|l* Py ¥ * o3 7
.‘; * * * * * * * b52 * * * *
|
‘ _* b62 *—
| , (4%6) J6x3)  _ (4x3)
c +

32 = 831D g * agpbgy ¥ oagabay +oag b, +oagsbo, +oagebg, -

Nog een voorbeeld:

5 b
I 1 _ _
- [a],az]{gz] = [a]b1 + a2b2] = albl + a2b2

(bij een (1% 1)-matrix, d.i. een getal, laten we de haken weg);

- 1 PO L L b

i ?

| by| 17"2 bya;  b,a,

Men ziet dat de factoren in een matrixproduct niet verwisseld mogen worden.
Bij A(4x6) en B(6x3) is AB wel maar BA niet gedefinieerd. Is A vierkant
b (d.w.z. heeft A evenveel rijen als kolommen) dan is AA gedefinieerd; we

- schrijven AA =: Az.

Ogmerkingen.

1) 1 2ljo 2 1 2|2 - 1 2|2 -4
=d= =
0 ojlo -1 0 0ff-1 2 1 2]{-1 2
Uit PA = PB volgt niet A = B. Evenmin volgt uit CQ = DQ dat C = D. Uit
QR = ¢ volgt niet Q = & of R = d.

2) Als A en B beide (p x p)-matrices zijn, dan is

(A+B)(A - B) = A2 - AB + BA - B2

en omdat AB in het algemeen niet gelijk is aan BA, is dit niet verder te

vereenvoudigen,
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Eigenschaggen.
A(B + C)

AB + AC
(distributiviteit)
(A + B)C

AC + BC

(AB)C = A(BC) . (associativiteit)

Voorbeeld. Een steenfabriek fabriceert stenen in vijf kwaliteiten. De fa-
briek heeft vier magazijnen met verkooppunten. Voorraadgegevens worden nu
handig geadministreerd met (4 X 5)-matrices waarbij de rijen overeenkomen met
de magazijnen, de kolommen met de kwaliteiten.

Laat A de aanwezige voorraad op 1 januari 1974 voorstellen:

. P
magazijn | - ap a, a ar, a15
2> 18y 3y, a3 ay  ay
3> lag)  agy a3 ay  ag
S 2 33 s s
- 4 1 * + N
kwaliteit 1 2 3 5

(a34 is het aantal op 1~1-1974 aanwezige stenen in magazijn 3 van kwaliteit

4). Als B(AXS)

heden en C

(4x5)

voorraadmatrix per 1-1-1975.

Laten we aannemen dat grondstofkosten, fabricagekosten en verkoopprijs af-

hangen van de kwaliteit. Laat 8128ys- -

de fabricagekosten en VsV

'8¢ de grondstofkosten, f],f

de door de fabriek aan de verkooppunten geleverde hoeveel-

de verkoop gedurende 1974 voorstelt, dan is A + B - C de

gaeee

g9+ eV de verkoopprijs per steen zijn. Laat

I 17 ] E y
1 %2 * o &5 £ vy Pir P2 Py3

* * * * * g2 f2 V2 * * *

* * * * * g3 f3 v3 = * * *
A DT ] | L N N | 7S R T

85 fs Vs
A \ =3 P .

Dan stelt de k-de rij van P voor achtereenvolgens de in de voorraad van ma-

gazijn k geinvesteerde grondstofkosten (= Pkl)’ de geinvesteerde fabricage-

kosten (= ka)’ de verkoopwaarde (= pk3).
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Merk op dat de kolommen van A en de rijen van V corresponderen met het as-
pect kwaliteit en dat de elementen van P = AV sommen zijn over alle kwali-

teiten. Iets dergelijks treft men steeds aan in boekhoudkundig gebruik van

het matrixproduct.

Blokmatrices

Vaak is het handig een matrix opgebouwd te denken uit kleinere matrices;

bijvoorbeeld
1t %12 #13 | B 0 0 9
3.21 . . . . . . - P Q R
a . . . . . . =3 9
33] S T U
41 . L] . . . .
_aSI . . . . . 357-
waarbij
a a 834 235 335 33y
_ 11 12
P :" a a 9o 0y U := 8.44 - . . (]
21 22 a a
54 * * 57

Als alle formaten van overeenkomstige blokken overeenstemmen kan men matri-

ces optellen door de blokken op te tellen:

A1 B1 A2 B2 A1 + A2 B] + B2

¢, D ¢, D, Cp*C Dy *+D

Een analoge formule geldt voor vermenigvuldiging van blokmatrices.

De getransponeerde matrix

Is A een (r xk)-matrix dan is de getransponeerde AT een (k x r)-matrix die uit

A ontstaat door rijen en kolommen te verwisselen. Dus (AT)ij = Aji'
Is
1 6]
2 7
A=1]3 8
4 9
L.S 0_.
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dan is
AT=1 2 3 4 5 .
6 7 8 9 0
Eigenschappen.
(A+B)T=AT+BT; (AB)T=BTAT.
Vectoren

Matrices met slechts &én rij of slechts é&n kolom noemt men vectoren, (rij-

vectoren, kolomvectoren). We noteren kolomvectoren met onderstreepte kleine

letters: a. Een rijvector kan men dan aangeven met 3?.

. . n . v
In dit hoofdstuk is R de verzameling van alle kolomvectoren met n elementen.
Anders dan in andere delen van de wiskunde (en van deze syllabus) is het

in de lineaire algebra van belang het onderscheid tussen rijen en kolommen

strikt te handhaven.

n . e e . . ,
InR" is door de definities uit 7.2.2 een optelling u+v en een scalaire ver-

menigvuldiging pu gedefinieerd:

v [u, + v, ] u ] [pu. ]
Yy 1 Yty Y Py
) Vol M2t V2 ) PU,
Rl I . s Pl =1 . .
Lun- Lvn— Lun + Vn- _un_‘ Lp Un-

Een belangrijk begrip in R" is het inwendig product van twee vectoren, gede-

finieerd door:

n
Vit UV, feetuv o= Z u.v, .

(2’_‘_7_ + 27_) = (E’X) + (_P_;Y’_) 5
(pu,v) = p(u,v) (p eR) ;

(u,u) 2 0 en uit (_g,_t.l) = 0 volgt u =0, waarin




_43_

|o
u
-

de nulvector is,

Het inwendig product zal nog op vele plaatsen opduiken (7.2.9, 7.4.3,
7.4.5, 7.8.5 enz.); inIR? en R’ kennen we het al.

Is gz de i-de rij van een matrix A, hj de j~de kolom van een matrix B dan
is (AB)ij = (*—‘i’l—’j)' . .

Als Aceen (r xk)-matrix is, x e R, y € R", dan geldt:

() = 4o’y = ATy = (T = @Ay

7.2.8. Enkele soorten vierkante matrices

Hoewel 7.2.8 op dit moment de functie heeft een aantal voorbeelden van ma-
trixvermenigvuldiging te laten zien, zullen we de geIntroduceerde begrippen:

eenheidsmatrix, inverse matrix, diagonaalmatrix en permutatiematrix nog vaak

tegenkomen.

© 7.2.8.1. Eenheidsmatrix

0 0 . . O]

0 1 o . . 0

I(n><n) .- |0 0 1 . . 0

o o o . . 1

d.w.z.
1 als i = j ,
Ii' 1= Gi. t=
J J 0 alsi# j .

(Gij heet het symbool van Kronecker; Kronecker-delta).
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Er geldt:

mxn)

plmxn) L (axn) o ( ,

; p(xn) o (axp) _ o(nxp)

- 7.2.8.2, Inverse van een vierkante matrix

. .. . xn
Laat A een (n %X n)-matrix zijn. Als er een matrix B bestaat zodat BA==I(n ),

dan heet B de inverse van A, notatie A—l. Later zullen we bewijzen dat dan

-1 . . P
ook AA ° = 1 en dat een vierkante matrix ten hoogste &én inverse heeft.

Eén voorbeeld: als we de inverse willen bepalen van

;]

moeten we X, y, u en v vinden zd dat

f x yl[3 21 [1 o

’ u v||7 5 i 0 1

‘ Of:

3 3x + 7y =1 3u+ 7v=0

: {2x+5y=0 {2u+5v=1

i We vinden: x = 5, y = -2, u = -7, v = 3, en dus
? 3 2] 5 -3

| 7 5 i -7 3]

Merk op dat inderdaad

3 2[5 -2 1 0

7 5](~7 3 0 1

Als een matrix A een inverse heeft dan heet A inverteerbaar.
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7.2.8.3, Digggnaalmatrix

D (nxn)

= [dij] heet diagonaalmatrix indien d;; =0 als i # j. Rechtsverme-
]nigvuldiging met een diagonaalmatrix betekent vermenigvuldiging van de ko-

lommen, linksvermenigvuldiging betekent vermenigvuldiging van de rijen:

a5p 3y 3P 00 Pay  98p Tréyy
31 33 3|0 9 0 =pay; qay, rayl,
231 @3 33|00 =l |pay  qayy rag,
e 0 O]fay; =, 3] [pay; e, pay]
0 a 013y, 3y 23] = |42, da);, day,
0 0 r a3 2y a33_ L?a3l ra,, ra33~

Als van een (n X n)-diagonaalmatrix D alle diagonaalelementen Dii # 0 zijn
;‘ ' dan is D inverteerbaar en D-1 is een diagonaalmatrix met
1 -1 1 .
: (D .. = . (i =1,...,n).

11
i 11

7.2.8.4. Permutatiematrices

Veranderingen van de volgorde van de rijen of kolommen van een matrix kan
men verkrijgen door links~ of rechtsvermenigvuldiging met zgn. permutatie-
matrices. We geven de algemene definitie maar beperken ons verder tot een
voorbeeld van een (3 X 3)}-matrix. Zij f een bijectie van {1,2,...,n} in
{1,2,...,n} (f heet ook wel een permutatie van {1,2,...,n}, zie 1.3, dan

is de permutatiematrix P behorende bij f gedefinieerd door:

1 als i = £(3)
P.(I}xn) o= of P.(r.lxn) = . f(.) (i’j = ],-.o’n);
] 0 als i# £(3), ] 1,10

in elke rij en kolom van P staat dus precies &én 1.
Laat nu een permutatie f van (1,2,3) gegeven zijn door £(1) = 3, £(2) =1,

£(3) = 2, dan is de permutatiematrix

0 1 0
0 O 1
1 0 0

P =
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Nu is
411 %12 33 ro 413 %11 %2
281 2 23 = a3 3 2p
az; 83 agf[l 0 0 233 231 3
en
0 1 Ojta;, a, a5 2y 2y 3y
0 0 1ljay; 8y 8,30 = ja3) a3, d;3
I 0 0fjag a3 a0 |3 3 23

) Merk op dat de j-de kolom van AP gelijk is aan de f(j)-de kolom van A, ter-—

wijl de i-de rij van A als f(i)-de rij van PA optreedt.

7.2.9. Stelsels lineaire vergelijkingen

Stelsels lineaire vergelijkingen kunnen eenvoudig worden geschreven m.b.v.

matrixnotatie. Is

ro r, )
) X 1
) 2
mxn *
A( )=[ij]’§= s E: ’
X b
| 0 | m]

dan is het stelsel vergelijkingen

allx] + alzx2 +,..% alnxn = b]

82]X1 + azzxz +...+ a

L]
o

2nxn 2
1

.

am]x] + amzx2 +.00t amnxn bm

ook te schrijven als: Ax = b.

Uit de eigenschappen van matrixvermenigvuldiging kan een aantal belangrijke

gevolgen voor lineaire vergelijkingen worden afgeleid.
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Het is duidelijk dat x v Ax een afbeelding Rn > R® is. Het oplossen van het
stelsel Ax = b betekent het be_palen van alle vectoren, die door deze afbeel-

ding op b worden afgebeeld.

Op de volgende uiterst belangrijke eigenschappen van de afbeelding x b Ax

zullen we vanuit verschillende gezichtspunten nog meermalen terugkomen.
1) Is A een (m x n)-matrix dan volgt uit Xxb Ax, y» Ay, p € R dat:
X+ yr Ax + Ay ,
pPX P pAx .

2) Is A een (m X n)-matrix en B een (p x m)-matrix, dan geldt voor de samen-
gestelde afbeelding van de Can +]Rm)—afbee1ding X P AX en de GRm ->]Rp)
afbeelding y » By:

x b B(Ax) = (BA)X .

We keren terug tot vergelijkingen en beschouwen
{x e R" | Ax = 0 « R®}=: N(a) ,

d.i. de verzameling van de oplossingen van het zgn. homogene stelsel verge-
lijkingen Ax = 0. N(A) heet de nulruimte van A en ook wel de oplossingsruimte
van Ax = 0. We zien dat N(A) # ¢ is, omdat Q0 € N(A). Uit 1) volgt: als

u € N(A) en v e N(A), p € R, dan is ook u+v € N(A), pu € N(A).

Voor een inhomogeen stelsel vergelijkingen Ax = b (b ¢ ]Rm, b # 0) geldt nu:

als -3 ¢ R™ een oplossing is (d.w.z. Aa = b) dan is de algemene oplossing
a + N(a) := {_;_1_+_)_<_|§6N(A)} .

De analogie met hetgeen in 5.3.1, 5.4.2.1 over differentiaalvergelijkingen

gezegd is ligt erg voor de hand.

. . -1
een inverse heeft, dan kunnen we uit Aa = b concluderen: A Aa =

=A b, Ia-= A_I:D_, as= A_l__b_. Is A vierkant en inverteerbaar, dan heeft het

b voor elke b € R" precies &én oplossing, nl. A-lp_; i.h.b. is
dan N(A) = {0}.

stelsel Ax
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Met behulp van de begrippen uit deze paragraaf kunnen we het stelsel (I)
nog op twee andere manieren schrijven. Elk van deze schrijfwijzen zal later

een eigen meetkundige interpretatie krijgen.

7ij
- -] roJ
&1 212 4n
o e |2 o e 722 4 iz |m
a Sl ey e, -l
_am 1] _am2d _amn_

dan kunnen we (1) ook schrijven als

X8, * xy8, to.tx a = b.
Zij
T . — T » o
g = [all’a12""’aln] »  Cy i [321’322""’a2n] seesy
T
Sy 3T [am],amz,...,amn] s

dan is (1) te schrijven als:

" (Sl si) = b]
) (22’1{_) = b2
L (Emsz) = bm .

7.3, Voorbeelden en toepassingen

7.3.1. Inleiding

In deze paragraaf worden voorbeelden gegeven van het gebruik van matrixreke-
ning in een aantal toepassingsgebieden. Deze voorbeelden dienen als motive-
ring voor de begrippen die in 7.2 zijn ingevoerd en voor beschouwingen uit
latere paragrafen. Er wordt echter niet naar terugverwezen zodat men een of

meerdere van deze voorbeelden desnoods kan overslaan.
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7.3.2. Een transportnetwerk

Vier steden P, Py, P3 en P, bezitten ieder een gasfabriek. Er liggen zes

pijpleidingen, | t/m 6, volgens onderstaand plaatje, die we willekeurig van
een richting voorzien.

Py
(
1 v P2 P,
L B
P,

/ (Een dergelijk systeem bestaande uit eindig veel punten met gerichte verbin-

dingen heet een gerichte graaf.)

De prijs van een m~ gas in Pk is W . Uit Pk wordt per tijdseenheid u m3
gas uitgevoerd (uk < 0 betekent invoer); het prijsverschil per m3 tussen

eindpunt en beginpunt van pijp L is Voo bijv. Ve = W3 T W, Langs pijplei-
ding % wordt per tijdseenheid t, m3 gas vervoerd (tz < 0 betekent dat het
transport tegen de pijlrichting in geschiedt). We nemen aan dat geen gas
verloren gaat.

2ij
o o ) Vi
1 Y t2 V2
w o= 2{, u:= Y sy L= t3 s v i= V3 .
‘W3 u3 t4 V4
WA Y4 ] ts Vs
6] %6
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De onderlinge ligging van de steden en pijpleidingen wordt beschreven door

een matrix A(4x6)

= [a,.] waarvan

1] .
1 als P, beginpunt is van pijp j;
a;; i=qy-1 als P, eindpunt is van pijp j;

1]
4] anders.

" Dus |
1 0 1 1 0 0] 52&6“&1.4béh~ Ko tho 47 ity
Slre =/ VOOV ( poniriy s b | hee sy
0 1 -1 0 -1 0 o il
A= . b~ éﬁ/A?éauCZn;/ b 8, L3 A ¥,
0 -1 0 -1 0 -1
-1 0 o o 1 1]

De samenhang tussen u, t, v en w wordt nu gegeven door

u = At ; v = —Aiw .

7.3.3. Een electrisch netwerk

Beschouw het volgende netwerk.,

We nummeren de knopen P], P P3, P4; de takken 1,2,...,6. Laat stromen

2’
i],...,i6 volgens pijlrichting door de draden lopen, waarbij volgens de

gebruikelijke tekenafspraak it < 0 betekent dat de stroom in tak t tegen

de pijlrichting in loopt.
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De meetkundige structuur van het netwerk wordt beschreven door de matrix

(4x6) s
A 1= [akt] waarbij

1 als knoop k beginpunt is van tak t,

a =4 -1 als knoop k eindpunt is van tak t,

kt
0 anders .

Deze matrix is dezelfde als in het vorige voorbeeld.

Laat
. = -
Y1 3
w o= "2 en j := T2
3 74

waarbij Wy de spanning in Pk en jk de in Pk van buiten binnenkomende stroom

is. Zij voorts:

v, i R1 o . . ..0
v2 12 0 R2 e e e

v o= |, s 1= |. ’ R = |° oo ’
j@ f@‘ P o . . . RQ

waarbij Ve het spanningsverschil over tak t,Rt de weerstand in tak t voor-
stelt.
De wet van Ohm in matrixvorm luidt nu: v = Ri.

Voorts is de stroomwet van Kirchhoff in matrixvorm: i_ Ai.

IA:E.

Voor de spanningen geldt: v = A?z. We vinden j = AR~
Vergelijk dit voorbeeld met 7.3.2; let vooral op de tekenconventies in beide

voorbeelden.

7.3.4. Rettingmatrices van een tweepoort

1 Beschouw een tweepoort dat is een electrisch netwerk met twee ingangen en

twee uitgangen, waarbij het verband tussen de ingangsgrootheden i] en V1 en

de uitgangsgrootheden 12 en V2 lineair is.
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+ g e ettipe—y |-
Yi V2
— G——— ——— e —

Er zijn verschillende methoden om de afhankelijkheden tussen de stromen i]

en i2 en de spanningsverschillen V1 en V2 uit te drukken:
LA TR APY I ES . . .
v.| = |z z ; impedantiematrix
2] [f21 22|72
-11- -Yl] YIZWFVI-

| (1= ly ¥ v admittantiematrix
2| T2 T22f('2)

Merk op dat de admittantiematrix de inverse is van de impedantiematrix.

We zullen in dit voorbeeld gebruik maken van zgn. kettingmatrices:

} V1 a b V2
1 ¢ a2

Deze kettingmatrices hebben de volgende fraaie eigenschap:

——— S—- > et -+
—_ e} - -

Schakelt men een tweepoort met kettingmatrix B achter een tweepoort met

kettingmatrix A, dan is het resultaat weer een tweepoort nu met kettingma-

o e
s LIRS

- ; L 5 -iq
v, v, AN v, A Lot

| 1 3 T

trix AB. Immers V2 = V3 en -12 = 13 zodat




Uit het feit dat

{;
1 7 ot 0
-1 -1 = | -1 -1

R] 1 R2 1 Rl + R2 I
de kettingmatrix is van de tweepoort bestaande uit twee parallel geschakel-

de weerstanden volgt de bekende formule voor de substitutieweerstand

1 1 1
— I evmass o — .
R Rl R2

De kettingmatrix van onderstaand laddernetwerk met n mazen en alle weerstan-

4%4? d*tﬂz

den 1Q is -
{
[ 7
n | /7 /7/% /
2 l .-{ i 6’ i
[ ] ol ,f'“ 4 /4'/:@ ¢
—ANVYY NWW VYV MYV MW "M MWV
1 2 3 n

Door volledige inductie bewijst men

n
2 I d2n+1 d2n
n=1,2,00. ,

1 1 d2n d2n--l
de in 1.2 ingevoerde getallen van Fibonacci voorstellen.

waarbi] dk
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Evenwicht van de prijsbalans

Een n~tal producenten B],...,Pn produceren elk &én product SETEENY- S Pi
koopt en verbruikt per jaar een deel, nl. aij’ van de jaa?productie van het
product gj. We nemen aan dat het systeem van producenten en producten geslo-
ten is, d.w.z. dat de gehele productie aan gl,...,gn door P],...,Pn‘wordt
verbruikt en dat niets van buit~n het systeem wordt toegevoegd. (Deze aanna-
me is iets minder streng dan op net eerste gezicht lijkt omdat we altijd
kunnen veronderstellen dat een overproductie aan 8; door Pi wordt opganomen
en dus verrekend wordt in aii')

Voor de matrix A = [aij] geldt nu:

a.. 20 (i,j = 1,...,0) ; (n

n
Y a..=1 (G =1,...,n0) (2)

(Pl""’Pn gebruiken per jaar de hele geproduceerde hoeveelheid gj).
Een matrix A die voldoet aan (1) en (2) heet ruilmatrix. Laat wj de prijs

van de jaarproductie aan gj zijn. De uitgave van Pi is dan

de inkomst van Pi is W, (interpreteer dit goed als a;. > 0).

Beschouw de prijsvector w = [WI’WZ""’Wn]T° De notatie w = 0 betekent

W, 20l =1,...,n). Het productiesysteem met ruilmatrix A heet in even-
wicht als er een prijsvector w > 0, w # 0 bestaat z0 dat geen van de produ-
centen Pl""’Pn genoodzaakt is meer uit te geven dan hij ontvangt. Even-

wicht betekent dus dat er eenw 2 0, w #.g bestaat zd dat w-Aw 2 0 of:

Avw < w . (3

Een vector w die aan (3) voldoet heet een stabiele prijsvector van A. Het
lijkt alsof dit een ongelijkheid is; dit is echter niet zo, want voor ie-
dere w die aan Aw < w voldoet is Aw = w. Stel nl.

akjwj voor zekere k € {1,2,...,n} ,

n
Aw < w en w, > z

dan is
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i
hetgeen onmogelijk is. Een veel kortere manier om het bovenstaande bewijs
weer te geven is de volgende: zij j = [1,1,...,1]T; de voorwaarde (2) kan
nu geschreven worden als i?A = i?. Als nu Av < w, Aw # w zou zijn, dan zou
i?Az < jTE zijn; evenwel i?Ay = i?ﬂ’ tegenspraak.

De stabiele prijsvectoren zijn dus oplossingen w 2 0, w # 0 van Aw = w of
(T - Aw = 0. (Een vector w # 0 waarvoor Aw = w heet een eigenvector van A
bij eigenwaarde 1, zie 7.8.3.) Als w een oplossing is en r 2 0, dan is ook
rw een oplossing; voor evenwicht is alleen de onderlinge verhouding der
prijzen van belang. Men kan bewijzen dat er bij iedere A die aan (1) en (2)

voldoet,een w 2 0, w # 0 bestaat met Aw = w.

Markov-processen, een bevolkingsprobleem

In een land trekt elk jaar 24 % van de plattelandsbevolking naar de stad en
vestigt zich 17 van de stadsbevolking op het platteland. In het jaar t = 0
woont 607 van de bevolking in de stad, 40% op het land. Hoe is de situatie
1 jaar later en 10 jaar later en op den duur, aangenomen dat zowel op het
platteland als in de stad de bevolking niet door andere oorzaken verandert
(de geboortes en sterftes compenseren elkaar).

zij

waarbij S, het gedeelte van de totale bevolking, N, is dat in jaar t in de

stad woont en Zt het gedeelte dat op het land woont. Dan is:

SIN = 0.99 soN + 0.025 QON

2N = 0.01 s,N + 0.975 2oN -
Met
0.99 0.025
P :=
0.01 0.975
staat hier: x, = Px..




j Hieruit volgt x
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o= PIO§O' De matrix P heet de overgangsmatrix van het pro-

ces. (Merk op dat een dergelijke matrix in 7.3.5 ruilmatrix genoemd werd.)
Als we een oplossing x # 0 van Px = x (eigenvector bij eigenwaarde 1) kunnen

vinden, dan beschrijft deze een stationaire verdeling. Schrijf

en noem de gezochte oplossing van Px =.§:.§==[s,2]T met s+¢ = 1, dan vinden

1 T . . q_ .5 _
P+ q [q,p] . In de stationaire toestand woont dus het >+ 7 de

deel van de bevolking in de stad.

we X =

Een productieproces

Een drinkwaterfabriek maakt ruw grondwater geschikt voor levering aan een
waterleidingbedrijf door het viermaal een periode van biologische zuivering
te laten ondergaan. Deze vier perioden zijn even lang. Het bedrijf beschikt
over vier bassins, genummerd 1,2,3,4, waarin achtereenvolgens de eerste,
tweede, derde en vierde zuivering plaatsvindt. Alle vier bassins zijn ge-
lijktijdig in bedrijf. Na afloop van elke zuiveringsperiode wordt water .
overgepompt van bassin 4 naar het waterleidingbedrijf, van bassin 3 naar 4,
van 2 naar 3 en van 1 naar 2. Bij het overpompen van water uit bassin i

(i =1,2,3,4) blijft een vast deel, d, van de inhoud in bassin i achter,
een vast deel, b, komt in de volgende productiefase, en de rest, 1-b-d,
gaat bij het overpompen verloren. Tenslotte wordt voordat de nieuwe periode
ingaat, N m3 onbewerkt grondwater in bassin 1 gebracht. In de vector

s(t) = [s](t),sz(t),s3(t),s4(t)]T stelt si(t) het aantal m3 water voor, dat
zich gedurende periode t in bassin i bevindt. Aan het einde van periode t

wordt dan bsa(t) m3 aan het waterleidingbedrijf geleverd.

zij
] [d o o 0]
0 b d 0 0
v o= s A := ’
0 0 b 4 0
0] 0 0 b 4]

dan is s(t + 1) = v + As(t).




We willen berekenen hoe groot de inhoud van de bassins moet zijn opdat deze
elke periode dezelfde is. Dit betekent dat we een g_eIRA dienen te be~
palen die voldoet aan s = v + As. Anders geschreven: (I - A)s = v. We kun-

nen dit stelsel vergelijkingen direkt oplossen en vinden dan

2 3
o = N b b b

T
ST a0 a-ab

]

We zullen dit resultaat nog langs andere weg afleiden. Als we over de inverse

van I-A zouden beschikken, zou de oplossing zijn: s = (I-—A)—lx. Nu is

2 I

(I - AT +A+A% +...+ A% =1 -

DezebetrekkingdoetaanmachtreeksendenkenuWedefiniéreneen1imietbegripvoor

matrices aldus: lim Bn = B betekent dat alle Bn en B hetzelfde formaat heb-
n->ro°

ben en dat lim (B

B.. voor alle i en j.
n>eo ]

nij "

We zullen nu bewijzen dat de matrix-machtreeks I + A + A2 + A3 +... conver-

geert. Het is dan duidelijk dat de som de inverse is van I - A.

Zij
0 0o o0 o
1 0 0 o
; Z = ,
0 1 0 o0
0 0 1 0]
dan is
0 o0 o0 0] 0 0o o0 0]
0 0 0 0 0 0 0 0O
Zz= ’Z3=
1 0 0 0 0 0 0 0
0o 1 0 0 1 0 0 o
4 2 2 2.2 _
en Z = 0. Nu geldt A = dI + bZ; A" = d°I + 2dbZ + b“Z° (bedenk dat IZ =
=21 = 2); &% = &1 + 3¢%bz + 3ab%2% + b323. omdat z¥ = ¢ voor k > 4, is al-

gemeen volgens het binomium van Newton (1.3.7):

A" = g0 4 (?)dn—lbz + (‘;)d“'zb?-z2 N (g)dn’3b3z3 voor m = 3.
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Hieruit volgt:

I a%= (] a1+ ] Ma®hez v (] (a i’
n=0 n=0 n=1 n=2

n n-3)

(] Ga i,
n=3

waarbij A0 := I, Omdat 0 < d < } zijn de machtreeks z d" en haar afgelei-
n=0
den naar d convergent (zie 3.4.3 en haar gevolg) en er geldt

[+

I d@=a-07, [ a7 a-0F,

n=0 n=k
Hieruit volgt:

«©

y A= (1 - T N T L (- d) %33 -

n=0
b a-a’! 0 0 o |
-0 a-a! 0 0 ,
- - i} } = (I - &)
a-% a-9% a-a! 0
a-a™ a-o a-a a-a7Y

7.4. Analytische meetkunde in:m3 en meetkundige terminologie in R" met n > 3

7.4.1. Inleiding

In deze paragraaf worden toepassingen van de matrixrekening in de analytische
meetkunde besproken. Hoewel we de elementen vanilR2 enZR3 in dit hoofdstuk
als kolommen noteren handhaven we de opvatting dat het de cartesische coor-
dinaten van punten in vlak en ruimte zijn, zie 1.5. Bovendien vatten we

a niet alleen op als een punt maar ook als de verbindingspijl van 0 naar dit
punt. We herhalen deels aan de hand van uitgewerkte voorbeelden,een gedeelte
van de analytische meetkunde in de ruimte. Men herhale voor zichzelf de een-
voudigere resultaten in het vlak.

In 7.4.5 voeren we ook voor R" met n > 3 een meetkundige terminologie in.
Het zal blijken dat deze n-dimensionale meetkunde een nuttige intuitieve
steun is bij vele formele algebraische bewerkingen en resultaten. Deze pa-
ragraaf is de directe aanleiding tot de abstract meetkundige beschouwingen

waaraan het grootste deel van dit hoofdstuk gewijd zal zijn.
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Lijnen en vlakken

.. . . T
Bij gegeven vectoren v # 0 en a in R° is x = [x,y,2]" = a + Av, een parame-
tervoorstelling van een rechte door a (steunvector) met richting v (rich-

tingsvector).

Zijn v en w twee vectoren zd dat de punten 0 (de oorsprong), v en w niet op

een rechte liggen, dan is

X=3a+ v+ w
een parametervoorstelling van een vlak door a evenwijdig aan het vlak door 0,
venw.

Een vlak wordt ook gekarakteriseerd door een vergelijking ax + by + cz = d;

uit een parametervoorstelling vindt men de vergelijking door A en u te eli-

mineren. Merk op dat X =a+ Av + uw drie lineaire betrekkingen zijn, nl.

‘X = a1 + Avl + uwl a1 v1 w1
y=a, + sz + uw2 als as= a,l » v = Vol » W= v, .
z = a3 + Av3 + uw3 a3 v3 w3

Het werken met parametervoorstellingen wordt nu geillustreerd aan zes voor-

beelden.

Voorbeeld 1. Beschouw de rechte x = [l,l,l]T + [0,1,2]T.

Het punt [1,3,5]T ligt op de rechte (neem A = 2). Het snijpunt met het
(x,y)-vlak (vergelijking z = 0) vinden we uit: 0 = z = 1+2), \ = -4; snij-
punt [l,i,OJT. De rechte snijdt het (y,z)-vlak (x=0QC) niet, omdat (de verbin-

dingslijn van O en) [O,I,ZJT evenwijdig is aan het vlak x = 0.

Voorbeeld 2. Beschouw het vlak

x = [1,2,31% + a00,1,137 + uC1,0,-237 .
Het snijpunt met de y-as vinden we uit:

0=x=1+yq u= -1 T
H H snijpunt [0,~-3,0] .

0 3+ A= 2u A==5

]
1]

z

De vergelijking van het vlak is 2x -~y + z = 3,
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De snijlijn met het (x,y)-vlak wordt gegeven door het paar vergelijkingen:

z =0
2x -~y +z =3

of ook door

z =0
2x -y =3,

Deze snijlijn heeft bijv. als parametervoorstelling (neem x = A, dan ig

'y=-3+2)\, z = 0);
x = [0,-3,01% + al1,2,01T .

Voorbeeld 3. Het snijpunt S van de rechte x = [l,l,l]T + A[O,I,ZJT'nmt.hetvlak

2x =y + z = 3 vinden we door X op te lossen uit

2(1) = (1 +A) + (1 +2)) =3 .

We vinden A = 1, § = [1,2,3]T.

Voorbeeld 4. Om een parametervoorstelling te vinden van het vlak met verge-
lijking 2x - 4y + 3z = 12 stellen we bijv. y = A\, z = 2u, dan is

X = 6 + 2\ - 3y, zodat we hebben verkregen

x = [6,0,017 + a2,1,01% + u(-3,0,217 .

Voorbeeld 5. Om een parametervoorstelling te vinden van de snijlijn van de
vlakken x + y = 1, 2x =y + z = 3 stellen we bijv. x = A; dan is y = 1 - A,

z = 4 -3\, zodat we vinden: -

x = [0,1,417 + al1,-1,-31T .
Voorbeeld 6. Het vlak door de punten
T T T
ar= [a],az,aBJ » b= [bx’bz’b3] en c = [cl,cz,c3]

die verondersteld worden niet op een rechte te liggen, heeft als parameter-

voorstelling

x=ctab-a) +uc-a .
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Meetkundige betekenis van het inwendig product

Is a = [al,az,aBJT, b = [bl,bz,b3]T dan definieerden we (zie 7.2.7)

(a,b) = a]b1 + a2b2 + a3b3 .

Volgens de stelling van Pythagoras is (a,a) dus gelijk aan het kwadraat van
de lengte van het verbindingslijnstuk van O en a. We noemen dit de lengte
van a, notatie lg[, Lg[ = Y(a,a). Dan is (wederom op grond van de stelling

van Pythagoras)

la-bl =V@-B 2-® =[(a -b)° + (g, - b)?

2.4

de afstand van a tot b.

Zij ¢ de hoek tussen de rechte door 0 en a en de rechtedoorQ en b dan is vol-

gens de cosinusregel:

lal® + |5/ - 2]a||b]cos o = [a - b]?

Wegens
|a - b|2 = (a-Db, a~-b) = (a,a) - 2(a,b) + (b,b)

volgt dan:

(2,0) = |allblcos o .

Is i.h.b. cos ¢ = 0 dus a L b, danis ook (a,b) = 0. Is ‘§_| #0# |p_l dan
volgt omgekeerd uit (a,b) = 0 dat a 1 b. We zullen van nu af (a,b) = 0 vaak
aangeven als a L b (ook al is een van beide misschien 0). We illustreren het

gebruik van het inwendig product aan een aantal voorbeelden.

Voorbeeld 1. De rechten x = [1,1,6]T + M:l,—2,—1]T en

X = [3,-1,2]T + u[-l,Z,-SJT zijn loodrecht omdat het inwendig produkt van-

hun richtingsvectoren nul is.

Voorbeeld 2. De vergelijking van een vlak L v is: (x,v) = C. Zij gegeven een
vlak met vergelijking ax + by + cz = d, dan is de rechte door 0 en [a,b,c]T

loodrecht op dit vlak.
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Voorbeeld 3. De vergelijking van de bol met middelpunt a en straal r is:
(§ - a X~ a) = r2. Het poolvlak van p t.o.v. deze bol heeft als verge-
lijking: (x - a, p - a) = r2. Dit vlak staat dus loodrecht op p - a. Als
P zelf op de bol ligt (dus (p-a p-a)-= rz), dan is het poolvlak raak-
vlak aan de bol in p.

Voorbeeld 4. Voor de hoek ¢, dic a = [2,2,1]T maakt met de y-as, gelat

cos ¢ = 2/3 .

Voorbeeld 5. Bepaal de afstand van as= [—1,2,3]T tot de rechte
£ 2 x=[-1,14,-3] + A[-1,2,-2] .

Het vlak door_g loodrecht op % heeft als vergelijking:
X + 2y - 2z = -1,

De lijn & snijdt dit vlak in b = [3,6,5]T.

De afstand van a tot b is de gevraagde afstand; deze is (42 + 42 + 27)

=6,
Voorbeeld 6. Om de afstand te bepalen van de rechten
2 x =[0,1,07 +al2,1,17
en
m:ox = [0,~1,317 + ul1,2,137
nemen we een willekeurig punt op & : [2Xx, A + 1, A]T,en een willekeurig
punt opm : [y, 2u -1, p + 3]T. De voorwaarde dat de verbindingsvector van

beide punten met [2,1,1]T en met [],2,1]T inwendig product 0 heeft, leidt

tot twee vergelijkingen in X en pu:

22r =W + A - 2p+2) + A=-u=-3)=0 s
Cr=-w +2(0=-2p+2)+ A-pu-3y=0.
De oplossing A = 1, u = 1 geeft de punten op £ en m waartussen de af-

stand van de rechten wordt aangenomen. Deze punten zijn [2,2,]]T op £ en
[1,1,4]T op m; de afstand is V11,
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Voorbeeld 7. Alle vectoren X = [x,y,z]T # 0 die gelijke hoeken maken met

as= [2,2,1]T en b = [4,0,3]T voldoen aan:
[alTx] =~ TefTxT

Uitwerking levert x - 5y + 2z = 0, d.i. de vergelijking van het bissectrice-

vlak in a en b.

e e - i s

Voorbeeld 8. Als van een viervlak twee paren overstaande ribben elkaar lood-

recht kruisen, is ook het derde paar onderling loodrecht.

Bewijs. Laat de hoekpunten van het viervlak zijn 0, a, b en ¢, en laat gege-
ven zijn dat ribbe (0,a) L ribbe (b,c) en ribbe (0,b) L ribbe (a,c). Met ge-

bruik van het inwendig product kan men deze gegevens uitdrukken als

(a,b-¢) =0, (b,a-c) = 0, waaruit direct volgt (c,a~b) = 0 ofwel ribbe
(0,c) 1 ribbe (a,b). g

7.4.4, Het uitwendig product

Anders dan het behandelde in 7.4.2 en 7.4.3 zal het nu in te voeren uitwen-
dig product niet van ]R3 tot R® gegeneraliseerd worden. Het speelt in de 1i-
neaire algebra verder geen rol; we introduceren het hier slechts omdat het

in de analytische meetkunde soms handig is.

| Zij a = [al,az,aBJT en b = [b],bz,b3]T,' dan definiéren we het uitwendig pro-

duct (of vectorproduct) a x b door:

T
axb:= [a2b3 a3b2, a3b] a]b3, a]b2 aZbl] .

( Men kan eenvoudig inzien dat

axbia, axbib.

Voorbeeld. De vergelijking van het vlak door 0, a en b is: (x, a b) = 0.
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7.4.5. Meetkundige tefminologie inR" (n > 3)

Ook voor R" met n > 3 voeren we een meetkundige terminologie in. Neem bijv.
T

n = 4. Het punt 0 = [0,0,0,0]" heet de oorsprong; {[2,0,0,01" | a ¢ R} heet

de x-'as, enz, De verzameling {x ¢ ]R4 ] X = a+ v, A € R} heet een rechte

met a als steunvector en v als richtingsvector (v # 0).

Evenzo zeggen we als (x,y) = 0: X Ly, x loodrecht op y.

We noemen '/(.’E'X » X—y) =: |§'Xl de afstand van x en y; de afstand van X
tot O, le = ¥(x,X), heet ook de lengte van x. ‘
I - = == =

Het is duidelijk dat het afstandsbegrip in R® voldoet aan:

\ x- x| = o] =0 ;
|-yl >0 alsx#y;
x-yl=1ly-x|.

;r; Een andere eigenschap:
lx-y < lx-z2] +]z-3l,

de driehoeksongelijkheid voor afstanden in ]Rn, volgt uit de ongelijkheid van

Cauchy-Schwarz:

Stelling (ongelijkheid van Cauchy-Schwarz). Voor alle x,y € R geldt:

|| < |x]]yl .

Bewijs. We moeten aantonen dat (5,1)2 < (x,x) (y,y) .

Als x = 0 is de bewering triviaal. Als x # 0 is voor alle A € R de kwadrati-

sche functie

_ (Ax+y, x+y) = Az(z@ +2x(x,y) + (¥,y) 20 .

Voor de discriminant geldt derhalve 4(§’X)2 - 4(x,x)(y,y) < 0. {
Opmerkingen. 1) Als x # 0 dan volgt uit | x,7) ] = |x||y| dat er een 2 ¢ R

bestaat waarvoor AX + y=20.

2) De ongelijkheid van Cauchy-Schwarz maakt het mogelijk om in R™ de hoek 9

tussen X en y (x # 0 # y) te definiéren door

1 (x,y)
cos ¢ :=

C o IxIyT

De driehoeksongelijkheid is nu als volgt af te leiden:

R LT I R Ll PR L 2x-2z,2-y) + |z - y|* <

A

x-zl®+20x-zllz- g + |z - y|? - (x-z|] + |z-yD? .

tsllese  Ang Pued T
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Vectorruimten

7.5.1. Inleiding

7.5.2.

We beginnen nu met wat men de abstract-meetkundige behandeling van de line-
aire algebra zou kunnen noemen: In 7.5.2 definiéren we een vectorruimte als
een verzameling, waarvan het er niet toe doet wat de elementen voor objec-
ten zijn, maar waarin een structuur aanwezig is die erg lijkt op die van R".
Onze meetkundige intuitie kan dan een leidraad zijn bij de bestudering van
dergelijke abstracte vectorruimten. In dit college, dat toch een eerste ken-
nismaking is, zullen we met het bestuderen van de abstracte situatie niet erg
ver gaan; de meerderheid van de beschouwingen zal zich in R" afspelen.

Na de definitie en eenvoudigste eigenschappen van vectorruimten in 7.5.2,

is de rest van deze paragraaf gewijd aan voorbeelden. Deze worden gegeven in
twee series: eerst vindt men in 7.5.3 een aantal voorbeelden die geen ande-
re functie hebben dan de wijdheid van het begrip vectorruimte te illustre~
ren; daarna komen in 7.5.4, 7.5.5 en 7.5.6 de voor dit hoofdstuk essentie-
le voorbeelden van vectorruimten. Zoals te verwachten hebben deze te maken

met stelsels lineaire vergelijkingen.

Definitie van vectorruimten en deelruimten

Definitie. Een reele vectorruimte (of kortweg vectorruimte of lineaire ruim-

te) is een verzameling, L, van elementen, genaamd vectoren (genoteerd a,by.e )
waarin twee bewerkingen gedefinieerd 2zijn, namelijk een optelling: bij

elk tweetal vectoren a en b is er &én vector die we a + b noemen, en een sca-
laire vermenigvuldiging: bij elk reeel getal r en elke vector a is er &én vec-
tor die we ra noemen, enwel zo dat deze optellingenscalaire vermenigvuldiging

voldoen aan de onderstaande regels 1 t/m 8; hierin zijn a,b,cel, r,s ¢R.

1) (a+b)+c=a+ (b+ c¢) (associatieve eigenschap);

2) a+b-= b + a (commutatieve eigenschap);

3) er is precies &&n vector, 0 (génaémd nulvector), zodat a + 0 = a voor
elke a € L;

4) bij elke a € L bestaat er precies &&n vector, genoteerd -a, waarvoor

a+ (-a) = 0;

5) la = a;
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6) r(sa) = (rs)a;
7) (r + s)é_'= ra + sa;

(distributieve eigenschappen).
8) r(i-!-l)_) = ra + rb.

Opmerkingen. 1) Men ziet onmiddellijk dat R" met de optelling en scalaire

vermenigvuldiging uit 7.2.7 een vectorruimte is. Voor het inzicht zijn

2 3

R™ en R™ zeer belangrijke vo +beelden.

2) Men zou ook complexe vectorruimten kunnen invoeren door overal in de de-

finitie reeéel door complex en R door € te vervangen. We doen dit nie:.

; - ' = hl: 4 . s
Eigenschappen. 1) ygeL‘ggeL a'xeL la + x = b]; in woorden: in L heeft de

vergelijking a + x = 9_voor—élke a en b een éénduidige oplossing.

3 V_ g [0 = 0]
4 Yy [ma = (-Dal.

Dfep)c ((24)
Definitie. Een deelverzameling V van een vectorruimte L heet een (lineaire)

deelruimte indien V met de aanwezige optelling en scalaire vermenigvuldiging

zelf een vectorruimte is.,

Voorbeelden van deelruimten in R zijn: {g},tm2 zelf, rechten door 0. In

R; hebben we als deelruimten: {0}, rechten door 0, vlakken door_g,IR3 zelf.

‘ Eigenschag. 5) Zij L een vectorruimte, Vc L, V# @ dan is V een deelruimte
dan en slechts dan als voor alle r ¢ R en alle X,y € V geldt:

x+yeV, rx eV,

Definitie. Is V een deelruimte van een vectorruimte L dan heet een verzame-

ling van de vorm
‘_3._+V:={_a_+§|3(_€V}

een nevenruimte (van V),
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. . ‘ . I B
Rechten 1n]R2n1etdoor 0, vlakken en rechten niet door 0 in R™ zijn voor-
beelden van nevenruimten die niet zelf deelruimten zijn. Uiteraard is elke

deelruimte van een vectorruimte ook een nevenruimte want 0+ V=yv,

Eigenschag. 6) Als V en W deelruimten zijn van een vectorruimte L en a,b €L,

dan is a+V=>+ Wdan en slechts dan als V = W en a- 2 e V.,

xRt MLril(

7.5.3. Voorbeelden van vectorruimten en deelruimten

1) De verzameling van de (m x n)-matrices vormt met de bewerkingen uit
7.2.2 een vectorruimte. Het nulelement is d(mxn).
2) De verzameling van alle rijen a = (al,az,a3,...) vormt een vectorruimte

als a + b := (a1 + b], a, + b2 seee) €0 ra := (ral,ra ) (r e R). Dit

2"..
/7 voorbeeld is een voor de hand liggende uitbreiding van R".
alS—— o0

3) De verzameling, H, van alle rijen a = (al,az,...) waarvoor E a_ conver-

n=1

geert vormt een deelruimte van de vectorruimte uit voorbeeld 2. Het is

nu niet meteen duidelijk dat uit aecH, b eHvolgt a+b ¢ H. We zullen
o [+
echter aantonen dat uit de convergentie van Z ai en Z bi volgt dat
© 2 n=|] n=1
Z (a_ + b )" convergeert.
n n
n=1
v 2 2
De reeks Z (an + bn) heeft niet negatieve termen. Uit (an + bn) <
nxl

< 2a§ + 2bn (ga nal) volgt voor de partiéle sommen:
N N N ) ©
J (a +b)2<2 7 af+2 ] b2 < 2 y a% 4 ) b2y .
n n n n n n
n=1 n=1] n=] n=] n=1

Een reeks met niet negatieve termen waarvan de partiéle sommen begrensd
zijn is convergent (3.2.1).
l De vectorruimte H heet een Hilbertruimte,
4) Zij F de verzameling van alle reéle functies op R. Voor f ¢ F, g ¢ F en
r ¢ R definiéren we de functies f + g en rf door:
(f + g)(t) = £(t) + g(t)

(t eR) .
(rf) (£) := rf(t)

Met deze definities is F een vectorruimte.
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5) De verzameling C van alle continue functies op R vormt een deelruimte van
F uit voorbeeld 4. De verzameling Pol n bestaande uit het nulpolynoom

en alle polynomen met graad < n (n ¢ N) vormt een deelruimte van C en

dus ook van F.

7.5.4. Voortgebrachte lineaire deelruimten

Zij ¥ »¥ys+..,5V, een stelsel vectoren uit een vectorruimte L (bijv. uit RY).

Een vector

Ty ¥ rp¥y feeet Yy

‘ met r,,ry,...,r, € R heet een lineaire combinatie van Vys¥oseas sV

De verzameling van alle lineaire combinaties van LORTERI dus

{rly1 oot 1y, I Tiseeesty € R} vormt een deelruimte van L; notatie:

<Yl 9800 ’Yk>.

De deelruimte <yl,...,yk> c L heet de door YyseeosYy voortgebrachte of op-

.gespannen lineaire ruimte. We breiden het begrip iets uit: is M een wille-

keurige deelverzameling van L,dan is ook de verzameling van alle lineaire

combinaties van eindig veel elementen uit M een deelruimte; notatie: <M>.

Voorbeeld 1. Beschouw iniRé:_i = [1,1,2,0]T, b = [0,2,0,1]T en
¢ = [0,0,1,3]". De vraag of d [dl’dZ’dB’déj

is in feite de vraag naar het bestaan van reéle getallen X X

element van <a,b,c> is,
99 x3 z0 dat
d = xa+ xzh + x,c. Dit voert tot een stelsel lineaire vergelijkingen in

xl, Xys x3, nl.

4= x

d2 = X+ 2x2

d3 = 2x1 + Xq

d4 = X, + 3x3 .
Zo is

[1,3,4,717 ¢ <a,b,c>
en

[193’496]T ¢ <§sl_)_’£> .
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.. T T

Voorbeeld 2. zij ¢, = [1,0,...,017, e, = [0,1,...,01%,...,e = [0,...,0,1]

in R” dan is R" = <@ 18p5ec s > ’

Opmerkingen. 1) Voor iedere vectorruimte L geldt <L> = L.

2) In het bijzonder is <<yl,...,gk>> = <yl,...,yk>; immers een lineaire com-
binatie van lineaire combina ies van Ypseees¥y is zelf een lineaire com-
binatie van Vysees¥y -

Rijenruimte, kolommenruimte, oplossingsruimte

V. . T T T n .
Zij A = [aij] een (m x n)-matrix; laat 8585500058, (gi eR, 1i=1,,..,m)

de rijen van A zijn en laat gl,gz,...,gn ¢ R® de kolommen van A zijn. Met de

bloknotatie uit 7.2.5 betekent dit:

a a aT
11 T In =1
A= : : = E =[El,---’l_)nj ’
. . T )
a .o a a
ml mn -m

De deelruimte <@pseserd > < R" heet de rijenruimte van de matrix. De deel-

ruimte <§l,...,§n> c R™ heet de kolommenruimte van A.

Merk op dat <§1,...,§n> = AR® := {Ax !.E eiRp}; omdat AR" het beeld is van

R" onder de afbeelding x » Ax, heet de kolommenruimte van A ook wel de

beeldruimte van deze afbeelding.
Uit 7.2.9 volgt dat N(A), de oplossingsruimte van het stelsel Ax = 0, een

deelruimte van R® is.

Ook uit 7.2.9 volgt dat als het inhomogene stelsel Ax = b een oplossing
heeft (dat is als b « ARn), de verzameling van alle oplossingen een neven-

ruimte van N(A) is.

Orthogonaal complement

, n o e
Is M een deelverzameling van R dan definieren we

e = {x ¢ R l (x,y) = 0 voor alley e M} .
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M is de verzameling van alle vectoren x die loodrecht staan op alle ele-

menten van M. M‘L is een deelruimte van R" (ga na) en heet het orthogonaal

complement of orthoplement van M.

Voorbeeld. N(A) is het orthoplement van de rijenruimte van A.

Eigenschappen. 1) Is N ¢ M dan it Nt o ot
2) Als (x,y)

0 voor alle z_e'mp, dan is x = 0, m.a.w. ®MH* = {0}.

Stelling. Is Yyseees¥y een stelsel vectoren uitimp, dan is
1 L
vy b =<y 5o,y >

In woorden: het orthoplement van een eindige verzameling vectoren is gelijk

aan het orthoplement van de door die vectoren voortgebrachte lineaire deel-

ruimte.

Bewijs. Voer in de afkortingen: M := {yl""’!k}’ L = <M>,
Als X ¢ Ml, dan is (E’Yi) =0 (i=1,...,k). Voor elke vector

rv +...+rv €L geldt dan:

1-1 k-k
(E,rlx_z1 ...+ rkyk) = rl(i,y]) +,..4 rk(i,gk) =0 ;

dus X € Ll. Conclusie Ml < Ll.
L

Omdat M < L, geldt ook mt > Ll; zodat M' = L', 0

Afhankelijkheid en onafhankelijkheid, bases

7.6.1. Inleiding

Deze paragraaf vormt met de volgende (7.7) het centrale deel van hoofdstuk 7.
Grofweg kunnen we het probleem dat in 7.6 aan de orde komt zo omschrijven:
gegeven een vectorruimte L (bijv. EP) en een deelruimte V; kunnen we nu V op
zodanige wijze voorstellen door V = Vyseres¥y > dat voor willekeurige a € L
in een oogopslag is vast te stellen of a ¢ V dan wel a ¢ V. De paragraaf valt

uiteen in vier grote delen.
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!
2 ¥
7.6.2. Afhankelijkheid en onafhankelijkheid p@ {4’5‘{)6h )

Definitie. Zij L een vectorruimte. Het stelsel vectoren Y s¥gsee sV uit L

heet afhankelijk (of lineair afhankelijk) als er reéle getallen T sToseeesTy

bestaan, die niet alle nul zijn, zodanig dat

IV, F TV, fet Y. =0.

Anders gezegd: de vectoren Vv ce sV

1°° k
manier als lineaire combinatie van v

zijn afhankelijk als 0 op meer dan één
RERE N te schrijven is; (steeds is:
0 =0y, +...4 0y ).

Voorbeeld 1. De vectoren a = [],1,2,3]T, b = [0,1,0,1]T en ¢ =1[1,3,2,5]

uit]R4 zijn afhankelijk want

Het homogene stelsel vergelijkingen

0 =xa+yb + zc
of
0= x + z
0= x+y+ 3z
0 = 2x + 2z
0=3x+y + 5z
heeft een van x = 0, y = 0, z = 0 (de nuloplossing) verschillende oplossing,

bijv.: x =1, y = 2, z = -1,

. Definitie. Het stelsel vectoren ¥ s¥ys+++s¥y uit L heet onafhankelijk (of

lineair onafhankelijk) als het stelsel niet afhankelijk is.

* Anders gezegd: Viseeos¥y zijn onafhankelijk als uit r,

volgt Ly S oo =1 = 0.

Vy Feeet v < 0

Voorbeeld 2. De vectoren a = [1,1,2,3]T, b = [0,1,0,1]T en ¢ = [1,3,2,6]T

uitimﬁ zijn onafhankelijk, want uit r;a+ r2§ + ric = 0 volgt:
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’ r torgy = 0
r + r, + 3r3 =0
2r1 + 2r3 =0
3r1 tr,+ 6r3 =0.

Met g, = [1,0,10%, a, =01,1,31, a; =02,0,21, a, =(3,1,67%,

r = [r],rz,r3]T kunnen we dit stelsel schrijven als:
(a;px) =0
(a,5r) =0
(255r) =0
(8,,x) =0 .

Hieruit volgt: (§4 - gz,z) = 0, dus r, = 0. Daarna volgt uit (él’i) =0

dat ook r, = 0 en tenslotte uit (92’5) = 0 dat r, = 0.
Opmerking. De meetkundige betekenis van afhankelijkheid.
In IR2 en ]R3 geldt:

1) Twee rechten zijn evenwijdig (of samenvallend) als hun richtingsvectoren
afhankelijk zijn.

2) Een vlak door 0O bestaat uit alle vectoren die een lineaire combinatie
zijn van twee onafhankelijke vectoren.

3) De rechte x = a + Au is evenwijdig met (of ligt in) het vlak

i

x=Db + uv + vw als u, v en w afhankelijk zijn. Omdat u #‘Q (anders is

X = a + Mu geen rechte) en omdat v en w onafhankelijk zijn (vlak!) volgt
in dit geval uit de afhankelijkheid van u, venw, dat u een lineaire
combinatie is wvan v en w (ga na).

4) De punten a, b en c liggen op een rechte als b — a en ¢ - a afhankelijk

zijn.

5) De punten a, b, c

en d liggen in een vlak als b - a, ¢ - a, d - a af-

Liankelijk zijn.
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Eigenschappen. Door nauwgezette toepassing van de definities zijn de vol-

gende eigenschappen te bewijzen:

1) 0 is een afhankelijk stelsel.

2) Als Vyseeesy, een afhankelijk stelsel is, dan is ook ViseoosYys Wipeeo,¥

~k L

afhankelijk voor elk stelsel Wiseses¥,e
3) Is een van de vectoren Ypsee oYy de nulvector, dan is het stelsel

Ypseees¥y afhankelijk.
4) Het stelsel Via¥oseees¥y is dan en slechts dan onafhankelijk als
Y + yz,yz,...,gk onafhankelijk is.
5) Zij o # 0; het stelsel v ,,v,,...,v, is dan en slechts dan onafhankelijk
=-1°=2 -k
als AV sVpseee sV onafhankelijk is.
6) Als Vyse++»¥, een afhankelijk stelsel is, dan is tenminste &&n der V. een

lineaire combinatie van de overige vectoren uit het stelsel.

Is nl. rv, +...+ v = 0en r. # 0, dan is
r T, r
1 i~-1 i+] k
V. = - — v - ... - v, .~ Vigg = see = — Vv .
-1 r, -1 r, -i-l r, =i+l r. k

Opmerking. Het onderzoek naar de afhankelijkheid van een stelsel.

Door herhaalde toepassing van de eigenschappen 4 en 5 tracht men het onder-
zoek naar de afhankelijkheid van een stelsel te vervangen door het onderzoek
van een ander, eenvoudiger stelsel. Het systematisch uitvoeren van dit pro-
cédé noemen we 'vegen". We zullen het spoedig als een nauwkeurig omschreven

rekenrecept (algoritme) beschrijven. Vooruitlopend op dit recept twee voor-

beelden:

Voorbeeld 3. Is a = [-1,1,117, b = [1,2,317, ¢ = [5,1,317 afhankelijk?

Schrijf de vectoren onder elkaar en veeg de tweede kolom schoon:

al = [-1,1,1] al = [-1,1,1]
bT = [ 1,2,3] bT - 22" = [ 3,0,1]
T =1 5,1,3] - af-r6,0,21.

Omdat blijkbaar ¢ - a = 2(b - 2a), dus 3a
hankelijk.

2b + & =0, is het stelsel af-




2
i
i
i

3 R

Voorbeeld 4. Is a

We gaan analoog te

T
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= [1,2,33T, b = [2,7,0]T,.£ = [1,2,-1]T afhankelijk?

werk als in voorbeeld 3:

a =1[1,2, 3] a + 3¢ = [4,8, 0] a + 3¢ -2 =1[0,~6, 0]
vl = [2,7, 03 bt = [2,7, 0] bY = 2, 7, 03
<= r1,2,-1] ol = [1,2,-17 d =, 2,-17 .
Het laatste stelsel is onafhanlelijk en a, b, c dus ook.
Immers uit r][O,—6,0]T + r2[2,7,0]T + r3[1,2,—]JT = 0 volgt: 2r2 +ry =0,
- 6rl + 7r2 + 2r3 =0, - ry = 0 en dus r =r,=1r5= 0.

7.6.3. Bases

R A Eabd

dan heeft Y seeery, een onafhankelijk deelstelsel dat ook <¥yseees¥, > voort-

7.6.3.1. Stelling. Zij L een vectorruimte, Viseees¥y € L. Indien Yyreees¥y > # {0)
brengt.

'Bewijs. Als V5.0

k

s ¥y onafhankelijk is, dan is er niets meer te bewijzen.

Als Viseeesly afhankelijk is, dan is tenminste &&n der vectoren, zeg v, een

lineaire combinati

L := v,

Indien Vs

e van de overige. In dit laatste geval is:

>

,...,Vk> = <V],...,Vl_],_l+l,.--,yk

s¥s 4900 oYy DOg steeds een afhankelijk stelsel is kunnen

we wederom een der vectoren weglaten. Dit herhalen we tot we een onafhanke-

lijk stelsel voort

bereikt.

brengenden overhoudert. Daar L # {0} wordt dit inderdaad

7.6.3.2.‘Definitie. Zij L een vectorruimte en zij Wy see.sW, een onafhankelijk stelsel

in L zodanig dat Wi see.,¥ > = L, dan heet Wisee. ¥, een basis van L.

Voorbeeld 1. Het s

telsel €1289s0 028 (7.5.4, voorbeeld 2) is een basis van

n .
' IR". Deze noemen we de standaardbasis.

Opmerkingen. 1) Het is mogelijk dat een vectorruimte geen basis (met eindig

veel elementen) heeft; voorbeeld: 7.5.3, voorbeeld 2. We zullen ons in het

vervolg beperken tot vectorruimten die wel een basis hebben.
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2) In 7.6.3.1 is bewezen dat DATRERIN

3) Een vectorruimte kan verschillende bases hebben: is a = [l,l,O,OJT,

> mits # {0}, een basis heeft.

b= [1,2,0,0]T dan heeft L := <a,b> = <§l’9ﬁ2 eim4 de bases a,b en e|28p-

.6.3.3.|Stelling. Is WyseeoHW een basis van de vectorruimte L, dan is elk element

van L op éénduidige wijze te schrijven als lineaire combinatie van WoseeesW .

Bewijs. Omdat L = W seee ¥ > is elke x ¢ L te schrijven als lineaire combi-

natie van Wiseros¥ o Stel nu dat

X =T W, teeut I' W
- 1-1 m-m
I en
8 X = S W, teeot S W
I - 1-1 omm °’
’ dan is

(r1 - s])v_v1 ...+ (r

-s)dw =0.
m m —m -

Omdat Wiseee W onafhankelijk zijn is nu

7.6.3.4.]Stelling (uitwisselingsstelling). Is 250453 een basis van de vectorruim-~

te L en is g],...,gm een onafhankelijk stelsel in L, dan is m < k.

Bewijs. Daar él""’ék een basis van L vormt, is El = rlél +...+ rkék' Om-

dat bl voorkomt in een onafhankelijk stelsel, is hl #£ 0, dus [rl,...,rk] #
# [0,...,0]. Uitsluitend voor het gemak van de notatie nemen we aan dat
r # 0 is (dit kunnen we altijd bereiken door passende verandering van de

volgorde van gl,...,gk). Dan is

a=-l—'D —.r_z_a— —-El_{.a
=1 r =1 r =2 *'"° r =

1 1 1 k

Als we in iedere lineaire combinatie van Bpreeesdy, de vector a, vervangen

1
door de zojuist gevonden uitdrukking zien we dat

L= <gl,...,§k> = <§l,32,...,§k> .
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L Hieruit volgt:

b, = s.b, + S8, teu.t S8

*waarin [8g5eees8,] # [0,...,0] (anders was b,,b, afhankelijk en byseeesby !
dus ook). Neem gemakshalve aan dat Sy # 0 is. Dan volgt

1 ‘ s 54 s
- g TH . WL PTIE Ry W

2 s, 2 32 1 s, 3 ak
en dus

L = <§l,§2,§3,...,§k> .

’ We herhalen nu dit uitwisselingsproces. Als m > k is, hebben we na k uitwis-

selingen verkregen L = <§],...,§k>. Als nu m > k zou zijn dan was

hm = tlgl tooot tkgk in tegenspraak met de onafhankelijkheid van hl""’hm'
Dus m < k. d

Gevolg. Elk (n + 1)-tal vectoren in R® is afhankelijk.

/ Gevolg. Alle bases van een vectorruimte bestaan uit evenveel vectoren.

Bewijs. Als 8lseces3 en bl""’bm bases zijn van L, dan is m < k en k < m.
0

- 7.6.3.5.yDefinitie. Het aantal vectoren in een basis van een vectorruimte L heet de
'dimensievanlq notatie: dim L, dim{0} := 0. De dimensie van een nevenruimte

a + L wordt gedefinieerd door dim(a +L) := dim L.

I
15

vt

Voorbeeld. dim R = n.

Stelling. Is V een deelruimte van een n-dimensionale vectorruimte L, dan

heeft V een basis en 0 < dim V < n.
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Bewijs. Als V = {0}, dan is dim V = 0; als V # {0}, kies v,

Als V = <V, dan is dim V = 1; als V # V> kies v, € V z0 dat V,s¥

€ V met vy # 0.

een
2

onafhankelijk stelsel is.
Als V = <y, ,v,>, dan is dim V = 2; als V # <¥,,¥,>, kies vy eV z6 dat
¥,s¥,,v, een onafhankelijk stelsel is, enz.

Omdat elk (n+ I)-tal vectoren in L afhankelijk is, kan men zo niet onbeperkt

doorgaan. We vinden V = Vyser.,¥ > met Viseees¥y onafhankelijk en 0 < k < n.

Dus Viseoos¥y is een basis van V en 0 < dim V = k < n. a

Stelling (uitbreidingsstelling). Zij V een k-dimensionale deelruirte van de
nfdimensionale vectorruimte L met 0 < k < n. Zij Viseee,¥, een basis van V,

dan heeft L een basis ViseeosVps WiseoosW oo (Deze basis van L ontstaat dus

door uitbreiding van de basis van V met n-k vectoren.)

Bewijs. Neem een basis Uyslyseee,u van L, dan is L = U sUpseee,l >, Vol~-
gens het uitwisselingsproces (7.6.3.4) zijn k van de u's uit de basis van L

uit te wisselen tegen Yiseres¥ye g

Opmerking. We onderzoeken het verband tussen een k~dimensionale vectorruimte
L enIRk. Laat Vysee+s¥) een basis van L zijn; elke vector X € L is dan een-
T eZRk, nl. door middel
van: x = r;v, + ...+ T, . De getallen TyseeesTy heten de coordinaten (ook
wel componenten) van X t.o.v. de basis YooYy, De vector r ¢ Rk heet de

kolom van x t.o.v. deze basis. Let erop dat de kolom van x afhangt van de

duidig bepaald door een kolomvector r = [rl,...,rk]

gekozen basis. Het &é&n-&énduidige verband tussen L en RF draagt ook de op-
telling en scalaire vermenigvuldiging over:
Als nl. a = vy el ¥ a vy b= ;ly] + ..t bkyk’ met andere woordenTals
a <« [al,...,ak]T, b [bl,...,bk] , dan is a+b < [al-Fbl,...,ak-+bk] R

T
aa > [aal,...,aak] .
Iedere k~dimensionale lineaire ruimte ziet er precies zo uit als (we zeggen:
is isomorf met) ]Rk.
Dit resultaat betekent dat we ons in de praktijk kunnen beperken tot'Rk

(k € N), hetgeen we van nu af meestal zullen doen.
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7.6.4. Het bepalen van een basis, de normaalvorm van een matrix

In deze paragraaf zullen we een rekenprocedure bespreken die voor vele doel-
einden bruikbaar zal zijn. Op deze plaats gaat het er allereerst om een ba-

sis te vinden voor V := Vyseres¥y > (y],...,yk ¢ R™) en liefst zodanig, dat

we voor een willekeurige EieiRn meteen kunnen waststellen of x ¢ V.

We gaan hierbij te werk volgens de veegtechniek uit 7.6.2, d.w.z. we maken
gebruik van de eigenschap dat V niet verandert bij een van de volgende mani-
pulaties met het stelsel voortbrengenden: verandering van de volgorde van de
v's; vermenigvuldiging van &én der v's met een getal a # 0; vervanging van
v, door v, Byj (B € R); het weglaten van 0 en het weglaten van een vector
die een lineaire combinatie is van de andere vectoren. We bespreken eerst

| een voorbeeld.

Voorbeeld. Zij u = [0,0,1,1,11%, v = [0,2,3,5,717, w = [0,3,6,2,-21",
W X = [0,1,2,3,4]T, y = [O,O,O,O,I]T. Bepaal een basis van
Viis <u,v,¥,X,y> < R

Schrijf de vectoren onder elkaar en veeg de tweede kolom schoon:

x' = [0,1,2,3, 4] x' = [0,1, 2, 3, 4 ]
V' = [0,2,3,5, 7] v' = 2xT = [0,0,-1,-1,-1 ]
W' = [0,3,6,2,-2] wl - 3x% = (0,0, 0,~7,-14]
ol = 00,0,1,1, 1] o =00,0, 1,1, 171
yI = [0,0,0,0, 1] y' =[0,0, 0,0, 17.

We zien nu: V= <x,v-2Xx,w-3x,u,y> <§_,3,-—;-(y_—3_}5) s Y>.
Van dit laatste viertal voortbrengenden is onmiddellijk te zien dat het 1li-
neair onafhankelijk en dus een basis is. We krijgen een fraaiere basis als

we nog even verder werken.

zij t := -% (w=~3x), dan is:
xT = 10,1,2,3,4 x - 2u' = [0,1,0,1,2]
ul = [0,0,1,1,1] u’ =10,0,1,1,13
T = [0,0,0,1,2] t' = [0,0,0,1,2]
y' = [0,0,0,0,1] y' = [0,0,0,0,1]
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x - 20" - £ =[0,1,0,0, 03  x - 20" - T =(0,1,0,0,0]
u - " =10,0,1,0,-17 W - T+ yT =10,0,1,0,03
¥ = [0,0,0,1, 2] £ - 2" = [0,0,0,1,0]

¥ = [0,0,0,0, 1] y' = 10,0,0,0,17 .

Conclusie: V = <€,5€31€, 585>+

Het met de hand uitvoeren van het veegproces kan op veel manieren; de ene
manier is handiger dan de andere. We willen nu het proces beschrijven op een
meer systematische manier, die in'de praktijk tot een computerprogramma zou
kunnen worden uitgebouwd. We wijzen er met klem op dat de rekentechniek van
het vegen het fundament is waar de hele verdere ontwikkeling op rust.
Terwille van later gebruik zullen we het geheel formuleren als een matrix-
algoritme.

(mxn)

Laat Vis+++s¥, vectoren uit R® zijn. Vorm dan een matrix A waarvan de
rijen de vectoren gf,...,yi zijn. We kunnen nu het veegprogramma uitvoeren
voor de rijen van A. Voor later gebruik zullen we nu de rijen Q? niet wegla-

ten. De overige veegbewerkingen zijn, geformuleerd voor rijen van A:

(o) Verwisseling van de k—-de en de g2-de rij.
(B) Vermenigvuldiging van de k-de rij met a-¢ R, o # 0.
(v) Vervanging van de k-de rij door de som van de k-de rij en R maal de g2-de

rij (B € R).

Het standaardveegprogramma is nu het volgende:

I. Begin bij de eerste kolom van A; is deze 0 (e R™), neem dan de tweede
kolom; laat k1 het rangnummer zijn van de eerste kolom van links af die

# 0 is (als k, niet bestaat is A(mxn) = d(mxn));

verwissel, zo nodig,
rijen zodat het eerste element van de kl-de kolom # 0 wordt; deel daar-
na de eerste rij door dit element.

Als bijv. k; =2, m=4, n=7, dan heeft de matrix de vorm

o O O ©
-

waarbij . een element aanduidt waarvan we nog niets weten.
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Trek veelvouden van de eerste rij van de tweede t/m m-de rij af 206 dat
de k,-de kolom de e, uit R™ wordt ("veeg de k,-de kolom schoon met de

eerste rij'"). A wordt dan

o O O o
O O O w

Als in de nu verkregen matrix de tweede t/m m-de rij alle gelijk 9?
zijn, dan zijn we klaar. Laat anders k2 het rangnummer zijn van de eer-
ste kolom van links af, die een element # 0 heeft in de tweede t/m m-de
rij (gevolg k2 > kl); verwissel, zo nodig, rijen 'zodat het tweede ele-
ment van de kz-de kolom # O wordt; deel de tweede rij door dit element;
veeg de kz—de kolom schoon met de tweede rij. De matrix wordt dan (ge-
steld k2 = 4)

o 1 . 0
0 0 1

0 0 0 )
0 o0 o . . .

Herhaal de procedure nu; k3 is het rangnummer van de nu meest linkse
kolom die ergens in de derde t/m m~de rij een element # O heeft. Ver-
wissel, zo nodig, rijen zodat het element in de derde rij, k3—de kolom
# 0 wordt; deel de derde rij door dit element; veeg de k3-de kolom
schoon. Daarna met k4, enz. Op zeker moment hebben we het volgende be-
reikt: de kr—de kolom is in e, (e B veranderd; verdergaan is niet mo-
gelijk, hetzij doordat r = m, hetzij doordat r < m en de rijen met num-
mers r+l,...,m gelijk QF zijn. We zijn nu klaar; A heeft zijn zgn.

normaalvorm gekregen, bijv.

o 1 . o o . ]
o 0 0 1 0 . k=2, k)= by ky =5
0 0 0
0 0 0 0 0 o]
of
o0 1 . o0 o ]
0 0 o0 1 O L k=2, Ky =4 k3 =5,k =6,
0 0 0 1 0
0 0 o o 1 ]
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We geven dit programma weer in een zgn. blokdiagram. Dit blokdiagram dient
volgens de pijlrichting te worden doorlopen tot men bij klaar uitkomt. Op
elk moment heeft men op papier of in het geheugen van de computer een matrix
A= A(mxn) en twee natuurlijke getallen i en j. Een rond hokje duidt op een
vraag, een rechthoek op een opdracht. Een opdracht is steeds het veranderen
van A, i of j. De oude waarden van deze grootheden worden dan vervangen door
de nieuwe. Met j := j + | bedoelen we: maak de nieuwe waarde van j gelijk

aan de oude plus 1; j := j + 1 is dus de opdracht 'verhoog j met 1". We be-

ginnen met A = de oorspronkelijke matrix, i = 1 en j = 1.

Begin: A = de oorspronkelijke matrix, i =1, j =1

Ziin aij’ai+l,j’
’.l‘,amj alle

A
[

i
—

+

)

%142, ]

gelijk aan nul?

Kies een geschikt element ui

aij’ai+l,j""’amj dat onge-

lijk aan nul is; laat dit

a zijn )

Verwissel de i-de

en de p-de rij

1 7

Deel de i-de rij door 3y (*)
A *

Trek voor @ = 1,2,...,i-1,i+]l,...,m

a_. maal de i-de rij van de q-de rij af

4]
Y (o)
T 1 v 1 >18 Klaar!
$= g4l De matrix A heeft
+ . nu de normaalvorm
_neen JJa
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(t) Als we dit programma uitvoeren op kladpapier, dan zal "geschikt" bij
voorkeur +1 of ~1 zijn of in ieder geval zo dat we weinig breuken krijgen.
Als het voor een computer gebruikt wordt moeten we de keuzeprocedure voor-

schrijven; meestal neemt men dan het element met grootste absolute waarde.

Als we bovendien de kolommummers k]""’kr van de vectoren TERRERI-M
(uit'mp) willen vastleggen, kunnen we dit doen door op de plaats aangeduid

met (**) de opdracht: zet ki = j in te lassen.

De verkregen normaalvorm kan nu beschreven worden met:

1) Er zijn getallen 1 < ky <ky <. < k. <mn en de k.~de kolom is e; uit
m
R L]
2) Iedere kolom met rangnummer < k] is'g; iedere kolom met rangnummer k met
ki <k < ki+] heeft nullen op de laatste (m — i) plaatsen; iedere kolom
met rangnummer groter dan kr heeft nullen op de laatste (m - r) plaatsen.

.. .. .. .. .. T
Gevolg. De eerste r rijen zijn # Q?; de laatste m - r rijen zijn gelijk 0".

De getransponeerden van deze eerste r rijen vormen een basis van <Y see ¥ >

Opmerkingen. 1) Men kan bewijzen dat door de beschreven algoritme (onafhan-
kelijk van de keuze bij (+)) de normaalvorm van A éénduidig bepaald is.

2) In de practijk van het vraagstukken maken, zal men er soms de voorkeur
aan geven te vegen met elementen # 1, d.w.z. men zal (*) nalaten en de

volgende opdracht aanpassen.

Orthonormale bases in R"

Definitie. Een stelsel vectoren Yyseees¥y in R heet orthonormaal, als voor

i,j = 1,...,k geldt: (yi,yj) = § (7.2.8; in woorden: De vectoren V. heb-

ij

! ben lengte | en zijn onderling loodrecht).

Stelling. Een orthonormaal stelsel is onafhankelijk.




Bewijs. Zij L)V, teetr = 0, dan is

k~k

(r]y] +...%4 rkyk,yi) = (_,yi) =0 (i =1,...,k) .

Eﬂ Als VyseeosYy orthonormaal is, is echter (r]g] +o.0t rkyk,yi) =r., dus.

r, = 0 (i=1,...,k). a

. n .
De basis gl,...,gn van R is tevens een orthonormaal stelsel; we noemen een

basis die tevens een orthonormaal stelsel is een orthonormale basis.

Stelling. Elke deelruimte L vanimp heeft een orthonormale basis.

Bewijs. Laat Upseeesy een basis van L zijn. We construeren uit deze basis

een orthonormale basis door middel van het zgn. orthonormalisatieproces van

Gram en Schmidt: We definieren

l u, 3 w, = u, - (uy,,v,)v, § Vv, 1= l
]l =1 * =2 ° =2 =2°=1/=1 =2

v, =T Tu

[, | ¥

Nu is ]yll = ]yz| =13 (yl,yz) = 0. Merk op dat (gz,yl)y1 de projectie van
u, is op de rechte door u, (zie ook 7.7.2, voorbeeld 4).
Vervolgens voeren we in

¥3 1T ¥y 7 vy - Ugvy)yy 5 vy it ¥3

lw

i
¥
!
i
i
¥

3

(merk op dat |y3| # 0 is). Ga na dat (y3,y]) = (YB’YZ) = 0 en dat

(33,31)31 + (93,32)y2 de projectie is van u; op het vlak door u; en u,.

oty - ST

We zetten dit proces voort

1

v 1= g 7 (Y - (Lv))y, - (uLvadvg 5y, s Tw,T %4
enz. Op deze wijze verkrijgt men een orthonormale basis Yyseees¥y van L.
Met bovenstaande constructie 1s tevens Vyseees¥ een basis van <gl,...,gm>
voor m = l,...,Kk. a

Stelling. Zij L een k-dimensionale deelruimte van R", dan heeft R® een or-
thonormale basis ViserosYpoVy poeees¥y zodanig dat ¥|s+++s¥, een orthonor-

. . . L.
male basis van L is en Vi4p2 oY, een orthonormale basis van L™ is.,

Bewijs. Pas de uitbreidingsstelling (7.6.3.6) toe en daarna het orthonorma-

lisatieproces van Gram en Schmidt. O
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‘ Gevolg 1. Is L een deelruimte van ]Rn, dan is elke x € R" op eenduidige wijze

te schrijven als x =y + z met y ¢ L, Z € Lt.

Gevolg 2. Is L een deelruimte van ]Rn, dan is

dimL+dile=n; (LL)J‘=L.

Stelling. Zij L een k-dimensionale deelruimte van R" en Yyseees¥y een ortho-

normale basis van L, dan geldt voor alle Xxe L, yelL:

k
1) X = z (x,v.)v. ,
T : ot
| a6 /‘hh?
k WW Y
2) xy) = 1 (v (g,v,) (Parseval), 7‘-&‘/‘,&%4%*”“"‘”
i=1
k
i 3) |x]2 = (x,x) = ) (>_m_ri)2 (Pythagoras).

i=1

K
Bewijs. 1) Omdat Yy s>+e+sY, basis is kan x geschreven worden als x = ‘-Zl XV,
! Nu is =
k k
(}_C’\_’j) = ((IZ] xlyl)s_YJ) = iZ] xl(!l’yj) = Xj (J=1,...,k) .
v k k
3) Neem X = y in het voorgaande resultaat. O

De stelling van Parseval drukt uit dat, als [xl,...,xk]T de kolom van x is
t.0.v. een orthonormale basis en [yl,... ,yk] de kolom van y t.o.v. dezelfde

orthonormale basis, voor het inwendig produkt geldt:

k
®y) = ] %y -

1=]

"Ook wat betreft het inwendig produkt is een k-dimensionale deelruimte van

n .
R™ isomorf met R."
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7‘7.

Lineaire afbeeldingen

7.7.1. Inleiding.

7.7.2.

In deze paragraaf zullen we een type afbeeldingen van vectorruimten in vec-
torruimten (genaamd lineaire afbeeldingen) bestuderen die de eigenschappen 1)
uit 7.2.9 delen met de afbeeldingen x » Ax van R" in R™ (hierbij is A een

(m x n)-matrix). In 7.7.2 geven we de definitie, enkele eigenschappen en
voorbeelden voor het geval van willekeurige vectorruimten. In 7.7.3 zullen
we aantonen dat elke lineaire afbeelding van R" in R" verkregen kan worden
als vermenigvuldiging met een matrix; voor de bepaling van die matrix zullen
we de rekenprocedure uit 7.6.4 gebruiken.

Nummer 7.7.4 geeft een aantal uiterst belangrijke stellingen o.a. over de
dimensies van de rijenruimte en kolommenruimte van een matrix; deze stellin—

gen vinden toepassing bij stelsels vergelijkingen.

Lineaire afbeeldingen, definities, eigenschappen, voorbeelden

Voorbeeld 1. Zij A

Definitie. Laat L en M vectorruimten zijn. Een afbeelding T: L - M heet

lineair indien voor alle X,y € L en alle r ¢ R geldt:

1) T(_)E+X)=T§+Tz,
2) T(;ﬁ) = rTx .

(Merk op dat we het beeld van X meestal zonder haken noteren: Tx.)

X . . . . .
(mxn) een matrix, dan is x b Ax een lineaire afbeelding

van R® in R™. (Zie 7.2.9.)

Definitie. De verzameling TL := {Tx | x ¢ L} c M heet de beeldruimte van T.

De verzameling N(T) := {x € L | Tx = 0} < L heet de nulruimte van T (of ook

wel de kern van T).

Een lineaire afbeelding van L in R heet ook wel een lineaire functionaal.
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Eigenschappen. Als T : L + M een lineaire afbeelding is, dan geldt:

1) T(rl_a_\I + r,3, +o.o0t rkgk) =,rIT§1_4 r2T§2 ‘oot rkTgk (gi e L, r, € R);
in het bijzonder is T0 = 0 en T(-a) = -Ta.

2) TL is een deelruimte van M,

3) N(T) is een deelruimte van L.

4) T is dan en slechts dan injectief als N(T)

{o}.

5) Is a€ L, b eM, Ta=>b dan is {xelL ] Tx = b} de nevenruimte a + N(T).
6) Als T bijectief is dan is de inverse afbeelding T' : M- L lineair.

7) Als S : M+ N een lineaire afbeelding van M in de vectorruimte N is, dan

is de samengestelde afbeelding S o T: L » N lineair.
Alle bewijzen zijn eenvoudige verificaties analoog aan 7.2.9.

. n
Voorbeelden. 2) Hoewel we ons spoedig tot R  zullen beperken geven we eerst
een paar voorbeelden voor vectorruimten waarvan de elementen functies

zijn. Dit onderstreept de algemeenheid van het begrip lineaire afbeelding.

i
Int(f) := J f(t)dt
0

definieert een lineaire functionaal op de vectorruimte van de functies
die integreerbaar zijn over [0,1].

Als Taf gedefinieerd wordt door (Taf)(x) = f(x - a) is Ta een lineaire
afbeelding van de vectorruimte van alle functies op R in dezelfde vec-

torruimte.

Als TLf gedefinieerd wordt door

-]

(T, £) (x) = f £(tye *Far
0

dan is TL een lineaire afbeelding van een deelruimte van de vectorruimte
van de functies op [0,») in de vectorruimte van de functies op [0,»).

Als Df gedefinieerd wordt door (Df)(x) = f'(x) dap is D een lineaire af-
beelding van de vectorruimte der differentieerbare functies in de vector-

ruimte van alle functies.
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De volgende voorbeelden zijn ontleend aan de meetkunde in ]R2 en ]R3.

3) zij V in R het vlak met vergelijking (a,x) = 0; gemakshalve nemen we

aan dat de normaalvector a de lengte 1 heeft dus (a,a) = :a_T_g = 1.

ll)e Erojec.:tie.van X op V‘is X - (_;_,_}:(_)_g_.SDe afbeelding PE:‘_}'{'H x-(a,x)a
is een lineaire afbeelding van R™ in R™ met V als beeldruimte en

{ra | £ € R} als nulruimte. We noemen Pa ook projectie. Omdat (a,x)a =

= ggTzc_ kunnen we P_ voorstellen als matrixvermenigvuldiging met (I ‘§§T).
Voor P ° P, geldt dan op grond van de associativiteit van de matrixver-

menigvuldiging:

(B, e Px=(I- aa') (1 - aa)x = (I - 2aa’ + aa'aa )x =

T
(I-2aa)x="Px.

—

Dus Pa 0 P'a = Pa; we noemen afbeeldingen met deze eigenschap idempotent.

4) Zij 2 in ]R3 de rechte door 0 met parametervoorstelling X = b, waarbij

gemakshalve (b,b) = _‘_Q_Tl)_ = 1. Laat Qb de projectie op & zijn; deze is een
lineaire afbeelding van R in R met £ als beeldruimte en het vlak V met
vergelijking (b,x) = 0 als nulruimte.

Ook Qb is als matrixvermenigvuldiging op te vatten want

Qyx = (b,)b = bb'x .

Er geldt: Qb ° Qb = Qb’ hetgeen meetkundig duidelijk is, maar ook volgt

uit (821 (b)) = bbb = b’

— s’

5) Zij s, de spiegeling van IR3 aan het vlak V met vergelijking (a,x) = 0;
—_— . “
(a,a) = 1. Sa is een bijectieve lineaire afbeelding en Sa = Sa (afbeel~-
dingen met deze eigenschap heten involuties). Dit laatste kunnen we ook

met matrices bewijzen want

Sx=x- 2(a,xa=(1- 2_a_§T)§

en

(1 - 22a")% = 1-4aa + 4aa'aa = 1.
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. . .. T
6) Aa:IIR2 > R? zij gedefinieerd door x = [x,y]T > [x+ay,yl.
A, is een lineaire afbeelding geheten afschuiving. Aag is te schrijven
als matrixprodukt:

1 al|x
Aa§ = .
0 iy

7) De draaiing D¢van]R20ver een hoek ¢ om de oorsprong is een lineaire af-
beelding. D; =D_3D oD =D

¢’ Yo ¢ T’
Ook D¢ is als matrixvermenigvuldiging voor te stellen, nl.

cos ¢ =-sin @f|x

D x = .
¢ sin ¢ cos ¢

7.7.3. De matrix van een lineaire afbeelding'mp + R

Elk van de voorbeelden 3 t/m 7 uit 7.7.2 bleek als een speciaal geval van
voorbeeld 1 ~opgevat te kunnen worden. Dit geldt voor alle lineaire afbeel-

dingen van R in R".

Stelling. Laat A : R” > R" lineair zijn. Als voor de vectoren

€1989r s € R" van de standaardbasis geldt

11 12 In
Ag] = . 13 Agz . 9 ¢ s 0y Agn = . )
m1 amZ %mn

11 12 In||™1
. . . x
AE = . . . 2 -
_?ml a o e amq_ .
X
L I
‘s n _
Bewijs. Voor elke x € R™ geldt: x = X, + X 8y Feuut X.€.» zodat
Ax = x Ae, + X Ae, +...+ x Ae . Op grond vande definitie van matrixvermenig-

vuldiging is dit juist hetgeen te bewijzen is. O




_89_

. . . n . T n
Gevolg. Voor elke lineaire functionaal R™ + R is er een g_=[al,...,an] eR

zodat de functionaal is x+ (a,x).

De stelling geeft aan hoe de matrix van een lineaire afbeelding opgebouwd
wordt uit de beelden van de standaardbasis. Als we de beelden van een an-
dere basis geven, dan is de matrix te bepalen op de wijze als hierna bespro-

ken aan de hand van eenZR3 +JR6 afbeelding.

Voorbeeld 1. Laat van A gegeven zijn

0 1 1 2 I 3
al1] = , Al1] = |2, ajo| = |i] .
I 10 1 8 6

0 1

We zullen door vegen de beelden van de standaardbasis van IR3 bepalen. Ge-
makshalve schrijven we alles als rijen. Gegeven is
o 1 ¥ 3 w0 st
ro1 uterz 2 8 o1t
T
(1o 21”Ywr3 1 6 11 .

Hieruit volgt

(11 11T e 2 01

o 1 11Tenq 10 517
T T

[t 0 23" =»[3 1 6 1]

w N
oo

en dus

(b o1 11¥e 2 2 8 o]
o 1 11¥e01 3 10 53T
o -1 11¥err -1 -2 11%.

Verder vegend vinden we
T
L1 0 01 wI[1 -1 -2 =5]

o 1 12¥w[1 3 10 5]
0 o 2172 2 8 6]
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vervolgens
[t o o0l wr1 -1 -2 -s57T
o 1 11w 3 10 51T
T

o o 11¥wrC1 1 4 3]

en tenslotte

1 o o01fwrr -1 -2 -3
o 1 ofwro 2 6 21
[o 11501 1 4 3]

o

De matrix van A is dus

1 0 1
-1 2 1
-2 6 4
=5 2 3

tcontroleer,het antwoord).
Het is duidelijk dat we precies het rekenproces van 7.6.4 uitvoeren. Dit
leidt tot het volgende programma voor de bepaling van de matrix van een 1li-

neaire afbeelding A : R® + R" als de beelden van een basis Viseeesy van

1
R" gegeven zijn,

Programma. Neem de gegeven basisvectoren Vyseeos¥y van R© als de rijvecto-
ren van een matrix M, hun beelden als de overeenkomstige rijen van een ma-
trix N. Bepaal de normaalvorm van [M,N]‘(bloknotatie); deze is [I,ﬁ]. (Het
eerste blok wordt I omdat we uitgingen van een basis vanimp!) Nu is ﬁT de
matrix van de gegeven lineaire afbeelding.

In ons voorbeeld:

0 1 1 1 10 5]
[M,N] = |1 1 1 2 of ,
o 2 3 1 b
1 0 1 -1 -2 -5]
(1,N] = 1 0 2 2{ .
0o o0 1 1 1 3]
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3 opihet vlak

Voorbeeld 2. Bepaal de matrix van de projectie P van R
V:x+ 2y + z =0, Merk op dat voor vectoren in V geldt Px = x, terwijl

voor vectoren loodrecht op het vlak Px = 0 is. Dus

J
I
]
!
-}
o
]
o .
avl
N
[}
o O o

0 0 -1 -1 1

Volgens het zoéven beschreven programma vinden we voor de matrix van P:

5 =2 -1
1
3 2 2 2 .
-1 -2 5

De matrix van P is ook I - ggT, waarbij a een vector loodrecht op V is met

lg] = 1 (zie 7.7.2, voorbeeld 3). We vinden a = A[1,2,l]T met

A2+ w?e22 =1, n=1//8 Dan is

1 o2 1
1, 1
z|2|01,2,10 = 4

1 1 2

—

aa

(o))
[N+
]

s

hetgeen hetzelfde resultaat oplevert voor de matrix van P.

Opmerkingen. 1) Een lineaire afbeelding van een willekeurige n-dimensionale
vectorruimte L in een m-dimensionale vectorruimte M is ook met een matrix
te beschrijven. Kies daartoe bases in L en M en vervang iedere vector
door zijn kolom t.o.v. de gekozen basis. De gegeven lineaire afbeelding
bepaalt nu een R* - R"™ afbeelding van deze kolommen die te beschrijven
is door een (mxn)-matrix. De aldus gevonden matrix is afhankelijk van
de gekozen bases.

2) We beperken ons in dit college verder tot afbeeldingen van R" in R die
uitsluitend beschreven worden door hun matrices t.o.v. de standaardbases.
Bij een bestudering van de lineaire algebra die verder gaat dan onze
eerste kennismaking zal veel aandacht besteed worden aan het bepalen van
bases t.o.v. waarvan een lineaire afbeelding een "mooie" matrix heeft.

3) In dit college zullen we geen notationeel onderscheid maken tussen een
lineaire afbeelding en haar matrix. Door de afspraak dat we uitsluitend
standaardbases ‘gebruiken ligt de matrix &énduidig vast. Merk op dat de

term beeldruimte in 7.5.5 terecht gebruikt is.
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7.7.4. De rapng van een matrix, dimensiestellingen

Definitie. Zij A een (m X n)-matrix. De rang van A is de dimensie van AR .

De rang is dus de dimensie van de kolommenruimte.

17.7.4.1. Stelling (dimensiestelling). Zij A : R > R" lineair, dan is

y]

dim N(A) + dim AR® = n .

Bewijs. Daar N(A) CIRF geldt k := dim N(A) < n.
Als k' = n is N(A) = R", dus A = @ en dim AR® = 0.

Zij nu k <n. Laatl_xl,...,gk een basis van N(A) zijn. Vul deze aan (7.6.3.6)

. n _ _ - .
met V,,e..,V . tot een basis van R. Daar Agl = e Agk 0, 1s
AR = <AV, ,...,Av_ > .
-1° *en~k
Het bewijs is voltooid als we hebben aangetoond dat Ayl,...,Ayn_k een onaf-

hankelijk stelsel is.

Stel

rlAy] toeetr LAV, 0,
‘dan is

A(rlyl Toeot rn-kyn—k) =0
en dus

rv, +...+41r v € N(a) .

i=1 n-k-n-k

Daar Upseeesly een basis van N(A) is, is

TV, oot S,u +...t s u .

1% Ta-k¥n-k - S1¥ Kk
Hieruit volgt 0 = Ty = eee ST (= §) = +eu = sk) omdat Upseeoslys ;
Vi seoo,V een onafhankelijk stelsel is. O
-1 -n-k J
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Stelling. Zij A een (m X n)-matrix, dan is de dimensie van de rijenruimte
gelijk aan de dimensie van de kolommenruimte.
Bewijs. Met 7.5.5 en 7.5.6 zien we dat de rijenruimte gelijk is aan (N(A))
Uit 7.6.5, gevolg 2 volgt dat dim(N(A))'L =n - dim(N(A)). Op grond van de dimen-
siestelling is dit gelijk asn dim AR". O
Gevolg. De rang van een matrix is gelijk aan de rang van ha§f normaalvorm.

Gevolg. Het getal r uit 7.6.4 is de rang van de matrix.

Gevolg. Voor de oplossingsruimte N(A) van een homogeen stelsel vergelijkin-

gen in n onbekenden Ax = 0 geldt:

dim N(A) = n - rang A .

Lineaire afbeeldinien R ~ r®

7.8.1. Inleiding

De matrix van een lineaire afbeelding A : R® > R" is vierkant. Voor zulke
afbeeldingen en matrices kan men een aantal bijzondere begrippen en eigen-
schappen formuleren. In 7.8.2 onderzoeken we het verband tussen de
inverse afbeelding A" van A, zo deze bestaat (zie 1.1), en de inverse ma-
trix A—] van A (zie 7.2.8.2). In 7.8.3 worden de reeds in 7.3.5 en 7.3.6
genoemde eigenwaarden nader besproken. In 7.8.4 wordt een summiere behande-
ling gegeven van het begrip determinant. Dit begrip heeft vroeger in de li-
neaire algebra een belangrijke rol gespeeld. Tegenwoordig acht men determi-
nanten van minder belang. In 7.8.5 tenslotte, zullen we spreken over ortho-
gonale afbeeldingen, dat zijn afbeeldingen die de lengtes van vectoren niet
veranderen. We zullen aantonen dat iniIR2 eniR? orthogonale afbeeldingen

draaiingen en spiegelingen zijn.

| (‘ﬁ .ICAML““ bakind

tf‘/n" M
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7.8.2. Inverteerbaarheid

Uit 7.7.2, eigenschap 4, en de dimensiestelling (7.7.4.1) volgt dat een li-
neaire afbeelding van R" in R dan en slechts dan injectief is als ze sur-
jectief is.

Zij A een bijectieve lineaire afbeelding van R® in R". Deze afbeelding A
heeft een inverse die weer lineair is. De matrix van deze inverse is de ma-
trix A—] waarvoor A—IA = I (dit volgt uit het feit dat de matrix van een
samengestelde afbeelding het matrixproduct van de matrices van elk der af-
beeldingen is. Omdat voor afbeeldingen geldt: (A+)+ = A is dan ook

AA_1 = I, wat in 7.2.8.2 al aangekondigd is.

We releveren een aantal eigenschappen van (n xn)-matrices:

1) A is inverteerbaar dan en slechts dan als N(A) = {0}.

2) A is inverteerbaar dan en slechts dan als AR" = R".

3) A is inverteerbaar dan en slechts dan als rang A = n.

4) AB is inverteerbaar dan en slechts dan als A en B beide inverteerbaar

zijn. In dat geval is (AB)-1 = B_IA-I.

Voor het bepalen van de inverse matrix is de procedure van 7.7.3 (en dus van
7.6.4) heel geschikt. We bespreken &&n voorbeeld.
Zij
1 1 1
1 0y .
1 3

A= 2
0
Als A inverteerbaar is vormen de kolommen een basis vanIR3 (dit is in ons

voorbeeld inderdaad het geval). Voor de inverse matrix geldt nu:

1 1 1 0 1 0
a 'tz = ol , a1l =], aYo| = o] ,
0 0 1 0 3 1
waaruit we berekenen
-3 2 1]
al=le -3 -2 .
-2 11
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7.8.3. Eigenwaarden en eigenvectoren

Definitie. Zij A: R" > R® lineair. Een getal X € R heet een eigenwaarde van
A indien A- I niet inverteerbaar is. Dit is het geval dan en slechts dan
1. als er een v eIRn, v # 0, bestaat 25 dat Av = \v. Zo'n vector v heet een

eigenvector bij de eigenwaarde ).

We spreken ook wel van eigenwaarden en eigenvectoren van de matrix A.

We hebben al verschillende malen gezien hoe eigenwaarden en eigenvectoren in
de toepassingen een rol spelen. Meetkundig zijn eigenvectoren vectoren v # 0
waarvan het beeld op de rechte door 0 en v ligt.

De volgende stellingen zijn eenvoudig te bewijzen.

(nxn)

Stelling. Als X een eigenwaarde van A is, dan is {v e R" | Av = Av} een

. n - s .
deelruimte van R met positieve dimensie.

De deelruimte uit deze stelling heet de eigenruimte van A bij de eigenwaarde
A'

Stelling. Een getal )\ is een eigenwaarde van A dan en slechts dan als
dim N(A-AI) > 0 is. Alle vectoren # 0 uit N(A-2AI) zijn eigenvectoren van A

bij de eigenwaarde A.

Stelling. Zij Viseesry¥y een lineair onafhankelijk stelsel van eigenvectoren

)

van de matrix A(™*P met Axi = Aiyi (i=1,...,k). Zij w eveneens een eigen-
vector van A bij de eigenwaarde p met u # Ai (i=1,...,k). Dan is

Vis+++5V) ¥ een lineair onafhankelijk stelsel.

Bewijs. Als Yys+++5Y¥,sw afhankelijk zou zijn dan zou w een lineaire combina-
tie zijn van yl,...,yk (ga na). Veronderstel dat w = oy, + s+ o vy 5 om-
dat w # 0 (eigenvector!) is [al,...,ak] # [0,...,0]. Nu is

Aw = ozlAy1 + ...+ akAyk, waarult volgt uw = alllyl + ..+ akAkyk' Omdat
ook geldt uw = QMY+ el ¥ a Y, is a](xl-u)y] + ...+ ak(kk-u)yk =0
en in deze lineaire combinatie zijn niet alle coéfficiénten 0. Dit is in te-

genspraak met de onafhankelijkheid van Yyseoss¥ye il
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Gevolg. Een (n xn)-matrix heeft ten hoogste n verschillende eigenwaarden.

Voorbeelden. 1) Voor de afbeelding Pa (7.7.2, voorbeeld 3) zijn alle vecto-
ren # 0 in het vlak (a,x) =0 eigenvectoren bij de eigenwaarde +1; alle

vectoren Aa met A # 0 zijn eigenvectoren bij de eigenwaarde 0. Uit de

voorafgaande stelling volgt dat er geen andere eigenwaarden en eigenvec-

toren zijn.

2) Qb uit 7.7.2, voorbeeld 4, heeft de eigenwaarden O en 1. De eigenruimte

bIH'O is het vlak (b,x) = 0; de eigenruimte bij 1 is <b>.

3) De spiegeling Sa uit 7.7.2, voorbeeld 5, heeft eigenwaarden 1 (met als
eigenruimte hef—spiegelvlak (a,x) = 0) en -1 (met als eigenruimte <a>).

4) Voor de afschuiving Aa uit 7.7.2, voorbeeld 6, is 1 de enige eigenwaarde
met <e,> als bijbehorende eigenruimte, mits a # 0 is (ga na).

5) De draaiing DQ (7.7.2, voorbeeld 7) heeft geen eigenwaarden en eigenvec-
toren tenzij ¢ = km (k geheel).

6) Als N(A) # {0} is N(A) eigenruimte bij de eigenwaarde 0.

. . nxn
Het bepalen van eigenwaarden en elgenvectoren van A( ) = [aij] komt neer

op het vinden van een )\ en een v # 0 die voldoen aan:

(a”--)\)vl aj vy t el v, =
ay vy * (a22--)\)v2 + ...+ v, =
. . - Ll .\ ?’ {,~
vy * aaVa * e (3t Vv, = 0. a1l

Een rekentechniek voor de uitvoering hiervan wordt besproken in 7.8.4. |

7.8.4. Determinanten

De determinant van een vierkante matrix A is een getal, det A, dat we aange-
ven door de elementen van de matrix tussen verticale strepen gezet.

De definitie van de determinant geven we recursief naar het aantal rijen en

kolommen:

i) Als A = [a] is det A = a.

ii) Stel dat voor elke (nx n)-matrix de determinant bekend is, dan definie-

ren we:
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11 12

a . s e

n+l, 1 80+1,n+1

n
| = 2Dy T el taglyg m e DT D) e
waarin Dij de determinant is van de (m:xn)-matrix die uit A ontstaat

door de i-de rij en de j—de kolom weg te laten.

Enkele gevolgen:

| a) a a - _
o a]1 a12 = a”a22 a]2a2] .
21 22
b) a1 %12 g3
81 %2 83| T
831 83y 833

= 81180833 ¥ 21537383 Y 313851837 7 8138)985) T 81873839 " 3525833

Meetkundig stelt det[gthj, a,b eIRZ, de oppervlakte of het tegenovergestelde
daarvan voor van het parallellogram waarvan de meetkundige vectoren a en b
aanliggende zijden zijn. Merk op dat '

1 0
det[e ,e,] =

0 1

Evenzo stelt det[E)EmE]:.itE'E.€:m3» weer afgezien van een eventuele factor
-1, de inhoud voor van het parallellepipedum met de meetkundige vectoren a,

b en c als zijden. Merk op dat

1 0 0
det[§1’92’§3] =10 I 0 =1,
0 0 1

Het is voor determinanten met veel rijen en kolommen erg omslachtig de be-
rekening uit te voeren volgens de definitie. Immers het aantal termen dat

men zo krijgt bij de uitwerking van een (n xn)-determinant is n!.
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Stelling. 1) det A = det AT.
2) det AB = det A - det B.

Het bewijs van deze stelling laten we achterwege. Alle belangrijke eigenschap-

pen van determinanten volgen nu zonder moeite:

Stelling. 1) det A = —det B als B uit A ontstaat door verwisseling van twee
rijen of van twee kolommen.

2) det A = det B als de i-de rij (of kolom) van B gelijk is aan de som van
de i-de rij (of kolom) van A en p maal de j-de rij (of kolom) vana (p ¢ R,
i # j), terwijl de overige rijen (kolommen) van B gelijk zijn aan de over-
eenkomstige rijen (kolommen) van A.

3) det A = p det B als &&n rij (of kolom) van A gelijk is aan p maal de
overeenkomstige rij (of kolom) van B, terwijl de overige rijen (kolommen)
van B gelijk zijn aan de overeenkomstige rijen (kolommen) van A.

4) det A(an) # 0 dan en slechts dan als rang A = n, dus als de kolommen

van A een basis van R" vormen.
5) det (pa™ ™y = b et a.
"Bewijs". 1) Verandering van de volgorde van de rijen in een matrix kan be-
schouwd worden als linksvermenigvuldiging met een permutatiematrix; ver-
wisseling van de kolommen ontstaat door rechtsvermenigvuldiging met een
permutatiematrix (zie 7.2.8.4)., Ook kan men kolommen in rijen overvoeren

T - -
door transponeren waarnd det A" = det A. We volstaan met &&n voorbeeld.

~ -— - —

0 0 1 0 a, a, a3 3, ° c, c3 ¢,
0 1 0 ©0 b1 b2 b3 b4 _ b1 b2 b3 b4
- ’
1 0 0 0 o ¢, C3 ¢ a, a, ay g,
0 0 0 1] d] d2 d3 d‘.‘_ _d] d2 d3 d‘*_.
P A = B

det P » det A = det B, en det P

il
|
—
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2) We volstaan weer met een voorbeeld.

— T - _
1 0 0 0 al a2 a3 a4 al a2
0 1 p O b1 b2 b3 b4 ) b]+pc] b2+pc2
0 0 1 0 c] c2 c3 c4 c ¢y
10 0 0 1] _d] d2 d3 d‘& i d] d2

T A =

det T ¢« det A = det B, endet T = 1.

Evenzo °
a a, a3 a4 1 0 0 0 a1 a2 pa2+a3
b1 b2 b3 /bé 0 1 P 0 ) b] b2 pb2+b3
cl ¢, c3 04 0 0 1 0 4 <y pc2+c3
_?1 d2 d3 d4__9 0 0 1] L?l d2 pd2+d3
3 |1 0 0 0 a a, a, a4} a a2 a,

0 p 0 0 bl b2 b3 b4 ) pb1 pb2 pb3
0 0 1 0 < c, Cq <, ¢ <, Cy
10 0 0 l-_?l d2 d3 dﬁ_ ] d] d2 d3
p— -1 r- . —

a a2 a3 a4 1 0 0 0 a pPa, a3

b1 b2 b3 b4 0 p 0 0 ) bl pb2 b3

< <, c3 c4 0 0 1 0 ° Pcy c3
Ld1 d2 d3 d4— 10 0 0 1] _‘_il pd2 d3

en det =P .
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4) Als de kolommen (rijen) afhankelijk zijn, is een kolom (rij) lineaire
combinatie van de overige. Herhaalde toepassing van 2) geeft een deter-
minant waarvan een kolom of rij 0 resp. g? is. Uit 3) volgt dat de de-

terminant 0 is.

Als de kolommen (rijen) van A onafhankelijk zijn, kan A door bewerkingen
als in 1) en 2) overgevoerd worden in een diagonaalmatrix met diagonaal-
elementen # 0. Van zo'n matrix is de determinant gelijk aan het produkt
van de diagonaalelementen.

5) Herhaalde toepassing van 3).

Het berekenen van de determinanten gaat nu het handigst door gebruikmakend

van de regels 1), 2) en 3) en transponeren, zoveel mogelijk nullen op de

eerste rij te krijgen.

Voorbeeld 1.

a b ¢ d a b-2 c-3a d-da
1 2 3 4 1 0 0 0
12 3 5| _ | 0 0 1|
1 2 4 5 1 0 1 1
5 1 3 4 5 1 1 1 I
a p q T
' a p g-p r-p
1 0 0 0
0 1
= i 0 0 ! = le]e = -1,
| 1 0 1 1 10
\ 1 1 0 0

Stelling. Als A een (n X n)-matrix is, dan heeft Ax = 0 dan en slechts dan

een van 0 verschillende oplossing als det A = 0.

\ Het belang van determinanten is gelegen in de volgende stelling.
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Stelling. Een getal A is een eigenwaarde van A dan en slechts dan als

det(A - AL) =

f, Deze algebraische vergelijking in A (van de n-de graad) heet de karakteris-

tieke vergelijking van A.

K Voorbeelden. 2) Voor de afschuiving Aa uit 7.7.2, voorbeeld 6 geldt:

1 -2 a

det(Aa - AI) = = (1 - A)z

0 1 = A

3) Voor de spiegeling Sa uit 7.7.2, voorbeeld 5 geldt:

_ ) ~ i .
1 2a1 ZaLa2 2a]a3
p— - - 2 —
%i = 2ala2 1 2a2 2a2a3
2
i 2a]a3 2a2a3 1 - 2a3_
en
1 -2 2. A -2 -2a,a
4 2122 4183
- - _ 9.2 _ -
det(si Al = 2a1a2 1 2a2 A 2a2a3
s _ _ - 5.2 _
@( _ 2a1a3 232a3 1 2a3 A
‘ . 2 2 C ) - 8222242 - 822222
= (1 2a] )9XE! 2a2 ) (1 2a3 A) 8a a,a, 8a] 585
2 2 2 2.2, 2 22 2 _
- 4ala3(l 2a2 A) 4a2§3(1 2al A) ~ 4a az(l 2a3 A) =
_ .3 2 _ 2 2 25 _ _ 2 _ 2 2
=-A" + A°(3 2a] 2a2 2a3) A (3 4a1 4a2 4a3) +
2 2 2
+ 1 - 2(a] + a, + a3)
2 2 .
In verband met aj + a, + a |a| 1, is
det(S_ - AI) = A2 - -0 - I)Z(A + 1)

De eigenwaarden zijn dus 1 en -I.
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4) Het werken met determinanten wordt nog geillustreerd aan de volgende be-
rekening. Uit Sa =1I- 2Qa (7.7.2, voorbeeld 4) volgt:

—

det(SE-AI) = det((l1=-2)I - ZQE) = -8 det(Qf1 -1(=-01) .

Dus A is een eigenwaarde van Sa dan en slechts dan als {(l1 -'A) eigenwaar-
de is van Qa’ Dit is in overeenstemming met het feit dat 0 en 1 de eigen-
waarden zijn van Qa en 1. en -1 die van Sa'

De beide volgende toepassingen zijn voornamelijk van theoretisch belang.

Stelling (regel van Cramer). Als voor het stelsel vergelijkingen A(nxn)x =5
g g g J g

o met A = [gl,gz,...,gn] geldt rang A = n, dan is het stelsel &énduidig oplos-

baar en de oplossing wordt gegeven door

det[gl,...,gi_l ’E-’§i+l""’§n] )
x; = ot & R 1=1,,..,n.

i Bewijs. Uit rang A = n volgt dat A inverteerbaar is (zie 7.8.2), zodat het

-

stelsel Ax = b precies €én oplossing heeft. Voor de oplossing [xl,...,xn]T

geldt
X X8+ ... txa =b.
; Dan is
2 det[gl,...,gi_1 ’E-’éi+l""’§n] =
¥i - kzl *x det[Etl"_"’éi—l’ék’iliﬂ""’iln:] B
; = x; det[gl,...,gi_l,gi,§i+],...,gn] =
= %3 det A, met det A # 0 . O

Gevolg. Zij A een (nxn)-matrix en zij det A # 0, zodat rang A = n. De vraag

naar de inverse van A, oftewel de vraag naar een matrix

X = [51’52’°"’§n]

zodat AX = I, kunnen we dan ook aldus beantwoorden.
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Uit AX = I volgt:

[Ax)se e 0hx ] = [ ,enune ] s

zodat
V. = .
j=l,eee,n =) =]
Met
a]] e a]n x11 e X]n
A= 1 . en X=1. .
a .« e a x * o @ x
nl nn nl nn

geldt volgens de regel van Cramer:

det[gl,...,gi_l, e CYRURRRNY: S

xij det A ‘

(gl,...,gn stellen weer de kolommen van A voor), zodat

-1yi*]
) -1) D..
®ii det A ?
waarbij Dji de determinant is van de matrix die uit A ontstaat door wegla-

ting van de j-de rij en de i-de kolom. Daarmee is 'de inverse van A bepaald.

Orthogonale afbeeldingen

Definitie. Een lineaire afbeelding A i (een (n X n)-matrix A) heet

ortiogonaal indien voor alle x e R geldt
lax| = |x| .

Orthogonale afbeeldingen zijn afbeeldingen die '"lengtebehoudend" zijn.
Spiegelingen en draaiingen zijn voorbeelden van orthogonale afbeeldingen.
We zien onmiddellijk dat een orthogonale afbeelding geen andere eigenwaarden

kan hebben dan +1 en —1.

Stelling (karakteriseringen van orthogonaliteit). Zij A : R® > R" lineair;

de volgende beweringen zijn gelijkwaardig:

a) A is orthogonaal;

b) voor alle x,y € r" geldt (Ax,Ay) = (X,y);
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¢) A is inverteerbaar en A_l = AT;
d) AAT = T;
e) ATA = I;

f) de rijen van A vormen een orthonormaal stelsel;

g) de kolommen van A vormen een orthonormaal stelsel.

Bewijs. Uit a) volgt b) want (x,x) + 2(x,y) + (¥,y) = x+y,x+y) =

= (A(x + y), A(x + 3)) = (Ax,Ax) + 2(Ax,Ay) + (Ay,Ay) = '

= (x,x) + 2(Ax,4y) + (¥,3)-

Uit b) volgt c¢) want (x,y) = (Ax,Ay) = (E,ATAZ) (zie 7.2.7); dus voor alle

x en y geldt (x,(I - ATA)X) = 0, derhalve is 1 - AiA = 0.

Alle overige onderdelen van het bewijs zijn triviaal. a
Stelling. Is A orthogonaal, dan is |det A| = I.

. T 2
Bewijs. A"A = I, (det A)" = 1. 0

Voorbeeld 1. Iedere orthogonale afbeelding vanimz iniRz is of een draaiing

om 0 of een spiegeling aan een rechte.

Bewijs. Zij

2

eei. orthogonale (2 x 2)~matrix, dan is a2+b2 =1, ac+bd = 0, ¢ -fdz = 1 en

A:=7dat A=ad -be=%1. Uit a2 +b2 =1 volgt dat er precies &éna ¢ [0,21) voldoet aan
cos o = a , sin o = b .
Uit
ccos a+dsinaog =
{-c sin ¢ +d cos a = A
volgt

[p]
n
1

>

w

[k

=}

Q

o
fl

A cos o ,
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i zodat

cos a ~-A sin o
sin a A cos ¢

Als A = 1 dan is A

Da’ d.i. de draaiing over een hoek a om 0; zie 7.7.2,

. voorbeeld 7. Als A = -1 dan is
5 cos o sin o
: A=

sin @ -cos a

en A is de spiegeling aan de rechte x = Aa met a = [cos la, sin %a]T (ga na).

Voorbeeld 2. InIR3 zijn er meer typen orthogonale afbeeldingen. We sommen
nu de mogelijkheden op. Omdat de karakteristieke vergelijking van de derde

graad is, is er steeds tenminste €&n eigenwaarde.

1) X = 1 is een eigenwaarde.

a) De eigenruimte bij X 1 is driedimensionaal; A = I.

b) De eigenruimte bij A 1 (we noemen deze E]) is tweedimensionaal. Uit

de orthogonaliteit volgt dan dat E? eigenruimte bij A = -1 is; A is een
spiegeling aan het vlak El'
c) De eigenruimte, E], bij A = 1 is &éndimensionaal. Dan geldt dat

4 . . . .
AET = E]; de restrictie van A tot Et 1s een orthogonale afbeelding van

een tweedimensionale ruimte die geen eigenwaarde 1 heeft. A is een

draaiing om de rechte E.

2) A = -1 is de enige eigenwaarde.

a,; De eigenruimte, E-l’ bij A = -1 is driedimensionaal; A = -I, spiege~
ling t.o0.v. het punt Q.

b) De eigenruimte, E-l’ bij X = -1 is é&ndimensionaal (dim E_1 = 2 is
uitgesloten; vergelijk met 1b). A is een draaiing om de rechte E__l ge~

combineerd met een spiegeling aan het vlak Ef].
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Lineaire vergelijkingen en ongelijkheden

Inleiding

Deze paragraaf bestaat uit vijf delen. In 7.9.2 en 7.9.3 vatten we samen al-
les wat tot dusver over homogene en inhomogene stelsels vergelijkingen be-
handeld is. In 7.9.4 gaat het over het bepalen van oplossingen van een stel-
sel vergelijkingen, waarbij elk van de onbekeﬁden een niet-negatieve waarde
heeft. Enkele opmerkingen over lineaire ongelijkheden vormen de inhoud van

7.9.5, terwijl in 7.9.6 iets gezegd wordt over zgn. lineaire programmering.

Homogene lineaire vergelijkingen

We beschouwen het stelsel vergelijkingen

fa”xl + a]2X2 + ... + a, x

In"n -
a21x] + a22x2 + ... + aZan =0
{ . . . . (1)
ka.mlx1 + amzx2 + L., + amnxn =0 .
Z2ij A = A(mxn) = [a..]; zij a, = [a a ]T a = [a a ]T
J ij7? 32 112°°° 2% 2 25y ml?** " *>“mn- °

We hebben al gezien dat de oplossingen van (1) een deelruimte van R" vormen,
nl. N(A) = <g],...,§m>l. Het stelsel (1) heeft een van 0 verschillende op-
lossing dan en slechts dan als rang A < n, immers dim N(A) + rang A = n. Het
bepalen van de oplossing van Ax = 0 gaat met behulp van de algoritme uit
7.6.4,

Stelling. Laat A de normaalvorm zijn van A, dan is N(K) = N(A).

Bewijs. De rijen van Aen A spannen dezelfde deelruimte op. 0

Laat A een (mxn)-matrix zijn in normaalvorm. Laat kl""’kr de rangnummers

van de kolommen zijn waarin de vectoren TR uit R® staan. Dan wordt de

algemene oplossing van Ax = 0 verkregen door aan alle Kyseee,X , met uitzon-
X = 2 n

dering van K 2eresX

» waarden toe te kennen en vervolgens X seeesX te
r 1

k

r
berekenen.
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Voorbeeld.

i}

o O O ©O

X
+ 2x
X

+

X6

7
7
7
Xy *+ 2x3 + X, + Xg + 2x7

Met behulp van de veegalgoritme (7.6.4) is de matrix van dit stelsel te her-

leiden tot de normaalvorm:

In dit geval is k] =2, k, =4, k

De

%2

o O O O
o O ©
o O O N
o O O

0 0

2 3= 6, rang A= 3, dus dim N(&) = 7 - 3 = 4.
oplossing van Ax = 0 is nu: X, = A], Xq = Az, Xg = AB’ x, = A&’ derhalve

ST 2h T AT N Xy T T Ay, Xg =7 Ay

Dit kunnen we ook schrijven als:

x = 1,[1,0,0,0,0,0,01" + 1,[0,-2,1,0,0,0,01" +

+ A3[0,-],O,O,I,O,OJT + x4[o,—1,o,—1,o,—1,1]T i

Uit het feit dat dim N(A) = 4 volgt ook dat we de algemene oplossing hebben.

We

Laat A een (mxn)-matrix zijn. Een basis voor de oplossingsruimte van Ax = 0

formuleren het nog eens anders:

verk ijgt men aldus:

1)

2)

3)

4)

Breng A op normaalvorm. Laat k]”"’kr de rangnummers van de kolommen zijn

. . m
waarin de vectoren €ys-++5e ult R staan.

r
Splits de onbekenden in twee groepen: xkl,...,xkr, en de overige,
288l X 505X,
1 n-r
Stel, voor elke i € {1,2,...,n-r}, xzi =1, X, = 0 (j # 1) en bereken
xk],...,xkr. Zo verkrijgt men telkens een oplogsing.

De aldus verkregen n-r oplossingen vormen een basis van N(A).
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7.9.3. Inhomogene lineaire vergelijkingen

We beschouwen het stelsel vergelijkingen

3% Y aXy t e ta xS0
B9 X ¥ ayXy t ... +ayx = b,

. . . . (2)
am]x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm .

. T T .
Met A, B sererdy als in 7.9.2, b = [bl,...,bm] en X = [x],...,xn] is het

stelsel (2) te schrijven als Ax = b. Men noemt A en [A,b] resp. de coeffici-

entenmatrix en de aangevulde matrix van (2).

Door herhaling van reeds gegeven argumenten kan men alle onderstaande bewe-

ringen bewijzen.

a)

b)
c)

d)

e)

£)

Het stelsel (2) is dan en slechts dan niet strijdig (d.w.z. oplosbaar)
indien b € AR",

Het stelsel (2) is dan en slechts dan oplosbaar indien rang A = rang[A,bl.
Als Aa = b dan is het stelsel (2) oplosbaar en de algemene oplessing is

a + N(A) (m.a.w. a + N(A) is de verzameling van alle oplossingeh).

Als (2) oplosbaar is, is de dimensie van de nevenruimte der oplossingen
(gelijk aan dim N(A)) gelijk aan n - rang A.

Als [K{E] de normaalvorm is van [A,b], dan hebben Ki = E en Ax = b de-

zelfde oplossingen.

Als n = m en A is een injectie (d.w.z. N(A) = {9}), dan is Ax = b ééndui-

dig oplosbaar met oplossing x = Aflk.

Uit bewering e) volgt tevens een methode om het stelsel (2) op te lossen.

1)

2)

Breng [A,b] op normaalvorm. Laat kl""’kr de rangnummers van de kolommen
zijn waarin de vectoren CIERRERI-. uit R® staan. Er zijn nu twee mogelijk-
heden:
1) kr
ii) kr < n, dan is rang[A,b] = rang A; het stelsel is oplosbaar.

n+1, dan is rang[A,b] > rang A; het stelsel is strijdig.

Laat het stelsel oplosbaar zijn en laat [KzE] de normaalvorm zijn van de
aangevulde matrix, dan is E = [g],...,gr,o,...,O]T.

Is nu r = n dan is het stelsel eenduidig oplosbaar; is r < n dan is er
een (n-r)-dimensionale nevenruimte van oplossingen. Op grond van c) is

het voldoende €én oplossing aan te geven en verder N(A) volgens 7.9.2 te




- 109 -

(
{
I

bepalen (dit is, als A bekend is, niet veel werk meer). Eén oplossing is

: X, = gi voor i = l,...,r, en de overige x—en gelijk aan 0.
k i
\
%E‘ Voorbeelden.
1) X, + Xy = 10
x1 + x2 + x, =
X, + 2x3 = 6,
o 1 1 10]
[Ab1=1{1 1 1 8,
1 0 2 6]
1 o -2
[A,Bl=f0o 1 o0
o 0 1 4
Oplossing: X, = -2, Xy = 6, Xy = 4 of x = [—2,6,4]T.
2) X, + 2x2 + 3x3 - %, = 1
2xl + 3x2 - 2x3 + 3x4 = 1
4x1 + 7x2 + 4x3 + x, = 2,
1 2 3 -1 1
fA,bl= {2 3 -2 3 1],
L 4 7 4 1 2
' i 0 -13 9 o0
[A,b1 = {0 1 8 -5 0
0 o0 0 0 1

In dit voorbeeld is rang[KtE] = 3 > 2 = rang A. Het stelsel is strijdig,

er zijn geen oplossingen.

3) X, + 2x2 + 3x3 - %, = 1
2x] + 3x2 - 2x3 + 3x4 = 1]
4x1 + 7x2 + 4x3 + x, = 3,
1 2 3 -1 1
[A,EJ = 3 -2 3 1{ ,

N
~I1
o
(9%

rﬂ
N>
=2t
-
]
1
o
t
w
)
i
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In dit voorbeeld is rang[K,E] = rang A = 2. De dimensie van de nevenruim-

te der oplossingen is 4 ~ 2 = 2.

Een oplossing is X = -1, Xy = 1, X3 = X, = 0.
De algemene oplossing luidt
T / 264.2.74%
x = [-1,1,0,01" + A[13,-8,1,01% + u(-9,5,0,11% . | 2427
2 7.9.4. Positieve oplossingen van stelsels lineaire vergelijkingen
? In veel van de toepassingen van stelsels Ax = b gaat het er niet om de alge-

mene oplossing te vinden, maar is men slechts geinteresseerd in positieve
oplossingen, d.w.z. oplossingen die voldoen aan x 2 0 (dus X 2 0 voor
i=1,...,n).

N.B. Het gebruik van het woord positief wijkt hier af van het gewone ge-
bruik; een vector x heet positief als alle elementen van X niet negatief

zijn,

Als voorbereiding op het bestuderen van positieve oplossingen dienen de vol-

gende beschouwingen over zgn. convexe verzamelingen.

o s e . n . .
7.9.4.1. Definitie. Zij y,z € R'; een vector x heet een convexe combinatie van y en z

indien er een getal A € [0,1] bestaat z5 dat
X = Ay + (I-A)E.

De verzameling van alle convexe combinaties van y en z noemen we het segment

tussen Yy en z.

?7.9.4.2. Definitie. Een deelverzameling U van R" heet convex indien voor elke ¥,z €U

en eike A € [0,1] geldt:

Ay + (]-)\)E_EU.

Voorbeelden van convexe verzamelingen

1) InIIR2 is de cirkelschijf x% + x% < 1 convex.

2) Het binnengebied van een driehoek in'R? en van een viervlak inqu is con-

vex.
3) In R is {§ !.E 2 0} convex.
4) 2ij a « ]Rn, r € R; de verzamelingen {x I (a,x) > r} en {x ] (a,x) 2 r}

zijn convexe verzamelingen (geheten open en gesloten halfruimte).
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Opmerking. Het verband tussen de convexe functies uit 2.3.3, 2.6.9 en con-
vexe verzamelingen wordt gegeven door de volgende eigenschap:
Zij I een interval in R, dan is f: I > R dan en slechts dan een convexe

functie als {(x,y) € R2 [ xe I,y 2 f(x)} een convexe verzameling is.

Definitie. Zij - ST SPRRNTS 9 eZRn; een vector z heet een convexe combinatie
van X sXpseeesX indien er getallen AI,AZ,...,Am bestaan met A, 2 0, Ay 2 0,

...,Am 2 0 en A1+-A2+... +Am =1, 20 dat z = A131 + A2§2 + .0, t Amgm.

Eigenschappen. 1) Als Ul en U, convex zijn, dan is U] n U, convex.
De doorsnede van een willekeurige collectie convexe verzamelingen is con-
vex.

2) Iedere nevenruimte (en in het bijzonder iedere deelruimte) is convex.

3) Als U convex is en als Xjseees¥ € U, dan ligt ook elke convexe combina-

k
tie van Kiseoes¥y in U.

Bewijs. We bewijzen alleen eigenschap 3) door volledige inductie naar k.
Voor k = 2 volgt de eigenschap uit de definitie van convexe verzameling.
Onderstel nu dat iedere convexe combinatie van een (k- 1)-tal elementen uit

A; 20, 2 Ay = 1. Als A, = 1 zijn de

Uyin U ligt. Zij x = AIEI + cee + A 1

k¥k
overige Agseenshy gelijk 0 en is X € U; anders is

A e
X= A * (II-AI)[T_:—X; Xy teoot T—:—XT xd =0z + 0-2)y .
Daar y ¢ U krachtens aanname, is x e U. 0

4) Bij iedere verzameling V is er een kleinste convexe verzameling die V be-
vat; deze is de doorsnede van alle convexe verzamelingen die V bevatten.

Notatie: C(V); naam: convexe omhulsel van V.

5) Als V = {§l,...,§k}, dan is

CV) ={X %, +eoot A X | A, 2 0,...52

1 0, &

...t A = 1} .

>
k 1
Bewijs. Merk op dat alle convexe combinaties van eindig veel vectoren een

convexe verzameling vormen. O
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Let op de analogie tussen C(V) en <V>, In plaats van C({gl,...,gk}) schrij-
% ven we C(gl,...,gk). De verzameling C(gl,...,gk) heet het convexe polytoop

opgespannen door Bpoeeesd .

I 6) Een convex polytoop is begrensd. (Een verzameling V ¢ R® heet begrensd
als er een M > 0 bestaat zodat 'EI < M voor alle x € V; N.B. P is be-
grensd.)

7) Als x € C(gl,...,gk) dan is C(g,gl,...,gk) = C(gl,...,gk).

8) Er bestaat een éénduidig bepaalde verzameling {bl""’hl} c {gl,...,gk}

z0 dat:

1) c(gl,...,gz) = C(gl,...,gk).

ii) Geen der bi is gelegen in het convexe polytoop opgespannen door de

overige b's.
5 Bewijs. Probeer Broeessdy achtereenvolgens weg te laten. a
De Ei heten de hoekpunten van het polytoop.

9) {5 |_§ =0, Xy +...4 x = 1} is een convex polytoop met hoekpunten
gl’...’gn'

10) Een convexe combinatie van convexe combinaties van x reresXy is zelf een

1
convexe combinatie van XyseoerX

iﬁ 7.9.4.4, Definitie. Zij U een convexe verzameling. Een vector X € U heet een extreem
ﬁ element van U als uit x = Ay + (1-2A)z met ¥:2 € U,y # z, Volgt A=1en
x=yof A =0enx-=z

Gelijkwaardige formulering: x is extreem element als uit x=ay + (I1-a)z
met y,z € U, 0 < a < 1, volgt: x=y=2; of x is extreem element als X
niet tussenpunt is van een segment in U; of X 1s extreem element als X geen
convexe combinatie is van twee van X verschillende elementen van U; of X is

een extreem element van U als U \{g} convex 1s.

Voorbeelden. 5) Open en gesloten halfruimten hebben geen extreme elementen.

6) De hoekpunten van een convex polytoop zijn de extreme elementen.
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¢-7.9.4.5. Stelling. De positieve oplossingen van Ax = b vormen een convexe verzameling.
1o
“E

Bewijs. De verzameling van positieve oplossingen kan leeg zijn. De lege ver-
zameling is convex. Zijn y en z positieve oplossingen en is 0 < A < 1, dan

is ook Ay + (1 - A)z een positieve oplossing. O

Voorbeeld. 7) De verzameling, V, van de positieve oplossingen van % + % = ]

iniR2 kan de volgende gedaanten hebben:

i) Als a > 0, b-> 0 dan is V begrensd met twee extreme elementen.

ii) Als a >0, b <0 of a<0, b>» 0 dan is V niet begrensd en V heeft

slechts één extreem element.

~

iii) Als a < 0, b < 0 dan is V = §.

Laat A een (m X n)-matrix zijn, en laat PETEEEY- N de kolomvectoren van A

zijn zodat het stelsel vergelijkingen Ax = b te schrijven is als

a, +...+ xa =b.

2=2 n-n

De extreme elementen van de verzameling der positieve oplossingen heten ex-

y treme oplossingen.

T
7.9.4.6. Stelling. Zij x = [XI’XZ""’xp’O’O""’0] metx, > 0, x, > 0,...,xp >0

1 2
een positieve oplossing van Ax = b. Nu is X een extreme oplossing dan en

slechts dan als ajs+--»2, een onafhankelijk stelsel is.

Bew’js. i) Veronderstel dat a ""’ép onafhankelijk is en dat

1

X = AOE + (1 - AO)X voor zekere AO met 0 < AO < 1 en positieve oplos-

. singen u en v.

Uit Aouk + (1 - AO)Vk = 0, u >0, Vi >z 0, volgt U = 0, v = 0.

We hebben dus: up+l cee S U= o, Vp+1 S .. = vn = 0, Nu is
x.a, +...+xXxa =0b
1=1 PP -
u,a, +...+ua =b
1-1 PP -
v,a, *t...+ va =0b.
1-1 PP -

Omdat gl,...,gp onafhankelijk is, volgt hieruit x = u = v.
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ii) Veronderstel dat gl,...,gp niet onafhankelijk is, dan zijn er getallen
YyseeesY s niet alle gelijk aan nul, zd dat Y134 + ..o vy a = 0.
p T PP

Beschouw y :='[yl,yz,...,yp,0,0,...,OJ eiRn, dan is y # 0 (N.B. y kan

negatieve elementen hebben!).

PR e T T TR e

Zij m := min{xl,...,xp}, M:= max{]yl[,...,|yp|}, dan is m > 0, M > 0.

Zije=%%.Nuzijn_1_1_:

sitieve oplossingen en x

x+ezen_\_r_:

tu + }v, dus x is geen extreme oplossing. []

X - €y twee verschillende po-

RSN SRR T RS

St .

7.9.4.7. Stelling. Zij x = [x],...,xn]T een positieve oplossing van Ax = b. Nu is x

een extreme oplossing dan en slechts dan indien het stelsel van de kolomvec-
toren van A met rangnummers i, waarvoor X, # 0 is, een onafhankelijk stelsel

is.

Bewijs. Pas 7.9.4.6 toe, eventueel na hernummering van de onbekenden. g

‘b heeft ten hoogste eindig veel extreme oplossingen.

Stelling. Ax

] Bewijs. De verzameling {él""’én} der kolomvectoren van A heeft 2" deelver-
zamelingen. Alleen die deelverzamelingen waarvan de elementen een onafhanke-
lijk stelsel vormen, corresponderen elk met ten hoogste &&n extreme oplos-

sing. 0

Stelling 7.9.4.7 geeft ons tevens een mogelijkheid de extreme oplossingen te
bepalen. We gaan daarbij als volgt te werk:

Bepaal een onafhankelijk stelsel kolomvectoren van A, bijv. 81535,39,3g:

Probeer op te lossen: x;a, + Xq34 * X3, * Xgag = bj er is ten hoogste &én
oplossing. Laat deze zijn X) = ap, X3 = 03, X; T 0y, Xg = ag. Beschouw nu
[a],0,a3,0,0,0,a7,a8,0,...,0] ; als deze vector positief is, is het een ex-
treme oplossing.

Belangrijk zijn gevallen waarin de verzameling van de positieve oplossingen
van Ax = b begrensd is. Een voldoende (maar niet nodige!) voorwaarde hier-

voor 1is:

He~-18
o

m .
. >0 (j = 1,00.,n) en E b. 20 .
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Algemener: de verzameling van de positieve oplossingen van Ax = b is be-

grensd als er reele getallen r seeest bestaat zodat

1

r.b. 20 .
p i

Il e~

m
Z r.a.. >0 (G = lyeea,n) en
= 1

Als de verzameling der positieve oplossingen begrensd is gelden fraaie stel-

lingen.

Stelling. Laat de verzameling der positieve oplossingen van Ax = b begrensd

zijn, laat x, een positieve oplossing zijn en laat a ¢ N(A) zijn. Dan vor-

0
men alle positieve oplossingen van de vorm X, + ta met t € R een segment in
n .
R, eventueel bestaande uit het punt X, alleen.
Bewijs. Triviaal. 0

We komen nu tot de hoofdstelling van deze paragraaf.

Stelling. Laat de verzameling V van de positieve oplossingen van Ax = b
niet-leeg en begrensd zijn. Dan bestaat V uit alle convexe combinaties van
de extreme oplossingen, m.a.w. V is het convexe polytoop met de extreme op-

lossingen als hoekpunten.

Bewijs. We geven een bewijs uit het ongerijmde. Stel dat er een positieve
oplossing z is die geen convexe combinatie van extreme oplossingen is; z is
dan zelf zeker geen extreme oplossing. Er zijn dan twee verschillende posi-
tieve oplossingen u en v en een A met 0 < A < 1, z8dat z = Au + (1 - A)v.

2 A at 2 il ¥
Alle vectoren van de vorm tu + (1 — t)v = v + t(u - v) met t ¢ R zijn oplos~
singen van Ax = b. Op grond van 7.9.4.8 vormen de positieve oplossingen

S * * . ..
van deze vorm een segment S in R . Laat u en v de eindpunten van S zijn;
.. . . * * ..
dan zijn u en v, en dus ook z, convexe combinaties van u en v , terwijl
* * * * * * . . .

u #v,u #2,Vv #2z.Alsu en Vv nu beide convexe combinaties van
extreme oplossingen zouden zijn, dan zou hetzelfde gelden voor z. Tenminste
- . * * * . . .
een van beide u of v, zeg u, 1s dus geen convexe combinatie van 'ex-

treme oplossingen.
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Laat van de vector z nu p elementen gelijk aan O zijn, dan zijn ook de
overeenkomstige elementen van 2* en‘z* gelijk aan 0. We zullen aantonen dat
van de vector g* tenminste p +1 elementen 0 zijn. Als dit nl. niet zo is,
dan kunnen we als in het bewijs van 7.9.4.6 een € > 0 vinden, zo klein dat
5? + e(zf-g*) en 3* - e(zf-gf) beide positieve oplossingen zijn. Het
laatste is in tegenspraak met het feit datig*\eenAeindpunt is van het seg-
ment s van positieve oplossingen van de vorm E* + t(X*'ﬂE*)' Het aantal
elementen van 3* dat gelijk aan 0 is, is dus =2 p+1.

Bedenk dat E* geen convexe combinatie van extreme oplossingen is. We laten
nu E* de rol van z spelen en herhalen het bovenstaande betoog. We vinden
dan een positieve oplossing die geen convexe combinatie van extreme oplos-
singen is en met tenminste p+ 2 elementen gelijk aan 0. We herhalen het ar-
gument; zodoende vinden we positieve oplossingen die geen convexe combina-
tie van extreme oplossingen zijn, met steeds meer elementen 0. Op een gege-
ven moment (ga na) bevat de oplossing nog zo weinig positieve'elementen,
dat de overeenkomstige kolomvectoren van A onafhankelijk zijn en de vector

zelf een extreme oplossing is, of we eindigen in 0, d.i. ook een extreme

oplossing. O

Voorbeelden. 8) Bepaal alle positieve oplossingen van:

-1
2 .

]

2x1 + 2x2 - 2x3
x1 - X% + 3x3

i

De verzameling van de positieve oplossingen is begrensd, immers elke op-—

lossing moet ook voldoen aan: 3x, + Xy + x, = 1., Voor we de extreme op-

1 3
lossingen zoeken gaan we over op de normaalvorm.
Zij
1 -1 3 2
[A,b] =
2 2 -2 -1

(verwisseling der vergelijkingen!), dan is

3

~ o~ _ 4

[A,B] b _5- .
4
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3
_4' »
hoogste een segment van positieve oplossingen, derhalve twee extreme oplos-

De oplossing van Ax = b is dan: x =[ -%,0]T + A[—l,Z,l]T. Er is dus ten

singen. Om deze te bepalen kunnen we twee wegen bewandelen:

a) Oplossingen zijn positief als %-— A =20, -% +2x 20 en X 2 0, dus
5 3 . ..
3 <A< 7 De extreme oplossingen zijn
NS P T _3 1 37
()\ = 8) [8’0,8] en (A - 4) [0’434] .

Uit 7.9.4.6 volgt dat deze oplossingen inderdaad extreem zijn.

Willekeurige positieve oplossingen worden gegeven door:

5.T 1 3.T
—8':] +(l-)\)[0,z,zj (0 <A <1)

1
X = A[-s-',o,

b) Beschouw alle lineair onafhankelijke deelstelsels van de verzameling der

kolomvectoren van A:

i1 To il
) ]
o] 1] [-2

Voor elk van deze deelstelsels proberen we een oplossing van Ax =‘E’te
vinden waarvan alleen de elementen met rangnummers gelijk aan die van de

kolomvectoren uit het deelstelsel ongelijk O zijn.

Onafhankelijk op te lossen oplossing
deelstelsel vergelijkingen [x,,%x,,% 1T
1°72°73
1 1 %}
. X = 5| 2 X9 = 0, Xy = 0 strijdig
10} 0 A
L. -
0 0 2
x2_l = MR 0, Xy = 0 strijdig
] -
L 4
1 1 %
Xq = 5l X = 0, X, = 0 strijdig
- 2 - 2 - -
» 4
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4 Onafhankelijk op te lossen oplossing

deelstelsel vergelijkingen '[xl,xz,x3]T

. . o 3 ' R
1 0 1 0 - 3 5 T
R X + X =l 4 , X, = 0 Ez A »01
o] Mo 2] - % 3

niet positief

w
+
]
]
&~

1 5.T
[§',0, §J

Io _.'
| S
T i 1
N =,
—_

|

N

»
W W

[]

I

lwn

extreme oplossing!

"
n
(=]

n
[]
~lw

1 3-T
[0., z ’ Z']

— O'
| R
L t
N —
Palndi— {

]
N
4
[ *)
»
(¥% w
]
[}
£l

extreme oplossing!

)
N
——
»
|
Ll
w
l

1,1,01% + ar1,1,11%.

De algemene oplossing is x

We zien dat de verzameling der positieve oplossingen niet begrensd is.
Iedere oplossing waarvoor A 2 0, is positief. Er is &én extreme oplossing,
nl. [l,l,O]T.

We zullen nog eens rechtstreeks afleiden dat [l,l,O]T een extreem element

is van de verzameling {[1+a,1+a ,a]T | « 20}, 2ij nl.

[1,1,01" = Al1+a,1+a,alT + (1-0[1+8,148,81"

met O < A < 1. Dan volgt

(l+a)x + (1+8)(1-2) =1
al + B(1=-2) =0 ,

dus ax = 0, B(1-X) =0, a =0, B =0, _
De enige extreme oplossing is ook te bepalen met behulp van 7.9.4.7 en wel

als volgt:
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[A,bl =

0 1 -1 1

g & 24 b
Onafhankelijk op te lossen oplossing
deelstelsel vergelijkingen [x] ,xz,x3]T
2, X8, = b, X, = o, Xq = 0 strijdig
a, Xy2, = b, X = 0, Xy = 0 strijdig
2, Xyay = b, X, = 0, X, = 0 [0,0,-1]T, niet positief

T .
a,»3, X, = 1, X, = 1,.x3 =0 (1,1,0]1", extreme oplossing
T . P .
a ,a, {xl - Xy = 1, x, = 0 £0,0,-1]1", niet positief
) =1
- T . ..

3,23, - %y = 1, x, = 0 (0,0,-1]", niet positief

Xy T Xg T 1
{x] - Xyt Xy =2
X, + 2x, - Xy = 2 .

2
Merk op dat niet geldt: Z aij >0 (j = 1,2,3). Toch is de verzameling der
i=1

positieve oplossingen begrensd, want een positieve oplossing moet ook voldoen

aan % x de eerste vergelijking + 1 x de tweede vergelijking:

5 1 1 _
-§-x1+5x2+—2-x3—5.

We bepalennu de extreme oplossingen zonder eerst op normaalvorm over te gaan:

1 -1 1 2
a. = ’ a. = s a. = , .l_). =
1 2 -1 2
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Onafhankelijk op te lossen

deelstelsel vergelijkingen

él X, = 2, X, = 0, Xg = 0
x1 = 2

a2, ~x, = 2, X, = 0, X3 0

_ 2x2 = 2

2, Xy = 2, Xy = 0, X, = 0
-x3 = 2

21032 X7 %= 2x%3=0
xl + 2x2 =2

2)02y Xt X3 =2, % =0
X - x3 = 2

8y133 {'xz tE3 =2, % =0
2x2 - x3 = 2

Willekeurige positieve oplossingen worden gegeve

x = A[2,0,01" + (1 - n)0,4,61T = 22,

0 <

Lineaire ongelijkheden

We beschouwen stelsels ongelijkheden van de vorm

ax, +.,..+ ax <aq
171 nn

b.x, ...+ b x =
171 nn

f.x. +...+4 f x <n.

171 nn

oplossing
T
[XI’XZ’X3]

[2,0,017

extreme oplossing

strijdig

strijdig

[2,0,017

extreme oflossing, zie boven

[2,0,01"

zie boven

[0,4,61%

extreme oplossing

n door:

4= 4x, 6 - 6217

A

IA

1) .
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Na vermenigvuldiging van sommige ongelijkheden met -1 kan elk stelsel ge-

schreven worden in de vorm

Ax < b . (n

. . T T
Laat de rijvectoren van A zijn: v, i= [a”,...,aln] TR AL [am

dan is het stelsel Ax < b ook te schrijven als:

IA

(¥,»x¥) < b,

: : (2)

(¥ s%)

A

m

Stelling. De verzameling V van de vectoren x ¢ R" die voldoen aan Ax < b is

convex.

Bewijs. In de schrijfwijze (2) is duidelijk dat V de doorsnede is van con-

vexe halfruimten., 0

Opmerking. In een stelsel als (2) kunnen overtollige ongelijkheden voorko-—

men; deze kan men weglaten zonder dat de oplossingsverzameling verandert.

Voorbeeld.
-2x] - %, <4
- xl + x2 <2
- x1 - 2x2 <0
X + x2 < 2.

Als we in IR2 de oplossingsverzameling tekenen, dan blijkt dat de eerste on-

gelijkheid overtolligis. De oplossingsverzameling is het convexe polytoop
met hoekpunten [O,ZJT, [4,—2]T en [~ .gl R %]T.
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Voorbeeld. Het dieetprobleem.

We bespreken nu een opgave waar het essentieel gaat om het vinden van het
maximum of minimum van een lineaire vorm in x, f(x) := (a,x), als x tevens
voldoet aan een aantal vergelijkingen of ongelijkheden. Optimaliseringspro-

blemen als deze behoren tot het terrein der lineaire programmering. In het

klassieke voorbeeld van het dieet gaat het over de samenstelling van een ge-
zonde voeding tegen minimale kosten. Laat er n levensmiddelen L]""’Ln be-

schikbaar zijn, bijv. brood, aardappelen, bonen, enz. Een dieet

P

O, oo

n

is een lijst van de dagelijks te eten hoeveelheden dl""’dn van Ll""’Ln'
De benodigde voedingsstoffen zijn SpseresSps bijv. eiwit, vet, koolhydraat,

. . o . X
calcium, vitamine A, enz. Laat in A(m n)

= [aij] het element aij aangeven
het aantal eenheden Si in een eenheid Lj' Laat de dagelijkse behoefte aan
85 bi eenheden bedragen en zij

by

|o*
it
O e

m

Voor een goed dieet is Ad 2 b. Als P; de prijs is van een eenheid L. en
P = [pl,...,pn]T, dan is de dagelijkse prijs van het dieet: pr(d) := (p,d).
De taak van de dietist is nu: Vind bij gegeven A, b en p onder alle vectoren

d die voldoen aan

d
ad

een vector waarvoor (p,d) minimaal is.

v

[\
o o

Algemeen geformuleerd gaat het er in lineaire programmeringsproblemen om een

X te bepalen die voldoet aan

x20,
Ax 2b of A'x <b',

en waarvoor een lineaire functionaal (p,x) minimaal of maximaal is.
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Korter geformuleerd luidt het probleem: Vind onder de positieve oplossingen
van een stelsel lineaire ongelijkheden een oplossing waarvoor een lineaire

functionaal maximaal of minimaal is.
In 7.9.5 is opgemerkt dat de oplossingen van (1) een (eventueel lege) con-
vexe verzameling vormen. Het probleem komt dus neer op het bepalen van de

extreme waarden van een lineaire functionaal op een convexe verzameling.

Loze veranderlijken

Door een eenvoudige kunstgreep is het mogelijk het stelsel lineaire onge-
lijkheden te vervangen door een stelsel gelijkheden zodat we in de situatie

van 7.9.4 terechtkomen.

Laat het stelsel zijn:

IA
o

(3% Feeet a0% < By

<b (2)

N
18]
B
W
+
b
gﬂi
o]
N
=]

| %) = 0,...,xn 20 .

Aan de Xpseee,X  VOegen we nu toe m nieuwe variabelen YyseeesYys de zgn.

loze veranderlijken. We proberen op te lossen:

fyl + a ¥ oot a; X, = b1
Yo *agFp et A X T by
{ : : : : (3)
Ym + a 1% +..00t a ¥a = bm
kyl 2 0,...,ym >0, X p-] O,...,xn 20 .
Als v, = Bl,...,ym = Bm, X) T apseeex =a een oplossing van (3) is, is

X = [a],...,an] een oplossing van (2), de afgesneden oplossing. Omgekeerd,
is X = o een oplossing van (2) dan vindt men een uitbreiding tot een oplos-

sing van (3) door te stellen:

5 bi - (ai]a1 +ouot ainan) i=1,...,m .
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Eigenschap. Als we een extreme oplossing van (2) uitbreiden tot een oplos-
sing van (3), dan is deze een extreme oplossing. (Bewijs dit.) Als we dus
alle extreme oplossingen van (3) kennen, dan komen alle extreme oplossingen

van (2) voor onder de afgesneden oplossingen.

We formuleren nu de hoofdstelling van deze paragraaf.

Stelling. Zij C een convex polytoop in R" met hoekpunten KyseoesXps dan
heeft de lineaire vorm (p;x) op C een globaal minimum en een globaal maxi-
mum. Het minimum wordt aangenomen in een hoekpunt (maar mogelijk ook elders);

hetzelfde geldt voor het maximum.

Bewijs. We beperken ons tot het geval van een minimum; voor het maximum is
het bewijs analoog. Bepaal het kleinste van de k getallen (E,gl),...,(p,gk);
laat dit m zijn en zij (P’EQ) = m, Het is mogelijk dat m = (E,gi) voor meer-

dere waarden van i. Voor een willekeurige x = Alg + oo+ A%, (A, 20,

1 k=k i
L Ai= 1) uit C geldt nu
(BQE) = AI(E’}_{]) + }\2(21_}_{2) + .00t >\'k(B’}_(k) 2
> (Al +A2-+...-+Ak)m =m = (E,gz) . 0

Gevolg. Als de verzameling V van de positieve oplossingen van Ax = b (of
Ax < b) begrensd is wordt het minimum (of maximum) van (p,x) op V aangenomen

in een extreme oplossing.

Opmerkingen. a) Als de verzameling der positieve oplossingen niet begrensd
is hoeft (p,x) geen maximum of minimum te bezitten. We beschouwen dit ge-
val niet verder. In het geval dat de verzameling der positieve oplossin-—
gen van Ax = b begrensd is, biedt de methode uit 7.9.4 dus de mogelijk-
heid een x te vinden waarvoor (p,Xx) minimaal (of maximaal) 1is.

2) De verzameling van alle x waar het minimum (resp. maximum) wordt aangeno-
men is het convexe polytocop opgespannen door die extreme oplossingen waar

de waarde van (p,x) gelijk aan het minimum (resp. maximum) is.
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In het wiskuﬁdige vakgebied der operations research wordt uitvoeriger in-

gegaan op het ontwikkelen van goede algoritmen voor de oplossing van li-

neaire programmeringsproblemen. De op 7.9.4 berustende werkwijze is in de
praktijk vaak zeer omslachtig.

Lineaire programmeringsproblemen in twee variabelen kunnen grafisch opge-
lost worden.

Voorbeeld: Bepaal het minimum van x+y = ([1,1]T,§) = f(x) op de oplos-

singsverzameling van

-x+y< 1
bx -y <12, x=z20,y=z20.
-2x -y < -2

. . . 2
Deze oplossingsverzameling is in R™ voor te stellen door het convexe po-

16T, 1 4.T
375 (3.3

. Het gezochte mi-

lytoop met vier extreme elementen: [O,l]T; [3,0]T; [%;
29 .5
T 373
nimum is 1 en wordt aangenomen in [1,0]°. Dit blijkt ook uit de hoogte-

De waarde van f(x) in deze hoekpunten is: 1; 3;

kaart van f(x).

wle

1,0 (3,0)
N\ NN \4 \5 \s \7

0 f(x)=1
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Hoofdstuk 8. Meervoudige integralen

Integratiegebieden en infinitesimale elementen

We spreken in het volgende over het begrip k-dimensionaal gebied in R,

waarbij 1 < k < n. Dit begrip zullen we niet algemeen definiéren. We vol-
staan met het geven van een aantal voorbeelden. Behalve in 8.5 zullen we

steeds aannemen dat het gebied begrensd en gesloten is.

k = 1: een kromme in R" (vergelijk 6.1.1).

Voorbeelden: een lijnstuk, een gebroken lijn, een cirkel, de rand van
een halve cirkelschijf.

k = 2, n = 2: een verzameling iniRz, begrensd door een gesloten kromme,

bijv. een cirkelschijf, een veelhoek, een verzameling van de
vorm {(x,y) | as<x<b, 0 <y=<f(x)}, waarbij f een positie-
ve functie is.

k=2, n=3: een deelverzameling van een gebogen oppervlak iniR?, al of

niet begrensd door een gesloten kromme, bijv. een boloppervlak,
een cylindermantel, een kubusoppervlak.

k = 3, n = 3: een verzameling inZR3 begrensd door een twee-dimensionaal ge-

bied, bijv. een bol, de cylinder {(x,y,z) I 0sz<t,

b4 -Pyz < 1}, een convex polytoop.

In het algemeen zullen we aannemen dat de krommen en oppervlakken die de
rand van het gebied vormen, continu zijn. In sommige gevallen zullen we dif-
ferentieerbaarheid eisen.

b

De i:utegraal f f(x)dx, waarin f: [a,b] » R een continue functie is, is als
a

volgt ingevoerd: Men verdeelt het interval [a,b] in kleine deelintervallen

[xi_],xi] (waarbli a= Xy <X < ... <x = b), kiest getallen £; € [Xi—]’xi]

en vormt de som z f(gi)Axi, waarbij Ax, := X; T X . Men kan bewijzen dat
i=1

de limiet van deze som, als n - = en max Axi »> 0, bestaat. Deze limiet no-

b i
teert men als [ f£(x)dx.
a
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Bij algemenere integralen gaan we op analoge wijze te werk. Zij G een gebied
en zij de functie f continu op G. We verdelen G in kleine deelgebiedjes E;,

die we (infinitesimale) elementen zullen noemen. Van deze elementen bepalen

we de maat (= lengte, oppervlakte of volume) u(Ei). We kiezen punten E; € E.

en berekenen de som

; £(gu(E)) .

Laat nu het aantal elementen tot = en de afmetingen van de elementen tot O
naderen. Indien dan de limiet van de som 8.1.1 bestaat, noemt men deze li-
miet de integraal van f over G. We zullen eerst spreken over de aard van de
elementen en over de manier waarop we daaraan een maat toekennen. Daartoe

geven we een aantal voorbeelden.

Lijnelementen.
3 Al) Als X|s%, € R, X; < X, en Ax = x, = X, klein is, dan is het interval
% E := [xl,xz] een element met u(E) = Ax.
v A2) Als G = K een kromme is inimz of R”, gegeven door de parametervoorstel-
ling x(t) (a <t £b), en als a < tl <t, < b en At := t2 - t] klein 1is,
dan is E := {x(t) | t; £t < t,} een element met

W(E) = As & |x(t,) - x(t)| = [k(tp]at .

s heet de booglengte van E. Als de kromme K in]R2 ligt en gegeven wordt

door de vergelijking y = y(x), kunnen we K ook beschrijven door de para—
(t,y(t)). Dan geldt x(t) = (1,y'(t)) en dus
g(t) =V + (y'(t))z. In dat geval is de maat van E (met t vervangen

door x):

p(E) = As B VI + (y'(x))? ax .

metervoorstelling x(t)

B. Oppervlakte-elementen

Bl1) InIR2 is een rechthoek

E := [x]’xzj x [}'1,}’2] = {(x,y) | xl =X = X2, y] sy = yZ}

een element als Ax := Xy = Xy, By =y, - Y, klein zijn. De maat is

p(E) = AxAy.
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B2) In R? is de verzameling E = {(r cos ¢, r sin ¢) | 9, S 9 S @y, Ty ST < rz}

een element als Ag := 99 = 95 Ar =1, - r, klein zijn. Voor de maat
geldt u(E) =~ r, Ar Ag.

y y

) [

y ////, g

1 "2

kp2
A
x
X, Xy X
B1 B2

Opperviakte-elementen .

X
i
§

B3) Zij G een twee-dimensionaal gebied op het oppervlak z = f(x,y) in IR3. De

projectie van G op het (x,y)-vlak noemen we GO'

<E>

Zij Xy = (xo,.yo,zo) € G en neem aan dat f differentieerbaar is. Dan

wordt het raakvlak V aan G in X, segeven door
z = zg = £ (xgayg) (x=xg) + £0(x0,50) (v - yg)

oftewel (n, }_{->_(0) = 0, waarbij n := (—fx,—fy,l) (afgeleiden genomen in

(xo,yo)). De vector n staat dus loodrecht op G. De hoek y die deze vector




i -]29_

met de positieve z-as maakt voldoet aan cos y = l/V4-+fi-+f§. Laat nu E0
een infinitesimaal element in Go zijn en zij (xo,yo) € EO' Met E0 corre-
spondeert een infinitesimaal element E := {(x,y,2) € G | (x,y) € EO} van
G en een element E := {(x,y,2) €V | (x,y) € EO} van V. Men kan aanto-

nen dat de oppervlakte van Er een benadering is voor de oppervlakte van
w(E,)

E. De oppervlakte van Er is gelijk aan . Derhalve vinden we, als

u(EO) = AxAy (dus als E0 van het type Bl 1is):
u(E) = Ao = p(E ) = VI +f§+f§ AxAy .

C. Volume-eleménten

Cl) Het blok E := {(x,y,z) | X] SX S Xy, y, £y Sy, 2, $25 22} =

= [xl,x2] x [yl,yzj x [21,22] is een element in R> als Ax := Xy = X,

Ay =y, = ¥y, Az i= zy, = 2, klein zijn. Er geldt u(E) = AxAyAz.
C2) De verzameling

}

E := {(r cos ¢, r sin ¢, 2) | r)STSTy, 0 QS 0y 2 <252,

met Ar :=r, = r,;, Ag i= 9y = 9> Az := zy, = 2, klein, is een element in

]R3 met maat u(E) =~ rlArAwAz; (r,9,z) zijn cylindercoordinaten (1.6.2).

C3) De verzameling

E:={(p sinf cos ¢, p sin O sin g, p cos 8) I PSP <Py, e]sesez, 9,599,

met Ap i= p,y - P> AB := 62 - 6], Ao := 9y~ 9 klein, is een element in

IR® met maat

W(E) = p% sin 6, ApABAg ;

1
(p,0,9) zijn bolcoordinaten (1.6.3).

z ) r4 4

\>
x/ c1 x c2 X c3

Volume -elementen .
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We maken een paar opmerkingen naar aanleiding van de benaderende formules

voor de maat van sommige elementen. In de eerste plaats hebben we niet gede-

finieerd wat de echte maat van een element is. We beschouwen dit begrip in-
tuitief bekend. Bij de benaderende formules is het van belang, dat de fout
die bij de benadering wordt gemaakt van kleinere orde is dan de maat zelf.
We kunnen deze uitspraak als volgt preciseren: De diameter §(E) van een ele-
ment E is de maximale afstand tussen twee punten van E. (Men kan aantonen
dat de maximum betsaat omdat E begrensd en gesloten is (6.7.1).) Als we nu
de maat u(E) van een element benaderen door de grootheid S(E), dan zeggen we

dat de fout u(g) - E(E) van de benadering van kleinere orde is dan p(E) als

lim BE) - VE®) _
s(E)»0 M)

Als aan deze voorwaarde voldaan is, dan kan men aantonen dat in 8.1.1 de
echte maat u(Ei) vervangen mag worden door de benaderende waarde ﬂ(Ei), om-
dat dan bij limietovergang de in de som gemaakte fout tot O nadert als
G(Ei) > 0. Men kan bewijzen dat in de voorgaande voorbeelden de fout inder-
daad van kleinere orde is dan de maat. Zo is bijv. de oppervlakte van het

oppervlakte-element van type B2 gelijk aan
=49 .2 .2y o
u(E) Ty (Trr2 mry) = i(r, +1,)Ardp .

We hebben als benadering genomen u(E) = r,ArAg. De gemaakte fout is dus

%(rz-r])ArA¢ =.§(Ar)2A¢, en er geldt

WE) - NE) _ Ar
1 (E) = rl-Frz -0 als 6(E) - 0 .

Als we voor het element van type B3 nemen u(EO) = AxAy 1i.p.v.

u(Er) = AxAy/cos y als benadering voor u(E), dan is de fout niet van kleine-

re orde dan u(E).

Definitie. Indien de som 8.1.1 een limiet heeft als het aantal elementen Ei

tot « nadert en max G(Ei) + 0, dan noemt men deze limiet de integraal van f

1
over G; algemene notatie: J’fdp.
G
Gewoonlijk zullen we echter een andere notatie gebruiken die aangeeft met

welk type integraal we te maken hebben. Zonder bewijs vermelden we het vol-

gende resultaat.
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8.1.4. Stelling. Zij G een begrensd en gesloten gebied met voldoend gladde rand en

zij de functie f continu op G, dan bestaat f f dy. De integraal is onafhan-
G
kelijk van het type infinitesimale elementen dat wordt gebruikt in 8.1.1.

Bovendien mag u(Ei) bij de berekening van de som 8.1.1 worden vervangen door
een benaderende uitdrukking, mits de gemaakte fout van kleinere orde is dan

U(Ei)'

We zullen niet precies omschrijven wat we met ''voldoend gladde rand" bedoe-
len. We merken alleen op dat in alle voorbeelden die we in dit hoofdstuk

zullen tegenkomen, aan deze voorwaarde is voldaan.

Tenslotte merken we op dat de elementen E, het gebied G niet volledig hoeven
te overdekken, mits de maat van het niet overdekte stuk tot O nadert. Zo kan
men bijv. een cirkelschijf in?Rz niet verdelen in elementen van het type Bl.
Door de diameter klein genoeg te kiezen kan men echter wel de cirkelschijf

"op een willekeurig klein gebied na' overdekken.

De volgende eigenschappen volgen onmiddellijk uit de definitie van integraal.

: 8.1.5. Eigenschappen.

1) J (A E+2,8)du = A, deu + 2, Jgdu voor alle A ,A, € R.
i G e G
2) deu+ deu= deu,
G, G, G,uG,

& mits G1 en G, disjunct zijn, of ten hoogste de rand gemeenschappelijk
b hebben.

3) 2ij £ 2 g op G, dan is J fdu 2 J.gdu.

4) J dpy = p(G), d.i. de lengte, de oppervlakte of het volume van G, al naar

G
gelang G een één-, twee- of drie-dimensionaal gebied is.
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8.1.6. We geven een aantal voorbeelden van situaties waarbij meervoudige integralen

optreden.

1) Zij G = [a,b], £(x) 2 0 voor x € [a,b], dan is J.fdu de oppervlakte van

G
het vlakdeel {(x,y) I a<x<b, 0=y <]}

2) Zij G een twee-dimensionaal gebied inimg en zij f(x,y) = 0 voor (x,y) ¢ G,

dan is J:fdu het volume van het deel van de ruimte

G z
{(x,y,2) ] (x,y) € G, 0 < # < £(x,y)}.

3) Een groot aantal voorbeelden zijn te ontlenen aan de mechanica. Zij G een

(één-, twee of drie-dimensionaal) lichaam met massadichtheid p.

(i) De totale massa van G is gelijk aan jp du .
G

(ii) Het massatraagheidsmoment van G t.o.v. de z—as is J (x2-+y2)pdu.
G

(iii) Het zwaartepunt‘(g,n,c) van G wordt gegeven door

] 1 1
E=x JXpdu, n =y Jyodu, L =% szdu
G

waarbij M := Jp duy de totale massa van G is.
G

4) Zij G een (&én-, twee- of drie-dimensionaal) gebied belegd met electri-

¢ sche lading met dichtheid p, dan is de totale lading in G gelijk aan

o
: G

8.2. Lijnintegralen

Zij G = [a,b] een interval in R. Neem als elementen in G lijnelementen van

het type Al. De integraal van f over G is dan juist de gewone integraal. We
b
gebruiken dan ook de oude notatie: f f(x)dx = f f du.
a G
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Zij G = K een kromme in,R2 onR3 met parametervoorstelling x(t) (a < t < b).
Neem als elementen in G lijnelementen van het type A2. De integraal van f

over G noteren we dan als
J f(x)ds := deu .
K G

Op grond van de benadering gegeven voor As geldt

b
j f(z)ds = f f(i(t))lé(t)ldt .
K a

De booglengte van K wordt gegeven door

b

J ds = J |x(t) |dt .

K a

Als K een kromme is in het (x,y)-vlak, gegeven door de vergelijking y = y(x)

(a2 £ x £ b) met y(x) differentieerbaar, dan volgt

J f(x)ds = j f(x,y(x)) | + (v'(x))? dx .
K a

De booglengte van K wordt dan gegeven door

b

|

K a

VG + (y'(x))2 dx .

2

Voorbeelden. 1) De booglengte van het paraboolsegment y = x°, 0 < x < 1, is

volgens 8.2,2:

|
J V1 + 4x2 dx = xV1 + 4x2

0

1
’J__A_i_
0 0 Vsz + 1

7]
[}

L
2
0

4x° + 1
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Daar
1 i 1
‘ J —-gfl-}-{-—e- = % J 7_245— = % ]_og(x + Vx2+ %)I = % 1og(2-+ JS_) ,

W, 2
0 Vax? + 1 0 X"+ 4 0

vinden we

s = 4/5 + 1 log(2+Y5) .

2) De lengte van een boog van de cycloide x = at — a sint, y = a - a cos t,

0 <t < 2w, is volgens 8.2.1"

27 27
J ng(l - cos t)2 + a2 sinzt dt = a J Y2 = 2 cos t dt =
0 0
2w
2a f sin it dt = 8a .
0

%]
|

Laat K een kromme zijn in het (x,y)-vlak, gegeven door de vergelijking
r=1r(p) (o < ¢ < B), waarbij r, ¢ poolcoordinaten zijn. Uit x = r cos ¢,
[ y = r sin ¢ volgt iz + 92 = r2 + iz (* betekent afgeleide naar ¢), waarna

8.2.1 overgaat in

]
s = J fz + r2 do .

4. a
b i, .

Voorbeeld 3. De booglengte van de cardioide r = 2a(l - cos ¢) (zie 1.6.1,

voorbeeld b) is

27 27
s = [ VZaz(l - cos ¢)2 + 4a2 sinzo dp = 2a J V2 - 2 cos 9 dp = 16a .
0 : 0

Een kromme K gegeven door y = y(x), a < x < b, met y(x) 2 0, wordt gewenteld
om de x-as. Gevraagd wordt de oppervlakte te berekenen van het aldus ontsta-

ne omwentelingsoppervlak. Men noemt deze oppervlakte wel de ronde oppervlak-

te van het omwentelingslichaam dat door het omwentelingsoppervlak en de

vlakken x = a en x = b begrensd wordt. Ter bepaling van de ronde oppervlakte




B
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verdelen we het omwentelingsoppervlak in '"repen' door middel van vlakken
loodrecht op de x-as. Deze repen zijn bij benadering kegelmantels met straal
y en apothema As, dus met oppervlakte 2nyAs. De ronde oppervlakte wordt nu
gegeven door .

b

d = J 2nyds = f 2ny¥1l + (y'(x))2 dx .
a

K

Als de kromme K gegeven is in poolcoordinaten door r = r(g), a < ¢ < B, dan

is de ronde oppervlakte

B
q-= [ 2nr sin @Vrz + 17 do .

Q

Voorbeelden. 4) De lemniscaat r2 = cos 2¢ wordt gewenteld om de x—as. Met

gebruik van rr = - sin 2¢p volgt voor de ronde oppervlakte

/4
d=2 f 21 sin <er4 + rziz do =

0
n/b /4

_ . J 2 . 2 _ . _ 1/5

= 41 sin ¢Vcos 29 + sin " 2¢ do = 4w sin ¢ do = 4mw(l - 1vV2) .
0 0

5) Gevraagd de oppervlakte o van het gedeelte van de cylinder x% + y2 = 2x,

dat buiten de kegel z2 = x2 + y2 ligt.

Merk op dat het betreffende gedeelte van de cylinder ook wordt afgesneden
door het oppervlak 22 = 2x. Verdeel het cylindergedeelte in repen even-
wijdig aan de z-as, met oppervlakte 2zAs, waarin z = V2x en As een lijn-
element van de grondcirkel van de cylinder is. '

De gevraagde oppervlakte is voor te stellen door een lijnintegraal over

de cirkel C: x% + y2 = 2x,

=2 szs=4 J@V1+(y')2dx,

c 0

waarin y = V2x - xz, dus
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6) Een oneindig lange draad geplaatst langs de x—as, is electrisch geladen
met constante ladingsdichtheid. Als gevolg heerst in het (x,y)-vlak een
electrisch veld ter grootte c/y en gericht loodrecht op het (x,y)-vlak.
De kracht door dit vlak uitgeocefend op een homogene ladingverdeling langs

het paraboolsegment K: y = 1 + }xz, -1 £ x <1, is gelijk aan

]
N
0
(]

1
4c1c log(x + Vx2-+4)|
0

dx dx
= 4c ¢ f‘ —_—
: f ;1 + {xz ! sz + 4

4c]c[log(l-+/3) - log 2] .

[

Oppervlakte-integralen

2

Zij G een twee-dimensionaal gebied in R“. Neem als elementen in G oppervlak-

te—elementen van het type Bl. We noteren dan de integraal van f over G als
JJ f(x,y)dxdy := J fdu .
G G
Indien oppervlakte-elementen van het type B2 worden genomen, dan schrijven we
JJ f(r,p)rdrde := J fdu .
G G

Hierbij is aangenomen dat f als functie van r en ¢ gegeven is. Als f gegeven
is als functie van x en y, dan volgt door een eenvoudige substitutie:

f(x,y) = £(r cos ¢, r sin ¢) =: E(r,¢).

Volgens 8.1.4 geldt

JJ f(r cos ¢, r sin ¢)rdrdg = JJ f(x,y)dxdy .
G G

De oppervlakte van G wordt gegeven door
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JJ dxdy resp. JJ rdrdg .
G .

G

We beschrijven nu een methode om de berekening van oppervlakte-integralen te

herleiden tot de berekening van enkelvoudige integralen. Daartoe voeren we

in het begrip partieel infinitesimaal element (p.i. element). Een p.i. ele-

ment is een gebied waarvan sommige (maar niet alle) afmetingen klein zijn.

We geven enige voorbeelden:

D1) Als X, < %, en Ax = %, = X klein is, dan is het gebied
{(x,y) I X; <X <X, g(x) £y £ h(x)} een p.i. element iniRz. Hierbij
zijn g en h coptinue functies met g(x) < h(x) voor X < X < X

D2) Als 9y < 9y en Ap = 9y = 9, klein is, dan is de verzameling (in poolco-
ordinaten) gegeven door 9; 0 2 99 g(p) < r < h(g), een p.i. element

iniRz. Hierbij zijn g en h continue functies met 0 < g(¢) < h(y) voor

¢1 ¢ < ¢2.
D3) De cirkelring r,srsr, is een p.1i. element iniRz als Ar := 1, - 1,
i klein is.
f y y

\' y=hx)

! y=g(x) ,fxi
: // 0} r=q(y)
0! : D2 ¥ Y4 12

_
=
€

e N N SRR T SRR T T A o
~

Zij E een p.i. element in?RZ en zij de functie f continu op E, dan kan men

f f du benaderen door een enkelvoudige integraal:

E
h(x])
(D1): de‘u = ” f(x,y)dxdy ~ ( J £(x;,y)dy)ax ,
E E g(x))
_ h(e))
(D2): J fdu = JJ £(r,¢)rdrde =~ ( J £(r,9))rdr)de ,
" E E

go,)
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i 2
| (D3): deu = ” £(r,p)rdrdy =~ ( J £(r ,p)do)T AT .
E E 0

Op deze manier worden inderdaad benaderingen verkregen zoals we nog toelich-

ten aan de hand van het tweede voorbeeld.

Verdeel E in elementen E;5Ep,e.. van het type B2. Op grond van de definitie

van de integraal, is J'fdu limiet van en dus te benaderen door z f(gi)u(Ei),
waarbi j € E E ’ i

J §i i’
v Vervang u(Ei) door de benadering r.Ar;Ag (bedenk dat Ag = 9, = 9, voor alle
: elementen E; hetzelfde is) en kies voor g; het punt met poolcoordinaten

(ri,wl). Dan vinden we

JJ f(r,¢)rdrde = (Z f(ri’ml)riAri)A¢ .
i
E

Merk nu op dat de som X f(ri,cpl)riAri een benadering is voor de integraal
¢ .

' h(g,)
f(r,¢l)rdr ’
glo,)

immers als max Ari + 0 nadert de som tot de integraal. Derhalve vinden we
i

h(g,)
JJ f(r,p)rdrdgp =~ ( J f(r,¢l)rdr)A¢ .
E glo)

Men kan bewijzen dat de fout die bij deze benadering wordt gemaakt van
kleinere orde is dan A¢. Een dergelijke redenering kan men houden in elk van

de genoemde voorbeelden.
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We zullen nu laten zien hoe p.i. elementen worden gebruikt bij de berekening

van oppervlakte—integralen.
Zij G het gebied
G := {(x,y) ] a<x<b, gx) <y <h)?},

waarbij g en h continue functies zijn met g(x) < h(x) voor a < x

IA
o

y = h(x)

EE

y=g(x)

We verdelen G in p.i. elementen van het type Dl. Als f continu is op G dan

geldt

h(xi)
JJ f(x,y)dxdy = Z JJ f(x,y)dxdy = Z ( f f(xi,y)dy)Axi .
i i
G E; g(x;)
h(x)
Definiéren we u(x) := f f(x,y)dy, dan kan men bewijzen dat u continu is
g(x)

op [a,b] (zie ook 8.7, voorbeeld 2). We vinden

JJ f(x,y)dxdy =~ ; u(xi)Axi .

b

Als max Ax, > 0, dan nadert de uitdrukking in het rechterlid tot f u(x)dx.

1 a

Bovendien wordt de in 8.3.2 gegeven benadering steeds beter, omdat de fouten

; in de termen van de som van kleinere orde zijn dan Ax. . Daarom vinden we bij

limietovergang
. b h(x)
8.3.3. JJ f(x,y)dxdy = J ( J f(x,y)dy)dx .
' e a g(x)
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De integraal in het rechterlid noteren we gemakshalve als

b h(x)
J dx f f(x,y)dy .
a g(x)

We noemen zo'n uitdrukking een herhaalde integraal.

We kunnen in het voorgaande de rol van x en y verwisselen. Als we aannemen
dat het gebied gegeven wordt door G := {(x,y) | a sy <8, k(y) < x < 2(y)},

dan vinden we

B 2(y)
JJ f(x,y)dxdy = J dy J f(x,y)dx .
G o k(y)

Nemen we p.i. elementen van het type D2, dan volgt

B hie)
JJ f(r,p)rdrde = J do J f(r,p)rdr ,
G a g(o)
aangenomen dat het gebied G in poolcoordinaten wordt beschreven door

o < ¢ <8, g(p) <1t < h(g).

Als het gebied G (in poolcoordinaten) gegeven wordt door a < r < b,

k(r) < ¢ < 2(r), kunnen we de rol van ¢ en r verwisselen. We krijgen dan

b 2(r)

JJ f(r,p)rdrdy = J rdr f f(r,9)do .
a k(r)

Voorbeelden. 1) Zij G de kwart-cirkelschijf gegeven door x2 + y2 <1, x20,

2.2
y 2 0, Gevraagd wordt ff e® ty xydxdy te bepalen.
G

1°. Met gebruik van 8.3.3 vinden we

1 1-x2 1
(a2 2 2 2 )
JJ &Y xydxdy = J xe” dx J ye¥ dy = J xe* dx - i(e o
G 0
1 1 xz
= le [ xdx - } J xe” dx = e - (le-}) =} .
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2°. Door overgang op poolcoordinaten vinden we met behulp van 8.3.5:

x2+ 2 3 r2
jj e 7Y xydxdy = JJ re sin ¢ cos ¢ drde =
G - G
1 m/2 1
3 r2 . t
= J rYe” dr j sin ¢ cos ¢ do = | J te dt = }
0

waarbij de substitutie rz = t is toegepast.

2) Zij G de driehoek in het (x,y)-vlak die wordt ingesloten door de rechten
y = 2x, 2y = X, X+y = 3.

Gevraagd wordt ff xydxdy te berekenen. Daartoe verdelen we G door de
G

rechte x = 1 in twee gebieden G, en G2’ waarna de integralen over G1 en

1
G2 worden bepaald met behulp van 8.3.3:

1 2x 2 3-x
IR R R E R RN T
G Gl G2 0 ix 1 ix
1 2 |
E‘ = J xdx -§(4x2-£x2) + J xdx -%[(3-—x)2 - £x2] =
0 , 1
1 2 )
U158 [ B e ) 3 il _ i3
8 J x“dx + 8 j (3x 24x° + 36x)dx i

1

Ook hier kunnen we overgaan op poolcoordinaten en 8.3.5 gebruiken:

:ﬂ JJ xydxdy = JJ 3 sin ¢ cos ¢ drdep =

arctan 2 3(sin ¢ + cos m)_l
= sin ¢ cos ¢ d¢ r3dr =
i arctan 0

arctan 2

_ 8l sin @ cos @ do =
4 (sin ¢ + cos ¢)
arctan }

2

4 ey,
(1 +¢t)

:
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o waarbij de substitutie tan ¢ = t is toegepast.

T w/x .
3) Gevraagd f dx f sin(x+y)eSln Y dy .
0 0
De binnenste integraal is moeilijk. We schrijven de herhaalde integraal
eerst als een oppervlakte-integraal over het gebied G gegeven door
0<x<m, 0 <y < /2., Daarna passen we 8.3.4 toe:
T /2 /2 ﬂ
J dx j f(x,y)dy = JJ f(x,y)dxdy = J dy J f(x,y)dx =
0 0 G 0
/2 T
= J eSin y dy J sin(x +y)dx =
0 -0
/2
= - j eSin y dy » [cos(m+y) = cos yl =
o
/2 . ' sin T
= 2 S Y cos y dy = 2[e z_ eo] = 2(e-1)
0

4) Gevraagd het volume van het lichaam dat wordt ingesloten door de cylin-

ders x2 + y2 = | en x2 + 22 = 1. Het lichaam is te beschouwen als deel

2 van het cylindrische gebied x2 + y2 < 1, dat wordt afgesneden door de op-
;
} pervlakken z = Vl--x2 en z = - Vi - x2. Op grond van symmetrie is het ge-

vraagde volume gelijk aan

o [[ Vi sy

G

waarbij G het gebied is gegeven door x2 +y° <1, x20, y 2 0.

Met behulp van 8.3.3 volgt

8 JJ Vl--x2 dxdy = 8 J 1--x2 dx J dy = 8 J (l-xz)dx =

G 0 0 0

B S T e e

= —-8-=ﬁ
= 8 3 3 -
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¥
¥

18.3.7. Voor de oppervlakte van een gebied G in het (x,y)-vlak geldt 0= ff dxdy. Is
: G

G gegeven als in 8.3.1, dan vinden we

. b h(x) b b
0= J dx J dy = J h(x)dx - J g(x)dx ,

a g(x) a a

een bekend resultaat.
< B, 0 <r < h(p), dan vin-

Is G gegeven in poolcoordinaten door bijv. o < ¢
den we
B h(p) B
d = fdcp j rdr = 4 J(hw))zdo-
o 0 o

Voorbeelden. 5) Gevraagd de oppervlakte O  van het gebied begrensd door de
lemniscaat, in poolcodrdinaten gegeven door de vergelijking r = a/cos 2g.
Schets de lemniscaat en merk op dat er symmetrie t.o.v. de x—as en t.o.v.
de y-as bestaat. De vergelijking r = a/cos 2¢ is slechts gedefinieerd

m/b4, 3n/4 < ¢ £ 5u/b en Tn/b < ¢ £ 2m.

voor 0 < ¢ <
Met behulp van 8.3.8 vinden we voor de gevraagde oppervlakte:

¥ /4
_ 2

0= 4-4 J a? cos 29 dp = a” .
0

T e e e

Gevraagd wordt de oppervlakte o van het gebied begrensd door de "lus" van

6)
het folium van Descartes (zie 6.5, voorbeeld 3). De vergelijking van het

folium luidt in rechthoekige coordinaten, resp. poolcoordinaten:

x3 + y3 = 3xy  resp. r = 3 cos ¢ sin ¢

cos3¢ + sin3w
Overeenkomstig 8.3.8 is de gevraagde oppervlakte
" 9 sin2¢ cos3@

dg =

(cos3m + sin3m)

o~ 4
0

-] [o]

(3+1)

9 [ t2de 3 J
-2 3 2 2 3 2
o (t7+D) o 7+

dt =

Njw

waarbij de substitutie tan ¢ = t is toegepast.
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Zij G een twee-dimensionaal gebied gelegen op een oppervlak z = f(x,y) inIR3.
De projectie van G op het (x,y)~vlak noemen we GO, dan is dus
G = {(x,¥,2) | (x,y) € Gys 2 = f(x,y)}. Zij de functie h: G - R continu op G.

De integraal van h over G noteren we als

oo -

Gebruikmakend van de benadering voor de maat van een infinitesimaal element

van het type B3 (zie 8.1) kunnen we schrijven

ijldd = JJ hix,y,f(x,y)) Vl-*fi-*fi dxdy .

G GO

Voor de oppervlakte van G vinden we

JJ do = J] Vl-Ffi-+f§ dxdy .

G G0

3

Door 8.3.10, 8.3.11 wordt de integraal over een gebogen oppervlak in R~ her-
leid tot een integraal over een vlak gebied iniRz. De laatste is te bereke-
nen door herleiding tot een herhaalde integraal. In sommige situaties is het

voordelig de integraal te schrijven in poolcoordinaten:

leldc = JJ h(r,m,%(r,¢)) 1 +%i-+—%-%2 rdrdg ,

r
G GO

waarin %(r,m) := £(r cos 9, r sin g¢).

Voorbeelden. 7) Gevraagd de oppervlakte O van het gedeelte van de kegel

z2 = x2 + y2, dat binnen de cylinder x2 + y2 = 2x ligt.
Voor z = V&z-Fy is dz = dz b

———  en —===—= , waarna met 8.3.11
9X ‘Q2+y2 ay V&2+y2

volgt:

0= 2 JJ V‘ + (%%)2 + 6%%)2 dxdy = 2 V2 dxdy = 2V2 7 ;
€0 €

—

hierbij is GO het cirkelgebied {(x,y) I x2 + y2 - 2x < 0}.
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8) Beschouw de bol B := {(x,y,z) | x2 + y2 + z2 = 1}, die belegd is met mas-
sa met dichtheid p(x,y,z) = 22. Gevraagd wordt de totale massa op B. Deze

is op grond van symmetrie gelijk aan twee maal de massa op de halve bol

G := {(x,y,2) | x2 + y2 + 22 =1, 2z 2 0}, dus gelijk aan 2 ffp do.
We gebruiken poolcoordinaten. Er geldt: p = 1 - r2, %(r,¢) = 'l-rz, dus
%r = -r/Vl-—rz, zodat

2
2 jJD do = 2 JJ (1-r2)\f1 + —% 5 rdrde =
G . l-r

=2 JJ rVG-r drdy = 2 J do J er--r2 dr

G0 0 0

4 .
37>

Gy is de projectie van G op het (x,y)-vlak, i.e. GO {(x,y) l x2+y2 < 1},

8.4. Volume-integralen

8.4.1. Zij G een drie-dimensionaal gebied in R3. Neem als elementen in G volume-

elementen van het type Cl (zie 8.1). We noteren dan de integraal van f over

i G als

JJJ f(x,y,z)dxdydz := f‘fdu .
G G

Indien volume—elementen van het type C2 worden genomen, dan schrijven we

L: JJJ f(r,p,z)rdrdedz := [ fdu ,
G G

en in geval van volume-elementen van het type C3:

Jjj f(p,6,¢)p2 sin 6 dpdfdy := j.fdu .

We merken op dat de integraal weer onafhankelijk is van de keuze van de

volume~elementen. Ook hier voeren we p.i. elementen in; we geven enige voor-

beelden:
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Fl1) Als X) <Xy ¥y <Yy en AX 3= Xy = X, AY 1= ¥, T ¥ klein zijn, dan is
het gebied {(x,y,z) I X| S X <Xy ¥ ST LYy, g(x,y) £ z £ h(x,y)} een
p.i. element iniR3. Hierbij zijn g en h continue functies met
g(x,y) < h(x,y) voor X s x2 xé, Yy €Y <V,

F2) Als X < X, en AX = %, = X klein is, dan is de verzameling
{(x,y,2) l X, S X S X, (y,z) € G} een p.i. element inIR3. Hierbij is G
een gebied in R2.

F3) Als 6, < 6, en A6 := 8, - 9, klein is, dan is de verzameling (in bolcoor-

1 2 2 1

dinaten) gegeven door 0 < p < Pys 8, S8 <6,, een p.i. element iniRB.

2
\ 4
\ /
\ /
PN 9 /
N o,/
.7
y y
X F2 X F3

bij oppervlakte-integralen kan men hier de integraal over een p.i.

element benaderen door een integraal van lagere dimensie. Zo geldt, als f

continu is op E:

1 h(x9}7)
@L (Ft) = JJI £(x,y,2z)dxdydz = ( f(xl,yl,z)dz)AxAy R
E E g (x,%)
?k (F2) = jJJ f(x,y,z)dxdydz = (JJ f(xl,y,z)dydz)Ax .
E E G
2 . - 2 .
(F3) = J” f(p,0,9)p" sin 8 dpdéde = (” h(p,6,,0)p dpdg)sin 8, AB
E

G
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waarbij G := {(p,9) I 0 <p < Pys 0 <¢ < 2n}.
De afleiding van deze formules is dezelfde als in 8.3.

Laat G een drie-dimensionaal gebied in R3 zijn en zij de functie f continu

op G. Ter berekening van f f du verdelen we G in p.i. elementen E,. We bena-
G
deren de integraal van f over Ei door een é&n- of twee-dimensonale integraal

en we sommeren over alle elementen Ei' Zo kunnen we de volume-integraal her-
leiden tot een herhaalde integraal.

Zij bijv. G het gebied gegeven door
G = {(x,y,2) I (x,y) € Gos g(X;Y) <z <h(xy)},

2

waarbij G0 een gebied in R“ is. Dan vinden we, gebruikmakend van p.i. ele-

menten van het type Fl,

‘ h(X,Y)
]3‘ JJJ f(x,y,z)dxdydz = Jf ( J f(x,y,z)dz)dxdy .
% G GO 8(X,Y)

Zij vervolgens G0 gegeven door

Gy = {Gx,y) | a<sx<b, k(x) <y =<2},

dan is ook de integraal over Gy te herleiden tot een herhaalde integraal.

We vinden
b 2(x) h(an)

fjj f(x,y,z)dxdydz = J ( ( f(x,y,z)dz)dy)dx =
G a  k(x) g(x,y)
b 2(x) h(x,y)
= j dx j dy f(x,y,z)dz .
a k(x) g(x,y)

dxdydz
(xty+z+1)

b

Voorbeelden. 1) Bepaal JJJ
G
waarbij G een gebied is in het eerste octant dat wordt begrensd door de

coordinaatvlakken en het vliak x+y+z = 1.
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1 1-x I-x~y

J” dxdydz <= de de J dz -
o (x*ty+z+l) (x+y+z+1)

0] 0 0
1 1-x -
-1 z=l-x-y
= J dx J dy 5 =
0 0 2(x+y+z+1)7|z=0"
1 1-x 1 1-x
-1 lax | ay+1 | ax — .
8 2 (x+y+ 1)2
0 0 0 0 y
1 |
1 -1 y=1-x
=-3 J(l-x)dx+§ de [x+y+l1 "
0 0 y

2) Gevraagd het traagheidsmoment T t.o.v. de z—as van de homogene kubus K:

|x| <h, |y] £h, |z] £ h, met massadichtheid 1.

h h h

‘ T = JJJ (xz-byz)dxdydz = f dx j (x2-+y2)dy J dz =
K -h -h ~h

h

“ = 2h J (2hx® + —:23- h3)dx = 1—36 h°

3) Het volume van de vier-dimensionale eenheidsbol
2 2 2
{(X,Y,Z,t) I 2 &

X"+ y"+ 2"+t <1} inR is
V=2 ”j Vi - x2-y2 = 22 dxdydx ,

v e

waarbij het gebied G gegeven wordt door x2 + y2 + z2 < 1.

We gebruiken bolcoordinaten en passen de substitutie p = sin o toe:

| V=2 ”[ V1 -0% 52 sin 6 dpdedp =
‘ G
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1 T 27
= 2 J pZVT-p dp J sin 6 de J de =
0 0 0
n/2
= 20227 [ sinza cosza da = %‘ﬂz .
0

Stelling (Guldin (1577-1643)). Het volume van een omwentelingslichaam is ge-
lijk aan het produkt van de oppervlakte van een meridiaandoorsnede en de
lengte van de baan die het zwaartepunt van de meridiaandoorsnede bij de wen-

teling beschrijft.

Bewijs. Stel dat het omwentelingslichaam L ontstaat door wenteling om de
z—as van het gebied G, gelegen in het (x,z)-vlak. Met gebruik van cylinder-

coordinaten vinden we voor het volume V van L:

vV = jJJ dxdydz = JJJ rdrdgpdz = 2 j[ rdrdz = 27 JJ xdxdz .
L L G

G

Voor de x-coordinaat £ van het zwaartepunt van G geldt (zie 8.1.6, voorbeeld 3):

£ JJ dxdz = JJ xdxdz ,
G

G
dus

V = 2wg » Opp. G . O

Voorbeelden. 4) Gevraagd het volume van het lichaam, begrensd door
(V§2-+y2 - a)2 + z2 = b2 . (a>b) .

Het lichaam ontstaat door wenteling om de z-as van de cirkelschijf
(x--a)2 + 22 = b2 in het (x,z)-vlak; het lichaam is een torus. Op grond

van de stelling van Guldin is het gevraagde volume
2ta - nbz = 21r2ab2 .

5) Bepaal het zwaartepunt van de helft van de torus (uit voorbeeld 4), waar-
voor y = 0.

Uit symmetrie-overwegingen volgt dat het zwaartepunt op de y-as ligt.
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Voor de y-coordinaat n geldt

ﬂzabzn = JJJ ydxdydz = JJJ r2 sin ¢ drdedz =
G G
atb m p
= J r2dr J sin ¢ do¢ j dz ,

a-b 0 -pP

waarin G de gegeven torushelft is en p := Vﬁz-(r-a)z.

Substitueer r-a =b cos o, 0 < o < 7, dan is
atb-
nzabzn = 22 J rZVEZ--(r--a)2 dr =
a~b
m
= 4b2 J (a+b cos a)z sinza da = 4b2(%-a2 + 0 +
0
dus
4a2 + b2

n = 2ra ‘

Voor het volume van een lichaam G in R3 geldt V = fff dxdydz.
G

Is G gegeven als in 8.4.3, dan vinden we

V= jj h(x,y)dxdy - JJ g(x,y)dxdy .

%y Gy

Voorbeeld 6. Gevraagd het volume van het lichaam, gegeven door

2 2 2

0<z<1, x"+y" <27,

Het lichaam wordt begrensd door het vlak z = 1 en de kegel 22

0 als top en de z-as als as. Deze kegel snijdt het vlak z = 1

cirkel gegeven door x2 + y2 = z = 1.

1,
z, 1}, h(x,y) = 1, g(x,y) =

Neem in 8.4.4: G0 = {(x,y) l X y2 <

is het gevraagde volume

T

2
5 b5,

X2 + y2 met

volgens de

VXZ"‘YZ,

dan
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8.5. Oneigenlijke meervoudige integralen

ﬁ_s.l. Definitie. Laat G een begrensd en gesloten gebied inZRZ zijn en zij de func-

tie f: G > R continu op G behalve in het punt a € G. Dan zeggen we dat de

oneigenlijke integraal ff f(x,y)dxdy absoluut convergent is, als
G

lim ff ]f(x,y)ldxdy bestaat, waarbij B(a,§) := {x €]R2 ] |x~-al < &}
540 G\B(a,8)
(zie 1.5),

Nodig en voldoende voor de absolute convergentie van [[ f(x,y)dxdy is dat

I(8) := [ |£(x,y)|dxdy begrensd is, want I(6) is een monotoon niet
G\B(a,6)

stijgende functie van §.

Als ff f(x,y)dxdy absoluut convergent is, dan is de integraal tevens conver-
G

gent, d.w.z. dan bestaat ook

lim JJ f(x,y)dxdy =: fj f(x,y)dxdy .
0 c\B(a,6) ¢

Het bewijs hiervan is analoog aan het bewijs van 2.8.11.

Zonder bewijs vermelden wij de volgende resultaten.

.5.2. Stelling. Zij G := {(x,y) | a<x <b, g(x) <y < h(x)} en zij f continu op

G behalve in a € G. Dan is ff f(x,y)dxdy absoluut convergent dan en slechts
G

dan als
b h(x)
( f | £(x,y) |dy)dx
a g(x)

convergent is.
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In geval van absolute convergentie blijft 8.3.3 geldig, i.e.

b h(x)
JJ f(x,y)dxdy = J dx j f(x,y)dy .
G a g(x)

Een analoog resultaat geldt als we de rol van x en y verwisselen of als we

overgaan op poolcoordinaten. Als bijv. G in poolcoordinaten beschreven wordt

door o < ¢ £ B, g(9) < r < h(g), dan is ff f(r,p)rdrdg absoluut convergent
G ;

dan en slechts dan als

B h(p)
do J If(r,w)lrdr
o g(g)

convergent is; in geval van absolute convergentie blijft 8.3.5 gelden.

Uit het voorgaande volgt dat de berekening van een oneigenlijke oppervlakte-
integraal is terug te voeren tot de berekening van een herhaalde integraal

(analoog als in 8.3), mits voldaan is aan de voorwaarde van absolute conver-—
gentie. In het bijzondere geval dat de integrand positief is, is deze abso-

lute convergentie gelijkwaardig met (gewone) convergentie.

De absolute convergentie van oneigenlijke volume-integralen is op analoge

wijze te behandelen. Een analogon van 8.5.2 is dan van toepassing.

Voorbeeld 1. De potentiaal in een punt B.E'RB tengevolge van een geladen

lichaam G c R? met ladingsdichtheid d(x) wordt gegeven door

d(x)
V(p) = JJJ dxdydz .
G

Ix=-pl

Als p € G, kan deze integraal oneigenlijk zijn. We beschouwen het geval, dat

G := {(x,v,2) ] x2 + y2 + z2 < 1}, p = (0,0,p) met p 2 0, en d(x) = 1 voor

alle x = (x,y,2z) € G. Dan vinden we met gebruik van bolcoordinaten:

2 . 2 .
SR PPN -
G X7R G Vé + p© - 2pp cos B
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1 i1

= 2 jpzdp J \/2 s;nedeﬂ_'__.
0 0 P° + p< — 2pp cos 6

De integrand is positief zodat de absolute convergentie volgt uit de (gewone)
convergentie van de herhaalde integraal. De herhaalde integraal is inderdaad
convergent zoals blijkt door berekening.
Substitueer cos 8 = t in de binnenste integraal I, dan vinden we

! I

2 -1 ‘ 9 1

J(p2+p —2ppt)2dt=—-§——-—(p + p” - 2ppt)? =
PP -1

-1

—
1

2 1 >
lp+ol - Ip=p| _ J 2/P 2ls P20,

1%

2/p als p <p .

De buitenste integraal blijkt eigenlijk te zijn.

Als 0 < p < 1, splitsen we de buitenste integraal in twee stukken, waarna

P 1
V(p) = 2n Jpzédpwn pr%dp="—3“p2+2n<1—p2>=
P
=21 - 5p0) .

Als p 2 |, dan vinden we

1
22 Q
V = — =2 e— I e
(p) ZNJppdo' D’
0

waarbij Q de totale lading in G is.
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Voor de veldsterkte E = - %% vinden we

An p als 0<sp<1,

Als een oneigenlijke integraal niet absoluut convergent is, dan zijn verwis-
seling van integratievolgorde en overgang op andere coordinaten in het alge-

meen niet toegestaan.

Voorbeeld 2. Beschouw de herhaalde integraal

1
2 _ .2
I=deJ—£—_de.

1 2. 2.2
0 0 (x"+y9)

In de binnenste integraal substitueren we x = yt, dan vinden we

P, 5 1/y 2
J X -yt -l J b LS
5 .
(x +y2) v (l+t2)2 y2+l
0 0
Daaruit volgt Il = - arctan 1 = - % .

Verwissel nu de integratievolgorde in Il en beschouw de herhaalde integraal

1
2 _ .2
I, = dx . S A
2 N
x"+y%)

Analoog als voren vinden we I, = +

2 (ga na). Blijkbaar is de integraal

&3

2 2 .
f —ji————%—i dxdy, G: 0 £ x< 1, 0 <y <1, niet absoluut convergent.

G (x2-+y )

Definitie. Laat G een niet-begrensd en gesloten gebied inﬁRz zijn en zij de

functie f: G > R continu op G. Dan zeggen we dat de oneigenlijke integraal

ff f(x,y)dxdy absoluut convergent is, als 1lim ff |f(x,y)|dxdy be-
G Row GnB(0,R)

staat, waarbij B(Q,R) := {x ¢ R | Ix| < R}.
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Nodig en voldoende voor de absolute convergentie van ff f(x,y)dxdy is dat
G

I(R) := ff If(x,y)|dxdy begrensd is, immers I(R) is een monotoon
GnB(D,R)

niet-dalende functie van R.

Als ff f(x,y)dxdy absoluut convergent is, dan is de integraal tevens conver-
G

gent, d.w.z. dan bestaat ook

lim JJ f(x,y)dxdy =: JJ f(x,y)dxdy .
R
GnB(0,R) G

Voor de hier ingevoerde oneigenlijke integraal geldt een stelling analoog
aan 8.5.2. De berekening van een oppervlakte-~integraal over een niet be-
grensd gebied is dus terug te voeren tot de berekening van een herhaalde in-
tegraal (analoog als in 8.3), mits voldaan is aan de voorwaarde van absolute
convergentie. De voorgaande resultaten hebben een analogon voor volume-inte-

gralen over een niet begrensd gebied in R3.

In de volgende voorbeelden is de integrand steeds positief zodat de absolute

convergentie volgt uit de (gewone) convergentie van de herhaalde integralen.

o« [+

8
0 2 ] +x

y

; Daar de binnenste integraal te moeilijk is, schrijven we de herhaalde in-
tegraal als een oppervlakte-integraal van het niet begrensde gebied

G:={(x,y) | y=20, x2 yz}. Dan volgt

o] (o] [=°] /}_{-

5

[ [ it w125 [
0 9 ] +x G 1 +x 0 1 +x 0

y .
[v o) o0 4'
= dx 1 .3 __1 XD _ 4y =
L+ 8 6 X 24 A 48 *
0 0

4) Bereken [J ——Eézg%—z , waarin G: 4x2 + y2 > 1,

& (x"+y7)
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We gebruiken poolcoordinaten r, ¢.

1 wordt dan: r2(4 cosz¢

J[ dxdy _ JJ rdrdy _
2. 2.2 4
(x"+y9) r

2'“' o

.

4x2 + y2 =

over in

-1
0 (4 coszm + sinzw) 2
2n
=4 J (4 cos®y + sin%)do
0
5) Bereken dxdydz , waarin
2 2 2.2
¢ ¥ty +z7)

De vergelijking van de ellips

+ sinzm) = |. De integraal gaat nu

2 L2 -
cos“ g + sin"¢)

o I3 . . 3 3 .
1 . Gebruik cylindercoordinaten r, ¢, z, dan gaat de integraal over in

oo (o]

o+ fa |

rdrdodz

J£J (r?+2%°

2°. Gebruik bolcoordinaten p, 6, 9,

p2 sin 6 dpdede _
4
c P

/2
2 J do
0

= 47 j d8 sin © [flﬁ
Pl3/cos 6

27
rdr J
———— et d@-_-.
(r2+zz)2 0
2 3
z

dan gaat de integraal over in

o 27
J 51n26 dp J do =
3/cos 6 P 0
m/2
= Lid J sin 6 cos 6 d6 = %; .
0

1
2
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3f8.6. Gammafunctie, betafunctie

In deze paragraaf bespreken we een tweetal speciale functies die veelvuldig
worden gebruikt in de mathematische fysica en de statistiek.

We definieren de gammafunctie door

.-}

r(x) := je‘t e lae (x > 0) .
0

De convergentie van deze integraal moet onderzocht worden in t = Q0 en t = =,

oo ] ©
We splitsen het integratie-interval: [ = [ + [ .,
0 1

ZijO<a<b<oena<x<b, Voor t € [0,1] geldt de ongelijkheid

05 e Xl <l
! a-1 ! -t  x~1
Omdat f t~ dt convergent is (zie 2.8, voorbeeld 6), is ook f e t dt
0 : 0
convergent. Als x 2 1, dan is de integraal over [0,1] eigenlijk.

Voor t ¢ [1,») geldt

0<e teX! < o8P o oge?

. -t b+ -t b+
voor zekere K > (0, immers e ttb ! + 0 als t + » en dus e ttb ! < K. (Een

continue functie op [1,»), die een limiet heeft als t + =, is begrensd.)
g . . . ® -t x-1
Omdat f t “dt convergent is (zie 2.8, voorbeeld 7), is ook f e 't dt
1 : ' 1
convergent.

ﬁ Met behulp van partiéle integratie leiden we af

[--] -]
F'(x+1) = J et t¥dt = - e Tt
‘ 0 0

oftewel

Wegens 1(1) = f e tat = I, VOlgt na herhaalde toepassing van 8.6.2:
0

1,6.3. I'(n+1) = n! , (n=0,1,2,...) .
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Vervolgens definiéren we de betafunctie door

1

-1 -1
B(p,q) := f P -0 ae (p>0,q>0).
0
De convergentie van deze integraal kan worden aangetoond via splitsing van
! 4
het integratie~interval: f = f + f (ga na).

Men kan gemakkelijk afleiden dat B(p,q) = B(q,p).
2

Door de substitutie t = sin“g in 8.6.4 vinden we een andere integraalvoor-

stelling voor de betafunctie:

m/2
B(p,q) = 2 j (sin 9) %P (cos ¢
0

2q-1 do .

Het verband tussen de gamma- en de betafunctie wordt gelegd door:

f . r(p)T
 8.6.6. Stelling. B(p,q) = nga'é)) .

Bewijs. Ga uit van
2EwL]s

r'(p)r(q)

]
—
14

I
rt
rt
o
[
[= N
T
S——
i
0
1]
ffal
1
o
1]

Door de substituties t = x2, s = y2 gaat deze integraal over in

T 2 ap- " 32 g1
T(p)T(q) = 4 J e x P71 ax f e 7 y 4 dy =
0 0
2 2
=4 JJ e 2 7Y x2p ] y2q ! dxdy ,
2
R,
. 2 2 . 2
waarin R := {(x,y) € R | x 2 0, y 2 0}. De integraal over R, convergeert

absoluut vanwege de absolute convergentie van de herhaalde integraal. We mo-

gen op poolcoordinaten overgaan, waarna volgt
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2
4 ff e ¥ r2p+2q 2(cos m)ZP 1(sin ¢)2q ! rdrdg =

r(p)rdq) =
2
R,
oo 2 1r/2
=2 J e T (rZ)p+q"1(r2) dr J (cos w)ZP—I(sin ¢)2q-1 do =
0 0

I'(p+q)B(q,p) = I'(p+q)B(p,q) .

Nemen we in 8.6.5, 8.6.6 p = q = i, dan vinden we

z /2
e =B =2 [
r: 0

Wegens T'({) > 0 volgt hieruit

;%;3"8.6.7. r(d) = /.

Voorbeeld 1. Gevraagd de oppervlakte O van het gebied begrensd door de as-
trolde x2/3 4 y2/3 =1,

Schets de astroide en merk op dat er symmetrie t.o.v. de x-as en t.o.v. de
y-as bestaat. De in het eerste kwadrant gelegen boog van de astroide wordt
beschreven door y = (l-x2/3)3/2, 0 <x <1,

De gevraagde oppervlakte is

i
0 =4 j (1 - x2/3)3/2 dx .

I | 0
Door middel van de substitutie x2/3 = t is deze integraal te herleiden tot
1 5n /3
INCINCY)
] RS- 2 2 S B N (kv L
; 0=6 f (1 t) t? dt 6B(2 ,2) =6 O
; 3 1,1, 1 1
22D 3T 5
3! 8 '

We kunnen T(n + %) door middel van 8.6.2, 8.6.7 recursief berekenen:
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ra+y) = -H@-3 o 3.1rdy - (2“")(2‘2‘;3) AR g
= 2n(2n-1)(2n-2)(2n=3) s+ 3-2-1 /e
2% 2n(2n-2) «.- 2
oftewel
I(n+) =(—§-‘-;)—f T, (n=0,1,2,...) .
27 !

We geven enige toepassingen van deze en de voorgaande formules.

In de statistiek speelt de errorfunctie

een belangrijke rol.

Opmerking. De errorfunctie is voorbeeld van een functie die gedefinieerd is
door een niet in elementaire functies uit te drukken integraal. Voor nume-
rieke tabellen van erf(x), zie M. Abramowitz & I.A. Stegun, Handbook of

Mathematicsl Functions, 1964.

Beschouw een experiment waarvan de uitkomst x € R in zekere mate door het

toeval bepaald wordt. Men kan dan invoeren de zgn. kansdichtheid f, zodanig

dat de kans op een uitkomst x ¢ [a,b] gegeven wordt door

b
P([a,b]) = J f(t)dt .

a

In vele praktische situaties blijkt de kansdichtheid f te worden gegeven door

A
exp [--—-——-—(t g) ]
a/2m 20

f(t) =

waarin u en o gegeven reele getallen zijn met ¢ > 0. We zeggen dan dat de

uitkomst x normaal verdeeld is met gemiddelde n en standaardafwijking o. De

grafiek van f(t) heet de kromme van Gauss; deze kromme is ééntoppig en sym-

metrisch t.o.v. t = y.
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In geval van een normale verdelin: is P([a,b]) uit te drukken in de error-
functie. Door middel van de substitutie t -y

osv2 volgt namelijk

bou
b ov2
L (t-w? 1 -s?
P([a,b]) = | exp [--———%%—-]dt = — J e ds =
oV2r - 20 3
a azy
[ 0/2_
bu a2y
/2 ov/2
! i —s? 1 b-u. 1 a-
= — j ds - - J e ds = 5 erf(=—=>) - 5 erf (—1&)
%3 /r V2

a/2

De kans P((-»,»)) op een uitkomst x

(~»,») dient 1 te zijn
blijkt via de substituties t-yu

. Inderdaad

= cs/f, 52 = vy, dat
. 2 T2
P((=0,o)) = ] J exp[-jEL—%l—]dt -4 J e ds =
ovan —. 20 VT e
=—2—Jesds=—l-J'eyy2dy=—l-I'(%)=l
/1?0 /170 Vel

op grond van 8.6.7.

De volgende integralen zijn door de substitutie t

s te herleiden tot de
gammafunctie:

2 [»+]
Je t t2n+1 dt = § J,e SsMds = iT(n+1) = in!

z s (n=0,],2,...)
0

_2 -— | '
et tPgr =y e 5" 2ds = iT(n+1) = (2n) .
S,
0

(n=0,1,2,...)
Overeenkomstig 8.6.5 geldt

w/2

o m . N n1+1 n-*l
Imn 1= J cos ¢ sin ¢ do = }B(

2 ) -
0
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Als m, n niet negatieve gehele getallen zijn, is Imn expliciet te bepalen.

Immers, volgens 8.6.6 is B(I—n—%—],-r—l-;—]) = I‘(mzl)l‘(n; 1) / I‘(m+§+2) en de

hierin optredende waarden van de gammafunctie zijn te berekenen met behuip
van 8.6.3 of 8.6.8. |

Voorbeelden.
m/2
.73 . _ L KW@ o, 31
2) sin‘g cos”p dp = 4B(4,2) = } T % 5T ~7g
0
" w/2
" r&re
i 4 a9 5, TP
3) sin"g cos’p do = {B(5,%) = } —Gr— -
0
=%8:/174.'/1?_1_'_= In
284! 242! 6. 2048

4) Gevraagd het traagheidsmoment T t.o.v. de z-as van het homogene lichaam
i G, dat begrensd wordt door het vlak z = x en de omwentelingsparaboloide
; z = x2 + y2; de massadichtheid van G is 1. We gebruiken cylindercodrdina-

ten, dan wordt het vlak gegeven door z = r cos ¢ en de paraboloide door

z = r?, De projectie op het (x,y)-vlak van de snijkromme van vlak en pa-

raboloide wordt beschreven door r = cos ¢, 2 = 0.

/2  cos ¢ r cos ¢

T = JJJ (xz'fyz)dxdydz = JJJ r3drd¢dz =2 J ) J r3dr j dz =
' 0 0 2
r
m/2  cos ¢ /2
4 5 | 6
= 2 do (r’ cos ¢ - r7)dr = 5 J cos ¢ dop = é% .

0 0 0

R e e gt of
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Integralen met een parameter

De functie

o

F(a) := J e 2 cos x dx , (a > 0)
0

is voorbeeld van een functie die gedefinieerd is door middel van een inte-
graal; de variabele a treedt op als parameter in de integraal. In 2.9.2,

voorbeeld 1, is berekend: F(a) = a/(a2+-l). We wiilen F(a) differentieren.
Neem aan dat de differentiatie naar a in 8.7.1 "onder het integraalteken"

mag worden uitgevoerd, dan vinden we

=]

F'(a) = - j xe 2 cos x dx
i 0
X en dus
3 | ) -ax d a a® - 1
: f xe cos x dx = - == ( > ) = 5 5 .
b 0 a“+1 (a"+1)

Men kan verifieren dat het laatste resultaat correct is, zodat de verwisse-
ling van differentiatie en integratie hier inderdaad geoorloofd is.

In deze paragraaf zullen we een algemene stelling afleiden voor het diffe-

% rentiéren onder het integraalteken van een integraal met een parameter.
:6.7.2. Definitie. Zij f(x,t) gedefinieerd op (a,b) x [c,d] met eventueel a = - o

en/of b = », en zij f(x,t) continu in x op (a,b) voor alle t « Lc,d]. Indien

er een functie g(x) gedefinieerd op (a,b) bestaat zodat If(x,t)l < g(x) voor
b b
alle x € (a,b), t € [c,d] en f g(x)dx convergent is, dan heet f f(x,t)dx
a a
gemajoreerd convergent voor t € [c,d]. De functie g(x) heet een majorant van

f(x,t); g(x) majoreert f£(x,t).

De definitie 8.7.2 is vooral van betekenis in de volgende twee gevallen:

(i) a=-= en/of b = »; (ii) a, b zijn eindig en lf(x,t)l ~+ o als x + a of
b
x + b. In beide gevallen is [ f(x,t)dx oneigenlijk. Uit 2.8.11, 2.8.12,
a
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b
2.8.13 volgt dan: als f f(x,t)dx gemajoreerd convergent is voor t ¢ [c,d],
a
dan is de integraal absoluut convergent en dus convergent voor alle
t € [e,d]. .
In geval a, b eindig zijn en f(x,t) continu is op [a,b] x [c,d], dan is
b
f(x,t) daar begrensd (6.7.1). De integraal f f(x,t)dx 1is dan eigenlijk en
a
_zeker gemajoreerd convergent; als majorant van f£(x,t) kan men bijv. nemen
. g(x) = M := max{|f(x,t)| I a<x<b, ¢c <t <gd}.

De volgende stelling, die we niet bewijzen, is fundamenteel.

Stelling (gemajoreerde~convergentiestelling). Zij fbf(x,t)dx gemajoreerd
convergent voor t € [c¢,d], zij ty € [c,d] en zij zi? f(x,t) = h(x) voor
s alle x € (a,b), waarbij h(x) continu is op (a,b). 0
€  Dan is fbh(x)dx convergent en er geldt: lim fbf(x,t)dx = fbh(x)dx.
Fv a taty a a

De stelling drukt uit dat men de limiet onder het integraalteken mag nemen
(of: dat men limiet en integraal mag verwisselen), mits voldaan is aan de

voorwaarde van gemajoreerde convergentie. De stelling geldt ook voor een li-
b

miet waarbij t - «, aangenomen dat f f(x,t)dx gemajoreerd convergent is
a
voor t € [c,»). Voor een integraal die in plaats van &én parameter meerdere

1 parameters bevat, kan men een stelling analoog aan 8.7.3 formuleren.

N b

: Indien de convergentie van f f(x,t)dx niet gemajoreerd is, is de verwisse-
a

ling van limiet en integraal in het algemeen niet geoorloofd zoals blijkt

uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 1. Beschouw de functie F(t) = f t:e-tx dx, (t 2 0).
0

: Voor alle t = 0 is de integraal absoluut convergent. Voorts is lim te ¥ = 0

i @ tv0
i voor alle x 2 0. Er geldt echter niet 1lim F(t) = 0, immers met behulp van

t+0
= &)

de substitutie tx = y volgt eenvoudig F(t) = f e’ dy = 1 wvoor alle t > 0.
0
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o

. -t . . . .
De convergentie van f te "X dx is niet gemajoreerd. Als er nl. een majo-
0

(%9 rant g(x) bestaat met te_tx < g(x) voor alle x 2 0, t = 0, dan volgt na

o0
substitutie van t = 1/x: g(x) 2 e-l/x voor x > 0., De integraal f g(x)dx

is dan echter divergent.

We geven een aantal toepassingen van 8.7.3.

Lw7.4. Stelling. Zij f(x,t) continu op (a,b) x [c,d] met eventueel a = -= en/of

b = », en zij f f(x,t)dx gemajoreerd convergent voor t ¢ [c,d], dan is
p @
F(t) := f f(x,t)dx continu op [c,d].
a

8.7.5. Stelling. Zij f(x,t) gedefinieerd 6p (a,b) x [c,d] met eventueel a = - »- en/of

b = », en laat f(x,t) voldoen aan de volgende onderstellingen:

(i) f(x,t) is continu op (a,b) x [c,d];

ﬁ‘ (ii) f(x,t) is differentieerbaar maar t en ft(x,t) is continu in x op (a,b)
voor alle t ¢ (c,d);
b
(iii) F(t) := f f(x,t)dx 1is convergent voor alle t ¢ [c,d];
a,
(1v) G(t) := f ft(x,t)dx is gemajoreerd convergent voor t € (c,d).
a

Dan is F(t) differentieerbaar op (c,d) met afgeleide F'(t) = G(t).

Bewijs. 2ij ty € (c,d). Beschouw het quotiént

F(t,+1) = F(t)) (0 £(x,t,+17) = £(x,t.) (r # 0,
0 0o’ _ ot™ o) .
T T i ety S T < d-to)
a e Y
Voer in de functie ¢(x,7) gedefinieerd door

: T EGx Ty e ) -, SNy
g | als 1 # 0, 1 € [c-t,,d-t ] ,
i T 0 0]

¢ (x,1)

£.(x,t4) als Tt =0 ,

| dan is W{ﬂ/{ﬁsj{/@ﬂ/
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F(tg+1) = F(ty) b b
p = J p(x,1)dx , G(to) = J p(x,0)dx .

a a

Uit de veronderstelling (iv) volgt dat er een majorant g(x) bestaat zodanig
b
dat Ift(x,t)l < g(x) voor alle x ¢ (a,b), t € (c,d) en f g(x)dx convergent
a
is. De functie g(x) is tevens majorant van 9(x,1). Op grond van de middel-

waardestelling (2.6.7) bestaat er namelijk een getal 8 ¢ (0,1) zodat

P(x,1) = ft(x,t0-+61), waaruit volgt Im(x,r)l < g(x) voor alle x € (a,b),
b
T € [c-to,d—toj. De integraal f ¢p(x,&)dx 1is dus gemajoreerd convergent
a
voor T € [c—to,d—toj.

Uit de definitie van ¢(x,T) volgt dat lim ¢ (x,7) = ¢(x,0) voor alle
; 70
x € (a,b), waarbij ¢(x,0) continu is op (a,b) op grond van de onderstelling

(ii). Maak nu gebruik van 8.7.3, dan is
b ‘ b
lim J p(x,t)dx = J p(x,0)dx ,

>0
a a

"oftewel

‘ F(tO-FT) - F(to)
lim
720

T = G(to) .

De functie F is dus differentieerbaar in to met afgeleide F'(to) = G(t

0). a
De stelling 8.7.5 drukt uit dat men onder het integraalteken mag differentie-
ren, mits de gedifferentieerde integraal gemajoreerd convergent is. Beschouw
nu nogmaals de integraal 8.7.1. Zij ag > 0, kies dan ¢ > 0 zodanig dat

ay~e > 0. Op het interval (ao-e ,a0-+e) wordt de gedifferentieerde inte-.

-ax - ’(ao'E)X .
grand xe cos x gemajoreerd door xe . Op grond van 8.7.5 is F(a)

dan differentieerbaar op (ao-e ,ao-re) en dus in ags en de afgeleide F'(a)
wordt verkregen door differentiatie onder het integraalteken. Merk op: voor
differentieerbaarheid van F(a) in ag is het reeds voldoende dat de gediffe-

rentieerde integraal gemajoreerd convergent is op een omgeving van ag.
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Met gebruik van de opmerking die voorafgaat aan 8.7.3, vinden we het volgen-

de resultaat als specialisatie van 8.7.4 en 8.7.5.

Stelling. Zij f(x,t) continu op [a,b] x [c,d] met a en b eindig, dan is
b
F(t) := f f(x,t)dx continu op [c,d].
a
Als bovendien f(x,t) differentieerbaar is naar t en f (x t) continu is op

La, b] x (c,d), dan is F(t) differentieerbaar op (c,d) met afgeleide
b

Fi(t) = [ £ (x,t)dx.
a

b b
In het geval van stelling 8.7.6 zijn f f(x,t)dx, f ft(x,t)dx eigenlijke
a a
integralen en de gemajoreerde convergentie hoeft dan niet afzonderlijk geve-

rifieerd te worden. Een analoge stelling geldt voor een integraal die van

meerdere parameters afhangt.

Voorbeelden. 2) Beschouw de integraal

h(t)
F(t) := J f(x,t)dx , (t € [c,d])
0

waarbij h(t): [c,d] » [0,1] en f(x,t) gedefinieerd is op [0,1] x [c,d].
Zij h(t) continu op [c,d] en f(x,t) continu op [0,1] x [c,d], dan is F(t)

continu op [¢,d]. Immers, door middel van de substitutie x = h(t)y volgt

1
F(t) = h(t) J f(h(t)}'at)dy s
0

waarna 8.7.6 kan worden toegepast.
Als bovendien h(t) differentieerbaar is op (c,d), f(x,t) differentieerbaar
is naar t en ft(x,t) continu is op [0,1] x (c,d), dan is F(t) differentieer-

baar op (c,d). De afgeleide wordt verkregen met behulp van de kettingregel.
s
Schrijf daartoe F(t) = H(h(t),t), waarbij H(s,t) := f f(x,t)dt een inte-
0

graal met twee parameters is. Onder toepassing van 2.8.4, 8.7.6 volgt dan
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h(t)
F'(t) = H (h(t),t)h'(t) + H (h(t),t) = £(h(t),t)h'(t) + j £ (x,t)dx ,
0
geldig voor alle t € (c,d).

Evenzo geldt

h(t) h(t)
g% j f(x,t)dx = £(h(t),t)h"(t) - f(g(t),t)g"'(t) + I £, (x,t)dx
g(t) g(t)

onder analoge onderstellingen als boven.

Beschouw de gedwongen ongedempte trilling onder invloed van een uitwendige

kracht, beschreven door de vergelijking (zie 5.5)
R(E) + 02 x(t) = w £(t) .
0 0 :

Laat de beginvoorwaarden zijn: x(0) = %(0) = 0.

We zullen verifiéren dat de oplossing wordt gegeven door

t .
x(t) = J f(t) sin wo(t-r)dr .
0 .

Bepaal daartoe x(t), x(t) door differentiatie onder het integraalteken:

t
x(t) = £(t) sin wo(t-t) + w J f(t) cos wo(t-r)dr =
0
¢
= wy [ f(t) cos wo(t-r)dr ’
0
t
x(t) = mof(t) cos wo(t-t) - wg j f(t) sin wo(t-r)dr =
0
t .
= wof(t) - wg J f(1) sin wo(t"T?dT .

0

Uit het laatste resultaat volgt: . x(t) = wof(t) - wg x(t), zodat x(t) inder-

daad aan de gegeven differentiaalvergelijking voldoet. Voorts is
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0]
J f(1) sin w0(0-r)dr =0
0

x(0)

en evenzo x(0) 0, zodat x(t) ook aan de beginvoorwaarden voldoet.

We beschouwen het volgende probleem uit de statica. Een staaf met lengte 2
is geplaatst langs het interval [0,%] van de x-as. Het uiteinde x = 0 van de
staaf is ingeklemd en de staaf ondervindt een dwarsbelasting q(x).

De dwarskracht Q en het moment M in een punt X zijn dan achtereenvolgens
L L
Q(x) = j q(y)dy , M(x) = J (y=-x)q(y)dy .

X X

Differentieer Q(x), M(x), dan volgt

% %
Q(x) = - qx) , M (x) = (x-x)qx) - J q(y)dy = - j q(y)dy

X X

en dus M'(x) = q(x).

In 8.6 is aangetoond dat de integraal

T(x) := J L T
0

gemajoreerd convergent is voor x € [a,b], waarbij 0 < a < b < =, Met behulp
van 8.7.4 volgt dan dat I'(x) continu is op [a,b]. Omdat a en b willekeurig
zijn (afgezien van de voorwaarde 0 < a < b < ®), is I'(x) dus continu op
(0,»). Evenzo kan men aantonen dat B(p,q) continu is voor p > 0, q > 0.

De gammafunctie is ook differentieerbaar op (0,~) en de afgeleide wordt ver-

kregen door differentiatie onder het integraalteken:

[+

') = J et X log tdt , (x>0) .
0

Ga daartoe na dat de gedifferentieerde integraal gemajoreerd convergent is

voor x € [a,b], waarbij 0 < a < b < o, Vervolgens kan 8.7.5 worden toegepast.
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