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Hoofdstuk 1. Vectormeetkunde in]R2 enZR3

In dit hoofdstukje wordt de vectornotatie voor lijnen en vlakken besproken
en een aantal technieken behandeld om met behulp van deze notatie stereome-—
trische problemen als het bepalen van de afstand tussen twee rechten, etc.,

op te lossen,

1. Rechten en vlakken

1.1,1, We kiezen in het platte vlak resp. in de ruimte een loodrecht assenstelsel.

llllzl

Punten in het platte vlak kunnen we nu weergeven door de twee coordinaten
ten opzichte van dit assenstelsel, dus door een element vanZRz, en punten
in de ruimte door de drie coordinaten ten opzichte van het assenstelsel, dus
door een element van‘RB.

Het is gebruikelijk een punt P in het platte vlak {(de ruimte) te identifi-
ceren met de vector p, het gerichte lijmstuk ("pijl") met als beginpunt de
oorsprong ( van het assenstelsel en als eindpunt P, De coordinaten van de
vector p zijn dan de codrdinaten van zijn eindpunt P, zeg Py»P, (resp.

P »P,sPq) en we schrijven p = (p,p,) (resp. p = (p;,PysP3)).

De nulvector 0 is per definitie de vector (0,0) (resp. (0,0,0)), dus de oor-
sprong, (.

We zullen in het vervolg geen onderscheid maken tussen:

i) de vector (het gerichte lijnstuk vanuit () met eindpunt P,
ii) het punt P ,
iii) het element (pl,pz) € R? {resp. (pl,pz,p3) eiR3), waar p,,P, (resp.

pl,pz,pj) de codrdinaten van P zijn.

De som p + ¢ van twee vectoren p en ¢ is per definitie de diagonaal vanuit

de oorsprong van het parallellogrammet de vectoren p en ¢ als zijden.

|-
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Het scalaire product Ap van een vectorp en een reeelgetal A is de vector met
eindpunt gelegen op de rechte door 0 en p, met lengte [7\[ x de lengte van p,
in de richting van p als X positief is en in de tegengestelde richting van

D als X negatief is, Voor A = 0 of p = 0 is Ap de nulvector,

Een eenvoudige verificatie geeft nu: als p = (pl,pz) en g = (ql,qz) , dan
ptg-= (pI * qqs Py * q2) en Ap = (Apl,?\pz). Optelling en scalaire vermenig-
vuldiging geschiedt dus codrdinaatsgewijs. Analoge formules gelden in IR3.

|- (1,0,0), e, =(0,1,0),

Vaak noteren we e = (1,0), e, = (0,1) in 'Rz, resp. e
ey = (0,0,1) in R3, Voor een vector p= (Pl’p2) € R2 geldt dan

P = PIEI + 9222

en voor een vector p = (p’,pz,pB) € ]R3 geldt dan

B = P& + Po&sy + P35 »

Laat v een vector in R2 of IR3 zijn., Als v # 0, dan liggen scalaire veelvou-

den Av op de rechte lijn mdoor 0 en v; omgekeerd is ieder punt van m een sca=
lair veelvoud van v. Tellen we nu bij iedere vector Av een vaste vector a op,
dan liggen de eindpunten van de vectoren a + Av op een rechte %, die evenwij-

dig is aan m (of samenvalt met m, als a € m).,

-

Omgekeerd kan ook ieder punt op & geschreven worden als som van a en een
veelvoud van v. We nmoemen X = a + Av een parametervoorstelling van de rechte
L. De vector a heet een steunvector van %en de vectorV eenrichtingsvector van i.
Ga zelf na dat ieder punt van £ steunvector voor een parametervoorstelling

van £ kan zijn, en dat iedere vector av met & # 0 eveneens een richtingsvec-
tor van & is.

Wanneer voor de rechten

£ 3

L]

=2+
en mix=hbtuy
geldt dat 0, u en v op €&n rechte liggen, dan ziin & en m evenw?jdig.

Indien bovendien b ¢ & dan spreken we van samenvallende rechten: L = m;

we beschouwen dit als een bijzonder geval van evenwijdigheid.




1.1.4.

Laten v en w twee vectoren in het platte vlak of de ruimte zijn. Een vector
x heet een l¢neaire combinatie van v en w als er getallen X en u bestaan,

z8 dat x = Av + uw.

<y

Ay

o/
Laten v en w vectoren inZR3 zijn, Het is eenvoudig in te zien dat als 0, v
en w niet op een rechte liggen (dus als v geen veelvoud is van w en ¥ geen

veelvoud van v), alle lineaire combinaties van v en w het vlak V vormen door

0 en de eindpunten van v en w, Tellen we bij iedere vector van V een vaste

vector a op, dan vormen (de eindpunten van) de somvectorena + AV + pw een vlak

W, dat door a gaat en evenwijdig is aan V (of dat met V samenvalt, wanneer
a € V). We noemen x = a + Av + uw een parametervoorstelling van het viak W.
De vector a heet een steunvector van W, en v en w heten richiingsvectoren

van W, Evenmin als dat bij de parametervoorstelling van een rechte lijn het
geval is, zijn bij de parametervoorstelling van een vlak de steunvector en

de richtingsvectoren door het vlak eenduidig bepaald.

Als voor de vlakken

+.Au + v

14
It

1o° Ip

U
en We:x=D0b+pw + ot

geldt dat w en t liggen in het vlak door 0, u en v dan 2ijn U en W even-
wijdig. Als bovendien b € U dan vallen U en W samen; we beschouwen dit als

een bijzonder geval van evenwijdigheid.

Laat (xl,xz) = (al,az) + A(vl,vz) de parametervoorstelling van een rechte in

R2 zijn. Dan geldt

x,
%2

waaruit door eliminatie van A een lineaire vergelijking

]

a] + Avl N

a, + sz ’

ox, + sz = vy

gevonden wordt, de vergelijking van de rechte L. Omgekeerd wordt uit de ver-

gelijking van een rechte £ door een van de variabelen als parameter te kie-

zen eenvoudig een parametervoorstelling van £ gevonden.

A

R S R

e i



1.1.6.

1.1.7.

Voorbeelden.
1) De rechte & wordt in parametervoorstelling gegeven door

(x],xz) = (1,=-1) + A(1,2) .
Dan geldt

XI=]+}\)
X, = =1 + 2) ,

2

[}

Uit de eerste vergelijking volgt X = x; ~ |, wat gesubstitueerd in de

tweede vergelijking geeft 2xl - X5 = 3, de vergelijking van £,

2) De rechte R wordt gegeven door de vergelijking

2x1 - Xy = 3.

Neem bijvoorbeeld x, = A, danig Xy = =3 ¥ 2x, dus (xl,xz) = (0,-3) +2(1,2)

]
is een parametervoorstelling voor £.

. 2 .. . A
Net zoals in R” lineaire vergelijkingen corresponderen met parametervoorstel-

lingen van rechten in Bz, corresponderen lineaire vergelijkingen-in'R3 met

parametervoorstellingen van vlakken in R3.

Voorbeeld., Het vliak V wordt gegeven door

(k) 9%p0%g) = (1,1,=2) + A(1,=1,0) + u(2,=1,-1) .

Dan is
x1=l+7\+211’
Xo= 1 =X =1,
X3 = -2 = H

waaruit na eliminatie van A en p volgt

x|+ X, + X3 = 0.

Omgekeerd, stel het vlak V wordt gegeven door

Xy + X, + Xq = 0 .




1.2.1.

1.2.2,

Stel

X, = A »

1

Xn = o
dan is Xy = - = U s
zodat

(x!,xz,x3) = A(1,0,-1) + u(0,1,~1) .

Elimineren we de parameter uit de parametervoorstelling van een rechte iniRB,

dan vinden we de rechte als snijlijn van twee vlakken,

Voorbeeld. Zij de rechte & in parametervoorstelling gegeven door

(xl,xz,x3) = (0,1,4) + A(1,-1,-3)
X = A,
Xy = - A,
Xy = 4 - 3x,

Substitueer %, Vvoor A in de tweede en derde vergelijking:

{'xl+x2 I s
3x] + Xq = 4

De rechte & is de snijliin van deze twee vlakken,

Inwendig product en uitwendig product

De lengte van een vector p noteren we door lpll. Als p = (p],pz) dan is

Ipt = Yp] + p3, als p = (p|sP,sPq) dan is llpll = /pJ + p7 + p3-

Het Zmwendig product (p,q) van twee vectoren p en g in het platte vlak of in
de ruimte is (p,q) = lplldligll.cos ¢, waarin ¢ de hoek tussen p en g is.
Hieruit volgt (p,q) = O dan en slechts dan als p = 0 of g =0 of p 1L q. Van

deze eigenschap zullen we in het vervolg nog vaak gebruik maken.

We kunnen het inwendig product van twee vectoren p en ¢ uitdrukken in de co-

ordinaten van p en g. Daartoe gebruiken we de uit het V.W.0. bekende cosinus-

2 2

regel ¢~ = a” + b* - 2ab cos v (zie de linker figuur),




Passen we dit toe op driehoek OPQ in de rechter figuur, dan vinden we
g - plI® =upt® + g - 2plighcos o »
(p,q) =lplliglicos o = 3QUpI® + g - g - pI®) .
Nemen we p en q in?Rz, P= (pl,pz), q-= (ql’qZ)’ dan vinden we
(2. = 10oy + Pg * q? ¥ qé - gy - 2" - Gy - 2" =
= P4, * Pydy - |

Als pen g inZR3 liggen met p = (pl,pz,p3), q= (q],qz,qB),dan vinden we op

dezelfde manier
(Bsq) = P19y * Pyd, * Pya5 -

Nemen we in deze formules p = g, dan vinden we

(ap) = IpIF

Ook deze formule zullen we in het vervolg nog vaak gebruiken.

}.2.4. Voorbeelden,
1) Het inwendig product van de vectoren (1,2,3) en (4,0,-1) is
1.4 + 2,0+ 3,~1 =1,

2) De lengte van (5,3,4) is V25 + 9 + 16 = 5/2; de lengte van (2,-1,2) is
v4 + 1 + 4 = 3, De hoek ¢ tussen (5,3,4) en (2,-1,2) vinden we dus uit

5v2,3,c08 ¢ = 5.2 + 3.-1 + 4,2 ,

dus cos ¢ = }V2, o = n/4,
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1.2,6.

1‘2.7.

Met behulp van de formule (p,q) = Epiqi verifieren we de volgende rekenregels

voor inwendige producten:
(p,q) = (Qp)
@+ = (r+ (gD
Opg) =2 @) -
Hieruit volgt weer
(ap +Bq, YL +38s) =ay(p,r) +ad(p,s) +Bv(g,r) +Bi(g,s).

De rekenregels zijn dus volkomen analcog aan die voor de vermenigvuldiging

bij de reele getallen.

In 1.1.5 hebben we gezien dat iedere rechte in het platte vlak een vergelij-—

king van de vorm

ax, + sz =Y

heeft. Noteren we a = (u,B), x = (x],xz) dan wordt deze vergelijking

(_a_.?_i_) =Y

De rechte (a,x) = 0 is evenwijdig aan, of valt samen met de rechte (a,x) =,
want als vy # 0 zijn er geen snijpunten, en als vy = 0 vallen de rechten sa-
men. De vector a staat loodrecht op alle vectoren van de rechte (a,x) = 0,
dus ook loodrecht op de rechte (Ewﬁ) = vy, Dus: wordt een rechte % in het
platte vlak gegeven door de vergelijking ax, + Bx, = 7, dan is (a,B) een

vector loodrecht op £.

Vliakken in de ruimte worden gegeven door een vergelijking ax, +Bx2-+Yx3 =0
(vgl. 1.1.7). Stel weer a = (a,B,Y), x = (x],xz,x3), dan is deze vergelij-
king Qiti) = &, Dit vlak is evenwijdig aan, of valt samen met het vlak

(a,x) = 0, zodat de vector a loodrecht staat op (a,x) = 0, dus ook op

<E9§) = §, Met andere woorden: wordt een vlak in de ruimte gegeven door de
vergelijking ax, + sz + YR,y = §, dan is (u,B8,Y) een vector loodrecht op dit
vliak.




1.2.8. Laat p en g vectoren in de ruimte zijn. Onder het witwendig product of veetor-
product p x g van p en g verstaan we de vector r, waarvan de lengte gelijk
is aan de oppervlakte van het parallellogram, waarvan p en q zijden zijn en
waarvan de richting bepaald wordt door
i) ri1p, rigq,
ii) het stelsel (B'ﬂ'f.) is een rechtsdraaiend stelsel.
(Een stelsel vectoren (a,b,c) heet rechtsdraaiend wanneer men van de
rechterhand de middelvinger langs ¢ kan laten wijzen als men de duim

langs 2 en de wijsvinger langs b legt; anders heet het linksdraaiend.)

Merk op, dat

I'p x gl =1 pildiglhsin o ,

waarin ¢ de hoek tussen pengq is,
Merk ook cop,dat het inwendig product gedefinieerd isin IR2 enR3 en dat dit een ge-
tal isj; de definitie van uitwendig product werkt alleen in de ruimte en het

uitwendig product is een vector,

1.2,9, Uit de definitie van het uitwendig product volgt direct dat p x q = 0 dan
en slechts dan als p en g dezelfde of tegengestelde richting hebben, of als
een van beide de nulvector is, Aangezien door verwisseling van twee vectoren

een rechtsdraaiend stelsel in een linksdraaiend stelsel overgaat, geldt ook
Pxg4=-4*Rk -

1.2.10, Stel p = (pl,pz,p3), q-= (q],qz,qB). Het uitwendig product van p en g is be-
paald door de vectoren p en g, dus door de coordinaten van p en gq. Zonder

bewijs vermelden we het wvolgende resultaat.

Stelling, Laat (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) een rechtsdraaiend stelsel zijn en
stel p = (p;sPysP3)» & = (4)5455q5). Dan is

B * 9= (Pyd3 = P3dys P39y ~ Pydgs Py = Pydy) -
(als (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) linksdraaiend is, dan is de vector in het rech-
terlid juist -p x q.
Afspraak: We zullen in de rest van deze paragraaf steeds aannemen dat 21,8284

rechtsdraaiend 1is,)

o et

R T o b A D



1.2,11,

ll30].

Opgaven.
I) Verifieer dat de vector in het rechterlid loodrecht staat op p en ¢ en

de vereiste lengte heeft.

2) Bepaal e, x Ej voor i=1,2,3 en j= 1,2,3,

Eigenschappen van het vectorproduct.

i +(prg)xr=pxr+gxc.
ii : (Ap) x g = Ap x q) .
iii: (p x q) x r= (p,r)qg - (g,r)p -

Voorbeeld 1., Het uitwendig product van de vectoren (1,0,-1) en (3,0,-2) is
de vector (0,-1,0). Merk op dat beide vectoren liggen in het vlak x, =0, zo-

dat het uitwendig product een veelvoud van e, moet zijn,

Voorbeeld 2, Bepaal de vergelijking van het vlak door de punten a = (1,0,0),
b =1(0,2,0) enc = (1,1,1}). De vectoren a = b = (1,-2,0) en 2-c = (0,-1,-1)
zijn evenwijdig aan het vlak,dus (2.- E) X (3 - E) = (2,1,-1) staat er lood-

recht op.

De vergelijking van het vlak heeft dus de gedaante
2+ x) - Xy =¥
De waarde Yy vinden we door een der punten in te vullen, Dit levert als verge-

1ijking 2%+ x, - Xy = 2,

Afstandsbepaling

Laat de rechte 4 gegeven zijn door de parametervoorstelling
x =2a+Av (v # 0) .

Voor ieder punt p is er precies €8n punt g € & zo dat p - ¢ 1 %, Immers, om

q te vinden moeten we A zodanig bepalen dat p- (E + Az) L 2, dus
p-(a+2rv), v) =0,
k-2 v-Mypy =0,
(p-a, v
A= A

I<]1

Aangezien (v,v) =|[v”2 # 0, iser dus steedsprecies &&n waarde van A die vol-
doet. De vector p ~ ¢ noemen we de ''loodrechte verbindingsvector" van p en £;
dit is dus het naar de ocorsprong verschoven loodrecht op & staande verbin-~

dingslijnstuk tussen p en 2.




1.3.2,

103.3.

1.3.4.

1'3‘5.

..10_

Laat nu het vlak V gegeven worden door

X =a+ Av + uw ,

Dan bestaat er voor ieder punt p precies &&n punt g € V zo dat p - q L V.

We moeten dan X en u zodanig bepalen dat

(- (a+ v+uw), v} =0

en
- @+iy+uw), w)=0.
Dit zijn twee lineaire vergelijkingen voor A en u, waaruit we zowel voor X

als voor u precies Eén waarde vinden.,

De vector p - q heet weer de loodrechte verbindingsvector van p en V.

Geheel analoog tonen we het volgende aan: Laten

£ X = a + v
en
m: x =b + uw

twee verschillende niet evenwijdige rechten zijn, Dan bestaat er precies &én
punt p ¢ 2 en precies &n punt q € m zodanig dat p-q L L enp-g Ll m De’

vector p - q heet weer de loodrechte verbindingsvector van £ en m.

Laat de rechte £: x = a + Av en het punt p gegeven zijn en neem aan dat de
steunvector a zo gekozen is dat p - a de loodrechte verbindingsvector van p
en £ is. Dan geldt dus (p - a, v) = 0. We berekenen de afstand van p tot een

willekeurig punt g van % uit

-9 2~ 9

R-2a-wp-2-W)

np - gl

(p - a, -a)+)\2(v,v)—2)\( -a, v)
P-& 22 ALRS 2~ 2 Y

2 2 2
Ip = al” + Ay’ .

Ll

Hieruit volgt dat de afstand van p tot een punt g van de rechte 2 minimaal
de lengte van de loodrechte verbindingsvector is. Deze lengte heet de afstand

van het punt p tot de rechte 2.

Geheel analoog als in 1.3.4 tonen we aan dat de afstand van een punt p tot
een punt van een vlak V minimaal de lengte van de loodrechte verbindingsvec—
tor is; de lengte van de loodrechte verbindingsvector heet de afstand van p
tot V.




1.3.6.
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Geheel analoog als in 1.3.4 tonen we aan dat de afstand tussen een punt van
een rechte £ en een punt van een rechte m minimaal de lengte van een lood-
rechte verbindingsvector is. Deze lengte noemen we de gfstand van de rechten

£ en m,

De bepaling van de afstand tussen een punt en een rechte of een vlak, of
tussen twee rechten, komt steeds neer op de bepaling van de lengte van een
loodrechte verbindingsvector,

De volgende eigenschap kan soms wat rekenwerk besparen,

Stelling(Hesse).Laat in het platte vlak de rechte % of in de ruimte het
vlak V gegeven zijn door de vergelijking (a,x) = y. Dan is de afstand van

een punt p tot de rechte {of het vlak)

(a,p) = v

I &

Bewijs. Een parametervoorstelling van de rechte door p loodrecht op % (resp.

V) is
X=p*Ara.

Het snijpunt van deze rechte en & (resp. V) vinden we dus uit
(3, p+2ra) =v,
(a,p} + A(a,2) = v,

Y - (ap
A vy

dus het snijpunt is

vy = (a,p)
e

en de loodrechte verbindingsvector

(_3;32) =Y
@a =

Deze vector heeft als lengte
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Opmerking. Een vergelijking

voor een lijn in Rg of een vlak in R> heet een normaalvergelijking indien

lnil= 1. Iedere vergelijking - i

(n,x) = n

(a,x) = v

gaat in een normaalvergelijking over als men haar door |lall deelt.

1.3.8., Voorbeelden.

1)

2)

Bepaal de afstand van de rechten

L: x = (0,1,0) + x(2,1,1)

n

m: x = (0,-1,3) + u(1,2,1) ,

Een willekeurig punt op & is (2x, 1 + A, X) en opm (M, =1 + 21, 3 + u).
De verbindingsvector van deze punten is (22 - u, 2 + X - 2u, =3 + A -y),
en om de loodrechte verbindingsvector te vinden moet het inwendig product

met (2,1,1) en met (1,2,1) nul zijn, Dit geeft

il
(&3

{Z(ZA “u) + (2 + A =20 + (=3+2-1)

(2A = u) + 22+ X = 21) + (=3 + 2 =)

6X - 51
51 - 6u

dus A = u~= 1, De loodrechte verbindingsvector is dus (I,1,-3) en de af-

i}
(e

]

stand van £ en m is Y11,

Bepaal de afstand van (3;8,3) tot het vlak 2x, - X, = 2x3 = 7. De verge-

1
lijking van het vlak luidt ((2,-1,-2), (xl,xz,x3)) - 7 =0, dus op grond

van de stelling van Hesse is de afstand van (3,8,3) tot het vlak

((2;"’] ._2)3 (3:833)) -7
3
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Hoofdstuk 2. Functies R - [Rn en functies [Rn -+ IR,

Inleiding. Bij de definitie van functie (of afbeelding), F : A+ B, in

wiskunde 10 (0.5.1), zijn A en B verzamelingen met niet nader gespeci-

ficeerde elementen. In wiskunde 10 namen we voor A en B gewoonlijk deel-

verzamelingen van Rof €. In dit hoofdstuk beschouwen we eerst het geval

dat A < Ren 2 ¢ R® met n = 2 of 3 (vectorfuncties); vervolgens komt aan

de orde het geval dat A < R" en B ¢ R (functies van meer variabelen);

het geval dat A < R” en B c K™ wordt in wiskunde 30 (hoofdstuk 2) besproken.

. n
Functies R ~ R .

. 2
Met R" is in deze paragraaf gewoonlijk bedoeld R™ of ]R3 en we beperken

ons bij de bespreking veelal tot IR2, omdat de overeenkomstige definities

en beweringen VvVoor 1R3 bijna altijd voor de hand liggen; waar dit niet

het geval is wordt dan zo'n uitspraak voor IR3 apart aandacht geschonken.

Een vectorfunctie f van een reéle varicbele is een afbeelding £ :

met Ac R enne N, n> 1.

A+Rn

A heet de definitieverzameling van f; notatie DOM £, Als n = 2 wordt aan

iedere t ¢ DOM £ een punt, pijl of getallenpaar £{(t) = (x(t),y(t)) van ]R2

toegevoegd. x en y zijn dan functies A + R; ze heten de comporentfuncties

of componenten van f.

De verzameling van de beelden

S = {f(t}|t ¢ DOM £}

heet een kromme, voor n = 2 een viagkke kromme (voor m = 3 een ruimtekromme).

Men noemt £ ook wel een parametervoorstelling voor de kromme S.

Vocorbeelden:

1) £(t) = a + tumet t ¢ R, a,uc 112, u# 0.
f is een parametervoorstelling van een rechte 2 in ]Rz.
f is een injectie.

Door eliminatie van de parameter t uit de vergelijkingen wvan de

componentfuncties




2)

3

&)

3)

6)
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Xx = a+ tu
y=b + tv
verkrijgen we een vergelijking voor L:
vx - uy = va - ub. 4
f(t) = (cos t, sin t) met t ¢ R.
. . . , 2 .
f is een parametervoorstelling van de cirkel in R” met middelpunt 0 en
straal 1. £ is geen injectie. Door eliminatie van t uit x = cos t,y = sin ¢

verkrijgen we een vergelijking voor de cirkel:

e

f(c) = (cos t, sin t) met t ¢ [0,27) c R.

Als voorbeeld 2), maar nu is £ een injectie.

£(t) = (cosh t, sinh t) met t ¢ R,

f is een injectie. Eliminatie van t uit x = cosh t, y = sinh t geeft x2-y2 =1,
de vergelijking van een orthogonale hyperbool. f is een parametervoorstelling

voor de rechtertak van deze hyperbool.

f(t) = (a cos t, bsin t), t e {0,2m), a>0, b > 0,

f is een injectieve parametervoorstelling van de ¢llips met vergelijking
£y
v
a b

en halve assen a en b.
Een cirkel met middelpunt M en straal a rolt over de x-as. Beschouw de
kromme beschreven door het punt P dat zich oorspronkelijk in O bevindt. De-

ze kromme heet cyeloide.

y
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Neem als parameter de hoek t tussen de voerstraal MP en de verticaal. Uit

de figuur is eenvoudig af te lezen dat de coordinaten van P worden gegeven
door (at - a sin t, a = a cos t). Hiermee hebben we tevens een parameter-

voorstelling van de cycloide gevonden nl. £(t) = a(t - sin t, 1 = cos t).
f is een injectie,

Elimirnatie van t uit x = at -~ a sin t, y = a - a cos t is niet gemakkelijk

(wel mogelijk?).

7) £(t} = (cos t, sin t, at), teR, a>0.
f is een injectieve parametervoorstelling van een ruimtekromme die schroef-

1i7n heet. Eliminatie van t ult de mogelijke tweetallen van de vergelijkingen
X =cos t, y=sint, z = at
geeft achtereenvolgens

x4 Yz =1, x = cos(z/a), y = sin(z/a)..

Teder van deze vergelijkingen stelt een cilinder in.B? voor. De meetkundige
betekenis is dat de schroeflijn ligt op ieder van deze cilinders.
In het bijzonder ligt ze op de rechte cirkeleilinder wmet vergelijking

x2 + y2 =1.

8) Neem een willekeurige functie g : R - R en beschouw £(x} = (x,g(x)).
f is een injectieve parametervoorstelling voor de grafiek van g inZRz.
Een functie met zijn grafiek is dus als bijzonder geval van een vector-—
functie met bijbehorende kromme te beschouwen,
Uit het voorbeeld van de cirkel (voorbeeld 2 of 3) blijkt dat niet Zedere

kromme als een grafiek beschouwd kan worden.

2.1.2. Continufteit, differentieerbaarheid.

Continulteit is voor gewone functies gedefinieerd in paragraaf 2.4.1 van

wiskunde 1Q.
Een vectorfunctie £ : R +jR2 heet ceontinu in a € DOM £ als de componentfuncties

x en y continu zijn in a; f heet continu op een verzameling V « DOM £ als £

continu is in ieder punt a ¢ V; £ heet continu als f continu is op DOM f.

Een e~omgeving Ua(a)zvan a<Ris in § 2.3,1 van wiskunde 10 gedefinieerd.
Zij er bij £ : R > R” voor een a € DOM £ een € > 0 met Ue(a) c DOM £,

f heet differentieerbaar in a als de componentfuncties x en y differentieer-
baar zijn in a. De afgeleide £'(a) van £ in a is de vector (x'(a), y'(a)).

f heet differentieerbaar op een open interval 1 < DOM f als f differentieer-

baar is in ieder punt a ¢ I.

PR S
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Als f differentieerbaar is op I dan is £' : I » R% weer een vectorfunctie.
Als £' continu is op I dan noemt men f continu differentieerbaar op L.

Alle in de voorbeelden 1-7 gencemde vectorfuncties zijn continu differen-
tieerbaar (op open intervallen binnen hun definitieverzameling).

Als een vectorfunctie f continu is maar niet differentieerbaar dan hoeft

de bijbehorende kromme niet te lijken op wat "men" "gewoonlijk" een kromme
noemt, We spreken daarom in het vervolg uitsluitend over vectorfuncties die
continu differentieerbaar zijn.

De afgeleide van een vectorfunctie f geeft men ook vaak aan met f;

£(a) = (k(a), $(a)).

Voor latere toepassing merken we op dat
f(a) = l?;(a):i = lim § [x(a+h) - x(a):! - lim% {f(a+h) = £(a)}
. h=0 h~+0
Ly (a) (a+h) - y(a)
zodat ook
£(a+h) - £(a) = hf(a) + he(h)

met een vectorfunctie 8(h) die (componentsgewijs) tot 0 nadert als h ~ 0.

Raaklijnen.

zZij £ : B.a-R? (continu differentieerbaar op DOM f} en a ¢ DOM £. Om over
de raaklijn in f£(a) aan de kromme te kunnen spreken veronderstellen we
eerst dat voor alle t ¢ DOM £ met t # a geldt £(t) # f£(a), dat wil zeggen
f(a) is geen dubbelpunt van de kromme.

Beschouw nu dg lijn lt door f£(a) en £(t) voor zekere t ¢ DOM f en t # a.

Richtingsvectoren voor deze lijn zijn f£(t) - f£(a) maar ook

£(t) —£(a)
t-a

en deze nadert voor t -+ a tot i(a).
Als f(a) # Q0 dan is

x = £(a) + Af(a)

een parametervoorstelling van een rechte %, en deze rechte noemt men de raaklign,
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Als x(a) = 0, zodat y(a) # 0, dan is de raaklijn evenwijdig aan de y-as;
als y(a) = 0 dan is de raaklijn evenwijdig aan de x-as.
Als f(a) = 0 dan zijn er twee mogelijkheden:

i : er is een andere parametervoorstelling, zeg g : R a-R?, voor dezelfde

kromme, met g(b) = £(a) en g(b) ¥ 0; nu is de raaklijn
x = g(b) + Ag(b) .

ii: er is niet zo'm parametervoorstelling; dan is het bestzan van de raaklijn

dubieus.

We noemen een punt van de kromme regulier indien aan de volgende twee voor-
waarden is voldaan:

!: het is geen dubbelpunt

2: er is een parametervoorstelling f met é(a) # 0 in het beschouwde punt f(a).
Als het punt niet regulier is, heet het gimgulier. In een regulier punt van
de kromme bestaat &&n raaklijn. In een singulier punt zijn er mogelijk meer
dan een of geen raaklijn; dit dient in ieder concreet geval apart onderzocht

te worden.

Voorbeelden.

1) £(t) = (t,tz), t € R,
Dit is een injectieve parametervoorstelling van de parabool met verge-
lijking y = x2; deze heeft geen dubbelpunten.
i(t) = (1,2t) # 0 voor alle t; de parabool heeft geen singuliere punten. De

raaklijn in het punt f£(a) is

x = (a,a2) + A(1,2a) ,

in £(0) evenwijdig aan de x-as, voor geen enkele a ¢ R evenwijdig aan de

y-aS .

2) g(t) = (t3,t6), t € R,
Qck hier is de kromme de parabool y = xz; hier is g(t) = (3t2,6t5) zodat
nu g(O) = 0; maar 0 = g(0) is toch niet singulier, omdat de parabool een

parametervoorstelling bezit, namelijk £ uit voorbeeld |, waarvoor i(O) ¥ 0.




3)

4)
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f£(t) = (t3 -ty e - 1), tekR.

De kromme heeft &én dubbelpunt, £(- 1) = £(1) = Q. f(t) = (3t , 2e) # O
voor alle t.

Het dubbelpunt is dus het enige singuliere punt; er zijn twee raaklijnen:
f(-1) = (2,-2), de rasklijn in £(-1) is x = A(1,=1),

f(l) = (2,2), de raaklijn in £(1) is x = A(l, 1).

Men zegt: door O gaan twee takken van de kromme (ook al zitten die takken
elders aan elkaar vast).

De vergelijking %(t) = O geeft t = % -/—, zodat in de punten

£(+ %/33 = (* —J_ - vD de raaklijnen vertlcaal zijn.

SRR SRR

Uit y(e) = 0 volgt t = 0 zodat er een horizontale raaklijn is in £(0) = (0, -1).

f(t) = (tz,t3), t ¢ R (Kromme van Netl).

O otz S A s

Dit is een injectieve parametervoorstelling zodat er geen dubbelpunten zijn.
‘i R | 2
De vergellelng van de kromme 18 X = ¥

£(t) = (2t, 3t ) en f(O) = 0.
Het punt £(0) = 0 is een singulier punt. Dit bewijzen we als volgt:

voor iedere parametervoorstelling g(u} = (pCu),p(u)), met g(0) =£(0) =
is x = g{u) 2 0 en 9(0) = 0, zodat ¢(0) = O, -
Verder is

w(u)3 = w(u)2

waaruit door differentiéren naar u volgt

3p(uw) %4 (w) = 20(u)P(u)
en eliminatie van ¢(u) uit de laatste twee betrekkingen geeft
4, 3 3 3 -
279(u) §(u)” = By (w)TP(u)” . i
Veronderstel nu dat g(O) # 0, dan is (omdat $(0) = 0) P(0) # 0. Er is een
omgeving U (0) waar | monotoon is zodat (omdat $(0) = 0} voor u € U (0) \ {0}

geldt
‘JJ(U) +0 Y

en dus ook

270 (e (w)> = 8(u)’

In deze betrekking laten we u tot O naderen; daar $, ¢ en § continu zijn

komt er dan
83(0)°

$(0) =0

Dit is in strijd met de gemaakte veronderstelling.
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Dus Is g(O) = 0, en £(0) = g(0) is een singulier punt, In het singuliere

punt komen de twee takken

v
[w]

£,(0 = (5,80, ¢

2

A
()

3
Ez(t) = (t ’t )’ t

samen, rakend aan de x-as. Zo'n singulier punt heet een keerpunt [en,
omdat de takken aan verschillende zijden van de raaklijn liggen, in

het bijzonder een doormpunt).

5) £(r) = (e2,¢e]e]), teR.

Dit is een injectieve parametervoorstelling voor de kromme met vergelijking

X = |y|; er zijn geen dubbelpunten.

£(t) = (2t, 2|t]), £ = 0.

Ook hier is geen parametervoorstelling g(u) = (¢(u), ¥(u)) met
g(0) = £(0) = 0, £(0) ¥ 0. )

£(0) is een singulier punt, emn in £(0) bestaat geen raaklijn.

2.1.4. Een grafiek, van een continu differentieerbare g : R -+ R, is een bijzonder

geval van een kromme met een continu differentieerbare parametervoorstelling
en zonder singuliere punten.
Het omgekeerde geldt alleen locaal, dat wil zeggen in geschikt gekozen om-

gevingen van geschikt gekozen punten.

Stelling, Zij de vectorfunctie £(t) = (x(t),y(t)) continu differentieerbaar
op een g-omgeving van het punt a en zij %(a) # 0.

Dan bestaat er een §-omgeving V van a en een reele functie g gedefinieerd
in x(V), zodat de kromme {f(t) | t ¢ V} de grafiek is van g.

De afgeleide van g(x) in x(a) wordt gegeven door

g (x(@) = & (x(ay) = L2,
x{a)

Bewijs. De afgeleide x(t) is continu op een omgeving van a en x{(a) ¥ 0.

Daaruit volgt dat er een S-omgeving V van a bestaat zodat &f x(t) > 0 voor




- 20 -

alle t € V &f %(t) < 0 voor alle t ¢ V. Hieruit volgt: x(t) is strikt mono-
toon op V., De functie x(t) heeft nu een inverse functie, aan te geven door
t(x), met afgeleide %§ (x(a)) = ;T%T .

Substitueer t(x) in de component y(t), dan ontstaat de samengestelde functie
g= Yy o t; g(x} = y(t(x)) is gedefinieerd in x(V). Het is duidelijk dat de
grafiek van g juist overeenstemt met de kromme {£(t) | £ e V).

De afgeleide van g(x) = y{(t(x)) in x(a) is te bepalen met de kettingregel:

' . 4y dt - y(a
g'(a) = & (@) & @) = B2 D
Voorbeelden.

D £ = (£2,eh, £ = (2,32,
als t ¥ 0 dan is %(t) # 0, in het bijzonder is %x(1) = 2 ¥ 0.

Voor het interval (0,«) (op de t—as) is de kromme de grafiek van
de functie g(x) = x3/2(x > 0).

Ook %(~1) # 0; voor het interval (-=,0) {op de t-ag) is de kromme
de grafiek van h(x) = —xa/z(x > 0).

2) £(r)
£(t)
Als t # 2kn dan is x(t) ¥ 0, bijvoorbeeld x(w) # 0. Voor 0 < t < 27 is

[}

a(t - sin t, 1 = cos t), t e R

a(l - cos t, sin t)

de cycloide op te vatten als de grafiek van een functie g(x) die we

helaas niet uit kunnen drukken in elementaire functies.

g'(x(t)) =

2.1.5, Als, in stelling 2.1.4, x en y als functies van t meer dan &é&n keer differen-
tieerbaar zijn, is de functie g dat oock. De hogere afgeleiden van g berekent

ment dan door herhaald de kettingregel toe te passen.

Bijvoorbeeld:

2
" =L -2 @ - S8 4L
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2.1.6, Kromming, kromtestraal, Kromtemiddelpunt.

Zij £ :+ R a—R? tenminste tweemaal differentieerbaar, en veronderstel dat
£(a) een regulier punt van de door f voorgestelde kromme is; in f(a) be-
staat de raaklijn. De lijn door £(a) en loodrecht op de raaklijn heet de
normaal van de kromme in f(a).

De vergelijking van de normaal is (vergelijk § 1.2.6)
(£(a),x) = (£(a),f(a)) ,
terwijl men ook een parametervoorstelling kan opschrijven:

x = f(a) + hu,

waarin u een vector is die loodrecht op f(a) staat.
We nemen llujl = 1, zodat |A| de afstand is van £(a) tot het desbetreffende
punt van de normaal.

De normaal in een naburig punt f(a + h) van de kromme heeft als vergelijking
(£(a + h),x) = (£(a + h),£(a + h))

en het snijpunt m(h) van beide normalen behoort bij een parameferwaarde r = ah)
waarvoor geldt:
(f(a+ h), £(a) +w) = (£(a + h), £(a + h)) ,

(f(a+h),£(a+h) - £(a))

)\ = [ [
(£(a+h),u

Volgens 2.1.2 mogen we schrijven

f(a+h) = f(a) + hé(a) + ho(h) ,

f(a+h) = £(a) + hf(a) + he,(h) ,
zodat, daar ook nog geldt (f{a),u) = 0,

(E(a+h),E(a) + 8(h))
A=

(:E-(a) + gl(h),t_l)

Als h + 0 dan nadert het snijpunt m(h) der normalen tot

m= £(a) + pu
met
(£(a),i(a))
p = lim A(h) = — .
b0 (E(a) 31_-})

u kiest men meestal z8 dat £(a) en u een rechtsdraaiend stelsel vormen (zoals

ook de positieve X—as en y-as),
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U= (- §(a),%(a)) .
HOY

Dan is

3/2
oL G@iei@h
x(a)y(a) - x(a)y(a)

m heet het kromtemiddelpunt van de kromme in f(a),p heet de kromtestraal
van de kromme in f(a). Het getal x = p-l heet de Rromming van de kromme
in £(a). Als p en k positief zijn ligt m aan dié kant van de raaklijn
waarheen u wijst; als p en k negatief zijn dan ligt m aan de andere kant.
K is een functie van t, en als k van teken wisselt voor t = a dan heeft

de kromme een buigpunt in £(a) .

Voorbeelden.
1) £(t) = a + tb met a,b ¢ R, b # 0; t ¢ R.
£(t) = b, £(t) = 0, k = 0 voor alle t ¢ R.
2) £(t) = a(cos t, sin t), t e« [0,27), a > 0.
£(t) = a(- sin t, cos t), £(t) = a(- cos t, - sin t).

p = a, K =a ! voor alle t ¢ [0,2m).

3) Zij g(x)} een functie, gedefinieerd op R.

g(x) = (x,8(x)) )
£(x) = (J,g'(x)), £(x) = (0,g"(x)).
_ g (x)
“(x) = L 372"
(T+g'(x))

K wisselt van teken dan en slechts dan als g" van teken wisselt.
De grafiek van de functie g heeft een buigpunt (in een punt waar de raak-

1ijn bestaat) dan en slechts dan als g" van teken wisselt.

4) glx) = x3, g'(x) = 3x2, g'(x) = 6x.

n

K(x) —y73
(1+ 9x4)

Voor x = 0 is er een buigpunt.
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-2/3 - 5/3

580 < Vr g0 = gx L =-Sx
1/3 :
- BX S
k(x) = r
372 )
(1 +9x4/3) §

Voor x = 0 is er een buigpunt.

6) f£(t) = (sin 2t, sin t), 0 <t < 27,
De kromme is een figuur van Lissajous (vergelijk de tabel in Alonso en
Finn, deel I, p. 288); door eliminatie van t uit x = sin 2t, y = sin ¢
verkrijgt men de 4~de graadsvergelijking x2 = 4y2(1 - y2). De kromme
Peeft één dubbelpunt, £(0) = £(m) = Q.

£(t) = (2 cos 2t, cos t) en voor alle t geldt é(t) # 0.
f£({t) = (- 4 sin 2t, = sin t).

. , . , 2
c(t) = = 2 cos 2t sin t + 4 sin 2t cos t _ 2 sin t(3 - 2 sin t)

372 /2

2 2 3
4 c032 2t + cos® t) (4 cos” 2t +cos” t)

zodat de buigpunten juist in het dubbelpunt vallen.

Opmerking. De theorie van de kromming van ruimtekrommen, die iets gecompli-

ceerder is, bespreken we hier niet.

Asymptoten.

Stel dat voor £ : R = R? geldt dat DOM f een randpunt a bezit; de gevallen
met a = * = worden hierbij tcegelaten. We beschouwen hier afbeeldingen £

met lim [[£Ct)ll = =.
t»a 2 2
Zij % een rechte in R™; de afstand van een punt p € R~ tot £ noteren we

met d(p,%).

Definitie: De lijn % heet een asymptoot van de door f voorgestelde kromme
indien 1im d(f(t),%) = 0.
t*a

Voorbeelden

1y £(t) = (t,tz), t € R,

NECe) Il = |elv1 + t2 + ® (t + =).




2)

3)

4)
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De kromme (de parabool met vergelijking y = x2) heeft geen asymptoot:
zij & de lijn met vergelijking ax + by = v, a% + b2 = ], Dan is

d(E(e),2) = Jat + be? = y| > o (£ > %),

£(t) = (cosh t, sinh t), t € R, .
NECE)Y Il = ({cosh t)2 + (sinh 1:)2)i = Ygcosh 2t + @ (£t + £+ =),

De rechte & met vergelijking x - v = 0 is asymptoot:

d(f(t),L) = —L-(cosh t - sinh t) = -L-e-t + 0 (t > =),
Y2 V2
De rechte %' met vergelijking x + y = 0 is ook asymptoot:
d(f(t),e') = —L-(cosh t + sinh t) = —L-et >0 (t > =),
V2 V2
Andere asymptoten zijn er niet.
2 2
(o = |5, HE D) er,
t+i t™+1

tz—l
tT+1

IE(e) Il = Ar el se (ot w

‘Aangezien f(t) op de rechte met vergelijking y = tx ligt, ligt het voor de

hand om te vermoeden dat een eventuele asymptoot £ verticaal is; de verge-

lijking ervan luidt dan x = a, en

2 2 4
d(£(t),0) = |5 - a] = -t - a+a|

£t +1 t2 + 1

Deze uitdrukking nadert tot O voor t + = dan en slechts dan als a= 1; en

dan nadert ze ook tot O voor t +» = = |
De rechte met x = 1 als vergelijking is dus asymptoot.

Schets de kromme (strophoidel.

Aangezien de grafiek van een functie op R een bijzonder geval is van een

kromme met een parametervoorstelling is het bovenstaande van toepassing:

2

g{x) = . XeR, x ¢ 1,

x-1

F LSRR T

A

o e S et i
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2 2
), LEGEH = |x]. V1 + —=Fmms .

£(x) = (x, =—
X (x—l)2

1
HE@x)I > voor x > -« , x4+ 1, x+1 enx +x,

We kunnen de asymptoten aflezen uit de uitdrukking

);
x-1

g{x) = x + 1 +

De lijn % met vergelijking x = 1 is asymptoot, en de lijn %' met verge-
lijking y = x + 1 eveneens.

Schets de kromme (hyperbool).

Opmerking: Bij het schetsen van krommen in'R2 verdient het aanbeveling om

aandacht te schenken aan de volgende bijzonderheden:

i : snijpunten met de x-as en de y-as.
ii : symmetrieassen.

iii : singuliere punten.

iv punten waar de raaklijn een bijzondere richting heeft, bijvoorbeeld
horizontaal of verticaal is.

v ! asymptoten.

2, Functies van twee variabelen

2.2.1, Een redle functie £ van twee redle variabelen (kortwgg: een functie van twee
variabelen) is een afbeelding f: A + Rwaarbij A < R . Door zo'n af-
beelding f wordt dus aan elke X = (x,y) € A een getal £(x) = f(x,y) ¢ R toe~
gevoegd, A heet weer de definitieveraameling van f, notatie: DOM £,

Vaak wordt een functiewaarde f(x,y) met een aparte letter z aangegeven; men

schrijft dan z = £(x,y).

Yoorpesize:.
1 £: R >R, £(x) = £(x,y) = 6 = 3x - 2y .

2) f: ]R2 + R, £(x,y) = x2 + y2 .

SRR

T
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3) f:]R2+R, f(x,y) =x2—y2 .
4) £: ]Rz\{g} + R, £(x,y) = x?'/(x2 + Yz) .
5) £: {(x,y) €eR% | x2 + y2 < 1} > R, £(x,y) = VI -%Z =32 .

Grafiek. Kies in R3 het gebruikelijke assenstelsel. De grafiek van de func-

tie £ is de verzameling

{(x,y,2) e R | 2 = £(x,7)} .

Meetkundig stelt dit een oppervlak in R voor. Men noemt z = f(x,y) de ver-—

gelijking van het oppervlak.

Voor de voorbeelden 1-~5 vinden we: in voorbeeld 1 is de grafiek een
plat viak, in voorbeeld 5 een halve bol. In de voorbeelden 2 en 3 heten de

grafieken resp. een elliptische paraboloide en een hyperbolische paraboloide.

Hoogtekaart. Dikwijls is het moeilijk om een goede grafiek te tekenen; men
kan dan gebruik maken van een hoogtekaart. Men tekent in het (x,y)-vlak een
aantal niveaulijnen, dat zijn krommen waarop de functie constant is, De ni-
veaulijnen worden ook wel hoogtelijnen genocemd.

In de voorbeelden 1-5 zijn de hoogtelijnen respectievelijk:

1) evenwijdige rechten

2} concentrische cirkels

3} hyperbolen

4) rechten door de ocorsprong (met uitzondering van de ocorsprong)

5) concentrische cirkels.,

Opgave. Teken hoogtekaarten van de functies

2 —-—
f(x,y) = -——-—-L; 2 5 f(x,y) = ___T_y X,
+ X + y y
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2.2.2. Limieten van functies.

Definities.

1) zij e > 0, zij a ¢ R%. De e-omgeving van a is {x ¢ R® | Ilx - all < e};
notatie: Us(_a_).

2) Een verzameling A < R? heet open wanneer bij ieder punt a € A een getal
€ > 0 bestaat, zo, dat Ug(i) < A,

3) Zij A < '.iR2 en p ¢ ]Rz. Dan heet p een verdichiingspunt van A wanneer voor
iedere ¢ > 0 geldt: (UE(R)\{B}) naAz#p.

4) Een verzameling A © R” heet gesloten wanneer ieder verdichtingspunt van
A ook element van A is, 7

5) Een verzameling A < ]R2 heet begrensd wanneer er een getal M > 0 bestaat

zo, dat A < UM(_(_)_) (ofwel: wanneer voor alle a ¢ A geldt: il all < M.

Voorbeelden.

1) Voor willekeurige b ¢ r? enn>01is Un (b) een open verzameling. De ver-
dichtingspunten van Un (E) zijn de punten p met IIR - P_II £ n. De verzame-
ling {x « ]R2 | x - bll s n} is gesloten; hij is ook begrensd.

2) {(x,y) € R’ | y > x} is open, niet gesloten en niet begrensd.

3 {(x,y) ¢ ]R2 l 4x2 + 9y2 < 36} is niet open, wel gesloten, wel begrensd,

4) De verzameling {(-:—1 ’.LZ) ¢ R? | n € N} is noch open noch gesloten. Zijn
n

enige verdichtingspunt is 0.
5) IR2 is open en gesloten en niet begrensd,
6) De verzameling {(n,m) € IR2 | neZ, me Z} heeft geen verdichtingspunten.

7) Het compleitent van een open verzameling is gesloten en omgekeerd.

. . . ‘s 2
Definitie. Laat f een functie van twee variabelen zijn en zij a ¢ R", zo dat
f gedefinieerd is temminste op Un (E)\{_z_t} voor een of andere n > 0, Dan bete-

kent lim £{x) = L, dat er voor iedere £ > 0 een § > 0 bestaat, zo dat voor

x4 '
alle X € UG(_a_)\{_a;} geldr: £(x) ¢ UE(L). Anders gezegd: bij iedere € > 0 is

er een § > 0 zo dat voor alle x met 0 < Ix ~ all < & geldt: ]f(ﬁ) ~-L| < e.
Slordig uitgedrukt: dicht bij a (maar niet noodzakelijk in a zelf) liggen de

functiewaarden dicht bij L.

R

e,
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Merk op, dat het voor de definitie van lim £(x) = L irrelevant is of a<DOM £
x*+a
of niet, en dat het indien 2 ¢ DOM f niet ter zake doet welke waarde f(a)

heeft.

Soms zullen we functies ontmoeten, die niet in een volle omgeving van a (af-
gezien van a zelf). gedefinieerd zijn, terwijl we toch over de limiet voor

X > a willen spreken. Zo is

£ex,y) = sinGe? - y%)

1 ¥ X-y

niet in een volle omgeving van 0 gedefinieerd (nl, niet voor x = y) terwijl
f(x,y) gevoelsmatig toch limiet 0 zou moeten hebben. Voor dergelijke geval-

len breiden we de definitie als volgt uit:

Definitie. Laat f een functie van twee variabelen zijn en zij a verdichtings-

punt van DOM f. Dan betekent lim f(i) = L, dat voor iedere € > 0 een § >0
x*a
bestaat, zodanig dat voor all'é'E e DOM f met X € U6(_a;)\{_a“} geldt:

£(x) e U_(L).

Voorbeelden.
1) lim Xy = 0. Immers, voor (x,y) # (0,0) geldt:
LA
!l X
—2L - 9| = x| « 220 g
V22 + y2 i xH ixl -

Zij & > O, neem.§ = €. Dan geldt voor alle x met O <l x - Ol <& dat

. 2 2
2) lim il%—_—y—u = 0, Immers, de functie is gedefinieerd voor x # v zodat
x>0
E Verdichtingspunt van het definitiegebied is. Verder geldt voor x # ¥

Sin(xz"‘ 2) < xz-zz = < + <
————Z—X_y - 0f = |y = |x+y| < |x| + |y]<20ixl .

zij € > O willekeurig, neem & = le. Voor alle (x,y) met x # y en
0 <lx - 0ll <& geldt dan

s:i:n(:\:2 - zz) -0
-y

< 28 =€ ,
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3) lim —xL—z- bestaat niet, Dit volgt onmiddellijk uit de hoogtekaart. De
X2 x"+y
rechten y = ax (x # 0) zijn hoogtelijnen. De waarde van de functie op

y = ax is a/{(1 + az). In elke omgeving van 0 neemt de functie alle waar-

den uit [-},4] aan,

Opgave. Bewijs dat de volgende uitspraken equivalent zijn:

1) lim f(x) = L
e

2) lim (£(x) = L) = 0
ra

3) lim |f(x) - L| = 0 .
oxra

Stelling (bewerkingen met limieten). Als lim f(g_c_) = L, lim g(_:g) = M, dan is:
| xa )
i) lim {f(_ns) +g(_}_c_)} =L +M
xra
2) lim {£(x)g(x)} = IM
xa
3) limf§)=% mits M # 0 ,
Xra g —

Bewijs. Wordt aan de lezer overgelaten.

Continultetit.

Definitie. Een functie f heet continu in a ¢ DOM £ indien er wvoor iedere
¢ >0 een & > O bestaat, z5, dat voor alle x ¢ UG(_g_) n DOM £ geldt:
£Gx) © U_(£(@).

Een functie f heet continu op een verzameling W c ]Rz als f continu is in elk
punt van W.

Een functie f heet continu als f continu is op DOM f.
Bewijs zelf de volgende stelling,

Stelling, Zij f gedefinieerd tenminste op U (a} voor zekere n > 0 (iets al-
gs 21] £ g pU () n (
gemener: zij a € DOM f een verdichtingspunt van DOM f). Dan is f continu in

a dan en slechts dan als 1lim f(_:_c_) = f(&).
xa
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Voorbeelden.

. 3

-..z—ni-% 3133#9—’
1 £rRE R, £(x) ={* T

0 als£=2.

Deze functie is continu in (0,0). Veor x ¥ 0 geldt namelijk

3
Xy
Z 2

= —Eelay| =[xl ]3] s 0xIP
X +y

|£(x) - £(0)] =

Zij ¢ > 0, dan geldt voor alle x met lxll < 8 Ve dat |f(_:5) -f(2)| < E.

. a]_s-;_(.#g'
2) £: RS +R, £(x) =% *7
0 als':_<=_(_)_.

f is continu in (0,0) omdat

1im s = 0 = £(0) .
0 xT YT

-—z-ﬂ—i- alsi#g’

0 als X =

3) £: R? + R, £(x) =

o

f is niet continu in (0,0) omdat lim £(x) niet bestaat.
x+0

“ - —

4y f£(x,y) = x voor alle (x,y) ¢ Rz; f is continu.

Stelling: Als f en g functies van R? naar R zijn, continu in g € B?, dan
zijn ook

£ +g, AM{(x eR), fg en £/g (mits g{a) # 0) continu in a;

als f : R® » R continu is in b, en g ¢ R +R2 met g{a) = b continu is in

a, dan is feg : R -+ R continu in a.

ST VA LT e LIRS S
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Opgave: Bewijs deze stelling.

. 2 . . ‘s
Stelling: Als £ : R + R continu is dan zijn, veoor iedere a ¢ R, de volgende

verzamelingen gesloten: {x|f(z) = a} , {g[f(g) z al, {glf(g) < alt.

Opgave: Bewijs deze stelling.

Voorbeelden.

5) De functies uit voorbeeld 1) en 2) zijn continu; de functie van voorbeeld
3) is continu op B? \ {0},

6) Een rechte lijn, eén cirkel zijn gesloten,
Ben halfvlak {x|ax + by < c} is gesloten.

Een "open halfvlak" {x|ax + by < c} is open.

Differentieerbaarheid van functies vem twee variabelen.

Definitie., Zij f gedefinieerd tenminste op Un(i) voor zekere n > 0; zij

a = (a,b). De functie f heet differentieerbagr in a, indien er getallen

A cR en B ¢ R bestaan en een functie p gedefinieerd op Unqp, zodanig dat

geldt:

i) f(a+h, b+k) = £(a,b) +Ah +Bk +lhllp(h) voor alle h = (h,k) ¢ Un(g)

ii) p continu in 0 en pqg) = 0,

Merk op, dat ii) vervangen kam worden door ii') lim p(h) = 0. De betekenis
h+0

van A en B blijkt door in i) k = 0 resp. h = 0 te nemen, We vinden dan

f(a,b+k) - £(a,b)
k »

A= linm f(a+h,b) ; £(a,b) resp. B = lim
b0 k>0

A is dus de afgeleide van de functie f(x,b) in x = a.

B is de afgeleide van f(a,y) in het punt y = b,

Definitie., De partiéle afgeleide naar x van z = £(x,y) in (a,b) wordt gege-

ven door

Lim f(a + h,b) t: £(a,b) ;

h+0

i

L ket S
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. 3£ 3
notatie: fx(a,b) of §§(a’b) of sé(a,b).

De partiéle afgeleide naar y van z = £(x,y) in (a,b) wordt gegeven door

in £a0 210 - £(a,b)

k-0

. af 3z
notatie: fy(a,b) of 3§(a’b) of 3§(a’b)'

Met deze notatie zijn de getallen A en B voor te stellen door

A= £(ab), B = £ (a0b) .

De definitie van differentieerbaarheid drukt uit dat £ in a l<¥eatr benader—

-

Tt

baar is, d.w.z. voor x = (x,y) in de buurt van a = (a,b) is f(x,y) te bena-

deren door de lineaire functie 2 met

. TR

Li{x,y) = £(a,b) + fx(a,b)(X'-a) + fy(a,b)(Y"b) .

R,

Bij deze benadering makenwe een fout‘gegeven door lx - allp(x - a), met

lim p(x ~ a) = 0,

x+a

Meetkundige interpretatie. Beschouw de grafiek van £, d.i, het oppervlak ge-
geven door de vergelijking z = f(x,y). Het punt P met coordinaten (a,b,f(a,b))
ligt op het oppervlak.

Het vlak y = b snijdt het oppervlak volgens een kromme door P. De raaklijn
aan de snijkromme in P ligt in het vlak y = b en heeft de richtingscoeffi-
ciént tan o = £_(a,b), zie figuur.

Evenzo is tan B = fy(a,b) de richtingscoéfficiént van de raaklijn in P aan

de snijkromme van het vliakx = a met het oppervlak, zie figuur.
z
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Breng nu een vlak aan door de beide raaklijnen in P. De vergelijking van dit

vlak luidt

z - £(a,b) = £ (a,b)(x~-2) + fy(a.b) (y-b) .

Dit vlak is het raggkviak aan het oppervlak z = f(x,y) in het punt P.

Om dit aan te tonen, laten we zien dat elke rechte door P in het vlak een

raaklijn is aan het oppervlak. Beschouw twee punten Ql en Q2 met coordinaten:

TRl Ao sTRo

Ql: {a+h, b+k, f(a+h, b+k)) ,

Q,: (a+h, b+k, f(a,b) +fx(a,b) h-+fy(a,b)k),,

SRR F2 T

dan ligt Q, op het opperviak en Q2 in het vlak (zie figuur). De rechten PQ,

en PQ9 maken hoeken Y, en y, met het (x,y)—vlak , gegeven door
tan v =“-;1—n[f(a+h, b+k) - £(a,b)] ,

1
tan v, = niﬂﬁfx(a,b)h + fy(a,b)k] .

Volgens de definitie van differentieerbaarheid isnu juist tan Yl-—tan Yp® p(h). Neem
nu h+0 bij vaste h/k, danis Y, eveneensvasten y, >Y, omdat p(h) + 0. De rechte
PQ, heeft als limietstand de rechte PQ,. Derhalve raakt PQ, aan het opper-

vlak, Meetkundig betekent differentieerbaarheid van f in a dus dat het opper—

vlak z = £(x,y) in het punt (a,b,f(a,b)) een niet-verticaal raakvlak heeft,

Definitie. Een functie f heet differentiecerbaar op een open verzameling

W CZRZ als f differentieerbaar is in elk punt van W.

De afbeelding, die aan iedere (a,b) e¢ W toevoegt fx(a,b) heet de partiéle

afgeleide naar x van z = £(x,y); notatie: £ of %5 of %% . De afbeelding,

die aan iedere (a,b) € W toevoegt f£_(a,b) heet de partiéle afgeleide naar y

van z = £{x,y); notatie: fy of %5 of %;-. Een functie £ heet eontinu diffe-

2

rentieerbaar op een open verzameling W ¢ R® als f differentieerbaar is op W,

terwijl £, en fy continu zijn op W.

Veoorbeelden.
1) £{x,y) = xy2 + y3; de partiele afgeleiden van f zijn
. 2 ~ 2
(Fy) =y, fy(X.y) = 2xy + 3y~ .

Merk op, dat fx en fy ook weer functies van x en y zijn,




2)

3)

4)
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z = arctan = ; de partiéle afgeleiden zijn
X

9z _ -y 9z _ X
3% 2 2'%y T2 71°

X +y

. %z 3z
In het punt (I,1) is =1, 1) = -4, 5—;(1,!) = }.
f(x,y) = 3x ~ xy + 3y2. We tonen aan dat f differentieerbaar is in (2,1).

Schrijf daartoe

f(2+h, 1 +k} = £(2,1) + Ah + Bk + vhZ + kKZ p(h,k) ,

waarbij A = fx(2,|) =2 enB = fy(z,l) = 4, Dit geeft na enig rekenen

2
=-hk + 3k
p(h,k) = ———————,
ViZ + k2
zodat lim p(h,k) = 0, Vervolgens merken we op, dat dus f in de
(h,k)+(0,0}

buurt van (2,1) lineair benaderbaar is door 7 +2(x-2) + 4{(y-1), zodat

z =7+ 2(x=-2) + 4(y~1) de vergelijking van het raakvlak aan de grafiek
in (2,1,7) is.

Zij f(x,y) = /xZ + yZ. De partiele afgeleiden van £ in (0,0) bestaan niet,
dus f is niet differentieerbaar in (0,0).

Verklaar dit ook aan de hand van de grafiek!

Stelling. Als f differentieerbaar is in a = (a,b), dan is f continu in a.

Bewijs. Z1ij

~

f(a+h, b+k) = £(a,b) + Ah + Bk + vhZ + kZ p(h,k)

met lim p(h,k) = 0. Dan is
(h,k)+(0,0)
lim £(x) = lim f(a+h, b+k) =
E‘*E (h’k)"'(oao)
= f(a,b) +A lim h+B lim k +
(h,k)+(0,0) (h,k)+{0,0)
+ 1im /hZ + k2 p(h,k) = £(a,b) . O

(h,k)~(0,0)

- e
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2.2.5. Figenschappen van differentieerbare functies.

1} Er zijn functies, gedefinieerd minstens op een e-omgeving van een punt a,
die continu zijn in a maar niet differentieerbaar in a. Een voorbeeld is
de functie f(x,y) = ¥XZ + yZ uit het laatste voorbeeld van 2.2.4, die
continu is in Q maar niet differentieerbaar in 0.

2) Uit de differentieerbaarheid van f volgt het bestaan van de partiéle afge-
leiden fx’fy‘ Omgekeerd volgt uit het bestaan van de partiele afgeleiden
nog niet dat f differentieerbaar is, De functie

Xy

X2+y2

als x #

[[=]
-

£(x) =

0 als x =0,

is niet continu in 0 (zie 2.2.3 , voorbeeld 3), dus zeker niet differen-

tieerbaar in 0. Er geldt echter fx(0,0) = fy(0,0) = 0,
Wel geldt de volgende stelling:

Stelling. Zij f gedefinieerd tenminste U (a) voor zekere n > 0, en laat
ellin ij f gedefinieer op n(_) n s
de partiele afgeleiden fx en fy bestaan op deze omgeving. Als fx en fy con-

tinu zijn in a, dan is f differentieerbaar in a.

Bewijs., Zij a = (a,b) en h = (h,k) met Ikl < n. Volgens de middelwaardestel-—
ling uit de differentiaalrekening, toegepast op de functie f(x, b+k) is er

een getal & ¢ (0,1) zo dat

~

f(a+h, b+k) - £(a,b +k) = hfx(a +5h, b+k) .
Omdat fx continu is in (a2,b), kunnen we schrijven

fx(a +6h, b+k) = fx(a,b) + p(h,k)
met

lim p(h,k) =0 .
b0

Uit de voorgaande betrekkingen volgt

f(a+h, b+k) - £(a,b+k) = hf (a,b) + ho(h,k) .

ERS oty
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Evenzo is af te leiden
E(a,b+k) = £(a,b) = kf_(a,b) + ko (k)
met

lim o(k) = 0 .
k0

Nu volgt

f(a+h, b+k) - £(a,b) fla+h, b+k) - fla,b +k) +

+

£(a,b +k) - £(a,b) =

It

£ (a,b)h + fy(a,b)k +t hlft(h) ,
waarbij t(h) gegeven wordt door

t(h) = t(h,k) = Cho(h,k) + ko(k)1 .

-

Wegens lim t(h) = 0 is f differentieerbaar in a. O
b0

Uit de laatste stelling volgt dat functies met continue partigle afgeleiden
differentieerbaar zijn. Hiermee en met de volgende stelling kan men meestal

snel vaststellen of een functie differentieerbaar is.

Stelling. Als de functies f,g differentieerbaar zijn in a, dan zijn ook f+g,
M (A ¢ R), fg en f/g (mits g(a) # 0) differentieerbaar in a,

Opgave. Bewijs deze stelling.

We geven nu een tweetal kettingregels voor het differentiéren van een samen-

gestelde functie,

Stelling. Als de functie g = (g],gz): B.+-B? differentieerbaar is in a en
f: R® + R differentieerbaar is in g(a), dan is de samengestelde functie

f o g: R » R differentieerbaar in a met afgeleide

(f ° g)'(a) = £ (gla))g)(a) + f_y(g_(a))g:?(a) .

T

e

- e o3
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Opmerking. Wat slordiger kan men deze kettingregel ook als volgt formuleren:

zijn
z = £(x,¥), x = g,(£), y = g,(t)
differentieerbare functies, dan is de samengestelde functie

z(t) = £(g,(t),gy(t})

differentieerbaar met afgeleide

dz _2fdx  9fdy
dt ax dt dy dt

Soms schrijft men, nog slordiger,

df _ of dx | 3f dy |
dt ax dt dy dt
Bewijs. Op grond van de differentieerbaarheid van g, en g, in a geldt: ﬁ

g;(a+h) = g, (a) + g;(a)h + hp (h), lim p,(h) =0,
h+0

g,(a+h) = g_(a) + gl(a)h + hp,(h), lim
2 2 2 2 hrO

T
(3%}
~
=3
~—
1
o
-

of in vectornotatie

o

ga+h) = g(a) + g'(a)h + hp(h), limfp(h) |l =
h-0

De differentieerbaarheid van f in g(a) wil zeggen dat

£g(a) + ) = £(g(a)) *+ lyf, (g(a)) * kyf (g(@) + Nkllo ()
met k = (kl,kz) en lim o(k) = O.

o k>0
Hieruit volgt
f(gla+h)) = f(gla) + g'(adh + hp(h)) = _
= f(ga)) + £ (g(a))lg}(a)h + hp (h)] +
+ fy(_g_(a))[gé(a)h +hp,(h)] +
+

lg' (a)h + hp(h) lo(g' (a)h + he (h))

met g = o(g'(a)h + hp(h)) + 0 (h + 0),
Nu volgt

f(g(a+h)) =f(g(a)) + [f,(gla))g](a) + fy('g_(a))g;z(a)]h +hr(h) ,

waarbij t(h)} gegeven wordt door

©h) = £ _(g(a))e (h) + fy(_g_(a))pz(h) +-|-{:-!-I|§'(a) +ph) o .
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Het is duidelijk dat lim 7(h) = 0, Daarmee is bewezen dat f © g differentieer-
h=+0

baar is in a met afgeleide £ (gla))gj(a) + fyﬂg(a))gé(a)- 8

Stelling. Als g: ® - R differentieerbaar is in a en f: R » R differentieer-
baar is in g(a), dan is de samengestelde functie f o g: R® » R differentieer-
baar in a met partieéle afgeleiden

3(f 3(f

28 (@) = £ (gl @, HEE (@) - £ (g () -

Bewijs. De stelling is slechts een herformulering van de kettingregel voor

functies van &&n variabele (zie Wiskunde 10), toegepast op de functie

fl{g(x,b)) resp. £f(gla,y)). O
Voorbeelden.
- v _ s _ 2 .
1) z = xe’” met x = sin t, y = t°, Dan 1is
2 2

%% = ecos t + xe’2t = et cos t + 2tet sin t ,

| 2) Men dient duidelijk onderscheid te maken tussen de notaties %% en %& .

2 . . .
Deor z = x +' ¥y, vy = 1ln x is z gegeven als functie van x en y, maar via

y = In x ook als functie van x alleen (nl. z = x + (In x)z).

} Er geldt nu
2z _ dz _ 2 1n x
e 1 en Ix 1+ = .

In dit voorbeeld speelt x de rol van de variabele t in de voorlaatste stelling.

2.2.6. Hogere partiéle afgeleiden. De partiéle afgeleiden £, en fy van een functie
f zijn zelf ook weer functies van x en y. Partieel differentieren (indien

mogelijk) van fx en fy geeft de partiéle afgeleiden van de tweede orde van

Y 3 9f, B Of. 3 Of 5 Of .
f, dit zijn de functies -5-;(-3;), 'a?(ﬁ)' E(W) en W(-g;-). Andere notaties:
p o2 2 pf . 2% 2 af
XX 3x2 dx ' 9x’? "xy Odydx. 3y ox "’
£ = - -2 25 ¢ - EEE = 2_3%
yx 9xdy dx'3y’’ Tyy By2 3y 3y’ *

N.B. Let op de volgorde van differentiatie; fxy wordt verkregen door eerst
naar x en dan naar y te differentieren; fyx wordt verkregen door eerst naar

y en dan naar x te differentiéren,
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Voorbeelden,

D f(x,y) = x2y3; de partiele afgeleiden van de eerste en tweede orde van f
zljn

3 22
fx = 22Xy, fy = 3x'y ,

_ 5.3 - 2 _ 2 _.2
fxx = 2y, fxy 6xy~, fyx 6xy~, fyy 6xy .

¥x
2 - 52
2) f(x,y) = xy > als (x,y) # (0,0) en £(0,0) = 0.
X +Yy

Bereken eerst de partiele afgeleiden van de eerste orde in (0,k) resp. (h,0):

Merk op dat fxy = f . In het volgende voorbeeld is dit niet het geval.

2 .2
£ (0,k) = lim S 2 FOK) g Btk L
* h+0 0 h° + k
£(h,k) - £(h,0) he - k2
£ (h,0) = lim === 2 < limh s =h .
y k>0 k0 h* + k
|
| .
| Bereken vervolgens fxy en fyx in (0,0):
|
' £ (Opk) - f (010) 1 -
£ (0,0) = lim ~—= — = 1im kk°=—1,
xy k>0 k0
£ (h,0) - £_(0,0) _
£ (0,0) = lim % - = ln 2ol s 1,
yx h~0 : )

dus £, (0,0) # £ (0,0).
Uit de volgende stelling blijkt dat het resultaat van tweemaal partieel dif-
ferentieren onafhankelijk is van de volgorde van differentiatie, indien de

resulterende afgeleiden van de tweede orde continu zijn.

Stelling. Als fxy en fyx bestaan op Un(i) voor zekere n > 0 en continu zijn
in a, dan geldt: fxy(i) = fyx(i)'

e . X



- 40 -

Bewijs. Zij a-= (a,b), h = (h,k) met lhi<n.

Beschouw de uitdrukking
E=f{a+h, b+k) - f(a+h,b) - f(a,b+k) + £(a,b) .
Zij
p(x) = £(x,b +k) ~ £(x,b)} ,
dan is
E =g9{a+h) - ¢(a) .
Pas de middelwaardestelling uit de differentiaalrekening toe, dan is
E = hw'(a-+6]h) = h[fx(a-+81h, b+k) - fx(a-+elh,b)]
voor zekere GI e (0,1).
Nogmaals toepassen van de middelwaardestelling geeft

E = hkfxy(a-+9 h, b +82k)

1

voor zekere 62 e (0,1).

Zij vervolgens

V(y) = fa+h,y) - £(a,) ,
dan is

E =y +k) - v(b) .

Door opnieuw tweemaal toepassen van de middelwaardestelling volgt

LNg! = - =
E = k' (b +83k) k[fy(a+h,b+63k) fy(a,b+e3k)]

= hkfyx(a-+6 h, b +83k)
voor zekere 63 e (0,1, 84 e (0,1).
Combineer de voorgaande resultaten dan is

fxy(.ad-ﬂ]h,. b+62k) = fyx(a +64h, b+63k) .

Laat nu h = (h,k) naar 0 naderen, dan volgt op grond van de continuiteit van

fxy en fyx in a dat fxy(E) = fyx(_g).

!

T

=T

O S
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Men kan nu ook partiéle afgeleiden van de derde en hogere orde definiéren.
Er zijn 2" partiele afgeleiden van de orde n. Als deze afgeleiden continu
zijn, dan kan men weer bewijzen dat het resultaat van partieel differentie-
ren onafhankelijk is van de volgorde van differentiatie, zodat er slechts

n +1 verschillende partiele afgeleiden van de orde n zijn. Wij zullen in het
vervolg aannemen dat van de te beschouwen functies de gemengde partiele af-
geleiden die door verwisseling van volgorde uit elkaar ontstaan, inderdaad
gelijk zijn. a3f 33f a3f

Er geldt dan bv. £ = £ £ oftewel = = .
XXy XyX YXX 3y3x2 0XJYIX szay

Opmerking. Kettingregels voor hogere afgeleiden kunnen inelk afzonderlijk
gevél worden afgeleid door toepassing van de gewone kettingregel,

waarbij te bedenken is dat partiele afgeleiden van x &n van y afhangen.

Voorbeeld. Zijn de functies
z = £(x,y), x = x(t), y = y(t)

tweemaal differentieerbaar, dan is de samengestelde functie
z = £(x(t),y(t))

tweemaal differentieerbaar met afgeleiden

a2 _ vz d%x , 2%z dx , %2 dydx
dt2 X dt2 3x2 t dyox dt dt
2 2 2
c8zdy 3z dx 97z EZJEX .
3y dt2 dxoy dt 2 dt dt

Formule van Taylor. We zullen de formule van Taylor uit Wiskunde 10 generali-

seren tot functies van twee variabelen. We voeren de volgende notatie in:

3 3 \m T omm-j i 8"f
gz + k3D EEY) = [ Ok —=m—lry)
j=0 ax dayd
voor m € N vergelijk met het binomium van Newton.
Hierbij is verondersteld dat f continue partiéle afgeleiden van de orde m

heeft.

A i 5.
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Stelling (Taylor). Laat de functie f continue partiéle afgeleiden van de or-

den+1 {(n = 0) bezitten op Un(g) voor zekere n > 0. Zij h = (h,k) met

Ihil < n, dan is er een getal 6 ¢ (0,1), zodat

n
_ i 3 3 .m
farl) = @+ ) qrhigprkp i@ &,
waarin
_ 1 2 3 .n+l
Ry " menT Mg *kgyp fla+sh) .

Bewijs. Met behulp van g(t) = a + th introduceren we de samengestelde func-
tie
F(t) = £(g(t)) = £(a + th) .

Volgens de kettingregel is F differentieerbaar in ieder punt t ¢ [0,1]

met afgeleide

] = = ..8_ a—-
F'{t) fx(i'* th)h + fy(3+ th)k (h e + k ay)f(-‘i+ th) .

Voor mn 2 | zijn fx en fy opnieuw differentieerbaar. Nogmaals toepassen van

de kettingregel levert woor t ¢ [0,1],

Fll‘(t)

1

2 2 _
fxx(_a_ +th)h® + foy(3+ th)hk + fyy (a +th)k" =

Cl

(h =

]

3 (2
+ k 5;0 f(a + th) .
Algemeen is door volledige inductie te bewijzen (ga dit na):
M oy o 2o s g 2D
F (t) = (h =+ k ay) f(a + th)

voor m = 1,2,...,0n+] en t € [0,1].

Pas nu de formule van Taylor (zie Wiskunde 10) toe op de functie F, dan is

n
F() =F ) + ] F™ +.G-+1—1-)—,-F(“+1)(e)
m=1 ' '

voor zekere 8 £ (0,1).
Na substitutie van F(1), F(m)(O) enz. als boven gegeven volgt het gewenste

resultaat.

A e i

LR S
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De zo gegeven betrekking voor f(a+h) heet de formule van

functies van twee variabelen; Rn heet de restterm.

Voorbeeld, Zij f£(x,y) = sin(xey), a = (0,0), dan is
E(n) = sin(he) = £Q0) + [hE Q) + k£ (O)] +

1 2 2
+ 5T [h fxx(g) + 2hkfxy(g) + k fyy(p_}] + R

*

2

met
L3 3 .3
Rz--:-s-!-(h'é—}z-i-k'é";) f(eh), B e (0,1) .
Na uitwerking van de partiele afgeleiden vinden we
. Ky _
sin(he™) = h + hk + Ry .

Voor kleine waarden van x en y geldt dus de benadering

sin(xey) =~ X + XY .

Taylor rond g voor

Als bijzonder geval (n = (} van de formule van Taylor vermelden we nog de

volgende stelling die een generalisering is van de middelwaardestelling

der differentiaalrekening.

Stelling (midaelwaardestelling voor functies van twee vari

functie f continue partiele afgeleiden fx en fy bezitten in Un(g) voor zeke-~

ren > 0. Zij\ﬁ = (h,k) met HEH < n, dan is er een getal 6

f(f.-'l'E) - f(_a_l_) = hfx(i-l-ep_) + kfy(g_+9§_) .

Deze stelling is ook rechtstreeks te bewijzen door toepass

middelwaardestelling op de functie f(a + th).

abelen). Laat de

e (0,1) zodat

ing van de oude

o e o B o e, o
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3. Functies van drie variabelen.

2.3.1. Een reéle functie f van drie reéle vartabelen is een afbeelding £ : A > R

met A c‘Rs. Hierbij wordt dus aan elke x = (x,y,z) ¢ DOM f < R’
een getal f(x) = f(x,y,2) ¢ R toegevoegd. We noemen f kortweg een functie

van drie variabelen.

De theorie uit § 2 is zonder meer uit te breiden tot functies van drie
varigbelen (en ook tot functies van meer dan drie variabelen), In de

meeste definities, stellingen en bewijzen behoeven slechts voor de hand
liggende wijzigingen aangebracht te worden.

Een eenvoudige meetkundige voorstelling van de functie f(x,y,z), analoog
aan de grafiek van een functie van twee variabelen, is er niet. Inzicht in
de functie kunnen we verkrijgen door niveauvlakken te beschouwen, dat zijn
oppervlakken inZR3 gegeven door de vergelijking f(x,y,z) = C met C constant.
Niveauvlakken zijn het analogon van hoogtelijnen in B?.

We geven nu eerst een overzicht van enige typen vaak voorkomende oppervlakken.
De assen van het codrdinatenstelsel zijn ten opzichte van de oppervlakken

zb6 gekozen dat de vergelijking een eenvoudige gedaante heeft:

2 2 2
i : Ellipsoide met halve assen a,b,c. Ef + 25 + E§-= 1,
a b c

Met het vlak z = O heeft dit oppervlak een ellips gemeen. Evenzo met
de andere coordinatenvlakken. Als twee der getallen a,b,c gelijk zijn,
is de ellipsoide als een omwentelingsopperviak te beschouwen (omwente-

lingsellipsoide), in het bijzonder is het een bol als a=b = c.

ii : Eembladige hyperbolofde of halsviak met halve assen a,b,c.

x2 ZE 22
v Ry L
a b c

De doorsneden met de vlakken x = 0 respectievelijk y = 0 zijn hyper-
bolen, met het vlak z = 0 een ellips; als a = b spreekt men van een

omwente lingshyperboloide.

2 2 2
iii : Tweebladige hyperboloide. %y - Lz~ B = 1,
a b c
2 2
iv : Elliptische paraboloide. 2z = = * 25 '

a b

o AT S e L L
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Doorsneden met verticale vlakken zijn parabolen, met andere vlakken
ellipsen (of leeg).

Als a = b spreekt men van omwentelingsparaboloide.

2 2
: Hyperbolische paraboloide of zadelviak. 2z = 55 - 25 .
a b
De verticale doorsneden zijn parabolen, de andere hyperbolen of paren
x2 2
rechten; zo snijdt dit oppervlak het xy-vlak volgens =5 = 23 = 0,
a b

dat is de vergelijking van het paar rechten met vergelijkingen

o

. A
b= 0s

w3

Lea
5 0.

Regelvliakken. Als f en g functies van Rin ®> zijn dan is

x = £(t) + ag(t)

voor iedere t ¢ R de parametervoorstelling van een rechte lijn in‘R3.
Als f en g continu differentieerbaar zijn, dan vormen die rechten een
oppervlak, dat men regelvlak noemt. De door f voorgestelde kromme heet
riehtkromme, iedere lijn

Et :x o= £(r) + rg(t)

heet beschrijvende lijn van het regelvlak.

Kegel. Dit is een regelvlak waarvan alle beschrijvenden door &én

punt, de top, gaan. Het meest bekend 1is de rechte cirkelkegel:

N

[ %]

x2 + y2 - EE = 0. Deze kegel kan men ook als omwentelingsoppervlak

[
beschouwen; de top is 0, een richtkromme is bijvoorbeeld de cirkel

voorgesteld door £(t) = (cos t, sin t, c).

¢ilinder. Een cilinder is een regelvlak waarvan de beschrijvenden

evenwijdig zijn. Als, bijvoorbeeld
£(t) = (acos t, b sin t, 0), g(t) = (0,0,1)
dan worden de beschrijvenden

2 i1 x= (acos t, b sin t, 0) + A(0,0,1).
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Door eliminatie van t en A uit

X =acos t
y=D>bsin t

z = A

volgt de vergelijking van deze cilinder:

£,
=z rt=Z=1.
a b

Als, in dit geval, a = b, dan hebben we te maken met de zogenaamde
rechte cirkelcilinder, die ook als omwentelingsoppervlak is te be-

schouwen.

viii: Een plat vlak is als een bijzonder geval van een kegel, ook van een

cilinder, te beschouwen.

ix : De eenbladige hyperbololde en de hyperbolische paraboloide zijn re-

gelvlakken.
Opgave. Bepaal de beschrijvenden.

Rutmtekrommen als doorenede van twee oppervlakken.

Wanneer twee oppervlakken in m? elkaar snijden, is de doorsnede gewoonlijk

een ruimtekromme.

Voorbeelden.

1) De kegel met vergelijking x2 + yz - z2 = 0 snijdt het vlak met vergelijking
X +y + 2z =1 volgens een hyperboocl. De snijkromme ligt immers ook op het

oppervlak waarvan de vergelijking ontstaat door uit

x2 + y2 - 22 =0

X+y+z=1]
z te elimineren,

2x-D(y-1 =1,




2}
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en dit is een cilinder met een hyperbool als richtkromme in het vlak
z = 0; deze hyperbool 78 de (loodrechte) projectie van de snijkromme
op het xy-vlak,

Men kan voor deze snijkromme desgewenst een parametervoorstelling

geven:
1 2y -1
T eatt—t—— =
X2 Th-n YT vz
2
= - - - =—_2L+_2.z——]
z ] x Vi Ty - 2
2
X_(22—1 - 2y +2y—1)
2T Yy-20 M 2y - 2
2 2 2 - ‘as 2 2
De bol x" + ¥y~ + 2”7 = | snijdt de cilinder x~ - x + ¥y~ = 0 volgens een

kromme I'. De projectie van T op het xy-vlak is een cirkel. De projectie
op het xz-vlak vinden we door eliminatie van y uit de vergelijkingen,

hetgeen oplevert

in het xz-vlak de vergelijking van een parabool. Deze parabool omvat de
projectie van I' op het xz-vlak, en aangezien voor de projectie moet gel-
den Ix| < 1 is de projectie ook een echt deel van de parabool.

Een parametervoorstelling voor T is

2 . ,
X = (cos ¢, cos ¢ sin ¢, sin ¢), 0 <9 <27 ,

en I' heeft &&n dubbelpunt: x(0) = x(w) = (1,0,0).

Ormwente lingsopperviakken.

Zij % een rechte:

1

+ Ab,

a
k een kromme: x = f(t),

in E?.

Door ieder punt £(t) van k brengen we een vlak VE aan dat locdrecht op & staat,

V, ¢+ (x,b) = (£(0),b)

[ECTC RPN
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en in dit vlak bepalen we de cirkel Ft met middelpunt op % en door £(t),

bijvoorbeeld door Vt te snijden met de bol

B, i (x -8 x-a= (£(t) - a, £(¢r) - ) .

De vereniging van alle cirkels Iy is een oppervlak, het omwentelingsopperviak
S dat ontstaat door k om % te wentelen. De vergelijking van S verkrijgt men

door t te elimineren uit de vergelijkingen voor Vt en B .

Voorbeelden.

1) 2 : x= x(0,1,0)

1
t

(1,0,0) + 1(0,1,1) .

kot x
We wentelen X (een rechte lijn) om &:
VT Py =1

}3_r H x2 + y2 + z2 =] + 27

Elimineer T uit deze vergelijkingen:

2
x2 - y2 +z =1,

de vergelijking van een eenbladige hyperboloide.

2) & :x = x(0,0,1)

k i x

(0, a+becos t, b sin t) (0 =t < 2m)
We wentelen de cirkel k¥ om de z-as, 1:

Vt i1 z=Dbssin t

Bt : x2 + y2 + 22 = (a+ b cos t)2 + b2 sin2 t

Elimineer t:

x2 + yz + 22 = a2 + b2 + 2ab cos t ,

2 2 2 2 .22

(x" +y" + 2" -~ a - b2) = 4a2(b2--z2

)

Dit is de vergelijking van een torus.

i TR i . i PR
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2.3.2. Continuiteit, differentieerbaarheid.

De definities van en de stellingen over limieten, continuiteit en differ-
entieerbaarheid zoals die in de paragrafen 2.2,2-2.2.6 zijn gegeven kan

men alle gemakkelijk vertalen voor functies van R3 naar R (en voor functies
van R® naar R met n > 3).

We vermelden hier slechts de volgende:

Definitie, Zij f gedefinieerd temnminste op U (a) = {x e]R3 | ||x-a|} < n} voor

zekere n > 0, De functie fheet d-z,ff'erentzeerbaar ina= (a,b ,C), indiener reele ge-

tallen A, B en C bestaan,en een functiep ‘gedefinieerd op Un (0), zodanig dat

geldt

i) £(a+h, b+k, c+2) = £(a,b,c) + &b + Bk + C2 + {[hio(h)

i R

voor alle h = (h,k,%) ¢ Un(g)
ii) p continu in 0 en p(g_) =0 .
Ook hier kam ii) vervangen worden door

ii") lim p(h) = 0 .
h>0,

Het blijkt weer dat A, B en C partiéle afgeleiden zijn, nl.

- £ (@), B= £, C= £, - :-j

Stelling (kettingregel). Zij de functie g = (g],gz,g3): R ->]R3 differentieer-
baar in a en zij f: R3 -+ R differentieerbaar in g(a), dan is de samengestelde

functie f o gt R> R differentieerbaar in a met afgeleide

(f o g)'(a) = £ (gla))g)(a) + fy(_g_(a))gé(a) + £ (g(a))gy(a)
Wat slordiger kan men dit ook als volgt formuleren: zijn

w = £(x,y,2), x = g (t), ¥ = g,(t), z = g4(t)
differentieerbare functies, dan is de samengestelde functie

w(t) = £(g,(t),8,(t),84(t))

differentieerbaar met afgeleide

dw _ 3f dx  3f dy  9f dz

dt 9% dt 9y dt 9z dt
Nog slordiger wordt dit:

df | 2f dx | 9f dy  Of dz

dt ax dt 3y dt 3z dt
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Opgave. Formuleer een kettingregel voor de partiele .afgeleiden wvan f o g

als f : R+ R eng: R 3+]R; vergelijk met de overeenkomstige stelling voor Rz in

2.2.5,

Impliciete functies

Uit een vergelijking £(x,y) = 0 kan men soms y oplossen en uitdrukken in x,
d.w.z. we kunnen y als functie van x beschouwen: y = g(x). We zeggen dat y

door £(x,y) = 0 als functie van x implictet gegeven is,

Voorbeeld., Door de vergelijking x>+ y2 = | (eenheidscirkel) worden op [-1,1]

twee functies impliciet gegeven, nl.
y = g](x) =/l - x2 en y = gz(x) = -/} - xZ ,
Beide functies zijn differentieerbaar op (-1,1) met afgeleiden

o
—~
o
T
i
1
1
|
m
5
)
N -
—
b
St
I
I

- X
y

Hoewel in het algemeen door de vergelijking £(x,y) = 0 een aantal functies
gl(x),gz(x),... bepaald wordt, is het meestal niet gemakkelijk 8138yrere ook
expliciet in x uit te drukken, zoals het voorbeeld f(x,y) = x3;+y3-3xy =0
leert, .

Om in deze situatie toch de afgeleide van y eenvoudig te bepalen, denken we
ons y = y(x) althans in principe opgelost uit f(x,y) = 0. Na substitutie van

y = y(x) in de vergelijking volgt
flx,y(x)) =0 .

Differentiatie met behulp van de kettingregel levert nu
f +fy'=0,

waaruit y' opgelost kan worden: y' = —fx/fy mits fy # 0.

Het spreekt niet vanzelf dat door f(x,y) = 0 een differentieerbare functie

y(x) bepaald wordt, Preciese voorwaarden hiervoor worden gegeven in een stel-

ling te behandelen in het college Wiskunde 30, die we als volgt citeren:

Stelling. Laat f conti ie i i i - i
S g inue partiele afgeleiden fx en fy bezitten in een e-omgeving van

{(a,b) en zij £(a,b) = 0, fy(a,b) # 0, dan bestaat er een functie y(x) gede-
finieerd in een S-omgeving van a met de eigenschappen y(a) = b, f{(x,y(x)} =0
VOOT X € Ua(a); voorts is y(x) differentieerbaar op Ué(a) met afgeleide

y = -fx/fyo

I e P T LT R
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Aangezien een grafiek een kromme is in de zin van 2.,1.l, bevestigt deze
stelling dat een door een vergelijking gegeven kromme ock een kromme is

in de zin van 2.1.1, althans locaal.
Voorbeelden,
1) Uit de wvergelijking x2 + y2 = 1 volgt door impliciet differentiéren:

|

2x + 2yy' = 0, y' = - ? mits vy # 0 ,

in overeenstemming met het wvorige voorbeeld.
De tweede afgeleide van y{x) volgt door de vergelijking x + yy' = 0 op-

nieuw impliciet te differentieren:

L+ D2y =0,

waaruit volgt
S TN ¢'2) LU
y' = - - = - =5 mitsy #0.
¥

2) Beschouw de vergelijking x3 + y3 - 3xy = 0. Impliciet differentiéren naar

x geeft

3%+ 3y2y' -3y - 3xy' =0,

waaruit volgt

-
y'=y—2——-}-{-—- mitsyz—x#o.
yf - x

We onderzoeken nu de kromme beschreven door de vergelijking x3 + y3 - 3xy =0.
Horizontale raaklijnen kunnen optreden als y = x2 = 0. Gecombineerd met de
oorspronkelijke vergelijking levert dit de punten (x,y) = (0,0) en

(x,y) = (?5,925. Het punt (0,0) is een bijzonder punt omdat daar ook
yz—x=0.

Verticale raaklijnen kunnen optreden in de punten (0,0) en (?E,yf), zoals
volgt uit y2 - x =0 en de oorspronkelijke vergelijking.

De kromme is symmetrisch t.o.v. de rechte y = x. We snijden de kromme met de
rechte x + y = p. De x-coordinaten van de snijpunten worden bepaald door de

vergelijking

3(p + l)x2 - 3p(p + x + p3 =0,
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Voor p = -1 is er geen snijpunt; voor p= 0 is (0,0) een dubbel snijpunt;
uit de discriminant 3p2(p +1)(3-p) blijkt dat er twee snijpunten zijn
voor =1 < p £ 3 en geen snijpunten als p < -1 of p > 3.

De kromme heet het folium van Descartes; zie figuur.

Een parametervoorstelling voor deze kromme vinden we door te substitueren

vy = tx; dan blijkt

3t 3¢2

x = s ¥ 7 .
1+t3 l+t3

%
Opgave. Verifieer de al genoemde eigenschappen van de kromme met behulp van
deze parametervoorstelling, en bewijs dat er een asymptoot is, namelijk de

rechte x + y = -1.
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De methode van het differentiéren van impliciet gegeven functies kan uitge-
breid worden tot meer variabelen en tot meer vergelijkingen (zie ook college
Wiskunde 30).

De vergelijking F(x,y,z) = 0 beschrijft een oppervlak inZRS. Door deze ver-

gelijking is z impliciet gegeven als functie van x en y: 2z = z(x,y).

De partiele afgeleiden %& en %% kunnen we vinden door partiele differentiatie
van
F(x,y,z(x,y)) = O

onder toepassing van de kettingregel:

oF aF 2z 32 aF [3F
— o — -_-_'-0. — = = e f—
9x dz 9x ax ox/ 3z
3F ,3F 3z _, 3z _ _ 3F /OF
3y 9z 3y ' 3y ay/ 2z ?
mits F # 0,
3z

y

Voorbeeld. Beschouw de vergelijking x - e’sin z = 0.

Partieel differentiéren naar x en naar y geeft

. 3z
1 e’ cos z = o,

. z
-e¥sin z - eYcos z -; = 0,

waaruit volgt

mits cos z # 0.

Het stelsel vergelijkingen

F(x,y,z) =0,
G(x,ys2) = 0,

beschrijft een kromme T in E;.

Men kan y en z als impliciet gegeven functies van x beschouwen.
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Meetkundig betekent dit dat men ' opvat als snijkromme van twee cilinders,

met vergelijkingen

y= (P(x), Z = W(x) .
Desgewenst heeft men zelfs een parametervoorstelling voor T :
I f(x) = (x, o(x), ¥(x)) .

De afgeleiden van ¢ en } kan men bepalen door de ocorspronkelijke vergelijkingen

impliciet naar x te differentiéren:

oF  3F dy F dz
ox 3y dx 9z dx

3¢ . 3G dy , 3G dz _
™ 3; dx * 9z dx 0

]

waaruit y' en z' zijn op te lossen mits de vergelijkingen onafhankelijk zijn,

Voorbeeld. Beschouw het stelsel vergelijkingen

I x2 + y2 + 22 =5,

l Xy +yz = 2 .,

Bereken y'(x), z'(x) en 2"(x) in (x,y,z) = (0,1,2) en bepaal de raaklijn
aan de kromme in (0,1,2).

Differentiatie naar x levert

In (0,1,2) wordt dit
2y'(0) + 42'(0) = O enl + 2y'(0) =0 , -

met oplessing ¥'(0) = -2/3 en 2z'(0) = 1/3. #

De raaklijn is dus

X (0,1,2) + a'(1, =2/3, 1/3)

of
(0,1,2) + (3, =2, 1) .

[ES
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Nogmaals differentigéren geeft

1+ (y2 4 gy + (2% + 22" =0,

y! + (X+Z)y" + (] +z!)yl' + ylzl + '_VZ" = D .

Invullen van (x,y,z) = (0,1,2) en van de bekende waarden van y'(0) en z'(Q)

geeft twee vergelijkingen voor y'"(0) en z'"(0), waaruit volgt z"(0) = =-44/27,

Richtingsafgeleide en gradient

Definitie, Zij f: A~ R met A c Rn, een reele functie van n variabelen, dif-
ferentieerbaar in a« r" (zie 2.3,2), dan verstaan we onder de gradiént van

f 4n a de vector

( (a), Bx (a),...,a (a)) .
Notatie: grad f(a) of V.

Rekenregels .

grad(cf(_:_a_)) = ¢ grad f(_a_a_) {c is constante)}
grad(f(a) + g(a)) = grad f(a) + grad g(a)

grad(f(a)g(a)) = £(a) grad g(a) + g(a) grad £(a) .

Richtingeafgeleide. Zij f een reéle functie van n variabelen, gedefinieerd

tenminste op Un(ﬁ) voor zekere n > 0 en zij x = a + tv een parametervoorstel-

ling van een rechte door a met richtingsvector v. Kies ||v] = 1, dan is |t|

de afstand van x tot a. We beschouwen de samengestelde functie g(t) =f(a+tv).

Als g een afgeleide heeft in t = 0, m.a.w. als

f(a + tv) - £(a)
t

g' (0) = lim (c ) Q) _ lim
t+0 t-+0

bestaat, dan noemen we g'(0) de richtingsafgeleide van f in a in de richting
van V.

Merk op dat fx(i)’ fy(fi) en fz(E) richtingsafgeleiden zijn in de richting
van (1,0,0), (0,1,0) resp. (0,0,1).
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Stelling. Zij f differentieerbaar in a,dan bestaat de richtingsafgeleide van

f in a in elke richting v (vl = 1) en is gelijk aan (grad £(a),v).
Bewiis. Dit is een onmiddellijk gevolg van de kettingregel. O

Opgave. f: ]R2 + R zij gedefinieerd door

—_ voor.:_;.#p-,

0 voor_:-_c_=9_.

a) Bewijs dat fx en fy overal bestaan.

b) Heeft f, behalve fx en fy’ nog andere richtingsafgeleiden in {0,0)?

Meetkundige interpretatie. We beschouwen de differentieerbare functie

f(x,y,2z). Door het punt a = {a,b,c) gaat het niveauvlak met vergelijking
(1) f(x,y,z) = f£{a,b,c) .

De vergelijking van het raakvlak aan het niveauvlak in het punt a kunnen we
opstellen door op te merken dat door de vergelijking (1) z impliciet als
functie van x en y is gegeven. (We nemen aan dat fz(g) # 0 ig; zie 2.4.2.)

Volgens 2.2.4 is de vergelijking van het raakvlak

_ 0z _ 3z _
(2) z~-c= E(é.b)(x a) + ay(a.b)(y b) .
Uit (1) bepalen we door impliciet differentieren -g-% en -g% . Dit geeft
.@..z_(a b) = - f_’ig E:'i(a b) = = fY(‘E) ‘
ax T ? fz(i) *ayT? fz ;—1_) *

Invullen in (2) geeft tenslotte voor het raakvlak de vergelijking:

flx-a) + £.@b-b) + f(@z=-¢c)=0.

Uit de vergelijking volgt dat de vector grad f(a) loodrecht op het niveau-
vlak in a staat. De richtingsafgeleide in a in de richting v is

(grad £(a),v) = |l grad £(a)llcos ¢, als ¢ de hoek is tussen v en grad f(a).

De richtingsafgeleide 1is dus maximaal als ¢ = 0, d.w.z. in de richting van
grad f(g_). De vector grad f(E) geeft dus aan in welke richting f het sterkst
toeneemt, Loodrecht op grad f(a) is de richtingsafgeleide nul; dit geldt dus

voor richtingen in het raakvlak aan het niveauvlak.
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Niveauvlakken snijden elkaar uiteraard niet.

Krommen loodrecht op alle niveauvlakken heten orthogonale trajectorién; de
raaklijn in a aande orthogonale trajectorie door a heeft richtingsvector
grad f{a).

Voor n = 2 geldt een analoge meetkundige interpretatie. We hebben dan te
maken met niveaulijnen in m? in plaate van met niveauvlakken. De raaklijn
in a = (a,b) aan de niveaulijn f£{x,y) = f£{a,b) wordt gegeven door de verge-

lijking

£ (2)(x-a) + fy(é)(Y"b) =0 .

Voorbeelden.

1) £(x,y) = xy. Niveaulijnen zijn orthogonale hyperbolen met x-as en y—as
als asymptoten.
Wegens grad £(x,y) = (y,x) geldt voor de orthogonale trajectorien y = y(x)

dat %% = %. met als oplossingen x2 - y2 = C; dat zijn orthogonale hyperbo-
len met y = x en y = -x als asymptoten.. '

2) £(x,y,2) = x2 + y2 - z2. Niveauvlakken zijn hyperboloiden of een kegel.
Denk de orthogonale trajectorién geparametriseerd met x als parameter:
g(x) = (x, ¢(x), p{(x)). Nu hebben E'(x) en grad £(x} dezelfde richting:

o' (x) _ _ 3" (x)
o (x) v(x) °

1
X
Dit geeft twee differentiaalvergelijkingen
L’=\lﬂ
Y X

z'! 1
oz X

met oplossingen
_ d
y= X, 2Z°= vl c,d ¢ R,
De eerste van deze vergelijkingen stelt een stelsel platte vlakken voor, voor
iedere ¢ ¢ R é&én; de tweede vergelijking bepaalt een stelsel hyperbolische

cilinders; ieder vlak snijdt iedere cilinder volgens een orthogonale trajec-

torie.

E
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Oggaven.

1. Zijn alle orthogonale trajectorién van voorbeeld 2 nu gevonden?

2. Bepaal in voorbeeld 2 de orthogonale trajectorie door (0,1,1).

De in 2.4.1 uit wiskunde 30 geciteerde stelling kunnen we ook als volgt
interpreteren:

2ij £(x,y) = 0 de vergelijking van een kromme I', zij £(a,b) = O, fy(a,b) 4 0;
dan heeft I' in het punt (a,b) een ondubbelzinnig bepaalde raaklijn.
Hetzelfde geldt natuurlijk ook als £ _(a,b) ¥ 0.

Volgens de definitie van singuliere punten (2.1.3) volgt hieruit:

Als p een singulier punt is van I', dan is

grad £(p) = 0 .

Vooruitlopend op wiskunde 30 en 40 geven we hier nog de definities van
enkele begrippen die in de natuurkunde een rol spelen. Men beschouwt

daar het symbool

3 J ]
V“(’é‘i;'é;:g’;)

. . 3
als een operator, die op een functie £ : R + R werkt:

af af of
VE := (3; P 3y 5;9 = grad f .

Door een drietal functies fl’fZ’f3 : R3 + R wordt een functie f : RB -+ RB

gedefinieerd, die men wel vectorveld noemt; grad f is een voorbeeld van
een vectorveld; niet ieder vectorveld is op te vatten als de gradient
van een functie,

Bij een vectorveld f = (f],fz,f3) : R3 &‘RS definieert men:
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8f,  3f, Bf,
it div £ = (V,f) = 5= t et

zodat div f een functieIR3 +1R is;

9 af af f f f
ii) rot £ = Vxf = ( f3 -2 LA i 3 ° 2z _ ° l)
= = dy dz * 0z ax ' Bx ay 7 °

. 3 .
zodat rot f een functie R +]R3 is, een vectorveld.

Aan deze begrippen wordt in wiskunde 40 uitvoerig aandacht besteed.

Extrema

We beschouwen functies van n variabelen, waarbij n = 2 of n = 3, Locale resp.
globale extrema worden gedefinieerd als bij functies van &&n variabele (zie

Wiskunde 10).
Een belangrijke rol speelt de volgende stelling, die we niet zullen bewijzen.

Stelling (Weierstrass). Zij V < R" cen begrensde gesloten verzameling en zij
f: V - R continu op V, dan heeft f op V een globaal maximum en een globaal
minimum,

Zij A < R, Een punt a ¢ A heet een Zrnwendig punt van A wanneer er een n > 0
is z&, dat Ungg) c A. (Voorbeeld: van een open verzameling is ieder punt in-

wendig punt.)

Inwendige punten van DOM f waar f differentieerbaar is en grad £ = 0 heten

stationaire punten,

Stelling. Als f een locaal extremum heeft in een inwendig punt a ¢ DOM f en
als f differentieerbaar is in a, dan is grad f(a) = 0, d.w.z. a is een sta-

tionair punt,
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Bewiljs. Kies een richtinglz. De samengestelde functie g(t) = fQE + tv) heeft

in t = 0 een locaal extremum en is daar differentieerbaar met g'(0) =

= (grad f(a),v). Volgens Wiskunde 10 is dan (grad f(a),v) = 0. Omdat dit

2)

3)

geldt voor elke richting v, is grad £(a) = 0. [l
Voorbeelden.
1) £(x,y) = x2 + yz; grad f(x,y) = (2x,2y). Het enige stationaire punt is

(0,0), In dit punt heeft f een globaal minimum met functiewaarde O,
f(x,y) = ¥x% + y? heeft geen stationaire punten, maar wel een globaal mi-
nimum in (0,0). In (0,0) is f niet differentieerbaar.

f(x,y}) = xy; grad f(x,y) = (y,x). Het enige stationaire punt is {(0,0),
maar f heeft in dat punt gé&n extremum. Immers £{0,0) = 0 en £{x,y) > 0
in het eerste enderde kwadrant en f(x,y) < 0 in het tweede en vierde kwa-
drant.

We noemen het punt (0,0) een zadelpunt.

Samenvattend kanmen zeggen dat een functie f op een verzameling V extrema

kan hebben:

a) in stationaire punten van f;
b) in inwendige punten van V waar f niet differentieerbaar is;
¢) in randpunten van V.
Voorbeelden.
2 2 .
1) Bepaal de extrema van f(x,y) = 1 - x - y° op de verzameling
. -
Ve {Gxy) | x +yt <.

V is begrensd engeslotenenf is continu, dusvolgens de stelling van
Weierstrass moet f een globaal maximum en een globaal minimum hebben

op V. Inwendige punten zijn de punten (x,y)} met x2 + y2 < 1., Omdat

grad f(x,y) = (-2x,-2y), is (0,0) het enige stationaire punt met £{(0,0) =1,
Voor de randpunten van V (de punten (x,y) met x2 + y2 = 1) is £(x,y) =0

en voor de inwendige punten is £(x,y) > 0.

Conclusie. In elk punt van de rand heeft f een globaal minimum (waarde 0);

er moet ook een globaal maximum zijn dat niet op de rand wordt aangenomen;
er is slech®s &&n stationair punt nl. (0,0), dus in {C,0) heeft f een glo-

baal maximum (waarde 1).
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2) Bepaal de extrema van f(x,y) = (x - y)(x2 + y2 - 1} in Rg. Nu is
grad f(x,y) = (3:»:2 - 2xy + yz -1, ---x2 + 2xy - 3y2 +1) .
Er zijn vier stationaire punten:

PI = (—;—E, %/5), functiewaarde 0 ;

P2 = (= %/5, - %/E), functiewaarde 0 ;

P, = Gl/g' - l#%) functiewaarde - zfg ;
3 6 ° 6 4 9 ’

P4 = (= %@, -]-/E), functiewaarde %/6_ .

Van de hoogtekaart zijn de nul-niveaulijnen (nullijnen) getekend, die het
vlak in vier gebieden verdelen waar f tekenvast is. De tekenverdeling is ook

aangegeven in de hoogtekaart. Hieruit blijkt onmiddellijk dat P1 en P

delpunten zijn. Beschouw V = {(x,y) [(x < y)A(x2 + yz < 1)}, Op V is

f(x,y) 2 0 en op de rand van V is f{x,y) = 0, Aangezien V begrensd en geslo-
ten is moet f dus een maximum hebben in het inwendige van V; de enige kandi-

daat 1is Pus dus in P4 neemt f zijn globaal maximum op V aan. Ten opzichte van
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de gehele R2 heeft f in P4 slechts een locaal maximum. Evenzo heeft f in P3
een locaal minimum. (Ga na, dat f nog grotere resp. nog kleinere waarden aan-

neemt buiten x2 + y2 = 1.}

Voor de volledigheid vermelden we de volgende stelling, waarmee extremen-—

onderzoek in inwendige punten mogelijk is, en die we niet zullen bewijzen.

Stelling, Laat f een functie van twee variabelen zijn, waarvan de tweede or-
de partiele afgeleiden bestaan en continu zijn tenminste op Un(p) voor zeke-

re nn > 0, Stel

a7 f 97 f 3 f 2
Ax,y) = ¢ ) I
sz 3y2 axdy
Dan geldt:
a) Is p een stationair punt vgn £ enzis A(p) > 0, dan heeft f een extreem in
P en wel een minimum als E—-g-en 2---2f--in p beide positief zijn en een maxi-
9 oy

mum als ze beide negatief zijn.
b) Is p een stationair punt van f en is A(p) < 0, dan heeft f geen extreem

in Bc

Extrema onder nevenvoorwaarden

In deze paragraaf beschouwen we het volgende probleem. Laten f en g functies
van twee variabelen zijn. Bepaal de extrema van f op de verzameling van pun-

ten (x,y) die voldoen aan g(x,y) = 0.

Ter inleiding lossen we dit probleem op in het geval van f(x,y) = x + y2 en
2

glx,y) = 2" + y2 - ], We tekenen de hoogtekaart van f (zie volgende bladzijde).

We zien direct dat het globale minimum van £ op g(x,y) = 0 de waarde =1

heeft en aangenomen wordt in (-1,0). Om het glohale maximum te bepalen zoe-
2

ken we een getal ¢ zd dat de parabool x + y° = c raakt aan de cirkel

x2 + y2 = ], De voorwaarde waaraan c moet voldoen,is dan dat de vierkants-
vergelijking %% - x + ¢ = ] een tweevoudige wortel heeft., Met de discrimi-
nant volgt dan 1 = 4(c = 1) = 0; c = 5/4, De tweevoudige wortel is x = }.

Het globale maximum wordt dus aangencmen in de punten (1,+1V3); de waarde

is 5/4,
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. Verder zien we dat f op g{x,y) = 0 nog een locaal minimum heeft in het punt
(1,0) met waarde 1,
Tussen A en C (zie de figuur) stijgt de functiewaarde, tussen C en D daalt

hij, van D naar B stijgt hij weer en van B naar A daalt hij. Samenvattend:

f(x,y) = x + y2 heeft op x2 + y2 = ] de volgende extrema: globale maxima met
waarde %-in (3,3/3) en (4,-1V3), een globaal minimum met waarde -1 in (~1,0)
en een locaal minimum met waarde +! in (1,0).

Deze extrema hadden we ook als volgt kunnen vinden: op x2 + y2 = ] geldt :
y2 =1 - x2 en =] £ x s 1; substitutie in f(x,y) geeft £(x,y(x)) = ~x2-+x-+l,
te beschouwen voor =1 £ x £ 1}, Deze functie heeft voor x = 4 een globaal ma- A
ximum met waarde % . Verder zijn er een absoluut randminimum in -1 ter waar-
de -1 en een locaal randminimum in +1 ter waarde 1,

o] 3
Merk op, dat er in het punt (1,0) geen minimum van f op de cirkelschijf x“+y7 <
is (van D naar A lopend over de x—as daalt de functiewaarde)., Extremen op de

rand van een bepaald gebied behoveven dus niet extremen van de functie op het
gehele gebied te zijn!
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De volgende stelling geeft een nodige worwaarde voor een extremum.

Stelling. Als f een extremum heeft onder de nevenvoorwaarde g(x,y) = 0 in
een punt a waar f en g differentieerbaar zijn enr waar grad g(a) # 0, dan is

er een getal A zodat geldt
grad f(a) + A grad g(a) = 0 .

We bewijzen de stelling niet,

Meetkundig is de stelling als volgt plausibel te maken. De nevenvoorwaarde
g(x,y) = 0 is de vergelijking van de nul-niveaulijn van de functie g. Heeft
f in het punt a op deze nul-niveaulijn een extremum, dan raakt de niveaulijn
van f door a aan deze nul-niveaulijn van g. De raaklijnen door a aan beide
niveaulijnen vallen dan samen, evenals hun normalen, en daar grad £(a) en
grad g(a) de richting van de normaal hebben is dus grad £(a) een veelvoud

van grad g{a).

Men gebruikt de stelling aldus.

Los x, y en A op uit de drie vergelijkingen

‘g(x;y) =0,

il
[e]

£ 06y) + Ag (6,y)

I
o

fy(x,y) + lgy(x,y) =

Is (xo,yo,lo) een oplossing van dit stelsel vergelijkingen, dan kan er in
(xO,yO) een extremum optreden, In punten waar grad g = 0 is de methode niet
toepasbaar; zulke punten komen dus ook voor extrema in aanmerking en dienen

apart onderzocht te worden.

De methode heet multiplicatorenmmethode van Lagrange (A heet demultiplicator ).

Voorbeeld. Bepaal de extrema van f(x,y) = x + yz onder de nevenvoorwaarde

g(x,y) = O,waarin g(x,y) = x% + y2 -1,

Oplossing: grad g = (2x,2y); grad g = 0 komt op de kromme g(x,y) = O dus niet

voor, Daar grad f = {1,2y) moeten punten waar f een extreem heeft,voldoen aan
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I+ X 2x=0 ,

2y + A2y = 0,

-

waarvan de oplossingen zijni

A= -4, (%) = (1,0) met £(1,0) = 1 ,
A= 4, (%,y) = (-1,0) met £(-1,0) = -1,
A=l ) = (243 mer £(3,54VE) = 3.

Met behulp van de stelling van Weierstrass concluderen we tot globale maxima
in (4,+1/3) en een globaal minimum in (-1,0). Vervolgens passen we de stel-
ling van Welerstrass toe op het deel van de kromme g(x,y) = 0 van (},}v3)
via (1,0) naar (},-4/3). Op dit deel heeft f globale maxima in (},x4v3); er
moet nog een minimum zijn,waarvoor (1,0) de enige mogelijkheid is. Ten op-

zichte van de gehele kromme is er in (1,0) dus een locaal minimum,

De stelling in 2.7.]1 geeft een nodige, maar geen voldoende voorwaarde voor
het optreden van een extremum van f onder de nevenvoorwaarde g(x,y) = 0:

het kan voorkomen dat voor zekere XA ¢ IR
grad f(a) + X grad g(a) =0,

terwijl in a toch geen extreem wordt aangencmen.

Voorbeeld: f(x,y) = v op glx,y) = 0 met g(x,y) = x> - y heeft geen extremen

{als x toeneemt, neemt y en dus f(x,y) ook toe), terwijl
grad f(g) + grad g(g) =0.

Schets hierbij een hoogtekaart!

2 2
Voorbeeld. Bepaal de extrema van f(x,y) = 2xy + v op de kromme x~ + 3y~ = }.

Dit leidt tot het stelsel vergelijkingen
x2+3y2-{=0:
y+kx=0,
2x + 1 + A{6y) =0 ,

met als oplossingen

AR T T L

R T
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=0, (x,y) = (-4,0), £(-4,0) =0 , 4

A ) b
A==, (x,y) = (4,0, £¢4L,D =.g. : :
V=0, Gey) = Gamb), £G,D) = - 3

(Ga na, dat met g(x,y)} = %% + 3y2 - 1, de punten waar grad g = 0 niet op de
kromme g(x,y) = 0 liggen).

De kromme x2 + 3y2 = | is een begrensde, gesloten verzameling; volgens de
stelling van Weierstrass (2.6.1} moet er een globaal maximum en een globaal
minimum zijn, zodat in (},4) het globale maximum en in ({,-i{) het globale
minimum moet worden aangenomen, In (-},0) is er geen extreem: f(-4,0) = 0,
langs de kromme in de buurt van (-},0) is x = -/T = 3y2 zodat f(x,y) =
=<2y/T = 3y2 + y, hetgeen positief is voor y > 0 en negatief voor y < 0,

2.7.3. Men kan de multiplicatorenmethode uitbreiden tot functies van meer variabe- )
len en meer nevenvoorwaarden. Een van de gevallen die zich kunnen voordoen 1is,

bijvoorbeeld: bepaal de extrema van f(x,y,z) onder de nevenvoorwaarden ¥

g{x,v,2) = 0 en h(x,y,z) =.0. %
Dit leidt tot het oplossen van X, y, 2z, Al en Az uit het stelsel van vijf -é
vergelijkingen o o i

4

fx+llgx+kh =0,

fy + l]gy + Azhy =0,

]
o

,fz ¥ A]gz * Ath

Voorbeelden.

1) Bepaal de extrema van f(x,y,z) = xyz onder de voorwaarde x2 + y2 + z2 =1,

De voorwaarde bepaalt in IR3 een bol, dat is een begrensde en gesloten verza- 'T
meling. De functie f heeft daar in ieder geval een globaal maximum en
een globaal minimum. De vergelijkingen waaraan de stationaire punten

hier voldoen zijn
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x2 + y2 + 22 = |

0

yz + 2)x

0
xy + 2xz2 =10 .

xz + 2)\y

Door eliminatie van X uit ieder tweetal der laatste drie volgt

2 2 2

X +y +z =1

X(yz - zz) =0 .

y(22 - xz) = 0 )
2 2

z(x" =y") =10,

zodat er 14 stationaire punten zijn,

(#1,0,0), (0, £1,0), (0,0, +1), (+ 573, + 1+ /3, + + V3
met functiewaarden
o, o 0, 573,

De eerste 6 der gencemde punten zijn zadelpunten; op symmetriegronden

ziet men nu dat

-t 5,14 L e ls, -1 -L.3 -
max £ = £(3 /3, 373, 3 /A =t¢ 373, - 33, v3)
= £33, 5/, -3 M -1/, -124, 1 =1 1, ‘

min f = - %.WE; en het minimum wordt door f aangenomen in de overblijvende
4 punten,

Oggave, Schets de bol x2 + y2 + z2 = 1 en enige der hoogtelijnen van f

op de bol.

2) Bepaal de extrema van f(x,y,2) = xy + vz onder de nevenvoorwaarden

x2 + y2 = 2, yz = 2,
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De nevenvoorwaarden bepalen een kromme, die een gesloten, maar niet een
begrensde verzameling is in ]R3, en uit 2 takken is samengesteld, &&n
met z > 0, de andere met z < 0. De vergelijkingen voor de stationaire

punten zijn:

xz + y2 =
yz =
¥y + 2Ax =

x+ 2+ 2Ay +uz =

C O O M

y + uy =

Eliminatie van A en y uit de laatste drie vergelijkingen geeft

x2+y2 =2
yz = 2
2

Y(XZ'Y)=0s

waaruit voor de stationaire punten volgt

xeyla, z=+2,

zodat de stationaire punten op de tak met z > 0 zijn (1,1,2) en (-1,1,2),

met functiewaarden 3 en 1. Uit

1
¢, 1,10« <3 en£(-%,1,100 = 2> 1

volgt nu door de stelling van Weierstrass te gebruikenm dat £(1,1,2) = 3
een maximum is op de bovenste tak, dus locaal; f(-1,1,2) = 1 is een lo-
caal minimum,

Alle veoorkomende functies zijn symmetrisch ten opzichte van de oorsprong.
Dus £(-1,-1,-2) = 3 is locaal maximum op de onderste tak, £(1,-1,-2) = 1|
is daar locaal minimum.

Aangezien de beide locale maxima (minima) gelijk zijn, zijn ze ook globaal

maxinum (minimum).

RO R 2

S i e e, - -

N R
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Hoofdstuk 3. Lineaire algebra.

Inletiding., In de vectormeetkunde, zoals die bij het VWO en, in deze syllabus,
in hoofdstuk | is behandeld, worden meetkundige objecten, zoals punten, lijnen
en vlakken, beschreven met behulp van getallen; een punt in het platte vlak
(dan wel de ruimte) correspondeert met een getallenpaar (-drietal), een lijn
met een parametervoorstelling, een vlak is de verzameling van punten waar-

van de coordinatendrietallen aan een lineaire vergelijking voldoen. Lineaire
vergelijkingen hebben evenwel méér betekenis dan alleen voor de meetkunde,
want ze komen ock voort uit allerlei andere problemen; in zulke gevallen is
het aantal onbekenden.gewoonlijk nieét twee of drie.

We noemen nu, naar analogie van het gebruik inIJR2 en Rs, een geordend n-tal
van reéle getallen al,az,...,an een n-vector of, meestal, kortweg vector

en we gebruiken hiervoor de afgekorte notatie a. Bij een vector a zijn twee
veelgebruikte representaties, de rijrepresentatie {al,...,an] en de kolom~

representatie

a

H
a.
n
Als niet uitdrukkelijk anders is vermeld bedoelen we met de notatie a de
kolomrepresentatie. Om typografische redenen schrijven we voor de kolom-
representatie ook wel (al,...,an).

De getallen a TEEFL N heten de codrdinaten van de vector a; a, heet de

1 1

eergte codrdinaat, enzovoort.

+ . . . + n
De n-dimensionale reele coordinatenruimte, R,

Zij n een natuurlijk getal. De verzameling van de vectoren a = (al,...,an)
geven we aan met Rr" .

De vector (0,0,...,0}, afgekort 0, heet nulvector.

i hELA
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In de verzameling R"wordt een optelling gedefinieerd op de volgendemanier. Stel
a-= (al,...,an), b= (bl""’bn) dan is 2 + b = (al + b],a2 + b2"“'an + bn).

De optelling in R" heeft de volgende eigenschappen:

i) a+b=Db + a voor alle a ¢ RS, b e R%; d.w.z. de optelling in R" is
commutatief.

i1) a+ (E +¢) = (a+Db) + c voor alle a e Rn, b e Rn, ce Rn, dw.z. de
optelling in R" is associatief.

iii) a+ 0 = a voor alle a e RrE,

iv) wvoor iedere a € R"® is er een element -a € R" zo dat a+ (-a) = 0.

Immers, als a = (al,...,an). dan nemen we -a = (-a],...,—a“).

Het bovenstaande wordt vaak samengevat door te zeggen dat (‘Rn,+) een commu-

tatieve groep is.

Naast de optelling definiéren we in R™ ook nog een vermenigvuldiging met
reéle getallen, een zogenaamde scalaire vermenigvuldiging, als volgt: Als

a= (al,...,an) eRn, en A € R dan is

Aa = (?\al,...,kan) .

Deze scalaire vermenigvuldiging heeft de eigenschappen

v) 1 a2 =a voor alle a € r".
vi) Aua) = (Au)g_ voor alle a € Rn, A eR, uceR.
vii) )\(_z-.x_ + P_) = Aa + Ab voor alle a ¢ Rn, be I{n, A eR,

viii) (X +u)3=l3+uivoora11e.§_63n,AeR,ueR.

In plaats van de opsomming van de eigenschappen 1) - viii) te geven zeggen

we meestal (R%,+, ) is een lineaire ruimte (ook wel vectorruimte).

1 . . s o, . . .
(R" ,+, )} noemt men de n~dimensionale reéle codrdinatenruimte (we schri jven

gewoonlijk r" ).

. n .. .
Laat de vectoren gl,...,gp in R~ gegeven zijn. Ledere vector x ¢ R" die ge-

schreven kan worden als

X = a,a +t...t a0 a metaielR,ISiSp

heet een lineaire combinatie van de vectoren CIRRERN: X

R T

Faie o om

I
&
[
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Laat v een vector in rR" zijn met v ¢ 0. De lineaire combinaties van v zijn
de vectoren Av, A ¢ R. De verzameling van alle lineaire combinaties van v
noemen we de rechte in R® door 0 met richtingsvector v. Algemener definié-
Ten we: een rechte in R° met stewnvector 3 € " en richtingsvector v

is de verzameling {a + Av | » ¢ R},

Laat nu v en w twee vectoren in R® zijn zo dat v niet een veelvoud van W en
w niet een veelvoud van v is. (Hieruit volgt v #_g en w # 0, want als bij-
voorbeeld v = 0, dan zou gelden y=0w)

De verzameling van alle lineaire combinaties van v en w is een vlgk in R" £
door 0 (een vlak is geen rechte: stel iedere lineaire combina- C
tie van v en w is een veelvoud van een vector a. Dan is in het bijzonder

vV=2Aa, w=uamet X #0, u #0, en dus y = %.‘i’ tegenspraak). Algemener
definiéren we: een vlak in R" met stewnvector a en richtingsvectoren V en w

is de verzameling

{a+Av+uw | AeR, ueR}.

3.1.3. In het platte vlak en de ruimte werd het inwendig product afgeleid uit de

< N S

daar bekende begrippen lengte en hoek. In de R” doen we het omgekeerd., We

zullen eerst het inwendig product definieéren, en daaruit het lengtebegrip

en het hoekbegrip afleiden.

Definitie. Stel a = (aI, . ..,an), b = (bl,. . .,bn). Onder het ‘nwendig product

(2;,b) van a’en b verstaan we het getal

n

(a,b) = b, .
- kzi K

Uit deze definitie volgen direct de volgende eigenschappen:

i) (f-_:_b_) = (_t_’_si)
i1) (a2 + b,e) = (a,c) + (b,e)

iii) (\a,b) = Aa,b)




...72_

Herhaald tcepassen levert
(aa + Bb, yc * &) = ay(a,c) + ab(a,d) + By(b,c) + BS(b,d)

zodat we met inwendige producten kunnen rekenen geheel analoog aan het reke-
nen met reele getallen.

Eigenschap i) zegt dat het inwendig product symmetrisch is, eigenschappen ii)
en iii) zeggen dat (a,b) Iimeair is in a, en volgens eigemschap i) is

(a,b) ook lineair in b.

Definitie. Onder de lengte llall van een vector a ¢ R" verstaan we het getal
lall = v{a,a).

Merk op dat, als a

n

(31:“'san)s

2

%20
1

(8,a) =
k

He-1

s . . n
de definitie heeft dus zin voor iedere a ¢ R .
Onder de agf'stand van twee vectoren a en b verstaan we de lengte van hun ver-

schil, la = bl

Stelling (Cauchy-Schwarz). Voor alle a ¢ R", b e R® geldt

| (a,B)| < lalllipli .

Bewijs. Voor b = 0 is het gestelde evident., Voor b # Q: Beschouw de functie

f op R gedefinieerd door

£(0) = (a+ Ab, a + AB) = lla + xplf .

Deze functie is niet-negatief voor iedere X.
£0) = (a,a) + 20 (a,b) *+ A%(b,b)

= I1pi?a% + 2a(a,b) + lalf .

S s

RS

S e B -

R

<
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Hieruit volgt dat de discriminant kleiner dan of gelijk aan nul moet zijn,

dus
4(a,p)% - 4]a)’ul® <o
@2 < [affp)?

[ | < {alfe)-

Definitie. Stel a # 0, b # 0. De %oeck ¢ tussen de vectoren g en 1_:_inZRn

wordt bepaald door

i) Ogeps=sr
(a,b)
ii) cos ¢ = m
R (a,p)
(dus: ¢ arceos TTL Y.

Merk op dat op grond van de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz de hoek tussen
aenb met a#0, b # 0 steeds gedefinieerd is, en dat dan per definitie
geldt

(a,b) = |a

Twee vectoren a en b heten loodrecht of orthogonaal als (a,b) = 0.

Jb)ecos o .

Door bovenstaande definities gelden meetkundige relaties in R® analoog aan

2 3

die in R® of R”.

Voorbeelden,

1} Coginusregel:

la+b)?=(a+b, a+b)={a]®+|f* + 2(a,b)
2 2
= fa|® + [[e]° + 2|alibfcos o .

2) Driehoeksongelijkheid:

Wal - foll s 12+ b} < fa] + |2} .

PELRE 2 e a g

A TR

S e
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Immers, uit de cosinusregel volgt

2 2 2 |
[21° + 10" - 2falie) < la + 28% < a}® + |u)? + 2fa] [ol

e N et a . fow i

(al - 1eh? < Ja + B)? < (la)) + [uh?

[Hal - el = 12 + b)) < la] + o) .

e

3.1.4, Definitie. Als m en n natuurlijke getallen zijn dan verstaan we onder een

m X n-matrix een tabel van m rijen en n kolommen

-4 % e .

a a a -

11 12 13 In ;

a’ a 4 _...d
ml m2 m3 mn

De getallen aij (1 <i<m, | £ j < n) heten de elementen van de matrix.
In deze notatie heet i de rij—index, j de kolom-index. We schrijven
voor zo'n matrix ook: A, ook wel faij].

Eén rij is te beschouwen als een | x n-matrix, &&n kolom als een m x 1-

matrix (8én getal kan men als een 1 x l-matrix beschouwen).

i A e T

Met matrices worden rekankundige bewerkingen gedefinieerd: som, product

el

enz.; om het onderscheid met het meer algememe  begrip "tabel" aan te

geven, schrijven we een 'matrix" tussen rechte haken (behalve als

m=n=1). i

Bewerkingen met matrices.

i)  Som en verschil. Als A en B matrices zijn met m rijen en n kolommen, ©
waarvan de elementen zijn a; en bij (1 €1 £m, 1 £] £n) dan ver- i
staan we onder de som van A en B de matrices met elementen aij + bij

(1 <1 <m, 1 £j <mn): 4

A

b..], A+ B ="Lla.. *+b.,]; -
1] 1] 1] J

[a..], B
1]
het verschil is A- B = [a,. - b..].
ij ij
Als m=1of n=1 corresponderen deze definities met die voor de som
(het verschil) van vectoren. Als m=1 en n=1 corresponderen deze

definities met die van de som (het verschil) van getallen.
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ii)} Vermenigvuldiging met een getal.
Als A een matrix is en a een getal dan is oA de matrix met elementen
aa, ,:
1]
A=T[a,.], oA = [aa..].
ij ij
Onder ~—A verstaan we (—1)A = E-aij].
iii) Transposiiie.
Als A een m x n—matrix is met elementen a,. dan is de geiransponeerde
. T L T
matrix die met elementen aji = aij; we geven haar aan met A,
De elementen van A met i = j, vormen de hcofddiagonaal van A. We
T .
kunnen dan zeggen: de getransponeerde A  ontstaat uit A door "de
elementen te spiegelen ten opzichte van de hoofddiagonaal".
. . . i PR . T
AT is een n x m—matrix. Als A een matrix van éen rij is, 1s A een
kolom; als A een kolom is, is AT een rij.
Voorbeelden.
1)

o
n L
o B

A+ B=|1I 10 A-B= 9
N 9 8 3 0
7 6 =3 -6
ita= {110 88 -B= |-1 -2
66 44 -3 -4
22 0 -5 -6
T T i 3 5
= |10 6 2 = | 2 =
A 1B 5 >

R e A o

o PRI 2

SR

B o

S desie



2)
A= [a A?
1
)
24

Product van matrices.
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[al,az,a3] .

Als A een m x n-matrix is met elementen aij’

elementen b

L 2135k

jk’ n
A en B de m % p-matrix met elementen Ci =
- [— l l -
- N
m o N 1___ ) i} | Bk '
| i
n
- . _ I
L
|
L |
P

¢ C.
Men kan ook zeggen ik

Ai van A met de k-de kolom(matrix) B

n
een element van R,

k

B een m x p—matrix met

dan verstaat men onder het product AB van de matrices

is het inwendig product van de i-de rij(matrix)

van B; deze representeren allebel

Het product van matrices A en B kan alleen gevormd worden als de formaten

van A en B passend zijn: het aantal kolommen van A moet gelijk zijn aan

het aantal rijen van B. Als AB bestaat behoeft BA niet te bestaan.

Als zowel AB als BA bestaan geldt in het algemeen niet AB

Bijzondere gevallen:

i) B bestaat uit &én kolom; dan is AB weer een kolommatrix.

BA.

Dit geval

doet zich vaak voor met B als kolomrepresentatie van een vector b,

en we schrijven dan ook Ab.

e

R

e

Bt

v
i

L

R b e A
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Als een matrix B uit €&n kolom bestaat, kunnen we deze ook opvatten
als een vector, b. Als een matrix A uit &&n rij bestaat dan kunnen we
deze opvatten als een rijvector, dat is de getransponeerde van een

T .
kolomvector, a . Dan is

De mogelijkheid om het inwendig product van twee vectoren op deze manier
als een matrixproduct te schrijven zullen we bij latere gelegenheden

benutten.

. . . , 2
Als A een n X n-matrix is dan bestaat AA; we schrijven hiervoor A™;

evenzo A3 = AZA = AA2, enzovoort,

3.1.5. De som, het veelvoud, de transpositie en het product van matrices voldoen aan

een groot aantal regels die we hier zonder bewijs vermelden (de bewijzen

zijn voor het merendeel zeer eemvoudig). In alle regels zijn er voor de

hand liggende beperkingen voor de formaten.

A+B=3+A ; (A+B)+C=A+ (B+C);

(@ + B)A= oA + BA; a(A + B) = aA + oB 3 a(BA) = (aB)A .
(AT)T = A ; (A =+ E)T = al + 8T ; (aA)T T
A(B + C) = AB + AC; (A + B)C = AC + BC ; (AB)C = A(BC) .

aB)T = plal

Bij ieder formaat is er de bijzondere matrix O waarvan alle elementen 0 zijn.

A+ 0= A A~-A=0; AO=0; OB = O.

Een n x n~matrix ("vierkante' matrix) I met elementen

heet eenheidsmatrix.

l als 1 = j , dus I

o
o o

—
-
-
-

6ij
Qals 1 43 »

— e

S eesn

Al=4A, IB=B,
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Voorbeelden.
D A= [1 3 B= [~1 5 =2
2 4
17 -6 3 2 8
AB=| 8 11 22 BA= [-5 29
10 18 28
=25 23 -62 63 -3l
A?BT = |=5 63 ABT bestaat niet .
29 -3l
2) Een fabriek maakt drie artikelen, die in vier filialen verkocht worden.

De voorraden der filialen op zeker tijdstip geven we aan met 455 345 is

het aantal artikelen van soort nummer j in filiaal nummer i

(1= 1,2,3,4; j = 1,2,3), De getallen aij vormen een voorraadmatrix

ETETE
221 82 23 .
831 %32 %33
a1 42 P43

Noem de fabricagekosten van- de artikelen f ,f, ,f. per stuk; ze vormen de

1*72*"3
vector (fl,fz,f3) = f. De grondstofprijzen 8387185 PeT stuk vormen de
vector (81’82’g3) =g
In filiaal nummer i ligt dan opgeslagen voor een bedrag van
85 (8 + gp) ta;,(Ey +ey) + a;(fy+ey)

en dit is de i-de component van de vector

AGE +g) . (i =1,2,3,4) .

Als de verkoopprijzen der artikelen v, sV,,Vq Per stuk zijn en we de vector

v = (v]’VZ'V3) invoeren, dan vertegenwoordigt de voorraad in filiaal num-
mer i een bedrag
. + a,.
&, v, a;y v,

il * a3 V3o

s

T AT 7 i,

o s .. .
B R

b e R N R

e
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de i-de component van de vector Av.
De te incasseren winsten leest men voor ieder der filialen af in de

componenten van de vector

Ay - A(E + g) =AY -£f-g).

Beschouw een tweepoort, dat is een electrisch netwerk met twee ingangen

en twee uitgangen, waarbij het verband tussen de ingangsgrootheden il
en Vl en de uitgangsgrootheden i2 en V2 lineair is.

L L
O 1 L2 5
v, Z v,
el

Men kan dan de spanningen V] en V2 uitdrukken in de stroomsterkten i,

en 1,:
2

of, met vectoren en een matrix

.

V=2L, vaarin Z = (2, 2o

e
L a2

de impedantiematrix van de tweepoort heet.

De coefficienten 211,212,22],222 kan men berekenen met de wetten van Kirchhoff,

als men de, hier niet getekende, constructie van het netwerk kent.

Men schakelt twee van zulke netwerken, met impedantiematrices Z' en Z"

i i i R

Mt LA e s

Sam i

s AR R

Je oL

A

S
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in serie. De spanmingen op het eerste netwerk vormen de vector V' = (V',Vé),
die op het tweede V" = (V?,VE), die op het gehele netwerk, weer een twee-
poort,V = (VI,VZ).

Dan is

V= vl = = [vi] + Vil =
v, il
= [21 A EI AT =

= le’ + Z".I = (Z' + Z")l .
De impedantiematrix van de serie is de som der impedantiematrices der net-
werkcomponenten.

Men kan ult de betrekkingen

iz v i,

Vo= 2y 1) *+ 251,

ook V, en i2 oplossen en uitdrukken in V, en il’ en deze uitdrukkingen zijn
weer lineailr (ga.maar na).

We schrijven ze als

Voo OV e 4 i
1289 * G Yy
of, met vectoren gj = (V 3 ij), j= 1,2, en een matrix
C={Cy  Cyaf
€2 S
E, = CE, .

Door een cascadeschakeling ontstaat weer een tweepoort, en

= ! = ! = v
Ey= C'E, = C'(CE)) = (C'O)E, .
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5)
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L L . L3
cy___-l__—1 -———a-z———c; \ ———0
V1 C V2 C V3
o—1 O~ L

De cascadematrix van het cascadenetwerk is het product der cascade-

matrices der componenten.

Beschouw de n x n—eenheidsmatrix

1=[1 0 ...0]
0 1 0
AR 3

Wanneer men enige der kolommen onderling van plaats verandert, ontstaat
een permutaliematriax.

.. . . s . T
Bewijs zelf: Als P een permutatiematrix is, dan 1s P ook een permuta-

tiematrix; als P en Q permutatiematrices zijn, dan is PQ er ook een.

Neem een n x n-permutatiematrix P, een m x n-matrix A, bepaal het product

AP, Wat is er met de kolommen van A gebeurd?

Als een n % n-matrix A = [aij] de eigenschap heeft dat aij = aji

(i,j = 1,+-.,n), dan heet die matrix symmeirisch; dit is equivalent met
de eis dat A= AT.

Symmetrische matrices worden in wiskunde 30 uitvoerig besproken, en komen
in het vervolg van dit hoofdstuk alleen terloops nog ter sprake.

Kan een permutatiematrix symmetrisch zijn? Is de som, het product van

symmetrische matrices symmetrisch?

L

R

ER NI

SR . —E T
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3.1.6. Matrices die van variabelen afhangen.

Men zegt dat de matrix A een functie van een variabele is, als de ele-

menten aij van A functies van die variabele zijm.

Voorbeelden.
1 cos ¢ - gin ¢
, 029 <2n ,
sin ¢ cos
is een functie van p.
2)
1 - X 2 2
2 1 - =2 s+ A € R,
2 -2 1 =2
is een functie van A.
3)
| X x2
2
1y v X,¥:Z € R
1 z 22

. , 3
is een functie van x,y en z (of van x, x e R7).
Als de elementen aij van A differentieerbare functies van t zijn, kan men van

de afgeleide van A spreken:

Definitie. De afgeleide é% A of A van A heeft als elementen de afgeleiden éij

van de elementen aij'

Stelling.
: d i n d ! .
i : d—E(A+B)—A+B, dt(x(t)A(t)) MA + DA,
p d . .
ii 3¢ (&b) = (a,b) + (a,b)
iii f—t(AB)=AB+A1§.
iv ¢ é% A2 = AA + AA .
d _n N
v g é&xhb=axb+axp

Bewijs. Volgt uit de definities en de regels voor het differentieren van

functies.

Pt g

Bl e

B ]

EREEE L

A L e e e e
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2. Stelsels lineaire vergelijkingen

3.2.1. Laat de getallen a ,...,an,b gegeven zijn. Dan is

+ — =
a]x] azxz + ax, b

een lineatre vergelijking in de ombekenden x,,...,x . Een rij getallen

PiawsesP heet een oplossing van deze vergelijking als geldt
ap t a,p, t..ut ap = b.

Beschouwen we (a .,an) = a, (xl,...,xn) = X en (pl,...,pn) = p als ele-

e
menten van Rp, dan kunnen we de vergelijking ook schrijven als

| (8,x) = b
|
en p heet een oplossing van deze vergelijking als

(a,p) = b.

De verzameling V := {x ¢ R"|(a,x) = b} heet de oplossingsverzameling van
de vergelijking; ze kan leeg zijn, bijvoorbeeld als a = O en b # 0.
#

0 dan is V een rechte.
' Als n = 3 en a # 0 dan is V een vlak.
0

Als n = 2 en

In

! Als n 2 4 en a # 0 dan noemen we V een hyperviak.

Men kan V ook beschouwen als een niveaulijn, -vlak,-hypervlak van de functie

(a,x) die R" afbeeldt in R.

Laat nu de vergelijkingen

VI. a]lxl + alzxz +,, .+ alnxn - bl

Vol 8, %) * a,,X, +...+ a, X
n

2151 ¥ 3%, m¥n = P2

3

gegeven zijn, en laat @ een redel getal zijn.

Dan definieren we de vergelijkingen v, + v, en av, door

] 1

+ H
Vitvgi (A *ay)x) v (a) +ay)x, teut (ag + e, )x ) = b, *b,

avl: aa}]xl + aalzxz L aalnxn = ub]

= S A

Tl LI - gl

AFET

S G et 2 T
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Gebruiken we de vectornotatie met a = (a”,...,aln) en a, = (a2],...,azn)

dan vinden we

vyt (a,%x) = b,

vyt (2,%) = b,

R R RS PT Benr L L

e e

Vitvgt (8 g ) = by

av, ¢ (agl._:g._)' = gb

] 1

Als wede oplossingsverzamelingen vanVv, en v, l'uaeamenv1 en V2 dan zien we dat

de oplossingsverzameling van av, ook v, is (mits a # 0).

1
zij

ek TR TR TR e e e

- —_— n = %
W= {x eR [(a; * a,, ¥) = b, +b,l,

de oplossingsverzameling van de vergelijking v, t v, Dan geldt {

Vlﬂvzcw. . 4|

InZIR2 betekent dit: De 1ijn met vergelijking vt Yy gaat door het snijpunt

van V, en V,. 1In R3 betekent het: het vlak met vergelijking v, * v, gaat

door de snijlijn van Vl en V2.

e dni

Vervolgens beschouwen we een stelsel van m lineaire vergeliikingen in n onbekenden:

T

vl: a”x] + alzx2 +oa0t a]nxn bI

+ a..X. ...+ a, x =0

X 22%2 an®n © P2

21

. |
via x +a.x.+ +a x =b . N

m “ml7] m2°2 """ “mn'n m i

1

- ¥

In vectornotatle 3

2 (88 = by

v

v (apex) = b
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waarin a. = (&.,,+.+54, 1 €1 £ m.
-1 ( 11’ » ln)’

Een vector p « R" heet een oplossing van dit stelsel als (gi,g) = b; voor
I <1 <m,
De verzameling V :i= {x ¢ RP|(§i,§) =b,1i=1,...,m} heet de oplossings~

vergameling van het stelsel .

3.2.2. Definitie. Het stelsel

.t =

ayxy a) %, = b
oot =

a5 1% Bon®n = P2

a x. +...+ta x =0n

ml 1 mn n m

heet equivalent (notatie: ~) met het stelsel

Cpp¥yp et ooy T 9
ot =
“21% on¥n T 9
c X, t...t o ox =d
pll pnn p

als beide stelsels dezelfde oplossingsverzameling hebben.

We zullen in het volgende Wespreken hoe men een stelsel lineaire verge-—
1ijkingen over kan voeren in een equivalent stelsel lineaire vergelijkingen

waarvan we de verzameling oplossingen zo aan kunnen geven,

In de volgende stellingen is steeds Vi de vergelijking a; %, +..,.t a, x =

kort genoteerd door

vy (gi,z) = b,

en het stelsel noteren we met (vl,vz,...,vm).

Stelling. Laat o een reeel getal zijn met o # 0. Dan is het stelsel

(vl,vz,...,vm) equivalent met het stelsel (uvl,vz,...,vm).
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Bewijs. Stel p is een oplossing van het stelsel (v],...,vm). Dan geldt
I de vergelijking (agl,ﬁ) = abl,
en hieraan voldoet p, aangezien (agl,E) = a(gl,g) = ab].

(gi,E) = bi voor | £ i € m. Verder is ov

De vector p ¢ R” voldoet dus ook aan het stelsel (av!,vz,...,vm).

Het omgekeérde verkrijgt men door het zojulst bewezene toe te passen op

-1

o en (avl,vz,...,vm). O
Opmerking. Aangezien de verzameling oplossingen onafhankelijk is van de volg-
orde waarin de vergelijkingen staan, zegt bovenstaande stelling dat we een
equivalent stelsel krijgen als we één der vergelijkingen met een getal # 0

vermenigvuldigen,

Stelling. Laat Qopeeapdy reele getallen zijn. Dan is het stelsel (vl,...,vm)

equivalent met het stelsel (v1 oV, teadt amvm,vz,...,vm).

Bewijs. Laat p een oplossing zijn van het stelsel (vl,...,vm). Dan is

(gi,E) = bi voor | £ 1 £ m, dus
(2, *a,3y +oeeta a ,p) = (25p) +o,(a,,p) +.00ta (a ,p)

= bl + Uzbz +oaat ampm .

De vector p is dus tevens een oplossing van de vergelijking Vi ta,v, teeata VoL

Het omgekeerde volgt door het zojuist bewezene toe te passen op

— Ongeery — 0O €0 (V, + 0V, Feuot OV 3V 5000,V ),
2’ ’ m ( 1 272 mm® 2’ ’ m)

~

Opmerking. Door eventueel de volgorde van de vergelijkingen te veranderen,
zien we dat een stelsel vergelijkingen overgaat in een equivalent stelsel
door bij é&n der vergelijkingen een lineaire combipatie van de overige op

te tellen.

U

R

B

s,
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In de practijk werken we in de regel met een combinatie van de twee

voorgaande stellingen.

Stelling. Laat a,yeeesp reéle getallen zijn. Dan is het stelsel (Visenesvy)

ivale + aa + .
equivalent met het stelsel (vl,v2 o s » Vo amvl)

2]
Bewijs. Volgens de vorige stellingen is
(VI’VZ""’Vm) ~ (vl,v2 + uzvl,v3,...,vm)
~ (Vl,vz + azvl,v3 + u3vi,o||,vm)

™ smreane

~ (VI’VZ *agv Vg A3V seensVy + amvl) .

Het toepassen van de stellingen uit deze paragraaf staat bekend als vegen s

Als men veegt, schrijft men het stelsel (v],...,vm) in matrixrepresentatie

app e 3, | by
[Alb) = | : :

a vee 8 b

ml mn m

waarvan iedere riJj een vergelijking representeert; vegen betekent dan het
toepassen van de bewerkingen van de stellingen op de rijen van [A|§]

waardoor een matrix [K|Q} ontstaat die een equivalent stelsel representeert.

Voorbeelden.
1) Los op
x| + 2x2 + 3x3 = 2,
X, + 2x3 =1,

3xl + X, + Xq = 3.
In verkorte notatie is het stelsel

1, 2, 3|2
2

R T N

to B Ay

RS

S SR R

FERETARICY B T Pt~ S
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We trekken eerst drie maal de eerste vergelijking van de derde af en vin-

den dan een equivalent stelsel

Vervolgens vegen we met de tweede vergelijking de tweede kolom schoon
door tweemaal de tweede vergelijking van de eerste af te trekken en vijf-
maal de tweede vergelijking bij de derde op te tellen.

We vinden dan het equivalente stelsel
1,0,~t(0
0,1, 2|1
0,0, 2(2] .
Deel de nu verkregen derde vergelijking door 2.

Het stelsel is equivalent met

(1,0,-1]0
0,1, 2|1
0,0, 11 .

Tenslotte vegen we met de derde vergelijking de derde kolom schoon:

1,0,0] 1
0,1,0]~-1
0,0,1] 1] .

Dan 1s het stelsel

Dit stelsel is equivalent met het oorspronkelijke. De oplossingsverzame-

ling is dus {(1,~1,1)}.

i ind

i

ssF

i e

o Tt e S L

35 e ST
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2) Los op het stelsel

X+ 2x, + 3x3 - %, = i

2x] + 3x2 - 2x3 + 3x

Axl + 7x2 + 4x3 *ox, =3 . E
*
1,2, 3,-1]1 1, 2, 3,-1] T 1,2,3,-111 1,0,-13, 9l-1
2,3,-2, 3|1} ~ {0,-1,-8, 5i{-1| ~ |0,1,8,-5]1 0,1, 8,-5! 1],
4,7,74, 1|3 0,-1,-8, 5{-1 10,0,0, 01Q) 10,0, 0, 0§ 0f.

Het oorspronkelijke stelsel is dus equivalent met

x] - 13x3 + 9x4 = ~}

X, + 8x3 - 5%, =1.

Kies bijvoorbeeld Xq = X, %, = u. Dan is X =-1+ 13X = 9u en

X, = I - 8% + 5y, zodat alle oplossingen zijn

x = (-1,1,0,0) + 2(13,-8,1,0) + u(~9,5,0,1) .

3) Los op het stelsel

x, + 2%, + 3x, - x, = f

1 2 3
2x] + 3x2 - 2x3 + 3x

4

Ax] + 7x2 + 4x3 + X,

]
[t
.
faite .

We vinden:
1,2, 3,11 1, 2, 3,-1] 1 1, 0,-13,9]-1
2,3;-2, 3{1| ~ |0,-1,-8, 5|-1| ~ lo,~1, -8,5|-1
4,7, 4, 1|2 0,-1,-8, 5|-2 0, 0, 0,0|-!

Dit stelsel heeft als laatste vergelijking

= —}

Ox1 + Ox2 + Ox3 + Ox4

dus

0= -1

Er zijn geen oplossingen, het stelsel heet strijdig.
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3.2.3. Bij het vegen van een stelsel vergelijkingen met matrixrepresentatie [A|b]
moet voor iedere stap een keuze worden gemaakt tussen de rijen waarmee
men kan vegen, en tussen de kolommen die schoongeveegd worden.
Dit opent de mogelijkhéid om het min of meer handig te doen, maar is tege-
lijkertijd een belemmering om enig verband te zien tussen de begintoestand
[Alb] en de eindtoestand [K|E] van het stelsel, anders dan equivalentie.
Om aan dit bezwaar tegemoet te komen bespreken we hier een van stap tot
stap voorgeschreven veegprocedure die bij een gegeven stelsel met matrix
[A|§] een ondubbelzinnig bepaalde eindsituatie heeft met matrix [N|E], die
we de normaalvorm van het stelsel noemen.
(Terloops zij opgemerkt dat deze procedure voor het berekenen met de hand
van de oplossingsverzameling.meestal niet erg handig is, terwijl ze voor
gebruik op de computer niet geraffineerd genoeg is.)
We veronderstellen dat
4131, bl
(alpl = :
“nl amn bm
een stelsel van m vergelijkingen met n onbekenden voorstelt. De procedure
bestaat uit het herhalen van een aantal opdrachten. Stel dat die opdrachten

k -1 keer zijn uitgevoerd en dat de matrix dan luidt

Dan bestaat de k-de stap uit de volgende opdrachten:

1) Bepaal t en s z0 dat: t 2z k, €s # 0, s zo klein mogelijk, en bij deze
s ook nog t zo klein mogelijk; zij a = Crg

2) Als t > k, verwissel dan de k-de rij met de t-de rij.

3) Deel de k~de rij door a.

4) Veeg met de k-de rij de s—de kolom schoomn.
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(We constateren dat ieder van deze bewerkingen tot een equivalent stelsel
leidt).

De procedure eindigt na de r~de stap als bij het uitvoeren van de (r+1)~ste
stap de eerste opdracht niet meer uitgevoerd zou kunnen worden; dan is
I=mdfr <men in de m ~ ¥ onderste rijen Staan in de linkerleden uit-

sluitend nullen.

De gedaante van [A|b] wordt na 1 stap

<

I B i
. C): o
——————————
P
e
ls
e
| %
|
i
1
*
I

O .

na beeindiging der procedure (N|pl, de normealvorm van het stelsel.
T)---Ol*...*0#...*0*...0*...*pr
0 e 000 ...01 % .,.0 *x0 % o0 0% ,.. % Py
O...OOO...OOO.,,OI*.,.0*...*p3

L L R I R O I R A SR Iy

Ol!lll.l.'.l.l.ll.!!llllll!.c.'l..0* ree ¥

0+cee 000 ...000 ...000 .00 1% ... %)+
0..,000...000...000.,,.00...0]¢
000000 ...000...000...00...0D
L ]

(Op de plaatsen * staan coéfficiénten die niét noodzakelijk 0 of 1 zijn).
Als de procedure na r, minder dan m, stappen is geeindigd zijn de laatste

vergelijkingen
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Als een dezer rechterleden # 0 is,heeft het stelsel vergelijkingen geen
oplossingen; ook het ocorspronkelijke stelsel niet; het heet strigjdig.

Als dit niet het geval is, is hetzij r < m en = = ="
g 3 .] pr+1 ] pm 0'

hetzij r = m. In beide gevallen is er een niet-lege oplossingsverzameling V.
Deze geven we nog iets meer expliciet aan. Stel dat de bij de stappen
aangewezen kolommen als index hebben P ERREL N Voor het gemak geven we

de onbekenden x],...,xn andere namen: Xs] = yl, xs2 = yz,...,xsr = yr,

de overige n-r onbekenden xj noemen we achtereenvolgens Zysrees2 .
n-r

Nu representeert de normaalvorm het volgende stelsel vergelijkingen

= + oot
AR S IR T "1,n-r%n-r
= +...+
Ve T P T V% Ye ,n-xZn-r
met coefficienten i3 die uit N kunnen worden afgelezen. Zysa g kunnen

willekeurig worden gekozen, Yyseer sy zijn dan door Zys a2 bepaald.
Men noent ZireraZ rarameters, en om dit te benadrukken schrijven we

nog z; = Ai (1i=1,...,n~r).

Dan is de oplossingsverzameling V in parametervoorstelling

— -—_-—— [ —— [ 1
yl = pl + AI YII + Az Y12 +...4 An—r {;l,n—r
Yy Py YrI Yr2 Yr,n—r
z, 0] i 0

2 0 1

2

zZ 4] 0 0 1
L. L L — L. -

geschreven, met een stewnvector en n-r richtingsvectoren, afgekort

*
=p + Alg + A Uy +eeet A .

1 2=
Voorbeeld. Los op het stelsel

u
n-r=n-r

O.x1 + 2x2 + 2x3 + O.X4 - 2x5 = ~10

O.X] + 2x2 - 2X3 + O.x4 + 2x5 = 10

14.

O.xl + 3x2 - 3x3 + x4 f 5x5
De normaalvorm 1s

0O 1 0 0 0 0
0 0 1 0-1 -5
0 0 0 1 2 |-l

R R R

AL ST

B

Lemiran e

AT

PRSI L L

IR

S PERE o L i T e
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| = A, Xg = 1 dan is

x, = 0, xg = -5 + y, X, = -1 - 2u ,

>

vi:ix= [0| +af1] +ufo].
0 0 0
-5 0 !
~1 0 -2
Lo lof L

3.2.4., Jpmerkingen.

i)

ii)

In het oorspronkelijke stelsel [A|b] geldt b= 0( ¢ K') dan en
slechts dan als 0( ¢ R") een oplossing is, en dit is dan en slechts
dan het geval als in de normaalvorm [N|2] geldt p= 0( ¢ lfn).

Een stelsel met deze eigenschappen heet een homogeen stelsel.

Een stelsel [A|b] dat mniet homogeen is heet niet-homogeen. Dit betekent
dat b # 0, dat 0 geen oplossing is en dat in de normaalvorm [N|p] geldt
p # 0. Bij een niet-homogeen stelsel [A|b] beschouwen we nu het corres-
ponderende homogene stelsel ralol.

Noem de oplossingsverzamelingen van deze stelsels V respectievelijk U.

Eén oplossing van [A|b] lezen we direct uit de normaalvorm [N|p] af,

namelijk B* = ‘5;.. De andere oplossingen van [Alglvérkrijgen we hieruit

La

|o...g e s

.

door bij p* een willekeurige oplossing van,[A]g] op te tellen. We brengen

dit tot uitdrukking in de formule

*
V=p+VU.

AR . e

;).k

Lié

iii) Als het stelsel niet strijdig is, is het aantal niet-triviale vergelijkingen
in de normaalvorm gelijk aan het aantal stappen in de veegprocedure, r.
Het aantal parameters in de oplossing, en ook het aantal richtingsvectoren

in de parametervoorstelling van de oplossingsverzameling V, is gelijk aann-r,

iv) Met de notatie van 3.2.3 kunnen we de oplossingen ook schrijven inmatrixvorm:
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n-r

3. Lineaire ruimten

3.3.1. In paragraaf 1 hebben we gezien dat we in R", de verzameling van rijtjes

van n reéle getallen, een optelling en een scalaire vermenigvuldiging kun-
nen definiéren zo dat een aantal rekenregels gelden. Ook in de verzameling
lineaire vergelijkingen in n onbekenden hebben we een optelling en een
scalaire vermenigvuldiging gedefinieerd, zo dat dezelfde rekenregels gelden;
zie § 2. Dit zijn twee voorbeelden van "lineaire ruimten", ook wel vector-

ruimten genaamd.

Definitie. Een lineaire ruimte of vectorruimte is een verzameling V waarin

een optelling en een scalaire vermenigvuldiging zijn gedefinieerd zodanig

dat aan de volgende eisen in voldaan voor iedere aeV,beV, ceV, Ae R,

e R:
i) a+b=Db+ a (commutatieve eigenschap).
ii) a+ (b+c)=(a+Db)+c (associatieve eigenschap).

iii) er is een element 0 € V zo dat g + 0 = a voor alle a € V.

n
jo

iv) voor iedere aeV is er een element ~a € V zo dat a + (-;a_)
v)  La-=a |
vi)  A(ra) = (Aw)a.

vii) (A + u)a =2a + ya

viii) A(a + b) = Aa + ".t_’.} distributieve e1genschappgn.

.

T A

=

P ST
EARE S IERET =€ S TR
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We zeggen samenvattend wel: (V,+, ) is een lineaire ruimte. De eigenschappen

i) - iv) spreken uit dat (V,+) een commutatieve groep is.
Uit de eigenschappen volgen nog enige andere die we ook regelmatig zullen

gebruiken:

ix) er is precies &é&n nulelement O,
x) 0a = 0 voor alle a ¢ V.,
Xi) voor iedere a ¢ V is er precies &&n element -a.

xii) (-1)a = -a voor alle a e V.

Als V een lineaire ruimte is dan noemen we de elementen van V ook wel punten

of vectoren. Het element 0 heet dan de nulvector; het element -2 heet de
tegengestelde van a.

De eigenschappen iii) en iv) zijn samen equivalent met

xiii) de vergelijking a + x = b heeft een oplossing.

De eigenschappen ix) en xi) kan men dan ook samenvatten tot

xiv) de vergelijking a + x = b heeft precies &&n oplossing.

Deze oplossing is natuurlijk (-a) + b, waarvoor we gewoonlijk schrijven

b~ a.

Voorbeelden.
n .
]) R . Als §.= (a],.--,an) en h= (bl.oll,bn) dan is
a+b-= (a] +bl""'an+bn)
en

Aa = (Aal,...,xan) .

De nulvector 0 is (0,...,0).

2) R” . Elementen van deze ruimte zijn (oneindige) rijen reele getallen,

o . awe
a= {a.) . We definieren
= n’ n=1

(8)oy * () = (a, + b))

n’n n=1 n nn=f ?

oo

n=1

A(an):_] = (Aan)

De nulvector is de rij die uitsluitend uit nullen bestaat,

. T
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I3 . oo . ’ - .
3) De verzameling der rijen (an)n=l waarveor lim &, bestaat is een lineaire
: 1+

ruimte met dezelfde optelling en scalaire vermenigvuldiging als in voor-
beeld 2.

-3 -] . . . . @
Als (an)n=1 en (bn)n=1 in deze ruimte liggen, dan ligt ook (an + bn)n=l

in deze ruimte omdat lim (an +b )= 1lim a + lim bn bestaat. Analoog
n-reo n N n N0

w0 . [3 . * o
tonen we aan dat A(a_) in de ruimte ligt als (a )
n il n'n=1

. . + .. ] . oo
Deze lineaire ruimte van de convergente rijen is een deelruimte van R .

erin ligt.

4) Laat T een (al dan niet begrensd) interval zijn en beschouw de verzameling
F(I) van afbeeldingen £ : I +- R,
Als f en g twee afbeeldingen uit F(I) zijn dan definiéren we f + g en Af

door
(f + g)(x) = £(x) + g(x), xel,
(AE)(x) = AE(x), xe Il .

Dan zijn £ + g en Af afbeeldingen van I naar R, dus elementen van F(I).
Het is eenvoudig in te zien dat F(I) een lineaire ruimte is. Het nul-

element is de functie ¢ met ¢(x) = 0 voor alle x ¢ I.

5) Laat I een interval zijn en beschouw de verzameling C(I) van alle con-—
tinue functies van 1 naar R. Dan is C(I) een deelverzameling van F(I).
De som van twee elementen uit C(I) bestaat dus in F(I). Echter, de som
van twee continue functies is weer continu, zodat deze somfunctie ook .
in C(1I) ligt. Analoog tonen we aan dat een scalair veelvoud van een
element van C(I) in C(I) ligt; C(I) is een lineaire deelruimte van F(I).

~

3.3.2. Lineaivre deelruimten.

Definitie. Laat (V,+, ) een lineaire ruimte zijn en W een niet-lege deelver-
zameling van V. Als (W,+, ) met de optelling en scalaire vermenigvuldiging
uit V een lineaire ruimte is, dan heet (W,+, ) een lineaire deelruimte

van (V,+, ).

Stelling. Laat (V,+, ) een lineaire ruimte zijn en W een niet-lege deelverzameling van

V. Als voor allew, € W, w, € W, A ¢ R geldt Wty € Wen Aw, € W, dan is

1 2
(W,+, ) een lineaire deelruimte van (V,+, ).

1
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Bewi js. Neem aan dat aan de. voorwaarden in de stelling voldaan is. We tonen
-aan dat dan aan de condities i) - wviii) van de definitie in 3.3.1 voldaan is. Dit
gaat vrij snel. De eigenschappen i), ii) en v) - viii) gelden in W omdat ze
in V gelden. Het nulelement van V ligt ook in W, want neem een w € W, dan

is op grond van het gegeven en eigenschap x) 0.w = 0 ¢ W, Eigenschap iij)
geldt dus ook in W. Eigenschap iv) tenslotte geldt ook in W omdat voor alle

W € W wegens het gegeven en eigenschap xii) (-Dw = W e W, a

Voorbeelden.

i) zij v =R en zij W= {xe V|lx+y - z = 0}.
W is een lineaire deelruimte van V.
ZijA={xeV[lx+y-2z=1)

A is geen lineaire deelruimte.
Ieder vlak door 0 is een lineaire deelruimte. Ieder vlak niet door de

oorsprong is géén lineaire deelruimte.

iil) Zij v = C(I) en zij W= {f ¢ Vljlf(t)dt = 0}.
W is een lineaire deelruimte.
Zij A = {f ¢ V[flf(t)dt = 1}.

A is geen lineaire deelruimte,

Opgespannen deelruimten.

Definitie. Laat 3lseeesd vectoren zijn in een lineaire ruimte V. Een vec~
Brrauttle a a
tor x heet een lineqire combinatie van ESFRRRTY: W als er getallen ITRERTL

estaan met X = o.a, +..,+ ¢ _a
b t _— l-l L] n-n.

Stelling, Laat 8ys-++»3 vectoren zijn in een lineaire ruimte V. Dan vormen

alle lineaire combinaties van 2;5+00,3 €en lineaire deelruimte van V.

Bewijs. (a3 *+...#+ angn) + (B]g.] *eeot B oa) =

= (al + BI)EI +oat (an + Bn)én H

A(algl toaat angn) = o 3, Fteaut Aanén .

1

Som en scalair product van lineaire combinaties wvan Bpreensd zijn dus weer
lineaire combinaties van Brreeesd o Op grond van stelling 3.3.2 vormen de

lineaire combinaties wvan Byseeesay dan een lineaire deelruimte van V. O
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Definitie. Laat 8/,:.,3, Vectoren in een lineaire ruimte V zijn. De line-

aire deelruimte van V bestaande uit de lineaire combinaties van CINTRENS

heet de door 81 s+ v+ 43, Opgespanen ruitmte en wordt genoteerd door <B|sceesd > .

Voorbeelden.

1) Beschouw in ]R3 de vectoren a = (1,0,0), a2, = (0,1,0), a, = (1,1,0). Dan

heeft iedere lineaire combinatie van 4, 8, en g derde coordinaat O, en

3
omgekeerd is iedere vector in het vlak Xy = 0 een lineaire combinatie van

2, 8, en 2
x3 = 0 is.

2) Beschouw in.F? de vectoren a = {1,0,0), g = (0,1,0), a4 = (1,1,0),

(zelfs van a, en 32!). Hieruit volgt dat <a ,3,,8,> het vlak

1 27=3

, 3
g, = (0,0,1). Dan is <§l’§2’§3’§4> = R",

3) Beschouw in F(R) de functies P; gedefinieerd door
pi(x) = x (ie W u{0}) .

Dan is a + q P +o0at a P de functie die aan x toevoegt |

P
0%0 |
 + B
aopo(x) + ulpl(x) +ouot anpn(x) =a, oyt a X", dit is een poly
noom van graad < n (of het nulpolynoom). Omgekeerd is ook ieder polynoom
van graad < n een lineaire combinatie van PgsesssPp e Dus PgreeesP” is
de verzameling polynomen van graad < n, aangevuld met het nylpolynoom.

We noemen deze ruimte Pn.

4) De oplossingsverzameling van een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen
met n onbekenden is een lineaire deelruimte van R". We spreken dan voor-
taan van oplossingsruimte.

Als het stelsel vergelijkingen niet-homogeen is, is de oplossingsverzameling

geen lineaire ruimte.

3) Qpgave. Onderzoek of de vectoren (1,3,4,6) en (1,3,4,7) liggen in de ruim- 3
te opgespannen door (1,1,2,0), (0,2,0,1) en (0,0,1,3).

Oplossing. Er geldt %
(d]adz-d3,d4) e <(1,1,2,0),(0,2,0,1),(0,0,1,3)> -

dan en slechts dan als er getallen Xjs X Xq bestaan zo dat
(d],dz,d3,d4) = xl(l,l,Z,O) + 32(0129031) + 7‘:3(0:0!]:3) H

dus dan en slechts dan als het stelsel vergelijkingen
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% = dI
%, + 2x2 = d2
2xl * Xy = d3

x2-+3x3 = d4

een oplossing heeft.
Neem eerst (d],dz,d3,d4) = (1,3,4,6). Dan heeft het stelsel vergelijkingen

geen oplossing, en
(1,3,4,6) ¢ <(1,1,2,0),(0,2,0,1),(0,0,1,3)> .

Neem nu (dl,dz,d3,d4) ={1,3,4,7)dan vinden we de oplossing x

1]
-—
-

1
Xy = 1, Xq = 2, zodat

(133’4!7) € <(]ll’2’0)’(0)2!051.)l(030’ll3)> .

3.3.4. Vegen.

Stelling.
a) Als X # 0, dan geldt

<§1,§2,...,§n> &= <Agl,§2,...,gn> .
b) Voor willekeurige AZ""’An e R 1is

<a, ,a v1gd > = <a  + ) + + A a Bhgnesd >
S1320t oy =1 e n=n* =2’ '=n

282

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit de definities in 3.3.3, O
De inhoud van de stelling luidt in woorden: Als we in een stelsel {gl,...,gn}
vegen, dan verandert de opgespannen deelruimte niet.

In 3.2.3 is voor stelsels lineaire vergelijkingen een vast veegproc&dé afge-
sproken dat leidt tot de zogenaamde normaalvorm. Dit zelfde veegproces kunnen we.
ook gebruiken voor het vegen van stelsels vectoren in R".

Daartoe verzamelen we de als rijen geschreven vectoren in een matrix

-
g % %2 3ttt %
2y {81 8y 83 v

en vegen leidt dan tot de volgende normaalvorm
/
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T)...Ol*...*O*...*O*...O*...:
O vev 000 vvo 01 % wuse 0 % vuu O % 40y *
0 cve 000 .00 000 voa 01 % yuu O % 44, *
s RS
0 ...000...000 ...000 veu 1 % vou %
0 ++900...000...000...00...0
0000000 .00 000400000 .1 00 .00 0

Voorbeelden.(Het symbool ~ betekent: de rijen spannen dezelfde ruimte op).

1)
al3 -3 0]l~+al1l -1 0]~ L.n -1 o~
-— 3§ 3..
bi2 1 0O b2 1 © 13-%50 30
c |4 -l 0 c 4 -l 0 g-%go 3 0
1 - 1 |
*52,1 1 0 9a+§'9_ 1 0 0 .
1 2 1 2
3-9 -§-g0 1 0 5}_1--9-?-. 0 1 0
--‘iaﬂ 3 4] c—b--g-a 0 g (]
E 3—]__ — - 3— .

Dus geldt <a,b,c> = <§1,52,Q> = <g,e,> = {:_c|x3 = (O} terwijl, bijvoorbeeld,

uit ¢ = %g + b volgt <a,b,c> = <a,b> .




- 101 -

2)
a © 1 3 -1 0 2 0
b 0O 1 2 -1 0 1 0
c 0 0 0 1 1 2 ©
d 0 1 4 -1 0 3 0
a o 1 3 -1 o 2 0]
a-b 0 0 1 0 0 1 ©
¢ c 0 0 1 1 2 o0
d-a o 0 1 0 0 1 o
3b~2a [0 1 0 -1 0 -1 0
a-b o 0 1 0O 0 1 ©
c o 0 0 1 1 2 0
d+b-2a]0 0 0O 0 0 0 O

We zien, zonder verder vegen, dat d

[}
[
ip
I
o
o
=}
o
113
T

<a,b,c,d> = <-2a + 3b, & = b,e> = <a,b,e>

De normaalvorm is

-2a+3b+c 0 1 0o o t 1 0
a- b 0 0 1 0 0 I ©
c 0 0 0 1 1 2 0

-2a+b +d4 0 0 0 0 0 0O 0

3.3.5. Afhankelijke en onafhankelijke stelsels.

We zullen een eindige rij vectoren 8,855+ ++38, € V een stelsel noemen, en schrij-

ven dan {a;,+..,3 L

TR TR L s s e e B
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De door een stelsel {gl,...,gn} opgespannen verzameling <a ,...,§n> is een

1
lineaire deelruimte (3.3.3), en men kan nu ook omgekeerd vragen: is in een
vectorruimte V ook iedere deelruimte te schrijven als de door een stelsel

{gl,...,gn} opgespannen ruimte?

Wij beantwoorden deze vraag pas in een later stadium, maar leiden de dis-

cussie in met een andere vraag: Als W = B arresd >, hoe bepaalt men dan

een minimum deelstelsel van {gl,...,gn}, dat W cok opspant? Het antwoord

ligt besloten in de volgende

Stelling.

<§1,...,§n_1,§n> = <§l,...,§n_l>

dan en slechts dan als a_ € <a ,.veya__,> .
-n -1 =n-1

Bewijs. Als <§],...,En_],§n> RERCIREEETY Wt dan is a e <§l,...,§n_]>
vanzelfsprekend.
Omgekeerd, als a e <§],...,§n_l> dan kan men schrijven
n=-1 ;
a = ] o.a;
P

voor een b € <3 ,...,a > geldt dan

n-1 n-1
L8jey v 8y 1 ajag= 1

1
r~—1
w

M

+ Bnuj)gj € <§1,...,a >

3 -n-1

] = j=1
zodat <§},...,§n_1,§n> c <§l,...,§n_]>; vanzelfsprekend is evenwel F
L - | > o <a | >,
=1’ *8p-122n =1’ ’~n~1] L

Gevolg., Als &&n van de vectoren 8y500058, eenl lineaire combinatie van de
overige is, dan kunnen we deze vector weglaten zonder dat hierdoor de op-

gespannen ruimte verandert, en omgekeerd.
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Definitie. Een stelsel vectoren {gl,...,gn} in een vectorruimte V heet
afhankelijk als er getallen Uysenssly bestaan, niet alle gelijk aan O,

zo dat

c.a +a

18 285 ot a =0

n-n -

Het stelsel heet ongfhankelijk als het niet afhankelijk is.

Stelling. De volgende beweringen zijn gelijkwaardig.

a) Het stelsel {a, ,...,a } is afhankelijk.

=1 -n _

b) Er bestaat een i met | < i < n zo dat de vector g, een lineaire combinatie :
A TNREENT THNY: TURPEREY- S L

c) Er bestaat een i met | < i € n zo dat

LI N > = L3N B 3 . -, LN N L
<§] » s_an <§1 ’ ’él-l 28541 :§n>

Bewijs. De gelijkwaardigheid van b) en c) is de inhoud van de vorige stelling.

a) = b): In de betrekking a a) *teevtaa = 0 is temminste &én der getallen

1
Uysrensly niet 0, bijvoorbeeld o Dan is

_ =t
2; = o (agap Feebog 8 g8t apa)

b) = a): Als a8, = Bja; +o..+ B, 8.+ B8, Yoot B2 dan is
Brgp oot By 3 T8 T BB Tt B3y = 0 ;
ol
en niet al deze coéfficienten zijn 0. a :
Stelling. {gl,...,gn} is dan en slechts dan onafhankelijk als uit E
. ;
Ja.a, =0 -
i=1 1747 i
i
volgt a4 = 0y Te= o = 0. .
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Bewijs. Dit volgt direct uit de definities van afhankelijke en onafhankelijke
stelsels. ’ (J

Voorbeelden.

1) Als een stelsel vectoren de 0 bevat is het afhankelijk.

= (4,0,3), b= (6,-2,4), ¢ = (0,4,1) in R°.

a,b,c} is afhankelijk: 3a - 2b - ¢ = O,
3) a= (1,1,2,3), b= (0,1,0,1), ¢ = (1,3,2,5) in R”.

We zoeken a,B,y z06 dat aa + Bb + yc = O

2) a
{

all| + B|O} + v|I| = |O] .
1 1 3 0
2 0 2 0
3 ! 5 0

Dit is een stelsel vergelijkingen in o,8,y:

i ¢ 1 (0]~f1 o 1] 8~ o 1] 0]
] ] 3 |0 0 1 21 0 0 1 2l 0
2 0 2 |0 0 0 0| O 0 0f ©
3 1 5 |0 0 1 2l 0 0 0 0 :
met meer oplossingen dan alleen 0,0,0. Dus {a,b,c} is afhankelijk; ﬁ
-ra = 2b + ¢ = 0.
4) De parametervoorstelling x = a + Au + UV bepaalt dan en slechts dan een
vlak als {u,v} onafhankelijk is (vergelijk de omslachtige omschrijving -
in 1.1.4). v
5) Een lijn g, X = a + Xu, is evenwijdig met, of ligt in, een vlak ;

Vix=Db+puy + vy, dan en slechts dan als U € <y,w>,
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6) Beschouw het veegproces in 3.2.3.

De kolommen in de normaalvorm [N|pJ die bij de stappen achtereenvolgens
worden aangewezen zijn omafhankelijk., De rijen waarvan de linkerleden
niet uitsluitend uit nullen bestaan,zijn onafhankelijk.

De richtingsvectoren van de oplossingsverzameling zijn onafhankelijk .

7) In de ruimte Pn = <PgsPysceeaP > zijn de vectoren PPy s aPy onaf~

hankelijk, Immers

n

betekent:voor alle x ¢ R geldt
aopo(x) + u]p](x) ...t unpn(x) = o(x)
of

2 n
+ a4 X o X Fealt o X =0 .

%o ] 2

Als niet Gg = @y T a0 0 dan heeft het polynoom evenwel ten hoogste

n nulpunten.

Onafhankelijkheld van een stelsel verandert niet door vegen:
Stelling.

1) Als A # 0 dan is {gl,...,gn} onafhankelijk dan en slechts dan als

{Agl,gz,...,gh} onafhankelijk is.

2) {a;s++-58,} is onafhankelijk dan en slechts dan als

~

{a, + 4,8, .o+ X 2, 855...,28 )} onafhankelijk is.

Bewijs. Direct gevolg van de definities.

3.3.6. Bases.

Definitie. Laat V een lineaire ruimte zijn. Als {gl,...,gh} een onafhankelijk

stelsel is en <a cresB > ® V, dat heet {gl,...,gn} een bgsis voor V,

1]
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Voorbeelden.

1) In ]R2 is het stelsel {(1,0),(0,1)} een basis en {(1,1),(1,2)} een andere

basis.

2) In m? is {(1,0,0),(0,1,0)} een basis van de lineaire deelruimte Xy = 0,
en {(1,1,0),(1,2,0)} een andere basis.

3) In R" is het stelsel {gl,...,gn} met

e = (6k]'5k2""’6kn)’ dus e = (I,O,...,O),...,gn = (0,0,...,1), %

een basis; we noemen deze basis de standaardbasis voor r".

4) Als & : x = Ay een rechte is door 0, dan is £ een lineaire deelruimte
vanimp, en {u} een basis voor %.
Als V : x = Av + pw een vlak is door 0, dan is V een lineaire deelruimte
van R" en{v,w}een basis voor V.

5) De functies Pgs+resPys zoals gedefinieerd in 3.3.3 voorbeeld 3, vormen

een basis voor de lineaire ruimte Pn.

Stelling. Laat {gl,...,gn} een basis zijn voor de lineaire ruimte V. Dan kan

iedere vector x ¢ V op precies &én manier geschreven worden als

X = ulgl +,0.t Gnén .

Bewijs. Het stelsel {QI,...,gn} spant V op, dus x kan als lineaire combinatie
geschreven worden. We tonen aan dat dit maar op &&n wijze kan. Stel

X= a8 *..toa enx = Blhl Touat Bnhn . Dan is

a, X ;
9= ¥ Tx= (g - Blay *eot (o = BJa, K
Aangezien {g,,...,d } onafhankelijk is volgt hieruit 0 = oy = 8, =...= o ~ B,

Men kan de stellingen uit 3.3.5 ook samenvatten tot: Als {El,...,gn} met betrekkingﬁ
tot het opspannen van een {(deel)ruimte W minimaal is, dan is het een onafhan- ‘%
kelijk stelsel en derhalve een basis voor W. =

Als men nu aan {gl,...,gn} een vector & ¢ W toevoegt, dan is {gl,...,a

n+l —n+l}

afhankelijk; met andere woorden: {gl....,gn} is een maximaal stelsel met

betrekking tot onafhankelijkheid.

Deze opmerkingen houden in dat

i) een echte deelverzameling wan een basis {gl,...,gn} voor W geen basis kan zijn;
ii) een verzameling, waarvan de basis {gl,...,§n} een echte deelverzameling

is, geen basis voor W kan zijn.
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Uit de voorbeelden bleek dat een ruimte wel meer dan é&n basis kan hebben.
We zullen nu laten zien dat alle bases (van dezelfde ruimte) evenveel ele-

menten bevatten.

Stelling (uitwisselingsstelling). Als V = <@ sd3y.-:3 > en als {bl,...,b } een
onafhankelijk stelsel is in V, dan is m € n en dan bestaan er n—m getallen
i., zo dat V = <bl"'hm’ 8, seeed; >
P l] ln—m
19 = 1 = ee ot . komt
Bewijs. Daar <a1,...,§n> V, 1s E] a3 + a Omdat h] voorkom

in een onafhankelijk stelsel, is El # 0, dus niet alle a; zijn nul.
Uitsluitend voor het gemak van de notatie nemen we aan dat o) # 0 is
(dit kunnen we altijd bereiken door passende verandering van de volgorde

van 51,...,an). Dan is

Als we in iedere lineaire combinatie van Bpsenesdos de vector a, vervangen

door de zojuist gevonden uitdrukking zien we dat

a >.

V = <a ...,§n> = <b‘, PEREEEY-W

Hieruit volgt b, = b, + B,a, +...+ B 2, Als B, = B, =...= B, =0, dan

zou gelden 92 = Blhl’ dus zouden hl en 92 afhankelijk zijn. Dit is in tegen-

spraak met het gegeven., Er is dus minstens &én Bi met i 2 2 ongelijk aan nul.

Neem gemakshalve aan dat dit B, is. Dan is

f—l-b —Eéa - —-E"l
6 B -!3 LI B a

|
a —-b -
B 2 -n

=2
zodat V = <b1,b2,a3,...,ah>
We herhalen nu dit uitwisselingsproces. Als m > n is, hebben we na n uitwis-
selingen verkregen V = <b',...,b >. Als num> n zou zijn dan was

-m
Dus m £ n.

b = 6121 Fooat 6n§ in tegenspraak met de onafhankelijkheid van b],...,bm
Als m < n, dan hebben we (mits 2)»+++»3, in een geschikt gekozen volgorde

staan) via dit uitwisselingsproces verkregen

V = <al,...,an> - <bl""’b §m+l""’§n> .
Stelling. Alé{gl,...,gh}en{gl,...,gngbases zijn voor een lineaire ruimte V,

dan is n = m.

Bewijs. Een basis is een onafhankelijk stelsel dat V opspant. Toepassing van
de vorige stelling levert dan m < n, toepassing met de stelsels {al,....a }

en {bl""'b } verwisseld, levert n < m, Dus n = m. ﬁ

T LT

R I
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3.3.7. Dimensie.

Definitie. De dimensie dim V van een vectorruimte V wordt gedefinieerd

door
i) als V= {0} dan is dim V = 0,
ii) als V een basis {g],...,gn} heeft, dan is dim V = n,

iii) in andere gevallen is dim V = =,

Voorheelden.

1) dimR™ = n

]
3]

2) dim {x € EB|x +y -z =0}
3) Zij é e R", a#Qen = {x-= ra|r € R}, dan is dim 2 = 1.
4) {x ¢ Eﬂ|x +y +2z +t =0} is een 3-dimensionale deelruimte van R,

5) Voor de oplossingsruimte Vvan een stelsel homogene vergelijkingen geldt (in de

notatie van 3.2.3) dim V = n-1r.
6) Voor de ruimte Pn van polynomen van graad hoogstens n geldt dim P =n+1,

7} dim C(I) = «, want Vneﬂan c C(I).
Stelling. Zij Byseeesdp € V en dim V = n.

Dan vblgt uit ieder tweetal der volgende drie eigenschappen de derde:
i) {El""ém} is onafhankelijk

ii) Vv = <Bpseersd >

iii) m = n.’

Bewijs. i) en ii) betekent dat {gl,...,gm}'een basis is en m = n.
Als ii) en niet i) danlis volgens 3.3.5 dim V < m, in strijd met iii).

Als i) en niet ii) dan is volgens 3,3.6 dim V > m, in strijd met iii). 1

Anders gezegd: Ieder onafhankelijk n~tal is eenbasis, en meer dan n vectoren
atjn derhalve agfhankelijk.

Ieder opspannend n-tal is een basis, en minder dan n vectoren spannen
derhalve ntet op.

i

5

EERE
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Stelling, Als dim V= n en W is een lineaire deelruimte van V dan
i) dimW<n |

ii) als bovendien dim W= n dan is W=V

iii)als dim W= p > 0 dan is er een basis {él,...,gn} voor V zo dat

W= <§l,...,§p> .

Bewijs. Als W = {Qlis de bewering triviaal.
Stel W# {0}. Neem &, ¢ W\ {0}.

Als W= <a
Als W# <a

y> dan is {gl} een basis voor W.

1
stap, te werk:

> en {El} geen basis voor W is, dan gaan we als volgt, stap voor

Stel dat {gl,...,gk_]} een onafhankelijk stelsel in W is met W # <a,,esepq >
Dan is er een a e WA <§l""’§k—l> en dan is {gl,...,gk_l,gk} onafhankelijk.

Pas dit toe met k= 2,...,p 26 dat p maximaal is, dat wil zeggen: W= <§1,...,§p>.
Omdat nog steeds {gl,...,gp} onafhankelijk is, is p < n terwijl dim W = p.
Hiermee is i) bewezen.

Neem een basis {El,...,hn} voor V, en wissel er p van uit voor El""’ép’

zodat {gl,...,gp, Ei ,...,'gi } een basis is voor V, behalve als p = n,
ptl n
en dan is {gl,...,gp} een basis voor V en W =V, a
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4. Lineaire afbeeldingen

3.4.1. Definitie. Laten V en W lineaire ruimten zijn. Een afbeelding A : V » W heet

lineair als

i) A(§] + 52) = Ax. + Ax voor alle x e V.

1t A% eV, %

1 2

ii) Alax) = oAx voor alle x € V, a ¢ R,

Wanneer we in dit hoofds tuk zeggen: ''de afbeelding A : V + W is lineair",
zullen we steeds aannemen dat V en W lineaire ruimten zijn.
(Men laat gewoonlijk de haakjes bij de variabele van een lineaire af-

beelding weg als geen misverstand kan ontstaan, dus Ax in plaats van A(x);

maar A(x + y) en niet Ax + y.)

Lineaire afbeeldingen komen in de wiskunde zeer veel voor. We bespreken een

aantal voorbeelden:

1) De draaiing R over een hoek ¢ in het platte vlak om de oorsprong is een

lineaire afbeelding R :TIR2 +?R2.

R(QLx)

R(51+52)

Immers, door draaien gaat het optelparallellogram voor X, en X, over in
een parallellogram met zijden Rx,, Rx, en diagonaal R(E, *+ X,), zodat
moet gelden Rgl + R§2 = R(§1 + 52). Evenzo zien we R(ax) = aRE.

2) De spiegeling S in het platte vlak t.o.v. een lijn % door 0 is een line~
aire afbeelding S:IR? > B2, Het bewijs berust weer op het feit dat door

spiegelen een parallellogram in een congruent parallellogram overgaat,

PREEREEEAN S SORRE

T

celfiewer.

e
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ax

S(ax)

zodat we vinden S(x, + _:_cz) = Sx, + S¥,» en analoog S(ax) = aSx.

3) De projectie P in het platte vlek op een rechte £ door 0 is een lineaire

afbeelding P: R2 > 112.

0 ?}_1 Plz P(§1+1_(_2)

Wederom \iolgt uit een meetkundige beschouwing

P(x, + x,) =Px, + Px,

2

P(ax) = oPx .

el

Prax)

4) Laat V zijn de lineaire ruimte van de convergente rijen, en definieer

ACa ) , = lima_ .
(nnﬂl e D

Dan is A: V » R lineair. Immers, op grond van de bekende limieteigenschap-

)

= lim (an + bn) = lim a + 1lim bn =

pen geldt

o+ 00m) =4, o>

n n=

n*

n>

= Alay)pay * AGL, s

A(a(an):_l) - A(:aan):_l = limoa_ =

= g 1lim a
n
n-

n n=

n>e

(=]

= oA(a )

)

-]

n'n=|

n n=

n-a«

e g N

el B BRI

e

e
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5) Laat V zijn de lineaire ruimte van de differentieerbare functies op R, en

definieer

VE=f',
Dan is D : V » F(R) lineair. Immers, op grond van de bekende differentia-
tieregels geldt

D(f+g) = (F+g)' =£f"'+ g'="0f +Dg

D(af) = (af)'= oDf .

6) Zij n € N en zij V de ruimte van n keer differentieerbare functies op R
waarvan de n-de afgeleide continu is. V is een lineaire ruimte (ga na).
Neem A peready € R.

Definieer voor f ¢ V

p*s = £ 4 a]f(n—l) totaf

dan is D" een lineaire afbeelding van V in C(R) .
7) Door

b
p(f) = J f(t)dt

a

wordt een lineaire‘afbeelding ¢ van C([a,b]) in R gedefinieerd.

Eigenschappen.

Uit eigenschap 1) in de definitie volgt dat
AQ = A(Q + 0) = AQ + AQ

zodat AQ = Q. Een afbeelding A : V > W, die het nulelement van V niet over-
voert in het nulelement van W kan dus niet lineair zijn. Zo zijn bijvoorbeeld
spiegeling en projectie in IR2 t.o.v. een rechte die niet door de oorsprong

gaat niet lineair.

Stel A : V- W is lineair. Dan voert A lineaire combinaties van vectoren in
V over in corresponderende lineaire combinaties van vectoren in W. Preciezer

geformuleerd:




3.4.2.

- 113 -

Stelling. Voor een lineaire afbeelding A geldt

Alay, +ovta v ) = o Ay, +eaot a Av

Bewijs. Door inductie naar n, met behulp van eigenschappen i) en ii) in de

definitie. 0

Gevolg. Een lineaire afbeelding is bepaald door de beelden van de vectoren

van een basis.

R B,

Bee ldruimte en nulruimte.

Stelling. Zij A : V > W een lineaire afbeelding.

i) Als U een lineaire deelruimte is van V, dan is de verzameling van beelden

A(U) in W een lineaire deelruimte in W.

ii) Als T een lineaire deelruimte is van W dan is de verzameling van originelen

A+(T) in V een lineaire deelruimte in V.

Bewijs. We passen het criterium voor lineaire deelruimten uit § 3.3.2 toe:
i) ACU) is niet leeg.
Neem u,v ¢ A(U), X ¢ R. Er zijn x,y ¢ U met Ax = u, Ay = vy, en dan is
u+ve=Ax+ Ay = A(x + y) € A(U); du = AAx = A(Ax) e A(D).
ii) AT(T) is niet leeg.
Neem X,y ¢ A+(T), Ae R. Ax+y)=Ax +Ay e Tdus x + y ¢ A+(T);
AQAx) = Mx € T dus Ax € A (D). 0

Definitie. Bi} A : V> W heet de lineaire deelruimte A(V) van W de beeldruimte
van A; we noteren deze gewoonlijk met R of, indien misverstand zou kunnen ont-
staan, R(A). '

De lineaire deelruimte A+({Q}) van V heet de nulruimte van A. Notatie N of N(A).

Voorbeelden. We bepalen beeldruimte en nulruimte van de lineaire afbeeldingen ‘%
gedefineerd in de voorbeelden van 3.4.1. '

1) De draaiing R over een hoek g in'.IR2 om de ocorsprong heeft als beeldruim-
te Rz (alle elementen van R2 komen als beeld voor) en als nulruimte {Q}
(het beeld van een vector x ¥ 0 is niet de nulvector).

2) Ock de spiegeling in R? t.o.v. een rechte door O heeft als beeldruimte

R% en als nulruimte {0}.

3) De projectie P in R? op een rechte £ door Q heeft als beeldruimte £, en
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als nulruimte de rechte % door 0 loodrecht op 2.

I

4) De lineaire afbeelding A van de ruimte der convergente rijen naar R gede-

finieerd door

®
A(an)nsl ® iiﬁ &

heeft beeldruimte R. Immers, kies a ¢ R, dan is (d,a,a,...) een convergen~

te rij die door A op a wordt afgebeeld. Alle elementen van R komen dus als

beeld voor,

De nulruimte is de verzameling van alle rijen waarvan de limiet nul is.

5) Laat V zijn de lineaire ruimte van de continu differentieerbare functies,

en beschouy de lineaire afbeelding U : V » F(R) gedefinieerd door Vf = £’

voor alle f € V, Per definitie is nu iedere functie in de beeldruimte con-

tinu, Omgekeerd, stel g is een continue functie op R, en definieer

X
f(x) = J g(t)dt .
0
Dan is £'(x) = g(x) voor iedere x, zodat Pf = g'en g ligt in de beeldruim~
te. De beeldruimte is dus juist de ruimte der continue functies C(R) .
De nulruimte bestaat uit alle functies waarvan de afgeleide de nulfunctie

is, dus uit -alle constante functies.
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6) Beschouw de differentiaalvergelijking

Bij de ruimte V van n keer continu differentieerbare functies en de afbeel-

ding " v~ C{R) met
p*e = g™ 4 o s Ly g
1 n
is de nulruimte van D" de oplossingsruimte van de differentiaalvergelijking.
Aangezien de vergelijking

@) , 4D

y 1 L ay= g(x)

voor iedere g ¢ C(R) oplosbaar is, geldt: de beeldruimte van p* is C(R) .

7) De nulruimte van ¢ : C([a,b]}) - R met

b
g(f) = J f(t)de

a

e e

is de deelruimte {g eC([a,b])| g(f) = 0} . De beeldruimte is R.

3.4.3. Vergelijkingen.

Als V een vectorruimte is, p € V en U is een deelverzameling van V dan ver-

staan we onder p + U de verzameling {p + u|u ¢ U}; vergelijk 3.2.4 conclusie ii).

oy,

L

Stelling. Laat A : V + W een lineaire afbeelding zijn. De vergelijking Ax = b
heeft tenminste &&n oplossing dan en slechts dan als b ¢ R . Als b ¢ R, en

als p voldoet aan Ap = b (p heet dan een particuliere oplossing van de verge- i

lijking Ax = b) dan vormen alle oplossingen van de vergelijking Ax = b de a

verzameling p + N

Bewijs. Dat de vergelijking Ax = b dan en slechts dan oplosbaar is als b ¢ R,
is een direct gevolg van de definitie van.R.

Zij.nu b € R en laat p een particuliere oplossing zijn van de vergelijking
Ax = b. Dan geldt voor een willekeurige oplossing g van deze vergelijking
Alg-p)=Ag-Ap=b-b=0zodat q-pecN.Daar g = p + (q - p) volgt
hieruit dat de verzameling van oplossingen bevat moet zijn in p + N.

Kies nu n € N, Dan is
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Ap+mn)=Ap+An=Db+0=b

zodat ieder element p + n een oplossing is.

De verzameling van oplossingen is dus precies de verzameling p + N.
Gevolg. A is injectief dan en slechts dan als N = {0},

Voorbeelden.

]

1) pe stelling wordt meetkundig geillustreerd door bijvoorbeeld de projectie
P in '.IRZ op een rechte £ door 0.
De vergelijking Px = b heeft oplossingen dan en slechts dan als b ¢ &.
Als be & en als p voldoet aan Pp = b, dan vormen alle oplos-
singen van de vergelijking Px = b de rechte door b loodrecht op %, dit

e s 1
is juist p + &7,

(EN p+n
p
oA .
0 b ¢

2} Beschouw de afbeelding W : 1R3 -+ R3 met
Wx=wxx,

als w een gegeven vector is; w ¥ 0. _
N(W) is de rechte x # Aw; R(W/) is het vlak (w,x) = 0.

De vergelijking
wxx=b

is alleen oplosbaar als (w,b) = 0; in dat geval is de oplossing

x= @w) hxytiu.

3) Laat f een continue functie zijn gedefinieerd op R : Een primitieve functie

F van f is een functie waarvan de afgeleide f is, dus in de notatie van
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3.4.1, voorbeeld 5, DF = £ .

De functie F is dus een particuliere oplossing van de vergelijking (in g)
Dg = f.

Alle oplossingen van deze vergelijking vormen de verzameling F + N
waarin N de nulruimte van D is.

Deze (3.4.2, voorbeeld 5) bestaat uit de constante functies. Meestal no-

teren we dit als volgt:
J f(x)dx = F(x) + C .

4) De differentiaalvergelijking

(n) (n=1)

y o o+ ay +ooatay = g(x) ,
of
*
Dy=18,
is voor alle g ¢ C(R) oplosbaar (3.4.2 voorbeeld 6).

Als H de oplossingsruimte der corresponderende homogene vergelijking
D*y = 0
is, en yp een opleossing van D*y = g, dan is

+ H
p
de algemene oplossing der differenfiaalvergelijking.

5) Bij het oplossen van stelsels (inhomogene) lineaire vergelijkingen heb-
ben we al gezien (3.2.4) dat ook hier de verzameling oplossingen de
vorm p + N heeft, waarin p een particuliere oplossing en N de oplos—
singsruimte van het bijbehorende homogene stelsel is. Ook deze eigenschap

is een bijzonder geval van stelling 3.4.3.

De dimensiestelling.

In deze paragraaf geven we aan hoe een lineaire afbeelding A 1V + W werkt
op een basis van V en op de dimensie van V. De tweede stelling, de zogenaamde

dimensiestelling, is als de hoofdstelling der lineaire algebra te beschouwen.

Stelling. Zij A : V + W lineair en zij {51,...,§p} een stelsel vectoren in V.
Dan geldt:

e

ai T

e

il

. T
R
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i) Als V = <§l,.--.§p> dan is R = <Agl,...,A§p>

i1} Als {Aél""'Aﬁp] onafhankelijk is in R, dan is‘{gl,...,gp} onafhankelijk
in V,
Als A bovendien een injectie is dan geldt bovendien

iii) Als R = <A§l,...,A§p> dan is V = <a ,...,§p>

1
iv}) Als {gl,...,gp} onafhankelijk is in V dan is {Agl,...,Agp} onafhankelijk

in R.

Opgave. Bewijs dit.

Stelling. Als dim V=n, en A : V > W lineair is, dan geldt

dim N +dim R = n.

Bewijs. Als dim N = 0 dan is A een injectie en dan is voor iedere basis
{!l,...,gn} van V ook {Agl,...,Agn} een basis voor R (vorige stelling),

n. Als 0 < p := dim N dan is, volgens een vorige stelling, p £ nj;

zodat dim R
als p = n dan is N =V, zodat R = {Q} en dim R = 0.

Stel nu dus 0 < p < n., Omdat R = <Ag],...,Agn> is dim R < n; zij q := dim R.
Kies een basis {El,..

(i =1,...,49); dan is {gl,...,gq} een onafhankelijk stelsel en

.,Eq} voor R, en bepaal Ei""’fq zo dat Aéi = Ei

geen der vectoren a +s3g behoort tot N.

TR
Kies ook een basis {gl,...,gp} in N.

Dan is {gl,...,gq, E!""’Ep} een basis voor V. Want

1) {gl,.-.,gq, gl,-.-,gp}_is onafhankelijk: uit

2 Asa, + E ujsj = 0 volgt (bepaal de beelden)

2) <8 seevs8 5 C ,...,§p> = V: als x ¢ V dan is

q
Ax = Z; Ah, = A(izlkigi) e R;

volgens stelling 3.4.3 1is er nu een

ZESTRI P O SR

s
LA
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X = EA.E- + EH.E-€<§- "'.’E’S""'E> .
jop 1 =1 =3 1 | 1 P

Aangezien iedere basis voor V uit n elementen bestaat, is

dim N +dim R =p + g = n.

Voorbeelden.
1) Voor de draaiing en de spiegeling in ]R2 geldt

dim R = dim N + dim R

2 =0 +2 .
2) Voor de projectie in ]R3 op een rechte door C geldt
3

dim R dim N + dim R
3 =2 +1

Stelling. Zij A : V + W een lineaire afbeelding en zij {gl,...,g.n} een basis
in V; dan geldt:

i) A is een injectie ®» {Ag,] g s .,Agn} onafhankeli.jk (in W).
ii) A is een surjectie « <A§1,-..,A_an? = W,

iii) A is een bijectie = {Ag.],...,A-_an} is een basis in W.

Opgave. Bewijs dit.

Voor later gebruik vermelden we nog de volgende stellingen:

B IREEE S N I

Stelling. Laat A : V + W lineair en bijectief zijn. Dan is de inverse af-

. “ . .
beelding A : W + V lineair.

Opgave. Bewijs dit.

Stelling. Laten A : U+ V en B : V + W lineaire afbeeldingen zijn. Dan is

samengestelde afbeelding B o A: U + W ook lineair.

Opgave. Bewijs dit.

AR R sl e

R
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5. Matrices en lineaire afbeeldingen.

3.5.1. In de twee voorafgaande paragrafen is de theorie van lineaire ruimten en .
lineaire afbeeldingen z0 geformuleerd dat nergens een berocep is gedaan op
de specifieke eigenschappen van de vectoren waaruit de besproken vector-
ruimten bestaan. Zo speelt in de meeste definities en in vele stellingen
het begrip dimensie zelfs geen rol. Wij verlaten nu dit abstracte stand-
punt, en beperken ons tot de ruimten R® van n-tallen (met willekeurige
n ¢ N). Lineaire afbeeldingen zijn dan afbeeldingen van R® in R"

(met n,m ¢ N) . Dit betekent (volgens 3.3.7 , voorbeeld 1) allereerst

een beperking tot ruilmten met eindige dimensie. R" heeft een standaard-
basis {g},....gn} met Ej = ( Gij'dzj"'dnj); als men de kolomrepresentaties
van deze vectoren in een matrix verzamelt, verkrijgt men de eenheids-
matrix I {en hetzelfde geldt voor de rijrepresentaties).

Als x = (xl,....xn) dan is

en men kan x ntet op andere wijze als lineaire combinatie van €rarresl

schrijven (3.3.6). oY .

3
A
4
i
i
i

In deze paragraaf zal blijken:

i) Bij iedere m x n-matrix A hoort een lineaire afbeelding

A :]Rn'*ﬂlo
ii) Bij iedere lineaire afbeelding A : R" > R hoort een m x n-matrix A.

Dit betekent dat voor eindigdimensionale ruimten de theorie van de lineaire
afbeeldingen uit de theorie van matrices kan worden afgeleid (en, natuurlijk,

omgekeerd).

Stelling. Als A een m x n-matrix is, dan wordt door het matrixproduct Ax -
van A met (de kolom) x een lineaire afbeelding A : R" +—By'gedefinieerd:
Ax := Ax.

Voor de kolommen Ej {j = l,ss.n) van A geldt

k. = Ae..
=1 -J
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- .. m
Bewljs. De rijen van A representeren vectoren El"" I € R .

. . n
Dan 18 voor iedere x e R,

AE = A.:_i = '(EI’:—{)‘ € Rm-
(5235)
L(E;n',‘{),

A beeldt B" af in R".,

Omdat het inwendig product (Ei’l‘) lineair is in x (3.1.3) volgtuitde eigenschappen.:

voor vectoroptelling en scalaire vermenigvuldiging dat A(x + y) = Ax + Ay
en A(ax) = aAx; met andere woorden: A'is een lineaire afbeelding van RrR"

, M

in R,

Aangezien r, = [ail’ai?_"“ ,ain] is (Ei,gj) = aij en

Agj = la_,| =k, (j = 1,cc.5n).
a’,
m

Opmerking. Het onderscheid tussen een matrix A en de bijbehorende lineaire
afbeelding A brengen we ook in de notatie tot uitdrukking.
Daarbij geven we een matrix en de bijbehorende afbeelding met dezelfde

letter aan, in verschillende lettertypen: A, A; B, B; enz.

De eerste belangrijke conclusie waartoe de opvatting van een matrix A als

lineaire afbeélding A leidt is de vertaling van de dimensiestelling (3.4.4),
dim N + dim R = n,

voor matrices en stelsels vergelijkingen.
Zij A een matrix met kolommen El"" ,1_5_“, rijen EyseeesIps

We merken allereerst op:

R = <}_;l,...,1_§n>-,

hetgeen uit stelling 3.4.4 i volgt.
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Dus: dim R = dim <El,...,kn> = de dimensie van de deelruimte in® die
door de kolommen van A wordt opgespannen ("kolommenruimte™); men noemt deze
dimensie de kolommenrang van A.

N is de verzameling {x € RPiAg = 0} en dat is de oplossingsverzameling van

e ] e AR

het stelsel vergelijkingen (rl,x) = Q, (rz,x) = 0y000ey (r yX) = 0.

Nu noemen we dim <r},...,r > de rijenrang van A; het is de dimensie van de
door de rijen van A in R" opgespannen deelruimte. ("rljenru1mte")

Het stelsel (51,3) = 0,...,(Em,§) = 0 heeft als matrixrepresentatie [A|g]
met normaalvorm [N|0J]. Stel dat de normaalvorm in r stappen wordt bereikt;
dan volgt uit de stellingen over het vegen (3.3.4)Jen uit veoorbeeld

6 van 3.3.3, dat r = dim <Lyseresk > = de rijenrang van A.

Uit 3.2.4 en voorbeeld 6 van 3.3.5 volgt dat de oplossingsruimte de dimen-
sien - T heeft, dim N =n - 1.

Dus dim R = r en:

Stelling. De rijenrang van een matrix is gelijk asande kolommenrang. 0
N
Definitie. Onder de rang r(4) van een m X n-matrix A verstaat men de dimensie
van de door de rijen in B" opgespannen deelruimte of de dimensie van de door
de kolommen in K cpgespannen deelruimte.
Uit het voorgaande volgen direct de volgende drie stellingen:
Stelling. Als A de rang r heeft dan heeft het stelsel vergelijkingen EA[OJ

een op10551ngsru1mte met dimensie n - r.
Stelling. r(A) is het aantal stappen van de normaalvormprocedure.

Stelling. Het stelsel [A|§] is dan en slechts dan oplosbaar als r([A[h]) = r(d).
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Voorbeelden.

o]
—
[#%)

De rijenrang van A = 1| volgt na vegen

met de rijen uit | 2 1 3 1| en is 2,

r(a) = 2.
Als we A beschouwen als matrix van een homogeen stelsel vergelijkingen,
dan vinden we als equivalent stelsel (door met rijen verder te vegen)

5 7 0 1| met als oplossing

1 2 =1 0

o 0o 0o ©0

X, = x, + 2x2, X4 = - le - 7x2. dus x = A(1,0,1,-5) + u(0,1,2,-7), een

3 1

vlak in R° met dimensie 2, de nulruimte vande door.A gedefinieerde afbeelding A,

Fysische grootheden hebben een dimensie die men afleidt uit de dimensies
van zogenaamde fundamentele grootheden op dezelfde manier als waarop hun
eenheden zijn afgeleid uit de eenheden voor de fundamentele grootheden.
De fundamentele grootheden‘lengte, massa, en tijd hebben dimensie L, M
en T.

De groothei& snelheid, met eenheid m/sec., heeft dimensie LT‘I, de groot-
heid dichtheid heeft dimensie ML—B, enzovoort.

Bij stroming van een vlceistof door een "oneindig'-lange niet geheel ge-
vulde leiding spelen de volgende fysische grootheden een rol: de snelheid
v, de dichtheid van de vloeistof p, de diameter van de leiding d, de
versnelling van de zwaartekracht g en de viscositeit van de vloeistof yu.

Hun dimensies geven we weer in een tabel:

Ll =
1

L —
- O
|

— —

'
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Een grootheid heet dimensieloos als ze de dimensie MO L0 T0 heeft. Een van

X, X, X, X, Xg
v, p, d, g en u afgeleide grootheid v 'p “d g 'u ~ is dimensieloos als

x2 + xs = (
xl - 3x2 + X, + xA - xs = 0
=X, -2x4 - xs = Q

en de oplossingen van dit stelsel volgen door vegen met rijen in de

dimenstematria:
0 1 0 0 ] ~ 0 1 0 0 1| ~ (0O i 0 0 1
1 -3 1 o= ¢ -3 1 -1 =2 0 1 -1 i
-1 0 0 -2 -l -1 0 0 -2 -1 ; 0 0 2 Il .

De rang is 3, en de oplossing kan geschreven worden als

x = A(2,0,-1,-1,0) + u(l,1,1,0,~1) .

zd“lg_l heet het getal van Froude, de dimensie-

De dimensieloze grootheid v
leze grootheid vpdu—l heet het getal van Reynolds. In de technische
literatuur worden ze aangeduid met Fr respectievelijk Re.

Alle dimensieloze grootheden die in dit stromingsprobleem een rol kunnen
spelen zijn van het type FrA Re! .

Uit onze dimensiestelling volgt voor deze dimensiebeschouwingen: Als een
fysisch verschijnsel met n grootheden wordt beschreven, en de rang van de
bijbehorende dimensiematrix is r, dan zijner n - r onafhankelijke di-

mensieloze grootheden ('7~theorema van Buckingham™).
Ay

3.5.3. We gaan nu over op de keerzijde van het verband tussen matrices en afbeel-
dingen., Zij A : R® » B® een lineaire afbeelding. De standaardbasis in R"
is {gl,...,gn}, die in R" zij {gl,...,gm}. Aangezien Agl € ]fn, kan men op

precies &én manier schrijven

Ae) = a £+ ay £, oot E)

Evenzo

p
11
1]
+
|1

g oot am-f (j = 2,-..,.!1)
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Schrijf de coefficienten 34 bij iedere j in een kolom Ej en verzamel die

kolommen in een matrix A. Dan is Agj = Ej' j=1,...,n, en voor iedere

n .
xe R is

n n
Ax ] xAe, = } xk.= [x,a

= + X,a +,..F X a
. . = 2 |
=1 J 3 i= ] 1711 12 n ln

*180 * X282 Pt X in

= AX .

De aldus gedefinieerde matrix A is precies die, die in de gedachtengang van
3.5.1 bij A hoort.
Men noemt r(A) ook wel de rang van de afbeelding A.

Voorbeelden.

1} Beschouw de identieke afbeelding T : R" - If‘, waarvoor

Igi =e;= (0,0,.0041,44.,0).
De matrix is

0...0
] 40 0

0 o.ll

2) De draaiing*R in ZIR2 om 0 over een hoek g

voert e. over in (cos ¢, sin g) en &5

1
in (-sin ¢, cos ¢) zodat de matrix Re
van R is z

cos ¢ - -sin ¢ | Re,

sin ¢ cos ¢

Merk op dat r{R) = 2 en dat R een inverse heeft.
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3) De matrix van de spiegeling § in R t.o.v.

de x, -as is ) (%)
1 0
S = . e
0 - l 51:551
Ter controle:
ng
s xl ) 1 G xl ) x|
X2 0 -1]t*%2 E1N

met r{S) = 2; S heeft een inverse.

4) De projectier P op de door de vector ain R; opgespannen rechte heeft

een matrix P, Px is een vector die voldoet aan
(P?E'l"f)“on Px = Xa
zodat

0 = (AE = X _a_) = A(ésf‘) - (x,8)

en
(x,2)
Dan is
a,
Pe, = ——-17
~]j (a,2 2
en
Pt [g2 ]
) : aja, aa,
32 a
28, & 283
a,a a 82
14183 %28 83 |

met ¥(P) = | en R = <a>, P heeft geen inverse.
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en.w ¥ 0; definieer W : B> » R door

=W X X.

“wxe = (0,w3, -wz) .enzovoort, en
0 ~V, v,
Wy 0 -wl
—W, v 0

r{w) = 2 en {!{ heeft geen inverse {vergelijk voorbeeld 2 in 3.4.3).

T

Voor W geldt W + W = 0; zulke matrices (en lineaire afbeeldingen met zulke

matrices) heten scheefsymmetrisch.

3.5.4., Als {31,...,§n} een onafhankelijk stelsel is in R® dan is het tevens een

basis. Als we

we Ae. {(j =
23 J

van él""’én

We voeren dit

n m
van A : R* + R de beelden Ag,... .,Agn kennen, dan kunnen
l,...,n) berekenen, daar iedere Ej een lineaire combinatie
is.

uit door in een hulpmatrix op te nemen de rijrepresentaties van

8,y00028 €0 Aél"" ,Agn en ‘te vegen naar de normaalvorm; als men volgens

de normaalprocedure veegt wordt de normaalvorm in n stappen bereikt (ga

dit na!), maar dit is niet altijd het handigste.

Vocrbeelden,

1) Bepaal de matrix van de spiegeling S in ]R2 ten opzichte van de rechte

y = 2x.
Meetkundig

zien we dat deze spiegeling

(1,2) overvoert in (1,2) en {-2,1) in

(2,-1).

2x

y

W 2
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De hulpmatrix wordt

l 2

1 2| met normaalvorm |1 o |-
-1

)& s
wjw »fe

-2 1 0 |

zodat (denk eraan dat Sgl en ng kolommen zijn van §)

1

wie ol
wfo Wl

14 3

2y Zij A R3 - ]R4 gegeven door

A(1,0,1) = (5,6,7,-6)
A(1,2,0) = (-3,3,2,12)
A(-1,3,2) = (1,3,17,-3)

De bedoelde hulpmatrix en zijn normaalvorm zijn

1 0 1|5 &6 7-6]~[1 0 0o]1 3 0 2
1 2 0{-3 3 212 01 0/-2 01 5
-1 3 2|1 317 =3 0 0 1|4 3 7-8
zodat A= [1 =2 & .
3 0 3
0 1 7
2 5 -8

3.5.5, Definitie., Stel A: R +]Rm, B :R" +Rm, A ¢ R, Onder de som van A en B

verstaan we de afbeelding A + B : B" » R gedefinieerd door

(A +B)x=Ax + Bx voor alle x ¢ R,

Onder het scalair product van A en A verstaan we de afbeelding M : R - R©

gedefinieerd door

(AA)x = Mz voor alle x € RrR".

Stelling. Als A : R" »R" en B : R” + K" lineair zijn en A ¢ R, dan zijn

A+B:R +R en M : B® » B ook lineair.
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Opgave. Bewijs deze stelling.

. . . . n m . ..
Stelling. De lineaire afbeeldingen van R~ naar IR met de zojuist gedefini-
eerde optelling en scalaire vermenigvuldiging vormen een lineaire ruimte met
dimensie nm.

n+Rm

Bewijs. Het nulelement in deze lineaire ruimte is de afbeelding 0 : R
gedefinieerd door Ox = Q voor alle x ¢ R" . De tegengestelde van een lineaire
afbeelding A : R® > B is de afbeelding - A : rR® - R® gedefinieerd door
(-A) (x) = - Ax voor alle x ¢ R,

Het is eenvoudig in te zien dat ( en -A lineaire afbeeldingen zijn, en dat
aan de voorwaarden i) - viii) is voldaan van definitie 3.3.1.

De dimensie volgt uit het formaat der matrices.

n

Stelling. Als A, B : R

+ BR™ lineaire afbeeldingen zijn met matrices A en

B dan is A + B de matrix van A + B en AA de matrix van XA,

Bewijs. Als l_cj de j~de kolom is van A en &j de j-de kolom is van B dan is

(A + B)e. = Ae, + Be, = k, + &,
=] =] =1 =3 =]

de j-de kolom van A + B,en

M)e, = AAe,) = Ak,
(M)e, = M(Ae,) = Ak

de j—~de kolom van AA.

Stelling. Als A:R" + R® enB : R® > RP lineair zijn (zodat ook

BeA: R » RP lineair ig) dan is BA de matrix van B o A.

Bewijs. A is een m x n-matrix, noem de kolommen g],...,L_cn; k, ¢ )
m
e R .

i
B is een p x m-matrix, noem de rijen gl,,..,gp; r;
De standaardbasis voor R is {gl,...,gn}.

De j-de kolom van de matrix van B o A is
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(B o A)gj = B(Agj) - B}_tj = (El'Ej) = de j-de kolom van BA.
T K.
('P"J)
Voorbeelden.

1) De matrix van de rotatie R over een hoek -127- om de x3;as in R3 is

0 -1 9
R=]1 o 0
0 0

-1 0 O
5=10 1 g] .
¢ 0 |

De samengestelde afbeelding$ e R(eerst draaien, dan spiegelen) heeft nu

als matrix

~«1 0 0 -1 0 0 1 D
SR= 1|0 1 - 0fl1 ol = |1 0| .
0 1110 0 I 0
Dus: SR e, = & SR g, = &y SR ey = &5 Dit is de matrix van de splege-

ling t.o.v. het vlak X) = Xy Meetkundig is ook eenvoudig in te zien dat
de samengéstelde afbeelding de spiegeling ten opzichte van dit vlak is.
Voor de samengesteldé afbeeldingR o S(eerst spiegelen, dan draaien) geldt'
o -1 0} (-1 o 0 o -l C
RS = |1 o ojl 0. 1 O = |- ¢ 0of .
0 0 i 0 0 1 0 0 l

Ga zelf na dat R o S de spiegeling t.o.v. het vlak x, = =X, is.




3-&.1.

-l3lf

2) Als in de voorgaande stelling voor B de identieke afbeelding I : R" » Rr"

wordt genomen, dan ig A o T = A en dienovereenkomstig AI = A; hier is I
de m x m—eenheidsmatrix.

Evenzo kan men voor A de identieke afbeelding I : R + r® nemen, en
dan is 7 o B= B en IB= B; ook nu is I de m x m-eenheidsmatrix.

Lineaire afbeeldinggn R? » R®

In het eerste deel van deze paragraaf willen we de inverse van een lineaire
afbeelding nader bestuderen.

Uit de dimensiestelling volgt dat:een lineaire afbeelding A : R + R zeker
geen inverse heeft als n ¥ m. We zullen ons daarom beperken tot lineaire
afbeeldingen A : R™ + ®R". Dan is A een n x n-matrix, een zogenaamde vier-
kante matriz. Eerst zullen we uit de voorgaande resultaten een kemmerk
afleiden voor het bestaan van een inverse afbeelding, en de matrix van deze
inverse afbeelding bepalen. Een tweede kemmerk voor het bestaan van een in-
verse lineaire afbeelding wordt gevonden met behulp van de determinant van

een matrix, wat het volgende onderwerp in deze paragraaf zal zijn.

Een inverse afbeelding A” van een (lineaire) afbeelding A kan dan en slechts
dan worden gedefinieerd als A bijectief is. Als dit zo is dan is A gede-

finieerd door
A"u = x dan en slechts dan als Ax = u .

n

Hieruvit volgt dat voor A : IR =~ R" met inverse A" geldt:

Ao A =TendAod=T.

, . < . =1
Pit betekent dat voor de matrix van A , die we met A  aangeven, moet gelden

aat e laer .
De matrix Afl noemen we ock wel de inverse matrtix van A,
Als {g s re5e ) de standaardbasis is dan is gj = Agj de j-de kolom van A;
dan geldt evenwel '

Ak. = e,
i =1
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, -1, . . -1 -
en we verkeren met de matrix A lln de situatie van 3.5.4; A ° bepalen we

door te vegen.
Hierbij is essentieel dat El""’En onafhankelijk zijn.

Stelling. Voor een lineaire afbeelding A : R > " zijn de volgende be-
sre  ing g

weringen gelijkwaardig:

a) A heeft een inverse.

b) A is injectief, of N = {Q}.
c¢) A is surjectief, of R = n,
d) r{4) = n.

e) De kolommen van A zijn onafhankelijk.

Bewijs. b) en c) zijn gelijkwaardig volgens de dimensiestelling; ieder
van deze voorwaarden heeft dus bijectiviteit tot gevolg, dus ook a); het
omgekeerde is triviaal; c), d) en e) zijn eveneens gelijkwaardig op grond

van eerder bewezen stellingen.-

Opmerking. Zowel een lineaire afbeelding A : R® > R" als een n x n-matrix A
die de eigenschappen heeft die in de stelling worden genoemd heet regulier;

zo niet, dan singulier.

Voorbeelden.

1) Onderzoek of de matrix A een inverse heeft, en zo ja, bepaal deze:

A= I 1 3] .
=1 | 2
-3 -1 =4

waarvan iedere rij een kolom Ej van A en een basisvector Ej representeert.

De normaalvormprocedure leidt na 1 stap tot

waaraan men ziet dat A singulier is en geen inverse heeft.
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2y A= [1 1 1].
2 1 o0
0 1
vit [1 2 0|1 o0 0] wolgt [l 0 0 |-3 & -2
1 1 10 1 o0 0o 1 0|2 -3 1
1 o 3]0 o0 1 0 0 1|1 -2 1

als normaalverm, zodat A = [-3 2 1

Stelling. Als A : R® + R® lineair is, B : R" + R" lineair is en BoA = I, i

dan zijn A en B regulier en elkaars inverse.

Bewijs. De beeldruimte R(B o A) van B o A is gelijk aan R, want

voor iedere x ¢ K" geldt x = Ix = (B o A)x.

Dan is ook R(B) = R" en B is regulier zodat E* bestaat en regulier is,
Vit A=A oTl=Ao (BoB)=(AoB)oB =108 =B wvolgt ook dat A

g

regulier is. o
Voorbeelden.
1} Voor de draaiing Dcp met matrix Dcp = lcos g -gin ¢
sin ¢ cos

en de draaiing D_q} met matrix D-rp = | cos ¢ sin ¢ 1

- -sin g cos g e

geldt D o D_ = I. Dus is D_ de inverse van D .
¢ -9 -9 9

2) Voor de spiegeling S ten opzichte van een lijn door 0 in IR2 geldt S « S = I. B
Voor de matrix S geldt dat de inverse ook S is.

{Controleer dit bij 3.5.4 voorbeeld 1.)

3) Voor de dilataties met matrices A= (2 0 0] en B = -%- 0 0
1

0 7 0 0 2 0

|

0 0 3 0 £}

geldt AB = I. Ze zijn elkaars inverse.
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3.6.2. Determinagnten in R?.

Neem a,b,c € R; en definieer

D(Q:EsE) =

0 als {a,b,c} afhankelijk is

- inhoud blok met zijden g,g;g als'{g,h,é} linksdraaiend

D(a,b,c) heet de determinant van de vectoren a,b,c, of de determinant van de

matrix
a, by e
a, by ¢
a3 b3 c3

8 bog
a2 b2 c2
a3 by oy

Of det[é,h pE]u

(cl'c2'°3) drie vectoren

Stellingl_Laat a=

(a],32,83), b= (bl’bZ’bB)’ ec=
in B> zijn. Dan is -

- a,b

= a b + a.b.c, + a blc 3c2 201 Cq

1223 T 3°3% T 9 T agbycy

2 372

- alb
Bewijs. Veronderstel dat {a,b,¢} onafhankelijk is. Het véctorproduct

a x b van de vectoren a en b is een vector die loodrecht staat ép aenb,
als lengte heeft de oppervlakte van het parallellogram met zijden a en b,
en zodanig is dat{a,b,a x b} eenrechtsdraaiend stelsel is. Neem nu aan dat
ok {a,b,c} eenrechtsdraaiend stelsel is. Dan is de hoek ¢ tussen g x b en ¢

scherp en dan geldt

inhoud blok met zijdem a,b,c, als {a,b,c} rechtsdrasiend is

R T

BT e s R B

. b
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(@ xb,e) =liaxblighcos o
= oppervlakte grondviak x hoogte
= D(a,b,2) -

Als {_a_,g,_c_:_}linksdraaiend is dan is de hoek ¢ tussen a X b en ¢ stomp, zodat

Il clicos 9 negatief is, en
(a x byc) =l 2a xbYgl scos o

= - inhoud blok met zijden a,b,c

D(E’E:E) .

Als f{a,b,c lafhankelijk is dan is ax b= 0 of a xb L ¢, in beide gevallen
is (E X E’E) =0= D(EQEIE)'
Uit D(a,b,c) = (a x b,c) leiden we nu met stelling 1.2.10 voor het

vectorproduct de laatste formule af:

D(a,b,c) = (a x b,¢)

~

= (apby = agbyle; + (agb; - abyle, + (gb, = azbj)ey =

= azbac1 - 5’3b2cl + a3bic2 - alb3°2 + alb2°3 - 32b1c3 =

aalb2c3+abc +a3b]c2-a]bc -ablc - a,b,c, .

27371 372 27173 37271

Opmerking. De eigenschap

a; b ¢ -
a, bz ¢,f = albzc3 +s,2b3<:l +&3b]<.'.2“-alb362‘32b1C3'83b201
ag by oy

staat ook wel bekend als regel van Sarrus.
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Met de regel van Sarrus zien we direct

a, 8 34 a b ¢
b1 b2 b3 = a2 b2 c2 .
cl c2 c3 33 b3 c3

Anders gezegd: de determinant van een 3 x 3-matrix is gelijk aan de determinant

van de bijbehorende getransponeerde matrix. Ook zien we dat

1 0 0
1 of =1,
| 0 0 1

hetgeen uit meetkundige overwegingen ook duidelijk is.

Met de regel van Sarrus kan men ook gemakkelijk bewijzen:

Stelling.

i) D(Eséss) = D(E:b:ﬁ) = D(EoEsE) = _D(EIE!E)

{dus door verwisseling van twee vectoren gaat de determinant in zijn tegen-

gestelde over).

11) D(ulél + azézﬂhig) = alD(’a"l ’]3'5') + GZD(EZ’E’E)

D(a,B,b, + Byb,ysc) = B D(a,b;,c) + B,D(a,b,,)

D(a,bsY Sy * Y,85) = ¥, D(a,b,c) + v,D(a8,b,¢))

(m.a.w. D(a,b,c) is lineair in a, lineair in b, lineair in ¢) .

Ay

3.6.3. Determinanten in r®
In het voorgaande hebben we gezien dat we in ]R3 een functie D(a,b,c) kunnen
definiéren met de volgende drie eigenschappen:
1) D(a,b,¢) is lineair in a, in b en in c.

2) D is antisymmetrisch, d.w.z. door verwisseling van twee vectoren verandert

de functiewaarde van teken.

3) D(gyr8,,85) = I
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We nemen deze eigenschappen nu als uitgangspunt voor de definitie van de

. . n
determinant van n vectoren gl,...,gn in R :

Definitie. Een determinantfunctie D(g],...,gn) is een afbeelding die aan

ieder n-tal vectoren El""’gn in R® een getal toevoegt zodanig dat geldt:
1) D(gl,...,gn) is lineair in ieder der vectoren a..

2) D(gl,...,gn) is antisymmetrisch.

3) D(gyreresgy) = 1.

Merk op dat deze definitie niet zegt dat er zo'n afbeelding D is.
Voor n = J en a,b,¢ eim3 kennen we D(E'E’E)5 we zullen nu onderzoeken of er
voor iedere n een D(gl,...,gn) is en hoe hij van de argumenten LIRS

n
afhangt.

Stelling. Als D(gl,...,gn) cen determinant is in R" dan geldrt:

i) Als onder de vectoren 9;""’3n twee gelijke voorkomen, dan is

D(El,...,gn) = (Q,

ii) Als onder a TEENT:- W de vector 0 voorkomt dan is D(El""’én) = 0,

l
iii) Als {gl,...,gn} een afhankelijk stelsel is, dan is D(gl,...,gn) = 0,
iv) D(gl,...,gn) = D(g.1 + A2§2 + A3§3 +o.04 Angn, 52""’§n)'

N

Bewijs.
i) Als a; =~ 2; dan is

D(é"-o-’ei,un.’éj,‘-on,_a-n) = D(El,--l,Ej'--n,éi’-.-'én) =

= e D(el’....‘a'.i’..."a'j'.-.’En)

dus D(a,,...,8 ) = 0.

T .
. Hera R
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ii) D(fl""g""én) = Q. D(gl,..,gl,..,gn) = 0.

iii) Als {él""'én} afhankelijk is, dan is, bijvoorbeeld, a, ¢ <Byyeeesd >

n n
D(§1,§2,..,Qn)='0(.z aigi,gz,..,gn) =_Z @ D(gi,gz,...,gn) = (.
i=2 i=2

iv) Gevolg van 1i}. d
Uit

L n

o= a.
=] 13 jop 71

a2j

a .

| R |
volgt

E n
D{a, .08 ) =D( a, e, srany z a, e, ) =
1 n (D=1 i(1),1 =i(1) i(n)=1 i{n),n =i(n)

n

n
) i(%):l...i(g)zlai(l)nlai(Z),z Lo ai(n)’n

Plesany, i) ** &)
Dit is een som met n" termen die alle een factor van het type D(Si(l)""’gi(n))
bevatten waarbij i1(1), 1(2),..+,i(n) ¢ {1,2,3,...,n}.

Als twee (of qfer) der indices i(1),..,i(n) gelijk zijn,is D(Ei(l)""’gi(n)) =0,
De overige termen zijn precies die waarvoor i(i),...,i(n) onderling verschil-
lend zijn. Vat i op als een bijectie van £1,2,...,n} in {i,2,...,n}. Noem de

verzameling van zulke bijecties (of permutaties) S. Dan is

Dlajseesz)) = iES"“i(l),15‘1(2),2""1(3),3' 25 ny,nP ()t )

Als het aantal verwisselingen, nodig om i(1),...,i(n) in de natuurlijke volg-
orde te brengen, even is, dan is D(Ei(l)""’gi(n)) = D(gl,...,gn) =1,
anders -1,

We geven dit aan met een factor (—I)S(l),>waarin S{(1) = 0 of | al naar gelang

het bij i horende aantal verwisselingen even of oneven is.

D(El,-..,én) = Z (_])S(i)

s 2 y,1%42),2" " *%i(n) ,n"
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Dit is een som met n! termen, omdat S uit n! elementen bestaat.

Als er een determinant functie D(a_al,...,gn) in R® bestaat, dan ia het deze,
Deze voldoet aan de gestelde voorwaarden; dit is voor de eerste en

derde woorwaarde makkelijk na te gaan; voor de tweede moat men iets dieper

ingaan op de eigenschappen van permutaties. Dus:

Stelling. Er is in R" precies &é&n determinantfunctie, en die is
Ste1ng p

LS
D(gl,...,én) igs( 1) ai(l),l e ai(n),n'

Definitie. Als 4 een n x n-matrix is met kolommen El""’kn dan definiéren

we de determinant van A als det A = D(kl"'°’§n)' Men heeft ook de notaties

det A = a a1 eee | = det [51,52,...,§n]
1 %n2 ' %
Voorbeelden.
1y In R? is |a ¢| = ad - bes
b d

als de vectoren (a,b) en (c,d) georienteerd zijn als e, en e, dan is

1
ad - bc de oppervlakte van het parallellogram met zijden (a,b) en (c,d);

anders is de oppervlakte gelijk aan - (ad - be).

2) IR is
- - _yS(1)
det A=la;, &, a4 iZS( D8 19,1%102),2%.(3), 3
BH1  F2  2y3
231 32 %33
T8y %2 833V 33) 815 2y Y 8y 8y 81537 2, 2,5, a5, *

T dy; 8yp 333 7 83 85 313

en dat komt overeen met wat we in 3.6.2 hebben gevonden.
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3)
A=1(1 2 3 4
2 3 1 4
2 4 3 1
4 3 2 1

We maken gebruik van de mogelijkheid om met kolommen te vegen:

det A=1]1 0 0 Ol=|1 0 0 O] =

2 -1 -5 -4 0 -1 0 0 .
2 0 -3 -7 2 0 -3 -7
4 =5-10 -15 -6 -5 15 5
=31 0 0 0o/=3]1 0 0 O0f-=
0 -1 0o -1 0 0
2 0 -1 -7 0 0 -1 0
-6 =5 5 5 4 ~5 5 -30
=-9 |1 0 0 O0j=-%0|1 O 0| = - 90.
0 -1 0 0 0 1 0
0 0 -1 0 0 1 0
4 -5 5 1 0 0 1

3.6.4. Het berekenen van determinanten met de definitie is vanwege de n! termen
bij groter wordende n al gauw onuitvoerbaar. Naast het vegen zijn er nog
enige hulpmiddelén, die berusten op de twee volgende stellingen. De bewijzen
berusten op manipulaties met permutaties en die laten we hier achterwege,
Stelling. det A = det A,

Dit betekent dat men een determinant ook kan berekenen door met rijen te vegen.

Definitie. Laat A = [aij] een n x n-matrix zijn. Laat uit A weg de i-de rLjendej-dej

kolom. Dan ontstaat een {n - 1) x (n = 1)-matrix. De determinant hiervan

heet de onderdeterminant Dij van aij'




Stelling.

n . e
det A = Z (-l)1+Ja
i=}

Toepassen van deze stelling heet ontwikkelen naar de j-de kolom.

Op grond van de vorige stelling kan men ook ontwikkelen naar een rij:

n s ..
det A= J (-,
=1

Voorbeelden.

1) l

£ ST S S

2) Handiger is om zowel te vegen als te

W I~ N

— W

[ AT ¥V

4
&

= ontwikkel naar de 3e rij

D
1] 1]

D
1

1 2 3 41 = 11
2 3 i 4 2
2 4 1 2
4 3 i 4

= -1 =5 =4[ = =571

-3 =7 0

-5 =10 =15 I

= =5 ‘ = ~5(21 -
3) all 0 . O
azl a22 0 8N 0

'y 2 %3 '%m

= 141 -

ij

voor iedere j = l,...,n.

(i = 1,00.,n).

+ 3
l ]
cntwikkelen:
0 Q Of =
-1 =5 -4
g -3 =7
-5 =10 =15
5 41 = =5 10
3 7 0
2 3 1
3) = -90-
T 8y 822 0t 8gg

enzovoort.
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4) -l a 32 a3 = |1 a az a3
I b b2 b3 o b-a b*-a® b3-a°
1 c c2 c3 0 c-a o::z-a2 c3-a
1 d d2 d3 0 d-a d2—a\2 d3-a3‘

(b-a)(c~a)(d-a) |1 b+a 1:»2+ba+a2

2 2
1 c+a ¢ +cata

4,1 d+a d2+da+82

(b~a){c~a)(d-a) ||’ b+a b2+'r::a+a2 -
c—b {(c-b)}(c+b +a)
d-b (d-b)(d+b +a)

(b-a){c~a)(d-a)(c-b)(d=-b) ‘1 c+b+a
1 d+b+a

(b-a)(c-a)(d-a)(c-b)(d-b)(d-¢).
3.6.5+ Determinanten en reguliere afbeeldingen.

Stelling. det A # 0 dan en slechts dan als r(A) = n.

Bewijs. We weten al dat uit r(A) < n volgt det 4 = 0, want dit is in 3.6.3
bewezen. Stel nu r(A) = n, dat wil zeggen dat de rijen van A onafhankelijk

zijn. Pas op A de normaalvormprocedure toe. Dan ontstaat de matrix

waarvan de determinant 1 is; dit is weliswaar niet noodzakelijk det A, maar
is uit dét A ontstaan door bij iedere stap van de procedure det A met een

factor gfé vermenigvuldigen. Dus det A # 0.
{

|
H

J . .
Opmerking, Men kan de stelling toevoegen aan de kenmerken van reguliere

by o .
afbeeldingen en matrices (3.6.1).
r{i
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Stelling. Als A een n x n-matrix is en det A ¥ 0, dan is het stelsel
vergelijkingen [A|§], uitgeschreven Ax = b, oplosbaar. De oplossing is §==Af]§.

Bewijs. A heeft een inverse A_l en uit Ax = b volgt

x= Ix= A lax=4'b.

Het oplossen van een stelsel Ax = b met reguliere n x n-matrix A komt blijk-
baar neer op het bepalen van Afl. Naast de methode van 3.6.1 (vegen)

kan men ook als volgt te werk gaan:

Noem de kolommen van A weer El""’kn'

Dan kan men Ax = b ook schrijven als

x,k, +..e+ xk = b,
1-1 n-n =

Voor iedere i = l,...,n en een oplossing KyseessX geldt nu

D(E1’...’Ei-

n

= sz(kl,lll'k _l’ I_Cj k- l'n--,k)=x1 D(k],--u, )"‘X' dEtA
j"l

en

o Dyl gy By Kyygaee k)
det A

Hier staat allereerst een expliciete uitdrukking voor de oplossing

x = (xl,...,xn) van het stelsel, die bekend staat als de regel van Cramer.

Vervolgens kunnen we met behulp ven deze regel A-l bepalen.

We zoeken dan een n x n-matrix X, met kolommen XpseceyX,, Waarvoor AX = I,
Volgens de definitie van het matrixproduct zijn de kolommen van AX:

AX |y Agz,...,Agn;

We krijgen dan n stelsels vergelijkingen

A§j=gjs j.= ]I"'vn‘
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. T
zodat, daar gj & [xlj’ xzj,...,xnj} ,

_yyit]
. D(_lgl,...,l_ci_l,gj,...,lfn) ] -1 Dji

1] det A det A

Hiermee is A-1 bepaald.

Voorbeelden.
1) x]+2x2+2x3=0
x) - 2x2 + %, = -8
3xl + X, + 2x3 =1
det A= 11,
11 X, = 0 2 2{=2~-16+ 32+ 4=22,
-8 -2 i
1 1 2
xl = 2,
2) De inverse A-l van A = |1 2 2
I =2 1
3 1 2
is
1 T
1T =5 1 7 = T =5 -2 6
-2 =4 5 1 -4 1
6 1 =4 7 5 =4
3) Stel dat voor een tweepoort met impedantiematrix Z = Z” 212 en r = det Z
zZl Z22

geldt ¢ # O. Dan heeft Z een inverse A = % '222 -le .

Deze matrix heet admittantiematriz. _
Als twee tweepoorten met admittantiematrices A’ en A" parallel geschakeld

worden ontstaat weer een tweepoort. Bewijs zelf dat de admittantiematrix

van deze tweepoort is A' + A",

R S

e L

P IR
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3.6.6. Stellingen over determinanten.

Stelling. Als A,B nxn-matrices zijn dan is det AB = det A det B,

Bewijs.
8B = [a;y ovu o2 |[Byy eee by ] = Ueppennk 1By ooa b ] =
a s & b ves b b b
nl nn nl nn nl nn
n n
= 1 b, K. \ysesss ) b, k.
j(Ty=1 (1,171 j(my=1 1M1=
We berekenen det AB op de manier van 3.6.3:
- -y5) -
det AB .2 -1 bj(l)’] bj(n),nD(‘f]""'En)
jes
v =det A ) (—I)S(j)b. vee b, = det A det B.
j(h),1 j(m),n

jes

Gevolg. Als A een inverse Afl heeft,is det A—] = {det A)—l.

Stelling. Als A en B matrices zijn met geschikte formaten dan is
r(AB) < min{r(a),r(B)}.

Bewijs. Noem de kolommen van A : El""’kn’ de rijen van B : Lpseensk
Uit het vorige bewijs blijkt: de kolommen van AB behoren tot <El,...
en daaruit volgt r(AB) < r(A). Op dezelfde manier behoren de rijen wan

AB tot <EjsresI > en r(AB) = r(B).

n
k >
12,70
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Stelling., Zij A een m x n-matrix.

r(A) = p dan en slechts dan als aan de twee volgende voorwaarden is voldaan:
i) A heeft een p x p~onderdeterminant die # 0 is.

ii) Tedere onderdeterminant van groter formaat dan p x p is gelijk aan O,

Bewijs. De voorwaarden zijn nodig; stel dat r(A) = p.

Neem p onafhankelijke rijen wvan A. Die vormen een matrix Al met r(Al) = P,

Al heeft p onafhankelijke kolommen. Die vormen een p x p -matrix A2 met

rang p, en det 4, # 0.

Neem een gq x g-onderdeterminant B met q > p.

De bijbehorende q.rijen van A zijn afhankelijk, de deelrijen die B vormen
zijn dan ook afhankelijk en det B = 0.

De voorwaarden zijn ook voldoende. Stel dat ze gelden wvoor A. Uit r(a) < p
volgt dat voor iedere p x p—onderdeterminant B van A geldt det B = 0, in
strijd met voorwaarde i. Uit r(A) > p volgt dat er een q x g~onderdeterminant

C is met q > p en det C # 0, in strijd met voorwaarde ii. Dus r(A) = p,

, P s n .
Stelling. Als IR RERNY:- vectoren zijn in R, en m < n, dant is het stelsel

{EI,---.gm} dan en slechts dan afhankelijk als iedere m X m~onderdeterminant

uit de matrix £§1,o-a,_a-.m] gelijk is aan 0.

Bewijs. Direct gevolg van de vorige stelling.

~

Gevolg. Twee vectoren a en b in 1?.3 zijn dan en slechts dan afhankelijk als

axb=0.

Definitie. Zij A een n x p-matrix met kolommen gl,...,gp. Dan heet ATA de
Grammatriz van de matrix A, of van het stelsel {gl,...,gp}. {(Naar I. Gram,
1850-1916,)

. . , T
Stelling. {El,...,gp} is dan en slechts dan afhankelijk als det A"A = 0,
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Bewijs:

i) Als {al,...,a } afhankelijk is dan 1s r(A) < p, r(A A) < p terwijl ATA
een p X p-matrix is. Dus geldt det A A= 0.

ii) Het omgekeerde is een gevolg van een nog te bewijzen stelling (3.8.1). il

Een aanvulling op 3.1.6 is nog de volgende stelling:

Stelling. Als de elementen a, i van de n x n-matrix A functies zijn van een

variabele t, zodat ook det A van t afhangt dan is (met Bisrenrdy als kolommen)

d . -
- det A==det[gl,§2,...,§n] + det [gl,gz,...,gn] +,..+ det [gl,g

+o..ta 1
dt a l

2

Opgave. Bewijs dit.

7. Eigenwaarden en eigenvectoren.

3.7.1. Zij A : B® + R" een lineaire afbeelding.

Definitie. Een getal XA € R heet eigenwaarde van A als de verzameling
n
E, = {x « R'|Ax = 2x}
niet uitsluitend uit Q bestaat.
(0 voldoet voor alle X € R aan Ax = ix.)

Als ) eigenwaarde is, dan heet E, eigenruimte bij A.

A
Een element x # O van E, heet eigenvector bif 1.

We spreken ook van eigenwaarden en -vectoren van de matrix A(van A).

Stelling. is een lineaire ruimte.
ste ling El

0 is eigenwaarde dan en slechts dan als A singulier is, en dan is E0 = N,

Bewijs.

i) E, = {x ¢ BPI(A -~ M)z = 0} is de nulruimte van een lineaire afbeelding.

ii) Er is een x ¥ 0 zodat Ax = 0, betekent zowel dat A singulier is, als ook

dat 0 eigenwaarde is.

ii1) B = {x|Ax = 0.x} = {x|Ax = 0} = N, 0
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Voorbeelden.

1)

2)

3)

Laat de lineaire afbeelding A :'R; +:R3 gegeven zijn door de matrix

1 2 1
¢ -1 2.
1 1 3
Dan geldt
1 2 1][3] [z 3
0 _l 2 2 = 8 = 4 2 .
1 1 3|5 20 5

De vector (3,2,5) is dus eigenvector bij eigenwaarde 4.

Beschouw de projectie P vanZB3 op het vlak (a2,x) = 0. Pa = 0, dus

I

is eigenvector bij 0 en By = <a>.
Als (a,x) = O,dan is Px = x en omgekeerd, zodat El ='{§|(§,§) = 0},

-

In een land trekt elk jaar 24 7 van de plattelandsbevolking naar de stad
en vestigt zich 1Z van de-stadsbevolking op het platteland. In het jaar

t = 0 woont 607 van de bevolking in de stad, 407 op het land. We nemen

aan dat de bevolking van het platteland en de stad niet door andere oor-
zaken verandert; in het bijzonder dat de geboorten en sterften elkaar
compenseren,

Laat s het gedeelte van de bevolking zijn dat op enig tijdstip in de stad

woont en 2t het gedeelte van de bevolking dat dan op het land woont. Stel

X = (5pdy) -

Als N de totale bevolking is, dan is de situatie &&n jaar later de volgen-
det

SIN = 0.9950N + 0.025£0N woont in de stad ,

EIN & O.OISON + 0.97520N woont op het land .

0.99 0.025
P-
0.01 0.975
staat hier: L PEb'
We hebben een stationaire toestand (s,2) als geldt P(s,2) = (s,t), dus als

(s,2) eigenvector is van P met eigenwaarde 1. We vinden met de nevencondi-

ties 0 s s <1, 0s 2 s 1,8 + £ =1 als oplossing s --% en % n7% g
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4) De begrippen eigenvector en eigenwaarde zijn ook in andere vectorruimten
dan R" van toepassing.
Zij V de ruimte van willekeurip vaak differentieerbare functies f :R +~ R.
Zij D : V » V gedefinieerd door
DE= £, )
Eigenvectoren bij de eigenwaarde A zijn nu de functies die voldoen aan de
differentiaalvergelijking
y' =2y
zodat voor iedere A ¢ R er een eigenruimte EA is die bestaat uit de functies

ce* (¢ willekeurig in R).

3.7.2. De karakteristieke vergelijking.

Stelling. A € IR is dan en slechts dan eigenwaarde van de lineaire afbeelding
A: R® > R" als det(a - AI) = O.

Bewijs. Voor een x # 0 geldt Ax = Ax dan en slechts dan als (A - AI)x = Q;

dan en slechts dan als A - AI singulier is, dan en slechts dan als det(A - AI) = 0.0

Opmerking. De vergelijking det(A = AL} = O is een vergelijking van de n-de
graad in A, heet karakteristieke vergelijking, en heeft ten hoogste n reele
wortels. Als n oneven is (bijvoorbeeld 3) heeft ze tenminste 1 reele wortel.

Het polynoom det(A - AI) heet Kkarakterigtiek polynoom.

Voorbeelden.
1) A= 1 2 1], det(A - XI) = [1-2 2 1
0 -1 2 0 ~1-X 2
| 1 3 1 1 3-2

= — A(A - 4)(A + 1), de eigenwaarden zijn 0,-1, 4.

E_ is de oplossingsruimte van het stelsel vergelijkingen met representatig

0
2 0] ~[i o 5], By= <(5,-2,-1)>
o -1 2 0 -1 2

E_, is de oplossingsruimte bij

-1
2 2 T ~[1 1 ], E = <(1,-1,00>.
0 0 2 0 0 1 -

1 1 4

E4 = <(3,2,5)>, zie voorbeeld 1) in 3.7.1.
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2) A= 1{-7 -9 9|, det(A - L) = [-7-2 -9 9 =
0 2 0 0 2-x 0
-6 -6 8 -6 -6 8-

= = () - Z)Z(A + 1), de eigenwaarden zijn -1 en 2.

E2 vinden we uit

=9 =9 91 ~[1,1,-1], E, = {x|x +y - z = 0},
0 0 0
-6 -6 6

E_] volgt uit

-6 -9 9l ~[-2 0o 3], E_ =<(3,0,2)>.
0 3 0 o 1 0
-6 -6 9

= - det[W - 217 = =2 =
%) 0 Wy v, ] w3 w2
w3 0] -w] w3 =\ —wl
-wz wl 0 Wy L -2
.3 20 _ .2 .2
= -3 J\(wl +w, + w3) = = x(x° + Wt W, * w3)

Er is &én eigenwaarde, A = 0; en E, = <w>,

0
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8. Orthogonaliteit.

3.8.1. Als r ¢ R" en r # 0 dan is het hypervlak {x ¢ R (z,%) = 0} de verzameling
van de vectoren die loodrecht op r staan; het is een lineaire deelruimte
van R met dimensie n- 1.

Als {r,,«++,r } ecen eindige deelverzameling van R" is, dan is
._l -m A
x e RO (zs®) = (2% =vvo= (rp,x) = 0

een lineaire deelruimte, tevens de verzameling van alle vectoren die lood-
recht op Tyaeeoaly staan. De dimensie van deze deelruimte is volgens de
dimensiestelling n - dim <xr ,...,r > .

=17 *=m

Definitie. Als U een deelverzameling is van R" dan noemt men de verzameling

o= {x ¢ RF] VgeU (u,x) = 0}

het orthoplement van U.
Men kan uit deze definitie direct aflezen dat U' een lineaire deelruimte is

van R®, Uit een stelling in 3.3.7 volgt dat dim Ut < n.

Stelling.'{gl,.-.,gp}L = <él""’§p>l'

Bewijs. Vanzelfsprekend.

Stelling. Als U een lineaire deelruimte is van R", dan is
i) dim U + dim U" = n

i) whH?

Cus 1

iii) U n UT = {0},

Bewijs. Zij p &= dim U (zodat 0 < psmn); alsp =20 (zodat U = {0}) zijn

alle beweringen triviaal' stel dus p > 0 en neem een basis {ai,...,a } van U.
Dan is U'= {al...-,a } en U is de op10551ngsru1mte van het stelsel verge-
lijkingen (gl,g) = (52,5) = (a ,X) = 0,zodat dim U =n - p.

Uit de definitie van orthoplement volgt al,...,a € (U ) , bijgevolg is

ook U ¢ (Ui)l. Volgens het voorgaande is dxm(U ) =n-{n~-p) =p, en
volgens de tweedestelling in3.3.7 is dan U= (U')*. Tenslotte, alsx ¢ U n U" dan

geldt (x,x) =0, x=0¢eUn Ut zodat U o Ut = {0}.

T .
Gevolg. Als voor de Grammatrix ATA van {31....,§p} geldt det A"A = O,dan is

{91""’5p} een afhankelijk stelsel.

0
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Bewijs.

ATA = -(91 sél) (El 52) e (El’ép)

.
L]
»

(22 (a,3) - (2,,8)

P

Als det ATA = 0 dan zijn er getallen o

p e Opo niet alle O, z5 dat voor

alle j = |,...,p geldt

Hier staat:

p
+ L
.z aiéi € {él’!cl’ép} <§l,-..’§p>
1=]
terwijl klaarblijkelijk
E aiéi € <§],...,§p>.

i=1]

Dan is

en zijn él""’ép afhankelijk

Opmerking. Zie 3.6.6, voorlaatste stelling.

~

3.8.2. Projectie.

s . , . . n .
Stelling. Als U een lineaire deelruimte is van R, dan kan ieder element x
n . s R
van R op precies &E&h manier geschreven worden als x=u + v met u ¢ U, ¥ ¢ Ul;

! dan is

2 2 2 2 2
Nxl™ = llull”™ + g™, en lx~ull” <llzx-wl

voor alle w € UT\{u}.

Bewijs. Als U = {0} zijn alle beweringen triviaa%; stel dus QO < p := dim U,

Zij {gl,...,gg'eenbasis voor U, We proberen u = Z o.a8. te vinden z& dat
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Dat betekent dat voor alle j = l,...,n moet gelden

(x - E @;3:,3;) = 0

i=1
P
Llapege; = Gy,

De matrix van dit stelsel vergelijkingen met al,...,ap als onbekenden is
precies ATA, en det A:A # 0; er is dan precies &&n oplossing, en die geeft u.
We nemen nu v = x - u.

Dan geldt woorts

(x,x) = (u+v,u+v) = (u,u) +2(u,v) + (v,¥) = (u,u) + (v,v).

Tenslotte, als w ¢ U dan is

(waarbij het =teken  all@&n geldt als w = u).

Definitie. u heet de projectie van x op U, v heet de projectie van x op ut.
We schrijven u = PU*' of, als geen misverstand kan ontstaan, u = Px,
De maam "projectie" ligt hier voor de hand; de stelling zegt immers: van

alle punten in U heeft Px de kleinste afstand tot x, en de verbindingslijn

van x en Px staat loodrecht op U, vergelijk hoofdstuk I, § 3.

Voorbeelden.

3

I) De projectie Px van x op een rechte & door Q in 1{2 (of R”, of R").

2) De projectie Px van x op een vlak V door 0 in 33 (of R™).

Stelling. Projectie P op een deelruimte U is een lineaire afbeelding,
Als X eigenwaarde is van P, dan geldt A = 0 of A = 1.

Bewijs. Als x =Px +veny=Py+wdanis x +y= Px+ Py + v + v met
PE + Py € U en vV+twe UL’ zodat P(E + X) = PZ + PY-

A S S

5 C R
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Als o« € IR dan is ox = aPx + oy met oPx ¢ U en ay ¢ Ut zodat Plax) = aPx.
Daarmee is aangetoond dat P lineair is.
Zij A eigenwaarde van P. Dan is er een x € R", x # 0 met Px = ix. Wegens

Px e U, x~-Pxe vt geldt 0 = (A%, x = Ax} = A(l = A)(x,x), dus A = 0 of
A= 1,

Als 0 eigenwaarde is van P, dan is Ej = {x ¢ IR“|P§ =0)={xe R |x=v
met vV € vty = vt .
Als | eigenwaarde is van P, dan is E; = {g « IRn]P§ = x} = {x ¢ Hf‘lg = u

met u ¢ U} = U, . a

Een van de oudste toepassingen van projectie-is.de methode der kleinste -

kwadraten (Legendre, 1806; Gauss, 1809), veel ouder dan de lineaire algebra;

de beschrijving met lineaire algebra is afkomstig van Kolmogoroff (1946).
Veronderstel dat iniR2 gegeven zijn een aantal punten (al’bl)’ (az,bz),..,(an,b ),
voorstellende een aantal paren van waarnemingsuitkomsten. Men wenst een rechte

y = Ax + u te vinden, die "zo goed mogelijk™ bij de gegeven punten "past”. o
Met "zo goed mogelijk passén' bedoelen we dat de som van de kwadraten van de

verticale afwijkingen minimaal is, dat wil zeggen dat

Ebl - (J\al + u)]2 +ou.t [bn - (Aan + u)]z

minimaal is.

Beschouw a = (a],...,an), b= (bl,...,b )y ene = (1,1,1.,,1) als vectoren
. T1 n

iR .

Dan moet b - Aa - pell minimaal zijn. Dan moet Ag + pe de projectie zijn van o
b op <a,e>, en dan is (b - Aa ~ ue,a) = (b - A2 - uye,e) = 0.

Dit geeft twee vergelijkingen met A en y als onbekenden:

J\(E‘:é) + U(S,Q) = (a,b)

Mase) + ule,e) = (e,b).

o)
-

| E
R
G

g

De matrix
(a,a) (e,a)

(a,e) (e,e)

is de Grammatrix van {a,e} en uit de aard van het probleem volgt dat a en e

onafhapkelijk zijn, Dus heeft het stelsel precies &&n oplossing. De rechte

y = Ax + | staat bekend als regressierechte van y naar Xx.
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Voorbeeld 1. (Mendelejew, 1881). In 100 gram water kunnen bij de hierna

aangegeven temperaturen de aangegeven hoeveelheden natriumnitraat worden

opgelost:

0 4 10 15 21 29 36 51 68°
66.7 71.0  76.3 80.6 85.7 92.9 99.4 113.6 125.1

Op theoretische gronden moet de oplosbaarheid y (in eenheden NaNO per 100

‘ 3
gram water) van de temperatuur x afhangen volgens y = Ax + u.

Voor de regressierechte krijgen we dan de volgende berekening:

a b e (g, (a,b)
0 66,7 1 0 0
4 71.0 1 16 284.0

10 76.3 1 100 763.0
15 80.6 1 225 1209.0
21 85.7 | 441 1799.7
29 92,9 | 841  2694.1
36 99,4 1| 1296 _ 3578.4
51 113.6 1 2601 5793.6
68 125.1 | 4624  8506.8

(+)
234  811.3 9 10144 24628.6
10144)% + 234p = 24628.6
234x +  9u = 8l11.3

A= 0.87, u=67.52, en de regressierechte is
y = 0.87x + 67.52.

Er zijn allerlei variaties op dit thema, waaronder,bij wijze van voorbeeld,
de volgende: '

- : s
Laat in R weer gegeven zijn een aantal punten
(a;sb )i (aybodiens (a,b) o

. . 2 .
Men kan nu ook vragen naar de kwadratische functie y = Ax" + ux + v, die "zo0

goed mogelijk" bij deze punten past. Bij dit probleem van kwadratische regres-
sie kan dezelfde methode worden toegepast. A, u, v moeten zodanig zijn,

dat de volgende som van kwadraten minimaal is

L R T
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2 2
[bl - (Aaf + ua, + \0]2 S [bn - (Aan + ua, + )] .
Zij ,
b= (by,eersb )saz = (a?,...,an),g = (apseemradie = (1eens),

. . . . n
dan moet ‘aa + ua + ve de projectie zijn van b op <aa, a, e> in R, en de

vector b - Aaa - ua - ve is dan loodrecht op az, a en e.

Dit geeft drie vergelijkingen voor A, u, v en de regressieparabool is gevonden.

. 2 .
Opmerking. In plaats van de parabool Ax + ux + v kunnen ook andere functies
worden genomen. Bijvoorbeeld kan men vragen naar de functie

X sin x + u cos x + ve® die zo goed mogelijk bij een aantal gegeven punten

past.

Voorbeeld 2. Gevraagd de regressieparabool van de punten

(ai,bi)=(-3,1J); (-2,1.3); (=~1,1.6); (0,2.45); (1,2.4); (2,3.4); (3,4.1).

Wij berekenen achtereenvolgens

a b e 2a (a2 (gb) (aza) (aab) (3a,33)
-3 1.1 1 9 9 -3.3 -27 9.9 81
-2 1.3 1 4 4 -2.6 -8 5.2 16
-1 1.6 1 1 | -1.6 -1 1.6 ]

0 2.45 1 0 0 0 0 0 0 1
| 2.4 l.\ 1 1 2.4 1 2.4 I @
2 3.4 1 4 4 6.8 8  13.6 16

3 4.1 1 9 9 12.3 27 36.9 81

0 16.35 7 28 28 5.0 o 69.5 T

De eis, dat b ~ Xaa - ua - ve loodrecht is op aa, a, e levert

69.6 - 196A - 28y = O -
i 1 ‘

14 e 2811 = 0 dus H w E, A= E)', v =213,

16.35 -~ 284 = 7y =0

De regressieparabool is dus y = 3%-x2 + % x + 2,13 .
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3.8.3. Orthorormale stelsele.

Het voorbeeld van Mendelejew (3.8.2) kan nog enigszins verfijnd worden,
We bepalen een ¢ = ya + be ¢ <a,e> zb dat (c,e) = 0; dan moeten yen & vol-

doen aan y(a,e) + §(e,e) = 0, waartoe we nemen

1}

Het getal a % (al Foaot an) heet het gemiddelde van de getallen CIPRERTL S

n
Dan is

a - ae, terwijl <a,e> = <c,e> .

in
(]

Verder is b - Aa - ye = b - Ao + Eg) - ue="b =~ Ac - (A; + ple en deze

o

moet loodrecht stdan op ¢ en e:

Ac,c) (b,c),
(Aa + w(e,e) = (b,e).

We krijgen de vergelijkingen zo in een vorm waaruit ) en p direct kunnen

worden afgelezen:
A= (b,e)/(c,e)
p = (b,e)/n - A2 = b - Aa.

Deze modificatie heeft natuurlijk meer effect naarmate het aantal onbekende

coefficiénten groter is.

\

De Berekening van voorbeeld 1 in 3.8.2 wordt nu:

a2 c=a-a b e (c0) (b,

0 -26 66.7 1 676 ~1734.2
4 =22 71.0 | 484  ~1562.0
10 -16 76,3 1 256 ~1220.8
15 ~-11 80.6 1 121~ 886.6
21 -5 85.7 1 25 - 428.5
29 3 92,9 } 9 278.8
36 10 99.4 1 100 994.0
51 25 113.6 1 625  2840.0
68 42 125.1 1 1764  5254.2

(+)
234 0 811.3 9 4060  3534.8




- 158 -

a= 5 26 b 3 = 90.14
A = 3534.8/4060 = 0.87
u = 90.14 - 0.87x26 = 67.52.

De truc in bovenstaande redenmering is dat de basis {a,e} van <a,e> is

vervangen door {c,e} met (c,e) = 0. Dit wordt mu gegeneraliseerd.

Pefinitie. Een stelsel vectoren {51,92,...,§m} in R heet orthonormaal

indien (gi,éj) = 6ij; ze hebben dan alle de lengte | en zijn onderling
orthogonazal.

Stelling. Een orthonormaal stelsel {91""'§m} in R" is onafhankelijk.

Bewijs. Als

P 1 , .
Gevolg. Een orthonormaal stelsel in R dat uit n vectoren bestaat, is een

basis. N

Pefinitie. Een orthonormaal stelsel dat basis is, heet orthonormale basis.

Voorbeeld. De standaardbasis {gl,...,gn} in R® is een orthonormale basis.

Steiling. Als {a,,...,2 } een orthonormale basis is in R", dan is

KA, 40,8 > = <g seegd >,
=1° Zm “m+1’ '=n
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Bewijs. Uit de definities van orthonormale basis, orthoplement en .opgespan-

nen ruimte volgt

.. a < L) >
al'ﬂil' L ] by € a]’ 'am

zodat

L
<a a > c < sesgd >,
—m+l’...’-n E]’ "-m

Bovendien hebben deze ruimten allebei de dimemsie n-m; dus

. L
8 Lpreread T <Bpaeen,a .

Stelling. Tedere lineaire deelruimte U van y (behalve {Q}) heeft een
orthonormale basis.

Bewijs. Kies b ¢ U\ {0} en a, = QI/HEI i, zodat lla Il = 15 als U = <a;>,
dan zijn we klaar; zo niet, dan is er eemn EZ € U\<a1>.

De projectie van 92 op <a,> is (92,31)51 (ga dit na) en we nemen nu

By~ (Bye2))2,

2, '

Dan is {3,,2,} een orthonormaal stelsel en

<§1,§2> = <§],22> <« U

Als U = <El'§2>’ dan zijn we klaar; zo niet,dan is er een §3 e U\<a >

1°22
De projectie van 23 op  <a;,a,> is (93,51)51 + (93’52)52 (ga dit na) en

we nemen

93"(93'51)31 '(§3'§2)§2

a =
~3
"93 - (93’§|)§1 - (§3s§2)§2"

Dan is {31,32,33} een orthonormaal stelsel en

2,§3> = <§1,§ > ¢ U

2023

Zo gaan we door tot het orthonormale stelsel {91'92""’5m} met

.<-§1,ot|"a_m> = 17,
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Als we de voorgaande redenering toepassen op een basis {Ql,...,EP} van U
dan wordt deze ingewisseld voor een orthonormale basis {gl,---.gp} van U.
In dat geval Staat de constructie bekend als het orthonormalisatieproces
van Gram-Schmidt, (E. Schmidt, 1876-1959), In het bijzonder kan men U = R
nemen.,

Eé&n van de opmerkingen uit het bewijs van de stelling vermelden wij nog
apart:

Als {gl,....gm} orthonormaal 1is dan is

m
P<_§11,...,_a,ﬂ.l> x= z

Voorbeelden.
1) Bepaal een orthonormale basis voor de lineaire deelruimte

U= {x|x+y=- 32 =0} in R

Neem b, = (1,=1,0), 3, = £/Z(1,-1,0).
Aangezien dim U = 2 is U # <a,>; voor '9_2 = (1,2,1) geldt 132 ¢ U\<a

-
l .3
. . - 1,

de projectie van b, op <a,> is (gl,yz)gl-— E{ 1,1,0)

en

(13291)-%(-131s0) ‘ (%,%,1) 1
92 = = .= (3'3,2).
i /2
2 2

{31,52} is .een orthonormale basis voor U.

2) Bepaal een orthonormale basis voor de doora = (1,1,1,1), b= (1,-1,2,0),

c = (5,0,1,~4) in'RA opgespannen deelruimte.

Neem a, = afllall = %(l,l,i,l).
Dan is P__ b = 2(1,1,1,1) en 13—P<21>§=%(l,-3,3,-1)metll‘g—P(é Jblh=V5
zodat 2, =-;i§(],—3,3,-1). Nu is | 3
<§1’§2>g = P<§1>E + P<§2>g = 7(1,1,1,1) +3(1,-3,3,-1) =
Lot
= ¢ ;1:?43,23,-1)
en
c-P c = l3—(3’;,1,-],-3),

<§,],4_32>-. 10
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13 1
Il ¢ P<a cll S Y5, 2, E;%ﬁa’lftlrfg)i

2 ’§2>"

3) Neem a ¢ BQ. en voor het gemak bovendien llall = 1.

Bepaal de matrix P

<a>
Omdat P<a>§ = (g.g)é is P<a>gi = (g,gi)g = a8 Dus
P = i 32 a,a a a— = ga
<a> 1 172 1% &a .
2

2183, %y 33,

2
4183 %, %

4) Neem a,b ¢ B>, met Hal = bl = 1, (a,b) = 0.
Bepaal P<

a,b> ’
P x =P X + P X en zodoende is P = P + P =
<a,b>= <a>= <b>= <a,b> <a> <b>
2 N 2 ]
= a a,a, a;a, + bI blb2 b1b3 =
a2 5 b2
212, 2 358, P2 2 baby
a2 b b2
2173 3% 3 PPy a3 3]
= aa + QET.

Aan deze uitdrukking kan men al heel gemakkelijk zien dat a em b eigen-
vectoren zijn:

Pea,p>2 = (aah)a + (bbD)a = a(a"a) + b(b'2) = a(a,a) +b(a,b) =

€Il evenzo

B S
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9. Orthogonale afbeeldingen.

3.9.1, Definitie. Een lineaire afbeelding A : B° + R" heet orthogenaal indien voor

alle x ¢ R” geldt IAxl = lx .
Draaiing om 0 in R", om een 1lijn door 0 1nIR , spiegeling in een rechte

door 0 1niR?, in een vlak door 0 1n.R;, zijn orthogonale afbeeldingen.

Men ziet direct dat een orthogonale lineaire afbeelding regulier is: als

IAxIl = O dan is Izl = 0 zodat N = {O}.

A heeft een inverse A , en deze is ook orthogonaal: als Ax = y dan is

Ay = x en BA N = lixll = HAxl = gl

Men ziet direct dat uit A orthogonaal, B orthogonaal, volgt dat A o B orthogo-

naal is.

Stelling. De volgende uitspraken zijn equivalent:

i} A orthogonaal
ii) wvoor alle x en y geldt (Ax,Ay) = (x,¥)-
iii) De kolommen van de matrlx A vormen een orthonormaal stelsel.
T -1
= A. )l

iv) A A =T (zodat A
v) De rijen van A vormen een orthonormaal stelsel,

Bewijs. i) = ii) Voor alle x en y geldt
Iz + Al = NAGe + I = Ix + yIF,

(Ax,Ax) + 2(Ax, A7) +(Az,Ay) = (x,x) + 2(x,y) + (¥,¥)
en uit het gegeven volgt dan
(Ax,Ay) = (x,¥).

ii) = iii). Voor standaardbasisvectoren e:» Sj geldt

(Ae;rhey) = (eg0e0) = 654 s

en Agi,Agj hebben als kolomrepresentaties de kolommen k. en Ej van A.
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s T . -
iii) @ iv). De kolommen van A zijn de rijen vam A", zodat ult (gi,gj) = 6ij

volgt ATA = I; volgens 3.6.1 is AT dan de inverse van A. En omgekeerd.

iv) @ v). Als A de inverse is van A? dan is AAT = I zodat de rijen van A
een orthonormaal stelsel vormen. En omgekeerd.

iii) = i). Voor

j=p 71
geldt
n n
- izlxiAEi ) iz-nxil'ci
en
n n n n
edo - (izlxikl’ jzllejJ) ) iglx lexJ(Ei'kJ)
n n n 2
= izlxi jlejﬁij = izlxi = {X4%X).

De matrix van een orthogonale afbeelding heet ock orthogonaal. Een orthogonale
matrix Awordt dirs gekarakteriseerd door een orthonormaal stelsel kolommen

(rijen)} en door A: = Afl.

3.9.2. Eigenschappen wan orthogonale afbeeldingen en matrices.
i) Als {gl,...,gm} orthonormaal is, dan is {AEI,...,AEm} orthonormaal.
ii) det A =2 1. Want t = det I = det AIA = det AT det A = (det A)z.

Als det A
Als det A

L

i dan heet A direct orthogonaal.

-1 dan heet A gespiegeld orthogonaal.

iii) Als X éigenwaarde is, dan is A = % 1.

Immers, uit Ax = Ax volgt llxll = NAxIl = [A[lxH.

iv) Als | en -1 eigenwaarden zijn, dan zijn E enE_, orthogonaal. Want uit

Ax = x en Ay = -y volgt
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(x,y) = @x, -AY) = - Ax,Ay) = - &7

Let op: Er staat niet E, = E_}L maar E, < E_T en E  c E]l.

v) Definitie. Een lineaire deelruimte U van R® heet Znvariant onder de
lineaire afbeelding A : R" + R", als A(U) < U.

Stelling. Als A orthogonaal is en U invariant onder A dan is A(U) = U,

. . <« L, .
U invariant onder A en U  invariant onder A.

Bewijs. Om te bewijzen dat A(U) = U is het voldoende om te laten zien dat

dim A(U) = dim U, en dit volgt uit de eerste stellingvan3.4.4, toegepast op 2en
basis van U,

omdat A(U) = U is ook U ¢ A"(U); omdat A een bijectie is, is dim U.= dim A*(V)
en U = A+(U). (Pas weer de eerste stelling van 3.4.4 toe.)

Met andere woorden: U is invariant onder A"

Tenslotte, neem w € Ul, dan is 0 = (w,u} = (AE'AE) voor alle u ¢ Uen dus ook
(Aw,u) = 0 voor alle u e U.

Dit betekent dat Aw € u* en dat U invariant is onder A.

Voorbeelden.

1) Invariante deelruimten kunnnen ook bij niet-orthogonale afbeeldingen voor-
komen: Iedere eigenruimte is invariant (maar niet omgekeerd) .

2y 2ij D¢ draaiing over een hoek ¢ om de z-as iniR3. Dan is <eq> zowel een
invariante deelruimte als tevens E, (als ¢ # 21}, en <g;,€,> is in-
variant maar geen eigenruimte (tenzij ¢ = w).

3) 2ij Wx =w x X iniR3. <w> is invariant onder W, en is tevens EO' Het
vlak (y,f) = 0 is invariant onder W, maar geen eigenruimte.

4) Zij S spiegeling ten opzichte van het vlak V: (a,x)= 0 inIR3.

V=E is invariant, <a> = E__ is invariant en zij zijn elkaars ortho-

i
plement: E_] = Ell.
5) Beschouw

A= [cos g =sing 0 O

o

sin ¢ cos ¢
0 0 1
0 0 0 -1

i
*
N

3
"

5 L e e s <
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4 +ZR4. A is orthogonaal, det A = -1.

als matrix van een afbeelding A : R
Verder is <g1,8,> invariant maar geen eigenruimte, <eg> = E, is invariant,

<e,> = E_] is invariant;

4 L
E, ¢ E = <gl,gz,§ = <§l’92'24>'

] -1 > en E_ c E

3 l 1

3.9.3. Orthogonale afbeeldingen in 1

2ij A r? - B orthogonaal met A = det 4= + |,

Stelling. Als A = 1, A direct orthogonaal, dan is A een draaiing omQ; als

A = -1, A gespiegeld orthogonaal, dan is A een spiegeling in een rechte

door Q.

Bewijs. Als A = {% f] dan geldt
b d

a2 + b2 = 1]
ac + bd = 0

c2 + d2 = lh
ad ~ bc = A]

1

Bij a en b is &&n ¢ ¢ {0,2n)zodat a = cos ¢, b = sin g.

)

uit ¢ cos 9 + d sin ¢ = O} volgt ¢ = — A sin ¢, d = A cos ¢.

-c sin ¢ + d cos ¢ = A
zodat
A= [cos g —A sin ¢
' [iin ¢ A cos ¢| .
Als A = 1 dan is dit de matrix van de draaiing D, over een hoek ¢ om O.
Als & = -1 is

A=1E:03q3 sin.ﬂ,det(A—;\I)= cos p~-Xx sin g =A2‘—l.

gin ¢ -cos g sin ¢ -cos p-A

I en =1 zijn eigenwaarden,
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voor ¢ # 0 geldt

= (cos ¢ = 1, sin o)t = (- 2 sin’ %, 25in%, 2606%)1= (- sin%, cos

role
S’
‘_
#

E,

= <(cos % , sin %)> ,
E = <(- sin ¥ , cos %D>; het blijkt ook voor ¢ = O te gelden.

-1 2

A is een spiegeling in de rechte x = A{cos %3 sin %J. ‘ o

Als men inZR2 draaiingen om 0 en spiegelingen in lijnen door 0 na elkaar
vitvoert dan is de samengestelde afbeelding een draaiing (als het aantal %
spiegelingen even is) of een spiegeling (als dat aantal oneven is). In het ¥

bijzonder is het product van twee spiegelingen een draaiing.

3.9.4. Orthogonale-afbeeldingen in ]Rs.

In'R3 kennen we de draaiing om een rechte door O en de spiegeling in een

vlak door 0. We gaan na of dit de enige mogelijkheden zijn.

Zij A i R >R orthogonaal met matrix A, A = det A =% 1.

Uit det(A - AI) = - AB + pzl? +pAt+py=- (- A])(A - AZ)(A - 13) volgt voor
de wortels A, Ay, Ay van de karakteristieke vergelijking A = det A = X A %q.
Dan is ten minste &é&n der wortels 4. (want: 6f A, en ig zijn verschillend
reeel, en dan +! en -1, 8f ze zijn geconjugeerd complex 6f gelijk en reeel,

en hebben dan een positief product).

Zij e, eigenvector bij A, dan is

A= 0| = 0] = jcos ¢ - sin ¢ O
d 0 0 sin ¢ cos ¢ 0
p gqg A 0 &4 0 0 A

Als A = 1 dan is dit een draaiing over een hoek ¢ om de z-as.

Als A = -1 dan is
det(A = AI) = = (A + I)(A2 = 2% cos ¢ + 1}
met drie reéle nulwaarden alleen indien ¢ = kmj als ¢ = 0 dan is A, = A5 = |

en is A een spiegeling; als ¢ = 7 dan isVA2 = Aq = ~1 en dan is A = - 1,
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Indien ¢ # kv dan is

A= [cos o - sing O i 0 ,
sin ¢ cos ¢ O} |0 1
0 0 ] ¢ 0 -}

het product van een draaiing U over een hoek ¢ om de z~as en een spiegeling
S in het vlak z = 0.

Zulk een lineaire afbeelding noemt men draaispiegeling.

Conclusie. Als A direct orthogonaalis dan is A een draaiing, en als A ge-
spiegeld orthogonaal is dan is A een draaispiegeling, met als bijzonder ge-

val een spiegeling.

We zullen ook nog laten zien hoe men de orthogonale afbeeldingen kan classi-

ficeren met behulp van E, enE_:

1) dim E, = 3, A is de identieke afbeelding 1,

)
2) dim E, = 2; het vlak E, is invariant onder A, zo ook de lijn El, die dan
nocdzakelijk eigenruimte is, en dan noodzakelijk bij -1. A is de spiegeling

in El'

3) dim El

als een draaiing of als een spiegeling; in het laatste geval zou Ef een

1

= 1; de lijn El is invariant, en dan ook het vlak‘E?. A werkt op EI

eigenvector met eigenwaarde 1 bevatten, hetgeen onmogelijk .is. Dus is A
een dragiing om E .
4) Als | geen eigenwaarde is dan is -] zeker wél eigenwaarde en zijn er voor "g

E_l nog de volgende gevallen:

4 a) dim E. = 3; dan is A = - T, een draqaispiegeling waarbij iedere lijn door

0 als as genomen Kan worden voor de draaiing over een hoek 7.

4 b) dim E ., = 2; dan zou E_T een invariante lijn moeten zijn, en dat zou be-

tekenen dat ze hetzij tot E hetzij tot E ., moet behoren, hetgeen

1 1

uitgesloten is.

4 ¢) dim E_l = 1; dan is E_? een invariant vlak waarop A als een draaiing

werkt: A is een draaispiegeling met E_, als as van de draaiing en E_T

als vlak van de spiegeling.
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Voorbeelden.
1) 21ij
A=+2 1 -2
3 -+
1 2 2
2 -2 1

A is orthogonaal, omdat de kolommen orthonormaal zijn. Det A = 1, zodat A

een draaiing voorstelt.

De draaiingsas is E, (anders zou A= I zijn) en die vinden we uit het stel-

1
sel vergelijkingen met representatie

palre win win)

]

wir wf— wi—

win wl=— w|—

De draaiingshoek vinden we door een vector in ET te nemen, bijvoorbeeld €qs
en de hoek ¢ tussen e, en Ag3 uit te rekenen: ¢ = arccos %.

De draairichting vinden we met behulp van

1o 2
o 1 3
gezien in de richting (1,1,0) draait e, naar links, of: (1,1,0), e, en AE3

zijn links gebrienteerd.

We bepalen ook, omgekeerd, de matrix van een draaiing U in IR3 « 2ij w e 123,

met lwll = 1, de richting van de draaiingsas en zij o de draaiingshoek. De
draaiing is, gezien in de richting van w, rechtsom.

De projectie van een vector x op <w> is (x,w)w en verandert door de
draaiing niet.

De projectie van x op het vlak <w_¢>l is x - (x,w)w. We nemen nu in <g>l
een vector die loodrecht op deze projectie &n loodrecht op w staat, name-

lijk hun vectorproduct-

wx (x -~ (x,wu) = wx

e

die bovendien even lang is als x - (x,w)w. Dan is

~ 1=1 1 =2 ~ |- 1 =2] ~ |~] ) 0f » E] = <(1,1,0)>,
-1 - 0o 0 - 0 o )

R 2
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Dix - (x,ww) = (x - (x,ww)cosa+ W x X sin g, en omdat Dw = w,

Dx = x cos a + (X,ww(l - cos @) +w x x sin a .
Met reeds bekende afbeeldingen 7, P<w> en [ is dan
D= Icosa+P<w> (1 — cos ) + W sin a ,

met matrix

‘ ‘ 2 .
D= cos o |I 0 0 + (1 cos a) v wiW, W W, + gin g| O Vo
0 1 0 2
ww, W, w2w3 w3 0 W
0 0 1 2
_t:vlw3 WoWy Wy W, W,

Interessant aan deze matrix is het zogenaamde spoor, dat is de som
8| * 8, + ajy van de coefficienten in de hoofddiagonaal:

2

2+w§)=l+2cosa.

Sp(D) = 3 cos o + (I - cos a)(wf +w
Hieruit volgt: voor een direct orthogonale 3 x 3-matrix D is de draaiingshoek

a = arccos = .-(123) ~ 1.

Orthogonale afbeeldingen in R,

Bij de analyse van een orthogonale afbeelding A in ]R2 of R’ hebben we, kort

samengevat, gevonden: er zijn eigenruimten bij de eigenwaarde 1 en bij de
eigenwaarde -1, en er zijn invariante deelruimten met dimensie 2 waarop A
werkt als een draaiing (zij het niet allemaal tegelijk). We zullen zien dat
deze situatie voor een orthogonale A : R" +~ R® ook geldt. Daarbij hebben

we de volgende, voor alle lineaire afbeeldingen geldende stelling nodig:

.
-
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Stelling. Zij A een lineaire afbeelding R" > R, A heeft temnminste &&n

invariante deelruimte met dimensie 1 of 2.

Bewijs. De lineaire afbeeldingen,RF +R" vormen een vectorruimte met dimensie
n2. In de rij I, A, Az, A3 .++ i8 er een kleinste getal k z5 dat I, 4, AZ,...’Ak
afhankelijk zijn (met k < n2):

k
aOI + u]A Foo0+ O A

Kk =O, ak*OO

Het is geen beperking te onderstellen dat o, = I

k
k k-1 '
AT+ ak_]A *oout apl = 0.
Beschouw de vergelijking
k k=1
z° + a2z *oatag = 0, =zeC.

Ze heeft tenminste &&n wortel, [ ¢ C.

Als £ ¢R dan is er een polynoom g met graad k-1, zo dat

z +ta .2 a0t uo*(z-«;)g(z),

en dan is ook
(A - tDg# = 0.
A - I kan niet regulier zijn, omdat dan zou gelden

g (A) = 0!

Ciibege . o

in strijd met‘de onderstelling dat I,A,...Ak_l onafhankelijk zijn. Dus is
A - ¢T singulier, dat wil zeggen r is eigenwaarde, en iedere eendimensio-
nale deelruimte van EC is invariant.

Stel nu dat £ ¢ R, dan is ook E een wortel en
z +q .z oot oy = (z - £)(z - T)h{z)
met een h{z) van de graad k- 2, zodat

R - @+ DA+ Zhnh =0.
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Ook hier is A2 - (g + DA + cg 1 singulier.
Dan is er een x ¢ R" met x# 0 en A2§ = (¢ + C)Ax - [fx. Nu is <x,Ax>

invariant en met dimensie 1 of 2.

Zij nu weer A bovendien orthogonaal. Als A eigenwaarden | of -1 heeft nemen
we voor V de door de eigenvectoren opgespannen deelruimte, anders {0};

A werkt dan op V' weer als een orthogonale afbeelding; er is in v! een in-
variante deelruimte W, en noodzakelijk is dim W = 2, waarop A werkt als een
draaiing.

Zij nu Vl de door V en W opgespannen deelruimte,

1. . , . .
In Vl 15 wederom een invariante deelruimte W] waarop A werkt als een draaiing.
Enzovoort.

Conclusie. Wat het gedrag van A in R" betreft, kan men in R" een aantal,

onderling orthogonale, deelruimten vinden; namelijk al of niet El en E-l’ en

overigens een zantal 2-dimensionale ruimten waarop A als een draaiing werkt,

Voorbeeld.

A=—-]-
V2

¢ 0 | 1
-1

—

. s il
werkt op <§I,92§ in'.R4 als een draaiing, over Z° en op <§3,94> als een

spiegeling, ten opzichte van de rechte <§3(l + /2) + e,

Scheefsymmetrische afbeeldingen.

. . s s T 0
Definitie. Een n x n-matrix A heet scheefsymmetrisch indien A + A" = 0.

A is scheefsymmetrisch als voor de elementen aij van A geldt aij = _'aji;
voor de elementen a van de hoofddiagonaal is dan a; = 0; de matrix heeft

de gedaante

4] ai2 a]3 eee @

12 0 a23 se s azn

In

Voorbeeld. De afbeelding :2R3 +ZB? met Wx = w x % (zie 3.4.3, 3.5.3, 3.7.2)

heeft als matrix
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W= 0 -w3 w2
w3 0 -wl
-w2 wl 0

die scheefsymmetrisch is.

We weten dat voor W geldt: (Wx,x) = 0 voor alle x ¢ R3.

Stelling. Een matrix A is dan en slechts dan scheefsymmetrisch als voor de
bijbehorende afbeelding A geldt

(Ax,x) = 0 voor alle x ¢ y i

Bewijs. Neem eerst A scheefsymmetrisch.

We scﬁrijven het inwendig product (x,y) van x en y als matrixproducten

T T
Xy enyx

De voorwaarde is dus nodig.

]
(=]

Stel nu dat (Ax,x) = 0 voor alle x ¢ R", Dan is ook (A(x + y),x +¥)

voor alle x ¢ R enye ",

0= Ax,x) + Ax,y) + Ag,x) + Ay, =0+x" Ay +xay + 0 = x (A + Ay

= (5,(AT + A)y) voor alle x en y.

' (AT + A)y ligt in het orthoplement van iedere x ¢ ]Rn, dat is in het

orthoplement van R®, dat is in {0}, voor iedere y ¢ R"; of ook
T n
(A" + A)y =0 wvoor alley e R,

DusAT+A=0.

Gevolg. Als de scheefsymmetrische A een eigenwaarde heeft dan is het O.




- 173 -

Immers, uit Ax = Ax en (Ax,x) = 0 volgt X = _A(g,;_:) 0.

Voorbeelden.

1) Alle scheefsymmetrische A : Rz - IR2 zijn van het type

L

, ‘s L . . .
dat is: een draaiing over 5 gevolgd door een vermenigvuldiging met a.

2) Alle scheefsymmetrische A : ]R3 > IR3 zijn van het type

dat is: vectorproduct met de vector w = (wI ,wz,w3).

3) Zij x(t) een vector in ]R3 die van t afhangt, z& dat |x(t)ll = r voor alle t,
met een vaste r € R.
Het punt x(t) beweegt op een bol met straal r en middelpunt Q. Dit
doet zich voor indien een lichaam beweegt, z5 dat er (tenminste) &2n
vast punt 0 is.

+ 2 N L » »
Uit (x,x) = r volgt door differentieren naar t voor de smelheid x

(x,%) = 0

Voor een om gen vast punt bewegend lichaam geldt dit voor alle punten.
De afbeelding B : R’ » R gedefinieerd door Bx = x (die blijkbaar
lineair is) is dus scheefsymmetrisch, en er is op ieder ogenblik t een
vector w(t) 25 dat x = w(t) x x(t).

w(t) heet de momentane rotatievector van de beweging.
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Hoofdstuk 4. Meervoudige integralen

1, Integratiegebieden en infinitesimale elementen

4.1.1, We spreken in het volgende over het begrip k-dimengionaal gebied in R",
waarbij 1 £ k € n, Dit begrip zullen we niet algemeen definiéren. We vol-
staan met het geven van een aantal voorbeelden. Voorlopig zullen we steeds

aannemen dat het gebied begrensd en gesloten is.

k=1, n=20f n=3: een kromme in R? of in R3.

Voorbeelden: een lijnstuk, een gebroken lijn, een
cirkel, de rand van een halve cirkelschijf.
k=2, n=2: een verzameling in R?, begrensd door een gesloten kromme, bijv,
een cirkelschijf, een veelhoek, een verzameling van de vorm
{(x,v) | asx<b,0=ys= f(x)}, waarbij f een positieve
functie is.
k=2, n= 3: een deelverzameling van een gebogen oppervlak in‘Ra, al of niet
begrensd door een gesloten kromme, bijv. eem boloppervlak, . n
cylindermantel, een kubusoppervlak.
k=3, n=3: een verzameling-iniR3 begrensd door een twee—dimensiona.:l y Lo
bijv. een bol, de cylinder {(x,y,2) € RE[0<z¢ 1,
x° + y2 < 1}, de kegel {(x,y,2) er® | Vx +y2 <z s 1},
In het algemeen zullen we aannemen dat de krommen en oppervlakken die de rand
van het gebied vormen, continu zijn. In sommige gevallen zullen we differen~

tieerbaarheid eisen.

4,1.2. De integraal / f(x)dx, waarin £: La,b] * R een begrensde functie is, is als

: a

volgt ingevoerd: Men verdeelt het interval [a,bl in kleine deelintervallen
[x. .1 ij a = < < < = test . € [x, ]
xl_],xl (waarbli a=zx5 < x vee S b), kiest getallen €1 X _1e%y
en vormt de som Z f(Ei)Axi, waarbij Ax. = X, = X . Indien de limiet van

1=]
deze som, als n + « en max Axi + 0, bestaat, heet deze limiet de integraal
. 1 b
van f over [a,bl; notatie: [ f(x)dx.
a
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Bij algemenere integralen gaan we op analoge wijze te werk. Zij G een begrensd
en gesloten gebied en zij de functie f begrensd op G. We verdelen G in kleine
deelgebiedjes E;, die we {infinitesimale) elementen zullen noemen. Van deze

elementen bepalen we de maat (= lengte, oppervlakte of volume) u(Ei). We kie-

zen punten gi € Ei en berekenen de som

(1) LEEDRE .
1

Laat nu het aantal elementen tot * en de afmetingen van de elementen tot 0
naderen. Indien dan de limiet van de som in {1) bestaat, noemt men deze li-
miet de <ntegraal van f over G. Algemene notatie voor de integraal van f over
¢ is [ £ dy.

G
Gewoonlijk zullén we echter een andere notatie gebruiken die aangeeft met

welk type integraal we te maken hebben,

Eigenschappen. Indien de betrokken integralen bestaan, geldt:

1) J (A]f+A2g)du = Al J f dy + Az J g du voor alle A],RZ ceR .
G G

2) J f dp + j f du = J £ dy ,
G1 G2 GIUG2

mits G, en G2 disjunct zijn, of ten hoogste de rand gemeenschappelijk
hebben,

3) Zij £ =z g op G, dan is J fdu = J g dy .
G G

4) J dy = u(G), d.i. de lengte, de oppervlakte of het volume van G, al naar
G
gelang G een &&n-, twee- of drie—-dimensionaal gebied is.

Deze eigenschappen volgen direct uit de definitie van integraal.

We geven een aantal voorbeelden van situaties waarin diverse typen integralen

optreden,
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1) 2ij ¢ = [a,b], f(x) 2 0 voor x ¢ La,b], dan is J f dp de oppervlakte van

G
het vlakdeel {(x,y) | asx<b, 0ys £(x)].

2) Zij G een twee-dimensiomaal gebied in R? en zij f(x,y) = 0 voor (x,y) € G,

dan 1is J f du het volume wvan het deel van de ruimte

G
(x,y,2) l (x,y) € G, 0 < z £ £(x,¥)}.

3) Een groot aantal voorbeelden is te ontlenen aan de mechanica. Zij G een
(é8n-, twee— of drie-dimensionaal) gebied; we beschouwen G als een lichaam

met massadichtheid p.

(i) De totale massa van G is gelijk aan J o du .
G
(ii) Het massatraagheidsmoment van G t.o.v. de z-as is J (x2+y2)pdu5.
. .

(1ii) Het zwaartepunt (Z,n,z) van G wordt gegeven door

g = ﬁ- J Xp du , n = % J yp du , T = % J zp du
G
waarbij M = J p dy de totale massa van G is.
G
4) Zij G een (&8n-, twee— of drie-dimensionaal) gebied belegd met electrische
lading met dichtheid p, dan is de totale lading in G gelijk aan p dy .
G

In de hierna te geven behandeling van diverse typen integralen zullen we de
volgorde, zoals in 4.1.1. gegeven voor de integratiegebieden, aanhouden. We

zullen steeds eerst de aard van de infinitesimale elementen bespreken en de

manier waarop we daar een maat aan toekennen. Vervolgens geven we een criterium

voor het bestaan van de betrokken integraal; daarna behandelen we de benodigde

technieken voor de berekening ervan.

We merken hier al vast op, dat het niet nodig is, de maat u(E) van een infinite-
simaal element E precies te kennen. In plaats van ﬁ(E) mogen we een benadering
S(E) gebruiken, mits voor de bij deze benadering geintroduceerde fout

u(E)} - H(E) geldt:

SR

I

[P ST
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u(E) = w(B) _ 4
u(E)

1im
u(E)~>0
Is dit het geval dan heet de gemaakte fout van kleinere orde dan n(E).
Men kan bewijzen, dat de limiet van de som (1) in 4.1.2. niet verandert
wanneer we u(Ei) vervangen door :(Ei) in het geval dat de hierbij ge-

maakte fout van kleinere orde is dan u(Ei).

Lijnintegralen.

De te gebruiken infinitesimale elementen (nu lijnelementen genaamd) zijn
de volgende:

2 I ) T X klein is, dan is het interval

E = [xl,xzj een element met p(E) = Ax.

Al) Als X%, € R, x; < X, en Ax = X

A2) Als G = K een kromme is in R2 of R3, gegeven door de parametervoorstel-

ling x(t) (a < t < b}, en als a < t) <ty < b en At = ty, =t klein is,

dan is E = {x(t) b, st< t2} een element met

u(E) = as m lx(t,) - x(t)) s lx(t) lat

As heet de booglengte van E, Als de kromme K in RZ2 ligt en gégeven wordt
door de vergelijking y = y(x), kunnen we K ook beschrijven door de para-
metervoorstelling x(t) = (t,y(t)). Dan geldtlé(t) = (1,y"(t)) en dus
ué(t)ﬂ= /TfI“GFT(ETT?. In dat geval is de maat van E (met t vervangen

door x):

p(E) = as ~ V1 + (3" (xZ ax .

Neem als elementen in G lijnelementen van type Al. De integraal van f over G
(indien deze bestaat) is dan juist de gewone Riemann-integraal. We gebruiken
dan ook de oude notatie, n.l. afb f{x)dx.

Zij vervolgens G = K een begrensde kromme in R? of R3, gegeven door de para-
metervoorstelling_g(t) (a £t <b) en zij £ gedefinieerd en begrensd op K.
We verdelen nu K in lijnelementen van het type A2. Laten deze lijnelementen
Es.--»E  zijn, met E; = {x(t) | iy <t < t;}, vaarbij ty = a en £, = b.
Schriif &si voor de booglengte van Ei' De som uit 4.1.2., formule (1) krijgt

dan de gedaante
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n
(n iZl £(x(g;))as,, waar g, e [t;_,,t.]
Bestaat de limiet wanneer we de verdeling in lijnelementen zodanig fijp

maken, dat max As, naar nul gaat, dan heet deze limiet de lijnintegraal
l<izn ' .

van f over K; notatie: Kj f(x)ds.

Stelling: Laat K gegeven zijn door de parametervoorstelling x(t}) (a < t < b),

waarbij x continu differentieerbaar is. Zij f continu op K. Dan bestaat
Kf f£(x)ds. '
Bovendien mag bij de berekening van de som in 4.2.2, formule (1). de boog-

lengte As vervangen worden door de benaderende uitdrukking1lé(t)ﬂﬁt.

Op grond van de benaderende uitdrukking voor As geldt nu onder bovenstaande

voorwaarden

b
0 ff(g)ds - J £(x(0)) % (0) lde

a

De hooglengte van K wordt gégeven door

b

(2) st = J I x(e)lde .
K a

Als K een kromme is in het (x,y)-vlak, gegeven door de vergelijking y = y(x)

(a £ x £ b) met y(x) continu differentieerbaar, dan volgt

“

b
(3 J f(x)ds = J £(x,yGOWT + (v (x))7 dx .
K a

De booglengte van K wordt dan gegeven door

b
(4) J ds = J VT + (y'(x))? dx .
K a

R 2



- 179 ~

4.2.5. Voorbeelden.

1) De booglengte van het paraboolsegment y = x2, 0 < x < 1, is volgens

2)

3)

4.2.4, formule (4)

1 1

1 2'
g = J V1 + 4x2 dx = x/1 + &4x2 J *ﬁﬁ_ﬂﬁ__=
0 0 V4xZ + )

0

Daar

J . S 1 [ . S } In(x + VX2 + 1) l
X< + 0
vinden we
s=g/§+§1n(2_+ Y5y .
De lengte van een boog van de cyclojde x = at - a sin t, y = a - a cos t,

0<st=s 2w, is volgens 4.2.4, formule (2)

27 2%
s = f VaZ(l = cos t)2 + aZ sin’t dt = a J ¥2 — 2 cos t dt =
0 0

N 27
= 2a f sin it dt = 8a ,
0

Een oneindig lange draad geplaatst langs de x-as, is electrisch geladen
met constante ladingsdichtheid. Als gevolg heerst in het (x,y)-vlak een
electrisch veld ter grootte ¢/y en gericht loodrecht op de x-as. De -
kracht door dit veld uitgeoefend op een homogene ladingverdeling langs

het paraboolsegment K: y = | + $x2, -1 < x s 1, is gelijk aan

=} 182 + /5) ,
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'I’ TS 2
F=c¢ E-ds = c,C -] * (e dx =
1 y I , y
K -1
1 1 I
= 2clc J —dax . 4clc J —dx . 4c1c In(x + vY%% + &) =
0 Y1 + Ixz 0 VX% + & 0

Ac]c[ln(l + ¥5) - 1n 2] .

4,2.6. Laat K een kromme zijn in het (x,y)-vlak, gegeven door de vergelijking
r =r(¢) (o £ ¢ £ 8), waarbij r,¢ poolcoordinaten zijn. Uit x = r cos g,
y = r sin ¢ volgt x2 + ﬁz = r2 + 12 (. betekent afgeleide naar ¢), waarna

4.2.4., formule (2) overgaat in

B
s = J sz + 1‘2 d@ .

o

4.2.7. Voorbeeld. De booglengte van de cardioide r = 2a(l - cos ¢) (zie Wiskunde 10,

bij onderdeel poolcoordinaten) is

2TT 2Tr By
s = I v4aZ {1l — cos )¢ + 4a‘ sin“g do = 2a J v2 — 2 cos 9 dp = 16 a L
0 0 b

3. Uppervlakte~integralen in R?

4.3.1, We gebruiken de volgende infinitesimale elementen (opperviakte elementen):

Bl1) In R2 is een rechthoek
E = [Xl’x2] x [yl’y2] = {(x,y) | X, SX <Xy, ¥, Sy < yz}

een element als Ax = X, ~ X, en Ay = Yy = ¥y klein zijn. De maat is
u(E) = Axpy .

B2) In R? is de verzameling E = {(r cos g, r sin @) | 9, S ¢ <9y, T SIS rz}
een element als Ap = 9, = 9, en Ar =

geldt p(E) s~ r,Ardp .

r, - I, klein zijn. Voor de maat

1
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y y
/% g
Y r
¢3
kpl
xl Xz X x
B1 B2

Opperviakte-elementen .

De integraal over een begrensd en gesloten gebied G van een begrensde
functie f krijgen we weer door de som (1) uit 4.1.2. te vormen en de

maximum grootte van de gebruikte elementen naar nul te laten gaan.

Stelling: Zij G een begrensd en gesloten gebied in R? met voldoend gladde

rand en zij de functie f continu op G. Dan bestaat Gf f dy. De integraal
is onafhankelijk van het type oppervlakte-elementen dat wordt gebruikt.
Bovendien mag men bij de berekening van de som (1) uit 4.1.2. voor ele-

menten van het type B2 de getallen u(E) vervangen door de benadering rArAg.

We zullen niet precies omschrijven wat we met "voldoend gladde rand" be-
doelen. We merken alleen op dat in alle voorbeelden die we in dit hoofd-

stuk zullen tegenkomen, aan deze voorwaarde is voldaan.

by

Tenslotte merken we op dat de elementen Ei het gebied G niet volledig
hoeven te overdekken, mits de maat van het niet overdekte stuk tot 0 nadert,
Zo kan men bijv. een cirkelschijf in R? niet verdelen in elementen van het
type Bl. Door de afmetingen van de elementen klein genoeg te kiezen kan men

echter wel de cirkelschijf "op een willekeurig klein gebied na" overdekken.

Zij G een twee-dimensionaal gebied in R%. Neem als elementen in G oppervlak~

te—elementen van het type Bl. We noteren dan de integraal van f over G als

JJ f{x,y)dxdy .
G
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Indien oppervlakte-elementen van het type B2 worden genomen, dan schrijven we

[J f(r,9)rdrdy .
G

Hierbij is aangenmomen dat f als functie van r en ¢ gegeven is. Als f gegeven
is als functie van x en y, dan volgt door een eenvoudige substitutie:

f(x,y) = f(r cos ¢, T sin ¢}.

We schrijven in deze paragraaf E(r,w) voor f(r cos v, r sin ¢), zcdat

f(x,y) = %(r,@). Op grond van het mogen vervangen van u(E) door rArd¢ bij

elementen van type BZ, geldt nu

JJ f(x,y)dxdy = JJ E(r,m) r drdy
G G

De oppervlakte van G wordt gegeven door

JJ dxdy resp. [J r drdg .
G

G

We beschrijven nu een methode om de berekening van oppervlakte-integralen te

herleiden tot de berekening van enkelvoudige integralen. Daartoe voeren we

in het begrip partieel infinitesimaal element (p.i. element). Een p.i. ele-
ment is een gebied waarvan sommige (maar niet alle) afmetingen klein zijn.

We geven enige voorbeelden:

P1) Als X, < %, en Ax = X, ~ X klein is, dan is het gebied
{{x,y) f X £ x = Xos g(x) £y = h{x)} een p.i. element in RZ. Hierbij

zijn g en h continue functies met g(x) < h(x) voor XS XS K.

P2) Als 9, < 9, en Ap = -9y klein is, dan is de verzameling (in poolco-

¢
2
ordinaten) gegeven door ¢ < g < 9ys g(p) £ v < h(g), een p.i. element
in R2. Hierbij zijn g en h continue functies met 0 < g(¢) < h(g) voor
< g <
¢| =9 = Wz-

P3) De cirkelring r, s r £ 1

1 is een p.i. element in R? als Ar = r, - r

2 1

klein is.

%
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4

yzhi{x)

y=gix)

I NN

l

Pal

Zij E een p.1. element in R? en zij de functie f continu op E, dan kan men

f f dp benaderen door een enkelvoudige integraal:

E
h(xl)
(P1): [ f du = J[ fx,y)dxdy ~ ( { f(x],y)dy)Ax R
E E g(x))
LICY
(P2): J f dp = (J f(r,p)rdrdy = ( ‘J f(r,wl)rdr)Am ,
E E gle,)
27
(P3): ( f du = ” f(r,p)rdrde = ( f f(r],cp)dqn)rlﬂr .
E * E 0

4.3.5. Op deze manier worden inderdaad benaderingen verkregen zoals we nog toelich-

ten aan de hand van het tweede voorbeeld.

-
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Verdeel E in elementen E van het type B2, Op grond van de definitie

RLTYRER

van de integraal is f f dy limiet van en dus te benaderen door z f(gi)u(Ei)
.. 1

waarbij éi € Ei'

Vervang u(Ei) door de benadering riﬁriﬂm {bedenk dat Ag = - ¢, voor alle

2
elementen Ei hetzelfde is) en kies voor & het punt met poolcodrdinaten

(ri,ml). Dan vinden we

JJ f(r,¢)rdrde =~ (g f(ri,¢l)riAri)A¢ .
E

Merk nu op dat de som Z f(ri,:pl)riAri een benadering is voor de integraal
1

h(ml)
f(r,ml)rdr ,
g(wl)

immers als max Ari > 0 nadert de som tot de integraal. Derhalve vinden we
i

h(wl)
JJ f(r,9)rdrdy = ( f(r,w])rdr)Aw .
E g(o,)

Men kan bewijzen dat de bij bovenstaande benadering gemaakte fout van kleinere

orde is dan ff f(r,0)rdrdg, zodat de met de benadering verkregen limiet gelijk
E

is aan de bedoelde integraal.

We zullen nu laten zien hoe p.i. elementen worden gebruikt bij de berekening

van oppervlakte-integralen.

Zij G het gebied
6G=1{(x,y) | asx<hb, gx) £y < h(x)},

waarbij g en h continue functies zijn met g(x) < h(x) voor a < x < b.
, y .

Y= hix)

EE

y=g(x)
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We verdelenG in p.i. elementen van het type Pl. Als £ continu is op G dan

geldc ;
h(xi) ;
J[ £(x,y)dxdy = } JJ £(x,y)dxdy ~ } ( J f(xi,y)dy)Axi . %
i i

h(x) :
Definieren we u(x) = f f(x,y)dy, dan kan men bewijzen dat u continu is :
op [a,b]. We vinden 5
(n JJ f(x,y)dxdy = Z u(xi).f_\:-c.l . g
) i }
G N
b i
Als max axi + 0, dan nadert de uitdrukking in het rechterlid tot f u{x)dx. ki

i a

Bovendien wordt de in (1) gegeven benadering steeds beter, omdat de fouten

in de termen van de som van kleinere orde zijn dan Ax, . Daarom vinden we bij

limietovergang
b h(x)
(2) ff f(x,y)dxdy = J ( [ f(x,y)dy)dx .
G a g

De integraal in het rechterlid noteren we gemakshalve als

S e

b h{x)
J dx J f(x,y}dy .
a g(x)

We noemen zo'n uitdrukking een herhaalde integraal.
We kunnen in het voorgaande de rol van x en y verwisselen. Als we aannemen
dat het gebied gegeven wordt door G = {(x,y) ] a<y<B, k(y) s x< 2y},

dan vinden we

B 2(y)
(3) JJ f(x,y)dxdy = J dy J f(x,y)dx .
G a k(y)

Nemen we p.i. elementen van het type P2, dan veolgt

B hie)
(4) JJ f(r,p)rdrdy = J do J f(r,p)rdr ,
G o gle)
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aangenomen dat het gebied G in poolcoordinaten wordt beschreven door

o <9 < B, glp) =1 < hip).

Als het gebied G (in poolcoordinaten) gegeven wordt door a < r < b,

k(r) < ¢ < 2(r), kunnen we de rol van ¢ en r verwisselen. We krijgen dan

b 2{r)

(5) [J f(r,¢)rdrdg = J rdr J f(r,e)de .
G a k(r)

4.3.7. Voorbeelden.

1) Zij G de kwart-cirkelschijf gegeven door x?2 + y2 < 1, x 2 0, y 2 0.

242
Gevraagd wordt ff e™ Ty xydxdy te bepalen.
G

1°, Met gebruik van formule (2) uit 4.3.6 vinden we

| 1-x 1
24y2 2 2 2 =52
JJ &Y xydxdy = J xe® dx J ye¥ dy = J xe® dx+jle * -1) =
%2 :
= le J xdx - § J xe” dx = le = (je =~ §) = | .

2°. Door overgang op poolcodrdinaten vinden we met behulp van 4.3.6,

formule (5):

L 2
fJ XY xydxdy = JJ r3e’ sin 9 cos ¢ drdp

G G
1 /2 1
3 r2 : t
= re dr sin ¢ cos ¢ dy = } tedt = { ,
0 0
waarbij de substitutie r? = t is toegepast.

2) Zij G de driehoek in het (x,y)-vlak die wordt ingesloten door de rechten
vy = 2%, 2y = X, Xx +y = 3.

Gevraagd wordt jf xydxdy te berekenen. Daartoe verdelen we G door de
G

Lo
e

EeORET

PR s TS R
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rechte x = | in twee gebieden G, en G,, waarna de integralen over G, en

]
G2 worden bepaald met behulp van 4.3.6, formule (2):

1 2x 2 3=-x
[= ][« ][ = [ mox | vy e Juax | sar-
G G, G, ] ix 1 ix
1 2
= [ xdxe 4 (4x2 - Ix?) + [ xdx+3[(3 - x)2 - }x?] =
0 ‘ ]
l 2
- 15 3 1 3 _ a2 =13
=3 [ x3dx + 3 J (3x 24x° + 36x)dx 3 -
0 1

Ook hier kunnen we overgaan op poolcoordinaten en 4.3.6, formule (4)

gebruiken:

J[ xydxdy = Jf r? sin © cos ¢ drde =

G G
L -1
arctan 2 3{sin p + cos p)
= sin ¢ cos 9 de¢ ridr =
arctan } 0
2

=§-!— t dt:—l.g
4 (1+t)"” 8

>

L
2

waarbij de substitutie tan ¢
T wf2

3) Gevraagd f dx fsin(x + y)eSIn ¥ dy .
0 0

t is toegepast.

De binnenste integraal is moeilijk. We schrijven de herhaalde integraal
eerst als een oppervlakte-integraal over het gebied G gegeven door

0<x<m, 0<ys /2. Daarna passen we 4.3.6, formule (3) toe:
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T w/2 nf2 w
f dx J f(x,y)dy = JJ f(x,y)dxdy = J dy J f(x,y)dx =
Q 0 G 0 v}
w2 rﬁ
= f 51 Y dy J sin(x + y)dx =
0 0
/2
= - J e®'™ Y dy.fcos(r + y) - cos y] =
0
/2 sin &
_ sin y _ 2 0, _
=2 e cos y dy = 2fe ~ e ]=2(e - 1).
0

4) Gevraagd het volume van het lichaam dat wordt ingesloten door de cylin-

2 2

ders x> + y2 = | en %% + z° = |. Het lichaam is te beschouwen als deel
van het cylindrische gebied x* + y? < 1, dat wordt afgesneden door de
oppervlakken z = V1-x2 en z = - /I-x2. Op grond van symmetrie is het

gevraagde volume gelijk aan

8 JJ /T-xZ dxdy ,
G

waarbij G het gebied is gegeven door x2 + y2 < 1, x 20, y 2 0,

Met behulp van 4.3.6, formule (2) volgt

] V1-%7 1
8 JJ V1-xZ dxdy = 8 J J1=x7 dx f dy
G 0 : 0 0

]
Qo
;—_'—I
~
|
®
A
—
[a W
=
1t

16
3 -

4.,3.8. Voor de oppervlakte van een gebied G in het (x,y)-vlak geldt & = ff dxdy.
G

Is G gegeven door G = {(x,vy) | a<x<h, gx) £y < h(x)}, dan vinden

we
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b h{x) b b
(1) g = fdx J dy = Jh(x)dx- J g{x)dx ,

a g(x) 4 . a

een bekend resultaat.
Is G gegeven in poolcodrdinaten door bijv. a < ¢ £ B8, 0 < r £ h(p), dan

vinden we

- 8 h(g) ]
(2) d = [ do rdr = } f (h(g))?%dy .

o 0 o

Voorbeelden.

1) Gevraagd de oppervlakte o van het gebied begrensd deoor de lemniscaat,
in poolcodrdinaten gegeven door de vergelijking r = avcos 2g.
Schets de lemniscaat en merk op dat er symmetrie t.o.v. de x—as en
t.o.v. de y-as bestaat, De vergelijking r = a Vcos 2¢ is slechts ge-
definieerd voor 0 < ¢ < n/4, 3n/4 < ¢ £ 5u/4 en Tu/d < ¢ £ 27,
Met behulp van 4,3.8, formule (2), vinden we voor de gevraagde opper-

viakte:

2) Gevraagd wordt de oppervlakte & van het gebied begrensd door de "lus"
van het folium van Descartes (zie 2.4.1.). De vergelijking van het
folium luidt in rechthoekige codrdinaten, resp. poolcoordinaten:

_ 3 cos g sin ¢
cosog + sindp

x3 + y3 = 3xy  resp.

Overeenkomstig 4.3.8, formule (2) is de gevraagde oppervlakte

n/2 ) P
_ 1 9 sin‘g cos” g -
o= J (cos3p + sindyp)< do
0
=2 tZdt =§ (t3+1)' dt=§“
2 (3 + 1? 2 (t3 + 1)2 2
0 0

waarbij de substitutie tan ¢ = t is toegepast.
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4. Oppervlakte—integralen in R3

1.

Zij G een twee-dimensionaal gebied gelegen op een oppervlak z = h(x,y) in
R3. We zullen G verdelen in infinitesimale elementen van een zodanige vorm,
dat de projectie van zo'n element op het {x,y)-vlak een infinitesimaal ele-

ment in R? is. De projectie van G op het (x,y)-vlak noemen we Gy-

Zij Xy = (xo,yo,zo) ¢ G en neem aan dat h differentieerbaar is. Dan wordt

het raakvlak V aan G in X, gegeven door

z - ZO = hx(xo,yo) (X - XO) + hy(xo’yo)(y - yO)

oftewel (n, x - 50) = 0, waarbij n = (—hx,-hy,l) (afgeleiden genomen in
(xO,yO)). De vector n staat dus loodrecht op G. De hoek vy die deze vector
met de positieve z-as maakt voldoet aan cos y = I/V1 + hi + h%. Laat nu EO

een infinitesimaal element in G0 zijn en zij (xo,yo) ¢ Eg. Met E, corre-

0
spondeert een infinitesimaal element E = {(x,y,2) ¢ G | (x,y) ¢ Eo} van
G en een element E_ = {(x,¥,2) ¢ V| (x,5) ¢ Ey} van V. Men kan aantonen dat

de oppervlakte van Er een benadering is voor de oppervlakte van E. De opper-
cos
van het type Bl is):

vlakte van E is gelijk aan

{dus als E

. Derhalve vinden we, als “(EO) = AXAy

0
- VT + 02 + 02

u(E) =~ u(Er) I+ he+ hy AxAy .
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4.4.2, Stelling: Zij h een continu differentieerbare functie van twee variabelen
en zij G een twee-dimensionaal gebied met voldoend gladde rand gelegen op
het oppervlak z = h(x,y) in R3. Laat f een continue functie van drie varia-
belen zijn. Dan bestaat de integraal van £ over G (notatie: {{ f do). Bij
de berekening van deze integraal mag de in 4.4.1. aangegeven benadering voor

u(E) worden gebruikt.

4.4.3, Met h, G en f als in 4.,4.2, kunnen we nu ff f do als volgt berekenen: 2ij G

a 0
de projectie van G op het (x,y)}-vlak. Dan is
() JJ f do = JJ f{x,y,hi(x,y)) v1 + 1’1}{2 + hy2 dxdy .
G G0

Voor de oppervlakte van G vinden we

(2) J[ do = JJ Y1 + hi + h§ dxdy .

G G0

Door deze formules wordt de integraal over een gebogen oppervlak in R3 herleid
tot een integraal over een vlak gebied in RZ. De laatste is te berekenen
door herleiding tot een herhaalde integraal. In sommige situaties is het

voordelig de integraal te schrijven in poolcodrdinaten:

- - - 1 ~
(3) ” f do = ” f(r,w,h(r,w))\/l + hi t hfp rdrde ,
G GO
waarin ﬁ(r,m) = h(r cos ¢, r sin ¢).

N

4.4.4, Voorbeelden
1) Gevraagd de oppervlakte @ van het gedeelte van de kegel z2 = x2 + yz,

dat binnen de cylinder x2+ y2 = 2x ligt.

Voor z = vVxZ + v? is %E =X _ en %ﬁ = ___)L____‘, waarna met 4.4.3.,
L v Y O RTTYE

formule (2}, volgt:

. Z Z
or=2”\/1+(%) +(—g-)z;) dxdy=2”/5dxdy=2/§w;
€y G

hierbij is G

o het cirkelgebied {(x,y) | ¥ + y2 ~ 2x < 0},
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2} Beschouw de bol B = {(x,¥,2) I %2 + y2 + z2 = 1}, die belegd is met mas-
sa met dichtheid p{x,y,z) = z2, Gevraagd wordt de totale massa op B. Deze
is op grond van symmetrie gelijk aan twee maal de massa op ¢e halve bol

G = {(x,y,2) | x2 + y> + 22 =1, z = 0}, dus gelijk aan 2 [f o do.
G

We gebruiken poolcoordinaten. Er geldt: p = 1 - r2, h(r,9) = VT = rZ, dus

-

hr = ~r/v1 - rZ, zodat volgens 4.4.3., formule (3) geldt:

2 JJ p do =2 JJ (1 - 12) V1 + T~§~;I rdrdp =

G G0

27 1
=2 f[ r/l = rZ drdy = 2 [ do [ /1 ~ rZ dr = % T 3

G0 0 0

Gy is de projectie van G op het (x,y)-vlak, i.e. G, = {(x,y) | %2 + 2 < 1},

4.,4.5. Van een omwentelingsoppervlak kan men de oppervlakte ook anders berekenen,
Zij K een kromme in het xy-vlak, gegeven door y = y(x), a £ x £ b, die wordt
gewenteld om de x~as. Het omwentelingsoppervlak S verdelen we in ringen door
vlakken aan te brengen die loodrecht op de x-as staan. Deze ringen zijn bij
benadering kegelmantels met straal y(x} en apothema As = V] + y'(x)ZAx, dus
met benaderde oppervlakte 2nyAs = 2nyvl + (y')zﬂx.

Dan vindt men als oppervlakte & van §

b
§ = f 2oy (x)Y1 + y'(x)2dx.

a

Als de kromme K gegeven is door een parametervoorstelling, x = x(t) = (x(t),y(t)), £

ast= B, dan is

bs = x(0)? + §(0) e

en

8
g = I 2y (e)R(6)2 + $(t)de .

o .
Als K gegeven is in poolcoordinaten, r = r(p), & < 9 £ 8 , dan is x=r{p)cos ¢,

vy = r{¢)sin ¢ een parametervoorstelling, en (vergelijk 4.2.6)
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As = r2 + f2A¢
zodat
B
L - 2 2
o= I 2rr(g)sin ¢¢/r(¢) + r(g) de .
a
4.4.6. Voorbeelden.
1) De lemniscaat r? = cos 2¢ wordt gewenteld om de x-as. Met gebruik van
rf = - sin 2p volgt voor de ronde oppervlakte :
/4
=2 J 21 sin ¢Vr" + r?rf d¢ =
0
/4 /4 .
= 47 [ sin pYcos?2p + sin?2¢ dg = 4n J sin ¢ de = 4n(1 - §V2) .
0 0

2) Gevraagd de oppervlakte & van het gedeelte van de cylinder x? + y? = 2x,
dat buiten de kegel z2 = xZ + y2 ligt. _
Merk op dat het betreffende gedeelte van de cylinder ook wordt afgesneden 7 !
door het oppervlak z2 = 2x. Verdeel het cylindergedeelte in stroken even-
wijdig aan de z-as, met oppervlakte 2zAs, waarin z = Y2x en As een lijn~
element van de grondcirkel van de cylinder is.
De gevraagde oppervlakte is voor te stellen_doof een lijnintegraal over

de cirkel C: x? + y2 = 2x,

2
o= fz ds = 4 J VZx VT + ()2 dx , o
¢ 0
! waarin y = /2x ~ x2, dus
\ 2 2
&= 4 J Vox ———— dx = 472 J - T
V2% - %2 v2 - x
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5. Volume-integralen

4.5.1. Tot dusver hebben we een punt in R? steeds aangegeven door middel van zijn
cartesische codrdinaten X, y en z. We bespreken eerst twee andere codrdi-
natenstelsels. Het eerste betreft z.g. cylindercodrdinaten j; deze vormen een

uitbreiding van poolcoordinaten.

\YP(F,\;)'Z)

De cylindercoordinaten van P zijn (r,9,z);

de samenhang met cartesische coordinaten is:

n-

X =T cos 9
y = r sin ¢
z = Z.

Cylindercoordinaten zijn gemakkelijk bij meetkundige figuren die axiale
symmetrie hebben (omwentelingsfiguren!).

De cylinder x? + y2 = a® heeft als vergelijking in cylinder coordinaten:
r = a.

De kegel z2 = x? + y? heeft als vergelijking 22 = r2, z =+ r.

LN

Slaggtie, aii L
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Het tweede nieuwe coordinatensysteem is dat met z.g. boleodrdinaten.

Een punt P in R3 wordt bepaald door: afstand ¢ tot &, hoek 8 van OP met
de positieve z—as, en hoek ¢ van de projectie van OP op het (x,y)-vlak met

de positieve x—-as.

Krachtens definitie is p = Q, & tussen 0 en 7 te nemen en ¢ bepaald tot op
veelvouden van 273 meestal wordt ¢ zo gekozen dat 0 £ ¢ < 2. Voor & is 8
noch ¢ bepaald; voor de andere punten op de z-as is § = 0 of 8 = 7 en ¢ on-

bepaald. De samenhang met cartesische coordinaten is

"

x =p sin 6 cos ¢

n

p sin 8 sin ¢

z = p cos O,

Uit de bekende eigenschappen van een rechthoekige driehoek volgt namelijk

p sin 8, PT = p cos 6, zie figuur.

constant is de vergelijking van een bol om #.

p -

¢ = constant is de '"helft" van een vlak door de z-as (de z-as zelf uitge-
zonderd) .

6 = constant is een halve kegel (uitgezonderd de top 0) met de z-as als as.

Bolcodrdinaten zijn vaak handig qur figuren met een punt van symmetrie.

e - N
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4.5.2. We zullen de volgende infinitesimale elementen (nu volume-elementen genaamd)

gebruiken:

Cl) Het blok E = {(x,y,2z) | X S XS Xy, ¥ SY S Yy 2 <z < 22} =
= H . 3 = -
= [x],xz} x [yl,yz] x [z],zzj is een element in R° als Ax = %, ~ X,

by = ¥, " Yys bz =z, - z, klein zijn. Er geldt u(E) = AxAyhz.

C2) De verzameling gegeven in cylindercoordinaten door

E = {(r cos 9, T sin @, 2) | ST ST, 0 <085 0, 2 <z = zz}

met Ar = r, - T, Ap = 9y = )5 Az = 2y = 2; klein, is een element in

ArAghz.

2

R3 met meat p(E) =~ T,

C3) De verzameling gegeven in bolcodrdinaten door

E={{p sin & cos ©, p sin O sin ¢, p cos 8) | pISpSpZ, BISBSBZ, ¢!5¢5m2}

met Ap = -0 AD = 08, — 6

9 I Ay = 9, 9, klein, is een element in

)
R~ met maat

p(E) = p? sin 61 ApABAg .

= I\
! \

/ N
VAR

Volume -elementen .
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Stelling: Zij G een begrensd en gesloten gebied in R3 met voldoend

glad randoppervlak en zij f continu op G. Dan bestaat de integraal
van f over G, De integraal is onafhankelijk van het type volume-ele-
menten dat wordt gebruikt. Bovendien mag men bij de berekening gebruik

maken van de benaderingen zoals in 4.5.2. zijn aangegeven,

Zij G een drie-dimensionaal gebied in R3. Neem als elementen in G
volume-elementen van het type Cl. We noteren dan de integraal van f

over G als

[JJ £(x,y,z)dxdydz
G

Indien volume-elementen van het type C2 worden genomen, dan schrijven we

JJJ f{r,p,z)rdrdedz ,
G

en in geval van volume-elementen van het type C3:

Jf[ f(p,e,w)pz sin- 6 dpdado
G

Ook hier zullen we partieel infinitesimale elementen gebruiken; we geven

enige wvoorbeelden.

Ql) Als X < %y ¥y < ¥y €D Ax = X, T X, by =Y, ~ ¥, klein zijn, dan is
het gebied {(x,y,2) | X S X< X, ¥ SF < ¥y, g(x,y) £ z < h(x,y)}
een p.i. element in R3. Hierbij zijn g en h continue functies met

g(x,v} £ hix,y) voor X S XS Xy, ¥y SV 2V,

Q2) Als X, < X, en AX = X, = X klein is, dan is de verzameling

{(x,y,2) | X, € X £ %,, (y,z) ¢ G} een p.i. element in R®. Hierbij is

IA

G een gebied in RZ.

Q3) Als GI < §, en AB= 0, - el klein is, dan is de verzameling (in bol-

2 2
coordinaten) gegeven door 0 £ p < Py el <6 <86, een p.1. element

in RI.
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: | Q@ : @

Evenals bij oppervlakte-integralen kan men hier de integraal over een p.i.
element benaderen door een integraal van lagere dimensie. Zo geldt, als £

continu is op E:

h(xi ,yl)
Qn J f dpy = JJJ f(x,y,2)dxdydz =~ ( f f(x],yl,z)dz)AxAy ,
E E - g(xl,yl)
(Q2) J f du = JJJ f(x,y,2)dxdydz = ([J f(xl,y,z)dydz)ﬂx .
E E G
(Q3) J £ du = ”J £(p,0,9)p? sin 6 dpdede =~ (” £(p,6,,9)p?dpd¢)sin 8, A8
E

E G

waarbij G = {{p,9) | 0<p < Pys 0 < ¢ < 271}
De afleiding van deze formules is dezelfde als in 4.3.5.

Laat G een drie-dimensionaal gebied in R3 zijn en zij de functie f continu

op G. Ter berekening van f f dp verdelen we G in p.i, elementen E.. We bena-

deren de integraal van f over E, door een é&n- of twee-dimensionale integraal
en we sommeren over alle elementen Ei' Zo kunnen we de volume-integraal her-
leiden tot een herhaalde integraal.

Zij bijv. G het gebied gegeven door
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G = {(XJYSZ) ! (XQY) € Go!. g(X,Y) < Z £ h(X:Y)} »

waarbi j G, een gebied in R? is. Dan vinden we, gebruikmakend van p.i. ele-

menten van het type QI,
h(x,y)

[ - [f ¢ ]

f(x,y,z)dz)dxdy .
Gy 8lx,y) '

Zij vervolgens G, gegeven door

0
Gy = {(x,y) | a < x<b, k(x) <y<2(x)},

dan is ook de integraal over G, te herleiden tot een herhaalde integraal.

0
We vinden

b 2(x) hix,y)
IJJ f(x,y,z)dxdydz = J ( ( f(x,y,z)dz)dy)dx ,
a  kix) g(x,y)

hetgeen we vaak noteren door

| b 2(x) h(x,y)
J dx dy -J f(x,y,z)dz .
a k{x) g(x,y)

4.5.7. Voorbeelden

1) Bepaal JJ[ dxdydz

x+y+2z+ 1)
G

waarbij G een gebied is in het eerste octant dat wordt begrensd door de

coordinaatvlakken en het vlak x + y + z = 1,

dxdydz _ dz -
J[J(x +y+z+ )5 J dx J dy J (x+y+z+ 1)S
G 0 0 0

- z=l-x-y
- J dx J dy 2(x+y +z + 1)? 2=0 -
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i 1-x 1 1-x
--1 d dy + = dx —————11———~—Z
8 X yT3 x+y+ D)
0 0 0 0
!
] ! -1 y=i=x
=" 3 [ (1 - x)dx + 7 J =Ty T, =
0 0
1
-1 11 =1 -2
ST T2 J e v A [
0 .

2) Gevraagd het traagheidsmoment T t.o.v. de z-as van de homogene kubus

%] < h, |y| £h, |z| <h, met massadichtheid 1.

h h h
T = JJ[ (x2 + y2)dxdydz = J dx J (x2 + y2)dy J dz =
K -h -h -h
h
= 2h J (2hx? +~%h3)dx = -lffth .
-h

3) Het volume van de vier—dimensionale eenheidsbol

((x,y,2,t) | x2 + y2 + 22 + t2 < 1} in RY is

v =2J[J Y1 = x2 - y2 = 22 dxdydz ,
. G

waarbij het gebied G gegeven wordt door x2 + y2 + z2 < 1.

We gebruiken bolcodrdinaten en passen de substitutie p = sin g toe:

<
[[§

2 JJJ Y1 = pZ p? sin 8 dpdbdp =

1 T 2n
2 J 02/1 - p2 dp J sin 8 d9 J dg
0 0 0

/2 l
= 2e2+2%W J sinZa cos?a da = 5 2.,
0

A



_,29[_

4) Het zwaartepunt § = (£,n,%Z) van de halve bol G = {(x,y,z)|x2 + y2 + z2 < 1A ;Zlﬂ

in m? ligt om symmetrieredenen op de z-as, zodat £ =2 n=20 .

X
27 2 |
gV = JJJ zdxdydz = J do [ cos & sin 6 d © J r3dr = 21 %-- %-= %
G 0 0 0
zodat [ = % / %; = %.

4.5.8, Stelling. (Guldin (1577-1643)). Het volume van een omwente linge Lichaam is
gelijk aan het produkt van de oppervlakte van een meridiaandoorsnede en de
lengte van de baan die het zwaartepunt van de meridiaandoorsnede bij de wen-—

teling beschrijft.

Bewijs. Stel dat het omwentelingslichaam L ontstaat door wenteling om de
z-as van het gebied G, gelegen in het (x,z)-vlak. Met gebruik van cylinder-

cobrdinaten vinden we voor het volume V van L:

vV = JJJ dxdydz = JJJ rdrdgdz = 2n J[ rdrdz = 27w JJ xdxdz .
L L G G

Voor de x-coodrdinaat £ van het zwaartepunt van G geldt (zie 4.1.4, voorbeeld

3):
£ J[ dxdz = JJ xdxdz ,
G G
dus .
Vv = 21 + Opp. G . 0

4.5.9. Voorbeelden.

1) Gevraagd het volume van het lichaam, begrensd door
(V27 g2 - a)2 + 22 =p%2 , (a>Db) .

Het lichaam ontstaat door wenteling om de z-as van de cirkelschijf
(x - a)? + 22 = b2 -in het (x,z)-vlak; het lichaam is een torus. Op grond

van de stelling van Guldin is het gevraagde volume
2ra + mb2 = 2712ab? .
2) Bepaal het zwaartepunt van de helft van de torus (uit voorbeeld 1), waar-

voor vy = 0.

Uit symmetrie~overwegingen volgt dat het zwaartepunt op de y-as ligt.
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Voor de y-coordinaat n geldt

[IJ ydxdydz = J[J r2 sin g drdpdz =
G G ’

atb m

J r2dr J'sin g do J dz ,
a-b 0 -p

12ab2n

waarin G de gegeven torushelft is en p = vb% - (r - a)2.

Substitueer r ~ a = b cos o, 0 < a £ w, dan is

a+b
n2abZn = 2.2 J r2/bZ = (r - a)Z dr =
a-b
T
= 4b2 J (a + b cos 0)? sin?g do = Abzcg a2 + 0 + %—bz) ,
0
dus
_ 4a? + p2 .

21a

4.5.10. Het volume van een omwentelingslichaam G kan men ook berekenen op de

manier van 4.4.5. _
Z1ij weer K een kromme in het xy-vlak, gegeven door y = y(x) 20, a £ Xx < b,
Door wentelen om de x—as ontstaat een oppervlak S. G wordt dan begrensd
door S en de vlakken x = a en x = b. Door vlakken loodrecht op de x-as
wordt G in schijven verdeeld waarvan de inhoud bij benadering gelijk
is aan ﬂy(x)ZAx.
Dus

b

V= J ny(x)zdx .

a

Als K door een parametervoorstelling x = (x(t),y(t)), o < t < B is gegeven

komt er

8
V= J ry(e) 2 (t)de .
o
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4,5.11. Voorbeelden.

1) Als men de hyperbool met vergelijking y2 - x2 = c2 wentelt om de x-as ont-

staat een (omwentelings-)halsvlak.

Het door de vlakken x = a en x = b (b > a) daaruit gesneden volume is
2 2 2 x3 b 7{b - a) 2 2 2
V= WJ (¢ + x")dx = m(cx + 750 = "'“Tf"__(3c +a + ab +b7) .
a a
2) Men wentelt de cycloide
x = at-asint, y= a- acos t, 0<t=< 2
om de x-as. Het zo gevormde lichaam heeft volume
2w 2w

nJ 33(1 - cos t)z(l - cog t)dt = nasl (I -~ cos t)3dt =
0 0

<3
[

27
na3J (1 + 3 cos2 t)dt = vaS(Zn + 3q7) = 5n2a3‘. .
0

It

4.5.12. Voor het volume van een lichaam € in R3 geldt V = fj[ dxdydz.
G

Is G gegeven als in 4.5.6, dan vinden we

VvV = JJ h(x,y)dxdy - f{ g{x,y)dxdy .
% €

4.5.13. Voorbeeld. .

Gevraagd het volume van het lichaam, gegeven door
0<z<l, x2 +y2 <22,

Het lichaam wordt begrensd door het vliak z = 1 en de kegel zZ = x? + y? met
0 als top en de z-as als as. Deze kegel snijdt het vlak z = | volgens de
cirkel gegeven door x2 + y2 =1, z = 1.

Neem G0 = {(x,y) l x2 + y2 5 1}, hix,y) = 1, g(x,y) = /x2 + y2, dan

is het gevraagde volume
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4.6.1.

4.6.2.

4.6.3.

JJ 1 dxdy - JJ V%2 + yZ dxdy = % - JJ r2drdg =
G G

Oneigenlijke meervoudige integralen.

Definitie: Laat G een gesloten en niet-begrensd gebied in R? zijn en zij
de functie f: G ~ R continu. Zij B(O,R) ='{§ e R2 ||L5" < R}. Onder de

oneigenlijke . integraql van f over G (notatie: fj f{x,y)dxdy) verstaan we
G

lim jj f(x,y)dxdy

R+~ GnB(O,R)

wanneer deze limier bestaat.
Evenals bij oneigenlijke integralen van functies met &&n variabele spreken

we over convergentie en divergentie van de oneigenlijke integraal.

De oneigenlijke integraal ff f(x,y)dxdy heet absoluut convergent wanneer
‘ G .

ff |f(x,y)|dxdy convergent is.

G

Stelling: Een absoluut convergente oneigenlijke integraal is tevens conver-—
gent. Bovendien mag een oneigenlijke integraal, wanneer hij absoluut conver-
gent ©8, berekend worden via de voor oppervlakte-integralenihlg gebruikeli jke

technieken, met name door over te gaan op een herhaalde integraal. (Zie §3.)

We zullen geen bewijs geven van de stelling; we merken slechts op dat een
duidelijke analogie aanwezig is tussen oneigenlijke integralen en reeksen,
zeker voor de eigenschap dat absolute convergentie gewone convergentie im-

pliceert.

De voorwaarde van absolute convergentie behoeft in de practijk gewconlijk niet
van te voren te worden geverifieerd. Voor een positieve integrand volgt de

(absolute) convergentie uit de convergentie van een bijbehorende herhaalde

integraal.

We merken nog op, dat oneigenlijke volume—integralen op dezelfde wijze ge-

introduceerd worden, en dat de analoge eigenschappen gelden.

Voorbeelden.
In de volgende voorbeelden is de integrand steeds positief zodat de absolute

convergentie volgt uit de (gewone) convergentie van de herhaalde integralen.
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dxdy
FwlZ + w232
(x% + y°)

]

, waarin G: 4xZ + y2 > 1,

We gebruiken poolcodordinaten r, ¢. De vergelijking van de ellips

4x2 + y2 = | wordt dan: r?(4 cos?y + sin?¢) = 1. De infegraal gaat nu

over in

dudy _ rdrde _
(x2 + YZ)Z T
G G
2’]’1’ 0

0

2T

n

0

dxdydz
(x% + y“ + z

(4 cos?g + sinZg)

3 J (4 cos?¢p + sin2g)de =

2) Bereken {fJ
G

-1
]

5

T

2

3T waarin G: |z|

1
- 27

3.

=)

(4 cos?p + sinZg)

o 3 a .n - + -
I . Gebruik cylindercoordinaten r,¢,z, dan gaat de integraal over in

20

rdrdgdz _ [ )
| #5582 Jee |
G 3
= -1 _r=oc
= 2T sz ';'2-":—2*2-
3 |r=0

£0

r

(r7 + z9)”

dr

2T

oo -

. Gebruik bolcoordinaten p,0,p, dan gaat de integraal over in

/2 w0 27
[J[ p2 sin E dpdédp _ 2 J 4o J sin © do J dp =
G i 0 3/cos 8 i 0
/2 o /2
= 4q J dg sin @ -1 = 4T J sin 6 cos 8 dg = 2n .
P 3/cos 8 3 ' 3

0

0

l—
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5 dx
3) Bereken J yYdy l T+ 35 °
0 y
Daar de binnenste integraal te moeilijk is, schrijven we de herhaalde

integraal als een oppervlakte—integraal van het niet begrensde gébied

G={(xy) | y20, x2 y2}. Dan volgt

=] o . @ /}?
54 _dx ([ 3 sy = | g | ySay -
y ey T+ x T+ x y T+ % yey
0 y? G 0 0

4) Zij G = {(x,y) e R? | x

[J e_(x2+yz)dxdy

G

\Y)

0, v =2 0}. Dan is

—p2
IJ e © rdrdg =
G

-2 -
= J dr { et rdg =-% ( e T rdr =
0 0 0
- _m T
4 0 4 )
-x2
We berekenen vervolgens I = e " dx :
. 0
SR g S} [ ——4
JJ e (x%+y )dxdy = J dx f e XY dy =
G 0 0
o o
. -2
= J e & dx J e dy = 12
0 0

zodat I2 = % en I = /1 .
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4.6.4. Definitie. Laat G een begrensd en gesloten gebied in RZ zijn en zij de
functie f: G + R continu op G behalve in het punt a ¢ G. Onder de oneigen—

lijke integraal van f over G (notatie:‘jf f(x,y)dxdy) verstaan we
G

lim JJ f{x,y)dxdy ,
540 o) (@
wanneer deze limiet bestaat. Hierbij is Ua(a) = {x ¢ R? | Hk - é||< §}.

De oneigenlijke integraal_ff f(x,y)dxdy heet absoluut comvergent wanneer
G

jf |f(x,y)|dxdy Fonvergeert.,
G

4.6.5. De stelling 4.6.2 kan ook hier gehanteerd worden, hij blijft letterlijk waar.
Ook oneigenlijke volume—integralen over begrensde, gesloten gebieden kunnen

- op analoge wijze ingevoerd en berekend worden.

4.6.6, Voorbeelden.,

1) zij B = {x e R | Wxll £ 1}, Voor o > O is de integraal

- [ o7 i

3 (x? + y2 + 2%)

oneigenlijk. Daar de integrand positief is, komt absolute convergentie

overeen met convergentie, We gaan over op bolcoordinaten:

T 2n

I = f dp [ de f —% pzsin g dy =
p=0 8=0 =0 P

De integraal convergeert voor a < 3 met als uitkomst

3-a °
Hij divergeert voor o 2 3.

2) Beschouw de herhaalde integraal

2 2
0 o (& +y7)
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In de binnenste integraal substitueren we x = yt, dan vinden we

by o iy _
x -y 1 ™ -1 _ 1
" +y) (1 + 9 yoo+ 1
0] 0
Daaruit volgt I, = -arctan 1l = - %-.

Verwissel nu de integratievolgorde in IJ en beschouw de herhaalde integraal

1 1

x2 2 .! !
- Xyt |
I J dx I o2+ 302 dy |

0 0 ¥ :

Analoog als voren vinden we I, =+ %-(ga na). Blijkbaar is de integraal

2 2
ff ; - 2.2 dxdy, met G = {x cR*> | 0<sxs<1,0<ys 1}, niet absoluut
G ="+ y")

convergent,

Gammafunctie, betafunctie

4,7.1. In deze paragraaf bespreken we een tweetal speciale functies die veelvuldig

4.7.2.

worden gebruikt in de mathematische fysica en de statistiek.

We definieren de gammafunctie door

o

T(x) = J e_ttxnldt, (x> 0) .

0
De convergentie van deze integraal moet onderzocht worden in t = 0 en t = =.
oo 1 @
We splitsen het integratie-interval: [ = [+ /.

1

Voor x » 0 is eﬂttxal < t—(X+1)txu!

= t-2 voor voldoend grote t, zodat de

tweede deelintegraal convergeert voor x > 0.

De eerste deelintegraal is niet oneigenlijk wanneer x > 1. Voor 0 < x < 1
-t x-1 x=1 ! x-1

geldt verder e 't <t en daar f t” "dt convergeert wvoor 0 < x < 1

0

is dus de eerste deelintegraal ook convergent voor 0 < x < I,

Met behulp van partiele integratie leiden we af!

T(x+1) = J e ft¥ar = - e ¥ + x J e T
0 ) 0 0

oftewel




Wegens

Wegens

en het

In het

oftewel

4.7.3. De volgende integralen zijn door de substitutie 2

T(x + 1) = xT(x)

[+ ]

r(1) = [ e tat =

0

?(n + 1) = n

b
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(x > 0)

1, volgt na herhaalde toepassing hiervan:

(n

= 0,1,

2,...), dus

r¢(l) =1, r(2) =1, r(3) =2, 1{4) =6, ...

EX)— _ 00-2
r{§) = [ e Ey %dt =2 f e Y dy = /7 (hier is t = y? gesubstitueerd

resultagt van 4.6.3, vogrbeeld 4 gebruikt) volgt eveneens

r() =/ TG = 4, TG

algemeen is voor n € Z, n = 0

D= -Po- .. 330 -

- @ =3) ... 300

- -

_ 2n{2n - 1D2n - 2)(2n - 3) ... 321 /e
2" 2n(2n-2) ... 2

Mn + 4 = (gg)f . (a=0,1,2,...) .
27" n!

gammafunctie:
- -
( ~t2 2o+l [ it
0 0
o o
J -t2 thdt =1 J e—ssn—
0 0

n

éds = iT(n + 1)

2odm e

s te herleiden tot de

(2n) !vVr

22n+1n:
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4.7.4. Vervolgens definiéren we de betafunctie door

4,

7.5.

1

-1 -1 .
(1) B(p,q) = J ¢P (1 - t)q dt , (p >0, q>0
0
De convergentie van deze integraal kan worden aangetoond via splitsing van
1 i 1
het integratie—interval: f = f + f (ga na).

Mén Kan gémakkélijk afleiden dat B(p,q) = B(q,p).
Door de substitutie t = sin?gp vinden we een andere integraalvoorstelling

voor de betafunctie:
/2

(2) B(p,q) = 2 J {sin ¢)2P_](cos ®)
0

2q-1 dp .

Het verband tussen de gamma- en de betafunctie wordt gelegd door:

. _ I(p)riq)
Stelling. B(p,q) o+ O

Bewijs. Ga uit van
[><] 0
J e_ttp_ldt J e_ssq_]ds .

0 0

r(p)riq)

Door de.substituties t = x2, s = y° gaat deze integraal over in
- 2p— - -
AJexXP]deeyyzq—!dy=

0 0

H

r(p)r(q)

S S - -
= 4 Jl e Ty sz 1 y2q ! dxdy ,
R
+

waatiniﬁi = {(x,y) e R® | x 2 0, y 2 0}. De integraal over Ei convergeert
abhsnluut vanwege de absolute convergentie van de herhaalde integraal. We

mogen op poolcodrdinaten overgaan, waarna volgt
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n

-2 - - -
T(p)T(q) 4 Jl e N r2p+2q 2(cos m)zp ](sin @)zq ! rdrdy =
R o

+
“ n/2
- - L) -
2 J e T )P (2 gy ( (cos ¢) 2P ! (sin ¢)
0 0

2q~1

1]

dp =

u

Nemen we in 4.7.5 p = q = 4, dan vinden we

/2
[r(3)i% = B(4,3) = 2 J dg = m .
0

Wegens T(}) > 0 volgt hieruit, in overeenstemming met 4.7.2,

r{}) = v/r .

4,7.6. Voorbeeld.

Gevraagd de oppervlakte ¢ van het gebied begrensd door de astrolde
2/3 . 2/3 _ ,
X +y =1

Schets de astroide en merk op dat er symmetrie t.o.v. de ¥X-as en t.o.v, de
y-as bestaat. De in het eerste kwadrant gelegen boog van de astroide wordt

x2/3 3/2

beschreven door y = (1 - )] , 0 £ x5 1.

De gevraagde oppervlakte is

1
=4 J (1 - x2/3)3/2 dx .

. .
Door middel van de substitutie x2/3 = t is deze integraal te herleiden tot
1 5, .3,
rGIr G
_ _o83/2 % _ 5 3, _ 270270
=656 [ (1 t) t? dt 6B(2 . 2) 6 IO R

ol ©

.
ro] =
—
P
W M| —
- - S
.
b —
—_
~
NI—'
N’
| ¥
.

r(p + qQ)B(q,p) = T'(p + ©)B(p,q) . 0

R o s
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477.7. Substitueren we 2p=] = n en 2q-1 = m in 4.7.4, formule (2), dan vinden we

/2
+ +

J sin"g cosmm dg = chlil s Efl)

0

voor n > =1, m > =1, In het bijzonder is b.v.
n/2 rr
sin”ql cosﬁcp dy = 53(!_5. l) = %__z._i =

22 r(6)

0

3 1 5 3 1
B R SGEE 2 2 A
5! SEIZTo

4.7.8. Gevraagd het traagheidsmoment T t.o.v. de z-as van het homogene lichaam G,
dat begrensd wordt door het vlak z = X en de omwentelingsparaboloide
z = x2 + y2; de massadichtheid van G is 1. We gebruiken cylindercoordinaten,
dan wordt het vlak gegeven door z = r cos ¢ en de paraboloide door z = r?,.
De projectie op het (x,y)-vlak van de snijkromme van vlak en paraboloide

wordt beschreven door r = cos 9, z = 0.

m/2 cos ¢ r cos ¢
T = J[J (22 + y2)dxdydz = JJJ ridrdedz = 2 J do J r3dr [ dz =
G 0 0 r2
w/2 cos ¢ _ /2
I
= 2 J do J (r% cos ¢ - r2)dr = s J cos®p dg = g% .

0 0 0

4.7.9. Beschouw een experiment waarvan de uitkomst x € R in zekere mate door het
toeval bepaald wordt. Men kan dan invoeren de zgn. Kansdichtheid f, zodanig

dat de kans op een uitkomst x ¢ [a,b] gegeven wordt door

b
P([a,b]) = J £(t)de .

a

In vele praktische situaties blijkt de kansdichtheid f te worden gegeven door

- 2
exp {-.&Eiazﬁl_]
cvln @

f(t) =
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waarin p en ¢ gegeven reele getallen zijn met ¢ > 0. We zeggen dan dat

x normaal verdeeld is met gemiddelde u en standaardafvigjking o. De grafiek
van f£(t) heet de kramme van Gauss; deze kromme is &éntoppig en symmetrisch

t.o, v, £ = pn.

De kans P{(-»,»)) op een uitkomst x ¢ (~w»,») dient 1 te zijn. Inderdaad

blijkt via de substituties t — p = osvZ, s? =y, dat

-l

P((-»,=)) = 1 [ exp [- (t2 u) Jdt = 4 J e 5 ds =

ovim __ 3 o

—52 —_—y -

- Z [ e 5 ds = 4 J e Vy %dy = —L»F(i) =1,

/TTO T o Y

8. Integralen met een parameter
4.8.1. De functie 1(x) = [ e_ttxﬁldt is een voorbeeld van een functie die gedefi-

nieerd is door middel van een integraal; de variabele x treedt op als

parameter van de integraal. Een ander, eenvoudiger, voorbeeld is

2

F(x) = J "E'E"—:l—mdt

1

(dus: F(x) =

' )
x + 1 x + 277

Willen we lii F(x) berekenen, dan kan dit uiteraard via
x>0

1im F(x) = lim (
x+0 x-+0

i _ y=+-1-2
x + 1 x + 27 1 2 2"

Langs de volgende weg krijgen we echter dezelfde uitkomst:

2 2

. ' . 1 1 i 1
lim F(x) = J lim V47— dt = J —r dt = - — = = .,
x-+0 x+0 (t + =) t t 2




4.8.2,

4.8.3.

- 214 -

De volgende stelling spreekt uit, dat voor functies die gegeven zijn als
eigenlijke integraal met een parameter, beide wegen altijd hetzelfde

resultaat opleveren:

Stelling. Zij £: [a,b} x [c,d} > R een continue functie en zij Xq € le,dl.

Dan is

b b
lim J f(t,x)dt = [ f(t,x.)dt .

XX
0 a a

Anders gezegd: Is £ : [a,b] % [c,d] >+ R continu, dan is ook de functie

F : [c,d] > R net
b
F(x) = | £(t,x)dt
a

continu.

We keren terug tot het voorbeeld uit 4.8.1. Voor de afgeleide van F geldt
enerzijds '

Vo i . 1 ]
T x+ 7  (x+ 2)2°

F(x) = {

1 |
x + | x + 2
anderzijds is ook

2 2

o

e oDy
R

' d 1 _ -2 - 1 1 -
F (x) = J _&(W)dt— I -(-E—:—'}{—)-g'dt-— (x+])£+(x+2)_2— ._‘..

1 1

Ock deze gelijkheid blijkt in geval van eigenlijke integralen steeds te

gelden; we mogen dus "differentiéren onder de integraal"f

4.8.4. Stelling: Zij £(t,x) continu op [a,b] x [¢c,d] en laat fx(t,x) bestaan en

continu zijn op [a,bl x (c,d). Dan is

b
F(x) = J f(t,x)dt

a
differentieerbaar op (c,d) en

b
F(x) = J £ (t,0dt .

a

g A A A e e s

e
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4.8.5, Wanneer een functie gedefinieerd is als oneigenlijke integraal met parameter,

gelden bovengenoemde eigenschappen in het algemeen niet meer.
o
Voorbeeld. Zij F(x) = f xe-txdt (x =2 0).
0

Deze integraal is voor alle x 2 O absoluut convergent.

. . -t . ,
Voorts is limxe = 0 voor alle t 2 0, Er geldt echter niet lim F(x) = 0;

x+0 x+0
immers met behulp van de substitutie tx = y volgt eenvoudig
= Y =
F(x) = f e “dy = 1 voor alle x > 0,
0

Wel kunnen we opmerken, dat er stellingen bestaan die uitspreken dat onder
bepaalde extra voorwaarden eigenschappen als in 4.8.2. en 4.8.4. voor on-

eigenlijke integralen blijven gelden. We gaan hier echter niet op in,

4.8.6., Beschouw de integraal

hix)
F(x) = J f(t,x)dt (x € [c,dl} ,
0

waarin h : [c,d]l > [0,1] en £ : [0,1] x [c,d] + R continue afbeeldingen zijn.
Laat bovendien h differentieerbaar zijn op (c,d) en laat £({t,x) differen-

tieerbaar zijn naar x met fx(t,x) continu op'[O,lj x.(c,d), Dan is F diffe-
rentieerbaar. We tonen dit aan en we geven F (x) met behulp van de ketting-

regel voor functies van twee variabelen. Hiertoe gebruiken we de hulpfunctie

-

11
p(u,v) = J f(t,v)dt
0

zodat F(x) = ¢(h(x),x). Merk op, dat

. u
mu(u,v) = f(u,v) en ¢V(U,v) = f fv(t,v)dt .
0

Hieruit volgt
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L]

F (0 = o, (80,00 (0 + o (B(x),0x =

h{x)
= f(h{x),x)h (x) + [ fx(t,x)dt .
0

Op dezelfde wijze ziet men dat

hix)
- J £(t,0dt = £(i(x),0h () - F(g(x),0g (x) +
g(x)
h{x)
+ { fx(t,x)dt .
g(x)

wanneer analoge voorwaarden gelden.

Voorbeeld.

Beschouw de gedwongen ongedempte trilling onder invloed van ‘een uitwendige

kracht, beschreven door de vergelijking
R(6) + 0o x(t) = w £(t)
0 0 ’

Laat de beginvoorwaarden zijn: x(0) = x(0) = 0.

We zullen verifieren dat de oplossing wordt gegeven door

t
x(t) = J f{1) sin mo(t - 1)dr .
~ 0
Bepaal daartoe %(t), x(t) door differentiatie onder het integraalteken onder

toepassing van 4.8.6:

t
f(t) sin mo(t - t) + W f f(1) cos wo(t - 1)dT =
0

x(t)

t

wg J f(1) cos w
0

O(t - 1)dt ,
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t

mof(t) cos mo(t - t) - wg J f(1) sin mo(t -~ 1)dT =
0

X(t)

t
mof(t) - wé J f(t) sin wo(t - 1)dt .
0

Uit het laatste resultaat volgt: x(t) = wof(t) - wg x{t), zodat x(t) inder-

daad aan de gegeven differentiaalvergelijking voldoet. Voorts is

0
J f(t) sin wO(O - 1)dTt =0
0

x{0)

en evenzo x(0) 0, zodat x(t) ook aan de beginvoorwaarden voldoet.

Voorbeeld.

We beschouwen het volgende probleem uit de statica. Een staaf met lengte 2
is geplaatst langs het interval [0,%] van de x-as. Het uiteinde x = 0 van
de staaf is ingeklemd en de staaf ondervindt een dwarsbelastlng qf{x).

De dwarskracht Q en het moment M in een punt X zijn dan achtereenvolgens

Q(x) = J ql{y)dy , M(x) = J (y - x)q(y)dy .

b X
Differentieer Q{x), M(x), dan volgt met 4.8.6

L 2
Q'(x) = - q(x), M'(x) = (x - x)q(x) - J q(y)dy = - J q(y)dy

X X

en dus M"(x) = q(x).

el

s Erd
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