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i 1.1,

1.2,

3 1.4,

1.10.

1.11.

1.13.

Week 1

Bereken de afstand tussen de punten (2,1,3) en (-1,2,
Bereken de afstand tussen de punten (-1,1,-3) en (-3,

Laat zien dat het punt (3,4) ligt op de rechte met pa

x = (1,5) + A(2,-1).

Bepaal de snijpunten van de rechte met de x—as en met

Laat zien dat het punt (3,-2V2) ligt op de rechte X =

Bepaal de snijpunten van de rechte met de x-as en met

Bepaal het snijpunt van de rechten x = (2,1) + A(1,3)

Bepaal het snijpunt van de rechten x = (9,0) + A(7,3)

Bepaal het snijpunt van de rechten x = (2,1) + A(1,3)

Geef enkele parametervoorstellingen van de rechte met

Geef enkele parametervoorstellingen van de rechte met

4y - 5 = Q.

Geef een parametervoorstelling van de rechte door de

(1,2,3). Bepaal het snijpunt van deze rechte met het

Geef een parametervoorstelling van de rechte door de

(2,4,3). Bepaal het snijpunt van deze rechte met het

Geef enkele parametervoorstellingen van het vlak met

2x + by + bz = 7,

4).
~2,3).
rametervoorstelling

de y-as.

(1,Y2) + Ax(~/2,3).

de y=-as.

enx -~y +1=20,

en x = (0,-8) + u(2,1).
en x = (0,3) -+

vergelijking

vergelijking

puntén (-1,1,4) en

(x,y)-vlak.

punten (1,2,3) en

(%,2z)-vlak.

vergelijking

Geef de vergelijking van het vlak met parametervoorstelling

x = (1,1,3) + A(0,1,1) + u(=1,0,1) .



.14,

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.20.

1.21.

1.22.

Laat zien dat de rechte x = (1,2,3) + x(2,3,5) evenwijdig is aan.het vlak
X + by - 4z = 2,

Laat zien dat de rechte x = (3,2,1) +a(-1,1,3) evenwijdig is aan het vlak

x = (1,0,0) + u(3,1,-3) + v(4,2,-3) .

Bepaal een parametervoorstelling van het vlak door het punt (0,1,1) en de
rechte x = (1,-1,0) + A(2,1,1).

Bepaal ook de vergelijking van dit vlak.

Geef een parametervoorstelling van het vlak door het punt (1,2,1) dat even-

wijdig is aan de rechten x = (-6,2,0) + x(1,1,1) en x = (5,1,3) + u(6,2,1).

Geef een parametervoorstelling van het vlak door de ocorsprong en de rechte
Xx= (]’_1’0) + )\(23131)0
Bepaal ook de vergelijking van dit vlak.

Bepaal het snijpunt van de rechte door de punten (1,2,3) en (4,5,-3) met het
viak 2x -y + 3z = 4,

De rechte % is gegeven door de parametervoorstelling x = (0,2,1) + A(1,1,0).
Het vlak V gaat door (1,2,1) en is evenwijdig aan de z—as en aan de rechte
X = u(3,1,0).

Bepaal het snijpunt van £ en V.

Het vlak V gaat door de punten (1,2,3) en (2,0,1) en is evenwijdig aan de

rechte gegeven door de vergelijkingen
X+y=~2z=2,2k-~y+3z2=1,

Bepaal de vergelijking van V.

De rechte & is gegeven door de parametervoorstelling x = (0,0,1) + 1(1,0,0).
Bepaal een parametervoorstelling van de rechte door het punt (1,1,2) die &

en de y-as snijdt.




1.23, Gegeven zijn de rechten
g: x = (1,2,3) + A(1,0,1) ;
m: snijlijn van de vliakken 2x + y + 2z =0, 2x +y - z = 0 ;
n: rechte door de punten (0,2,5) en (1,4,6) .

Bepaal een parametervoorstelling van de rechte die £ en m snijdt en even-

wijdig is aan n.

1.24. Bepaal de scherpe hoek die de rechten x = (7,1,-2) + A(2,-1,-3) en
x = (0,4,5) + u(1,3,2) met elkaar maken,

1l

1.25. Bepaal de scherpe hoek die de rechten x = (2,-3,4) + A(1,2,3) en

x = (5,1,-3) + u(-2,3,1) met elkaar maken.,

1.26. Bepaal de afstand van het punt (3,-1,5) tot de rechte x = (0,-1,2) +1(2,2,1).

1.27. Bepaal de afstand van het punt (2,-1) tot de rechte x = (1,2) + A (3,-4).

1.28. Bepaal de afstand van het punt (1,0,0) tot het vlak x + 2y + 2z = 10,
1.29. Bepaal de afstand van het punt (1,1,1) tot het vlak x + 2y = 8,

1.30. Gegeven zijn de rechten

1]

4 2 x = (3,2,5) + 1(0,2,-1)
en

(4"39-]) + U(3s_4’]) .

m: X

Bepaal de afstand tussen £ en m en een parametervoorstelling van de rechte

die £ en m loodrecht snijdt.

1.31. Gegeven zijn de rechten

21 x = (=1,3,6) + A(6,1,-2)

£ en
i m: X

(Oa-4’—3) + U(3323_2) .

Bepaal de afstand tussen £ en m en een parametervoorstelling van de rechte

die £ en m loodrecht snijdt.




1‘35.

]l37l

l.38l

1.39.

Bepaal de afstand tussen de rechten

X = (=1,2,0) + A(1,~1,2) en X = (2,1,1) + u(1,-1,2) .

Bepaal de scherpe hoek tussen de volgende rechten in R?:

a) 2x + 3y - 7=0 en x-5y + 4 =20 3

b) x + y/§ -13=0en x - y/§ + 4 =0,

Bepaal de scherpe hoek tussen de vlakken

a) 5% + 3y - 8z I3 en 13x -2y - Ilz =35 ;

b) x+y+2z=3 en 2x -~y +z =4,

Toon aan dat de rechte x = (1,0,20) + Xx(2,1,3) evenwijdig is aan het vlak

x+ty=-z=1,

. De rechte 2 is de snijlijn van de vlakken

2x - 2y +z2=5 en x - 2y - 2z = -1 .,

Bepaal de vergelijking van het vlak door het punt (2,3,4) en loodrecht op 2.

De rechte £ is de snijlijn van de vlakken
2x~y=1 en x+ 2z=2,

Bepaal de vergelijking van het vlak door het punt (1,2,~1) en loodrecht op %.

Bepaal de vergelijking van het vlak door de punten (3,-6,3) en (1,6,0) dat
loodrecht staat op het vlak 2x - 3y + 6z + 7 = 0,

Gegeven is het vlak V: x = A(1,1,0) + u(0,0,!) en het punt Xy = (xo,yo,zo).

Toon aan dat de loodrechte projectie van x., op V gelijk is aan

0
£(x0 + Yor g + Yoo 220) .

. Bepaal een parametervoorstelling van de projectie van de rechte

x = (-3,7,-1) + A(3,-3,1) op het vlak 3x - 2y + 2z = 9.




1,41,

].45.

].46.

1.49.

1.50.

. Gegeven zijn de vectoren u

Bepaal een parametervoorstelling van de projectie van de rechte

x = (3,-10,6) + A (4,-9,7) op het vlak x - 5y + 3z = I,

Bereken het uitwendig product a x b van de vectoren
i)
ii) a=(3,2,5), b

[

= (-3,0,3), b = (1,-1,1) ;

(2,2,1) .

. Het vlak V door (2,3,4) heeft richtingsvectoren (1,4,2) en (4,7,11). Bepaal

van deze vectoren het uitwendig product en daarmee de vergelijking van V.

Gegeven zijn de vectoren a = (2,14,5) en b= (~11,-2,10).

Bereken de vectoren ¢ waarvoor geldt ¢ L a, ¢ L b en IE_I = 15,

Toon aan dat de rechte x = (0,7,6) + A(-1,1,1) evenwijdig is aan het vlak
x = (6,1,2) + a(1,2,3) + 8(5,1,3).

Toon aan dat de vlakken x = A(1,2,4) + u(2,1,3) en x = (1,1,0) + p(=1,1,1) +

+ 0(3,0,2) evenwijdig zijn.

1
[
X
[~

;= (-1,2,2), u, = (2,-1,2). Bereken uy = 4, U,

als lineaire combinatie van u, en u

Schrijf (g] + 92) X u 1 Uy

3
Laten in R3 de vectoren a en b gegeven zijn met a L b, en zij p = a x b,
Dan geldt b x p = Aa.
Ga dit na en bepaal A.

Druk a x p uit in b en |3
Toon aan dat |a x ]3_]2 + (3,9_)2 = |§_|2|p_|2 (a e R3, b ¢ R3).

In R3 zijn gegeven de vectoren a, b en ¢ die niet in &én vlak liggen. Toon
aan dat de inhoud van het parallellepipedum opgespannen door 2, b en c ge-
lijk is aan l(i xb, o).

N.B. Het parallellepipedum heeft de oorsprong als hoekpunt en a, b en ¢ als

zijden.




Week 2

Geef een parametervoorstelling f van de krommen met de volgende vergelijkin-
% gen; geef hierbij ook DOM £.
: 2
4 a) y =mx +n ; b) y=x" -4
| 2 _ 2
] c) y© o= 2x 3 d) (y -b)" =2(x-a) ;
3 2 2
f» e) Ef - Zf =13 f) x3 + y3 = 3xy (aanw: stel y = tx) ;
; a b
% g) x>+ 4y2 +2x + 4y + 1 =0,
:
% 2.2, Idem voor
o a) 'xz + y2 =4, b) x2 +y=0,
: x+y+z=1; y-+z=20;
. c) z = x2 + y2 . d) .x2 * y2 =1,

X+y+z=1; Y2 + 22 =1

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling f bepaald door

3

£(8) = (2t, t2 - 2¢, 3+ 262y,

i Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het punt

corresponderend met t = 1.

. Gegeven is de kromme met parametervoorstelling f bepaald door

E(t) = ('(17 t4’ '15' t3: t)

In welke punten van deze kromme is de raaklijn evenwijdig aan het vlak
X + 3y - 4z = 07




\
é’s&

T R R £ e < e

2 e

2.5, Gegeven is de kromme met parametervoorstelling

2.6.

a)
b)
c)

d)

e)

(x(t),y(t)) = (2t - sin t, 2 - cos t), t eR ,

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het
punt corresponderend met t = a.

Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn evenwijdig is aan de x-as.
Teken de kromme.

Karakteriseer het ontstaan van deze kromme met behulp van mechanische
middelen.

Bepaal de richtingscoefficienten van de raaklijnen in de snijpunten van

de kromme met de rechte y = 2,

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling

a)

b)
c)
d)
e)

£)

(x(t),y(t)) = (sin t - t cos t, cos t + t sin t), t e [0,0) .

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het
punt corresponderend met t = a.

Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn horizontaal is.

Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn verticaal is.

Teken de kromme. -

Ga na dat de kromme ontstaat door een op de cirkel x2 + y2 = | opgerold
koord af te wikkelen met de wijzers van de klok mee, te beginnen in het
punt (0,1). .o

Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn en de positieve x-as een

hoek % maken.

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling

a)
b)

c)
d)

x(t) = t cos t, y(t) = t sin t, z(t) = t, t e [0,°) .

Toon aan dat de kromme ligt op de halve kegel z = /;Tfr?Fi

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het
punt corresponderend met t = a.

Schets de kromme.

Bepaal de verzameling van de snijpunten van de raaklijnen met het vlak

z =0,




i 2.8. Een kromme in.R? is in poolcoordinaten gegeven door de vergelijking r = r(g),
: waarbij r(op) een functie is waarvan de tweede afgeleide bestaat en continu

is. Een parametervoorstelling van de kromme is dan
L (x(9),y(9)) = (r(p)cos ¢, r(p)sin g¢) .

2 2
o druk &, Y it inr, o, + =, 7=4L,
dx 2 2
dx d(p

. r .. '
b) Laat zien dat tan yu = T waarbij y de hoek voorstelt tussen de voerstraal

en de raaklijn aan de kromme.

i 2.9. Gegeven is de kromme met parametervoorstelling
(x(t),y(t)) = (sin t, sin 2t), t € [~m,m) .

a) Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn horizontaal is.
b) Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn verticaal is.
c) Bewijs dat de x—as en de y-as as van symmetrie zijn.

d) Teken de kromme.

e) Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn richtingscoefficient 2

heeft.

2.10. Schets de hoogtekaarten van de functies f met

a) f£(x,y) =x-y; b) £(x,y) = %y ;

3) £(x,y) = L a) £(x,y) = x° + 2x + y° ;
e) £(x,y) = In(x> + y%) ; £) £(x,y) = max(x,y) ;

g) £(x,y) = max(|x[,|y]) .

2.11. Onderzoek of de volgende limieten bestaan:

2 2
a) lim 2= X ha XZ 3 b) lim XYy X Xz :
lx+y+y pLXty+y
2.2
o) lim x-Px+ry =2 . g lim Xy .

(L, x- D2+ (g - D 0 x2y? + (x - )7




2.12, De functie f is gedefinieerd door

=T x¥ 1,

8 4 (xey) = (l.O) .

£(x,y) =

a) Schets de hoogt;ekaart van f£. : S
b) Is het mogelijk a zo te bepalen dat £ conting is in (1,0)?
2.13. De functie £ is gedefinieerd door
-%';L o X V¥ 1,
x“ -1 . S
: £(xy) = {, o (Xey) = (1)) 4
8 s (xey) » (=1g=0)
-« a) Schets de hoogtekaart van f. .

b) Toon aan dat het niet mogelijk is [ e 8 80 te boulu du £ continu is
in (1,1) en in (-1,~1). ‘

2.14. De functie £ is gedefinieerd door

v f(x.y) - —TT voor (x,y) ¢ (0,0) ,
X y

£(0,0) =0 .
Bewijs dat £ continu is op Rz.
2,15, De functie £ is gedefinieerd door
£(x,y) = -_-'-i-‘-‘-g- voor (x,y) ¢ (0,0) ,
Ty
f(ODO) Ll 0 [}

Bewijs dat £ comtinu is op Rz.

- 2,16, De functie f is gedefinieerd door

f(x,y) =1 wvoor xy # 0,
£(x,0) = x ’ |
£00,y) = y?

" In welke punten is £ discontinu?




- 10 -

2.17. De functie f is gedefinieerd door

: 2
f(g;_)ﬁ-vz-}i—z—z- VOOL’ES_#_O_,
X' +y ‘

£(0) =0 .

a) Bereken lim f£(x,mx),
x+0 2

b) Bereken lim f£(x,mx*)
x+0

c) Is f continu in 97

2.18, Onderzoek de continuiteit in 9_ van de functieg

2 2 - ‘

)
b) £(x) = e =57 voor X # y, £(x,%) = x° .




—.]l_

Week 3

3.1. Toon met de definitie van differentieerbaarheid aan dat de volgende functies
differentieerbaar zijn in het punt (1,2) en geef de vergelijking van het

raakvlak aan de grafiek door (1,2,f(1,2)) als

ff::;’} a) £(x,y) = %2 + y° ; b) £(x,y) = 2x + y° .
. 3 f Af .
; 3.2, Bepaal de partiele afgeleiden 3% P 3y van de functies
9\“ I
s
3 .
" a) f(x,y) = arc;tan-;-‘w ; b) f(x,_y) - xsm y ;
. - -
c) £(x,y) = In tang— s d) £Gxy) = (x+ Y
3
+
e) f(x,y) = xyzex. 2y '

3.3. De functie f is gegeven door

i f(x,y) = = 7 (x,y) # (0,0) .

x2 +y
;
! of 3f
Toon aan dat x =Y 3y £f(x,y).

3.4. De functie f is gegeven door
f(x,y) = x%arctan -‘:—:— - yzarctan-;s- s, X¥0,y#0.,

af af _
Toon aan dat x 5=tV 3y " 2£(x,y) .

3.5. De functie f is gedefinieerd door

3
£(x) = —=ZL—  voor x # 0 ,
X 2 7 ¥
X" +y
£(0) =0 .
a) Bereken %ﬁ en 3£ in 0.
X ay =

b) Onderzoek of f differentieerbaar is in 0,




3. 7.

3.8.

3.9.

© 3.10.

- 3.11.

\ 3.120

_]2_

De functie f is gedefinieerd door

f(_}5)=———§-—r-— voor x # 0 ,
X +y
£(0) =0 .
a) Bereken éi-en af in 0.
X oy -

b) Onderzoek of f differentieerbaar is in 0.

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan het oppervlak met vergelijking

z = (12 - xyz)l/3 in het punt (1,2,2) .

Bepaal de vergelijking wan het raakvlak aan het oppervlak met vergelijking

z = 1n(x2 + y2 + 2x + 4y + 10) in het punt (0,0,1ln 10)..

Bepaal de punten van het oppervlak met vergelijking

z = 15x + 4x2y2 - 2xy2 - 2y2

waar het raakvlak evenwijdig is aan het (x,y)-vlak.

Gegeven is het oppervlak met vergelijking

z=sinxsiny, O0O<x<m, 0<y<21,

Bepaal de punten van het oppervlak waar het raakvlak evenwijdig is aan het

(x,y)-vlak.

a) Gegeven: z = xe™ met x = In t, y = sin t,

Bepaal dz met de kettingregel.

de 2 . 2 £
b) Gegeven: z = arctan(x” + y°) met x = e, y = tan t.
Bepaal dz met de kettingregel.

dt

Gegeveniw = 1n(x3 + y3
dw

I et de kettingregel.

Bepaal

+ z3) met x = t sint, y =t cos t, z = t,



.-]3_

; 3.13, Van de functie f(x,y) is gegeven: £(0,1) = - %—, %& = ye* en %5 = ex-*wl——— .
I +y

Als g(t) = f(x(t),y(t)), waarin x(t) = In t en y(t) = t, bepaal dan g'(t)
en hieruit g(t).

3.14, Gegeven: z = £(r) met r = V%2 + y2.

Toon aan:
_3_2_2 _3__2_2= t 2 ’
GDT+ G = N,

3.15. Bepaal alle partiele afgeleiden van de eerste en tweede orde van de functies

a) f(x,y) = 2x3y2'-3xy-+5y-+7 ;3 b) f(x,y) = sin(2x + y) ;
2 : )

c) £(x,y) = e d) f£(x,y) = 1n xy2 ;

e) f£(x,y) = ¥ .

3.16. Bepaal de partiele afgeleiden van de derde orde van de functie

f(x,y) = x2y sin y .

3.17. Gegeven:

1

[ f(x9y’ z) = — - .
i Y(x - a) + (y - b)s + (z - ¢c)?
é Bereken
; o2s 2% o’
2 2 2

3.18. Gegeven: w = £(r) met r = Vx% + y° + z4,

Toon aan:

2 2 2
3w+3‘§+3w=fn(r)+}2_f1(r).

ax2 oy 92z




_]4—

i 3.19. Geef de formule van Taylor om a = (0,0) tot en met de termen van de derde

graad voor de functies

a) f(x,y) = sin x In(l + y) ;

b) f(x,y) = 'l—ﬂ'}(‘:—w ;

c) f(x,y) = yex“y .

3.20. Geef de formule van Taylor tot en met de termen van de derde graad voor de

functies

a) f(x,y) = x2y +xy = 3x met a= (2,3) ;

b) f(x,y) = x2y + x = 2y met a = (2,1) ;
é) c) f(x,y) = sin xy met a = (%-,1) :
i d) f(x,y) = Tf:—zi—:—yy met a = (1,1) .




4.2.

4.3.

4.4,

4.5.

4.6,

_15-

Week 4

Bepaal de punten waar de raaklijn horizontaal is op de krommen met vergelij-

king
a) Xy3 - x2y2 =13 b) x2y - xy2 +y+12=0;
c) 1n/x% + y2 = arctan %-; d) Xy + x2y3 = 1]

Bepaal de punten waar de raaklijn verticaal is op de krommen met vergelij-

king
a) 26° - 2xy + y* = 2x = 0 ; b) x? = bxy + 5y2 = 1 ;
c) x3y2 - bxy =1 ,

Bepaal de punten op de kromme X2 + Xy + y2 = | waar de raaklijn richtings-

coefficient 1 heeft.

Bepaal de punten op de kromme x2 - 4xy + 5y2 = 2 waar de raaklijn richtings~
coefficient % heeft.

2 2 : e .
Bepaal de punten op de kromme x y° - 2xy - 2x - 2y = 0 waar de raaklijn rich-

tingscoefficient —1 heeft.

Door de vergelijking z3 + xz2 +yz+ 2=201s z in een omgeving van (1,2,-1)

. . . . 9z .
impliciet gegeven als functie van x en y. Bepaal %i en 3% in het punt (1,2,-1),

Door de vergelijking x2 - 4y2 +2z+1lnz=11s z in een omgeving van (2,1,1)
als functie va Bepaal 3z 3z 2%z 22z en 3z in het
gegeven nc van x en y. Bep TR 3x2 » Txdy ayz

punt (2,1,1).

v - 22 - z cos y = 0., Beschouw z als functie van X en y en be-

Gegeven: 2e*
paal de partiele afgeleiden van de eerste en tweede orde van z in het punt

(0,0,1).
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Gegeven: xy + y2 = z + xe’. Beschouw z als functie van x en y en bepaal de

partiele afgeleiden Zs Zy’ Z zxy en zyy in het punt (-4,2,0).

Door de betrekkingen

x2 + y2 + 22 =25 en xXx+y + 2z =1

zijn y en z als functies van X gegeven.

Bereken y', z', y" en z'" in het punt (4,-3,0).

Door de betrekkingen

x3 + y3 + z3 - 2yz=1 en x+y+ 2z =1

zijn y en z als functies van x gegeven,

Bereken y', z', y" en z'" in het punt (0,0,1).

Een kromme in R is gegeven door het stelsel vergelijkingen

x2 - y2 + 422 =16 ,

X +y + z = 6,

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het punt

(2,2,2).

Op de kromme K gegeven door

x3 + y3 - z2 =1,

x2 + y2 + 22 =3 ’

ligt het punt a = (1,1,1). Bewijs dat de raaklijn aan de kromme in a even-

wijdig is aan het (x,y)-vlak.

2 2 2
Gegeven is de ellipsoide E met vergelijking %5 + %? + 5w = 1. Bepaal de ver-

gelijking van het raakvlak aan E in het punt (-2,1,-3).

Het oppervlak V in R; is gegeven door de vergelijking

3x2 + Sy2 - 222 - 8xy + 4xz - 4yz - 2x + 12y = 1 .

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan V in het punt (1,0,0).
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b
b
5
b

4.16. Gegeﬁen is dat het punt (a,b,c) voldoet aan de vergelijking f(x,y,z) = 0. In

een omgeving U van (a,b,c) zijn %§ R %§ en %§ ongelijk nul. Men kan dus in
die omgeving z opvatten als functie van x en y, maar ook y als functie van
x en z of x als functie van y en z.

Toon aan dat voor deze functies geldt: 25.22 3z -1.

4.17. Bepaal de richtingsafgeleide in a in de richting van v van de volgende func-

ties:
2 ~ 1
a) f(X,y) =X + 3xy, _a;_ = (]:0)9 X = "'"'(]a-l) H
, -2
' b) £(x,y,2) = xy + yz + xz, a=(1,2,3), vy = (1,-1,1)
3 3 3 _ 1
c) £(x,y,2) = Xy + yz + 2%, a= (1,10, yv=—(1,2,3) .
' 14
4.18. De functies f] en f2 zijn gedefinieerd door
2
£,(x) = —2—F voor x#0, £,(0) =0 ;
X" +y
fz(zc_) = y sin voor x # 0, fz(g_) =0 .
x“ +y
? a) Onderzoek de continuiteit van fl en f2 in 0.
b) Onderzoek de differentieerbaarheid van fl en f2 in 0.
c) Onderzoek het bestaan van de richtingsafgeleiden van fl en f2 in 0.

4,19, Bereken en schets de orthogonale trajectorién van de niveaulijnen van de

E functies
b
i 2
a) f(x,y) = 4x" + In y ;
b) f(x,y) = X% - y2 ;
c) £(x,y) = &5 .
X
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4.20, Bepaal een parametervoorstelling van de kromme door het punt (1,1,1) die al-

421,

le niveauvlakken van de functie f(x,y,z) = x

2 2

+ 2y2 + 32" loodrecht snijdt,

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de volgende functies f op

de aangegeven verzamelingen V:

a)

b)

c)

d)

e)

£)

g)

f(x,y)

f(x,y)

f(st)

£(x,y)

f(x,y)

f(x,y)

f(X,Y)

]

11
X V=l [ h=xs1, psysiy
X - yz s V= {(xy) | X% + y2 < 4}
4x" + ¥y, V= {(xy) | |x| + |y <1}
2 2 2
-y, V={(x,y) | °+y° < 4};
%%y , Ve {(xy) | x> +y®<1);
5x4 - 4x5 + 5y4 . V= 32;

(v - xz)(y - 2x%) , V=gr%,



Week 5

van de extrema van de volgende functies f op de

Bepaal plaats, aard en waarde

aangegeven verzamelingen V:

a)

b)

d)

e)

£)

g)

h)

{(x,y) | x

4(x - 1)°

]
fl
A

In

2 2.,2 2
= (y -x")(x"+y -2x) , V

IN

2 2
Wz'x Mx2+y -2x) , V

[}
]

Gr-xt) @t ey? -2 , v

Bepaal (bijvoorbeeld met behulp van de multiplicatorenmethode van Lagrange)

plaats, aard en waarde van de extrema van de volgende functies f op de aange-

geven verzamelingen V:

a)

b)

c)

d)

{(x,y) | x>

{ (x,¥) l XL

{(x,y) [ X

1l
]
+
1

{(X’Y) I X

afstand van een punt op de 2 + 4y2 = 4 tot

Bepaal de extrema

de rechte x + y =

afstand van een punt op de parabool 4y

Bepaal de extrema

punt (0,3).
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In 1{4 is gegeven de rechte %: x = (10,5,15,0) + 2(1,2,2,4) en het punt
a= (1,3,1,4).

Bepaal b ¢ 2 zodanig dat a - b de loodrechte verbindingsvector van aent is

a
<

en laat zien dat |3_ - _’t_>_| I_a_ - _:_c_l voor alle x ¢ £, (b is de loodrechte pro-

jectie van aop %.)

In ]R4 is gegeven de rechte %: x = (1,1,2,1) + 2(1,2,3,4) en het punt
a= (5,-2,4,0).

Bepaal de loodrechte projectie van a op 2.

In ]R4 is gegeven het vlak V: x = (5,-5,0,0) + 2 (2,2,4,-5) + u(5,3,-1,1) en
het punt a = (11,1,-7,-12),
Bepaal de loodrechte projectie b van a2 op V en laat zien dat ]_a_ - BI < la - 5]

voor alle x eV,

In R4 is gegeven het vlak V: x = 1(1,0,1,1) + u(0,2,0,1) en het punt
a = (-2,3,2,5).

Bepaal de loodrechte projectie van a op V.

. Toon aan dat voor alle a ¢ Rn, b e r® geldt

4(a,b) < (@+b, a+b)+(a-b,a-b).
Voor welke vectoren u « R geldt (u,x) = 0 voor alle x ¢ R™?

Zij a € RY, a # 0 een gegeven vector.

Voor welke u ¢ R® geldt

a) la + u|l =la]l + |u] ?

]

b) ARSME:

Los de volgende stelsels vergelijkingen op:
a) xl+2x2+3x3- x4=0,

2%, + 3x, - + 3x, =0,

1T % T X3 4

4xl+6x2+ x3+2x4=0;




b)

c)

d)

e)

£)

Bepaal de oplossingsverzameling van de volgende stelsels vergelijkingen:

a)

b)

[ x
1

-2x1

- 2x2 3x3
- 5x2 7x3
+ 3x2 Sx3
+ 4x2 3x3
TR TR
+ 6x2 4x3
+ X, 2x3
ToxRt X
+ 5x2 4x3
+ 9x2 3x3
+ 4x2 2x3
+14x2 4x3
- 5x2 3x3
+ l3x2 - 3x3
* Xy T X
- x,

- x,

+ 3x2 - 2x3

+

+

4x3

3x3

+

+

|

%, =

fl
o

0

-4

3




d)

e)

£)

2 a)

e
¢,

b)

)
X

-X
1

- 8x2
+ x2
+ x2
- 2x2
- x2
- 3x2

)
+ 2x2
+ xz

+ 2x2

*2
+ 3x2
+ 2x2

+ 2x2

2x2

- xz.

+ 3x2

2x

2x

2x

4x

2x3
4x3

6x3

4x

2x
3x
2x
5%

4x

3x3

X3

*3
2x3

3x3

2x
2x

2x

+

i

‘ 5.14. Bepaal de normaalvorm van de

+

- 22

3x4 - 2x‘5-‘

volgende stelsels vergelijkingen:

5k, = 1,

3x4=3,

1
1
193
-

4

9x4 =-5;

3x4=1,
3x4==1,
3x4=l,
2x4=4,

5x4 = -3




c)

3x,

4x
4%

7x

5x

7x

5%

11x

- 5x3

23 -
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Week 6

\Y isdde verzameling van de polynomen van de graad < 2 (waarin we stilzwijgend
het ﬁulpolynoom opnemen; analoog bij V] en V3).A

V1 is de verzameling van de polynomen van de graad < 2 met een nulpunt in 1.
V2 is de verzameling van de polynomen van de 2¢ graad,

V3 is de verzameling van de polynomen van de graad < I,

Welke van de verzamelingen V, Vl’ V2’ V3 zijn lineaire ruimten?

Bepaal in geval van lineaire ruimte een basis en de dimensie van de ruimte.

C([0,11) is de verzameling van alle continue functies van het interval [0,1]
naar R.

BIOO is de verzameling van alle functies van [0,1] naar R, waarvoor geldt:
|£(x)| < 100 voor alle x € [0,1].

B is de verzameling van alle functies van [0,1] naar R met de eigenschap dat
er voor iedere f ¢ B een getal M bestaat zodat |f(x)| < M voor alle x ¢ [0,1],

d.w.z. B is de verzameling van de begrensde functies op [0,1].

a) Welke van de verzamelingeﬁ c(fo,11), B B zijn vectorruimten?

100°
b) De functies f en g zijn gedefinieerd door f(x) = x en g(x) = xz voor
x ¢ [0,1].
Bewijs dat f en g onafhankelijke vectoren zijn in C([0,1]).

c) Welke van de onderstaande functies is een element van <f,g> < C([0,1])?

i) h, met h](x) 8x voor alle x € [0,1];

1

ii) h, met hz(x) x + 6x2 voor alle x ¢ [0,1];

x + 5 voor alle x ¢ [0,1];

3

iii) h, met h_ (%)
3 3 2
X~ + x° voor alle x ¢ [0,1].

iv) h4 met h4(x)

Gegeven is de lineaire ruimte R" (n = 2).

Ga na of de volgende deelverzamelingen W van R" lineaire deelruimten van R*

zijn.

a) W= {(x,000,%) eR | x, €2} ;

b) W= {(x),000,%) € R | 5%, = x, = 0} ;
c) W= {(xpeee,x) € R | 3%, + 4x, = 1} ;
d) W= LGp,een,x) e R | xIll 20} ;

e) W= {(x,000,x) eR | ] x, =0},
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6.4. Beschouw de lineaire ruimte 22, d.w.z. de verzameling rijen (an):;=l waarvoor

) a2 convergeert.
n=] °
Ga na of de volgende deelverzamelingen W van 22 lineaire deelruimten van %2

zijn.
a) W= {(a) ezzl ) RESIY
I n’'n=1 n ?
3 b) W= {,(an)n=l e 1< | a € @ voor alle n ¢ N} ;
= ® 2 = .
4c) W {(an)n=1 e 2° | a, =0 voor allen ¢ N} ;
L d) W= {(an):=l e 22 I a, # 0 voor hoogstens eindig veel waarden van n}.

6.5. Beschouw de lineaire ruimte F(R), d.w.z. de verzameling van functies van R
naar R.

Ga na of de volgende deelverzamelingen W van F(R) lineaire deelruimten van

F@R) zijn.
a) W= {feF®R | £(4) = 0} ;
‘ b) W=1{feFR | 2£00) = £(1)} 3
) W={feFR | £(x) 20 voor alle x € R} ;
d) W=1{fec FR) | £ oneven} ;
e) W=1{fecFM | £(1) = £(0) + 1} ;
| £). W= {f e F®) | £ differentieerbaar op R} .

6.6. Schrijf in de volgende gevallen v als lineaire combinatie van a, b en c.

i) y = (6,17,16), ar= (1,4,5), b= (2,5,4), = (1,2,0) ;
ii) y= (-1,4,7), ars (1,-2,3), :t_’_ = (4,-3,1), c= (3,-2,5) ;
iii) v = (5,-2,3), a-= (1,2,3), _ll= (2,1,1), e= (1,0,1) .

6.7. De vectoren a, b en c in een lineaire ruimte V vormen een onafhankelijk stel-

sel. Toon aan dat a + b, a ~ b en a - 2b + c een onafhankelijk stelsel vormen.

{
&
t
{
“y B
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6.8, De vectoren a, b, c en d in een lineaire ruimte V vormen eeri afhankelijk stel-

sel, Het stelsel a, b, ¢ is onafhankelijk. Toon aan dat d een lineaire combi-

natie is van a, b en c.

Onderzoek of de volgende stelsels a, b, c afhankelijk of onafhankelijk zijn.

. i) ar= (132:3)3 E_ = (3:2’1)5 c= (—3a2a7) H
7 ii) ars (l,‘1,4,2), R,= (2,0,2,1), L= (7"3’16’8) 3
iii) as=

(4:5’2)a P_ = (1’892)’ = (14,4,1) K

_'“6.10. Onderzoek of de volgende stelsels a, b, c afhankelijk of onafhankelijk zijn.

r i) a= (2,3,4), P_ = (5,2,D), c= (-4,5,10) ;
ii) as= (4,-3,5), b= (2,-4,7), c= (10,5,3) ;
iii) as=s (2,4,~1,-1), :B_ = (1»5:1’-2)’ c= (-1,3,3,-2) .

611, Gegeven zijn de vectoren a = (3,~1,4,7), b = (1,-3,2,5), ¢ = (2,6,1,-2),
_d_= (5’3)2’-1) ens.—- (0’4’—]’4)1 ©

Bepaal van elk der volgende vectorruimten een basis en de dimensie.

- i) Ul = <a,b,c> ;

f ii) u, = <a,b,d> ;

“ iii) U, = <a,b,coe> -
i 4

Geef een vector in R° die niet in U, ligt.

6.12. Gegeven zijn de vectoren a = (1,2,3,4), b = (2,-1,0,2) en c = (4,-3,-1,-1).
Zij U = <a,b,c>.

a) Bepaal dim U.

b) Geldt d = (-4,1,-2,10) € U?

c) Geldt e = (3,1,2,1) ¢ U?

]

6.13. Gegeven zijn de vectoren a = (3,-2,3,1), b = (2,1,2,-1) en c = (1,1,2,3).

Zij U = <a,b,c>.

a) Bepaal dim U.
b) Behoort d = (1,4,3,1) tot U?
(—4’2,],3) tot U?

s
!

c¢) Behoort e
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- Gegeven zijn de vectoren a = (8,0,-9,8), b = (12,-10,6,6), ¢ = (4,7,76,-8),

d = (8,-7,3,6) en e = (0,-3,12,-10).

Bepaal dim U en een basis van U.

Beschouw de lineaire ruimte F(R). De functies f ¢ F(R), g ¢ FR) en h ¢ F(R)
zijn gedefinieerd door £(x) = e2x’ g(x) = x2 en h(x) = x.

Toon aan dat £, g, h een onafhankelijk stelsel is.

De functies f ¢ F(R), g ¢ FMR), h ¢ F(R) zijn gedefinieerd door f(x) =sin x,
g(x) = cos x, h(x) = x.

Toon aan dat f, g en h onafhankelijk zijn.

Beschouw de lineaire ruimte F(R). De functies fi e FR) (i = 1,2,3,4) zijn

gedefinieerd door
£f.(x) =2, £f,(x) = x, £,(x) = sinzx £, (x) = coszx
1 » =2 * *3 ' '

2ij U = <fl,f2,f3,f4>, vV = <f2,f3,f4>.

Bepaal dim U, dim V, een basis voor U en een basis voor V.

De functies f, € FR) (i = 1,2,3,4) zijn gedefinieerd door
2x -X .
£f1(x) =7, f2(x) =e , f3(x) = cosh x, f4(x) = sinh x .

Zij U = <fl,f2,f3,f4>, V= <f2,f3,f4>.

Bepaal dim U, dim V, een basis voor U en een basis voor V.
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i Week 7

Ga na of de volgende afbeeldingen lineair zijn. Geef, als A lineair is, de

‘ beeldruimte en de nulruimte van A en controleer de dimensiestelling.
a) A: ]R2 - ]R2 gedefinieerd door A(x,y)
1 b) A: ]R2 - R3 gedefinieerd door A(x,y)
¢) A: B

‘ d) A: 1R2 >+ R gedefinieerd door A(x,y) = xy;
\;TA: ]R3 ->]R2 gedefinieerd door A(x,y,z) = (x,0);
f) A: ]R3 +]R2 gedefinieerd door A(x,y,z) = (|x{ ,0)3
g) A: R"

is.

(x+y, x);

(x+1, 2y, x+¥);

+ R gedefinieerd door A(x,y,z) = 2x - 3y + z;

n . . .. n
> R gedefinieerd door Ax = a + x, waarbij a € R een gegeven vector

7.2. Beschouw de lineaire ruimte F(R). Welke van de volgende afbeeldingen
A: F@R) * R zijn lineair?

@ Af = £(1);
Q‘) Af = 1 + £(1);
() Af = (£(0))%;

d) Af = 3£(0) + |£(1)

f 7.3. Ga na of de volgende afbeeldingen lineair zijn.

A: FR) ~ FR) gedefinieerd door (Af)(x) = | + f(x) voor alle x ¢ R;
, b) A: F(R) - F(R) gedefinieerd door (Af)(x) = £(-x) voor alle x ¢ R;
‘ @> A: FR) » F(R) gedefinieerd door (Af)(x) = f(xz) voor alle x ¢ R;

[~<]

. g2 . © 2,

d) A: 2° - R gedefinieerd door A(an)n___1 nzl a;
& NS gedefinieerd door A(a )" = lim a2,
n’'n=1 n

N>

.) De lineaire afbeelding P: R3 +]R3 is de projectie op het vliak x + y + z = 0.

a) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van P,

1

(]’-],0)9
(1,1,2),

b) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Px

1l

c) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Px
d) Toon aan dat p? = P,
e) Is de afbeelding P bijectief?
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7.5. De lineaire afbeelding P: R? > R? is de projectie op de rechte x = A(1,2,3).

a) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van P,

(2,4,6),
¢) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Px = (1,2,2),

d) Is de afbeelding P bijectief?

b) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Px

De lineaire afbeelding S: R? *-R; is de spiegeling ten opzichte van het vlak

X+y + 2z=0.

& a) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van S,

(1,2,3),

c) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Sx = (1,1,-1),

b) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Sx

d) Toon aan dat de afbeelding S bijectief is,
e) Bepaal s*.

De lineaire afbeelding A: R? +1R3 is gegeven door
A(1,0,0) = (1,2,4), A(0,1,0) = (-1,3,-5), A(0,0,1) = (5,0,22) .

Bepaal:

a) de dimensie en een basis van de beeldruimte wvan A;
b) de dimensie en een basis van de nulruimte van Aj

c) de verzameling oplossingen van de vergelijking Ax = (3,-4,14).

De lineaire afbeelding A:ZR3 +ZR3 is gegeven door
A(1,0,0) = (5,2,-4), A(0,1,0) = (1,5,-3), A(0,0,1) = (7,-11,1).

Bepaal:

a) de dimensie en.een basis van de beeldruimte van A;
b) de dimensie en een basis van de nulruimte van Aj
c) de verzameling oplossingen van de vergelijking Ax = (13,-4,-6).

3

) De lineaire afbeelding A: R >R is gegeven door

A(2,1,1) = (7,6,7), A(1,0,2) = (1,15,10), A(-1,2,2) = (-1,7,4) .

Bepaal:

a) de dimensie en een basis van de beeldruimte van A;
b) de dimensie en een basis van de nulruimte van A;

c) de verzameling oplossingen van de vergelijking Ax = (2,-3,-1).




Bepaal:

Bepaal:

Toon dit aan.

a) dim ®(AB)
b) dim N(AB)

1

-1
0

IN

IA

a) de dimensie en
b) de dimensie en

c) de verzameling

Laten A: U+ V en

Bewijs dat geldt
dim R(A);

dim N(A) + dim N(B);
dim ®(AB) < min(dim €(A), dim ®(B)).

2

De lineaire afbeelding

A(1,0,0,0)
A(0,0,0,1)

c) dim R(A) + dim &(B) - n

ff7.10. De lineaire afbeelding A:IR3 +ZR3 is gegeven door

A(1,2,3) = A(2,3,1) = A(2,1,3) = (6,-36,30) .

a) de dimensie en een basis van de beeldruimte van A;
b) de dimensie en een basis van de nulruimte van A;

c) de verzameling oplossingen van de vergelijking Ax =

A: RY - R3

(3,-1,1), A(0,1,0,0) = (1,3,1), A(0,0,1,0)
(1,1,1) .

een basis van de beeldruimte van A;
een basis van de nulruimte van A;

oplossingen van de vergelijking Ax
B: V- W lineaire en bijectieve afbeeldingen zijn. Dan is

<« “«
BA: U ~ W een bijectieve lineaire afbeelding en er geldt (BA) = A B .

In dit vraagstuk noteren we de beeldruimte van een lineaire afbeelding A: V>V
door #(A) en de nulruimte van A door N(A).

Laten A: V> V en B: V -~ V lineaire afbeeldingen zijn en zij dim V = n.

. 14, Bepaal de rang van de volgende matrices.

(1,-6,5).

is gegeven door



7.15.

7.17.

7.18.

7.19.

- 3] -

b) (1 2

w

N
NN NO

w

c) (1 2 3 4
1 3 5 3
4 10
d) (1 2 4 0 =2
-2 -3 -1 1 of .
0 1 1o~

e) (1 -1 0 3
2 1 0 1
2 -2 0 6
ol -2 1 2
Schrijf een 3 X 4 matrix A op met
a) rang A = 0;
b) rang A = 1;
c) rang A = 2;
d) rang A = 3.

De lineaire afbeelding R: R > B is

hoek %1 . Bepaal de matrix van R.

De lineaire afbeelding R: ]R2 + R is

hoek - -%ﬂ- . Bepaal de matrix van R.

De lineaire afbeelding P: R > R is

de matrix van P.

De lineaire afbeelding P: ]R2 > Rz is

Bepaal de matrix van P.

de draaiing om de oorsprong
de draaiing om de corsprong
de projectie op de rechte y

de projectie op de rechte y

over een

over een

3x. Bepaal

1

U
N
»
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N.B. Onder de rang van een lineaire afbeelding A verstaan we de dimensie van

de beeldruimte van A.
De lineaire afbeelding A:?R3 *IR4 is gegeven door
A(1,0,0) = (1,2,3,5), A(0,1,0) = (3,2,1,3), A(0,0,1) = (2,1,3,4)
Bepaal:

a) de matrix van Aj
b) A(l,1,1) en A(2,-3,1);
c) de rang van de afbeelding A;

d) het beeld van de rechte gegeven door 3x + 2y = 0, y + 3z = 0.

. De lineaire afbeelding A:]R3 +~Rﬁ is gegeven door
A(1,0,0) = (1,1,2,3), A(0,1,0) = (1,-1,0,1), A(0,0,1) = (2,1,3,5) .
Bepaal:

a) de matrix van A;
b) A(l,~1,1) en A(3,-2,-1);
c) de rang van de afbeelding A;

d) het beeld van het vlak met vergelijking x + 5y + 4z = 0,
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Week 8

De lineaire afbeelding S: r +1R3 is de spiegeling ten opzichte van het vlak
Bepaal:

a) de matrix van S;

b) de rang van de afbeelding S.

De lineaire afbeelding P: R? *-R? is de projectie op het vlak 2x+2y+z = 0.
Bepaal:

a) de matrix van P;

b) de rang van de afbeelding P,

De lineaire afbeelding P:IIR3 *IR3 is de projectie op het vlak 2x+y+z = 0.
Bepaal:

a) de matrix van P;

b) P(1,1,1) en P(1,-1,~1).

De lineaire afbeelding R:IlR3 +IR3 is de rotatie om de as A(1,1,1) over een

hoek 7.
Bepaal:

a) de matrix van R;

b) de rang van de afbeelding R.

De lineaire afbeelding A:ZR3 +ZR2 is gegeven door

1)  A(1,0,0) = (3,2);
ii) A(1,1,1) (4,3);

iii) de nulruimte van A is de rechte x = A(1,-3,-2).

a) Bepaal de matrix van A.
b) Bepaal de rang van de afbeelding A.
c) Voor welke waarde van p is het beeld van het vlak px +y + z = 0 een

rechte lijn?
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- 8.6, De lineaire afbeelding A:'R; +IR4 is gegeven door

A(3,1,0) = (0,0,15,5), A(0,-1,5) = (12,-3,9,0),
A(2,0,-1) = (6,-2,3,~1) .

Bepaal:

a) een basis voor de beeldruimte van A;
; b) de rang van de afbeelding A;
% c) de matrix van A;

d) een basis voor de nulruimte van A,

8.7. Gegeven zijn de matrices

10 0 1 1 1
A= |} I 0 0 en B = 0 1 2 )
12 1 0 0 1 4
13 3 1 o 1 8
Bereken AAT en AB.
! 8.8. Gegeven zijn de matrices
1 2 3 1 2 3
A= |4 5 8 en B=| 4 -2 2] .
2 12 -3 4 ]
Bereken AB en BA.
Gegeven zijn de matrices
! 2 1 -2 1
A= |3 1{ en B = .
14, 3 1 -2
Bereken AB en BA.
Gegeven zijn de matrices
1 o0 2 1 1 3
: A= en B= (2 4 5|,
i “ro2 3 13 3

Bereken, voor zover ze bestaan, de producten:

A8, BA, ABT, BAT, ATB, BTA, ATBY en BTAT .
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- 8.11. Gegeven zijn de matrices

1 -1 2 4 0 =3 2 -3
A= s B= ,C=|5 -] =4 2] enD= |~-1] .
0 3 4 -1 -2 3 -1 0 0 3 3
Bereken, voor zover ze bestaan, de volgende matrices:
A+ B, B+C, (A+ B)C, AB, AD, D'D, DD, D'AT .

De lineaire afbeelding S]: R? +‘R§ is de spiegeling ten opzichte van het

vliak z = 0; de lineaire afbeelding Syt R - Rr3 s de spiegeling ten opzichte
van het vlak x = 0,

Bepaal de matrices van SISZ’ SZSI
s 5,8

271"

en geef de meetkundige interpretatie van
de afbeeldingen SlS2
De lineaire afbeelding R:IR; +ZR3 is de rotatie om de z-as over een hoek T;
de lineaire afbeelding S:ZR3 +'R; is de spiegeling ten opzichte van het vlak
y = 0. |
Bepaal de matrices van RS, SR en geef de meetkundige interpretatie van de

afbeeldingen RS, SR.

. m3
T R

R2:2R3 +ZR? is de rotatie om de y—-as over een hoek

De lineaire afbeelding R *'R? is de rotatie om de x—as over een hoek T3

I

de lineaire afbeelding 5

waarbij (1,0,0) overgaat in (0,0,1).
Bepaal de matrices van RIRZ’ R2Rl en geef de meetkundige interpretatie van

de afbeeldingen RIRZ’ R2R1.

Bepaal de inversen, voor zover ze bestaan, van de volgende matrices.

a) 1 1] 3 b) 45;
1 2 1 4

c) (1 3] ) (3 -4 1)
2 4 ; -2 3 -1
Ls 5 6 L1 1 2]
e) 2 3 =2} £ (1 -2 1)
6 5 =2 -1 3 -2
|2 2 -1 \— 1 1 0]
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8.19.

8.20.

8.21.
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g) -4 1
-2 0 1
o 2 -3 o
-7 2 2

a) | 3 -4 | b) |7 -3 c)
=2 3 =1 9 11 4 .
1 1 2 8 8 3
Bereken de volgende determinanten,
a) 4 6 2 5 b) 11 3 -4 5
6 9 3 7. -13 -4 5 -6 |
? ?
5 8 6 2 18 -5
7 10 8 3 8 -2 3
c) 1 3 -1 2 d) 1 1
-1 1 0 -1 . 12 )
1 2 1 -2 11 3
0 3 4 1 1 4
e) 2 4 6 5 £) 1 2 3 -3 6
3 6 9 2|, 3 6 9 2 7
5 3 2 3 5 3 2 3 -1
7 2 5 4 7 2 5 4 1
2 -1 3 | 1

In ]R3 zijn gegeven de punten a = (7,9,4), b = (6,5,4) en c = (2,5,3).

Bereken de inhoud van het parallellepipedum opgespannen door a, benc.
In ]R2 zijn gegeven de punten a = (4,5) en b = (1,4). Bereken de oppervlakte

van het parallellogram met hoekpunten 0, a, b en a +b.

In ]R2 zijn gegeven de punten a=(2,1), b= (4,2) en¢c-= (3,5). Bereken de
oppervlakte van de driehoek met hoekpunten a, b en c.
In R3 zijn gegeven de punten a=(1,2,3), b = (4,5,6) en ¢ = (7,8,15). Bere-

ken de inhoud van het viervlak met hoekpunten 0, a, b en c.
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8.22, Bereken de inhoud van het viervlak met hoekpunten a, b, c en d als

i) a (1,2,-1), _1_3_‘_‘ (-2,0,3), e (=3,4,-4), £1_= (2,1,0) 3

ii)

(1,6,7), b = (3,9,11), c = (4,8,2), d = (2,1,8) .

3 ..
.:_\8.23. In R™ zijn gegeven de vectoren 3, b en ¢c. Toon aan dat

|DCa,b,0)| < |allblle] .

;
",

b
i
5
3
4

4
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Week 9

Los met de regel van Cramer y op uit het stelsel vergelijkingen
2x + 3y - 2z = ~1 ,
3x+ y+ 5z =11,

—'.'2 L]

X+ 4y - 3z

Los met de regel van Cramer x op uit het stelsel vergelijkingen

3x + 4y + 2z = 6 ,
6

1]

4x + 6y + 3z

2x + 3y + z =1,

Los met de regel van Cramer z op uit het stelsel vergelijkingen
XxX~- y+3z2=6,
3x - 2y + 7z = 14 ,
X+ 3y - 3z =~-4 ,

Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenruimten van de lineaire af-

beeldingen gegeven door de volgende matrices.

a) 1 6 -4 b) 3 -2 0
6 2 =21 -2 2 =20 ;
-4 -2 -3 0 -2 1
c) 2 1 0 d) 1 -3 3
1 -1 ; -5 3| .
2 4 6 -6 4

De lineaire afbeelding A:IR; +ZR3 is gedefinieerd door
Ax = x + (a,%X)a ,

. 3 .
waarin a € R™ een gegeven vector is met ]3} = 1.

a) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A.
. . <
b) Toon aan dat de inverse afbeelding A bestaat,

c) Laat zien dat voor de afbeelding A" geldt

£x=x- {axa .
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9.6. De afbeelding A: 1R2 ->]R2 is gedefinieerd door

Ax = x + 3_.D(35,_a_) ,

. 2 . .
waarin a € R™ een gegeven vector is en D(x,a) de determinant van de vectoren

X en a.

a) Toon aan dat A een lineaire afbeelding is.
b) Toon aan dat de nulruimte van A dimensie nul heeft.

c) Laat zien dat voor de inverse afbeelding N geldt

Ax=x- adxa) .

De afbeelding A: ]R3 + R is gedefinieerd door

Ax = x x a, waarin a = (1,1,1) .

De lineaire afbeelding B: R3 - ]R3

is de spiegeling ten opzichte van het vlak

z = 0.

a) Toon aan dat A een lineaire afbeelding is.
b) Bepaal de matrix van A.
¢) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van de lineaire afbeelding C = BA.

d) Bereken de eigenwaarden en de eigenvectoren van C.

9.8. De lineaire afbeelding A: ]R3 ->]R3 is gedefinieerd door

Ax = x - 2(a,®)a ,

1.

. 3 .
waarin a € R™ een gegeven vector is met Ig_]

a) Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van A.
b) Toon aan dat voor de inverse afbeelding NI geldt AT = A.

c) Wat is de meetkundige betekenis van de afbeelding A?

9.9. Laten v en w eigenvectoren zijn van de lineaire afbeelding A: V > V, zodat
Av = )ven Aw = uw en zij X # u.

Toon aan dat v en w een onafhankelijk stelsel vormen.
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In dit vraagstuk noteren we de beeldruimte van een lineaire afbeelding
A: V -+ V door R(A).

Zij P: R" + R" een lineaire afbeelding waarvoor geldt

P2 = P, 0 < dim R(P) < n .
zij L, = & (P) en L, = (1 - P).
a) Toon aan:
i) Als x € Ll’ dan is Px = x.
ii) Als x ¢ L2, dan is Px = 0.

iii) L, n L, = {0}

iv) Elke x ¢ R" is op eenduidige wijze te schrijven als

X"y +z mety_eL],_g_eLz.

b) Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van P. (P heet de projectie op
L1 in de richting van L2.)

V is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies g en h

gedefinieerd door g(x) = X

» h(x) = ezx, x € R. De lineaire afbeelding
D: V> V is gedefinieerd door Df = f',

Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van D.

V is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies g en h
gedefinieerd door g(x) = cos x, h(x) = sin x, x € R. De lineaire afbeelding
D: V> V is gedefinieerd door Df = f',

Toon aan dat D geen eigenwaarden heeft,

Beschouw de lineaire ruimte F(R), d.w.z. de verzameling functies van R naar R.

De lineaire afbeelding A: F(R) - F(R) is gedefinieerd door
AD) (x) = f(-x) voor alle x ¢ R .

Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van A.
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Voor elke x = (xl’XZ) € Rz, y = (yl,yz) ¢ R? is gedefinieerd
F) = %y = %Yy T XKyt 2%y, .

a) Toon aan dat (x,y) een inwendig product op Rz is.
b) Is (1,0), (0,1) een orthonormale basis van Rr%?

c) Bereken de hoek tussen de vectoren (1,0) en (0,1).
d) Bereken |(2,3)

e) Bepaal een orthonormale basis van ]R2.

f) Zij a = (2,3). Bepaal alle vectoren X € ]R2 waarvoor geldt (a,x) = 0.

Voor alle x = (xl,xz) € ]Rz, y = (y],yz) € R? is gedefinieerd
1) = 2%y + %)y, * Xy, *+ 2Ky, .

a) Toon aan dat (X,y) een inwendig product op ]R2 is.
b) Is (1,0), (0,1) een orthonormale basis van ]Rz?

c) Bereken de hoek tussen de vectoren (1,0) en (0,1).
d) Bereken |(2,3)].

e) Bepaal een arthonormale basis van ]Rz..

£f) Zij a = (1,-2). Bepaal alle vectoren X € ]R2 waarvoor geldt (3,1(_) = 0,

Beschouw de lineaire ruimte C([0,1]) met het inwendig product

1
(f,g) = f f(x)g(x)dx .
: 0

Gegeven zijn de functies p en q, gedefinieerd door p(x) = x en q(x) = xl'.

a) Bereken Ipl en Iql.
b) Bereken (p,q).

c) Bepaal de hoek tussen p en q.

Z2ij x = (x],xz) € ]R2 en y = (yl,yz) € ]R2. Ga voor elk van de volgende defi-

nities na of (x,y) een inwendig product is op RZ.

a) (®¥) = %y = 2%y, = 25,5, + 5%y, 3
b) (X2) = x5, ~ 2%y, = Xy, + 4xy, 3
¢) y) = %)) = XYy T my) oKy, .
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Voor alle x = (xl,...,xn) ¢ R" en y= (yl,...,yn) ¢ R" is gedefinieerd

n
(x,y) = 121 @ X Yo, waarbij a; €R (i=1,.0.,n) .

Toon aan dat (X,y) een inwendig product op R® is dan en slechts dan als

a, > 0 (i = 1,ie4,n).

Beschouw de lineaire ruimte C([-1,1]). Ga voor elk van de volgende definities

na of (f,g) een inwendig product is op C([-1,1]).

1

a) (£,g) = f xzf(x)g(x)dx H
1
b) (f,8) = f xf(x)g(x)dx ;
~1
i
c) (f,g) = j f(x)g(x)dx .

0

Zij V de lineaire ruimte van de polynomen van de graad < n, met n > 1, waar-
bij we stilzwijgend het nulpolynoom opnemen.

We definiéren voor allep ¢ V, q ¢ V:

vk k
(Pba) = kZO P .

Toon aan dat (p,q) een inwendig product op V is.

Zij v een vector in een lineaire ruimte V met inwendig product waarvoor geldt
(v,w) = 0 voor alle w € V. Dan is v = 0, Bewijs dit.
Wat is de betekenis van deze stelling uitgeschreven voor R” met het gebruike-

lijke inwendig product en voor C([a,b]) met het inwendig product

b
(f,g) = J f(x)g(x)dx ?

a
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- 9.22. a) Voor de reéle getallen Xy sXgpeoesX, geldt x, + Xy ‘oot x = 1. Toon aan

1

dat X2 + xz +ll¢+ x2 2 -~ .
1 2 n n
b) Zij £ ¢ C([a,b]) waarvoor geldt
b
j f(x)dx = 1 .

a

Toon aan dat
b

J (£(x))%dx 2 ol

" b-a’

a




Week 10

k.IO 1. Bepaal het orthoplement van de volgende deelruimten van ]RB.

.

a) W= <(1,1,2),(0,1,0)> ;
W= <(1,1,2),(,1,0),(4,5,8)> ;
c) W= <(3,1,0),(2,1,-4),(5,1,4)> ;
d) W= {(x,y,2) eR> | 2x +y - 5z = 0} .

“10.2. In ]R4 is de deelruimte W = <(1,0,1,2),(1,1,0,1)> gegeven.

a) Bepaal een basis van Wt

b) Bepaal v € W en W o€ W zodanig dat v + w = (2,2,3,2).

In ]R4 is de deelruimte W = <(1,1,-1,0),(2,1,-1,-1),(1,-2,0,3)> gegeven.

a) Bepaal een basis van W

b) Bepaal v € W en W€ W’L zodanig dat v + w = (3,6,-1,3).

10,4, In ]R5 is de deelruimte W = <(1,2,3,-1,2),(2,4,7,2,-1)> gegeven.

Bepaal de projecties op W van de volgende vectoren in ]RS.

b)

(-1963”92:2) H

(—430313131) H

c) = (3,6,11,5,-4) .

I=
|

‘{Q‘;:
110.5. In ]R4 zijn gegeven de vectoren u, = (1,1,1, 1), Y, = (3,3,-1,-1), 1_13=(7,9,3,5).

Construeer met het orthonormalisatieproces van GramSchmidt een orthonormale
basis van de deelruimte <_L_11,_l_.12,L13>. Vul de gevonden basis aan tot een ortho-

normale basis van R .

In ]R4 vormen u, = -51-(4,2,2,1) en u, = %(-2,4,-1,2) een orthonormale basis wvan
<1_1],52>. Breid deze basis uit tot een orthonormale basis van <u,5Y4,,v>, waar-

bij v = (0,4,2,3); en tenslotte tot een orthonormale basis van R,
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0.7. V is de iineaire ruimte van de polynomen van de graad < 3, waarbij we stil-
zwijgend het nulpolynoom opnemen. Op V is een inwendig product gedefinieerd
door
1
(pyq) = f p(x)q(x)dx .
-1

Beschouw de basis Py» Pys Pgs Py Van V gedefinieerd door

P](x) =1, pz(x) = x, p3(x) = x2, pa(x) = x3, x € R .

a) Construeer, uitgaande van de basis Py» Pys P3s Py, een orthonormale basis
van V met het orthonormalisatieproces van GramSchmidt.
b) Bepaal de projectie van het polynoom p, gedefinieerd door p(x) = x2 + x3,

op de deelruimte W = P sPy>e

,/Beschouw de lineaire ruimte C([-1,1]). Op C([-1,1]) is een inwendig product

gedefinieerd door

1

(f,8) = f f(x)g(x)dx .
=1

Zij V de deelruimte van C([-1,1]) van de polynomen van de graad < 1, waarbij
we stilzwijgend het nulpolynoom opnemen.

Bepaal de projectie op V van de volgende functies:

a) f gedefinieerd door f(x) = eX;
b) g gedefinieerd door g(x) = cos x;
c) h gedefinieerd door h(x) = 3x2 - 1.

Ga na of de volgende matrices orthogonaal zijn, en zo ja, of de bijbehorende

afbeelding een draaiing of een draaispiegeling is.

2 3 4
3 3 3
a) -‘/—_ 2 o -1
5
g 25 2
35 35 35
(8 12 -9
| .
b) =z 1 2|
9 -12 -8




e)

De

hoek w; de lineaire afbeelding S: R

(W2 /2 o0 M\/
—%/E %‘/E 0} 3 G\)»\
L 0 0 1

(1 2 3 )

Yie /14 /1%

I T R N
/10 /10

1 5 3

/35 /35 /35

(1 /3 o

/3 -1 0| .

0 0 1

is de draaiing om de as 1(1,2,0) over een

3 +IR3

lineaire afbeelding R: ]R3 - R3

is de spiegeling ten opzichte van

het vlak z = 0.

Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenruimten van de afbeelding RS.

Geef de meetkundige interpretatie wvan RS.

De

a)
b)

lineaire afbeelding A:]R3 *-R? is gegeven door de matrix

6 0 -1
-1 0 0] .
0 1 0

Toon aan dat A een draaiing is.
Bepaal de draaiingsas.
Bepaal de draaiingshoek.

lineaire afbeelding A:ZR; +-R3 is gegeven door de matrix

Toon aan dat A een draaispiegeling is.

Bepaal het spiegelvlak en de draaiingshoek.
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ven. Onderzoek van elk van deze afbeeldingen of hij een draaiing of een draai-
spiegeling is. Bepaal in geval van een draaiing de draaiingsas en de draai-

ingshoek, in geval van een draaispiegeling het spiegelvlak en de draaiings—-

hoek.
(1 2 2
1
a) 312 -2 1 ;
L2 1 -2
(-1 -1 -/2
b) -;--1 -1 3
V2 -2 o0
| (1 1 =)0
% 1 2k >
V2. -/2 0 \ 2 "\r'\:« (1*
: 1o
O
-5 4 =20 ;v
1
d) 57|20 5 4 | .
4 =20 -5

staat op de vectoren (2,0,~1) en (2,-1,0). Verder is gegeven dat A(2,0,-1)

= (2,-1,0). Bepaal

-a) de eigenwaarde(n) van A met de bijbehorende eigenvectoren;
b) A(2,~1,0).

:10.15. Bepaal de lengte van de kettinglijn gegeven door y = cosh x (-1 < x

10.16. Bepaal de lengte van de kromme met parametervoorstelling

2x - y2 = 0 en het vlak x + 2z = 3 voor zover deze boven het (x,y)-vlak ligt.

(x(t),y(t)) = (cos t+t sin t, sin t=t cos t), O <

*10.13. Door de volgende matrices zijn orthogonale afbeeldingen vanIR3 naar R? gege—

is een draaiing, waarvan de as loodrecht

(2

T
2
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r Toon aan dat de lengte van de kromme

£x2+y2=l,x?-0,y20,

gelijk is aan de lengte van de kromme

y = cos X, 0 £ x¢=

ST ]

- 10.19. Bereken de lengte van de kromme met parametervoorstelling

(x(t),y(t),z(t)) = (cos t—t sin t, sin t +t cos t,t), 0 St S-g—

10.20. Bereken de lengte van de krommen in poolcoordinaten gegeven door de verge-

lijkingen

a) r=¢, 0so¢s1;

g 9 _

b) r=25% l, 0 <9< 2m;
e’ + 1

c) r=(p2-1, TS Q< 2T,

] | 10.21,/Schets de kromme met parametervoorstelling
g

k(t),y(e)) = (A2 + 1, In(e + A2+ 1)), -s<ts%.

a) Bepaal de lengte van de kromme.
b) Bepaal de massa en het zwaartepunt van de kromme als de massadichtheid

gelijk is aan de booglengte gemeten vanaf het punt (1,0).




Week 11

1L, a).Zij G het gebied gegeven door 1

jj x2y dxdy .

G.

A
X
A

.
w

£y £ 5., Bereken

N
®
IA

.
Y
A

b) Zij G het gebied gegeven door O y £ 3. Bereken

JJ xexydxdy .
G

x2, y<2- x2. Bereken

v
o
-
<

v

~11.2. Zij G het gebied gegeven door x

jf y/; dxdy .
G

‘Zij G het gebied gegeven door 1
ff x dxdy .

G

x £ 2, x2 - y2 2 1, Bereken

Y

¥
!.
b
¢
{
b
¢

11.4. Bereken Jf (x + y)dxdy, als G het gebied is ingesloten door de rechten
G
y=1l,y=2,y=x, x= 3.

11.5. Verwissel de integratievolgorde in de volgende herhaalde integralen:

2 2y
a) f dy f £(x,y)dx ;
y
2 2-x
f dx J f(x,y)dy 3
-6 }xz-l
& 2 V2x-%2
:" : c) f dx f £(x,y)dy ; ~
; 1 2-x
e Iny
d) J dy f f(x,y)dx .
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Ktll.6. Bereken de volgende herhaalde integralen:

1 1 x2
a) f dy J e dx ;
2y y
i l ]
b) f dy f y % dx
0 2
Y |
1 w/2 ,
2 arcsin y sin"x
c) [ dy J ' dx ;
0 . Vl-—y2 x2
arcsin y
1 X ) 2 2 1 ) 9
d) J dx J y ey dy + [ dx f y ey dy .
0 X 1 X
2 2

" 11.7. Het gebied G is gegeven door x2 + y2

Jf xzy dxdy .
i G
EBereken de oppervlakte van het gebied ingesloten door de cardioide met verge-

lijking r =1 + cos ¢ (0 £ ¢ £ 27m) in poolcoordinaten.

<1, 0 £y £ x. Bereken

fill.9. Zij G het gebied binnen de cirkel r = 2 cos ¢ en buiten de cirkel r = |
(r,¢ zijn poolcoordinaten). §

Bereken de oppervlakte van G.

Bereken de oppervlakte van het gebied gegeven door 1 < x2 + y2 £x+y

(maantje van Hippocrates).

1.11. Bereken de oppervlakte van het gebied gelegen binnen de kromme met vergelij- 1

king " y4 = x° - yz. :

. 11.12, De stropholde gegeven door de vergelijking x(x2 + y2) = y2 - x2 heeft x = 1
) als asymptoot. Bereken de oppervlakte ingesloten door kromme en asymptoot voor

zover gelegen in het eerste en vierde kwadrant.
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Bereken het moment ten opzichte van een raaklijn van de cirkelschijf
2 2 2

X" +y" s R” met massadichtheid 1.

Bereken het traagheidsmoment ten opzichte van de y-as van de homogene schijf

gegeven door

0sys=xx=<8, xy <16.

11.15. Bereken de coordinaten van het zwaartepunt van de homogene schijf ingesloten

door y =0 eny = sin x, 0 < x < .,




]2.6'

v 12,7,

- 12.8.

12.9.

112,10,

12.11.
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Week 12

2

Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de cylinder y2 + z 1 waarvoor

geldt 220, 0 xsy <1,

1

Bepaal de oppervlakte van de paraboloidetop 2z = 3 - x2 - yz, z 2 0,

Bereken het traagheidsmoment ten opzichte van de z—as van het deel van het

2

zadeloppervlak z = xy dat binnen de cylinder x2 + y“ =1 ligt, aangenomen

dat de massadichtheid constant is.

Bereken de oppervlakte van dat deel van de paraboloide 2z = x2 - y2 waarvan
de projectie op het (x,y)-vlak binnen de kromme met vergelijking r = Ycos ¢

valt.

Bereken de oppervlakte van dét deel van de paraboloide 4z = x2 + y2 waarvan
de projectie op het (x,y)-vlak valt binnen de kromme met vergelijking

r2 = 4 cos 2¢.

Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de cylinder y2 + 22 = 36 waarvoor

geldt x 20, z20, 05y <3 - x.

Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de bol x2 + y2 + z2 = 1 dat wordt

afgesneden door de cylinder x2 + y2 = X.

Bereken de oppervlakte van de delen van de bol x2 + y© o+ 22 = | binnen en bui-

ten de kegel 22 = x° + (y - 1)2.

2

]

Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de bol x2 + y2 + z

den door de cylinder (x2 + yz)2 = x2 - y2.

1 afgesne-

2

Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de cylinder y2 + z 1 dat bin-

nen de cylinder x2 =y + 1 ligt.

m

De kromme gegeven door y = cos 2x, — + < X < 3 wordt gewenteld om de x—as.

e

Bereken de oppervlakte van het lichaam dat door deze wenteling ontstaat.

N




=
|
|
|
|
i
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Bereken de oppervlakte van het omwentelingsoppervlak dat ontstaat door de

-X
kromme y = e ©, 0 £ x < », te wentelen om de x—as.

De cardioide r = | - cos § wordt gewenteld om de x—as. Bereken de oppervlakte

van het lichaam dat door deze wenteling ontstaat.

Bereken het volume van de volgende lichamen.

a) Het afgeknotte prisma begrensd door de vlakken x = 0, y = 0, 2z = 0,
X+y=1,z=x+2y;
b) Het lichaam ingesloten door x =0, z =0,y = 2, x = y2, zZ = Xy.

c) Het lichaam begrensd door z = x, z = 2x, 2z = 2, y = 0, y= (z-x)(2x+2z2).
d) Het lichaam begrensd door de vlakken z = 0, z = 2y en de rechte cylinder
waarvan het grondvlak-is het in het eerste kwadrant van het (x,y)-vlak

gelegen gebied waarvoor geldt 9 < x2 < 36 - y2.

e) Het lichaam in het eerste octant begrensd door de cylinder x2 =4 - z en
het vlak 4x + 3y = 12,

f) Het lichaam in het eerste octant begrensd door z = 0, z = y/3,
4x? + 9(y% + 22) = 36.

g) Het lichaam begrensd door de cylinder x2 +y

kegel z = Vx2 + y2,

2 . 2y, het vlak z = 0 en de
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Week 13 »

13,1, Bereken Jff (x + y + z)dxdydz, waarin G het gebied is gegeven door 1 < x < 2,

@

0<ys<1,0¢%zcs 4

L is het lichaam begrensd door het vlak z 0 en het omwentelingsoppervlak

dat ontstaat door de kromme x = V] - z, y = 0 te wentelen om de z-as.

C is de rechte cirkelecylinder met x =0, y = i als as en straal }.

Bereken het volume van de delen van L binnen en buiten C.

13.3. Bereken het volume van het lichaam gegeven door

x20,y=20,2z20, x2 + y2 Sl,x+y+zs 3,

113.4. Bereken het volume van het gedeelte van de bol x2 + y2 + 22 < 4 dat binnen

de cylinder (x - I)2 + y2 = ] ligt.

ZE??E::Bepaal de massa van de afgeknotte pyramide begrensd door de vlakken y = 1,

y=2,2=0,x=y, z=1x, als de massadichtheid

is.
x2+y
V;T3.éi:Bereken dxdydz s Waarin G gegeven wordt door x2-+y2-+zz < 1.
) (x2 + y2 + 22 + l)2

G

Bereken Jf[ (x2 + y2 + z)dxdydz, waarin G het gedeelte van het eerste octant

is gegeven door z < y2, x2 + y2 < 1.

Bereken het volume van het lichaam begrensd door (x2 + y2 + 22)2 =z,

Bepaal het zwaartepunt van het homogene lichaam in het eerste octant begrensd

door de oppervlakken x2 + y2 + 22 = ] en x2 + y2 + 4z2 = 1.

Bereken fff Y dxdydz , waarin G gegeven wordt door x2-+y2-+z2 < 1.
2
X

+y2+(z—2)2
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" 13.11. Bereken fff e J dxdydz, waarin G het gehele eerste octant voor-—
G
stelt.

I

. Bereken het volume van het lichaam in het eerste octant gegeven door

x2+y221,-;—x3Sy.<.x/§,0SzS

, waarin p de

afstand is tot de oorsprong en waarin a > 0.
13.14,/ a) Bereken

T 222

f xe y dxdy .

0 O

b) Bereken met behulp van a):

13.15. Druk de volgende integralen uit in de gammafunctie:

_ m/2
a) f Sin3/2<p do;

f Pl q ldxdy (p > 0, q > 0), waarin G het gebied is gegeven door x = 0,

0, x+y < 2, en bereken de waarde van de integraal voor p = -g— y 94 = 23

0
G
y 2
ffj p-i q ! r- dxdydz (p > 0, q > 0, r > 0), waarin G het gebied is gege-

ven door x 20, y 20, 220, x+y + 2z 51, en bereken de waarde van de
3

integraalvoorp=§-,q=-21-,r:.-.ll;;

@1/4 Do X4

l+x




1
"l
i
!
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/2
e) f (1 + sin ®P(1 - sin »%e, p > -4, q > -% H
-7/2
£) fff dxdydz, waarin G het gebied is gegeven door x 20, y 20, z 20,
G _ -
= + yp + 2P < (p >0), en bereken de waarde van de integraal voor p = }.

13.16. De functie f: R >R is gedefinieerd door

1
2
£(x) = fe"t e .
-1

Ga na dat f differentieerbaar is en bereken f'(0).

13. l% De functie f: R >R is gedefinieerd door

27

£(x) = f SR e
t

A ™

Bereken f£"(x).

13.18. De functie f: (-1,*) >R is gedefinieerd door

1

f(x): f-]ﬂ.(—l-—.’.—-}zg—t-?-dt.
0 1+t

Ga na dat f differentieerbaar is en bereken f'(0).

13.19. De functie f: R + R is gedefinieerd door

2

X =X

= [ MR
0

Bereken f'(1).

e
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13.20,) De functie f: R + R is gedefinieerd door

1+2x% 2
£(x) = f D,
-2x
Bereken f£'(2).
13.21, Toon aan dat
/2
dx T
Sermaraerey g = (a>0,b>‘0)-
0 azccszx + bzsinzx 2ab

Bereken door differentiatie

/2

f By
0 (azcoszx + bgsinzx)2
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