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ll2l

1'7-

1'8'

l.9'

1.10,

o1l

Week 1

Laat zien dat het punt (3,4) ligt op de rechte met pa
x = (1,5) + A(2,-1).

Bepaal de snijpunten van de rechte met de x—as en met

Laat zien dat het punt (3,-2v2) ligt op de rechte x =

Bepaal de snijpunten van de rechte met de x-as en met

Bepaal het snijpunt van de rechten x = (2,1) + A(1,3)
Bepaal het snijpunt van de rechten x = (9,0) + A(7,3)
Bepaal het snijpunt van de rechten x = (2,1) + A(1,3)

Geef enkele parametervoorstellingen van de rechte met

4x + 3y - 2 = 0.

Geef enkele parametervoorstellingen van de rechte met

4y-5=0u

Geef een parametervoorstelling van de rechte door de

(1,2,3). Bepaal het snijpunt van deze rechte met het

Geef een parametervoorstelling van de rechte door de

(2,4,3). Bepaal het snijpunt van deze rechte met het

Geef enkele paréﬁetervoorstellingen van het vlak met

2x + 4y + 4z = 7,

Geef de vergelijking van het vlak met parametervoorst

x= (191’3) + A(0,1,1) + U(_l’oﬁl) .

rametervoorstelling
de y-as. "

(1,V2) + A (~V2,3).

de y-as.
enx -y + 1 =0,
en x = (0,-8) + u(2,1).

en x (0,3) + u(1,1).

vergelijking

vergelijking

punten (-1,1,4) en
(x,y)-vlak.

punten (1,2,3) en
(%x,2z)-vlak. '

vergelijking

elling



.12,

1.13.

].14.

1015-

1016'

t.17,

1.18.

1.19,

1.20,

Laat zien dat de rechte x (1,2,3) + 2(2,3,5) evenwijdig is aan het vlak

x + by - 4z = 2,

Laat zien dat de rechte x = (3,2,1) + A(~1,1,3) evenwijdig is aan het vlak

X = (1,0,0) + uw(3,1,-3) + v(4,2,-3)
Bepaal een parametervoorstelling van het vlak door het punt (0,1,1) en de
rechte x = (1,-1,0) + A (2,1,1).

Bepaal ook de vergelijking van dit vlak.

Geef een parametervoorstelling van het vlak door het punt (1,2,1) dat even-

wijdig is aan de rechten x = (-6,2,0) + A (1,1,1) en X = (551,3) + u(6,2,1).

Geef een parametervoorstelling van het vlak door de oorsprong en de rechte

x = (1,-1,0) + A(2,1,1).

Bepaal ook de vergelijking van dit vlak.

Bepaal het snijpunt van de rechte door de punten (1,2,3) en (4,5,-3) met het‘
viak 2x -y + 3z = 4.
De rechte 2 is gegeven door de parametervoorstelling x = (0,2,1) + A(l,l,O).g

Het vlak V gaat door (1,2,1) en is evenwijdig aan de z-as en aan de rechte

2(_ = 1-1(3,1,0)-

Bepaal het snijpunt van £ en V.

Het vlak V gaat door de punten (1,2,3) en (2,0,1) en is evenwijdig aan de

rechte gegeven door de vergelijkingen
X+y-z=2,2x-y+ 3z=1

Bepaal de vergelijking van V.

De rechte & is gegeven door de parametervoorstelling x = (0,0,1) + A(I,0,0)ﬁé

"

Bepaal een parametervoorstelling van de rechte door het punt (1,1,2) die %

en de y—as snijdt.




1.21, Gegeven zijn de rechten
23 x = (1,2,3) + A (1,0,1) ;

m: snijlijn van de vlakken 2x + y + 2 =0, 2x +y - z = 0 ;

n: rechte door de punten (0,2,5) en (1,4,6) .

Bepaal een parametervoorstelling van de rechte die & en m snijdt en even-

wijdig is aan n.

1,22, Gegeven zijn

V(P)3 X = (1’032) + )\(1,“1,0) + 11(3alsp) ’
2 X = (-1 ,-1,0) + p(1,2,2) ,
m o x= (2,1,2) + 0(2,-3,4) .

a) Bewijs dat V(p) voor iedere waarde van p een vlak (en geen lijn) voorstelt,

b) Bewijs dat er &én waarde van p is, zodat % in V(p) ligt; bepaal de verge-

lijking van dat vlak.

c) Bewijs dat er geen waarde van p is zodat m in V(p) ligt.

1.23, Gegeven zijn

Vi x = (1,1,1) + A(1,a,a%) + u(l,a,4)

en
2/: X = 0(1’3’3) .

a) Voor welke a is V een vlak?

b) Voor welke a is % evenwijdig aan V?
1.24, Bereken de afstand tussen de punten (2,1,3) en (-1,2,4).

1.25. Bereken de afstand tussen de punten (-1,1,-3) en (-3,-2,3).

1.26. Bepaal de scherpe hoek die de rechten x (7,1,-2) + Xx(2,-1,-3) en

x = (0,4,5) + u(1,3,2) met elkaar maken.

1.27. Bepaal de scherpe hoek die de rechten x = (2,-3,4) + A(1,2,3) en

x = (5,1,-3) + u(-2,3,1) met elkaar maken.

1,28, Bepaal de afstand van het punt (3,-1,5) tot de rechte x = (0,-1,2) +1(2,2,1).

T
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1.29, Bepaal de afstand van het punt (2,-1) tot de rechte x = (1,2) + A (3,-4).

+

1.30. Bepaal de afstand van het punt (1,0,0) tot het vlak x + 2y + 2z = 10,
1.31, Bepaal de afstand van het punt (1,1,1) tot het vlak x + 2y = 8.

1.32. Gegeven zijn de rechten

L: x = (3,2,5) + x(0,2,-1)

en

m: X (4,-3,~-1) + u(3,-4,1) .

Bepaal de afstand tussen £ en m en een parametervoorstelling van de rechte

die % en m loodrecht snijdt.

1.33, Gegeven zijn de rechten

2: x = (-1,3,6) + A(6,1,-2)

en
m: x = (0,-4,-3) + u(3,2,-2) .

Bepaal de afstand tussen £ en m en een parametervoorstelling van de rechte

die % en m loodrecht snijdt.

1,34, In.R? zijn gegeven 4 punten A,B,C,D zodanig dat AB L CD en AC L BD,
Bewijs dat AD 1 BC. ‘

1.35. Bepaal de afstand tussen de rechten

X = (-1,2,0) + A(1,-1,2) en X (2,1,1) +u(1,-1,2) .

1.36., Bepaal de scherpe hoek tussen de volgende rechten in R?:

a) 2+ 3y -7=0 en x=~5y+4=0;

b) X + y/g -13=0en x - y/§ +4=0.
1.37. Bepaal de scherpe hoek tussen de vlakken

a) 5x + 3y -8z =13 en 13x-2y-1lz=5;

b) X+y+2z=3 _ en 2x-y+z=4.

1.38. Toon aan dat de rechte x = (1,0,20) + A(2,1,3) evenwijdig i

X+y~-z=1,




1.39, De rechte % is de snijlijn van de vlakken

2x =2y +2=5 en x~ 2y -2z=-],

Bepaal de vergelijking van het vlak door het punt (2,3,4) en loodrecht op 2.

1.40. De rechte £ is de snijlijn van de vlakken

1,41,

1.42,

10430

1045.

1.48.

2x ~y=1 en x + 2z2= 2,

Bepaal de vergelijking van het vlak door het punt (1,2,~1) en loodrecht op %.

Bepaal de vergelijking van het vlak door de punten (3,-6,3) en (1,6,0) dat
loodrecht staat op het vlak 2x - 3y + 6z + 7 = 0,

Bepaal de vergelijking van de middelloodlijn van het lijnstuk met eind-

punten

a=(7,-3) en b= (3,-6) .

Bepaal de vergelijking van het middelloodvlak van het lijnstuk met eind-

punten

a=(2,1,0) en b= (0,1,2) .

Gegeven zijn de vectoren
a=(-2,1,0) en b= (4,-1,0) .

Bepaal de verzameling van de vectoren, die gelijke hoeken maken met a en b,
Gegeven is het vlak V : x = A(1,1,0) + u(0,0,1) en het punt Xq = (xo,yo,zo).
Toon aan dat de loodrechteprojectie van Xq op V gelijk is aan

i(x0 * Yor X t Yoo 220) .

Bepaal een parametervoorstelling van de projectie van de rechte

x = (-3,7,-1) + A(3,-3,1) op het vlak 3x - 2y + 2z = 9,

Bepaal een parametervoorstelling van de projectie van de rechte

x = (3,-10,6) + x(4,-9,7) op het vlak x - 5y + 3z = 1,

Gegeven zijn de vectoren
a=(-2,3,4) en b= (2,0,2) .

Ontbind & in een component langs b en een component loodrecht op b.




1.50.

1.51.

1.52.

1.53.

1054'

1.55,

1.56.

1.57.

1.58.

Bereken het uitwendig product a x b van de vectoren

i) a (-3’0’3)9 E, (13_1,]) H

(3,2,5), b= (2,2,1) .

ii)

jo

Het vlak V door (2,3,4) heeft richtingsvectoren (1,4,2) en (4,7,11). Bepaal

van deze vectoren het uitwendig product en daarmee de vergelijking van V.

Gegeven zijn de vectoren a = (2,14,5) en'_lz_ = (~11,-2,10).

Bereken de vectoren ¢ wWaarvoor geldt ¢ 1 a3, ¢ L benjcl = 15,

Toon aan dat de rechte x = (0,7,6) + A(-1,1,1) evenwijdig is aan het vlak

x= (69192) + 0‘(132’3) + 8(5’]93)'

Toon aan dat de vlakken x = A(1,2,4) + u(2,1,3) en x = (1,1,0) + p(=1,1,1) +
+ 0(3,0,2) evenwijdig zijn.

| g
Gegeven zijn de vectoren u, = (-1,2,2), u, = (2,-1,2). Bereken uy = Y X Upe %
Schrijf (1_11 + 92) X Uy als lineaire combinatie van u, en u,. g
Laten in R3 de vectoren a en b gegeven zijn met a L b, en zij p = a X b.

Dan geldt b x p = Aa,

Ga dit na en bepaal A. A

Druk a x p uit in b en |2l
Toon aan dat fla x b * (a7 = 1alfipl’ (@ < &, b e B).

3 .. . . . e .
In R” zijn gegeven de vectoren &, b en ¢ die niet in é&n vlak liggen. Toon

aan dat de inhoud van het parallellepipedum opgespannen door a, b en ¢ ge- ’

1lijk is aan l(é_ x b, _c_)l.
N.B. Het parallellepipedum heeft de oorsprong als hoekpunt en a, b en ¢ als

zijden.

Berekeng.x(hxg)+b><(c><a)+c><(a><’g), (ae]RB,be]R3,Ee]R:3




2.2.

2.3.

2.4,

Week 2

Geef een parametervoorstelling f van de krommen met de volgende vergelijkin-

gen; geef hierbij ook DOM f.

a) y =mx +n ; b) y=x"~4;
2 _ 2
c) y© = 2x 3 d) (y - b)" =2(x - a) ;
2 2
2 v
a b
£) x2 + 4y + 2x 4 by + 1 =0 .
Idem voor
a) %2+ y2 =4 , b) x? + y=0,
x+y+z=1; Yz +tz= 5
c) z = x2 + y2 s d) .x2 + y2 =1,
X+y+z=1; y2 + 22 =1,

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling £ bepaald door

£(r) = (2t, £2 - 26, £3 + 262y .,

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het punt

corresponderend met t = 1,

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling £ bepaald door

_f_(t) = ('}; t4’ ':]';',tB’ t) .

In welke punten van deze kromme is de raaklijn evenwijdig aan het vlak

X + 3y - 4z = 0?




2.5. Gegeven is de kromme met parametervoorstelling

2.6.

2.7.

a)
b)
c)

d)

e)

(x(t),y(t)) = (2t - sin t, 2 ~ cos t), t eR .

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het
punt corresponderend met t = a.

Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn evenwijdig is aan de x-as,
Teken de kromme.

Karakteriseer het ontstaan van deze kromme met behulp van mechanische
middelen,

Bepaal de richtingscoefficienten van de raaklijmen in de snijpunten van

de kromme met de rechte y = 2.

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling

a)

b)
c)
d)
e)

)

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling

a)
b)

<)

d)

(x(t),y(t)) = (sin t - t cos t, cos t + t sin t), t e [0,=) .

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het
punt corresponderend met t = a.

Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn horizontaal is.
Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn verticaal is.

Teken de kromme., ﬁ

Ga na dat de kromme ontstaat door een op de cirkel x2 + y2 = | opgerold

koord af te wikkelen met de wijzers van de klok mee, te beginnen in het

punt (0,1).
Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn en de positieve x—as een é

hoek %-maken.

x(t) = t cos t, y(t) = t sin t, z(t) = t, t e [0,») .

Toon aan dat de kromme ligt op de halve kegel z = VxZ + yZ,
Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het
punt corresponderend met t = a.

Schets de kromme.

Bepaal de verzameling van de snijpunten van de raaklijnen met het vlak
z =0,




2.8,

2,9,

2.11,

Gegeven is de kromme K met vergelijking

x3 + y3 = 3xy .

a) Bepaal een parametervoorstelling van K.

(Aanwijzing: stel y = tx.)
b) Bepaal de punten van K waar de raaklijn horizontaal is.
c) Bepaal de punten van K waar de raaklijn verticaal is.
d) Bepaal de asymptoten van K,

e) Teken K (folium van Descartes).

Gegeven is de kromme K met parametervoorstelling
(x(t),y(t)) = (cos t Ycos 2t, sin t Ycos 2t), t e [~ %-, %-].

a) Bepaal de punten van K waar de raaklijn verticaal is.

b) Bepaal de punten van K waar de raaklijn horizontaal is.
c) Onderzoek het gedrag van K in (0,0).

d) Geef een vergelijking in rechthoekige coordinaten voor K.

e) Teken K (lemniscaat).

In E(z zijn gegeven de cirkel C :(x - a)2 + y2 = 32 en de lijn £ : x = 2a (a > 0).
De kromme K bestaat uit alle punten x= (x,y), X < 2a met -de volgende eigenschap:
Laat de rechte doorx en O de cirkel C buiten 0 in s en de rechte % in t snijdém:..

dan is de afstand van 0 tot s gelijk aan de afstand van X tot t.

a) Bepaal een vergelijking van K in poolcoordinaten.
b) Bepaal de asymptoten van K,
c) Teken K (strofoide).

Gegeven is de kromme met vergelijking

e +1

Bepaal de asymptoten van deze kromme.




2.12,

*
2.13.

2.15.

- 10 -

Een kromme in E(z is in poolcoordinaten gegeven door de vergelijking r = r(g),
waarbij r(¢) een functie is waarvan de tweede afgeleide bestaat en continu

is. Een parametervoorstelling van de kromme is dan

(x(9),y(p)) = (r(gp)cos ¢ , r(p)sin ¢) .

2 , 2
y Y oie s . " d

a) Druk jx s d S uit inxr, ¢, T = %5 , T = ——% .
dx ¢ do

|

b) Laat zien dat tan y = » waarbij y de hoek voorstelt tussen de voerstraal

r
en de raaklijn aan de kromme.

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling
(x(t),y(t)) = (sin 2t, sin 3t), te [-mom) .

a) Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn horizontaal is.
b) Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn verticaal is.
c) Bewijs dat de x-as en de y-as as van symmetrie zijn.

d) Teken de kromme (figuur van Lissajous).

e) Bepaal de dubbelpunten. i

Bepaal kromtestraal en kromtemiddelpunt van de kromme

1
n
cos X

in (0,0) .

In welk punt is de kromme met parametervoorstelling

x(t) = (t,eb)

het sterkst gekromd?

Gegeven is de ellips met vergelijking

x2
-—E+
a

o
LS I o
[}

Bereken kromtestraal en kromtemiddelpunt van de ellips in de snijpunten

met de assen.
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2,17, De functie £ ¢: R + R is gedefinieerd door
1 2
f(x) = 5/3 (-2x" + x +10) .

Bepaal het kromtemiddelpunt van de grafiek van f in (1,¥3).

2.18. sSchets de hoogtekaarten van de functies f met

a) £(x,y) = x -y ; - b) £(x,y) = xy ;
| ) £(x,y) = L ; d) £(x,y) = x> + 2% + y° ;
j;'; &) Exy) = nx* + %) 5 B £(x,y) = max(x,y) ;
: g) £(x,y) = max(|x],|y]) .
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Week 3

3.1. Onderzoek of de volgende limieten bestaan:

a)

c)

3.2. De

a)
b)

3.3, De

a)
b)

3.4, De

. ) ,
) -y + -
lim EL——AL——E%Z H b) lim 2L 2 X ;
¥Ox+y+y 0 -x+y+y
- - 2.2
lm oW Ey oD lim Xy
x»>(1,1) (x- D"+ (y -1 x>0 xzy + (x - y)z
functie f is gedefinieerd door
;—g_T ’ x# 1,
f(x,y) =
o , (x,y) = (1,0) .

Schets de hoogtekaart van f.

Is het mogelijk o zo te bepalen dat f continu is in (1,0)?

functie f is gedefinieerd door

(x-y x # 5,

2 4
x° =1
£y = > (x,y) = (1,1) ,
B ’ (x,y) = (=1,~1) .

Schets de hoogtekaart van £.

Toon aan dat het niet mogelijk is a en B zo te bepalen dat f continu is

in (1,1) en in (-1,-1).

functie f is gedefinieerd door

3

'f(x,y) = "i—}'{""‘f voor (x,y) # (0,0) ,
X +y
£(0,0) =0 .

Bewijs dat f continu is opIRZ.

el e i e T i 3 I e



N R
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i
3
5

3.5,

3.6.

3.7.

3.8.

- 13 -

De functie f is gedefinieerd door

F(xy) = 2B goor (x,) # (0,0) ,
e
£(0,0) = 0 .

Bewijs dat f continu is op R?.

De functie f is gedefinieerd door

~f(x,y) =1 wvoor xy # 0,
f(x,0) = x ,
£00,y) = y% .

In welke punten is f discontinu?

De functie f is gedefinieerd door

2 .
f(_>5)=7x—l-—2 voor x # 0 ,
X +y
£(0) =0 .
a) Bereken lim f(x,mx).
x>0 2
b) Bereken lim f(x,mx“).
x>0

c) Is f continu in 02

Onderzoek de continuiteit in 0 van de functies

x2 + 2xy +y2

x2+y

a) £(x) =

b) £ (x) Xy

1
(]

voor x # 0, £(0) =1 ;

voor x # y, £(x,x) = x3




3.9.

3.14,

- 14 -

Toon met de definitie van differentieerbaarheid aan dat de volgende functies

differentieerbaar zijn in het punt (1,2) en geef de vergelijking van het

raakvlak aan de grafiek door (l,2,f(1,2))} als

3
f(_}g)'=,.—'2-3—;-2-‘
X© +y

voor lc_#._(_)_ R

£(0) =0 .

‘a’f s:,.a?f‘, . Lo
a) Bereken TR en -§-§- in 0.

b) Onderzoek of f differentieerbaar is in Q.
De functie f is gedefinieerd door

(@ = [x+yl  @erD.

a) £(x,y) = x* + y2 ; b) f(x,y) = 2x + y3 .
. of 9 f .
3.10. Bepaal de partiele afgeleiden 3% en 3y van de functies
a) f(x,y) = arctan -:}-;- ; b) f(x,y) = Y H
c) f(x,y) = 1In tan-%f- ; d) f(x,y) = (x + y)x-Zy H
3
e) f(x,y) = xyzex *2y .
3.11. De functie f is gegeven door
£(x,5) = =5 , (xy) # (0,0) .
X +vy
Af of _ _«
Toon aan dat x ety 3y £f(x,y).
3.12, De functie f is gegeven door
_ .2 v 2 X
f(x,y) = x arctan = - y arctan 7 x#0, y#0.
of of _
Toon aan dat x =ty 3y - 2£(x,y).
3.13. De functie f is gedefinieerd door

Toon aan dat f niet differentieerbaar is in 0 en verklaar dit meetkundig. '}




3.16.

3.17,

3.20.

3.21,
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De functie f is gedefinieerd door

3
£(x) = X voor x ¥ 0 ,
X +vy
£(0) =0 .
a) Bereken gf-en 3 in 0.
X 3y - :

b) Onderzoek of f differentieerbaar is in 0.

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan het oppervlak met vergelijking

2)1/3

z =2(12 - xy in het punt (1,2,2) .

De functie f is gedefinieerd door

f(x) = ln(x2 + y2 + 2x + 4y + 10) (x ejRZ) .

Geef de functie die f in (0,0, 1mn 10) lineair benadert.

Bepaal de punten van het oppervlak met vergelijking

z = 15x + 4x2y2 - 2xy2 - 2y2

waar het raakvlak evenwijdig is aan het (x,y)-vlak.

Gegeven is het oppervlak met vergelijking

z=sinxsiny, O<x<m, 0 <y<2m,
Bepaal de punten van het oppervlak waar het raakvlak evenwijdig is aan het
(x,y)-vlak.

Xy

a) Gegeven: z = xe"’ met X = In t, y = sin t.

Bepaal dz met de kettingregel.

de 2, 2 t
b) Gegeven: z = arctan(x” + y°) met x = e, y = tan t.
Bepaal %%-met de kettingregel.

Gegeven:w = 1n(x3 + y3 + z3) met x = t sin t, y = t cos t, z = t.
dw

3¢ et de kettingregel.

Bepaal
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3,22, Van de functie f(x,y) is gegeven: £(0,1) = - %-, %% = ye¥ en %% = ex,u__L___‘

Als g(t) = £(x(t),y(t)), waarin x(t) = In t en y(t)

en hieruit g(t).

3.23, Gegeven: z =

Toon aan:

3;)

1 2
ty
t, bepaal dan g'(t)

f(r) met r = VxZ + yz.

922 o (g1 (20?2 .

3.24, Bepaal alle partiele afgeleiden van de eerste en tweede orde van de functies

a) f(x,y) =
C) f(x’Y) =
e) (f(st) =

3.25, Bepaal de partiele

f(x,y) =

3,2

x“y“-3xy+5y+7; b) f(x,y) = sin(2x + y)
xy2 2

e ; d) f£(x,y) = ln xy” 3

.

afgeleiden van de derde orde van de functie

2 .
Xy siny.




4.2,

4.3'

4.4.

4.5.
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Week 4

Geef de formule van Taylor om a = (0,0) tot en met de termen van de derde

graad voor de functies

a) f(x,y) = sin x In(l + y) ;
! .

b) f(x,y) = ERCEE

c) £(x,y) = ye* 7 .

Geef de formule van Taylor tot en met de termen van de derde graad voor de

functies
2 I
a) f(x,y) = xy + xy - 3x met a = (2,3) ;
2 ] -
b) f(x,y) =x"y +x - 2y met a = (2,1) ;
. T
c) f(x,y) = sin xy met a = GE, 1)
d) f(x,y) = N R met a = (1,1) .

1+ (x=-vy)

Bepaal de aard en de doorsnijdingen met de codrdinaatvlakken van het op-

pervlak
a) x2 - 6x - 8z - %-yz +y-8=0,
b) x2 - 4x —v4y2 - 8y - z2 =8 .

Onderzoek voor alle reele waarden van a de aard van het oppervlak

ax2 + (1 + a)y2 - az2 =a-1].

Geef een schets van de gevonden typen.

a) Bepaal de vergelijking van de kegel met top (0,0,2) en richtkromme

b) Bepaal de projectie op het (x,y)-vlak vande doorsnede van de kegel met
het vlak z = x + 3 .




4.6,

4.7.

4.8,

4.9.

4'13'

. Bepaal de vergelijking van het omwentelingsoppervlak dat ontstaat als men
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Bepaal de vergelijking van de kegel met Q als top en als richtkromme

2

x(t) = (¢2+ 1, 2t, t2-1), teR.

Bepaal de rechte cirkelcilinder met als richtkromme de cirkel

NP S S

2x +y-z=1,

Gegeven is de kromme K met parametervoorstelling

x(9) = (3¥2 cos ¢, sin ¢, 3V2 cos ¢), ¢ [0,27) .

Bepaal de cilinder met K als richtkromme en met beschrijvenden loodrecht

X = 2.

Bepaal de vergelijking van de cilinder waarvan de beschrijvenden loodrecht

staan op het vlak x + y + z = 0 en waarvan de richtkromme is
x2 + y2 + 22 = 2
xX-y+z=0,

Men laat de lijn & : x = (1,0,0) +1(0,1,~1) wentelen om de lijnm : x = u(0,0gl

Bepaal de vergelijking en het type van het door % beschreven oppervlak,

De rechte £: x = (0,-3,0) + A(1,2,0) wordt gewenteld om de rechte m : §=1J(l,f;

Bepaal de vergelijking van het omwentelingsoppervlak,

de x-as wentelt om de lijn
y - 2x
z

Bepaal de omhullingskegel van de bol x> + y2 + 2% = 1 met top (2,1,3),

0
1.




4.l14,

4.17.

4.18,

4,19,

Gegeven:

Bereken

Toon aan:

Bepaal de
king

a)

c)

Bepaal de
king

a)

b)
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1

f(x,y,2z) = .
Yx-a)l+ (y-b)7+ (z-0)*
o2, 0% 3’s
2 2 2

. Gegeven: w = £(r) met r = Vx* + y° + z°%,

2 2 2 .

3w + 2w + 3w _ £"(r) + g-f'(r) .
2 2 2 T

X 3y 0z

punten waar de raaklijn horizontaal is op de krommen met vergelij-

xy3 - x2y2 =1 3 b) xzy - xy2 +y + 12 =20 ;
1n/x% + y2 = arctan %-; d) Xy + x2y3 =1,

punten waar de raaklijn verticaal is op de krommen met vergelij-

2x2 - 2xy + y2 - 2x=03

x3y2 - 6xy = 1.

Bepaal de punten op de kromme x2 - 4xy + 5y2 = 2

a) waar de raaklijn verticaal is

b) waar de raaklijn richtingscoefficient 1 heeft.

3

Bepaal de punten op de kromme x2y2 - 2xy - 2x - 2y = 0 waar de raaklijn

richtingscoefficient -1 heeft.




4.20.

4.21.

4.22,

Gegeven is de kromme K met vergelijking x2 + Xy + y2 =1,

a) Bepaal de punten op K waar

i) de raaklijn verticaal is
ii) de raaklijn horizontaal is
iii) de raaklijn richtingscoefficient -1 heeft

iv) de raaklijn richtingscoefficiént 1 heeft.
b) Geef een vergelijking voor K in poolcoordinaten.

c) Teken K.

Gegeven is de kromme met vergelijking (x2 + y2)2 = x2 - yz.
a) Bepaal de punten op de kromme waar

i) de raaklijn verticaal is

ii) de raaklijn horizontaal is.

b) Vergelijk de uitkomsten met opgave 2.9.

Gegeven is de kromme K met vergelijking

x* o+ gt = 2x% + y9) ((x,y) # (0,0)) .

a) Bepaal de punten van K waar 'f

i) de raaklijn horizontaal is

ii) de raaklijn verticaal is,
b) Bepaal de richtingscoefficiént van de raaklijn aan K in (-vZ, -/2).
c) Bepaal een vergelijking van K in poolcoordinaten.
d) Bepaal de punten van K waar de afstand tot de oorsprong extreem is.
e) Bepaal de vier assen van symmetrie.

£) Teken K.




4.23,

4,24,

4,25,

4,26,
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Door de vergelijking z3 + xz2 +yz+ 2 =0 1is z in een omgeving van (1,2,-1)

. . . . 3 3
impliciet gegeven als functie van x en y. Bepaal 3% en —=

3y in het pgnt (1,2,-1),

Door de'vergelijking x2 - 4y2 +z+ In

z =1 1s z in een omgevin§ van (2,1,1)
ls functi B 1 Jz 2z 2%z 922 en C in het
gegeven als functie van x en y. Bepaal ==, 5y ° axz * Sxoy ayz

punt (2,1,1).

Gegevern: 2% - zz,— z cos y = 0. Beschouw z als functie van x en y en be-
paal de partiele afgeleiden van de eerste en tweede orde van z in het punt

(0,0,1).

Gegeven is dat het punt (a,b,c) voldoet aan de vergelijking f(x,y,z) = 0. In
9x ’ dy ¢
die omgeving z opvatten als functie van x en y, maar ook y als functie van

een omgeving U van (é,b,é) zijn n %§ ongelijk nul, Men kan dus in
x en z of x als functie van y en z.

Toon aan dat voor deze functies geldt: 3?-21 3x -1,




5.2,

5.3.

Week 5

Bepaal de

ties:

a)

b)

c)

.
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richtingsafgeleide in a in de richting van v van de volgende func-

. 1
£(x,y) = x2 + 3xy, a= (1,00, v=—=2(»,"1);
V2
f(x,y,2) = xy + yz + Xz, a=(1,2,3), v= —L-(l,—l,l) :
/3_ .
£(x,y,2) = Xy + yoz + 2%,  a=(1,1,1), y = —==(1,2,3) .
VY14

De functies fl’f2’f3 en f4 zijn gedefinieerd door

Onderzoek

fl(§) = —EEZ—Z voor x # O, fl(g) =0
X +y
x2 2

£,(x) = —??1115 voor x # 0, £,(0) =0
x+y

£5(0) = xy In(x? + y%)  voor x # 0, £5(0) = 0

y sin > l voor x
X +y

£,(x)

b
.
o
-

£,0) = 0.

van deze functies

a) de continuiteit in Q

b) de differentieerbaarheid in 0

c) het bestaan van richtingsafgeleiden in Q.

Bereken en schets de orthogonale trajectorien van de niveaulijnen van de

functies

a)

b)

c)

2
f(x,y) = 4x” + lny ;
f(x,y) = x2 - y2 ;
f(x,y) = .

A
2
X
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B

5.4. Bepaal een parametervoorsteiling van de kromme door het punt (1,1,1) die al-

éi le niveauvlakken van de functie £(x,y,z) = x2 + 2y2 + 322 loodrecht snijdt.

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de volgende functies f op

de aangegeven verzamelingen V:

5.5. f(x,y)=-}!{-+%, Ve={(xy) | }sx<1, b<ysi};
5.6. £(x,y) = x° - y° , Vo= {0,y) | &2+ y? s a4l
2 . 2
5.7. f(x,y) = 4x" + y° , v = {(x,y) I ]Xl + IYI < 1}
5.8. £(x,y) = x> -y , Ve {Gxy) | xF o+ y? <4l
5.9. £(x,y) = x%y , vV = {(x,y) | x +y% <1}
5.10. £(x,y) = 5%° - 4x° + Sy% , vV = R%;
5.11. CE@y) = (v - 2Dy - 255,V =R%;
- 2 2 .
5.12. f(x,y) = In(x“ + 2x +y~ +2), V = {(x,y)||x| <1, |y| <1}
5.13. f(x,y) = x2 + 2y2, vV = {(x,y)|x2 - 2x + y2 < 0};
5.14. £G,y) = =L Vo= {Gy) x4 y2 < 1)
5.15. f(x,y) = x(x2 + y2 - 2x), Vv = {(x,y) ] x2 + y2 < 4}
5.16. £(x,y) = 4(x - D2 - ¢2, V= {@xy) | x*+y%<a4t;
5.17. f(x,y) = x2y - 2y3 R V= {(x,y) | < + y2 <1}
5.18, f(x,y) = (y2-x2)(x2-+y2-2x) , V= {(x,y) | y2 < x}
5.19. £xy) = GE-x) P4y -20) , V= {(xy) | y2 € x5 3)
3 2
5.20. £Ge,y) = (77 -xD) (P ryP-2x) , V= RE
x
5.21. fy) = y2 - - 12, V= {Gy) | &+ P < 4)
v 5.22. f(x,y) = yz - (2 - 1? > v=r,
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Week 6

Bepaal (bijvoorbeeld met behulp van de multiplicatorenmethode van Lagrange)
plaats, aard en waarde van de extrema van de volgende functies f op de

aangegeven verzamelingen V:

6.1. FGx,y) = (x + D2+ y2, V= {(x,y) | € =2} ;
2 2 _
6.2. f(x,y) = xy , V= {(x,y) | X"+ y" = 1}
3 3
6.3, f(x,y) = xy , V= {(x,y) I x~ +y =3xyl;
2 2
6.4. f(x,y) = xy , vV = {(x,y) I x° +y~ = 2x}
6.5. f(x’y’z) =x+y+z, vs= {(X,Y,Z) I xz + }’2 + 22 =1} .

6.6. Bepaal de extrema van de afstand van een punt op de ellips x2 + 4y2 = 4 tot

de rechte x +y = 4,

2 ]
X tot het

6.7. Bepaal de extrema van de afstand van een punt op de parabool 4y

punt (0,3).

6.8. Bepaal de extrema van de afstand van een punt op de ellips

X+ y=1
x> 4 292 4 2% = 1
tot de oorsprong.

6.9. Bepaal de extrema van de afstand van een punt op de kromme
xz - Xy + y2 - z2 = ]

2, .2 i

xT +y =1 L

tot de oorsprong.

6.10. Bereken

+2

- N W W
—_— - W
"-‘O\NU!
O N W -
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5
6.11, Schrijf g als een lineaire combinatie van
BJ
1 1 1 1
1 1 1 0
1y 2 (1| * (oy ? (of °
1 0 10 0

6.12. Gegeven zijn de lijn & : x = (10,5,15,0) + A(1,2,2,4) en het punt a = (1,3,1,4).

Bepaal een punt b op & zodanig dat a - b loodrecht staat op & en toon aan

dat voor alle x op % geldt:

la =~ bllslla - xl.
6.13. Gegeven zijn de lijn & : x = (1,-1,2,1,-2) + A(-1,2,-3,4,-5) en het punt
a= (29_534’_4s2) . »

Bepaal een punt b op %, zodanig dat a - b loodrecht staat op & en toon aan

dat voor alle x op % geldt:

la -bll<lla-xl.

6.14, Bewijs dat de volgende twee vlakken evenwijdig zijn en niet samenvallen:

Vl + X (1,0,0,0) + A(2,7,-2,9) + u(2,1,-2,-1),

V, ¢+ X

9 p(3,3,-3,1) +0(1,2,~-1,2) .

6.15. Gegeven zijn het vlak

Vo x = (53_590:0) + A(2,294’-5) + U(5939—ls])

en het punt a (11,1,~7,-12).

vBepaal een punt b in V zodanig dat b - a loodrecht staat op V en bewijs

dat voor -alle x in V geldt:

la = bll<lla-xI.

6.16. Gegeven zijn het vlak

x = A(1,0,1,1,0) + u(0,2,0,1,2)

en het punt a = (4,-2,6,-3,-3)
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Bepaal een punt b in V zodanig dat b - a loodrecht staat op V en bewijs

dat voor alle x in V geldt:

la-bll<la-xl.

6.17. Bewijs dat voor alle a ¢ R" en b e r" geldt:

4(a,b) < (a+b,a+b)+(a-b,a-b).

6.18. Voor welke u ¢ R" geldt:

(u,x) = 0 voor alle x ¢ RrR" 2

6.19. Gegeven: |(a,b)| = llalllibl enb#0.

Bewijs dat a een scalair veelvoud is van b.

6.20. Gegeven: a € R}x a? 0.
a) Bepaal alle u ¢ R waarvoor geldt:

la + ull=lall+ llull

b) Bepaal alle v € R"™ waarvoor geldt:

fa = vli=Tlal+lvi.

6.21. Bewijs dat voor alle u,v ¢ R" geldt: -

lu + vIF +lu - vl = 200 + 2 1P .

6.22. Gegeven:

la+bIP =llal® + IbI®  met a,b e RY .

Bewijs dat (a,b) = 0.

6.23. Gegeven:

lall = Ibll met a,b ¢ R” .

Bewijs dat a + b en a2 - b loodrecht op elkaar staan.




6.27.

%’ 6-24-

6.25.

6.26,
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a) Bereken de hoek tussen (1,4,4,1,1,1) en (0,-1,3,2,1,1),
b) Bereken de hoek tussen (2,3,0,2,1) en (0,2,2,2,2).
Bepaal het punt op de lijn

x = (-1,0,9,1) + A(3,-2,3,-1)

waarvan de lengte minimaal is.

Gegeven zijn de vlakken

V:x=oa(4,3,2,1) + B(1,0,0,0)

W:x

v(2,1,0,0) + &(3,2,1,0) .
Bepaal V n W,

Gegeven zijn de vlakken

vV

]
L]

(2,1,-1,1) + a(-4,1,3,-1) + B(2,3,1,1)
W

1]
]

(1,1,-2,-2) + v(7,3,1,2) + §(-3,2,2,2) .
Bepaal V n W. .




7.1,

7.2,

7.3.

7.4,

7.5,
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Week 7

a) Schrijf de 3 x 4-matrix A op, gegeven door aij 2i + j (1=1,2,3;

j=1,2,3,4).

b) Schrijf de 3 % 4—matrix B op, gegeven door bij i-3 (i =1,2,3;
j=1,2,3,4).

c) Bepaal A+ B en A - 2B.

Gegeven zijn de matrices

- 2

-1 2 4 0 -3 2 =3 0 1
A= s B = ,C=1]5 =1 =4 2] enD= |-l
0 3 4 -1 -2 3 o o 3 ,

Bereken, voor zover ze bestaan, de volgende matrices:

, T. .T _T,T
A+ B, B+C, (A+ B)C, AB, AD, DD, DD*, DA™ .

Gegeven zijn de matrices

1 0 0 0 1 1 1
A= T O gnp=10 1 2.
1 2 1 0 0 ] 4
1 3 3 1 0 1 8
T
Bereken AA™ en AB.
Gegeven zijn de matrices .
1 2 3 1 2 3 ,
E
A= |4 5 8/ en B = 4 -2 21 & 1
2 1 2 -3 4
Bereken AB en BA. ii
T
‘i
Gegeven zijn de matrices »3
] 2 ' l "2 l
A= 13 1l en B = .
1 4 3 1 -2

Bereken AB en BA.
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7.6, Gegeven zijn de matrices

1 0 2 1 1 3
A= en B= |2 4 51 .
-1 2 3 1 3 3

Bereken, voor zover ze bestaan, de producten:

AB, BA, ABT, BAT, ATB, B%A, ATBT en BIAT .

7.7. Gegeven is de 4 x l-matrix

- NS0,

Bereken ATA en AAT.
7.8. Gegeven is de matrix A = .

Bereken A2, A3, A2 - 2A + 31 .,

G

7.9, Gegeven zijn de matrices

<gea

kg
]
-
- <]
1]
1
—
-
a
n

5 =2

—

Bereken B + C, AB, BA, AC, CA, A(2B - 3C), AAT, aTA, aTcT,

7.10. Bewijs dat voor allen ¢ N, A ¢ R geldt:

xR Rl

0 A 0 A

7.11. Gegeven is de matrix

a 0
0 a 0

N = met a € R.
0 0 a
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S is gedefinieerd door: S =1 + N + N2 + N3.

Bereken S en (I - N)S.

7.12. Gegeven is de matrix

7.13.

0O a 0 0
0 0 b O

M=1o 0 0 «¢|°
4 0 0

Bereken M2, M3, M4, Ms.

In een fabriek maakt men uit de grondstoffen G, en G, in een eerste pro-
ductiefase de tussenproducten T] . T2, T3. In een tweede fase worden uit deze tussen
producten de eindproductenEﬁ en E, vervaardigd. Het materiaalverbruik per gep

duceerde eenheid is gegeven in de volgende schema's:

T1 T2 T3 El E2

G] 2 4 5 T1 2 4
G2 3 3 7 T2 6 4
T3 4 2

a) Stel het schema op voor het verbruik van elke grondstof per eenheid

eindproduct.

b) Hoeveel eenheden van elke grondstof zijn nodig voor de fabricage van

50 eenheden E, en 75 eenheden E, ?

Gegeven is de matrix

cos ¢ -~ sin ¢
sin ¢ cos ¢

Bereken A2, A3.
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7.15. Gegeven is de matrix
cos ® = sin ¢
sin ¢ = cos ¢

Bereken A2,A3.

7.16, Gegeven zijn de matrix

4 1 3
-3 2 =2
A= 12 3 4 -4
1 4 1 2
en de vectoren
2 -1
-3 ]
X = 1 eny= |, .
-2 -2

Bepaal Ax, ATz en daarmee (Ax,y) en (§,ATy).

Yt

7.17. Uit onderzoekingen is van een bepaald soort kevers het volgende gebleken:
de maximale levensduur is 3 jaar,
de voortplanting geschiedt alleen in het derde levensjaar,
het gedeelte l-jarigen dat het tweede levensjaar ingaat is p,
het gedeelte 2-jarigen dat het derde levénsjaar ingaat is q,
het gemiddeld aantal nakomelingen van een 3-jarige kever is r.
In het jaar t zij
xthet aantal l-jarige,
Ve het aéntal 2-jarige,

z, het aantal 3-jarige kevers.

Bepaal de matrix P zodanig dat x = Px , waarin

t+]
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Bereken P3 en onderzoek voor welke waarden van p, q, r deze keversoort
uitsterft, respectievelijk in aantal toeneemt, respectievelijk constant

in aantal blijft.

7.18. Beschouw een tweepoort van de volgende gedaante:

R
u us
i
— 00— —0~—

Ga na dat volgens de wetten van Kirchhoff geldt:

u.l = 1R
Uy = iR
i =1i+i,
Definieer:
4 Ys
.L_ll = en U.2 = .
| )
Bepaal de matrix M zodanig dat Y, = My, .

Men schakelt twee van zulke tweepoorten in serie volgens onderstaand schema..

'

+0 =l =2 o —O+
uy Ry Uy Ry us
— O 4_27 —O—
' uk N N -
Definieer = k=1,2,3 k
Y 22,3, :
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Bepaal de matrices M, en Mz'zodanig dat

4, = Mu en u,; = M292 .

=2 1

Bepaal de matrix M zodanig dat u, = Mg].

Wat volgt hieruit voor de vervangingsweerstand R van twee parallel ge-

schakelde weerstanden R1 en R2 ?

Zij x(t) : R ~» R3 een differentieerbare vectorfunctie met [x(t)ll = ¢
(c constant) voor alle t.

dx
Bewijs dat (x, E%> = 0 voor alle t.

Wat is de meetkundige betekenis van dit resultaat ?

Een star lichaam roteert om een vaste as Aa (a # 0, A reeel) in 113. De

>
plaatsvector (= OP) van een punt P van het lichaam ten tijde t zij x(t).

(i) Bewijs dat er een vector w(t) bestaat, zodat

al&

v(t) o= === w(t) x x(r) .

(ii) Bewijs dat w(t) onafhankelijk is van P.
(De vector w(t) heet hoeksnelheidsvector en w(t) = |w(t)| is de hoek-
snelheid.)

Ten tijde t is de plaatsvector van een bewegend deeltje in R 3:
X = p cos wt + g sin wt ,

waarbij p en g vaste vectoren zijn en w een constante is.

dx .
(i) Bereken de snelheidsvector v = E% en bewijs dat x x v onafhankelijk van
t is,
. . .. . dy .
(ii) Bewijs dat de versnellingsvector a = 3¢ hear de oorsprong is gericht

en dat |a| evenredig is met de afstand van het deeltje tot de oorsprong.
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7.22. Een deeltje met massa m en plaatsvector x(t) € 113' beweegt onder invloed

van een kracht K(t). Bewijs de momentenstelling

adz(}_:xm_>==_<x1_<-

7.23. Los de volgende stelsels vergelijkingen op:

a) X, + 2x2 + 3x3 - %, = 0,
2x] + 3x2 - x3'+ 3x4 =0,
4x] + 6x2 + X4 + 2x4 =0 ;
b) 3xl - 2x2 - 3x3 + 3x4 =0,
{ 7x] - 5x2 - 7x3 + 7x4 =0,
'L—le + 3x2 + 5x3 - 5x4 =0 3
c) X, + 4x2 - 3x3 =0 ,
X, + X, = X3 = 0,
3x1 + 6x2 - 4x3 =0 ; '
( - =
d) 3xl tox, + 2x3 X, 0,
2xl - Xt X +ox, = o,
ﬁ 5x1 + Sx2 + 4x3 - 5x4 =0,
i 2xl + 9x2 + 3x3 - 9x4 =0 3 é
e) 5x1 + 4x2 - 2x3 =0 ,
13x]-+14x2 - 4x3 =0, §
< _ T
7xl 5x2 + 3x3 =0 ,
Lllxl + 13x2-3x3 =0 3
, r _ -
) X, + %, Xy + X, o,
X "X + 2x4 =0,
. - . -
3xl- x, + 5x4 =0,
i x, + 3x2 - 2x3 =0 .
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7.24, Bepaal de oplossingsverzameling van de volgende stelsels vergelijkingen:

8 a) Xy *2x, + hxg + Tx, =0, (
ﬁ_le + 3x2 + 3x3 + 4x4 =-4,
2%, - %, +ox, =3
| b) X, 7 % + X3 + 2x4 =2,
) 2x1 - 3x2 + 4x3 - ox = 3,
: i X, S + 7x4 = 3 3
| c) X+t %y + 2x3 + 3x4 - 2x5 =1,
L‘ 2x] + 4x2 - 8x5 =3,
? - 2x2 + 4x3 + 6x4 + 4x5 =0 ;
a) ([ x, + 2%, -0,
X, + 4%, - 2x3 =4,
<2x] +4x3=-8,
3x1 + 6x3 ==-12,
j2x] - 8x2 + 4x3 ==-8;
e) [ X+ % - 2x3 =0,
2xi + Xy = 3x3 =0,
{ 4x] - 2x2 - 2x3 =0,
6x] =%y - 5x3 =0,
~7x] - 3x2 - 4x3 =13
£) . X, + 2x3 =1,
ﬂ %, ¢+ 2x2 + 3x3 =2,
3x] tox, ¢+ Xq = 3.




7.25.

7.26.

7.27.

7.28,

7.29.

- 36 -

Bepaal een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen in X;s Xp3 Xqs X,

zodanig dat de oplossingsruimte samenvalt met het vliak x = a(l,1,-1,1) +8(4,3,-1,

Bepaal een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen in X, Xyy Xg» X, 20-

danig dat de oplossingsruimte samenvalt met het vlak

x = a(l,2,1,1) + B(2,1,1,1) .

Bepaal een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen in X Xyy X3y X4 X

zodanig dat de oplossingsruimte samenvalt met de ruimte

x = a(1,0,2,3,1) + 8(0,0,1,4,4) + y(2,-1,4,0,2) .

Bepaal een stelsel lineaire vergelijkingen in X5 Xy, Xgp Xy zodanig dat

de oplossingsruimte samenvalt met

x = (2,-3,2,1) + A(2,1,1,1) + u(=1,1,4,1) .

Bepaal de oplossingsverzameling van de volgende stelsels vergelijkingen

a) x + 2y + az = 3
2x + 3y + (a+ 1)z =5
2x +y + (a+ 2)z =3,

b) ax + y+2z=3
4x - 2y + az = 3a

x+ y+az=3.

1)x +‘3y = a
by = 4 .,

c) (a

ax

+

d) px +y+2=20

2X+y+32=0u

e) dx + y + z =1

x +dy + z

X +y+dz=4" .




8.2,
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Week 8

a)

b)

c)

Welke

onder

a) De
b) De
c) De
d) De
e) De
f) De
g) De

' X, + 2x2
-x,

s "
L2x1 + 3x2
( X, + 2x2

3x1 + 2x2

{ 2x2

2x] %,
szl + 3x2
-3x,l + 5%
4x1 + 7x
d
4x1 + 5x
7x] + 11x
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. Bepaal de normaalvorm van de volgende stelsels vergelijkingen:

+ 5x4 =1,

+ Xg = 3x4 =3,

- 2x3 tox, =-3,
- 3x3 + 9x4 =-=5;

+ 3x4 =1,
+ 2x3 + 3x4 =1,
+ 2x3 + 3x4 =1,

+ 2x, - 2x, = 4 ,

3 4

- 2%, + 5%, =-3;

4

3
t9xg - %, = -4,
- 5x3 - 3x4 =4 ,
+ 7x3 - 5x4 = -8 .

van de volgende verzamelingen functies R + R zijn vectorruimten

de gebruikelijke optelling en scalaire vermenigvuldiging?

functies

functies
functies
functies
functies
functies

functies

f

f
f
f
f
f
f

met
met
met
met
met
met

met

£(0) = £(1).

lim f(x) = 0.

¥

f(Z) = 2f(0) .

£€0) =1 + £(1).

f(x) = £(1 - x) voor alle x ¢ R,
f(x) 20 voor alle x ¢ R.

f differentieerbaar en £'(x) + f(x) = 0 wvoor alle x ¢ R.

Beschouw de verzameling functies £ : R »~ R van het type: f£(x) = A sin(x + ¢)
(Ae Ry, 9 R).,

Vormen deze functies een vectorruimte onder de gebruikelijke optelling en

scalaire vermenigvuldiging?
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Onderzoek of de volgende verzamelingen vectorruimten zijn.

. «© »
a) De rijen (an)n=l net éig a =a.
b) De rijen (an):=1 waarvoor geldt: er is een p ¢ N zodanig dat an=0voorn >

V is de verzameling van de polynomen van de graad < 2 (waarin we stilzwijgend
het nulpolynoom opnemen; analoog bij V] en V3).
V, is de verzameling van de polynomen van de graad £ 2 met een nulpunt in 1.

1

V2 is de verzameling van de polynomen van de 2¢ graad.

V3 is de verzameling van de polynomen van de graad < 1.

Welke van de verzamelingen V, V V2, V, zijn lineaire ruimten?

1? 3
Bepaal in geval van lineaire ruimte een basis en de dimensie van de ruimte,

C([0,1]) is de verzameling van alle continue functies van het interval [0,1]
naar R,
BIOO is de verzameling van alle functies van [0,1] naar R, waarvoor geldt:

| £(x)| < 100 voor alle x € [0,11.
B is de verzameling van alle functies van [0,1] naar R met de eigenschap dat
er voor iedere f ¢ B een getal M bestaat zodat lf(x)l < M voor alle x ¢ [0,1],

d.w.z. B is de verzameling van de begrensde functies op [0,1].

a) Welke van de verzamelingen C([0,1]), B B zijn vectorruimten?

100°
b) De functies f en g zijn gedefinieerd door f(x) = x en g(x) = x2 VoOor
x ¢ [0,1].
Bewijs dat f en g onafhankelijke vectoren zijn in C([0,1]).

c) Welke van de onderstaande functies is een element van <f,g> c C({0,:])?

i) h, met h](x) = 8x voor alle x ¢ [0,1];

X + 6x2 voor alle x ¢ [0,1];

ii) h2 me; hz(x)

1ii) h, met h3(x) X + 5 voor alle x ¢ [0,1];

iv) h4 met h4(x) = x3 + x2 voor alle x ¢ [0,1].

Gegeven is de lineaire ruimte R® (n 2 2).

Ga na of de volgende deelverzamelingen W van R" lineaire deelruimten

zijn.

a) W= {(x)eeesx) S x) € 2} ; |
b) W={(xl,...,xn)ve]Rn | 5%, - %, =0} ;

c) W= {(x)eeesx) e B | 3%, + 4x, = 1} ;

d) W= {(xeeex) eR' | x, 20}

e) W= {(x)0005%) . B | IXI x; =0} .
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Gegeven: V en W zijn lineaire deelruimten van R", Onderzoek of de vol-
gende verzamelingen deelruimten zijn van R™. Zo ja, bewijs dit, zo neen

geef een tegenvoorbeeld.

a) Vnw
b) VuW

c) V" (complement van V in I{n).

. . ). 4
Onderzoek welke van de volgende verzamelingen deelruimten zijn van R :

a) {(a,a + 2b, a = b - ¢, 3c) | a,b,c e R} .
b) {(1,a,0,b) | a e R, be R} .

c) {(O,a,az,aB) | ae R},

V is een vectorruimte; a ¢ V en b e V.

Bewijs: <a,b> = <a + b, a - b> .

Zij {gl,...,gn} een onafhankelijk stelsel vectoren in een vectorruimte V.

Voor x € V geldt

X <a.,540.58 > ,
prin 4 _l’ ’_n

Bewijs: {X,a,,...,a } is een onafhankelijk stelsel.

Gegeven: a,b,c,d ¢ RrR" zodanig, dat

a e <b,c> en b e <c,d> .

Bewijs: {a,c,d} is een afhankelijk stelsel.

Gegeven:{a,b,c} is een onafhankelijk stelsel vectoren.

Onderzoek of de volgende stelsels afhankelijk zijn:

a){a+b+c,a+2,c-bl.

b) la+2b, a+g, cl.

Gegeven: {a,b,c} is een onafhankelijk stelsel en

U=<b=-¢c, a+b, a+c>.

a) Bepaal de dimensie van U,

b) Onderzoek of a, a+b+¢, 2Za+b + c tot U behoren.
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8.15. Gegeven:

[
L

= (-4,1,3’_2)’ b = (~2339132)s c = (1,2,—2,5) ’

="
|

= (5’5"131)

Bepaal <a,b> n <c,d>.

8.16. 2ij {a,b,c} een onafhankelijk stelsel vectoren in een lineaire ruimte V.

Toon aan dat {a + b, a - b, a = 2b + ¢} een onafhankelijk stelsel is,

8.17. Zij {a,b,c,d} een afhankelijk stelsel vectoren in een lineaire ruimte V. Het
stelsel {a,b,c} is onafhankelijk. Tbon aan dat d een lineaire combinatieis van

a,b en c.

8.18. Onderzoek of de volgende stelsels {a,b,c} afhankelijk of onafhankelijk zijn.

i) a= (1,2,3), b = (3,2,1), ¢ = (-3,2,7) ;
ii) as=s (]9—],492)9 E_= (2,0,2,!), c= (7a—3’1638) H
ii1) a= (4,5,2), b = (1,8,2), c = (14,4,1) .

c2

+19. Onderzoek of de volgende stelsels {a,b,c} afhankelijk of onafhankelijk zijn.

i) a= (2,3,8), b= (5,2,1), ¢ = (-4,5,10) ;
ii) a= (4,-3,5), b= (2,-4,7), L= (10,5,3) 3
1i1) a= (2,4,-1,-1), b = (1,5,1,-2), c = (-1,3,3,-2) .

8.20. Gegeven zijn de vectoren a = (3,-1,4,7), b = (1,-3,2,5), c = (2,6,1,~2),
d = (5,3,2,-1) en e = (0,4,-1,4).

Bepaal van elk der volgende vectorruimten een basis en de dimensie.

i) U, = <a,big’ ;

ii) U, = <a,b,d> ;

iii) U3 = <a,b,c,e> .
4

Geef een vector in R die niet in U, ligt.
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_4]_

Gegeven zijn de vectoren a = (1,2,3,4), b = (2,-1,0,2) en ¢ = (4,-3,-1,-1).

Zij U = <a,b,c> .

a) Bepaal dim U,

b) Geldt d = (-4,1,-2,10) € U ?

c) Geldt e = (3,1,2,1) ¢ U ?

Gegeven zijn de vectoren a = (3,-2,3,1), b = (2,1,-2,-1) en c = (1,1,2,3).

Zij U = <a,b,¢>

a) Bepaal dim U,
b) Behoort d (1,4,3,1) tot U?
(-4,2,1,3) tot U?

c¢) Behoort e

Gegeven zijn de vectoren a = (8,0,-9,8), b = (12,-10,6,6), ¢ = (4,7,-6,-8) ,
d = (8,-7,3,6) en e = (0,-3,12,-10). Zij U = <a,b,c,d,e>

Bepaal dim U en een basis van U.

. 2ij v = (1,1,1,1). Schrijf v als lineaire combinatie van a = (2,~-3,6.5),

b = (4,-1,8,7), c = (4,9,0,1), Q = (3,-3,5,3).

Bepaal dim <a,b,v> en dim <c,d,v>.

Beschouw de lineaire ruimte F(R). De functies f € F(R), g ¢ F(R) en h ¢ FR)
2 2
zijn gedefinieerd door £(x) = e x’ g(x) = x* en h(x) = x.

Toon aan dat {f,g,h} een onafhankelijk stelsel is.

De functies £ ¢ F(R), g €« FR), h ¢ F(R) zijn gedefinieerd door f(x) =sin x

g(x) = cos %, h(x) = x.

Toon aan dat {f,g,h} een onafhankelijk stelsel is.

Beschouw de lineaire ruimte F(R). De functies fi e FR) (i =1,2,3,4) zijn

1

Zij U = <f],f2,f3,f4>, vV = <f2,f3,f4>.

Bepaal dim U, dim V, een basis voor U en een basis voor V.
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De functies fi e F(R) (i = 1,2,3,4) zijn gedefinieerd door

2x -X

fl(x) = e, fz(x) =e , f3(x) = cosh x, f4(x) = ginh x .

Zij U = <f],f2,f3,f4> , V= <f2,f3,f4> .

Bepaal dim U, dim V, een basis voor U en een basis voor V.

V is de vectorruimte van alle 2 X 3-matrices onder de gebruikelijke op-
telling en scalaire vermenigvuldiging voor matrices.

Bepaal een basis en de dimensie van V.

W is de vectorruimte van alle 3 x 3-matrices onder de gebruikelijke optel-

ling en scalaire vermenigvuldiging voor matrices.

a) Bepaal een basis en de dimensie van W.
b) Bewijs dat de 3 x 3-matrices waarvan de derde rij uit nullen bestaat

een deelruimte van W vormen.

De polynomen £, g, h en p worden gedefinieerd door

f(x) = 2x3 + x2 -x +5
g(x) = x3 + 2x2 + 10
h(x) = ~2x2 + X

=2 - 8x% +x - 10 .

p(x)
Zij W= <f,g,h> .

a) Bewijs: p € W.
b) Geef een polynoom q met gr(q) < 3 en q ¢ W.

c) Geef zo mogelijk een polynoom r met gr(r) < 3 en r ¢ <f,g,h,q> .
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Week 9

9.1. Ga na of de volgende afbeeldingen lineair zijn. Geef, als A lineair is, de

beeldruimte en de nulruimte van A en controleer de dimensiestelling.

_ a) A: I{Z - I{Z gedefinieerd door A(x,y) = (x + vy, X);
Q‘ b) A : I(z -> K{3 gedefinieerd door A(x,y) = (x + 1, 2y, x + y);
: c) A I(B + R gedefinieerd door A(x,y,z) = 2x - 3y + z;
;; d) A : E{z + R gedefinieerd door A(x,y) = xy;
o e) A E{B > I(Z gedefinieerd door A(x,y,z) = (x,0);
£) A R3 > R? gedefinieerd door A(x,y,z) = (|x|,0);
g) A: R™ > R" gedefinieerd door Ax = a + x, waarbij a ¢ R" een gegeven

vector is.

9.2, Beschouw de lineaire ruimte F(R) . Welke van de volgende afbeeldingen

A: F(R) > R zijn lineair?

a) Af = £(1);

b) Af = 1 + £(1);

¢) Af = (£(0)%

d) Af = 3£(0) + |£(1)] .

9.3, Ga na of de volgende afbeeldingen lineair zijn.

a) A: F(R) » F(R) gedefinieerd door (Af)(x)
b) A : F(R) » F(R) gedefinieerd door (Af)(x)
c) A : F(R) f—F(R) gedefinieerd door (Af)(x)

1 + £(x) voor alle x ¢ R

f(-x) voor alle x ¢ R

f(xz) voor alle x ¢ R .

9.4. De lineaire afbeelding P : 113 - 1(3 is de projectie op het vlak x + y + z = (

a) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van P;

b) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Px (1,-1,0);

(1,1,2);

c) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Px
d) Toon aan dat P2 = P;

f e) Is de afbeelding P bijectief?
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De lineaire afbeelding P : 1(3 > 1{3 is de projectie op de rechte x = A(1,2,3)

a) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van P;

(2,4,6);
(1,2,2)3

b) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Px

c) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Px
d) Is de afbeelding P bijectief?
De lineaire afbeelding S : H{B > I(3 is de spiegeling ten opzichte van het

vlak x + y + 2z = 0.

a) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van S;

b) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Sx = (1,2,3);
c) Bepaal de verzameling oplossingen van de vergelijking Sx = (1,1,-1);
d) Toon aan dat de afbeelding S bijectief is;

e) Bepaal s<.

De lineaire afbeelding A : 1{3 > 1(3 is gegeven door

A(Z’l’l) = (7,637)3 A(l,O,Z) = (1’15510): A(-I,Z:Z) = (“1:794)
Bepaal:
a) de dimensie en een basis van de beeldruimte van A;
b) de dimensie en een basis van de nulruimte van A;
¢) de verzameling oplossingen van de vergelijking Ax = (2,-3,-1).

De lineaire afbeelding A : R? > IL3 is gegeven door

A(1,2,3) = A(2,3,1) = A(2,1,3) = (6,-36,30)
Bepaal :

a) de dimensie en een basis van de beeldruimte van A;
b) de dimensie en een basis van de nulruimte van A;
¢) de verzameling oplossingen van de vergelijking Ax = (1,-6,5).

De lineaire afbeelding A : 1(4 > 1{3 is gegeven door

(3’_1,])’ A(O,l,0,0) = (193’1)9 A(0,0,],O) = (1:1:1_‘)" ‘
(1,1,1) .

A(1,0,0,0)
A(0,0,0,1)

L]
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Bepaal:

a) de dimensie en een basis van de beeldruimte van A;
b) de dimensie en een basis van de nulruimte van A;

c) de verzameling oplossingen van de vergelijking Ax = (1,1,1).

Laten A : U~>V en B : V > W lineaire en bijectieve afbeeldingen zijn.
Dan is BeA: U + W een bijectieve lineaire afbeelding en er geldt (B o A)*'= A B

Toon dit aan.

Laten A : V » V en B : V > V lineaire afbeeldingen zijn en zij dim V = n.

Bewijs dat geldt

a) dim R(A o B) dim R(A)

b) dim N(A o B) < dim N(A) + dim N(B)

c*) dim R(A) + dim R(B) - n < dim R(A o B) < min(dim R(A), dim R(B)).

IA

IA

Gegeven: a ¢ R met lall = 1.

Beschouw de lineaire afbeeldingen S : ]R3 - R3 en P : ]R3 -> ]R3 gede-

finieerd door:

n
"
It

x - 2(a,%)a

3
=
n

x - (a,x)a .

a) Bepaal van beide afbeeldingen de nulruimte en de beeldruimte.

b) Geef van beide afbeeldingen een meetkundige interpretatie.

c) Toon aan dat S o P =P o § = P,

Beschouw de afbeelding A : I{3 > I{3 gedefinieerd door Ax = x + (a,x)a

met a = (1,1,1),

a) Toon aan dat A lineair en bijectief is.
b) Bepaal AT,
[}
Van de lineaire afbeelding A : 114 - 1(4 zijn de beelden van de standaard-

basis gegeven door:

7 -8 1 -3
-3 2 i1 N

Aep = | & » Aey 1| > Aey = | 4| oA Ty
4 3 3 0
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a) Bepaal dim <Agl,A92,A_e_3>.
-3

b) Bepaal'&— _i .

0

De lineaire afbeelding A : ]R4 -> R3 heeft als matrix

-4 6 1 5
A= |3 5 4 1
1 5 3 2

a) 2is de lijn in ]R4 met parametervoorstelling x = (5,3,-8,2)
Bepaal A(2).

b) m is de 1lijn in ]R3 met parametervoorstelling x = u(-4,2,1).

A (m).

De lineaire afbeelding A : ]R3 - ]R3 heeft als matrix

0 -l -1
A= |- 0o -1
-1 -1 0

a) Bepaal het beeld van de lijn
x = (2,0,1) + A(1,1,-1).
b) Bepaal A+(m) waarin m de lijn
x = (0,2,-2) + A(1,-1,0)
is.

c) Bepaal beeldruimte en nulruimte van A,

De lineaire afbeelding A : ]R3 - ]R3 heeft als matrix
L ]
-5 -3
A= 1-6 =2 6

+ >\(1 9"3,2,1)

Bepaal
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De lijnen % en men het vlak V zijn gegeven door

1

Lt ox = (1,0,1) + A(1,1,1),

]

m: x = (2,2,1) +u(3,2,4),

V: x+y=~2z=2,

a) Bepaal A(2), A(m) en AT(V).

b) Bepaal beeldruimte en nulruimte van A,

De afbeelding A : R > R > is gedefinieerd door Ax = (b,x)a waarin
a#0enb#0.

a) Bewijs dat A lineair is.
b) Bepaal de vectoren p waarvoor geldt: Ap = Ap voor zekere A.

¢) Bepaal nulruimte en beeldruimte van A.

De functies f,g en h zijn op R gedefinieerd door

f(x) = cos x, g(x) = sin x, h(x) = 3 sin(x + % ) .
V= <f,g> .
a) Bewijs h € V,
b) Van de lineaire afbeelding A : V - V is gegeven: Af = g en Ag = f.

Bepaal Ah.

V is een lineaire ruinte,

A: V>V is een lineaire afbeelding.

a) Bewijs: A% = 0 & R(A) < N(A).

2
b) Geef een voorbeeld van een lineaire afbeelding A # 0 waarvoor A~ = 0.

A is een inverteerbare matrix.

Bewijs dat AT ook een inverse heeft en dat (AT)—l = (A_I)T.

A is een vierkante matrix zodanig dat A2 = 0.

Bewijs dat A + I een inverse heeft en bereken (A + I)-l.

A is een vierkante matrix zodanig dat A2 + A+ 1=0,

Bewijs dat A een inverse heeft en bereken A ..
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Bepaal de rang van de volgende matrices.

a) 1 2 0o 5 1
-1 0o 1 -3 3|,
b

o 1 -2 1 =3

b) (1 2 0 3 1)
3 2 2 3 1
o 2 2 3 1 .
2 -1 2 -2 4]
12 3 =2 5 -3
c) (1 2 3 4
1 3 5 ;
§ 4 7 10
d) (1 2 4 0 =2
-2 =3 -l 1 ol .
o 1 7 1 -4
-2 -2 6 2 =4
e) (1 -1 0 3
2 1 0 I
2 =2 0 6|
-1 =2 1 2

Schrijf een 3 x 4-matrix A op met

a) rang A = 0;
b) rang A = 1; .
c) rang A = 2; 'T
d) rang A = 3,

De lineaire afbeelding R : 1{2 - 1{2 is de draaiing om de oorsprong over een

hoek %; . Bepaal de matrix van R.

De lineaire afbeelding P : 1(2 > I(z is de projectie op de rechte y = -2x.

Bepaal de matrix van P.
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De lineaire afbeelding A : I(B > 1(4 is gegeven door

A(I,0,0) = (1913233)’ A(O,l,O) = (1;-1’031)’ A(0,0,l) = (2,1,3,5)
Bepaal:

a) de matrix van A;

b) A(1,~-1,1) en A(3,-2,-1);

c) de rang van de afbeelding A;

d) het beeld van het vlak met vergelijking x + 5y + 4z = 0,

De lineaire afbeelding A : I(B > 1(4 is gegeven door

A(3,l’0)= (10,0,15,5), A(O,-I,S) = (12,-3,9,0) ,
A(2,0,-1) = (6,-2,3,-1)
Bepaal:

a) een basis voor de beeldruimte van A;

b) de rang van de afbeelding A;

c) de matrix van A;

d) een basis voor de nulruimte van A.

De lineaire afbeelding S : I(B > H(B is de spiegeling ten opzichte van het
vlak 2x - y + 3z = 0.

Bepaal:

a) de matrix van S;

b) de rang van de afbeelding S.

De lineaire afbeelding P : I(B - 1(3 is de projectie op het vlak 2x + y + z = 0,

Bepaal:

a) de matrix van P;
b) P(1,1,1) en P(1,-1,-1);

c) de rang van de afbeelding P.

De lineaire afbeelding R : I(B > I(S is de rotatie om de as A(1,1,1) over een
hoek w.

Bepaal:

a) de matrix van R;

b) de rang van de afbeelding R. -
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De lineaire afbeelding A : 1{3 > 1{2 is gegeven door

i) A(1,0,0) = (3,2);
ii) A(1,1,1) = (4,3);

iii) de nulruimte van A is de rechte x = A(1,-3,-2).

a) Bepaal de matrix van A.

b) Bepaal de rang van de afbeelding A.

¢) Voor welke waarde van p is het beeld van het vlak px + y + z = 0 een
rechte 1lijn?

De lineaire afbeelding Sl : R.3 -+ I13 is de spiegeling ten opzichte van het

vlak z = 0; de lineaire afbeelding 32 : 1(3 > 113 is de spiegeling ten
opzichte van het vlak x = O. '
Bepaal de matrices van Sl ° 32, 32 ° SI en geef de meetkundige interpretatie

20 Sy ° Sy

van de afbeeldingen Sl o S
De lineaire afbeelding R : ]i3 - 113 is de rotatie om de z-as over een hoek 7
de lineaire afbeelding S : 113 > R.3 is de spiegeling ten opzichte van het
vliak y = 0.

Bepaal de matrices van ReS, SoRen geef de meetkundige interpretatie van de -
afbeeldingen RoS, SoR,

De lineaire afbeelding Rl : 1(3 > I{B is de rotatie om de x-as over een hoek
de lineaire afbeelding RZ : I(B > 1(3 is de rotatie om de y-as over een hoek
waarbij (1,0,0) overgaat in (0,0,1).

Bepaal de matrices van R

1

van de afbeeldingen Rl ° R2’ RZ ° R.

P

° RZ’ R, o R] en geef de meetkundige in;erpretatie
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Week 10

Bepaal de inversen, voor zover ze bestaan, van de volgende matrices.

a) g 1} ; b) [4 5] 4
L1 2 1 4
( ( )
c) 1 2 3 d) '3 =4 1
2 4 H -2 3 -1 ’
3 S ! 1 2)
e) (2 3 =2 £) (1 -2 1)
6 5 =2| ; -1 3 -2 ;
12 2 -1 1 | 0)
g) (-4 1 0 1
-2 0 1
0 2 -3 0 ‘
-7 2 0 2 |
Bereken de volgende determinanten.
a) 3 -4 1 b) {7 -3 8 c) |7 9
-2 3 =1 ; 9 11 51 3 6 5 .
1 1 2 8 8§ 3 2 5

In I{3 zijn gegeven de punten a = (7,9,4), b = (6,5,4) en c = (2,5,3).

Bereken de inhoud van het parallellepipedum opgespannen door a, b en c.

In 112 zijn gegeven de punten a = (4,5) en b = (1,4). Bereken de opper-

vlakte van het parallellogram met hoekpunten 0, a, b en a + b.

In K{z zijn gegeven de punten a = (2,1), b = (4,2) en ¢ (3,5). Bereken

de oppervlakte van de driehoek met hoekpunten a, b en c.
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In R.3 zijn gegeven de punten a = (1,2,3), b = (4,5,6) en ¢c = (7,8,15).

Bereken de inhoud van het viervlak met hoekpunten 0, a, b en c.

Bereken de inhoud van het viervlak met hoekpunten a, b, c en d als

i) a (1,2,-1), E = (-2,0,3), c = (-3s4s-4)’ Q = (2,1,0) ;

ii) = (1,6,7), b = (3,9,11), c = (4,8,2), Q = (2,1,8)

(R
|

In R™ zijn gegeven de vectoren a, b en c. Toon aan dat

ID(a,b,c)| < laltlibllilch

Bereken de volgende determinanten

a) 1 a bc
1 b ca
1 c ab
b) 1 I ]
a c .
a3 b3 c3
c) 1 1 ]
a2 b2 c2 .
a3 b3 c3
o o 20
Voor welke o, B, y zijn de vectoren [B|, |28|, |2B| afhankelijk?
Y) 2y Y

Laten Yy en Yy de oplossingen zijn van de differentiaalvergelijking

1"

y" = ay' + by ,

met a en b constant, waarvoor yl(O) = yé(O) = 0, yf(O) y2(0) =1,

Bereken

v, (x)  y,(x)
Wy =) 2

Y (%) yy(x)
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Los x op uit

a~x a a
b b~x b = 0,
c c c—X

(xl,yl) en (xz,yz) zijn 2 verschillende punten in 112.

De verzameling V ¢ R~ is gedefinieerd door

X y 1
Vo= {(x,y)] Xy, 1| = 0} .
X, Yy 1

Geef een meetkundige beschrijving van V.

Los met de regel van Cramer y op uit het stelsel vergelijkingen
2x + 3y - 2z = -] ,
3x + y+5z=11,
X + 4y - 3z = -2 ,

Los met de regel van Cramer x op uit het stelsel vergelijkingen
3x + 4y + 2z = 6 ,
4x + 6y + 3z = 6 ,
2x + 3y + z =1,

Los met de regel van Cramer z op uit het stelsel vergelijkingen
Xx- y+3z=6,
3x -2y +7z = 14 ,
X+ 3y~-3z-=+-4,

# a.

regel van Cramer:

Gegeven: a # b, b # ¢, ¢

Los op met behulp van de

X+ y+ z=1,

ax + by + cz=4d,

a2x + b2y + czz d2 .
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O

c) 1

e)

~N b WwN
oW

De functie
f(t) =

Bepaal f£'(t).
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volgende determinanten.

5 b)
7 .
)|
3
2 d)
-1
_2 ’
1
5 £)
2 .
5|
4

f : R - R is gedefinieerd door

[N S s e 7
S~ o o

NN

11
13
18

S~ W

DL oY N

M~ WoN

—

Bepaal een polynoom f met gr(f) < 3 zodanig dat £(0) = 1, £(1) =1,
£(2) = 7, £(3) = 31.

Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van de lineaire afbeeldingen

I{z > I(z

gegeven door de volgende matrices
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10.22. Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenruimten van de lineaire af-

beeldingen gegeven door de volgende matrices.

a) 1 6 =4 b) 3 -2 0
6 2 =-2|; -2 2 =2{;
(=4 =2 -3 Y 1
c) 2 1 0 d) (1 -3
0 1 -1 ; -5 .
0 2 4 -6 4

10.23, De lineaire afbeelding A : R+ R is gedefinieerd door

Ax

x + (a,x)a ,

. 3 .
waarin a € R~ een gegeven vector is met {lall= 1,

a) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A,
. . +
b) Toon aan dat de inverse afbeelding A bestaat.

c¢) Laat zien dat voor de afbeelding A* geldt

-
Ax=x- i(axea .

2

10.24. De afbeelding A : R ->}R2 is gedefinieerd door

Ax = x + D(x,a)+a ,

. 2 . .
waarin a € R~ een gegeven vector is en D(x,a) de determinant van de vectoren

X en a.

a) Toon aan dat A een lineaire afbeelding is.

b) Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A.

c) Toon aan dat de nulruimte van A dimensie nul heeft.

d) Laat zien dat voor de inverse afbeelding AC geldt

A x=x-D(x,a)a .

10.25. De afbeelding A : I(B - 113 is gedefinieerd door

Ax = x x a, waarin a = (1,1,1) .

De lineaire afbeelding B : 1{3 - I(3 is de spiegeling ten opzichte van het
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vlak z = 0.

a) Toon aan dat A een lineaire afbeelding is.

b) Bepaal de matrix van A,

c) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van de lineaire afbeelding C = B o 4,

d) Bereken de eigenwaarden en de eigenvectoren van C.

De lineaire afbeelding A ; R 3, ]R3 is gedefinieerd door

Ax = x - 2(a,®)a

. 3 .
waarin a € R~ een gegeven vector is met llall = 1.

a) Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van A.
b) Toon aan dat voor de inverse afbeelding AT geldt A=A

c) Wat is de meetkundige betekenis van de afbeelding A?

Laten v en w eigenvectoren zijn van de lineaire afbeelding A : V » V, zodat
Av = Av en Aw = uw en 2ij X # u .

Toon aan dat {v,w} een onafhankelijk stelsel is.

In dit vraagstuk noteren we de beeldruimte van een lineaire afbeelding
A : V >V door R(A).

Zij P : R" > R™ een lineaire afbeelding waarvoor geldt

P2 =P, 0< dim R(P) < n .
Zij L = R(P) en L, = R(I -P) .
a) Toon aan:
i) Als x € Ll’ dan is Px = x.
ii) Als x € L, dan is Px = 0.

i 2°
iii) L, n L1, = {0},

iv) Elke x ¢ R" is op eehduidige wijze te schrijven als \

=y+2z met yel

X

|» Z€ L2.

b) Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van P. (P heet de projectie op }

Ll in de richting van L2.)

i
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V is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies g en h
gedefinieerd door g(x) = &, h(x) = ezx, X € R. De lineaire afbeelding
D : V>V is gedefinieerd door Df = f',

Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van D,

V is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies g en h
gedefinieerd door g(x) = cos x, h(x) = sin x, x ¢ R. De lineaire afbeelding
D : V>V is gedefinieerd door Df = £',

Toon aan dat D geen eigenwaarden heeft.

Beschouw de lineaire ruimte F(R), d.w.z. de verzameling functies van R
naar R.

De lineaire afbeelding A : F(R) » F(R) is gedefinieerd door
(Af)(x) = £(-x) voor alle x ¢ R.

Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van A.

Van de reguliere lineaire afbeelding A : R3 > ]R3 is gegeven:

1
0| is eigenvector met eigenwaarde 2;

0

0 4 0 2
Al =1 1] 5 Aol = | 1] .

0 -2 1 ~1

a) Bepaal de matrix van A*.

. . <
b) Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A .

Van de lineaire afbeelding A : ]R3 - ]R3 is de matrix

a) Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A.

b) Bepaal a zodanig dat A regulier is en
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Van de lineaire afbeelding A : ]R2 > Rz is de matrix

cosh a sinh o

>
0

sinh o cosh o
Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A,

De afbeelding A : RS - r3 is gegeven door

X 1 0
Alyl = (x + 9)[1] + (x =1 .
z 1 0
a) Bewijs dat A lineair is.
b) Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A,

De lineaire afbeelding A : IIR4 - ]R4 heeft als matrix

_—— e O

_—— D) =

—_ O e

O = e
.

Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A,

3

Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van de lineaire afbeeldingen ]R3 + R

gegeven door de volgende matrices:

a) 3 2 2 b) 2 1 1
14 1 12
-2 -4 -l 11 2

Bepaal van de lineaire afbeeldingen uit de opgaven 9.30 tot en met 9.32

de eigenwaarden en bijbehorende eigenruimten.

a) Bepaal het karakteristieke polynoom van de matrix

0 I 0 0
0 0 1 0
0 0 0 !
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b) Bewijs: ieder polynoom A4 + a3A3 + aZAZ a4 3 is karakteristiek
4 4

polynoom voor een lineaire afbeelding A : R -+ R .

In B{Z zijn gegeven twee rechten & en m, die elkaar in 0 snijden onder
een hoek ¢ (0 < ¢ < %).
De lineaire afbeeldingen A en B : 1(2 > E(z zijn de (loodrechte) projecties

op &, respectievelijk m.

a) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A o B en B o A,
b) Bewijs dat er een getal A is zodanig dat A o B o A = JA en bereken A.

c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A + B .

Stel dat we het volgende onderscheid in de beroepen aanbrengen:
academisch, geschoold, en ongeschoold.

Bij een onderzoek is gebleken:

i) van de zonen van academici zijn 70% academicus, 207 geschoold en 103
ongeschoold.

ii) van de zonen van geschoolden zijn 207 academicus, 607 geschoolden 20%
ongeschoold.

iii) van de zonen van ongeschoolden zijn 207 academicus, 307 geschoold en

507 ongeschoold.

We nemen aan dat iedere man &&n zoon heeft.
Geef de matrix die de overgang van de ene generatie op de andere beschrijft
en bereken de percentages voor de kleinzonen van ongeschoolden.

Welke verdeling is stabiel?

A: R" > R™ is een lineaire afbeelding.
AI’AZ""’Am (m<n) zijn m onderling verschillende eigenwaarden van A met
bijbehorende eigenvectoren gl,gz,...,gm.

Bewijs dat het stelsel {g],22,...,!h}onafhankelijk is.

n

n . . . . . . .
A: R - R is een reguliere lineaire afbeelding. A is een eigenwaarde van A.

Bewijs: A # O en A_l is eigenwaarde van AT,




10.44. A en B zijn lineaire afbeeldingen R* > R".

Bewijs: A is eigenwaarde van A o B ¢» A is eigenwaarde van B o A,
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. Bepaal het orthoplement van de volgende deelruimten van R .,
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Week 11

3

a) W= <(13192)’(09190)> H

b) W= <(1,1,2),(0,1,0),(4,5,8)> ;

C) W= <(3’l90)’(231’-4)’(53134)> H

) W= {(x,y,2) ¢ R> | 2x +y - 5z = 0} .
4

In R is de deelruimte W = <(1,0,1,2),(1,1,0,1)> gegeven.
a) Bepaal een basis van Wt
b) Bepaal v ¢ Wen w ¢ W zodanig dat v + w = (2,2,3,2).

In 1(4 is de deelruimte W = <(1,1,-1,0),(2,1,-1,-1),(1,-2,0,3)> gegeven.

a) Bepaal een basis van W,

b) Bepaal v € Wen w ¢ W zodanig dat v + w = (3,6,-1,3).

In I(S is de deelruimte W = <(1,2,3,-1,2),(2,4,7,2,~-1)> gegeven.

Bepaal de projecties op W van de volgende vectoren in 115.

a) u= (-1,6,11,2,2) ;
b) v = (-4,0,1,1,1) ;
c) w = (3,6,11,5,-4) .

Gegeven zijn de vectoren u = (3,1,1) env = (~1,2,1).

De lineaire afbeeldingen U en V : K(3 - R7 zijn de projecties op <u>
respectievelijk <v>.

Bepaal de matrix van U + V en van (U + V)2.

Verklaar het resultaat meetkundig.

Gegeven zijn de vectoren

De lineaire deelruimten L, M, W van R.3 zijn gedefinieerd door

L=x<u, M=<v>, W=<uv> .
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De lineaire afbeeldingen U, V, W : E(3 > I(3 zijn gedefinieerd door

U is de projectie op L,
V is de projectie op M,

W is de projectie op W.

Bepaal de matrices van U, V en W.

Voor de vectoren a, b en ¢ in Il4 geldt:

lall=1lbll=1lcl .

Bewijs: {x ¢ RY | lx - all=lx-bli=lx~cl}={ - e}t

[E:Y
1

o
o

Bepaal de regressierechte.bij de punten

a) (-2,5), (-1,3), (0,3), (1,4), (2,5) ;
b) (0,])9 (292)9 (4,2)3 (6,5)3 (894) H
C) (-2’5)’ (_1,5), (290)’ (330)'

Tussen twee grootheden x en y bestaat een verband y = Ax. Een serie

metingen levert het volgende resultaat op:

Geef met behulp van de kleinste—kwadratenmethode een schatting voor A.

b .
Tussen twee grootheden x en y bestaat een verband y = ax . Een serie

metingen levert het volgende resultaat op.

4 8
1

L
L 16 "

X =

N['—‘ —
=

y=
Geef met behulp van de kleinste-kwadratenmethode een schatting voor a en b.
De waarnemingsuitkomsten van een experiment zijn al,az,...,an.Welk getal

benadert deze uitkomsten zo goed mogelijk in de zin van de methode van de -

kleinste kwadraten?
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11.12. Bij gegeven getallen KyseeosXps Yyseeosy is de functie f gedefinieerd door

3 n 2
b f(a,b) = ] (y; - (ax; + b)),
i=1

Bereken (ao,bo) zodanig dat grad f(ao,bo) = 0.

11.13. In een vat wordt op een tijdstip t = 0 een mengsel van radioactieve materialen

A en B gedaan. Op tijdstip t zijn de stralingsintensiteiten van A en B

S e i s il

gelijk aan (0,9)%a respectievelijk (0,5)b.

De totale stralingsintensiteit ctwordt op verschillende tijdstippen gemeten.
Men vindt voor (t,ct) achtereenvolgens: (0,51), (1,30), (2,20), (3,16).
Bereken de waarden van a en b die in de zin van de kleinste-kwadratenmethode

het beste bij deze meetresultaten passen.

11.14., A is een willekeurige matrix.

Bewijs: sp(ATA) = 0 @ A = 0.

R A R R T

L

11.15, Bewijs dat voor alle matrices A de Grammatrix ATA symmetrisch is en alleen

niet-negatieve eigenwaarden heeft.

=

*
11.16 . Gegeven: a, b en ¢ zijn vectoren in R.3.

=

De matrices A, B en C zijn gegeven door

A = [al (dus A is een 3 X l-matrix),
B = [a,b] (dus B is een 3 x 2-matrix),
= [a,b,c] (dus C is een 3 x 3-matrix).

Zij @ de oppervlakte van het parallellogram, opgespannen door a en b, en

V de inhoud van het parallellepipedum, opgespannen door a, b en c.

Bewijs:
det ATA = llal?
det BTB = 62
. det C'c = v? .

é 11.17. Voor de vectoren a, b en ¢ in R" geldt:

L]
0
]

hall = lipl

Bewijs dat het stelsel {a,b,c} afhankelijk is.
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11.18%, {gl,gz,...,§k} iseen onafhankelijk stelsel vectoren in R™. De n x k-matrix A

is gegeven door

A= [gl’_a_.z,.-o,_a_-k] .

Stel: b € R? maar b ¢ <8 seesd >
De vergelijking AX = b heeft dan geen oplossing. We bepalen nu een

aeRF zodanig dat llAa - bll minimaal is, dus waarvoor Aa de projectie is

van b op NEITY-TPRERRL- g

.. n
a) Bewijs dat voor een vector w ¢ R~ geldt:

w e <a ,...,gﬁg'ﬁ ATy =0.

1
b) Bewijs dat de vergelijking ATA§ = ATQ precies één oplossing heeft en

dat deze oplossing a is.

c) Bepaal de matrix van de projectie van R" Op <&;58p5e00 58 >

11.19, In R® is{g],...,gﬁ}eenorthonormaal stelsel vectoren.

Bewijs dat voor alle x ¢ R geldt

o}

2
ECI AR
k=1 k

(%,%)

11.20. Van de vectoren upsy, in H{z is gegeven: voor alle X ¢ Ilz geldt

2 2
(x,x%) ) (x,u )7 .
k=1 K
a) Bewijs dat {51,92} een onafhankelijk stelsel is.

b) Bewijs dat {g],gz} een orthonormaal stelsel is.

4 . s
11.21. In R zijn gegeven de vectoren u, = (1,1,1,1), u, = (3,3,~1,-1), uy = (7,9,3,5

Construeer met het orthonormalisatieproces van Gram-Schmidt een orthonormale

%

basis van de deelruimte <Y 545U, Vul de gevonden basis aan tot een ortho- !

3
normale basis van R .




. In ]R4 vormen u

11.23.
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| = % (4,2,2,1) en u, = %-(-2,4,-1,2) een orthonormale basis

2Up>e Breid deze basis uit tot een orthonormale basis van <u,,u,,v>,
. . 4
waarbij v = (0,4,2,3); en tenslotte tot een orthonormale basis van R .

van <u ,u

Ga na of de volgende matrices orthogonaal zijn, en zo ja, of de bijbehorende

afbeelding een draaiing of een draaispiegeling is.

2 2 4
3 3 3
a) L1 0 -1 ;
5 1 2 2
-3—/3 --3-/5' §/§
8 12 -9
1
b) = |12 1 12| ;
9 -12 -8
[ /2 /2
c) —%/‘5- %/2- 0] 3
. 0 0 1
[ 1 2 3 )
/14 V1& /14
d) a3 0 - ——| ;
Y10 /10
1 .5 3
/35 /35 /35
e) 1 /30
i -1 0] .
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De lineaire afbeelding R : 1{3 - 3.3 is de draaiing om de as A(1,2,0) over

een hoek m; de lineaire afbeelding S : I(B > IKB is de spiegeling ten op—
zichte van het vlak z = 0.

Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenruimten van de afbeelding R o S,
Geef de meetkundige interpretatie van R o S,

De lineaire afbeelding A : 1{3 - I{S is gegeven door de matrix

0 0 -l
_] 0 0 .
0 1 0

a) Toon aan dat A een draaiing is.
b) Bepaal de draaiingsas.

¢) Bepaal de draaiingshoek.

De lineaire afbeelding A : 1{3 - I{B is gegeven door de matrix
0 ©O 1
-1 0 0] .
0 1 0

a) Toon aan dat A een draaispiegeling is.

b) Bepaal het spiegelvlak en de draaiingshoek.

. Door de volgende matrices zijn orthogonale afbeeldingen van H{3 naar * ~ pgege-

ven. Onderzpek van elk van deze afbeeldingen of hij een draaiing of een draai-
spiegeling is. Bepaal in geval van een draaiing de draaiingsas en de draiai-
ingshoek, in geval van een draaispiegeling het spiegelvlak en de draaiings-
hoek.

1 2 2
1
a) 3 2 -2 1 ;
2 1 -2
-1 =1 -v2
b) -%——l -1 V2| ;
2 -2 0




11.28.
3
\:) 1 l .29 .
11.30.
11.31.,
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1 1 -v2
c) %- 1 1 V2 ;
/2 =2 0
-5 4 =20
1
d) o7 20 5 4|
4 =20 -5

De lineaire afbeelding A : ]R3 -> R3 is

een draaiing, waarvan de as loodrecht

staat op de vectoren (2,0,-1) en (2,-1,0).

Verder is gegeven dat A(2,0,-1) = (2,-1,

Bepaal

0).

a) de eigenwaarde(n) van A met de bijbehorende eigenvectoren;

b) A(2,-1,0).

De lineaire afbeelding A : R% > R? is
2v3 -4
A = .
2 0

Bepaal de matrix van A.

De lineaire afbeelding S : R2 > ]R2 is
Bepaal de matrix van S.

Bepaal de matrices van A o S en S o A,

vectoren van deze afbeeldingen,

Gegeven zijn de vectoren x = (0,3,3) en

De lineaire afbeelding A : ]R3 > ]R3 is

loodrecht staat op <x,y> en Ax =y,

een draaiing zodanig dat

de spiegeling in de lijn y = x.

en bepaal eigenwaarden en eigen~-

Y = (4,-1,1).

een draaiing zodanig dat de as

Bepaal de matrix van A en de eigenwaarden en eigenvectoren van A,

De lineaire afbeelding S : ]R3 > ]R3 is
3

de spiegeling in het vlak x + 2y +z =

De afbeelding A : R~ - R wordt gedefinieerd door

Ax = (a,8x) met a = (1,1,1)

a) Bewijs dat A een lineaire afbeelding

is.

b) Bepaal de nulruimte en beeldruimte van A,

c) Bepaal een b € 1;3 zodanig dat Ax = (x,b) .
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11.33.

11.34.

11.35.
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H

De lineaire afbeelding A : 313 - R.3 is een draaiing waarvan de as loodrecht

staat op
1 0
<{0| , (1}|>
1 1
en waarvoor geldt
1) 0
A = [1].

a) Bepaal A

b) Bepaal de matrix van A,

Bewijs dat voor een orthogonale lineaire afbeelding A : R"

(Az,y) = (§,A_lz) voor alle X,y € r® .

Gegeven: twee vectoren & en b in R™ met (a,b) # 0.

De lineaire afbeelding A : RY > R" is gedefinieerd door

Ax = (a,D)x + (b,X)a .

a) Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A.

b) Bewijs dat A niet orthogonaal is,

. n
Gegeven: twee vectoren a en b in R~ met

lall= bl =1 en (a,b) = O.

De afbeelding A : R > R" is gedefinieerd door

Ax = x - (a +b,x)a + (a - b,x)b .

a) Bewijs dat A lineair is.
b) Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A,
c) Bewijs dat A orthogonaal is.

d) Geef een meetkundige interpretatie van A.

> R" geldt:




11.36., Van de vierkante matrix A is gegeven:

A+AY =0 .

Bewijs: A+1 is regulier en (A - I)(A + I)"l is orthogonaal.

11.37. Van de vierkante matrix A is gegeven: A is orthogonaal en I + A is regulier.

Bewijs: (I - A)(I + A)_l is scheefsymmetrisch.

11,38, Bepaal A, u, v, w zodanig dat de lineaire afbeelding A : I{3 - I{B met matrix
u 4 7
A= )v 8 4
w -1 =4

een draaispiegeling is.

11.39. Gegeven: A : 113 > Ii3 is lineair.

a) Bewijs: A(x x y) = Ax x Ay voor alle x,y ¢ R> als A een draaiing is.

b) Probeer een ‘analoge uitdrukking te vinden voor een draaispiegeling B.

De lineaire afbeelding D : I{3 > IKB is een draaiing met asA(l,1,1) en er

geldt D(1,0,0) = (0,0,y).

a) Bepaal y.
b) Bepaal de matrix van D.
c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van D.

d) Bepaal D3.~

11.41. De lineaire afbeelding A : E(a -+ 1{4 heeft als matrix

. a) Bewijs dat A een orthogonale afbeelding is en dat | en -1 eigenwaarden

zijn van A.
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b) Bepaal E1 en E—l'

c) Bewijs dat iedere x € R op precies &én manier te schrijven is als x =y +
met y € E1 en z ¢ E-l'

d) Wat is de meetkundige betekenis van A?

11.42. De lineaire afbeelding A : E{4 -> 114 heeft als matrix

>
1

a) Bewijs dat A een orthogonale afbeelding is en dat | en -1 eigenwaarden
zijn van A,
” b) Bepaal E1 en E_].
| L
M c) Bepaal V = <E;, E_;> .
d) Bewijs dat AV = V en dat A op V als een draaiing werkt. Bepaal de draai-

ingshoek.

.. . n. . - . .. .
e) Bewijs dat iedere x € R ~op precies &én manier te schrijven is als

X =y + é +vmetye€E z € E—l’ envy e V.

1’
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Week 12

12,1, Bepaal de lengte van de kettinglijn gegeven door y = cosh x (-1 < x < 1).

12,2, Bepaal de lengte van de kromme met parametervoorstelling

IA
T
IA

m
(x(t),y(t)) = (cos t+t sin t, sin t-t cos t), 0 5 .

12.3. Bepaal de lengte van de doorsnijdingskromme van de parabolische cylinder

2x - y2 = 0 en het vlak x + z = 3 voor zover deze boven het (x,y)-vlak ligt.

12.4. Toon aan dat de lengte van de kromme

%x2+y2=l,x20,y20,

gelijk is aan de lengte van de kromme
y = Cos X, 0 = x¢g %—.

12.5. Bereken de lengte van de kromme met parametervoorstelling

(x(t),y(t),z(t)) = (cos t—-t sin t, sin t +t cos t,t), 0 < ¢t < %-.

12.6. Bereken de lengte van de krommen in poolcoordinaten gegeven door de verge-

lijkingen

a) r =0, 0<o9<1 ;

b) r = l . 0 <09 <21
e(p + 1

c) r = ¢2 -1, TS @< 2w .

12.7. Schets de kromme met parametervoorstelling

(x(t),y(t)) = (V&2 + 1,' In(t + /t2 + 1)), —-‘31< t s-;-’-

a) Bepaal de lengte van de kromme.
b) Bepaal de massa en het zwaartepunt van de kromme als de massadichtheid

gelijk is aan de booglengte gemeten vanaf het punt (1,0).
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12.9.

12.10.

12.11.

12.12,
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a) Zij G het gebied gegeven door 1

jJ x2y dxdy .

G

A
"
IA
e
w
IA

y £ 5., Bereken

b) Zij G het gebied gegeven door O

ff xexydxdy .

G

IA
"
A
=
[\
A

y £ 3. Bereken

2

Zij G het gebied gegeven door x X,y <2~ x2. Bereken

\

[e]
-
«

v

Jf y/§ dxdy .
G

Zij G het gebied gegeven door 1 1. Bereken

([ « oo

G

A
"
IA
Y
»
I
«
v

Bereken jf (x + y)dxdy, als G het gebied is ingesloten door de rechten
y=1,y =2,y =% x= 3y.

Verwissel de integratievolgorde in de volgende herhaalde integralen:

2 2y
a) J dy f f(x,y)dx ;
y
2 2-x
b) f dx f £(x,y)dy ;
-6 %xz—l
2 V2% %2
c) . J dx f f(x,y)dy ;
1 2=-x
e, In y
d) J dy [ f(x,y)dx .
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Bereken de volgende herhaalde integralen:

1

12.13.
1 x2
a) f dy J e’ dx ;
y
] ]
b) fdy Jyf-l—%—}-{-dx;
0 2
y
] /2 5
2 arcsin y sin"x
c) J dy J dx ;
. V]—y2 x2
0 arcsin y
. ] X ) 2 2 ! , 2
d) J dx f y e’ dy + f dx f y e’ dy .
0 X 1 X
2 2
12.14,
12.15.
12.16,
12.17.
12,18.
12,19,

Het gebied G is gegeven door x2 + y2 <1, 0 £y < x., Bereken

ff x2y dxdy .

G

Bereken de oppervlakte van het gebied ingesloten door de cardioide met verge-

lijking r = 1 + cos ¢ (0 < ¢ £ 27m) in poolcoordinaten.

Zij G het gebied binnen de cirkel r = 2 cos ¢ en buiten de cirkel r = 1
(r,0 zijn boolcoardinaten).

Bereken de oppervlakte van G.

.B;reken de oppervlakte van het gebied gegeven door 1 < x2 + y2 £ X +y

(maantje van Hippocrates).

Bereken de oppervlakte van het gebied gelegen binnen de kromme met vergelij-

king x4 + y4 = x2 - yz.

De strophoide gegeven door de vergelijking x(x2 + y2) = y2 - x2 heeft x = 1
als asymptoot. Bereken de oppervlakte ingesloten door kromme en asymptoot voor

zover gelegen in het eerste en vierde kwadrant.
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12.20. Bereken het moment ten opzichte van een raaklijn van de cirkelschijf

x2 + y2 < R2 met massadichtheid 1.

12.21. Bereken het traagheidsmoment ten opzichte van de y—as van de homogene schijf

gegeven door

0<y<xs8, xy <16,

12,22, Bereken de coordinaten van het zwaartepunt van de homogene schijf ingesloten

door y=0eny =sinx, 0 < x<m,
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Week 13

13.1. Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de cylinder y2 + 22

geldt z 2 0, 0 < x=sy < 1,

1 waarvoor

13.2, Bepaal de oppervlakte van de parabololdetop 2z = 3 - x2 - y2, z

v

0.

13.3. Bereken het traagheidsmoment ten opzichte van de z-as van het deel van het

2

zadeloppervlak z = xy dat binnen de cylinder x2 + y~ =1 ligt, aangenomen

dat de massadichtheid constant is.

13.4., Bereken de oppervlakte van dat deel van de parabolofde 2z = x2 - y2 waarvan
de projectie op het (x,y)-vlak binnen de kromme met vergelijking r = Ycos ¢

valt.

13.5. Bereken de oppervlakte van dat deel van de paraboloide 4z = x2 + y2 waarvan

de projectie op het (x,y)-vlak valt binnen de kromme met vergelijking

r2 = 4 cos 2¢.

2
36 waarvoor

13.6. Bereken de oppervliakte van het gedeelte van de cylinder yz + z
geldt x 20, z20,0<y <3 - x.

13.7. Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de bol x2 + y2 + z

1 dat wordt
afgesneden door de cylinder x2 + y2 = X.
13.8, Bereken de Oppérvlakte van de delen van de bol x2 + y2 + 22 = ] binnen en bui-
ten de kegel 22 = x2 + (y - 1)2.
13.9. Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de bol x~ + y~ + z" = | afgesne-
\ den door de cylinder (x2 + y2)2 = x2 - yz.
13.10. Bereken de oppervliakte van het gedeelte van de cylinder y2 + 22 = ] dat bin-

nen de cylinder x2 =y + 1 ligt.

13.11.De kromme gegeven door y = cos 2x, - % £ x < %-wordt gewenteld om de x-as.

Bereken de oppervlakte van het lichaam dat door deze wenteling ontstaat.
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13.13.

13.14,

- 76 -

Bereken de oppervlakte van het omwentelingsoppervlak dat ontstaat door de

X
kromme vy = e , 0 £ x < @, te wentelen om de x-as.

De cardioide r = | - cos ¢ wordt gewenteld om de x~as. Bereken de oppervlakte

van het lichaam dat door deze wenteling ontstaat.

Bereken het volume van de volgende lichamen.

a) Het afgeknotte prisma begrensd door de vlakken x = 0, y = 0, z = 0,
x+y=1, 2 =x+ 2y;

b) Het lichaam ingesloten door x =0, z =0, y =2, x = y2, zZ = Xy.

¢) Het lichaam begrensd door z = X, 2 = 2%, z = 2, v =0,y = (z=-%x)(2x+z).

d) Het lichaam begrensd door de vlakken z = 0, z = 2y en de rechte cylinder
waarvan het grondvlak is het in het eerste kwadrant van het (x,y)-vlak
gelegen gebied waarvoor geldt 9 < x2 < 36 - yz.

e) Het lichaam in het eerste octant begrensd door de cylinder x2 =4 - z en
het vlak 4x + 3y = 12,

f) Het lichaam in het eerste octant begrensd door z = 0, z = y/g,
4% + 9(y% + 2%) = 36.

g) Het lichaam begrensd door ae cylinder x2 + y2 = 2y, het vlak z = : v v

kegel z = Vx% + y2,
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14.6.
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Week 14

L is het lichaam begrensd door het vlak z = 0 en het omwentelingsoppervlak

dat ontstaat door de kromme x = V] - z, vy = 0 te wentelen om de z-as.

C is de rechte cirkelcylinder met x = 0, y = | als as en straal }.

Bereken het volume van de delen van L binnen en buiten C.

Bereken het volume van het lichaam gegeven door

x20,y=z20,2z20, x2 + y2 £ l,x+y+2z=< 3.

Bereken het volume van het gedeelte van de bol x2 + y2 + 22 < 4 dat binnen

de cylinder (x - 1)2 + y2 = 1 ligt.
Bepaal de massa van de afgeknotte pyramide begrensd door de vlakken y = 1,
y=2,2=0,x=y, z=x, als de massadichtheid —E_L_-f is.
X +vy
Bereken dxdydz , waarin G gegeven wordt door x2+y2 +z2 s 1.
2 2 2 2
(x" +y" + 27 + 1)

G

Bereken fff (32 + y2 + z)dxdydz, waarin G het gedeelte van het eerste octant

G
is gegeven door z < y2, x2 + y2 < 1.
. 2 2 2.2
Bereken het volume van het lichaam begrensd door (x° + y~ + 27)° = z,

Bepaal het zwaartepunt van het homogene lichaam in het eerste octant begrensd

door de oppervlakken x2 + y2 + 22 = 1 en x2 + y2 + 422 = 1,
Bereken fff dxdydz , waarin G gegeven wordt door x2 +y2+z2 < 1.
/%2 + y2 + (z = 2)2

G
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_ 2.3/2
14.11. Bereken JJJ e (x"+y"+27) dxdydz, waarin G het gehele eerste octant voor-
G

stelt.

14.12. Bereken het volume van het lichaam in het eerste octant gegeven door

2 2 1

X+ y o2 1,-§x/§ <y < x/3,0< z < 1

(x2 + y2)3/2 *

! waarin o de
2 :! L]
+ a’)

14.13. Bereken de massa van een heelal met massadichtheid 5
(o

afstand is tot de oorsprong en waarin a > 0.

14,14, a) Bereken

[« S ]

-x2- 22
[ j xe Xy dxdy .
0 0

b) Bereken met behulp van a):

14.15. Druk de volgende integralen uit in de gammafunctie:

/2
a) [ sin3/2¢ de;
b)

f xp_lyq—ldxdy (p >0, q > 0), waarin G het gebied is gegeven door x = 0,

20, x+y < 2, en bereken de waarde van de integraal voor p = % s q

fl
]

s
AL

c)

_— N O O

f[ xp~]yq_lzr—ldxdydz (p >0, ¢ >0, r>0), waarin G het gebied is gege- ;
G

v

ven door x 20, y 2 0, 2z 0, x+y + 2z 5 1, en bereken de waarde van de

integraal voor p ='§ O %‘s r= %';

” Moy
o [
(1 + x)3 2

0
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/2
e) f (1 + sin 9)P(1 - sin w)qdw, P >-%,q >~}

/2
f) Jff dxdydz, waarin G het gebied is gegeven door x 20, y 20, z 20,
G

X + yp + 2P < (p > 0), en bereken de waarde van de integraal voor p =3}.

14,16, De functie £f: R ~ R is gedefinieerd door

2 ]
2

! £(x) = f Xt g .
B -1

ﬁi Ga na dat f differentieerbaar is en bereken f'(0).

Y. 14.17.De functie f: R > R is gedefinieerd door

27

£(x) = f 5l37§5 at .

t
i

Bereken £"(x).

14,18, De functie f: (-1,®) > R is gedefinieerd door
' i
£(x) = fln_ﬁl_:}_t)_dt,

0 1 + t2

Ga na dat f differentieerbaar is en bereken f£'(0).

14.19, De functie £: R » R is gedefinieerd door

2
X =%

sin Xt

; f(x) = f —t-+—]—'dt.
P 0

Bereken f'(1).
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14.2G. De functie f: R >~ R is gedefinieerd door

1+2x% 9
f(x) = f e(x—2)t dt .
-2x
Bereken f'(2).
14.21. Toon aan dat
/2
dx = L (a>0,b>0).
2 2 2 . 2ab ’
acos x + bsin x

0
Bereken door differentiatie

/2

J dx
0 (azcoszx + bzsinzx)2
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