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txamen en lentamen opgaven Wiskunde 20.

In dit tentamenboek zijn opgenomen alle wiskunde 20 tentamens:
uit 1965 t/m 1970 met antwoorden, resp.
uit 197! t/m 1974 met uitgewerkte oplossingen

(de multiple choice proeftentamens 1966 en 1969 met antwoordcode).

Voor studenten, die oefenstof zoeken voor een bepaald onderdeel van wiskunde
20, is het boek toegankelijker gemaakt door toevoeging van een tabel (ach-
terin dit boek), die de indeling van de collegestof geeft over de besproken

tentamens.

leder tentamen is aangegeven met een code:

in letters (P, D, H) het soort (proef-, deel-, herkansings—) tentamen;




Examen/tentamen januari 1965

1. a) Bepaal alle re&le oplossingen van de differentiaalvergelijking

y(B) -y" + 2y = e* +e7%,

b) Ga na of deze differentiaalvergelijking oplossingen y(x) bezit

die begrensd zijn als x —*-,

2, Schets in het complexe z-vlck het convergentiegebied van de reeks
o n(z2-|z|™?)
o e
3 .

2
30 Bereken f chrl dx,
~ . _1
4 Bepaal de inhoud van het gebied in R3 dat is gegeven door

x2+y2<4-z<2x.

5. Z2ij in R2 een vector a gegeven,

Men beschouwt de afbeelding A van R2 in R2 die is gegeven door:
Ax = x +a.D(x,8).

Hierin stelt D(x, a) de determinant van de vectoren X en a voor,
a) Bewijs dat A lineair is.,
b) Bewijs dat de nulruimte van A de dimensie O heeft.
¢) Toon aan dat A regulier is.
d) laat zien dat voor de inverse afbeelding A™' geldt:

A% = x - a.D(x,a).




D 1.65

e) Toon aan dat 1 de enige eigenwaarde van A is, en bepaal de bijbehorende

eigenvectoren (onderscheid nu de gevallen a=20en g_#‘g).

Antwoorden Tentamen januari 1965

X —-X

-x X X . .
L e * Je * pe cos x + ve” sin x (X,u,v reeel).

a) y(x) = g xe © +

N

b) KNeen, want (%—x + Me * » - = voor elke A.

w/ 2_1.12 \1}/
lim \/qunl = eRe z ‘ZI (insluitstelling ns log(l + é) > 1):
N>

convergentiegebied Re z2 - lzl_z < 0, dat is x* - y* < 1, zonder (0,0).
2
5 (stel v = t, of werk met f (x + Ddx ).
-1 V2 + x - x?
q/Z 2 cos O b—r2
%-= 2 J do f rdr J dz .
0 0 4 - 2r cos ¢

2) AQx +y) =2x+y+ aDOx + y,a) = Mx + a:D(x,2)} + y + a-D(y.a)
b) X + E'D(Eﬁi) = 03 dus x en a afhankelijk; dus D(Eﬁﬁ) = 0; dus x = 0.
c) dim (beeldruimte) = 2 - dim {(nulruimte) = 2

d) A{x - a-D(x,a)} = Ax - Aa.D(x,a) = x want Aa = a,

e) x + a*D(x,a) = Ax; dus bij a = 0: A = 1; &lke vector is eigenvector.

Bij a # 0 is A # 1 onmogelijk (x en a afh, > D(x,a) = 0) en X = | geeft

D(§ﬂg) = 0 dus a (¥ 0) is eigenvector.



Herkansingstentamen januari 1965

(1,

1.

24

3o

4e

e

2, 3, 4: Wiskunde 10)

Bepaal de efgeleide ven

yo=x (x> 0C).

Los op: e vz 1=0 (z complex)

Bepazl a modanig, dat het volgehde stelsel oploshasr is en

bepaal in dat geval de oplossing

X - 2y + z =3
2 - %y + (2+a)z = 6+a |
-x + (2+a)y = 2a~4.
Gégeven z = £(x,¥
=u +v
y = u2 + Vzu
aéz
Druk pv uit in x eén y én de eerste en tweede afgeleiden van

322 = 822 )

z naar x en y.(onder de aanname dat 3xdy  3yox

Voor welke re¥le waarden van X convergeert de reeks




Bepaal de massa van het lichaam, gegeven door

x? +.y2 + 22 <2
K2+ g2 > 2
z =20

als de massadichtheid in

l

het punt (x,y,z) gelijk is aan (x2 + y2 + z2) 2,

B is een lineaire afbeelding van Ry in R3, o is een vast getal.

De lineaire afbeelding A van Ry in Ry is gegeven door

AE = B§ + ax .

Bewijs dat A dezelfde eigenvectoren heeft als B.

Antwoorden Herkansingstentamen januari 1965

~log? -1 =
v =e log x, y' = - 2% 1 log x log x .
5 s . .

+

Z—Iiil': 0; z = e(lﬂ 2kim /5 met k = 0,1,3,4 (niet 2).
1 0 1+2a 3+2a als a=1: (2,0,1) + X(3,1,-1); als a = —1:

1 a a N strijdigheid;

—a? | -(a-1)? pg =27 - _2a ~bati
0 0 1-a (a-1) als |a| # 1: 2 Y S T o X T o
32_32 3% oz 3y_32 3z
9Oy Ay v oax P oy 2V
3%z & 3z 3 3z 32z 3x _ 3%z 3 222 ax . 32z 3
——'—=T~_“(_")+—" T—‘2V=—__ .____.....—y- —_— —Z—Z =
usv ~ Tu %) tw Gy ox2 00 3Y3X du {3y qu T 5 Bu v
N2 2 2 2
=2 v B '+4uv-a—=—a—+2 24 2(x? - y)
3x2 y 3y2  ox2 xoy oy
n
1 L=[® |
1m \\ £ 1lim —- = 0 ; dus convergent voor alle x.
'+n n- n

L



H 1.65

4 2

S T S
Ph - (x - 2)2 V4 - y2

0 0

2T im V2
[ i
7. 1 = do sin 0de odp = m/2
J
0 i 0

8. Elke x # 0 waarvoor Bx = Ax geeft Ax = (A + a)x; is dus ook eigenvector van

A. Omgekeerd evenzo: elke e.v. van A ook e.v. van B.




Prceftentamen maart 1965

1e

2. a,
b}

3

4e
a)
b)

Los op, voor alle re€le waarden van p, de volgende differen~

tiaalvergelijking met constante co&ffici&nten:

X
¥ - vyt + (p=1)y = e %,

Bepazl het gebied in het complexe vlak waar de reeks

o . N
by L—i——n - nn~1 (1 +z)n

n=1

convergeert.

Bepaal 1
x(1=x>) > _ arctan x - %-x3
lim >
b iad¢] 1 - cosh x
llen wil los 3 lenaderen met behulp van de reeksontwikkeling
voor log %—Ly}% rond x = 0,
et hoeveel termen kan men volstaan opdat de fout kleiner is
dan 2,107% 7
Geel van elk van de volgende uitspraken aan of hij al dan niet
Jjuist is en motiveer uw antwoord.
o )
Als een reeks X u, absoluut convergeert, is lim {:/ Iunl <1,
n=1 o n ~*co
Zij 8 de n® partifle som van de reeks I u
oo n=1
Als lim (Sn_HO-Sn) =1, dan is I u  divergent.
n o n=1

¢) ils de parti&le sommen van een reeks begrensd zijn, is die

reeks convergento



P 3.65

(=)
d) Als voor een reeks z u, met positieve termen voor oneindig veel waar-
n=1

u
ntl

den van n geldt dat > 1, is die reeks divergent.

n

Antwoorden Proeftentamen maart 1965

reE + ue(p—l)x + 1 3x

p#2:y 5= 75 © mits p # 43

reX + ue3x + %xe3x ; A,U complex |

p=ld:y

- 2: y = e + uxe® + 17 .

o
1]

u
n+1

- 1lim n(/5-+ Vn - 1)
e (n+ 1)(vn + 1 + vn)

a) lim 1+ 2] = |1 +2z].

n-<e

n

1: Ju | < ! ; dus op en binnen de cirkel: absolute conver-—

op |1+ z| o =
nvn

gentie; erbuiten divergentie.

x(1 + l-x3 + ..0.) - (x - l-x3 + ...) - l-x
. 5 3 3*
b) lim = - -5- .

x>0 1 -1-=x"-...

log 3 = 23 + %(%)3 + =S+ L

Na 5 termen:

n
a) Niet juist; zie lim \V/Z:-= 1.

n->«o n2

b) Juist; was nl. ) u  convergent, dan lim Sn

[~

¢) Niet juist! Zie Z -D". [Wel juist voor positieve reeksen.]
n=0

d) Niet juist; zie r,1r, 1 .1 s, r .,
372 32 5,2 33 3

w




[ws}
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Examen/tentamen juni 1965

1« a) Bereken van de differentiaalvergeli jking
y'"t 4yt = 2x
de oplossing y = f(x), die voldoet san
£(0) =¢, f£(m)=0, £1(0) =1,

b) Schets in het complexe vlak het convergentiegebtied van de reeks

2 2
Iz 4nz (z = x + iy).

Onderzoek vooral ook het gedrag van de reeks op de rand.

2e Gegeven de reeks

z £ (x is re8el)

a) Bepaal alle waarden van X, waarvoor de reeks convergeert.,
b) Bereken de som van de reeks voor alle waarden van X, waarvoor

de reeks absoluut convergeert,

Sa A en B zijn afbeeldingen van R3 in zichgelf
Ax =xx a met g = (191,1%4

B is de spiegeling t.0.v. het vlak z = O,

a) Bewijs dat A een lineaire afbeelding is.



4o

b)

D 6465

Toon aan dat de matrix van A gelijk is aan

0 -1
-1 01
1 -1 0

Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van de afbeelding C = DBA.
Bereken de eigenwaarden met bijbehorende eigenvectoren van C.

Bereken de oppervlekte van het gebied G in het X0Y-vlak waarvoor
geldt:

x =0 x2+y2<1
y =X y<2x23.

Bepgal op de boog van de cycloide, gegeven door

x=1t -s5in t

y=1=«cos 1t (0 <t <2n),

het punt P, dat, langs de boog gemeten, een afstand 2 tot de

oorsprong heeft,




D 6.65

Antwoorden Tentamen. juni 1965:

.a)y

b)

. a)

b)

. a)

b)

c)

d)

. a)

b)

x% - -Wz + 'ﬂz cos x + sin x..

n/ 2_
lun\\ ]u 11m.e y “)+x =.0 resp. ® als x? < y2 resp. > y2.

Als x2 = y2 dan lim < 1 resp. > | als - x < 0 resp. > 0; als.x =y =0 dan

u =

I.

-
Alleen convergent (absoluut) als |x| < |y| of -x.=|y| # 0.
|x| < 1; x = -1 (relatieve convergentie).
* 2
+ x + ‘
S(x) = S(0) + J ——QE——<='%vlogzz———ji——l—-+ L arctan 2xA+v1 -
1 -3 x? —2x + 1 V3 V3 6v3

Ax+y) = x+y)*xa

A(Ax)

0

o

"
[

X
|
¥
]

= (x—}s) X i = A(_)‘(-Xa) = )‘AE N

Agl = (1,0,0) x (1,1,1) ==(0,~1,1) - lste kolom A; enz.

t

3 T\

0 1 -1 0 1
-1 0 1| ; beeldruimte A|-1| +p|0| d.i. het vlak L (1,1,-1);
-1 i 0 -1 1

nulruimte v(1,1,1).

A =03 A, =15 Ay = =15 met e.v. (1,1,1)5 0(0,1,1); 7(1,0,1).
/_ m/3 1
2% 1—2“ = Jd(P J rdr- met- r(gp) = /S_ln" (92 .
2
/4 (¢) 3 cos“g

J /(1 — cos t)2 + sin?t dt'= & — & cos. ztp"

0

Dit is 2 alsftb = % 3 Bf=n(;in"—~%M§z 79“.



Herkansingstentamen juni 1965

(1, 2, 3, 4: Wiskunde 10)

1. &) Differentieer

y = (H)sin X .

/2 o-tan x
b ) Bereken j: T 7 oos 7% dx.

2, Los voor de verschillende waarden van a op

ax + y + z =3
38,
3

#

4x - 2y + az

X+ y +az

3, Zij z = £(x,y), met x = r cos 9, y = r s8in . Druk-g—% uit in
ry ¢ en de parti€le afgeleiden van z naar r en ¢. a
4o 213 p het beeldpunt in het complexe vlak van een complex getal

p=a+ib.

Construeer de beeldpunten van de wortels van de vergelijking

.222+2pz+p2=0.

1+X)

5¢ &) Bereken 1lim xa(sin-:-c--log -

X =00

b) Vocr welke re8le x convergeert de reeks

gx-22n

n=o 3 (n+1)

H 6,65




H 6465

6, a) In i is gemeven een vaste vector a met lengte 1, Bewijs dat
) 3 el 23
voor elke x in R3 de vector (g._, x)a de loodrechte projectie is

van x op de rechte Aa. -

b) Gegeven is in R3 de lineaire afbeelding A gedefinieerd door:
Ax =x-2(a,xa ,

waarin a een vaste vector is met lengte 1.
Wat betekent deze afbeelding meetkundig?
Bepaal zonder de matrix van A op te stellen, de eigenwaarden en

de bijbehorende eigenvectoren van A,

7o Bepaal de vergelijking van de kegel met top (1,1,1) en richt-
kromme Xx =cos 9 ; y=s8ing ;3 2z = VU,
8e Bereken de massa van het deel van de cylinder £ + y2 = 2%

begrensd door de vliakken z = U § 2z = 2x als de massadichtheid

K- gegeven is door



Antwoorden Herkansingstentamen juni 1965

a) %(V§3Sln X(EEE_E + cos x log x)

a
b) lim - %e—tan =1
a‘l‘;g 0
a# 1,-2 : x= (1,2-a,1)

= (15191) + >‘(1’1’_'2)

w
H
|

a = -2 X = (]!431) + A(lsl,l)

9z _ o 3z _ sin ¢ 9z

ox 0% ¢ 3% r 3¢ °

zl == 3p + 31p, 22 =7 5@ - %ip .
. 3 1,1

a) 3 = le.(—-—-%T + %T SRRl i % + ..)
utv0 ' :

b) -1 <x < 5 absolute convergentie

-1 relatieve convergentie

v
1]

5 divergentie.

x
1]

a) (x - (a,x)a,a) = (x,a) - (a,x)(a,a) =0 .

b) A is de spiegeling t.o.v. het vlak V door O L a.
Eigenwaarde —~1 met eigenvectoren ua.

Eigenwaarde 1 met eigenvectoren in vlak V.

2 2 4

X+ vy 2

z¢ - 2xz - 2yz + 2z -1 =0,

m/2 2 cos ¢ 2r cos ¢

3 _ z
> T = 2 J de dr J < dz .

H 6.65




2,

3

4e

5e

D 1066

Examen/tentamen januari 1966

Bepaal de oplossingen van de differentiaalvergelijking

y - Byt oyt - By = e

waarvan de grafiek in de oorsprong aan de lijn y = x raakt.

Voor welke complexe waarden van z convergeert de reeks

oo e(]zlz-z)n

n=2 n2 log n

1 1
2

1=x
Bereken f(1 +x‘> dx.
0

Bepaal de oppervlakte van het deel van het boloppervlak % + y2 + 22 =1

binnen de cylinder y2 + 2% - y = 0,

Fen lineaire afbeelding A van R_ op R, heeft de nulruimte x = A(1,-3,-2),
terwijl A(1,0,0) = (3,2) en A(1,1,1) = (4,3).
a) Bepaal de matrix van A,

b) Voor welke waarde van p is het beeld van het vlak px +y +2 =0 een
rechte 1ijn?



D 1.66

Antwoorden Tentamen januari 1966

3x -1

Algemene reéle oplossing: y = Ae™ + 10 xe3x + U cos x + v sin x (A 13V
reeel):

Extra eis: y(0) =0, y'(0) = 0; u en v in A uit te drukken:

y & Ae3x + 10“1 xa3x - X cds x + (0,9 - 3\)sin x .
u 2 . 2
. + - -
Lim |2 1 Ie'ZI z| _ e|z| Re z
n->e n

Convergentie als |z]2 - Re 2 £ 0: 2 binnen of op cirkel om } met straal }.

1 1
\{ - 2 v :
3. _1__._§=t;]:= JM_—::—thd_._l___-_--l-pl.
X 2

b+ (1 + t2)2 1+ 2

0 0

Vervang z door x (mag, waarom?); cylindercoordinaten:

2m -4 =2 JJ /G + zi + r'_2 zé rdrde, G: le < %-, r £ ¢cos ¢ .
G

3 1 0
2 0 1

b) p =5 (meetkundig: px + yv + z = 0 moet de nulruimte bevatten).

a) A=




2o

3e

4

Te

8,

H 1,60

Herkansingstentamen januari 1966 (1, 2, -3, 4: Wiskunde 10).
in x
Bereken f&..s_}_%l_._ dx.
cos X

Los met behulp van de regel wvan Cramer x2 op uit ret stelsel

. - = -
2x1 + 5x2 2:x3

3%, + %, +55<3= 11

T+ 4x - = =2 .
X, 4x2 jx3
Bepaal de vergelijking van het raskvlak in het punt (Q,1,e) van lLet oppervlak
2
2 = &Y,

?-‘-';-gl =17
7 =4 :

Voor welxe complexe z geldt:

a) Bereken

(x + 1J)p;- (x+ 1)q

n STy

X =0

b) Voor welke refle waarden van x (0 <x < n), convergecxrt .de reeks

A is een afbeelding van R3 in zichzelf, die aan elke vector x (behorende

tot R3) de projectie van x op het vlak x + z = 0 toevoegt.

a) Bewijs dat A een lineaire afbeelding is.

b) Bepaal, zonder de matrix van A te gebruiken, de e'igenwaérden en de bije--
behorende eigenvectoren van A,

¢) Stel de matrix van A op.

De doorsnijding van de bol: (x-1)% +.3° + 22 = 1 met het vlak z = 0, is de
richtkromme van een cylinder, wasrvan de beschrd jvenden evenwijdig zijn met
de vector a = (1,1,2).

Bepaal de vergelijking van dit cylinderopperviai..

Bereken de totale massa I -in het eerste ogbant: van R_ (x=0, y=0, 2> 0),

als de massadichtheid 4 in R_,3 gegven is deor

d = L .

<¥2‘+y2 +22+ 1)2




cos X
‘ _ =26 _
EAE R
3. z = éx + 2ey - e .
4, Voor alle z met Re(z) = 3.
5. a) p-gq.
i 2
— < =
b) 3 < x 3 T,
6. a) De projectie van x; = (xl’yl’zl) blijkt:
X, - Z - X, + 2z
1 1 1 71
A(Xl ’ylbzl) = 2 ’yl, 2
Men vindt hiermee A(:_c1 + §2) = Agl + A§2’ A(X§l) = AA§1 .
b) A = | met eigenvectorenvlak x + 2z = 03
A = 0 met eigenvectoren A{1,0,1).
b0 -
c) A= 0 1 0] .
ot 0 4
7. x=1-12)2+ (y-1z)2=1.
2 .
8.}/{:-;— J_Z.gp___é.=12]'-.—% ded—z—l——-——e.—u
0 (e + 1) 0 ps + 1

Antwoorden Herkansingstentamen januari 1966

N

- log|tan b(x + %b| +C.

H 1.66




8o

bnl

P 3.66:

Procftentamen maart 1966

De differentiaalvergelijking y™ - 2y" - 5y' + 6y == 0 heeft als oplussing:

(1) y=4e™*+ Be?® + ey (2) y = ¥ + BT 4 ce®™® ;.

(3) v = Ae¥ +Be®® +0e™™* ; (4) e8én der antwoorden 1,2,3 is juist..
De differentiaalvergelijking y™ = y heeft als oplossingsruimtes

(1) y=Aex+Be—x+C i (2) y=ce¥;

(3) y = Ae™ + B sin(-% +% i,‘B)x + C cos(-% +—%—i'[3_)x 5
(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juist.

3

De functie t(x) voldoet aan de vergelijking g—% + g—:; - 2x =0, Dan is
' dx

(1) t{x) = ™4 + B sin x + C cos x} + = 3

(2) t(x) = 4e™* + Bxe™* + Ce?¥

(3) t(x) = 4e* + B sin(x+9) + x* ;

(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juist.

Voor alle oplossingen van de differentiaalvergelijking y" + Ay' +y =1
(A reel) geldt 1im y(x) = 1 als

X -0
(1) A>03; (2) 0<A <2; niet voor A = 23

(3) A =2; niet voor A <2 ; (4) A > O behalve voor A = 2,

De differentiaalvergelijking y" + (1+1i)y' + iy = 1 heeft de volgende reé-

le oplossingen.

(1) ¥
(2) ¥

(3) y=1+4Asinx +Bcos x +e 3

Ae"x + B cos x + 1 met A en B reSely

i

Ae™® + 1 met A retel; géén endere redle oplossing;

It

(4) de vergelijking heeft géén reéle oplossingen..

oo

f. De definitie van een convergente reeks luidt: een reeks & a, 1is conver=

gent als n=1



P 3.66

s \
(1) lim Z a ) =0 ;
N~ \n=N+1

(2) de partiéle sommen s, ens voor voldoend grote n willekeurig weinig

n+4
van elkaar verschillen, dus 1lim (s

—S)=O;
1L =>c0 n#+ n

(3) 1lim a =03

1 ' Il =co

l,
I N
1
; (4) lim T a_ bestaat.
Nesco n=1 o
5 o0
g+ We kunnen besluiten dat de reeks I u, convergent is als bekend is dat
n=1
(1) \!ﬂunl < 1 vanaf zeker rangnummer;
(2) 1im BRI,
{ n-~ °n
| N
; (3) = u < C voor alle N vanaf zeker rangnummer;
n=1

(4) géén van de voorwaarden 1,2,3 is voldoende voor convergentie.

o0
h. Voor de convergentiestraal R van de reeks I anxn geldt: -
n=p
Zn+
(1) R=1als lim g, =03 (2) R= lin|——];
n—-co n-+cc n
(3) R= L ] ; (4) g4én van de antwoorden 1,2,3 is juist.
8,
n

i. Als {an} een rij natuurlijke getallen met a, < a,,., is, geldt voor de reeks

© g
z Xn:
n=1

(1) de reeks is convergent voor |x| < 1;

. a,
(2) de convergentiestraal hangt af ven 1lim -;-?- ;

’
n-eo0

(3) de reeks is divergent voor x ;4 0 omdat 8, stijgend isj

(4) géén ven de antwoorden 1,2,3 is juist.
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oo
Als 1lim na = 1 dan is de reeks ) an
n =»oc n n=1

(1) convergent; (2) convergent mits a, monotoon daalt; (3) divergent;

(4) over de convergentie of divergentie is géén uitspraak te doen.

1-n

z .
e 1s convergent:
1

De reecks

)
n g

(1) voor alle waarden van z behalve z = O ;

(2, woor geen enkele waarde van z3; (3) voor Re z > 03 (4) woor |zl >1.

Beschouw de reeksen

oo o0

I Z _2_L——T 3 IT z p L T -
n=1 n- sin — n=1t n cos ~—
n n

(1) I en II zijn convergent; (2) I en II zijn divergents
(3) T is convergent, II divergent; (4) I is divergent, II convergent.
1

De reeks L — g
n=s B logn

(1) divergent; (2) convergent op grond van d'Alembert;

(3) convergent omdat lim {ﬂuﬁ < 1 isg

n-~+>oc

(4) convergent omdat n log n is te schrijven als n' '@ met o > O (vanaf ze-

ker rangnummer).

lim
X0

X - arcsin x _ (1)
X -~ sinx

=13 (2) 05 (3) 1;

(4) de limiet bestaat niet.

Beschouw de reeksen

- 1
I L — ”i“u:”
n=2 (logmn) ¢ ?
i 3.1, 3 1 1 3.1 1 3
II 1 = - +— - - — o oo ,— -
+2 3 2-#-4 7+4+8 15+8+:Té' 3‘1-6-.,..

(1) I en II zijn convergent; (2) I en II zijn divergent;

(3) I is convergent, II is divergent; (4) I is divergent, II is convergent.



P 3.66

oo n
Pe De recks 2 —(i)— is

n=2 n+(--1)n

(1) convergent omdat de reeks alternerend is met monotoon tot nul naderende
termen;
(2) divergent omdat a en X

1 . .
entt ~ T m+q Civereent is;

(3) divergent omdat |an| niet monotoon tot nul nadert;

(4) géén van de antwoorden 1,2,3 is juist.

1 ! 1 ! 9 ! .
d. De reeks 2!+-2--‘?—!+I.g—!+§.31!+... is

1
(1) divergent; (2) convergent met som 163 (3) convergent met som %e? ;
(4) @één van de antwoorden 1,2,3 is juist.

‘T \5/ 30 nauwkeurig in 2 decimalen is:

(1) 1,96 ; (2) 1,975 (3) 1,98; (4) 1,99 .

2 arctan x - log(} jz)

se lim — = (1) 05 (2) -4/3; (3) -1;
x=o sin(x") (4) de limiet bestaat niet.

t. De coéffici&nt van x4 in de reeksontwikkeling wvan el 1-5x is

(1) 85 (2) =215 (3) 79 4/5 3

(4) @8én van de antwoorden 1,2,3 is juiste

Antwoorden Proeftentamen maart 1966,

82 b4 ¢4 41 e2 f4 g4 h4 it 33

k3 14 m1 ni o1 P4 q2 r2 82 t2
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Examen/tentamen juni 1966

a) Bepual alle oplossingen van de differentiaalvergelijking

-X

"Ly =e

y

die voldoen aan lim y(x) = O.
x>

b) Bepaal de re&le getallen a waarvoor de reeks
[o 0]

¥ nZ2
=1

ncos «
convergeert.

n

Bereken voor die waarden van o de som van de reeks.

3.

. . X Ccos X = sin x
2} Bepaal lim == .

x=0 x log(1+x?) + x®arctan x

b) Bereken

a) Bepaal de lengte van de kromme
x=e? cos 9
=e_cPsincp O<gp <o .
z=1=e"?

b) Bereken de inhoud van het lichaam dat in R3 wordt bepaald door

2 2

x- +2z° <9, y2 + 22

< 9.

Voor alle re€le getallen t en een vaste vector a = (a1, a,_, 33) met |Q] =1

2
wordt een lineaire afbeelding A+ van R, in R’ gedefinieerd door

A x=x+t(a x)a .

Beantwoord de volgende vragen .zonder van de matrix van A, gebruik te maken:

t
a) Bewijs dat a voor alle waarden van 't een eigenvector is van At en bepaal
de bij a behorende eigenwaarde.
b) Bewijs dat 1 voor alle waarden van t “een eigenwaarde is van A, en bepaal

t
de bij 1 behorende eigenvectoren.

¢) Voor welke waarde(n) van t is A, orthogonaal?

t
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Antwoorden Tentamen juni 1966

. a)

Algemene oplossing: y = Xe™ + (u - x)e © (A,u complex).

L]

Aan de eis voldoen alleen y = (u - jx)e ~.

b) cos a <0, d.w.z. % + 2kT < a < %E + 2kt (k= 0,%1,£2,...)
De som is 2°°5 0‘(1 - ptos 0‘)_'2 .
a) - 1
b) 2/2 - 2 .
R
a) lim J/k2+§2+z2dw=/§.
R
0
3 V9-z2  V9-z2
b) ’J dz dx de = 144 .
=3 —‘}9—z2 -V9-z2
a)%gﬁy+d$93=(l+tg,msgem.ﬁjem.1+L
b) b + t(a,b)a = b, dus t = 0 dan At = Ay = I: elke vector e.v.;
of t # 0 dan alle b L1 a eigenvector.
c) (x + t(a,x)a, x + t(a,x)a) = (%,x) geeft (2t + t?)(a,x)? = 0;

D 6.66

dus t = 0 (identiteit) of t = =2 (A_2 spiegeling t.o.v. (a,x) = 0).
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Herkansingstentamen juni 1966 (1,.2, 3, 4: Wiskunde 10).

2 n
\ . . (_n"+n
beraal lim \-1;————~— .
n=o n° +n +1

bifferentieer
vy = log|x arctan x| .

L, 2
Aiz=2{xy)met x =u, y=v.=-u .

s A R - . -
wrLk "—E-ult in u, v en de parti&le afgeleiden vun z naar u =n v.
dx

Vour welke refle waarde(n) van a'is het onderstaande stelsel oplosbaa

X+ y- z=1
ax + y+ z=23
X + 2y - az = 2,

De lineaire afbeelding A van R3 in R
stsat op de vectoren (2,0,-1) en (2,-1,0).

Verder is gegeven dat 4(2,0,-1) = (2,~1,0).

Bevnaal:s

&) De reBle eigenwasrde van A en een bijbehorende eigenvector,
b) ilet beeld 4(2,-1,0).

r - .
Bereken J (3 +1)dx

5 \/-x2 +5% -6 '

Teo Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door

2 2 2 .
X +y +2z =<2

2
X+ y2 = Z.

3 is een draaiing, waarvan de as loodrecht



. n? log
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Antwoorden Herkansingstentamen juni 1966

2
n- +n 1

n? + n+ 1

= - n? log |l +
n

De gevraagde limiet is dus e—l.

A %-+ !
(1 + xz)arctan be
2 2 2 2 2
9%z _ 3z + zu[a z 0z J + 2 9z + 4u2 9z .
%2 u dvdu Judv v )

. Voor a = 0, a = 3 is het stelsel strijdig; overigens oplosbaar.
. a) Bij draaiingsas (1,2,2) behoort A = 1|,

. b) (2,0,-1) draait naar (2,-1,0) en dit naar A(2,-1,0) = b. Dus:

${b + (2,0,-1)} = voetpunt der projectie van (2,0,-1) op (2,-1,0), d.i.

4 8 = (6 _8
5 (29 1,0); dus B = 5 (2’—130) = (2’0,_1) = (3’ 5’1)-

3 im
} J (2x + 2)dx

)0 1= (2x - 5)2 _

(sin ¢ + 7)dg = %1 (2x - 5 = gin ¢)

Nof=—

Nl
q ——

. Vliak z = Z4s 0 < zg < I, snijdt bol en paraboloide volgens cirkels met opp.

(2 - zé) en ﬁzo; dus heeft het lichaam tussen halve bol en paraboloide de

1
1

inhoud: T J (2 - 2% - z)dz = %-ﬂ. De gevraagde inhoud is >

0

% ﬂ(/§)3 - %-n.
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Examen/tentamen januari 1967

1. a) Bepsal alle reéle oplossingen y(x) van

y'o- 2yt + 2y = 2e™ cos x .

b) Bepaal 1lim y(x) .

X = —c0
% + 1
2. Onderzoek (-1)n E;;— log n%11 op convergentie.
n=1

3, &) Van een lineaire afbeelding A van R3 in R3 is (1,0,0) eigenvector bij
eigenwaarde 2; A4(0,1,0) = (4,1,-2); A(0,0,1) = (2,1,-1).

al) Bepaal de matrix van A",

a2) Bepaal de eigenvector(en) en eigenwaarde(n) van A”'.

b) Stel B is een lineaire afbeelding van R, in R, met (det B) # 0. Zij v

eigenvector van B met eigenwaarde A.

b1) Bewijs, dat A # O.
1

b2) Bewijs, dat v eigenvector van B is.

b3) Bepaal de bij v behorende eigenwaarde van B™.

4. BEen bol B en een kegel K 2zijn resp. gegeven door de vergelijkingen

B : x2+y2+22-2z=0

K:X2+3y2=zz.

a) laat zien dat de projectie van de doorsnijding van K en B‘op het XOY-vlak
wordt wvoorgesteld door

7.2 ., 2\2 /2 5 2\ ~

\\x Ty ) =X T3y ) =0

z2=0,

b) Bereken de oppervlaekte van het deel van.B dat binnen K ligt.
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Antwoorden tentamen januari 1967

. bl X . v
1. a) y(x) = xe® sin x + ae® cos x + Be” sin x (ay B reeel).

b) 0 (met insluitstelling en lim xP e % = 0).
X->rco

2. Relatief convergent. (Vergeet niet dat log ;r{}—r <0 .)

0 1

3. a) A7) = -1| ; eigenvector p(1,0,0) bij eigenwaarde }.

2 1

S O -
|

b) Bv = Av, v # 0. Was A = 0 dan Bv = 0, maar det B # 0 geeft dan v = 0;

tegenspraak. Dus A # O.

Bv = Av, v = AB_]X) dus B—]X = %.X (eigenwaarde: %).
4, a) Elimineer z uit B en K.
X i
2 r(9) 2
b) jJ dxdy - =4 J do j rdr =4 f do = /3 .
o V1 - x2 - y2 0 0 V1 - r2 . o 1+ sinZgp
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Herkansingstentamen januari 1967 (1, 2, 3, 4: Wiskunde 10).

-V
Gegeven: [x = ue )

-
y = ve >

Druk du en ov uit in uw en v.
0x ox

Bepaal een richtingsvector van de rechte, die door P(6,2,1) gaat, evenwijdig

is met het vlak met vergelijking x-2y-z = 0 en de z-as snijdt.
Teken in het complexe vlak de beeldpunten van de wortels van de vergelijking

(z-1)® +8i =0,
Bepaal [ezx cos xdx.
¥
log op de differentiaalvergelijking
X

yMm -yt +y -y =e.

2
+ 1_x
lip 2Xetan x° + x log(1 ~x)
sin x - x

Bereken

X-0
Gegeven is de lineaire afbeelding wvan R2 in R3 met matrix

-1 a\
a -1

1 [

a) Bepaal voor alle waarden van a de nulruimte van de afbeelding,

©) Bepaal voor alle waarden van a de dimensie van en een basis voor de
beeldruimte van de afbeelding.

Bereken voor het gebied G in het (x,.y)-vla.k, gegeven door x= 0, y = \fz—c, de
integraal

s Ned

Jxe—f dxdy .

—

)



Antwoorden Herkansingstentamen januari 1967

l _a_li..—..—__.._._ev —a—‘]—= Vev

8 1 - uv ? ox 1 = uv '
2. (3,1,1)
3. z, =73, z, = 3i, z2q = - V3.
4, Re Je(2+l)x dx = Re 2 ; L ezx(cos X+ 1sin x) + C = %
5. y(x) = (Ix + ocl)eX * @, cos x + ag sin x .
6. 3.
7. a) Als a==~1: N = a(-1,1); als a # =1: N = (0,0).

b) Als a = -1: B 1-dimensionaal; met basis (—l,fl,l);

als a # -1: B 2-dimensionaal; met basis {

(—lsasl)
(19_130)

=1
0 °

H 1.67

e2x(2 cos x + sin x) + C .
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Proeftentamen maart 1967

Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

-
2

y"'+y“+y'=6x2 + sinh x + e .

a) Bereken

1im (cos x)lo .
X0

b) Men benadert sinh O,1 door de reeksontwikkeling van sinh x na de term met

x> af te breken. Geef een schatting van de hierbij gemaakte fout.

[= ]

a) Toon aan dat 2 ;_og;__rl convergeert voor p > O,
n=1 n'"®
(o] l .
b) Bepaal alle complexe getallen z waarvoor de reeks Z __ogé_r_l. e™? con-
n=1 n

vergeart.

Geef wvan elk der volgende beweringen aan of deze al dan niet Jjuist is.

Bewijs Uw antwoorden.

a =)
. n-+1 X .
a) Als lim < 1, dan is z na convergent.
n >0 n =1

©o
a, logn

b) Als de rij a, begrensd is, dan is Z = divergent.
n=1
© a

c) Als de rij a  begrensd is, dan is I -;—1 absoluut convergent.
n=1n '

d) Als a een begrensde rij is van niet-negatieve getallen dan is

co a,
z (-1)" ?n_ convergent.
n=1

Opmerking: Een rij 8, heet begrensd als een getal C bestaat zodanig dat

lanl <C voor alle n.



-1 -1 -1 -
A+ ue ¥ cos($xV3) + ve ¥ sin(Ux/3) + e 2x - 6x2 + 2x3 + %-ex + L e *

P 3.67

Antwoorden Proeftentamen maart 1967

2
1

(As u, v reéel)

EST

u

a) Vergelijk u_ = log n met v_ = — 3 lim a9,
n 1+p n 1+5p A
n n nre n

b) Als Im z =2 O convergent (absoluut); als Im z < O divergent.

a) Is juist; gebruik d'Alembert.
b) Is onjuist; neem bv. a = 0.
c¢) Is juist; neem Z l; als vergelijkingsreeks.

n
d) Is onjulist; neem bv, aop—1 é 0 en a5 = 2.
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Examen/tentamen juni 1967

x
a) Los op y"" +y™ =x +e” .

b) (nderzoek met de vergelijkingsstelling voor welke re€le x de volgende

reeks convergeexrt

oo 2n

Z log(’l +}_c____> .
2

n=1 n

2o

5-

4e

De lineaire afbeelding A wordt gegeven als spiegeling t.o.v. het vlak

0.

as x +y - 2

De lineaire afbeelding B wordt gegeven door de matrix

2 2 1
1
= 2 -1 =2 .
5

1 -2 2

(Dit is een spiegeling t.o.v. het vlak

B: x -2y -2 =20.,)
De lineaire afbeelding C wordt gedefinieerd door C = BA.
a; Bepaal de matrices van A en C.
b) Bewijs dat C direct orthogonaal, dus een draaiing is.

c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van C, en bepaal de draaiingsas..

{'I
a) In =J —dx
(2 - 1)°
Geef een reductieformule voor In.

b) Bereken r—-—z-@‘———z- .

J o -1)

1 n/2 2

a) Bereken fdy f 2 a\j‘.xfiif. L sinz £ dax .

0 arcsin y 1oy x
b) Bereken fff dxdy dz )

) (2 +y2 +zz)37§

1esx®+y2 <4
waarin G gegeven wordt door
z=0,
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Antwoorden Tentamen juni 1967

a)

b)

a)

b)

c)

a)

b)

b)

X
y = A+ ux + vx2 + pe X oo x3 +-l

1
+74—x 3 ze.

Voor |x| < 1 convergentie; voor |x| > 1 divergentie.

1 =2 2 o 0 1
=1 . = -
A=4l-2 1 2f5 c=o -1 of.
2 2 ‘ 10

C is, als product van twee spiegelingen, een orthogonale afbeelding;

det C = + 1.

A] = ] met eigenvector p(1,0,1) = draaiingsas.
Ay = A3 = =1 (eigenvectoren in vlak x + z = 0).
I = 3-2n I 1 X
n 2n - 2 n-l 2n - 2 (x2 - 1)n—l
I, i 1og|X s ]| 2 = + C .
x° =1
I X
2 sin x 2
s 2
I = J 332—5 dx J d arcsin%y = J sin?x dx = % .
o ¥ 0 0
I 2
2n 2 sin 6
. p2dp
I = de sin 6 d6 3 = 21 log 2 .
0 0 1 e
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8.

Herkansingstentamen juni 1967 (1, 2, 3, -4,

. sin X -~ cos X
Bepaal lim X - /4 .

x-*'n/Ar

a) Bepaal de afgeleide van de functie

f(x)___xarctanx’ x>0.

dx .

b) Bepaal f
cos?x

Gegeven is het oppervlak

oX
z=2arcta,n'5r-, y;éO.

5: Wiskunde 10).

H 6.67

Gevraagd wordt de vergelijking van het raskvlak in het punt (0,1,n/2).

los op X+2y -2z2=5
8x -4y - z=20

Los op 23 =4 + 4i\f— .

Voor welke re€le waarden van x convergeert de reeks

;:o (G -z %20
n

n=1

Eer: lineaire afbeelding A van R3 heeft als matrix

1 2 2
1
A=sl2 =2 1],
3
2 1 =2

Bewijs dat A een draaiing voorstelt.

Bepaal f dx .

x2 +x-2

9. Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door

2

X +y2<1 , xz-y2+zz<0<, z=0.,



3.

4,

7.

8.

9.

Antwoorden Herkansingstentamen juni 1967

V2.

ar n arctan x log x
a) x cta x( n + g )

X 1+ x?

b) x tan x + log |cos x| + C .

N =
I
—_

X-y~-z=-

x = (0,34.-2) + X(2,3,4) .
in 7in 13in ~5iT
9 9 9
z, = 2e” , z, = 2e T, zq = 2e = 2e .

Reeks is absoluut convergent als le < 1

#

relatief convergent als |x|

\'%
.

divergent als |x]|

T

A"A = I; det A=+ 1; dus A direct orthogonaal, dus draaiing.
1 x - 1
3 loglie—l + ¢

§£

4 1

? f a0 J r dr(r? sin®e - r? cos?¢) = } .

T 0
4

H 6.67
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4.

Examen/tentamen januari 1968

a) Bereken

2.
1+
lin log(1+x°) .

x—=+0 1 - cosh x - x? cos 'x + arctan x?

=}

b) Gegeven is dat de reeks I a, convergeert en a, = 0,
1

Onderzoek op convergentie
® n
s (-1) {\/Han -1} .
n=1

A is een lineaire afbeelding van R3 in zichzelf, met als mafrix

a O 1
A=|la o «a (o ‘redel) .
1 0 «

a) Bepaal eigenvectoren en eigenwaarden van A.

b) Bepaal a z6 dat A regulier is en

A(1,0,-1) = 4%(1,0,-1) .

Bereken de inhoud van het gedeelte van de bol x2-+ y2 + 22 - 2za

voor x° + y° < 332 (a > 0).

a) Bepaallf sin x0x .
(1 + 3 cos®x)cos x

b) Bereken

dx
J (Gx+1) {2 =1 )

D 1.68

0 waar-



! ‘ , D 1.68

Antwoorden Tentamen januari 1968

l. a) - 2,
| a, :
; b) v1 + a, - l = —————— < ﬁah : reeks convergeert absoluut.
i Vl+an+]

2. a) A] = a, u(0,1,0); Ag = o + I, u(l,2a,1); A3 =a -1, u(l,0,-1) .

b) a =2 (bij a =1 is A singulier).

4. a) } log(4 + tan?x) + C .

V2 arctan 4V2 .

o
~
o
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Herkansingstentamen januari 1968 (1, 2, 3, 4: Wiskunde 10).

Door de betrekkingen

yx=1+z
)qy+za=3

zijn y en z vastgelegd als functies van x.

Bereken %% in het punt (x,y,z) = (3,1,0).

Voor welke waarden van a heeft het stelsel

{(a- 1)x + 3y

ax + 6y

i

1]

oplossingen®

Bepaal voor die waarden van a alle oplossingen van het stelsel.

H 1,68

Teken in het complexe vlak de beeldpunten van de complexe getallen z waar-

2
voor Z‘ reéel is.
z + 1

Bepaal de extrema van f(x) = arcsin

1+x2

Bepaal alle re&le oplossingen van y™ + 8y = 16x .

o0 3n
\ " X
Voor welke reéle x convergeert I
n=f n + —
n
i
2
+ 1
Bereken [ L dx .
2
(x=-1)

0

Gegeven is een lineaire afbeelding van R4 in R3 door de matrix

/3 -1 1 1\
-1 3 1 1],
v ] 1 1T 01

Beraal

a) de rang van de matrix,

b) de dimensie en een basis van de nulruimte van de afbeelding,

c) de dimensie en een basis van de beeldruimte van de afbeelding.



Antwoorden Herkansingstentamen januari 1968

-1.

2
Voor a # 2: (x,y) = (2, 3" % a) ,

a=2: (x,y) = (2,0) + x(3,-1) .

H 1.68

Punten van de reéle as, exclusief -1 en van de cirkelomtrek met middelpunt

(-1,0) en straal 1.

£(1) = g—, globaal maximum;

f(-1) = -~ % » globaal

minimum,

y = xe “F+ pe® cos x/3 + veX sin x/3 + 2x (A, u, v reéel),.

Convergent (absoluut)

tief convergent als x
24 - 2 log 2.

a) rang = 2.

b) dimensie nulruimte

c) dimensie beeldruimte = rang = 2; basis { (1,1,1) of {

als |x| < 13 divergént als |[x| > 1 en als x =

-1.

(O:Os]a“l)
(131’0’—2)

4 - 2 = 2; basis {

(],‘1,0)

(33_]’1) (2’0:1)

1; rela-




Proeftentamen maart 1968

= NN N
y2 arctan x - sin{xy2)

lim

Bereken .0 x(2 + cos x) - 3 sin x
2. Gegeven is de reeks
T 1 /1-x\"
b —-( -x> (x is re&el).
n\ x
n=1

a) Voor welke waarden van x convergeert de ree

b) Bepaal de som van de reeks voor alle onder

3. Teken in het complexe vlak de beeldpunten van
voor de onderstaande reeks convergeert.
1
© ,1 - cos o n
() o
n=1

4.
ferentiaalvergeli jking

"

y' - ay' + {ea-4)y = 4x + 4 .

©0o
% u, is een reeks met uitsluitend positieve
ni=1q
Geef van elk der onderstaande uitspraken aan o

5

antwoord.

8

A, Als T ui convexrgeert, dan convergeert

n=4

t3 8

Als de parti&le sommen van de reeks
O,

Yn

1

]

geldt lim u = n

N —sc0

[e o]

reeks 3 u  convergeert, dan conv
n=1

Als de

D. Als er een natuurlijk getal N bestaat zodat

(o ¢]

2 u
n

n=1

n
\/un < ? y dan convergeert de reeks

i

ks ?

a) gevonden waarden van x.

de complexe getallen z waar-

Bepaal voor alle re€le waarden van de parameter a de oplossingen van de dif-

termen.

f hij juist is en motiveer Uw‘

o0

Zun.

n=1
kleiner zijn dan 100, dan

u

e

n

[= <]
ergeert de reeks I (-1)n (
n=1

voor alle n > N geldt

-



P 3.68

Antwoorden Proeftentamen maart 1968

1. 10v2 .,

2. a) Convergentie als x > }; divergentie als x < }§.

b) - log(2 - %) (als x > }).

3. De beeldpunten liggen binnen en op de cirkel om ]| met straal 1.

4. Als a =4 : Aezx + uxe2x + x + 2

a=2 A+ uezx - x2

at b, #2: Ae(a—Z)x . ue2x + 2 X + 3a = 4

a-2 (a - 2)2
5. A onjuist: ) — convergeert, maar ) = niet.
- n=1 n : n=]

B juist: Z uy is convergent (begrensd, termen > 0), dus lim u = 0.
n-c

C juist: zelfs absolute convergentie, want

D  juist: u S_(;)n.




D 6.68

Examen/tentamen juni 1968

1, 'a) Onderzoek of de reeks

™ 8

:—1- sin(‘f;- (;:7)

[

n=y
convergeert, dan wel divergeexit.

b) Bepaal de algemene re&le oplossing wan de differentiaalvergelijking

» X X
ytﬂ -,y" + y! -y=€e +e 08 X .

2. a) Bepaal de vergelijking van de omwentelingscylinder met as x = A (1,2,0),
die gaat door het punt (0,0,71).

b) Bereken de inhoud van het deel wvan de ruimte, waarvoor geldt
x= 0, O=<sy=x<1,

P+ye <2, osz<x(1-32 .

3. Bereken de volgende integralen

,a) f 4dx .
(x-1)(x® ~4x+3)
b) _ f dx .
.2 .4
N 'CO8 X s1n x

4« De lineaire afbeelding A van R2 in R2 is gegeven door
Ax = px - (Q;YEJQ;’
waarbij a een vaste vector met lengte 1 is, -en p een wedel getal.

a) Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende -eigenvectoren van A.
b) Voor welke p bestaat er -een vector x # .0 waarvoor geldt Ax =07




Antwoorden Tentamen juni 1968

a) 0 < u_ < ; convergent,
n

1
n/n

X . . X
b) y = X + ycos x + v sin x + jxe -

b) ﬁ-'ﬂ .
x -3 2
a) loglx - 1l * x -1 *C
b) tan x - . 2 - ] + C .
an x 3 tan3x

[wr}

X .
e Ssin X

U —

X .
e ¢os x +

v ro

(A, u, v reéel).

a) Bij eigenwaarde p zijn alle vectoren 1 a eigenvectoren.

Bij eigenwaarde p-l zijn alle vectoren pa eigenvectoren.

b) Voor p =0 enp = 1.

o

o

o




Ze

S

De

Te

Herkansingstentamen juni 1968 (1, 2, 3, 4: Wiskunde 10),

. . i 2
B , im = (== - =
epaal L X 'sin-x sin 2x)'
X =0 nxX Sin <X
z en 1 zijn impliciet gegeven als functies van x en y door

Xty +z+u="1

X2_y4+z2_u2=1l.

Bereken 9—22 in  (x,y,2,u)
9x

(1,2,7220)-

Voor welke re&le waarde(n) van a is het volgende, stelsel oplosbaar
X +ay = a2
ax + y =1,

Bepaal voor die waarden van a de oplos_sing(e,n)-..
Bepaal de complexe getallen z = rglq’v waaryvoor

[/ =

Bepaal de vergelijking van de kegel met top (O,_O,,O) en richtkromme

G +-y2 + z2 = 1

X +ty +z 1.

Bepaal de as van de draaiing in R3 die gegeven wordt door de matrix
1 1 4P
3 (1 1 .
_ ,
2 2 o

Bereken de inhoud van het lichaam hepaald deoor

£+ 4 (2-3f <
£ + 92 4 (z+3P% < 1.

0

Ga na of de reeks I (sin 111' - %) convergeert.
o geert.



H 6.68

Antwoorden Herkansingstentamen juni 1968

~—
.

In (1,2,-2,0): z__ = - 4

. Als a = 1 x = (0,1) + Xx(1,-1) 3

a = -1: stelsel strijdig;
2
- a - a
a# ftl: x = T T Y 1+ T
£) .
De punten met Re z = resp. met Im z = * T Re z (exclusief 0).
Xy + yz + zx = 0 .
a(l,1,0)
5
.
]u ] S T S l—-l—-+ 11 . <L dus (absoluut) convergent.
n 3! 3 5! 5 7Y 5 toe 6 ?




D ] ‘7619.‘

Examen/tentamen januari 1969

a) Bepaal alle reéele oplossingen van
y" +y =ginx .

b) Bepaal

X

lim -1 -sin x
%0 1og(l +x) - x

a) Bepaal het convergentiegebied van

§ -H" _EEi__
2n

P (x reeel).
n=1

b) Bepaal (met uitzondering van de :randpunten) de :som-voor die waarden van X -

waarvoor de reeks convergeert.

Gegeven de lineaire afbeelding A van R, in.RS.die:aan;§j=-(x@y;zj:toevoegt

= (-2y-z, —2x+by, -x+th4z) .

a) Toon aan dat (0,-1,2) eigenvector is van de afbeelding.
b) Bepaal de eigenwaarden van de afbeelding en ‘bepaal ween eigemvector bij -de

grootste eigenwaarde.

a) Bereken
3

J dx
1 V- 3 + 4x - x2

b) Bereken

JJJ(XZ + y2 + (z - 2)2)dx dy dz ,
G

waarbij voor G in Ry geldt: x% + y2 + 22 <1,



Antwoorden Tentamen januari 1969.

l. a) y==—£x cos X + A cos x + | Sinx, )\’ ]..lre.é‘el,
b) -1.
2. a) -1 <x < 1.

arctan x - X

b) S(x) = x

» S(0) = 0.

. a) A(0,-1,2) = (0,-4,8) = 4(0,-1,2).

b) -1, 4, en 5 met e.v. p(1,-2,=-1) (p # 0).

3 1
a) J ___dx . f S A
| Y1 - (x-2)2 " /1~y2
27 T 1

b) J dy f sin & d8 f 02(p2 = 4p cos B + 4)dp = 92 T.

15
0 0 0

m/2 n/2 1
(N.B. niet 8 J do j sin 6 do f p2(p2 - 4p cos B + 4)dp
0 0 0

(e




het vliak 2x + 2y - z =0,

Herkansingstentamen januari 1969 (1, 2, 3, &4u Wiskunde 10)..

a) Bereken

lim
n--e

0+ 1 1969
n - i

b) Bereken
lim (sz + 1 - x)sin x .

X0
Bepaal de complexe wortels van

z4 + 23 + 224 2+ 1 =0 .

z = sin(u + v)
x = cos(u - v)
y = sin u .
. 2z ..
Beschouw z als functie van x en y en druk -—— ult imn uv em v,
ax?
Bepaal voor alle reéele a de rang van

a a+l 1
a+2 0 -1 .
2 a+l a—1

Bepaal alle reele oplossingen van

Bepaal de oppervlakte van de figuur in het eerste kwadrant, ingesloten deor

de rechte y = 1 en de krommen y = %xz en x° + (y - })2 = 1.

Ga na of de reeks Z (é-— log (1 +,%9) absoluut convergent, velatief eon=
n=1
vergent of divergent is.

Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van de spiegﬁﬁing.inﬁksgn¢@@ﬂa



e e =

S e e e

Antwoorden Herkansingstentamen januari 1969.

a) 1.
b) 0. [0 |[=22BX ‘ +01.
Yx2+1 + x Yx2 +1 + x

%k'{u
z, = e , k=1,2,3,4.
322 L9 cos(u+v) _ 3 cos(u+v) 3v - cos 2u
542 0% sin(u-v) 3V sin(u-v) 3x sind (u - v) ’
a# -1, # 2: rang = 3; a = 2: rang = 2; a = ~1: rang = 1.
y=1je 4+ xcos x+yusinx (A, u redel).
22 _n
3 4 °

Absoluut convergent [un < 4 -l;-] .
n

>
]

1 met als e.v.: alle vectoren # 0 in 2x + 2y - z = 03

-1 met als e.v.: a(2,2,-1) (a # 0).

>
it

—

.
o

€O




P 3.69

Proeftentamen maart 1969

Multiple choice gedeelte (2 uur)

De wortels van de karakteristieke vergelijking behorend bij de differenti-

aalvergelijking

zijn

y'" + 3Y" - 4y . 0

£, = 0, t, = 1, tg = -4 .,
ty= 0, t)=~-1, tg= 4.
t; = -1, &y = 2, tg3=-2.
t; = 1, ty = -2, tg=-2.

B. Precies één van de volgende acht functies is een oplossing van de differen-

tiaalvergelijking

y'+ 2y vy =2

In welke regel staat die functie?

(1)
(2)
(3
4)

y = 2e° + 3e ¥ ;v = (2 + 3x)e .

y = 3¢X + ¢ ° 3 y = e (2 cos x + 3 sin x) .
y= @B +xDe ¥ y=ef2x+3) .

y = e X+ xe © 5 y = x3e X+ 2%,

C. De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

is

(1)
(2)

(4)

y' -2y +2y =0

Ae* sin(x + B) .

y=
y = ex(A sim 2x + B cos 2x) .
y = e “(A sin x + B cos x) .

Geen van de -antwoorden 1., .2, 3 is juist.



P¥3.69”

D. Men kan een oplossing van de.differentiaalvergelijking:
y" + 2y' + 10y = cos 3x

vinden, door &&n van de onderstaande functies: te probereni. Welke?’

(1) y=(A+ Bx)e * cos 3x .
(2) y = A cos 3x + Bx cos 3% ..
(3) y = Ax sin 3x + Bx cos 3x.
(4) y = A cos 3x + B sin 3x-.
= ‘;v‘ 4 X+n pid
E. De reeks ngl ex+n (x reeel)

(1) 1is divergent voor:x. < 0,
(2) 1is convergent voor alle x,
(3) 1is alleen convergent als x < 0 en x: geheel. is..

(4) Geen van. de antwoorden 1, 2, 3 is juist.

© 2n

. X ) - . o St
F. De reeks nzl T Tog(n + 1) (x reeel) is convergent

(1) wvoor -2 < x < 2,
(2) alleen in x =0,
© (3) woor -1 <x <1,

(4) woor |x| < Ve.

-1 n
3|12x + 3 . . )
G. De reeks n ‘j— is relatief convergent voer-

nme>18

n=1 x +3
(1 x=-~1,
(2) x=-2,
3) x =0,
4) x=1.
H. Als in de reeks ) u
n=1

_ 1 . oy v
(1) u, = n1+(] 2y dan is de reeks convergent.




(2)

(3}

(4)

- J. Zij u

(1

(2)

(3)

(4)

(1)
(2)
(3)

(4)

R
L. lim

I. De coéfficient van x

lim n|un| < 1, dan is de reeks convergent.
N~

lim ‘nun‘ = 1, dan is de reeks divergent.
>0

Geen van de antwoorden 1, 2, 3 is juist.

3

in de reeksontwikkeling van ef_l-__ is
1 - 6%

224
37

74

Wl w|—

1 1 . s
{H + log(l = E)}. Dan is Z u

n=2
divergent omdat u_ > Lo
n on ?

1 .
convergent omdat u < — is,
2
n

divergent omdat lim nu = 1+e >0,
1->co

convergent omdat lim n2

N>

u_ bestaat.
n

2

K. De codfficiént van x5 in de reeksontwikkeling van e © arctan x is:

11
363
31
%s
49
—5—!-.

Geen van de antwoorden 1, 2, 3 is juist.

+ A cos x

bestaat voor

x>0

(1)
(2)
(3)
(4)

X

A =0,
A= -1,

geen enkele A,
alle A.

Antwoorden. zie klassiek gedeelte.

P 3.69



T R e e e

Klassiek gedeelte (2 uur).

3x

a) Los op: y" - 4y' + 3y = 7%,

b) Bepaal alle reéle oplossingen van y" + 2y' + 5y = sin 2x .,

Onderzoek voor welke reéle x de reeks
"2° x2-n"

n=|] Yn
absoluut convergent, relatief convergent, divergent is.
Onderzoek of de onderstaande reeks convergeert:

DR CIERT! +o) .
n=1
2.X . _

Bereken lig 2 & * sin x log(l - x) .

x>0 x2 arctan x
Antwoorden Proeftentamen maart 1969.
Meerkeuze gedeelte: A4, B3, Cl, D4, E2, F3, G2, H4, 13, J4, K2, L2.
Klassiek gedeelte:
a) y = + Be3x + {xe3x.
b) y = (A cos 2x + B sin 2x)e * +-%7 (sin 2x - 4 cos 2x), A, B reéel.
Absoluut convergent voor ~¥2 < x < 0 en 0 < x < /5,
relatief convergent voor x = 0,

divergent voor x < -V2 en x > V2.
Divergent [-u_ = Iu [ > 11 op den duur ] .
n n 5n

5.

P 3.69



Examen/tentamen juni 1969

1. a) Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

y" +y = cos x .

b) Bereken cosh %- in drie decimalen nauwkeurig (cosh x =%

b 6.69

2. a) Bepaal één stelsel rechten op het oppervlak |,

4x? - y2 + 22 =9,

Bepaal die rechten op dit stelsel die loodrecht staan op (2,1,-1).

b) Van twee lineaire afbeeldingen met matrices A en,AT is gegeven

(i) A(1,0,0) = (0,2,4) en AT(1,0,0) = (0,3,2);
(ii) A is regulier en A_1(3,O,1) = (0,1,0);

(iii) (1,1,1) is een eigenvector wvan A.

Bepaal de matrix A.

2
, cos“x
3. Bepaal ] I + 2 sin x cos x dx .

4. Bereken de inhoud van het lichaam in'R3 bepaald door

Ix2 +y2) <z<x.



D 6.69

Antwoorden Tentamen juni 1969.

. a y=14)xsinx + X cos x + p sin x (A, u reeel).

2n 2Y - -
b) 1,020 [fout<(—0'—2—2—-{l—-£-q-12—)—-}l<§-103, n=21.

(2n)! 4n2
: a){(%,(),O) + 2(0,1,1) (0,0,-3) + p(1,-2,0)  [door (3,-3,-3) ]
; of .
(0,0,3) + u(1,-2,0) (-3,0,0) +0(0,1,1)  [door (-3,3,3) ]
fo 3 2
b) A = 12 0 31 .
4 1 o0

. 1
%10g(l+Sln2x)—£l—+t—a-ﬁ—;+C.

T 2 cos ¢ r cos ¢
C do rdr f dz J.
=47 C jr2

INE




H 6.69

Herkansingstentamen juni 1969

1. Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijKing

y"' o+ 2y' + 2y = e X+ sin x .
2. Geef de eerste drie termen van de:reeksontwikkeling van tan x ronﬂQX~=*£;.

3. Van een lineaire afbeelding A : Ry > Ry is gegeven::

1) A is een draaiing;
2) (2,-1,0) is een eigenvector bij eigenwaarde -1j.

3) (1,0,1) is een eigenvector.

Bepaal van A alle eigenwaarden en bijbehorende-eigenvectoren:

4. Bepaal de vergelijking van de kegel met top (0,0,1) en richtkromme:-

z =0
{(x—1)2+y2=1.

JJ dx dy
Vi — %2 — w2
c 4 X y

5. Bereken

waarin G de verzameling punten in R, is bepaald: door

x2 + y2 -2x<£0.



H 6.69

Antwoorden Herkansingstentamen juni 1969,

l.y=e *(A cos x + B sin x + 1) —%cos p'e +%sinx (A, B reeel).

2
2. 1 + 2(x-—%) +2(x—%) + o

(9%}
>
]
1
]
]

= p(1,0,1) + 0(2,-1,0)
= 1(l,2,-1).

>
[\
it
Y
|

4o x2 + 2x(z-1) + y2 = 0,




.D"1.70

Examen/tentamen januari 1970.

: 1. Bereken alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking:
11

y" + 4y = 2 sin?x .

2. Bereken

x log(2+x) - (log 2)sin x
/3 ’

- cos x - x/3

1im 7
x>0 (1 +x)

3. Zij A een lineaire afbeelding van R3 in R4' Gegeven:

A(3,1,0) (10,0,15,5)
A(0,-1,5) (12,-3,9,0)
A(2,0,-1) = (6,-2,3,-1) .

Bereken van deze afbeelding

a) een basis van de beeldruimte,
b) rang,

c) matrix,

d) een basis van de nulruimte.

Bereken voorts alle vectoren X waarvoor geldt: Ax = (6,~2,3,-1)..

4., In R3 wordt een kromme gegeven door

2 + sin x

0.

y

Deze kromme wordt gewenteld om de x-as.

a) Geef de vergelijking van het omwentelingsoppervlak.
b) Bereken de inhoud van het lichaam begrensd door dit omwentelingsoppervlak

en de vlakken x = 0 en x = 27,

5. Bereken

o]

f dt
1 tvl + tz




D 1.

Antwoorden lentamen januari 1970.

+ ¥y = Acos 2x + pu sin 2x + } - ix sin 2x (A, w re.éenv-

2
-

. a)l(2,0,3,1)
(4,~1,3,0) .

b) rang van afbeelding = dimensie beeldruimte = 2, zie a).

c) 4 -2 2
-1 3 0
3 6 3
0 5 1
d) (3,1,-5)

(2 + sin x)2

Y
S

<
N

+

N
N

Il

log(l + V2).

log tan -'gl




Herkansingstentamen januari 1970

Bereken

% .
Y1+ x+x2-1-1} sin x

1 - cos x

lim
x>0

Onderzoek de convergentie van de reeks .

v 11
nzl (arctan o E)

. Bereken

J dx
. x(x2 + 1)

Bereken de oppervlakte van het gedeelte van het XO0Y-vlak binnen de cirkel

x2 + y2 = | en buiten de cardioide x2 + y2 + x = Vx? + y2,

Bereken de massa van de kegel met top (0,0,h) en grondvlak z = 0, x2 + y2 < a2,

boven het XOY-vlak. De massadichtheid van de kegel is kz (a > 0, h > 0, k > 0).

a) In R, is gegeven een vlak V: x = A(1,1,0) + u(0,0,1) en een punt

3

X, = (xo,yo,zo). Toon aan dat de projectie (het voetpunt van de loodlijn)

_.0
van x, op V gelijk is aan

P§0 = %(x0+y0’x0+y0’220) .

b) We definiéren de lineaire afbeelding S van Ry in Ry door

(Voor de definitie van P zie 6a.)

Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van de afbeelding S. Bepaal s2.



Antwoorden Herkansingstentamen januari 1970.

[-u = Iu

2. Absoluut convergent n

L f & - 2x Ydx = } log 2 - } log(1+R ™) 1.

f kzdz ].

R
3. 4 log 2 =
1 Xc+ 1
i ]
42--% L jdcp frdr].
~-in 1 - cos ¢
r
2T a h(l Z>
5.%kh2a2 [j do frdr
0 0 0
6. a) Pgo = g(xo-Fyo)(l,l,O) + zO(O,O,I); ligt dus in V;

- = (! -1 =1 1
}_{0 P}—{O (ZXO §y0 ’ fxo + %yO ’ O) is L V.

€.V.:

b) S = spiegeling t.o.v. V:
A= 1: 5(1,1,0) = (1,1,0)
$(0,0,1) = (0,0,1)
A =-1: S(1,-1,0) = (~1,1,0), e.

§2 = I, want S(Sx) = 3(235"§)

V.

alle vectoren # Q0 in V

alle vectoren (# 0) L V.

2SPx - Sx = 2Px - 2PX + X .




P 3.70

Proeftentamen maart 1970

1. a) Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking
yn|+yn_2y=0 .
b) Bepaal de oplossing y = f£(x) van de differentiaalvergelijking

~-x
- 2e s

]

Yvn + Y" - Zy
die voldoet aan £f(0) = 1, £'(0) = -1 en lim f(x) = O.

K->

2. Bepaal voor alle waarden van de parameter o de algemene oplossing van de

differentiaalvergelijking

yn - (0!. + 1‘)y| + ay = e2X .

3. a) Voor welke reéle waarden van x convergeert, respectievelijk divergeert,

de reeks
I o+ (DD

n=0

b) Onderzoek of de reeks

~18

1 1
= log(l + —)
n=1 n n

convergent is.,

0 . n
. (2 sin x) T ™
4., Gegeven is de reeks Z 571 - §-< X < 7.

n=1

a) Bepaal alle waarden van x waarvoor de reeks convergent is.
b) Bereken de som van de reeks voor alle waarden van x binnen het convergen-—

tie intervals,



Antwoorden Proeftentamen maart 1970.

a) y = ae¥ + ge TIHDx | o (1-D)x , A, B, C complex.
b) y = e X,
. - ax -1 2x )
a# 1, 0# 2 y=A4Ae" +Be + (2-a) e,
X 2x 2x

X
= Ae* + Bxe”™ + e .

(=3
"
“«
|

a) Absoluut convergent voor |x| < l; divergent voor |x| = I.

L - eee < _3%7 » dus reeks convergent.

n2v/n n

b)un= —_L..'._IB_

2n2

=) |~
by

m .
a) Absoluut convergent voor |x| < z > relatief convergent voor x

b) - 1 - log(é -.2 sin x)
sin x

s en voor x = 0 de som O.

A, B, o complex.

S
6

P 3.70




Examen/tentamen juni 1970

a)

b)

a)

b)

a)

b)

Bepaal de oplossing y = f(x) van de differentiaalvergelijking:

y" - 4y' + 5y = 8 sin x ,

waarvoor geldt f£(0) 0 en f(%& = 1.

Bereken

X -X
e — e - arctan 2x

X — sin X

lim
x>0

Bepaal de vergelijking van het oppervlak dat ontstaat bij wenteling van

de X-as om de rechte met parametervoorstelling x = (0,1,0) + X(1,0,1).
G is het gebied in het X0Y-vlak, bepaald door

0 <x <1
0syzxl

x2 + y2 > 2y .

Bereken Ijxy dx dy .

G
Befeken
tan x
J cos 2x ~ 7 dx .
Bereken
1
[2/E+1d
—dx .
OJ VI - x

A is een lineaire afbeelding van R3 in zichzelf, waarvan het volgende gege—

ven 1s:

(1,0,-1) is een eigenvector bij eigenwaarde 1;

alle vectoren van de vorm x = (3,0,0) + p(1,1,1) hebben (2,-1,-1) als beeld.

Bepaal van A:

a) de nulruimte;

b) de beeldruimte;

c¢) de matrix;

d) de eigenwaarden en eigenvectoren.

e) Wat is de meetkundige betekenis van A ?



Antwoorden Tentamen juni 1970.

l. a) y = (I -ezx)cos X + sin x.

b) 18.
2. a) y2 - 2y - 2xz = 0.
1 1-vV1-x2 in 1/cos ¢
b) -21—4 L fxdx f ydy of j cos ¢ sin ¢ do J rd3dr].
0 G 0 2 sin ¢

3. a) - -l-% log(3 + 4 tan?x) + C.

b) m + 2.

4. a) A(1,0,-1) + u(2,-1,-1).

b) v(i,1,1).

‘f 2 -1 -1
c) -;- =1 2 -1
-1 -1 2
d) X =0 met e.v.: v(l,1,1), v # 0;
A = 1 met e.v.: alle vectoren # 0 in x+y+z = Q.

e) Loodrechte projectie op X+y+z = 0; elke vector heeft nl. een component
// (1,1,1) en een in x+y+z = 0. De eerste wordt door A tot 0, de tweede

blijft onveranderd.

[ i)



H 6.70

Herkansingstentamen juni 1970

i) Los voor alle waarden van de reéle parameter a op de differentiaalverge-
lijking
y"'" - (1 +a)yy' +ay=0.

ii) Bepaal die oplossing, die voldoet aan de voorwaarden y(0) =1, y'(0) = 0.

a) Voor welke reéle waarden van % convergeert, resp. divergeert de reeks

log |x| (x # 0) ?
n=1 x2n + 1

b) Bereken

lim 2 - sz * 8

%0 tan x log(l + x)

a) Toon aan dat in Ry de projectie van de vector y op het vlak met vergelij—

king (a,x) = 0 (g_#‘g) gelijk is aan

(a,y)

L7~ @a

a .

b) Zij A de projectie op het vlak x + vy + z = 0 en B de projectie op het
vlak x + v - 2z = 0. Bepaal de matrices van A en B.

c) Bereken eigenwaarden en eigenvectoren van de afbeelding BA.

a) Bereken
X
[ xe "

OJ (e* + 1)?

b) Bereken JJ dx dy , als G het gebied is binnen de rechthoek met hoek-
5 X2+y
punten (2a,2b), (2a,-2b), (-2a,2b) en (-2a,-2b) en buiten de rechthoek
met hoekpunten (a,b), (a,-b), (-a,b) en (-a,-b). Hierbij zijn a en b po-

sitieve constanten.



4.
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Antwoorden Herkansingstentamen juni 1970.

X X
Ae + ue”

i) o # 1: y(x)

o 1: y(x) ve® + pxex .

(1-0) 1 (¥ - ae¥) ;

ii) a # 1: y(x)

X
e - Xe .

Q
[}

1: y(x)

a) Convergent voor |x| 2 1; divergent voor |x| < I.

b) = -—= .

12
(a,y) (2,y)
8) p=Y - gy @ seeft (3,p) = @y - py @a =0

: 2 -1 -1 5 -1 2
) A=z -1 2 -1|, B=z|-1 5 2|.
-1 -1 2 2 2 2

c) Omdat x+y+2z =0 1L x+y-2z = 0 wordt elke vector x door BA geprojec-
teerd op de snijlijn, d.i. p(1,-1,0). De punten hiervan blijven op hun
plaats; de punten van x~y = 0 worden in 0 geprojecteerd; dus:

AB heeft e.w. | met e.v. p(1,-1,0), p # 0;

e.w. O met e.v.: alle vectoren # 0 inx-y = 0.

-X e * dx
a) log 2 C +I 1.

e +1 l+e ©
2a  bx/a 2a
b) 2 log 2 [ dx AN ax arctan -12] .
x2 +y2 X a
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Exzmen/tentamen januari 1971

Bepaal voor alle niet-negatieve reéle waardem van. o .de-reéle oplosSsingen vanm

de volgende differentiaalvergelijking:

a) Bereken

. cos x - V1 - x2
1im > -
x>0 e(X ) - 1 - sin(x?)

b) Bewijs dat de reeks

T a(h®

n=1

convergeert en bepaal de som.

Van een draaiing A in R3 is gegeven:
de draaiingsas is x = A(i,1,0),

de vector (-I,I,VE) heeft als beeld (l,-],/i).

a) Bewijs dat de draaiingshoek g—is.
b) Bepaal de matrix van A.

c) Bepaal de matrix van de inverse van A.

Beschouw in Ry de bol met vergelijking x? + y2 + 22 = | en het vlak met ver-
gelijking z = {.
Bepaal de inhouden en de ronde oppervlakten van de delen waarin de bol door

het vlak wordt verdeeld.



Oplossingen Tentamen januari 1971

Substiturie van y = e™ in de bijbehorende homogene vergelijking geeft de
karakteristieke vergelijking t? - ¢2 = 0 en dus als algemene oplossing voor

de homogene vergelijking

ax —0x

y = Ae” ™ + Be voor o > Q0 ,

en

y = A + Bx voor a = 0 .,

Een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking is van de gedaante

y = ae "X als o # 2, en van de gedaante y = axe-2X als a = 2. In het eerste
1

geval vinden we a = ——— , in het tweede a = - {. De gevraagde oplossingen
~ 52
zijn: 4o
a y
0 A + Bx + %e-Zx
2 Ae?® 4 (B - ,{x)e_2X
>0, # 2 Ae®* Be 0¥ 1 e—2x
4 - a?
cos x - V1 - x2 _
2. a) lim . =
x>0 e(X ) - 1 - sin(xz)
2 L 1 2
X
1—’2‘—,+Z,—- cer = {1+ 3(-x%) + 2§,2) -x2)" + ...}
= lim . - " d =
6
x>0 T+ x2+ 20+ . -1-&2-%+ ..
2. 3.
1 I, 4
("Z'Z""-é-)x + ..

1
lim = % =
x 0 5
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b) ) n(})n is een reeks met positieve :termen. Volgens-het criterium van
n=1
d'Alembert is de reeks convergent, omdat

Un+1 n+ 1
m

]
=
e

lim-

De som is gelijk aan de .som van de :machtreeks Z .nxn, voor x = }. (De
‘n=1]
machtreeks is convergent voor |x| < 1, ook volgens d'Alembert.)
Stel S{x) = z nxn voor le < l,-en-stel.x-# 0. Dan is
n=1
5() ) x| en j S (x) dx-= z X 4= +C.
X _ X -- 1 - x
n=1 n=1
Differentiéren geeft: S(x) _ l —.,-en dus S(x) = ———a ,
(1= x)? (1 - x)?

Gevraagde antwcord: S(}) ='g-.

. a) De gegeven vector (-1,1,V2) staat. loodrecht .op.de as; zijn beeld uiter-

aard ook; de draaiingshoek is dus de-hoek tussen (-1,1,v¥2) en (1,-1,v2):

cos ¢ =0 dus &g = %—.

b) Beeldvector van (1,1,0) is (1,1,0).
Beeldvector van (-1,1,V2) is (1,-1,v2).
Om nog een derde vector met beeldvector .te vinden bedenken we dat, omdat

E-is, de vector (1,-1,Y/2) als beeld moet. hebben

de draaiingshoek 5

(1,-1,-V2).
Uit deze drie gegevens wordt de matrix van A bepaald met behulp van rij-

bewerkingen in:

(1,1,0) -> (],I’O) (13130) ¥ (lsl‘-so)
(-1,1,vV2) > (1,-1,v2) ~ (0,2,V2) = (2,0,v/2) ~

(]’—19‘/7) -> (l,‘],‘/i—) (0,-2,/2_) > (09_2’-.‘/2_)
(1,1,0)  » (1,1,0) (1,0,0) ~ (4,4,-472)

~ (0,4,0) > (2,2,2V2) ~ (0,1,0) ~ (},4,472)
(0,0,2v2) » (2,-2,0) (0,0,1) » €4V2,-4/2,0)




D 1.71

De matrix van A is dus:

I ! V2
11 1 =2 .
-2 V2 0

¢) De matrix van de inverse van A is de getransponeerde:

1 ] -2
o 1 21,

Y2 =/2 0

omdat de matrix orthogonaal is. (Omdat de draaiingshoek % is, is de ma-
trix van de inverse van A gelijk aan de matrix van A3. Dit zou ook tot

een oplossing hebben kunnen leiden.)

4. Bol en vlak snijden elkaar volgens de cirkel x2 + y2 = }, z = }. Met cylin-

dercoordinaten (r,¢,z) vinden we voor de inhoud van het bovenste deel:

| =
e
jw

2 ——s I ) 3
4 Jd¢ r(/1 - 2 - })dr = 2n -3 (1 = r2)° = {r2 =377
I
o 0 J0
en voor het ronde oppervlak van het bovenste deel:
> 43 1/3
9z, 2 1 92,2 r2
4 Jd¢ r\/l + (3?) + = (35) dr = 27w J rlf1l + = > dr =
0 0 t 0 b=r
W3
= |- 2nY1 - 2 =1 .
0
Omdat I -l 7R3 = ﬁ-n zijn de iﬁhouden der beide delen E T en g'ﬂ
Bol ~ 3 3 T 21] 24 '8 "

Omdat O, , = 47R2 =
Bo

1 4w, zijn de ronde oppervlakten der beide delen 7 en 3.
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Herkansingstentamen januari 1971

Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking:

() 2y

@, ,@ _,

Onderzoek de convergentie van de’ reeks

o o]

Z arctan(vn - vn - 1) .

n=1

. Gegeven is de vector a = (1,2,3) in R3.

De afbeelding A van R3 in R3 is gedefinieerd door

a)
b)

c)

d)

a)

b)

Ax = a x x (vectorproduct van a en Xx).

Bewijs dat A een lineaire afbeelding is.

Bewijs dat a een eigenvector is van A en bepaal de bijbehorende eigen—

waarde.
Heeft A een inverse? Motiveer Uw antwoord.
Bepaal de beeldruimte van A.

Bepaal de matrix van A.

Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door
2 2 2

x° + y2 -1 22z=<2-x%-y°,

Bepaal de vergelijking van het oppervlak dat ontstaat als de kromme

gewenteld wordt om de z-as.

l.

71
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1971

De karakteristieke vergelijking iss
Aot v a2 =0, datis A2(2 + 1)2 =0

A =0 Ay
A, =0 X

2

De oplossing van de homogene vergelijking is dus
y =A+Bx+ Ccos x + D sin x + Ex cos x + Fx sin x .

Om een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking te vinden pro-

beren we y = ax’, dan is y(z) = 2a, y(4) = 0, y(6) = 0. Dus 2a = 2.

De algemene reeéle oplbssing van de differentiaalvergelijking is dus

y=x>+A+Bx+Ccos x+D sin x +# Ex cos x + Fx sin x

met A, B, C, D, E, F reeéel.

u, = arctan(vn - vn - 1) = arctan-—f———L———ff 3
vn + v/n - 1|

in ieder geval geldt dus lim u_ = 0. Nu is
nre

lim (/E-+ vn = 1 u, = lim (Vn + va - f) arctan ! = ]

n>w N> Vo + va - 1
Stel nl.: arctan . . h, dan is ‘ ! ~— = tan h en de limiet
/o + /o - | /o + /o= 1 »
gaat over in lim Efllﬁi = 1. Dus op den duur zal gelden (vn + Vo - )u_ > i.
hep tan n
u > ! >l

n 2vn + 2V = 1 4vn

arctan(vn = vn - 1) is divergent.

dus

—p] 8

z L is divergent
1

4vn
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&

3.8,) A(-)i-}.z):ix(§+l)=ix§+2xl=A§+AXa

dus A is een lineaire afbeelding.

b) Aa = a x a =0, dus a is eigenvector met eigenwaarde 0. Bovendien geldt:

Aa .

v

Ax = 0 d.w.z, axx=0=x

De nulruimte heeft dus dimensie 1.
c) Uit b) volgt, dat A niet regulier is en dus geen inverse heeft.

d) De dimensie van de beeldruimte is 3 - 1 = 2., Bovendien geldt: a x x L a.
Uit deze gegevens volgt: de beeldruimte is het vlak (a,x) = 0, d.w.z. het
vlak x + 2y + 3z = 0.

e) Men vindt het vectorproduct a x b van twee vectoren as= (a],az,aB) en

b = (b]’bZ’bB) op de volgende manier:

axhb= a2b3 - a3b2, a3b] - alb3, alb2 - azb])
a-= (1’293) 3 X X = (22 - 3y, x - Z, y - ZX) .,
X = (x,y,2) &

Door voor x te nemen (1,0,0), (0,1,0) en (0,0,1) vindt men de matrix van

A:
0o -3 2
3 o -1] .
-2 1 0
4. a) I = JJJ dx dy dz .
L

We gebruiken cylindercoordinaten:

([

L

waarbij L wordt bepaald door: r2 - 1 < z < 2 - r2,

e s
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In het x,y-vlak moet dus gelden:

r2 -] €2 - ¢2
2r?<3
OSrSV%
Dus
NEi Vi
2m 2 2-r? 2
I-= J de J r dr J dz = 27 J r(2 - r2 -2 + 1)dr =
0 0 r2-1 0
\2
i 2 Vﬁi
f = 27 J (3r - 2rd)dr = ZH(% r? --% ) L.
; 0]
3 0
" _ 33 19 9
=Gz
{ b) De kromme x? - 4z2 = 1} wordt gewenteld om de z~-as.
: g =0
Wanneer we x? vervangen door x2 + y2 krijgen we uit x2 - 422 = | de ver-
gelijking van het omwentelingsoppervlak: x2 + y2 - 422 = |,

We kunnen ook op de 'standaardmanier" te werk gaan:
. 2
Punt P: (xo,O,zo) op de kromme, dus xé - 420 = 1.
De vergelijking van het vlak door P loodrecht op de z-as: z = z

De vergelijking van de bol door P met middelpunt in (0,0,0):
x2 + y2 + 22 = xé + zS.
We elimineren Xy en z, uit de vergelijkingen:

2 _ 4.2 o
z X 4z0 1
z =z,
x2 + y2 + 22 = 2 + 25




De vergelijking van

x2 + y2 - 422

H 1.71

substitueer in de laatste vergelijking:
1 +.422

1+ 422 + 22,
het omwentelingsoppervlak .is.dus

=1



Proeftentamen maart 1971

Bepaal de reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

y" + 2y" + 2y = cos x .

Gegeven de differentiaalvergelijking

y" - k2yv = x .

Bepaal voor alle reéle waarden van k de oplossingen.

a) Bereken

1 1 + x2 - cos x - arctan(xz)
im .
x>0 1 + e - 2/T + x i

b) Bepaal alle reéle waarden van p waarvoor de reeks

log(l + 1—0
nZ

I o~18

n=1 nP

convergeert.

Gegeven is de machtreeks

a) Bepaal alle reele waarden van x waarvoor deze reeks convergent 1is,.

b) Bepaal de som van de reeks.

Bereken sin 1 in drie decimalen nauwkeurig.

P 3.71




Oplossingen Proeftentamen maart 1971

1. De karakteristieke vergelijking is

t2 + 2t + 2 =0 met t, =-1+1i, ty =~ 1-1i

1

De reéle oplossingen van de homogene vergelijking zijn dus

y = xe X cos x + pe © sin x (A, p reeel).
Voor een particuliere oplossing proberen we

y = a cos x +b sin x .
Differentiéren geeft

y" + 2y' + 2y = (a + 2b)cos x + (-~ 2a + b)sin x

wat gelijk wordt aan het rechterlid als a = %—, b = %».
De gevraagde oplossingen zijn dus '
_ 1 2 . -X -X .
y = 5 cos x + 3-51n X + Ae cos X + pe sin x

2. De karakteristieke vergelijking is

t -kt =0 met t =0, t,=k, ty = & .

Voor k # 0 zijn de oplossingen van de homogene vergelijking

y = A + uekx + \)e_kx .

Vocr k = 0 echter
2

y = A+ ux + vx© .

Voor een particuliere oplossing verwachten we

voor k # 0 y = ax? + bx
k=20 y = ax* + bx3 .
k#0 y" - k2y' = - k2(2ax + b) ,
wat gelijk wordt aan x als a = - . s b =03

2k?

P 3.7

(A, u reeel).



S T T S s U R B B PR W e o

= T

P 3,71

k=0 y'" = 24ax + 6b

wat gelijk wordt aan x als a = %Z s b =0,

De oplossingen zijn dus:

k#O y=-—-] x2+)\+uekx+\)e—kx;
2k?
k=20 y = %Z x* o+ A+ ux + vx?2 .,
2 _ - (w2
3, a) lim 1 + x cos X - arctan(x?) -
x>0 1 +e* - 2/T+ x
2 L 6
1+X2"(1'x—|+‘}'{-|—"...)-(xz‘x—+ l..)
, 2. 4. 3
= 1lim 5 =
-1
04 G +5+%-+ ve) =201 +-é-7-x+ 52 2 x2 + ...)
1,2,
= 1ip 2X2* hogere orde termen - % .
x 0 ?x? + hogere orde termen
1
log(1l "“Z) 3
b) o = — s u_ > 0 voor alle n.
n P n
n
v lijk met u_ = —2 Omdat
_ 1
log(l + —)
. n2
lim 7 =1
n->w —
n2
geldt
le Voor alle n groter dan zekere NI:
1 2
log(l + —) < =— , dus ook u <v ,
2 2 n n
n n




P 371

@ [=~)

De reeks z v, convergeert VvoOor p > -1, dus ook Z u . convergeert voor
n=1 ]

p > -1,

2e Voor alle n groter dan zekere N2 geldt

log(l + lzj > 1 . dus ook u_ >

n 2n? n 2np+2

[>]
Z ——l—ty divergeert voor p < -1, dus ook Z u_.
1 2nP*e 1 "

De gegeven reeks convergeert dus alleen als p > -1,

4. a) Met het criterium van Cauchy

2 2
1im\n/ |un| = lim\n/ |E—I-l—t—--]—xn| = |x]| (\rl/_ﬁ<n9—;t—l—<%1)
n-re n->-oo

dus: absoluut convergent als |x| < I
divergent als |x| > 1

[~

Als |x; = 1, dan lim u # 0, dus ) u divergent.
n->co 1

Het gebied van de convergentie is dus -1 < x < 1.

b) De reeks is voor ]x| < 1 absoluut convergent, dus:

z n n+ 1 <2 = z nx® + z X
n=1 1 1 °
¢ _n T n-1 d I d X X
) nx" = x ) nx =x =0 () x)=x=— =
1 i dx n=1 n dx 1 X (1 - x)2
o0 xn
% =" log(l - x)
dus
) 2 ~ N S log(l - x) wvoor |x] <1 .
n=1 (1 - x)2

5. Zie diktaat.
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Examen/tentamen juni 1971.

1. a)

b)

Bepaal de reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

X —X

vn_y||+y'__y=e_e )

y

Gegeven is de reeks

x©

Z log(l + sin
n=1

2 1
=)

Onderzoek deze reeks op convergentie;

b)

3. a)

b)

afbeelding A van Ry in zichzelf wordt gedefinieerd door

Bepaal voor alle reele waarden van o de convergentiestraal en het gedrag

in de randpunten van de machtreeks

© n
X . -
L = (x is reeel).
. O
n=1n
Bereken de som van de reeks voor o = -2.

Bepaal de vergelijking van het oppervlak in R3 dat de verzameling is van
de rechten die evenwijdig zijn aan het XOY-vlak, de Z-as snijden en de

rechte met parametervoorstelling x = (0,1,0) + A(1,1,1) snijden.

Bereken
3
1 t -1
J-t' 3_tdt.
1
Bereken
. TX
IJ sin i;-dxdy s
G

waarbij G het gebied is in R, waarvoor geldt y 2 VX, vy S x en y € 2.

4, In R3 zijn gegeven twee vectoren a=(2,2,1) enb = (~-2,1,2). Een lineaire

18

Ax = (b,x)a + (a,%)b .
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| a) Bewijs dat a + b een eigenvector is van A en bereken de bijbehorende
elgenwaarde. '
b) Bepaal de nulruimte van A.
c) Bepaal de beeldruimte van A.
d) Men beschouwt de vectoren x = Aa + ub, x # 0.

| Ax |
Bereken het quotient |x - voot deze vectoren.

Oplossingen Tentamen juni 1971

1. a) Karakteristieke vergelijking: t3 -2+t -1=0.
Wortels: t = 1, t = =i, t = i.
Basisoplossingen homogene vergelijking: ex, sin x, cos Xx.

Voor de inhomogene vergelijking proberen we:

X X
y = ae + bxe

y' = - ae * + bxe* + be®
y" = ae ¥ + bxe®™ + 2be®
y'" o= - ae * + bxe® + 3b% .

Substitueer dit in de vergelijking, dan komt er

=X

e *(~a-a-a-a)+xe(b-b+b-Db)+e (3b-2b+b)=eX-e%F.
Dit geldt voor alle x als

- ba = -] 2b

]
—_

a= | b =

Nol—

Algemene oplossing:

=X X X . .
e "+ ixe” *+ Xe” + py sin x + v cos x (X, p, v reeel).

&l—

y=




l. b) We maken gebruik van

)

. .2 1
log(i + sin 3

} +
lim 1 = lim lﬂ&ﬁ%___§2.= 1
n>w sin? — x>0
n
en
sin? —

lim 1 = ]
n—->00 ——

n2

Voor voldoend grote n geldt dus

0 < u_ = log(l + sin? %) < 2 sin? %

< A.L_,
n n2

X 4 2 convergeert, dus Z u, convergeert eveneens (zelfs absoluut).
2
n

2. a) lé:
a log n
n
lim V% = 1im e S eo = ] voor elke o ,
n>o n->e
dus
n n
lim 544 = |x|
a
N> n

Convergentiestraal is | voor elke q.

(2]
Voor x = 1: z = convergent voor o > 1 ,

convergent voor a > Q ,

1
want - daalt voor a > 0 monotoon naar 0.
n

2e. Ga uit van de reeks




b)

Vcor ix < 1 geldt ook
T o~ _ 1 -x = x(-1) _ i
Z nx = - 5 ’
n=1 (1 - X)2 (1 - x)
dus
o n X
Z nx = ————,
n=1 (1 - x)?

Opnieuw differentiéren levert:

- 1 + x

i (1 - %" 1-x3 (1 -x3

E nzxn-l _ - x)2 = x2(1 - x)(-1) 1l - x+ 2% _

dus

T on2x0 - x(1 + x)

1 O )3 s voor |x] < 1.
n= - X

Neem een punt op de z-as: P = (0,0,u) en een punt op de gegeven lijn:

Q = (A, 1+X,1). De lijn door P en Q is: ‘

(0,0,U) + V(A’1+A9A_U) .

Deze lijn loopt evenwijdig aan het XO0Y-vlak als X - u = 0.

De punten (x,y,z) van het oppervlak moeten voldoen aan

X = VA
y o= vl + )\) voor elke A en v.
Z = X

Dit geeft (elimineer A)
x = vz
Ly

Dus voor z # 0: y = % (1 + z).

Voor z = 0 moet A = 0 zijn, dus x = 0, y willekeurig: y-as.

v(l + z) .,

De y-as ligt inderdaad op het oppervlak yz = x + xz.

Dus is yz = x + xz de gevraagde vergelijking.
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3. a) j % -1 dt .

Stel

t -1 _ t =1 geeft x =0

t + 3 geeft x » » ,

- 2
;_é:xz dUS t:-‘?i_.*-_]_’ dt=-—__é.)£___._dx‘
1+ x2 (1 + x2)2
2 2
f L+ x?  4x dx = J 4x dx .
3x2 + 1 (1 + x2)2 (3x2 + 1)(1 + x2)

De breuksplitsing

4x? _ax +b e d
Bx2 + 1D+ x2)  3x2 + 1 x2 + ]

levert a = 0, b = -2, ¢ = 0, d = 2.

2
J 4x dx = - J 2dx J 2dx
(3x% + 1)(1 + x2) 3x2 + 1 x2 + 1

= - 2 1 arctan x/§.+ 2 arctan x + C

R LR

2
j 4x dx = lim [} 2z arctan x/3 + 2 arctan ¥]
of Bx* + 1D+ x2) are L /3
=-ZZe2l-na-4y,
3 %)
b) Het gebied G is gearceerd.
2 £ =
y y = vx

a

0




. a)

/
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2 R
H sin —I,T-— dxdy = ( dy J sin 5= dx
JJ “J J
G -1 v
2 g2 2
= - =y X = - £y Iy _ 2y I =
J {n cos 7y }dy j { cos 3 —= cos 2}dy
1 Y I
2 9 2
= - nggd(un—l) = Mg I Jé—-smﬂ-dy =
m ™ 2 T|'2 2 1 'TT2 2

We moeten laten zien dat er een getal A is z§ dat A(i +b) = r(a + b).

A(a + b) = (bya + b)a+(a,a + b)b'=
= (b,a)a + (b,b)a + (a,2)b + (a,b)b .
(8,b) = 2+=2 + 2+1 + [+2 =0 (a,a) = 9 (b,b) = 9,

dus

Al@ +b) =9a+ 9 =9(a+bh).
a + b is eigenvector met eigenwaarde 9.

De nulruimte van A is de verzameling van alle x z& dat
Ax = (b,x)a + (a,x)b = 0 .
2, b zijn onafhankelijk; dus moet (b,x) = 0 en (a,x) = 0 zijn.
Hieraan voldoen de vectoren x loodrecht op a en b, d.w.z. de nulruimte is:

X =paxb=p(,-2,2)

De beeldruimte is een deelruimte van de ruimte opgespannen door aenb,
immers Ax = (b,x)a + (a,x)b.
De dimensiestelling geeft: dim(beeldruimte) = 3 - | = 2; dus beeldruimte:

X=2ia+u .



|ax |

|(by2a + ub)a + (a,ha + pb)b|  |9ua + 92b|

| x|

|Aa + ub|

|
9{(ua + Ab,ua + Ab)}?

Ta+ 'ﬁg‘]‘ =

1
- 909w + 9a%}? _

{(Aa + ub,Aa + ub)}?

— 9 .
{9x2 + 9y2}2

D671




Herkansingstentamen juni 1971 .

1. Bepaal de oplossing van de differentiaalvergelijking

yu - 2yv - 3y = e"2X

die voldoet aan
y(0) =0 en 1lim y(x) =0 .

Xro

2. Bepaal voor alle reele k > 0 de reéle oplossingen van de differentiaalverge-
lijking

y' + y = sin kx .

3. Gegeven is de reeks
® 2n+]
X

Z 2n + 1 °
n=]

i : Voor welke reele waarden van x convergeert deze reeks?

ii: Bepaal voor deze waarden van x de som van de reeks.

4. Stel de vergelijking op van het oppervlak dat ontstaat door de rechte
x= (2,3,1) + 2(1,0,1)
te wentelen om de rechte

x = u(l,1,1) .

5. Bereken

o«

J X 105 X ix .
(x2 + 1)2

1

6. Bereken de inhoud van het gebied in R3 dat wordt bepaald door

x2 + y2 <2
2
2

Sy £x .
0 22 X

%2 <
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7. In R3 is een vector a = (1,1,1) gegeven.

De lineaire afbeelding A van Ry in Ry wordt gegeven door

Ax = 2x - (x1 + X, * x3)ﬁ (waarin x = (xl’XZ’XB)) .

i : Bewijs dat a een eigenvector is en bepaal de bijbehorende eigenwaarde.
ii : Bepaal de overige eigenwaarden en eigenvectoren.
iii: Bepaal de matrix van A.

iv : Bewijs dat de nulruimte van A uitsluitend uit de Véctoflg bestaat.

Oplossingen Herkansingstentamen juni 1971

1. Substitutie van y(x) = et levert als karakteristieke vergelijking:

t2 -2t -3=(t+1)(t-3)=0 met t, = -1, t, =3 .

De algemene oplossing voor de homogene vergelijking is dus:

Yhom ~ ae * + be3x

Om een particuliere oplossing te vinden nemen we:

-2x
ae

y(x)
y'(x)
y'(x) = hae 2%

2x

- 2ae

y"(x) - 2y'(x) - 3y(x) = (4a + 4o - 30c)e—2x = e als o =

De algemene oplossing is dus:

-x 3x

y(x) = %_e-Zx + ae + be .

Gevraagd wordt een oploséing met y(0) = 0 en lim y(x) = 0. Dit geeft
X->00

y(0) = %-+ a+b ;




O-als b=0
lim y(x) = lim (% e—2x + ae * + be3x) =.¢ +® alsb >0..
X-roo X>o0 - ® als b-<
Hieruit volgt: b = 0 en a = —-% . De gevraagde oplossing is dus:
_ 1 -2 1 -x
y=xe —Te .

2. De karakteristieke vergelijking is

2

t“+ 1 =(t+1i)(e-1)=0 met t, =i, t, = -1 .,

1 2
De algemene oplossing van de homogene vergelijking is dus:
y(x) = ae'® + be **  met a en b complex.
De algemene vorm voor de reele oplossingen is:

y(x) = o sin x + B cos x met o en B reeel.

Bij het zoeken naar een particuliere oplossing hebben we te onderscheiden
tussen de gevallen: k = 1 en k # 1.
I Stel k = 1: y" + y = sin x. We proberen nu als particuliere oplossing:
y = Ax sin x + Bx cos X
1"t

y" = - Ax sin x + 2A cos x - Bx cos x - 2B sin x

y"' +y = 2A cos x - 2B sin x = sin x .,

We moeten dus A ; 0 en B = -} nemen.
II Stel k # 1; probeer als particuliere oplossing:
y = A sin kx + B cos kx
y" = - Ak? sin kx - Bk® cos kx

= (1 - k®){A sin kx + B cos kx} = sin kx .

<
+
<
|

Nu moet A = ———— en B = 0 zijn.
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Samengevat:

k = |; algemene oplossing: y = g sin x + B cos x - ix cos X, o en B reeel.
k # 1; algemene oplossing: y = o sin x + B cos x + ——l———»sin kx, o en B
1 - k2 reeel.

1}
(a»]

Opmerking. Er is geen aanleiding k als apart geval te behandelen.

X2n+l
3. i. Stel mr T Y dan geldt
e | . o 2n + 1 2
1 — = lim 2n’+ 3= X .
n->» Iunl n-rw
Dus
'E x2n+1 convergeert (absoluut) voor x% < | of |x| < 1
n=1 20 % 1 divergeert voor |x1 > 1
Randpunten:
o x2n+] ot 1
x =1 22n+]—22n+1
n=1 n=1
L, L > 0; E L divergeert, dus E 1 divergeert.
2n + 1~ 4n ? n ’ £ 2n + 1
n=1 n=1
£ 2n + 1 S0 2n + 1 L 2n + 17 °
n=1 n=1 n=1
Tl . I 1 . o
Z o T T divergeert, dus Z ( Eﬁrfr—r) divergeert ook.
n=1 n=|
Samenvatting:
© x2n+1
Voor |x| < 1 convergeert Loy T absoluut;
n=1
® X2n+1
voor le 2 | divergeert Z e

n=1




4.

3 5 7 2n+1
s = X X X X
11. S = 3 + B + Vi L T + cee
2
S' = x2 4+ xt+ L+ x2n T S
: 1 - %2
dus
2
S(x) = [ X dx = J dx J dx = } [J ]dx + J dx ] -x =
2 - X 1 + x
1 - x 1 - %
=%log}iz-x+c;
x = 0 geeft S =0, dus C = 0.
] + x
- 1 -
S(x) = ; log 7— ~ % -
De bol om (0,0,0) als middelpunt en door (2+X,3,1+}X) heeft als vergelijking:
(1) 2+ 32+ 22 = 2+ 22+ 9+ (1 +A1)2=2x2+6x+14.

Het vlak V door het punt (

vergelijking:

(2) 6 +

X+y + 2z

X+y+tz

2+X,3,1+)) loodrecht op &: x = u(l,1,1) heeft als

Invullen van A = 5

of
x2 + y2 + 22 -

|

x log x

ax

i Jlog x d(x

X

1dx
1 + x2

2x .

~ 6 in (1) geeft het gevraagdé oppervlak:
(x+y+2z-6)2+3(x+y+z-6)+14
Xy — 2xz - 2yz + 6x + 6y + 6z - 28 = 0 .

3 J(x2 + l)-2 log x d(x% + 1) =

z+])-1=_%1ﬂ_x_+%[____l.___idx‘
1 + %2 x(1 + x2)

log|x| - 4 log(l + x%) + C .
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J x log x dx = lim [- } log N + 1 log N 1 +0-14 log R
(x2 + 1)2 N-roo 1+ N L+ N2 2

~0+0+0+4{log2=1}1log2.

6. Het gebied wordt bepaald door

(0 x2+y252
(2) 0 <y < x?
(3) 0 <z <x?2,

Uit (1) volgt: —vV2 < x < /5; -¥2~x2 <y < V2-x2,
Uit (2) volgt: 0 <y en y < x2,
Samengevat: als ]xl £1l,dan 0 £y < x2,

als 1 < |x| /2, dan 0 s y < V2-%2,

Vanwege de symmetrie t.o.v. het YZ-vlak kunnen we ons tot het eerste octant

beperken. De integraal wordt dus

2 g2 T VIRE 2

_ 1 X .
2 J dx J dy J dz + 2 f dx J dy J dz =
0 0] 0 | 0 0
1 V2
=2 J xtdx + 2 J x2V2 - x2 dx .
0 1

Om

3

J x2V2 = x2 dx = I
1

uit te rekenen stellen we =t, dx = /f'dt, de grenzen x = | en v2 worden

X
2

—
t = §v2 en 1. Dus
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!

I= J2t2V2—2t26dt=4 J
1
2

1
t2/] - t2 4t
V2 V2

Stel t = sin ¢; V1 - t2 = cos ¢, dt = cos ¢ d¢. Dan wordt

r T
2 2 m
I =4 J sin?¢ cos2¢ d¢ = J sin?2¢ d¢ = i f sina da = 4 %—= %
r I r
4 4 2
De inhoud wordt dus
* 1 T_2_ T
i 23—+2~8-—3-+4.
1
7. 1. Aa = 2a - (1 + 1+ ])E =-a
dus a is eigenvector met eigenwaarde -1.

ii. Gevraagd worden de eigenvectoren die onafhankelijk zijn van a. Zij x

zo'n eigenvector, dan geldt:

Ax = Ax = 2x - (x1 + X, + x3)§

of
2 - A)E - (xl + X, + x3)§ =

=]

Uit de onafhankelijkheid van x en a volgt dan

1) A= 2

2) X, + X, + x., =0.

Dus de eigenvectoren die onafhankelijk zijn van a hebben eigenwaarde 2
en liggen in het vlak V met vergelijking X+ Xy + x5 = 0, of in para-

metervoorstelling:

x = A(1,-1,0) + u(0,1,-1) .

iii. A(1,0,0) = (2,0,0) = (1,1,1)
A(O’I’O) (09230) - (1’]’])
A(0,0,1) = (0,0,2) ~ (1,1,1)

(l,—],‘l)
(—1’1,-])
(-1,-1,1) .



\ . De matrix van A is dus

iv. Uit ii blijkt dat er geen eigenvector met eigenwaarde 0 voorkomt, dus
de nulruimte bevat enkel de vector 0.

Men kan ook rechtstreeks nagaan dat aan Ax = 0 uitsluitend door x = 0

wordt voldaan.




Examen/tentamen januari 1972

a) Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

T A X

y'™" - 3y" 4 b4y = e

b) Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

AR

y n —y=0
en daarna de oplossing die voldoet aan

lim y(x) = 0, y(0) =1 en vy'(0) =1

Xy

a) Bereken

log(l + x?) - x% cos x

lim
x>0 (arctan x - x)2

b) Gegeven is de reeks

n+ 2 n
X .
n + |

o8

n=0

1) Voor welke reele waarden van x convergeert deze reeks?

2) Bepaal voor deze waarden van x de som van de reeks.

Gegeven is de lineaire afbeelding A van R, in R3 met matrix

3
2 1 -3
12 -3 .
1 -2

Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenvectoren.

(= )
N N e

joe]

[0]

o

']

B,

[p}

d) Geef de meetkundige interpretatie van de lineaire afbeelding A.

e) Ga na of A een inverse heeft.

parametervoorstellingen voor de nulruimte en beeldruimte van A,

. . . .
n x geldt: Ax - % is een lineaire combina

12
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4. a) Bepaal
oo

? i ' J arctan x
(1 + x)3

dx .
0

b) Bereken de inhoud van het gebied in Ry dat wordt bepaald door

0 52z < cos xcosy

0 <y <% sin x

[T T

0 £x £

Oplossingen Tentamen januari 1972

tx

1. a) Eerst de homogene vergelijking y'' - 3y" + 4y = 0. Stel y = e 7; de ka-
rakteristieke vergelijking t3 - 3t2+ 4 = 0 geeft ty = -1, ty, 5= 2.
bd
Oplossing:
_ -X 2x 2x
y = Ale + Azxe + A3e
In de inhomogene vergelijking proberen we y(x) = axe-x; dit geeft
y" = 3y" + 4y = 9ae *; dus y(x) voldoet als a = % .

De algemene oplossing wordt:

B -X 2x 2x ., 1 _ -x%
y = Ale + Azxe + A3e + g xe .

b) Stel y = etx. Karakteristieke vergelijking t3 - 1 = 0 met t, = 1,
ty == 4+ 1iv3, ty = - } - 1iv/3. Complexe oplossing:
- 14 —ly =1
y = Alex + Me %xeﬁlx/§‘+'k33 2%y dix/3 ;

reele oplossing:

y = A’ + e 2X o5 1x/3 + u3e_

Db

1 % sin ix/3

met Al, Hy» U3 reéel.

De bijzondere oplossing vinden we als volgt:
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Daar lim y(x) = 0 moet A= 0 zijn. Uit y(0) = Ay * Hy volgt Wy = | en
X0
uit y'(0) = = ju, *+ %u3/§.volgt Hy = Y3, Dus de gevraagde bijzondere op-

lossing is

-1 -l
y = e 2% cos 1x/3 + V3 e ¥ sin {x/3 .

b4 6 . b 6
2 X D S 2 X . X
28 o U2 Xo === F 3= .0 X Tt
lim log(l + x%) X7 cos X _ q.o 2 3 5 .. 2. 4!
x>0 (arctan x = x)? x>0 (x - §3 + §5 o= x)2
(l-— l—OXZ + hogere orde termen
. 3T 7% , 21
= 1lim =‘§'—,
x>0 = x5 + hogere orde termen

9

le. Als x = 0 dan convergeert de reeks. Stel x # 0. Dan

. (a+3)/(@+2) |x[M
11m T+ 2)/('[1 " ]) |Xln = ‘Xl ’

n->o (

zodat volgens het convergentiecriterium van d'Alembert de reeks conver=
geert voor |x| < 1 en divergeert voor |x| > 1.

n+2|xln=n+2

Als |x| = 1 dan P P

+ 1 als n + ©; dis lim a_ # 0. Bijge-
n->e n
volg is de reeks divergent als |x| = 1.

Conclusie: de reeks is convergent slechts als ]x| < 1.

(2]

+ 2 T + 1+ :
2e., S(x) = Z. 2 T < = % y 2 m % X ! als x # 0 .
n=0 =0
Stel
o n+ 2 n+l
T(x) = z n o+ 1 ’
n=0
dan
@ o n+l
j T(x)dx = ) L ™2 . c=x e N
n + 1 . n+ i
n=0 n=0

- x log(l - x) + C.



e

b)

c)

Dan
T(x) =4 (= x log(l - x)) = - log(l - x) +
dx ‘ 1l - x°?
dus
_ 1 - 1
S(x) = % log(l X) + = als x # 0 .
- 2 4 o -
S(x) = 2 + TXF TX L, dus S(0) = 2 .,
Andere manier: T'(x) = Z (n + 2)xn = é-( Z n+2)' enz.
n=0 n=0
2=A | -3
| 2= -3 =A3—2A2+;\—0, als A =0 of A = |
I 1 -2-A
Eigenvectoren bij A = 0: X =p(1,1,1)
bij A = 1: X = 0(3,0,1) + 0(0,3,1) (alle vectoren in het

vliak x + y - 3z = 0).

De nulruimte bestaat uit alle vectoren x zo dat Ax = 0, of anders ge~
schreven: Ax = O+x. We zien aldus dat de deelruimte der eigenvectoren bij

A = 0 de nulruimte is: x = p(1,1,1).

De beeldruimte wordt opgespannen door de kolomvectoren van de matrix.

Zoek hiervoor een basis:

2 1 2 1 2 1 30 30 1
e R R I Loof " -1 1 o) lo 3
0

-3 -3 =2 | S

dus beeldruimte = ruimte der eigenvectoren bij A = 1,
Stel x = (x,y,z). Dan

Ax = (2x +y - 3z, x + 2y = 3z, x +y - 2z)

s

dus

AX - x = (x+y -3z, x + y =3z, x+y -~ 3z) =

(x + y - 32)(191’1) .




4,

d)

e)

a)

Uit c¢) volgt dat de verbindingsrechte van de punten X en Ax evenwijdig is
aan de vector (l,1,1). Samen met b) levert dit de meetkundige interpreta-
tie: A is een scheve projectie in de richting (1,1,1) op het vlak

x +y - 3z = 0.

De beeldruimte is niet de gehele R3; A is singulier. Bij een singuliere
afbeelding bestaat geen inverse.

J 2retan X g4y = - ) Jarctan xd — =
(1 + x)°3 (1+x)?

= - } arctan x S S y J N S d arctan x =

(1 + x)? (1+x)?2
-1 f
_ 3 arctan x vl J | ax .
(1 + x)2 (1 + x)2(1 + x2)
Stel
1 - A + - “B __ 4 Cx +,D s

(1 + x)2(1 + x2) X + 1 (x + 1)2 x2 + 1

dan

Alx + 1)(x2 + 1) + B(x2 + 1) + (Cx + D)(x + 1)2 = 1|

Door achtereenvolgens x = -1, x = i en x = 0 in te vullen vinden we:

B=4,C=-},D=0en A= 1}. Dus

j 2x =} loglx + 1| - 4 —— -} logGx2 + 1) + C =
(1 + x)2(1 + x?)
1)?2 1
=llo (X+ - +Co
4 gx2+1 2(x+])
De gevraagde integraal is dus
— 1 2 P

lim [ 3 arctan x +.% log (x + 1) _ 4( !+ ])1 -

po (1 + x)2 x2 + | X 0

- 1im (Ciarctanp 1'108 (p + N? 1 + 1 =1

b+ 1) 4T

4
pro (1 +p)2 | p? + I
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b) Als G voorstelt het gebied in het X,y-vlak

0 £y <= sin x

0 £ x <

[N I Y

dan is de inhoud

T o,
- = sin x
oo
I= JJ cos x cos y dx dy = J cos x dx J cos y dy =
G 0 0 |
z m
2 2 ‘
= cos x sin (£ sin x)d =2 [ o & i )d(£;8“ ) =
x 5 sin x)dx = = J sin(3 sin x)d(3 sin x
0 0
: x
3 2

=2 | cos(l sin x) -2
" 2 o T *
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Herkansingstentamen januari 1972

1. Bepaal de oplossingen van de differentiaalvergelijking

yu - 2y| +y = 2eX
die voldoet aan y{(0) = 1 en y'(0) = 3.
2. Gegeven is de reeks
T 1 1 -2xn ..
nzl ;‘(T—:—;j) (x is reéel).

a) Bepaal de waarden van x waarvoor deze reeks convergeert.
b) Bepaal de som van de reeks in het convergentiegebied (behalve in de rand-

punten).

3. In R3 is een lineaire afbeelding A gedefinieerd door

A(l,1,1) = (2,2,2)
A(]’O’]) = (19291)
A(0,2,-1) = (2,-1,1) .

Bepaal de matrix, de eigenwaarden en de eigenvectoren van A.

4, In R3 is een afbeelding A gedefinieerd door
A(x,y7,2) = (X,2,V) voor alle x = (x,y,z) .

a) Bewijs dat de afbeelding lineair is en bepaal de matrix van A.
b) Bewijs dat de meetkundige betekenis van A een spiegeling is t.o.v. een

vlak en bepaal de vergelijking van dat vlak.

5. Bepaal de vergelijking van de kegel met top (0,0,1) en richtkromme

{'xy = |
X+y+z=2
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6. a) Bepaal

fsin x sinh x dx .

b) Zij

Leid voor n = 2 een reductieformule af voor In' Bepaal daarna 13.

7. Bereken

—
[a 9
td
—
=
(]
<X
[2 9
<
+
—
[o
»
—
[
1]
%
o
<

Oplossingen Herkansingstentamen januari 1972

l. De karakteristieke vergelijking is t2 - 2t + | = 0 met ty. o = 1. Dit geeft
’

als oplossing van de homogene vergelijking

y = Axex + uex .
Nu de inhomogene vergelijking. Als y(x) = ax?eX, dan y' - 2y' +y = 2ae%.
Dus y(x) voldoet als a = 1. Algemene oplossing:

X
y = Axe” + uex + x2e%

De gevraagde bijzondere oplossing vinden we als volgt: y(0) = u, dus u = 1;

y'(0) = XA + u, dus A = 2. Gevraagde oplossing:

y = 2xe® + ¥ + xzex_.
2. a) Als x = } is de reeks convergent, als x = -1 niet gedefinieerd. Als
x # 4§,-1, dan
Y+l ) 1 - 2x,2
liml-i-—|= —_ X <1¢_>(________>_<_) <le>x(x-2)<0e0<x<2.
u 1 + x 1 + x
n> n

"




b)
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Evenzo

|1 - 2X;

T = I <= x <0 of x> 2.

Le reeks 1is dus volgens het convergentiecriterium van d'Alembert conver-
gent als 0 < x < 2 en divergent als x < 0 of x > 2 (x # -1).
x
Als x = 0 staat er de divergente. reeks z %
n=1
Als x = 2 staat er de alternerende reeks Z %(—l)n die convergent is, om-—

dat de termen in absolute waarde monotoon naar O gaan.

Conclusie: de reeks is slechts dan convergent als 0 < x < 2.

Als 0 < x < 2:

% 1,1 - 2xn
sG) = [ 5 G
n=1
1 - 2x
Stel Tr R - Y dan
v o1 n
L 5y == logl -y,
n=1
dus
_ _ 1 - 2%y _ 1 + x

A(1,1,1) = (2,2,2) A(l,1,1) = (2,2,2)
A(1,0,1) = (1,2,1) ~ A(0,-1,0) = (-1,0,-1) ~
A0,2,-1) = (2,-1,1)  A(0,2,-1) = (2,-1,1)
A(1,0,1) = (1,2,1) A(1,0,0) = (1,1,0)
~ A(0,1,0) = (1,0,1) ~ A(0,1,0) = (1,0,1)
A0,0,-1) = (0,-1,~1)  A(0,0,1) = (0,1,1) .

De matrix van A is dus



i

T I L
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De eigenwaarden volgen uit

I-x 1 1 Ay =
T - Il l==23+222+x-2=0": Ay = -

- = 2
0 1 1= Ay

Dit levert als eigenvectoren:

bij A = 1: x = p(1,0,~1)
bij A= -1: x = 0(1,-2,1)
bij A = 2: x = p(l,1,1) (zie het eerste gegeven).

a) Stel x; = (x),¥,52)) en x, = (%,,¥,,2,), dan

b)

Ay %) = Alxy + 355 7 +yy, 2) * 2y) =

(k] + X5, 2) *+ 25, ¥, *+5,) = A(x)) + A(x,y)

en
A(}\}_(]) = A(AXIQXYI’XZI) = (>\X1,>\Z],>\Y1) = )\A(}_Cl) -

A heeft dus de twee kenmerkende eigenschappen van een lineaire afbeelding.

A(1,0,0) = (1,0,0) 1 0 0
A(0,1,0) = (0,0,1) , dus A= 10 0 1
A(0,0,1) = (0,1,0) 0 1 0

De werking van A op de basisvectoren (zie a)) suggereert dat A een spie-

geling is t.o.v. het vlak y = z. Dit bewijzen we als volgt:

(1) Voor een willekeurige vector X = (a,b,b) in het viak y = 2 geldt:
Ax, = x,.

(2) Voor een willekeurige vector

Ix

5 = (0,c,—c) loodrecht op het vlak
y = z geldt: A§2 =X,

(3) Elke vector X in R3 is te ontbinden als x = X + %, met x, in het
vlak y = z en X, er loodrecht op. Dan geldt: Ax = Agl + A§2 =X T X,
Dit betekent dat A een spiegeling is t.o.v. het vlak y = z,




5. Een lijn door de top
(*) X=X, y=iv, z=1+)2w
snijdt de richtkromme in een punt S als

Aé uv = 1 en Xs(u + v +w) =1

Dus moeten u, v en w voldoen aan de. (homogene!) vergelijking
= 2
uv = (u + v + w)< .

Dit betekent (zie (%)), dat x, y en z van een punt van het oppervlak moeten

volcoen aan () valt weg)

Xy = (x+y+ 2z - 1)2 .

6. a) Jsin x sinh x dx = [sin x d cosh x = sin x cosh x,—~jcosh x d sin x =
= gin x cosh x - Jcos x cosh x dx = sin x cosh x - jcos x d sinh x =
= sin x cosh x — cos x sinh x + Jsinh‘x d cos x =

= gin x cosh x = cos x sinh x - Jsin X sinh x dx .

Dus
Jsin x sinh x dx = i{(sin x cosh x - cos x sinh x) + C
i - _ —v2
b) In = -4 J e X a ] d(- x2) =-1 j X l de * =
0 0
o1 2P T2
= lim E—%xn I e ] + 4 J e ¥ ax" .
preo 0 0
- 2 -
==} lim p" ]/ep + %On ! eO + i{n - 1)I -
P> n
Hierin is lim = Q0 en On—] =0 (want n 2 2). Dus
p—)OO
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Hieruit volgt:
o) -}
f S— - 2P
I,=1, = J e x dx = - § j e d(= x2) = lim E-%e X J = 1
0 0 | poe 0

. Het gebied G, waarover geintegreerd wordt, wordt begrensd door de y-as, de

rechten y = | eny = 2 en de grafiek van y = ke

-]

G

<

dx dy .

Om I te bepalen integreren we in horizontale tepen:

2y x 2 Yix
ede“dey J eyd‘f“

13

L}
]
Ny
o,
<
Sy,
-

i
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Prceftentamen maart 1972

Bepaal voor alle reéle waarden van o de algemene reele oplossing van de dif-

ferentiaalvergelijking:

y"l + yu _ 0('2yl - a2y =0

Gegeven is de differentiaalvergelijking:

m =X

y'"ryt Hyl 4y = 2e

a) Bepaal de algemene reele oplossing van deze differentiaalvergelijking.
b) Bepaal ook de reele oplossing waarvoor

(o]

J y(x)dx = 4 ,
0

Bepaal

sin x - X cos(%-x/g)
lim .
x>0 x{log(l + x2) - arctan(x?)}

Geef met behulp van standaardreeksen de eerste drie termen van de macht-—

reeksontwikkeling in x van de functie f gedefinieerd door

f(X) - arctan x .

(1 + x2)eX

Gegeven is de reeks

(o]

I (o DGEDT.

n=0 z -

\

a) Bepaal alle complexe waarden van z waarvoor deze reeks convergeert en al-
le complexe waarden van z waarvoor deze reeks divergeert.
b) Bepaal van deze reeks de som voor die reele waarden van z waarvoor de

reeks convergeert.
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6. Gegeven is de reeks

1

) 10g(e; - %)

n=1

Onderzoek of deze reeks convergent dan wel divergent is,

Oplcssingen Proeftentamen maart 1972

1. Stel y = etx, Karakteristieke vergelijking:

t?+t? -a?t -0 =0 of (t+ 1)(t2-0a2) =0: ¢, = -1, ty = *o, tg = o .

Dus de oplossing is:

y = A,e o e™ s ae *

9 3 als a # 0, a # 1, a # -1 3

y = Ale + AQ + A3x als a = 0 ;

y=Xe X+ Axe X+ re’ alsa=+ 1 .

1 2 3
2. a) Eerst de homogene vergelijking. Stel y = et X, Karakteristieke vergelij-
king:
t3+ 2+t +1=0 of (t24 1)(t +1)=0:¢t, = -1, t, =i, t, = -i

De complexe oplossing
y = re ® 4+ uelx + ve ¥

levert als reele oplossing:
y=2Xx X4+ p cos x + 0 sin x (A, p, O reéel).

Nu de inhomogene vergelijking. Als y(x) = cxe ¥, dan y" + y'+y' +y =
= 2ce *. Dus y(x) voldoet als ¢ = 1.

De algemene oplossing is dus:

y(x) =xe* + 2 *+p cos x + 0 sin x (>, p, 0 reeel).




b)
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f -t -t -t . ‘
y(x)dx = - te - e - e +psint-ogcost+ 1]+ X +0.

Neemt men hierin t = kr, met k -~ =, dan heeft wel - t:e_t - e_'t - Ae_t

n
[e]
.

een limiet (nl. 0), maar o cos km = o(—l)k niet, behalve als ¢

Everzo blijkt met t = iy + km dat p = 0 moet zijn wil

t
lim J y(x)dx

£

bestaan.

M.a.w. all€én als p = ¢ = 0 bestaat de oneigenlijke integraal

0

J y(x)dx ,
0

en heeft dan de waarde 1+ ). Uit het gegeven volgt nu A = 3. De gevraagde

opleossing is dus

~X =X
y = xe + 3e .

sin X — X cos % xv3
lim =

x>0 x{log(l + x%) - arctan(x?)}

X_'3'T+'5'T+ eee — x(1 ‘-—i-r—"' Al + ..l)
= lim : d : . -
L [S) 6 )
0 2 - %— + %— cee = %2 +-§— + o)

(17-- —-l---,—)x5 + hogere orde termen
l' 5. 9.40 —
im : = -
x+0 - ix° + hogere orde termen

]
135 °

e id



s
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1 + x?
2 3
- X X
e =]—x+2—!—_§—!—+...o
Lus
arctan x _ (- % - 1)x3 + (% + % + Dx5+ .., =
1+ x2
4 3 23 5
- — + —= + ...
¥m3X 15 =
en
arctan x _ 2

X - x° + (%-— %)x3 + ... =x - x2 - g-x3 +
(1 + x2)e*®

5. a) De reeks is niet gedefinieerd als z = 1.

Als z = 0 is de reeks convergent. Stel z # 0. Stel p f { = W. Daar

,n+l

lim (n_+ 2)|w

nr» (n + l),w,n

|w]

volgt uit het convergentiecriterium van d'Alembert dat de reeks conver-
geert voor |w| < 1 en divergeert voor |w| > 1,

Als le = | dan lanl *> ® als n > =, zodat de reeks dan divergeert.
Conclusie: de reeks convergeert slechts als le <1, diw.z. als

lz| < |z - 1]. Dit is het geval als Re z < } (links van de middelloodlijn
van (0,1)). Ook voor z = 0 geldt Re z < 4. Dus de reeks convergeert als

Re z < {, divergeert als Re z > i enz # 1, en is niet gedefinieerd als
z =1,

b) Stel z is reeel en zodanig dat de reeks convergeert, en y = . Als

=]

S(y) = J (a+ Iy*,
n=0

dan




(S(Y)d}’= J vl ec=ysy2eyise v c=—L s
J n=0 ]—y
Er volzt dat
|
S(y) = = (z - 1)? .
(1 -y)2
1
6. el = | +-% P B + e
2 3'n3
dus
1
en—%=l+—.1__.+l + . .
2n?  3!'n3
1
u = log(en - l) = log(l + IR + i)
n n

2n? 3!n3

+ ... = p, dan is 0 < p < | en dus geldt voor u = log(l+ p):

m?2  3!n3
2 3
0 < u, =p- %~ + %— = vve <D,
dus
0 < un < ! + ! + ! + ... < ! + ! + ! t oaee ==,
2n- 3'n3 4!nt 2n2 4n? 8n2 n?

‘ . . 1

z u, 1is dus een reeks met positieve termen, waarvoor u, < dus een con-
2
n-

vergente reeks.
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Examen/tentamen juni 1972

1. a) Gegeven is de differentiaalvergelijking

(2] v -X

y" = 2y" + y' = xe

Bepaal de oplossing die voldoet aan lim y(x) = 1.
X>rx

b) Gegeven is de reeks

Z (z - l)elnz .
n=1

Onderzoek voor welke complexe waarden van z de reeks convergeert en voor

welke complexe waarden van z de reeks divergeert.

2. a) Bepaal

1
x S
e?® - 1x2 - /T + sin x

sinh x - x

lim
x-0

b) In Ry is gegeven de cirkel

Bepaal de vergelijking van de kegel die het punt (0,0,1) als top en de
gegeven cirkel tot richtkromme heeft.

Bepaal daarna a zodanig dat de rechte
X = (1,2’0) + U(_]’Z’-])

aan de kegel raakt.

3. a) Bereken

1
Jx2—2x+1
% xV1l - x2

b) Zij G het gebied in het (x,y)-vlak gegeven door

dx .

x20,y20enx+y=<1,
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Bereken

([ dxdy
iz

4, In R3 is gegeven de vector u =-% Y3 (1,1,-1).

Zij A de lineaire afbeelding van Ry in zichzelf, gedefinieerd door
Ax = 2(u,X)u - x .

a) Bewljs dat A orthogonaal is.

b) Bewijs dat A2 = 1 (I is de identieke afbeelding).

c) Bepaal de eigenwaarden van A met bijbehorende eigenvectoren.
d) Bepaal de matrix van A.

e) Geef de meetkundige interpretatie van A.

Oplossingen Tentamen juni 1972

1. a) Eerst de homogene vergelijking y"' = 2y" + y' = 0. Stel y = e ",

Karakteristieke vergelijking:

t3 - 2t2+t=0 of t(t-1)2=0 mett, =0, t =1.
] 2,3

De algemene oplossing van de homogene vergelijking is dus

y = A]ex + Azxex + A3

Nu de inhomogene vergelijking. Als y(x) = (ax + b)e_x, dan

y'" o= 2y + gy = - Laxe © + (8a - 4b)e_X .
Dus deze y(x) is een oplossing als - 4a = | en 8a - 4b = 0, dus als
a=-!enb =-}. De algemene oplossing wordt:

y = (- ix - %)e—x + Klex + >\2xex + X3 .

Voor de bijzondere oplossing moet gelden dat lim y(x) bestaat en gelijk
X~>roo

is aan 1. Dit kan slechts als X, = Ay = 0 en A3 = 1:

y(x) = (= jx= Pe ™+ 1,
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b) De reeks is convergent voor z = 1. Als z # 1 dan geldt:

2. a)

i 1 . . \
|z - ]||elz(n+ )| _ |elz| _ |e1(X+ly)| =Y

|z = 1]|e™*?]

wanneer we stellen z = x + iy. Volgens het convergentiecriterium van
d'Alembert convergeert de reeks als eV <1
hij als e Y > | (dus y < 0).

Als |eizl =e’=1lenz# 1, dan |an| = I(z - 1)e

(dus y > 0), maar divergeert
AL 2= 1], dow.z.

lim a_ # 0, zodat de reeks dan divergeert.
n->r« n

Conclusie: de reeks is slechts dan convergent als y = Im z > 0 of als

z =1,
1 1 5 1 .3
1x 7* 7* gX
et =l gt Tt e s
3 1 3
: = X 1 X
VY1 + sin x = [1 + (x--3—3-+ 1P = +—2—(X—T-+ cel)
1 i 1 1 3
(- 5 3 2 F5C=xEF 3 3
+2 '2 (x-i,-+... +2 2, z (x-—z{—,-+...) + ey
. 3. . 3.
3 5
sinhx=x+3—!—+—5-?-+....
Invullen in de uitdrukking in kwestie geeft:
L os1la,1 3 o o1 L1 3 12 _3 .3
] l+2x+§x +mx + .. 57X 1 —2-x+—17x +...+§x + ... gx + ...
lim 1 =
x>0 x+—6-x3+...-x
(-1—— + _3 yx3 + hogere orde termen
. 48 12 148 1
= lim . =7
x>0 3 x3 + hogere orde termen
1 1 3
JEPED 3
(De term T (x - 3‘7"" +++) 1in de reeksontwikkeling van

Y1 + sin x mag niet vergeten worden!!)
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2. b) Zij P = (p,q,r) een punt van de richtkromme. Dan

(1) - p2 + q% = a? en

(2) r=20.

Parametervoorstelling van de lijn door P en de top is

x = (0,0,1) + A(p,qst=1). Dit geeft de vergelijkingen:

(3) X = Ap
(4) y = Aq
(5) z=1+Ar-1) .

Eliminatie van A, p, q en r uit (1) t/m (5) levert:

x2 + y2 = a2(l - z)2 .

Snijding van de rechte en de kegel geeft:

(1 - w2+ 40+ )2 =221 +uw)?,
of .
(a2 - 5)u2 + 2(a2 - 3)p+ a2 -5=0.

Er zijn twee samenvallende snijpunten als a? # 5 en de discriminant
4(a? - 3)2 - 4(a? - 5)2 = 0, wat het geval is als a2 = 4. (Als a = + V5
is de rechte evenwijdig aan een beschrijvende van de kegel zodat er dan
€én snijpunt is dat geen raakpunt is.)

Conclusie: de rechte raakt aan de kegel als a = 2,

3. a) Stel x = sin t, dan

T r ul I
2 ) 2 2 2
I-= J sin't - 2 sint * | dt = [ sin t dt - J 2dt + J = dt =
sin t sin t
1 . ' .T"- T i
6 6 6 6
T
: 2 2 i
= (= cos t - 2t + 1og|tan %t| = /3 - 3T - 1og|tan wa .
m
e



b)

4, a)

b)

Ga over op poolcoordinaten. Het grenslijnstuk x + y =1 (x =20, y 2 0)

van het gebied G wordt dan:

1 T
= < < -
= Sin ® + cos © (0 =<9= 2) ?
zodat
L 1
2 sin ¢ + cos ¢
|| - [
¢ Xty 0
X x
2 2
= J n l d(p = J %‘/7 d(p =
sin ¢ + cos ¢ sin ¢ cos X+ cos 9 sin 3
0 0 4 4
T
2 il
-7 | e . %/7[1ogltan<az‘°—+§)l}2=
0 sin(g + ZJ 0
31 . tan_%i
= }/2(log tan g~ ~ log tan ) = 1/2 log —_—
tan§
(=- /E-log tan %-= - /E.log( V2 - 1) =2 1og(/§-+ 1) ).

A is orthogonaal alsv(Ai,Ai) = (x,x) voor alle X. Nu is
(Ax,Ax) = (2(u,x)u - x, 2(u,Xx)u - %) =
= 4@, x)%(u,0) = 2(u,x) (u,x) - 2(u,x) (u,x) + (X,X)

Omdat (u,u) = 1, staat hier inderdaad (Ax,Ax) = (x,%).

A%x

A(Ax) = A(2(u,x)u - x) = 2(u,2(u,x)u — x)u - 2(u,x)u + X

[

4(u,x) (W,wu = 2(u,x)u - 2(u,x)u + x = x

voor alle x. Dus inderdaad A% =1,




4. c) Als de vector x niet in het verlengde van u ligt, dan kan Ax = 2(u,X)u - x

d)

e)

)
[
~J
N

alleen dan gelijk zijn aan Ax voor zekere )\ als (u,x) = 0. In dat geval is
Ax = - x, dus A = -1 is een eigenwaarde voor alle vectoren in het vlak
(u,x) = 0. Dit vlak heeft als vergelijking x + y - z = 0 en als parameter-
voorstelling x = p(1,0,1) + o(0,1,1).
Stel nu dat x wel in het verlengde van u ligt, bijv. x = tu. Dan

Ax = A(tu) = 2(u,Tu)u - Tu = 21(U,u)u - TU = TU =X .

Dus A = | is een eigenwaarde voor alle vectoren langs de as x = tu.

4(1,0,0) = 2(u,(1,0,0))u - (1,0,0) = % VIu- (1,0,0) = (- =, —g— =D

3
Analoog:
A40,1,00 = G, -3,-% en a0, =(¢3,-2, -1,
dus
N
a=x |2 -1 -2,
-2 -2 -1

De as x = tu staat loodrecht op het vlak (u,x) = 0. Uit c¢) is nu in te
zien dat A een rotatie is over een hoek 7 om de as x = tu. (Dat A een
draaiing moet zijn blijkt ook al uit det A = XIA2K3 = ]: A ig direct or-
thogonaal.)

Opmerking: De opgave kan natuurlijk ook worden opgelost door eerst de ma-
trix A uit te rekenen (deel d)), vervolgens te laten zien‘dat de matrix
orthogonaal is (deel a)) en dat A2 = I (deel b)), om daarna met hulp van

de matrix deel c¢) op te lossen. Deel e) volgt dan net als boven.
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Herkansingstentamen juni 1972

Bepaal de algemene reéle oplossing van de differentiaalvergelijking

y" -y = sinh x .

Gegeven is de reeks

P (x # ~2,-3,~4,...) .

X + n
n=2

Onderzoex voor welke reele waarden van x de reeks convergeert en voor welke

reele waarden van x de reeks divergeert.

,05

Bereken e in 4 decimalen nauwkeurig.

Bepaal de vergelijking van het omwentelingsoppervlak dat ontstaat door de

X = 2
b

te wentelen om de y-as.

rechte

. Gegeven is de lineaire afbeelding A van Ry in zichzelf met matrix

0 -2 -1
A= |-2 0 1
1 ] 0

a) Bepaal de eigenwaarden van A met bijbehorende eigenvectoren.
b) Bepaal parametervoorstellingen voor de nulruimte en de beeldruimte van A.

c) Bepaal de rang van de matrix.

Een ruimtekromme is gegeven door de parametervoorstelling

t cos t

»
[}

t sin t

tv2 .

«
]




. Los eerst de homogene vergelijking y" - y

Bepaal de lengte van deze kromme tussen de punten die corresponderen met

t=0ent =1,

Bepaal het volume van het gebied dat begrensd wordt door het oppervlak

x2 + y2 = (2 = 1)2 + | en de vlakken z = O en z = 1.

Oplossingen Herkansingstentamen juni 1972

O op. Stel y = etx. De karakte-

2

ristieke vergelijking: t“ - | = 0 geeft t = * |. De algemene oplossing van

de homogene vergelijking is dus:

y = reX + e ¥

X

Nu de inhomogene vergelijking y" -y = je¥ - le *. Als y(x) = axe® + bxe ¥,

dan y" - y = 2ae® - 2be ¥, dus y(x) is een oplossing als a = b = }. Dus de

algemene reéle oplossing is

X -x
y = Ae” + pe © + ix cosh x .

Daar

lim nx "o x| lim n = Ix| 1lim I
tin \/IESP = bl tim bRl = ) im |

=[x

n

volgt uit het convergentiecriterium van Cauchy dat de reeks convergeert voor

[x] < 1 en divergeert voor |x| > 1.

o]

Als x = 1 staat er de reeks ) ( 2 l)n die divergeert daar
n=2 o
lim (—E—;_n—-]-)n=lim-—l—]—ﬁ=l#0.
oo we (1 + " @
[+
Als x = ~] staat er de reeks Z (n _nl)n die eveneens divergeert daar
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—n.no_ ,,\n, 0 0n_ . .n 1
(n_l)_(l)(n_l) (l) (l__l_)n’
n
waarvoor de lim niet bestaat.
n->o
Conclusie: de reeks convergeert als -1 < x < 1 en divergeert als [xl = 1.
1
3. 2295 = 1 4 0,05 (0,05)% 37 + (0,05)° Tt
Afbreken na de derde term geeft als rest:
3 1 " I 5 1 -
(0,05) TT§T§'+ (0,05) T3 + (0,05) T35t -
= (0905)3 1 2 1
= T (1 + (0,05) i (0,05) 5 ves) S
< 3 1 1.2 _
=% (0,05) (1 + (0,05) Z"\“ [(0,05) Z] + L..) =
= ¢ (0,05)? ' <122107%2 < 3 10,
1 - Z-(O,OS)

Bereken de som 1 + 0,05 + (0,05)2 %T in vijf decimalen:

1,000.00 + 0,050.00 + 0,001.25 = 1,05125 .

Dit afgerond op 4 decimalen, 1,0513, geeft eO’05 in 4 decimalen nauwkeurig.

4. Stel P = (p,q,r) is een punt op de rechte. Dan

(1) p=2 en
(2) q+r=20,

Het loodvlak op de y-as door P heeft als vergelijking:
(3) y=4q.

De bol door P met middelpunt O heeft als vergelijking

Eliminatie van p, q en r uit (1) t/m (4) levert als vergelijking van het om-
wentelingsoppervlak:

2 2

n
~

x2 - y2 + ¢
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5. a) De karakteristieke vergelijking

-2 -2 -1
-2 - 1==23+41=0
1 I =

levert als eigenwaarden: A, = 0, Ay =2, Ag = -2,
Bij A = 0 vinden we als eigenvectorern: x = u(l,=1,2), bij A = 2:

x = p(1,-1,0) en bij A = -2: x = 0(3,5,-4).

b) De nulruimte bestaat uit die vectoren x waarvoor Ax = 0. Dat zijn:
x = (0,0,0) en de eigenvectoren X = u(l,~1,2), want daarvoor geldt
Ax = 0x = 0. Dus u(1,-1,2) (u =0 is toegelaten) is de nulruimte.
Alle eigenvectoren x bij A = 2 liggen in de beeldruimte: x = A(%E)s dus x

is beeld van ix. Evenzo alle eigenvectoren bij X = -2. Dus
X = p(1,-1,0) + 0(3,5,~4)
is.de beeldruimte (dimensie = 2).

¢) De rang van de matrix = de dimensie van de beeldruimte = 2.

6. Er geldt dat
Xx=cost-tsint, y=sint+tcost en % =V2.
Hieruit volgt dat de lengte % gelijk is aan:

1

- |

1
_ = 1
(2)? dt = J Ye2 + 3 dt = |[tVE2 + 3] -

/(x)2 + ()2

+
0 0 0
1 1 1
—Jtd(/t_z_:_f)=2-J tz_.dt=2—r-‘t=-2-.-j—'—§'—dt+
. R ] RN

1 1
; . I
+ 3 J 4t -, - JVt2+3dt+3[10g|t+Vtz+3[l =
40

0 vtZ + 3 0
1
=9 - J VeZ + 3 dt + 3(log 3 - log V3) =
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1
=2 + %-log 3 - J VtZ + 3 dt .
0
Dus
1
29 = 2 J/t_z—*-—Bdt=2+%log3 en & =
0

1+ % log 3 .

Opmerking. De standaardsubstitutie t

Y3 tan ¢ is hier hogal bewerkelijk.

7. Stel 0 £ h < h + Ah < 1. Het deel van het gevraagde volume tussen z = h en
z = h + Ah  (het volume van een '"plakje" met dikte Ah evenwijdig aan het

x,y-vlak) is 7((h - 1)2 + 1)Ah. Het gevraagde volume is dus

1

1
m f((h-1)2+ 1)dh=n[—l-(h—l)3+h:|

=4y
3 30

0 0
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Examen/tentamen januari 1973,

a) Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking
y" +y = 3x% + sin x .
b) Bereken

x2

- J—
lim — ! X .

x>0 cos x = /1 - x2

a) Gegeven is de reeks

(=]
n _-nx ]
z -1)" e arctan — .
n
n=]
Bepaal alle reéle waarden van x waarvoor deze reeks convergeert respec-

tievelijk divergeert.
b) Bepaal de convergentiestraal van de complexe machtreeks
o n

) n: z
aep (P+D)(T+21) o0 (T+ni)

a) Bereken

6
J Vx2 = 9
— dx .

X
3

b) Bereken het volume van het lichaam bepaald door

x2 <z < 8-x2-2y2 ,

In R3 is gegeven de vector r = (1,2,2).

Zij A de lineaire afbeelding van Ry in zichzelf, gedefinieerd door
1
Ax = g (x,D)r .

a) Bewijs dat A2 = A,
b) Bepaal de eigenwaarden van A met de bijbehorende eigenvectorem.

c¢) Bepaal de matrix van A.
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Zi; B een draaiing over 7 radialen om de as x = a(4,-1,-1).

d) Bepaal de eigenwaarden van de lineaire afbeelding AB met de bijbehorende

eigenvectoren.

| Oplossingen Tentamen januari 1973.

i 1. a) y" + y = 3%x%2 + sin x ()

is een lineaire, inhomogene DV. Te bepalen dus: van

y'+y=0 2

de algemene oplossing en van (1) een particuliere.

i) De karakteristieke vergelijking is A2 +1 = 0, met wortels X = * i.

ix -ix ., . . . Lo,
Dus e en e zijn onafhankelijke opléssingen van (2); hun lineaire
combinaties
ix -ix ix -ix
e’ " - e . e’ + e
- = gin x en ——s—— = ¢os X
21 2

zijn ornafhankelijke reele oplossingen van (2).

! De algemene reele oplossing is dus:

y(x) = A cos x + B sin x met A en B retel.
ii) Kennelijk is yy * ¥, een particuliere oplossing van (1) als

y, voldoet aan y"' o+ y = 3x? ' (3)

Yy voldoet aan y" + y = sin x . (4)

In (3) proberen we y = ax? + bx * c:

3x2  voor alle x ,

ax? + bx + c + 2a

dus a = 3, b =0, ¢c = -6; vy < 3x2 - 6 voldoet.

In (4) proberen we y = px cos X + gx sin x:

- 2p sin x + 2q cos x = sin x voor alle x ,

dus q = 0 en p = -3 Yo = T 31X cos X voldoet.
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iii) Combinatie geeft de algemene oplossing van (1):

y(x) = 32 - 6 - ix cos x + A cos x + B sin x , A en B reeel.

b) Blijkbaar hebben teller en noemer beide de limiet 0. Met behulp van de

standaardreeksen kan de limiet bepaald worden.

2 L 6
e -1 - x2= %T + %T + v (alle x)
<2 ozt x5
cos x = 1 - 5T + T T T + .. (alle x)
1
(-x)t = 1-Lx-gxt - xS e (x] <D,
Dit geeft

1
cos x - (1-x2)% = %-x“ + x6.g(x) ,

waarin g(x) een voor |x| < 1 convergente machtreeks is.

2 2 -

Evenzo bepaalt e -1 - x2 = x* + x8+h(x) een voor alle x convergente

o —

machtreeks h(x).

Hiermee is, voor x voldoende dicht bij O (maar # 0), gedefinieerd:

%T + x5 h(x) % + x2 h (x)
f(x) = . = .
1 xt + x6 g(x) 1, x2 g(x)
6 . 6
Dit geeft
5+ 0+h(0)
lim f(x) = T = 3.
x>0 T * 0-¢(0)

We maken hier gebruik van lim g(x) = g(0) en lim h(x) = h(0), dus van de
x>0 x-+0
continuiteit van g en h voor x = O.

2. a) an(x) i= (=)D e ™ arctan % (alle x; n een natuurlijk getal).

i)  Voor x > 0 geldt wegens O < arctan % < % < 1:

X X

a (x)]| < e met 0 < e © < 1.
n



Volgens de vergelijkingstelling is J ]an(x)] dus voor alle x > 0
oo n=1 .

convergent en z an(x) dus ook.
n=1

ii) Voor x = 0 geldt an(O) = (-])n arctan %-. Wegens arctan % > 0 is de
reeks alternerend. Bovendien daalt de rij arctan % » L= 1,2,3,,..

monotoon met limiet O.

Dus (stelling van Leibniz): Z an(O) convergeert.
n=1
Opmerking. Door vergelijking van E arctan % met
% n-_-] —]
zien dat z an(O) niet absoluut convergeert.
n=1

is in te

t o~ 8
|

iii) Bij x < 0 schrijven we
]
-nx arctan —
e n

-n" (-x) .

- NIX

an(X)

1
n
Hierin is x vast, terwijl we n - » laten gaan.

Noem -nx = u > 0, dan is

-nx u
. e .
lim = lim — = o ;
- nx u
N> ure
Verder is
1
arctan =
lim 7 =1, dus lim Ian(x)] = w ,
TI->co - no
n

d.w.z. de algemene term nadert niet tot O.

(2]

Voor x < 0 is de reeks 2_ an(x) dus divergent.

n=1]
(m+ 1! |z Uil 1+ 28]ee.ee |1 +mil _
[T+dlf 1+ 21, .1+ (n+ )il a! |z|®
(n+1)|z] _ n+l 2| = 1 Izl .

T+ @+ DIl e \/ I

(n+1)2




a)

b)

D 1.73

Dus

u
1

1 1
lz| = |z] .

lim i 2+1i =

lim ]l
n->0 n noe \ f—————— + |
(n+1)?

Volgens het convergentiecriterium van d'Alembert is de gegeven reeks dus

absoluut convergent voor |z| < | en divergent voor |z| > 1.

De convergentiestraal is dus 1.

Noem de gevraagde (n.b. eigenlijke) integraal J:

S & - i —
2 -
J=3J —-3-'-;————dx=3j—“—u—-‘—du

3 1

Voer de standaardsubstitutie u = < ] P uit. Dan geldt { < cos 9o < 1, zo-

os
dat we voor ¢ het interval 0 < ¢ < % nemen.
Voor u=11is ¢ = 0, voor u = 2 ig ¢ = %— en %B =220 ¢ | pys
¢ cos2¢
I I
3 3
- 2 . . ..
J =3 | cCOsS“Q cos o sin ¢ dp = 3 sin ¢ sif g . ,
coszw cos2 coS ¢ cos ¢
0 ¢ 0
omdat voor 0 £ ¢ < % ¢ V1o~ coszw = sin ¢ en Vcosz¢ = ces g.
I I
3 3
2 1 - cos?gp
J=3 tan“g d¢ = 3 ———*—E——— dy =
0 O‘ cos“< ¢
I
= 3 tang 3. 32 =3/3-1.
0 3

Noem het lichaam L; dan is gevraagd

[foceran.

Bij elk paar x,y waarvoor x2 < 8-—x2-2y2, dus x2-+y2 < 4, heeft men
(x,y,2) met x2 < z < 8-x2~2y2, Dat wil zeggen: de projectie van L 6p
het vlak z = 0 is
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z =0
de cirkelschijf
f 22-+y2 < 4 .

3 We gaan over op cylindercoordinaten (r,¢,z). Daarin wordt L beschreven

door de ongelijkheden

cos?p < z < 8 ~ r?(cos?g + 2 sin2gp)

4 27 2 8- r2(cos?¢ + 2 sin?g)
”Z J do jrdr J dz =
L 0 0 r? cosZg
27 2
J do J (8-2r2)r dr = 2n(16 - L+16) = 1671 .
0 0

S—
—
S
[a]
~
[N
<
[N
N
I

4, a) De afbeelding A prOJecteert X op r, want de verschilvector x - 1 (x,x)r

is 1 r: (x,r) - (x,r)(r,r) = 0 wegens (r,r) = 9. Meetkundig is dus dui-
=" = 9

delijk dat A2 = A,
Rekenenderwijs vindt men. A2 = A(Ax) = ( (x r)r) = (x r)Ar =
=gl (33,1:_)%(5,5_)5 =5 ,p)r = Ax. Dit geldt voor 1edere X in R3, dus

A2 = A,

f b) ZlJ X een eigenvector van A bij de eigenwaarde A: Ax = Ax, d.w.z.

b 9 (x,p)r = xx (x # 0).

! Er zijn twee mogelijkheden: x is voor te stellen door pr 6f x en r zijn
onafhankelijk.

In het laatste geval moet (x,r) = 0 en A = 0 zijn: elke_g L r is eigen-
vector bij eigenwaarde 0.

In het eerste geval geldt Ax = A(pr) = pr = x: pr is eigenvector bij

eigenwaarde 1.

Opmerking. Daar A een projectie op r is, zijn deze eigenvectoren en hun ei-

genwaarden ook zeer eenvoudig meetkundig te vinden.
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C) A(I’O’O)

=1 =L
AE] - 9 (El ’£)£ = 9 (1,2’2) .

Evenzo

A(0,1,0) %—(1,2,2) = 4(0,0,1) .

De matrix van A heeft de drie beelden als kolommen:

12 2

=1

A=g |2 4 4.
2 4 4

d) Men kan ter bepaling van de eigenwaarden en eigenvectoren van AB de ma-

trix van B bepalen, daarna de karakteristieke vergelijking
det(AB-2AI) = 0

oplossen en tenslotte de eigenvectoren berekenen. Dit is minder omslach-
tig dan het lijkt want matrix AB blijkt - A te zijn. Maar men kan dit be-
ter meetkundig inzien. Merk op dat p = (4,-1,-1) loodrecht op r staat. Nu
draait AB een vector X eerst over m om p en projecteert dan op r. Het re-
sultaat is tegengesteld aan Ax, de direkte projectie van x op r. Dus voor
elke x € R3 geldt ABx = - Ax. Voor de eigenvectoren betekent dit: AB

heeft dezelfde eigenvectoren als A, maar met tegengestelde eigenwaarde:

elke x L r 1is eigenvector van AB met eigenwaarde O0;

elke x = pr is eigenvector van AB met eigenwaarde -1.
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Herkansingstentamen januari 1973.

1. a) Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

y' - 2y' + 2y = ¥ sin x

1

b) Bereken met behulp van de reeksontwikkeling voor (]+x)5 de waarde van

5 . , . .
v1,1 1in vier decimalen nauwkeurig.

2. Gegeven is de reéle reeks

1>

n+] x+1l.n
Z n <x-+2) *

n=]

a) Bepaal de waarden van x waarvoor de reeks convergeert en de waarden van x

waarvoor de reeks divergeert.

b) Bereken voor die waarden van X, waarvoor de reeks convergeert, de som van

de reeks.

3. Van de lineaire afbeelding A van R3 in R3 is gegeven

A(1,0,0) = }(1,-v2,1)
A(1,1,1) = §(2+/2,0,2-V2)
A(Z’O,l) = %(3’—/5,3) .

a) Bepaal de matrix van A.
b) Bewijs dat A een draaiing is.

c) Bepaal de as en de hoek van draaiing.

4. a) Bepaal de vergelijking van de kegel, die de oorsprong als top heeft en

waarvan de richtkromme gegeven wordt door

2x% + (y-6)2 + 322 = 36
y=2,
b) Bepaal

j x3 + 2x + |
(x2 + 1)?
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1973.

1. a) y'"' - 2y' + 2y = e® sin x .
Karakteristieke vergelijking: t2 - 2t + 2 = 0; t = 1 £ 1.

X

Reéle oplossingen van de homogene vergelijking: y = ae™ cos x + ge* sin x.

Gezien deze oplossing proberen we als particuliere oplossing:

ex(Ax cos X + Bx sin x)

X . X , .
- e (Ax cos X + Bx sin x) + e (A cos x + B sin x — Ax sin X + Bx ces X)

y =

y' o= eX(Ax cos x + Bx sin x)+-2ex(A cos x + B sin x - Ax sin x * Bx cos Xx)
+ ex(- 2A sin x + 2B cos x - Ax cos x - Bx sin Xx) .

Substitutie levert: A= -1 en B = 0.

De algemene reele oplossing is dus:

y = - %xeX cos x + aeX cos x + Bex sin X (o en B reeel).
|1
b) (]+x)5 = z > " voor !x[ <1 .
n=0 |n

x = 0,1 invullen:

]
5 s |5
T= 7 1°lo,n" =
n=0 |0
2 3
= 1 1 0,1 1 1 yd 5y 0,1 =
1+50,1+5(S 1) 3T +5(5 1)(5 2) 3! S
S +Lll _1:40,01, 1.4.90,001
570 o, 2 EEEL

De reeks is alternerend vanaf de tweede term en de termen zijn in absolu-—

te waarde monotoon dalend:

4.9 .., (4 + 5(n=-2)) (l

n
|u|= _) ’ n22,
n 5n n! 10
dus
|“n+1l _5n-1 1
u, 5n+5 10
1.4.9 -3

We zien dat 10 <

1 10-4; dus we kunnen volstaan met de eerste
53.3! 2
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drie termen:

I 1 4 0,01
1 + = 0 S 2 T 1,0i92 .
5
. v n+l x+1l.n _x+1 _n+l n
2. Stel in nZ] = (x-+2) Y= 3335 u, = — 7y .
a) ,un+ll_ ,n+2 n l
u n+ln+l !
n
Ynel
dus 1lim [ | = ]y[, waaruit volgt:
n  Un
absolute convergentie voor ly] <1,
divergentie voor lyf > 1.
Als |y| =1 is ]unl =arl, I, zodat niet geldt: lim u_ = 0. De reeks
. n neo O
divergeert dus ook voor Iy] = 1.
De reeks convergeert blijkbaar alleen voor die waarden van x, waarvoor
]x-+l| < lx~P2|, d.w.z. voor x > ~'% .
T n+l n v vy y
\ _ n y. oy _
b) zny—§y+zn1_ylog(1y>
n=|] n=|] n=|
(alle reeksen convergeren voor ]y[ < 1).
. - x+1
Substitueer y e
S on+l x+l n _ 3
nzl B (x-+2) =x+ 1+ log(x+2) voor x > 5.
3. a) (1,0,0) >~ (4 ,-4v2,1

(1,1,1) > (1 +4/2,0, 1-4/2) is gelijkwaardig met
3 3
(2’0,1) -+ (E’—%/E’E)

(130’0) > (% ,_%‘/i,%)
0,1,1) » (%""2[‘/5’%‘/7’%-%/5) en met
(0,0,1) » (4, 4V2, §)




b)

c)

4. a)
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(1,0,0) > (%’—%ﬁ:%)
(0,1,0) ~ (32,0, -4V/2)
(0,0,1) > (3, 4/2, 1)

dus A heeft de matrix

} W2
-4/2 0 32
} -2

De kolommen van de matrix van A staan loodrecht op elkaar en hebben lengte

1. Dus A is orthogonaal. Bovendien: det A = 1. A is dus een draaliing.

We zoeken een eigenvector met eigenwaarde 1:

[ -4 2} -1 Y7 -1 Y2
-4/2 -1 W2| ~ (-V2 -2 V2] ~ |0 -4 0] ~
I Y7 0 0 o0 0 0 0
(-1 0 1

10
L0 0 0

Dus de as is: o(1,0,1).
De vector (0,1,0) staat loodrecht op de as en heeft als beeld:
(V2,0 ,-1/2). De draaiingshoek is dus %-.

Elk punt op de kegel is weer te geven door x = A(u,v,w) waarbij:

2u? + (v-6)2 + 3w2

—36}
v = 2

X AW .

[}
>
c

~

i
>
<
N

it

>

o . X .
We elimineren u, v, w en A: zet u = VST % y W E in de bovenste

twee vergelijkingen:

2 2 2
2=+ -3 -3, L=2;
A2 22 A

Vul X = iy in de eerste vergelijking in:



b)
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2x2 + (y=3y)2 + 322 = 36 iy2 .

De vergelijking van de kegel is dus: 2x2 - 5y2 + 372 = g,

x3+2x + 1 _Ax+B_ _Cx+D

(x2+1)%  x2+ 1 (x2+1)2
x3 4+ 2x + 1 = (Ax+B)(x2+1) + Cx + D geeft A=1, B=0, C
3 )
jx +2x+ldx=fxdx+J X+ ] dx =
(x2+1)2 x2 + ] (x2+1)2
= § log(x?+1) - § — +f = -
x2 + ] (x2+1)2
=} log(x?+1) - | ! + 4§ arctan x + § —X— 4+ ¢

x2 + 1 1 +x2
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Proeftentamen maart 1973.

Bepaal de algemene reele oplossing van de differentiaalvergelijking

y" - 2y' + 2y = 5 sin x .

Gegeven is de differentiaalvergelijking
y"M - Qk+1D)y" + (k+D)y' -y =0.

Bepaal voor alle reele waarden van k de algemene reele oplossing.

Bereken

V1 +%x2+x3 - cosh x

sin x - arctan x

lim
x>0

Bereken sinh 2 in twee decimalen nauwkeurig.

ozo (n+3) K0

Beschouw de reeks ~

n=0
a) Voor welke reéle waarden van x convergeert deze reeks?
b) Bepaal de som van de reeks voor die waarden van x waarvoor de reeks con-

vergeert.

Voor welke reele waarden van p convergeert de reeks

E yn+2 - vyn-2
n=2 P

Bepaal alle complexe waarden van z waarvoor de reeks
z ™ + (~2)1) 102
n=|

convergeert.
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Oplossingen Proeftentamen maart 1973.

1. De karakteristieke vergelijking is A2 - 2\ + 2 = 0; de wortels A o= 1 +1,

Ay = 1= i bepalen de reéle oplossingen e* cos x en e* sin x; dit geeft

- X .
Yhom = © (A cos x + B sin x) , A en B reeel.

We zoeken nu een particuliere oplossing van de gedaante y = p sin x + q cos x.

Invullen geeft:

(p+2q)sin x + (q-2p)cos x = 5 sin x voor alle x.

Dus geldt p+2q = 5 en q = 2p, waaruit p =1 en q = 2.

We vinden als algemene reéle oplossing

X . . .
y = e (A cos x + B sin x) + sin x + 2 cos x , A en B reeel,

]
;
]
3
;
£

2. De karakteristieke vergelijking
A3 - (2k+1)22 + (2k+1)A -1 =0

heeft de wortels

A=, A=k AZ-T, A=k - AT,
’ Gelijke wortels treden op voor k = 1 of k = -1.
ﬁ We vinden de volgende algemene oplossingen
b
r i) k=1 (A =2, = Ay = 1) y = (Ax? + Bx + Q)e¥
i) k=-1 0y =1, =23;=-1) y-=ae*+ Bx+ e ™.

A, B en
iii) -1 < k < 1 y = Ae® + ekx(B sin VI -kZ x + C cos V1 - K2 ) C reeel
iv) k2 > | y = Ae¥ + pe k+KZ-Dx | (k=ViT-D)x

VT +x2+x3 - cosh x _

f 3. Lim sin x ~ arctan x
i x-+0

o2 a3y oL 2, .3v2 -y -1 2
1 + > (x¢ +x3) 8 (x€ + x3) o 1 5 X e

lim =
3 3
x>0 X - %; + .. x + %;'— e
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% x3 + hogere machten % + machten van x
= lim = lim ' =3,

x>0 ry x3 + hogere machten  x»0 A machten van x

2n-1
, . _ 8 32 128 2
4. Er geldt: sinh 2 = 2 + et 120 + <540 L [T + rest .
22n+1 22n+3
Schat de rest af: Zn+ T + On+3)7 + ... <
2n+1 2
2 (1 + 4 + 4 I

< S5 T
(2n+1): (2n+2)2  (2n+2)"

22n+1 1

T DT o1
(n+ 1)2

Gevraagd wordt: rest < — . Dit is bij n = 3 nog niet het geval, want
128 1 200 512 25 1
S040 > 300 5 mear wel bij n = 4 blijkens de afschatting: <540.92 54 < 760

We vinden dus

8192 _

Slnh2=2+—+120+m=2+'5—dm—3,63.
ot an - xn X
5. S(x) = z o + 3 z ;1—.,-—_- (x+3)e" .
n=0 n=0

Beide reeksen convergeren, zoals bekend is, voor iedere x. Dus ook de gege-

ven reeks.

6. Met behulp van de zgn. worteltruc vinden we

4 4
u = = 7 ’ ———
n nP(/n+2 + /a-2) np+%(V1 +% + V1~ E)
1
Hieruit blijkt 1lim nP'2 u_= 2.
n->ro n

. . 1 .
Voor p > } vinden we: o.d.d. is u, <3 ;5:; , dus convergentie voor p > }.

Voor p < } geldt o.d.d. u_ > —Eérr , dus divergentie voor p < i.
Ptz

n

n
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-2\
Cart 3™ e ™ ey 272D ey
u 30 (_z)n |+ (%%)n

en dus geldt

u .
n+l| = |36,1X—y‘
u

n

lim | = 3e;y ‘

n—>oo

y

Dus convergentie voor 3e ° < 1, d.i. voor y = Im z > log 33

It

en divergentie voor y = Im Zz < leg 3.

Voor v = log 3 is

]‘F(‘%)n;

Blijkbaar geldt niet: lim u = 0; dus divergentie.
N>

Samengevat: convergentie voor Im z > log 3,

divergentie voor Im z < log 3.
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Examen/tentamen juni 1973,

a) Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking
y'™M o+ 29" + Sy' = 12e* 4 15x2 + 16x - 2 .

b) Onderzoek of de reeks
1
0 3 N ——
Z n + ] (en3 _ l)
n=1 n?

convergeert.

a) Bepaal de Taylorreeks van log x rond x = 2.
Als we aannemen dat log 2 voldoende nauwkeurig bekend is, hoeveel termen
van de reeks moeten dan tenminste nog worden berekend om log 2,1 in 4 de-

cimalen nauwkeurig te berekenen?

b) Gegeven zijn het oppervlak S: x? ~ y2 = z2 - 2z
en het vliak V: x+y + z =1,
Bepaal, in parametervoorstelling, de rechten op S die evenwijdig zijn

met V.

,
a) Bepaal J - x v 4 dx .

x3 + x2 -2
b) S is dat deel van het oppervlak z = 4 - x2 - y2 dat ligt binnen de bol
x2 + y2 + 22 - 10z + 20 = 0.

Bereken de oppervlakte van S.

In R3 is gegeven het vlak V met vergelijking (a,x) = 0, waarin a = % (1,2,2).

a) Bepaal voor iedere x in R, de loodrechte projectie Px van x op het vlak V.

3
b) Bepaal van de lineaire afbeelding P de eigenwaarden en bijbehorende eigen-

vectoren.

De lineaire afbeeiding D is gegeven door de matrix
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c) Bewijs dat D een draaiing is en bepaal de draaiingsas en de draaiingshoek.

d) Bewijs dat DPx = a x x voor iedere x in R'S'

Oplossingen Tentamen juni 1973.

1. a) De karakteristieke vergelijking is t3 + 2t2 + 5t = 0; wortels: t, =0,

ty == 1+ 2i, ty == 1 -2i. De homogene vergelijking heeft dus tot algemene

reéele oplossing:

yhom(x) = g + e—x(s cos 2x + y sin 2x) (asBsy € R) .
Om een particuliere oplossing te vinden proberen we:

ypart(x) = ae® + bx3 + cx2 + dx .

Een constante is overbodig, omdat die al oplossing is van de homogene

vergelijking. Substitutie geeft

8a =12, 15b =15, 10c + 12b = 16, 5d + 4c + 6b = -2,
De algemene reele oplossing is dus
-X . 3 x 2 48
y(x) = e (3cost+ysln2x)+—2-e +x3+—5~x2-—2§x+a
(asBsy € R) .
3
3 &’ W 3
b) u_ n+](en _])=e13—ln +IL'
n ) n3 n2

In verband met lim = -1l 1 <2 wvolgt dat 0 < u_ < 2-2-l voor alle
h n

n > NO. Volgens de vergelijkingsstelling is g u, dus convergent.

2. a) We bepalen de Taylorreeks met behulp van de standaardreeks voor log(l +t):

log(2+ (x-2)) = log{2(l + x;Z)} =

log x

-2

log 2 + log(1 + 255




2)
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2
t

7

n
n+l t Xx-2
n

= log 2 + t - + ...+ (-1) + ... , met t = ;

dus

x=-2 n+l

2

i

(x-2% + ...+ (=) (%)“(x—z)“ .

1
n

N —
-

log x = log 2 +
'(voor-O < x < 4) .,

We moeten van deze reeks na log 2 nog twee termen berekenen:

- L __L
log 2.1 = log 2 + 50 800 °

want de fout is, gezien het alterneren, kleiner dan de volgende term:

11 3 oL g%
33 (0.1)° < 5 10 .

Op het oppervlak S liggen twee stelsels rechten:
Stelsel I

| a(x-y) = z-2, x-y=20,

2(a) met lijn 2(=) {

X +y =qaz z=0.

De richtingsvector van zo'n lijn staat loodrecht op de beide normalen der
bepalende vlakken; is dus te bepalen met het uitwendig product; we zoeken
de gevallen // x+y+z =1, dow.z. L (1,1,1):

n_: (a,=a,-1)

n,: (1,1,~-a)

n_: (1,-1,0)

n,: (0,0,1)

b

n_xmng: (a2+] , a2-1 , 20) noxmn: (-1,-1,0)

L (1,1,1) als 202+20 =0 niet + (1,1,1)

Dit geeft ¢ = 0 of « = -1 met de bijbehorende lijnen

2(0): A(1,-1,0) + (0,0,2) en &(-1): A(1,0,-1) + (0,~1,1) .

Nu stelsel II:

>
!
<
1t
o
-

B(x-y) =z ‘
m(g) met lijn m(e)
x +y=gl(z-2) lz=2.

Richting m(B): (B2+l ,B%-1, 28); richting m(»): (-1,-1,0).

L (1,1,1) als B8 = 0 of B = -1, waarbij-men vindt



. a)

b)
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m(0): A(+1,-1,0) en  m(=1): A(1,0,-1) + (0,1,1)

3x2 - x + 4 - A + Bx + C
x3 + x2 -2 X : x2 + 2x + 2
=5 =2 =-8
geeftA—S,B—S,C— R
2 .

J3x X+4dx=%loglx—l|+-i%f 2x + 2 dx-'l'5lj dx -
x3 + x2 - 2 X2 + 2x + 2 (x+1)2 + 1
) 2 17

=T loglx—ll + —- 1og]x +2x+2| -5 arctan(x+1) + C .
We hebben te doen met een bol B: x2 + y2 + (z-52 =5 om (0,0,5) met
straal /5 en met een om de z-as gewentelde bergparabool, de paraboloide
P: z = 4 - x2 - y2 pet top (0,0,4). Hun snijkromme voldoet, behalve aan
de vergelijkingen B en P, ook aan de daaruit afgeleide vergelijking
4 + (z-—S)2 = z + 5 of uitgewerkt (2-3)(z-8) = 0. Nu geeft z = 8 kenne-
lijk géén snijpunten; z = 3 daarentegen snijdt B en P volgens de cirkel
{z = 3
x2 + y2 = |
Gevraagd is blijkbaar de oppervlakte van dat deel van P, dat boven de
eenheidscirkel in z = 0 ligt:
Opp. = JJ 1 + zi + —%—zz r dr do waarin z = 4 - r2 ,
r<i r
Dit geeft
27 1
Opp. = fj V1 +4x2 rdrdg = f do JV1+4r2rdr=
r<l 0 0

1
2n-;3- f YT +4r2 d(1 + 4r2) =% (5v5 - 1) .
0

]




4. a)

c)

d)

De ontbinding x = aa + Px langs a en 1L a geeft

(Px,a) = (x-o0a,a) =0 dus (x,a) = a(a,a) =a en Px=x- (x,2)a .

Meetkundig is duidelijk en narekenen bevestigt dat

pa (p # 0) : eigenvector is bij eilgenwaarde O,
V;_V met uitzondering van 0: eigenvector is bij eigenwaarde 1.
€ -
! i=13,
(De.,De,) =
7 0 i#j3,

dus D is orthogonaal en wegens det D = +1, direkt orthogonaal. Dus is

D een draaiing (stelling), waarvan de as kan worden bepaald door

Dx = lx op te lossen:
(-8,~4, 8) 1
( 8,-5, 1) ~ (0,-1,1) as = x = a2l .
(-4, 7,-5) (-2, 1,0) 2

Dit is een rechte door de vector a.
Voor het bepalen van de hoek van draaiing nemen we b = (0,1,-1) 1 as en
vinden daarbij Db = % (-4,1,1), een vector L b; dus draaiingshoek is %-.

Merk op dat Db = a x b.

8 -2 -2
Oplossing 1: Door de matrix van P = % -2 5 =4 te bepalen en te be-
-2 -4 5

rekenen, of

Oplossing 2: Px is een vector L as van draaiing net als b; dus

DPx = a x Px = a x (x = (x,2)a) = a x x.
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Herkansingsexamen juni 1973.

Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

y" + 6y" + 13y' = 50 sin 2x .

Ontwikkel cos?x in een machtreeks rond — tot en met de term van de vierde
A

graad.

Bepaal de vergelijking van het oppervlak dat ontstaat door de rechte

x = 2(1,2,3) te wentelen om de rechte x = (1,1,1) + u(1,2,3).

In R3 zijn gegeven de vectoren as= L (1,0,1) en b= —L-(l,l,—l).
V2 V3

A is de lineaire afbeelding van R3 in R3 gedefinieerd door

Ax = (x,a)a = (x,b)b.

a) Bewijs dat a een eigenvector is van A en bepaal de bijbehorende eigen-
waarde.

b) Bepaal de overige eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren.

c) Bepaal de nulruimte van A.

d) Bepaal de beeldruimte van A.

e) Geef een meetkundige interpretatie van de lineaire afbeelding.

Gegeven zijn de reéle getallen a en b met 0 < a < b,

Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door de volgende ongelijkheden:
a2 < x2+y2 472 < p2
x2+y2 < z2

z 20,

Gegeven is de kromme met parametervoorstelling

{;x(t) = t cos t © <t < %) .

y(t) = t sin t

Bereken de lengte van deze kromme.
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1973,

3
reele oplossingen

A2=—3+2i, A

y = A+ Be—3X sin 2x + Ce—3X

cos 2x met A, B en C reéel.
Om een particuliere oplossing te vinden proberen we y = A sin 2x + B cos 2x.
Substitutie leidt tot de vergelijkingen
- 24A - 18B = 50
i . _ 4 -
. waarult: = - 3 en B= -1,
18A - 24B = 0 I
De algemene reele oplosssing is dus
y = - % sin 2x - cos 2x + A + Be °X sin 2x + Ce ¥ cos 2x

2. le manier: werk naar een standaardreeks toe.

cos?x = } + } cos 2x. Om een ontwikkeling in machten

De karakteristieke vergelijking is A3 + 612 + 13X = 0; wortels: X

1 = 0s

= 3-2i. De homogene differentiaalvergelijking heeft dus de

(A,B,C € R) .

van x - % te krijgen

stellen we x - % =y, dan is x = y + % en
3 5
cos 2x = cos(2y + %) = - gin 2y = - 2y + (%gg - (%i) + i
Dus
cos?x = L -y + 0.y% + % y3 + 0.y + ... mety =x - % .
2e manier: ontwikkeling rond x = %- volgens Taylor.
2 "
(cos x)x__n
A 2
cos?x = (cos’x) . + (coszx)' Tr(x - %) + _—___TTF_—:E (x - %) +
x=7 x=g
2 121} 2 1
(cos x)X=1 3 (cos x)x=1 .
4 4
* T o e G AR
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cos?x (cos?x) r 3
x=z
(cos?x)' = - 2 €COs X sin x = - sin 2x (- sin 2x) n -1
x‘-‘z
(cos?x)" = - 2 cos 2x (~ 2 cos 2x) . 0
x=v
(cos?x) " = 4 sin 2x (4 sin 2x) . 4
x =7
(cos?x)"" = 8 cos 2x (8 cos 2x) . 0
x=7
3

2 =t oIy b T
cos®x = 5 (x 2) + 3T (x 4) + ...,

» Neem op m: x = A(1,2,3) een punt P(A0,2A0,3A0).

Bij het wentelen van m om 23 x = (1,1,1) + u(1,2,3) doorloopt P in het
vlak door (AO,ZAO,BAO) loodrecht op 2 een cirkel: de doorsnijding van vlak
Vi x4 2y + 3z = ) * 4dg + 9% met de bol B: (x-1)%2 + (y-1)2 4 (z-1)2 =
= - 2 - 2 - 2

(Ao 1) +(2)‘0 1) +(3AO 1)<,

Eliminatie van AO geeft de vergelijking van het oppervlak:

I4{(x=1)2+ (y-1)2+ (z-1)2} = (x+2y+32)2 -~ 12(x+2y +32) + 42
of

13x2 + 10y2 + 522 - bxy - 6xz - 12yz - l6x - 4y + 8z = 0 ,

a) Uit (2,b) = 0 en (a,a) = 1 volgt Aa = (a,a)a - (a,b)b = a, dus a is

eigenvector bij eigenwaarde 1.

b) Vector b geeft Ab = (b,a)a - (b,b)b = - b. Verder geldt Ac = 0 voor een

vector ¢ met (c,a) = 0 en (c,b) = 0; neem ¢ = a x p = e (-1,2,1).
De eigenvectoren van A zijn dus 6
u(1,0,1) , u # 0, met eigenwaarde 1,
p(l,1,-1), p # 0, met eigenwaarde -1,

v(-1,2,1), v # 0, met eigenwaarde 0.
c) Uit b) volgt dat de nulruimte bestaat uit de vectoren x = v(-1,2,1).

d) De beeldruimte is het vlak V opgespannen door a2 en b; dat is
S X+ 2y+z=0 ( L(-1,2,1)).
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4. e) Elke vector X € R3 kan worden uitgedrukt in a, b, c:
X = ta+ b+ cc a,b,c orthonormaal.

Dan wordt AXx = £a - nb.
De coordinaten (&,n,z) gaan dus over in (z,-n,0).
De afbeelding A is dus een projectie op het vlak ¢ = 0 (door aenb) ge-

volgd door een spiegeling in het vlak n = 0 (L b), of omgekeerd.

5. We gaan over op bolcoordinaten:

X =pcos gsin® , y=psingsin6 , z =p cos § .

a? < x2+y2 +2z2 < b2 wordt a < p <bhb )
x2 +y2 < z2 wordt sin2p < cos2g (2)
z >0 wordt 0 <8 < % {3)
Voor p, ¢ en 6 vinden we dus de grenzen
a<p<hb
0<¢ < 27
Oses% (uit (2) en (3)).
Het gevraagde volume is dus
I i
2r b 4 b r4
J f f 02 sin 8 de dp do = 2n j J p2 sin 6 d6 dp =
0 a 0 a 0
b m b
= 27 f (- p%cos 8 4)dp = 2r(1 - 4/2) J p2 dp =
a 0 a

b

%m - 1WDe3| = % n(1 - 3v2) (b3 - a3) .

a

Opmerking. Dit resultaat is ook gemakkelijk af te leiden uit de inhoud van

de bolsector, bekend uit de stereometrie.
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6. De lengte van de kromme

x(t) t cos t (OStS%)
y(t) = t sin ¢t
is
I
2
_ de EXZ
L= f \/ng) * (G0 de.
0
dey? | dyy? in t)2 ; 2 2
e * (3F) = (cos t - t sin t) + (sint + t cos t)2 =1 + ¢
ul I
% 5 2,
| M ae = T w7 - j £ g
0 V1 +¢2
0 0
r I
[ 2 2 2 2
=%YI+WT'J]+tdt+J e _ .
of YI+t? 0 /1+¢t2
Ul
R 2 "
2 —
=%\Il+14—- fVl+t2dt+log(t+»/l+tz)2.
0
0
Dus
I
2

2 2
g = fmdt=-z-\/l+34—+§1og(%+\/1+14—) .
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Examen/tentamen januari 1974.

1. Bepaal de algemene reele oplossing van de differentiaalvergelijking

y™M o= 2y" + 2y' = X + cos x (a reeel).

2. Bepaal van de reeks
*® 2.
) n(e* |X|)n
n=0

het convergentiegebied en de som.

3. Bepaal van de reeks

T ]
tan(=)
nzl ="

n
X

het convergentiegebied.

4. Bepaal de vergelijking van de kegel met top (1,0,1) en richtkromme

x =0
] yz I .

5. Bereken

dx
S+ x)V2x + x2

0

6. Bepaal de massa van het lichaam met massadichtheid

oy N . Xty+z
M\Xyy,2) = € ’

dat begrensd wordt door de vlakken

]
n
«
1
"
N
[}
(@]
-
»
1}
(o]
<
i
®
=]
<
n
N
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7. Een lineaire afbeelding van R3 in R3 wordt gegeven door de matrix

-6 2 3)
I
12 -3 6.
3 6 2

a) Toon aan dat deze afbeelding een draaiing is.

b) Bepaal de as en de draaiingshoek.

Oplossingen Tentamen januari 1974.

1. Homogene vergelijking.
Substitutie van e¥ geeft de karakteristieke vergelijking t3 - 2t2 + 2¢ =
met Wortels t] = 0, t2 = ]-1, t3 = 1+1,

De homogene vergelijking heeft dus als reéle oplossing:
Y =X, + A, X cos x + ). X sin x (X5 X,y A, reéel)
] 2 3 12 722 73 )
Inhomogene vergelijking.
Voor a # 0 proberen we als particuliere oplossing:
y = be®* + ¢ cos x +d sin x .

Substitutie geeft

1

e S

1
a3—2a2+2a >

Algemene reele oplossing voor a # 0;:

2 ) X
y = ——— + T cos x+ + sin x + A] + X, e cos x + A

X .
e” sin x .
a3-2a2+2a > > 2 3

Voor a = 0 is e®* een oplossing van de homogene vergelijking. Probeer nu als

Particuliere oplossing:
Yy =Dbx + ccos x +d sin x .

Dit geeft als algemene reele oplossing voor a = 0:

1 . X X .
y = ix + cos x + T sin x + Al + 12 e cos x + A3 e sin x .

wiro
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2_ o
2. Stel y = e® ! en beschouw E nyn. Pas het criterium van Cauchy toe op de

n=0
reeks van de absolute waarden:

n
lin V|u_| = 1in V|oy?| = lim |y| V2 = |y] .
1> o n->o n->e

De reeks is absoluut convergent voor |y| < 1 en divergent voor |y| > 1; in

de randpunten y = *1 is de reeks eveneens divergent, aangezien de n-de term

niet naar nul gaat.

2
De ocorspronkelijke reeks is convergent voor e* x| < 1, dus voor
x> - jx| = |x|(Jx| = 1) < 0, d.w.z. het convergentiegebied is [x| < I met
uitzondering van x = 0.
Voor |yf < 1 geldt:
T n-1
nyn = y(l + 2y + 3y2 + ... + ny + ves) =
n=0
=y 9 2 n =
y(—i;’-(1+y+y + Loty o+ L) S
d 1 y
BRI :
Y Yo(-y?
Dus
o x2=[x 0 x2-| x|
z n(e ') 5 voor 0 < |x| <1.
= - 2
n=0 (1 = & IXI)
u tan( l )
. n+l, _ .. Ix| +17 _ x|
3. lim I————ﬂ = lim = .
u 2 1 2
> n N> tan(H)

Volgens het criterium van d'Alembert is de reeks absoluut convergent voor
[¢l
t I

'
X

!x! < 2 en divergent voor x| > 2.
Randpunten:
PO v n 1, . 1
x = 2: ) (-1) tan(z) is alternerend en tan - nadert monotoon tot nul; dus

convergentie (relatief).

| . .. I
X = =2: 2 tan@%) is een reeks met positieve termen, tan~% > =3

z % is divergent, dus Z tan(%) ook.
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x=1+2xu-1), y=v, z=1+rxw-1)
is een beschrijvende door een punt (u,v,w) van de richtkromme:
u=0, wvw=1,

Eliminatie van u, v,w uit (1) en (2) geeft:

x=1=2, a}(]+z;‘)=1

Hieruit A eliminerend vinden we de vergelijking

y(z=-x) = (x-1)2 .

[--] -]
I = J dx - J dx
0 (1 +x)72x + %2 0 (1+x)/(T+x)2 = 1
Stel x+1 = ‘ en kies 0 < 9 < I,
cos ¢ 2
Dan geldt 0 < x < w en V(1 +x)2~1 = [tan ¢| = tan ¢ en dx = slne dg; dus
cos?
¢
s I
2 2
- [ gmesee g [4-3
¢ C092¢
0 0
1
Opmerking. De niet-standaard substitutie |+x = % geeft I = J
0 .
2 y y-x
Massa = IJJ eX+y+z dx dy dz = f e’ dy f e® dx J ez'dz
G 1 0 0 '
2 y 2
= J ey dy J (ey-ex)dx = f (yezy-ezy-+ey)dy =
1 0 1
=-};e"’+%e2-e.

(1)

(2)




a)

b)
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] (-6 2 3”-6 2 31 10 o)_

anl =52 -3 6| o 1 o,
3 6 2Jl3 6 2/ |o o 1

dus A is orthogonaal; en wel direkt want

-6 2 3
] _ 343 _
detA—m 2 -3 6—33 1
3 6 2
A is dus een draaiing om een as.
Bij eigenwaarde X = 1 vindt men de eigenvector o(1,2,3); dit is de

draaiingsas.

De draaiingshoek kan men bepalen door een vector p loodrecht op de as te
kiezen en de hoek ¢ te bepalen tussen p en Ap.

Kies bijv. p = (-2,1,0), dan is Ap = (2,-1,0).

Kennelijk is het een draaiing over m (= "spiegeling'" t.o.v. de as; elke

vector L de as 1is eigenvector met eigenwaarde -1).
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Herkansingstentamen januari 1974.

Bepaal de algemene reéle oplossing van de differentiaalvergelijking

y(a) -y = (4x+2)e” .

Bereken

a

. X + arctan X - 2 sin x
lim .

x>0 xV/1 +x2 - X cos X — X3

Onderzoek de convergentie van de reeks

-x2 n "
ntl ﬁ +X Y X reeel, x # -1.
n=1 n?+ 1 X
Bepaal
3
J x log x ax
vx2 + 1

1

Bereken de inhoud van het lichaam in het eerste octant bepaald door

4x2 + 4y2 + 22 <1 < 2x + 2y + z .

Een lineaire afbeelding is gegeven door de matrix

-2 =5 7
A= |-3 -4 7
-3 =5 8

a) Bepaal Ax - x voor x = (X,y,2).
b) Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van A.

c) Bepaal nulruimte en beeldruimte van A.

d) Bepaal de vectoren in het vlak x = y, die loodrecht staan op hun beeld.
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1974.

(4)

Homogene vergelijking: y - y" = 0. _
Karakteristieke vergelijking: A% - A2 = 0; wortels: A = 0 (2-voudig), X = 1,

A= =1,

Algemene reele oplossing van de homogene vergelijking
y =0a+ Bx + Yex + e ¥ (o,B8,Y,8 ¢ R) .

Particuliere oplossing. Stel y = e*z. (Op voorhand: z is een afkorting voor

ax? + bx.) Invullen levert
2(4) + 42(3) + 52" + 2z2' = 4x + 2 .

Deze differentiaalvergelijking heeft een oplossing, waarbij z' van de vorm
z' = 2x + b is. Invullen geeft b = -4, zodat we als particuliere oplossing

z = x° - 4x kunnen nemen.

Algemene reéle oplossing:

y = (x2 - 4x)eX + o + Bx + ve¥ + se * (a,B,vy,8 € R) .
5 3 5
X + arctan x - 2 sin x = x + (x - %T + %; = ee) = 2(x - 57 + ET - va.) =
- 55 ¥ + by,
2 4
x/1 +%x2 - x cos x - X3 = x(1 + l-xz - l-x“ + ...) - xQ1 - §+ + 57 - tee) =
2 8 2. 4!
N 6
=-g X +txz,

waarin y en z machtreeksen in x voorstellen (continu in x = 0).

lim X + arctan x - 2 sin x - 1i 11 + 60xy _ _ 11
‘ M 2710 + 60xz 0 °

0 x/1 +x2 - X cos x - x3 x-+0




3.
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Stel
- x% N n+1 n
y = T +xx en u (y) = y (n=1,2,...)
n? +1
|u~n+l(y) - n+2 n2+] lyl N ,yl als n -
un(Y) n+l n2 +2n+ 2
Voor |y| < 1 is de reeks ) u,(y) absoluut convergent. Voor |y| > I is de
. n=1
reeks divergent.
Randonderzoek: |y| = 1.
(D y=1
un(l)=n+12 2 2n=—2—]n->0 (n>1).
n + 1 n? + 1 2n?
Omcat z % divergeert is eveneens z un(l) divergent (vgl. stelling).
1 n=|
(2) y = -1.
Voor v = -1 is de reeks alternerend. Verder is
Yne1 D me2) m241 0 (e 2)n
| (-1) | = n+ 1 <1
Yn (n+1)2+1 (n+1)2+1
[os]
dus een monotone daling. Tenslotte is lim lun(-l)l = 0. De reeks ) u (=1)
n=]
is dus (relatief) convergent (Leibniz).
-2
Het convergentiegebied, bepaald door -1 < T +xx < 1, blijkt te zijn:

5
1-/2 s x < 1+v2 ., (N.B. links &n rechts <.)
AN
- J = vx2 + 1 dx .

V3
I = j .x__l_ﬁﬁ dx = yx2+] 108 x
el I

1

Substitutie van x = tan ¢ geeft
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I s
(5 r3 fr—y———— r3
%\’x”‘+ldx= ' _‘/_t.:_aP_L_(Lt—-']\—-d(p= —TJ—_d@=
1’ - _TLJ tan ¢ cos<g IT_J ¢cos<gp sin ¢
4 4
r I
3 3
- cosg + sin?gp do = f ( 1 + sin (p)dqa _
2 . J sin ¢ 2
cos“¢ sin ¢ - cos™o
% A
I
3
= 1
(log(tan 3p) + —— w) ]
%
Oplossing:
I=231log V3 +log(V/Z -1) -2+ V2. (tan%=/f—-1.).

5. De inhoud I is het verschil van twee integralen

1= H V1 = 4(x2 +y2) dxdy - ” (1 - 2x-2y)dx dy ,
€ €
met
x20,y20 x20,y 20
Gl: , G2:
x2+y? <} 2x +2y < |
I
fr 2 %
JJ V1 - 4(x2 +y2) dxdy = J dg Jrﬂ-—l;rz dr '=.2—14-7r
G] 0 0]
LI 0 |
” (1 -2x-2y)dydy = [ dy [ {1 -2x-2y)dx = TR
JJ J J
G2 0 0
zodat

- _
I—-2—4(1r 1 .

Bij gebruik van de inhoud-formules van ellipsoide en viervlak is het vraag-

stuk elementair op te lossen.
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6. a) Ax-x = (A-Dx=(-3x-5y+7z, -3x-5y+7z, ~3x~-5y+7z) =

= (-3x=-5y+7z)(1,1,1)

b) De eigenvectoren moeten voldoen aan (A-AD)x = 0, x # 0. In verband met

a) schrijven we hiervoor

(A=ADx = (A-I+I-ADx= (A-Dx + (1-M)x =

n

('3X‘5y+72)(1,1,1) + (I‘A)(X,Y,Z) = (0,0,0)

Als (x,y,z) en (1,1,1) onafhankelijk zijn, dan moet ~3x-5y+7z =0 en

A =1 zijn., Hieruit volgen‘de eigenvectoren x = a(5,-3,0) + B8(7,0,3)

(x # 0) met eigenwaarde 1.

Als (x,y,z) = p(1,1,1), p # 0, dan moet - (p,p,p) + (1-A)(psp,p) = (0,0,0)

zijn. Dus x = p(1,1,1) zijn de eigenvectoren met eigenwaarde 0.

¢) Nulruimte: x =p(l,1,1), zie b).
Beeldruimte: Neem een willekeurige X € R3, dan is hiervoor te schrijven:
x=£,(5,-3,0) + £,(7,0,3) + 53(1,1,1) zodat Ax = 51(5,‘3,0) + 52(7,0,3)-

Hieruit volgt als parametervoorstelling van de beeldruimte:

x=£,(5,-3,0) +£,(7,0,3) .

d) Omdat (1,1,1) tot het vlak x = y behoort, gebruiken we als parametervoor-
stelling voor dit vlak: x = oa(l,1,1) + g(0,0,1); dan is Ax = B(7,7,8).
Dus (Ax,x) = 2208 + 882 = 0. |
Hieruit volgt B = 0 of B =-ll-a;de gevraagde vectoren zijn dus:

4
a(l,1,1) (triviaal) resp. v(4,4,~7).
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Proeftentamen maart 1974,

Bepaal de begrensde reéle oplossing van de differentiaalvergelijking

Y(A) + 2yn + y = 6

die voldoet aan y(0) = y(%) = 0.

Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

ym - 2}7" + 4y' - Sin2X ,

Bereken

lim arctan x + log(l - x)
x>0

+ xsinx - 5
1 +x2

voor elke waarde van a.

Gegeven is de reeks

© _n
2 (n-1
Z (n' )Xn'
n=2 )

a) Voor welke reéle waarden van x convergeert deze reeks?

b) Bepaal de som van de reeks voor deze waarden van X.

Voor welke reele waarden van p is de reeks

"f (-D" log n
n=1 np

absoluut convergent, relatief convergent dan wel divergent?

Bereken door middel van reeksontwikkeling v26 in 2 decimalen nauwkeurig.
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Oplossingen Proeftentamen maart 1974.

Karakteristieke vergelijking t"“ + 2t2+1 = 0; wortels ty o = i, ty 4 = -1i;

b L

dus cos X, sin X, X cos X, x sin x zijn onafhankelijke reéle oplossingen van
de homogene vergelijking.

(4)

Aan y + 2y" + y = 6 voldoet y = 6. Dus algemene reéle oplossing:

y = A cos x+ B sinx+ Cx cos x + Dx sin x + 6 , A,B,C,D ¢ R.

Hieronder komen echter onbegrensde oplossingen voor. Want bijv.
k 1 = k 1
ykm) = (=1)"(A+knC) + 6 , y(m+kn) = (=1)"(B+ (3 +k)nC) + 6
en dat geeft bij k » xw: |y(km)| > = en |y(ym +kn)| » o.
Begrensd zijn alleen de oplossingen met C = 0 en D = 0:
y = A cos x+ Bsinx + 6 , A, B reeel.

Hiervoor geldt nl. |y| < |A| + |B| + 6 voor alle x (hoe groot ook).

Verdere eisen: y(0) = y(im) = O. De gevraagde oplossing is dus

y==-6cos x=-6sinx + 6 .

De homogene vergelijking heeft als onafhankelijke oplossingen e
e(l—i/?)x

’

0x 'e(1+i/§)x

» dus als algemene reele oplossing

y = A + Be® cos /3x + Ce* sin /3x , A, B, C reéel.

Het rechterlid sin®x is géén eerstegraads uitdrukking in e-machten, maar
wordt dit door eenvoudig sinx = } - } cos 2x te schrijven:

-21ix

"o-2y" 4+ 4y = § -} cos 2x (= le " - le - le ) .

y

De homogene vergelijking heeft eox als oplossing. We proberen daarom

y = ax + b cos 2x + ¢ sin 2x. Dit geeft

y'"' - 2y" + 4y' = 4a + (8b+16c)cos 2x + 8¢ sin 2x = } - } cos 2x .

s b= - T%-, c =0 zijn., De ge-

oof —

Wil dit voor alle x gelden, dan moet a =

vraagde reéle oplossingen zijn dus:

y = A + Be® cos V3x + Ce* sin /3x + % - T% cos 2x .
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' S N SNPURS (P SO R 4
arctan x + log(l -x) X x? + (-x- 5 x° -3 x7) 4+ x'g(x)

3. lim ~ = 1lim -
x>0 a(l +x°) + x sin x - 5 x>0 a(l -x%) + x2 - 5 + x%h(x)

waarin g(x) en h(x) machtreeksen voorstellen (convergent voor |x| < 1).
Voor a # 5 is de limiet kennelijk 0.

Voer a = 5 komt er

wirs

% x + x2g(x)
lim =
x>0 - 4 + x%h(x)

oo} —

4. a) Het criterium van d'Alembert geeft

2n+]n n.
= lim CCI MR - x| = lim

n->o 2n(n-1) n>o n< - |

Yn+1 2n

x| =0 <1,

lim

u
oo n
d.w.z. de reeks is voor elke x convergent.

b) We schrijven de reeks als verschil

o n-1 o n
2x ¢ Z _E_ZX-)_I_) T z (ZX')
n=2 n . n=2 n.

Deze splitsing is toegelaten, want beide reeksen convergeren.

Hun sommen zijn welbekend; zij leiden tot de uitkomst

B, ] (@R, 2R, ]

= 2x[e2x-1] - [e2x_ 1 —-?—},{1 = (2x—1)e2x + 1.,

2]
5. De reeks der absolute termen Z -1—0-%3- divergeert als p < | want
n=] n

log n i
208D, voor n 2 3
P nP

[+ 2]
enz
=

1 .
- divergeert voor p s 1,
n=1 P

1

Voor p > I, dus p = 1+q met q > 0, bedenken we dat
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log n _ 1 log n <

R N R C I e

op den duur,

want lim lg%_g = 0. Nu is de reeks z —TéT— convergent, d.w.z. de oor-
nw N n=1 n 24

spronkelijke reeks is - absoluut - convergent voor p > 1.

oo n
Bij de alternerende reeks z 1 plo 2 onderscheiden we
n=|] n

p £ 0: dan is lim log n # 0; de reeks divergeert dus;

n+© n
0 <p £ |: dan gaat 12%;3 naar 0 en wel vanaf zekere N monotoon, immers
log x)' _ 1 - p log x . . 1/p
— = ) en dit wordt negatief zodra x > e '%. Dus {unl daalt
xP xP
1/p ,. .. 1 .. .
monotoon zodra n > e (bij p = 3 bijv. is N = 20).
Samenvatting: voor p > | absolute convergentie,

voor 0 < p £ ] relatieve convergentie,

voor p £ 0 divergentie.
_ RS I 1.1 4d-1 1 JG-DU-2) 1
»/2_6'—5(l+25 =501+ e 4 i + 5 +00l)

(25)2 (25)3

Deze reeks is (vanaf de tweede term) alternerend en de absolute termen gaan
kennelijk monotoon naar 0. De afbreekfout is dus kleiner dan de eerste weg-

gelaten term. Nu is

1 1 1

5 e =

23 252

11
7000 < Z° 700 °

We kunnen dus volstaan met twee termen

V26 = 5 + 2 = 5,100.. .




1.

2.
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Tentamen mei 1974.

a) Bepaal voor alle reele waarden van a de reéle oplossingen van de diffe-

rentiaalvergelijking

y" - 2ay' + a’y = 4e2x .

b) Bepaal alle reéle waarden van x waarvoor de reeks

- (3x+ "

n=1 arctan(/ﬁ) - n

convergeert.

a) Bereken

b) Bereken

a) Bepaal de vergelijking van de cilinder die de bol (x--l)2 + (y-+1)2-+22 =]

omhult en loodrecht staat op het vlak x+y+z = 1.

b) Bepaal het volume van het lichaam dat begrensd wordt door de paraboloide

z = 2x2+2y2+1, de cilinder x2+y%2-x = 0 en het vlak z = 0.

Van een lineaire afbeelding A van R4 in R3 is de matrix

[~ 1 2 w)
ol u =1 21 .

2 v -ij

a) Bepaal a, u, v en w zodanig dat A gespiegeld en orthogonaal is.
b) Bepaal de eigenwaarden van A met de bijbehorende eigenvectoren.

c) Toon aan dat A een spiegeling is en bepaal het spiegelvlak.
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Oplossingen Tentamen mei 1974,

1. a) De karakteristieke vergelijking heeft een tweevoudige wortel a.

2'

b)

a)

De algemene reéle oplossing van de homogene vergelijking is dus

y = Ae®® + Bxe™® A en B reéel.
Nu de inhomogene vergelijking. We zoeken een particuliere oplossing door

te stellen: y(x) = e2X *z(x)., Dit geeft voor z:
z" - 2(a-2)z' + (a—2)22 =4 ,

Als a # 2, dan voldoet z = 4(a-2)_2; als a = 2, dan z = 2x2.

De algemene reele oplossing voor y is dus

als a # 2: y = Ae® + Bxe® 4+ 4(a- 2)-2 e2x

’

9 A;Be R,
(A+Bx +2x2)e X ,

als a = 2: y

I - % arctan vn

Iun-f-‘l
lim ————— = [3x+1 « lim 7 ’] = ]3x+l[ s
n->o |unl n»o | + Py arctan vn + 1

dus de reeks is divergent voor |3x+ 1| > 1, en absoluut convergent voor

—%<x<0.

Bij randpunt x = 0 zijn alle termen negatief maar in absolute waarde gro~

1 . .
ter dan 7} de reeks is dus divergent.

.. 2 . .
Bij randpunt x = - 3 1s de reeks alternerend, de termen gaan naar nul en
hun absolute waarde (n - arctan /r_x)—] daalt monotoon, want

(x - arctan /;)‘ > 0. De reeks is hier relatief convergent.

- i
De afgeleide van de teller is (1 +x2) 2 =~ --4 X2 + % x4+

3%}

De teller zelf is nul voor x = 0 en heeft dus de machtreeksontwikkeling

- L33 s IS 21
g X +40x + +.. . De limiet 1is dus i

Anders: log(l +x+ §x2 +x%c(x)) = x + §x2 - L(x+ §x2)2+—;- x3 + x4c¥(x).
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2. b) De oneigenlijke integraal gaat door de substitutie x = sin ¢ over in een

eigenlijke:
I I I x
2 2 2 2
+ 2 2,
f do  _ J sin’g + cos%y 4o . J Ef%ha -} J cos ¢d L.
.3 .3 .2
T sin®g x sin¢ T = sin<g
6 6 6 6
2 5 2
- do | €O5 ¢ 1 sin ¢ do -
sing * , o ‘ .2
sin“g|m sin‘g
I 3 I
6 6
1x
0s 2 T
= 1 llog tan %- S } log tan 7t Y3  (tan {% = 2-V3).
: 2
sin“g|m
6
3. a) De lijn door een punt (p,q,r) loodrecht op het vlak x +y+z = | heeft als

b)

parametervoorstelling x = (p,q,r) + A(1,1,1).

De )'s behorende bij de snijpunten met de bol volgen uit
(P+A=-1)2 + (g+r+1)2 + (r+21)2 =1

De lijn is beschrijvende van de cilinder als zij raakt aan de bol, dus

als de discriminant van de vierkantsvergelijking in A nul is:
4(pra+r)? - 12((p-1)2 + (q+ N2+ 22 - 1) =0 .

De punten (p,q,r) die hieraan voldoen vormen de gevraagde cilinder. Deze

heeft dus de vergelijking

Nojw
]
o

x2 + y2 4 22 - Xy — Xz - yz - 3x + 3y +

Het lichaam heeft tot grondvlak de cirkel O < r < cos ¢, z = 0 (cilinder-

coordinaten). De inhoud is dus

I g
2 cos ¢ 2
2 _ Y 2 _ 317 1l 7 _ 7
dg (2r¢ + 1)rdr = (cosp + cos“g)dy = T3 tETSTET
r=0 0




4. a)

b)

c)
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De kolommen zijn onderling loodrecht:

-2- u+2v=0 )
~w+ 2u- 2= Tutv=2 } Ju=l4d>u=v=w=2,
du- 2- y=o0) T V=6
De lengte dea kolommen moet 1 zijn: vY9a2 = 3la] = 1. Dus a = = % . Nu
leidt o =%— tot (—%,—g—,%) als beeld van (1,0,0), enz,
Kennelijk zou A dan een draaiing zijn (om (1,1,1) over %), d.w.z. |A] =1,
een direct orthogonale afbeelding. We moeten dus hebben o = - %-. Nareke-

nen geeft inderdaad |A| = -1.

Cmdat A orthogonaal is kunnen de reéle eigenwaarden alleen *1 zijn.
Bij A = -1 vinden we als eigenwaarden p(l,1,1) met p # 0.

Bij A

1 zijn alle vectoren # O uit het vlak x+y+z = 0 eigenvector.

Dat A een spiegeling is volgt onmiddellijk uit het feit dat het vlak
x+y+z = 0 punt voor punt op zijn plaats blijft (spiegelvlak) en de vec-

toren loodrecht op dit vlak overgaan in hun tegengestelde.
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Herkansingstentamen juni 1974.

Bepaal alle reele oplossingen van de differentiaalvergelijking

y" +y=x3+ cos x .

Onderzoek de convergentie van de reeks

[ ]

) arctan(v/an - /n+2) .

n=1

Van een lineaire afbeelding A van R, in R3 is de matrix

3

a) Bepaal de eigenwaarden van A met de bijbehorende eigenvectoren.

b) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van A.

y L x+y =1
a en de rechte m.{ z = 1

Gegeven zijn de rechte 2:{.2

Bepaal de vergelijking van het oppervlak dat wordt gevormd door de rechten

die £ en m snijden en evenwijdig aan het xOy-vlak zijn.

Bereken
6
Jr dx
- 372
3473 (4x% ~ 24x + 27)
Bereken de oppervlakte van dat deel van de bol x2 +y2 +22 = 16 dat gelegen
is buiten de paraboloide x2 +y2 +z = 16,
Bereken
1
J sin X .
X
0
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1974.

. o i =ix .
De karakteristieke vergelijking t2+ 1 = 0 geeft e *ene als basis voor

de oplossingsruimte van de homogene differentiaalvergelijking. Een reéle ba-

sis 1is:
%(eiX + e—ix) = cos X , 5% (eix - e_ix) = sin x .
Als particuliere oplossing proberen we
y = ax3 + bx? + cx + d + ex cos x + fx sin x ,
y' = 3ax? + 2bx + c + e cos x + £ sin x - ex sin x + fx cos X s
y" = 6ax + 2b - 2e sin x + 2f cos X — ex cos x - fx sin x .

Nu moet voor alle x gelden
ax3 + bx? + (ba+c)x + 2b + d - 2e sin x + 2f cos x = x3 + cos x .

dus a=1, b =0, 6a+c =10, 2b+d =0, ~2e¢ =0, 2f =1,

De algemene reele oplossing is dus
y = x3 - 6x + ix sin x + A cos x + p sin x (A, u reéel).

De vergelijkingsstelling heeft betrekking op reeksen met positieve termem.

o
We beschouwen daarom eerst de reeks Z bn met
n=1

bn = arctan(vn + 2 - /;) = arctan n+2-n > drctan f!‘“ > “”#ﬂ ‘
Vyn+2 + vn yn+2 vV/n+2
De laatste ongelijkheid volgt uit arctan x > }x voor 0 < x < | ¢( 1'2 > 4.
1 +x
Nu is de reeks Z ! (dat is Z —LO divetgent. Dus 2 bn is divergent
n=1 /n+2 n=3 /n n=1

en de oorspronkelijke reeks dus ook.




| 3. a) Ter bepaling van de eigenwaarden van de lineaire afbeelding A lossen we

de karakteristieke vergelijking det(A- AI) = O op:

{ - A3+ (1+1+DA2 - (3-6-3)1 + (1.3-2.-3+3.-3) =0,

A3 - 532 - 6x =0, Ay =0, A=6, r3=-1.

Al =0 I x+ 2y +3z2=0 x = p(l,1,-1)
{2x + y+3z2=0

| Ay =-1 i 2x + 2y +3z2 =0 x = 0(8,1,-6)
3x + 4z = 0

|

: Ay = 6 g -5x + 2y +3z2=0 x = 1(1,1,1)

i 2x - 5y + 32 =0

{x | Ax = 0} = de eigenruimte bij eigenwaarde O.

b) i. Nulruimte

Dus de nulruimte wordt opgespannen door (l1,1,-1).

ii. De eigenvectoren bij eigenwaarde ongelijk 0 liggen in de beeldruimte;
de dimensie van de beeldruimte is 2.
Dus de beeldruimte wordt opgespannen door (l,1,1) en (8,1,-6).

(Andere voor de hand liggende basis: (1,2,3), (2,1,0).)

4. Kies een punt op £: P(A,1,0) en een punt op m: Q(u,l-p,1).

Een parametervoorstelling van de lijn PQ is
x = (A,1,0) + p(u=i,l-u=2a,1) .

De 1lijn PQ moet evenwijdig aan het xOz-vlak zijn, d.w.z. de y-coordinaat van
de richtingsvector moet 0 zijn: 1 -u=-X = 0. Alle punten (x,y,z) van zulke

rechten PQ vormen het oppervlak:

x=Ate-d) x = A+ p(1-2))
= + - -
y=Ai+p(l-u-1) y =
z = p
=0,
l-=pu=-x =20

waaruit de vergelijking van het oppervlak volgt:

x=y+ z(1~-2y) .



6. De bol x% +y2+22

cirkels

x2 +

x2 +

H 6.74

y2 16 en z =20,

y2

15 en 2z =1

Het boloppervlak tussen deze twee cirkels is gelijk aan

‘ S5z 2 1 3z 2
JJ \’l + (3r) + = (acp) rdrdg ,

G

Lo
2y

=

w

6 6
5 J dx _ 1 dx
) 5 _ 3/2 8 a2 93372
34‘}/3- (4X 24X+27) 3+V/'3" ((X 3) 4)
Substitueer nu x-3 = % cos_l¢; bij x = 6 wordt cos ¢ =
x = 3+/3, cos ¢ = 1/3, 9= %-.
De integraal wordt dus
I I
[3 3
1 sin g 1 1 f cos ¢
T8 dp = 73 dg
18 ﬂj cosZq ( 12 1)3/2 18 sin2g
3 cos“g r3
T
BN T U R o
18 sin ¢ T 93
6

waarin G voorstelt het in z = 0 gelegen ringgebied: 0 < ¢ < 2w, /15
terwijl z = V16 ~r2 (cilindercoordinaten).

Opp.

(Men vindt dit

27 4
-r 2
= J do ] + [==————| rdr = 21
V16 - r?
0 15
4
= 8y |-V16 -~ r2 = 81 .
/15

ook gemakkelijk met wat stereometrie.)

4

f

/TS

4r

V16 - r2

dr

<

= = ; bij

r

<

16 en de paraboloide x2+y2 +z=16 snijden elkaar in de

4,
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sin x 1 g ]
e R i 1
|
sin x _, ] | .
f i N 15 MR
0

Omdat de termen alterneren en in absolute waarde monotoon naar 0 gaan, is de

afbreekfout kleiner dan de eerste weggelaten term.

Nu is
1 ) -4 ] 1 -4
3T5 " %o~ 410 mesr gry = gmhp < 1010
Dus
1
sin x I B 1
f —}-{-—-dx—l ]8"'600—0,9461

in 4 decimalen nauwkeurig.
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