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P 3.75

Proeftentamen maart 1975

Door de betrekkingen

xy + 2x32 =3,

x2+y2+2xy+22=5,

zijn y en z gegeven als functies van Xx.

Bereken %% en %& in (1,1,1),

Bepaal de orthogonale trajectorie door (0,1) van het stelsel hoogtelijnen

van de functie f(x,y) = y2 - X.

De functie f: R? + R is gedefinieerd door

: 2
£(x,y) = —==L——  voor (x,y) # (0,0) ,

[
o

£(0,0)

a) Bewijs dat f continu is in (0,0).
B) Bereken voor alle reele waarden van a de richtingsafgeleide in (a,0) in
de richting van v =-l—(l,~l).
v
Bereken plaats, aard (globaal/locaal, maximum/minimum) en waarde van de ex-

trema van de functie f(x,y) = (y - x2)(y - 1) op
-2
-2

De scholengemeenschap van een stad bestaat uit een gymnasium, atheneum en

IA

X

A

2,
2

IA

y £

havo., Elk jaar gaan er 320 leerlingen van de basisschool naar deze scholen-
gemeenschap.

Aan het einde van de eerste klas gaat er van het aantal leerlingen van de
eerste klas gymnasium 257 naar de tweede atheneum, 157 naar de tweede havo,
de rest naar de tweede gymnasium, Net zo gaat van de eerste atheneum steeds
107 naar de tweede gymnasium, 10% néar de tweede havo en de rest naar de
tweede atheneum; van de eerste havo gaat 57 naar de tweede atheneum, de rest

naar de tweede havo. Zittenblijven is er op deze scholengemeenschap niet bij.




a)

b)

P 3.75

Als het gymnasium dit jaar 100 leerlingen van de basisschool zou opnemen,
het atheneum 80 en de havo 140, hoeveel leerlingen zitten er dan volgend
jaar in de tweede klas van het gymnasium resp. atheneum en havo?

Hoe moeten de 320 leerlingen over het gymnasium, atheneum en havo verdeeld
worden, opdat het aantal leerlingen dat volgend jaar in de tweede klas van
het gymnasium resp. atheneum en havo zal zitten gelijk is aan het aantal

leerlingen dat nu in de eerste klas gymnasium resp. atheneum en havo zit?
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Oplossingen Proeftentamen maart 1975

1, Differentiéren van beide betrekkingen naar x geeft

y + xy' + 6xzz + 2x32' =0,

2x + 2yy' + 2y + 2xy' + 2zz' =0 .,
In het punt (1,1,1) wordt dit

7+ y'(1) +22'(1) =0,

b+ 4y'"(1) + 22'(1) =

met oplossing y'(1) =1, z'(1) = -

2. De raaklijnen aan de orthogonale trajectorie y = y(x) hebben in elk punt rich-
tingsvector grad f(x,y) = (-1,2y), zodat geldt _Z —¥-= -2y, met als oplos-
singen y = Ce-zx. Substitutie van x = 0, y = 1 geeft C = 1. De vergelijking

-2x
e .

L]

van de orthogonale trajectorie door het punt (0,1) is dus y

3. a) Voor x = (X,y) # 0 geldt

[£@ - £@] = |5 y | < [xlv® I= "3=ll |
x +zy2 2. [ '

Zij € > 0. Neem § =
Dan geldt voor alle x met [x| < & dat |£(x) - £(0)| < e, zodat f continu
is in 0.

b) Z2ij a = (a,0), dan is de richtingsafgeleide in a in de richting van v per

definitie gelijk aan

"
i
2y

Q
B
&

f(a + tv) - £(a)
lim T .
t>0

Voor a = 0, dus a = 0, wordt dit

N
AR S e

fE, - 2y E £
f(t_\z_) - f(g) /5’ /2— /7 t 2
lim T = lim —_— lim > 5 = g
t>0 t>0 t>0 ¢ (t s 21
2 2 .
= 1im "_l'-' = _é“/z— . e
t>0 3v2
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a# 0, dus a # 0, maken we gebruik van de differentieerbaarheid van
fina (f = %-met g en h differentieerbaar OpZRz, h(a) # 0).

Dan is de richtingsafgeleide gelijk aan (grad f(a),v). Wegens

im f(a +h,0) - f(a,O) = 0

f (a) = 1i

X = hs0 » h ’

£ (a) = lim f(a,k) ; £(2,0) _ lim —E—EE-—E =0, 1is
y k>0 k>0 a® + 2k

(grad £(a),y) = (0,v) = O.
De richtingsafgeleide van f in het punt (a,0) in de richting van v is dus

gelijk aan %Vflvoor a =0 en gelijk aan 0 voor a # 0.

4. We tekenen eerst de nullijnen van f en geven tevens de tekenverdeling van £

aan op het vierkant -2 £ x £ 2, =2 £y £ 2

y

2
_N\ + + e
| |
e 1 |
f Lyl
|+| - - l+l
Py !

-2| -V2 -1 1v2 |2 X
+ +
-2

Stationaire punten van f vinden we uit grad f =0, dus uit de vergelijkingen

fx(x,y) ~2x(y = 1) =0,

y-1+y- x2

fy(X’Y) 0,

met oplossingen (x,y) = 0,4, x,y) = (-1,1) en (x,y) = (1,1). De stationaire
punten (-1,1) en (1,1) zijn zadelpunten (zie de figuur).
In het punt (0,}) heeft f een minimum met waarde -1, Beschouw namelijk de be-

grensde gesloten verzameling

v = {(x,y) | x2 <y <1},

Volgens de stelling van Weierstrass heeft de continue functie f op V een glo-

baal minimum,
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Op V is f(x,y) < 0 en op de rand van V is f(x,y) = 0, zodat f een minimum in

het inwendige van V heeft, dus in het stationaire punt o0,H.

OEmerking. Uit

fXX(O’%) =1>0, fyy(osé) =2>0

en

£ (000 E, (0,1) - (fxy<0.£>)2 =2-0=2>0

volgt met wat minder schrijfwerk dat f een minimum heeft in 0,1,

Tot zover de inwendige punten van het vierkant -2 < x € 2, -2 <y < 2,

We onderzoeken nu f op de rand van het vierkant.

i) Voor x = 2, -2 <y < 2 en ook voor x = -2, -2 < y £ 2 vinden we
+ _ 2 _ 9
£(£2,y) = (y=-&)(y-1) =y -5y +4=(Gy -5 -7

Deze functie heeft op het interval -2 < y < 2 een maximum voor y = -2
met waarde 18 en een minimum voor y = 2 met waarde -2,
Corresponderende punten op de rand van het vierkant zijn (£2,-2) met
£(22,-2) = 18 en (%2,2) met £(%2,2) = -2,

ii) Voor y = -2 vinden we £(x,-2) = (-2-—x2)(-3) = 3x2

+ 6, te beschouwen
op het interval -2 < x < 2,

Deze functie heeft maxima voor x = *2 met waarde 18 en een minimum voor
x = 0 met waarde 6. De punten die corresponderen met x = *2 hebben we
al opgeschreven bij onderdeel i), zodat de enige nieuwe kandidaat is
het punt (0,-2) met £(0,-2) 6.

iii) £(x,2) = 2 - x2 voor -2 < x € 2 tenslotte, geeft minima voor X = +2 met

waarde -2 (al gevonden bij onderdeel i)) en een maximum voor x = 0. Het

corresponderende punt is (0,2) met £(0,2) = 2.

Met behulp van de stelling van Weierstrass, toegepast op het vierkant -2<x<2,

-2 <y £ 2, kunnen we nu concluderen:

in de punten (#2,-2) heeft f globale maxima met waarde 18,

in de punten (*2,2) heeft f globale minima met waarde -2.

In het punt (0,}) in het inwendige van het vierkant heeft f dus blijkbaar

een locaal minimum met waarde -}.

T I e L
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Bovendien is er in het punt (0,2) nog een locaal maximum met waarde 2,

Om dit in te zien beschouwen we de begrensde gesloten verzameling
W= {(x,y) I (-2 £ x<£2)A(l 2yx 2)} .

Op W heeft f een globaal maximum. In het inwendige van W heeft f geen sta-
tionaire punten, zodat f het globale maximum op de rand van W aanneemt. Het
enige punt dat in aanmerking komt is (0,2). Ten opzichte van het vierkant

-2 <x<2,-2<y=<2iser in (0,2) dus een locaal maximum.

Rest ons nog het punt (0,-2) te onderzoeken. Ten opzichte van de rand van
het vierkant is er in (0,-2) een minimum.

Ten opzichte van de y-as is er in (0,-2) een maximum, want £(0,y) = y(y-1) <
< £(0,~2) voor -2 £y < 2,

Dus is er in (0,-2) geen extreem.

5. a) Van de 100 gymnasiumleerlingen gaan er 25 naar de tweede atheneum, 15 naar

de tweede havo en 60 naar de tweede gymnasium.

Van de 80 atheneumleerlingen gaan er 8 naar de tweede gymnasium, 8 naar de

tweede havo en 64 naar de tweede atheneum.

Van de 140 havoleerlingen gaan er 7 naar de tweede atheneum en 133 naar

de tweede havo. Dus zitten er volgend jaar 60 + 8 = 68 leerlingen in de

tweede klas van het gymnasium, 25 + 64 + 7 = 96 leerlingen in de tweede

klas van het atheneum en 15 + 8 + 133 = 156 leerlingen in de tweede havo.
b) Zij Bp» ap» hl het aantal leerlingen dat nu in de eerste klas gymnasium,

resp. atheneum, resp. havo zit. Dan is gy *ta * h1 = 320,

Volgend jaar zitten er dan

g, = 0,6Og1 + 0,10a, in de tweede gymnasium ,

1
= O,25gl + O,80a1 + O,OSh1 in de tweede atheneum ,

w
|

o
!

= O,ISg1 + O,lOa1 + 0,95h] in de tweede havo .

Gevraagd wordt nu g;» 8, en h] zo te bepalen dat 8y = 813 3y = 3y h2'_hl'

Dit geeft het volgende stelsel vergelijkingen:

g, + a, + h1 = 320 ,
4g; - 3, =0,
Sgl - 431 + h1 =0,

3g1 + 2al - h, =0,
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dat we oplossen door vegen:

1 1 1/320 4 3 0320 16 0 0320 1 0 0] 20

4 =1 010 4 -1 o0 . 4 -1 o)jo .0 =1 0} -80

5 -4 10 8 -2 0j0 11 0 -1}0 o o0 -1|-220 ,
3 2 -1i0 3 2 =10

dus g, = 20, a, = 80, h, = 220,
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Examen/tentamen mei 1975

"
o
g

nultiplicatorenmethode van Lagrange de extrema

f(x,y) = 2xy + vy
op de kromme

x2 + 3y2 = %-.

b) Beschouw in R? de kromme met vergelijking

3x2y + 2x3 + 7y3 =1.

In welke punten is de raaklijn aan deze kromme horizontaal, en in welke

verticaal?

2. Een afbeelding A:ZR3 +IR3 wordt gegeven door
Ax = (a,x)a - (b,x)b met a = (1,1,0) en b = (2,1,-1) .

Bewijs dat de afbeelding A lineair is en bepaal matrix, rang, beeldruimte,

nulruimte en eigenwaarden van deze afbeelding.
3, Vervalt in verband met een wijziging van de collegesyllabus.,

4, Bereken de lengte van de kromme

-t -t . t
x(t) = (e cos t, e sin t, e ") met 0 £ t < o ,

5. Bereken

JJJ (x2 + y2)dxdydz
G

waarin G bepaald is door

A
N

x2 + y2 + (z -1)2 <1 en x2 +y
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Oplossingen Tentamen mei 1975

1. a) Zij g(x,y) = x2 + 3y2 - }, dan zijn £ en g differentieerbaar, en

b)

grad g(x,y) = (2x,6y) # 0 op de kromme g(x,y) = 0. Punten (x,y) waar £

cen extreem heeft voldoen dan aan het stelsel vergelijkingen

2y + A (2x) =0,

2x +1 + A(by) =0,

voor zeker getal A.

De oplossingen van dit stelsel zijn

A==l (ky) = ()
A= 0, Gy =(-10) ,
A= 1, (x,y) = (§,-1) ,
met £(},1) = %-. £(-4,0) = 0 en £(},-}) = - %.,

De kromme g(x,y) = 0 is een begrensde gesloten verzameiing. De functie £
héeft dus volgens de stélling van Weierstrass een globaal maximum en een
globaal minimum op de kromme, zodat %-het globale maximum en - %-het glo~
bale minimum moet zijn.

Op de kromme x2 + 3y2 =} is x 2 -}, dus 2x + 1 2 0, zodat voor alle pun-
ten op de kromme, behalve het punt (-},0), geldt f£(x,y) = y(2x + 1) is po-~
sitief voor y > O en negatief voor y < O, In (-4,0) heeft f dus geen ex-
treem.

Impliciet differentiéren van de vergelijking naar x geeft .
bxy + 3x2y' + 6x° + 21y2y' =0,

2xy + 2x2

x2-+7y

niet op de kromme, dus verticale raaklijnmen zijn er niet.

waaruit volgt y' = - voor (x,y) # (0,0). Het punt (0,0) ligt

De punten waar de raaklijn horizontaal is vinden we uit het stelsel ver-

gelijkingen

2xy + 2x% = 0 ,

3x2y + 2x3 + 7y3 =1.

Dit levert de punten (x,y) = (0,—%:9 en (x,y) = (=},1).
7




i)

ii)

iii)

iv)

v)

vi)

- 10 -
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A + y) = (a,x + ya - (b,x + Yb =

w

voor alle x ER3, y € R}

A(ax) = (a,ax)a - (b,ax)b = a(a,x)a - a(b,x)b = oAx

voor alle X € R3, a € R.

De afbeelding A is dus lineair.

A(1,0,0) =a - 2b = (-3,-1,2), A(0,1,0) = a-b= (-1,0,1) en
A(0,0,1) = b = (2,1,-1), zodat de matrix van A is

De rang van de afbeelding A is de dimensie van de beeldruimte van A,
Uit de definitie van A volgt dat de dimensie van de beeldruimte ten
hoogste 2 1is,

Uit ii) volgt dat a = b en b, dus ook a en b in de beeldruimte liggen.
De vectoren a en b zijn onafhankelijk. Dus is de rang van A gelijk aan 2,
De beeldruimte van A is het vlak opgespannen door a en b, in parameter-
voorstelling x = A(1,1,0) + u(2,1,-1).,

De vergelijking van dit vlak is x = y + z = 0.

Ax = 0 = (a,x)a - (b,x)b. geeft, wegens de onafhankelijkheid van de vec-
toren a en b, (a,x) = (b,x) = 0; x L aenXx L Db, dus X loodrecht op het
vlak x = y + z = 0, De nulruimte van A is de rechte x = v(l,-1,1).

De karakteristieke vergelijking van A is

T 1-x 0 1-A
-1 A 1 | =l-1422 0  1-a-AY =
2 1 —1-A 2 S
“1-x 1-A 1+ -1
~1+2%  1-A-A2 1=2%  AZ4a-

2

LA+ -D) + (=D =-1)T = = +ar°-32) =

A2 440 =3) = A((A+2)2=7) = AQ+2+ /D +2-VT) =0 .

De eigenwaarden van de lineaire afbeelding A zijn dus A, = 0 (met eigen-

ruimte x = v(l,-1,1), zie v)), >‘2 = -2 + Y7 en )\3 = =2 - /7.
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4, Wegens

. -t -t . -t . -t -t
x(t) = (-e "cos t — e "sin t, —e 'sin t +e cos t, —e ),

‘-}.E-(t)" = e_t/(cos t + sin t)z + (COS t - Sin t)2 + 1 = e_t/s ,

wordt de lengte van de kromme gegeven door

w A
J e—t/g dt = /3 lim J’e—tdt = Y3 lim (—e_A\+l) =73,

0 | A>oo 0 Ao

5. Het gebied G wordt begrensd door de bol x2 + y2 + (z —1)2 = 1, met middel-
punt (0,0,1) en straal 1, en door de kegel %% + y2 = 22 met top (0,0,0) en
de z-as als as. De top van de kegel ligt op de bol.

Snijpunten van bol en kegel met z # 0 vinden we uit het stelsel vergelijkin-

gen

2

x° + y2 + (z--l)2 =1,

zodat de snijkromme van bol en kegel is de cirkel x2 + yz =1, z = 1.
Het gebruik van cylindercodrdinaten (r,¢,z) ligt voor de hand.
De vergelijking van de halve bol x2 + y2 + (z --1)2 =1, z 2 1 wordt dan
2 2 2

+

z =1+ /1 -r2 en de vergelijking van de halve kegel x y =2z ,220

wordt z = r, zodat
2n 1 I+V1—r2

JJI (x2 + yz)dxdydz = J de J r dr J r2dz =
G 0 0 T

i . 1 1
: = 27 J r3(l~+¢1 -r2 -x)dr = 2w J (r3 - r4)dr +
: 0 0

‘ 1 1
‘ + 27 J r3V1 -r%dr = ZH(%-— %J - J erl —rzd(l —r2) =
0 0
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: u=1
m m 2 3/2 2 5/2.|°
= — - uw)u du = — = -< =
T J (1 = u)’u du T ﬂ(3 u T U ) u=0

waarbij we de substitutie | —r2 = u hebben gebruikt.

Opmerking. We kunnen ook bolcoordinaten (p,0,¢p) gebruiken., De vergelijking

van de halve bol x2 +y2+ (z—1)2= l, z 21 is dan p = 2 cos 6 met OSGS-}-I—

en de vergelijking van de halve kegel x2 + y2 = zz, z>01is 8 = % » zodat

2m /4 2cosb
”J (x? + y%)dxdydz = J do J sin 0 do J 025in%6.0%dp =
0

1/4 2cosb /4
2m J sin36 de J padp = %; J ZSCOSSG sin36 de =
0 0 0

/4

il
S———
~
c
|
[«
~
[aW
[+

i

647 1 1 1 1

S8 L 1 l_ Iin
~ 75 ‘6 8 48 128

T 4
=53+ =35

waarbij we de substitutie cos 6 = u hebben gebruikt.
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1975

1. Bereken de extrema van de functie

2
f(x,y) =xy-y
op het gebied bepaald door

x2 + y2 < 4 .

2. Geef de termen tot en met de tweede graad van de Taylorreeksontwikkeling van

f(x,y) = cos(xey+])

om het punt (1,0).

3. Van de lineaire afbeelding A: R > 8 is gegeven de matrix
1 12 -12
l .
17 -12 9 8| .
12 8 9

a) Bewijs dat A een orthogonale afbeelding is en een eigenwaarde | heeft.
b) Bereken de eigenruimte bij de eigenwaarde 1.

c) Wat is de meetkundige betekenis van A?

4. Vervalt in verband met een wijziging van de collegesyllabus.

5. Bereken

[ o

G
waarin G gegeven is door

x% - 2% + yz

x2 + y2 + 22 4

IA
o
-

A

fwidacl 1L -
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1975

Y

e

-2

Uit grad f(x,y) = (2xy,x2-l) = 0 volgt dat de stationaire punten van f zijn

(-1,0) en (1,0), Dit zijn zadelpunten, zoals blijkt uit het plaatje.

Opmerking. Ook uit fxx(il,O) = 0, fyy(tl,O) = 0, fxy(il,O) = +2 en dus

2
Erg(E100) £ (21,00 = (£, (41,007 = 4 < 0

volgt dat f in de punten (+1,0) geen extreem heeft,

Op de rand van de cirkelschijf is X% = 4 - y2 met =2 < y < 2, Substitutie
geeft f(x(y),y) = y(@3 - yz) = g(y), te beschouwen op het interval -2 <y < 2,
Uit g'(y) = 3--3y2 volgt: g'(y) < 0 voor |y| =1, g'(y) 2 0 voor ly] =<1,

dus g dalend op [-2,-11, g stijgend op [-1,1], g dalend op [1,2], zodat g
maxima heeft voor y = -2 en voor y = 1 (g(~2) = 2, g(1) = 2) en minima voor
y = -1 en voor y = 2 (g(-1) = -2, g(2) = =2).

De corresponderende punten op de cirkel x2 + y2 = 4 zijn respectievelijk
(0,~2), (+/3,1), (+/3,-1), (0,2). Volgens de stelling van Weierstrass heeft

2 < 4} een globaal ma-

f op de begrensde gesloten verzameling {(x,y) | x2 +y
ximum en een globaal minimum, zodat 2 het globale maximum en -2 het globale
minimum moet zijn.

Samenvattend: f heeft globale maxima 2 in de punten (0,-2) en (i/?,l), en

globale minima -2 in de punten (t/g,—l) en (0,2).
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2. De Taylorreeksontwikkeling van f rond het punt (1,0) is

E(x,y) = £(1,0) + £.(1,00(x=1) * £.(1,0)y +

+
N;L-—

2
wE (1,0) x-1)% + 26, (1,0 Ge=Dy + £ (1,05 +...

Berekening van de partiele afgeleiden geeft

fx(x,y) = —ey+lsin(xey+]), fy(x,y) = —xey+1sin(xey+l) .

2y+2 +1 v
fxx(x,y) = —“Y cos(xey )
fxy(st) = —ey+lsin(xey+]) - xe2y+2cos(xey+l) ,

v+l y+|) - x2e2y+2cos(xey+1) H

f (x,y) = -xe’ sin(xe
vy sy

fx(l,O) = —¢ sin e, fy(l,O) -e sin e ,

2 . 2
fxx(l,O) = -e“cos e, fxy(l,O) -e sin e - e“cos e ,

. 2
f 1,0) = -e sin e - e cos e
yy(’) ?

zodat met £(1,0) cos e volgt

f(x,y) = cos e = (x~1)e sin e - ey sin e +

- i(x-l)zezcos e - (x=-1)y(e sin e + ezcos e) +

- éyz(e sin e + eZcos e) *euu

3. a) i) Voor de matrix van A geldt

1 =12 12 1 12 -12 289 0 0
T 1 1 1 _
ATA = 77| 12 9 8|75{~12 9 8| = 555/ O 289 0 |=
-12 8 9 12 8 9 0 0 289
' 1 0 O
: =10 1 o] =1,
0 0 1

| dus de afbeelding A is orthogonaal.
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ii) -16 12 -12 ~16 12 -12
deta=1'T) = ——l-12 -8 8l =—15l-12 -8 8| =0,
(17) (17)
\ /7 I 12 8 __8| A 4 | O O OI

zodat 1 een eigenwaarde van A is,
b) De eigenruimte bij de eigenwaarde | bepalen we uit A - I)§_= 0, dus uit

het stelsel vergelijkingen

[—16x + 12y - 122 = 0 ,

I—IZX - 8y + 8z o,

12x + 8y - 8z 0 .

Met vegen vinden we

Hieruit volgt x = 0, y = z, dus x = (X,y,2z) = a(0,1,1).

¢) De dimensie van de eigenruimte bij de eigenwaarde 1 is gelijk aan I. Dus
is A een draaiing om de as x = a(0,1,1).
Om de draaiingshoek te vinden nemen we een vector v in het vlak y + z = 0
loodrecht op de as, bijvoorbeeld v = (1,0,0). Dan is Av = %7(1,—12,12) en
de draaiingshoek ¢ is de hoek tussen v en Av, dus

1
s T ISTMALT = T.71 - 17 0 ® T Arees T

A is een draaiing om de rechte x = a(0,1,1) over een hoek arccos 7

5. In cylindercoordinaten (r,9,z) wordt het gebied G gegeven door r < 2 cos 0,

22 < 4 - r2 zodat

/2 2cos® /Z—rz
JJJ zzdxdydz = J do I r dr [ zzdz =
G -1/2 0 ~V=r2
/2 2coso V4-r2 /2 2cos9 3

= 4 j do J r dr J 2%dz = %- J do J r(4"r2)2dr

0 0 0 0 0
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w/2 5|r=2cos¢ m/2 5 5
- - A (4 -1y dop = - & (4 -4 cos?e)? -42|dg =
15 15
0 r=0 0
/2 m/2
4 5.5 5., 128 . 4 128 7 _
=-T3 J (27sin"¢ = 27)do = —¢ J sin'gp d cos 9 + == 7 =
0 0
m/2
_ 128 o212 64T _
= =3 J (1 -cos™9)"d cos 9 + 5%
0
1
128 2 4 64T 128 2 1 64m _64m 1024
=T J“ 20" +ul)du + g7 = = (1 =349 e =5 T g5
0

waarbij de substitutie cos ¢ = u is toegepast.
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Examen/tentamen januari 1976

1. Gegeven is de kromme K met parametervoorstelling
x(t) = (V2 cos t, sin t + t, sin t - t), 0< ts 2m ,
Bepaal:

a) De raaklijn aan K in het punt Eﬁgﬁ.

b) De lengte van K.

2. Van de differentieerbare functie f: R? + R is gegeven:

of + 2 of
=y = 5, 35 (%sy) = =2y + arctan x, £(0,7) =1 .
1 + x

a) Zij V het raakvlak in (0,m,1) aan het oppervlak met vergelijking z = f(x,y).
Bepaal de vergelijking van V.

b) De functie g wordt gedefinieerd door

g(t) = f(tan t,t) voor %-< t < %; .

Bepaal g'(t) voor %-< t < %; .

3. De lineaire afbeelding A: R3 *‘R? is gegeven door de matrix

3 0 -1
%2 2 _2 .
3 0 -l

a) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A,
b) Bepaal de beeldruimte en de nulruimte van A,

¢) Voor welke a ¢ R 1s

A)_E = (3!32’33)

oplosbaar?

d) Beschrijf de afbeelding A meetkundig.

4. Vervalt in verband met een wijziging van de collegesyllabus.
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3

5. Het oppervlak V in R’ wordt gegeven door de vergelijking

z=%x-%x lnx (x > 0) .
Bepaal de oppervlakte van dat deel van V dat ligt boven

2 } .

|15x£een0£ys-l—
b3

{(x,y) ¢ R

e

i e -k
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Oplossingen Tentamen januari 1976

1 2Y Tar wiehtdimocvector va 3 Iy = s m
1. a) Een richtingsvector van de raaklijn aan K in het punt K(EQ.-(Q,l.LE.,xz Eg
=

3':_(1) = (/2 sin-T-ZT-,cos

3 Z+1, cos %—1) = (=/2,1,-1) ,

2

zodat een parametervoorstelling van deze raaklijn is

x = (0,1+12T-,1—%) + A (/Z,~1,1) .

b) De lengte van K is gelijk aan

2m 27
J “gﬂt)”dt J /f—/i sin t)2 + (cos t +1)2-+(cos t —l)zdt =
0 0]

]

2m 2m
J /5 sint + 2 cos?t + 2 dt = 2 J dt = 47 ,
0 0

2, a) De vergelijking van V is

z - £(0,m) = £ (0,m)(x - 0) + fy(O,“)(y - T .
Met £(0,m) =1, fx(o,n) =, fy(o,n) = =27 wordt dit
z -1 =7 - 2n(y - m) ,

z =1+ 2ﬂ2 + X = 2Ty .

b) g(t) = f(gl(t),gz(t)) met gl(t) = tan t, gz(t) = t, De functie f is diffe-

rentieerbaar op B? (gegeven), de functies g en g, zijn differentieerbaar

op het interval %-< t < %; .
Dan is de samengestelde functie g(t) = f(g](t),gz(t)) differentieerbaar
i 3

op het interval > <t < met afgeleide

2

g'(t) = £ (g, (6),g)(£))g () + £ (g (t),8,())gy (1) (kettingregel).

We vinden

g'(t) = t+2tant . ! - 2t + arctan(tan t) =

2
1 + tan t cos t

t + 2 tan t - 2t + arctan(tan(t - 7)) =

i 3
-t + 2 tant + t-7m =2 tan t - T voor §-< t < 5 -
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Hierbij hebben we gebruikt dat voor %-< t < %; geldt - %-< t -m< % en

dat slechts voor - % < X < %-geldt arctan(tan x) = X.

3. a) De karakteristieke vergelijking van A is
3-2A 0 -1

2 2-2A -2 = %(l - A)
3 0 ~1-21|

3~2A -1

1
23 3 -1-2X

-}T(l SN ) = 1 -0A-1) = A -1)2 =0,

i zodat de eigenwaarden van A zijn A = 0 en A = 1,

De eigenvectoren bij A = O bepalen we uit Ax = 0:

3x -z=0,
x+y=-2=0,

‘ 3x -2z=0,

Stel x = a, dan is z = 30, y =z - x = 20,
De eigenvectoren bij eigenwaarde 0 zijn dus x = a(1,2,3) met a # 0.
Uit (A - I)x = 0 volgt x - z = 0, zodat de eigenvectoren bij eigenwaarde
1 zijn alle vectoren x # 0 in het vlak x - z = O,
b) De nulruimte N(A) van A is de eigenruimte bij de eigenwaarde 0, dus de

rechte x = a(1,2,3) (zie a)). Voor de beeldruimte R(A) van A geldt dan

1 . dim R(A) = 3 = 1 = 2 op grond van de dimensiestelling;
2", alle vectoren in het vlak x - z = 0 liggen in R(A), omdat x = Ax voor
alle x in dat vlak.

Dus R(A) is het vlak met vergelijking x - z = 0.

OEmerking. We kunnen R(A) ook vinden door te bedenken dat de beeldruimte
van een lineaire afbeelding wordt opgespannen door de kolomvectoren van
de matrix van die afbeelding.

Met vegen:

e S e Tl




N
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zien we dat een parametervoorstelling van R(A) is
X = A(0,1,0) +u(1,0,1) .

De vergelijking van R(A) is dus x - z = 0.

Waarschuwing. Niet voor elke lineaire afbeelding A geldt dat de beeldruim-
te R(A) wordt opgespannen door de eigenvectoren bij eigenwaarden ongelijk
aan nul.

Tegenvoorbeeld: Een draaiing in'.R3 om een rechte over een hoek ¢ met

9 # kr, k € Z.

c) De vergelijking Ai = (a,az,aB) is oplosbaar dan en slechts dan als

(a,az,a3) in de beeldruimte van A ligt, dus dan en slechts dan als

a - a3 =0, Voor a = 0, a =1 en voor a

-1 is Ax = (a,az,aB) oplosbaar.

x, en de nulruimte N(A) van A

d) De beeldruimte R(A) van A is het vlak z
is de rechte x = a(1,2,3) (zie b)).
Voor een willekeurige vector a ¢ R3 beschouwen we de rechte x=a+X(1,2,3)
door (het eindpunt van) a en evenwijdig aan N(A).

Deze rechte snijdt het vlak z = x. Het snijpunt noemen we b. Dan geldt

<]

1% b = a+1,(1,2,3), Ay € R;
2°, Ab = b (zie a)).

Dus b = Ab = Aa + AOA(1,2,3) = Aa + 0 = Aa, zodat b het beeld van a is.

i o

Hieruit volgt dat A de projectie is op het vlak z = x in de richting van

de rechte x = a(1,2,3).

. De gevraagde oppervlakte ¢ wordt gegeven door

e 1/x
o = J dx J vVl + zi + z§ dy ,
1 0

waarbij z = x = X 1n x. Met z = 1 - 1ln x —~§ = -1ln x, zy = 0 wordt dit

e 1/x e ]
g = J dx J /1 + 1n%x dy = J %Vl + 1n’x dx = J /1 + t2dt ’

1 0 1 0

waarbij de substitutie ln x = t is toegepast.
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Partieel integreren geeft

] 2 2
g = t/1 +t2 —JJ__dt=f- J-E-—:—-l-—-]—dt=

o, /1 +t2 0 /1 +t2
1 1
=vVZ -0+ J-—ﬁ-——=ff—d+ln(t+/1+c2) =
/1 +t2 0

=v2 - &+ 1n(l + VE) .
Dus

= 4/2 + 4 In(1 + V2) .

1
Opmerking. De substitutie t = tan ¢ in J /1 + t2dt geeft

0
/4 n/4
d = J l+tan2q>.-.-—-d—%—= J de _ .
0 cosTp cos @
w/4 /4 /4
- sin2¢ + coszw do = | . d 1 + do _
co 3 ¢ 2 sin ¢ co 2 cos ¢
0 s 9 0 S% o
. /b n/4 /4
=1 81n 9 -1 £05 9 4o + do  _
¢ . 2 0 2 7 ¢ cos @
0s 0 cos ¢ 0
/4 _—n
d
= V2 + 4 J — g = 4/2Z - }[1n|tan %(%-- 9)]] =
0 s1n(§-— 9) 0
=%/§—§1ntan%=%f2_-%1n(/7—1)=%/7+£1n(/7+1).
/4
Een andere manier om J dg te berekenen is de volgende. Herleid de in-
cos ¢

0

tegraal door de substitutie sin ¢ = u tot een integraal met rationale inte-

grand en pas partieelbreuksplitsing toe.
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Dit geeft
/4 /4
do [ cos ¢
I - J co 3, J co =
0 s® o s ¢
12 /2 12 /2
_ du 1 du du 1 du
_J (1-2>2_“J ‘"“”J <1-u>2+"J EC
0 v 0 0 0
12
+ 1 J du > =
0 (1 +u)
1 1 iz
=['%ln|l-u‘+£l_u+{1nll+u|—%-l—-:—a:]0 =
=%1nl+£/_2_+1 1 . 1

|- 2 ‘T e

%1n2(1+£/-2-)2+%1+£/§-;1+£/§-=

1 1n(/Z + 1) + 1/2 .,

2
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1976

1. Onderzoek of
lim sin(x - y)
»0x -—y+y

bestaat.

3. .
2. In R is een kromme gegeven met parametervoorstelling

?_‘_(t) = (tﬁ’e—t’et)’ teR,

Bepaal de lengte van dat deel van de kromme waarvoor 0 < t < 1.

3. De lineaire afbeelding A: Rﬁ »—Rﬁ is gegeven door de matrix

0 0 l
1 0 O
0 1 0 O .
0 0 1 0

a) Toon aan dat A orthogonaal is.

b) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A.

c) Toon aan dat A de deelruimte V,>bepaald door

e
+ o+
KoM

w
noon

in zichzelf afbeeldt.

d) Bepaal het orthoplement van V.

4, Bereken
1 1

2 xz
J dy J y e dx .

0 y

3
5. Bepaal de extrema van cos vVXy op

(Gy) € R2 | |x| + |y| < §/2n3) .
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1976

1. De functie f(x,y) = 312&5—:—2%-is gedefinieerd voor x - y + y2 ¢ 0. De pun-
X=y+ty
ten (x,y) waarvoor x-—y-+y2==0 liggen opde parabool door 0 en (},3) met as
y = %, zodat O verdichtingspunt van DOM f is. De rechte y = x (x # 0) is een
nullijn van f£. Op de x-as (x # 0) wordt de functie gegeven door f(x,O)-:fiE-ﬁ,

Dus lim f(x,x) = 0 en lim £(x,0) = 1, Hieruit volgt dat
x>0 x+0

lim sin(x - Z)
2

x0x-y+y

niet bestaat.

2. De gevraagde lengte wordt gegeven door

1 1

J Jx(e)fat = f D+ (-5 (eDHar =
0 0
1 1
= J /éet.e-t-f(e_t)2-+(et)2dt = J (e + e-t)dt =
0 0
1
t -t 1
=[e - e ]O = e - <

3. a) De kolommen van de matrix van A vormen een orthonormaal stelsel. Dus A is

een orthogonale afbeelding.

b) De karakteristieke vergelijking van A is

- 0 0 0 0 I
=2 00 -x o) -{1 -2 of =
o I -0 0 1 - 0 1 =2
0 0 1 -x

-» 0 0o 1
=)\2 + = )\4- l =0 .
1= 1=

De eigenwaarden van A zijn de reéle wortels van deze vergelijking, dus

A=1enk = -1,
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De eigenvectoren bij A 1 zijn oplossingen van het stelsel vergelijkin-

gen
“X + x, = o,
X, =%, =0,
Xy = X, =0,
Xy T X, = 0.
Stel x, = a, dan is X, =0y X, =0, X3 = o, De eigenvectoren bij eigen-

1 3
waarde 1 zijn dus x = a(1,1,1,1) met « # 0.

De eigenvectoren bij A = =1 zijn oplossingen van het stelsel vergelijkin~
gen
'x] +x, = o,
Xl + X2 =0,
X, + Xq =0,
i X, + X, = 0.
Stel e B, dan is X, = -8, X, = -8, Xy = B, zodat de eigenvectoren bij

eigenwaarde -1 zijn x = B(1,~1,1,-1) met B # 0.
Bepaal een parametervoorstelling van V door te stellen X, = A, X, = H,
Dan is Xy = -\ en X, = U, zodat x = A(1,0,-1,0) + u(0,1,0,=1), Voor alle

x € V geldt dus

Ax

AA(1,0,-1,0) + uA(0,1,0,-1) =

A(O’I,O:"]) + u(‘l,o,l,O)

voor zekere A € R, u € R,
Aangezien (0,1,0,-1) ¢ V, (-1,0,1,0) € V is ook Ax € V. Dit betekent dat
A de deelruimte V in zichzelf afbeeldt.

Het orthoplement van het vlak V is de verzameling

vi=(x eRY | x LV},

Daar x L V dan en slechts dan als x 1 (1,0,-1,0) en x L (0,1,0,-1) (zie

c)) is V' de oplossingsverzameling van het stelsel vergelijkingen

X - X =0,

X, - %, =0 ,

L
Stel X =05 X, =0 dan is Xq =0, X4 = O, Dus V is het vlak

= p(l,o,l,O) + 0(0’1’0’1)'
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2
4., Er is geen elementaire functie waarvan de afgeleide e* is, dus zullen we de

integratievolgorde moeten verwisselen., Het integratiegebied is de driehoek G

gegeven door 0 £ y <1, y £ x £ 1, zodat

1 1 1 X 1
2 2 2 2
J dy J y2ex dx = JJ y2ex dxdy = J e* dx J yzdy = %- J x3ex dx =

0 y G 0 0 0
1 1 1 (1
- J tie = L Eolpet] L Petqe Lol L
il J te dt = 3 J tde 3 te . 6 | e dt Ee g etT T
0 0 0

waarbij de substitutie x2 = t is toegepast.

5. De begrensde gesloten verzameling V gegeven door
v=1{G,y) e R | x| + |yl < p/2nd)

is het vierkant met hoekpunten (iQ/Egg,O), (O,ié/g;g). De functie

f(x,y) = cos 9;; is continu op V. Volgens de stelling van Weierstrass heeft
f op V een globaal maximum en een globaal minimum, Op de x-as en op de y-as
heeft £ de waarde cos O = 1, Dit is uiteraard het globale maximum van f. Be-
halve de x-as en de y-as zijn niveaulijnen van f de hyperbolen xy = C met
C# 0.

In het eerste en derde kwadrant is C > O en in het tweede en vierde kwadrant
is C < 0.

Beschouw het eerste kwadrant.

Als C toeneemt, neemt de functiewaarde cos 3|/E‘.“af (althans voor 0 < %E's ).
Bepaal nu C zodanig dat de hyperbool xy = C raakt aan de zijde x+y = 5/5;3
van V. Op grond van symmetrieoverwegingen ligt het raakpunt op de rechte

y = X.

Het raakpunt is dus (%/5;5, %/5;3) en de bijbehorende waarde van C is
(/213)? = /8.

Hieruit volgt dat £ in het punt (%/3;5; %/§;§) een minimum heeft met waarde
cos 31r3/8 = cos %-= 0.

In het derde kwadrant vinden we op dezelfde manier een minimum O in het punt

(-1v2n3, —£V2n3). (Dit minimum vinden we ook door te bedenken dat f(-X,-y) =
= f(X’Y)l)




- 29 -

H 1,76

In het tweede en vierde kwadrant geldt: als C afneemt, neemt de functiewaar-
de cos VC ook af (althans voor -m < %E'< 0). Dit levert op dezelfde wijze
minima in de punten (_%/5;3’ %/5;5) en (%/E;§’ -}/EFg) met waarde

cos acn3/8 = cos(~ %0 = 0,

(Eenvoudiger manier: bedenk dat f(-x,y) = £(x,y)).

Samenvattend: f heeft op V

een globaal maximum | in de punten (x,0) met lxl < %/5;§ en in de punten (0,y)
met |y| < $/2n3;

een globaal minimum 0 in de punten i(ﬁ/ggg, i/g;g), i(i/g;g, —ﬁ/g;g).

N.B. Opdex-as enopdey-as isfniet differentieerbaar, behalve in (0,0):

1°. Voor (a,0) # (0,0) geldt:

- Vox -
lim f(a,k) = £(a,0) _ lim SO8 at 1
k>0 k>0

bestaat niet; fy(a,O) bestaat niet.
2 . Voor (0,b) # (0,0) geldt:

lim f(h,b) ; £(0,b) _ 1im SOS hﬁ - 1
h~>0 h>0

bestaat niet; fx(O,b) bestaat niet.

. £(0,0) - £00,0) _

3. f (0’0) = 1i ’
X 10 h
£ (0,0) = 1im XQ2K) - £0,9 _
y =)
£(h,k) - £(0,0) - hf (0,0) - kf (0,0)
lim X J -
(h,k)~(0,0) vhZ + K2

cos %hk-l

lim —— = 0,

(h,k)>(0,0) vhZ + k2

want
cos Yhk - 1| _ 1 = cos VEE.= 2 sinz(%yﬂﬁv . 2.(£%E§32 -
/hZ + k2 [EY |2 121
4/3
3/2,.2 |ihll

Cn%2 2t 1/3

"R < ey MR e
lim %“Bﬂl/3 = 0, waarin h = (h,k).

w0
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Gevolg. Het punt (0,0) is een stationair punt van £.
Sevolg p

Qpmerking. D

|

aar het opsporen van dit stationaire punt al zoveel moeite kost
is het eenvoudiger om een oplossing te kiezen die geen gebruik maakt van sta-

tionaire punten. Zo'n oplossing hebben we in het voorgaande gegeven.



P
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Proeftentamen maart 1976

In'.R3 zijn gegeven de rechten

R (3,2,-2) + A(2,1,-3)

1%
]

en

m: = (1,-5,1) + u(l,~2,1) .

[
1

Bepaal de vergelijking van het vlak dat evenwijdig is aan de rechten % enm

en waarvan de afstand tot £ gelijk is aan de afstand tot m.

Gegeven is de kromme K met parametervoorstelling
(x(t),y(t)) = (¢t = 2 sin t, 1 - 2 cos t), t eR .

a) Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan K in het punt corres-
ponderend met t = %-.

b) Bepaal de pupten van K waar de raaklijn horizontaal is en de punten van K
waar de raaklijn verticaal is. '

c) Schets het deel van K waarveoor =T stsm,

De functie f: R? + R is gedefinieerd door
f(x,y) = x sin(x + y) .

a) Bepaal van de Taylorreeks van f rond (m,0) de termen tot en met die van

graad 2.

b) Bereken de richtingsafgeleide van f in het punt (7,0) in de richting van

1
3‘(3’—4) .

Gegeven is het oppervlak S: x2 - y2 - 3z = 0.
a) Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan § dat gaat door het punt

(p,qsr), gelegen op S.
b) Bepaal het punt (p,q,r) Op S zo, dat het raakvlak in dit punt aan S gaat

door het punt (0,0,-1) en evenwijdig is aan de rechte x = 1(2,1,2).

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie

)2 + XS

fx,y) = (x% -y

op de verzameling

Ve={(xyy) eR: | -1 sxs1, x°=-1sysx"+1}.,
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Oplossingen Proeftentamen maart 1976

1. De richtingsvectoren a = (2,1,-3) en b = (1,-2,1) van % en m zijn evenwijdig
aan het gevraagde vlak V, dus a X b = (-5,-5,-5) staat er loodrecht op.
De vergelijking van V is dan x + y + z = c met nader te bepalen c. De afstand
van V tot & is gelijk aan de afstand van een willekeurig punt d van £ tot V.
Kies d = (3,2,-2).
De afstand van V tot m is gelijk aan de afstand van e = (1,-5,1) € m tot V.

Op grond van de stelling van Hesse zijn beide afstanden gelijk als

l3 + 2 -2 = C| - ll -5+1-c
1+ 1 + 1 I+ 1+ 1 ;
Hieruit volgt |3 - cl = l3 + cl, ¢ = 0, zodat de vergelijking van V wordt

x+y+z=0,

Opmerking. Een andere methode om de constante c-te bepalen is de volgende.
Voor een willekeurig punt p op % en een willekeurig punt g op m geldt
ip+g V. 4

Dus in het bijzonder 3(d + e) = (2,—‘%,— %9 € V, zodat ¢ = 2 - T3 " 0.

2. a) Een richtingsvector van de raaklijn aan K in het punt (x(%b,y(%&) =

= (3-2,1) is
((,3() = (1=2 cos 3,2 sin ) = (1,2) ,

zodat x = (%-2,1) + A(1,2) een parametervoorstelling van deze raaklijn

is.
b) De raaklijn aan K is horizontaal als y(t) = 2sint =0 en

%(t) =1 -2 cos t # 0, dus als t = km met k € Z; dit geeft de punten
(kr, 1 +2(-D5N, ke 2.

De raaklijn aan K is verticaal als x(t) =1 - 2 cos t = 0 en
y(t) = 2 sin t # 0, dus als t = %—+ 2km met k. € & of t = ~ %-+ 281 met

2 ¢ Z; dit geeft de punten
(%+ 2km - ¥3,0), k € Z en (—%+ 20m + V3,0), 2 € Z .

¢) Het deel K' van K waarvoor -m < t < 7 heeft een horizontale raaklijn in
de punten (-m,3), (0,-1) en (m,3) en een verticale raaklijn in de punten

(3-73,0) en (- 3+Y3,0) (zie b)).
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Wegens (x(-t),y(-t)) = (-x(t),y(t)) is K' symmetrisch ten opzichte van de
y-as.
‘ Op het interval 0 <t <7 is y(t) = 2 sin t > 0, dus y monotoon stijgend
| van y(0) = -1 tot y(m) = 3, Uit %x(t) = 1 - 2 cos t volgt dat x monotoon
| dalend is op het interval 0 < t < %-(x(O) = 0, x(%) = % - /3= -0,68) en
monotoon stijgend op het interval % ct<w (x(m) = 7).,

Met deze gegevens maken we de volgende tekening van K',

T %—\EkJ\E—% T'z x
A NPA

3. a) De Taylorreeks van f rond (w,0) is

£f(n,0) + (x - ﬂ)fx(ﬂ,O) + yfy(n,O) +

* gL = e (1,00 ¢ 26 = MYE (1,0) ¢ y'EL(1,0] +e

Met £(rm,0) = 71 sin 7 = O,

fx(x,y) sin(x + y) + x cos(x +y) ,

fy(x,y) x cos(x + y) ,
fxx(x,y) =2 cos(x +y) - x sin(x +y) ,

cos(x + y) - x sin(x + y) ,

fxy(x,y)

£ (x,y) -x sin(x + y) 3
vy sy yY) »

f(r,0) = 0, fx(n,O) = -7, fy(ﬂ,O) = -,

n

fxx(ﬂ,O) -2, fxy(n,O) = -1, fyy(n,O) =0,

wordt de reeks

i -m(x - m) - My - (x - n)2 - (X =My *eee o
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Opmerking. Men kan ook gebruik maken van de bekende reeksontwikkeling van

sin z (rond 0). Dan volgt

f(r +h,k) = (r + h)sin(m + h + k) =

]

£(x,y)
= ~(r + Wsin(h + k) = (1 + WI(h + k) = or(h + 1) +,..] =
= —n(h + k) = h(h + k) +...=
mem(x =) =~y - (k=M= (k- M)Y Hees

b) De functie f is differentieerbaar, zodat de richtingsafgeleide van f in

(m40) in de richting van z_=-%(3,—4) gelijk is aan (grad £(m,0),v)

S L L
= z + 3 s (zie a)).

4, a) Het punt (p,q,r) ligt op S, dus p2 - q2 = 3r, Het oppervlak S wordt gege-
ven door de vergelijking z = (x2 - y2)/3.

orai oz _2x 2z _ 2y bz o2 22 ) .. 2
Hieruit volgt e 3 0 3y 7= ax(p,q) 3 ay(p,q) T zodat

de vergelijking van het raakvlak V aan S in het punt (p,q,r) wordt

2 2 2 2 2
z-t=Rx-p -Zy - = BE-A 267 - h -

2px - 2qy = 3z = 3r .

[~

b) 1. (0,0,-1) in V geeft 3 = 3r, r = 1.
2°. V evenwijdig aan de rechte x = 1(2,1,2) geeft (2p,~-2q,-3) 1 (2,1,2),
4p - 2q - 6 =0, q = 2p - 3, (De rechte ligt niet in V omdat V njet
door de oorsprong gaat.).
Uit p2 - q> = 3r = 3 en q = 2p - 3 volgt p> - (2p - 3? = 3,
“3pZ 4 12p=12=0, (p-2)° =0, dusp =2, q = 1.

Het gevraagde punt is (2,1,1).

5. V is de gesloten verzameling begrensd door de rechten x = -1, x = | en door
de parabolen y = x2 -1, y= x2 + 1.
Volgens de stelling van Weierstrass heeft de continue functie fop V een glo-
baal maximum en een globaal minimum. '
Nullijnen van f zijn moeilijk te bepalen en van het tekenverloop van f kun-

nen we weinig meer zeggen dan
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1. f(x,y) >0 voor x> 0,

5

2 . f(x,xz) =%x" <0 wvoor x <0,

We proberen de extrema te berekenen zonder gebruik te maken van de hoogte-
kaart van f.

Uit grad f(x,y) = (4x(x2 -y) + 5x4, -2(x2 - y)) volgt dat (0,0) het enige
stationaire punt van f is,

o

In (0,0) heeft f geen extreem op grond van 1° en 2°,

Opmerking. Het zogenaamde A-criterium geeft hier geen uitsluitsel, want

2 3
fxx(x,y) = 12x° - 4y + 20x7, fxy(x,y) = —-4x, fyy(x,y) = 2, zodat

8(0,0) = £, (0,0.£ (0,0 - (fxy(o,O))2 =0 .

De functie f heeft dus extrema in randpunten van V.

i) Voor x = -1 geldt f(-1,y) = (1 - y)2 -1, 0 <y < 2, Deze functie heeft
een minimum -1 voor y = | en een maximum O voor y = 0 en voor y = 2,
ii) Voor x = 1 geldt f(l,y) = (1 - y)2 + 1, 0 sy < 2, Deze functie heeft

een minimum 1 voor y = 1 en een maximum 2 voor y = 0 en voor y = 2,

iii) Voor y = x% - 1 geldt f(x,xz-l) =1 + xs, -1 < x <1, Deze functie
heeft een minimum 0 voor x = -1 en een maximum 2 voor X = 1.
iv) Voor y = xz-fl geldt f(x,xz-kl) =1 + xs, -1 £ x £ 1, Dit is dezelfde

functie als bij 1ii).
Hieruit volgt dat 2 het globale maximum van f op V is, aangenomen in de pun-
ten (1,0) en (1,2) (zie ii), iii) en iv)), en dat -1 het globale minimum van
f op V is, aangenomen in het punt (-1,1) (zie i)).
In de punten (-1,0) en (-1,2) heeft f een maximum O ten opzichte van x = ~I
(zie i)) en een minimum O ten opzichte van y = xz-l resp. vy = x2 +1 (zie
iii) en iv)). ‘
In deze punten heeft f dus geen extreem. In het punt (1,1) tenslotte heeft
f een minimum 1 ten opzichte van x = 1 (zie ii)). Ten opzichte van de para-
‘bool y = x2, -1 < x < 1, heeft £ echter een maximum in (1,1), want f(x,xz) =X
Dus ook in (1,1) heeft f geen extreem.
Samenvattend: f heeft op V een globaal maximum 2 in de punten (1,0) en (1,2);

een globaal minimum =1 in het punt (-1,1).
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Examen/tentamen mei 1976

~
(@]
0

even is de kromme met parametervoorstelling

(x(t),y(t)) = (sin t - t cos t, cos t + t sin t), t e R,

Bepaal %% en E—% in het punt corresponderend met t = %-.
dx

b) Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie

fF(x,y) = 2-1)2 - "

op de verzameling

vV ={(x,y) ¢ R? | V2 <x< V2, ys 1},

2. a) Bepaal het orthoplement van de deelruimte <a,b,c,d> vanIR4 waarbij

(4,7,-6,1) ,
(2,6,2,-2) ,
(-2,-1,8,-3) ,
(-2,-6,-2,2) .

I lo Jo e

b) De lineaire afbeelding A: Rﬁ 4—Rﬁ is gegeven door de matrix

L
T0|_ '

Bepaal een basis voor de nulruimte en een basis voor de beeldruimte van A,
¢) Voor welke waarden van p en q is het stelsel
1
P

oplosbaar?

d) Er geldt AZ = A, Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van

Al
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3. Bereken van de bol met straal R en het middelpunt in de oorsprong de opper-—

vlakte van het deel dat in bolcoordinaten gegeven wordt door

IS

0 <o < %- en %-S 8 <

4, Bereken het volume van het lichaam inIR3 gegeven door

x2 + y2 <z s 2x+ 2y .
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Oplossingen Tentamen mei 1976

} Uit %(t) = cos £t - cos t + t sin t = £ sin t; ¥(t) = t cos t volgt

dy . y(e) _ L £os L. cot t wvoor t sint # 0 .

Met behulp van de kettingregel volgt hieruit

2

__Z.= __(_Z.__ = - ! ! = - ] t Sin t % 0
2 ] 2 o« 5 3 ’ ’
dx dt "dx"dx sin t X(t) t sin" t

In het punt corresponderend met t = % geldt dus

EZ = cot E-_ /3 dz = - ————é———.: -— ﬁg
X 6 ! . T
dx T sin =
6
.. .. . 2 2 2 2
b) Nullijnen van £ zijn de cirkel x” + y~ = 1 en de hyperbool x~ -y~ = 1,
want f(x,y) = (x2 + y2 - 1)(x2 - y2 - 1), De tekenverdeling van f op V is

aangegeven in de figuur.

Uit grad f(x,y) = (4x(x2 - 1),-4y3) volgt dat (-1,0), (0,0) en (1,0) de
stationaire punten van f zijn. In (-1,0) en in (1,0) heeft f geen extreem

zoals blijkt uit de figuur.
In het punt (0,0) heeft f een maximum met waarde l. Beschouw namelijk de

begrensde gesloten verzameling

W= {(x,y) € R? | x2 + y2 <1} .

Op W heeft de continue functie f een globaal maximum en een globaal mini-
mum volgens de stelling van Weierstrass. Het globale minimum van £ op W
is blijkbaar nul (zie figuur) en het globale maximum van f op W wordt aan-

genomen in een inwendig punt van W, dus in het enige stationaire punt (0,0)

in het inwendige van W.
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Aangezien een globaal maximum op W zeker een locaal maximum ten opzichte

van V is heeft £ in (0,0) een (locaal) maximum.

Opmerking. Uit fxx(x,y) = 12x2 ~ 4, fxy(x,y) = 0 en fyy(x,y) = —12y2 volgt
dat

2
A(p) = fxx(p_)-fyy(p_) - (fxy(p_)) =0

voor p = (-1,0), p = (0,0) en voor p = (1,0), zodat het A-criterium geen

uitsluitsel geeft.

Randonderzoek: ?
i = o _ 2 2 _ b 2 ] :
i) y=1, -¥2 < x s V2: £(x,1) = (x“-1)°=-1=x -2x" = g(x). Uit :

g'(x) = 4x3 - 4x = 4x(x - 1)(x + 1) volgt dat g een maximum heeft

voor x = -V2Z en voor x = V2 met waarde g(t/E} = 0, een maximum voor
x = 0 met waarde g(0) = 0 en minima voor x = -l en voor x = 1 met
waarde g(*1) = -1, Uit de figuur blijkt dat de maxima van f t.o.v. de

rand van V geen extrema van f t.o.v. V zijn. In de punten (-1,1) en
(1,1) heeft f minima t.o.v. V. Om dit in te zien passen we de stel-
ling van Weierstrass toe op het "driehoekige' gebied in het eerste

kwadrant waar f£(x,y) < O is. In dit gebied heeft f geen stationaire

punten, zodat het globale minimum op de rand van het gebied wordt aan-

genomen, dus in (1,1). Op dezelfde manier (of door gebruik te maken

van f(-x,y) = £(x,y)) bewijzen we dat f in (-1,1) een (locaal) mini-
mum t.o.v. V heeft.

ii) x = —/E, y<1lenx-= /E, y £ 1 geven f(i/E;y) =] - ya. Deze functie
heeft voor y = 0 een maximum met waarde | en voor y = ] een minimum
met waarde 0. In de punten (—/E,l) en (/E,l) heeft f geen extrema
(zie i)). In de punten (—/E,O) en (/E,O) heeft f maxima t.o.v. V, het-
geen weer volgt uit de stelling van Weierstrass toegepast op de ge-
bieden gegeven door -2 < x < -1, x2 - y2 21 resp, 1 £ x < /E,
x2 - y2 > 1. De locale maxima in (—/E,O), (0,0) en (/E,O), alle met
waarde 1, blijken tevens globale maxima van f op V te zijn (zie fi-
guur) .

De minima in (-1,1) en (l,1) zijn locale minima, want lim f(i/f,y)==—w.

P OO

Samenvattend, f heeft op V een globaal maximum | in de punten (i/E,O)

en (0,0); een locaal minimum ~! in de punten (£1,1).
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2. a) Het orthoplement van <a,b,c,d> is de verzameling

b)

{3<_6R4[3c_J.<_é_l_s

io

1Crd>1

dus de oplossingsverzameling van het stelsel vergelijkingen

(x,3) = 4xl + 7x2 - 6x3 tx, = o,

‘( ,E) = 2x1 + 6x2 + 2x3 - 2x4 =0,
(x,0) = —2x1 X, * 8x3 -~ 3x4 =0,
6599) = -2x1 - 6x2 - 2x3 + 2x4 =0 ,

Met vegen bepalen we een equivalent stelsel vergelijkingen:

4 7 -6 1 5 10 =5 0
2 6 2 -2_ 1 3 1 -1
-2 -1 8 -3 -5 -10 5 0
-2 -6 =2 2 0 0 0 O

dus
X, + 2x2 - X5 =0,
2x1 + sz - x, = 0.
Stel X, = A, X, = U, dan is Xy = A+ 2y, X, = 2\ + 5u, zodat een parame-

tervoorstelling van het gevraagde orthoplement is x = A(1,0,1,2) +
+ p(0,1,2,5).

.. . .. 1 1
De rijen van de matrix van A zijn

1 1
T2 0210 10
ruimte van A het in a) bepaalde orthoplement is. Een basis voor de nul-
ruimte van A is dus (1,0,1,2), (0,1,2,5).

De beeldruimte van A wordt opgespannen door de kolomvectoren van de matrix

a, C d, zodat de nul-

van A. Een basis van de beeldruimte van A bepalen we door vegen:

4 2 =2 =2 2 1 -1 -1
7 6 -1 -6 _ =5 0 5 L

6 2 8 -2 -10 010 0 1 0 -1 0
1 -2 -3 2 5 0 -5

Een basis voor de beeldruimte van A is dus

(],1,0,—1), (1a0’_130) .



c)

d)

OS(pS-é-,-g-SQSz-.
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in de

—_tg e

De vergelijking Aﬁ = is oplosbaar dan en slechts dan als

O — T —

.4
beeldruimte van A ligt, dus dan en slechts dan als

P 1 0
i =% of * Pl
q -1 ( O

voor zekere o en B (zie b)). Dit geeft het stelsel vergelijkingen

l =a+ 8,

p=a,

1 =-8,

-,

q

2, zodat p = 2, q = ~2,

]

Dus B = -1, a
Als A eigenwaarde van A is, dan is er een vector z_e']R4 met v # 0 en

Av = Av. Dan is A%z = \v = lzx, waaruit met AZ = A volgt XZX =\v, v#0,
dus A2 = A,

Mogelijke eigenwaardenvan A zijn dus A = 0 en A = I, Dat X = 0 inderdaad
een eigenwaarde vanA isvolgt uit het feit dat de nulruimte van A dimensie

2 heeft (zie b)). Eigenvectoren bij A = 0 zijn v = a(1,0,1,2) + B(0,1,2,5),
met (o,B) # (0,0).

Ook A = | is een eigenwaarde van A, Bijbehorende eigenvectoren zijn v # 0

in de beeldruimte van A, dus
y= Y(lplaoo-]) + 6(1’0’_]s0) met (Y,ﬁ) # (Ogo) .

Immers, uit v = Av volgt dat v in de beeldruimte van A ligt., Anderzijds
volgt voor v in de beeldruimte van A: v = Aw voor zekere w, dus
Av = A%ﬂ = Av = v, zodat elke v # 0 in de beeldruimte van A eigenvector

bij eigenwaarde 1 is.

Opmerking. Uiteraard kan men de eigenvectoren bij A = 1 ook vinden door

de oplossingen te bepalen van (A - DI)x = 0.

3. Zij G het deel van de bol met vergelijking x2 + y2 + 22 = R2 gegeven door

m m
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Voor de maat Ac van het oppervlakte-element van G gegeven door

ApAB.

1

9 <9 s+ Ao, 6] <0 < 61 + AO, Mg en AD klein, geldt Ao ~ stin 8

De oppervlakte van G is dus gelijk aan

) /6 n/4 1 , /4
JJ do = R J do J sin 6 d6 = 3 mR cos 6 =
G 0 w/6 /6
1 2
= 5 TR (/3 - V/2)

4, Het lichaam wordt begrensd door de paraboloide z = x% + y2 en het vlak
z = 2x + 2y. De paraboloide snijdt het vlak volgens een kromme waarvan de
projectie op het (x,y)-vlak gegeven wordt door x2 + y2 = 2x + 2y, z = 0,
Dit is de cirkel met vergelijking (x-—l)2 + (y-—l)2 = 2 in het vlak z = 0.

Het gevraagde volume is dan

V= JJ (2x + 2y - x2 - yz)dxdy = JJ (2--(x~-1)2 - (y-l)z)dxdy ,
€0 o
. 2 2

waarin G, = {x,y) | x-1D)°+ (y-1)° < 2},

Het is duidelijk dat

vV = [J 2 - u? - vHdudv ,

Hy
waarin Hy = {(u,v) | w? + v2 < 2},
In poolcoordinaten wordt dit
2m V2 : /7
V = J do J 2 - r2)r dr = 21r[r2 ~ {r4] = 2T ,
0

0
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1976

1. a) IniR3 zijn gegeven het vlak ,
Vi 2x —y -3z +2=20
en de rechten

(2,3,3) + A(=1,2,1)

L: X

en

m: X (7,0,2) + u(1,2,3) .

Geef een parametervoorstelling van de rechte die evenwijdig is aan V,
2 en m snijdt en loodrecht op & staat.

b) De functie f: R? - R is gedefinieerd door

f(x,y) = xy, (x,y) € R? .

i) Toon met behulp van de definitie van differentieerbaarheid aan dat £
differentieerbaar is in elk punt (x,y) eZRz.
ii) Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan de grafiek van f in het

punt (1,1,1).

2, Onder D(a,b,x) verstaan we de determinant van de vectoren a, b en X in R3.
Verder is van de vectoren a en b gegeven dat llall = 1, Ibll = 1 en dat de hoek
tussen a en b gelijk is aan %-.

De lineaire afbeelding A: R? +—R3 is gedefinieerd door
Ax = x - 8D(a,b,x)ra * b .

a) Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van A,

b) Bewijs dat A een spiegeling is.

3. Zij V de verzameling van alle polynomen van graad hoogstens 2 inclusief het
nulpolynoom.

Laat voor iedere f € V de functie Tf gedefinieerd zijn door
(TE) (x) = (x + DEf'(x), x ¢ R .

Hierdoor is de afbeelding T: V = V bepaald, die lineair is.

Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van T.
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4, a) Zij A dat deel van het oppervlak van de cylinder y2 + 22 = | waarvoor
geldt y 20, z20en 0<xs<7yc<l,
De massadichtheid (massa per eenheid van oppervlakte) in het punt (x,y,z)
van A is gelijk aan x.
Bepaal de massa van A,

b) Bereken
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1976

1. a) Neem een punt p = (2 -2, 3 + 2%, 3 + 1) op £ en een punt

q = (7 + u, 2u, 2 + 3u) op m.

Een richtingsvector van de rechtedoor p en q is

2_ﬂ=(-5—k—u,3+2>\—2u,l+)\—3u).

De rechte door p en g is evenwijdig aan V als (p - g,2) = 0, waarbij

a = (2,-1,-3) een vector is loodrecht op V.

Deze rechte staat loodrecht op £ als (p - g,b) = O met b = (~1,2,1).
Dit geeft de vergelijkingen
{2<—5 ~A-u) - (3+2h-2u) -3(1 +A-3u) =0,
(=5 = A = qu) +2(3 +2x=-2u) + (I + A -3u) =0,
72 - 9u = -16 ,
A= u=-=2,

met oplossingen A = -1, u = 1, zodat p = (3,1,2), g = (8,2,5).

Een parametervoorstelling van de gevraagde rechte is dus

b) i)

x=p+p(g-p = (3,1,2) +0(51,3) .
Kies een willekeurig punt (a,b) € Rz en schrijf
f(a + h, b + k) = £(a,b) + Ah + Bk + Vh® + k? p(h,k)

met A = fx(a,b) =b en B = fy(a,b) = a,
Dit geeft voor (h,k) # (0,0)

o(hk) =&t h)b +k) - ab - bh-ak _ hk
Uit

lo(h,k) | = |-tk |alln]

o(h, -

ool R

met h = (h,k) # (0,0) volgt lim p(h,k) = O.
0 2
De functie f is dus differentieerbaar in elk punt (a,b) ¢ R",
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ii) Uit i) volgt dat f in de omgeving van het punt (1,1) lineair benader-—
baar is door I + (x-1) + (y-1), zodat de vergelijking van het ge~

vraagde raakvlak is z = x + y - 1.

2. a) Ax = Xx, x # 0 geeft
(A-1)x + 8D(a,b,x):axb=0, x#0.

We onderscheiden twee gevallen,

1°, De vectoren X en a X b zijn onafhankelijk, Dan is A = 1 en
D(a,b,x) = 0.
Wegens D(a,b,x) = (a * b,x) geldt dus: | is eigenwaarde van A en bij-
behorende eigenvectoren zijn alle x # 0 in het vlak (a x b,x) = 0;
dit is het vlak opgespannen door a en b.
Controle: Aa = a - 8D(a,b,a)*axb=2a+0=a, Ab =b,

2 . De vectoren x en a X b zijn afhankelijk. Dan is x = a(a X b), o # 0.

De bijbehorende eigenwaarde bepalen we met de definitie:

Az x B) = axb - 8(a,b,axb)axhs=
=axb-8(axhb,axb)axbs=
=§_x_]_3_—8||_§_x2||2-£x2=
=axb-8lalfipifisin® T+ axb=
=2xb-2(axb) =-(axhb).

Dus -1 is eigenwaarde van A en de bijbehorende eigenvectoren zijn
x =aa x b), a # 0.

b) Uit a) volgt dat voor alle y in het vlak V opgespannen door a en b geldt
Ay = y, en dat voor alle z L V geldt Az = -z, Elke vector X ¢ R3 is één-
duidig te schrijven als x =y + zmet y € V, z L V, Dan geldt
Ax = Ay + Az = y - z, zodat
1°, Ax - x = -2z, dus Ax - x 1V,

2%, lAx - yll=lix - yl.

Hieruit volgt dat A een spiegeling t.o.v. het vlak V is,
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3. Uit Tf = Af, f niet het nulpolynoom, volgt
(x + DE"(x) = Af(x), xeR,
waarin f(x) = ax2 + bx + c met (a,b,c) # (0,0,0),
Dit geeft (x + 1)(2ax + b) = A(ax2 + bx + ¢), x € R, dus
(Aa - 2a)x> + (\b-2a -b)x+Aic-b=0, xcR,.

Het linkerlid van de laatste betrekking is het nulpolynoom, d.w.z. dat moet

gelden
(A - 2)a =0 ,
(nH -2a + (A-1)b =0,
—b+)\c =O|

Dit stelsel vergelijkingen heeft dan en slechts dan een oplossing (a,b,c) # :

# (0,0,0) als

A-2 0 0
-2 -l Ol = (A -2)(A - 1Dx =0,
0 -1 A
De eigenwaarden van T zijn dus A = 0, A =1, A = 2, Voor A = 0 gaat het stel-

sel (1) over in

-—2a
-2a - b
- b

]
[N oo

zodat a = 0, b = 0. De eigenvectoren van T bij eigenwaarde O zijn dus f ¢ V

gedefinieerd door f(x) = c met ¢ # 0.

Opmerking. Deze eigenvectoren hadden we makkelijker kunnen vinden uit
(x+ DE') =0, £'(x) =0, £f(x) =¢c, x € R, '

Voor A = 1 geeft het stelsel (1) a =0, -b + ¢ = 0, zodat eigenvectoren van
T bij eigenwaarde | zijn f ¢ V gedefinieerd door f£(x) = bx + b = b(x + 1)
met b # 0.

Voor A = 2 tenslotte, vinden we -2a + b = 0, -b + 2¢ = 0 en eigenvectoren

f ¢ V gedefinieerd door £(x) = ax2 + 2ax + a = a(x + l)2 met a # 0,

OEmerking. We kunnen het vraagstuk ook oplossen door eerst de algemene oplos-~
sing van de differentiaalvergelijking (x + 1)f'(x) = Af(x) te bepalen, Met
scheiding van variabelen vinden we f(x) = C(x + l)x, C € R. Vervolgens mer-
ken we op dat £ € V dan en slechts dan als ((A = 0) v (A = 1) v (A = 2)),
Hiermee zijn met de eigenwaarden van T ook meteen de eigenvectoren van T ge-

vonden,
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4, a) De massa M van A wordt gegeven door

v ” e @G22 Elaxay
el
0
waarin z = V1 - y2 en Gy = {(x,y) | 0=x¢< Yy £ 1}. Met

2z . o, %E S AT 023)2 !
y v/l-y »’l-y2

volgt
1 1 ! vy
M= JJ —= dxdy = J x dx J ~& - I &y J x dx
Gow/l"'y2 0 2 1/1——}72 0 l-y20

1
=% JJQL:-%]/]_YZI =-%.
0

— 1
A

1 1
Opmerking. De integraal J x dx J —~——1L-— geeft wat meer rekenwerk:

0 A=y

1 y=1 1

M= J x[arcsin y] dx = J x(%-- arcsin xz)dx =

0 y=x 0
1 ]

= J x arccos xZdx = 3 J arccos u du ,
0 0

waarbij de substitutie u = x2 is gebruikt.s

Met partiele integratie volgt dan

1 1

+ 4 _— du =0 + i J 1 du =
i J /1 = u2

0 0

1

M = Ju arccos u

!
e
N
[

0

b) Ga over op bolcoordinaten p, 6, ¢:

© ® 2 2 2 /2 /2 o 2

-x"=y“-z -p
J J J £ dxdydz = J do J dé J fL——-pzsin 0
/%2 + y2 + 22 Y
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/2 t/2 -
; - - X “1le P 1”1
dcpJ sin 6 do Jpe dp 2.l.[ie ]O 7 -
0 0

NG
Rt
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Examen/tentamen januari 1977

a) Bepaal de raaklijn in ({v2,-4v2,1v2) aan de doorsnede van x2 + y2 =1 en
2 2

y- +z =1,

b) Bereken de lengte van de kromme in poolcoordinaten gegeven door

r =Vl + cos 29, —-% < g < %-.

Bepaal plaats en aard en waarde van de extrema van de functie

f(x,y) = y(y - 1)2 - YX2

op de verzameling

vV = {(x,y) eiRZ ] x2 + y2 <1} .

. De lineaire afbeelding A:IR? +£m3 is gegeven door de matrix

2 0 1
1 1 oy .
0 -2 1

a) Bepaal een basis voor de beeldruimte.
b) Bepaal de doorsnede van de beeldruimte met het vlak 2x - y + z = 0.

c) Van welke vectoren ligt het beeld onder A in het vlak 2x - y + z = 0?

Gegeven is het stelsel vergelijkingen
X+ y+z+ t =1
X+ 2y -z + pt=-2
x+4y + 2z +pt =4
x+8y -2z+pt=-8.

i) Laat zien dat de determinant van de coéfficiéntemmatrix deelbaar is door

p-D@-2)(+1).

ii) Neem p = 3 en los t op met behulp van de regel van Cramer.

2

. G = {(x,y) ‘ X2y ,5=-x=z (y-%l)z}.

Bereken

IJ y dxdy .
G hd
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6. Bepaal de massa van de doorsnede van het eerste octant met de bol

x2 + y2 + 22 - 2x = 2y - 22 <0

als de dichtheid in het punt (x,y,z) gelijk is aan
1

24y 4 22

et T < U

e G

AR

G
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Oplossingen Tentamen januari 1977

1. a)

b)

Het stelsel vergelijkingen
Zayion,
y2 + 22 =1,

.. . 3
beschrijft een kromme K inR".
Beschouw y en z als impliciet gegeven functies van x, dan is een parame-

tervoorstelling van K

(x,7,2) = (x,y(x),z2(x)) .

Het punt (1/2,-4/2,4/2) ligt op K, hetgeen impliceert dat y(3v2) = -1/2,
z(3/2) = §/2.

. . 2 2
Differentiatie naar x van x + Yy

1, vy~ + 22 = 1 levert

0 .

2x + 2yy' = 0, 2yy' + 2zz'
Voor x = 4vV2 volgt

/2 - y'V2 = 0, -y'V/2 + z2'V/2 =0,

y'(12) =1, 2'(1/2) = 1.

Een parametervoorstelling van de raaklijn in (1/2,-1/2,4V/2) aan K is dus

(3/Z,=5/2,8/2) + A (1,y" (3V2),2' (4/2))

X

BVZ,-3/Z, 5D + 2(1,1,1) .

x

De lengte van de kromme wordt gegeven door
/b
s = < + r4 do
-n/4
-1 —gi
Met t = %E = 1(1 + cos 2¢) *(-2 sin 2¢) = _,E}E;EQ__.’ dus
¢ /1+ cos 2¢
. 2 2
.2 2 _ sin 2¢ _ 1 = cos™ 2¢ _
r +r T+ cos 79 + 1 + cos 2¢ = T+ cos 2o + 1 + cos 29
=1-—cos 20 + 1 + cos 29 =2,
volgt
w/h
s - J /7 dg = 3

-n/&4
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2. Nullijnen van f zijn de rechten y‘= 0, y=1+x,y=1=-x.In de figuur

zijn de nullijnen getekend en is tevens de tekenverdeling van f op V aange-

it
\

geven.

Stationaire punten van f vinden we uit

grad f(x,y) = (—2xy,3y2 -4y + 1 - x2)

n
|©

De oplossingen van deze vergelijking zijn

1

x=0,y=1;x=0,y-= 35 X" -1, y=0 1, y=0.

K
1}

. P . . . . . .. 1
Er is dus maar é&n stationair punt in het inwendige van V, namelijk (0,3).

. . 1. . 4
De functiewaarde in (0;5) is 53

Op de rand van V geldt x2 =1 - yz, -l <y <1,

Substitutie geeft

f(x(y),y) = yl[(y- 1)2 - 1+y2]

IA
~<
IA

2 3 2
y(2y© - 2y) = 2y - 2y" = g(y), -1

vit g'(y) = 6y2 - 4y = 2y(3y - 2) volgt dat g stijgt op de intervallen [-1,0]
en [%,1] en dat g daalt op [0,%].

, en maxima voor y = 0 en

Wi

De functie g heeft dus minima voor y = -l en y =
y = 1. .

Corresponderende punten op de rand van V zijn (0,-1) en (i%/ggg); (¥1,0) en 2@
(0,1) met functiewaarden resp. —4, - %7 ; 0,0. In de punten (¥1,0) en (0,1) '

heeft f geen extrema (zie figuur).

In de punten (r%/gfg) heeft f locale minima. Beschouw namelijk de begrensde
en gesloten verzameling V' bepaald door y > 1 - %, x " +y < 1.

Volgens de stelling van Weierstrass heeft de continue functie f op V' een
globaal maximum en een globaal minimum. Het globale maximum is blijkbaar nul.
Het globale minimum wordt niet aangenomen in het inwendige van V', want er

zijn geen stationaire punten in het inwendige van V'.
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Het globale minimum wordt dus aangenomen op de rand van V', dus in het punt
(5/5,5) -

Een globaal minimum t.o.v. V' is zeker een locaal minimum t.o.v. V, zodat f
in (%/5;%) een locaal minimum heeft.

Op dezelfde wijze, of eenvoudiger door te bedenken dat f(-x,y) = £(x,y),
blijkt dat f in (—-%/5;%) een locaal minimum heeft.

Samenvattend: f heeft op V

een globaal maximum %7~in het punt (O,%);

een globaal minimum -4 in het punt (0,-1)

een locaal minimum — %7 in de punten Ct%/glg).

3. a) De beeldruimte van A wordt opgespannen door de kolomvectoren van de matrix

van A.

Met vegen:

2 1 0 2 0 2 1 0 1
0 1 -2 ~ 0 1 -2 ~ 0 1 -2
1 0 1 1 0 1 0 0 0

blijkt dat {(1,0,1),(0,1,-2)} een basis voor de beeldruimte van A is.

b) De beeldruimte van A is het vlak
x = A(1,0,1) + u(0,1,-2) (zie a)) .

Substitutie van x = A\, ¥ = u, 2z = A — 2u in de vergelijking 2x-y+z =0
geeft
20—y + A = 2u =0, p =24,

zodat een parametervoorstelling van de doorsnede van de twee vlakken wordt
x = A(1,0,1) + x(0,1,-2), x = A(1,1,-1) .

¢) Als voor een vector x geldt: Ax in het vlak 2x - y + z = 0, dan ligt Ax

in de doorsnmede van dit vlak en de beeldruimte van A, dus
Ax = A(1,1,-1) (zie b)) .

Deze vergelijking lossen we op met vegen:

2 0 1| a 2 0 1] A 2 0 1]
1 1 Ooflx ~ 1 1 O0ofx ~ 1 1 0fxr,
0 -2 1]-a 2 2 0|2a 0 0 0)0
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Stel x

u, dan is y = A - u, z = X — 2u, zodat

= )\(09191) + U(ly—la—z)

[

Controle. Ax = 2A(0,1,1) + pA(l,-1,-2)

2 o 1]fo 2 0 1]
=af1 1 of{1 +ujt 1 of|-1f =
0 -2 1[I 0 -2 1]|-2

ACL,1,-1) + u(0,0,0) = A(1,1,-1) .

4, i) De determinant van de coéfficiéntemmatrix,

—

1 1 1
1 2 )
1 4 i P
1 8 P

D(p) =

is een polynoom in p van de derde graad. Immers, ontwikkeling naar de

vierde kolom geeft
p(p) = -D,, + pD,, ~ p2D + p3D
14 24 34 44 2

waarin Dl4’ D24, D34 en D44 onderdeterminanten van D(p) zijn die niet

van p afhangen; bovendien is

1 -2
D44 = il 2 -1} = |0 1 =2} = ) 0 =6 #0 .
1 4 1 0O 3 O
Voor p=1, p =2, p =-1 wordt de vierde kolom van D(p) gelijk aan resp.

de eerste, de tweede en de derde kolom, dus D(1) = D(2) = D(-1) = 0, i.e. ;f
1,2,-1 zijn nulpunten van D. |

Het polynoom D(p) is dus te ontbinden volgens
D(p) =D, (p-D(-2)(+1) =6(p-DGE-2(+1 ;
D(p) is deelbaar door (p-1)(p-2)(p+ 1) .

ii) Volgens i) is D(3) = 6.2.1.4 = 48 # 0. Dan is volgens de regel van Cramer
1

t = D waarin
48 ’ ,
1 1 1 1
pr = (1 2 71 72 Cp(e2) = 6(=3)(=4) (-1) = -72 . W
14 1 4
1 8 -1 -8

Dus t = —72/48 = =3/2.
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5. G is het gebied ingesloten door de parabolen x = y2, 5 -x%x = (y-+1)2. Snij=-
punten van de parabolen zijn (1,1) en (4,-2). We kunnen het gebied blijkbaar
ook geven door

2

G=1{(uy) | 2<y<l,y><xs<5-(y+1)9

De integraal wordt dan

1 5= (y+1) 2 I
JJ y dxdy = J y dy dx = J y[5"(y-Fl)2 - y2]dy =
G -2 52 -2
1
= j (4y - 2y "2y2)dy = [2y2-- %-y4 - %-y3312 = - %

6. We gebruiken bolcoordinaten (p,8,¢).

Het integratie-gebied G inﬁR? wordt dan bépaald door

Os(ps-g—,OSes%,pz-Zp sinf cos ¢~ 20 sin® sin ¢~ 2p cos 60,
o OSQS%.OSGS%,OSDSZ sin® cos ¢+ 2 sin® sin ¢+ 2 cos §
De gevraagde massa 1s dus
m/2 /2 Pl
M= JJJ 5 dxdgdz 5 = J de J do J lf .pzsin 6 dp =
¢ X TY T?Z oo o o °
/2 /2 1
= J sin 6 d6 J do J do,
. 0 0 0
waarin
o, = 2 5in 6 cos ¢ + 2 sin 6 sin ¢ + 2 cos B
Dit levert
/2 w/2
M = J sin 6 deo J (2 sinB cos ¢9+2 sinB sin ¢+ 2 cos §)dg =
0 0
/2
= J sin 6[2 sin® sin ¢—- 2 sinf cos ¢+ 2¢9 cos 6]$:g/2 de =
0
/2

J sin 6(2 sin 6+ 2 sin 6+ 7 cos 6)de =
0 |
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/2 w/2
= J (4 sin26+ﬂ sin 9 cos 6)d6 = J (2-2 cos 26)d6 +
0 0
w/2
T . 2 _ s n/2 oW _ m _ 3m
+—2—51n60 = [26 31n26]0 R e
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1977

Gegeven is de kromme K met parametervoorstelling

t .
x(t) = (et,etcos t,e sin t), 0 <t < 2m .

Bepaal:
a) De raaklijn aan K in het punt x(m).

b) De lengte van K.

. Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie

3
f(x,v) =x3 + vy~ ~ xy

op de verzameling

v = {(x,y) Eﬁmg x20,y20, x+y<s1}.

Injmé zij U de lineaire deelruimte opgespannen door (1,1,1,1). Van de line-
4

aire afbeelding A: R —>]R4 is gegeven dat U de eigenruimte bij eigenwaarde 1

L. . L. . .
en het orthogonale complement U~ eigenruimte bij eigenwaarde -1 is.

a) Bepaal een basis van ut.
b) Bepaal de matrix van A.

¢) Toon aan: A is orthogonaal en A2 =1,

. De lineaire afbeelding A:iR; »JRB is gedefinieerd als de spiegeling aan het

vlak x = y gevolgd door de spiegeling aan het vlak y = z.

a) Laat zien dat A een draaiing is en bepaal draaiingsas en draaiingshoek.

b) Bepaal het beeld van het vlak 2x + y = 3z = | onder de afbeelding A.

. Bereken het volume van het lichaam ian3 gegeven door




- 59 -~

H 1.77

Oplossingen Herkansingstentamen januari 1977

. . .. . T
. a) Een richtingsvector van de raaklijn aan K 1in het punt x(m) = (e ,-e ,0)
is

. T . T . m n

%(n) = (e",e"cos m-e sin m,e sin m+e cos m) = e (1,-1,-1) ,

zodat een parametervoorstelling van deze raaklijn is

x = (e",-e",0) + A (1,-1,-1) .

b) De lengte van K wordt gegeven door

2m
s = | Jxcopac -
0
27
= J /éZti-(etcos t-etsin t)2 + (etsin t+—etcos t)zdt =
0
27 2m
= J et/q + (cos t-—sin t)2 + (sin t+ cos t)zdt = /3 J etdt =
0 0
- - 13,

. Uit grad f(x,y) = (3x2-y, 3y2-x) = 0 volgt het stelsel vergelijkingen

3x2
3y2

met oplossingen (x,y) = (0,0), x,y) = (%,-%), zodat (%,-l) het enige sta-

Y

Xy

tionaire punt van f in het inwendige van V is.

. 1 1, _ | S I T 11y _ .
Uit fxx('g,g) —6.3—2>O, fxy(3,3) i, fyy(3,3) —2>0?

11 TR IS B N 1 1,.2

A(—3-,_3—) - fXX(3’ 3)‘fyy(§’ 3) (fxy(3 ] 3)) = 3 > O ’
volgt dat f in (%,-%) een (locaal) minimum heeft met waarde f(%-,%) = - l7 .
Randonderzoek:

) £(x,0) = x5, 0 <x < 1.

Ten opzichte van de x-as heeft f een minimum 0 in het punt (0,0) en een

maximum 1 in het punt (1,0).
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i) £(0,y) =y3, 0 <y < I.
Ten opzichte van de y-as heeft f een minimum 0 in het punt (0,0) en een
maximum 1 in het punt (0,1).

1) fulox) =0 + (1= - x(1-%) = bx” - bx+ 1= 4x-17, 0 <x< L,
Ten opzichte van de rechte x +y = 1 heeft f een minimum O in het punt

(1,1) en een maximum 1 in de punten (0,1) en (1,0).

Blijkbaar is 1 het globale maximum van f op V en —-%7 het globale minimum.
Blijven over te onderzoeken de punten (0,0) en 4,H.

Beschouw f op de rechte y = X:
f(x,x) = 2x3 - x2 = g(x), 0<x< 1.,

Uit g'(x) = 6x2 - 2x = 2x(3x- 1) volgt dat g dalend is op het interval

0 < x< %-en stijgend op-% < X %< % . Ten opzichte van de rechte y = x heeft
f dus maxima in de punten (0,0) en (4,}), hetgeen gecombineerd met de resul-
taten onder i), (ii)), iii) leidt tot de conclusie dat f in die punten geen
extreem heeft.

Samenvattend: f heeft op V

een globaal maximum 1 in de punten (1,0) en (0,1),

een globaal minimum —-%7 in het punt C%,-%).

. a) Het orthogonale complement van U is de verzameling

4
Ut = {xeR' | x 1 (1,1,1,D},
dus de oplossingsverzameling van de vergelijking

X + X, + X4 + X, = o .

‘Stel X, = Xy Xy = Uy Xg =V, dan is X, = - - u - v, zodat een parameter-

voorstelling van U wordt

x = A(1,0,0,-1) + 1(0,1,0,=-1) + v(0,0,1,-1) .

L
U~ wordt dus opgespannen door de vectoren

a = (1’030’—])’ E

(0,1,0,-1), c = (0,0’13_1) .

Het stelsel {a,b,c} is een basis voor U’ omdat het onafhankelijk is.

b) Voor x ¢ U geldt Ax = x en voor X ¢ ut geldt Ax = -x, dus door vegen:
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1 1 1 1 > 1 1 1 1 0 1 1 2> 2 i 1 0
1 0 0 -1->-1 0 | I 0 0 -1-»-1 0 1
1 0 -1-> 0 -1 0 1 0 1 0 -1-» 0 -1 0 1
0 1 -1 - O 0 -1 1 0 1 -1~ 0 -1 1
0 1 3> 2 1 -1 0 0 4 » 2 2 -2
1 0 0 -1-»-1 0 1 1 0 -1~ -1 0 0 |
0 1 0 -1~» 0 -1 1 1 O -1-» 0 -1 1
0 I -1-> 0 0 -1 1 0 1 -1~ 0 -1 1
0 I A
. 0 0--4 4 4 |
0O 1 0 0+ L =% 4 4 °
o 0 1 0> % 4 -1 &

volgt voor de matrix van A:

¢) i) De kolomvectoren van A hebben lengte ! en zijn onderling orthogonaal,
dus is A een orthogonale afbeelding.
ii) Beschouw de vectoren a,b,c (zie onderdeel a)) end = (1,1,1,1). Het
stelsel {a,b,c,d} is een basis vanﬁmé, d.w.z. elke vector x eiRé is

op eenduidige wijze te schrijven als
X =oaa+ gb +vyc+dd,

dus als

[

=y +2z met ye U, zce¢ U .
Dan geldt
Ax = Ay + Az = -y + z,

A2y = -Ay + Az =y + z = x = Ix voor alle x eimé , L.e.

>
N
]

I (de identieke afbeelding)

3
3

4. a) Zij SlzﬁR. +]R3 de spiegeling aan het vlak x
SZ:ﬁR

Dan is A = SZSI’

Ys
+{R3 de spiegeling aan het vlak y = z.

Meetkundig is eenvoudig in te zien dat
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A(1,0,0) = 8,8 (1,0,0) = $,(0,1,0) = (0,0,1) ,
A(0,1,0) = $,8,(0,1,0) = $,(1,0,0) = (1,0,0) ,
A(0,0,1) = 8,8,(0,0,1) =5,(0,0,1) = (0,1,0)

De matrix van A,

0 1 0
0 1,
1 0 0

A=

is orthogonaal met det A = 1, dus de lineaire afbeelding A is een draai-
ing.
De draaiingsas is de eigenruimte bij eigenwaarde 1, d.w.z. de oplossings—

verzameling van de vergelijking (A - I)x = 0; met vegen:

-1 1 0 0o 1 -1 0 1 -1
0o -1 1 ~0 -1 1 ~1 0 -1,
1 0 -1 1 0 -1 0 0 O

vinden we y = z, x = z, dus x = A(1,1,1) is de draaiingsas.

We kiezen een vector a = (1,-1,0) loodrecht op de draaiingsas, bepalen
1 0 1

1{{-1]{ = (-1,0,1)
1 0 0j| 0

0
Aa = {0

en berekenen de draaiingshoek volgens

= (Agsé) - -1 = 21
0 arccos TAall flal arccos (~-3) 3

Stel x =X, z =y, dan is y = | = 2% + 3u.
Fen parametervoorstelling van het vlak met vergelijking 2x +y - 3z = 1

1s dus

x = (0,1,0) + A(1,-2,0) + p(0,3,1)

Het beeld van V onder de afbeelding A is de verzameling
W= {AE I X € v} .

Zij x € V, dan is

Ax

A(O,],O) + AA(I,—Z,O) + UA(0,3,1) =

(]’O,O) + A(—ZQO’]) + U(3’1’0)

voor zekere A ¢ R, u ¢ R.
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Anderzijds, zij y = (1,0,0) + A(-2,0,1) + u(3,1,0) voor zekere X € R,
uelR, dan is y = Ax met
X = (0,1,0) + )\(1,"'2,0) + U(0’3,1) e V..
Dus W is het vlak met parametervoorstelling
x = (1,0,0) + x(-2,0,1) + u(3,1,0)
De vergelijking van W is x - 3y + 2z = 1,
Merk op dat in deze oplossing niet gebruikt is dat de afbeelding A ortho-

gonaal is.

Tweede oplossing.

Zij a = (2,1,-3), dan is de vergelijking van V te schrijven als (a,x) = I.
De afbeelding A is orthogonaal, dus geldt

(Ax,Ay) = (x,y) voor alle X € IR3, Yy € ]R3 .

Zij x € V, dus (a,x) = 1, dan is (Aa,Ax) = (a,x) = I, i.e. Ax in het vlak
met vergelijking (Aa,x) = 1.

Anderzijds, zij (Aa,y) = 1, dan is y te schrijven als y = Ax met x ¢ V.
Immers, uit (Aa,y) = (Ag,AAéi) = 1 volgt op grond van de orthogonaliteit
van A,

(E,Afz) =1, Aﬁz e V.

Inderdaad is y = AA+2,
Hieruit volgt dat W het vlak met vergelijking (Aa,x) =1 is.
Met Aa = A(2,1,-3) = (1,-3,2) vinden we x = 3y + 2z = 1.

. De projectie van het lichaam op het (x,y)-vlak is het gebied in het eerste
kwadrant tussen de cirkels x2 + y2 = 16 en x2 + y2 = 8x. Deze cirkels snij-
den elkaar in het punt (2,2/3).

In cylindercodrdinaten (r,¢,z) wordt het 1ichaam bepaald door 0 £ ¢ < % ,

4 < r <8 cos g, -r sin ¢ < z £ r sin ¢, zodat het volume V van het lichaam

gegeven wordt door

/3 8 cos ¢ r sin ¢ m/3 8 cos ¢
V = J do J r dr J dz =2 dy rzsin(p dr =
-r sin ¢ 0 4
/3
_ . 1.3 r=8 cos ¢ _
= 2 J 51n(p[3 r ]r=4 do =

0
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w/3
J (29c053¢ sin ¢ - 26sin p)do =
0

w|ro

3 7 5

/3 + 2+ 27 -

2. .71 4 6 ©/3 _ 2,
3[-2 cos @ + 2 cos m]o = 3( 2

29)

3 -
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Proeftentamen maart 1977.

Een kromme is gegeven door de parametervoorstelling

x(t) = (bt(t-5),-t2(t=5)7); ¢t e [-1,6] .

a) Bepaal de punten van de kromme, waar de raaklijn horizontaal resp. verti-
caal is.

b) Schets de kromme.

Gegeven is de kromme met vergelijking

X2 + bxy - yO = -2 .
In een omgeving van (1,-1) is deze kromme de grafiek van de functie y = y(x).

a) Geef de raaklijn aan de kromme in (1,-1).

b) Wat is de absolute waarde van de kromtestraal van de kromme in (1,-1)?

Stel de vergelijking op van een omwentelingskegel, waarvan de coordinaatas-

sen beschrijvenden zijn.

Geef de formule van Taylor om (1,1) van de functie

£G,y) = -G -1)

tot en met de termen van de 3¢ graad.

. Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie f:]R2-+]R met

f(x,y) = xzy(x +y-1) .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van f(x,y) = xlyl op de cirkel

(x - 3)2 + y2 = 2.
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Oplossingen Proeftentamen maart 1977

. a) De kromme heeft &&n dubbelpunt_&(O) =_§(5) = 0. Uit

b)

. a)

(1)

%(t) = (4(2t-5),-5t(t-2)(£-5)%) #0  voor t e [~1,6]

volgt dat het dubbelpunt het enige singuliere punt van de kromme is.
Wegens %(0) = (-20,0) en %(5) = (20,0) is er in het dubbelpunt 0 &&n
raaklijn x = A(1,0) en deze raaklijn is horizontaal.

Uit y(t) = 0, t # 0, t # 5 volgt t = 2, zodat er ook in x(2) = (-24,108)
een horizontale raaklijn is. De vergelijking x(t) = 0 geeft t = % , zodat
in het punt x(—) = (-25,97 ) de raaklijn verticaal is.

Uit x(t) = 4(2t - 5) volgt dat x(t) dalend is op het interval [~ 1;5] en
stijgend op [2,6]

Uit y(t) = =5t(t-2)(t - 5) volgt dat y(t) dalend is op de intervallen
[-1,0] en [2,6] en stijgend op [0,2]. Met x(-1) = (24,216), x(6) = (24,-36)

en gebruik makend van a) vinden we de volgende schets van de kromme.

y (24,216)
(-24,108) ;
4 i
|
i
]
(=25 9732) E
)

! x

(24,-36)

. ars 2 3 . ..
Uit de vergelijking x~ + 4xy - y~ = -2 volgt door impliciet naar x te
differentiéren:

1 2 )
2x + 4y + 4xy’ - 3y"y' =0 .,
Substitutie van x = 1, y(1) = -1 geeft

2 -4+ 4y'(1) - 3y'(1) =0, y'(1) =

zodat een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het punt

(1,~-1) is

= (13_1) + )\(1,2)
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De vergelijking van deze raaklijn is y = -1 + 2(x - 1) of y = 2x - 3.
" b) Uit de vergelijking (1) volgt door nogmaals impliciet naar x te differen-
tiéren:
2 + 4y' + 4y + bxy" - 6y(y')2 - 3y2y" =0 .
Substitutie van x = 1, y(1) = -1, y'(1) = 2vgeeft y"(1) = =42, zodat de

kromtestraal van de kromme in het punt (1,-1) is

L i+ GNPt 56

=I¢)) 42

Dus ]p[ =-%é?

3. De top van een kegel waarvan de coordinaatassen beschrijvenden zijn is uiter-

aard 0.

De as van een omwentelingskegel waarvan de codrdinaatassen beschrijvenden

zijn is een rechte door de top die gelijke hoeken met de coordinaatassen
maakt, bijvoorbeeld x = A(1,1,1).
De kegel is dan het oppervlak dat ontstaat door een beschrijvende, bijvoor-

beeld de x-as (x = u(1,0,0)), te wentelen om de rechte X = A(l,1,1).

Door ieder punt van de x—-as brengen we een vlak Vu aan dat loodrecht op

X = A(1,1,1) staat:
Vi:ix+ + z = .
" y u
Dit vlak snijden we met de bol Bu met middelpunt O (op x = A(1,1,1)) die
gaat door het punt (u,0,0):

2 2 2 2
Bu: X +y +2z2 =u .

De vergelijking van de kegel krijgen we door u te elimineren uit de verge-

1lijkingen voor Vu en BU:

x2 + vy +z (x+y + z)2 .

0 .

Xy + Xz + yz

4. Uit £ (x,y) = 6x° (v = 1), £(xy) = 6y° (<0 - 1) ,

30t (% - 1), £y (Y = 36°0y°

fXX(X’Y)

a 4, 6 _ 3 3,6 _
fyy(x,y) = 30y (x D, fXXX(x,y) = 120x" (y 1) ,

4 5 5 4
fxxy(x’y) = 180x 'y, fxyy(x,y) = 180x"y |,
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3,6
f = 120 x =-1) ;
yy(x,y) vy ( )

y

£(1,1) = £.0,1) = £.0,1) =0, £.(,1) =0,
fxy(i,i) = 36, fyy’i,i) = (1,1 =0,

£ 1,1) = f 1,1) = 180, f 1,1) =0
xxy( ? ) xyy( ’ ) ’ yyy( s )

volgt
f(x,y) = 36(x-1)(y-1) + 90(x= D2(y-1) + 90(x= D (y-1)7 +...

Opmerking. Toepassing van de substitutie x = 1 +h, y = 1 + k en van het bi-

nomium van Newton geeft

F(1+h,1+k) = [(1+n)0-1I0(1+10%-17 =

f(x,y)

tGn+ Gn? 4G G+ -

(6h + 1502 +...)(6k + 15k% +...) = 36hk + 90h’k + 90hk? +, . .=

36(x- 1) (y=-1) + 90(x-1D2(y-1) + 90(x-(y-D2+... ,

een sneller resultaat.

. De functie f is differentieerbaar op]R2 en elk punt x eiRz is inwendig punt

vanjmz, zodat f slechts extrema kan hebben in zijn stationaire punten. Uit
grad £(x,y) = (xy(3x + 2y - 2),x2(x +2y - 1))

volgt dat (0,y), (},1) en (1,0) de stationaire punten van f zijn met func-

tiewaarden

1
f(o,}’) =0, f(.'lls%) == YA f(l,O) =0.

Nullijnen van f zijn de x-as, de y—as en de rechte x +y = 1.

In de volgende figuur is de tekenverdeling van f aangegeven.

+ y
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Hieruit blijkt onmiddellijk dat er in de punten (0,0), (1,0) en (0,1) geen
extrema zijn en dat er in de punten (0,y) met y < 0 of y > 1 locale minima,
in de punten (0,y) met 0 < y < 1 locale maxima optreden. In het punt 4, H
heeft f een locaal minimum. Om dit in te zien beschouwen we de driehoek D
gegeven door x > 0, vy > 0, x +y < 1,

Op D (een begrensde gesloten verzameling) heeft f (een continue functie)
volgens de stelling van Weierstrass een globaal minimum.

Op de rand van D is f(x,y) = O, in het inwendige van D is f(x,y) < 0, zodat
het minimum wordt aangenomen in het inwendige van D, dus in het enige sta-
tionaire punt (},i) in het inwendige van D.

Ten opzichte van de gehele]R2 heeft £ in (},}) slechts een locaal minimum

omdat
3
f(x,~x) = ¥~ » ~o, X > —o
Samenvattend: f heeft opIR2 laocale minima Q in de punten (0,y) met y < O of

y > 1, een locaal minimum —-%Z in het punt (4,%), locale maxima O in de pun-

ten (0,y) met O < y < 1.

Opmerking. Uit

‘ _ _ 2
fxx(x,y) = 2y(3x+y—-1), fxy(X,y)’=X(3X*'4y 2), fyy(X,Y) = 2x" ,

dus
2
0, = f 0,y)f 0, - (f 0, =0,
£(0,y) 2 05Y) yy( y) (Xy( ¥))
3 1 1 1
A(%,llo) ="8'1'2—— ('Z;)z =—8° ’
A(1,0) = 0,2 -1 = -1,

blijkt dat het pA-criterium slechts uitsluitsel geeft vqor de punten (1,1) en
(1,0).

. Z1ij g(x,y) = (x-3)2 + y2 - 2, dan worden de extrema van f gevraaga onder de

nevenvoorwaarde g(x,y) = 0. Willen we de multiplicatorenmethode van Lagrange

toepassen dan doen zich twee moeilijkheden voor:

1°. f is niet differentieerbaar op de x—as;

2°. grad f(x,y) = (y,x) voor y > 0 en grad f(x,y) = (-y,-x) voor y < 0, zo-
dat we twee stelsels vergelijkingen moeten oplossen, m.a.w. dat we de

gevallen y > 0 en y < 0 apart moeten bekijken.

o .
Ten aanzien van | merken we op dat punten waar f (of g) niet differentieer-

baar is ook voor extrema in aanmerking komen.
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De snijpunten van de cirkel (x- 3)2+y2 = 2 en de x-as zijn (3%/2,0); op de
cirkel geldt x =2 3 - Y2 > 0 en dus f(x,y) = xlyl > 0 # £(3+v2,0), zodat £
in de punten (3#v2,0) globale minima 0O heeft.

Ten aanzien van 2 merken we op dat f(x,-y) = £(x,y) en g(x,-y) = g(x,y),
zodat we ons kunnen beperken tot het geval y > 0: de oplossingen (x,y) van
het stelsel vergelijkingen voor y < O liggen gespiegeld ten opzichte van de

X—as.

Tenslotte: grad g(x,y) (2(x-3),2y) # 0 voor y > 0. Het stelsel vergelij-—
kingen

2

tl
N

.(}{.__3)2+ y
y + 22 (x-3)

1l
O
-

X + 2xy =0,

heeft maar één oplossing met y > O, namelijk A = -%/7; (x,y) = (%y%/7) met
fc%;%/7> =t%/7. Ophgrond van het voorgaénde €n op grond van de stellipg van
Weierstrass kunnen we concluderen:

f heeft op de cirkel (x-—3)2 + y2 = 2

een globaal minimum O in de punten (3+/2,0),

een globaal maximum -%/7 in de punten C%,f%/7).

Opmerking. We kunnen dit vraagstuk handiger oplossen met behulp van de hoog-

tekaart van f (zie figuur).
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We zien ommiddellijk dat £ op de cirkel (x- 3)2 + y2 = 2 een globaal mini—
mum O heeft in de punten (3i/§,0). Het globale maximum van f op de cirkel

(x- 3)2 + y2 = 2 is die waarde van ¢ waarvoor de kromme x‘yl = ¢ raakt aan

de cirkel.

Substitutie van iyl = i in de vergelijking (x--3)2 + y2 = 2 geeft

x4 - 6x3 + 7x2 + cz =0 .,

De voorwaarde is dan dat het polynoom pix) = x4 - 6x3 + 7x2 + q2 een twee-
voudig nulpunt X, heeft, waarvoor bovendien geldt Xy > 3 (zie figuur).

Uit p(x,) = p'(xo) = 0 volgt

O)

x4 - 6x3 + 7x2 + c2 =0,

0 0 0

3 2
bxy - 18xy + laxy = gxo(xo'*l)(ZXO"7) =0,

2 73

dus X, =5, C =7 .
0~ 72" 16 - s 9 .
Het globale maximum van f op de cirkel (x-3)"+ y" = 2 is-dus~3/7; het wordt
aangenomen in de punten (xo,iyo) met .y, = %— = %/7.
0

Opmerking. Uit de aard van het prebleem blijkt dat het polynoom p ten hoog~

ste twee reéle nulpunten heeft voor elke c mef ¢ > Q.
We kunnen dit ook als volgt afleiden.
Uit '

p'(x) = 4x3 - l8x2 + l4x = 2x<x-‘l)(2x— D

volgt dat p een minimum c2 heeft voor x = 0, een maximum c2-+2 voor X = | en

3
.. _1 _7
een minimum c g Voor X 5 7 .
2 2 70
Als c¢” > 0 enc” =~ 3¢ < 0, dan heeft p twee reéle nulpunten X, en X, met
7 7 ‘
SR T R
Als c2 >'%E , dan heeft p geen reéle nulpunten.
3 .
Als c2 = %6-, dan heeft p een tweevoudig nulpunt Xy = 3,5.
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Examen/tentamen juni 1977

De functie f:ﬁR? -+~ R is gegeven door

f(x,y) = y{(x2 + y2)2 - 4x%

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van f op het gebied

G: {(x,y) €ZR2 I x2 + y2 < 4} .

—_———— —_———— T . — -

In een lineaire ruimte L is gegeven een onafhankelijk stelsel bestaande uit

vier vectoren a, b, c en d.
Zij S het stelsel {a + 2b, a + ¢ + 2d, 7¢ + 6d, 3b + ZE} en T het stelsel
{3a - 4c, 7b - 4d, 5a + 3b + 4d}.

a) Als <S> en <T> de door S respectievelijk T opgespannen deelruimten van
L zijn, toon dan aan dat <T> ¢ <S5>.

b) Is T een basis voor <S$>? Motiveer Uw antwoord.

VAT A:‘R? +:m3 de lineaire afbeelding met matrix

5 -7 5
1 T
A=yl 2 2 -10) .
-7 5 5

a) Toon aan, dat de beeldruimte het vlak V is met vergelijking x1-+x2-+x3==0.

b) Bewijs, dat voor x € V geldt HAxl = I xli.

c) Toon aan, dat voor alle x € V met X # 0 geldt dat de hoek tussen x en Ax
dezelfde grootte heeft en bepaal die hoek.

d) Bepaal de matrix B van een direct orthogonale afbeelding B, waarvoor geldt

Bx = Ax voor alle x ¢ V.

a) Zij R>» 0 en 0 < a < R.
Als gegeven is de afgeknotte halve bol

A= {(x,y,2) e R | %% v + 2% < R2, 0<zc< a}

bereken dan

{JJ (x2 + yz)dxdydz .
A
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b) De functie F is voor x > 1 gedefinieerd door
2
X
sin xt
F(x) = J —— dt .
t
1
Bereken F'(x) yoor x > I,
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Oplossingen Tentamen juni 1977

Nullijnen van f zijn de x-as en de cirkels x2 y2 + 2x = 0, x2-+y2-2x =0,
In de figuur zijn de nullijnen van f getekend en is bovendien de tekenverde-

ling van f op G aangegeven.

Uit
grad f(x,y) = (4xy(x2 + y2 -2), x4 - 4x2 + 6x2y2 + 5y4)

volgt dat er in het inwendige van G vijf stationaire punten zijn:

P, = (0,0) met £(0,0) =0 ,

P, = G/B,L/D  met £G/5,4/9) = - /3,
Py = (%/1'5",— —;—/5) met f(%/ﬁ,- l3/§) = 593./5 ,
P, = (- /54D met £(- /15,379 = - 33,
P = (- 1/T5,- L/3) met £(- 5/15,- 3/3) = 83 .

Uit de figuur blijkt dat f in P] geen extreem heeft. Beschouw de verzameling

V=ol(xy) eRE| X +y>-2x<0) A (y=0) (zie figuur)

Op V is £(x,y) < 0 en op de rand van V is f(x,y) = O. Aangezien V een begrens-—
de gesloten verzameling is, heeft f op V een globaal minimum (op grond van de

stelling van Weierstrass) in het inwendige van V, dus in het enige stationai-

re punt P2 in het inwendige van V.

Ten opzichte van G heeft f in P2 dus zeker een locaal minimum.

Op dezelfde wijze kan men aantonen dat f in P4 een (locaal) minimum heeft

en in P3 en P5 een (locaal) maximum.
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Op de rand van G geldt x2 =4 - y2, -2 £y < 2en
3
£(x,y) = 4y
Deze functie heeft op het interval -2 <y < 2 een minimum -32 voor y = -2

en een maximum 32 voor y = 2. In de corresponderende punten (0,-2) en (0,2)
heeft f dus blijkbaar een globaal minimum resp. een globaal maximum ten op-

zichte van G.

Samenvattend: f heeft op G
locale maxima-§/§ in de punten (t%VTB;— %yﬁ),

locale minima --§/§ in de punten (f%/Tg;l/g),
een globaal maximum 32 in het punt (0,2),

een globaal minimum -32 in het punt (0,-2).

2. a) Zij V de door a, b, c en d opgespannen lineaire deelruimte van L. Dan is

het stelsel {a,b,c,d} een basis voor V en dim V = 4,

Iedere vector X € V kan dus op precies &&n manier geschreven worden als
X =o0a + Bb + yc + &d, d.w.z. iedere vector x ¢ V kan men representeren
door een geordend viertal reéle getallen a,B,v,d.

We gebruiken hiervoor de notatie x = (a,B,Y,8). Het stelsel S wordt dan
{(1,2,0,0),(1,0,1,2),(0,0,7,6),(0,3,2,0)} en het stelsel T wordt
{(3,0,-4,0),(0,7,0,-4),(5,3,0,4)}.

We zoeken eerst door vegen een eenvoudige basis voor <S> en voor <T>.

Voor <S§>:
1 2 0 0 1 2 0 0 1 2 0 0 i 2 0
1 0 1 2 0 2 -1 =2 0 6 4 o _ 0 3 2
0 0 7 6 0 0 7 6 0 0 7 6 o -7 0
0 3 2 0 0 3 2 0 0 3 2 0 0 0 0

<8> = <(1,2,0,0),(0,3,2,0),(0,-7,0,4)> .
Voor <T>:

3 0 -4 0 3 0 -4 0 0
0 7 0 -4 ~ 0 7 0 -4 ~ O 7 0 -4
5 3 0 4 5 10 0 O 1 2 0 0 ;

<T> = <(O,3,2,0),(0,7,0,'4),(1,2,0,0)> .

Blijkbaar is <T> = <S>,

o &~ O O

T N
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b) Uit a) volgt dat het stelsel T onafhankelijk is en dat <T> = <S>. Dus is

T een basis voor <S>.

;k, sk, van

>

de matrix A: R = <k ,k,,k.> = <12§1,1250,125

-1°=2°=3 3
Wegens
5 2 -7 6 0 -6 1 0 -1 1 0 -1
-7 2 5 ~ -6 0 6 ~ O 0 0 ~ 1 -1
5-10 5 1 -2 1 2 =2 0 0O 0
geldt
R = {x e]R3 [_§ = A(1,0,-1) + u(1,-1,0)0} =
- 3 - -
= {(XI,XZ,XB) e R ] X+t X, + X, = 0y =V .

b) Zij x = (XI’XZ’X3) e Venzijy = (yl,yz,yB) = Ax.
Dan is x = A(1,0,-1) + u(1,-1,0) en

y = AA(]’Os_]) + UA(I’—I’O) = A(O,l’_l) + U(I,O’—])

voor zekere A ¢ R, y € R, zodat

Il Ax || A2+ A7+ (Fa-w? = YO+ e+ ()7

Z A Z
SERRTIRRE

/k% + X2 + x2

2w x5 = lixl .

c) Zij x ¢ Vmet x # 0. Dan is x = A(1,0,-1) + u(1,-1,0) met (A,u) # (0,0)
en Ax = A(0,1,-1) + u(1,0,-1) (zie b)). Voor de hoek ¢ tussen x en A§
geldt dan

(x,Ax)

QO +u = ud + A+
=l TAx |

AZ + u2 + (2 + u)2

¢ = darccos = arccos

1
arccos 5 =
2

I

3 -

d) Volgens b) en c) werkt de lineaire afbeelding A op V als een draaiing
over een hoek %—.
Een direct orthogonale afbeelding B: R »CR? is een draaiing. De draai-

ingsas van B is, wegens Bx = Ax voor alle x ¢ V, de rechte x = A(1,1,1)

loodrecht op V. Uit

B(1,0,-1) A(1,0,-1) = (0,1,-1) ,
B(l,-l,O) A(I,_I’O) = (],0,‘1) s
B(I’I’l) = (1y191) s
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volgt door vegen:
1 0 -1 ~»>0 1 -1 1 0 -1~->0 1 -1
1 -1 0> 1 o -1 ~ 1 -1 0 -1 0o -1~
1 i I » 1 1 1 2 0 I » 2 1 0
1 0 -1~ 0 1 -1 3 0 0~ 2 2 -1
~0 1 -1~ -1 1 0o ~ 0 3 0 - -1 2 2
0 0 3+ 2 -1 2 0 0 3> 2 -1 2,
dat de matrix van B is
2 -1 2
1
B = 3 2 2 1
-1 2 2
4. a) Schrijf i
a b
JJ[ (x2 + yz)dxdydz = J ([J (x2 + yz)dxdy)dz s
A 00 G
z

waarin

G, = {(xy) | x? + y2 < R” -2z}

Door overgang op poolcoordinaten vinden we

JJ (x2-+y2)dxdy = J do J r dr = %F(Rz- z7)",

| G 0 0
] Z

zodat

roj=

[JJ (x2 + y2)dxdydz
A 0

P
e
©

I
wiro
=
a4}

+
w| —
[
p—g

b) Voor x > 1 geldt

. 3 .
F'(x) = sin(x”) 9% é_(51n Xt)dt -
2 ) 93X t

X 1

2

X
=X

. 3 . 3 . t=
sin(x”) . J cos (xt)dt = 2 sin(x™) . sin(xt) _
X X x =1

+

= 2

1
sin(x3) _ sin x
X X

=3
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1977

. Cegeven zijn de vlakken

V: x — 2y + 2z = 12
en

W: 2x - 3y - z = 14
en de lijnen:

2 x = (1,1,1) + x(3,2,1)
en

m: X = (3,5,1) + u(-1,1,1)

Bepaal een parametervoorstelling van de 1lijn, die £ en m snijdt en evenwij-

dig is aan V en W.

. Voor x > 0 is de functie f gedefinieerd door

eyl
f(x,y) =~ o

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van f op het gebied

G: {(x,y) eiRz | x = 1} .

. Gegeven is de matrix

a a+l 1
A = la+2 0 -1 .
2 a+l a-1

a) Bepaal de rang van A voor alle reéle waarden van a.

Beschouw het homogene stelsel lineaire vergelijkingen met coéfficiéntenma-

trix A.

b) Los dit stelsel op voor alle reéle waarden van a.

. a) Laten a, b en c reéle getallen zijn met a3 + b3 + c3 # 3abc.

Toon aan dat de vectoren (a,b,c); (b,c,a) en (c,a,b) onafhankelijk zijn.
b) Van de lineaire afbeelding A:iR? »cm? is gegeven: A(1,2,3) = (2,3,1);

A(2,3,1) = (3,1,2) en A% = 1, waarbij I de identieke afbeelding is.

i) Toon aan dat A(3,1,2) = (1,2,3).

ii) Bewijs dat A(x,y,z) = (y,z,x) voor alle (x,y,z) eiR3.

iii) Laat zien, dat A een draaiing is; bepaal draaias en draaiingshoek.
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5. Het lichaam L is bepaald door de ongelijkheden

z = /%% + y2, (x-—l)2 + y2 + z2 <1,

a) Bepaal de projectie van L op het (x,y)-vlak.

b) Bereken

[[[ = ssarae

L
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1977

Eén willekeurig punt op & is p = (1+3Xx, 1+2X, 1+ A) en een willekeurig
punt op m is ¢ = (3-wu, 5+u, 1+y). Een parametervoorstelling van de rech-
te door p en g is dan X =p + v(g - p).

Deze rechte is evenwijdig aan V en W als zijn richtingsvector g - p loodrecht
staat op de vectoren a = (1,-2,2) en b = (2,-3,~-1), wegens a 1 V, b 1L W.

Uit het stelsel vergelijkingen

|
&
I
=
I
>
I
o

(a4 -p2) =
(g = p,b) =-8-6u+r= 0,
volgt A = =4, u = -2, dus
p = (-11,-7,-3), g = (5,3,-1), ¢ - p = (16,10,2) ,
zodat een parametervoorstelling van de gevraagde rechte is

x = (5,3,-1) + p(8,5,1) .

Hoogtelijnen van f zijn krommen met vergelijking

2

x2 + y2 + 4 = 2Cx, (x - C)2 +y = C2 -4

Als 02 < 4, dan is er geen enkel punt (x,y) dat aan deze vergelijking vol-
doet.

. 2
Dus is C” = 4.
Hieruit volgt, wegens f(x,y) > 0 voor (x,y) € G, dat f op G een globaal mi-
nimum 2 heeft in het punt (2,0). Als C > 2, dan is (x - C)2 + y2 = C2 -4
de vergelijking van de cirkel met middelpunt (C,0) en straal /CZ -4 (zie

figuur).
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Het punt (1,0) ligt, wegens £(1,0) = %-, op de cirkel met vergelijking
x-2%ry' =7

Uit de figuur blijkt dat binnen deze cirkel geldt f(x,y) < % , en dat bui-
ten deze cirkel geldt f(x,y) > %-, zodat de functie f in het punt (1,0) geen
extreem heeft ten opzichte van G.

Voor de overige punten van G is op analoge wijze in te zien dat f er geen ex~
treem heeft.

Conclusie: f heeft op G enkel een globaal minimum 2 in het punt (2,0).
Opmerking. De stelling van Weierstrass kan men hier niet toepassen omdat G

niet begrensd is.

3. a) Omdat in onderdeel b) de oplossing van het stelsel Ax = 0 gevraagd wordt,

bepalen we de rang van A door met rijen te vegen:

a atl 1 a a+l 1
rang |at+2 0 -1 | = rangla+2 0 -1 .
2 a+1 a—1 2-a 0 a-2
Voor a = 2:
2 1
rang A = rang|é -1y =2 . r
o o o :
Voor a # 2:
[ a a+l 1 a+l a+l 0
rang A = rangla+2 0 =1| = rangfa+l 0 ol ,
| -1 0 i -1 0 1
zodat voor a = —1:
— o dl
; rang A = rang| 0 0 O =13
| -1 0 1] |
voor a # 2, a # —1:
1 1 0] 0 1 0
rang A = rang| 1 0| = rangj! 0. 0 =3.
-1 1] 0 0 i

Samenvattend:

-1

rang A = 1 voor a s

rang A = voor a = 2 ,

2
rang A = 3 voor a # -1, a # 2 .




b)

. a)

b)
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Het stelsel Ax = 0 lossen we op met vegen, waarbij we gebruik maken van

onderdeel a).

Voor a = -1 wordt een equivalent stelsel gerepresenteerd door
0 0 O
0
-1 0 1

Stel x = A, y = u, dan is z = ), zodat de oplossing wordt gegeven door

x = A(1,0,1) + u(0,1,0).

Voor a = 2:

2 3 1 6 0 2 1 0
4 0o -1 ~ 4 -1 ~ 4 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0

x = A heeft y = =2%, z = 4x; x = A (1,-2,4).

Voor a # -1, a # 2 is de oplossing x = 0.

Wegens

b c al| = 3abc - c3 - b3 - a3 £0

is het stelsel {(a,b,c),(b,c,a),(c,a,b)} onafhankelijk.
i)  Gebruik achtereenvolgens (3,1,2) = A(2,3,1), (2,3,1) = A(1,2,3) en

A3 = 1, dan volgt

A3,1,2) = A2(2,3,1) = A%(1,2,3) = 1(1,2,3) = (1,2,3)

ii) zij a = (1,2,3), b = (2,3,1), ¢ = (3,1,2). Volgens onderdeel a) is

het stelsel {a,b,c} onafhankelijk (omdat 13 + 23 + 33 # 3.1.2.3),

dus een basis vooriR3, zodat elke (x,y,z) e?R? op precies &&n manier

geschreven kan worden als
(x,y,2) =aa + Bb + yc .
Hieruit volgt

X = o+ 28 + 3y ,

y 20 + 38 + vy ,

z =30+ B + 2y,

zodat geldt, wegens Aa = b, Ab = ¢, Ac = a,
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A(x,y,z) = ob + Bc + ya =

i

(20 + 38 + v, 30 + B + 2y, o + 2B + 3y) = (y,2,%)

voor alle (x,y,2) € ﬂi3.

iii) Uit ii) volgt onmiddellijk dat de afbeelding A orthogonaal is met

matrix
0 1 0
A =10 0 [ .
1 0 0

Wegens det A = 1 is A een draaiing.

De draaiingsas is de eigenruimte bij de eigenwaarde 1. Met vegen:

-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
0 -1 1 ~ 0 -1 1~ 0 -1 1
1 0 -1 0 1 -1 0O ©O 0 ;

y = o geeft x = a, z = o, vinden we als draaiingsas x = a(l,1,1).
Kies een vector loodrecht op de draaiingsas, bijvoorbeeld d=(1,-1,0).

Dan is de draaiingshoek ¢ de hoek tussen d en Ad = (-1,0,1), dus

(d,Ad)

= arccos = arccos(-1) = 2
v TdT AT 2) =73 -

We merken nog op dat dit in overeenstemming is met het gegeven A3§={§,
X e]R3, omdat A3 blijkbaar een draaiing is over 3.%; = 27,
5. a) De projectie G van L op het (x,y)-vlak is de verzameling van punten (x,v)

waarbij een z bestaat met z 2 VxZ + yz, z2 <1 - (x-—l)2 - y2, dus met

x2 + y2 < z2 <1 - (x--l)2 - y2 ,

zodat

2 2

{(yy) | %%+ y 2

- x-D% -y

]
]
IA

}=

(Gy) | x* + v2 < x} .

G is de cirkelschijf met middelpunt (3,0) en straal 1,
b) Schrijf
1= (x-1) Z-y?

[l [ [ e

- ¢ T
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2

i - (x2-+y2))dxdy =

0

J(l—(x—l)z—y

Q—

en ga over op poolcoordinaten, dan volgt

/2 cos o
JJJ z dxdydz = J do J (r cos ¢ - r2)r dr =
L -1/2 0
/2 w/2
1 3 1 4_r=cos 1 4
= E§ ricos ¢ - 7T ]r=0 Pqp = 2 J 7 €08 ¢ do =
-m/2 0
1 5 3
1 d s 1 Ty eE g
1 2°2 12 T (3) 12 2! 32
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Examen/tentamen januari 1978

a) Bepaal het punt op de kromme 3y = x2 - x, dat minimale afstand heeft tot
de rechte 3y + 4x + 6 = 0 en bereken deze minimale waarde.

b) zij f(x,y) = x .
Geef de formule van Taylor voor f rond (1,0) tot en met de termen van de

derde graad.

I3
X
|
+
Pam
134
%)
2
&

De lineaire afbeelding A:IR3 +€R3 is gedefinieerd door Ax =

. 3 .
waarin a ¢ R” een gegeven vector 1s met lall = 1.

a) Toon aan dat
i) a eigenvector van A is.
ii) wvoor alle x e]R3, die loodrecht op a staan geldt: Ax L x en Ax 1 a.
iii) BAx( = Il xIl voor alle E'eiR3.

b) Geef de meetkundige interpretatie van A.

De deelruimte U vanﬁ[R4 is gegeven door
U = <(—6,1,2,2),(2,—3,2,1),(—6,—7,10,7)> .

a) Bepaal een orthonormale basis van U, waarbij &é&n van de basisvectoren
loodrecht op (0,0,1,0) staat.

b) Bepaal een parametervoorstelling van ut.

c) Bepaal een orthonormale basis voor Ul, waarbij é&n der basisvectoren lood-
recht op (0,0,0,1) staat.

d) Geef een orthonormale basis vanIR4 waarin geen vectoren uit de standaard-

basis voorkomen.

Zij G het gedeelte van het boloppervlak x2 + y2 + z2 = } dat ligt boven het
vlak z = 0 en binnen de cilinder x2 + y2 = X.

We beschouwen G als een met massa belegd oppervlak. De massadichtheid in het
punt (x,y,z) van G is gelijk aan z.

Bereken de massa van G, dus z do.
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Oplossingen Tentamen januari 1978

1. a) De afstand van een punt (X,y) eimz tot de rechte met vergelijking

4x + 3y + 6 = 0 is volgens de stelling van Hesse gelijk aan

léx + 3y + 6

1
TG = glex + 3y + 6] .

Als het punt (x,y) op de kromme 3y = x2 - x ligt, dan kunnen we hiervoor

schrijven
1 2 1.2 1 3,2 i5y _1 3 3
sléxsx —xr 6] = glx"w3xs6] = glGr P e =gler D g

Hieruit volgt onmiddellijk dat de minimale afstand gelijk is aan-% en dat

het minimum wordt aangenomen voor X = — %-, y = %{% + %) = g-, dus in het
35
punt (= 5,7) .
b) Herleiden tot standaardreeksen geeft
£(ry) = £+, = (1+m¥ = & IR
k(h—1h2+ ) hk—lh2k+ 2
=e A *** =1+ hk - th'k +..., =

=1+ (x-1y - %(x-l)zy oo o

2. a) i) Aa = ax a+ (a,a)a=0+ l.a=l.a, # 0, dus a is eigenvector van

| o

A bij eigenwaarde 1.

ii) Voor alle x eﬁR3 met (g}z) =0 1is AE = X X a en voor het uitwendig
product x x a geldt: x x a 1 x, X X al a.

iii) zij U de rechte <a>, dan is u' het vlak (a,x) = 0. Elke vector‘§61R3
kan op precies &&n manier worden geschreven als x = u + vmet u ¢ U,
vettentixl® = nul? + vl
Dan is Ax = Au + Av met Au = u ¢ U (volgens 1)), Av ¢ ut (omdat
Av L a volgens ii)), dus IAxI? = lul® + lAvI®. Uit Av = v x a en

=12,

"

2
v 1 a volgt [AvIl =llvlillall =livl, zodat HA§H2 = ffull™ + vl
IlAxll = Ix]l voor alle x ¢ R°.
b) Uit x =u+ v, uel, ve Ul; Ax =u + Av, Av 1L v en Av L a, volgt onmid-

dellijk dat A een draaiing om de rechte U over een hoek %-voorstelt.

3. a) Door vegen bepalen we eerst een eenvoudige basis voor U:
-8 8 5

2 -3 2 1 ~ 2 -3 2 I ~ 8 -4 0 -1
-6 -7 10 7 0~16 16 10 0O 0 0 0.

|
)
N
N
o

|
o]
oo
W
o




b)

c)

d)
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Het stelsel {(8,-4,0,-1),(0,-8,8,5)} is dus een basis van U.
De vector (8,-4,0,-1) staat al loodrecht op (0,0,1,0). Kies

_ (8,_4’0’_1) = _1_ - -
3 = = o=nT - 38 40D

De projectie van d = (0,-8,8,5) op <a,> is (2931)§1 = -é—(BZ--S)g1 = 3§l,
zodat d - 3a, =-%(—8,—20,24,16) - - 4(2,5,-6,-4) loodrecht op a staat.

Neem

4
- 3‘(2’5a_6:—4)

1
= - 3(2,5,—6,-4)

a =
2 - 32,5,-6,-4) |
Dan is {gl,gz} een orthonormale basis van U met a, 1 (0,0,1,0).
Ut is de oplossingsruimte van het stelsel vergelijkingen (zie a))
{ - 8x, + 8xy + 5%, = 0,
8x] - 4x2 - X%,

[}
o

Stel X, = 2, X, = 8u, dan is Xg = 2h = 5u, X, = A + u, zodat een parame-

tervoorstelling van vt is
x = A(1,2,2,0) + u(1,0,-5,8) .

Het stelsel {(1,2,2,0),(1,0,-5,8)} is een basis voor Ul, waarvan de vec-—

tor (1,2,2,0) al loodrecht op (0,0,0,1) staat. Neem

. (1,2,2,0) _ 1
by = Tz o0 - 3220
De projectie van e = (1,0,-5,8) op <§1> is (E3él)bl =-%(l-10)§].= —391;

zodat e + 3@1 = (2,2,-3,8) loodrecht op hl staat, Neem

= (2,2,-3,8) _ l -
by =T o3BT - 932738 .

Dan is {91,92} een orthonormale basis voor Ut met 91 L (0,0,0,1).
Het stelsel {EI’EZ’EI’EZ} is orthonormaal, dus onafhankelijk, dus een ba-
sis van R .

Hierin komen geen vectoren uit de standaardbasis voor.

4, Op G geldt 0 < z = Vj - x2 - y2, dus

x2 2 1 1
V1+ZX+Z = l+—-2-+-}—,—2—=-5/x2+yz+zz=-————.
y z z 22
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Op grond van symmetrie ten opzichte van het vlak y = 0 wordt de massa M van

G dan gegeven door

Hierin is Gy = {(x,y) | %% + y2 < 4, x2 + y2 < X, y 2 0} de projectie op het
(x,y)-vlak van het in het eerste octant gelegen deel van G.

In poolcoordinaten wordt GO gegeven door

Gy = {(r,9) | £ < $/2, r < cos 93 0 < ¢ < }n} ,

zodat
b 1v/2 Im cos ¢
M=72 J do J rdr + /2 J do r dr =
0 0 b 0
dm
=/2.lr. k.1 + 12 J coszw do =
bn

bm
= /2 + }/2 [ (1 + cos 2¢9)dy =

inm

=—:——1r/§+ WalT - }) =3‘3-(n- V7 .
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1978

De functie f:iRz -+ 1R 1s gegeven door

f(x,y) = (y-l)2 - (x?‘—l)2 .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extremen van f op het gebied

G = {(x,vy) E.Rz ' 0O<yx<2- xz} .

. De lineaire afbeelding A:'R? 4'R3 heeft (2,-1,1) als eigenvector met eigen-
waarde -2,

Verder is gegeven dat alle vectoren op de lijn x = (1,1,5) + 1 (1,3,1) de
vector (-2,-2,-10) als beeld hebben.

Bepaal van A

i) de nulruimte,
ii) de beeldruimte,
i1i) de eigenwaarden en eigenvectoren,

iv) de matrix.

. Gegeven is de determinant

1 ox+ 1 (x+DE+2) . x+1D)x+2)(x+3)
1 X+ 2 (x+2)(x+3)  (x+2)(x+3)(x+4)
1 x+ 3 (x+3)(x+4) (x+3)(x+4)(x+5)
1 x+4 (x+4)(x+5) (x+4)(x+5)(x+6)

xeR .

Toon aan dat de waarde van deze determinant onafhankelijk van x is en bepaal

deze waarde.

. a) Het gebied G in]R3 wordt gegeven door | < z < —5 "y -
i) Geef een schets van G.

ii) Bereken

JJJ V/x2 + yZ2 dxdydz .

b) De functie f: R > R is gedefinieerd door

X 2

f(x) = 3 J (x - y)zey dy .
0

Bereken f"'(x).
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1978

1. Nullijnen van f zijn de parabolen y = x2 eny = 2 —,x2, omdat

(=% (y-2+x%) .

£(x,y) = (y=1=-x"+D(y-1+x"-1)

In onderstaande figuur is de tekenverdeling van f op G aangegeven.

Uit
grad f(x,y) = (-4x(x2-'1),2(Y"1))

volgt dat (0,1) het enige stationaire punt van f is in het inwendige van G.

In (0,1) heeft f een globaal minimum met waarde -1. Immers, op de begrensde
gesloten verzameling G heeft de continue functie f een globaal minimum vol-
gens de stelling van Weierstrass.

Op de rand van G is f(x,y) = 0 (zie figuur), in het inwendige van G komen
negatieve waarden van f voor, zodat f het globale minimum aanneemt in een
inwendig punt van G, dus in het stationaire punt (0,1).

Op het deel van de rand van G gegeven door y = 2 - xz, y 2 0, heeft f

2 - x2, 0 <y <1,

locale minima O in de punten (x,y) met y

2 - x2, 1 <y =2,

locale maxima O in de punten (x,y) met y

zoals onmiddellijk blijkt uit de figuur.




. Uit A((1,1,5) + A1(1,3,1)) = (-2,-2,-10) voor alle X ¢ R, volgt
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Op het deel van de rand van G gegeven door -/2 < x < Y2, y =0, geldt

£(x,0) = 1 - (x2-12 .

Op het open interval -Y/2 < x < V2 heeft deze functie een globaal minimum O
voor x = 0 en een globaal maximum 1 voor x = *1.

In het punt (0,0) heeft f geen extreem ten opzichte van G (zie figuur).

Op grond van de stelling van Weierstrass heeft f op G een globaal maximum

in de punten (*1,0).

Samenvattend: f heeft op G

een globaal minimum -1 in het punt (0,1),

een globaal maximum | in de punten (+x1,0)

2 -,xz, 0<y<l1, en

locale minima O in de punten (x,y) met y

2 - x2, 1 <y < 2.

locale maxima O in de punten (x,y) met y

A(1,1,5) = (-2,-2,~10) (neem A = 0) ,
A(1,3,1) =0 .
Met A(2,-1,1) = =2(2,-1,1) = (-4,2,-2)
hebben we nu van drie vectoren de beelden.
Door vegen bepalen we eerst de matrix A van A:
1 1 5+-2 -2 -10 0 2 =4 >2 2 10
1 3 1- 0 O o ~ 1 3 1-0 0 O~
2 -1 1 > =4 2 -2 0 7 1 >4 =2 2
5 0O O 5-+>-1 -3 -11
~ 2 7 0->1 1 5 ~5 0 0-+-8 6 2
9 0 5 0> 3 -1 3,

dus
-8 3 -1
1
o - - _3
iv) A B 6 1
2 3 -1l

Omdat het exerceren met deze matrix niet aantrekkelijk lijkt, zullen we er

verder geen gebruik meer van maken.

zij N de nulruimte en R de beeldruimte van A, Uit de gegevens volgt

(2,-1,1) « R, (1,1,5) ¢ R, (1,3,1) e N,
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dus dim R 2 2 ({(2,-1,1),(1,1,5)} is onafhankelijk), dim N = 1.
Op grond van de dimensiestelling, dim R + dim N = 3, geldt dan dim R = 2,

dim N = 1, zodat
i) N = <(1,3,1)>,
ii) R = <(2,-1,1),(1,1,5)>.

iii) Uit het voorgaande volgt onmiddellijk dat 0 eigenwaarde van A is met

bijbehorende eigenvectoren x ¢ N, x # 0, dus x = a(1,3,1), a # 0.

Eigenvectoren bij een eigenwaarde A # 0 zijn element van R (Ax ¢ R met A # 0

geeft x ¢ R).

Wegens
A(2,-1,1) = =2(2,-1,1),
A(1,1,5) = -2(1,1,5) ,
geldt Ax = -2x  voor alle x ¢ R .

Hieruit volgt dat -2 de enige eigenwaarde ongelijk aan nul is; de bijbeho-

rende eigenvectoren zijn

X = 8(2,“1,]) + Y(l’]’5)9 (B,Y) # (0:0)

. Noem de determinant D(x) en veeg met de eerste kolom de eerste rij schoon,

dan volgt
1 0 0 0
1 1 2x+ 4 3x2+ 15x+18
PG =11 2 4x+10 x>+ 36x+56

1 3 6x+18 9x2+63x+114

1 2x + 4 %3+15x+18
= |2 4x+10  6x°+36x+54 | .
3 6x+18 9x2+63x+ 114

Nogmaals vegen met de eerste kolom geeft

Po 0 2 6x+ 18
D(x) = |2 2 6x+ 18 = =12 ,
13 6 18x+60| 10 18x+60
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4. a) i)

X

ii) De projectie G0 van G op het (x,y)-vlak wordt gegeven door

Gy = {(x,y) | x2 + y2 < 1},

zodat
, 1/ (x24y")
I := JJ VxZ + yZ dxdydz = JJ ( J VxZ + y? dz)dxdy =
/
G G0 1
= J <———J————-~ VxZ yz)dxdy .
J l/xz + yz
G
0
Overgang op poolcoordinaten geeft
2n 1 1
I = J do J @ - D dr =2 J(l - Hdr = 211 - ) =i’3’l.
0 0 0

b) Toepassen van de regel voor het differentiéren van een integraal met een

parameter (aan de voorwaarden is ruimschoots voldaan) geeft achtereenvol-

gens:

X 9 X ’
f'(x%) 0+ 4 j 2(x - y)ey dy = J (x - y)ey dy ,

i

2
"' (x) 0 + J 1.eY dy = J e’ dy ,
0 0
2

fl"(x) = ex
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Proeftentamen maart 1978

. Op het gebied G = {(x,y) | %% + v

Gegeven 1s de ellips
f(t) = (cos t, sin t, 1 = cos t - sin t) (t €eR) .

Bepaal die punten van de ellips waarvan de afstand tot het vlak x + y ~ z = 6

maximaal respectievelijk minimaal is.

Gegeven is de cirkel C gelegen in het vlak x + y + z = 0 met middelpunt

(0,0,0) en straal 1.

Bepaal de vergelijking van de cylinder waarvan C richtkromme is en de be-

schrijvenden loodrecht staan op het vlak x + y + z = 0.

IniR? is een kromme gegeven door

f(t) = (t3— 6t2+9t, e? - 4t +4) (t €eR) .

Bepaal de punten waar de raaklijn aan de kromme horizontaal respectievelijk

verticaal is en schets de kromme.

Geef de termen tot en met die van de tweede graad van de formule van Taylor

rond (0,0) voor de functie

f(x,y) = arctan(x sin y)

2 < 4} is de functie f gedefinieerd door

A

2

f(x,y) = x(2x2 +y"-1) .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van deze functie.

. De functie f wordt op?R? gedefinieerd door

n
“~

X2+
22V als x + y#0,

f(x,y) =
0 als x +y =90
a) Bepaal de richtingsafgeleide van f in (0,0) in de richting (éos 9,sin ¢@)
(0 < ¢ < 2m).

b) Onderzoek of f continu is in (0,0).
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Oplossingen Proeftentamen maart 1978

1. De afstand van een punt (cos t, sin t, 1 — cos t - sin t) op de ellips tot

het vlak x + y - z = 6 is volgens de stelling van Hesse gelijk aan

lcos t +sint—- (1l —cos t - sin t) - 6|=_L_(7_ 2 cos t-2 sin t)

V3 V3
Uit
d . .
Ef(7 - 2 cos t-2sint) =2sint-2cos t=20
volgt
t=%+2kﬂ,kez,
of 5
t=—[%T-+221T,ILeZ
Voor t = (+2kn) is de afstand-——(7 - 2/2), voor t = ——(+2£ﬂ) is de afstand

73
—~{7 + 2/_), zodat in de punten £(5m/4) = (—i/i;—%/f’1+‘/3a

/3

f(n/4) = (3v2,1V2,1 - V/2) de afstand tot het vlak x +y - z = 6 maximaal resp.

minimaal is.

2. De beschrijvenden van de cylinder worden gegeven door
x = (xO,yO,zo) + a(1,1,1), (xo,yo,zo) e C.
Omdat C de doorsnede is van de bol x2 + y2 + z2 =1 en het vlak x + y + 2 =
levert dit het stelsel vergelijkingen
X = X, + A,
y =Ygt Ao

z =2z, + A

O N v

1
—
-

2+2+Z
%0 T Y

Hieruit volgt de vergelijking van de cylinder door elimineren van Xys Yoo Zg
en A '
&—A}2+ @-A)2+ &—A)2=1 s

Xx+y+2z=3\;

Qx—y—@2+ Qy—x-@2+-ﬂz-x—yﬂ==9.
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. Uit

£(£) = 3(e=-1)(t-3),2(t-2))

volgt da

T

in het punt f(2) = (2,0) de raaklijn aan de kromme horizontaal, in

de punten f(1) = (4,1), £(3) = (0,1) verticaal is.

Uit het tekenverloop van %(t) = 3(t-1)(t=-3), y(t) = 2(t-2) volgt dat x(t)
stijgend is voor t < | en voor t > 3, dalend voor 1 < t < 3 en dat y(t) daalt
voor t < 2, stijgt voor t > 2.

Met x(t) - =, y(t) > ® voor t - *» leidt dit tot de volgende globale schets

van de kromme:

y "
1
i

-

(@]
N
Py SR,
b

. Met behulp van standaardreeksen:

f(x,y) x sin y - %(x sin y)3 +,..=

1 3
x(y—-gT ¥Yoo4e..) Folo= XY ta.,

. Nullijnen van f zijn de y—as en de ellips 2x2 + y2 = 1, In de figuur is de

tekenverdeling van f op G aangegeven.
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Uit
2 2
grad f(x,y) = (6x” + y~ - 1, 2xy)

vqlgt dat
(0,1), (0,-1), (5/6,0) en (- ¢/5,0)

de stationaire punten van f zijn.

In (0,1) en (0,-1) heeft f geen extreem (zie figuur).

In het punt (%/E,O) heeft f een minimum met waarde —-%/g.
Immers, volgens de stelling van Weierstrass heeft de continue functie f op
de verzameling V = {(x,y) | 2x2 + y2 < 1, x 2 0} een globaal minimum. Op de

rand van V is f(x,y) = 0, in het inwendige van V is f(x,y) < 0, zodat het mi-

nimum wordt aangenomen in een inwendig punt van V, dus in het stationaire
1
punt 65/5,0).

Ten opzichte van G heeft f in (%/3;0) dus zeker een locaal minimum.

Analoog: in het punt (- %/5;0) heeft f een maximum met waarde %/5,

Op de rand van G is y2 =4 - x2, -2 £ x £ 2, zodat

Fx,y(x) = x(x% + 3) = x> + 3x =: g(x) .

De functie g is stijgend, omdat g'(x) = 3x2 + 3 > 0, Het minimum van f op de
rand van G is dus g(-2) = -14, het maximum g(2) = 14.
Met behulp van de stelling van Weierstrass volgt dat -14 het globale minimum

van £ op G is en 14 het globale maximum.

Samenvattend: f heeft op G

een globaal maximum 14 in het punt (2,0),

een globaal minimum -14 in het punt (-2,0),
een locaal maximum-é/g in het punt (--%/5,0),
een locaal minimum.—-é/g'in het punt (%/E;O).

6. a) Als de richtingsvector (cos ¢,sin ¢) niet op de rechte x + y = 0 ligt,

dus als cos ¢ + sin ¢ # O is, dan is de richtingsafgeleide van £ in (0,0)

in de richting van (cos ¢,sin ¢) gelijk aan

t2 1

f(tcos ¢,t sin 9) - £(0,0) -
cos ¢ +sin ¢ °

t

=1lim
t>0 t“(cos ¢ +sin ¢)

1lim
t->0
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De richtingsafgeleide van f in (0,0) in de richting van (-1v2,1v2) en van
(3vV2,-1/2) is gelijk aan nul.
b) Hoogtelijnen van f zijn de rechte x + y = 0 (nullijn), en de cirkels
< + y2 =c(x +y), ¢c # 0, met uitzondering van de oorsprong.
In elke omgeving van (0,0) neemt f alle reéle waarden aan.

Dus is f niet continu in (0,0).
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Examen/tentamen mei 1978

De functie f:iR? >R is gedefinieerd door

3,3
L2 als (x,y) # (0,0) ,
fGy) =) 7Y

0 als (x,y) = (0,0) .

Bepaal alle richtingsafgeleiden in (0,0) en onderzoek of f differentieer-
baar is in (0,0).
Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie f:?R? +TR ge-

definieerd door

2

F(x,y) = (52 = ¥ &2 -y = 1)

op het gebied

G = {(x,y) eﬁRZ | x2 + y2 < 4} .

1. a)
b)
2. a)
b)
3. a)
b)

InR' is gegeven de deelruimte

1)

1

<(1a3’132)’(2,1’2s9)3(13291’3)> .

. . L
Bepaal een basis voor U en een basis voor U™.

Bepaal een parametervoorstelling van de projectie op U van de rechte
x = (4,0,0,10) + A(3,-1,-1,6) .

Inimé zijn vier onafhankelijke vectoren a,b,c,d gegeven. Voor de lineaire

afbeelding A: IR4 —>]R4 geldt

A° = A, Aa=c, Ab = d .

Bepaal een basis voor de nulruimte en een basis voor de beeldruimte van A.
Laat I de identieke afbeelding zijn.

Bewijs dat de afbeelding I + A regulier is.

Tussen twee grootheden x en y bestaat een relatie y = sz + 1. Om ) te

bepalen wordt een aantal metingen gedaan waarvan de resultaten zijn

x -2 0 2 3
y 16 2 18 37

Geef met behulp van de methode der kleinste kwadraten een schatting voor A.

Bepaal de lengte van de kromme

(x(t),y(t),z(t)) = (t/Z_,%tz,ln t), l<t<2,
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4, De kegel 2% = x2 - y2 is belegd met massa waarvan de massadichtheid gelijk

is aan vVx?% - yz. Bereken de massa van dat deel van het kegeloppervlak dat

1igt binnen de cylinder x2 + y2 - 2x = 0,
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Oplossingen Tentamen mei 1978

1. a) De richtingsafgeleide van f in (0,0) in de richting van v = (vl,vz), met
v% + vg = 1, is per definitie gelijk aan

E(tv,tv,) = £(0,0) t3uv?+ t3vg
lim T = 1im 5 ) =
t->0 , >0 t(t \4 + t v2)

V3 + V3
it 3,3
22 it
 * Yy

Hieruit volgt fX(O,O) =1 (v~= (1,0)) en fy(0,0) =1 (v = (0,1)).

Schrijf nu
f(h,k) = £(0,0) + th(0,0) + kfy(0,0) + vhZ + kZ p(h,k) ,
dan volgt
2 2
h“k + hk
p(h,k) = = —5—5—377 » (h,k) # (0,0) .
(h“+k%) : ;
Beschouw
h -1/2  voor h > 0 ,
p(h’h) = - =
lhl/f 1¥2  voor h < 0 .
Dus lim o(h,k) bestaat niet: f is niet differentieerbaar in (0,0).
(h,k)~>(0,0)
b) Nullijnen van f zijn de rechten y = X, y = “X en de hyperbool xz--y2 =1,

Deze verdelen G in zes gebieden waar f tekenvast is (zie figuur).
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Het stelsel vergelijkingen
fx(x,y) = -2x(2x2 - 2y2 -1)=0,
P ~ t\lr\z r\2 1N n
[ty(x,y) = LY(LEX — Ly = 1} = U,

levert als stationaire punten van f: de oorsprong en alle punten op de

hyperbool < - y2 = 1,

In (0,0) heeft f geen extreem (zie figuur).

Op de hyperbool x> - y2 = 1 is de waarde van f gelijk aan (-})(3-1) =
Dit is het globale maximum van f op G.
Immers, f(x,y) = g(u) = -u(u=-1) = } - (u-%)z, waarin u = x° - y2, en

het globale maximum van g is 1.

Met behulp van de functie g kunnen we nu op eenvoudige wijze de andere

extrema van f vinden. Op G geldt -4 < x2 - y2 < 4, dus -4 < u < 4,

De functie g is stijgend voor u < i, dalend voor u > }, dus g(-4) = -20
en g(4) = —-12 zijn het globale resp. locale minimum van g op [=4,4], en
dus van f op G. De hyperbolen x2 - y2 = -4 en x2 - y2 = 4 hebben de pun-

ten (0,%#2) resp. (¥2,0) met G gemeen.

Conclusie: f heeft op G
een globaal minimum -20 in de punten (0,+2),
een locaal minimum -12 in de punten (+2,0), en

een globaal maximum } op de hyperbool x2 - y2 =1,

Door vegen:

1 3 1 2 1 3 ! 2 1 5 1 0
2 1 2 9 ~ 0 5 0 -5 ~ 0 1 -1
I 2 1 3 0 1 0 -1 o 0 0 0,

volgt
1%, dat {(1,5,1,0),(0,1,0,-1)} een basis is voor U;
2°. dat Ut de oplossingsverzameling is van het stelsel vergelijkingen
{%] + 5x2 + X, =0,
X, -x,=0,

dus

Ut = (x e R* | x = A(1,0,-1,0) + u(0,1,-5,1)} .
4

Een basis voor U™ is {(1,0,-1,0),(0,1,-5,1)}.

b
.
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Kies twee punten a = (4,0,0,10) en b = (1,1,1,4) op de rechte

2: x = (4,0,0,10) + x(3,-1,-1,6). De projectie op U van a,b noemen we

2, = }\1(1,5,],0) + ul(O,l,O,—l) = ()\1,5>\1'+U],)\]’_U1)

1

resp. El = (A2,5A2-+u2,kz;-u2).

Uit a - a; L U, b - El 1 U, volgt dan
4 - Al +5( ~ SAI - ul) - Al =0,
—SA]—u1 - UO+uﬁ =0,
resp.
1—>\2+5(1—5>\2—u2)+(1—>\2) =0,
1 - 5A2 = Mg - (4 + uz) =0 .
De oplossingen van deze stelsels vergelijkingen zijn A1A= 2, My = 10,
AZ =1, My = -4, zodat

a; = (2,0,2,10), b, = (1,1,1,4) .

De projectie op U van £ is nu de rechte door de punten a, en 91:
x = (2,0,2,10) + oa(l,-1,1,6) .

Hierbij merken we nog op dat de helft van het rekenwerk ons bespaard was
gebleven als we hadden gezien dat b in U ligt!
OmdatiR4 wordt opgespannen door a,b,c,d is de beeldruimte R van A gelijk

aan <Aa,Ab,Ac,Ad>. Uit de gegevens volgt

>
[¢]
1
>
rS
1
3>
&
1
lo

I
p
N
o
i
&
1
o

Ad

zodat R = <c,d,c,d> = <c,d>,

c
Een basis voor R is {c,d}.

De nulruimte N van A is de oplossingsverzameling van de vergelijking.

Ax = 0. g

Op grond van de dimensiestelling geldt dim N = 2, Uit het voorgaande

volgt

i
]

A(a - ©
AG - 9

Aa - Ac
Ab - Ad

o |o

il

[0}
lee |
-1
e |0
1]

zodat a - ¢ en b - d in N liggen.

Bovendien is {i -¢c, b - g} een onafhankelijk stelsel, dus een basis voor N.
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Uit
(I +A)a=2a+c,
(I+Ab=>b+d,
(I +Ac =2,

(I +A)d =24,

volgt dat voor de beeldruimte R* van I + A geldt

R*=<_a_+£:_,_13_+£1_,2__,2>=

n
A
s8]
+
0

|o*
+

| o

lo
v

1

= <a, b +d, ¢, d> = <a,b,c,d> =R .,

De afbeelding I + A is dus regulier.

3. a) Noem de paren metingen (al’bl)’ (az,bz), (33,b3), (al*,bl}). Dan is

[b1 - (Aa% + l)]2 +...4 [b4 - (Aaz + l)j]2 =

_ _ _ 2.2 _ _ 2.2
= [b1 1 Xalj +...% [b4 1 Aa4]

.. 2 . ..
minimaal als de vector Aaa, met aa = (af,...,al}), de projectie is op <aa>

van de vector b = (b]— 1,...,b4— 1), dus als (b - Aaa,aa) = 0. Met
aa = (4,0,4,9), b = (15,1,17,36) ,
(aa,aa) = 16 + 16 + 81 113 ,
(b,aa) = 60 + 68 + 324 452 ,

volgt
452 = 113X = 0, x =4 .

b) De lengte van de kromme is gelijk aan

2 2
f JEREDZ F G2 + (D)%t = J foov € v (e =
1 1

2
2-l-lnt

= J(t+%)dt=%t =—§-+1n2.

1

4. De projectie GO op het (x,y)-vlak van het deel van het kegeloppervlak dat

binnen de cylinder x2 + y2 - 2x = 0 ligt wordt gegeven door

GO={(X,Y) | -=x <y < x, x2+y2—2x50}.
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Op grond van symmetrie ten opzichte van het (x,y)-vlak is de gevraagde massa

gelijk aan

M= 2 JJ V2 - yZ /1 + zi + Z§ dxdy, waarin z = /%% - y2 .
G

0
Met
zx=._.._.}_{.—-———’z =_._...-:L——,
&2“:—},‘2’ y . ,/;;z—_—y*z
T e %2 (x200p Gl ,
X Y AE =2 /xE -y
volgt

M= 2/2 J[ x dxdy .

Co

In poolcoordinaten wordt G0 gegeven door

Gy = {(x,0) I _.% < 9 s<% , 0<r<2cos g},
zodat
/4 2 cos ¢
M= 2/2 do rzcos ¢ dr =
-n/4 0 v
w/4 /4
= .333'2 J cos4q) do = %/5 { (1 + cos Zw)zdm =
0 0
/4 ‘
=.%/§ J (1 + 2 cos 29 + 4 + } cos 49)do =
0

/4 _

8 =3 . 1 .
=-§/§t§ p + sin 2¢ + g sin 4¢]g

- %/E(%L« 1) = 531 + 8)/7 .
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1978

. Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie f:]R2 + R gede~

finieerd door

Fyy) = (3 - x2 = DG = 1)

op het gebied

. a)

b)

. a)

b)

G = {(x,y) e]R2 |'—/§ < xls vy2, -1 <y < 3},
Bepaal van de functie
£(x,y,2) = sin x sin y sin z
de extrema op de driehoek x 20, y 2 0, z 2 0, x +y+2z=1.
Gegeven is het stelsel vergelijkingen
X, + X, * ax, + X, = 0,

(a2 + Dx, + (2% + Dx, + (a® + a)x, + (a + l)x4 =0,

L
o

x, + (a + l)x2 + ax, + (a + l)x4 =

1

Bepaal a zodanig dat de dimensie van de oplossingsruimte van dit stelsel

vergelijkingen gelijk is aan 3.

IniR3 zijn gegeven de punten a = (1,1,1), b = (2,3,3) enc = (5,3,-3).

Van de lineaire afbeelding A: R SR is gegeven

i) de rechte door a en b wordt afgebeeld op het punt (2,-1,0),

ii) de richtingsvector van de rechte door a en ¢ is eigenvector met ei-
genwaarde 3.

Bepaal

o) de nulruimte en de beeldruimte van A,

) de matrix van A,

v) de eigenwaarden en bijbehorende eigenruinten van A.

Een lineaire afbeelding A:iR? +5R3 wordt gegeven door de matrix
p2 1 0
al |l -1 ]-p2 .

Bepaal o en p zodanig dat de afbeelding orthogonaal is.
Onderzoek voor de gevonden waarden van o en p of de afbeelding een draai-
ing of een draaispiegeling is, en bepaal in het geval dat A een draaiing

is de draaiingshoek.
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4. a) Bereken de inhoud van het lichaam bepaald door <2 + y2 + 2% < 2,

z?x2+y2.

b) De functie f wordt voor iedere x ¢ R gedefinieerd door

1
arctan xt

f(x) = J——-E-———dt.

2
X

Bepaal £'(1).




Oplossingen Herkansingétentamen juni 1978

1. Nullijnen van f zijn de parabool y = x2 + 1 en de rechteny =1, y = =1, De-

ze verdelen G in vier gebieden waar f tekenvast is (zie figuur).

y
3
+
1 o~
+
-2 Y2 X
8 _]49_"

Uit de figuur volgt onmiddellijk dat f in de punten (x,-1), -/2 < x < V2,

een locaal minimum 0 heeft.

Het stelsel vergelijkingen

fx(x,y) -2x(y2 - 1) =0,

2 2
fy(x,y) =y -1+2y(y-x"=-1) =0,
levert (0,1) en (0,- %) als stationaire punten van f.
In (0,1) heeft f geen extreem (zie figuur).

Ook in het punt (0,- 19 heeft f geen extreem, zoals blijkt uit het zgn. A-
3

criterium:
L e 0B 0o b - 6 o218 -

Randonderzoek.

1°. x = +/2, -1

y < 3: £(x/2,y) = (y-3)(y2- 1) =: g(y). Uit

IA

g'(y)=y2-1+2y(y-3)=3y2-6y-1=3(y-1)2-4=0

voor y = 1 t-%/g, en

gly) >0 wvoor -l<y <1,
gly) <0 wvoor 1 <y <3 (zie figuur) ,



- ]09-

H 6,78

volgt dat g(I - -§-/3_) = —19-6-/3_ het maximum en g(1 + —§-f3-) - - -156—/3— het mini-

mum van g is op het interval [-1,3].

In de eindpunten -1 en 3 heeft g een locaal minimum O (de corresponde-
rende punten (+v2,-1) zijn reeds gedetermineerd) resp. een locaal maxi-
mum 0; in de corresponderende punten (£/2,3) heeft f geen extreem (zie
figuur).

2 .y =23, -/2 < x < /2: £(x,3) = 8(2 - xz); het maximum van deze functie
is £(0,3) = 16.

Op grond van de stelling van Weierstrass is - -!9—6-/3_ het globale minimum

en 16 het globale maximum van £ op G; bovendien is -156-/5- het globale ma-
ximum van f op het gebied {(x,y) | =V2 s x £ ¥2, -1 sy < 1} (zie figuur).

Samenvattend: f heeft op G

een globaal minimum - -%6—/5 in de punten (+v2,1 +-25/§),

een globaal maximum 16 in het punt (0,3).

een locaal minimum O in de punten (x,-1), -v¥2 < x < V2, en

een locaal maximum —159/3- in de punten (+/2,] -%-/5).

2. a) Op de driehoek geldt 0 < x <1, 0=<y< 1, 0<2z<]1, dus f(x,y,2z) 20,
0pde'zijdenx=0,y+z=l;y-O,x+z=lenz=O,x+y-lis

f(x,y,2) = 0, zodat 0 het globale minimum is van f op de driehoek.

Op grond van de stelling van Weierstrass heeft f dan een globaal maximum
in een punt (x,y,z) met 0 < x <1, 0 <y<1,0<z<1l, x+y+2z=1,
Zij g(x,y,2) =x+y + z- 1,

Dan zijn f en g differentieerbaar, en er geldt grad g(x,y,z) = (1,1,1)#0.
Volgens de multiplicatorenmethode van Lagrange is (x,y,z) oplossing van

het stelsel vergelijkingen

X+y + 2z 1,

cos x sinysinz + X =0,

y
sin x cos ysinz + A =0,
sin x sin ycos z + A =0 ,

Eliminatie van A geeft
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x:+ y+z=1,

sin z sin(x-y) =0 ,

sin y sin(x-2z) =0 ,

waaruit, wegehs 0O<y<l1l,0<z<1,-1<x=-y<I1l, -1<x-12z<1,
volgt ‘ ‘
X=y=2= %-:

. . . 1 1 1 . 1.3
Het globale maximum van f op de driehoek is dus fég,-g,-g) = (sin 3) .

Opmerking. Door z = 1 - x -y te substitueren in sin z is het vraagstuk
als volgt te herleiden.

Bepaal van de functie h: ]R2 + R gegeven door
hH(x,y) = sin x sin'y sin(l - x - y)
de extrema op de driehoek
G = {(x,y) eiR? I x20,y20, x+y<s1} .
De oplossing verloopt dan als volgt.
Op de rand van G is h(x,y) = 0, in het inwendige van G is h(x,y) > 0, zo-
dat O het globale minimum is van h op G en dus van f op de gegeven drie-

hoek. De rand van G correspondeert met de zijden van de driehoek.

Op'grbﬁd van de stelling van Weierstrass heeft h een globaal maximum in

een inwendig punt van G, dus in een stationair punt van h.

Het stelsel vergelijkingen

sin y sin(l - 2x - y)

<n
o

hx(x,y)

L]
(@]

sin x sin(l - x - 2y)

hy(x,y)

is, wegens 0 < x < 1, 0<y <1, -1 <1-2x-y<1, -1 <1-x- 2y < 1,

equivalent met het stelsel
l1-2x-y=0,
l-x~-2y=0,

waarvan de oplossing is (x,y) = (%-,%Q.

Het globale maximum van h op G is dus h(§-,%b = (sin %)3.
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b) De dimensie van de oplossingsruimte van het stelsel vergelijkingen is ge-
1ijk aan 3 dan en slechts dan als de rang van de coefficiéntenmatrix ge-
1lijk is aan 1.

Vegen met de eerste kolom geeft

1 1 a 1 1 0 0 0

i
—

rang a2+1 a2+1 a2+a a+ 1| =rang a2+1 0 az(l—a) a(l-a)

1 a+1 a a+ 1| 1 a 0 a

1]
o

dan en slechts dan als a

. a) Uit de gegevens volgt Aa = (2,-1,0) = Ab, A(c - a) = 3(c - a), zodat
(2,~1,0) en ¢ - a = (4,2,~4) element zijn van de beeldruimte R van A en

b - a= (1,2,2) element is van de nulruimte N van A,

Het stelsel {(2,-1,0),(4,2,-4)} is onafhankelijk, dus geldt dim R =2 2.
Uit dim N = 1 en de dimensiestelling dim N + dim R = 3 volgt dan dim R=2,

dim N = 1, dus

R
N

I

<(2,-1,0),(2,1,-2)> ,
<(1,2,2)> .

De matrix A van A bepalen we door vegen:

1 1 1 -2 -1 0 1 1 1 » 2 -1 0
3 3=>2 -1 0 ~ 0 1 I » =2 1 0~
2 I -2 -6 3 -6 0 1 4 » -2 =5 6

1 0 0~ 4 -2 O

0
0 ~0 1 0--2 3 =2
6 0 0 1+ 0 -2 2,

4 -2 0
A= |-2 3 -2
0 -2 2

zodat de eigenwaarden van A zijn 0,3,6.

De eigenruimten E0 en E3 hebben we al:

E, = N = <(1,2,2)> ;
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E, = <c - a> =<(2,1,-2)> (E3 # R, want

3
A(Z,-I,O) = (10,"7‘,2) # 3(23_]:0)!) .

. .
uimte E. is d

[{]
Q

sruimte van (A-6I)x = 0: -

-2 -2 0 1 1 0
-2 =3 =2 ~ 0 1 2, Eg=<(2,-2,)>.
0 -2 -4 0 0

Laat de kolommen van de matrix zijn 51,52,53. Dan geldt: A is orthogonaal

dan en slechts dan als {31,52,53} een orthonormaal stelsel is. Uit

2

(52,52) = 20" =1,
(kyky) = =’(1-pH) =0,
(kyoky) = o?(1-pD) + a®(1-p)/Z = 0,

volgt o = +3/2, p = 1, dus

1 1 0
A=+4/2{1 -1 O
0 0 V2

Wegens det A = i(%/7)3./7.(-2) =+ 1, is A een draaispiegeling als

@ = }/Z en een draaiing als a = =}/2.

In het geval dat A een draaiing is, d.w.z. als

-2 -W2 0
A= |-4/2 w2 o,
0 0 -1

is het beeld van (0,0,1) gelijk aan (0,0,-1): de draaiingshoek is .

De projectie Gy van het lichaam op het (x,y)-vlak is de cirkelschijf

x2 + y2 < 1, zodat de inhoud van het lichaam wordt gegeven door

V2-x2-yZ
I = JJ ( J .dz>dxdy = J'J [V2-x%-yZ~- (x2 +.y2)]dxdy .

GO x2+y2 GO

Overgang op poolcoordinaten geeft

2w 1 3
I = J do J [v2 - 2—r2]r dr = 27[~ —:1;—(2—r2)2—1 r4]r:(1)=-6- T(8Y2-17).
0
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b) Uit
3 1
£ (x) = - arctan(x )(XZ), + 1 t dt =
2 t 2.2
X 9 l1+x°t
X

3, L
arctan(x™) + J' dat

x 1+ xztz-

= -2

2

X

(aan de voorwaarden voor het differentiéren van een integraal met een pa-

rameter is, bijvoorbeeld voor x > }, ruimschoots voldaan) volgt

£'(1) = -2 arctan 1 = -iv .




g

- 114+

T 1.79

Examen/tentamen januari 1979

1. Gegeven is de kromme
£(t) = (sin 2t, 1 -cos 2t, 2 cos t) (te R).

Bewijs dat alle raaklijnen aan deze kromme afstand 2 tot de oorsprong hebben.

2. Op het gebied G = {(x,y) eiRz | 0 s x< 1, |yl s2} is de functie f gedefi~
nieerd door
f(x,y) = xy(yz-l) .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van deze functie.

3. De functie f is gedefinieerd door
f(xs}') = '2+xy .

Geef de Taylorreeks van f rond (1,2) tot en met de termen van de tweede graad.

4. Bepaal voor iedere reéle a de oplossingsverzameling van het stelsel verge-
lijkingen
ax - S5y + 15z = 1,
X+ y- 2z= 0,

6x + y + (a+3)z = -1 .,

5. a) De lineaire afbeelding A: R® - R® voldoet aan A2 = A+2] (I is de iden~

tieke afbeelding).
Bewijs dat -1 en +2 de enig mogelijke eigenwaarden van A zijn en bewijs

dat A regulier is.
b) De lineaire afbeelding A: Iﬁ'* Iﬁ voldoet aan A2 = A+2] en er geldt

A(],I,0,0) - (1;091’0) ’
A(0,0,0,1) = (0,1,0,1) .

Bepaal de matrix van A.

6. Berecken de inhoud van het lichaam bepaald door

x2 + y2 - z2 21, x2 + yz + 222 <25 .
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7. Bepaal de lengte van de kromme gegeven door

(x(t),y(t),z(t)).= (sin t,3,.acosi t3.,':'23' tz).. , mlsts 1.
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Oplossingen Tentamen januari 1979

Uit

2

.2 "
sin22t + (1-cos 2t) + 4 cos“t =

2

- 2 -~ 2 cos 2t + 4 cos“t = 4 sin?t + 4 cos2

t =4

2-+z2 = 4 1ligt. Alle raaklijnen aan de

volgt dat de kromme op de bol x2~+y
kromme zijn dus raaklijnen aan de bol en hebben derhalve afstand 2 tot de

oorsprong.

Nullijnen van f zijn de x-as, de y-as en de rechten y = 1, y = -1, Het teken-

verloop van f is in de figuur aangegeven.

AY
2
+
1
? x

0 . 1 i
-1 |
-2 1

Er zijn geen stationaire punten in het inwendige van G, want

grad £(x,y) = (32 =1 ,x(y2-1) +2xy9) = 0
éeeft de punten (0,0), (0,1) en (0,-1).
De extrema van f worden dus aangenomen op de rand van G.

i) Op het lijonstuk x = 0, =2 < y < 2 is £(x,y) = 0. Uit de figuur:
in de punten (0,y) met =1 <y < 0 of 1 <y < 2 heeft f een locaal mini-
mum O en in de punten (0,y) met =2 S y < =1 of 0 <y < 1 een locaal

maximum O,

ii) Uit £(1,y) = yyZ~1), -2 € y $ 2, volgt, wegens

2

d _ ‘ 2
—— Y = -
dy I(‘s}’/ 3}’ 1

0 voor y

ARV
ARV
W —
-

dat f op het lijnstuk x = 1, =2 £ y < 2, de volgende extrema heeft:
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een globaal minimum - 6 in (1,-2),
een locaal minimum - %‘E in (1, -]-/._3-),
een globaal maximum 6 in (1,2),

een locaal maximum -g-/g in (1, —-:1;/3-).

Het minimum —-g—/g is volgens de stelling van Weierstrass het globale
minimum van f op het vierkant {(x,y) | 0<x<1,0<y=x 1}, want er
zijn geen stationaire punten in het inwendige van het vierkant en op de
drie zijden die niet op de rechte x = 1 liggen geldt f(x,y) = 0.

Dus is --;—\/-5 een locaal minimum van £ op G.

Analoog: —g—@ is een locaal maximum van £ op G.

iii) Uit f(x,*2) = % 6%, 0 < x < 1, volgt dat f op de lijnstukken 0 < x < 1,

y=2en0<x< 1, y=-2een globaal maximum 6 resp. een globaal mini-
mum -6 heeft.
Volgens de stelling van Weierstrass zijn 6 en -6 het globale maximum

resp. het globale minimum van f op G.

3, Met behulp van standaardreeksen volgt

£(x,y) = £(1+h,2+k) = Y2+ (1 +h)(2+k) =

= ﬁ§+2h+k+4m.=2(1+£h+£k+£hk)£=

e+ (D Gn+ ke tne + (D On+ itk +in? 4.0 =

1 2
—6‘4‘(}7-2) + ot o

1 2

_ \ 2.1 .2, _ ;
=2+ }k + }k + ihk - }(ih +t1g k +lhk+...) + ... =
1.2, 3 1,2 )

= 1 - — — - m—— = “
2 + th + lk 16h +16hk Tkt .. \,‘
- L 1 2 3 f
‘2"'%(?‘1‘1)*4(}"2)"1—6‘(){"1) +-1—6-(x-l)(y-2)+ :

4, Met vegen:
a =5 1511 0 =5-a 15¢2a] 1 O 0 a’+l0a|-a-10
1 1 =21 0~1 1 =2 | 0~5 0 a+t5 | -1 ,
6 1 a#3l-1 0 =5 a+l5 -1 0 =5 a+l5 | -1
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1
volgt voor a #0, a#-10: z= - X =-% sy ¥V = %-, dus de oplossingsver-

zameling

) 3
{('53 ';: "‘)} D
Voor a = -10 is een equivalent stelsel
5x - 5z = -1,
-5y + 5z =-1,
met oplossingsverzameling
1 1
{(_'5"'§s0) + A(1’1’1)} .

Voor a = 0 is de oplossingsverzameling leeg, omdat de eerste vergelijking

van het equivalente stelsel geeft 0 = -10.
5. a) Uit
Ax =2x, x70
en
2 n
Ax = Ax + 2x voor allex ¢ R,
volgt
2
Vr=2x+2x, x70,
dus

Aor-2=(+1)O=2) =0,

zodat -1 en 2 de enig mogelijke eigenwaarden van A zijn.

Omdat er geen eigenwaarde 0 is bestaat de nulruimte van A slechts uit de
nulvector, dus A is regulier.

b) Uit

A(1,1,0,0) = (1,0,1,0)

volgt

A2(1,1,0,0) = A(1,0,1,0)

en dus, met A2 = A+ 21,
A(1,0,1,0) = A(1,1,0,0) + 2(1,1,0,0) = (1,0,1,0) + (2,2,0,0) = (3,2,1,0) .

Analoog: A(0,1,0,1) = (0,1,0,3).
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Met vegen:
1 ] 0~ 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0
0 O 1 +0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 | I
1 0 1 0-+3 2 1 0 1 0 1 3 2 1 0
0 1 0 1 >0 1 0 0 1 0 -0 0 O 2
1 0 0->1 0 1 -2 1 0 01 0 1 =2
.0 0 1 >0 1 0 1 0 0 O 1 -0 1 0 1
1 0 1 > 3 1 0 0 0 1 - 2 0 2
0 1 0 +0 0 0 2 0 1 0 -0 0 0 2

volgt dat de matrix van A is

o
N O O O

2

2

0 0
-2 2

6. Het lichaam is het omwentelingslichaam dat ontstaat door het gebied

x = 0, y2-22 > 1, y2-+222 < 25, y 2 0 te wentelen om de z-as.
ZT o -
/AT T T T
=25
——
7y

-2/2

De doorsnede van een vlak 1oodrecht op de z-as en het lichaam is de cirkel-
ring

G, = {(x,y) l l+z2 < x2+y2 < 25-—222} , W3 <z < 2/2 .,

De oppervlakte van G, is n(25‘-222) - w(1+22) = 3w(8-22), zodat de inhoud

van het lichaam gelijk is aan
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272 2Y2 , ; o3
J (J dxdy> dz = 3n [ (8 -2z%)dz = 6w[82 -3 z] = 64vV2
-2/2 ¢ -2/7 0

Tweede oplossing

In cylindercodrdinaten wordt het lichaam gegeven door
L = {(r,9,2) | 0< ¢ < 2m, r2-22 > 1, r2-+222 < 25} .,

De doorsnede van L en een vlak ¢ = constant is het in de figuur aangegeven
gebied met y vervangen door r,

Hieruit lezen we gemakkelijk af dat de inhoud van L gelijk is aan

2n 3 Yri-1 27 5 Y} (25-r2)

ijdxdydz= qua err ' dz + Jdtp jrdr dz =
L 0 -Vr<-1 0 3 -VI(ZS-rz)

1

3 5
= 4n frVrz-l dr + 2m/2 JrVZS-—rz dr =
I 3
47 2 3/2 3 2 2.3/2 3
== (r"-1) - 5 /2 (25-1°) =
3 3 3

1]

21 /g + 120 /7 < /7

7. De lengte van de kromme is gelijk aan

1

g = f Va2 432 + 32 ac .

Met
2 2
*2 +&2-+22 = (3t2 cos t3) + (- 3t23in t3) + (3t)2 =
=9t4+9t2=9t2(t2+1):
1 t :
g = f3|t| Vi +1 dt=6JtVt2+l dt=2(t2+l)3/2 =4Y2 - 2 .
(0]

-1 0
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Het oppervlak S is gegeven door de vergelijking z é.T%é; .
Bepaal het punt op S dat ligt in het vlak z = 1 en waarvoor geldt dat het

raakvlak in dat punt aan S gaat door (0,5,0).

Op het gebied G = {(x,y) e?Rz l x<1, y<s 1, x+y 2 -1} is de functie £ ge-

definieerd door
£(x,y) = (x+y) (x> -y .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van deze functie.

Bepaal van de functie
f(x,y) = arctan(x -y)

plaats, aard en waarde van de extrema op de kromme x2 = y3.

Een lineaire afbeelding A:ZIR3 > R? wordt gegeven door de matrix

a 2 3
3 b 9] .
2 4 c

Bepaal a, b en c zodanig dat de dimensie van de nulruimte 2 is, en bepaal

voor de gevonden waarden van a, b en c de eigenwaarden en bijbehorende eigen-

ruimten van A.

De deelruimte U < IR4 is de oplossingsruimte van het stelsel vergelijkingen

X, + X, + Xy = 4x4 0,

X, - 2x2 t Xy - X, = o,

- Xy = Xy + 2x4 0.

a) Bepaal een basis voor U en een basis voor ut.
b) Van de orthogonale lineaire afbeelding A: HJ'—>ZR4 is gegeven: A # 1 (I is
de identieke afbeelding) en voor iedere X ¢ ut geldt Ax = x.

Bepaal de matrix van A.
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6. Bereken, bijvoorbeeld door middel van bolcoordinaten, de massa van het

lichaam bepaald door

w2+y2+(z-—1)2.<_le + v+ oz

met massadichtheid (x2-+y2-+z2)_].

7. De functie F wordt voor x > 0 gedefinieerd door

Bepaal F'(x).
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1979

Zij a = (1+a,a,1) het gevraagde punt in de doorsnede van S en het vlak z = 1.

Het raakvlak in a aan S,

z-1 = zx(_g)(x-a-l) + zy(g)(y-a) =

1+a

= (x-a-1) - ————= (y-a) ,
I +a (l+a)2
gaat door (0,5,0) als
_—a=-1_ 1 oy m o] - - =
]_1+a 1+a(5 a) 1 —-——-—1+a(5 a) , a=>5.
Dus
a = (6,5,1) .
. Nullijnen van f zijn de rechten y = x en y = =X.

In de figuur is het tekenverloop van f aangegeven.

AY
1
l _ 1
! :
=% T -2 X
+
% IR
Stationaire punten van f zijn alle punten op de rechte y = =X, zoals blijkt
uit
2 2
£ (6y) = x7 = y7 + 2x(x+y) = (x+y)(3x-y) ,
2 2
fy(x,y) =x" -y~ - 2y(x+y) = (x+y)(x-3y)

Uit de figuur volgt ommiddellijk dat f in de punten (x,-x) met -1 £ x <0
een locaal maximum O heeft en in de punten (x,-x) met 0 < x < 1 een locaal

minimum O.
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Randonderzoek
i) Uit
2
f(,y) = (1+y)(-y7), =-2<y<1,
en
L of(1,y) =1 -y2 - 29(1+y) = (1 +y)(1 -3y) 2 0
& sy y y y y y) =
1
l<y<-3-,

ii)

iii)

1
voor y = -1, y =3,

-2 <y< -1, %-< y< 1,

volgt dat f op het lijnstuk x = 1, -2 < y £ 1 de volgende extrema heeft:

een globaal maximum 3 in (1,-2),
een locaal maximum 32 in (1 10
X 77 13/

een globaal minimum O in (1,-1) en (1,1).

In het punt (1,-1) heeft f een locaal minimum ten opzichte van G (zie

voorgaande), in het punt (1,1) heeft f geen extreem (zie figuur).

In het punt (1;1) heeft f een locaal maximum ten opzichte van G, omdat

%% het globale maximum van f is op de driehoek begrensd door de nul-
lijnen y = x, y = -x en de rechte x = 1 (stelling van Weierstrass; geen

stationaire punten in het inwendige van de driehoek).

E(x,1) = (x+1)(x2=1) == (1+x)(1-%x2), -2 < x < 1, geeft onmiddellijk
(zie 1)):

een globaal minimum - 3 in (-2,1),

een locaal minimum --%% in G%,l).

x+y=-1, y=~-1-x, -2<x< 1

Flx,-1-x) = (D) (x2-(-1-00 = (x+1)%-x2 = 2x+1 ,
geeft

een globaal minimum -3 in (-2,1),

een globaal maximum 3 in (1,-2).

Uit de stelling van Weierstrass volgt dat de globale extrema 3 en -3

van f op de rand van G ook globale extrema van f op G zijn.
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Samenvattend: f heeft op G

een globaal maximum 3 in het punt (1,-2),

een globaal minimum - 3 in het punt (-2,1),

een locaal maximum %% in het punt (1,%0,

een locaal minimum - %% in het punt C%,l),

een locaal maximum 0 in de punten (x,~x) met -1 < x < 0,
een locaal minimum O in de punten (x,-x) met 0 < x < 1.

3. Hoogtelijnen van f zijn rechten x-y = C, de waarde van £ op x-y =C is

arctan C.
Op de kromme x2 = y3 neemt C alle reéle waarden aan omdat de vergelijking

y3 = (y+C)2 voor elke C een reéle, en dus niet-negatieve, wortel heeft (een

polynoom van de graad 3 met reéle cotfficiénten heeft tenminste &én reeel

nulpunt): de kromme x2 = y3 snijdt alle rechten x-y = C.

Va4V

Doorlopen van de kromme x2 = y3 in de richting van de pijl geeft:
C stijgt van -« naar O (in het punt (0,0)), daalt daarna van O naar C0 en
stijgt tenslotte van CO naar », waarin C, de waarde van C is waarvoor de

%273
rechte x -y = C raakt aan de kromme y = X .

De rechte x -y = C raakt aan de kromme y = x2/3 in het punt waarin de rich-
tingscoefficiént van de raaklijn aan de kromme gelijk is aan 1.

Dit geeft




A

- 126 -

H 1.79

2 -1/3 =(.2_)3. (2 o -8 b4
3 » X=\3) 3 YT\3) * o 27T 9 27 °

Omdat arctan C een stijgende functie van C is heeft f op de kromme x™ = y3

de volgende extrema:

een locaal maximum O in het punt (0,0),
4

een locaal minimum - arctan %% in het punt G;;,-O.
Opmerking. Met de multiplicatorenmethode van Lagrange kan men alleen de
plaats van de extrema opsporen.

Zij g(x,y) = x2-y3. Dan zijn f en g differentieerbaar op ]Rz.

Er geldt grad g(x,y) = (2x,-3y2), dus grad g(0,0) = 0.

2 .
Als f een extreem heeft onder de nevenvoorwaarde x --y3 = 0 in een punt

(x,y) # (0,0), dan is er een getal )X zodanig dat geldt

+ 2)x =0,
j 1+ (x-y)

L - 3Ay2 =0 .

\1+(x-y)

Na enig rekenwerk vindt men:

39

2%(3% + 2%

--_.8_- =i A= =
x=727° YT 79°

Conclusie: in de punten (0,0) en G%%,-g) kunnen extrema optreden.

De dimensie van de nulruimte N is 2 dan en slechts dan als de dimensie van
de beeldruimte R gelijk is aan 1 (dimensiestelling), dus dan en slechts dan
als de kolomvectoren van de matrix (alle zijn ongelijk aan de nulvector)
veelvouden van elkaar zijn.

Dit geeft 2a = 2, 6 = b, 6 = c, zodat de matrix wordt

1 2 3
3 6 9} .
2 4 6

Er is een eigenwaarde 0; de bijbehorende eigenruimte E0 is de nulruimte:
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Ey = {(x,5,2) | x+2y+3z = 0} = <(2,-1,0),(3,0,-1)> .

Een eigenvector bij eigenwaarde A 4 0 is element van R (Ax € R met X # 0

geeft x € R).
vit A(1,3,2) = (13,39,26) = 13(1,3,2) volgt dat 13 eigenwaarde van A is met

E]3 = <(1,3,2)> .

5, a) Met vegen:

11 1 =4 2 0 0 -2 1 0 0 -l
{ -2 1 =1 ~ 2 =3 0 1 ~3 -3 0 0~
1 -1 -1 2 1 -1 -1 2 3 -1 -1 0
1 0 -1

~1 -1 0 0,
2 0 -1

volgt het equivalente stelsel vergelijkingen

Xy - %X, = o,
X1 - Xz =0,
2xl - Xq =0 ,

met oplossingsruimte {x eiRé l.ﬁ = A(1,1,2,1)} = U, zodat een basis voor
U is

{(1,1,2,)}

De deelruimte Ul wordt gegeven door

U.L

{__use]R4 I x L (1,1,2,1)} = {56114 | x1+x2-i-2x3*l>x4 = 0} =

(x e B | x = A(1,0,0,-1) + u(0,1,0,=1) + v(0,0,1,-)} ,

. 1.
zodat een basis voor U™ 1is

{(1,o,o,~1),(o,1,0,-1),(0,0,1,—2)} .

b) Voor x € U, dus x L Ul, geldt Ax 1 Ul, dus Ax € U, omdat A een orthogonale
afbeelding is.

In het bijzonder

A(lsliz") =a(1’1’2’1) ’




- 128 -

H 1.79

zodat (1,1,2,1) eigenvector van A is bij eigenwaarde a.

Eigenwaarden van een orthogonale afbeelding kunnen slechts 1 of -1 zijn.

Als a = | was, dan zou voor alle x ¢ r gelden Ax = x. Dit is in strijd
met het gegeven A # 1. Dus is o = —1.

Met vegen:

11 2 1--1 -1 =2 -1
1 0 0 -1> 1 0 0 -1 _
1 0 -1> 0 1 -1
0o 0 1 -2+ 0o 1 -2
0 1 2 2+-2 -1 =2 0 0 0 2 3+-2 -2 -2 1
1 0 0 -1+ 1 0 -1 1 0 -1> 1 0 -1
1 0 -1~ 1 -1 1 0 -1+ 0 1 -1
0 1 -2+ 0 0 1 =2 0 1 -2+ 0 0 1 -2
0 0 7+-2 -2 -4 5 0 0 0 -7+ 2 2 4 =5
ol 0 -1= 1 0 -1 7 0 0 0~ 5 -2 -4 =2
1 0 -1»> 0 1 -1 0 7 0 0+-2 5 =4 =2
0o 0 1 -2- 0 1 -2 0 0 7 0=t =4 =1 =4,

C1l2 -5 4 2
[ A T
2 2 4 -

6. Het lichaam is het omwentelingslichaam dat ontstaat door het gearceerde ge-

bied in het (y,z)-vlak te wentelen om de z-as.
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In bolcoordinaten (p,0,9) wordt de bol x2 + y2 + (z - l)2 = | gegeven door

p = 2 cos B, en het lichaam door
L={(p,6,q>)|]£p52cose,0$65%,0£¢S2ﬂ}.

De massa van L is dus gelijk aan

2 w/3 2cos @
2. 2 2.1 . _
(x“+y“+2°%) dxdydz = do sin 6 d9 dp =
L 0 0 1
/3 /3
= 27 J sin 6(2 cos 8 -1)d8 = Zn[sinze + cos 8] =
- 0
0
=2r(3+4-1) = §nw .
7. Er geldt
x
' sin x2 ' 9 sin xt d
F(x)=———-;{-—-—(x) + T i t =

1

X

=-}1-{-sin x2+ Jcos xt dt =

]
|
w
e
=]
%
+
"=
]
He
o]
bl
I_E_J
]
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Proeftentamen maart 1979

in ]'R3 is een kromme K gegeven door
2 2
£(t) = (7 +t+1,2t"+c+2,t+3) , te R.

a) Geef een parametervoorstelling van de raaklijn aan K in de punten £(0)
en £(1). Toon aan dat deze raaklijnen elkaar snijden en bepaal het snij-
punt.

b) Bewijs dat de kromme K in een vlak ligt en geef de vergelijking van dat

vlak.

. De rechte m gegeven door de vergelijkingen z = 0, y = x wordt gewenteld om

de as ¢: x = (0,2,0) + 1(1,0,0).

Bepaal de vergelijking van het omwentelingsoppervlak en schets het oppervlak.

Bereken de termen tot en met die van de tweede graad van de formule van

Taylor rond (0,0) voor de functie

sin x
——)

f(x,y) = In(1 + T

Op het gebied G = {(x,y) eiRz ] x2+y2 < 3} is de functie f gedefinieerd door

f(x,y) = (x2+y2—2)(x2—y2-1) .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van deze functie.

De functie f:IR2 + R wordt gedefinieerd door

f(x,y) =
l'x sy V=X .

a) Bepaal de niveaulijnen van f; teken de hoogtekaart en onderzoek de conti-
nuiteit van £ in (0,0).

b) Zij ¢ € [0,7). Beschouw de rechte met parametervoorstelling
x(t) = t(cos ¢, sin ¢), t € R,
Bepaal f(x(t)) als functie van t en schets de grafiek van deze functie.

c) Bereken de richtingsafgeleide van f in (0,0) in de richting (cos ¢, sin ¢),
(0 <9 < 2m.

d) Is f differentieerbaar in (0,0)? Motiveer Uw antwoord.
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Oplossingen Proeftentamen maart 1979

1. a) Er geldt
_:‘E_(t) = (2t+1,4t+1,1) # 0, te R.

Laat 2 en m de raaklijnen aan K zijn in de punten £(0) en £(1).

Parametervoorstellingen van £ en m zijn dan

£(0) + AE(0) = (1,2,3) + A(1,1,1) ,

X

resp.

(39534) + U(3’5’1) .

x = £(1) + uE(D)

Het stelsel vergelijkingen

r

1 +Xx=3+3u,
{2+ XA =5+51,
3+A=4+ u,

-

is equivalent met

1+2A =343,
{1 =2+ 2u,
i 2 =1-2u,
3 met oplossing u = - }, A =}, zodat ¢ en m elkaar snijden.

Het snijpunt is

5 7
3'2‘"2") .

N w

(1,2,3) + 3(1,1,1) = (
b) De rechten £ en m liggen in het vlak V met parametervoorstelling
3 5 7 .
x= G,3,9 +A1,1,1) +u@3,51)  (zde a)).

Flimineren van A en u uit

¢

X = % + X+ 3u,
5
,y=-§+>\+5u,
7
z=5+ XA+ u,
\
geeft de vergelijking van V: 2x-y-z = - 3.

|
} De kromme K ligt in V:

2(t2+t+1)-(2t2+t+2)-(t+3)=-3 voor alle t ¢ R, W
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A (xo,yo,zo) een (willekeurig) punt op m, dan geldt
n zg = 0, Yo = ¥g
Het vlak door (xo,yo,zo) dat loodrecht op % staat is

(2) X = X 3

de bol met middelpunt (0,2,0) door het punt (xo,yo,zo) is

2 2 2 2 2 2
(3) x + (y-2)" + 2" = Xy + (yo-2) +zy

Elimineren van x5, y, en z, uit (1), (2) en (3) geeft de vergelijking van

het gevraagde omwentelingsoppervlak:

x>+ (y-2)2 vzl =%+ (x-2)2 R

(y—2)2 + 22 = (x-2)2 .

Dit is een rechte cirkelkegel met top (2,2,0). De as van de kegel is (uiter-

aard) de rechte 2.

. Met behulp van standaardreeksen:

f%%é; = (x-...0(+y+...)=x+xy+ ... 3
In(1 + 222X =x+:w-£u+xy+.”)2+...=

1~

X - éxz + X7 F een .

. Nullijnen van £ zijn de cirkel x2-+y2 = 2 en de hyperbool x2-y2 =1,

Het tekenverloop van f is aangegeven in de figuur.
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Uit

fx(x,y) 2x(x2 - y2 -1) + 2x(x2 +y2 ~2) 2x(2x2 -3 ,

2
2y(x? —y2-1) - y(x>+y>-2) = - 2y(2y" - 1) ,

f (%
g (%7)
volgt dat er negen stationaire punten zijn in het inwendige van G, nl.

0,0) , (0,+4/2) , (+4/6,0) , 4/6,:4/2) ,
met functiewaarden

9 1
2’ '2:’—7:’ 0.

De punten (23V6,t}/2) zijn de snijpunten van de nullijnen x2-+y2 = 2 en

xz--y2 =1.

In deze punten heeft f geen extreem (zie figuur).

In het punt (4/6,0) heeft f een globaal minimum ten opzichte van de be-

grensde gesloten verzameling

{(X,Y) l X > 0’ x2+y2 < 2’ x2_y2 > 1}

op grond van de stelling van Weierstrass.
Ten opzichte van G is er in (1V/6,0) (en in (-4/6,0): symmetrie) dus zeker

een locaal minimum.

Uit
2 2 4 2
£0,y) = (¥ =2)(~y -1 ==y +y +2,
d 2
£ £ = ~ay vy = (-2
en
f(x,0) = (x2-2)(x2-1) = x4 - 3x2 + 2,
3‘3; £(x,0) = 4x3 - 6x = - 2x(3 - 2%°) ,
volgt dat
£(0,0) minimum is van f ten opzichte van de y-as en maximum ten opzichte van

de x-as, zodat f in (0,0) geen extreem heeft.
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Randonderzoek

/3

IA

Op de rand van G geldt y2 = 3-x2, -/3 < x

b

f(x,y(x)) = 2x2'-4 .

Deze functie heeft een globaal maximum 2 in de punten x = % Y3 en een glo-
baal minimum -4 in het punt x = 0.

Het maximum 2 is het globale maximum van f op de begrensde gesloten verzame-
ling

{(x,y) | 2 ¢ x2+y2 < 3, x2--y2 > 1}

op grond van de stelling van Weierstrass.

Ten opzichte van G is 2 een locaal maximum.

Samenvattend: f heeft op G

in de punten (0,+}v2),
in de punten (0,1/33,
in de punten (+v3,0),
in de punten (+4/6,0).

een globaal maximum
een globaal minimum -
een locaal maximum

een locaal mninimum -

M- o

5. a) De y-as (inclusief het punt (0,0)) is de nulniveaulijn van f.

Uit
f(x’Y) =cCc , c # 0,
volgt
2
x" =clx-y), y#x en y=x=c,
dus

1 2 .
y=x-<X , x # 0 en het punt (c,c) .

De c-niveaulijn van f, ¢ # 0, bestaat dus uit een parabool door de oor-

sprong (exclusief het punt (0,0)) en een niet op de parabool gelegen punt.

Voor het tekenen van de hoogtekaart is nog van belang de opmerking dat

alle parabolen

in (0,0) raken aan de rechte y = x.
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f=2

Uit de hoogtekaart volgt dat f niet continu is in het punt (0,0): in elke

omgeving van (0,0) neemt f de waarden O en I aan.

Uit
£(x(t)) = 'tz coszw = t coszm t sin 4t
= t cos g - t sin ¢ cos ¢ - sin ¢’ ¢ cos ¢,
f(x(t)) = t cos ¢ , t sing =+t cos g,
volgt
f(x(t)) =at, teR,

waarin het getal a van ¢ afhangt:

2
cos @
cos ¢ - sin o

A

, 0<og<n, ¢ #in,

iﬁ s @ %7[ .
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A £(x(t)) Afx()) AL ()
> >
/ ‘>t ,t t
0<g¢c<in ln<op<m o # n g = i

c) De richtingsafgeleide van f in (0,0) in de richting van (cos ¢, sin ¢) is

per definitie gelijk aan (zie b))

£(x(£)) - £(0) £(x(t))
lim T = lim — =
t->0 t->0
[ coszm 1
Cos ¢ — sin ¢ ° <9< 2n, Q"'I‘Z'T[’ ‘P*Z’“)
= J i/-z— s 0= 'Z];“ ’
- 12 sy 0 =-%n.

d) De functie f is niet differentieerbaar in het punt (0,0) omdat f niet

continu is in (0,0) (zie a)).
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Examen/tentamen mei 1979

1. a) In IR2 is een kromme K gegeven door

b)

3

(o) = (-t3+3t—1 , t +3t2) . t € R.

Bepaal de punten van K waar de raaklijn horizontaal, respectievelijk ver-

ticaal is of richtingscoéfficiént -1 heeft en geef een schets van K.

De functie f: ]R2 > R is gedefinieerd door

-1
£(x,y) = F0 .
e

i) Bepaal de hoogtelijnen van f en schets de hoogtekaart.
ii) Het oppervlak S wordt gegeven door de vergelijking z = f(x,y).
Bepaal het punt op S waar het raakvlak evenwijdig is aan de rechte

y =0, z = 0 en gaat door (2,0,-1).

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie f: ]R2 -+ R gede-

finieerd door

1
f(x,y) =y - 3 x3

op de kromme

Van de lineaire afbeelding A: 1R3 + R

a)
b)

c)

d)

K = {(x,y) ¢ B2 | x> +y% = 2} .

3 is gegeven

A(l,],]) = (6,6,"9) 9 A(2,1,0) = (6,5,_8) ’ A(-lylgz) = (4’6,-8) .
Bepaal de matrix van A.

Geef een basis van de nulruimte N en een orthonormale basis van de beeld-

ruimte R.

Toon aan dat geldt A2 = A en bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigen-

ruimten van A.

Wat is de meetkundige interpretatie van A ?
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4. Voor welke waarde(n) van a is de matrix
1 a 2 0
1 1 i 0
2 2 a 0
1 1 1 1
inverteerbaar? Bepaal de inverse voor a = 0.

5. Het oppervlak van de cilinder C, met vergelijking y2 +22 = 4 wordt belegd
met een massa waarvan demassadichtheid gelijk is aan V4 -y2,
Bereken de massa van dat deel van het oppervlak van C, dat ligt binnen de

cilinder 02 met vergelijking x2 +y2 -2y = 0.

6. Bereken de lengte van de kromme K gegeven door

Lveed)y , osts<2.

£(t) = (tcos t, t sint, 3
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Oplossingen Tentamen mei 1979

1. a) Zij
x(t)=—t3+3t—1 . y(t)=t3+3.t_:2, te R.
Dan is
i(t)=-3t2+3=0 voor t = -1 envoor t = 1,
5'(t)=3t2+6t=0 voor t = =2 en voor t = 0,

zodat in de punten f(-2) = (1,4), £(0) = (-1,0) de raaklijn aan K hori-
zontaal is en in de punten £(-1) = (-3,2), _i_?_(l) = (1,4) verticaal.

Uit y(t) = - %(t) volgt 6t = -3, t =~ }, zodat in het punt

£(-H =-]§ (-19,5) de raaklijn aan K richtingscoéfficiént -1 heeft.

g

Bij de schets van K dient nog opgemerkt te worden dat x(t) = £t =,

y(t) > Yo voor t > tw,
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b) i) De functie is constant op de krommen met vergelijking y = 1 +ce®:
y+ /
/ f=1
£=2 f=4

ii) Zij P = (a,b,(b-1)e ) het gevraagde punt op S. Wegens
-X -X
fGy) =- (y-De ™, fy(X.y) =e”,
is de vergelijking van het raakvlak V aan § in het punt P:

z-(b-1)e 2 =-(b- l)e"a(x—a)‘ + e 2(y=-b)

V evenwijdig aan de x-as geeft (b-1)e 2 =0, dus b = 1, zodat de
vergelijking van V wordt
z = e-a(y-l) .

(2,0,-1) € V levert -1 = = e—a, a = 0, Dus

P = (0,1,0)

2. Hoogtelijnmen van f zijn de krommen met vergelijking
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Uit de hoogtekaart volgt onmiddellijk dat f op K de volgende extrema heeft:
een globaal minimum -v2 in het punt (0,-v2),

een globaal maximum V2 in het punt 0,v2) .

Opmerking. De multiplicatorenmethode van Lagrange geeft het stelsel verge-
lijkingen

2,
- x2 + 2)Xx =0,

1 +2xy =0,

2
X +y

]

it

waarvan de oplossingen zijn

(x,y) = (09"‘/5) s A= %fi— ’
(x,y) = (0,4y2) , rA=-1/2,
en bovendien de snijpunten van K en de hyperbool xy = -1, dus

Wl & Wl &
v

(x,y) = (1,-1) met £(1,-1) =

(x,y) = (-1,1) met £(-1,1)

Uit de hoogtekaart volgt dat - %-en %-geen extrema van £f op K zijn.
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3. a) Met vegen:
1 1 1 » 6 -9 1 1 1 > 6 6 -9
2 1 0 +6 5 -8 ~ 2 1 0> 6 5 =8 ~
-1 1 2-+4 6 -8 -3 - 0-»-8 -6 10
1 0 -1 0 -1 1 0 0 =1 -+=2 =2 3
~ 2 1 0~ 5 -8 ~ 0 1 0-» 2 3 -4,
~1 0 0-~» -2 -1 2 1 0 0-> 2 1 =2

2 2 2
A={1 3 2
22 -4 -3

b) De nulruimte N van A is de oplossingsverzameling van Ax = 0.

Met vegen:

2 2 2 1 11 1 -1 0
1 3 2 ~0 2 1 ~0 2 1,
-2 =4 -3 0 -2 -1 0 0

volgt dat Ag = 0 equivalent is met het stelsel vergelijkingen

X =Yy o,
2y + z2=0,
zodat N = <(1,1,-2)>,

Een basis van N is dus {(1,1,-2)}.

De beeldruimte R van A wordt opgespannen door de kolommen van de matrix A,

Met vegen:

2 1 =2 2 | -1 0
2 3 -4 ~ 0 2 -2 ~0 I -1,
2 2 -3 0 1 -1 0 0

volgt R = <(2,-1,0),(0,1,-1)>.
Een vector x = A(2,-1,0) + u(0,1,-1) = (2X,-A+p,-p) in R is orthogonaal
met (0,1,-1) als X = 2u. Dit geeft

X = u(b,=1,-1)

Een orthonormale basis van R is dus



c)

d)
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{—‘—— (by=1,-1), — <o.1.—1>} .
3/2 V2

zij a = (1,1,-2), b = (2,-1,0), ¢ = (0,1,-1). Dan is het stelsel {a,b,c!}

onafhankelijk:
1 1 -2 1 -1 1 -1 0 1 0
-1 0 ~ 2 =l 0 ~1 0 0 ~ 1 ,
0 1 -1 0 1 -1 1 0 -1 0 ]

dus een basis van IR3.
Er geldt Aa = 0 (zie b)).

Met de matrix A (zie a)) leidt men af:

Ab=b , Ac =c.

. 3 . - .
Zij x € R". Dan kan x op precies &&n manier geschreven worden als

x=o0a+Bb+yc, a,B,ycR.

Hieruit volgt

Ax

aA_a_-l- BAP_+ YAE = Bb + yc ,

A2x

8A_l_)_+yAE=B_t_)_+'y£=A§_.

Dit geldt voor alle x € IR3, zodat A% - A,
zij Ax = Ax, x # 0. Dan is A?{ = \Ax = A%E’ zodat wegens A% = A geldt

22 = A% = Ax=x, WP-Nx=0, x40

Hieruit volgt dat A = 0 en A = 1 mogelijke eigenwaarden van A zijn.

Dat 0 eigenwaarde is volgt uit b): Eo = N,

Voor de eigenvectoren bij eigenwaarde 1 geldt x = AE’ dus x € R: El < R.
Wegens b € E;, c € E, geldt ook R = <b,c> < E,.

1
Dus El = R.

Volgens c) kan elke x € '.[R3 op precies &&n manier geschreveﬁ (ontbonden)

worden als
x=y+z metye N, zeR.

Er geldt dan Ax = z.

De lineaire afbeelding A is dus de projectie van'mg op R in de richting

van N.

s
13
o
g

.

4




- 144 -

T 5.79
4, Vegen geeft
! 1 2 111 0 0 0 1 | 2 11 0 0 0
a 1 2 110 1 0 0 - a-1 0 0 0)|-1 1 0 o _
2 i i10 0 i 0 1 0 a-2 05-1 0 i 0
0 0 0 110 0 0 1 0 O 0 11 0 0 1
1 1 2 0 1 0 0 -1 .0 1 4-a 0 2 0 -1 -1
a-1 0 0 0f-1 1 0o 0o _ 0 © (a-1)(a-2) 0f[2-a =1 a-I
1 0 a-2 0]-1 0 1 1 0 a-2 0|-1 1
0 0 0 1| O 0 0 1 0 0 0 11 0 0
zodat voor a # 1, a # 2 de matrix inverteerbaar is,
Voor a = 0 levert
1 4 0o -1 -1 1 0 0f{-2 2 1 =l
2 -1 -1 o 0 2 0| 2 -1 -1
1 0 -2 -1 1 1 0 O o 1 -1 0
6 0 0 10 0 1 o 0 0 10 O 1

1 =2 1 0
-1 2 -} 0
0 1 -4 0
0O -1 0 1
5. Zij Gy het gebied in het (x,y)-vlak gegeven door x2-+y2-—2y £ 0, dus de
cirkelschijf met middelpunt (0,1) en straal !. Dan is de gevraagde massa
gelijk aan
M= 2[[ ‘/4-y2 ‘/l+z)2{+z§ dxdy .
%o
Hierin is z = + VZ-—yz.
Met
-y
z_ =0, z_ = ,
X
y ﬂ_yz
dus
\/1+zz+zz— 2 ,
X
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volgt
M= 4”dxdy = 47 .
%o
6. Uit
i(t) = (cos t - tsint, sint + t cos t, Y2t) ,
dus

NE@EN =Vi+t2+2e = £+1, 05

(a3

IA

N
-

volgt voor de lengte van K:

2

2
fll_f_(t)lldt = J(t+l)dt = i(t+1)2- =4 .
0 0 0
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1979

. In Rq is een kromme K gegeven door

f(t) = (cos t, sin t, t) , t e [O,») .

a) Toon aan dat K ligt op de cilinder x2*+y2 = 1 en schets de kromme K,

b) Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan K in het punt f(a).
Bepaal tevens het snijpunt s(a) van deze raaklijn met het vlak z = Oj
bereken s (a)ll en schets de verzameling van de snijpunten s(a).

2 I XZ

Op het gebied G = {(x,y) € R +y2 < 4} is de functie f gedefinieerd

door
2 2
flx,y) ={(x+y) " -11[(x-y)"-1] .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van deze functie.

Gegeven is het stelsel vergelijkingen

2xl+(a+2)x2+ (a+2)x3=a-—2,
x, + x, *+ 5 Xy = -12 s
2ax2 + (30" - )x3 = 20

Onderzoek voor welke waarde(n) van a het stelsel oplosbaar is en bepaal voor

die waarden de oplossingsverzameling.

. In IR4 is een orthonormale basis gegeven, bestaande uit de vectoren

L 4,2,2,1) 5 b= b (-2,6,-1,2) , c =% (-2,-1,4,2), d =7 (1,-2,-2,6) .

Van de lineaire afbeelding A: IR4 -+ ]Ra is gegeven dat

A2 =1, Aa=c¢c, Ab=4d.

a) Toon aan dat A orthogonaal is.
b) Bepaal de matrix van A.

¢) Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenruimten van A.

. Bereken de massa van het lichaam bepaald door

1 < x2+y2£ 4, 0<2zx< 1+x2+y2,
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met massadichtheid

p(x,y,z) = 3 X .

X +y2+2

6. Bereken de oppervlakte van het omwentelingslichaam dat ontstaat door de
kromme in het (x,y)-vlak, gegeven door 4y = x2, 3 <y< 15, te wentelen om

de y-as.
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Oplossingen Herkansingstentamen juni 1979

1, a) Uit

volgt

De kromme K is een schroeflijn op het deel van de cilinder x2-+y2 = 1 met
z 2 0,

b) Een parametervoorstelling van de raaklijn aan K in het punt f(a), a 2 0,
is

x = f(a) + Ké(a) (cos a, sin a, a) + A(- sin a, cos a, 1) ,

waarbij opgemerkt dient te worden dat geldt
ﬁ(a) = (- sin a, cos a, 1) # 0.

Uit s(a) = (s],sz,O) volgt

s, = cos a - X sin a ,
8, = sin a + A cos a ,
0 =a+ 2.

Elimineren van A uit dit stelsel vergelijkingen geeft
s(a) = (cos a + a sin a, sin a = a cos a, 0) .

Dus

Is@ll = Vs2+s2 = Vi+a? |

o
[}
] w

a=2w
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2. Nullijnen van f zijn de rechten x+y =1, x+y = -1, x-y =1, x~-y = -1,

De tekenverdeling van f op G is aangegeven in de figuur.

Schrijf

Fx,y) = (2 ey2 142 (kP ayi-1-2xy) = (2 4y -1 -txPy
Uit

£ (xy) = bx(d+y" = 1) - 8xy’ = bxx2-y2-1) ,

£y = 4y ey o) - ey =yl ey,

volgt dat (0,0), (0,-1), (0,1), (~1,0) en (1,0) de stationaire punten van f

in het inwendige van G zijn.

In (0,+1) en (#1,0) heeft f geen extrema (zie figuur).
In (0,0) heeft f een maximum 1 op grond van de stelling van Weierstrass toe-
gepast op het gesloten vierkant met hoekpunten (x1,0), (0,%1).

Op de rand van G geldt yz = 4-—x2, -2 <x< 2, en

f(X,y(X)) =9 - 4}(2(4-}{2) = 4x4 - 16){2 + 9 = g(x) .
Uit

g'(x) = ]6x3 - 32x = 16x(x2-2)
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en het schema
- =--0+++++0 - ==~~~ O+ + + g'(x)
: ' :
+ ~+ + —+ +—
~ Iy ~ ~ "
-2 -v2Z 0 V2 2

volgt dat f op de rand van G maxima heeft in de puntem {(-2,0), (0,2}, (2,0)
met waarden 9, 9, 9 en minima in de punten (-vV2,%v2), (¥2,+/2) met waarden
-7, -7.

Op grond van de stelling van Weierstrass volgt dat £ op G de volgende extrema

heeft:

een globaal maximum 9 in de punten (#2,0), (0,%2),
een globaal minimum -7 in de punten (V2,%V/2),

een locaal maximum 1 in het punt (0,0).

Met vegen:

2 o+2 o+2 o-2 0 o a a
1 1 1 -1 ~ 1 1 1 -1
0 200 302-03|2a2 0 20 3a2-03]202

volgt dat voor o = 0 de oplessingsverzameling is

{(xl,xz,x3) I X +Xy ¥ Xy = -1} .

Voor oo # 0 is het stelsel te herleiden tot

0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 -1 ~ 1 0 0 _ -2 .
0 2 . 3a-02]2a 0 0 (-1)(a=2)|-2(a-1)

Voor a = 1 is de oplossingsverzameling

{x = (x,,%5,%3) | x = (-2,1,0) + A(0,1,-},

voor a # 0, o # 1, a # 2:

o -2y,

o-2?* a-2

{(-2,

Voor o = 2 is het stelsel niet oplosbaar.
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4. a) zij x € R°.

Schrijf x = aa + Bb + yc + 8d. Dan is
(50 = aZ(a,2) + 2aB(a,B) + ..o + 62(&,D) = a’ 48Pyl as?

omdat {a,b,c,d} een orthonormale basis is.

Met
Az = ¢,
Ab = d ,
Ac = Aa=Ta=a,
Ad=b,
volgt
Ax = ac + Bd +ya + &b .
Dus ‘
(Ax,Ax) =y +s? +a? v 8% =

A is orthogonaal.

b) Met vegen:

4 2 1+-2 -1 4 0 10 10 -15> 6 -17 8 =6
-2 1 2+ 1 -2 -2 4 _ 0 0 =5 10>-3 6 <-4 8
2 -1 4 2 4 2 1 0 -5 0 10+ 20 10 0
| =2 =2 4o-=2 4 -1 2 1 =2 =2 4=>=-2 4 -1 2
010 0 5> 0 -5 0 10 0 25+ 0 15 0 20
. -5 10+-3 6 -4 8 _ -5 10>-3 6 -4 8
0 1 -2+ 0 -2 0 -l 0 1 0 -2+ 0 =2 0 -1l
-5 10 0 0+ 4 -8 -3 6 -5 0 20> 4 12 -3 16
0 0 0 5+ 0 0o 4
0 0 5 0~ 4 0
0O 5 0 0+ 0 -4 0 3
5 0 0 0>-4 0 3 0

volgt voor de matrix A van A:

& O Ww O
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c) Mogelijke eigenwaarden van A zijn -1 en +1,
(A+I)x = 0 geeft:
1 0 3 0 1 0 3 0
0 1 0 0 I 0 3
3 . s E_, = <(3,0,-1,0),(0,3,0,-1)>
3 0 9 0 0 0 0
0 3 0 9 0 0 0
(A-T)x = 0 geeft
-9 0 3 0 3 0 -1 0
- 0 0 -1
2 ~ 3 H E] = <(1,0,3,0),(0,1,0,3)> .
3 0 -1 0 0 0
0 3 0 -1 0 o
5. Zij
Gy = {(x,y)e]R2 l le2+y2s4} .

Dan wordt de gevraagde massa M gegeven door

]+x2+y2

”( J °<x’y,z>dz)dxdy=

0

=
]

O
2 2 2
”(1+x +y )D(x,y,z)dxdy ” X (;+x *y) dx dy .
o X +yT+2
0 0

Overgang op poolcoordinaten r, g levert

2n

2 :
2,.2 2
M=errf (]+r;r coscpd<p=
r°+2

2 2T
1.'4+r2
=Jr 5 dr f(§+§c052(p)dcp=
1

r- + 2

f
"o
N
3
L
"o
———
[a]
+
La ]
(a7
2]
N
]
o
3
—
(=4
N
+
[aJ
o
t
]
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Ydt =

4 4
t(e+2)-(t+2) +2 _ _ 2
= in J ( 53 dt = in J(t 1+t+2
1 1

4
9 6, _
= £“(-f+ 2 1n —3-)

%{%(t-l)z + 2 1n(t+2)]
1

%w+1r1n2.

6. Met f(y) = 2/;, 3 < y< 15, volgt voor de gevraagde oppervlakte 0:

J 2n £(y)V1 + (f'(y))2 dy = ’

0 =
3
15 15
= 4n J S+ H2 ay = 4n f e Tdy =
3 3
- 4"..%(y+1)3/2‘15 =-§-1r(64—8) = igﬁ T .
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Examen/tentamen januari 1980

. Een kromme K in IR3 is gegeven door

£(8) = (B(e2D,6, 4% D), te R.

a) Bepaal het (de) punt(en) van K waarvan de afstand tot de oorsprong ex-

treem is.

b) Bepaal de vergelijking van de kegel met top (0,0,0) en met richtkromme K.

. De functie f: ]R2 + R is gedefinieerd door

3 &
—f_““f ’ (x,y) # (090) ’
+
f(x,y) = x J
O H (xs}’) = (0’0) .

Toon aan dat —g—f; (x,y) niet continu is in (0,0).

Op het gebied G = {(x,y) € R? | 1=l <1, |yl < Y3} is de functie f gedefini-

eerd door
£(x,y) = (4x> -y2 =D by? -x2-1) .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van deze functie.

. In ’.IR4 zijn gegeven de vectoren

El = (1,-1,2,0) Y] = (2,1,-2,0)
32 = (4,-1,1,1) !2 = (5’]9°391)
93 = (-2,-1,3,-1) 23 = (=1,1,-1,-1) .

a) Bepaal de dimensie en een basis van U = <g],1_12,93> en V = <V s¥psV¥3> -

b) Bepaal alle x € U en alle y € V zodat x+y = (4,-1,3,-1.

. De lineaire afbeelding D: IR3 - ]R3 is de draaiing om de as

<(1,0,-1),(1,-1,0)> zodanig dat D(1,0,-1) = (0,-1,1) en D(1,-1,0) =(-1,0,1).
De lineaire afbeelding P: ]R3 > R3 is de projectie op het vlak V met vergelij-
king x-y = 0,

De lineaire afbeelding A is gedefinieerd door A = PoD.
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a) Toon aan dat de matrix van A gelijk is aan

o 1 1
lto 1 1] .
2 0 O

b) Bepaal nulruimte, beeldruimte, eigenwaarden en bijbehorende eigenruimten

van A.

6. Bereken de massa van het lichaam G, bepaald door

IA
N
IA
W
-

x2+y2-—1Sz, 0

met massadichtheid

p(x’y’z) = \/________ .
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Oplossingen Tentamen januari 1980

1. a) Uit

1 = \"2 V4 -\2 rd -
HE(e)t ™ = i\tz -1 + t2 + i\tz + i 2

-4
"
b
r
+:
[g)
+
b
(]
v
”~~
()
+
-
-

volgt dat Il £(t)ll minimaal is voor t = O.
Het punt £(0) = (-},0,4) is het punt van K met de kleinste afstand tot de
oorsprong.

b) Voor iedere t € R is x = Af(t) de parametervoorstelling van een beschrij-
vende lijn van de kegel.

Elimineren van X en t uit

x= B(ti-n
y = At s
= i)\(tz"'l) ’

geeft (zie a))

2

2
2 492422 - p2e2e = 227,

x“ +y° + 2

Zayl-22=0,

de vergelijking van de kegel.
2, Er geldt

5 oy = (PP eh ) 2 - 28756 e d 0,0,

en
2 (0,0) = 1im KW ZE0,0) 45 22020 .
y k>0 k>0

Uit

8/3

of 2
3 X (2x

3y

(x,%) 2)-4/3 - _%_2-1/3 . x40,

volgt dat niet geldt

. of
1im 3;

of
(x,y) = 0 = —= (0,0) .
(x,v)+(0,0) 9y

De functie %5- is dus niet continu in het punt (0,0).
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3. Nullijnen van f en de tekenverdeling van f op G zijn aangegeven in de figuur.

A
/5 y
+ -
Ps
- +
;>X
- +
L)

Stationaire punten van f:

£ (%) = 8x(by? -x2 1) - 2x(4x? -y2=1) = 2x(17y* -8x>-3) = 0,
fy(x,y) = - 2y(4y2-x2—l) + 8y(4x2-—y2-1) = 2y(l7x2—8y2—3) =0,
levert .
P, = (0,0) , 92’3 =+ (-%/3,—;-/3‘) , P4’5 = * -%/3,--;-/:?) .

In Py, Pg, P, en P heeft f geen extreem (zielfiguur).
In Pl heeft f een maximum | op grond van de stelling van Weierstrass (toege-
past op het "vierkant" met hoekpunten P,, P5, P, en P5).

Rand van G:

‘0

1. x=2+1, =-/3<y< /3.

Uit

£(x1,y) = B-yD) by’ -2) ,
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£ tey) = - yly’ -2 4 8y(3-y%) = 2y(14-8y%) ,
st. dalend stijgend d. £(1,y)
-/3 -7 0 W7 V3 y
25 . . . .
volgt dat £(x1,+4/7) = ~- een maximum en £f(1,0) = -6 een minimum is

van f op de rand van G.

Toepassen van de stelling van Weierstrass op deelgebieden van G geeft
dat deze randextrema van f ook extrema zijn ten opzichte van G.

In de punten (+1,+/3) heeft f geen extreem ten opzichte van G (zie fi-

guur).
Uit
£(x,+73) = (4x% - 4) (11 =x2) ,

ad; £(x,473) = 8x(11 -x2) — 2x(bx> -4) = 16x(6 -x2) ,

dalend stijgend £(x,+/3)
-1 0 1 X
volgt dat £(0,+V/3) = - 44 een minimum van f op de rand van G is.

Samengevat: f heeft op G

een globaal maximum '%? in de punten #* (1,+4VD),
een globaal minimum -44 in de punten 0,+v3),
een locaal maximum 1 in het punt (0,0),

een locaal minimum - 6 in de punten (*1,0).

. a) Vegen in de stelsels {91,92,93} en {21,22,23} geeft

1 -1 2 0 1 -1 2 0 1 -1 2 0
4 -1 1 1 ~ 4 -1 1 1 ~ 3 0 -l 1,
-2 -1 3 -1 2 -2 4 0 0o 0o o0 O

dim U = 2, {(1,~1,2,0),(3,0,~1,1)} is een basis van U;




b)

. a)
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2 0 2
5 1 =3 1 ~ &4 2 =4 0 ~ 3 0 -1 1,
-1 1 -1 -1 1 -1 11 0

dimV = 2, {(2,1,-2,0),(3,0,-1,1)} is een basis van V.

Zij
X = A (1,-1,2,0) + n(3,0,~1,1) = (430, =X 5 2X-u , 1) ,
y =p(2,1,-2,0) + 0(3,0,-1,1) = (20430 ,p , =20~0 , 0)
Uit
X + y= (4’-]93’-1)
volgt dan
/
A+ 3u+ 2 + 3= 4,
- A + 0 = -1,
2 -~ p -2 - o= 3,
U + o =-1,
dus, met vegen:
1 3 2 3|4 0 3 3|3 0 1 2 ;
-1 0 1 0]-1 1 -1 | 1 -1
b
2 -1 -2 =-1| 3 o -1 0 =11 1 0 1 1]=-1
0 1 0 1]-1 1 0 1]=1 0 0 0} 0
p=2, A=14p =3, u==-1-0.

Dit levert

(-30,-3,7+0,-1-0) = (0,-3,7,-1) - 0(3,0,-1,1) ,

[k
]

Yy (4,2,-4,0) + 0(3,0,-1,]) .

Hierin is ¢ een willekeurig reéel getal,

De draaiingsas van D is
<(1,0,-1) x (1,-1,0)> = <(1,1,1)> .

Uit

D(1,1,1) = (1,1,1) , D(1,0,-1) = (09_131) ’
D(],—]’O) = (-1,0,1) ’

volgt, met vegen,
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1 1 1> 1 1 1 2 1 0~ 1 0 2
1 0 -1~» 0 =1 1 ~ 1 0 -1 > 0 -l 1~
1 -1 0~» -1 0 1 1 -1 0~ -1 0 1

o
¥

o
o

3 0 0+ 0 0 3
~ 1 0 -l>0-1 1~0 0 1+0 1 0,
1 -1 0=+-1 0 1 0

dat de matrix D van D wordt gegeven door

0 1 0
D=1[0 O 1.
1 0 O

De vectoren (1,1,0) en (0,0,1) liggen in V, de vector (1,-1,0) is ortho-

gonaal met V, zodat
P(1,1,0) = (1,1,0) , P(0,0,1) = (0,0,1) , P(1,-1,0) = (0,0,0) .

Met vegen:

1 1 01 1 0 2 0 0->1 1 0
0 O 1-0 O 1 ~ 0 O 1-0 O 1~
1 -1 00 0 O 1 -1 00 0 O

L2~
n
o
N O O

De matrix A van A = PoD is dan gelijk aan

1 1 0}10 1 0 0 1 1
A=PD = }|! 1 0110 1| = 410 1 1
0 0 2|1 0 O 2 0 O
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b) i) Nulruimte N van A:
b o 1 1
} 4y ~1 0 0, N-= <(0,1,~1)> .
1 0 0 0 '
ii) Beeldruimte R van A:
0 0 1 0 0 1
} ] 0 ~ 1 1 , R=<(0,0,1),(1,1,0)> .
b4 0 0 0

iii) Eigenwaarden en bijbehorende eigenruimten van A:

a4
0 44 3 =22U-n + - 13- =20+,
N ﬂ
A =0t By = N = <(0,1,-1)> ; |
x=-4: 4 4 4 0 2 1 o 2 1
0 1 4 ~0 2 1 ~2 0 1, E =<(1,1,-2)>;
10 4 2 0 1 0 0 0
A=1: -1 % 4 o 1 -l 0 1 -1
0 -4 4 ~0 1 =1l ~ 1 0 -1, E =<(,1,1)>.
1 0 - 1 0 -1 o 0 0

6. De massa M van G wordt gegeven door de integraal

M = J”p (x,v,2)dx dy dz = OJ (LJ' = +lyz — dx dy) dz ,

¢ z

waarin

GZ = {(x,y) ‘ x2+y2 < 1+z} .

Overgang op poolcoordinaten (r,9) geeft

an ALY /T:; _
[t o | Z-mal -wm-n.
c "% 0 r
Z
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zodat
3
4 3/2 3
M= 2n (v’2+z—])dz=—§-(2+z) - 2mz| =
) 0

0

%71(5/3-2/5)—6n=3§’1(1o/'5'—4/2‘-9).

Tweede oplossing.

3

dz dz
w- [ ([ =) ee [ (| mE=)ae,
c. 0 X2 +y2 +1 c 2.2 x2 +y2 +1
0 lx+y—]

waarin

Gy = {(x,y) | x2+y25 1}, G, = {(x,y) | 1= x2+y2.<_ 4} .

Overgang op poolcoordinaten (r,¢) levert

2 2
M 3[[————1—-—dxdy+J’f—é—-—-—§—-——dedy= }

0 1 |
27 1 27 2 |
T 4 2
=3Idcpf dr+qu’J rdr =
0 g YrZ+i 0 Vet
1 2 2
= 61Vr2 + 1 + 27 J hox rdr = |
0 i Vr2 +1
24—r2 2
=61r/§-61r+1rf dr
Vr2 + 1

Substitutie van r2 = t, Yt+1 = u geeft

4

Y5

4 -t — 2

6n/2 - 61 + 7 dt = 6nY2 - 61 + 21 | (5-u“)du =
i JtE+ 1

<
]

61/7 - 6n + 107(/5=-v2) --231 (5/5 - 2/7) =

—2571(10/5-4/5-9).
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1980

. Een kromme K in IR2 is gegeven door

2
£(1) = (x(0),y(8)) = (tz"‘ L e=D2(e))) . te R.

t+!

Bepaal de punten van K waar de raaklijn aan K horizontaal of vertikaal is,

bereken lim x(t) en lim =x(t) en schets de kromme K.
o0 £t

. De functie f: ]R2 + R wordt gedefinieerd door

‘xzy +y3x

—_——tem— s X # A
f(x,y) = xry |

0 s, X® ~-Y.

Onderzoek voor welke g € [0,21) de richtingsafgeleide van £ in (0,0) in de

richting (cos ¢, sin ¢) bestaat.

. Op het gebied G = {(x,y) € Rz | x2+y2 < 8} is de functie f gedefinieerd
door
2
f(x,y) = (x -yz)(X_Z-M .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van deze functie.

. U is de lineaire deelruimte van ’JR4 opgespannen door u, = (4,5,-6,-8),
22 = (-1,4,5,2), 23 = (3312:1’-6)'

vy is de oplossingsruimte van het stelsel vergelijkingen

1
o O O
-

2x] + 2x2 - 3x3 - ox,

X - 2x2 + 3x3 - 2x4 =

-

5x] + 2x2 - 3x3 - bx4

a) Bepaal de dimensie en een basis van U; bepaal evenzo voor elke b e R de

dimensie en een basis van Vb.

b) Voor welke waarde(n) van b geldt dat het stelsel vectoren bestaande uit

de basisvector(en) van U en de basi'svect:or(en) van V, de 1R4 opspannen?
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5. De lineaire afbeelding D: ]R3 > R3 is de draaiing om de z-as over een hoek

> zodanig dat D(1,-1,0) = (1,1,0).
De lineaire afbeelding S: ]R3 > R3 is de spiegeling ten opzichte van het
vliak W: x+y+z = 0,

De lineaire afbeelding A = SoD is een draaispiegeling.

a) Toon aan dat de matrix van A gelijk is aan

-2 -1 =2
1
3 1 2 -2
-2 2 1

b) Bepaal de draaiingsas, draaiingshoek en het spiegelvlak van A.

. Bereken de massa van het lichaam G bepaald door

1+225x2+y2$4 ,

met massadichtheid

1
p(x,y,2) = —5— -

X +y
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Oplossingen Herkansingstentamen januari 1980

1. Uit
2 2
2(t) = 2t(t +1; - 2;(t -1) - 24t 5
(t=+1) (T + D)
§(0) = 2(t-1)(e+1) + (e=D% = (£-1DEE+1)

volgt dat in i(-%ﬁ = (—%-,%%) en £(1) = (0,0) de raaklijn aan K horizontaal,

in £(0) = (-1,1) vertikaal is.

Er geldt
2—

I
—

1im x(t) = 1lim x(t) = lim
too tr=co t24e0 £+ 1

AY
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Beschouw de functie g(t) = £f(t cos 9, t sin ¢), t € JR. Als g'(0) bestaat,
dan is g'(0) de richtingsafgeleide van f in (0,0) in de richting van
(cos 9, sin 9).
Voor o = %% en voor o = %; is g(t) = 0 voor alle t € IR, dus g'(0) = 0.
Voor ¢ # %% y 0 F %% geldt

cos?p sin ¢ + t sindp cos o

voor t # 0 ,
g(t) = cosdp + sindop

0 voor t = 0 .
Als cos?¢ sin ¢ # 0, dan is g zelfs niet continu in t = 0; als
o € {0 ,%-,n ,%;}, dan is g(t) = 0 voor alle t ¢ IR, dus g'(0) = 0.
Samengevat: de richtingsafgeleide van f in (0,0) in de richting van
(cos ¢, sin ¢) bestaat (en is gelijk aan 0) voor ¢ = 0, %-, %; s T, %;-, %;
Nullijnen van f zijn de rechten y = x, y = =X, x = 2 en x = -2, Deze verde-

len G in zes gebieden waar f tekenvast is (zie figuur).

ry
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Stationaire punten van f in het inwendige van G:

£ Ge,y) = 2x(x-4) + 2x(x2 -y2) = 2x(2xP -yt -4) =0,
£ (x,y) = - 2y(x2-4) = 0,

geeft |
P, = (0,0) , P, = (V2,0) , Py = (-/2,0) .

In P

1 heeft f geen extreem (zie figuur).
Toepassen van de stelling van Weierstrass op elk van de driehoeken waarop

f(x,y) < 0 is, levert minima -4 in P, en P3.

Op de rand van G geldt y2 = 8-x2, -2/2 < x < 2/2, dus

g (x) = (2 -8) (P -4) = 22 -0 .
Uit

g% £(x,y(x)) = Bx(x>-4) = Bx(x+2) (x-2) ,

d. stijgend dalend st. £(x,y(x))
. . ]

b s 4
\ Y

-2V2 -2 0 2 2/% x

volgt dat f ten opzichte van de rand van G een maximum heeft in de punten
(+2/2,0) en (0,12/53 met waarde 32 en een minimum in de punten (-2,+2) en
(2,+2) met waarde O.

Het minimum is geen extreem van f ten opzichte van G (zie figuur).
Op grond van de stelling van Weierstrass volgt samenvattend: f heeft op G

een globaal maximum 32 in de punten (22v2,0) en (0,+2v2),

een globaal minimum -4 in de punten (xv2,0).

. a) i) Vegen in het stelsel {91,22,93} levert

4 5 -6 -8 0 21 1 0 0 3 0
-1 4 5 2 ~-1 4 5 2 ~ 2 -4,
3 12 1 -6 0o 26 16 0 0 0 0 0

dimU = 2, {(0,3,2,0),(2,7,0,-4)} is een basis van U.

¥
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ii) Oplossen van het stelsel vergelijkingen met vegen geeft

2 2 -3 -1 3 0o o -3 1 0 0 -l
1 -2 3 -2 ~ 1 -2 3 -2 ~ 0 2 -3 | I
5 2 -3 -b 6 0 0 -b-2 0 0 O b-4

voor b = 4 is een equivalent stelsel vergelijkingen

X X, = 0,

2x2 - 3x3 + X, = o,
waaruit met X, = A, Xy =W volgt

Xy =x, == 2% + 3u ,

dus

x = A(-2,1,0,~-2) + u(3,0,1,3):

dimvVv, = 2, {(2,-1,0,2),(3,0,1,3)} is een basis van VA;

4

voor b # 4 is een equivalent stelsel vergelijkingen

X X, = o,

tt

2x2 - 3x3 + x, 0,

X, 0,
met oplossingsverzameling <(0,3,2,0)> :

dim vy = 1, {(0,3,2,0)} is een basis van Vb'

b) Drie vectoren spannen IR4 niet op.

De basisvectoren van U en de basisvectoren van V4 vormen een afhankelijk

stelsel:

0 3 2 0 0 3 0 0 0
2 7 0 -4 _ 7 -4 _ 0 -6
2 -1 0 2 2 -1 2 2 -1

3.0 1 3 6 -3 6 0 o0 0

Voor geen enkele waarde van b € IR wordt IR4 opgespannen door het stelsel

bestaande uit de basisvectoren van U en de basisvector(en) van Vb.
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5. a) Meetkundig volgt eenvoudig
D(1,0,0) = (0,1,0) , D(0,1,0) = (-1,0,0) , D(0,0,1) = (0,0,1) ,

zodat de matrix D van D wordt gegeven door

0 -1 0
D=1 0 of .
0 O 1

De vectoren (1,-1,0) en (1,0,-1) liggen in W, de vector (1,1,1) staat

loodrecht op W, zodat

S(lﬁ-lso) = (1,-1,0) , S$(1,0,-1) = (1,0,-1) , S(lslyl). = (-1,-1,-1) .

Met vegen:

1 -1 0~» 1 =~1 0 | 01 -1 0
1 0 -1~ 1 0 -1 ~ |1 6 -1 ->1 6 -1 ~
1 1 1 »-1 -1 -1 2 1 0-+-0 -1 -2

0 0+ -2 | Y
~ 1 0 -1 -1 0 -1 ~ 0 0 3~»-2 =2 1,
3 0-» 1 -2 -2

volgt dat
1 -2 =2
1
S = 3 2 1 2
-2 -2 1

de matrix is van S.

De matrix A van A = So 0 is dan gelijk aan

1 -2 =2}{o -1 © -2 -1 =2

1 21 -
A=sSD==1-2 1 -2//1 0 Of=3}1 2 2
-2 =2 1}{o o0 1 -2 2 1

b) 1) De draaiingsas van A is E_], de eigenruimte bij de eigenwaarde -1,

Vegen geeft

1 1 2
i 1 -1 =2 1 0 -2
1 5 2 _ !
-§ -3- - -3- 0 -6 0 ~ 0 1 0 N E"l = <(2,0,])> . ‘;é
2 2 4

-3 3 3 0 O 0 0 0 o




- 170 -

H 1.80

ii) Het spiegelvlak van A is Ei], dus het vlak met vergelijking
2x+z = 0.
iii) De vector (0,1,0) is element van Efl, A(0,1,0) = %-(—1,2,2), de

draaiingshoek o van A is de hoek tussen de vectoren (0,1,0) en

2/3 2
9 = arccos §;T = arccos 3 .

6. Het lichaam G ontstaat door wenteling om de z-as van het geschetste gebied

in het (y,z)-vlak.

Eerste oplossing.

De massa M van het lichaam G wordt gegeven door de integraal

Vx2+y2—l

M= L”p(x,y,z)dx dy dz = fj ( [ -—2——]——2- dz) dx dy =
—— x +y
¢ G0 -V%2+y2—1
v 2 2 .
= 2 ”_’L_I_Y_z_l_dxdy,
c, * 'V
0

waarin
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Overgang op.poolcoordinaten (r,p) gevolgd door de substituties r2 = t,

Yt -1 = u, geeft

2n 2

VQZ -1
M=2 do 5 rdr = ;
0 iF 5
4 3,
= 2n J 'tt“dc=4n J Y du = :
I o 1*v
/3 i
= 4m J (l — 2) du = 41 (/3 - arctan V3) = i
I +u™ g
0 i

-‘-‘31‘- (3/3 - 1)

Tweede oplossing.

V3
M = J (” 2‘ 2dxdy)dz,
/3 ¢ ’

x +y

z
waarin W

Gz = {(x,y) l 1 +22 < x2-+y2 < 4} .

Overgang op poolcoordinaten (r,9) levert

2n 2
IJ -?fl__f dx dy = J do f -%E rdr =
x  +y T
Gz 0 Visz2
2
= 21 J % dr = 2n(ln 2 - } 1n(1-+zz)) .
Vi+z2
dus
vE)

(In 2 -} 1n(1-+22))dz =

w

J (1n 2 - } 1n(1 +22))dz =

M= 2x J
-/3
/3
= 41
0
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2 73 3 2.,
= 41(ln 2 - § 1In(l +27))z - 47 I z(ln 2 - } In(1+2%)) dz =
0 0
3 2
=0 + 4«1 I z 5 dz = %} (373 - 1)
0 14+2

(Zie de eerste oplossing voor de berekening van de laatste integraal.)
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Proeftentamen maart l980~

I. a) Gegeven is de bol B met middelpunt M: (2,1,0) en straal Y3, en het punt
P: (-1,~-2,-3).
Bepaal het punt van B waarvan de afstand tot P minimaal is en geef de

vergelijking van het raakvlak aan B door dat punt.
b) In.]R3 zijn gegeven het zadelvlak

S: x2--y2 = 2z

en de cilinder C die als richtkromme heeft de cirkel om (0,1,0) met
straal 1 in het (x,y)-vlak en waarvan de beschrijvenden evenwijdig zijn
met de z-as.

De kromme K is de doorsnijdingskromme van de oppervlakken S en C.

Geef een parametervoorstelling van K en bepaal de punten van K waarin de

raaklijn evenwijdig is aan het (x,y)-vlak.

2. De functie f: 1R2 + R is gegeven door

x.+x2__ 2
———-——-X—x , ((x#0),

f(x9Y) =
1 . (x=0) .

a) Geef de richtingsafgeleiden in de richtingen (1,0), (0,1),(%-Q—§0 en

G~%,1§) in het punt (1,1), waar f uiteraard differentieerbaar is.

b) Bereken, voorzover ze bestaan, de richtingsafgeleiden in de richting

(u,v) met u2-+v2 = 1 in het punt (0,0).

c¢) Is f differentieerbaar in (0,0) ?

3. Door de betrekking

x+xzz—xy2+z3 =0

wordt z in een omgeving van (2,1,0) gegeven als functie van x en y.
Bepaal van deze functie z(x,y) de termen tot en met die van de tweede graad

van de formule van Taylor rond (2,1).
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4, De functie f: IR2 + R is gegeven door

3
f(x,y) = __3__95____ .

4x” + y2 +1
Bepaal de plaats, de aard en de waarde van de extremen van f op het gebied

2.

G = {(x,y) e]R2 [ x2+y < 2},

Gebruik zonodig bij het onderzoek het gedrag van f op de lijn x = 1,
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Oplossingen Proeftentamen maart 1980

1. a) De vergelijking van de bol B is

b)

x-2+ (g-D2 422 =3,

Een parametervoorstelling van de rechte ¢ door de punten M en P is
x = (2,1,0) + A(1,1,1) .

Substitutie van x = 2+A, y = 1+X, z = X in de vergelijking van B levert

3A2 = 3, dus A = *1, zodat
a= (3,2,1) en b = (1,0,-1)

de snijpunten van £ en B zijn.
De afstand van a, b tot P is 4Y3 resp. 2/3, zodat b het gevraagde punt

is.
Het raakvlak aan B door (1,0,-1) staat loodrecht op (1,1,1). De vergelij-

king van dit raakvlak is dus
x+y+z=1+0-1=20.

De vergelijking van de cilinder C is

x2 + (y-—l)2 =1,

zodat de kromme K gegeven wordt door

it

| S
2z .

x2 + (y—])2
2 2
X -y

Stel x = cos t, y-1 = sin t. Dan volgt

. 2 . .
2z cos?t - (1 + sin t)” = cos?t = 1 - 2 sin t - s1n2t =

= - 2 sin®t - 2 sin t .

Een parametervoorstelling van K is dus

f(t) = (cos t, 1 + sin t, - sin’t - sin t) , te R.
Er geldt
fﬂt) = (- sin t, cos t, = 2 sin t cos t = cos t) , te R.

Omdat (- sin t, cos t) # (0,0) is éﬂt) # 0 voor alle t € R, zodat K in

elk punt een raaklijn heeft.
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De raaklijn aan K in het punt f(t) is evenwijdig aan het (x,y)-vlak als

é(t) evenwijdig is aan het (x,y)-vlak, dus als
- 2sintcost-cost=-cost (2sint+1)=20,

Dit levert:

cos t =0, sin t = 1 met het punt (0,2,-2),
cos t =0, sin t = =1 met het punt (0,0,0),
sin t = -}, cos t = }¥3 met het punt (}/3,4,}),
sin t = -}, cos t = -}/3 met het punt (-3V3,4,}).

Omdat f differentieerbaar is in het punt (1,1) wordt de richtingsafgeleide

van £ in (1,1) in de richting van v ((|v[[ = 1) gegeven door

(grad £(1,1),v)

Met
fx(x,y) = é% (1-*x-y2x_1) =1+ y?'x_2 , xXx#0,
fy(x,y) = - 2yx_1 , x#0,
dus
grad £(1,1) = (2,-2) ,
geeft dit
v (grad £(1,1),v)
(1,0) 2
o, -2

Beschouw de functie g(t) := f(tu,tv), t € IR,

Voor u = 0, dus v =+1, is g(t) =1, t € R, dus g'(0) = 0, zodat de
richtingsafgeleiden van f in (0,0) in de richting van (0,1) en (0,-1)
gelijk aan nul zijn.

Voor u # 0 is g(t) = l-f-t:u--tv?'u--1 (ook voor t = 0), dus

g'(0) = u--vjzu—l =y - (1--u2)u-1 = 2u - u—]

De richtingsafgeleide van f in (0,0) in de richting van (u,v) met u # 0

is dus gelijk aan 2u-—u-l.
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¢) De functie f is niet differentieerbaar in het punt (0,0) omdat f niet

continu is in (0,0):

lim f(yz,y) = lim y2 =0 en £(0,0) =1
y+0 y=+0

. Er geldt
z(x,y) = z(2,1) + (x—2)zx(2,l) + (y-l)zy(Z,l) +

s e LD 2 (2,1) +260) (3-Dz, (2,1 + -n% 2 2,01+

De partiéle afgeleiden van z volgen uit

3

x + xzz - xy2 +2z =0

door impliciet te differentiéren:

r1 + 2xz + xzz - y2 + 3zzz =0 ,

X X
2 2
-2 + 327z =0

X zy Xy v ’

{ 2z + 4%z + xzz + 6zz2 + 3222 =0,
X XX X XX

2xz  + xzz - 2y + 62z _z + 3222 =0 ,
y Xy Xy Xy

xzz - 2x + 6222 + 3z22 =0,
\ yy y yy

Substitutie van x = 2, y = 1, z = 0 in dit stelsel vergelijkingen levert

r

1 + 4z -1 =0,
b’s
bz - 4 =0,
y
q 8z + 4z =20,
X XX
bz + bz -2 =0,
y Xy
bz - 4 =0,
yy

dus .
zx(z,l) =0, zy(z,l) =1,

zxx(2,1) =0, zxy(Z,l) =-14, zyy(Z,l) =1,

Hieruit volgt

2y) = (p=1) - &= (y-1) + $y-DZ+ ...

NN Sy
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4., Er geldt
36

3 (-—4x2+y2+1,—2xy) .
+y"+1)

grad f(x,y) = 5
(4x
-~ . F |

Stationaire punten van f zijn {-},0) en (},0) met

Op de rand van G is y2 = 2-x2 en dus

f(x,y(x)) = ;2# =: g(x) met V2 < x< V2.,
x 4+ 1
Uit
_J2
g'(x) = lzél__zig ’
x"+1)
-4/2 -6 6 42 g(x)
- -0+ +++++++++0~-~-~ g' (x)
-2 -1 1 /7 X

volgt dat £ ten opzichte van de rand van G de volgende extremen heeft:

maxima -4v2 en 6 in de punten (-¥2,0) resp. (1,x1),
minima - 6 en 4/7 in de punten (-1,*1) resp. (¥2,0).

Er geldt

36
y2+5

f(l,y) =

Dit is een dalende functie van y2.

Op G is y2 < 1, Hieruit volgt dat f ten opzichte van de lijn x = ] een mini-
mum 6 heeft in de punten (1,*1), zodat 6 geen extreem is van f ten opzichte
van G,

Analoog: -6 is geen extreem van f ten opzichte van G.

Op de begrensde gesloten verzameling

vV = {(x,y) c B | x=21, x2+y2 < 2}

heeft £ op grond van de stelling van Weierstrass een globaal minimum. In het
inwendige van V zijn geen stationaire punten van f, zodat het globale mini-
mum van f op V wordt aangenomen op de rand van V, dus in het punt (VZ,0).

Analoog kan men het punt (-V2,0) onderzoeken.
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Samenvattend: f heeft op G

een globaal maximum 9  in het punt (4,0),

een globaal minimum -9 in het punt (-4,0),
een locaal maximum -4v2 in het punt (-/5,0),
een locaal minimum 4/2 in het punt (/2,0).
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Examen/tentamen mei 1980
1. a) Gegeven zijn de lijmen
i x = (0,-2,3) + A{0,1,-2)

b)

en
(1,2,-2) + u(l,=1,1)

m: X
Verder is V het vlak met vergelijking

x+y-z=1.
Laat %' de projectie zijn van £ op V en m' de projectie van m op V.
Bepaal het snijpunt van 2' enm'.

De functie f: ]R2 + R is gegeven door

f(x,y) = (}'2-1)2 - %2,

Bepaal de plaats, aard en waarde van de extrema van f op het gebied

G={(x,y)€]R2| x| £ 2 en lyl < 1} .

. a)

b)

a)

b)

In IR4 zijn gegeven de vectoren a = (I »2,-2,0), b = (2,1,0,4) en
c = (5,7,3,2). Bepaal de loodrechte projectie van c op het orthoplement

van <a,b> ,

In ]R4 zijn de lineaire deelruimten L en M gegeven door

<(2,3,-1,0),(0,1,4,2),(6,7,-11,=4)>
<(1,2,0,0),(0,2,3,0),(0,0,3,2)> .

L

Bepaal een basis van L, van M en van L N M.

A is de draaispiegeling in ]R3, bepaald door
A(1,2,2) = (3,0,0) , A(2,1,-2) = (0,0,=3) .
Bepaal de matrix van A.

B is een draaispiegeling in IR3 met matrix

1 2 2

1
B =-§ 2 =2 1
-2 =1 2

Bepaal de as, het spiegelvlak en de draaiingshoek van B.
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4. a) G is het gebied inimz gegeven door

x20 y Y1, y2x.

Bereken de oppervlakte van het deel van de cilinder z = l-y2 dat boven G

ligt.
b) De krommen K; en K, in ]Rz zijn in poolcoordinaten gegeven door
Kl: r=3sing , 00w 3
KZ: r=1+singo, 0= 09 < 21 .

Bereken de oppervlakte van het gebied iniRz dat zowel binnen K] als bin-

nen K, ligt.
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Oplossingen Tentamen mei 1980

1. a) De vector (1,1,-1) staat loodrecht op V. Het vlak Vl door 2 en &' is dus
evenwijdig aan de vectoren (0,1,-2) en (1,1,-1) en gaat door het punt
0,-2,3).

Het vectorprodukt (0,1,-2) x (1,1,-1) = {(i1,-2,-1) staat loodrecht op Vs
zodat de vergelijking van V, is

x - 2y-z=4~-3=1,
Het vlak V2 door m en m' staat loodrecht op het vectorprodukt
(1,-1,1) x (1,1,~1) = (0,2,2) en gaat door het punt (1,2,-2), zodat de
vergelijking van V2 is

y+z =2=-2=0.
Het snijpunt S van &' en m' is het snijpunt van de vlakken V,, Vv, en V.
Oplossen van het stelsel vergelijkingen

x=-2y-z=1,

]
(=]
M

y + 2z

x+ y~z=1,

1 -2 -1;1 1 -1 0|1 1 -1 0]l 1 0 0fl
0 1 10 ~ O 1 10 ~ O 1 1410 ~ 0 O 1{0
1 1 -1}1 1 2 0]l 0 3 0j0 0 1 010

levert

S = (190,0) .

b) Nullijnen van f zijn deparabolen x = yz-l en x = 1 —y2. In de figuur is

het tekenverloop van f op G aangegeven.

NY
1
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Uit
grad f(x,y) = (-2x ,4Y(Y2’1))

volgt dat (0,0) het enige stationaire punt van f is in het inwendige

van G.

Randonderzoek.
]

1. x=4%2, -1 <y <1: £f(x2,y) = (yz'-l)2 -4 = g(y).
Uit

g'(y) = by(yZ-1) :

O+ ++++ 4+ 0= == =« =« = o g'(y)

-1 0 1 y

volgt dat g een minimum - 4 heeft voor y = + 1 en een maximum - 3

voor y = 0,

2°. y=+1, =2 < x < 2: £f(x,*1) =—x2.

Deze functie heeft een minimum -4 voor x = +2 en een maximum 0 voor
x = 0.

In de punten (+2,0) heeft f geen extreem ten opzichte van G, want

In de punten (0,*1) heeft f ook geen extreem ten opzichte van G (zie de

figuur).

Op grond van de stelling van Weierstrass:

f heeft op G
een globaal maximum 1 in het punt (0,0),

een globaal minimum -4 in de punten +(2,%1).

1 . . .
Het orthoplement <a,b>" van <a,b> is de oplossingsverzameling van het

stelsel vergelijkingen

(Eti) = x| + 2x2 - 2x3 =0,

(P_,z(_) = 2x1 + X, + 4x4 =0 .,

Stel X, = 2X, X, = 4y, dan volgt

X3=7\+411, X4=—>\_U’

zodat
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x = A(2,0,1,-1) + u(0,4,4,~1)

. 1,
een parametervoorstelling van <a,b>" 1is.
zij d = (2, 4u A+4u,~A-p) de loodrechte projectie van S_op'{g,b>l.

Dan is
c-d = (5-2X1 , 7-4u , 3=A=4yp , 2+42+u)

orthogonaal met (2,0,1,-1) en (0,4,4,-1).

Dit levert het stelsel vergelijkingen

11 -6~ 510=0,
38 - 5\ - 33u =0,

met oplossing (A,u) = (1,1). Dus

d = (2,4,5,-2) .

Met vegen:

2 3 -1 0 2 3 -1 0 3 -1 0
1 4 2 ~0 1 4 2 ~ 14 ,
6 7 =11 =4 9 -3 0 0
{(,3,-1,0),(0,1,4,2)} is een basis van L;
1 2 0 1 2 0 0 1 2
3 0 ~0 2 0 ~ 0 2 ,
0 3 2 0 2 ~2 0 1 -1

{¢1,2,0,0),(0,2,3,0),(0,1,0,-1)} is een basis van M.
Een parametervoorstelling van L, M is

x = A(2,3,-1,0) + u(0,1,4,2)

resp.
x = v(1,2,0,0) + 0(0,2,3,0) + 0(0,1,0,-1) .
Uit
(22, 3x+u,-A+4u,2p) = (v,2v+2p+0,3p,-0) ,
dus
2\ - v =0,
32+ y=-2v=-2p=-0=0,
Y= 2+ 4y -3% =0,
2u +0g=0,
\
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volgt door vegen:
2 0 -1 0 O 2 0 -1 0 O 2 0 -1
3 1 -2 -2 -1 3 3 -2 -2 0 11 1 -6
-1 4 -3 0 -1 4 -3 0 - 4 -0 -3
0 0 1 0 2 0 0 1 0o 2 0 O
2 0 -1 0 O
. 1 - 0 O
B ?
-1 4 -3 0
0o 2 0 1

een equivalent stelsel waarvan de tweede vergelijking is
A=p =20,

Een parametervoorstelling van L N M is dus
X = A(2,3,-1,0) + A2(0,1,4,2) = 2(2,4,3,2) ,

zodat {(2,4,3,2)} een basis is van L n M.

Zij <a> = <(a1,a2,a3)>, lall = 1, de as van de draaispiegeling. Dan is
§§}l het spiegelvlak van A.

Elke x €ZR3 kan geschreven worden als

. . iR
x = (a,x)a +y met y € <a> .

Er geldt Aa = -a en Ay ¢ <3>J', dus
Ax = - (a,x)a + Ay met (Ay,a) = 0

Dit levert

(Ax,2) = - (3,3 , (Ax+x,2)=0.
Uit

A(1,2,2) + (1,2,2) = (4,2,2) L a,

A2,1,-2) + (2,1,-2) = (2,1,=-5)1a ,
volgt

2a1 +a, + a, =0,

2a] +a, - 5a3 =0,

dus a5 = 0, a, = - 2a1; a= a](l,—2,0).

o O O

—
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Door vegen:

1 2 2+ 3 0 O 3 3 0~»3 0 -3
2 ] =2+ 0 0 -3 ~ 2 1 -2»> 0 0 -3 ~
i -2 0+-1 2 0 1 -2 0+-1 2 ©
1 1 0~ 1 0 -1 0 3 »-2 -2 -1

~ 1 -2 + -1 -2 ~ 0 > 4 2 4,
3 0~ 1 -2 3 0-~+1 2 -2

volgt de matrix van A:

1 2 2
1
'3- 2 2 1 .
-2 -1 2

b) Blijkbaar geldt B = A, De as van B is dus <(1,-2,0)>, het spiegelvlak
X'2y=0 .

De vector (0,0,1) ligt in het spiegelvlak.
De draaiingshoek van B is de hoek tussen (0,0,1) en B(0,0,1) = %-(2,1,2),

dus arccos %-.

4, a) 0 =] ViezZ 422 dxdy = || VI +4y2 dxdy =
x" %y
¢

G

1 1
de f’ 1 +4y? dx = JyVl-l-/&yz dy =
0 0

0

1
1 2.3/2 L _
o5 (1+4y ) lo Vi (55 - 1) ,

of
1 1

0=deJVl+4y2dy=

[}
O_ﬂ_.
N

<
1
B~
«
[N




b)

dus

of
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1 1 1

[(5-wivid - [Vivwiay s | e -

0 V1 + 4y?/
X
! ! -
/s - JXV1+4X2 dx - 0+ f;1n<zy+vl+4y2> dx =
y=x

0 0
1 1
Y5 - Jxvl+4x2 dx - 0 + } 1n(2+/5) - | J 1In(2x + Y1 +4x%)dx =
0

1
+

0+ 1} 1n(2+75) - ix 1n(2x + 1 +4x2)

1
Y5 - Jx‘/l +4%x% dx
0

0
! 321! 1
+J X__ax = /5 - - (1+4x%) —0+ P Vieax?| =
2 12

0 1 +4x 0 0
@--1—12-(5/3-1)-0+%(/§-1)=%—(5/§-1)—0,

1
_-1—2-(5/5-1).

/6 3sing n/2 1+singo
=2(Jdcp J rdr + J do J rdr>=

0 0 /6 0

/6 /2
=9 Isinch do + I (1 + sin tp)z do =

0 /6

/6 m/2
=-3— I(]-cosZ(p)dcp+ J (1 +2sing + } -} cos 29)dp =

0 n/6

9 n/6 3 1 /2
== (p - } sin 2¢) + (=9 - 2 cos ¢ — o sin 2¢) =
2 2 3

10 n/6

=-Z-‘n--98- 3+-;-'n'+/§+—/§=25:1r,




o o o oo

{0

o
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n/2 3sing
2 J do rdr =
/6 1 +sing

n/2
f (9 sin¢ - (1 + sin m)z)d¢ =
n/6

n/2
(8 sinZg - 1 - 2 sin ¢)dg =
n/6
m/2
(b - 4 cos 20 - 1 = 2 sin 9)dp =
/6
w/2
(3¢ - 2 sin 2¢ + 2 cos ¢) =
n/6

3 1 9 5
(-2-17-51r+/_-—f3_) Y LA
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1. In ]R3 zijn gegeven het oppervlak

S: z x2+y2

en het vlak
V: z = 2x-2y-10 .,
a) Bewijs dat S en V elkaar niet snijden,

b) Bepaal het punt van S dat minimale afstand heeft tot het vlak V en bepaal

deze minimale afstand.

2. De kromme K in ]Rz is gegeven door de parametervoorstelling

x(t) = (t - (e]/t-l) cost,t + (e]/t-l)cost) , t>0.

a) Bepaal de asymptoten van K.
b) Bepaal de snijpunten van K met zijn asymptoten.

c) Schets K.

3. De lineaire deelruimte U van ]RS is gegeven door

U = <(1,0,1,0,1),(1,1,1,1,1)> .

. 1
a) Geef een parametervoorstelling van U.

b) Bepaal u€ Ueny¢€ vt zodanig dat

11_*' = (33292,0’]) .

4. Van de lineaire afbeelding A: r - ]R3 is gegeven

‘ (1) 2 is een eigenwaarde met het vlak
x+2y+z =20
als eigenruimte;
(ii) A(1,2,3) = (2,2,2) .

a) Bewijs dat de inverse afbeelding van A de matrix

4 0 O
%- 1 6 1
2 4 6

heeft.
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b) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van de inverse van A,

5. Bereken

rr
b dx d
== a Y
JGJ ka +2x2y2+yl’ +x2 +y2

waarin

¢ = {(x,y) e R? ] x2+y2 < 15eny 2 0}

6. Bereken

IJJ x2 y2 22 dx dy dz ,

G

waarin

G = {(x,y,2z) € Rg | x2-+y2-+22 <1, x2



- 191 -

H 6.80

Oplossingen Herkansingstentamen juni 1980

. De afstand van een punt (x,y,x2+y2) € S tot het vlak V is op grond van de

stelling van Hesse gelijk aan

2 2
+y" =2x+2y+10 1 2 2
5 ey Lot -2+ g+n? + 8 =

2+§_
3

3 &-D7+ 3 G+D

dus minimaal %-voor x=1,y=~-1,
Hieruit volgt dat S en V elkaar niet snijden en dat (1,-1,2) het punt van S

is met minimale afstand tot V.

. a) Er geldt
Il_l_g(t)ll‘—‘-((t s et cose)? ¢ e+ (e!E-1) cos c)2>£ .
=22 426!t -1? cos2t)’, t>0,
dus llx(t)ll > @ voor t+0 en voor t > =,

Zij % een rechte in']R2 met vergelijking

ax+by+c =0, a2+b2= 1

De afstand d(x(t),%) van een punt x(t) € K tot 2 is op grond van de stel-

ling van Hesse gelijk aan

/t

|(a+b)t + (b--a)(e1 -1cost + c| .
Hieruit volgt

lim d(x(t),2) = 0
t¥0

dan en slechts dan als b-a =0, ¢ = 03

lim d(x(t),8) = 0

e

dan en slechts dan als a+b =0, ¢ = 0,

De asymptoten van K zijn dus

lf x+y =0 en lzzx-y =0 .
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b) Snijpunten van K met 2] zijn er niet, want

x(t) + y(t) =2t >0 voor t >0 .
Er geldt

/

x(t) -y(t) = - 2(e1 t:-l) cost =0

voor t = }m + nm, n ¢ W u {0}, zodat de snijpunten van K met £, zijn

(Jn+nm,dn+nm) , ne Wu {0} .

fpy

3. a) Ut is de oplossingsruimte van het stelsel vergelijkingen

{x] +x3 +x5=0,

x1+x2+x3+x4+x5=0:
1 0 1 0 1 N 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 0 1 0 1 0

Stel X, = A, X, = M, X3 = V. Dan volgt X, = W, Xg =< A-v.

Een parametervoorstelling van Ut is dus

x = A(1,0,0,0,-1) + u(0,1,0,-1,0) + v(0,0,1,0,=1) .
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b) Zij

a(1,0,1,0,1) + 8(1,1,1,1,1) = (a+B,B,0+B,B,a+B) ,

le
]

dan is

v = (3-a-8 ,2-B , 2=a-B , =B , 1-a=8) € U

dan en slechts dan als v 1 (1,0,1,0,1) en v 1 (1,1,1,1,1).

Dit levert het stelsel vergelijkingen
6 - 30 - 38
8 - 3a - 58

met oplossing

0,
0,

(G,B) = (1,1) . . ‘ k:"‘

Dus .
u = (2,1,2,1,2) , vs= (1,1,0,-1,-1) .

4, a) Uit (i) volgt
AC1,0,-1) = (2,0,-2) , A(2,-1,0) = (4,-2,0) .
Het stelsel vectoren {(2,0,-2),(4,-2,0),(2,2,2)} is onafhankelijk, zodat

“
de inverse afbeelding A van A bestaat. :

Er geldt

K°(2,0,-2) = (1,0,-1) , A (4,-2,0) = (2,-1,0) , A5(2,2,2) = (1,2,3) .

Met vegen:

2 0 =21 0 -1 2 0 -2 -1 0 -1
4 -2 02 -1 0 ~ &4 =2 02 -1 0 ~
2 2+1 2 2 2 2
2 0 =2+1 0 -1 > 1
~ 4 =2 + 2 -1 ~ -~ 3 2,
8 0 0-4 1 2 8 0 O0-+4 1 2

-~
volgt dat A de matrix

4 0 O
1
5 1 6 1
2 4 6

heeft.
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-
b) De karakteristieke vergelijking van A is

4-8% 0 0
1\3 -3 2

(5) L esr 1 | =83-80((6-80)2-4) =
B ) 4 6-8X|

=873 -80)(4-80)(8-80) =0 .

-
De eigenwaarden van A zijn dus } en I.

Eigenvectoren bij eigenwaarde }:

0o 0 O 1 1
1 2 1 ~ 0
2 4 2 0

alle x # 0 in het vlak x+2y+z = 0.

Dit resultaat is in overeenstemming met het gegeven.

Eigenvectoren bij eigenwaarde I:

-4 0 0 1 0 0 1 0 0
1 =2 1 ~0 -2 1 ~ 0 -2 1: §=a(0,1,2) , a# 0.,
2 4 =2 0 4 =2 0 0 0

5, Het gebied G wordt in poolcoordinaten gegeven door
G={(r,9) | 0<sr< /15,0509 <} .
Dus

y

e dxdy =
Q \/xu+2x2yz+yu+x2+y2

y r sin ¢
dxdy = ” rdrde =
| ey |

G
Y15 ™
=JJ %V_]'——g_-gldrdq>= I Zr dr Isin(pd(p=
¢ e +1 0 s + 1
=2 J dr = 2Vr? +1 =6 .
V2 +1 0
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6. Overgangop bolcoordinaten geeft

“J x2 y2 zZ dxdydz =

G
/2 w/2 1
= J do J de Jps sin50 cos?6 sin2¢ cos?¢ dp =

0 0 0
/2 /2 1
= I sinZp cosZg do f sin%6 cos26 do fpg 40
0 0 ;
3 3 3
=Llp2.3.1s0 3.1, 1 IHrE) reIrE _ |
LI A A A M I LR Ry
I'("2-') 5
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