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HOOFDSTUK I

Dif ferentiaalvergelijkingen




§1, Inleiding

Een gewone differentiaalvergelijking van de eerste orde
F(x,y,y') = 0 (1)

is een vraag naar de functies y(x), oplossingen genaamd, die aan (1) voldoen
- voor alle x uit een zeker interval. Wij beperken ons voorlopig tot differen-

tiaalvergelijkingen van het type

y' = £(x,y). (2)

Vb.1.1. x+y+y' =90

heeft als oplossing v = e T - x + 1, maar ook v = 3¢ X - x + 1, algemeen

y = Ce X = x + 1.

L
Vb.1.2. ¥y -

heeft als oplossingskrommen de hyperbolen xy = C.

Meetkundig stelt de afgeleide van de functie y(x) in X =X, voor de tangens
van de hellingshoek van de grafiek in het punt (xo, y(xo)). Door de betrek-
king (2) wordt in elk geoorloofd punt (xo,yo) een richting

y'(xo) = f(xo,yo)

gedefinieerd, Het zo met richtingen bezaaide (x,y) vlak heet een richtings-

veld. Meetkundig gezien komt het oplossen van de differentiaalvergelijking
Y' = f(X-QY)
neer op het vinden van krommen, waarvan de richting in elk van zijn punten

overeenkomt met de richting van het richtingsveld aldaar.

In de volgende paragrafen behandelen wij eerst enige elementaire typen van
differentiaalvergelijkingen van de eerste orde, die door integratie zijn op

te lossen,

52. Scheiding van variabelen

P(y)y' = Q(x).




Gebruik makend van differentialen, y' = %% , schrijven wij

P(y)dy = Q(x)dx.
Na integratie vinden wij de oplossingen.
Vb.2.1. x+ yy' =0,

Uit 2xdx + 2ydy = volgt na integratie x2 + 22 = C. Strikt genomen Zijn de

oplossingen van de D.V, de functies y = + VC - xz, |x| < /C, en zijn de op-

lossingskrommen de cirkels x2 + y2 =.C, C z 0, met uitzondering van de pun-

ten (+ vC, 0). Zulke uitzonderingspunten zullen wij verwaarlozen. Oplossings-

krommen willen wi}j echter niet verliezen.
vb.2,2, xy' -y =0,
Deel door xy, dan

= — ,.yv # 0.

Integratie geeft
log |y| = log |x| +c

, C
waaruit, met e = D,

t

|yl = |x] . D, D>0, dus y = Ex, E # O.
Echter ook y = 0 is een oplossing. De oplossingen zijn dus de rechten
y = Ex, == < E < =,

Vb.2.3. Gevraagd de krommen die in elk van zijn punten loodrecht staat op de

door dat punt gaande ellips x2 + 2y2 = az.

Oplossing. Voor de raakrichtingen aan de ellipsen geldt
2xdx + 4ydy = 0.
De gevraagde krommen zijn de oplossingen van

y':ﬁ

X

en dit zijn de parabolen y = sz, —o < C < o,



§3. Lineaire differentiaalvergelijkingen

y' o+ P)Y = Qx).

Teneinde deze inhomogene differentiaalvergelijking op te lossen beschouwen

wij eerst de homogene vergelijking
yv' + P(x)y = 0,

Met de methode van scheiding van variabelen vinden wij de oplossingen
X
- J P(t)de

0
y(x) = cyp(x), met y, (x) = e , —m < ¢ < o,

Vervolgens wordt &&n oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking

bepaald. Dit geschiedt met behulp van de methode der variatie van constanten,

d.w.z. door een oplossing van de vorm
e(x) y, (x)
te zoeken. Dan moet gelden
et (X)y (x) + ey, " (x) + P(x) c(x)y, (x) = Q(x),
dus, omdat yh(x) aan de homogene vergelijking voldoet,
et @)y (x) = Q(x).
Hieruit is, door scheiding der variabelen, een c{x), en dus een

Yi (x) = ¢ (X)yh(x)

i te vinden. De inhomogene differentiaalvergelijking heeft dan de oplossingen

y(x) = CYh(X) + Yi(X) y —® < ¢ < oo,

Vb.3.1. xy' - (xtl)y = x2 - x3.

Aan de homogene vergelijking
;. xy' = (xtl)y = 0

voldoet y = 0.



Wegens

dy

e = (l+i)dx, log |y| = x + log |x|

zijn de oplossingen van de homogene vergelijking
ps
cyh(x) =cx e, —© < ¢ < ®,
Probeer nu in de inhomogene vergelijking
c(x)y, (x) = c(x)x e, dan

XC'(X)yh(X) + xc(X)yh'(X) = (x+1) c(X)yh(X) = x% - x3,

xc' (x)x X = x2 - x3

e'(x) = (1x)e *
Hieraan voldoet c(x) = x e *, en wij hebben een oplossing

c(X)yh(X) = x?

van de inhomogene vergelijking gevonden. De algemene oplossing van de inho-

mogene vergelijking is

2
y=cx e +x ., -=<¢ <,

Vb.3.2. In een stroomkring met constante zelfinductie L en weerstand R loopt
een stroom I onder invloed van een electromotorische kracht E. Als

t de tijd is, dan geldt

dr i
Ld_t+ RI = E(t).
| R,
De homogene vergelijking heeft de oplossingen ce . Probeer
R,
c(t)e L .

in de inhomogene vergelijking, dan volgt



t i t
Le'(t) = E(t)e , c(t) = T J E(t)e” dt,

(ol =]
ol I}

waarmee een oplossing van de inhomogene vergelijking gevonden is. In het ge~

val van constante E(t) = E is deze oplossing % » dus luidt de algemene op-

lossing
R
-——t
L E
= +—..
I{t) c e A
Wanneer IO de stroom ten tijde t = O voorstelt, dan geldt IO =c + gwdus is
'%t E '%t
I(t) = Ioe + ﬁ'(l - e )

de oplossing voor constante E,

Opmerking. Voor grote t is de e-macht klein en geldt in benadering I = E/R.
Voor inschakelstroom (I0 = 0) en voor relaxatiestroom (E = 0)

gelden respectievelijk

Ry g
I(t) ='§ (1 - ¢ L Yen I(t) = 1. e L .

Vb.3.3. {1 - xz)y' - 2xy = 1.

Gemakkelijker dan met de algemene methode lossen wij deze vergelijking als

volgt op. Wij zien direc: dat

%; [¢r - x9yy] = 1

en vinden de algemene oplossing

(1 - xz)y =x + C.

84, Differentiaalvergelijkingen type Bernoulli

8

y' + P(x)y = Q(x)y"*, met o # 1.

5tel v # 0 en deel door ya, dan



y' . P(x) _
ot T T Q(x).
¥ y
Wegens
d I=ay _ v ¥
= 0 ) = () =

¥
is dit gelijkwaardig met

SO - 0Py ™ = (- W,

Dit is een lineaire D.V.
' 2
Vb.4.1, xy' +y =y log x.
y = 0 is een oplossing. Stel verder vy # 0. Dan

d 1
= log x; —x -—-(;) +

y' 1
x 5 + ix y log x.

<=

Deze lineaire vergelijking is snel op te lossen als men door x2 deelt:

d__(l_)=_1_°&_’_‘
: &

4 dx 2 !
x
: 1 log x _ I, _logx + 1
' —_= - dx = log xd(—~) = + C.
s Xy x2 X X
De oplossingen zijp y = 0 en y = L *

log x + 1 + Cx

§5. Homogene differentiaalvergelijkingen

. 7 b



en de D.V. wordt

d
x E% +z = g(z),

oplosbaar door scheiding der variabelen.

Opmerking. Uit het richtingsveld van dit type D.V. blijkt dat y' dezelfde

waarde heeft in alle punten van de rechte y = zx, z constant,

v o bx-y
Vb.5.1. y xty

Stel y = xz dan

x> (=133 (2+4)? = ¢, dus (y-x)° (y+40)? = ¢,

voor alle C, omdat y = x en y = —4x ook oplossing zijn.

4x—y+7
! _ ————
vb.5.2. oyt = g

Deze D.V. is niet homogeen. Door een eenvoudige substitutie is hij echter

homogeen te maken. Stel

X=EfE+p,y=ntgq,

met nader te bepalen p en ¢. Dan wordt de D.V.

;
.
h

dn _ 48 -n+ 4p-q+ 7

§ 28 +n+2p+q-1°"

Door p en q zo te kiezen dat

]
o

bp —q + 7

2p+ g -1

[l
(=]
-
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dus door p = -1 en q = 3 te nemen, wordt de D.V.

dn _ 48 - n

dE ~ 2t + n ?

met oplossing (n-g)3 (n+4£)2 C. De oorspronkelijke D.V. heeft dus de op-

lossing

(Y-x-4)3 (y+4x+!)2

C.

Opmerking. Dezelfde methode is van toepassing op alle D.V. van het type

' o ax+by+e
y f(UX"'BY"'Y) »

behalve als de vergelijkingen, waaruit p en ¢ moeten worden bepaald, strij-

dig zijn. Dan gaat het echter nog eenvoudiger.

v 2xty+l
Vb.5.3. Txeyt?

_ v _ o5 _ 2+l
Stel z =2x + y dan =z 2= e 0

oplosbaar met scheiding der variabelen. De algemene oplossing is
e3(y_x)(3y + 6x + 5) = C,

Exacte differentiaalvergelijkingen

Beschouw. een stelsel krommen gegeven door
F(x,y) = C.

Elke waarde van C geeft een exemplaar van het stelsel. Langs zo'n exemplaar

-

1s

3F L, L, _ o
9x 3y
Deze formule bevat C niet meer. Hij is een D.V. van het type

P(x,y) + Q(x,y)y' = 0,

waarbij echter wegens



de functies P(x,y) en Q(x,y) voldoen aan

2p _ 2
9y ax

Definitie. Een exacte differentiaalvergelijking is een differentiaalvergelij-

king van het type

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0,

9P _ 3Q
waarvoor geldt 3y Bx

Vb.6.1. X+ 2y + 2x+ 1)y' =0
is een exacte D.V. omdat

i =9 =2
3y (x + 2y) =2 = = (2x + 1).

Ter oplossing van dit voorbeeld zoeken wij F(x,y) zodat

9F aF _
E—x+2yeng-2x+l.

Aan de linker vergelijking voldoet F = } x2 + 2Zxy; voor elke vaste waarde
van y mag hierbij nog een constante worden opgeteld, die voor verschillende
waarden van y verschillend mag zijn, d.w.z. die een functie van y mag zijn.

De oplossing van de linker vergelijking is dus
2
F(x,y) = ix" + 2xy + o(y),

waarin ¢ alleen van y en niet van x afhangt. Nu trachten wij bovendien aan
de rechter vergelijking
? gE-= 2x + |

te voldoen. Dit leidt tot

de _
2x + E; = 2x + 1.

Wij constateren dat de term 2x wegvalt en dat

CLIQ-
tg &

= 1, waaruit ¢ = y = C.
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De algemene oplossing van de D.V, is dus
2
Ix® + 2xy + y = C.

In het algemene geval gaan wij op analoge wijze te werk. Bij de gegeven func-

ties P(x,y) en Q(x,y) zoeken wij F(x,y) zodat geldt

Aan de linker vergelijking voldoet

F = J P dx + o(y).
Opdat bovendien wordt voldaan aan de rechter vergelijking moet gelden

do 3 J

-— = - — P dx}.

vy~ % )

Hieruit is p(y) te bepalen als het rechterlid alleen van y en niet van x af-

hangt. Dit is inderdaad het geval omdat

2_q- %;-( J P dx)} = %% - %; {%;- J Pan} = gl- o= 0,

dankzij de exactheid. De functie ¢(y) is dus door directe integratie te be-

palen.

Opmerking. In de praktijk is het feit, dat in de D.V. voor ¢ geen X mag voor-

komen, een contrele op rekenfouten.

Integrerende factor

Wanneer de D.V. wvan het type

P(x,y) + Q(x,y)y' =0

niet exact is, kan bovenstaande methode niet worden toegepast. Soms is het
dan echter mogelijk om een z.g. integrerende factor p(x,y) te vinden, zodat

de na vermenigvuldiging met y verkregen D.V.
uP + uQy' =0

wel exact is. Dan moet voldaan zijn aan
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3(uP) _ 3(nQ)

dy x ?
ou _ op _ ,3Q _ 3P
d Ay Q 3x  'Bx By)u :

In het.algemeen is deze (partiele) D,V. voor u(x,y) veel moeilijker oplos-
baar dan de oorspronkelijke vergelijking. Wij hebben echter slechts &én
u(x,y) nodig. In enkele gevallen is met enige handigheid wel in te zien dat
een speciale functie u voldoet, bijvoorbeeld een functie 1 die alleen van
x afhangt, of een u die alleen van y afhangt, of een u die alleen van x+y

afhangt.
Vb.7.1. (1 = xy)dx + (xy - xz)dy = 0.
Deze vergelijking is niet exact . Vermenigvuldig met u, dan is
2
(1l = xy)dx + p(xy ~ x“)dy = 0
exact wanneer is voldaan aan
] o 2
Iy [u(l - xy)1 = % Cu(xy - x°)1,
2, 3
) H

- au _ - oy _ -
(1 - xy) 3y (xy - x7) 5= = u(y - x).

Probeer u = p(x), dan moet

- x(y ~ x) g£-= u(y = x),

(=9

cu
dx

= - ¥
X

Hieraan is voldaan door p = %A. De D.V,

1
@; ~y)dx + (y - x)dy = 0
is dus wel exact. Via

F = J (i = y)dx + 9(y) = log |x| - xy + ¢(y),

en -—x + ¢p'(y) = g% =y -x
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komen wij tot ¢'(y) = y, waaruit g¢(y) = éyz - C. De oplossing luidt dus

log |x| - xy + iyz = C.
2
Vb.7.2. 2xy dx + (y - x%)dy = 0.

Vermenigvuldig met .. De verkregen D.V. is exact als

)
g—f C2mxy] = 2= [u(y - 1,

d 2, 0
2xy 5% - (y - x%) 5% = =4ux.

Probeer pn = u(y), dan moet

Hieraan is voldaan door u = —% . Dit leidt tot de oplossing

y

2
X
— + lo | = c.
Y g [Yl
Ock y = 0 is oplossing van de oorspronkelijke D.V,

Substituties en kunstgrepen

Vb.8.1. x(y' + 1) + tan(x + y) = 0.
Substitutie van z = x + y leidt tot

xz' + tan z = 0,

een D.V. die met scheiding der variabelen kan worden opgelost.

x sin(x + y) = C,

Vb.8.2. xy' -y-= %% + y2.

Deel door xz, dan

t

oIt Hlas @ =1+ B2,

X

Oplossing:
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Substitutie y/x = z leidt tot de oplossing

vy = x tan(x + C).

Vb.8.3. 2(1 + x)yy" + y2 + 2x - 3x2 = 0.

Substitutie y2 = z leidt tot de oplossing
v+ x) =% - %%+ C.
Vb.8.4. (x2 - ya) % = 2xy.
Het is voordelig niet y = y(x), maar x = x(y) te beschouwen. Als men in

2 L gh o gy dx
b4 y 2xy dy

substitueert xz = z, dan ontstaat de lineaire D.V.

) = -yz-

Z
¥y
Dit leidt tot de oplessing

2 __ 14
x = 3Y + Cy
waaraan de bij de overgang van y = y(x) op x = x(y) verduisterde oplossing

y = 0 moet worden toegevoegd.

Vb.8,5. xy' + y + XZexy + 1 =0,
Stel xy = z, dan is
z' + xzez + 1 =0,
;3 Stel e® = t dan is z' = t'/t en men krijgt
t' '+t + x2t2 = 0,

In deze D.V. van Bernoulli stellen wij t = 1/w, dan is

v -w - x2 = 0.
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Aan w' - w = 0 voldoen ce*. Probeer aan de inhomogene D.V. te voldoen door

W= c(x)ex, dan

c'(x) = xze_x, c(x) = J xze-xdx = e-x(-x2 - 2x = 2).

"xz - 2x - 2 + Ce~.

Dus W =
Daar w=1/t=e?=¢e" is de algemene oplossing
e XV = - x2 - 2x - 2 + ce¥,

Impliciete differentiaalvergelijkingen

Moeilijker dan de tot nu toe behandelde differentiaalvergelijking y' = f(x,y)

is de impliciete differentiaalvergelijking
F(x,y,¥") = 0.

Zo bezit bijvoorbeeld de differentiaalvergelijking van Clairaut
£(y') —xy' +y=0

behalve het stelsel rechten
y = Cx - £(C)

nog een extra oplossing, de zogenaamde singuliere oplossing, die niet tot
het stelsel behoort. Wij demonstreren het optreden van zulk een singuliere

oplossing aan het volgend voorbeeld

Vb.9.1. (y')2 - xy' +y =0,

Na differentiatie krijgen wij
2y'y" - xy" - y' +y' =0,
y'(2y' - x) = 0.

Hieraan kan op twee manieren worden voldaan:
y" = 0 levert y' = Ceny = Cx + D;

substitutie in de oorspronkelijke vergelijking geeft D = -02, waarmee als
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oplossing het stelsel rechten

Cx =~ C2

y

is verkregen. De andere factor levert
' 2
2y' = x=0dus y = Ix° + E;

substitutie in de oorspronkelijke vergelijking geeft E = 0, waarmee als op-

lossing de parabool
2
y = ix

is verkregen. Wij merken op dat elke rechte uit het stelsel raakt aan de pa-

rabool, omdat de raaklijn in het punt (xo,yo) van de parabool als vergelij-
king heeft

By + ) =rixx, ,
y = ixox - }xg , dus y = Cx - c?

als C = ixo wordt gesteld. Men drukt het geconstateerde feit ook als volgt

uit: de rechten omhullen de parabool. Wij concluderen uit dit voorbeeld:

Impliciete differentiaalvergelijkingen hebben, behalve een stelsel op-
lossingen, soms nog een singuliere oplossing, waarvan de grafiek de om-—

hullende is van het stelsel oplossingskrommen.
Ook met het richtingsveld is deze conclusie verklaarbaar. Wij demomstreren
dit weer met Vb.9.1. Uit
ry2 '
(y")" —xy' +y=0
wordt door expliciete oplossing verkregen

y' = ix + V2 - 4y] .

Voor de punten met y > fxz, dus binnen de parabool, is er geen richting ge-~
geven. Voor de punten van de parabool y = {xz is @&n richting gegeven, name-
lijk y' = ix. Voor de punten buiten de parabool zijn door de D.V. twee rich-

tingen gegeven.

vb.9.2. y2(3")% + y2 = 1.
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Scheiding der variabelen geeft

=%
Lo
T

a

+ Vl‘yz-

Als oplossingen vinden wij het stelsel cirkels

]
|
Q
Il

x-0f+yta, )

De _omhullenden van dit stelsel, de rechten
y=tleny=-1}

zijn echter ook oplossingen van de oorspronkelijke D.V.

Opmerking. Niet iedere singuliere oplossing van een D.V. is omhullende van

de algemene oplossing.

Opmerking. Door het richtingsveld gesuggereerd zou men kunnen vermoeden dat

voor de oplossingen van een expliciete differentiaalvergelijking
y' = £(x,y)

geldt, dat er door elk punt (a,b) van het (x,y) vlak precies &én
en niet meer dan &&n oplossingskromme gaat. Voorbeeld 9.2 maant

reeds tot voorzichtigheid.

Vb.9.3. y' = y2/3

heeft als oplossingen y = 0 en y = %7 (x - c)3. Voor de punten van de x-as
is er dus geen eenduidige oplossing.

In de volgende existentie- en eenduidigheidsstelling wordt een voorwaarde
aangegeven waaronder een oplossing bestaat (existentie) en ten hoogste &én

oplossing bestaat (eenduidigheid). De stelling wordt hier niet bewezen.

Definitie. f(x,y) voldoet in (a,b) aan de Lipschitz-voorwaarde als er een

constant getal M is zodat in een omgeving van (a,b) geldt:

If(X,YI) = f(x,yZ)' SMlyl - YZ| .
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Stelling. Als f(x,y) continu is in een omgeving van {(a,b) en in (a,b) vol-
doet aan de Lipschitz-voorwaarde, dan is er precies é&n continue

functie y(x) die voldoet aan

y' = £(x,y) en y(a) = b.

Differentiaalvergelijkingen van hogere orde

Een gewone differentiaalvergelijking van de orde n

F(X’Y3y' :y": e sy(n)) =0

is een vraag naar de functies y(x) die voldoen aan de betrekking voor alle

x uit een zeker interval. In het college Wiskunde 20 is vermeld de
Stelling. De oplossingen van een lineaire homogene D.V. van de orde n

(n)

y™ 4 oy @™ s

" T —
cee * Pn*Z(X)y + Pn_l(x)y + Pn(x)y =0

vormen een vectorruimte van de dimensie n.

Voorts zijn daar behandeld oplossingsmethoden voor lineaire differentiaal-
vergelijkingen met constante koéfficienten. Wij behandelen hier nog de dif-

ferentiaalvergelijking van het type Euler:

2 g? d
- Ly ax s by = 0 met a,b constant.
dx2 dx |

Wij voeren een nieuwe onafhankelijk veranderlijke t in door de substitutie

t = log |x! (x # 0).

‘Dan is

2 2 2
i}_:d_(LEZ):—I_.EZ+.l_d_lg£=-_]_ﬂ+_l._d .
2 dx “x dt 2 dt X 2 dx 2 dt 2
dx x dt X X" dt

De differentiaalvergelijking gaat over in

a? d
——>21+(a-1)l+by=o,
e dt
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die wordt opgelost door y = eAt te proberen. ) moet voldoen aan

324 (a-1xr+b=o0.

Als Al en 3, de wortels zijn van deze vergelijking, dan zijn voor A #F A
At A ALt

yo=el =x| teny, =e ? =|x|AZ
1 2

2

twee onafhankelijke oplossingen van de differentiaalvergelijking. In het ge-
val A] = 32 zljn

X At A
1 1 1
v, =[xl Teny,=te’ = x| " log ||

twee onafhankelijke oplossingen. De algemene oplossing van de differentiaal-

vergelijking van Euler is dus

JL] AZ
y(x) = a|x] = + B|x] voor_l1 # 12 en

A

|x| ](a+8 log|x|) voor l] = Az.

y{(x)

Er bestaat een verband tussen differentiaalvergelijkingen van hogere orde en

stelsels differentiaalvergelijkingen van de eerste orde, die in de volgende

paragraaf aan de orde zullen komen.

Vb.10.1. Gevraagd alle functies z(x) en y(x) die voor alle x voldoen aan de

vergelijkingen

Uit de tweede vergelijking volgt y = §(z - z'). Substitueren wij dit in de

eerste vergelijking dan is

welke vergelijking als oplossingen heeft
Z =0 cos X + 8 sin x.

Substitutie levert

vy = i(a=B)cos x + i(a+B)ein x.
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In dit voorbeeld zien wij hoe een stelsel van differentiaalvergelijkingen van
de eerste orde leidt tot een differentiaalvergelijking van hogere orde. Omge-
keerd kan een D.V. van hogere orde worden opgevat als een stelsel D.V. van

de aerste orde:

Vh.10.2. yy" + xz(y')2 + y2 -1=0,

Stel y' = z dan komt er het stelsel

yz' + x222 + y2 -1

)
(o]

1

y -z 0.

Algemeen geldt dat de D.V. van orde n

F(X:Ysy':---!y(n)) =0

door de substituties

v (n-1) =

Y S Vs ¥ = Y9 ¥ =Yg aeesy Yn

kan worden opgevat als het volgende stelsel van n differentiaalvergelijkin—

gen van de eerste orde:
¥
YI = Vs ¥y = Yayseees Yooy = Yo FOGY LY, v oLy)) = 0.

Dit is &&n van de motiveringen voor onze interesse in stelsels differentiaal-

vergelijkingen van de eerste orde. ‘

Tenslotte geven wij zonder bewijs de volgende stellingen over de existentie
en de eenduidigheid van de oplossingen van differentiaalvergelijkingen. De
voorwaarden waaronder deze stellingen gelden gelijken op de aan het eind

van §9 gencemde Lipschitz—voorwaarde.

Stelling Als f continu is en voldoet aan een Lipschitz-voorwaarde, dan bestaat
er bij elk stel getallen (a’b]’bZ""’bn) preclies &é&n functie

y=y(x) waarvoor geldt

y(n)

f(x,Y’Y':Y",---,Y(n—l)) en

y@) = b, y' (@) = by,en,y ™ D) = b
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Stelling Als f],fz,...,fn continu zijn en voldoen aan een Lipschitz-voorwaar-—
de, dan bestaat er bij elk stel getallen (a’bl’bZ""’bn) precies

één stelsel funecries yl(x), yz(x),...,yﬁ(x) waarvoor geldt

Yy = 1Ry aYpseeny) y,(a) = b,
| - -

Yz = fZ(X,Yl,yz,---,Yn) Yz(a) = b2
. en .

t =

Yn = fn(X,Yl,yzs---,Yn) Yn(a) bn-

Stelling Als f continu is en voldeet aan een Lipschitz-voorwaarde, dan be-

staat er bij elk paar (a,b) precies &&n y(x) waarvoor geldt

y'= £(x,y) en y(a) =b.
Uit de tweede stelling volgt de eerste stelling op grond van het
in deze paragraaf behandelde. De derde stelling is kortschrift voor de twee-

de, met

= (et ) v = Yy y)s 71 = (915555004570

§11, Lineaire stelsels D.V. met constante koefficienten.

Vb.11.1. Gevraagd functies xl(t) en xz(t) zodat voor alle t geldt

I - 0% T 6y

X 5 -6 X
14 . M. 3. W, ((:li—t 1)= ( ) l ) .
| dx X, 3 -4 x2

dc 3% - 4x,
Probeer xl = alekt
X at [ 1
Ag » Meadw. = e .
x, = a,e X, 2,
dan AaleAt = (Sal - Gaz)ekt a 5 -6
: atl 1 At ) 2
y M.a.W. Ae = e .
Aaze’“‘ = (3a, - 4a,)ert 3y 374\ 8y
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dus (5 - l)a1 - 6a2 =0

3a] + (=4 - ?x)a2 = 0,

Dit stelsel vergelijkingen in a, en a, heeft een van (0,0) verschillende op-

lossing als

5-% -6
= 0, dus als A = 2 en als A = =]
3 -4 =12
Voor 4 =. 2 levert 3aI - 6a2 = 0: La],az) = (2,1);
voor A = =] levert 6al - 6a2 = 0 (al,az) = (1,1},

De oplossing van het stelsel is

< 2t -t 9 1
1 _ 2t -t
2t ¢ » Ma.W. X = ce + Be .
X, = Ge” + Be 1 1

Ook in het algemene geval gebruiken wij deze methode. Ter oplossing van het

u
L]
2
4]
+
jio =]
v

stelsel van n lineaire homogene differentiaalvergelijkingen van de eerste

orde met n onbekende functies met constante koefficiénten

dx]
dE TRt BpXp et A%
. . dx
. . Y M, a.W. Ezv= Ax ,
dxn
dc T P *p T gpa¥pteeet A% J

waarin de van t onafhankelijke A de matrix van een lineaire afbeelding in Rn

voorstelt, proberen wij oplossingen van de soort

x = eAta met a # 0

te vinden. Na substitutie blijkt dat aan

Aa = Aa

moet worden voldaan. Wij zoeken dus de eigenwaarden A en de daarbij behoren-
de eigenvectoren van de matrix A. Wanneer deze matrix n verschillende eigen-
waarden heeft dan vindt men n onafhankelijke oplossingen van het stelsel.

Wanneer de matrix meervoudige eigenwaarden bezit, dan kan men met ad hoc me-

thoden toch wel tot n verschillende oplossingen komen. De algemene oplossing
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wordt dan verkregen door toepassing van de volgende stelling, waarvan de
geldigheid zich niet beperkt tot lineaire stelsels met constante koefficien-

ten,

Stelling De oplossingen van het stelsel van n lineaire homogene differentiaal-

vergelijkingen
dx
qc - Alt)x

vormen een vectorruimte. [Deze vectorruimte heeft dimensie nl.

Bewijs: Zij u(t) en v{(t) oplossing, dus zij

du(t)
at

du(t)
dt

= A(t)ult) en = A(t)v(t) .

Op grond van de eigenschappen van lineaire afbeeldingen en van het differen-

tieren volgt hieruit voor constante o en R dat
d
i (eu + Bv) = Aoy + Bv) .

Hieruit volgt dat ook au(t) + Bv(t) oplossing is. Dit betekent dat de oplos-

singen een vectorruimte vormen. Wij zullen hier niet bewijzen dat elke oplos-

sing te schrijven is als lineaire combinatie van n onafhankeliike oplossin-

gen,
Vb.11,2, X o 1 1 x
: 1 1
4 = 1 0 1 X
ac| *2 2 .
X 1 1 0 Xq
Probeer x = eth, dan volgt ia = Aa. Los op de eigenwaardenvergelijking
=X 1 1
det(A — A1) = 0 = | =\ i .
| 1 =

Deze vergelijking heeft wortels X = 2 en A = -1 (dubbel).

Voor A = 2 heeft —2al + a, + ay = 0} als oplessing a = (1,1,1).
a; - 2a2 + a,= 0
a + a, - Za3=
Voor A = -1 heeft a, + a, tay = 01 twee onafhankelijke oplessingen,
a  +a, +a,-= 0! bv. (1,-1,0) en (1,0,-1).
al + a, +a, =0
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Wij hebben gevonden de drie oplossingen

t

eZt(1,1,1), ¢ 5(1,-1,0), e t(1,0,-1).

De algemene oplossing van het stelsel is dus

X = ant 1+ Be_t -1 |+ ye_t 0
1 0 =1
Vb.11.3. X, 6 4 X
1
4 -
dt
*2 42 *2
At . £ aq
Probeer x = ¢” "a. De eigenwaardenvergelijking
6-x 4
=0
-4 =2 =3

heeft de dubbele wortel } = 2. Voor deze A volgt uit

ba, + 4a, =0
! 2 dat a = (1,-1).

—4a1 - 4a 0

2

Wij vinden dus slechts &&n oplossing ezt(],—l). Om nog een oplossing te krij-

gen proberen wij
At

x=¢ (at +b)met 2 =2, a= (1,-1)
en nader te bepalen b. Substitutie levert

e*®(hat + Ab + a) = e’A(ta + b).
Opdat hieraan is voldaan voor alle t, moet

Aa = Aa en ib + a = Ab.
De laatste vergelijking leidt tot

a = (A - 2I)b.
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In ons geval:

1 6 — 2 4 b

-1 -4 —2-2/\b

Wij kiezen b = (0,}). De algemene oplossing is dus

1 l 0
x = aelt v gelt -
-1 -1 }
Vb.11.4.
b 3 =5 X
a (1) '
dt
r X, 2 1 x,
Probeer x = eAtg; de eigenwaardenvergelijking

3 -2 -5 2
= AT = 4% + 13

2 1 -2

]
o

heeft complexe wortels X

I
fas
I+
(W]

[

Deze oplossingen zijn toegevoegd complex. Ook oplossing zijn

A=2+31i: (3-2 - 3i)a1 - 5a2 = 0 geeft a = (5,1 - 3i),
i A=2-31: 3 -2+ 3i)a1 - Sa2 = 0 geeft g = (5,1 + 3i).
\ Zo vinden wij de complexe oplossingen
:ij 5 5
t y = e2t-+ 3it en z = e2t-31t .
: - 1 - 3i 1 + 31
; 5 cos 3t 5 sin 3t
' 2t 1 2t
| by*z) = e » 37 (y72) = e
F* cos 3t+3 sin 3t sin 3t-3 cos 3t
; De algemene oplossing is dus

2t 50 cos 3t + 58 sin 3t

X = e
(3a+B)sin 3t + (a—-38)cos 3t
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Kiezen wij nu @ en B reéel, dan krijgen wij alle reele oplossingen.

Ter oplossing van een lineair inhomogeen stelsel D.V.

|&

= A(t)x + b(t) (1)

=9

t

bepalen wij eerst de algemene oplossing van het bijbehorende lineaire homo-

gene stelsel

= A(t)x. (2)

&

Vervolgens zoeken wij &&n oplossing van (l). De algemene oplossing van (1)

volgt dan door toepassing van de volgende stelling.

Stelling Als i(t) een oplossing is van (l) en als h(t) de algemene oplossing

is van (2), dan is 1 + h de algemene oplossing van (1).
Bewijs, Als i(t) voldoet aan (1) en h(t) voldoet aan (2), dan

di(e) dn(t)
——— = ADi(E) + b(E) , ——

= A(t)h(t).

Na optelling volgt, op grond van de lineariteitseigenschappen van afgelei-

den en lineaire afbeeldingen, dat

L) ¢ a0 = AR + ()] + B(L),

dus dat i(t) + h{t) voldoet aan (1).
Anderzijds, zij i(t) oplossing van (1) en zij y(t) een willekeurige andere

oplossing van (1), Dan

Q-nl [aN
i<
i
B
+
o
-
n1 =y
] Ie
I
o
1=
+
1o
n1m

T
o~
i
{
h
p—
1
o
~—
3
1
L
S

Dus y - i is een oplossing, zeg h, van (2):
Y - i=h, y() = i(t) + h(t).
Elke oplossing van (1) is te schrijven als i(t) + een oplossing van (2).

Vb.11.5. X 5 -6 X 4

= -e
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Ter bepaling van een oplossing proberen wij

b 5 -6 b 4
! t ! t
X =e b, dan e = e - e s
b2 3 -4 bz 3
b1 = 5bI - 6b2 -4
b2 = 3b1 - 4b2 -3,

1

waaruit b = (1,0). Met Vb.ll.l. volgt de algemene oplossing van het inhomo-

gene stelsel

ueZt + Be_t + et

1 1 .0

1x
I

Opmerking. Wanneer in de inhomogene term dezelfde e-macht voorkomt als in de
algemene oplossing van het homogene stelsel, dan is een meer ge-

raffineerde substitutie nodig.

Laplace-transformatie

Zij £(t) zodanig, dat voor alle voldoend grote p

o

F(p) = J e P (t)de
0 _

bestaat. De aldus gedefinieerde functie F(p) heet de Laplace-getransformeer-

de van £(t)

Notatie: F =&(f) of F(p) =h{f(t)} .

Voorbeelden 12.1.

f(t) F(p) geldig voor
L0t 1

e > - & P>a

n

t 1
?I.T n+1 p>0

P

n

ET eat 1 P> a

=]

(p-o)™**
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f(t) F(p) geldig voor
P
cos Bt 73 p>0
p +B
‘ B
sin Bt 55 p>0
p +8
e®t cos 8t ____B%E___E P>a
(p-a)” + B
at . g
e sin Bt > 3 P>
(p=a)” + 8

Bewijs: Zie Wiskunde 20, hoofdstuk 10 en de hierna volgende Eig. 2.

Voor de overgang van f(t) naar F(p), de zogenaamde Laplace-transformatie gel-

den de volgende eigenschappen:

Eig., 1 £ is een lineaire afbeelding: voor o en B constant geldt
Liaf(e) + pg(0)} = aki£()) + 8llg(o)} .

Bewijs: Uit de definitie,

Eig. 2 Als {{£(c)} = F(p), dan &{e®“£(t)} = F(p-a).

Bewijs: J e*FE(t)e Pt = J £(eye” P tqe,
o 0
Eig. 3 KL ()Y = - £(0) + pK{f(t)} als lim f(t)e—pt = 0
t > o
mevige: MEN(©)) - J £'(t)e Plar = [£(e)e PFIG+ p J £(t)e Phar =
0 0

- £(0) + ph{E(E)} .

n

Big. 4 &£ ()} = - @ Doy - pe@ D0y - ... - 27 (0) + i)}

als tim £® (e =0, k=0,1,..., n-1.
t &> >
ﬁ Eig. 5 Als R{f(t)} = K{g(t)} voor alle voldoend grote p en als f(t) en

| g(t) continu zijn, dan is f(t) = g(t) voor alle t = 0.

Bewijs: Met complexe functietheorie.
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Definitie: De convolutie van f£(t) en g(t) is de volgende functie van t:
t

feg-= J f({t)g(t-1)dr.
0

Opmerking. £ ® g = g ® f omdat (noem t-T = o)

t 0

J g(t)f(t-t)dr = ~ J g(t—c)f(o)dd;
0 t

Eig. 6 &{f ® g} = &£y} . dlgee)} .

o0

]

Bewijs: Jl{f(t)} . g{g(t)} J f(T)e-pTdT J g(o)e-pcdo =

0

JJ f(r)g(c)e_P(T+O)de0

over het eerste kwadrant. Noem ¢ = t-1, dan
o t
= I e_ptdt J f()g(e-Tt)dT ==£{f ® g} .
0

1
(p=a) (p-8)

Vb.12.2. &{h(£)} = . Gevraagd h(t) als o # B .

Oplossing met eig. 6:

_______J:____ = at ‘ Bt _ ot Rt
(p~a} (p-B) K(e®ty . Lle }\ ike ® e”"}
en
t
et @ oBE - J OTB(E"T) o [ Bt aég.e(a—s)T]g ]
0
= .Ei_é. (eat - eBt) .

Oplossing met eig. I:

s 1 21 1 14 et - eBt
| (p—a) (p-B) u-B [p-a p“B] ..13{ ) X

Vb.12.3.

cf.{h(t)} = ——-—-g——-—-—-i— . Gevraagd h(t).
(p—)” + 8
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o
p—o + = B _
g 5 = 25 5 =J:{eat cos Bt} + %-&{eat sin Bt} =
(po)” + 8"  (p—o)” + 8

==Q{eut(cos Bt + %—sin Bt)} wvoor & # O.

In het bovenstaande zijn gegeven een beknopt "woordenboek" en enige "taal-
regels" voor de Laplace-transformatie. Wij kunnen de Laplace-transformatie
gebruiken om een probleem voor een functie te "vertalen" in een probleem
voor de Laplace-getransformeerde F = Kif} . Soms is dit laatste probleem
eenvoudiger op te lossen dan het oorspronkelijke probleem; dan rest nog het

"terugvertalen".

Deze methode kan met vrucht worden gebruikt bij het oplossen van een line-
aire differentiaalvergelijking met constante koefficienten van orde n, in
het bijzonder wanneer de oplossing wordt gevraagd die aan gegeven begin-
voorwaarden voldoet. Wanneer y(a), v'(a), ..., y(n-])(a) zijn gegeven, dan
leidt de Laplace-transformatie naar de ene verlangde oplossing soms op meer
directe wijze dan de vroegere methode, waarbij eerst de algemene oplossing

moest worden bepaald.
Vb.12.4. y" - 4y' + 5y = 2e%, y(0) = 2, y'(0) = o.
Zij y(t) de gevraagde oplossing en zij A{y} = Y, dan volgt met eig. 3 en 4:
K{y'} = pY - 2 enOQ{y"} = p2Y - 2p.
Voorts volgt uit Vb.]2.1. ‘
Lioety = 2, .
p-1
Het probleem voor y(t) wordt dus getransformeerd in het volgende probleem
voor Y(p):

(p2 ~4p + 5)Y = 2p - § + E%T .

Deze vergelijking kan eenvoudig worden opgelost:

2p2 - 10p + 10

Y = — > .
(p” =~ 4p + 5) (p-1)

Omdat het rechterlid niet in de rechterkolom van Vb.12.]. voorkomt, splitsen

wij ten bate van het terugvertalen als volgt in breuken:
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v =14 p-2 _ 3

Tl et 1 22 4

Hieruit volgt de gevraagde oplossing

y(t) = et + e2t cos t - 3e2t sin ¢,

Vb.12.5. y" + bly = t2 & £ + 2/62, y(0) = y'(0) =

1
=

Zij y(t) de gevraagde oplossing en zij R{y} = Y. De Laplace-transformatie
leidt tot

Breuksplitsing leidt weer tot de oplossing y(t). Wij kiezen een andere weg,

via de convolutie en Eig. 6:

1 b 2 1 2
Y==, —— . [+ 5+ =
2 2 3 2 2 !
P pTb > »° b p)
y(t) = L {sin bt) e (t2 +t o+ 2,y -
b b2
t
= %- J (T2 + T + gf) sin b(t-t)drT.
0 b
Deze integraal is elementair uit te rekenen:
2 .
t t bt
V() = =y - S
b b b
Vb.12.6. %, 5 -6 x, 4 x,(0) = 0,
d _ t
T - - e ;
X, 3 =4 X, 3 XZ(O) = 0,

Zij x(t) de gevraagde oplossing. Noem
K{xl} = Xl en éi{xz} = X2.
De Laplace-transformatie van het probleem luidt:

Xl . 5 -6 X] I 4
P = = '5__] ’
XZ 3 =4 Xz 3
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(p-‘S)XJ + 6X2 = =4/ (p-1)

- 3xl + (p+4)x2 = - 3/(p-1),

2 - 4p 1 1 2

Xy = - (p+) (p-2) ~ p-1 ¥ p+!  p-2

X = -3 _ 1 _ 1
2 (p+t1)(p-2) p+l  p=2°
dus-
X, = et + e_t - 2e2t en X, = e-t - 2t.
1 2
Vb.,12.7.
X, 6 4 X, xl(O) = a,
d_ =
dt *
X, -4 -2 Xy x2(0) = b,

Noem £{x} = X, dan volgt

f Pp-6 4 X a

4 p+2 X, b

b

Dit heeft als oplossing

- {p+2)a + 4b _ a , bfatb)

e TR T T e

X
- 2
: (-2 PP (-2
.%E;
: g = £p=6)b - 4a _ b _ _ 4(atb)
| et P el

zodat de gevraagde functies zijn

ant + 4(a+b)te2t

%1

be2t - 4(a+b)te2t.

Xy

13, Machtreekssubstitutie

Met de in het voorgaande behandelde methoden is slechts een betrekkelijk
klein aantal typen van differentiaalvergelijkingen oplosbaar, zeker indien

men met "oplosbaar" bedoelt dat de oplossingen zijn te schrijven als poly-
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nomen, e-machten, sinussen, ete., en inversen en combinaties van deze ele-
mentaire functies. Een grotere klasse van differentiaalvergelijkingen wordt
oplosbaar, wanneer ook wordt toegelaten dat een oplossing wordt gegeven als

som van een convergente machtreeks.

In een aantal gevallen kan men oplossingen in de vorm van machtreeksen ver-
krijgen door in de differentiaalvergelijking voor de onbekende functie een

machtreeks met nader te bepalen koefficienten te substitueren. De eis wordt
dan dat de koeéfficienten van gelijke machten van de onafhankelijk variabele

in linker- en rechterlid gelijk zijn.

Vb.13.1. y' - xy = 0.

_ , 2 3 _ v n
Probeer y = Uy * u % + u x4 uqX 0. = z ux,
n=0
dan y'o=u, 4+ 2u.x + 3u x2 +o0. = E nu xn—] = E (n+u_  x"
1 2 3 L n n+l” °
n=1 n=0
Substitutie levert
2 3 _ 2 3
u, + 2u2x + 3u3x + 4u4x ... = x(u0 + ulx +u2x + u3x S
Gelijkstelling van de koefficienten van
0 1 2 3 n-1
X 3 X 3 X 3 K yeeey X yres
levert
u, = 0, 2u2 = Ug» 3u3 = ul,,4u4 S Upseney MU T U oyee. .

ern
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De oplossing luidt dus

2n
X

y(x) = uy ¥ .
0 n=0 2™"n!

Deze reeks is convergent voor alle x.

Opmerking. In dit voorbeeld kunnen wij zelfs de reeks sommeren, d.w.z. de
som uitdrukken in een elementaire functie, namelijk
2

1
X
e?” |

y(x) = u,
Inderdaad is de D.V. door scheiding van variabelen direct oplosbaar.

Vb.13.2. y' = x + y%, y(0) = I.

Machtreekssubstitutie levert

2 _ 2 2
ul+2u2x+3u3x tou. = x+(u0+ulx+u2x +...)(u0+ulx+u2x teuada

Door gelijkstelling van koéfficienten van gelijke machten van x verkrijgt

men:

koef- X ul = uo.

kcef. xI: 2u

1 + uu, + u,u

2 01 1°0
koef. x2: 3u, = u.u, + u,u, + u,u
3 072 171 270
v 3 .
koef. x7; 4u4 = uou3 + 1,1]u2 + u2u] + u3uo.

Teneinde een overzichtelijker geheel te krijgen gebruiken wij het sommatie-

teken,

a0

Substitutie van y = Eh=0 unxn geeft

vy =0 ¥ ux Il Youx] = E Youwu,x =
k=0 ¥ g5 * k=0 g=0 X %
» = F LY ukun_k]x R

n=0 k=0

waarbij k+& = n gezet is. De D.V, wordt

oo oo n
Z- (n+_l)u xn‘—‘x+ Z L E uu_ ]Xn .
n=0 n+] n=0 k=0 X n7K
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Gelijkstelling van koeéfficienten geeft

17 Yo
2u24= 1 + 2“09}
n .
(n+1)gn+1 = 3 wu . voor m > 2,
k=0
Uit de beginvocrwaarde y(0) = | volgt u, = 1. De overige koifficienten zijn

_ _ . 0
uit de zojuist afgeleide relaties successievelijk uit te reskenen, omdat LI
uitgedrukt is in Ups Upseeiy U . Daarmee is het vraagstuk in principe opge-
lost, wanpeer wij ons er nog van overtuigen dat de verkregen machtreeks al-

thans voor zekere x # 0 convergent is. Met dat doel constateren wij eerst

Ug T up T I uy =5, ug = 3 (uguy +up +usug) <5,

en claimen wij vervolgens dat voor n > O

n+l

u = (@N 3 .
n i}
Bewijs (volladige inductie):

k+1 n-lz4-1 n+2

PEGF e ®

De termen van de oplossing

(n+1)u

I 153

<
n+l

k=0

©a

Z 1 xn
n=0 =

zijn dus voor x > 0 kleiner dan de termen van de reeks

Voor de laatste reeks volgt uit het eriterium van Cauchy de convergentie

voor

3/2

|x| < 3 .

De gevonden oplossing is dus eveneens voor tenminste deze waarden van x con-

vergent,
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Algemeen beschouwen wij thans een lineaire differentiaalvergelijking van ho-

gere orde

y' +a(x)y' + b(x)y = £(x), y(0) = p, y'(0) = q,
waarvan de koéfficienten ontwikkelbaar zijn als machtreeksen in x met een
positieve convergentiestraal

a(x) = anxn, b(x)= } b x", £(x) = § fnxn.
n=0 n=0 © n=0

De bewering is dat deze D.V. oplosbaar is door machtreekssubstitutie.

Stel
y = E ux,dany'= } n unxn_l = Z (n+l)un |X . en
n=0 n=| n=0
wo_ % _ n—-2 _ - n
y' = nzz n(n l)unx = Zo (n+2)(n+1)un+2x .

Substitutie levert

[e=]

] 2y (mrya_ x" + [kEO a, X0 ) (+Du,, x5+

= 2=0
v kqp ¢ 2 < n
+ 0} b,x L] ux1= 7 £x.
k=0 & =0 * n=0 ©
Bedenkend dat de beide producten kunnen worden geschreven als
I} " 1l °
¥ - a__ {2+ 1)u X en ) b__,u, |x,
n=0 \g=0 =% A+ n=0 | g=0 P4

krijgen wij door gelijkstelling van koéfficienten van gelijke machten van x

(n+2)(n+1)un+2 = fn -

I ~13

n
g (WD, - Z Pn-2y

£=0 2=0

o voor alle gehele n 2 0. Hierdoor wordt u uitgedrukt in Ups Ups Upseensl

n+2

u__ .. De beginvoorwaarden geven

n+l

u0=p,u]=q,
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en alle andere koéfficienten zijn dus in p en q uit te drukken. Hiermee is

in principe de oplossingsmethode behandeld. Zonder bewijs delen wij mee dat

oo
. n . .. ,
de gevonden oplossing Z u X inderdaad een positieve convergentiestraal

heeft, n=0

Vb.13.3. y" 4 22y=0

1-x

De machtreekssubstitutie leidt via

o oo Zk 20 2
Po2)(mtl)u_ L x" + 207 XN T u,x*l=0
n=0 n+2" k=0 aog X

tot resultaat. Het is handiger om in plaats van de gegeven differentiaal-

vergelijking te beschouwen
2 "
(0 -x7)y" + 2y = 0.

Machtreekssubstitutie in deze vergelijking geeft

Z (n+2)(n+1)un+2x -7 n(n-l)unx + 2 Z ux = 0.
n=0 n=2 n=0

n

Hieruit volgt

2u

g * 2u0 o, 3.2.113 + 2ul =0 en, voor n = 2:

1

(n+2)un+2 (n-2)un.

Het is zinvol om even en oneven indices apart te bekijken.

Voor n = 2m P U, = < oug, 4u4 = 0, ue = 0, ...
en er blijft : uo(l - xz).
- A . - -1 . = -
Voor n = 2m-1 P u, 3Y; en, voor m 2 2: (2m.+1)u2m+l (2m 3)u2m_].
Uit
|
? u _ 2m-3 u o 2m-3  2m-5 a - -
e 2m+1 2m+]l "2 (m-1)+] 2m+] " Zm~1 "2(m-2)+1 °'°
- Qo) Ow5) ne?) be 31 L 3 Lo T
(2o+1) o~1) (Zm-3) ... 7.5 "3 4m2—1 31 4m2—]
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volgt voor de oneven termen

bl 2m+ |
X

—u]

m=0 4m2~1

De algemene oplossing is dus

o x2m+]
) L

m=0 4m

2-]

¥y = uo(l - x2) - u

de machtreeks is convergent voor |x| < 1.

Opmerking. Het gevolgde procédé van machtreekssubstitutie kan ook worden uit-
i gevoerd met machtreeksen in {x~a}, a constant, dus met reeksen

van de vorm

u (x - a)n.
nZO o

8§14, Uitgebreide machtreekssubstitutie

Vb.l4.l, 2xy' - v =0,

Substitutie van y = Z unxn leidt tot
n=0

[ n£] ?n u x nzo ux = 0,

! waaruit volgt
(2n-1)u_ =0, dus u = 0 voor allen = 0,
n n

Machtreekssubstitutie levert dus alleen de nuleplossing. Met scheiding van

variabelen is eenvoudig in te zien dat de algemene oplossing luidt

y = O/ |x|.

04,

Deze oplossing is inderdaad niet in een machtreeks naar machten van x te
ontwikkelen, Het i$ niet verbazingwekkend, dat onze methode faalt, omdat in

de differentiaalvergelijking
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de koefficient van y niet ontwikkelbaar is als machtreeks in x.

Opmerking. Substitutie van een machtreeks in (x—a)} met a # 0 leidt wel tot
het gestelde doel.

De voor toepassingen in natuurkunde en techniek belangrijke differentiaal-
vergelijkingen zijn vaak van het type waarin de gewone machtreekssubstitutie
faalt. Wij bespreken een gewijzigde methode die bruikbaar is voor D.V. van

de vorm

xy"' + xa(x)y' + b(x)y = 0, met

a(x) = ) a %, b(x) = ¥ bx.
n=0 © n=0 "

Substitueer, met u, # 0,

o

¥y =X I u xn, dan

F; n=0

» L (a+A)(n+Ai-1)u N ) akxk Y (£+A)u£x9’+A +
4 n=0 n k=0 2=0
+ Z bkxk ) ung+A = 0,
k=0 £=0

: . oo s Atn
& Nadat weer k+2 = n gezet is, volgt voor de koéfficienten van x voor n z 0:

n n
(n+1) (n+r-1)u + Z a__ (&+X)u, + Z b
n =0 n-4 £ 4=0

n-g% = O

Voor n = 0 staat hier de z.g. indiciaalvergelijking

Az + (a0 - 1x+b. =0,

0
waarvan wij de wortels noemen A, en AZ. Voor alle n 2 | herleiden wij tot

fﬂ n-1
; [(@*2) (n+d=1) + (n+d)ay + bolu = - QZO [(e+M)a _, +b _ Tu,

n=-l
| (@22 ) (n+r-du = - 220 [(+d)a _, +b _ Ju, .
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Nadat voor A &én der wortels uit de indiciaalvergelijking is gekozen, kan

hieruit successievelijk Ups Ups Ugyee. worden bepaald, mits

(n+l—11)(n+A-A2) # 0.

Als Al - 12 # geheel getal, dan is aan deze voorwaarde steeds voldaan., Wij

vinden dan twee oplossingen van de vorm

v (x) = Pou ™21 en Y, (x) = ) unxn+12.

Als 1] - 12 = geheel getal = 0, dan is aan de voorwaarde steeds voldaan voor

A= A], maar niet voor A = Age Wij vinden dan in het algemeen slechts é&én
oplossing van de vorm

n+l1
ux .
n

I 18

y,(x) = )
1t

Zonder bewijs delen wij mee, dat er in dit geval een tweede oplossing te vin-

den is van de vorm

¥,(x) =y (x) logx+ [ v K42
72 1 =0 D

(vergelijk de D.V. van Euler in §10 wvoor A A

1= M)

Vb.14.2. De differentiaalvergelijking van Bessel

XZY" + xyt + (xz - pz)y = 0, P = 0 const.

Probeer met nader te kiezen A en un en u0 #£0
A - n
¥y =X E ux,
n=0 o
dan volgt na substitutie van
° A+n-1 et A+n-2
y' = E O+n)u x* 0 , V' = Z O4n) (A4n=1Du x n .
' n
n=0 n=0

. -] @x
¥ (A+n)(1+n-l)unxk+n + 7 (A+n)unx}L+n + } u AT p2 }u x"Pag

=0 n=0 n=0 ° n=0
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r [(en) - pzju N Fou NG
n n
n=0 n=0
Gelijkstelling der koefficienten van xk, van XA+1 en, voor n = 2 van xk+n

levert
02 - phu, = 0,
[(1+1)2 - p2]u] = 0,
[(k+n)2 - p2]un tu _,=0.

De indiciaalvergelijking geeft l] = p en Az = -p,

Als X = p, dan volgt uit de overige vergelijkingen

en voor de even indices

2 2
[{p+2n)" -p ]uzn *u, o= 0,
u u
0. = - 2{n-1) - = (_l)n 0
2n 4n(n+p)

4“[1! (n+p)(n+p—l) ver (2+D)(1+p) .

Dit geeft de oplossing qu(x), waarin o constant en

| B (-n*° A
Jp(x) -5 néo nl (o+p) (ntp-1) ... (2+p) (1+p) (E) ,

genaamd de Besselfunctie van de eerste scort van orde p,

Als A = -p, en Al - AZ = 2p # geheel getal, dan volgt, op dezelfde manier

als voor ) = p: Up S Uy S U = oL, = 0 en wij vinden een oplossing die ont-—
staat uit de eerste door overal p door —p te vervangen:

I (x) = ¢ E n* (E)zn_p

-p P 2o n (@p)(n-p=1) ... (2-p)U-p) \2

Opmerking. cp en C—p zijn hier niet nader aan te duiden constanten.

Als A = -p, en A] - Az = 2p = geheel getal > 0, dan zijn er twee mogelijk-

heden die wij zonder bewijs meedelen,

a) p geheel, In dit geval is er een tweede oplossing van de vorm

v 2n-p
Y (x) =J log x + v
p(®) = J_(x) log nzo o
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te vinden, genaamd de Besselfunctie van de tweede soort van orde p.

by p = L+ L (2=0,1,2,...)

In dit geval is de tweede oplossing J_Z_%(x).

Wij concluderen: als p niet geheel is, dan zijn de oplossingen van de D.V.

van Bessel

aJp (x) + BJ_P (x).

@ L 0o \2n
60 = [ (%) '

De grafiek van Besselfuncties is voor grote x oscillerend., Dit constateert

men uit de differentiaalvergelijking zelf:

2

'

Y“+;Y{—+Y_£5Y=O.
X

Direct te schetsen is de grafiek van

_ 5 GO 20vf _
J£CX) = g 2.4, ... (2n).3.5. ... (2n+]) ®
n=0
? i l__ E (_l)nx2n+l . sin x
; YX n=0 (2n41): Vx

’ Vb,14,3. De gemodificeerde differentiaalvergelijking van Bessel
x2y" + xy' - (x5 + pP)y = 0.

Als oplossingen treden op de gemodificeerde Besselfuncties

o 1 £ \20HP
T = L )
P n=0 n! (n+p)(n+p-1) ... (1+p)

b en, voor p geheel,

P

. Kp(x) Ié(x) log x + x



3

" 132 Die Zylinderfunktionen The Bessel Fenctions

N
S )
Fig. 77 und 78 Die Besselsche Funktion Jv (x) der beiden reellen Verdnderlichen x und »

Fig. 77 and 78 The Bessel funclion Jv (x) of the two real variables x and »
(—4 <v <10)

Uit: Jahnke - Emde - Losch, Tafeln hoherer Funktionen, Teubner.
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Iteratiemethode

Gevraagd wordt een benadering van de oplossing y(x) van

y' = £(x,y), y(a) = b.
Substitueer y(x) en integreer tussen de grenzen a en x, dan krijgt men
X
y(x) = b + J flt, y(t)ldt,
a

een integraalvergelijking die gelijkwaardig is met het oorspronkelijke pro-
bleem. Wij trachten deze intégraalvergelijking op te lossen door in het
rechterlid een "benadering" yl(t) in te zetten in de hoop dan een 'betere
benadering"
X
yz(x) =b + J fle, yl(t)]dt

a

te verkrijgen. Dit proces wordt een aantal keren herhaald. Gaat men bijvoor-

‘beeld uit van de constante functie y](x) = b, dan worden successievelijk

yz(x), Y3(x),... bepaald door
' X
(x) =b + J flt, yn(t)}dt, n=1,

a

Yn+1

De vraag is nu, of de rij functies yl(x), yz(xj,... convergeert naar een
limietfunctie, die oplossing is van het gestelde probleem. Op grond van
v (x) =y, (x) + [y, (x) -y, ()] + Ly, (x) - y, ()] + ...
ees T [yn(x) - yn_] (x)]

komt dit neer op.de vraag of de reeks

convergeert. Hierdover bestaan algemene uitspraken. In concrete gevallen is

ook zonder theorie soms wel iets te zeggen.

Vb.15.1. y' = x + y2, y(0) = O.



- = ey

]

2

Begin met yl(x)

yz(x)

Y3 (x} =

Y4 (x)

Over de fout is

voor x > O

¥

Voorts geldt, =z

L]

oy

...44_

= 0, dan
X X
2 2
=0 + J Ct + yl(t)]dt = J tdt = Ix° ,
0 0
X
_ 1 4, _1 2 1 5
J (t + 7 byt =2 x" 4 55 X
0
X
- 1.4 1 7 1 10, _1.2 1 5
= J (t + 4 £+ 55 £t 700 t )dt = TR +
0
1 8 1 Il
* 160 * T %Goo * » et¢

het volgende te zeggen. Zij y(x) de oplossing, dan geldt

X + yz >x, dus y > % xz,
2 1 4 1 2 1 5
x+y > x+ 7 X dus y > 7 X + 55 X » etc.
olang y(x) < 1 blijft,
X + y2 <x+ 1, dus y < x + % xz,
2 2 .3 .1 4, 1 2 1.3 1 41
Xx+y <x+x"+x + % x , dus ¥y < 5 X + §-x + Z—x + 20
etc.

Over de convergentie kan het volgende worden gezegd. Uit de iteratieformule

Y, .

n+l

volgt dat

Yn+](

X
X) = J [t + yi(t)]dt
0
X
Y-y = | y2) - v ()lde =
x v, (x) = J Y. t yn_l(t) t =
0
X
= Eyn(t) + yn_l(t)3[yn(t) - Yn_l(t)]dt.

X

5
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Zolang maar geldt (x)| £ 1, volgt hieruit voor x > 0
yn

X
|Yh+](x) - yn(x)l <2 J |yn(t) - yn_](t)|dt.
0
Wegens
2
|y, () - y, ()| = 3t
is dus
- 1 1.3 _ 2 1 1 1 4
|YB Yzl 2' 2 3 X ’ |Y4 Y3| < 2 . E’ 3 4 X ) etf_‘..,
1
L 1 )™
e A A I

Wegens comvergentie van Z(Zx)n+]/(n+!)! is ook de reeks Z(yn+l(x) - yn(x)),

dus de rij yn(x), convergent,

Dezelfde methode kan worden toegepast op stelsels D.V. van de eerste orde.

Dit is ook van belang voor D.V, van hogere orde.

y' = f(x,y,2), z2' = g(x,y,2), y(a) = b, z(a) = ¢

is gelijkwaardig met
y(x) = b + J fle, y(t), z(t)ldt, z(x) = ¢ + J glt, y(t), z(t)ldt

a a

Begin met Yl(x) = b en ZI(X) = ¢ en definieer voor n 2 1 de functies yn+1(x)
en zn+](x) door
X X
Yooy ) = b+ J flt,y (£), z (£)1dt, 2 , (x)=c+ j glt,y (t),z_(£)]
a a

Vb.15.2. y" = x + yz, y(Q) = 0, y'(0) = 1.
Noem z = y' dan krijgen wij het stelsel
: . 2 -
y =z, z' =x+y, y(0) =0, z(0) = 1,

dat gelijkwaardig is met
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X X
y(x) = J z(tidt, z(x) =1 + J (e + yz(t)]dt.
0 0

De iteratie verleoopt nu als volgt

7, =0y, = x ya0x) = x + £ x°

zl(x) =1, zz(x) = | +~% xz, zBCx) =1+ %—x? + é—xB .
v, (x) = x + % x> + %3-x4

za(x) = ] + %—xz + %nxS + %g-xs + Eéf x7, etc.

§16. Numerieke methode

De oplossing door het punt P0 = (xo,yo) van de D.V,

T

y' = f(x,y)

heeft in PO een raaklijn met richtingskoefficient f(xo,yo), dus met verge-

lijking
Y~ ¥y = £y (x - %)
Door het punt P1 = (x],yl) van deze rechte, waarvoor geldt
'r‘ YI ‘- yO = f(xosyO)(x] - xo)l '
gaat een oplossing van de D.V, waarvan de raaklijn in P] de vergelijking
Yy - yl = f(xlsyl)(x = x])
heeft. Door het punt P2 = (xz,yz) van deze rechte, waarvoor geldt
Yy =¥y =BGy (x, - %))
gaat een oplossing waarvan de raaklijn in P2 is
Y - ¥y = £(%,¥,)(x - x,).
Zo verder gaand bereiken wij het punt Pn = (xn,yn) met

Vo ™ Tp-p = £y ¥ )(x, - % _,), vaaruit

= Tas T T



0

Yo = Op = Tpugd ¥ Oy = Ypopd et (G T ¥ H ) ¥ * g

= ¥y + f(xo,yo)(xl - xo) + f(xl,yl)(x2 - x]) +...

- f(xn—l’ yn-])(xn - xn—])'

De gebroken lijn, die in PO’PI’PZ -
heeft, wordt nu als benadering van de oplossing door P0 genomen. De vraag is

.,Pn de richting van het richtingsveld

in hoeverre deze gebroken 1lijn van de werkelijke oplossing afwijkt en over

welke middelen wij beschikken om de benadering te verbeteren.

Wanneer de stapgrootte constant wordt gemomen,

X, = X = h,

k k-1

dan vereenvoudigen de formules zich tot

Y, T Vo = hEGx 17

n-1° Yn-

]
]

n
Yo * B kzl Eloyys Yiep )t

x + yz, y(0) = 0. Gevraagd in 3 dec. nauwkeurig y{1).

Vb.16.1. v

Wij verdelen het interval 0 < x < 1 eerst in 2 gelijke stukken (h = 1), en
vervolgens in 4 gelijke stukken (h = }). Achtereenvolgens berekenen en tabel-

leren wij

Xk_ ’ Yk H f(Xk,Yk). h f(xksyk)s

waarbij

wordt gevonden door optelling van het resultaat in de derde en vijfde kolom

van de vorige regel.



v

koo
0 0

1 0.5
2 1

0 0

1 0.25
2 0.5
3 0.75
4 1

0.0625
0.1885

0.3851
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f (xk ’yk.)

0.25
0.5039

0.7855

0.0625

0.1260

0.1966

Vervolgens maken wij h = %, dan %E » ete,, net zo lang totdat de uitkomsten

minder dan § . 10--3

van elkaar verschillen. Dit rekenproces wordt nu eerst

geanalyseerd met een blokschema en vervolgens beschreven met ALGOL.

L n :=1/2 ]
?
y, =0
— y.
1 Y
. rx 1= Oi y =0 ]
F 4 1
f r=x+ y2
l
lx =x+h l
|
Ly t= y + h.f I
l
X % 1
nee ja
Iy-*ye|¥£.103
nee ja
print y Vo 7Y
l
stop h := h/2
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begin real h, x, v, ye, £5 h := 1/25 ye =
one! x :=0; y := 03
two: f i=x+y t2; x:=x+h;yi=y+h*f,
if x < 1 then goto two;
if abs (y - ye) > . 0005
then Eggig ye = y; h = h/2; goto one end;
print (y)

end

Opmerking 1. Het is de vraag of dit rekenproces ooit ophoudt, m.a.w. of ooit

-3

[y— ye| < i-. 10
wordt.

Opmerking 2. Het is de vraag hoe dicht de berekende waarde bij y(1) ligt.

Als Yy de berekende waarde na de k& halvering aanduidt, dan

volgt uit |yk+1 - yk’ <. 10._3 nog niet dat ook y(l)-ykl < %.10_3,

Opmerking 3. De geschetste methode is een der meest eenvoudige numerieke me-
thoden. In de praktijk maakt men gebruik van meer geavanceerde

methoden die ontwikkeld zijn in de numerieke analyse.
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§1. Lineaire afbeeldingen en matrices

Zij V een vectorruimte. Wij beschouwen lineaire afbeeldingen van V in zich-

zelf, aangeduid door geschreven hoofdletters:
A:v-v, _ J@= VeV

Twee lineaire afbeeldingen heten gelijk, A = B . alsﬂ:_( =(.B}_< voor alle x ¢ V.
De somﬂﬂ-@, het scalaire veelvoud af, het productﬁg}, de identiteit J , de

nulafbeelding 8/, worden gedefinieerd door respectievelijk
(JQ«*@)}.S =Ax +ﬁ§s _ (a)x = aWfin),
@z =4 Gx), dx=x O x

]
o

voor alle x ¢ V.,

Stelling 1 De lineaire afbeeldingen van V in zichzelf vormen een vectorruim-

te. De vermenigvuldiging van lineaire afbeeldingen voldcet aan:

4D - B, @) - WG, R+HC -RCBC,
A&+ Cy - AB. AC,

Bewijs. Wij bewijzen slechts de associatieve eigenschap. Per definitie geldt
(ABC i = Ar®Crx =R B C w1,
F A - ABYCw A B w1

Omdat voor elke x ¢ V de rechterleden gelijk zijn, geldt per definitie
\)Q(SBC ) = (ﬁ@)ﬁ . De andere eigenschappen worden op analoge wijze bewezen,
Opmerking: De commutatieve eigenschap geldt in het algemeen niet voor de ver-

menigvuldiging van lineaire afbeeldingen.

Vb.1.1. Zij V = R J‘%de rotatie over {ﬂ,@ de projectie op g, = (1,0). Z:._]

=(0,1) dan ls\ﬁ@e Eﬁ({‘be)=ﬁe = e, @.@e @(ﬁle) (be

Vb.1.2. Zij v = R ‘ﬁz de rotatie over v om de x—as,@ de rotatie over ir

om de y-as. Dan :.s\f‘L (554 j’ ﬁ@%m ﬁZI’BZ (o 2&22

Vb.1.3. Zij V de vectorruimte van alle polynomen x(t). De differentiatie /4

en het met t vemenigvuldigen@ zijn lineaire afbeeldingen:

Hxe) = x' (), Oxe) = tx(t).
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Dan isx@ﬁ}—ﬁ3u@= i omdat voor elke x(t) geldt
Cex(ed1" — ex'(£) = x(t).

Wanneer V eindig dimensionaal is en de gehele V beeldruimte vanuﬁ is, dan

bestaat de inverse U@;l vantji, gedefinieerd door
- 1

z=ﬁ, Ealsz_<=ﬁ,_}1,

en met de eigenschappen

AT - /A LY , (AT = D1 St

Een basis van een vectorruimte V van dimensie n is een stelsel van n

onafhankelijke vectoren waarvan elke vector uit V een lineaire combinatie is.

Zij Epseers & basis van V en zij voor x € V

¥ = xpep et xpe, = By Xge

F De nx] matrix, die bestaat uit de componenten xj heet de kolom van x t.o.v.

de basis Eys+evr8 en wordt als volgt genoteerd:

Bij gegeven basis wordt x omgekeerd bepaald door X.

Stelling 2 De kolom van een lineaire combinatie van vectoren is de overeen-—

komstige lineaire combinatie van de kolommen van deze vectoren.

Bewijs. Zij z = ax + By en zij X', Y , Z de kolom van x, y, z t.o.v, de ba-

sis e,.eey € o Bewering: Z = aX + BY.

s Inderdaad,  voor

x;e. = I .e, ig z = L, .+ e,
» ¥ S Iy Y8y sz = Iy (x4 Bye,

ST TR e TR T e
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axy + By ]
Z = . = g . + B = oX + BY.
Otxn + Byn X

Het bewijs voor het geval van een lineaire combinatie van meer dan twee vec-

toren gaat net zo.

De lineaire afbeeldingufaz V + V heeft tén opzichte van de basis e ,,..,e

=1 n
de nxn matrix A, waarvan de kolommen zijn de kolommen t.o.v. g,,...,e
van de beelden(ﬁlgj van de basisvectoren (j=I,...,n).Als

11 1j In
J@ e, = It a,.e., dan A = . . . .
=3 1=l 1j-1
a v B_+ 0 v &
nl nji nn
Eq Bij gegeven basis wordt A& omgekeerd bepaald door A.

Stelling 3 Zij X de kelom van x en A de matrix van A t.o.v. de basis

€,,...,6_ van V. Dan is AX de kolom wvan JQx £,0.Ve €, 5400358
=1 ~n = =1 =n

Bewijs. uq§ = UQ(Z?=1 xjgj) = 1% xqugj heeft wegens stelling 2 ten ge-

1=l
volge dat
a a a,,x, +..+* a, x
kolom 1! In 1171 InTn
van = x . +...4+ % . = . =
| n
JQE . . .
a a a %, +..+a x
nl nn nl"1 nn n
al] .« aln xl
= . . . = AX
anl ves ann X

vb.1.4. zij A i R, > Ry, NoemPx = y, dan ¥ = AX:
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Y 211 12 213 X Vi T Bpp%) Y A%, A%,
Yo ) = | 221 222 223 %, | dus ¥y, = ag,x; o2y X, + ayq¥,
Y3 331 235 433 x5 Y3 T 83X * agpKy ¥ a3q%g

Vb.1.5. Zij \/%: R2 - R2 de projectie op de x-as. T.o.v. de basis e = (1,0),
e, = (0,1) is

-2
1 0 X 1 0 X
A= en =
0 ¥ 0 0 0 v
Vb.1.6. Ziij@ : R2 -+ R2 de spiegeling aan y = x. T.o.v. de basis e = (1,07,
e, = (0,1) is
0 i v 0 1 X
A= en =
1 0 X 1 0} v

De volgende stelling vat een aantal eenvoudig te bewijzen en reeds vroeger

bewezen zaken samen.

Stelling 4 Als u@ heeft de matrix A engB heeft de matrix B t.o.v. de basis
8 serrsg Van V, dan hebbenJ@~+ﬁ3 ,atﬁZ,LQQB,‘J%"' t.o.v. die
basis de matrix A + B, cA, AB, A_l. Voor matrices gelden eigen—

schappen overeenkomstig de in stelling 1 genoemde.

Vb.1.7. 1 1 1 n
A= dan A" =
0 1 0 |
Vb.1.8. o 1 1 0 0 o 0 1
A= , B = dan AB = , BA =
0 0 O 0 0 0 ¢ 0
Vb.1.9. 0 i 0 0
A= 0 90 ! 0 dan A4 = 0, de nulmatrix.
0 O 1
0 0 0
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Basisovergang

Beschouw twee bases van een vectorruimte V van dimensie n

e “en e en e
€ 10000 &y £

Elke e! is lineaire combinatie van e, ,..., e zeg
-J _1 ’ =n H]

e! =5 .e, +...+ 5 .e = L . s .e , voor j = l,...,m.
=] 131 nj=n k=1 "kj~k
De matrix
11 513 ' %In
8oy s2j ver 8o
S = (Skj) =
8 sve B . +0. 8
nl nj nn

heet de overgangsmatrix bij de overgang van de basis € srees & OP de basis

gi sesos g; . Merk op dat de jg kolom van S bestaat uit de komponenten van
de vector g} t.o.v. de basis g, ,..., e Wij zullen weldra bewijzen, dat

voor de overgangsmatrix T bij de overgang van de basis e! ,..., e' op de
g g =1 =n

basis &) seres &) geldt:
T=s5",
Vb.2.1. V = Rz: EI = (1,0), Ez = (0,1), E; = (4,3), Eé = (5,4).
4 5 4 -5
8§ = en S-] =
3 4 -3 4
= = ‘ = L t o
Vb.2.2. v R2’ El (1,0), _e_z (0,1), E] (1,0), 'e'2 B8,1).
1 8 1 -8
S = en S—] = .
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Vb.2.3. v = R2, e, = (1,0}, ey = (0,13, gj is de over hoek ¢ gedraaide gj,

j=1,2,
cos ¢ ~sin @ Cos © sin ¢
5= en S‘_i =
sin ¢ cos ¢ -sin § cOS ¢
Vb.2.4. V= Ry, g = (1,0,0), e, = (0,1,0), g5 = (0,0,1),
Ei = (1,1,1), §'2= (1,0,1), E:;= (],1,0)-
1 1 1 -1 1 !
s={ 1 0 1]en s! = 1 -1 0
1 1 0 1 0 -1
F Vb.2.5. V=R, e, = (1), g, = (-1,1), e} = (1,5), &) = (3,0).

2 1 1 1
. - -1 .1
; 8§ = en S 5
e 3 -1 3 =2
Vb.2.6. V= R3, e (l,a,b), e, = (0,1,c), ey = (0,0,1),
gi = (1,0,0}, eé = (0,1,0), eé = (0,0,1).
\\
1 0 0 1 0 0
S = -a 1 0 en s '=|a 1
ac-b -c 1 b c 1

Wij onderzoeken het verband tussen de kolom X van een vector x t.o.v.

de basis e, ,..., e en de kolom X' van dezelfde x t.o.v. de basis

-n

[=

1
Bl srets

| (@

Stelling 1 Zij S de overgangsmatrix bij de overgang van de basis € srees &
i 3o vy g% . Voor de kolom X t.o.v. &, ,..., & en

- gé van elke vector x uit V geldt

op de basis e

de kolom X' t.o.v. g; se e

X = sx°' en X' =8 X.

b
1l
[ag ]
E]

Bewijs. Voor x



- 56 -

11 In 11”1 InTn
X = x! . ...+ x! . = . =
1 n :
1] ]
801 S o 8 1%} +ooat SHE 3
]
511 " %1 X
= . . . = SX'.
8 erv 8 x!
nl nn n

Dit bewijst de eerste bewering. Zij T de overgangsmatrix bij de overgang van

1

{
juist bewezene X' = TX. Dus

de basis e; ,..., g; op de basis €y srecs B - Dan geldt op grond van het zo-

X = SX' = STX

voor alle x. Substitueer voor x de vector gj, j=1,...,n, dan

0 ‘0

0 0
; i+ 1 =S 1 = 3% kolom van ST .
; 0 0

: 0 0
Hieruit volgt ST = I dus T = S-l.

Wij passen deze stelling toe op de voorbeelden:

Vb.2.1. x = 4x' + 5y' x' = 4x - 5y
y=3x'"+4y', y'=-3x+ 4y .
Vb.2.2. x =x"+ gy' x' = x - By

] 1

Yy, ¥y = y .
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Vb.2.3. x=x"cos 9 —y' sing x' = X cos ¢ +y sin g
y=x"sing +y' cos ¢, y' = -x sin ¢ + y cos ¢ .
Vb.2.4., x=x"+y'+2' x'=-x+ty+z
= x' +2' y'= x-y .
z =x' +y' , z'= x -z

Een onmiddellijk gevolg van stelling 1 is

Stelling 2 De overgangsmatrix 5 bij overgang van de basis € se+es & OP de
basis gi seeus g; is regulier. De overgangsmatrix bij overgang
van g; yoeas gé op gi seves € is S_l.

Stelling 3 Een lineaire afbeelding u@ heeft matrix A t.,o.v. de basis

€ »e-vs & €M matrix A' t.o.v. de basis gi seens gé . De over-
gangsmatrix bij overgang van € »eres & 0P g; yre ey e; zij 8.
Dan geldt

' -1
At = 8§ AS.

Bewijs.J%g heeft t.o.v. e, ,..., e, de kolom AX en t.o.v. EI srees 2; de

1
kolom A'X'. Volgens stelling | geldt

A'X' = sTIAX  en X' = s Ik,
Voor elke X is dus A'S_IX = S_]AX. In het bijzonder geldt dit voor de kolom-

men der basisvectoren e dus

12 g7lA, waaruit A" = 87 as.

A'S
Vb.2.7. EI = (1,0)3 22 = (0:1)3 Ei = (433)9 Sé = (594):

(1,00 = (0,-1), JL(0,1) = (~1,1). Dan is

0 -1 4 5
A= s S = en
-1 1 3 4
[ -5 0 -1 4 5 -7 -11
A' = =
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EE A

T
%

1

JA(4,31 = 4R(1,0) + 3J(0,1) = 4(0,-1) + 3(-1,1) =

[}

4+

Controle: d@gi

-+

L}

(-3,-1} = ~ 7(4,3) + 5(5,4).

Vb.2.8. e, = (1,0}, e, = (0,13}, gi = (1,1}, gé = (1,-2).
Gegeven
3 0
A' = , gevraagd A. Uit A' = s las volgt
0 -1
1 1 3 0 '% -—I- 5 4
-1 3 3 i
A = SA'S = = 3 .
1 1
1 2 0 1 3 "3 8 1

§3. Eigenwaarden en eigenvectoren

Een vector v # 0 heet ejgenvector van een lineaire afbeelding»@k als er een
3 getal X bestaat zodattﬁ%g = Av. Het getal X heet een eigenwaarde van /% be-

%‘ horende bij de eigenvector v.
% Vb. 3.1, Lﬂz: R2 -+ R2 is de projectie op de x—as.
i e = (1,0) is eigenvector met A = 1, omdatu@:gl =e -

]

]
|

e, = (0,1) is eigenvector met A 0, omdattj%gz =0 = ng.

Vb.3.2. bﬂ%': R2 - R2 is de spiegeling t.o.v. de rechte y = Xx.

(1,1) 1s eigenvector met A = 1, omdat :j@g

1}

v

1
<

A TS T T

w {(-1,1)is eigenvector met A =-1, omdat d@fg -v.

; Stelling ! Zij v, ,..., v_ eigenvectoren van een lineaire afbeelding
otelling 1 Y1 Vo

bﬁ% t R +R en zij A, ,..., A_ de bijbehorende eigenwaarden.
n n 1 m

Als deze eigenwaarden twee aan twee verschillend .zijn, dan zijn

Yy senes Vo onafhankelijk.

Bewijs. Stel dat v, ,..., v afhankelijk zijn. Kies hieruit een maximaal on-

1
afhankelijk deelstelsel, zeg Y oseers Vyos dan is k < m en

: v = L. o, V..
( “m i=] "1 -i
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Substitueer dit intﬂ%v = A v , dan
-m m ~m
k
ooy = a Ty
Z% o, A, v, = ZF A d, v,
1=] "1 "1 -1 1=z] "m 1 -i

Omdat v onafhankélijk zijn en omdat Ai # A, » volgt dat

TR 2
a,(A, =2 )=0dus a, =0 voor i = 1,...,k. Dus volgt v = 0, Dit is een
ivi m i , -m =

contradictie omdat v eigenvector is. De conclusie is dat v, ,..., v, onaf-

1
hankelijk zijn.

De eigenwaarden en de eigenvectoren van een lineaire afbeelding J%’wor—
den als volgt berekend. Zij v een eigenvector enm zij 1 de bijbehorende ei-

dan

genwaarde, dan iSLﬁ?y = }v. Neem de kolom t.o.v. een basis 8 srees €,

AV = AV |, m.a.w. by v, = A,, i=1,...,0.

j=1 %43 V3~ i

Deze n vergelijkingen met n onbekenden hebben een oplossing (v1 seeres vn) #

# (0,...,0) wanneer A voldoet aan
det(A - AI) = 0.

De wortels van deze karakteristieke vergelijking zijn de eigenwaarden vanué?.

Stelling 2 De karakteristieke vergelijking is onafhankelijk van de basis-—

keuze,

1 1
.. e
1] **°** =

met overgangsmatrix S. De karakteristieke vergelijking t.o.v. deze nieuwe

Bewijs. Ga van de basis €, »+e+» & OVer op een andere basis e

basis e

secoy g; luidt

det(A' - AI) = O,

dus, na substitutie van A' = S-IAS,

det (s 'As = A1) = 0.

Wegens

1 1 1

s7las - 31 = s7las - as7!s = s7ha - am)s
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en

det S—l . det S = det § 'S = det I

1l
—

geldt voor het linkerlid
det(STTAS-AT) = det § 1(A-AI)S = det S . det (A-AT) .det S=det(A-AI).

De vergelijkingen det(A - AI) = 0 en det(A' - AI) = O zijn dus dezelfde.
Vb.3.3. In Vb.2.7. is

0 -1 - -1
A = , det(A - AI) = = SA(1-A) -1 = A% -a -,
-1 1 -1 1=
-7 -1 “7-x -11
At = , det(A'~AI) = = (~7-1)(8=1) +55 =AZ-A-1.
5 8 5 8-)

Wij stellen ons nu de volgende

Vraag: Heeft de matrix van een gegeven lineaire afbeeldingxﬁ%’een een-~

voudige gedaante bij een slimme basiskeuze?

Het antwoord is bevestipend, wanneer er een basis van eipgenvectoren

Vi oaeees Vo van JY bestaat. Immers dan is

(ﬁézl - Al I ""’Lﬁ%gn - An Ta

en heeft uﬁ%ten opzichte van de basis Vi oseees ¥ de matrix

Volgens stelling | bestaat er zeker een basis van eigenvectoren wanneer de
karakteristieke vergelijking n verschillende reéle wortels heeft. Dan zijn de

bijbehorende eigenvectoren namelijk onafhankelijk. Hiermee hebben wij de vol-

gende stellingen verkregen.
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Stelling 2 Een lineaire afbeelding, waarvan de karakteristieke vergelijking
wortels heeft die reéel en verschillend zijn, heeft als matrix
t.o0.v. de basis der eigenvectoren een diagonaalmatrix, waarvan de

diagonaalelementen de eigenwaarden zijn,

Stelling 3 Bij een n*n matrix B, waarvan de karakteristieke vergelijking n
verschillende reéle wortels l] sr ey An heeft, behoort een regu-
liere matrix 5 zodat

Vb.3.4. u@?: R2 - R2 heeft t.c.v. e = (1,0) en e, = (0,1) de matrix

8 3 8-A 3
A= . =0,
-18 -7 -18  -7-)
de karakteristieke vergelijking, heeft oplossingen Al = 2 Az =-1,

Op grond van stelling 2 kennen wij nu reeds de matrix van(ﬁg’t.o.v. de basis

der eigenvectoren. Wij controleren via de berekening van eigenvectoren en

overgangsmatrix:
Al = 2, dan 6vl + 3v2 = 0 eigenvector v = (1,-2),
-18v] - 9v2 =0,
12 = ~1, dan 9v] + 3v2 = 0 eigenvector w = (1,-3).
-18v] - 6v2 =0,
§ 1 1 3 1 8 3 1 1
S = en S las = =
-2 -3 -2 -1/ \-18 -7 -2 -3

padPEetC e e S T
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Vb.3.5, u@?: R3 - R3 is de spiegeling t.o.v. het vlak

It
o

x +y+ 2z

De eigenwaarden zijn 3 = =] bij eigenvector v, = (1,1,2) en A = 1 bij eigen-

vector v, = (2,0,-1) en bij eigenvector v, = (0,2,-1).

3
'ﬁéze drie eigenvectoren vormen een basis voor R3. Ten opzichte van deze basis

van eigenvectoren heeft U? de matrix

1 0 O
0 0 .
0 0

Wij berekenen nog de matrix A' van d@ft.o.v. de basis 3; = (1,0,0),
\_?é = (0;1’0): !é = (0,0,1).

A' = s1as = [ 0 2 0 1

o
ol
wn (3]
|
H
[ %]
]

D
I
|

o

—

1
1%,

|
[

2 -1 -2
=1 -
=3 l 2 2
=2 -2 -1
0 1
Vb.3.6.  De matrix is niet in diagonaalvorm te brengen. De hierbo-
0 0

ven behandelde theorie is niet van toepassing, omdat bij de dubbele. eigen-

waarde A = 0 slechts &&n eigenvector (1,0) wordt gevonden.

Vectorruimten met inproduct

Een vectorruimte V bezit een inproduct als bij elk paar vectoren X en y uit

V een reéel getal (x,y) behoort dat voor elke reele o voldoet aan

(1) (x,y) = (¥,%),

(2) (x,y + 2) = (x,¥) + (x,2),
(3) (x, ay) = a(x,y),

(4) (x,x) > O voor x # 0.
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.

?9 Twee vectoren x en y heten loodrecht als hun inproduct (x,y) = 0.
Vb.4.1. In R3 is (x,y) = X, ¥yt X,¥, + X,¥, een inproduct.
VB.4.2. De. continue functies op [-®, n] vormen een vectorruimte, waarvoor het

bij twee functies f en g behorende getal

T

J f(t)g(t)dt

-
een inproduct is. De functies sin t en cos t, —-% £ t < T , behoren tot deze
vectorruinte en zijn loodrecht wegens

T ’ 1

J sin t cos t dt = } J sin 2t dt = | [-cos 2t]f“ = 0.

(?E;X)
Stelling 1 De projectie van x op y # 0 is de vector ICR7) y -
2te e 2 = .Y

)
Bewijs. Wij tonmen aan dat y en x — T;—ES-I loodrecht zijn:
L]

(x,y) (x,7)
(x - TE:ET_Z, y) = (x,y) - ICA%) (y,y) = 0.

Vb.4.3. De projectie van (3,2,-1) op (3,4,12) is T%E (3,4,12).

'

Vb.4.4. De projectie van de functie f op de functie cos onder het inproduct

van vb.4.2. is de functie €08 vermenigvuldigd met de factor

T

J f(t) cos t dt .

J f{t) cos t dt.

=1

= _n
(c,c) k3
J coszt dt

=%

|
1]

e

i
%

Definitie. Het orthogonale complement van v in V is de verzameling der vec-

E toren x uit V waarveor geldt (v,x) = O.
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Stelling 2 Het orthogonale complement W van v # 0 in een vectorruimte V met
inproduct is een deelruimte van V. Als B srres & basig van W is,

dan is €, ..., €, ,v Basis van V.
_] ’ =i R

Bewijs. W is een deelruimte omdat uit (v,x) = (v,y) = 0 volgt dat (v,0x+By)=0.
Zij nu €1 seevs & basis van W. Dan zijn Bl seees ¥ onafhankelijk. Immers,
stel
!
AJEJ +oa0t Akgk +py =0,
dan (neem inproduct met v) is pn(v,v) = 0, dus p = 0, en Ay =eee= 2 =00
Voorts is elke x uit V lineaire combinatie van &) serrs &Y, immers
I-:2 "G *
ligt in W dus is lineaire combinatie van €) reres &
(x,v)
B 2T M T N8
(15:‘_’)

X = w—— Vv + 0
= 1

1

1 +...+ O, e

k=k *

|
.

N

<
p—

Hiermee is het gestelde bewezen.,

Stelling 3 Een vectorruimte met inproduct van eindige dimensie bezit een ba-

sis die bestaat uit onderling leodrechte vectoren.

Bewijs. Zij V een vectorruimte met inproduct en dim V = n. Neem v, # 0 en

zij W, het orthogonale complement van w, in V. Volgens stelling 2 is W

l 1 ]
een vectorruimte en is dim W, =n=l. Neem w, # 0 in W, en zij W, het ortho-

gonale complement in WI van w,, dan is dim W, = n-2. Neem Vs ¥ 0in W, en

2 2
zij W3 het orthogonale complement in WZ van ¥,, dan is dim Wy = n-3. Zo

voortgaande komen wij tot de deelruimte W, met dim W _, =1, Neem tenslot-

1
te v # 0 in Wo_- De verkregen vectoren Wi oseeey W) zijn twee aan twee

loodrecht en vormen een basis van V. Hiermee is de stelling bewezen.

Een meer constructieve manier ter verkrijging van een basis van onderling
loodrechte vectoren is het volgende zogenaamde orthogonalisatieproces van
Gram-Schmidt.
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basigs e, ,..., & van V en vorm achtereenvolgens
=1 -n
. _ (Ezs;_]) c
10t TS T TELEY A
. (23:£2) (23521)

________£ ..__,_________g ,
37 WLty =2 T L)t

(241§3) (24322) (2432])

B 24 - (£3’£35 §3 - Eizsﬁz) gz _(gljil) gl !

enzovoort., De verkregen §1 srresy §n zijn twee aan twee loodrecht en vormen

een basis van V.

Vb.4.5. Gevraa

deelruimte van R, die wordt opgespannen door e

Volgens Gram~Schmidt voldoet 51 =e

£2=

Vb.4.6. De functies 1, t, t2, t

functies at3 +

1
inproduct J
-1

gd wordt een basis van onderling loodrechte vectoren van de

= (2,2,1) en e, = (1,-3,1).

3 t 2

e en

(1,-3,1) - 3 (2,2,1) = 3 (5,-7,4).

3 spannen de vectorruimte der derdegraads-

bt2 + ct + d op. Zoek een basis van functies die volgens het

f(t) g(t)dt onderling loodrecht zijn. Wij gebruiken het

Gram—-Schmidt proces en construeren achtereenvolgens de functies 1,
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De gevraagde functies zijn !, t, t° -

Orthonormale bases

Definitie. Een basis gy »-++» B, Van een vectorruimte met inproduct heet or-
thonormaal als zijn vectoren de lengte | hebben en paarsgewijs loodrecht
zijn, m.a.w, als voor i,j = 1,...,n geldt (gi,gj) = 0 als i#j en

= 1als i=]j.
Wegens stelling 3 van §i bezit elke vectorruimte met inproduct van eindige
dimensie een orthonormale basis; deel elke vector van een basis van onder-

ling loodrechte vectoren maar door zijn lengte.

Stelling 1 Voor de kolommen X en Y van de vectoren X = 2g=l ;8; en

y = 22=1 y;8; ten opzichte van een orthonormale basis By »ovs By

X

geldt
(x,y) = x +, ..+ = XTY
X,y IY! e xnyn .
Bewijs.
n n _.n n _
Goyd = @iy %5855 B5og ¥i85) = Zgap Tyog %475 (8;085)
1
_n RN |
= zi=l XY (x] ees X ) ) = X'Y.
Yn

Vb.5.1. Als t.o.v. een orthonormale basis de lineaire afbeelding /% de ma-

trix A en de vectoren X en y de kolom X en Y hebben, dan is

B,y = 0Ty = xTa%y en (x,hy) = x"av.

Stelling 2 De overgangsmatrix, behorend bij de overgang van een orthonorma-
le basis op een andere orthonormale basis, is een orthogonale

matrix.

Bewijs. Zij S de overgangsmatrix behorend bij de overgang van de orthonor-
male basis g s+++s B OP de orthonormale basis g; srers g; + De kolommen
van S zijn de kolommen van gi t.o.v. de basis B svees Byt Omdat (3£’35)=0

voor i # jen=1 voor i = j, is STS = I, dus is S orthogonaal.
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Opmerking. Uit STS = I volgt (det 5)2
S geldt dus

det T = 1. Voor de orthogonale matrix

det § = det(gi saees g;) =+ 1.

Als det S = 1 dan heten de bases By s+-+s & 0 g; seeey g; gelijk georien-

teerd, als det $ = -1 dan heten de bases tegengesteld georienteerd,

Vb.5.2. g = (5,0), g, = {0,5), gi = (4,3), gé = (3,-4)

4 3 & 3
5 5 5 5
S = - en S-l = ST =
3 _4 3 _4
5 5 5 5
Vb.5.3. g = (1,0,0), By = {(0,1,0), By = (0,0,1),

o g2y o L2 2 =212
8 =Gy 6= 033 8- 33

2 -1 =2 2 2 1
-1 gt oLl o -
5= 3 2 2 1 en S ° = § 3 1 2 2
1 -2 2 -2 1 2/
; Vb.5.4. Zij B1» By» By €D g;, gé, gé orthonormale bases van R, met overgangs-

3
matrix S. Noem ¢y Bi’ \ de hoeken die g{ maakt met B1s By B3 Dus

Ly
]

g cos al + g, cos B] + g4 cos Yl’

b gé = g cos a, + g, cos B, + g, cos ?2,

g3 = & cos a, + g, cos 83 + 84 COS Yq,
5 cos o, COS O,  COS O,
E S = cos S] cos 82 cos 83
]

cos ¥, cos Y, COS Y4

Op grond van stelling 2 geldt: S is orthogonaal, Merk op dat uit sTs = 1

T . ‘s .
volgt 88" = I. Niet alleen de kolommen van S zijn dus onderling loodrecht

en hebben de lengte 1, ook de rijen van S hebben deze eigenschap.
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Stelling 3 (Pythagoras) Voor elke x en orthonormale basis Bg seees gn van -

een vectorruimte V geldt
x =, (meldg en  (nx = Ir., (ep’
Bewijs. Neem het inproduct van g; en
X=X g) teet X B,

dan volgt dat (x,8.) = X., de projectie van x op .. Neem vervolgens het in-
%287 i = g;

product van
x = (%08 et (K88

met zichzelf. Wegens de orthonormaliteit van By s+v0s & volgt
(x,x) = (:_:,gl)z oo (:_c,gn)z,

de stelling van Pythagoras.

Wij beschouwen nu van een vectorruimte V een deelruimte W met dimensie m en
orthonormale basis By seees B Wij wensen een gegeven vector x € V te pro-
jecteren op W, m.a.w. wij wensen x te schrijven als som van een vector y € W

en een vector z loodrecht op alle vectoren van W. Dan moet
X=y+z2, Y=Y& teetY B (E’gi) =0,i=1,..., m
Combinatie van deze eisen geeft

0= (x~-Y Si) = (Esgi) - (X:gi) = (’_"gi) T Y 1=1,00., m

Bij gegeven X en By srees By vinden wij v; = (g,gi), en daarmee y en z = x-y.

Stelling 4 Zij V een vectorruimte en W een deelruimte met orthonormale basis

By seves Bpe Elke x € V is te schrijven als

L W,

N

xX=y*+tz YU
Voor de komponenten Y; VAR Y L.OV. By seees B geldt

2 2
Yi = (J_"S_i) en x];.l=l Yi = 2?11 (J_C.gi) s (3_593_‘-)-
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Bewijs. Slechts de laatste ongelijkheid is hierboven nog niet bewezen. Hij

volgt direct uit de stelling van Pythagoras voor y = E?=1 (E’gi)gi en
(x,x) = (y+z, y+z) = (y,¥) + 2(y,z) + (z,2) = (,¥) *+ (z,2) 2 (¥,¥).
Opmerking. De ongelijkheid

Irey V3 = I;op (.87 < (x,%)

draagt de naam ongelijkheid van Bessel. Merk op dat de ongelijkheid overgaat

in de gelijkheid van Pythagoras zodra x in de deelruimte W ligt,

Vb.5.5. In R4 is W de door e
(

ruimte. Gevraagd wordt x =

= (2,1,1,~1) en £ = (1,1,3,0) opgespannen deel-
5,2,-2,2) te schrijven als y+z met y ¢ Wen z ( W.

Ter oplossing zoeken wij y = A(2,1,1,-1) + u(1,1,3,0) zodat
Xx=~y=x=2xe = uf = (5-2x-p, 2-A-p, -2-1-3u, 242)

loodrecht staat op e en op £, dus zodat

It
o

2(5 - 2x p) + 2 = A - u-2-2x-=3n - (2+}1)

n
o

5 —2:x —p+2—-A=u+3(-2-1-3w

-7A - 6p + 8 =0

|
o
-

!

g+ 1 =0, A= 2, p = -1,

De vectoren y = (3,1,-1,-2) en z = (2,1,~1,4) voldoen aan de vraag.

Vb.5.6. Projecteer x = (3,3,3) op het vlak x + y + 2z = 0.
Een orthonormale basis van het vlak is %f (1,-1,0) en%g-(l,l,-l). De projec-—
tie y van x op het ¥lak heeft compomnenten v, = 0 en Yy = V3 t.o.v. de ortho-

normale basis, dus y = (1,1,~1).

Symmetrische lineaire afbeeldingen en symmetrische matrices

Definitie.Fen matrix M heet szggetrisch als Mi = M,
Een lineaire afbeelding J% heet symmetrisch als voor elk tweetal vec-
toren x en y geldt (:ﬁ,nﬂxi = (Jé:_{,zl.
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Stelling | Een symmetrische lineaire afbeelding heeft ten opzichte van een
orthonormale basis een symmetrische matrix. Als een lineaire af-
beelding t.o.v. een orthonormale basis een symmetrische matrix

heeft, dan is de lineaire afbeelding symmetrisch,

Bewijs. Zij J% een symmetrische lineaire afbeelding met matrix A t.o.v. een
orthonormale bagis By soces By Dan geldt in het bijzonder (gi,J%gj) =
(lf% gi,gj ) . Echter

a, .
1]
(gi,Jng) = (0., .1..0) ) = aij’
a .
n
0
(tﬂ:gi_,gj) =(ayy - cea )| 0 = ag
0
dus a.. = a,..
ij ji

Zij nu M een lineaire afbeelding met een symmetrische matrix A = AT t.o.v.
de orthonormale basis Bpseres By Als x de kolom X heeft t,o.v. deze basis,
dan heeft J%g de kolom AX. Dus is

;3 (x,Jky) = X'AY en Bz = 0Ty = xaly,
Deze uitdrukkingen zijn hetzelfde.

Vb.6.1. a b X yl

1
? A= y X = » Y=
g b ¢ X, Y,
ay, * b7,
xR = (=) x,) = x,(ay; + by,) + x,(by, * cy,).
; by1 + ¢y,
| v,
Ex,y) = (ax, + bx, bx, + cx,) = (ax1+bx2)y] + (bx1+cx2)yz-
Y2
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T
XTAY = (xl xzi ‘ .

De drie uitdrukkingen hebben dezelfde uitkomst
ax,y, + b(xly2 + xzyl) + Cx, ¥,

Stelling 2 De eigenwaarden van een reéele symmetrische lineaire afbeelding

zijn reeel.

Bewijs. Stel de symmetrische lineaire afbeeldingcﬁl heeft t.o.v. een ortho-
normale basis een reéle matrix A en een eigenvector x met kolom X = Y + iZ

bij A = « + iB8, met Y, Z, a«, B reeel. Uit d%§>= Ax volgt AX = X dus

AY + 1AZ = oY - BZ + i(BY + oZ).
?* Gelijkstelling der reele en imaginaire delen geeft
- AY = oY - BZ, AZ = BY + aZ,
De vectoren y en z, die t.o,v. de basis de kolommen Y en Z hebben, voldoen aan
Adix = ay - 8z, J#z = By + oz,
(R y,z) = aly,z) - 8(z,2), (z,cﬁ—g) = B(y,y) + a(y,z), .
B(z,z) + B(y,y) = 0,

dus 8 = 0 omdat (z,z) + (y,y) > 0. Hieruit volgt dat de eigenwaarde ) reeel

is,

i Vb. 6-2- a_A b 2
3 =0=A"=-(a+c)r+a ~-b
' b c=X

2

heeft reele wortels als a, b, c reeel zijn. Inderdaad, de discriminant is

.M
| (@ + )% - 4ac + 4b% = (a - ) + 4b% » 0.
VB.6.3 a, "3 a5, 24 )
ay, 85y = A 8,n = Q heeft 3 reele wortels, als alle
a a - a;. reeel zijn.
13 23 %33 ]



...72._

Opmerking. In het vervolg van dit hoofdstuk beperken wij ons tot reéle vec-
torruimten van eindige dimensie tenzij een afwijking van deze be-

perking uitdrukkelijk wordt vermeld.

Stelling 3 ZijJk: V > V een symmetrische lineaire afbeelding. Dan bezit V

een orthonormale basis die bestaat uit louter eigenvectoren vand@(

Bewijs. Wij gebruiken inductie naar n = dim V. Voor n = | is elke vector # 0
eigenvector, dus geldt de bewering.

Wij nemen nu aan dat de bewering geldt voor vectorruimten van dimensie n - 1.
Zij ) eigenwaarde van & : V + V met de eigenvector v # 0 van lengte 1. Dan
is X reéel en heeft het orthogonale complement W van v in V dimensie n - 1,

Voor elke x in W ligt ookcﬁ%§ in W, immers

(, Rx) = (Bv,x) = (w,x) = A(v,x) = 0.

J2 is dus een symmetrische lineaire afbeelding van W in zichzelf. Volgens de

inductieaanname bezit W een orthonormale basis van eigenvectoren Vi seees Vo

o Volgens stelling 2 van 84 heeft V de basis Yy oseees Vo

orthonormaal en bestaat uit louter eigenvectoren vanc® .

sv. Deze basis is

Wij stellen ons nu de volgende

Vraag: Heeft de matrix van een gegeven symmetrische lineaire afbeeldinguéz

een eenvoudige gedaante bij een slimme basiskeuze?

Het antwoord op deze vraag is zonder meer bevestigend, omdat V volgens stel-
ling 3 een orthonormale basis van eigenvectoren vanJt bezit. Ten opzichte

van deze basis heeft/Zals matrix een diagonaalmatrix, waarvan de diagonaal-

elementen de eigenwaarden vano@lzijn. Hiermee is tevens de volgende stelling

hewezen.

Stelling 4 Bij een symmetrische n*n matrix B met eigenwaarden Al pe ey An

behoort een orthogonale matrix $ zodat

a h O
-l T )

S "BS = S"BS . .

1}

Opmerking. Wij kunnen de orthogonale matrix $ zo kiezen dat det § = | door,

zo nodig, twee kolommen te verwisselen.
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41 =12
Vb.6.4. Breng A = in diagonaalvorm,
~12 34

Wij bepalen eerst de ei,ge'.rwaa,arden,‘l_l = 50 en 2, = 25 en concluderen dat
t.o.v. een orthonormale basis van eigenvectoren de bij A behorende lineaire
afbeelding /¥ de matrix

50 0
At =
0 25

heeft. Dit controleren wij via berekening van eigenvectoren en overgangsmatrix.

Bij 11 = 50 hoort v = (4,-3) en ook eenheidsvector W, = (%, - %)‘

Bij 12 = 25 hoort v = _(3,4) en ook eenheidsvector W, = (95-, %).

LA &~

-3 4
5 41 12 3

U]t
&)
o
o

A' = 5 las = =

' -3
12 34 =

il Eo
o
b
wn

4
5

Lo

Vb.6.5. JA(1,0,0) = (1,-4,8), /$(0,1,0) = (-4,7,4), J/30,0,1) = (8,4,1).
Gevraagd wordt een diagonaalmatrix voor /¥ en de basis ten opzichte waarvan

S die diagonaalmatrix heeft. Uit de karakteristieke vergelijking van s

- 912 -8Ix + 729 =0 = (A + (A - 9)2

volgt de gevraagde diagonaalmatrix reeds. Wij berekenen een orthonormale

basis van eigenvectoren.

3
[

]
~~
Wwlro

-
Wi =—
-
I
wlro
o

A =-9 lOv-1 4y, + 8v3 =0

2

1<

= (2,1,-2), w

-4v1 + 16v2 + 4v3 =0
8v] + 4V2 + 10\.1'3 =0
A= 9 -8y, - 4v, + 8v, = 0 v = (2,-2,1), w, = (- 2,2 - L
ror 3 ERTEILE 33 3
-4VJ - 2v2 + 4v3 = en -
v + 4vy = 8vy = 0 v=0(1,2,2), Wy = (3.
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Controle:

2 1 2 2 2 1
3 3 "3\ [/t % 8 3 "3 3
-] C 2 2 1 1 2 2
‘: = —— — -_—— - — R —— =

A S "AS 3 3 3 4 7 4 3 3 3
1 2 2 2 1 2
3 3 3/ & 41 3 73 3

-9 0 0

= 0
0 0 g

Vb.6.6., Bewijs dat verschillende eigenwaarden A A, van een symmetrische

12 72

‘ afbeelding /2 horen bij onderling loodrechte eigenvectoren Vs ¥y -
%‘ Inderdaad,

” MY, = My ,y,) = (042\11,\_?2) = (v, #@\_72) = (¥5250,) = A, (¥,,v,)
dus

(hy = 2 (¥ yy) = 0, waaruie (v;,v,) = 0.

87. Kwadratische vormen

Vb.7.1. Een kwadratische vorm in twee variabelen x en y is als volgt te
schrijven in termen van een symmetrische lineaire afbeeldingc/2~en een vec-—

= (1,0), e {0,1) de matrix A en de
1 =2

tor x in R,, die t,o.v. de basis e

2’
kolom X hebben:

ax’ + 2bxy + cy2 = (x y) XTAX = (x4x) = ((ﬁ/:_c,:_c).

o o

n o

Pt

w

~—
fl

y
3

Vb.7.2. Een kwadratische vorm in drie variabelen Xys Koy X is als volgt te

3
* schrijven in termen van een symmetrische lineaire afbeelding:/ﬁLen een vec-
tor x in R3, die t.o.v. de basis e = {1,0,0), e, = (0,1,0), ey = 0,0,1) de

matrix A en de kolom X hebben:

2 2 2
811%) * 22,8 X, + apoX, + 22y g% Xy + 28,9% X, + agq%y =

1]

o
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B

I A L VA K A W A T v
= (x] X, x3l 2, 8,  8y4 x, |= X'AX = (x,0/9x) = (¢#x,x).
a

213 %23 %33/ \ %3

Definitie. De bij een vectorruimte V en een symmetrische lineaire afbeelding

VE V-V behorende kwadratische vorm is de functie die aan el-

5 ke x ¢ V het getal (#x,x) toevoegt.

Ten opzichte van een orthonormale basis By srees B waarvoor /4 en x de ma-

trix A en de kolom X hebben, kan deze functie als volgt worden geschreven als

een kwadratische vorm in n variabelen x, ,..., X_:

1 n
} ay - - Ay X,
2 T . . .
((ﬂ'&_(,}_{)= (}_(?(9-§)=XAX= (x] . e xn) ) ) ] =
gﬁ ay o+ a X
v SxplapE ARyt e e )t
taplagyryp tagEy e o Ay X))t
| +x (a ,x, + x, + + X ) = n a,.x.x
n nl’l Bp2®2 T e dhn’n Ti= Lj=1 137173
waarin a,. = a,, voor alle i, j = 1,...,n.
ij ji
Ten opzichte van een andere orthonormale basis gi yr oy g;, waarvoorc/g en
a, x de matrix A' en de kolom X' hebben, wordt dezelfde functie ¢ﬁL§,§) ge-
?' schreven als een andere kwadratische vorm in n andere variabelen x; A
1) 1 T
11 ° %I x

(Ax,x) = (x,4x) = ®HTAx = ! X)) =

>
=
nm
=]
=]

= zn a'.x'x!'
. Li=1 Tj=1 2i5%i%5
Als S de (orthogonale) overgangsmatrix is bij de overgang van de orthonor-

male basis ) »+vs B, OP de orthonormale basis gj yesss g;, dan is volgens

§2 het verband tussen A en A' en tussen X en X'

=
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X =8X', X' = 5% en A' =5 las.

Ook hieruit volgt de gelijkheid van de beide schrijfwijzen (u/k,x):

1 1 T

@ ytarx = Ty sl asy s %y = xTss assTx = xTax.

Vbh.7.3. x2 - y2 is een kwadratische vorm geschreven op de basis (1,0) en

(0,1). Schrijf deze vorm op de basis gi = %f (1,1), gé = %5 (-1,1).

i -1 _ 1 1 x' x+y
S = J— ’ S 1 - -.]-_ dus = l_
2\1 1 2\-1 1 v /2 \-x+y
1 1 i 1 0 1 -1 0 -1
A' = 5 = , dus
-1 1 0 -1 1 1 -1 0
0 _ T
b XZ _ y2 = (x 7) 0 X\ _ &' 7" l x") _ _2x'y' =
=1 v -1 0 '

2 (ELY )y (ZEE Y,
V2 /2

Wij stellen ons nu de volgende

Vraag: . Heeft de kwadratische vorm (%25,5) een eenvoudige gedaante bij

een slimme basiskeuze?

Het antwoord op deze vraag is zonder meer bevestigend, immers neem als basis
een orthonormale basis van eigenvectoren van de symmetrische /% . Ten opzich-
te van die basis is de matrix van<4 een diagonaalmatrix, waarvan de diago-

naalelementen de eigenwaarden vanc@l zijn. Ten opzichte van die basis luidt

de kwadratische vorm

f
~
]
—r

=
>,
]
"
b
~r
»
]

(c/#_c,zs) =

ry2 152 .
Al(xli + lz(le T An(xt'l)

Hiermee iz verkregen de volgende stelling.
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Stelling 1 De kwadratische vornm Qﬁ%g,g) is, door overgang op een orthonorma-
le basis van eigenvectoren vanc/4-, te schrijven als som van kwadra-

ten met als koéfficienten de eigenwaarden van /2

Vb.7.4. Schrijf 7x2 - 12xy - 2y2 als som van kwadraten. Wij berekenen de ei-

genwaarden en eigenvectoren van

7 -6 7= -6 2
A= . 0= = A% = 5% =~ 50 = (A-10)(x+5).
-6 =2 -6 —2-A
‘. ' . ! .
Bij A = 10 hoort eigenvector (2,-1). Normeer: ¥ =-7§ (z,-1).
Bij} » = =5 hoort eigenvector (1,2). Normeer: W, = 1 (1,2).
: /5
De overgangsmatrix bij overgang van (1,0) en (0,1) op W, en w, is
2 1 2 -1 X 2x-y
S=lj__ ,X'=3_IX=]F_ ij?'_'
> ko2 5\t 2/ \y/ 7 \xeay

Dus 7x° - 12xy - 2y2 =10 (2Xy2 _ 5 (EiEX)Z
/5 /5

Meetkundige interpretatie: de kegelsnede met vergelijking

7x2 - 12xy - 2y2 =1

heeft op de assen door W, en W, de vergelijking

1
10 )% - s¢yy% =1

en is daarom een hyperbool met a = L b = L
/10

-

Vb.7.5. Welk: type heeft het kwadratische oppervlak in R

6x2 + y2 - 8xz =17

5 met vergelijking

Wij berekenen de eigenwaarden van de bij de kwadratische vorm 6x2 + yz - 8xz

behorende matrix:

0=|0 1= Q| =-20-6)(=1) - 16(1-3) = —(A=1) (A+2) (A-8).
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Ten opzichte van de ons niet interesserende basis der eigenvectoren luidt

de vergelijking
x"1% - 2¢33% + 8(z")% = 1.

Het oppervlak is een &énbladige hyperboloide met

/2 22

Vb.7.6. Welk type heeft het kwadratische oppervlak in R, met vergelijking

3
xz + 3y2 + 322 - 2xy - 2yz - 2xz = 1?7
1-x =1 -1
0= | =1 32 -1] =@ -2+1-3+1-34+2r-1-=
-1 =1 3

(1=0(3)2 + 3% - 9 = =~ (A=3)A(A-4).
Ten opzichte van de basis der eigenvectoren is de vergelijking
3(x')2 + 4(y')2 =1,

Het oppervlak is daarom een elliptische cilinder. De as van deze cilinder
is gericht volgens de eigenvector van de eigenwaarde 0 , die t.o.v. de oor-

spronkelijke basis de componenten (2,1,!) heeft, een oplossing van de ver-—

gelijkingen
X - y- z=
-x + 3y - z =
-Xx - y + 3z =

Vb.7.7. Welk type heeft het kwadratische oppervlak in R, met vergelijking

3
x2 - 8xy + léxz + 7y2 + 8yz + 22 = 97

1 =4 8
A= -4 7 4 | heeft eigenwaarden Al = -9, Az = A3 =9,
8 4 1

vergelijk Vb.6.5.. Ten opzichte van een orthonormale basis van eigenvectoren

ig de vergelijking van het oppervlak

- @2 2 @ =g,
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Het oppervlak is een &&nbladige omwentelingshyperboloide. De omwentelingsas
is gericht volgens de eigenvector van de eigenwaarde -9, die t.o.v. de oor-

spronkelijke basis de componenten (2,1,-2) heeft.

Vb.7.8. Bepaal de eigenwaarden en een orthonormaal stelsel van eigenvectoren

van de matrix

1 -1 0 0
-1 1 0 0
A=| 0 0 1 1 0 .
0 0 | 1 0
0 0 0 0 ~1

Via de berekening van de eigenwaarden en de bijbehorende eigenvectoren,

Al = A, = 0 met 0!(],1,0,0,0) + B(0,0,l,"*l,O),
13 =X, =2 met ofl,-1,0,0,0) + 8(0,0,1,1,0),
KS = -] met {0,0,0,0,1),

komt men tot een orthonormale basis
%/2-(1,],0,0,0), %5(03091:—130)9 5/5.(],"1,0,0,0), %/2_-(010’-1’7]’0)1 (0,0,0,0,1).

Deze conclusie kan ook worden bereikt door beschouwing der bij A behorende

kwadratische vorm

2 2 2 2 2
x] 2xlx2 + x2 + x3 + 2x3x4 + x4 Xy

X,7%X,\ 2 fxotx, \2 X tx, \2 x,~x, \2
=2(12) +‘0(1_2)+2 34)+0 34)_}{_:2’_
V2 V2 V2 V2

In bovenstaande voorbeelden is reeds verband gelegd tussen de theorie der

kwadratische vormen en die der kwadratische krommen in R2 en kwadratische
oppervlakken in R3. Wij lichten dit verband verder toe in de volgende stel-
lingen. Daarbij wordt onder een kwadriek verstaan de verzameling der vec-
toren x ¢ R die voldoen aan de betrekking (wﬁg,g) = 1, waarbij of: R, >R

een symmetrische lineaire afbeelding is.

Stelling 2 De middens van de koorden, die worden uitgesneden uit de kwadriek
A X,X)

v vast, m variabel, liggen in het hypervlak (¢Zv,x) = 0.

n

I door het stelsel evenwijdige rechten x = m + ty,
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Bewijs. Snijding van x = m + tv en (#x,x) = 1 geeft
#m + tdv, m + ty) = 1,
2 By, + 2e(By,m) + (An,m) = 1.

Laat m het midden van de koorde zijn, dan heeft deze vierkantsvergelijking
tegengestelde oplossingen t, dus dan is Qﬁlg,g) = 0. Alle middens van koor-

den voldoen dus aan (y@y,g) = (0, de wvergelijking van een hypervlak.

Opmerking Alssfv = 0, dus als v een bij de eigenwaarde 0 behorende eigenvec-
tor is, dan stelt (dlg,g) = 0 geen hypervlak voor. In dit geval

geeft snijding van x = m + tyv met ¢ x,x) = 1:

e 0+2t. 04 (Bmm) = 1.

De rechte heeft geen snijpunten met de kwadriek tenzij de rechte geheel op
de kwadriek ligt. Dit geval doet zich voor wanneer de kwadriek een cilinder

is.

Definitie. Het aan v t.o.v. (ﬁz_:,}_c) = 1 toegevoegde hypervlak is het hyper—

vlak Gﬁly,g) = 0 [resp. (v,x) = 0, als v eigenvector bij. de eigen-

waarde 0 van 4 is].

Stelling 3 Het toegevoegde hypervlak van een eigenvector van /2 is een sym~

metrievlak van de kwadriek (Kx,x) = 1.

1

Bewijs. Zij v eigenvector behorende bij de eigenwaarde A vanc@ . Als A # 0

dan is het toegevoegde hypervlak

(Bv,x) = 0, A(¥,x) = 0, (v,x) = 0.

Als A = 0 dan is het toegevoegde hypervlak per definitie (v,x) = 0. De vec-
tor v staat dus loodrecht op zijn toegevoegde hypervlak. Met stelling 2 volgt

de symmetrie.
Vb.7.9. Ten opzichte van de kegelsnede
x2 + 4xy +'5y2 = ]
heeft v = (u,v) als toegevoegde middellijn

(u+ 2v)x + (2u + 5v)y = 0, ux + 2uy + 2vx + 5vy = 0,
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Bij eigenwaarde 3 + 2V/2 hoort de eigenvector (1,1 ¥2) die loodrecht staat

+
op de aan hem toegevoegde middellijn (3 + 2V2)x + (7 + 5/2)y = 0.

§8. Inhomogene kwadratische vormen

Vb.8.1. Ons.uit Vb.7.4, herinnerend dat

7% - 12xy - 2y2 -1 = 10| XX )2 - 5(5+—22)2 -1 = 2(2}:—37)2 - (x+2y)2 -1,
y 5

zien wij snel in dat

2(2x--y+])2

(x+2y+3)2 - 1= 7x2 - 12xy - 2y2 + 2x - lé6y ~ 8.

De vraag is, hoe omgekeerd een inhomogene kwadratische vorm kan worden ge-

schreven als som van kwadraten.

Wij verstaan onder een inhomogene kwadratische vorm in x een functie van x

die som is van een kwadratische vorm in x, een lineaire vorm in x en een

constant getal:
£(x) = (x,x) + 2(b,x) + c.

Substitutie van x = y + p geeft

((ﬂz-‘-’ﬂ‘E! X+E) +2(E,X+E) + ¢ =

(Ry,y) + (Bp,y) + (Ay,p) + gr/slg,p)+ 2(b,y) + 2(b,p) + ¢ =
(Ay.y) + 2(4p + b,y) + (Hp,p) + 2(b,p) + ¢ =
(Ry,y) + 26dp + b,y) + £(p).

Wanneer p oplossing is van de z.g. middelpuntsvergelijkingen

Jip + b = 0.

dan blijft (dlz,z) + £(p).
3 Wanneer de middelpuntsvergelijkingen een opleossing hebben, dan kan dus de

lineaire vorm door de substitutie x = y + p worden verwijderd.
Vb.8.1.

2 2
7x] 12x1x2 2x2 + 2x] l6x2 8
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De middelpuntsvergelijkingen luiden

7 -6 P 1 7p—-6g+] 0
AP + B = + = = ’
-6 -2 q -8 \—~6p—-2q-8 0
waaruit p = -1, q = -1, De substitutie x = y + p geeft

2 2
7y] - 12y1y2 - 2y2 - 1=

2 2 2
=202y, - y)° - O, + 2y2)2 -1 =202 - xy ¢ DY - 2yl

Vb.8.2. Welk type heeft het kwadratische oppervlak in R, met vergelijking

3
2 2_ 2 o 3 _ 4
‘ Xy + 4x}x2 + x2 x3 le] le2 + 6x3 + 3 07
5. De middelpuntsvergelijkingen luiden
f 12 0\ /7P, -5 0\ 5/3
P apeBs 2 1 o[ py| +|-5)=(0],r453].
o o -1/\p 3 3

Daar f£(p) = 0, geeft substitutie x =y + p

| 2 2 _ .2 _
. Yyt Ay Y, t ¥, Ty, =0

Omdatu@fﬁgenwaarden Al = -1, 12 = -], A3 =3 heeft, wordt de vefgelijking

na overgang op een orthonormale basis van eigenvectoren vancﬁl

2 2

~on? - ap? e sep?-o.

Het oppervlak is een omwentelingskegel. De as is de rechte langs de bij
13 = 3 behorende eigenvector. Daar (1,1,0) zo'n eigenvector blijkt te zijn,
: is de as in het oorspronkelijke stelsel: x = (5/3,5/3,3) + a(1,1,0).

Vb.8.3. Van welke type is

K 4x? - 4xlx2.+ 3x§ - 4x2x3 + 2x§ - Mx1 + 10x, ~ 12x3+ 19 = 0?
" De middelpuntsvergel{jkingen
4 =2 0 P, =7
AP + B = |=2 3 -2 Py | * 5 =
0o -2 2 Py -6
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is blijkbaar geen middelpunt. Wij gaan over op een ortho-

eigenvectoren vand/% De eigenwaarden en eigenvectoren van

U4blijken te zijn

- S 2 21

;\1 - 6’ “..,Fl - ( 3 ’ 3 ’ 3 ) 2 2
= =¢2 1 _2 =1

A= w=(03,3,°3) S=3 ("2 1
- =4 2 2 -

13 = 0’ ‘33 ( 3 ] 3 ] 3 )’ ] 2

Vul in X = SY, dan wordt de vergelijking

Gy? + 3y§ - 20y, + 2y, - 6y, + 19 = 0

5,2 - 1,2 _
6(y, =" + 30, + " - by, +2=0,
. 5 1 |
en na verschuiving z =y + (- 3230 " 3)

2 2 _
6zl + 322 6z3 = (.

Het oppervlak is een elliptische parabololde.
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§1. Trigonometrische reeksen

Stelling 1 De functies uit de rij

] cos X sin x cos 2x sin 2x cos nx sin nx
3 3 3 3+ ey 3 e

N e /T vV /i /r

hebben de eigenschap, dat voor elk tweetal f en g geldt

T

b als £ en g dezelfde
J fxg(x)dx = {O als f en g verschillend.

~T
Bewijs.
T T T
dx cosznx Sinznx
[ e [ oracen, [ veorasy,
-1 -1 -1
wegens
2 . 2
cos nx = $(1 + cos 2nx), sin nx = 3(1 - cos 2nx).
T T
o8 nX sin nx
J————dx=0= J-—-—-—-—-—-—~dxen
V2uvn Y2uvn
-1 -n
T
cos nx . sin mx
J - dx = 0, voorn 2 1, m =z 1,
-1
wegens
2 cos nx . sin mx = sin(n + m)x - sin(n - m)x.
T T
cO8 NX . COS mX sin nx . sin mx
J dx = 0, J dx = 0,
T T
-1 -n
voornzl,mz 1, m¢#n,
wegens

2 cos nx . cos mx = cos({n + m)x + cos(n - m)x,

2 sin nx . sin mx = cos(n - m)x - cos(n + m)x.
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Stelling 2 Voor de koéfficienten van een trigonometrisch polynoom

N .
sN(x) =} ay + nZ] (ancos nx + bnsin nx)

geldt, voor k=0,1,2,...,N en voor £=1,2,...,N,

T T
=1 =L i
a =< J sN(x)cos kxdx, b2 == J SN(x)31n Axdx.
-1 =T
Bewijs.

n T T

N
J sy (x)cos kxdx = ﬁ'ao J cos kxdx + ) [an J cos nx . cos kxdx +

=1
-n -1 " -

T

+ bﬂ J sin' nx . cos kxdx] = } a_. . 21 voor k=0 en

-n

0

T

2
= a, J cos kxdx = a, « % voor k # 0.
-1
T T T

N
s (x)}sin fxdx = } a sin 2xdx + z [a cos nx . sin Axdx +
N 0 n

- A - n=1] -
T T
+ bn J sin nx . sin f&xdx] = bE J sinzixdx =b .1 .

L
- -%

Definitie. Een trigonometrische reeks is een reeks van de vorm

L= -]

s(x) = } a5 + n£1 (an coOS nx + bn sin nx).

De som s(x) is gedefinieerd voor zover de reeks convergent is. De vraag
of nu weer geldt

T

a cos kx
{k}L_:f J 8 (x) dx .
b
-n

2 sin £x

is,
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Volgens het bewijs van de vorige stelling komt dit neer op de vraag

—
=]

N1 8
M Bt
=]

fe~18
—

Het antwoord op deze vraag is lang niet steeds bevestigend. Het antwoord op
deze vraag is wél bevestigend, wanneer de trigonometrische reeks uniform con-

vergent is, zie §10,

§2, Fourierreeksen, periode 21

Definitie f heet periodiek met periode 2n, wanneer voor alle x, waarvoor

f pedefinieerd is, geldt:

f(x + 2n) = £(x).

4 ' Stelling 1 (versleepstelling). Als f integreerbaar is en periodiek met pe-
riode 2%, dan geldt voor elke a

; a+2n

| f(x)}dx = J f(x)dx.

: . a -1
i

d -

2 Bewijs,

Ill

a+2n -1 T atl2n
J fi{x)dx = J f{x)dx +. J fF(x)dx + J f(x)dx.

a a =1 1)

Door substitutie van X = y + 21 tonen wij aan dat de laatste integraal te-

T e N e IR AR R T L TR T e T e R

gengesteld aan de eerste is:

r a+2mn a a -1

J f(x)dx = J f(y + 2m)dy = J f(y)dy = - J f(y)dy.

n =1 =T a
Wij nmemen nu verder f integreerbaar en periodiek met periode 2.

Definitie De fourierkoeéfficienten van f zijn

T m
1 1 .
a =7 J f(x)cos kxdx en bl = J f(x)sin &xdx,

-1 =%

k=20,1,2,3,... en £ = 1,2,3,... .
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Als f een even functie is, dus als £( -x) = f£(x) voor alle x, waarvoor £
continu is, dan zijn de fourierkoéfficienten

T
J f(x)cos kxdx, b
0

2
i =0

& T 8
omdat dan f(x)cos kx even en f(x)sin &x oneven is.
Als f een oneven functie is, dus als f(~x) = -f(x) voor alle x, waarvoor f

continu is, dan ziin de fourierkoefficienten

T
a, = 0, bm = %- J f(x)sin fLxdx.
0

Definitie De fourierreeks van f is de reeks

[+-]
a, + a os + b sin nx
b ag nEI (a  cos nx + b ),

waarin a en bn de fourierkoefficienten van f zijn.

Er doen zich nu twee vragen voor:

a) Onder welke voorwaarden voor de functie f convergeert de fourierreeks

van f?

b) Indien de fourierreeks wvan f convergent is voor zekere x, wat heeft dan

de som s(x) te maken met f(x)?

Een antwoord wordt gegeven door de hoofdstelling der fourierreeksen.

Notatie: lim f(g+h) noteren wij als f(£+40) en lim £(£-h) als £(&£-0).

h+0 h+O0

Definitie £(x) voldoet aan de Dirichlet condities voor x = E, als

f(E+0) = 1lim f(&+h) en £(£-0) = 1lim £(&-h) bestaan,
h+ 0 h+0

en als 1im £ (£+h) ; £(£+0) en lim

h+0 h+0

f(g~h) - £(£-0)
-h

bestaan,
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Hoofdstelling Als f integreerbaar is en periodiek met periode 2n, en als f

voldoet aan de Dirichlet condities voor x = g, dan is de
fourierreeks van f voor X = £ convergent met som ILE(e+Q) +

+ £(g-0)1.
Deze stelling wordt bewezen in §8.

Als f(x) continu is voor x = £ en als voldaan is aan de Dirichlet condities
voor x = E, dan zegt de stelling dat de som s(&) = f(g).

Als f(x) niet c0ntinp is voor x = £ en als voldaan is aan de Dirichlet con-
dities voor x = ¢, dan zegt de stelling dat de som s(z) gelijk is aan het
gemiddelde van de linker— en de rechterlimiet van f; dan heeft s(g) dus niets

te maken met £(£).
Vb.2.1, f(x) = x voor -t < x < 1 en verder periodiek met periode 2r.

De functie is oneven voor -m < x < n, dus

T
a = %- J f(x)cos kxdx = 0,
-1
T T
bE = % J f(x)sin Lxdx = % J x 8in gxdx =
- 0
T
2 T 2 _ 2 2=1
=" [x cos &x]; + e J cos ixdx =32 -1 .
0

Ondat f voldoet aan de veronderstellingen van de hoofdstelling, volgt voor

de fourierreeks van f:

w .
2 ) (-l)ﬂ‘-1 BIMAX _ o yoor ~m <X < T .
=1 .

Voor x = 1 is de som 0, in overeenstemming met f(n-0) = 1 en f(n+0} = -n.

* - * T[
Substitutie in het resultaat van X = 3 levert

1 1 I
+§ '7'-+---"'4o

W=
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Opmerking De reeksontwikkeling voor arctan x werd in Wiskunde 20 afgeleid
voor |x| < 1. Hier zien wij dat deze reeksontwikkeling ook geldt

voor x = | en voor x = —1.

[=+]

. . 2= i . .

Opmerking Uit Z (-1) : 31n_£2x = Ix, -1 < x < 1, volgt door substitutie
=1

1

e TR T TR T

van X = y - n dat

P

] Y o yey), 0 <y < 2m,

=1
Vb.2.2, f(x) = x2 voor |x| £ % en verder periodiek met periode 2m,

De functie is even, dus

2
2 2 2n
b2=0,a0=EJ xdx=-—-§-—-,envoork21
) 0
T 9 T
_ 2 2 _ 2 rx'sin kx-n _ 4 . -
a =% J x"cos kxdx = = [———-——k Jo —_ J x sin kxdx
0 0
T
=4 [xcosknr 4 cos kxdx = 2= (-1,
nk k 2 2
Tk 0 k

Daar f(x) voor alle x continu 1s en voldoet aan de voorwaarden van de hoofd-

stelling, geldt

2

x2=%—+42(—1)kc°82kx,1t$xSTt.
k=1 k
Voor x = 1, resp., veoor x = 0 komt er
o 2 o« k"l 2
1 T {(-1) T
Z-———=—-—,resp. z—-——-—-——=—.
=1 k2 © k1K 12

c voor -1 < x < 0

Vb.2.3. f(x) = {d voor 0 < x < T, C en d constant.

De fourierkoefficienten van f zijn
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T 0 n
a = % [ f(x)cos kxdx = % L J ¢ cos kxdx + J d cos kxdx] =
-1 N 0

{c+d voor k
k

= 0
0 wvoor k # Q.

T 0 "
-1 e 0
L
= (c=d) (z1)7-1 _ (0 voor & even,
c L2 2(e=d)
T TLL o voor L oneven.

Er is voldaan aan de voorwaarden van de hoofdstelling, dus

c voor =T < x < 0
$(c+d) - 2(c;d) [Sl? X 4 512 3x +...] =}d voor 0 < x < 1

i (c+d) voor x=0, x = + 7.
Voor d = =¢ = | volgt hieruit

E sin(2n+1)x

=X voor 0 < x < 1
neo 2n+1 4

Fourierreeksen, periode p

Definitie f heet periodiek met periode p, wanneer voor alle X, waarvoor f

gedefinieerd is, geldt
f(x+p) = £(x) .

Vb.3.1. sin ax en cos ax zijn periodiek met kleinste positieve periode Zﬁ/a,

voor a > Q.

Vb.3.2. Als f integreerbaar is en periodiek met periode p, dan geldt voor

elke a

atp ip
J f(x)dx = J f(x)dx .
a -ip
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Door verandering van de onafhankelijk veranderlijke is het geval van perio-
dieke functies met periode p te herleiden tot dat met periode 2r. Definieer

y door

Z2rx = py,

en definieer de functie g door

% £ = (0B = ().

Daar f periodiek is met periode p, is g periodiek met periode 27, wegens

g(y+2ﬁ)=f(L(E-2_u :f(Ez-l-p) =f(2%)=g(y).

b2n 2r 2=
\

Als f voldoet aan de overige voorwaarden van de hoofdstelling, dan gelden

deze voorwaarden ook voor g. Volgens de hoofdstelling geldt dus voor de

fourierreeks van g voor y = n:

i 2, + Z (ancos nn o+ bnsin nn) = 4lg(n+0) + g(n-0)1,
¥ n=1
met
i ay 1 n cos ky)
: I Sl J g(y) dy.
) D .
; i -1 sin Ly

In beide formules van y op x overgaand concluderen wij:

Hoofdstelling Als f integreerbaar is en periodiek met periode p, en als f

voldoet aan de Dirichlet condities voor x = £, dan is de fou-

rierreeks van f voor x = £ convergent:

ba, + nzl (a_cos ZZBE 4 p gin 2;“5) = JLE(E+0) + £(5-0)],
. met

a, | ip cos 2nkx ]
| b, T -5pJ FG) sin 2;zx 5 e

Reeks en koéfficienten heten de fourierreeks en de fourierkoefficienten van
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Ook aan een functie F, die slechts is gedefinieerd voor 0 < x < a en waar-
voor F(0+0) en F(a-0) bestaan, kunnen wij een fourierreeks toekennen. Daar-
toe zetten wij F periodiek voort, d.w.z. definieren wij £(x) door f(x) =

= F(x) voor 0 < x < a, £(0) = J[F(0+0) + F(a~0}], f(x+a) = f(x) voor alle x.

De verkregen f is periodiek met periode a. Aan F wordt nu toegekend de fou-

rierreeks van f, dus

a cos ZRkX
N a

1 met = %Z J F(x) dx.

b 0 sin Znkx
£ a

21nx

- . 21nx
i ag + } [ancos *+b_sin

n=]

Wanneer wij voor F, gedefinieerd voor 0 < x < a, een fourier-cosinusreeks
wensen, d.w.z. een fourierreeks met louter cosinustermen, dan dienen wij F
VoOort te zetten tot een even functie. Dit kan door g(x) te definieren vol-

gens

g(0) = F(0+0), g(x) F(x) voor 0 < x < a, g(x) = F(-x) voor -a < x < 0,

g(a) F(a-0), g(x*+2a) = g(x) voor alle x.

De aldus gedefinieerde g is even en periodiek met periode 2a. Aan F wordt

nu toegekend de fourierreeks
v 2 2 [ 2
Anx _2 T
3 a + nzl ancos 52 met a, = 5 j F(x)cos 5 dx.
0

Willen wij voor F(x), 0 < x < a, een fourier-sinusreeks, d.w.z. een fourier-
reeks met louter sinustermen, dan dienen wij F voort te zetten tot een on-

even functie. Wij krijgen dan de reeks

a
Z bnsin ZEZX met b2 = %- j F(x)sin zggi dx.
n=] 0

Vb.3.1. De fourier~-cosinusreeks van sin X, 0 <« x < %, is de fourierreeks
van |sin x|, namelijk
oo

4 a0 + n£| ancos nx met ao =
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T T
8, =-% J sin x cos kxdx = % J [sin(k+1)x -~ sin(k-1)x]dx =
0 0
_ 1 _ cos(k+l)m cos(k-1)mn 11
=- [ T+ * t T T Rogd s veor k> 1.
Voor oneven k is = (), voor even k is = l-[ 2__ 2 ] = ! dus
T W TW T T kT T2
-]
|ﬂnﬂ=g—£ Zgﬁﬁﬁ,w<x<n,
T T 2
n=1 4n - 1

en zelfs voor alle x, omdat |sin x| periodiek is met periode 2m.

Fourierintegralen

De methode van de vorige paragraaf betreffende toevoeging van een fourier-
reeks aan f is niet van toepassing op functies die voor alle x gedefinieerd

zijn en niet periodiek zijn. Voor zulke functies, waarvoor

=]

J | £(x) |dx

o0

bestaat, geldt een op de hoofdstelling lijkende stelling waarin echter de
fourierreeks wordt vervangen door de fourierintegraal. Deze stelling is van
belang voor de¢ beschrijving van niet zuiver periodieke verschijnselen, bij-
voorbeeld die waar demping optreedt.

Wij beschouwen eerst een integreerbare functie f met f£(x) = O voor [x| > c.
Voor iN > ¢ en voor alle &, met - N < g '<<H , waarvoor f voldoet aan de

2 2
Dirichlet condities, geldt volgens §3

Ls-]

JLEE+0) + £(5-0)] = } a, + (a cos g b sin 2nn£)
0 n N N
n=1
met

' 21nx

a : Jc cos =

= I— f(x) dx.
b N . 2mnx
n -C s1in _ﬁ—_



...94_

L

Na substitutie van a en bn volgt

c c
HEE+0) + £(E-0)] = & J Fydx + | 2 J £(x)cos ZREE) 4y
—c n=1 —c
c
Noem F(y) = J f(x)cos y(x~E)dx, dan staat er
-C
0] = 1 2 p2mny
$LE(E+0) + £(E-0)] = 5 F(O) + n£1 5 P&
_L N 13 21y |
=57 N [ees + F( N) + F{ N) + F(0) + F( N) + F( N) I
De limiet voor N + « van het rechterlid is
1
. LT j F(y)dy, dus
o c
tLE(E+0) + £(E-0)] = %E jdy J f(x)cos y(x-£)dx.
—c -

Zonder bewijs delen wij mee dat deze formule niet alleen voor eindige c,
maar ook voor ¢ * * juist is, mits is voldaan aan zekere condities, waar-

<a

onder het bestaan van J E(x)]dx. Zo wordt verkregen de volgende ontwikke-

-

ling van f als fourierintegraal:

-] [++]

JLE(E+D) + £(£-0)] =-% J dy J f(x)cos y(x-£)dx.
0 -

Na uitwerking van cos(yx - y£) krijgen wij het volgende analogon van de

hoofdstelling.

Stelling Als f, gedefinieerd voor alle x, integreerbaar is met eindige

w0

J |£(x) |dx

-—C0
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en als f voldoet aan de Dirichlet condities voor x = &, dan geldt

<]

iLE(E+0) + £(E~-0)] = J [A(y)cos y& + B(y)sin y&ldy,

0
met . -
Aly) = %- J f(x)cos yxdx en B(y) = %- J E(x)sin yxdx.
- —
Vb.4.1.
f(x) = 1 voor 0 < x <1, f(x) = 0 voor x < 0 en voor x > 1,
£(0) = £Q1)-= }.

De fourierintegraal van f is

® | e
f(g) = % J dy J cos y(x—g)dx = % J dy[-S]-n E(X_E)":l;:(l) =
y
0 0 0

1 i i~E) + si E
-1 J sin y(1~E) + sin y dy .
0 y

Voor £ = 0, en ook voor £ = 1, levert dit

J sy 4o g,
y
0

Vb.4.2. £(x) = e-hxsin px voor x = 0, f(x) = 0 voor x < O.
Zij h > 0, dan stelt f(x) voor positieve x een gedempte trilling voor. Er

geldt

o oo

J | £(x) |dx = J e MHax = &
— 0

De fourierintegraal is

(-] oo

£(g) = = de J e
0 0

%sin px cos y(x~g)dx.
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Wij berekenen de fourierkoéfficienten, met behulp van Hst. I, vbil2.1.

o [= <]
A(y) = %— J e gin px cos yxdx = %E j e“hXESin(p+y)x + sin(p-y)xldx =
0 0
2 2 2
S N ki 4 + —_P7Y 1=2 h +p” - g
- A 2 2 2 22"
2t p? . (p*y)? n? + (-y)? (h™ + p~ + y™)" = 4p7y
[++3 o«
] -hx . . 1 -hx
B(y) = < J e sin px sin yxdx = LTS j e Lcos(p-y)}x - cos(p+y)xldx =
c 0
N h - h 1=2 2hy
S R T N G ST R

Op grond van de fourierintegraal

w0

£(£) = J LA(y)cos y& + B(y)sin y£ldy
0

is de gedempte trilling gesplitst in een continu spectrumvan harmonisch pe-
riodieke bewegingen met hoeksnelheid y (frequentie y/21) en met als ampli-

tude de wortel uit

20y 4 wleoy < Bo (02 + p2 = yB)% 4 422
AT + BU(Y) = S —pe——e—J 5 27
7 [(h™ + p™ + y7)° - 4p“y“]
= EE. 1

2 (02 < 32 1 yB2 + a2

Voor h 2 p is de amplitude een dalende functie van y, dalend van ———%——5—
° 1 (h™+p™)
naar 0. Voor h < p echter is de amplitude stijgend voor 0 < y < pz—h2 en

vervolgens dalend naar 0; het maximum van de amplitude is E%E en treedt op
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bij ¥y = Vp2—h2. Door de invlced van de demping krijgen wij dus niet &én
scherpe spectraallijn bij y = p, maar een band die des te smaller is naar-

mate de demping kleiner is.

Complexe schrijfwijze voor fourierreeksen en fourierintegralen

Zij f integreerbaar en periodiek met periode p. De algemene term van de fou-

rierreeks van £ 1is

2ning _ 2ning 2ning  _ 2ning
a cos 2M2E 4§ sin AL LA }a e P 4+ P sl s e Po-e P =
n n n 21 n
2ning _ 2mning 2ning _ 2ming
= 1 _3 % : P = P P
j(an 1bn)e + %(an+1bn)e c e +c_e .

met, voor n = I,

P ip _ 2minx
- _: _ 1 2TnX _ . _ -1 p
c, %(an 1bn) =3 f(x)(cos i sin 1dx > [ f(x)e dx,
-ip -ip
ip ip 2ninx
c__ = $(a_+ib ) = 1 J f(x)[cos 2U0X L 5 gin gﬁﬂﬂﬂdx -1 J f(x)e P ax,
-n n n P P P P
-ip —ip
ip
- =1
Noem voorts c, = i 3 =3 f (x)dx.
~ip

Als f voldoet aan de Dirichletvoorwaarden voor f, dan geldt

N 2ninE ] ir - 2ninx

JLECE+0) + £(£-0)] = lim z ce P , met ¢ = = f(x)e Poax
n n p
N + o n=-N 1
—iP
‘N
voor alle gehele n. Voorzichtigheidshalve hebben wij geschreven lim Z en

Moo n=—N

(o]
niet Z , omdat dit laatste symbool anders gelnterpreteerd zou kunnen wor-
n=—o

den.
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. 1 1 1,
Vb.15.1. 1lim ( ¥ %7 T3 l+l+"2-+...+-1-q-_—l-+ﬁ)—0,
N+
maar
_ 1 1 _ 1 11
MW SR SRR = N
heeft geen limiet voor M vast en N + =,
Van een niet-periodieke f is de fourierintegraal
oo oo
%- J dy J f(x)cos y{(x~E)dx =
0 —o .
[+=] o3 [+~ o
= iy (x-¢) 1 -iy(x-g) ,  _
= 5n I dy J f(x)e dx + 5 dy f(x)e dx
0 - 0 —co

(vervang y in de eerste term door -2wy, in de tweede door 2my)

0 co -] @

_ J dy J f(x)e—ZHiy(x—E)dx + J dy J f(x)e—z'niy(x-i)dX -

-t —00 0 e

= J e2"VE4y J f(x)e 2T ¥4y

=-C0 -0

Onder de bekende voorwaarden voor f geldt dus

oo [

J[£(g+0) + £(£-0)] = J F(y)e? 84y net F(y) J £(x)e

-0 -0

_Zﬂlyxdx.

Opmerking F(y) heet de fouriergetransformeerde van f(x). Als f bovendien

continu is, dan geldt voor f en z'n fouriergetransformeerde F

oo [+

F(y) = J f(X)e_ZHiyxdx en £(§) = J F(Y)EZWiYEdy .

-0 —oo
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™ N

Opmerking De tweede integraal J dient weer als lim NJ te worden

N> o
- . -

geinterpreteerd.

Toepassing op partiele differentiaalvergelijkingen

We beschouwen drie voorbeelden van homogeen lineaire partiele differentiaal-

vergelijkingen van de tweede orde, namelijk

322 2 3% .
1. =a (van hyperbolisch type),
_ 3yl Nyl
y x
82 Bzz
2, 22,2 2.9 (van elliptisch type),
5 2 2
x 3y :
9z 322
3. — =k — (van parabolisch type).
Y axz

Wij interesseren ons voor oplossingen van zo'n partiéle D.V., die voldoen
aan een stelsel voorwaarden. Sommige van deze voorwaarden zijn homogeen
lineair, d.w.z. zij hebben de eigenschap dat, met z, en z,, ook de lineaire
combinatie azl + Bz2 eraan voldoen.

Voorbeelden van zulke homogeen lineaire wvoorwaarden zijn:

z2{x,0) = 0voor 0 s x <1, %ﬁ-(o,y) =0 voor 0 £y<1,
z(l1,y) = 0 voor alley , z(x,y) is begrensd.

Lineaire combinaties van functies, die aan een homogeen lineaire D.V. en
aan een stelsel homogeen lineaire voorwaarden voldoen, zijn eveneens oplos—
sing van de D.V. en voldoen cok aan de homogeen lineaire voorwaarden.

Andere voorwaarden zijn niet lineair, bijvoorbeeld de randvoorwaarde
(*) z[x(s), y(s)] = £(s),

met £(s) # 0, die in elk punt van een gegeven kromme x = x(s), y = y(s) de
waarde van z voorschrijft.
Wanneer de voorwaarden daartoe geschikt zijn kan men oplossingen construeren

met de volgende methode van Fourier. Eerst probeert men een voorraad functies

te verkrijgen die voldoen aan de partiele D.V. en aan de homogeen lineaire

voorwaarden, maar wellicht niet aan alle voorwaarden.



»

- 100 -

Hiertoe zullen wij gebruiken de methode van separatie van variabelen, door

oplossingen te zoeken van de vorm

z(x,y) = X(x) Y(y).

Vervolgens kan men, afhankelijk van de voorraad, op twee manieren verder
gaan,

Bij een rij van aan de partiéle D.V. en aan homogeen lineaire voorwaarden
voldoende functies zl(x,y), zz(x,y), z3(x,y),... probeert men koefficienten

a, te vinden zodat

i t~18

a_ zn(x,y)

n=1

voldoet aan de partiele D.V. en aan alle voorwaarden. Daarbij rijzen twee

vragen, die wij toelichten voor de randvoorwaarde (*):

Is f£(s) te schrijven als Z o zn[x(s), v(s)] ?
n=1

Geldt

-3

a 0
e

De eerste vraag ligt, als zn[x(s), y(s)] sinus en cosinus zijn, op het gebied
der Fourierreeksen. De tweede vraag ligt op het gebied der uniforme conver-

gentie, te behandelen in §10.

'

Een tweede weg, die kan leiden tot het vinden van een oplossing van de par-
tiele D.V. en de voorwaarden, is de volgende. Bij een schaar van aan de par-
tiele D.V. en aan homogeen lineaire voorwaarden voldoende functies z(x,y,u),

voor alle reele p, probeert men een functie a(u) te vinden zodat

<0

J a{u) z(x,y,u)dy

-0

voldoet aan de partiéle D.V. en aan alle voorwaarden. Dan rijzen twee vragen,
die wij toelichten voor de randvoorwaarde (*):

Is f(s) te schrijven als

=]

J alu) zlx(s), y(s),uldu ?

> <]
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Geldt

o0 [ ] [+=] 00
a
3y *

De eerste vraag ligt, voor passende z[x(s), y(s),pl, op het gebied der Fou-

ll~3
—_—
IQJ
o
=
IQJ
—
=~

3
ax

-_—C -0 =00 -0

rierintegralen., De tweede vraag ligt op het gebied der uniforme convergentie.

Vb.6.1. De Eén—dimensionale golfvergelijking

Een dunne, homogene, gespannen snaar met spanning s en dichtheid p trilt in
het (x,u)-vlak. Neem aan dat elk punt van de snaar een beweging loodrecht
op de x—as uitvoert. Zij u(x,t) de uitwijking in x ten tijde t, De snaar is
ingeklemd in de punten (0,0) en (4p,0) van het (x,u)-vlak. Ten tijde

t =0 is de uitwijking £f(x) en de snelheid g(x). De uitwijking u(x,t) wordt

dan beschreven door de volgende partiéle differentiaalvergelijking en voor-

waarden:
2 2
Ju_ uz 3y , met az =2 ,¢t>0,0<x < ip,
2 2 o)
ot ox

randvoorwaarden:

u(o,t) = 0, u(ip,t) = 0, voor alle t = G,

beginvoorwaarden:
u(x,0) = £(x), %%-(X,O) = g(x), voor alle 0 < x < ip.

De methode van separatie van variabelen toepassend, zoeken wij niet-triviale

oplossingen van de vorm
u(x,t) = X(x) T(t).

De homogeen lineaire voorwaarden worden
X(0) = 0, X(ip) = 0,

en substitutie in de D.V. levert

X=—5=0 T—5 ,dus o—5=— —x,
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Het linkerlid van de laatste vergelijking is onafhankelijk van x, en het
rechterlid is onafhankelijk van t, Hieruit volgt dat beide leden onafhan-
kelijk van x en van t, dus constant zijn. Wij noemen deze constante —uz,

en krijgen de twee gewone differentiaalvergelijkingen

2
(1) N ]
dt
2 2
(ii) L2+ XX = 0, met X(0) = X(ip) = O.
dx o

De vergelijking (ii) heeft als oplossingen de lineaire combinaties van
Ux o BX
cos = en sin = .

Wegens X(0) = X(ip) = O kan echter geen cosinus optreden en moet

2mTn

sin ££ = 0 %B = nm, i_<m , n geheel,
o o D

2a ’

Als oplossingen van (ii) vinden wij

2Tnx

X(x) = sin , n=1,2,3,...,

en als oplossingen van (i) lineaire combinaties wan

RO 2mat

T(t) = cos 2 en T(t}) = sin , 0=1,2,3,... .

Voor een gedetailleerde afleiding wordt verwezen naar de opmerking aan het
eind van dit voorbeeld.

De partiele D.V. en de randvoorwaarden laten dus als oplossingen toe de li-

neaire combinaties van
2mnx 2mot . 2mx . 2mnot

gin o cos > en sin o sin , n=1,2,3,... .

Wij proberen nu aan de oorpronkelijke D.V, met rand- en beginvoorwaarden te

voldoen door

o
u(x,t) = Z a cos Zmnat + b sin 2maat sin Zrnx
a1 | o P n

met nader te bepalen a en bn.
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L]

De fysische interpretatie hiervan is, dat de beweging een superpositie is

van trillingen. Elke term van de reeks stelt een trillingsvorm van de snaar

2nnx-)’ die zelf harmonisch

voor die bestaat uit een sinusoide (factor sin

] in de tijd oscilleert (factor a cos + bnsin). De trillingstijd T van de n®

trilling is T = EH ; de frequenties %-= %ﬁ zijn gehele veelvouden van de
grondfrequentie % van de snaar.

De gestelde oplossing moet voldoen aan de beginvoorwaarden:

oo

u(x,0) = £(x) = ] a sin 22X,
n P
n=1
du T 2ma . 2mx
T (x,0) = g(;) = nzl bn51n 5 .

Teneinde de onbekende koefficienten a_ en bn te bepalen, zetten wij de op
0 < x < ip gegeven functies £(x) en g(x) voort tot oneven periodieke func-

ties met periode p. Hun ontwikkeling als Fourier-sinusreeks luidt:

o

t . 2T™x ., 27Tnx
& = f =
£(x) nzl o, sin s, 8(x) nzl g, sin ==,
met
o (7 te 27k
. 2 4 . T
£°7 J £(E) sin 2122 g, &, = 5 J g(E)sin === dE.
0 0

Wat de beginvoorwaarden betreft leveren de. Fourierkoefficienten fn en g
ons dus de gevraagde a en bn. Rest nog het onderzoek, of de verkregen u(x,t)
inderdaad aan de partiele D.V. voldoet, hetgeen neerkomt op de vraag of

geldt

a2
Btz n

D 52 o %
1 n=1 3t2 axz n=1 n

o2
1 ax?

He~18
|
~1 g
[

me-1g

Dit soort vragen wordt bebandeld in §10.

Opmerking De differentiaalvergelijking
2 2

dX LB % =0, mt X(0) = X(}p) = O,
2 2

dx a

" (ii)

heeft in het algemeen slechts de nuloplossing X(x) = 0, tenzij u speciale

waarden aanneemt. Wij zoeken deze speciale waarden van u.
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De algemene oplossing van (ii) is
iwx iux
o o
X(x) = Aue + Bue voor W ¥ 0,

X(x) = AD + B0 X voor u = 0,

Invullen van X(0) = X(ip) = O levert

ipp _ iwp
EZG 2a

A +B =0, Au + Bue =0, u#0.

Een van Au = Bu = 0 verschillende oplossing wordt verkregen als

| 1 iwp )
. =Osea=19u=“‘ms
1pp 1up P
20 2a
e e
voorn =+ 1, + 2,.... . Neem Au =1, Bu = -1, dan volgen als oplossingen
van (ii)
2rnx

X(x) = sin
p 2

voor elke gehele n.

Vb.6.2. Twee—dimensionale stationaire warmtegeleiding

De stationaire temperatuurverdeling T in een tweedimensionaal gebied G wordt
beschreven door de voorgeschreven temperafuurverdeling op de rand van G en

door de vergelijking van Laplace

32T | 3°r
—*t—7=0
o0x dy

Voor een cirkelvormige schijf met straal ! dient uit de gegeven temperatuur-
verdeling T(!,9) = £(9) op de rand te worden bepaald de temperatuurverdeling
T(r,9) over de schijf. Dit komt, in poelkodrdinaten, neer op het volgende
probleem:

2 BZT

1 3T 1
oo 22 =0,
r or r2 30

T(1,9) = £(p) voor alle g,
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T(r,9+2x) = T(r,p) voor alle 0 < r < 1 en alle o,

T{(r,9) begrensd.

Met de methode van separatie der variabelen bepalen wij eerst een voorraad

functies van de vorm

T(r,9) = R(xr) o(p)

die voldoen aan de partiéle D.V. en aan de homogeen lineaire randvoorwaarden.

Substitutie geeft

2 2
E-% 3 + %-i% o + lf R E—% = 0,
dr T do
12 4R, ARy 1 d%
5 .
R d dr & dmz

Het linkerlid is onafhankelijk van g, het rechterlid is onafhankelijk van r.
Hieruit volgt dat beide leden onafhankelijk van r en van ¢, dus constant zijn.

Noem de constante ¢, dan geldt

2 2

rzi._%-'- rﬁ—cR:O;u-} C¢'=O.
dr 2
dr dy

Substitutie van T(r,g) = R(r) 9#(y) in de homogeen lineaire randvoorwaarden

geeft
R{r) begrensd; &(e¢+2n) = 3(p) voor alle g.

De differentiaalvergelijking voor &{g¢)

a%e
—5 +c? = 0, d{p+2n) = 0 ()
de

heeft slechts dan een van de nuloplossing verschillende oplossing, wanneer

¢ = n?, n=0,1,2,..., namelijk
$(p) = cos ng en ©®(p) = sin ng.

De differentiaalvergelijking voor R(r) )
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2
r2 d'R + T dR _ n2R = 0, R{r) begrensd,
dr2 dr

is van het type Euler, heeft de oplossingen

]

R(r) en R(r) log ¢ als n = 0,

-n

n r alsn#0,

r en R(r)

R(r)
dus heeft de begrensde oplossingen
R(r) = ", n=0,1,2,...

De gezochte voorraad functies T(r,¢) bestaat dus uit de lineaire combinaties

van
n n .
r cosng en r 8inng , n=0,1,2,...

Wij trachten nu een oplossing van het oorspronkelijke probleem te vinden van

de vorm

@0
n .
T(r,9) = } ag * J r (acos ng +b sin ng).
n=1
De onbekende koefficienten a en bn kunnen worden bepaald uit de randvoor-
waarde:

[+-]

T(1,9) =.f(¢) = } ag * nzl (ancos ap + bnsin ne).

Inderdaad, wanneer f(¢) aan zekere voorwaarden voldoet, dan zijn deze kecéf-

ficienten de Fourierkoéfficienten van f(g):

1 T . T
1 1 L -
ay =< I f(x)dx, a = J f(x)cos nxdx, bn - J f(x)sin nxdx,
-1 -1 -n

voor n=1,2,3,... .

Wanneer de koefficienten gevonden zijn, dient nog te worden geverifieerd of

de gevonden oplossing T(r,¢) inderdaad aan de partiele D.V. voldoet.
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Vb.6.3. Tijdafhankelijke warmtegeleiding

De tijdafhankelijke warmtegeleiding, voor een langs de x-as gelegen dunne

homogene staaf van lengte £, wordt beheerst door de partiele D.V.

oW a2y

—"‘k_,
Jt axz
waarin W de temperatuur, k de warmtegeleidingskoefficient, en t de tijd is.

Laat de volgende voorwaarden gegeven zijn:

0, W(a,t) = 0;

randvoorwaarden: w{o,t)

beginvoorwaarde: S W(x,0) = £(x).

Teneinde een oplossing W(x,t)} te vinden van de partiele D.V., en de voorwaar-
den bepalen wij eerst een voorraad oplossingen W(x,t) = X(x) T(t) die voldoen

aan de D.V. en aan de homogeen lineaire randvoorwaarden:

2
ld—)g . X(O) = X(Q) = (0.
X 2

dx

al~
1S

De beide leden van de differentiaalvergelijking zijn constant. Noem deze con-

stante -Hz, dan volgt

2
4T - 0?1 £2 4 (%% = 0, %00) = X(2) = o.
Fr o

De tweede D.V. heeft slechts niet-triviale oplossingen als y = mn/%, n geheel,

en wij vinden als voorraad:

_ . . TnX
W=e sin —= ,

voor n=1,2,3,... .

Aanpassing aan de beginvoorwaarde geeft als oplossing voor het oorspronkelijke

probleem

m™mX

2]
W(x,t) = z ane . sin
n=1

met
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%
[ f(E)sin “—zé'di .
0

1+3
n
=y b

Vb.6.4. Eé&ndimensionale diffusie

Diffusie in een &&ndimensionale kolom langs de x—as wordt beschreven door

de vergelijking

3 _ Xde
9t 2
9x

waarin C(x,t) de concentratie, k de diffusiekoefficient, en t de tijd is.

Wij beschouwen een oneindig lange kolom, - < x < ® , en de voorwaarden:
C(x,t) is begrensd, C(x,0) = £(x).

Uit de eerste, homogeen lineaire, voorwaarde en de partiele D.V. wordt met

de methode van separatie als volgt een voorraad functies verkregen:

2

= 1] dT _ 14X _ _ 2
Clx,t) = X(X) T(t), Trag "5 7= M 9
dx
-uzkt ipx .
C(x,t) = e e, p reeel.

Hierbij is gebruik gemaaktvan de begrensdheid van C(x,t), dus van X(x) en
T(t). Met behulp van de theorie der Fourierintegralen proberen wij nu een

oplossing te vinden van het oorspronkelijke probleem, door te stellen

=]

C(x,t) = J a(u) e

-—00

-uzkt+iuxd

Aan de beginvoorwaarde is veldaan als

oo

f(x) = J a(y) eiuxdu.

-0

Stel u = 21y, dan moet in
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oo

.22 .
C(x,t) = f Ay) e 4y kt+2w1yxdy

-0

A(y) zo worden bepaald dat is voldaan aan

o

f(x) = J Aly) e2™%qy,

-0
Onder zekere voorwaarden lukt dit met
.oo

A(y) = J £(z) o 2MiVEge,

00

De ongelijkheid van Bessel

Alle in deze § voorkomende functies zijn periodiek met periode 27 en inte-
greerbaar op -7 < t < 7 voorondersteld. Zulke functies vormen een vector-
ruimte, want als f en g periodiek en integreerbaar zijn dan is, met reéle

getallen o en B, de functie af + Rg dat ook.

Definitie Het inwendig product van twee functies f en g is

T

(f,g) = J f(t)g(r)de.

13
Dit inwendig product voldoet aan de eigenschappen
(f,8) = (g,f); (f,og + Bh) = a(f,g) + B(f,h); (f,f) = O.

Definitie Een rij functies Pys Pos Gg sene heet orthonormaal als

1 voor k = &£
(cpk, ) =

0 voor k # & .

Stelling Als 9,, ¢,s ¢, 4... Orthonormaal is, dan geldt
otelling 12 929 95
° 2
Io(f, 9 )7 < (£,5),
k=1

genaamd de ongelijkheid van Bessel.
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Bewijs. Beschouw eerst een eindige orthonorma

willekeurige reéle getallen o, geldt

I ) )
(f - o @, f - a @) = (£f,f) - 2
k=} K Kk k=] K 'k k=1

It

< ) o
f’f) -2 (f,(p ) + =
ko % T L %

T
(£,£) - (f,9,)" + [o, - (f
k=] K kgl k

]

De gehele uitdrukking is 2 0 en, als functie

a = (f,¢k) s k=l,...,n.

Hieruit volgt (vergelijk Hoofdstuk II, §5, st
v 2
L (£,0,)7 s (£,6).
k=1

Voor een oneindige orthonormale rij geldt dit

E (f,¢k)2 is convergent met som < (f,f). Di
k=1
volg van de stelling is dat voor de algemene

lim (f,¢k) = 0.

k »+ o
Wij passen de ongelijkheid van Bessel toe op

1 cos x sin x cos nx

le rij ®)s ¢2 srevs mn. Voor

n It
o (£,0.) + () a ¢, )} a,p,)=
AR e T SN A

,cpk)]z .

van a,, minimaal voor

elling 4)

voor elke n, dus de reeks
t bewijst de stelling. Een ge-

term van de reeks geldt

de orthonormale rij

sin nx

m! /;r_ ’ /TT_ yevery ‘/Tr_

Op de factor vv na zijn dan (f,mk), voor k 2

van f

m
=1 |
a == J f(t)cos ktdt, bg ==

- -

F ]

v

1, juist de fourierkoéfficienten

m

J f(t)sin 2tde,
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Voor deze koefficienten geldt dus

m

2 .0% 2. .20 1 2
ag + Z (az + bg) < = J £ (t)de,
2=1
-
met als gevolg
T m
lim a = lim 1 J f(tycos ktdt = 0, 1lim b = lim 1 J f(t)sin gtdt=0.
k+°ﬂk k->°DTr L - L g =+ o
— -1

Hieruit volgt direct de volgende hulpstelling, die wij in §8 zullen gebrui-

ken.
Hulpstelling Als a en b constant met =1 < 8 < b < 7 en als f(t) integreer-

baar tussen a en b, dan

b
1im J f(t)sin(n + })tdt = O,

n - co

Bewijs. Definieer g(t) door
g(t) = £(t) voor a <t <b, g(t) =0 voor s s t <aenvoor b <t <m,

dan is

b m
J f(t)sin(n + {tdt = J g(t)sin(n + {tdt =

a )

i m
= J g{t)cos it sin ntdt + J g(t)sin it cos ntdt .
=T -7
Beide integralen naderen tot 0 voor n + .

Opmerking Behalve de ongelijkheid van Bessel geldt voor de orthonormale tri-

gonometrische rij ook de

0

gelijkheid van Parseval: } aZ + ) (a2 + bi) = % I f2(t)dt ,
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wh

die wij niet zullen bewijzen.

g 58. Het bewijs van de hoofdstelling
n

Ter voorbereiding tomen wij aan dat } + Z cos ky = zlngn + 1) (1
k=1 sin jy
immers
n 1 n
J i + kzl cos kY = m [E]_n iy + ké] 2 sin iy CcOSs ky:' =
T I ; ;
= : [sin iy + {sin(k + Dy - sin(k ~ Dyl] =
2 sin 3y Ko
_ 1 1 .3 .5 .3
. “ Tsm Iy [singy *sin gy - singy +sin gy - sin gy 4
> - + sin (o + })y ~ sin(n - )yl =

_ sin{n + })
2 sin iy

Dit is goed voor sin }y # 0, maar ook voor y + 0 omdat dan beide leden nade-

ren tot } + n. Wij merken nog op dat
m | i n
1 sin{n + 1) _2 ' =
T J . sin 1y dy = T J G+ kz, cos ky)dy = 1. @)

0 0

Hoofdstelling Als f integreerbaar is en periodiek met periode 27 en als f

aan de Dirichlet condities voor £ voldoet, dan geldt

AL£(z+0) + £(6-0)] = } ag + ) (a_cos ng + b sin ng),
n=1

= %— J £(x) dx.
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Bewijs. Zij sn(x) de n-de partiéle som van de fourierreeks van f.

Vul de fourierkoéfficienten in, dan krijgt men voor x = £

m m m
n
: Sn(E) = %;- J f(x)dx + %- 7 [cos ki J f(x)cos kxdx + sin k& [f(x)sin kxdx] =
l ~Tr k= ! T -
T n
= % J L4+ z (cos ki cos kx + sin ki sin kx)] f(x)dx =
— k=1
W n m 1
-1 J L} + Z cos k{x-£)Jf(x)dx = 1 J[& + Z cos kylf (¢+y)dy,
T - k=1 m k=1

waarin x - £ = y is gesteld en gebruik is gemaakt van de periodiciteit van

0 7t
* de integrand. Wij splitsen de integraal in J + J en vervangen in de
= 0
eerste integraal y door -y, dan
w
1 n
s () =1 J [4+ T cos kyllE(z+y) + £(z-y)1dy =
. k=1
: 0
: -
. - 1 sin(n + %) _
m J 2 sin iy . LECe+y) + £(g-y)1dy ,
0

volgens de voorbereidende formule (1). Wanneer wij links en rechts vam (2)
vermenigvuldigen met }[£(£+0) + £(£-0)] en de resultaten aftrekken van de

zojuist verkregen uitdrukking voor sn(g), dan is

1

2o () - HLE0) + 101 = 3 [ Rt Y [y + £y +

‘ 0
. : ‘ : - f(£+0) - £(£-0)1dy .

Wanneer deze uitdrukking limiet 0 heeft voor n - =, dan is de fourierreeks

van f convergent met som i[f(E+0) + £(£-0)].
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Volgens de hulpstelling van §7 is dit het geval als

F(Ery) + £(E=y) = £(5+0) = £(5-0) _ _ 4y £(Ety) = £(§+0) _ £(Evy) - £(&=0)
2 sin iy sin iy y -y ]

integreerbaar is voor 0 < y < n, Dit is waar, omdat deze vitdrukking een li-
miet voor y + O bezit, dank zij de voorwaarden van Dirichlet voor Z. Hiermee

is de hoofdstelling bewezen.

Rijen van functies, uniforme convergentie

0 voor 0 < x =1

v6.9.0. 1lim (1=x)% = , lim  x(1=x)" = 0 voor O

n-> n -

A
-]
IA

1 voor x =0

n
L
1A

lim nx(l-x)n =0 wvoor 0 £x <1, lim nzx(]-x)n=0 voor O
n > n -

Definitie Een rij functies fn convergeert puntgewijs naar de functie f, als

voor alle geocorloofde x geldt:

lim £ (x) = £(x).
n->« n
0 voor 0 < x =1

Vb.9.1.  zij £_(x) = (1-x)", 05 x £ 1 en d(x) =

1 voor x = 0

De rij functies fn convergeert puntgewijs naar de functie d. Voor elke n

doorloopt
[£_(x) - ax)]
de getallen van 0 tot 1.
vb.9.2. zij g (%) = x(1-x)", 0sx s leno(x) =0, 0<x< 1.

De rij g, convergeert puntgewijs naar de functie ¢. De functie g neemt zijn

. 1
maximum aan voor X = — éen
n+l

- 1
n+l

l.n
(1 + ;ﬁ
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Voor elke 0 < x < | geldt dus

1 1
n+l ° I.n
(1 + E)

g (x) - )] <

Het rechterlid nadert tot O wvoor n + =,
Vb.9.3. Zij hn(x) = nx(l—x)n, 0sx<1, en (x) =0, 0 sxs1.

De rij hn convergeert puntgewijs naar de functie . De functie hn neemt ziin

. 1
maximum aan ¥eor X = —= en

ii 1 n 1 .
h_ ( e o lg“ + — yoor n -+ =,
n

Voor elke n doorloopt dus
" -«
LR (O]

de getallen van O tot een getal in de buurt van %-.

A

Vb.9.4. zij i (x) = ne(1-0, 0<x <1, end(x) =0, 0<xs 1.

n+l ° l.n
(l+-5)

| De rij in convergeert puntgewijs naar de functie @, De functie in neemt zijn
. maximum aan voor X = —— &n

] n+l

? i ( 1 ) = n2 1 + o yoor n + @

; n - n+l '

|

i

i
!,

Voor elke n doorloopt dus

B v

li (x) - ¢(x}]
de getallen van 0 tot een groot getal.

Definitie De c-band om een functie f is de verzameling der functies g zodat

|f(x) - g(x)l < g

voor alle x waarvoor f(x) is gedefinieerxd.
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Definitie De rij functies £, f2, f3 seess fn s+++ convergeert uniform naar

een functie f, als bij elke ¢ > 0 een N bestaat zodat voor n = N

alle fn behoren tot de ¢&-band om f.
Opmerking N hangt alleen af van e, niet van x!

Wanneer een rij {fn}uniform convergeert naar £, dan convergeert {fn} ook
puntgewijs naar f£. Dit volgt direct uit de definities. Het omgekeerde is

niet juist zoals blijkt uit onze voorbeelden.
Vb.9.2. De rij g, convergeert uniform naar & omdat

1 1 |
O < g vVoor n > — .,
n+l (1 + l)n 2¢e

lgnCX) - d(x)] <

Vb.9.1,3,4. De rij £ is niet uniform convergent naar d omdat [fn(x) - d(x)]
niet voor alle x kleiner dan ¢ < | te krijgen is. Evenmin zijn de rijen hn

en in uniform convergent naar ¢.

sin nx
0

Vb.9.5. £ (x) = ———, <z = 1.
n /n
. 1
Wegens . [f_(x) - o(x)| = |[Z225| < —
b /n /n
is fn binnen de €-band om ¢ als n > 15 . De rij fn convergeert dus uniform
naar € op 0 = x < 1. €
Vb.9.6. fn(x) =x%, 0sxc< }.
Daar
|fn(x) - ex)| = |x" -0] = |x|" < l;-op het betreffende interval,
2

. . 2 .. .
is fn binnen de ¢-band om ¢ voor n > — “log €. De rij convergeert uniform

op 0 < x5 4.
Vb.9.7. f (%) = nxzsin l-voor x#0, f (@ =0
n nx 7 n ’

De rij fn convergeert puntgewijs naar f£(x) = x. Wij tonen aan dat deze con-

vergentie uniform is, gebruik makend van de formule van Taylor voor sin:
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LI S T
nx

{x - nx>sin ]—-|-= nx’ ll— - gin ]——| - nxilsin = =5
nx nx nx 2 n2x2 2n

Inderdaad ligt fn in de e-band van de limietfurx_ctie voor n > -]2-—5- .

Na deze voorbeelden worden drie stellingen bewezen, die. een gedeeltelijk ant-

woord geven op de vragen

7
lim 1lim s {(x+h) = lim lim s (x+h) ',
n>®h>0 " " h+0n-=+w
b 9 b
lim J sn(x)dx = J 1lim Sn(x)dx,

n>
a a

lim %— s_(x) = %— lim s (x).
n+wdx D ¥ e B
Stelling 1 De limietfunctie van een uniform convergente rij van continue

functies is continu,

Bewijs. Laat de rij continue functies s uniform convergeren naar de functie
s opac<zx<h.

Merk op dat
|s(x+h) - s(x)l < |s(x+h) - sn(x+h)] + |sn(x+h) - sn(x)l + Isn(x) - s(x)l .

Neem n{e) zodat 5. in de ( %—s)-band van 8 ligt, dan zijn de eerste en de

derde term < l-e. Kies vervolgens, op grond van de continuiteit van s_, het
3 g g n
getal & zo, dat ook de tweede term < %-s is voor |h| < § . Dan geldt

|s(x+h) - s(x}| < 3 . % e voor |h| < & ,
waarmee de continuiteit van 8 voor elke x in 8 < x £ b is bewezen.

Opmerking Een gevolg van deze stelling is:
Als een rij continue functies in een interval convergeert naar een discon-

tinue functie, dan is deze convergentie niet uniform. Vgl. Vb.9.1.

Opmerking Vb.9.3. toont, dat ook niet-uniform convergente rijen van continue

functies puntgewijs kunnen convergeren naar een continue functie.
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Stelling 2 Als de functies s,, 8 en s gedefinieerd en eigenlijk inte-

12 8y sene |
greerbaar zijn op a < x £ b en als de rij 5. uniform convergeert

ﬁ naar s, dan geldt

b b
lim J sn(x)dx = J s(x)dx. Voorts convergeert de rij
n—>ma a
x x

J sn(t)dt uniform naar J s(t)dt op a £ x < b,

a a

Bewijs. Zij & een vast getal > b - a. Zij ¢ > 0 gegeven. Bepaal N zodat voor

n > N de functies s in de ( % )-band van s liggen., Merk op dat N alleen van

€ en L afhangt. Daarom volgt

b b ' b b
‘6 [ J s(t)dt - J gn(t)dtl < J |s(t) - sn(t)ldt = J %—dt = Eﬁ%:ﬁl'< £.
a a a a

Hieruit volgen de beweringen.

- OgmerkinE Vb.g.&. handelt over een niet-uniform convergente rij in(x) =
=q x(l—x)n, waarvootr
1 1 1
I i (x)dx = J n2x(1-x)"dx = n? J (1-y)y"dy =

0 0 0
! n+l n+2 2
_ 2 n _  n+l _ 2ry -y I n
-0 J (y y ddy=n [n+l n+2 ]0 - (+1) (n¥2)
0
Dus
i 1
lim J i (x)dx = 1, echter J lim i (x)dx = 0,
n -+ « n n -+ <« n
0 0
o Stelling 3 Als de rij functies 5. puntgewijs convergeert naar de functie s,

als alle s differentieerbaar zijn met continue afgeleide en als
de rij der afgeleiden s; uniform convergeert naar de functie o,
alles op a < x < b, dan is ook s differentieerbaar en geldt

s'(x) = o(x), a < x £ b.
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Bewijs. Uit het gegeven volgt met Stelling 2:

X X

I g(t)dt = lim J s;(t)dt = lim (sn(x) - sn(a)) = s(x) - s(a).
n -+ w ]
a a

En hieruit volgt s'(x) = o(x).

Opmerking In de stelling wordt uitdrukkelijk de uniforme convergentie geeist
van de rij der afgeleiden. De uniforme convergentie van de rij

functies zelf is niet voldoende. Dit zien wij aan het volgende

voorbeeld.
Vb.9.8. De rij functies

sin nx
n

s (x) =
convergeert uniform naar O op elk interval a < x < b. De rij der afgeleiden
L =
sn(x) €cOS nx

is voor geen enkele x # 2km convergent.

Reeksen van functies, uniforme fourierreeksen

Definitie Een reeks van functies convergeert puntgewijs resp. uniform op

een interval a < x < b, als de rij der partiéle sommen puntgewijs

resp. uniform convergeert in dat interval.
Een herformulering van de stellingen van §9 luidt:

Stelling | De somfunctie van een uniform convergente reeks van continue func-

ties is continu.

Stelling 2 Als de functies Ups Uy seee €D S gedefinieerd en eigenlijk inte-

greerbaar zijn op a s x < b, als E:=] u uniform convergeert met
som s, dan geldt

b b
¥ J un(t)dt

n=1

1]
Sty
w
~
i .
At
[a 9
[ns
.

a a
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Voorts comvergeert de reeks

X

(1 s 31

j un(t)dt uniform op a £ x £ b

1
a

n

x
met som J s(t)dt .

a

Stelling 3 Als u,, u,, U,s... differentieerbare functies zijn met continue
obterling J 17 Y Yyt
afgeleide, als zk=l u puntgewijs convergeert met som s, als
E:=] uﬂ uniform convergeert met som o, alles op a < x £ b, dan
is ook s differentieerbaar en geldt s' = o,

m

oo . 1
Vb.10.1. De fourierreeks sin(Zk + Dx {‘v voor 0 )

x <
k=0 2k + 1 0 wvoor x = 0,n

van Vb,2.3. is volgens stelling 1 niet uniform convergent op 0 < x < I,

De hoofdstelling der fourierreeksen zegt, dat onder de Dirichlet condities
de fourierreeks van een functie f voor rS<x <7 puntgewijs convergeert
naar 3L£(x+0) + £(x-0)1. Wij zoeken voorwaarden voor f onder welke deze con-
vergentié uniform is voor -mT £ x < 1 . Daartoe hebben wij nodig het volgende

criterium van Weierstrass voor uniforme convergentie.

Stelling 4 Wanneer de absolute waarden van de termenm van een reeks van func-
ties kleiner zijn dan de termen van een convergente reeks van ge-

tallen, dan convergeert de reeks van functies uniform.

Bewijs. Zij luk(x)] < v, voor a £ x < b en k=1,2,3,... . Zij voorts } vy
convergent met som V., Op grond van de vergelijkingsstelling is dan k=1

Z uk(x) absoluut convergent. Noem de som s(x), a € x <b. Dan is
k=1

n © 4] oo n
ls(x) = } u )| =] } x| s J |u@®|s I v =V ]wv.
ka1 K kegel ¥ kentl © ken+l kZI k

Wegens de convergentie van Evk is bij gegeven £ > 0 te vinden N(e) zodat voor

"n = N rechts < £, Dan is echter ook links < ¢. Omdat N niet van x afhangt,

[~ -]

is Z uk(x) uniform convergent.
k=1
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k
Vb.10.2. -+ 4 ] Sl _gos kX

. 2 ., .
de fourierreeks van f(x) = x~, is voor -7 < x < © uniform convergent, omdat

de termen < lf en Elf convergeert.
k k

-]

Vb.10.3. De machtreeks E akxk is uniform convergent veoor |x| < p, waar p
k=1
kleiner is dan de convergentiestraal R van de machtreeks. Inderdaad, de al-

gemene term van de machtreeks voldoet aan

o
Eanxn| s |anpn| en n£1 Ianpn| convergeert voor p < R,

Stelling 5 Zij f continu en periodiek met periode 2m. Zij voorts f differen-
tieerbaar voor -% < x T, eventueel op een eindig aantal uitzon-
deringen na, met integreerbare afgeleide. Dan is de fourierreeks

van f uniform convergent op -m £ X S T.

Bewijs. Voor de fourierkoefficienten a enb van f geldt, voor m = 1,

a . ™ cos nX m

n 1 i E-d sin nx
= J £ (x) dx = - J £(x) : =
bn -7 sin nx -7 ~— d cos ny
m .
-1 < 8in nx
=— J £'(x) dx
-vTT —
— COS hX
n

de laatste gelijkheid met behulp van partiele integratie. Als c en dn de

fourierkoefficienten van f'(x) zijn, dan volgt

c. ®=nb end = - na , dus c2 + d2 = n2(a2 + b2) .
n n n n n n n n

Volgens de ongelijkheid van Bessel, toegepast op f', geldt

™
o

kzl 2+ ady <l J (£ (x)1%dx.
=T



- 122 -

De reeks
T 2.2 2
T k“(a; + b))
K 3 T %

is dus convergent. Voor de algemene term van de fourierreeks van f geldt nu

sin kx| < J/ai+b2—%¢ +b S£E—+k(ak+b)],

lakcos kx + bk

waarbij de laatste ongelijkheid is verkregen met behulp van pq < i(p +q )
De algemene term van de fourierreeks van f is dus in absolute waarde kleiner
dan de algemene term van een convergente reeks waar x niet in voorkomt. Vol-

gens Stelling 4 is de fourierreeks voor -7 < x < m uniform convergent.

Opmerking De som van.de fourierreeks van f is f(x) voor elke x waar f voldoet

aan de Dirichlet condities.

§11, Het verschijnsel van Gibbs

o In voor 0 < x < 1
De fourierreeks 8in(2k + 1)x _
k=0 2k + 1

0 wvoor x =0,r ,

uit Vb,2.3. en Vb.10.1. is niet uniform convergent voor 0 < x 5 7. Wij on-

derzoeken het gedrag van deze reeks nader door het maximum te bepalen van

. (x) = “i' sin(2k + 1)x
n

k=0 2k + 1
dsn(x) ngl i nfl
—_— cos(2k+1)x = —— 2 sin x cos(2k+])x =
dx k=0 2 sin. x k=0
1 n-l . . sin 2nx
= g X Lsin{2k+2)x - sin 2kx] = In x
k=0

voor x # mw. Voor x = 7/2n bereikt sn(x) zijn eerste, tevens grootste, maxi-

mum

n-1 sin LZKADT n-1 sin(k + ) 1
G = I — i =t [ % no
AR k=0 =0 " (k+ T
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Nu geldt

immers de rechterintegraal kan worden bena#erd door het interval 0 <t <«
te verdelen in n gelijke delen ter lengte Elen de functiewaarde telkens in
het midden (k + }) E-van het k-de deel te nemen. De waarde 0.926 van het
rechterlid vinden wij uit een tabel. De hoogte van de eerste top van sn(x),
waarvan de abscis 7/2n tot nul nadert voor n - =, heeft dus een limietwaar-
de die ongeveer 187 groter is dan de waarde }7 = 0,785. Dit noemt men het
verschijnsel van Gibbs (vgl. Vb.9.3.). Dit verschijnsel is geenszins in

strijd met de formule

im voor 0 < x <7

E sin(2k + 1)x _
o 2k + 1 -
k=0 0 wvoor x = 0,1 ,

Immers voor x = 0 isg sn(O) = C voor alle n. Voor een vaste x > 0 geldt voor
voldoend grote n dat %E < X, zodat de ongelijkheid

1im s (g—) > dr=1lim s (x), 0 <x <7,

geen contradictie inhoudt. Wel zien wij dat, naarmate x dichter bij 0 ligt,
n groter moet worden gemaaki om een goede benadering van de limietwaarde te
krijgen. De convergentie van de reeks wordt dus steeds slechter naarmate x

dichter bij nul ligt.
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Appendix: Slingerbeweging van een ketting

x=L
Sa+h
Spanning s(x),
a+h YT
uitwijking u{x,t)
a

massa per lengte—eenheid p.

s

a

X
x=0
u

Op elk der uiteinden van een stukje ketting, tussen x = a en x = a+h, werkt

een kracht in tangentiale richting. De resulterende kracht heeft in u-richting

de component

s sin a,~ s sin o, , met tan o, = (22) tan o, = EE)
a+h 2 "a I’ ] 3x ’ 2 ax/_ _
x=a x=ath

Neem aan dat o en a, 20 klein zijn dat sin kan worden vervangen door tam.

Pas toe K = ma op het beschouwde stukje, dan volgt

ath
3u Ju 32u
8 =% - s 5y = p —— dx .
x=a+h x=a at2

a

Deel door h, en laat h -~ 0, dan wordt verkregen de partiele differentiaal-

vergelijking
3 ,. 3u 32y
s - 2.
ox oX B2

Voor s en p constant, a? = s/p, is dit de partiele differentiaalvergelijking

voor de trillende snaar

2y 32u
au o 228
at2 ax?

Voor een ketting, met 8(x) = p g x, komt er

2 2
L 8%u, du _13%

ax2 9% 8 ye2
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: De methode van separatie van variabelen, u(x,t) = X(x) T(t), geeft

2 2
—...._L [x i—.}E + d_x.] = —-.-l.-—- -d---.}'- = -7(1]2’
dx T(t) dt2

dus harmonische trillingen waarbij X(x) voldoet aan

2 2
x.d—x-l--g'.}_{-{-—ui— X = 0.
dx? g

Neem als nieuwe variabele y, met x = y%, dan volgt

2 2
2 %X, 9§+(2w)g X = 0
Ty Ve 4 |

Dit is de differentiaalvergelijking van Bessel van de nulde orde, in de

variabele %%1 .

-

De algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking luidt

B e

X(x) = A J0(2w¢x7g) + B YO(Zan7g).

Nu wordt de functie YO oneindig voor x = 0 (zie p.40). De functies u(x,t),

X(x) dienen zeker eindig te zijn voor x = 0, zodat we moeten stellen B = 0.

Er volgt dan
e X(x) = A JO(wax7g), ulx,t) = A J0(2mfx7g) cos(wt+p).

De uitwijking u(x,t) moet tenslotte nog voldoen aan de voorwaarde u(f,t) = 0,

corresponderend met het vaste uiteinde van de ketting. We vinden dan

JO(ZwV27g) = 0,

Nu heeft de Besselfunctie Jo(r) oneindig veel positieve nulpunten T = T

n=1,2,3,... (zile de fig. op p.42). Deze nulpunten zijn uitvoerig getabelleerd:

zo is bijvoorbeeld

Y, = 2.40, Yy = 552, yq = 8.65, v, = 11.79, Y, ™ (n—}{)nr voor n groot.

S,
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We vinden dan dat de eigenfrequenties van de slingerende ketting worden ge-~

geven door
wnmi“(n g/'q" n=]’2’3’lll ’

terwijl de "eigenslingeringen" worden beschreven door

un(x,t)=A JO(Yan/E) cos(mnt+@).

Opmerking. Deze behandeling is afkomstig van D.Bernoulli (1738) en
L.Euler (1784). Voor een verdere behandeling van de methode van separatie
van variabelen, zie het collegedictaat Toegepaste Analyse I, hoofdstuk V.

Verdere literatuur:

G.Pétiau, La théorie des fonctions de Bessel, Paris, 1955, chap.18.

G.N.Watson, Theory of Bessel functions, Cambridge, 1958, inleiding.
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