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DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

§1 t/m §9:

xy' + 2y = xyy' .

2. xy2 -x- (yx2 -yy' =0.
v _ log x - ¥
3.y = x lo '
g x
he 2+ D)y' = (v + 2)(x + /RZET) )
5. xz - y2 + 2xyy' = 0,
6. y'{(x-siny) +y=20.
2 '
7. y+xy —-xy' =20,
8, y' + = 5 ¥ = ! 5 .
1 + x x(1 + x )
.2 -
9. x(y - x)y' =y .. -
10. {tan(x +y) — 1}y' = 1.
2 3 ,
1. 3x™ - Dy + x" - x+ 2y)y' =0 .
12, ——F— - Xf + (—L— « l&y' =0.
Y o Ay X
13. y' = ly = y3e-x .
14, 2y' -y = 10x3y5-.
2
15. k- N = (x-y+ D7,
16. exy log y = (eX +y logzy)y' .
17. 2x3y2 -y + (2x2y3 - x)y' = 0 (int. factor: p(x.y)) .
y'o_ -1
18. Y xy il
2 1
19, x -y~ + 2xyy' = 0 .
20, y+xy+siny + (x+ cos y)y' =0 (int. factor u{x)) .
21. 3xy2y"+ 2y3 =2,
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22, (3x + Sy + 6y’ =x + Iy + 2 .

23, y' cos y +simy = % .

2 2
p.1 1 yz(xyy' - D) =1 =-x(l+y).

25, (x - 3y #3x-y=0.

26, x(1 - XZ)Y' + (3x‘2 - )y - 2%,

27. (2x -4y + 5)y' =2y - x - 3 .

r

L 2.3 ‘
28. 3x2 + 6xy2 + (6% y ¥ 4y )y" = 0.

LS

29, (x =~y + 1)y'"=1.
30. 2xy + (y2 - 3x2)y' =0,

v
1

L

M Y T S SN L
3i,. y = Xy + ¥ ¥

32, xy' + 2y - sin x = o .
33. ysinx -1 +y' cos x=0..
L 2 " ",,.. a
3. y'(y ~x) -y =90 . ’
35, y' + 2y = 2xyYy .

36. y2 + (xy + Dy' =0 .

§11:

ax
dt

dy
dt

il

8x + 3y .

dx
= 4 +
2, i 2x y Z

e

x + 2y + =z

XxX+vy+ 22z,

W
]

5x + vy

- 4% + y-.

e
“H



10.

11.

-3 -

%-"‘-t:-=l;)(--2)r+2(;t

%% = 6x — 3y - e2t + Ze_.t .

-3-%=x-y—z+2et

g%= —2x+ 2y -z + 2" _

%—= 2x + 3z - 3et .

» )

. %% = x = 2y E

%=5x+3y.

2—11-1-:—+y=2et

%%+z=et . ‘

%% rx=ce". \ )

%% + py = cos pt

(p reeel)

%% + p2x = sin pt .

%% +x -2y =sint

AR AL T

Herleid de volgende differentiaalvergélijking tot een stelsel differentiaal-

vergelijkingen van de eerste orde en los dit stelsel op

y'' - 5y" + 8y' -4y =0, ‘ y

7 dx , &y 2x = 0

at T at
ax oy =
a3 ry=0o

|
|
dx d . ‘

x(0) = 13 y(0) =0 .




10.

§12:

y' o+ y = xe"

y(0) = y'(0) =0 .

y"' - 5y" + 8y' - 4y =0

y(0) = 13 y'(0) = 25 y"(0) = 5 .
Tx+y+2x=20

x+3y +y=0

x(0) = 1; y(0) = 0 .

Xx-3x-4y=0

§+x+y=0‘

’

FELXN o rAN 1. rS
XU = ylv)y = 1y yiw

S
|

e

&~

. . t
X+ v+x+y=2ecost

¥+ %X+ b4x = et (7,cos t - sin t)
L}

x(0) = %(0) = §(0) = 13+%(0) = O .

5§13 en §14:

Ly -xy =0,

-y"'+xy=0.

{1 - xz)y" + 6y =0.

(1 - xz)y" -xy' +9y =0.

y"-xy=].

Lxy' - (L +x)y  +y=0.

C2x(l + x)Yt 4y - 12xy =0

Kl + 1)y - xy  Fy =0,

. xzy" - 4xy' + 6y = 0 .

xy" + 2y' +xy=0.

¥



LINEAIRE ALGEBRA

§1.

Bewijs dat voor elk tweetal matrices
a b c d
A= en B = geldt AB = BA .
b a d c

Voor de lineaire afbeeldingenc/‘?: VoVenSh vav geldt AP = 'ﬁ-en&ﬂ: 5?) .
Bewijs dat hieruit volgt Ja—z =Jq'enfl)§2 = ﬁ?) :

. In R2 zijn gegeven de basisvectoren e, en e

1 =2
Wat zijn de kolommen ten opzichte van deze basis van de volgende vectoren?

.

a=e ,
b=e¢g

.E.=..e_'l—-e-2 .
d-fe 5oy -

. De lineaire afbeeldingdd: R, + R, heeft de matrix:

3 3
2 =1 1
A= -] 2 1
1 0 1

Gevraagd:

a) dimensie beeldruimte
b) dimensie nulruimte:®

c) de vergelijkihg van de beeldruimte
' 1

d) de kolom van x, als Lﬁ'l{_ de kolom| 1 jheeft.
1

Gegeven zijn twee lineaire afbeeld'ingenv.f‘} end van R3 in R, met matrices

2 1 -1 2 -1 1
A= 1 -2 3 en B = {-11 8 -7 .
-2 =4 5 -8 6 -5

Bepaal de matrices behorende bij de afbeeldingen\)g$en ﬁ’)e/a—.

ur



6. Gegeven is de lineaire afbeeldingﬂ: R, = R, met de matrix:

37 %
0o o

A={1 0 :
0 2 o/

Bepaal' de kolom van alle vectoren x, die op zichzelf worden afgebeeld.

-

7. Zij €895+ 128, EON basis wvan Rn'

Fen lineaire afbeeldingdt: R~ R_is als volgt gedefinieerd:

%
1]
|

=8

e, = &;,_, Voor i=2,3,...40n .
Wat is de matrix A van M t.o.v. g_l,...,gn‘_?

Toon aan dat ﬂfn}_c_ = 0 voor elke x nit Rn.

+
M mee: mome A
L

L
b
£
)
M
[+
0
]
o
]
13
]
[
=
n
}o
La
o

8., Zij A R3 - R3 de loodrechte projectie op het vlak opgespannen door de vec~
1 A

toren a en b, die resps kolommen | O Jen | 2 | hebben.

b 1 1/
X

*

De vector x heeft de kolom| y

FA

a) Toon aan dat # een lineaire afbeelding is.

b) Bepaal de kolom van de vectorﬁ'g_i woor i = 1,2,3,
c¢) Bepaal de matrix van H,

d) Bepaal de kolom van het beeld van x.

e) Heeft /4 een inverse?

£) Bew.a'ijstj‘)r2 = J?‘ ' " "

9. Zij E R3 > R3 de spiegeling aan het vlak opgespannen door de vectoren a
1 |

en b, die resp. kolommen (-1 [en | O [ hebben.

0 -1
P

V ig het vlak (p,x) = 0, waarbij p de kolom | q | heeft.
r

a) Toon aan dat deze afbeelding lineair is.

b) Wat is de matrix van A



¢) Wat is het beeld W onder de afbeelding JA-van het vlak V?
P

d) Als p de kolom {—I | heeft, voor welke waarde(n) van p is dan W 1 V?

0
e) Bewijscq’z = ’j

Zij V de vectorruimte van de polynomen at3 + bt2 + ct + d van ten hoogste

de derde graad. ) ‘
2 3 .

De polynomen 1, t, t, t~ vOormen een basis van V.

De afbeelding & is gedefinieerd ‘dqqr .

:ﬂ(at3 + bt2 + ct +d) = 3@1:2 + 2bt + ¢ .

PR e ol

a) Toon aan dat & een lineaire afbeelding is.
b) Wat is de matrix D vanr_B t.o.v. de basis 1, t, t2, t3?

13
c) Wat zijn de matrices van QBZ,_ £3 en «:94?

Y

‘s : . 2
Z1] V de vectorrulnte van de polynomen at3 + bt + ct + d van ten hoogste

de derde graad. _
De afbeeldingJ: V > V is gedefinieerd door *

[ 4

Teat? + be? + et + @) = a(l + 3+ b0+ 02 vl + ) +d .

a) Toon aan datJ een 1lineaire afbeelding is. o
b) Wat is de matrix T vanJ t.o.v. de basis 1, t, tz, t3? !
¢) Toon aan dat 1, l+t, (l+t)2, (]-‘l-t)3 ook een basis van V is.

d) Heeft 7 een inverse? Zo ja, wat is de matrix vgnT_l t.o.v. de basis

1, l+t,.(]+t)2, (I+t)3?

V is de vectorruimte der op [0,1] continue functies met de gebruikelijke
optelling en scalaire vermenigvuldiging. ' 7

De afbeeldingté: V - R, is gedefinieerd door At = £(0).

a) Toon aan dat A een lineaire afbeelding is.

b) Wat is de nulruimte N van /47

c) Heeft M een inverse?.

d) Als de functie f een oplossing van de vergelijking(ﬁx = ¢ is, dan vinden
wij alle oplossingen van de vergelijking door te memen x = f + n met
n ¢ N.

Bewijs dit.




13.

14,

15.

Zi] JE: R, > R, een lineaire afbeelding met de matrix

3
@ Yy a

A=1{8 § b t.o.v. een bgsw e €5 &4 -
0 0 e

V is het vlak opgespannen door e, enge, en W het beeld van V onder de afbeel-

ding 4. .

a) Wanneer is de beeldruimte W een deel van het vlak V?

b) Wanneer is W een 2-dimensionale deelruimte?

c) Wanneer heeft Vdeen inverse?

d) Wanneer gaat V punt voor punt in zichzelf over?

e) Toon aan dat voor (o - 6)2 + 4By 2 0 er steeds een vector x # 0 is uit V,
die in een veelvoud van zichzelf over gaat.

£) Wat zijn de eigenwaarden van (Aals 8 = 0 is?

L en M zijn deelruimten van de n—dimensionale vectorruimte V.

L en M hebben alleen de nulvector gemeen. Bewijs dat dim L + dim M < n,

Als geldt dim L + dim M.= n, dan is elke x uit V eenduidig te schrijven als

x =L +mmet £ uit L en m ajt M, Bewijs dit.

Zij V de vectorruimte van alle polynomen.

De afbeeldingen u&], Ja—o en rﬁ—_l worden als volgt gedefinieerd.

k k~1 _ 1 kel 1k
Lﬁ‘](aox + ax +o.0t a.k) = T 2% * E F oot X

(ﬂ-_l(aoxk + alxk_] *o.ota) = kaoxk_1 + (k—l)alxk_2 oot oa

en (ﬂb is de identieke afbeelding.

Zij verder de afbeelding ﬂ—n gedefinieerd door ,

Lﬁfrll voor n > 0 en geheel
(ﬂ;l = ¢ﬁ0 voor n = 0

(,B/_I]l voor n < 0 en geheel .

Toon aan da.tuQil een lineaire afbeelding is voor elke gehele n.
Wat zijn de beeldruimten van de afbeeldingen J?-n?

Hebben de afbeeldingen ()Q-n inversen?




82,

In R, is een basis e, gegeven.

1 1

Een andere basis £1 heeft t.o.v. € de kolom (5).

Een vector x heeft t.o,v. e, de kolom (x).
Bepaal de overgangsmatrix S van &; naar f

Wat is de kolom wvan X t.o.v, il?

1"

In R2 is een basis e,s &, Begeven.

Een andere basis il’ _:_E_2 heeft t.o.v. e &, resp. de kolommen (;) en (123) .

Bepaal de overgangsmatrix S van e ., e, naar £ , f

1* =2 =1’ =2 °

Wat is de kolom t.o.v. £ £2 van een vector x, die t.o.v. e

=1?
(X) heeft?
y

Maak dit duidelijk in een tekening voor het geval x = 4 eny = 7,

1* & de kolom

In R3 is een basis &+ & &5 gegeven. De vector x heeft t.o.v. deze basis
1

de kolom | 2 | . .
1 .

Een andere basis f,, £,, f! heeft t.o.v. de basis e , e., e, resp. de kolom-
i i —11 =2’ ~3 o =1* =2’ =3
men {1 |, Ojen|1].
0 1 1
. , "
Wat 1s de overgangsmatrix S5 van 9_1, 32, _e_3 naar -f—l’ £2, £3 Vi
Wat is de kolom van x t.o.v. il’ _f_2, £3 ?
In R3 is een basis &,» &5» &5 gegeven,
Een andere basis £, g, h heeft t.o.v. €13 &5, &, TSP, de kolommen
By /& By
f2 , g, | en h2 .
f
3 gy h
Wat is de kolom t.o.v. f, g, h van een vector x, die t.,o.v. 21v &y &4 de

X
kolom | y | heeft?

Z




t.o.v. een basis e1» &y &4 ' 0

Men gaat over op een nieuwe basis 24, f u.Ea'mﬁt resps de kolommen| O |,
1 2 1l r ""2 -
1

1 en |3 t.o.v. de oude basis,
0 3

Gevraagd de matrix van & t.o.v. de nieuwe basis.

-

Gegeven is de lineaire afbeeldingd@: Ry > R3 met t.o.v. de basis e 89» &3

de matrix

/1 1 21 _
2 1 3 )
3 1 4

Men gaat over op een nipgwe basis fq’ 52, £ﬁ’ waarbij een overgangsmatrix

1 1 3 . !

behoort.

Wat is de matrix van A t.o.v. 54’ EQ, £3 ?
1

De vector x heeft t.o.v. 2y EQ' EB de kolom | 1 ).

1
Wat is de kolom van de beeldvectorogg t.o.,v. de oude en t.o0.,v. de nieuwe
basisg? " -

v

Gegeven zijn de afbeeldingtﬁien de vectoren a em b van vraagstuk 8, §1.
1

De vector c heeft de kolom | O .
1
T.o.v. de basis a, b, E_heeftnflde matrix
1 0 0

1
0 0

<

Ga dit na.




_l]_

8. Gegeven zijn de afbeelding Ren de vectoren a en b van vraagstuk 9, §1,
| 2 2

De vector c heeft de kolom |1 .
|

Wat is de matrix van J&t.o.v. de basis a, b, ¢?

< €4
9. De vector x # 0 uit Rn heeft t.o.v. de basis ©s8nsrasl de kolom . .
- En
]\
0
Aan welke eisen moet de basis £5++4»£, voldoen opdat x de kolom .| heeft
t.o,v. deze basis? : 0)
. 1)
1
Aan welke eisen moet de basis g,,...,g voldoen opdat x de kolom 0 heeft
. 1 n - .
[ 0‘

t.o0.v. deze basis?

.
#

10, In Rn zijn drie bases e ser s s E—l"-"’f—n - STRER - gekozen. De over-

1

gangsmatrix van €, .. -»g, mnaar i

f "En zij T,

£5--

,...,_‘f_n zij S en die van B)s-eesf maAr

1 1

De lineaire afbeelding‘ﬁ-heeft L0V 8 5eense de matrix A,

Druk de matrix B vanLﬁ't.o.v. Byse-esf uit in A, S en T.

11. Zij V gedefinieerd als in opgaven 10 en 11, §1 en de afbeeldingen L en

eveneens.

Laat zien dat de matrix D' van & op de basis 1, 1+t, (l+t)2, (1+t)3 is ge-

geven door D' = T_]DT .

§3.
1. De lineaire afbeelding:ﬂ'.: R3 > R3 heeft t.o.v. een basis g1 891 &4 de matrix
3 -2 0
"2 2 _2 .
0 -2 1

Bepaal een onafhankelijk stelsel eigenvectoren.

e 2



- -

2. Van een lineaire afbeeldingﬂﬁ: R3 - R:-iijn gegeven de eigenwaarden Al =] en

Ay = -2. De kolommen van de hierbijbghdrenﬂe'éﬁgenvectoren zijn resp.,
1 1
1 en (=2 .
1 4
0
Verder is | 0 |de kolom van het beeld van de eerste basisvector.
6
Bepaal:

"

a) de matrix van B t.o.v. de gebruikte basis;

b) de derde eigenwaarde en de kolom van de bijbehorende eigenvector,

3, De lineaire afbeelding @: R3 > R3 heeft op e1r &5 &4 de matrix

/3 2 2y
A=kl 4 1).,
-2 -4 -l

Bepaal de eigenwaarden vannﬁ;en de koldmmen der eigenvectoren Ypr Yoy U,
+ L

t.0.v. 2., €., &

12 =2 =3 ° - ) ¥

Neem u,, u,, 4, als nieuwe basis voor R,. Zij § de overgangsmatrix.

Controleer dat S 'AS een diagonaalmatrix is.

4, Bepaal de eigenwaarden en de kolommen der eigenvectoren van de afbeeldingen
it vraagstukken 8 en 9, §1.

Wat is de meetkundige interpretatie hiervan?

5. Bepaal een matrix S zodanig dat S“]AS een diagonaalmatrix is en bereken

Sh]AS voor

3 -2 0 0. 1 0

a) A= |-2 2 -2 b) A=1] 0 0 1 .
g -2 ! ~6 2

6. De lineaire afbeeldingf: Ry > R3 heeft op een basis g1 & &y de matrix




_13_

a) Bepaal de eigenwaarden van J#en de kolommen der eigenvectoren.

b) Wat is de matrix van de lineaire afbeeldingLﬂE?

7. De lineaire afbeeldlnggﬁ* R -+ Rn heeft eigenwaarden Al,...,kn
Toon aan dat de lineaire afbeeldlng-ﬁg cﬂl+ c:fde eigenwaarden l]+c,...,hn+c

heeft.

8. Zij N de nulruimte van de lineaire afbeeldingda: Rﬁ -+ Rn.
Rheeft een eigenwaarde A = 0 dan en slechts dan als dimensie N = | is,

Bewijs dit.

9.(ﬁen qb zijn lineaire afbeeldingen R > R met een gemeenschappelijk stelsel
onafhankelijke eigenvectoren u],...,u . Hoe zien de matrices vank/;en.ﬁ% er

uit op de basis u se el ?

Toon aan datUQ63 QBUQ- ' :

. . . . . . . t 2t
10. V is de vectorrulmte van alle linealre combilnaties van de functies e en e .

53 is de lineaire afbeelding die aan een functie'uvit V zijn afgeleide naar t
L

“

toevoegt,
Wat zijn de eigenwaarden van & 7

11. De reguliere lineaire afbeeldlnqu Rn - R heeft eigenwaarden A_,...,A

1 k’
Wat zijn de eigenwaarden vantﬁ¥ ?

Wat zijn de eigenvectoren hierbij?

12, JQen.QS zijn lineaire afbeeldlngen R »+R en(Jals regulier.
Toon aan datJI-SB enﬂBdL dezelfdenelgenwaarden hebben.,
13. SBen D zijn linea{re afbeeldingen Rn + Rn’ die voldoen aan AP = ﬁﬁba';
A 1s een eigenwaarde vanU? met eigenvector V.
Als 553_# 0 is, dan isQB:E ook een elgenvector vancﬁibij de eigenwaarde .
Bewijs dit,

14, Jais een lineaire afbeelding R, - R3 met op zekere basis de matrix

3
nh %12 %13

A=l 8y 8y, 33 -
331 232 2133




15.

_ 3

Het spoor van A is gedefinieerd door sp(A) = f By
i=1
Zij § de overgangsmatrix maar een ‘andere basis.

L[}

3
Bewlys :dat .sp(A) - E Ai ks AT’ZAZ en A, de elgenwaarden vannﬁ}zijn,
i=1 ‘

3

n

sp(s1AS).

Zoudt U het spoor van de lineaire éfbeelding:ﬁikunnen definieren?

Bewijs dat sp(4)

Het spoor van een n X n matrix A wordt gedefinieerd door sp(A) = ’ a;.:
(verg.’ vorige opgave).

a) Laat zien dat sp(AB) = sp(BA) als A en B n x n matrieces zijn.

b) Laat zien dat voor twee 1ineaire.afbeeldingentflen 55 van Rn -+ R'ﬂ niet

kan gelden UQB - 55&'= j .

4

§4'

Bewijs dat voor elk tweetal vectoren x en y uit een vectorruimte met inpro-

¥

duct geldt:

a) x| < |x] 1yl
b) lx + vl < |x] + |y

2 2
) x + yi® + |x - g)? = 2lx]® + 2]gl® .

Wat is de meetkundige betekenis?

De vectoren Byseeeady uit een vectorruimte zijn onderling loodrecht en alle
ongelijk de nulvector.
Bewijs dat 54""’§n onafhankelijk zijn. '

¥

In R3 wordt een vector x geprojecteerd op het vlak opgespannen door de vec-

toren a en b. Als de projectie y geschreven wordt als y = aa + Bb, toon dan
aan dat

(x,a) (b,b) - (x,b)(a,b)
o =

(2,2) (b,b) - (a,b)?

en




8.

_15_

B = *
(2,2) (bsb) = (a,0)°

Voor een vector x uit de vectorruimte V geldt dat (x,y) = 0 voor alle vecto-
ren y uit V.

Bewijs dat x = 0. - -

De vectoren x en y zijn van gelijke- lengte.
Bewijs dat x = y en x + y loodrecht zijn,

Wat is de meetkundige betekenis?

1
In R3 heeft een vector 2 de kolom | 1 | t.o.v. een orthonormale basis.,
1

Construeer met behulp van het orthogonalisatieproces van Gram-Schmidt een

basis van onderling loodrechte vectoren waar a deel van uitmaakt,

~

V is de vectorruimte der op L-1,1]'continue functies. Ga voor elk van de on-

derstaande definities na of (f,g) voldoet aan de eisen voor een inproduct.

1

a) (f,g) = J f(t)g(t)de
-1
|
b) (£,8) = J e2£(t)g(t)de
-1
. ! .
¢) (£,8) = J Ze(tyglt)de .

0

V is de vectorruimte van alle polynomen op het interval [0,1].
| ' 1
Er is gedefinieerd (f,g) = J f(t)g(t)de,
' 0

a) Is V een vectorruimte met inproduct?
b) Vindt een polynoom in de deelruimte L opgespannen door de polynomen t en
1-t, dat loodrecht staat op t.
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c} Geef een tweedegraadspolynoom aan, dat loodrecht staat op L.
d) Bepaal de projectie van £2 op L.

2t

9, V is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies a® en e

Construeer een basis van functies die volgens het inproduct
]
J f(t)g(t)dt (ga na dat dit inderdaad een inproduct is) loodrecht zijn.
0

10, V is de vectorruimte van alle polynomen van de graad <3 op [0,=).
Er is gedefinieerd (f,g) = J e—tf(t)g(t)dt .
0

a) Ga na dat (f,g) een inhproduct is.
b) Bepaal, uitgaande van de basis 1, t, t2, t3, een basis van onderling lood-
rechte vectoren met het orthogonalisatieproces van Gram-Schmidt.
11. M1s een afbeelding van de vectorruimte V in zichzelf.
Voor «ﬁgeldt dat @x,y) = (-_:5,041) voor el¥ tweetal vectoren X,y uit V.
Bewijs dat de afbeeldingcﬁ}lineair is . (gebruik opgave 4, §4).

§5,

1. W is een k—dimensionale deelruimte van de n—-dimensionale vectorruimte V,
Wi is de verzameling van vectoren uit V, die loodrecht staan op alle vecto~
ren uit W,

Wl heet het orthogonale complement van W.

a) Toon aan dat Wi een deelruimte van V is. '
b) Toon aan dat W en Wi alleen de nulvector gemeen hebben,

t) Wat is de dimensie van WL?

2, In R5 wordt de deelruimte U opgespannen door de vectoren met kolommen

en t.0.v. een orthonormale basis.

O = O - N

1
1
1
0
1
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a} Bepaal een basis van het orthogonale complement van U.

b) Bepaal de loodrechte projectie op U van de vector 2 .

en

O = =

i
In R4 zijn gegeven drie vectoren met kolommen ? s
3

o

t.o.v. een orthonormale basis.
Construeer een orthonormale basis voor de deelruimte opgespannen door deze
drie vectoren. Hoe zoudt U de gevonden basis aanvullen tot een orthonormale
basis voor R4?

De vectorruimte V is eindig dimensionaal. De vectoren ¥y s« sV VOTmEn een
orthonormaal stelsel, d.w.z., zij hebben lengte | en zijn onderling loodrecht.

m
. 2
Voor elke v uit V geldt (v,v) = ;Zl (2231) . Toon aan dat Vyseeesy, een

v

orthonormale basis wvan V is.

Kent U het omgekeerde van deze stelling?

Een lineaire afbeeldingu@: V - V heet orthogonaal als voor elke x ¢ V geldt
(x,%) = Uhxuhx).

Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X en y uit V geldt Uxhy) = (x,3).

Een vierkante matrix A heet orthogonaal als geldt A_] = AT.

Een orthogonale afbeelding heeft t.o.v. een orthonormale basis in een eindig
dimensionale vectorruimte een orthogonale matrix.

Als een lineaire éfbeelding t.o.v. een orthonormale basis een orthogonale
matrix heeft, dan i; de lineaire afbeelding orthogonaal.

Bewijs dit: Zie ook Wiskunde 20.

De afbeeldingu@: R._n - Rn is orthogonaal. z

Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X en y uit Rn geldt O
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10,

11.

- P -

In R3_ zijn twee vectorem X en Y gegeven met respectievelijk kolommen
1 1 /6
1] en 0 t.0.v. een orthonormale basis.
i -} V6

De d'raai:ingtﬁ' beeldt x op y af. De draaiingsas staat loodrecht op x en y.

Bepaal de matrix van A,
. 1

Wat is de matrix vanJ¥ op de basis x, ¥, z als z de kolom | -2 heeft?
- ' 1
Een orthogonale afbeeldingf: V>V heeft als reele eigenwaarden +1 of -1,

Bewijs dit.

In Rn is een lineaire afbgeldinguﬁ-gedefinieerd met de elgenschap
ldx| = [A] x| voor alie x uit R .
Toon aan datu? het product is van een scalaire vermenigvuldiging met A' en

een orthogonale afbeelding, waarbij [A'] = [A].

«

Wat kunt U zeggen van de kolommen van de matrix wvan J¥t.0.v. een orthonorma-

le basis? .- !

De lineaire afbeelding A Rn -+ Rn heeft t.o.v. een orthonormale basis de
matrix A.

J‘\-T is de lineaire afbeelding die t.o0.v. deze basis de matrix AT heeft.

Toon aan dat3Uft.o.v. deze basis een diagonaalmatrix heeft dan en slechts

dan als de kolommen van A onderling loodrecht zijm,

§6.

De afbeeldingg/l: Rn - R is lineair en symmetrisch, ,
Is de matrix van J#op elke basis symmetrisch?

Zo neen, construeer dan een tegenvoorbeeld.

De lineaire afbeeldingenrﬁ en$ van R in R zijn symmetrisch.
Toon aan: da»fb is symmetrisch dan en slechts dan als AD '—*55‘/4'.

De lineaire afbeeldingtﬂ': R = R is symmetrisch.

Toon aan:
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a) LA-_] is symmetrisch alsﬂregulier is.

B 140 sch als D -
b) is symmetrisch als : Rn > Rn orthogonaal is,
c) .{buﬂ@ is symmetrisch als 0 : Rn - Rn symmetrisch is.

V is de vectorruimte der op [0,1] oneindig vaak differentieerbare functies f,
die aan de randcondities £(0) = £(1) = 0 en £'(0) = £'(1) = 0 voldoen.

De afbeeldingﬁ: V~+Vis gedefinieer:d door o(:_f = —(rf')' + sf, waarin r en
s gegeven, niet-negatieve functies uit V zijn.
| .
Verder is gedefinieerd (f,g) = I f{)g(t)de. )
' 0

a) Laat zien dat V een ruimte met inproduct is.
b) Laat zien dat & een lineaire symmetrische afbeelding is.
c) Laat zien dat (£f,f) = 0 is.

Laat zien dat de lineaire afbeelding Auit opgave 8, §1 symmetrisch is en

dat (Lﬂ._\_r_,y_) 2 0 voor alle v uit RB“. Wat is wvan dit laatste de meetkundige

betekenis? - N

Algemeen geldt: zij 4 : Ry + R3 de loodrechte projectie op een vlak V door

de oorsprong,dan is J¢symmetrisch en v,v) 2 0 voor alle v uit R,. Toon dit aan.

3
Laat zien dat de lineaire afbeeldingJ? uit opgave 9, il symmetrisch is,

Geldt algemeen dat spiegeling aan een vlak door de corsprong in R, een sym—

3
metrische afbeelding is?

Van een symmetrische lineaire afbeeldingcf: Rn - Rn is de nulruimte het or-
thogonale complement van de beeldruimte. Toon dit aan.

Een lineaire afbeeldingdq': Rn - Rn is gegeven met matrix A t.o.v. een ortho=-
normale basis 8yseril

ST is gedefinieerd als de lineaire afbeelding van Rn in Rn’ die op deze ba-

sils de matrix AT heeft.

a) Laat zien dat de defin.itie vanLﬁ—T onafhankelijk van de keuze van de ortho-
normale basis is,

b) Bewijs dat voor elk tweetal vectoren x en y uwit Rn geldt (Lﬂi,z) = (Es‘-H'TX)-

¢) Bewijs datug- symmetrisch is dan en slechts dan als (/3{=UaI'




9.

10.

11,

13.

14,
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AL Rn > Rn een lineaire afbeelding. De afbeelding &T is gedefinieerd als
in opgave 8.

Toon aan:

a) (J'&(Tlﬂ'is symmetrisch.
b) Qﬁgﬁgtz) z 0 voor alle x uit R .

c) de eigenwaarden vandqaﬁ*zijn 2 0.

De lineaire afbeelding.ibz R.n -+ Rn is symmetrisch en alle eigenwaarden van
® zijn = 0.

Toon adn dat er een afbeeldingda: Rn > Rn bestaat, zodanig datc)")—2 = ﬁb is.

De lineaire afbeeldingcﬂd Rn - R,n heeft t.o.v. een orthonormale basis een

matrix A, waarvan de kolommen onderling loodrecht zijn.

s waarbij A, een orthogonale matrix is en A, een diagonaalmatrix.

A ! 2
b)LA==dﬁd§, Waarbij\ﬁh een orthogonale afbeelding entﬁb een symmetrische

M

afbeelding is.

b

R . #
Gegeven de lineaire afbeeldingdh: R *R.

Kies een orthonormale bagis, bestaande uit eigenvectoren van de symmetrische
afbeelding bk .

Toon aan dat de matrix A van A t.o.v. deze bagis onderling loodrechte kolom-
men heeft (zie ook opgave 11, &5). .
Elke lineaire afbeeldingf: Rn - Rn is te schrijven als het product van een
orthogonale afbeelding en een symmetrische afbeelding (Combineer opgaven
11 en 12).

N en BUY zijn respectievelijk de nulruimte en de beeldruimte van een
lineaire afbeeldingut: R +R.De afbeeldingody is gedefinieerd als in op-
gave 8,

Toon aan:

a) NGA?) is het orthogonale complement van Bcﬂ)
b) BQJE) is het orthogonale complement van N@4).
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15. Jdis een lineaire afbeelding van R in R met matrix A t.o.v. een orthonor-
male basis Eﬂ"';’gn'
De kolom van een vector x uit Rn zij X.

Een orthonormale basis Ed""’En met kolommen

=
i
-
-
[
1
T
o
<
o
L)
J&

wordt door{ﬁLrespectieVelijk op A124""’An2n afgebeeld.

a) Toon aan dat

- - L] -
- . - 3 [ ] [ *
: : O . : :
» L] 3 -
u Caeas A U] esess U
nl D o} T In n

b) Is4 een symmetrische afbeelding?

n .
¢) Toon aan dat geldt AX = \E'-Ai U, Uf X, .
i=1

16. Zij 95: Rn > Rn een symmetrische lineaire afbeelding, waarvan alle eigen-
waarden =z 0 zijn.
Bepaal alle lineaire afbeeldingen Jk R > anéidatuQEﬁL= B .

(Gebruik opgave 1! van §5 en opgaven 10 en 11 van §6).

§7.

1. U‘lﬁs?i) = 1 is de kwadriek behorende bij de symmetrische en reguliere lineaire
afbeeldingtﬂt R - R,
n n
De vector x ligt in het aan y toegevoegde hypervlak.

Toon'aan dat y in het aan x toegevoegde hypervlak ligt.

2, Q&Exi) = 1 is de kwadriek behorendé bij de symmetrische en reguliere lineaire
afbeelding:fﬁ Rn -+ Rn’ die een orthonormaal stelsel eigenmvectoren Viseen ¥,
heeft.

Toon aan dat vi in het aan !ﬂ toegevoegde hypervlak ligt voor i # i,
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3, s de projectie uit opgave 8, §1, A de in die opgave bepaalde matrix t.o.v.
de basis e (1,0,0), e, = (0,1,0), ey = ¢0,0,1) en (J{x_,._;i) de bijbehorende
kwadratische vorm.

/ X'l . X

De vector x heeft kolom X %, t.o.v. deze basis en kolom X' = | x
X, x
t.o.v. een nieuwe basis a, b, ¢ gedéfim‘.eerd door de kolommen

i 1 1
0 ’ 2 en 0 |'t.o.v. e 32, 33.
I 1 -1

a) Bepaal de matrix A' van SAt.o.v. a, b, c.

b) Schrijf Gﬁ-}_;ﬁ) als kwadratische vorm in X s Xy g
c) Schrijf (Ax,x) als kwadratische vorm in X}, X3, X
d) Bereken X' Tarx', : T
e) Waarcom geven ¢) en d) een verschillend resultaat?

L4

4. tﬂ‘ R3 - R3 is de loodrechte projectie op een vlak V door de oorsprong.

Wat is het type van het kwadratisch opper\hak (‘H?.‘.'E) =17

5. JJ’: R3 + R3 is de spiegeling aan een vlak V door de oorsprong.
Wat is het type van het kwadratisch oppervlak (#x,x) = 1 en van het kwadra-

tisch oppervliak @fx,x) = 0?2

6. A R = Rn is een symmetrische lineaire afbeelding, @Q—_}i,z) de bijbehorende
kwadratische vorm.
Toon aan:

r
max ME!E) = grootsate eigenwaarde van .ﬁ-;
|x|=1 '

]m?n @,E,_:E) = kleinste eigenwaarde van S
x|=1

7. Voor de kwadratische vormen (fx,x) en (555,_:5) behorende bij de symmetrische
lineaire afbeeldingentﬁ- en'@) van Rn + Rn geldt (gﬁz,i) z (53)5,_:5) voor alle
x uit R .
- n

Toon aan:
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a) de afbeeldingtfa— 63 heeft eigenwaarden = 0;

b) de grootste eigenwaarde vand¥> de grootste eigenwaarde van 65.

8.d&: R2 - R2

den. Van de kwadriek @ﬂg,ﬁ) = 1 zijn v en m aan elkaar toegevoegde richtin-

is een symmetrische lineaire afbeelding met positieve eigenwaar-

gen. Toon aan dat v en m onafhankelijk zijn.

Neem v en m als basis en laat ( E) de kolom van een vector X t.o.v. deze

basis zijn.

a) Toon aan dat de kwadriek @ﬂ§,§) = | op de basis v, m de gedaante
2 2 ’
B, v)E® + @m,m)n” = | heeft.
b) Wat is de gedaante van de kwadriek op deze basis als v en m bovendien
vectoren op de kwadriek zijn?
9. Vindt een gemeenschappelijk paar aan elkaar toegevoegde richtingen v en m
voor de kwadrieken die op de basis e = (1,0), & = (0,1) de vergelijkingen

2 2

%:-+—7;I-—=len2xy=lhebben.e

Welke gedaanten nemen deze kwadrieken aan op de basis v, m?
! v, m

«

§8.

1. Bepaal van elk der volgende tweedegraadskrommen het (de) eventueel aanwezi-
ge middelpunt(en), een transformatie die de kromme in standaardvorm doet

overgaan, de standaardvorm en het type.

2 2
a) 7x] 4xlx2 + 4x2 le 12x2 9=0.
b) 4x2 - 12x.x, + 9x2 -7x, +bix, + 9 =0
1 172 2 ] 2 :
c) x2 + 4dx x +"4x2 -6x, - 12x_  + 8 =10
1 172 2 1 2 '
d) x2 + x2 + 2x x, + 2x, + 2x, + 1 =0
1 2 172 1 2 '

2. Bepaal van elk der volgende tweedegraadoppervlakken het (de) eventueel aan-
wezlge middelpunt(en), een transformatie die het oppervlak in standaardvorm
doet overgaan, de standaardvorm em het type.

2 2
a) 6x] * X, 8x1x3 - 4xl - 2x2 =0 .
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. 2 _ -

b) x3‘+ dxlx2 2x3 + ] 0.

c) x2.+ 3x2 + 3x2 - 2%, X, = 2%, X, = 2%, X, + 2x. + 2x, - 6x, + 1 =0
1 2 -3 2 173 2°3 ™ 2 3 )

d) xg + 4x2 + x2 - 4x. %, + 2%.x. — 4x.%X., — 2x, + 4x, — 2x .+ 1 =0

_ 1 2 3 172 173 273 1 2 3 ’
2 2 2 _ _

e) %, *ox, + X5 + 2xrx2 4xl + 8x2 + 4x3 a .

£) 7x2 + 4x2 + 7x2 = 4x x, + 8x ; - 4x,x, + 4x -~ 8x, + 4x, - 8 =10

1 2 3 172 173 273 1 2 3 '

2 2 .

g) X, * 2x1x3 X, T Xgw 0.
o 2 -

h) 2x3 + 2xlx2 + 2xlx3 + 2x2x3 = 0‘.

. 2 2 2 _

i) X+ 4x2 Xyt 4x1x2 + 4x2x3 + 2x]x3 =1.

[
k) Xixﬂ * X'Ixﬂ + x"hx') = 0 .
1 L 12 PR |
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FOURTIERREEKSEN

§2.

Bepaal de fourierreeks van de volgende functies (met periode 27):

1. £(x) = sin ix VOO =T S X < 7 .
3
x voor 0 £ x <7
2, £(x) = g
3
-X voor -1 £ x < 0 .
3. f(x) = sinh x voor 0 < x < 2w .
4, f(x) = x sin x VOOT -7 £ X < T .
¥ sin X voor 0 s x < '
5. f(x) =
-x sin x voor —wm < x <0 .
Bereken de som van de volgende réeksen:
6. ————l———z- (aanwijzing: gebruik het resultaat van vraagstuk 2 en
n=0 (2n + 1)
T ™12 2 22700,
1
7. Z —flu—- (aanwijzing: gebruik het resultaat van vraagstuk 3).
n=0n + 1]
8. ¥ -nt 2n * 1 (aanwijzing: gebruik het resultaat van vraag-
n=0 Gn + 1DZn + )2
stuk 5).
§3,
Bepaal de fourierreeks van de volgende functies:
9. £(x) = x - [x], als [x] het grootste gehele getal < x is.
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1A
N
A

voor O .

10, f(x)~=~f1 voor | £ x £ 2
3 - x voor 2 < x < 3
flx + 3) = £f(x) voor alle x.
11, £(x) = eX voor —c < x < ¢ - (c > 0)

- f(x + 2¢) = £(x) voor .alle x.

12. Bepaal ‘de fourier-sinusreeks voor £(x) = cos x in het interval 0 < x < 7 .

13. Bepaal de fourier-cosinusreeks voor f(x) = x in het interval 0 £ x < 7 .

§4.

Gebruik de fourierintegraal bij het bewijzen van de volgende formules:

= 1 wvoor |x| <1
14. %— J gny ;os X gy = 1 0 voor |x| > !
0 1 woor [x] = 1.
2
o 1 X voor lx| <1
15. % J cos yxdy J 62cos(6y)d6 =40 voor [x| > 1
0 0 1 voor |x| =1
2
oo ! X voor 0 = x < 1
6. = J sin yxdy J stin(ey)de = +0 voor | < x
0 0 } voor x = 1 ,
17. Wat zijn de uitkomsten van vraagstuk 16 voor x < 07

§5,
Bepaal de fouriergetransformeerde F(y) van de volgende functies:

0 voor x < 0

18, f(x) = { 4 voor x = 0

-X
e voor x > Q.




19.

20.

2t.

22,

23.

24,

_27_

£(x) = (ax + b)e"|Xl

Bereken met het gevonden resultaat:

[=-] o
J y_sin gxz dy en J cos yg dy
0 (1 +v7) 0 1 +y
f(x) = |x|e_lx|
oS VX . ‘
Bereken: J 55 dy (gebruik ook het resultaat van vraagstuk 19).
(1 +y7)
0 ,

§6.

“

Op de rand van de eenheidscirkel (in poolcoordinaten: r = 1, -7 < ¢ £ ) is
de temperafuurverdeling T(l,¢) = |¢| geg;ven.
Bepaal de temperatuurverdeling T(r,9) over de schijf..
Bereken T(4,7) in 2 decimalen nauwkeurig.
ot

‘s 1t
Bewijs dat T(r, :E) =5 .,

Schets de hoogtekaart van T(r,9) voor r < 1.

Op de rand van de halve eenheidscirkel (in poolcodrdinaten: r = 1, 0 < ¢ < 7)
is de temperatuurverdeling gegeven: T(r,0) = T(r,n) = 0 (0 < < 1);
T(l,9) = p(r ~9) (0 <g <M.

Bepaal de temperatuurverdeling T(r,¢) over de halve cirkelschijf;

Op de rand van het ringgebied G: 1 < r <2, -1 £ ¢ < 7 is de temperatuurver-
deling gegeven: T(l,q) = |¢|, T(2,9) = O.

Bepaal de temperatuurverdeling T(r,g) over G.

Bepaal de temperatuurverdeling T(x,y) binnen de rechthoek 0 < x <1,

0 <y < 2 als gegeven 1is:

- T(0,y) = 0; . T(x,0) = sin mx;

T(l,y) = 0; T(x,2) = x(1 - x).
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25. Bepaal de temperatuurverdeling T(x,y) binnen de halfoneindige strip 0 < x < 1,

0 <y < = als gegeven is:

T(O,Y) = T'(I,Y) =0,
T(x,0) = x(1 - %),

T(x,vy) 1s begrensd.

26. Een dunne, homogene, gespannen snaar met spanning s en dichtheid p trilt in

een xu-vlak om zijn evenwichtstoestdnd u = 0, 0 € x < £,
Gegeven zijn de beginvoorwaarden u(x,0) = 0 en (§%°t=o = ax(L ~ x).

Bepaal de uitwijking u(x,t) ten tijde t en voor 0 < x < £,

27. Als vraagstuk 26 met beginvoorwaarden:

) (ax voor 0 £ x < {2

du . _
ng)t=0 0 en u(x,;0) -'{

a(f - x) wvoor 2 £ x < 1.

] .. . L 2
Wat is de stand van de snaar op het tijdstip t = Ea-als a” = s/p?
4
28, Als vraagstuk 26 met beginvoorwaarden:

2ax voor 0 < x < %
623) = 0 en u(x,0) =
at’ =0 2 .

§-a(£ - x) voor Z-s X £ 4.

Wat valt U op betreffende het voorkomen van grond- en boventonen in de vraag-
stukken 27 en 287

29. De tijdafhankelijke warmtegeleidingsvergelijking voor een dunne homogene

staaf langs de x~as heeft de gedaante %% =k E—%-(T'= temperatuur, k = warm-—

tegeleidingscoefficient, t = tijd). ox

Beschouw een dergelijke staaf (0 s x < &) en bepaal met de methode van sepa-
ratie van variabelen T(x,t) onder de voorwaarden T({x,0) = ={¢ - x){(0 < x < &},
T(0,t) = T(R,t) = 0 (t 2z 0),

Wat is de stationaire temperatuurverdeling over de staaf?

Wat is het resultaat als k = 0? Kunt U dat fysisch inzien?




30,

31.

32.

33.

34.

_29 -
Als vraagstuk 29 onder de voorwaarden:
T(x,0) = x(2 - x) (0 =x =< 1),
ch _ 2t ] .
3% (05) == (2,£) =0 (r = 0).

(Staaf is aan beide uiteinden geisoleerd).

Als vraagstuk 29 onder de voorwaarden:

T(x,0) = x(& - x) (0r<x<2),

aT
= (0,t) = T(2,t) =0 (t = 0).

Beschouw een eendimensionale diffusiekolom langs de x—as. Bepaal de concen-
tratie C(x,t) als functie van plaats en tijd als gegeven is:
C(x,0) = |x|e~|xf, C(x,t) is ‘begrensd.

Vul in de uitkomst t = 0 in en laat met behulp van de vraagstukken 19 en 20

zien dat we de beginconcentratie terugkrijgen.

[

Beschouw een halfoneindige diffusiekolom x 2 0,

Bepaal de concentratie C(x,t) onder de voorwaarden:

C(x,0) = xe &= (x 2 0,

Cc(0,t)

0 (t z 0), C(x,t) is begrensd.

Substitueer in de uitkomst t = 0 en laat met behulp van de vraagstukken 19

en 20 zien dat we de beginconcentratie terugkrijgen.

Als vraagstuk 33 onder de voorwaarden:
' -X
C(x,0) = xe (x z0),

%% (0,£) = 0 (¢t =2 0), C(x,t) is begrensd.
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§9 en §HE,

! 77 uniform convergeert op efk in-

 Bewiis dat de rij functies gn(x) = :
l +nx

terval a £ x £ b dat x = 0 niet bevat,

Is de rij uniform convergent voor 0 < x = 17?

n
X

2n °

36. Onderzoek de uniforme convergentie van de rij gn(x) =
F+ x

-

37, Bewijs: J =x(1 - x)" is uniform convergent voor asx¢s %- (a > 0).
n=0 .

Is de reeks uniform convergent op het interval 0 < x s 1?

38. Bewijs:

(=1"a" -2
2n_2 )
x)

lim }
¥ n=0 n! (1 + .a

(=]

39. Bewijs: 1} ——l—-ﬁ is uniform convergent voor x = l+¢ (e > 0).
n=0 1 + x

[ -]

40. Gegeven: [ a is absoluut convergent.

n=0
o X2n
Bewijs: - a ———— 1is uniform convergent voor alle x.

n 2n

n=0 1 + x

41, Bewijs:
in
2 4 6
3 2k 1.3,2 k 1.3.5,2 k
J Vl-kzs:.nzq:dcp=lzr-[1—(£) -1"—"(-2—.'2-) -i__('f%]—) = .1

0

v

voor k2 < 1.

w 2 2
42, Gegeven: s(x) = Z a sin(2n X) {a > 1).
n=1 '
Bewijs:

a2) s(x) is een continue functie van x;

b) s'(x) bestaat voor alle x, als a > 23




43.

L,

45,

46,

_31_

o 2 2
e) s'(x) = z (2a l)n cos(2n x) (a > 2).
n=1
Gegeven: £(x) = } ——L-Z—z .
n=l n” +nx
. 228 nl,,
Bewijst f£'(x) = =2 } 5

n=1 (n3 +nx)

Kan men f'"(x) vinden door nogmaals termsgewijs te differentiérgn?

2 2
Bewijs dat in het antwoord van vraagstuk 26 E—% en 2—% door termsgewijze
Ox ot

differentiatie kunnen worden gevonden. a

.

Bewijs dat u(x,t) uit vraagstuk 27 een continue functie is van t bij elke

vaste X = X..
0

Gegeven: f(x) = z n (x> 1).
n=1
Bewijs:

a) f{x) is oneindig vaak differentieerbaar;

b) £ ) = T (- tog w5 (k= 1,2,...).
n=1

Opmerking: Uit de uniforme convergentie van de afgeleidenreeks op het inter-
val x 2 p > 1 bij elke,vastgehouden p volgt de differentieerbaarheid op

X > p > 1 voor elke vaste p, dus de differentieerbaarheid in elk punt x > 1.

S SRRl B

o T R e T B




.y =14 log x +
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ANTWOORDEN DIFFERENTIAALVERGELILJKINGEN

§1 t/m 39:

yx2 = ¢e’ .

2
y2 -1=C( =-1).

-

log x

Ly =2+ CxVx2 + 1 + 1 + xz) .

. C(x2 + yz) =x .

5
6. xy + cos y = C .
i Nar & 191;2 = Tyrs o= N
F o dedn o ~Fs J >
C 1 fxz + 1 -1
8. y = + log Tii .
Y1 + x* V1 + x* .
9., y = CeY/X . . ) v
10. sin(x + y) = ce’ .

11.

12.

13.

]4'

15.

16.

17.

18.

19,

x3y - Xy + y2 = C .

e¥ = Cy2 - 2xy2; vy=0.

yA(Ce-zx - 10x° + 15%% - I5x + %EJ =15y=0.

?

Z(X'y)2+6x+2y -

(2x = 2y + 1)e c .
X

e =(y+QCQlogy;y=1.

xy(xz + yz) + 1 =Cxy; y=0.

4x

(c - xa)y .

2
y

Cx — x 1og|x

*
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20, (xy + sin y)ex =C,

21, (y3 - 1)x2 =

(]

22, (y - x - 2)4 C(5y + x+ 2); S5y +x+2=0.

23, sin y = Ce “ + x— 1

2 2
2. ¥2(1 + y2) = ceX Y,
2 *
25. (y+x) (y-x)=¢C
2
26, Cx{1 - x )=y - x .

27. eAX+8y(4x - 8y + 11) = C .,

P e T e R e e R et i e i R L e

28. x3 + 3x2y2 + y4 =C.

29, y -~ x = ce’ .

3%
S

30, x - y2 = Cy3; y=20.

2 o2
3l y=Cx + C—-C3 4y = (x+ 1) .,

32. xzy = C + gin X - X CcOS X .
33, y = sin x + C cos x .

34, y(3x -y ) =C .

35. (CeX +x+ Dy =1;y=0,

Xy

n
@]

36, ye

i
o '{

bl
=
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() C0)- O
BRORE b (e (e
()
(

s

sin 3t | cos 3t
= 3 )Ezt + B 3 )32':
-1 sin 3t - - %5 cos 3t = sin 3t - | cos 3t

o~

x sin 1tv3
- 1
y | = a(l et 4 -1 sin {tV/3 -~ 4/3 cos }t/3 et &
-1 sin Itv/3 + §V3 cos t/3

cos itv3 1
1
+y| 1/3 sin §tV/3 - | cos $t/3 e?t 4 | 1 |et
~4/3 sin it/3 - | cos {tV3. 0

8. Voor p # O:

X 1 2 1y _ 2 (p + 1)sin pt
()= () ()e" i | )
y 1 ] p¢l + p°) \(p - l)cos pt

y
- ()

i

e
TS
o —
S

+

™
P
— o
S

+
—
o —
N

o

cos t sin t
o +B( )-I-
l cos t = § sin &/~ l cost+ }sint

(% t sint+ } t cos t + 6t )
+ .

J]tcost+}cost—-1}sint+ 3t+3




10,

11,

512,

w
]

e
]

1‘\

=qa |1l e
1
l\
3

= e
-2
3

-

} cos x + jxe” - le

X 2x
e + Xe

2
- =t

13t - et
b4 - 3t)et
etcos t

t .
e sin t .

en §14,

oo

u, [1 +

[--]

u, [x +

wre

X

(75

3n

X

a5 -

t

3n+l
X

n=1 3"n! (3n-1) (3n-4)(3n-7) ... 8.5.2

n=1 3%a! (3n+1) (30-2) (3n~3) ... 10.7.4

2t
e

1 +

@ L BT s

%
i
|



7. ¥y

8., y

- 16 -

[ o (_l)n 4n
Y, [1+ } - ‘ 2 X . —] +
n=} 4'n! (4n-1) (4n-2) (4n-5)(4n-6) ... 7.6.3.2
o n 4n+1
u, [x + D x 1+

: n=1 4™n! (4n+1) (4n-1) (4n-3) (4n=5) ... 9.7.5.3

@ n 4n+2
¥ D x 7.
n=1 4™n! (4n+2) (4n+1) (4n-2) (4n-3) ... 10.9.6.5

L

u, [x" +

© x2n 3
3ug nEO GGy Ty KX

) .

= (On+1)1T 520 3

43,
Mo LTHT Gy Tt KTy

o x3n
uO rr + o 1 +
n=} 3 n! (3n:l)(3n~4)(3n—7),... 8.5.2
o _x3n+ 1 7
u, [x+ ] 1+

n=1 3%n! (3n+1)(3n-2) (3n=5) ... 10.7.4

) 3n+2
ix“ + 7 x . 1.
z e (3n+2) (3n+1) (3n-1) (3n-2) (3n-4)(3n-5) ... 8.7.5.4

all + x) + Bex .

f

o n
) (=2) " (=3)(-1D.1.3 ... (2n-5) 20

ki L 5.7 ... (oo D) ]+
s/t + § CDEEHED.AT L., (no9) 2ny
n=1 4"n!

. n
Sat}) xn+l) = gx + B(x log x - x log(l + x)) .

-]
ox + B(x log x + z




-
2

- 3

+ Bx

9. y = ox

y=-}-—1{(asinx+-8cosx).

10.

e e
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ANTWOORDEN LINEAIRE ALGEBRA

§1.
1 0 ] 3
3.A= 5 B = ;C= H D= 1
0 ] -1 -3
1 1
b1 a) 2: b)Y 1; ¢) 2x +y — 3z = 0; d) X =1{1] + A1
0 -1
1 0
5. AB=BA =10 1 O
o o 1)
1
6. X = A1
2 L d
“ )
r01 3\
\\\\\O
7. A= NN
\ \
O™
\
L 0/
&] o] (4 1 0 4 bx + lz
8. b) 0J,1,0;c)A=O 1 0f; d)Ax=1| ¥y :
3 0] (4 b0} : ix + iz
(1 2 _2 '
3 3 3
9. b) A= |- % '% - % ;3 ¢) het viak (UQB;E) =0; d) p =
-2 _2 L
| 3 3 3
o 1 o0 0 o 0 2 0 0
o o 2 0f,- 2 0 0 O 6 3 _|o
10.B) D=1y 4 g 3/} DD =jg o o o' "o
0o ¢ 0 0 o 0 0 0 0
4 A
D = nulmatrix.

e) nee.

cCooo
[on i e Qe B}

oo




11 1 1 1 =1 1 -1
_lo 1 2 3, . 0 1 -2 3

11. b)Y T = 0 0 1 NE d) ja, 0 0 i -3 .
0 0 0 1 0 0 0 1

12, b) de deelruimte van functies f uit V met £(0) = 0; c) mnee.

8

13, a) altijd; b) a8 # yB; c) al #¥Benc #0; d) o

f) o, § en ¢ .

§2.
1. §=(5); (x/5) .
(1 2} [-3x + 2y
2. 8= ; . : .
12 3 2x =y
(11 1) 0 )
3.8=1[1 0 1]; |-1 ‘ .
{0 1 1) 2
p:4 =9 hl
h
n v B N
z 8y By
4. |y"| met x' = . 3 analoog voor y' en z' .
. £, 8
£, & by
f5 83 By
0 2 6
5., A' = |-1 5 11 .
1 -1 0
-12 =26 -44 4. -8

9 20 32|; AX=|6]; A'X"'=]|6]|.
3 7 10 8 2

(P




- 40 =

1 0 0
8. A" = |0 | 0
0 0 -l

9, De bases gl,gz,...,;n en 31,32,...,gh mbeten zodanig zijn dat gl en g+ g

2
€,
t.0.v. de basis e,,8,,.04,8 de kolom |. | hebben,
L4
-1 =1
10, B = T8 "AST
§3.
fl.\ /2\ r2‘\
I , | 1], -2
2 -2 1
1 0] 1 . ,
2.a) {0 0 1 b) 3; |31 .
1 -2) 0
3.a, = 1L, U = 10|54, =2, Uy=11/5%y=3,0U3= 1
-1 OJ -1
1 1
4, Opgave 8, §l: Al = AZ = 1; a|0] + B2 )
1 |1 ,
1
A3 = (3 o .
-1
1y [
Opgave 9, §l: Al = A2‘= 1; a|-1| + B} O
0 -1
1
l3=-]; 1 .




_4]-

(1 2 2 (-1 0 )
S. a) § = |2 1 =213 0 0
2 -2 1 L 0 0 SJ
(11 1 (-2 0 0]
b) § = |-2 1 31; 0 1
1 n -
6. a)'11"12=3;a“1 + 310 5
0 1
1 4
Ay =05 | 1 :
-1
2 =1 1 :
b) 36 -1 2 1] .
11 2 )
A U
0] [0
9. A = ‘ 12\ s B = ],12\ met z/ilgl = )\iy_i en Jb&i T ugu,
N . S
O \)Ln O \].ln (l = 1,2,...,1'1).
10, 1 en 2.
11, L s ans R ; de eigenvectoren vant/# bij A ,...sd .
l] Ak. 1 k
§4.
5. De diagonalen van een ruit staan loodrecht ‘op elkaar.
7. a) voldoet; b)) voldoet; c). voldoet niet.
. - - 2 !
B. a) ja; b) bijv. 1 — & t; c) bijv. 6t -6t +1; d) t - —=.

(V] TP

6




4 =

ot 2% _2é - % &
9. e en e e el -
3 2
e” -1
2 3 2

0. 1; & - 1; t° -4t +25 ¢ — 9" % 18 =& .

§5.
I.e)n -k *
(1) {0} (o) 5]
I 0 3
2. a) bijv. | 0], | 0|, | 13 b)%- .
-2 |- 0 2
L_]J .-]J L—]J - ;IJ
1 -2+ /%  F+ 2V/6
8. % -2 - % 4 o =2 % VB
| - 2/6 -2 - V6 i ‘ ’
0o - 0
i o ol .
0 0 1

10. De kolommen zijn onderling loodrecht. en hebben lengte [
§6,

2 2 1 0

0 1 '
1. Nee; v.b.:#: R. ~ R, met matrix A = { ] t.o.v. een orthonormale basis
¢ i
e, ,. T.0.v. de basis £l = 251, i, =¢e heeft /3 de matrix A' =

P ’ —
] 2 2 5 0

5. De hoek tussen v en :/?-z is < % .

6. Ja.
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15. b) Ja.

16, ¢/3= 0@%Cﬁz met o@% =*23, U@% orthogonaal, Qﬁb symmetrisch.

§7l
i 0
3.a)A"=10 1 0]|; B 1x2 + x2 + dxl o+ x x
* ’ 2] ,2 3 ]33
0 0
2 . ,2

c) 2x;2 + 6x'2 + 4x'x

9 1 é 5 d) x; +x57 3 e)de basis a, b, c is niet

orthonormaal.
4, cirkelcylinder,
5. eenbladige hyperboloide; kegel.

8. b) £2 + n2 =1,

1 -1
P TR TS S AL I
§8.
1
1. a) middelpunt: H
9
x, . -2 z, 1
V5 V5
x, 2. L 2, 2
/5 /5
2 .
3z, + 822 - 24 =0, ellips.

AL T T T Tl

Gl L




— L -

;-

3 2V
_ |3 A3
3
2 3|
.
L2 } R, e
1322 -z 13 = 0, parabool.
r s
3 =2
’ ¢) rechte van middelpunten: + X :
X, 2 L le. (3
| BB
= L ;
X, - "1".'."_ 2_...- 2, 0J»
L) L v5 v5) v 77
2 es s ‘s
522 -1 =w0,evenw1jd1gt113nenpaar,
) -1 (1)
" ¢
d) rechte van middelpunten: + A ;
0 \-lJ
X, il/i {2' z ’—11
XZ, 'ifz- 4/5 22 L OJ
2 .
222 = 0, samenvallend lijnenpaar.

0
2. a) middelpunt: 1

-1

xl- 0 -~-2..—- l...] zI o}

/5 /5

X,| = { 0 0 z,| + 13

x,| [0 SRR I PO I '
R

z] * 8z, - 22§ - | = 0, &nbladige hyperboloide.
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b} middelpunt: [0} 3

X, 0 12 -1 z, 0
X, = |0 12 1v2 zy| + |0
X, 1 0 -0 23 I

¢) rechte van middelpunten: ol + al1] ;

rx]1 Z 'l— 0 W 'zl’ 0
3 V3

6 A2
ol o oo -l ]
~.34 .'\/6- -\/5. ‘/EJ L?J

1 2 ]
d) vlak van middelpunten: 0| + Ajl| + u| O
0 10 -1
*
£ [ 1 1 1] ¢ 3
x, — -= = 1% 1
3 2 3
Xy = [~ 2_ 0 lr z,| * 0
3 /3
1 1 1
X, — = = |% 0
\ 3 | Y6 Y7 ﬁi L )
sz = 0, samenvallend vlakkenpaar.




-~

&) geen middelpunt;

I VORN 163 O
= j‘f : .

lo -4/2 2
1 0 0

7

1

. [

H
X, | 2 2 -1  21 0
X =3 -1 2 2z, *+ 1] 3
X, 2 -l Zq 0

]2z§ + 32§ + 3z§ - 12 = 0, ellipsoide.

"

g) geen middelpunt;

X, /2 0 -}/ z, 3

= LI Y
x2 = 0 1 0 22 + T3 0| 3
X, 2 0 12 |z, .

22? - %za/f = 0, parabolische cylinder.

1
h) rechte van middelpunten: A|=~1| 3
-1
1 1
- (-1 1 1
X, 3 Y3 > /2 3 6 Zy| 3
1 1 1
) -3 377 g7 |7
2 2 .
~z, + 3z3 = 0, snijdend vlakkenpaar.
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-2 0
i) vlak van middelpunten: A| 1| + n| 1] ;
0 -2
1 JE 1 1
X, 3 6 > V2 3 V3 z,
- 1 1A
X, 3 6 ,0 3 3 z,
1 1 1
x3 g /6_ ~2— /E 5 /5— z

T W

5

62? = 1 =0, evenwijdig vlakkenpaar,

r 3

X, %/37 -;_-/2_ '—%/6 z,
| 1

% =373 0 3 76| |2, 3
1 1 1 =,

*3 3'/‘?7 5/2‘ 'E;‘/gj Z3

2 12 12

z1 T‘Z-ZZ 323 = 0, kegel.
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ARCEWOORDEN FOURTERREEKSEN

- . ‘o . . "
X ‘ o g B R sin nx
S 1. E?i. z :‘(»—,]) ———
@b g 2
m=i ba” = 1
! 3, w LR 22
i g : T b L -y
L 2y T 5 )3 2 _ 13 (‘.n L 2_') COS MK
04 Tl‘ E .
n=| n

3 cosh 2n - 1 +.l..§ {cosh 27 — 1)cos mx — n sinh 27 sin nx
.. 2% ) 2 . *
n=] n + |

® - n+ "
Z».él-g.cosx+2_z-(l)ﬁ_2_cosnxf.
n=2 n“ -~ 1

L -]
: , 16 v n gin 2nx
5. a BID X — — . Btttk

2 Tael (bn - DY
“& .
5‘60‘ '-gg' ™
7.1+ 2 cosh 2¢=-1 °
o 19Z
* 128
1 sin 27nx
9, § - P - .
n=1
5 6 = {(8in 51 2 co Zgnx
10. §" - —E E 2 -
7 n=l n
. sinh ¢ , 5 T 1" c-sinh ¢ mx _ mn simh ¢ ... ﬂnx} .
c 2 22 c 2 22
n=1 emw c +nnr

o« )
8 ¢ n sin 2mx

12, =
T n=1 4n2 -1
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3. T _ 4 E cos(2n - 1)x i
2 T 2
n=1 (Zn - 1)
2
17. [ =% voor -1 < x <O
0 voor x < -1
-1 voor x = -1, .
18. F(y) = ~——t )
AN 1 + 2uwiy °
19. F@y) = —2my - 8n¥X§ 57 '%‘xe_|x1 , %’e-lx]
1+ 4n7y (1 + 4n%y"7)
2. F(yy = 2 Ao 4Ty T ~|x|
. F(y) = 2 N Z(]+|x|)e
(1 + 4n°y™)
- 0 r2n+l :
21, T(r,p) = > 7 — cos{2n + 1)p .
n=0 (2n + 1)
T(i,m) = 2.23 want
T 2 | 4 1 1
0 ST(§;7m) —5 ==~ === = ( + + ...) <
2 T 18w m 25.52 27'72
4 1 1 | 4 1 ] 1
<-—_(—+—+ooo)= _— -
T 52 25 27 257 25 3/4 1507
g = 2n+1
22, T{r,p) = — — sin(2n + 1)o .
T h=0 (2n + 1)
s 2n+l +1 2n+l
n=0 (2n + 1)°(4 - 1)
24, T(x,y) = % ) sin((2n + 1)7x) sink((2n + Dmy) , sinh(n(2 - y)) sin mx

> n=0 (2n + 1)° sinh(2(2n + 1)) sinh 27




25..

26

27,

28,

29.

30,

31.

- 50 —

v

& ‘E o~ (20riYry sin(2n + Fmx

T(X’Q'Y) ™ — —_

7 n=0 Cn + 1)

3 e . )

\ al ] : .+ 1) d . ‘2n. 3 A

u(x,t) = sai _ 1 - sin (2n : )mx sin (2n. Z L)mat (@ =\/§)

o n=0 (2o + 1)

!

u(x,t) ='é%& 1 15 sin %1 sin-t-l%}i cos-nzati; “(xr‘§39 =0 .

T n=l n :
u(x,t) = l6qE E ljrsin:%l sin “:* cos‘nzét .

3= n=l n

In vraagstuk 27 komen de (2n - 1)® boventonen niet voor, in vraagstuk 28

. P PR = - s o on [%
ontbreken de (4n — 1) boventonen (N = l,<L,35.004) o

_ at) ik
2 w . 2
T(x,t) = 2% ' e A sin {20 * Drx D=

- n=0 (2n + l)o3

lim T(x,t) = 0 (0 < x < £): koeling van de staaf tot temperatuur T = O.
t-m

Voor k = 0: T(x,t) = T(x,O)E geen warmtegeleiding.

_ 4n2n2kt
2 2 = 2
T(x,t) = %—-- &f ) li-e % cos E%Ei‘.
n=1 n
2

lim T(x,t) = X (gemiddelde temperatuur op tijdstip t = 0).
6

oo

_ n)) ke
2 n p)
T(x,t) = 2% 4(-1) = m(20+1) 42 cos L2+ Drx

3

> n=0 (Zn + 1)° 2%

lim T(x,t) = 0: koeling van de staaf tot temperatuur T = O.
tr !




39,

33.

3,4 .

35..

36..

37.

43,

L~

couty =2 [ LX) conyx vk,

Neern..

Uniform convergent op el interval & < x S b dat: de punten x = + 1 niet be-

vat..
Neen,

Ja- * ) ‘7 ’ .




TENTAMENOPGAVEN EN HERKANSINGEN MET ANTWOORDEN
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TENTAMENOPGAVEN

6 juni 1966 (Wiskunde 30)

De functie f is voor alle reele x gedefinieerd en heeft de volgende eigen-

schappen
w "
£(x) = E-als 0 <x = 5 -
f(x) = 7 — x als %-s x < .
f(x) is oneven, .

f(x) is periodiek met periode 2m,

£(0) = 0.

a) Bepazal de fourierreeks van f.

b) Geef een formulering van de hoofdstelling en leidt daaruit af voor welke

x de fourierreeks naar f(x) convergeert.

Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

xzy" +xy' —y=0.

Bepaal van het kwadratische oppervlak

2
+ 5x3 4x 3

8x2 + 5x2 1

1 2 2 T T T ST

a) de eventueel aanwezige middelpunt(en),
b) de standaardvorm en het type,
¢) de bijbehorende codrdinatentransformatie,

d) de vergelijking mkl + sz * YX, = 0 van een ragkvlak door de top.

Beantwoord de volgende beweringen alleen met ja, nee, of blanco.

Een onjuist antwoord wordt negatief gerekend.

4.1, De rij fn(x) - x" convergeert voor 0 < x < 1.

4,2, De rij fn(x) = x° convergeert uniform op 0 < x # 1.

X, + 4x x, + 8x x, - 13xi - 8x2 - 10x, + 9 = 0.

2 o TR

o e




2
.. nx ,
Zij gn(x) = ;_:_;5;3 en g(x) = iﬁf gn(x) .

4.3, g(x) is continu,

4.4, De rij (x) is uniform convergent op x = 1.
gn

L4

A
"
IA

4,5, De rij gn(x) is uniform convergent op O

-

2

* 4,6, lim I gn(x)dx = J lim gn(x)dx .

o 's o) % ‘ é n*>

e .
z X + sin nx
—_—
n=1 n

zZij £(x) =

4.7. De reeks is convergent voor alle reéle x.
4.8, De reeks is uniform convergent op 0 < x < T,
4.9, De reeks is uniform convergent op de reéle.as.

4,10,f(x) is overal continu.

10 januari 1967 (Wiskunde 30)

1. Los op het stelsel differentiaalvergelijkingen

dx
dt

X -y +z

dy
dt

x+y -z

dz
dt

2x - ¥y

met beginvoorwaarden x{0) = y(0) = 0; z(0) = -6.

2. Gegeven:
f(x) =1 -x woor 0 =x%51,
f(x) = -1 - x voor -1 <x <0,

f is periodiek met periode 2,

g

R

R
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a) Bepaal de fourierreeks van de functie f,
b) Voor welke waarden van x convergeert de fourierreeks naar f(x) en voor
welke niet? Licht Uw antwoord toe.

¢) Convergeert de fourierreeks uniform op -1 < x £ 17

2.2
Gegeven de rij functies gn(x) = n3x3e n X (n=1,2,...).

a) Onderzoek deze rij op uniforme convergentie voor 0 < x < I.

1 ' H
2 2 2 2 .
b) Bereken J (lim n3x3e o ox Jdx en lim ( J n3x3e nx dx) .

o T ey

c) Wat concludeert U uit het gevondene in a) en b)?

V is een vectorruimte van dimensie 4. De vectoren eys &5 &4 en g, vormen
in V een orthonormale basis. /4 is een lineaire afbeelding van V in V die

ten opzichte van de gegeven bagis vastgelegd wordt door de matrix

4 0
=1

0
5
0
2 0

o o ©
LS LI om I o

a) Bepaal een nieuwe orthonormale basis van V, ten opzichte waarvanL/;een
matrix met diagonaalvorm heeft.
| = + + + .
B) Zijx =g * &, vegteg,

Druk de vector\ﬂ%ﬁ uit in de nieuwe en in de oude basis.

10 juni 1967 (Wiskunde 30)

Los op!

a) dy _ _ 2x + sin y |

dx x cosy !

b) Het stelsel differentiaalvergelijkingen

dx .
—_— 4
at v

dy - -
at X+ y




3
.

. Gegeven de rij functies gn(x) = X coSs

T : - 55 -

met beginvoorwaarden x(0) = 14, y(0) = 0L

. De functie f wordt gedefinieerd door:

£(x) = |x} # sin mx voor -1 <xc<l,

f(x) is periodiek met periode 2.

a) Bepaal de fourierreeks van f. y
b) Bepaal de som van de fourierreeks voor -1 < x £ '1; licht Uw antwoord toe,

c) Convergeert de fourierreeks van f uniform op -1 <x < 1?

lr}
X
X +n

voor n = 1,2,... en x 2 0,
Gevraagd:
a) lim g _(x) voor x 2> 0.
nse O ‘
b) Laat zien, dat de rij functies niet uniform convergeert op het gebied
x > 0.

c) Ga na of de rij uniform cdhvergeert‘og het interval 0 < x < [0.

De lineaire afbeelding /4 beeldt R3 in R3 af.

De matrix van uQ’ten opzichte van de basis

1 /2 (0,1,1)

]
[

} V2 (1,0,1)

& =

2y = 4 /2 (1,1,0)
is

1 0 0

o -1 0 .

0 0 0

a) Bereken de matrix van U4 ten opzichte van de oorspronkelijke hasis

9—1 = (1,0,0) h
e, = (0,1,0)
e, = (0,0,1).
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b) Wat is het beeld van de vector 3 - a onder u@; uitgedrukt in de basis

215 8ys &5 en wat ultgedrukt in de basis 8y 2y 33?

9 januari 1968 (Wiskunde 30)

Bepaal de oplossingen van het stelsel differentiaalverpgelijkingen

dX . x cos o -y sin o i
dt ’ '
g% = x sin o + ¥y co0s o, o constant,

die voldoen aan de beginvoorwaarden x(0) = 1, y(0) = 0,

V is een eindig dimensionale vectorruimte met inproduct, ¢d: V>V is een

symmetrische lineaire afbeelding.,

Bewijs:

a) Als (JQE,E) > 0 voor alle x # 0, dan zijn alle eigenwaarden vancﬂl-posi-
tief. ) “ :

b) Als alle eigenwaarden van_Q@ positief zijn, dan is (J?§,§) > 0 voor alle
x # 0. )

Gegeven £(x) = x wvoor 0 £ x < m,

Bepaal de fourier-cosinusreeks van deze functie.

De temperatuurverdeling T{(x,t) van een geisoleerde staaf voldoet aan de dif-

ferentiaalvergelijking

2. .
(i) %% = E—% , 0 <x <1, t >0,
ax

azn de beginvoorwaarde
(ii) T(x,0) = x, 0sx<m,

en aan de randvoorwaarden

5T _ ATy
(iii) ng)x=0 = (Bx)x=ﬂ 0, t>0,

e



a) Bewijs dat de functies

2
e Xt oskx, k=0,1,2,...

voldoen aan de differeptiaalvergelijking (i) en aan de randvoorwaarden

(iii).
b) Bepaal de functie T(x,t) die voldoet aan (i), (ii) en (iii).

-

Opmerking: Het resultaat van vraagstuk 3 kan worden gebruikt bij de oplos-

sing van vraagstuk 4.

5. §(x) = e ¥, x=21,

0

a) Bewijs dat de reeks uniform convergent is.
b)Y Is f(x) continu voor x 2 17

c) Is f(x) differentieerbaar voor x > 17

11 juni 1968 (Wiskunde 30)

1. Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

%% =x + 2y + et
dy -t
13 2x + y e

met beginvoorwaarden x{(0) = 2 en y(0) = 0.

2. a) Los op de differentiaalvergelijking

éz-{- = 3
Ix 2y = 2xy~ .
arctan =
b) Gegeven de rij functies fn(x) = voorn = 1,2,... en x 2 0,
| Pta
i) Bepaal lim £ (x).
e B .
ii) Ga na of de rij uniform convergeert op het interval 0 < x < 1,

iii) Ga na of de rij uniform comvergeert voor x > 1.
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Op de rand van een cirkelvormige schijf met straal 2 is de temperatuurverde-
ling T(2,9) = cos Jp met =-m < ¢ < v gegeven, De temperatuurverdeling T(r,¢)

over de schijf voldoet aan de vergelijking van Laplace; in poolcodrdinaten

32T 9T 82T

1
—_— et e —— = (),
arz ar r2 3(pz

-

a) Bepaal de functie T(r,9) die voldoet aan de differentiaalvergelijking en
aan de randvoorwaarde. .

b) Bereken T(},0) in twee decimalen nauwkeurig.

V is de wectorruimte van alle veeltermen in t.
1

Voor twee veeltermen f en g is gedefinieerd (f,g) = j f(t)eg(t)de .
-1
a) Ga na dat (f,g) een inproduct is.
b) Bepaal een orthomormale basis van de deelruimte L opgespannen door 1, t
2
en t .,

c) Bepaal de projéctie van t3 op L.

V is een vectorruimte. De lineaire afbeelding (/4: V + V heeft de eigenschap
A= A

Bewiis:

a) De eigenwaarden van uq’zijn 0 enfof 1.

b) Elke vector # 0 uit de beeldruimte van Ja’is eigenvector bij de eigen-

waarde |,

c) Als Ja'een inverse heeft, dan is J¥ de identieke afbeelding.

7 januari 1969

Wiskunde 30

Gegeven 1is in R2 de kwadratische kromme

2 2 _ _
3x1 8x]x2 f 3x2 2x].+ 14x2 + 3=0.

Gevraagd wordt een coordinatentransformatie (verband tussen de oude en de
nieuwe codrdinaten) die de‘vergelijking in standaardgedaante brengt.

Geef de standaardvorm en het type van de kwadratische kromme.

e

s

. @4_?}?)»

r-i;ué;‘-zf:n-‘.—::- P

R R e e

R

T
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2. a) V is een vectorruimte van dimensie 3 met inproduct.

V4: v > V is een lineaire afbeelding met @e eigenschap dat u@g*=C7'(de

nulafbeelding).

i)

Bereken de eigenwaarden. van c/}.

ii) Bewijs dat V& = O als /2 symetrisch is.

iii) Geef een voorbeeld van een niet—symmetxische J@u waarvoor geldt

Jie O ‘

b) Los op de differentiaalvergelijking y(xy' + y) = x.

3. Los op het stelsel

De randvoorwaarden zijn

(4) u(0,t) = 0, u(m,t) =0

dxl -t
I = 2x] + X, = 2x3 + e
dx,, —
A ~
P X + 2x2 2x3 + 2e
™5
dt 37 '
A
u ‘ ’
4. Een dunne homogene snaar trilt in
het (x,u)-vlak om zijn evenwichts-
stand u = 0,
De uitwijking u(x,t) voldoet aan
! de differentiaalvergelijking
i
! 2 2
: . > (1) 2—% = 3“%. (t >0, 0 <x <),
P (4m,0) Q=(w,0) X 9x ot
De beginvoorwaarden zijn
f(x) = x voor 0 < x € in
(2) u(x,0) = £(x) met _
s LE(x) = m=x voor iw < x s w (zie figuur)
(3) 38 (%,0) =0 .
ot 77 :

(= 0) .
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a) Leid af, met behulp van de methode van separatie, dat de functies

Bn cos nt sinnx (n = 1,2,3,...)

voldoen aan (1), (3) en (4).

b) Bepaal met behulp van de functies onder a) de oplossing u(x,t) die boven-

dien aan (2) voldoet,

Wiskunde 39

1. Zie opgave 2b) bij Wiskunde 30.

2. Bepaal de fourierreeks van de functie f die gedefinieerd wordt door

x wvoor 0 < x £ im
f(x) = {
-

X voor iT S xs T,

f is een oneven functie en periodiek met periode 2.

3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

4, Zie opgave 4 bij Wiskunde 30.

3 juni 1969
Wiskunde 30

1. Bepaal de algemene oplossing van het stelsel ‘ é

-—-—=y+z

2t g%

ale
|

X~ 2z + 2e

—=-x-y+ set ' 3




Ry heeft de orthomormale basis e1r & &4

Zij &2 Ry > R

3 de spiegeling aan een vlak Vi x ~y + z = Q.

a) Bepaal de matrix van A,
b) Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van Ud
¢) Bepaal een nieuwe orthonormale basis g;, gé, g§ ten opzichte waarvan J4

een matrix met diagonaalvorm heeft gn geef deze‘diagqnaalmatrix.

3. . x
. cos 5 voor 0 =sx<m
D E(x) =
X
-cos voor —m < x <0 .

f(x) heeft periode 2u.

a) Bepaal de fourierreeks wvan f£(x).

b) Voor welke x is f(x) gelijk aan de som van de fourierreeks (argumentatie}?

4. Beschouw de rij functies fn(x) met

n -nx ) Il
» 2 . .
- e (x 0)

fn(x) =

a) Bereken lim f (x).
nte O

b) Is deze rij uniform convergent in het interval 0 s x < 1?

c) Is deze rij uniform convergent voor x = 1?

[+ ]

d) Onderzoek de reeks Z fn(x) op uniforme convergentie voor x 2 1,
n=1

Wiskunde 39

1. Zie opgave | bij Wiskunde 30.

2. Los op:

3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.



4.,

..62..

De temperatuurverdeling T(x,t) van een dunne homogene staaf ter lengte 7 vol-

doet aan
oT _ 3%t
(i) —=— (O<x<m,t>0),
at 2
X
aan de beginvoorwaarde *
(ii) T(x,0) = sin x + sip 5x (0 sxsm

en aan de randvoorwaarden
(iii) T(0,t) = 0, T(me)=0 (t=z20).

Bepaal de functie T(x,t), die voldoet aan (i), (ii) en (iii).

13 januari 1970

Wiskunde 30
Los op de differentiaalvergelijking

y' o+ y(x2 + cos x) = x2'+ cos x ,

De functie f van x is als volgt gedefinieerd:

f(x) =0 voor =1 £ x £ =n/2
f(x) = sin 2x voor -7m/2 < x < w/2
f(x) =0 voor /2 = x <1 ,

f is periodiek met periode 2w.

a) Bepaal de fourierreeks van f.
b) Waarom zijn de volgende uitspraken juist?
bl. Voor alle x is de som van de fourierreeks gelijk aan f(x).

b2. De fourierreeks is uniform convergent voor -m < x < w.

Een snaar is gespannen tussen de vaste punten A = (0,0) en B = (w,0).

Op het tijdstip t = 0 is de snelheid van de snaar nul en de uitwijking

u(x,0) = sin 3x + sin 17x .




i
b

" TR R

De snaarvergelijking luidt:

32u 32

gu_cu
sz Bt2

Bepaal met behulp van separatié van variabelen de uitwijking u(x,t) voor

t>0 (0gx=mT).

In R3 zijn gegeven drie (niet moodzakelijk onaerlihg loodrechte) onafhanke-
Iijke vectoren a, b en ¢ met lengte I.

Beschouw de lineaire afbeelding

JBx = (a,x)a + (b,x)b + <s'-£>s .

a) Toon aan:
al. de afbeelding is symmetrisch,
az. (‘A'E’E.‘.) > 0 voor alle x van R3 (x# 0),
a3j. alle eigenwaarden zijn positief.
b) Bepaal de matrix van J¥t.o.v. a, b en c.
c) Toon aan dat, als ér &én eigenwa%rde 1 optreedt, tenminste twee van de

vectoren a, b, ¢ loodreé¢ht op elkaar staan.

Wiskunde 39

Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.

Zie opgave 2 bij Wiskunde 30 met

-]

1
0=0 (2n + 1% - 4

b) Bereken

Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

Los x en y op uit het stelsel

dx , dy .
* T

als gegeven is x(0) = 3, x'(0) = -2 en y(0) = 0.




4.
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2 juni 1970
Wiskunde 30

Los op:

x3y' + 3xy2y' - 2y3 =0 .

Gegeven: f{(x) heeft periode 2n. -

2 cos x voor |x| < % ,
f(x) =

0 voor % < |x| =7 .

Bepaal de fourierreeks van f£(x).

In een cirkelvormige schijf met straal 1 wordt de temperatuurverdeling con-—
stant gehouden.

De temperatuurverdeling wordt beschreven door de vergelijking van Laplace in

poolcoordinaten:
2 2.
M+18_T+]_ﬂ=0' -0<r<1
2 r or 2
or r 3¢

met de voorwaarden
T{r,¢) is begrensd,
T{r,¢ + 2m) = T(r,p) voor 0 < v £ 1 en alle ¢ ,
T(l,¢) = 1 + sin ¢ + cos p voor alle ¢ .

Gevraagd wordt de temperatuurverdeling T(r,g) over de schijf.

Zij V een vectorruimte van dimensie 3 met inproduct.

a, b en ¢ vormen een basis van V.
al = bl=lcl=1: @D =0, @=-73, G =3.

e is een orthonormale basis, zodanig dat e

1> 2
(e

20 &3
) 0.

N
) >

el

3’

PR

T s

s rmilein S Ll e

S S

Fea e

s mmzadmen) L



a) Bepaal de overgangsmatrix van &yr €55 &, naar a, b, c. (Maak een tekening
van de vectoren.)
U¥ is een lineaire afbeelding van V op V bepaald door U@E ='E,-th = b,

fe=%a+3b-c |

b) Wat is de matrix van Jt.o.v. de basis a, b, c?
c) Bewijs dat ¥ een symmetrische lineaire afbeelding is.

d) Bereken de eigenwaarden en eigenvectoren van S

+*

Wiskunde 39

1. Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.
2, Zie opgave 2 bij Wiskunde 30,
3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30,

4. Los op:

%+3x+4y=16'

d
E% + 4x - 3y = -12

met beginvoorwaarden x(0) = 1, y(0) = 2.

19 januari 1971

Wiskunde 30

1. Bepaal de algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen:

dy _
It 3x + 42
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2. De functie f is als volgt gedefinieerd:

-T=x voor -m £ x < -n/2
f(x) = X voor -n/2 £ x < /2

mT™=x voor m/2 < x<Tm

f is periodiek met periode 2. -

Bepaal de fourierreeks van £, 4

3. We beschouwen de stationaire temperatuurverdeling T(r,9) in een vlakke .on-
eindig grote plaat met een cirkelvormig gat met straal 1 (zie figuur).

T(r,p) voldoet aan:

é;;aj;// ;j>/ 2 2

3°T . 1 9T . 1 3°T _
. ;;§‘+ -t ;E-E-E-— 0 (r > 1 en alle ¢), :
A4 / T(r,9) is begrensd buiten de cirkel met ?

/s
// straal 1,

" T{r,p+27) = T(r,p) voor r = 1 en alle ¢,

//////. T(1,¢) = 2 sin é + sin 2¢ voor alle ¢,

Bepaal met behulp van separatie van variabelen T(r,9) voor r = 1 en alle ¢,

A T

4, V is een vectorruimte van dimensie 3 met inproduct.
W is een plat vlak in V door de oorsprong en n is een vector in V die lood-
recht op W staat. Verder 1is |EJ = | en a3 is een vector in V met (a,n) # 0, -ﬂ
De afbeelding v >V is gedefinieerd door: ;

(x,n) | ‘ﬁ
UQX =_§'-?§iiyli . lﬁ

a) Bewijs dat Jd een lineaire afbeelding is. Y
b) Toon aan dat voor iedere x in V het beeld Ax in W ligt. et
c) Bewijs dat voor iedere vector x in V geldt: dlgg =LQ§. P

d) Bepaal de eigenwaarden met de bijbehorende eigenvectoren van A

. . . s . -nx .
5. Gegeven is de rij functies fn(x) = e sin nx voor n = 1,2,..,. en x = 0,

a) Bepaal lim f (x) voor x 2 0.
qowe D ,

b) Bewijs dat deze rij uniform convergeert voor x 2 1.

¢) Toon aan dat deze rij niet uniform convergeert voor x 2 0.




Wiskunde 39

Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.

Zie opgave 2 bij Wiskunde 30 met

a) Bepaal de fourierreeks van f. -
b) Bepaal de som van de fourierreeks van f in x = % .

(Motiveer Uw antwoord!)

¢

Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

dy _ 5.3 -
Tt (2x - 2x"y)y = 0 .

1 juni 1971
Wiskunde 30
Bepazal de algemene oplossihg van het stelsel differentiaalvergelijkingen:

dx

e A
%% =x ~ 2y + 2
dz

-&"E‘:X“y N

De functie £ is periodiek met periode 2n en f(x) = cos ox voor -m < x < 1

met @ niet geheel.

a) Bepaal de fourierreeks van deze functie.
b) Beredeneer dat de som van deze fourierreeks gelijk is aan cos ax voor

-r £ x s nm,




3. De temperatuurverdeling T(r,p) in een halve cirkelschijf, in poolcoordinaten

gegeven door 0 < r < 1, 0 < ¢ < m, voldoet aan de partiele differentiaalver-

gelijking:
2 2
i_T__'_l'a_T_'__l__a_E_;_o (0O<r<l, 0<e¢<m)
2  r ar 2 2
er r 9¢ -

en aan de voorwaarden:

E

T(r,m) =0 woor 0 <r=1,

U

T(r,0)
T(l,9) = sin 29 voor 0 € ¢ £ T en
T(r,p) is begrensd op de halve cirkelschijf.

Bepaal met de methode van separatie van variabelen de temperatuurverdeling

T(r,9) in de halve cirkelschijf.

Gegeven is een lineaire symmetrische afbeelding 37 R3 > R3 met de eigenschap

3% -9, :

a) Bewijs dat iedere eigenwaarde vanf? gelijk is aan 0 of 1.
b) Laat zien dat de beeldruimte van.q)het orthogonale complement van de nul-

ruimte van{j) is.
c) Zij gegeven dat de vector (1,1,1) de nulruimte van@ opspant.

Bepaal de matrix van? ten opzichte van de basis (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Wiskunde 39

Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.
Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.
Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking:

x X =X -7

dx - x+y

PR & R R

AT ] He
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18 januari 1972

Wiskgnde_BO

E 1. Bepaal alle reele oplossingen van het stelsel differentiaalvergelijkingen:
A
i dx _
4 e
d

2. De functie f is als volgt gedefinieerd:

f(x) = e_x voor 0 € x < 2m ,
f is periodiek met periode 27 .

a) Bepaal de fourierreeks van f.

b) Bepaal de som van deze fourierreeks voor x = 0.

»

3. De temperatuur T(x,t) van een dunne homogene staaf langs de x—as tussen de

m \ .
punten x = 0 en X = 5 voldoet aan

- T
= —= voor 0 < x < , £t >0,

3t 2 2
T(0,t) = 0 wvoor t >0 ,

aT m
= 05 ,£) =0 wvoor t >0,

T(x,0) = sin 13x voor 0 < x < % .

Bepaal met de methode van separatie van variabelen T(x,t) voor t > 0 en

0$X$—72T~.

4. In R3 is gegeven een orthonormale basis a, b, ¢.

JUis een symmetrische lineaire afbeelding van R3 in R3 waarvoor geldt:

Lfcl3=i,dhl='g en \A-zﬂtf‘}-:




2.
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a) Bewijs: (da-_c-;,g) =2 0 en (ﬁ-g,k) = (,

b) Bewijs datUfle = yc met y = 0 of y = 1.

c¢) Bewijs dat voor y = 0 A de loodrechte projectie op de rechte X = Aa voor-—
stelt.

d) Bewijs dat voor y = 1 V¥ de loodrechte projectie op het vlak x = Aa + uc is.

Bewijs dat de reeks
E X
4 2

n=0nx +1

uniform convergeert op het interval (-w,=),

Wiskunde 39

Bepaal alle reele oplossingen van het stelsel differentiaalvergelijkingen:

dx .
dt

4y _
3t 2y + =z

dz
dt

—5X+ Y+3Z .

Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.

3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

4.

Bepaal alle oplossingen van de differentiaalvergelijking

y = xy' - Z(y')2 ;

TR T e R

e R
(e SRR i

IR
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30 mei 1972

Wiskunde 30

1. Bepaal de oplossing van het stelsel différenitiaalvergelijkingen

i = y+z

dz.
dt

2x - 2y +z ,
welke voldoet aan de beginvoorwaarden

x(0) =1, y(0) =2z(0) =0 .

2. De functie f is als volgt gedefinieerd:
f(x) = sin x voor 0 £ x < %‘;

f is periodiek met periode %—. \

a) Bepaal de fourierreeks wvan f.
b) Bepaal de som van deze reeks voor x = O.

Motiveer Uw antwoord.

3. De temperatuurverdeling W(x,t) in een dunne staaf, gelegen langs de x-as tus-

sen x = 0 en x = 1, voldoet aan
=c— wvoor 0 <xXx<T,t >0,

W(0,t) = W(m,t) = 0 wvoor t 20,

W(x,0) = et wvoor 0 < x < T .

Bepaal met de methode van separatie van variabelen W(x,t) voor 0 < x < 7 en

t > 0.
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.. In R, is een basis a, b, c gegeven. De vector d heeft als kolom

3
o

| ten opzichte van deze basis met o + 8 + v = 1 ,

¥

Van de lineaire afbeelding A: R, + R

3 5 1s gegeven

B = e = 4.

F

a) Toon aan dat d een eigenvector vandis met eigenwaarde 1.

b) Bepaal de overige eigenwaarden en eigenvectoren.

c) Geef een basis aan ten opzichte waarvan Jteen diagonaalmatrix heeft en
bepaal deze diagonaalmatrix.

d) Bepaal de overgangsmatrix S bij overgang van de basis a, b, c op de onder

¢) gevonden basis,

Wiskunde 39

1. Zie opgave | bij Wiskunde 30.
2. Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.

3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

4. Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

x %§-+ 2y = s5in x .

16 januari 1973

Wiskunde 30

1. Bepaal alle reéle oplossingen van het stelsel differentiaalvergelijkingen .f?
dx e
at y - 3z i
. g
g.z = - o
dt x oz
dz | -z
dt Y ’




Bt =" TR

4!

De functie f is als volgt

sin.x voor 0 < x <3
f(x) =

= 13.-

gedefinieerd;

i

0 voor 7 < X S T,

Bepaal de, fourier-sinusreeks van £.

De stationaire temperatuurverdeling T(x,y) in het vierkant 0 < x

voldoet aan

2 2
H+_§l.0
ax? By2

T(0,y) = T(l,y) = 0
T(x,0) = 0

T(x,1) = sin 2mx

A
-
o
A
«
A

voor0|<x_<l,_0<y<l,

voor 0 sy = 1,
voor 0 s xs 1,

voor 0 s x <1 .

Bepaal T(x,y) voor 0 < x <1, 0 £y s 1 met de methode van separatie van va-

riabelen.

L] .

V is een vectorruimte van dimensie 3 met inproduct.

In V is gegeven een basis a,b,c met de eigenschappen

en

lal = fpf = lef =1,

(ish) = }

(a,e) = (b,e) = 0.

De lineaire afbeelding R: V + V is gedefinieerd door

fx = x - 2(x,0)(@a+d+o) .

a) Bewijs dat & = 7 (de identiteit).

b) Bepaal een basis ten opzichte waarvan & een diagonaalmatrix heeft.

¢) Is de afbeelding & symmetrisch? Motiveer Uw antwoord.
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Wiskunde 39

1. Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking ;
(1+x)y' +y = 3x%2 - 2x .,

2. Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.

3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

4, Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.
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3.

HERKANS INGEN

22 juni 1966 (Wiskunde 30)

Los op: xy" - (1 + xz)y' =0, .

Bereken de fourierreeks wvan de functite £ bepaald door
f(x) =nmn-x als 0 <x <wm,
f{x) is even,

f(x) is periodiek met periode 2r.

i
=
=

Gegeven is het kwadratische opperviak

xz + y2 + z2 + 2xy - 2z -2 =0,

w

Bepaal:

a) de standaardgedaante van-de vergelijking;

b} het type van het oppervlak,

21 januari 1967 (Wiskunde 30)

Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

dy __x*y*1
dx X -y *
Zij £(x) = |sin x| — sin x voor -7 < x < 7 en periodiek met periode 2m.

Bepaal de fourierreeks van f(x).

In R3 is het kwadratische oppervlak H gegeven waarvan de vergelijking luidt

“2Uxy + TyE 2 = 1 .

Bepaal de vergelijking van H t.0.v. een orthonormale basis, waarvan de
basisvectoren langs de hoofdassen van H vallen,

Bepaal het type van H.
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21 juni 1967 {(Wiskunde 30)

Los op: (x3y2 - 8in Y)y' = x - x2y3 .

Bepaal de oplossing waarvan de grafiek.gaatqdoorﬁhegrpup;‘(],Q).

De functie £(x) is gegeven door
f(x) = 2x wvoor -n<x X T,
f(x) 1s periodiek met periode 2.

Bepaal de reeks van Fourier wvan f(x).

a) Bepaal de_vergelijking‘vapﬁdq;g;pg;g;prbq;’d%g;bgfgh;pyeg:kan worden in

de ellipsoide met vergelijking
5x2 + 6xz * 2y2 + 5z2-= 8 .

b) Bepaal ook de coordinaten van de beide raakpunten.

22 januari 1968 (Wiskunde 30)-,

Los op de differentiaalvergelijking

(6x2y + Oxy’ - 5)dx + (2x° + 9XQY)dY =0..

Bepaal de fourierreeks van de functie f, die pgpipd;gk is met periode 2,

terwijl verder gegeven is
£(x) = x + 1, 0 <x<l,

f(x) is oneven.

Zij V een driedimensionale vectorruimte met 1nproduct. In V is een onafhan-
kelijke basis a, b en ¢ gegeven , zodat |a| = |b| = |e] =1 en een lineaire

afbeelding 4 die gedefinieerd is door
“x = (a,0)a + (b,x)b + (g,x)e .

a) Bepaal de matrix van cﬁ-t.o.v. de basis a, b, c.
b} Bewijs dat | een eigenwaarde van u@ is, dan en slechts dan als het drie-

tal basisvectoren een loodrecht paar bevat,

i
h¥
i
b,
A
i

B
e
5y
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17 juni 1968 (Wiskunde 30)

Los op: X %% + y(x2 + 1) +x=0.

f(x) = cos }x is gedefinieerd voor -m < x = 7 en heeft periode 2w,
Bepaal de fouriercoéfficienten van £(x).

[ 4

In R3 is gegeven de kwadratische vorm

2 2

x> - g2 + 8xz - 3z° .

Bepaal de overgangsmatrix van een zodanige coordinatentransformatie, dat
deze vorm t.o.v. de nieuwe orthogonale basis van de gedaante au2 + bv2 + cw2

is.

20 januari 1969 (Wiskunde 30)

. Los op: (x2 + x - 3y2)dy + (2xy + ¥ + 1)dx =0 .

. De functie £(x) is gegeven door

f(x) =1 -x wvoor 0 <x <1,
f(x) is even,
f(x) is periodiek met periode 2.

Bepaal de fourierreeks van f(x).

1 2
In R2 hebben de vectoren a em b de kolommen resp. t.o,v. een ortho-
normale basis ey &y ! 3)
De lineaire afbeelding JEe R2 > R2 heeft t.o.v. de basis a,b de matrix
[3 10
A= .
o -

Onderzoek of J/4 symmetrisch is.

16 juni 1969 (Wiskunde 30).

t
. Los op: %- - x2y = %-.
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. Los op:
dx
T oFY
dy _ _
T 5x — 2y ,

met de randvoorwaarden

x(0) =8 en {dx}

‘EE‘ ,3,

£=0

. De functie f is als volgt gedefinieerd:

f{x) =x -2 wvoor 0 £ x <1,

f is even en periodiek met periode 2,
a) Bepaal de fourierreeks van f.

b} Bereken Z —---l----—z- .
n=0 (2n + 1)

. In R, zijn gegeven x = (0,3,3) en y = (4,-1,1) t.o.v. een orthonormale basis.

3
De draaiing V4 beeldt x op y af. De draaiingsas staat loodrecht op X en Y.

Bepaal de matrix van .

19 januari 1970

Wiskunde 30

. Bepaal de oplossingen van

dx

i 3x - ?y
d
E% = 2x + 7y ,

die voldoen aan de beginvoorwaarden x(0) = 0, y(0) = —1.

Zij A R3 -+ R3 de projectie op een vlak V door de ocorsprong en 93 : R3 -+ R3

gedefinieerd door B =R+ ff, waarbij’j de identieke afbeelding is.

a) Bereken de eigenwaarden van D,

b) Bewlijs dat‘ﬁs inverteerbaar is.




H. e 7{3&5 s

3. De: funetie f iSsggdﬂﬁim#&@ﬁévvogmwakl@medé&&r

f(x) =2 —x (0

IA

X:S'z')_' s

f(x) =x-2 (2

A

%< 4) ,

f(x + 4) =-£(x) .
a) Bepaal de fourierreeks van’'f.

b) Bereken -—e—uLQMTT_
=0 (2n + 1)

2 .
4. Gegeven de rij functies,fn(x) = nxe X ,n=1,2,... enx 20,

a) Bepaal lim £ (x) voor x = 0.
e O

b) Ga na of de rij uniform convergeert op het interval 0 £ x < 1,

c) Ga na of de rij uniform convergeert op het interval [I,«).

Wiskunde 39

1. Zie opgave 1 bij Wiskunde 30,

2. Gegeven is de differentiaalvergelijking
(y - 3x)y' = 7x + 3y
y(1) = -1,

Los y op; de oplossing moet gegeven worden in de vorm y = £f(x).
3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

4. Los met behulp van een machtreekssubstitutie op
y' - 2xy" + 4y =0

y(0 ==-2; y'(0) =0.
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17 juni 1970
Wiskunde 30

Bepaal de algemene reeéle oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkin-

gen:

fl

4Xx ~y + 6

&

ra 2 + 2y - 2 .

V is een driedimensionale vectorruimte met inprqﬁﬁgt, opgespannen door de
vectoren a, b en c. Zijd& een lineaire afbeeiding_vAn Vv in V.

Gegeven is, dat

%é=asﬁ£=s,ﬂ?=j-

('J is de identieke afbeelding) .

a) Bepaal de matrix van JLten_onichtg van de basingﬁ b, ¢c.

b) Bepaal een nieuwe basis, ten'opzichte waarvéngﬁ*een diagonaalmatrix
heeft, en geef deze diagonaalmatrix.

c) Gegeven is, dat (a,b) = 1 en_(ilg)-= -1.

Is de afbeelding<jlsymmetrisch? Motiveer Uw antwoord{

De functie f(x) is als volgt gedefinieerd:
£(x) = 0 woor |x| < %
f(x) = cos- x voor %-S x <
f(x) = - cos x VOOr -7 < X § — %

f(x) is periodiek met periode 27 .

a) Bepaal de fourierreeks van £.
b) Is de fourierreeks uniform convergent voor 0 < x s 217

Motiveer Uw antwoord.

Vet
=

S




B

4,

1.

De tijdafhankelijke warmtegeleidingsvergelijking voor een dunne homogene

staaf langs de x—as heeft de gedaante:

3T 3°T
3t 5 (1)

waarin T de temperatuur en t de tijd is.
Beschouw een staaf ter lengte T,
Gevraagd wordt een functie T(x,t) te bepalen, die aan (1) voldoet (voor

0 <x <7, t > 0) en aan de voorwaarden:

T(O,t) 0

voor £t > 0
T(m,t)

0
T(x,0) = 2 voor 0 < x < T,
Wiskunde 39

Zie opgave | bij Wiskunde 30.

Zie opgave 3 bij Wiskunde 30 met

b) Voor welke waarden van x is de som van de fourierreeks gelijk aan £(x)?

Motiveer Uw antwoord.
Zie opgave 4 bij Wiskunde 30.

Bepaal de algemene reéle oplossing van de differentiaalvergelijking

xzy" +2x -6y =0 .

25 januari 1971

Wiskunde 30

Bepaal de algemene oplossing van

xydx + (x2 + 2y2 + 3y)dy = 0 .
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2. Gegeven is de functie f(x) met

. 2
3+ 2 sin"x  wvoor -m < x <0

f(x) = ?
3 - 2 cos™x voor D < x £ 7

en f(x) is periodiek met periode 2m.
Bepaal:

a) de fourierreeks van f(x)

b) de som van de fourierreeks van f(x) voor x = m.

3. Een dunne platte ringvormige schijf, begrensd door cirkels met straal | resp.
2, wordt langs de bimmencirkel op temperatuur 1 gehouden en langs de buiten-

cirkel op temperatuur 2.

De temperatuurverdeling op de schijf volgt de vergelijking van Laplace:

82T BZT
_2.4-—._2-:0
9x ay
2 ' 2 ,
(in poolcoBrdinaten:-g—g L L3 3T _ ),
r dr 2,2
Ir T 3¢

Bepaal de temperatuurverdeling.

4. Ten opzichte van een orthonormale basis e» €ys &4 zijn gegeven: a = (0,1,1),
b= (1,0,1), ¢ = (1,1,0).

Een kwadriek heeft ten opzichte van de basis a, b, ¢ de vergelijking:

CX')2 + (y')2 + (z'j2 =1.
a) Bepaal de vergelijking t.o.v. g» 85 &4
b) Bepaal de lengte der assen en de aard van de kwadriek.

¢) Toon aan dat o(l,1,1) rotatie-as is.

R




Wiskunde 39
1. Bepaal de algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen:

dx

T XK -y -~z

iZ:- - '
It X + 3y ~ z

dz

- XY + 3z .
2. Gegeven is de functie f(x) met
4, - cos 2x voor -7 < x <0
f(x) =

2 -~cos 2x wvoor Q0 s x <=7

en f(x) is periodiek met periode 2=,

Bepaal:

a) de fourierreeks wvan £({x)

b) de som van de fourierreeks wvan f{x) vaor x = m.

3. Bepaal de stationaire temperatuurverdeling T(r,p) binnen de eenheidscirkel

(in poolcoordinaten: r = I, -7 < ¢ < 7) als gegeven is:

2 2

- aT 1 3T, 1 9T
—trnt 3T 0 wvoor allegpenO<r=<1,
or r 39

T(r,p + 2w) = T(r,p) voor alle g en 0 < r < 1,
T(r,¢) is begrensd op de cirkelschijf en

T(1,9) = cos(g + %} voor alle o.

4, Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.
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16 juni 1971

Wiskunde 30

Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking:

(x-y+ DT~y .

De functie f is als volgt gedefinieerd:

f(x) = - %-+ cos %—I voor =m < x < T ,

f is periodiek met periode 2w,

Bepaal de fourierreeks van £.

Een dunne homogene staaf met lenmgte T, gelegen langs de x—as tussen x = 0 en
x = 1, wordt aan de uiteinden op de constante temperatuur W = 0 gehouden. De
begintemperatuur op het tijdstip t = 0 is

W(x,0) = 1 voor 0 < x <7 . *

De temperatuur W(x,t) voldoet verder aan de vergelijking

Bepaal met de methode van separatie van variabelen W(x,t) voor t > ¢ en

0£x =7,

De functies fn(x) zijn als volgt gedefinieerd:

[

£ (x) = sin(x™) (O <x<1,n=1,2,...) .

1A

a) Bepaal lim f (x) voor 0 < x
e D '

ll

b) Bewijs dat de rij functies uniform convergeert op 0 < x s 4.’

¢) Bewijs dat de rij functies niet uniform convergeert op 0 < x £ 1,

St B

AEL T L
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5. In de driedimensionale ruimte R, vormen g, , g,, g4 een basis. We gaan over

op een nieuwe basis 51’ £, §3 waarbij

I, = 2t e
£, = ¢ .

Ten opzichte van deze nieuwe basis f,, £2’ £, heeft de lineaire afbeelding

4 de matrix

-3 0 0
A' = | 4 .
b 4 -1

epaal de matrix A van R ten opzichte van de oude basis €;r &5y E4qe

n a
L 2

Wiskunde 39

1. Zie opgave 1 bij Widkunde 30.
2. Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.
3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

4. Bepaal de algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen:

dx _

dc y
dy - -

Ic x + 2y

25 januari 1972

Wiskunde 30

1. Bepaal met behulp van machtreekssubstitutie de oplossing y(x) van de diffe-

rentiaalvergelijking

(- xz)y" + 2y =0,
die voldoet aan

y(0).=0, y'(0)=1.
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2, De functie f is voor x = 0 als volgt gedefinieerd:

1 voor 0 £ x <1
f(x) =4} wvoor x =1

0 . voor x > 1 .,
Bewijs dat f(x) geschreven kan worden in de vorm

o

f(x) = J A{y)cos yx dy , xz0,
0

en bereken A(y).

De stationaire temperatuurverdeling T({x,y) in de halfoneindige strook
0<x=< 1, y2 0 voldoet aan ' |
2 2

+ 2—% =0 wvoor 0 <x<]1l,y>0,
3y '

a,

Q2
ot
N I

T(x,y) is begrensd voor 0 <. x <1, j =20,

1
)

T 3T - _
v (0,v) = (1,y) =0 voor y > 0,

T(x,0) = cos 2rx voor 0 < x < 1.

Bepaal met de methode van separatie van variabelen T(x,y) voor y > 0 en

0<x< 1,

V is een vectorruimte van dimensie 3 met inproduct.

In V is een niet—orthonormale basis a, b, c gegeven met de eigenschappen
|§-_| = |_1?_! = |_C_| = 1,: {f-_s}_)_) = (E’E) =0, (_b_:g) = i .
De lineaire afbeelding A: v>Vis gedefinieerd door:

Jix = 2(z,0)a + (b * (e,c -

a) Bepaal de matrix van 4 t.o.v. de basis a, b, c.
b) Bepaal de eigenvectoren en eigenwaarden van %
¢) Toon aan dat de eigenvectoren onderling loodrecht zijn.

d) Bewijs dattﬂ-symmetrisch is.
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Gt a

. Bereken

1
J{Z——I——T}dx.

0 n=1 {n + x)

Noem de stellingen die U gebruikt.

Wiskunde 39

. Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

xzy" - 3xy' + 4y =0,

. Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.

Zie opgave 3 bij Wiskunde 30 met randvoorwaarde:

T(x,0) =1 + cos 2fix wvoor 0 < x <1,

. Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen:

dx

T XY

]

X + 2z ,

welke voldoet aan de beginvoorwaarden

x(0) =0, y(0)=1 en z(0)=20.

14 jupi 1972

Wiskunde 30

a) Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

d 2 2
2xy E% =y =-x .,

b) Geef een beschrijving van de oplossingskrommen van deze differentiaalver-

gelijking.
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2. De functie f is als volgt gedefinieerd:

f(x) = cosh x = i(ex + e—x) voor =T £ X < 7® ,

f is periodiek met periode 27w .

a) Bepaal de fourierreeks wvan f,
b} Bepaal de som van deze reeks wvoor x = 0.

Motiveer Uw antwoord.

3. Een dunne homogene snaar, gespannen langs de x-as tussen de punten X = 0 en
x = 2, trilt om zijn evenwichtsstand. De uitwijking u(x,t) op de plaats x

ten tijde t voldoet aan

a2y _ 2
—-%-= _ﬂ%. voor 0 < x<2,¢t>0,
X at

u(0,t) = u(2,t) = 0 woor t =20 ,

u(x,0) =0, %% (x,0) = sin mx voor 0 £ x5 2,

3

Bepaal met de methode van sepafatie van variabelen u(x,t} voor 0 £ x < 2 en

t > 0.

4, Bewijs dat de reeks

n2.nn-nx
nr.

-Z (- 2% e

n=1

uniform convergent is op het interwval [0,x),

5. In R, is een basis a, b gegeven met |§J = YZ en |b| = V5.

e R, + R, is een symmetrische lineaire afbeelding die t.o.v. de basis
de volgende matrix heeft:

1 10 =2
A= =
3.1
a) Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van u@k

b) Bereken (a,b).

]
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Wiskunde 39

1. Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.
2, Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.
3, Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

4. Bepaal de algemene oplossing van het volgende stelsel differentiaalvergelij-

kingen:

y+z-1
4. x +z+ 1

-— =x+ Yy .

23 januari 1973

Wiskunde 30

1. Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

dx _ t
I&-x y+e

d t
E% =x+3y-e ,

die voldoet aan de beginvoorwaarden

x(0) =1, y(0)=0.,

2. De functie f is als volgt gedefinieerd:

f(x) = 1l ~x voor 0 =x<1,

f is periodiek met periode 1 .

Bepaal de fourierreeks van f.
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3. De stationaire temperatuurverdeling op een kwart cirkelschijf met straal 2,

in poolcoordinaten gegeven door 0 < r < 2, 0 < ¢ < % , voldoet aan

32T 1 3T 1 32T

o2 + T 3% +-;;-;;Z =0 voor 0 <r < 2, 0 < ¢ < % .
T(r,0) = T(r,%d = 0 | voor 0 s r<2,

T(2,p) = 3 sin 4g + 5 sin 6p wvoor 0 < ¢ = %-,

T(r,p) is begrensd op de kwart cirkelschijf.

R e e B I e i e e e e L o

Bepaal T(r,w) voor 0 sr <2, 0 =g < %- met de methode van separatie van

variabelen.

4. In R, met het gebruikelijke inproduct zijn gegeven twee vlakken, namelijk
vlak V opgespannen door (1,0,0,0) en (0,1,0,0) en
vlak W opgespannen door (1,0,Y2,0) en (0,1,0,/53,

a) Bepaal de loodrechte projécties op W van-de vectoren (1,0,0,0) en
(0,1,0,0).
b) Bereken de cosinus van de hoek tussen een willekeurige vector in V en

zijn loodrechte projectie op W.

Wiskunde 39

1. Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

x+y2 +xyy' =0,

2. Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.

f
i
S
Al
B
A

3. Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

o O

s
o~

4, Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.

PN
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ANTWOORDEN “TENTAMENOPCAVEN

6 juni 1966

1. a) } &+ —giﬂﬁihiggﬁﬁin*nx-.
n=1 * :

b) Zie dictaat; voor ‘alle x.

2. W= X o+ BX-I .

3. a) Geen middelpurit.

d) X, + 2x2 - 2x,=0.

3
4., 4.1, ja
4,2. mee
4.3, 1ja
4.4, ja
4.5, nee
4.6. ja
4.7. ja
4.8, Jja
4.9. nee
4,10, ja,

10 januari 1967

g-; ouiwentelingsparaboloide.
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sin(mnx)
n

2
a);T-

n

e~ 8

b) Voor x # 2k (k geheel): convergentie naar f(x).

Voor x = 2k (k geheel): convergentie naar 0, terwijl f(2k)

¢) Nee,

. a) Geen uniforme convergentie,
b)Y 0 en 0.

c) Ook als de rij {gn(x)} niet uniform convergeert, dan kan toch

b b
lim [ g (x)dx = ( {1im g (x)}dx zijn.
o n ] e B
a a
. a) _9_; = (1,0,0,0)
Eé = (0,0,1,0)
Eé = %ﬁ(oglsos_l)
e, = }¥2(0,1,0,1).
Sz =t +Te, - ey + Te, -

10 juni 1967

. a) x siny + x2 = C

x £ cos t
b) = l4e
v - sin t

4 % cos(2n + D)mx

ﬂz n=0 (2n + 1)2

. a) } + sin mx -

.

b) |x| + sin mx; zie hoofdstelling.
c) Ja.

a) x.

c) Ja.

ERTRTIN - IS SRS, =BT SR & S DO LS S N VS




4. a) -1 11 o
-2 2 0

b) ay - 3y = VI + ey + 2gy)

Az - 3y) =3, + 2.
9 januari 1968
1 * = et cos o COS(t o a)

cos(Zn + 1)x
—s=

L, T B R
\ain v 17

ra| =

i t~18

(=]

4, b) T(Xpt) =

2
X —1 e'(2n+]) t coa(2n + Dx .

5. b} Ja.
c) Ja.

11 juni 1968

)l )

2. a) y2(x + 1+ Cehx) =1 en y=0.

b) i) 1lim fn(x) = 0;

TI-+0
ii) uniform convergent voor 0 < x < 1;

iii) niet uniform convergent voor x > 1.

=]

bl

n
oozt e ¥ CO8 TP .
2=1 2%(4n? - 1)

3. a) T(r,e) = = -

4
w



- g4 -
3. b) 0,74.
4. b) bijv. £ = 12
f2=it/6_
-} 2 _ 1
£y V10" - ) .
e) % t.
7 januari 1969
Wiskunde 30
X 1 2l1z 1
X, /5 (=2 1 z, -1
22 - 22 = 1; hyperbool.
1 2
2. a) i) l] = Az = A3 =0 .
0
iii) |1 0| .
0
2 2 C
b) ¥ —-§x+——2~
x
X 1 2 1 ~1/8
3. X, 0 = aet =1 + Bet of + ye3t 1 + e—t ~5/81 .
X3 0 R 0 0
47 _ent o
4, b) ulx,t) = — z > cos(2n + 1)t sin(2n + 1)x .
T p=0 (2n + 1)
Wiskunde 39
o n
2.-£l 2 —-(-—Ll-—zsin(2n+l)x.

T h=0 (2n + 1)

AT




AT _ =g

3 iuni 1969

b)

c)

b)

b)
c)
d)

X
1. |y
z

Wiskunde 30

1 0) 1
s al-1] + 8| 1]et + y|=1}e
1 -1 0
1 2 =2
1
— 2 .
5 | 2 1
-2 2 ]J
(1 0
ll = Az = 1 alll + B
0
, _ | 1
91 = _— - —— =
V3 /33
fl ]
E' = =y ==, 0
S () J
FERI i B I 2_
1= ] » .
3 V6 /6 Ve
8 v n .
? 2 51 DX »
n=1 4n” - 1

Voor x # 2kr (k geheel)

1 voor X
lim fn(x) =

n-re 0 voor X
neen;
ja;

uniform convergent voor

»

X

Ay =
-1 0
0 |1
0 0
1.
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Wiskunde 39

2. xey + cos x=0C .

25t

4. T{x,t) = e-tsin X+ e sin 5x .

13 januari 1970

Wiskunde 30

3 .
x~ = sin x
1. y=1+ Ce .

W

2. a) | sin 2x - 4 E (-l)n gin(2n + 1)x
-2 T Lo TR E D@ - D '

3. u{x,t) = sin 3x cos 3t + sin 17x cos 17t .

1 (a,b) (a,c)
4. b) |{a,b) 1 (b,c)
(a,c) (b,c) 1

Wiskunde 39

2. b) 0.

3+£t2-23int

£~
w
u

2 sin t .

2 juni 1970
Wiskunde 30

Loyed 4y = o

n+l

2. Z, cos X + 2 Z Gl DI cos 2nx .
™ 2
n=1 4n” - 1

AT

Dl ST



AT C & g% =

3, T(r;0) =1 + ¥ cos ¢ + £ §i ¢ .

I 2
1 0 £y 0

, 4, a) |0 1 —%- H I i
2
‘ 0 © 3 0

d)_3\l = A =13 ce, + Be ;-_X--=-l‘ el .

Wiskunde 39

J-l-h

4 L)
19 januari 1971
Wiskunde 30
X 4 3 ‘ 3
1. |y| =af O} + Be5t 5 + Ye—St -5 .
z -3 4 4

ke n
2. —i— z —ﬂ-)—-—— sin(2n + 1)x .

n=0 (2n + 1)°

3. T(r,9) = 2r_lsin g + r-zsin 20 .

4. d) a is eigenvector bij eigenwaarde O,

alle x # 0 met (x,n) = 0 zijn eigenvectoren met eigenwaarde 1.

5. a) lim f (x) = 0 woor x 2 0.
e O

b) |fn(x) - 0| < e ©  voor x 2 1.




Wiskunde 39

m
. b) 7 -

2

. y(x2 +1+C )=1en y=0,

1 juni 1971

Wiskunde 30

n+l

sin an _ 20 sin am ¢ (1)
a) om * b Z 2 2

n=l n - a

T(r,¢) = rzsin 29 .

2 -1 -1

Wiskunde 39

(y - x)2ex = Cx .

18 januarxi 1972

Wiskunde 30

X cos t - sin t
= +B

- 98 =~

co8 nx .

cos t + sin t

y cos t : sin t

o en B reeel .

AT




. a) >

b) 4(1 + e 2Ty .

3. T(x,t) = e ©%%gin 13x .

Wiskunde 39

X {1 2 cos t. + sin t. ' {2 $in t - cos t
Lo |yt = a|-I[ + Be3t 5 ¢cos t T+ Y:e__-3'.,5:f; 5 gin € s o, Beny
z 2 5cos t — 5 sin t 5 sin t:+ 5 cos tj reeel,
. — M qn2 —_ l 2
G4 ¥ T LK T cu sy ¥ 7 5 -
30 mei 1972
Wiskunde 30
X 0 1 1
1. |yl = [o]e® + [1]te® + | 0 e & .
z 1 0 -1

2. a) %_% ¢ cos 4nx +24n sin 4nx
n=1 ibn” ~ 1
b) i .
© Y B _.2
3. W(x,t) =% X a+ (21) e )n e ™ Ysin nx .

n=| n +1
4.b)>\=0:u(g-h)+v(£-_c_).

¢) bijv.ta-b,a-c,d; [0 0 o] .



- 100 -
[ 1 1 a
4, d) s = |-1 0 Bl *
0 -1 Y
Wiskunde 39
2 .
4, xy+ xcos x-sinx=20C .
16 januari 1973
Wiskunde 30
X -1 2 cos t - sin t . [cos £t + 2 sin t
1. |y] = ¢ 2et+s - sin ¢t e—t+y cos t e ¢
z 1 cos t sin t
2.,  sin x +% I (--l)n'H D gin 2nx .

n=1 4n2 - 1

3. T(x,y) = -:-{;‘ﬁ%—zz-}x sin 2mx .

4, b) Bijv.: a, b, a+b +t c.

c) Nee: 0 = (a,c) = (Aa,c) # (a,4Ac) = (a,-2a-2b-¢) = -3,

Wiskunde 39

i. (]+x)y+x2-x3'C;

AT

; o, B en y reeel,




ANTWOORDEN HERKANSINGEN

22 juni 1966

. 4 X cos(2n + é)x
T =0 (2n + 1)

b) Elliptische cylinder.

21 januari 1967

2.

x2 + 2xy - y2 +2x=0C .

2 ginx - 4 E €os 2nx
Tr X 2 .

T n=1 4n° - 1

2

. z2 + 16z§ -9z =1 3

1 3

&énbladige hyperboloide.

21 juni 1967

2x3y3 - 3x2 +6cosy=3.

o -1,
(-l)n+ sin nx
s} sin nx

.

n=1I

a) x2 + yz + z2 =1,

b) #2(1,0,1) en 3/2(-1,0,-1) .




. a = -

22 januari 1968

. 4x3y + 9x2y2 - 10x

2§ L: 2(-n™!
T n=1 o)
1 (a,b)
a) |(b,a) 1
(¢,2) (c,b)

4 _(pF
T4k - 1

(=]

2/V5 1

. 5= |1 0

- 102 -

=C.

sin mnx .

(b,e)| -

(kao?lgz’ovu) ;

(2' = 1,2-,0..) .

9
0 .

o /5 —2//5"]

20 januari 1969

. xzy + xy - y3 +x =0,

.4+ -3 l
™ n=0 (2n + 1)

. Sis symmetrisch.

5 éos(Zn + rx .




AH - 103 =

16 juni 1969

1, 4x = {C - xa)y .

15
y 3 UR

a) - g__ 4 Z cos m{2n +21)x ]
m° n=0 (Zn + 1)

19 januari 1970

Wiskunde 30

SN

2. a) ll

I
-
]
[y

)\3=1.

3.a) 1+ } —8 cos Z (n+ Dx .

n=0 ﬂ2(2n + !)2 2

b) n2/8 .

4, a) 1lim f (x) = 0 woor x 20 .
e O

b) Niet uniform convergent voor 0 < x < 3

¢) uniform convergent voor x 2 1.




L,

- 104 - AH

Wiskunde 39

20 y = =X _-‘-'
4oy = 4x> -2 .
17 juni 1970
Wiskunde 30
{ : -
X cos t sin t _ 1 2
1. = aeBt ‘ + Be3t : T+ ; a, B reeel. g
y sin t + cos t sin t - cos t} 2 o
1 0 o0 o o0
2.a) |0 0 1| ; b)bijvira,b+c,b-c; 1 o] .
! 0 0 -1

c) Nee, want (a,Ab) # (fa,b).
1 o 11(-])n + sin ot
3., a) - - sin x + = Z 5 — sin nx ;
n=2 n -1 - .
b) Nee: discontinue som. i
b T(x,£) = 2 E i -(2m )’ in(2n + 1) a
- T(x,t) = — T T © sin(2n X . .
n=0
.;"3-‘5
:
Wiskunde 39 4
2. b) Voor alle x # (2n + 1)1, n geheel. %
2 ! Bl

y =‘ax3 + Bx <+ T X3 o en B reeel.




25 januari 1971

Wiskunde 30

l.'yz(x2 + y2 + 2y)y = C .,

_ _ 4 o sin(2n + 1)x
2. a) 3 - cos Zx — - z P

n=0

b) 2 .

3. T(r’[P) = I + l'.g.g—r

4. a) 3% + 3y + 3z° - 2xy - 2xe

b) lengte der assen: 4, 2, 2 ellipsoide.

Wiskunde 39

2. Zie antwoord van opgave 2 bij Wiskunde 30.

3. T(r,9) = r cos(g + EJ .

16 juni 1971

Wiskunde 30

x+1
1. ye Y =¢.
o n+l
2.-;2?—-;—+-1-l:- -(—;)——-—cosnx.




, a) lim £ (x) =
n

. T{x,y) = e

-~ 106 -

{ 0 voor 0 € x < 1

sin 1 voor x =1 .

noe
-1 2 2
A= 2 -1 2
2 2 -}

Wiskunde 39

[l {0

25 januari 1972

Wiskunde 30

@ 211."']
y = b .....}_(—--- -
n=0 1 - 4n2
"2 .
= voor y = O
. A(Y) =

2 .
— 0 ]
s sin y Voor y >

ZTTYcos 27X .

2 0 0
a) [0 1 i .
o } 1
P R -3,
SEVEE ERTFERVLE BB RS

2
. Wx,t) =-% Z L e-(2n+1) tsin(2n + )x .

A S




B~

aH - 107 -

Wiskunde 39

y = ux2 +\Bx210g |x| .

T(x,y) =1+ e—znycos 2mx .
X 0 1 0
y| = 2t D} + te o + et 1

14 juni 1972

Wiskunde 30

2 5
. a) x + yZ = Cx .

b) cirkels met middelpunt (}C,0) en straal el

. . «a n
sinh 2 sinh T (-1)
a) — + - Y 5 cOS nx .
n=1 n” + 1

b) 1

!

. u(x,t) = — sin 7t sin mx .

i

b) -1 .

Wiskunde 39




3.

|

- 108 -

23 januari 1973

Wiskunde 30

tj ) “]“ , [':]t_ezc . [:]t |

) o+ 1 z sin 2mnx
n

4 n=}

T(r,0) = 3G sin 4o + 5E)° sin 6g .

. a) -'3~ (1,0,V2,0) en %—(.0.,1,0,/2_) .

b)-ljﬁ.

Wiskunde 39

2x3 + 3x%y2 = C ,

g i TR

A,

¥
g
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