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I.1.

lolaie.

Hoofdstuk 1. Lineaire algebra

Lineaire afbeeldingen en matrices

Ter inleiding herhalen we enige begrippen uit het college Wiskunde 20,
heofdstuk 3.

Definitie. Een reéle vectorruimte (of kortweg vectorruimte of lineaire ruim-

te) is een verzameling L van elementen, genaamd vectoren (genoteerd a,b,...)
waarin twee bewerkingen gedefinieerd zijm, namelijk een optelling: bij elk
tweetal vectoren a en b is er é&n vector die we a + b noemen, en een scalaire
vermenigvuldiging: bij elk reéel getal r en elke vector a is er &én vector
die we ra noemen, en wel zo dat deze optelling en scalaire vermenigvuldiging

voldoen aan onderstaande regels 1 t/m 8; hierin zijnm a,b,c € L, r,s € R.

1) (a+b) +¢c=2a+ (b+ c) (associatieve eigenschap);
2) a+b=">b+a (commutatieve eigenschap);

3) er is precies &&n vector Q0 (genaamd nulvector), zodat a + 0 = a voor elke

a € L

4) bij elke a2 ¢ L bestaat er precies &8n vector, genoteerd -a, waarvoor
a+(-a)=0;

) 1a = a

6) r(sa) = (rs)a;

7 + = + H . . . .
) (r*s)a=ra+ sa (distributieve eigenschappen)
8) r{(a +b) = ra + rb.

Opmerking. Evenals in Wiskunde 20 vatten wae elementen van R™

gewoonlijk op als kolomvectoren en we zullen ook de kolomvector a met com-

ponenten a,...,a noteren als (a],...,an) i.p.v.

ial,..;,anf of a (zie de inleiding van hoofdstuk 3 van Wiskunde 20).

m LI Y

n

. . . - . n
Met de bekende optelling en scalaire vermenigvuldiging is R~ een vector~

ruimte,
. n . . N .
Daarnaast zullen we in R ook vaak een meetkundige terminclogie gebruiken,

. . n
zie Wiskunde 20, 3.1.2. Een element x = (xl,xz,...,xn) e B wordt dan opge-
vat als een punt met cartesische coordinaten X sXgseresX s of als verbin-
dingspijl van 0 (corsprong) naar dit punt.

Definitie. Een deelverzameling V van een vectorruimte L heet een {(lineaire)
deelruimte als V met de aanwezige optelling en scalaire vermenigvuldiging

zelf een vectorruimte is.




1.2,

VOOrbeeld.ZR3 heeft als deelruimten: {0}; rechten door 0; vlakken door 0O;

IR3 zelf.

Definitie, Zij L een vectorruimte. De vectoren Via¥gsers¥y uit L heten

(lineair) afhankelijk als er reele getallen T aT s esly bestaan, die niet

alle nul zijn, zodanig dat

L)Vt E, e Y, S 0.

1=1

Anders gezegd: de vectoren Vis¥osee ¥y ziﬁn afhankelijk als 0 op meer dan
&én manier te schrijven is als lineaire combinatie van Vis¥gseesa¥y {steeds
1s: 0 = Oyl + ng + ... 4 ng).

De vectoren Via¥greres¥y uit L heten (lineair) onafhankelijk als ze niet af-

hankelijk zijn.
Anders gezegd: de vectoren Vys¥osreesly zijn onafhankelijk als uit

TV, TV, + ... T

: 2, = g_volgt rl = r2 T iae = rk = 0.

1 kK

Definitie. Zij L een vectorruimte en zij €)s€9s++ 28 €en stelsel van m on-
afhankelijke vectoren uit L, zodanig dat elke vector uit L te schrijven is
als lineaire combinatie van €285+, - Dan heet €1585s 0058 een basis

van L.

Definitie. Het aantal vectoren in een basis van een vectorruimte L heet
de dimensie van L; notatie: dim L.
De dimensie van een vectorruimte is onafhankelijk van de gekozen basis; alle

bases bestaan namelijk uit evenveel vectoren.

Opmerking. In R® wordt vaak als basis gekozen de zgn. standaardbasis:
e; = (10,000,800 gy = (0,1,0..,0) , vuye = €0,0,...,0,1) ; dim R® = n.

In dit hoofdstuk zullen we vrijwel uitsluitend werken met vectorruimten van
eindige dimensie, Kiezen we daarin een basis El’;"’gn’ dan zullen wel die

voor de duur der beschouwing niet veranderen, cok niet voor wat de volgorde

der vectoren betreft.

Definitie. Laat L en M vectorruimten zijn. Een afbeelding A: L + M heet

lineair als voor alle x ¢ L, y € L en alle r ¢ R geldt:

D Alx +y) = Ax + Ay,
2) A(rg) = rAx .
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1.3,

We noteren lineaire afbeeldingen met geschreven hoofdletters. In het vervolg
beperken we ons tot het geval dat M = L, d.w.z., we beschouwen alleen afbeel-
dingen L - L.

Voor lineaire afbeeldingen L + L 1laat zich een optelling en een vermenig-

vuldiging met een scalar invoeren:

Definitie. Laat A: L + I en B: L +~ L lineaire afbeeldingen zijn, dan wordt

de som A + B en het scalaire veelvoud rA, r € R, gegeven door

(A+ B)x := Ax + Bx ,

(rA)x := rAx ,
voor alle X « L.

Stelling. De lineaire afbeeldingen L + L vormen een vectorruimte.

Bewijs. We moeten eerst bewijzen dat A + B en rA lineaire afbeeldingen zijn.

We doen dit slechts voor rA:

(rA) (x +y) = rA(x+y) = r{Ax+Ay) = rAx + rAy = (rA)x + (rA)y ,
(rA) (sx) = rA(sx) = r(sAx) = (rs)Ax = s(rAx) = s(rA)x .

Vervolgens moet geverifieerd worden dat de axioma's van een vectorruimte

(zie 1.!.1} vervuld zijn; dit wordt aan de lezer overgelaten. O

Bijzondere lineaire afbeeldingen L » L zijn de identieke afbeelding I en de

nulafbeelding @, gedefinieerd door

Ix := x , Ox := 0,

— —

voor alle x ¢ L.

De operatie van na elkaar uitvoeren van twee lineaire afbeeldingen wordt

product genoemd.
Definitie. Laat A: L - L en B: L + L lineaire afbeeldingen zijn, dan wordt
het product AB gegeven door

(AB)x := A(Bx)

voor alle x ¢ L.

N.B. AB betekent: eerst B, dan A.




1.1.4.

Opmerking. In plaats van product spreekt men ook wel van de samengestelde
afbeelding van A en B; in de colleges Wiskunde 10 en 20 is hiervoor de mota-

tie A o B gebruikt.

Stelling. Het product van twee lineaire afbeeldingen is een lineaire afbeel-

ding. Voorts geldt

(ABYC = A(BC) , A(B+(C) = AB + AC,

(A+B)C = AC+BC , (rA)B = A(rB) = r(AB)
Opgave. Bewijs deze stelling.

Het product van twee lineaire afbeeldingen is in het algemeen niet commuta-

tief, diw.z. AB = BA hoeft niet te gelden.

Voorbeelden. 1) Laat L het platte v1ak]R2 zijn, A de rotatie over }m, B de
projectie op de x-as. Zij g, = (1,0} , e, = (0,1) , dan is ABE! = Ag] =
= e,, maar BAgl = Bg2 =0,

2) Laat L de ruimte R zijn, A de rotatie over }m om de x-as, B de rotatie
over in om de y-as. Zij €):87584 de standaardbasis van‘Rg, dan is
ABgl = A(*gB) = e,, maar BAgl = Bg] = -ey. Voorts geldt A% = B% = I,
A’E% = B%A%; ga dit na.

Zij A: L » L een lineaire afbeelding. De verzameling AL := {Ax | x € L} heet

de beeldruimte van A. De beeldruimte AL is een deelruimte van L die niet de

hele L hoeft te zijn. Zo heeft de afbeelding B in voorbeeld 1) als beeld-
ruinte de x-as. De nulafbeelding O heeft als beeldruimte enkel de nulvector

0. Als L een eindige dimensie heeft en AL = L, dan is er bij iedere y e L

precies &&n x € L waarvoor geldt Ax = y; we noemen deze X = Aﬁz. Hierdoor is

een afbeelding A L oL gedefinieerd, waarvoor geldt AA#X = y voor alle

y € L, oftewel

e

AAT =T .

. + . X . . .
De afbeelding A 1is eveneens lineair en heet de inverse van A. De inverse

<~ .
van A is weer A:

-

A =4, AA=1.




Als de lineaire afbeeldingen A en B beide een inverse hebben, dan is
(4B)" = B°A".

Zij L een vectorruimte met eindige dimensie n, dan bezit L een basis aan te

geven door @,,8,55¢00358 ¢ Elke vector x ¢ L is nu op precies &&n wijze te schrij-

ven als een lineaire combinatie wvan el’EQ""’En'

n
X = X,e, + x.e, *+ ... *+ X e T X.e
= 1= 2-2 ) n-n Z =

en X heet de kolom van x t.o.v. de basis e,,8,,:0:58 .
cm = =1?=2 “n

I

rx + sy en als X,Y,Z de kolommen van X,y,Z zijn t.o.v. een

1.1.5. Stelling. Als z

basis, dan is Z = rX + sY,
n, Bewijs. 2ij
o .
: x= Z ijj T A Z Yi&; »
; j=1 j=1

uitgedrukt in de basis €15€prete58 s dan is

: n
; zerx sy = ) (rxs+syes
. j=1
Daaruit volgt
"rxld-syl X, yr‘
rx2+sy2 X, y2
Z = . = rl. + 5. = rX + sY .
fxn+syﬂ .}W Y| 0

De stelling is direct uit te breiden tot een lineaire combinatie van meer

dan twee vectoren,




Zij L een n~dimensionale vectorruimte met basis e,,e,,...,e  en laat A: L > L
een lineaire afbeelding zijn. Vorm dan de (nxn)-matrix A, waarvan de kolom—
meén achtereenvolgens zijn de kolommen van de vectoren Ag],Agz,...,Agn ti0.v,
de basis €285 00 098"

aj; 83 e 3y
21 %22 0 Bg
A= . . o
Lfnl a o e aan
4 + 4
Ae, Ae, ... Agn
waarbij
n
Agj = aljgl + a2j§2 + ... ¥ anjgn = 121 aijgi voor J = 1,2,40.,00,

A heet de matrix van A t.o.v. de basis e, ,€,,c00,8 "

Opmerking. Evenals in het college Wiskunde 20, hoofdstuk 3, duiden we
een lineaire afbeelding met een schrijfletter en haar matrix met de

corresponderende drukletter aan.

1.1.6. Stelling. Als X de kolom van x is en A de matrix van A, dan heeft Ax kolom
AX, alles t.o.v, dezelfde basis. (Met AX is het matrixproduct van A en X be~

doeld.)

|
"

Bewijs. Zij

n 2

; X = z X.€. , Ae. = . .€:
P joooqey 13Tt

dan is

uitgedrukt in de basis 118954580

Ax = A(
j

}
nr-1a

n
X:@:) = E x.Ae. .
y 373 j=1 J

Op grond van 1.1.5 heeft Ax als kolom




41 %12 ®In
421 422 2n
Xpbo ("% 0 Y T e T
| nl | ,an2_ L nn
a]]K1+312X2+ v +a1nxn ali alz " n xl
821}{1 + 822}{2 + .04 aann 821 322 .y 82n X2
= . - . - . . = AX.
_?nlx1-+an2x2-F... +&nnxn, _Fﬂl an2 e ann_ fnJ
Voorbeelden. 3) 1R3 is de verzameling van alle kolomvectoren met drie ele-

menten; E'eﬁRB betekent x = (xl,xz,xa) . Kies als basis in'.R3 de stan-

daardbasis e = (1,0,0) , e, = (0,1,0) , e, = (0,0,1) . Dan is

= X,e
X = xe

| * %8, * X425 en de kolom van x t.o.v. de standaardbasis is

(xl,xz,xa) . De kolom van x is dus in dit geval gelijk aan Xx.

Laat A: R3 + R3 een lineaire afbeelding zijn. De matrix van A t.o.v. de

standaardbasis heeft als

1
Aey = lag|s Aey =
#31
Als nu Ax = y met x = (xI
1.1.6:
; Y 4 %2
] Yol T {%21 222
Y3 %31 ¥32
oftewel
YT A% T en%
Yo T 2% Y 8%
Y3 T a3% A%

kolommen

a

12

821
a

32

Ae

.szx3) y ¥ <

* a14%,

*oayq%g

* o843y -

-3 =

(YleZsY3) , dan is op grond van




S R e N L

2

4) Laat A:]R2 +R“ de projectie op de x-as zijn. Voor de basisvectoren

e, = g, , g, = (0,1) geldt: Agl =2 Agz = 0, waarna volgt
1 0 1 o][xl =
A= , = .
0 o 0o 0 I

5) Laat A:‘R2 +*R2 de spiegeling aan de rechte y = x zijn. Voor de vectoren

1

g5 &, van de standaardbasis geldt: Ag] = g5, Agz = e,, waarna volgt
0 1 0 1] |x y
A= . = .
i 0 ] 0] ¥ x
6) Laat A: ®r% + R? de draaiing over ir zijn. Dan is: Agl = e Ag2 =-ep

waarna volgt

1.1.7. Stelling. Als A de matrix van A is en B de matrix van B, dan hebben rA,

A+B, AB en A" matrices rA, A+B, AB en A-l, alles t.o.v. dezelfde basis.

De identieke afbeelding I en de nulafbeelding U hebben matrices

1T 0 ... O] o 0 ... )]

0 1 - e
I=]. . . en O = . .

0 0 ... 1 o o ... o]

t.o.v. elke basis.
Opgave. Bewijs deze stelling.

Opmerking. I is de eenheidsmatrix; ¥ is de nulmatrix, d.i. de matrix waar-
van alle elementen nul zijn. De inverse matrix Al voldoet aan A-IA = anl o I.




1.2, Basisovergang
Laat 811855458 €N gi,gé,...,ga twee bases zijn van dezelfde (n-dimensio-
nale) vectorruimte L, Iedere vector uit L is lineaire combinatie van

€285 0018 dus ook gi:

[}
-
o]
-
.
-
3
-

en evenzo gé,...,gé. Algemeen geldt voor j

e' = s5..e, + 5..8, +* +.. + 8
1j=1

n
= 2j=2 njsn ” Z 51581 ¢

Vorm met de aldus gevonden getallen sij de matrix

s]l 512 s Sij “ea Sln

321 822 s s SZJ P Szn
§=1I[s;;1=1. : : sl

-Snl Snz PP Snj s e Snn—

s . . T
§ heet de overgangsmatrix van de basis €1s8ps% 98 OP de basis €185 028

De j-de kolomvan$ is de kolomvan E-_'i t.o.v. de basis €128gsee )8 -
In 1.2.2 zal worden bewezen dat de overgangsmatrix van de basis gi,gé,...,gé

op de basis IRL-TIRERTL-N gelijk is aan § .

Voorbeelden. 1) Laat g8 de standaardbasis van:R2 zijn en 2ij gi = (4,3) ,

ey = (5,4) . Dan is

b oS - 4 =5
s = , § = .
3 4 -3 4

en inderdaad geldt

] 4 )
e, = = 4 -3 = 451 - 3e, ,
0 |3 | 4]
FO I'4' |’5
e, = =~ 35 + 4 = - Sel + he) .
2 K 3 4 =1 -2




_]0-

2) Laat )18, de standaardbasis van R zijn; g;,gi ontstaat uit g,»&, door

2
draaiing over een hoek ¢. Dan is

e; = (cos g, sing) , e, = (- sin y, cos ¢)
en
cos o - sin ¢ -1 cos ¢ sin ¢
S = , § = .
sin ¢ cos ¢ -sin ¢ cos ¢

3) InIR2 zijn gegeven de bases e, = (2,1) , e, = (-1,1) en E; = (i,5) ,

’ gé = (3,0) . De elementen van de overgangsmatrix S worden als volgt be-
paald:
1 2 -1
=3 + s
5 ”l 211
2s - s = 1
11 21
S1p =% 8y %35
S;p 8 %0
3 2 -1
= 8 +S
0 12l 221
2512 ~ 8y, = 3
S12 = 1 8y =71
S12 ¥ 8522 =0

2 . L
§ = , S =
3 -l 3 -2

1.2,1. Stelling. Zij S de overgangsmatrix van de basis €3€5s038  OP de basis

il —

m

;,gé,...,gé. Voor de kolom X t.0.V. g),€,,...,8 en de kolom X' t.o.v.

g;,gé,...,gé van een vector x € L geldt X = SX'.

Bewijs. 2ij x =

Bt~

xégj. Op grond van 1.1.5 is dan

1=1



11 %12 ®in
521 532 ®n
X = x; 0 + xé . * ... * x; . a
_Snl L_sn2_ _Snn
M 1 ] . 1] . Ml
P I Vi R T e $i1 %12t Sl |*
[} [ ] L 1}
$21%1 T 822%2 Y 0 FOon¥n Sp1 S22 vt Sonll*e
= ’ . it . N . . = SX' ’
Yeg Jx)lv ..+ ! see !
_Snlxl 5h2%2 + snn.an |_snl $n2 Snn_ _qu

1.2.2, Stelling. De overgangsmatrix 5 van de basis 34”22""’En op de basis

e',e!,...,e"' is inverteerbaar. De overgangsmatrix van de basis el,elyin.,e!
17=2 -1 1 —=1°’=2 -1

op de basis €138y er el is S .
Bewijs. Zii T de overgangsmatrix van de basis 3;,gé,...,g; op de baSisﬁq'EQ""’Eﬁ
Zij verder x € L, X de kolom van x t.o.v. El""’fn en X' de kolom van X

t.0.v. E;""’E; . Dan geldt volgens (1.2.1) X' = TX. Hieruit volgt

X = SX' = STX. Kies nu x = Ej’ dan is X = (0,0,...,0,1,0,...,0) waarbij

het element | op de j-de plaats staat. X is juist de j—de kolom van de
cenlieidsmatrix I, STX is de j-de kolom van ST. Omdat deze kolommen gelijk

zijn voor alle j = 1,2,...,n, is ST = I, dus T = Swl. 0

We passen deze resultaten toe op de eerder behandelde voorbeelden. In

voorbeeld 1 geldt

[ x = 4x' + 5y' ‘x' = 4x - S5y
»
y = 3x' + 4y' y' = - 3x + 4y
in voorbeeld 2 geldt
"x = x' cos ¢ - y' sin ¢ 'x' = x cos ¢ +y sin ¢
y = x' sin g + y' cos ¢ y' = - x sin ¢ +y cos ¢

Uit het bewijs van 1.2.1 wvolgt ook:

1.2.3. Stelling. Zij S de overgangsmatrix van de basis €,1875:.:58 OP de basis

gi,gé,...,g&. Laat A een lineaire afbeelding zijn met matrix A t.o.v.

. -1
€)18ps+ -8, en matrix A' t.o.v. gi,gi,...,gé, dan geldt A' = S "AS.




- 12 -

Bewijs. Ga uit van een vector x met kolom X t.o.v. €9€5s- 058 €N kolom X'
t.o.v. gi,gé,...,g&. Op grond van !.1.6 heeft de beeldvector Ax dan kolom AX
t.o.v. €1s8pserr€ D kolom A'X' t.o.v. gi,gé,...,g;. Uit 1.2.1 volgt nu

a'x' = s lax = 57!

volgt op analoge wijze als in hetbewijs van 1.2.2, dat A' = S_IAS.

Omgekeerd is A = sa's”l. {

ASX'. Kies x = 93 met achtereenvolgens j = 1,2,...,n, dan

Voorbeelden. 4) In.'iR2 zijn gegeven de bases gs8, en gi,gé als in voorbeeld

1; ook S en s”! zijn dan als in voorbeeld 1. Definieer de lineaire af-

beelding A door Ae, = -e,, Ag, = - ¢, +e,, dan is
0 -1
A= ,
-1 1
iy 4 -s|[o -r][4 5 -7 -1l
A" = § AS= = ]
-3 4|[-1 1]{3 4 5 8

Ter controle berekenen we de kolom van Ag; t.o.v. de basis €,s85!

0 -1]]4 -3

4 5 -3

[}
I
~J
+
w
|}

3 4 ~i

zodat beide kolommen dezelfde vector voorstellen.

5) Laat g;,g, de standaardbasis van R? zijn en zij g;-= (1,1) , gi = (1,-2)

Gegeven is een lineaire afbeelding A met matrix

A' =




t.o.v. de basis e],e,. De matrix van A t.o.v. de basis g ,e, wordt dan

gegeven door

W= wjro’
W) —
.

wl— w]—

1.3. Eigenwaarden en eigenvectoren

In het college Wiskunde 20, 3.7, zijn gedefinieerd de begrippen eigenwaar-

de, eigenvector van een lineaire afbeelding A: R™ > R® we geven hier de

overeenkomstige definitie voor een lineaire afbeelding A: L » L.

1.3.1. Definitie. Zij A: L + L een lineaire afbeelding. Een getal A € R heet een

eigenvaarde van A als er een vector ¥ € L met ¥ # O bestaat, zodat Av = av.
Zo'n vector v heet een eigenvector behorend bij de eigenwaarde 2.

Opmerking. Eigenwaarden mogen nul zijn, eigenvectoren niet! Als v eigenvec-
tor van A is bij eigenwaarde A, dan is voor alle getallen r # 0 de vector ry

eveneens eigenvector van A bij eigenwaarde .

De volgende stelling is eenvoudig te bewijzen.

Stelling. Als A een eigenwaarde van A is, dan is {y ¢ L | Av = v} een deel-

ruimte van L met positieve dimensie,

De deelruimte uit deze stelling heet de eigenruimte van A bij de eigenwaarde
; A '

f Voorbeelden. 1) A: R? > R? is de projectie op de x-as. Dan is Ae; = ¢, dus

v e, is eigenvector bij eigenwaarde 1; Agz =0 = De,, dus e, is eigenvector
bij eigenwaarde O.

2) A: B? +~R? is de spiegeling aan de rechte y = x. Dan geldt: v, = (1,

TR

mm— s T

is eigenvector bij eigenwaarde 1, want Agl = V5 ¥y < (-1,1) 1is eigen-

vector bij eigenwaarde -1, want Av, = -v, = (-1)v,.
-2 -2 -2

1.3.2, Stelling. Laat Vis¥oseers¥y eigenvectoren zijn van de lineaire afbeelding A,
behorend bij de eigenwaarden Al,Az,...,Am. Als AI,AZ,...,Am twee aan twee
lineair onafhankelijk.

verschillend zijn, dan zijn Vi a¥gseaes¥y
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Bewijs. We passen volledige inductie toe naar het getal m. Als m = | dan is
er maar één v, # 0, die onafhankelijk is.
Veronderstel nu dat de stelling juist is voor een zekere m. Laat

Vis¥oseees¥ eigenvectoren zijn behorend bij de eigenwaarden

Al,kz,...,l:::, welke twee aan twee verschillend zijn. Dan zijn

SRS FERREIS eigenvectoren bij eigenwaarden AI,AZ,...,Am (twee aan twee ver-
schillend) en volgens de inductieveronderstelling zijm ¥ ,¥,,...»V, onafhan-
kelijk.

Veronderstel nu dat v

een lineagire combinatie is van v, ,V,,...,V
~m+l -1*=2 -

m

. Na substitutie vinden we

No ds AVLL) T A Ve
m m m
Mgy A L egrg s 1 owgheg = ey
m m
Am+lym+1 - Am+l jzl rjyj = jzl rJ}\mi-l—_] ?

waarult volgt

L Ti0 ey 7 2

ne-g

j

Omdat echter ViaVpsee ¥y onafhankelijk zijn, moet gelden rj(lj - A ) =0

m+ 1
voor j = 1,2,...,m. Bedenk dat Aj # A

+1 is,zodatrj=0 voor j=1,2,...,m,
Dus
m
Yme1 ~ jzl ri¥y T 9
in strijd met het gegeven dat LA eigenvector is.
De veronderstelling dat Yo+l lineaire ¢ombinatie is van Yys¥oe e sV is dus

onjuist gebleken., Omdat V(s¥greres¥y reeds onafhankelijk zijn, volgt dat ook

Vi aVoseea¥o Ly onafhankelijk zijn, waarmee de stelling bewezen is. g




De eigenwaarden en eigenvectoren van een lineaire afbeelding A: L - L worden
als volgt berekend. Kies een basis €128ps0 08 inL (dim L = n). Zij nu

Av = Av; laat V de kolom van v en A de matrix van A zijn t.o.v. & 2801050980

dan is
n
AV = 2V of J-Zl aijvj = AVi ] 1 = 1,2,..-,n .

Voor vaste X is dit een stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen in de
onbekenden v}.vz,...,vn'met coefficientenmatrix A—- AL, Dit stelsel vergelij-

kingen heeft dan en slechts dan een oplossing verschillend van de nuloples-
sing als
det(A=-2I) =0 .

Na uitwerking van de determinant ontstaat een n—de graadsvergelijking voor

A; deze wordt de karakteristieke vergelijking van A genocemd; her linkerlid

van de karakteristieke vergelijking wordt de karakteriStieke veelterm genoemd.
De karakteristieke vergelijking heeft ten hoogste n reele wortels. Deze reele

wortels zijn de eigenwaarden van A,

1.3.3. Stelling. De karakteristieke veelterm is onafhankelijk van de basiskeuze.
Bewijs. Kies een tweede basis gi,gé,..;,gé en laat $ de overgangsmatrix zijn

: ' v s
van €,,8,s+..,€ OP €1s€5s++.5€ - De matrix van A t.o.v. gl,gé,...,gn is dan

A= 5]

AS en de karakteristieke vergelijking wordt nu
det(A'-AI) = 0 .

De determinant is te herleiden volgens

1l

det(s 1AS - AI) = dee(s ! (a-AD)S) =
|

det(A' - A1)

det § ' «det(A-AI) - det § = det(A=~2AI) ,

omdat uit S‘]S = I volgt

| = det T = det(S 's) = det § '. det § .

De karakteristieke veelterm blijft dus dezelfde bij verandering van basis.
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Voorbeeld, 3) In 1.2, voorbeeld 4, is gevonden dat

matrices zijn van eenzelfde lineaire afbeelding t.o.v. verschillende bases.

De karakteristieke vergelijking

- -1 2
det(A=-AIL) = =2t-a=-1=0,
-1 1=
~7=x  ~1i 5
det(A' - A1) = =3 -xr~-1=0,
5 8-

is inderdaad in beide gevallen dezelfde; de eigenwaarden zijn i * }v5.

Laat L een vectorruimte zijn van dimensie n. Veronderstel dat de lineaire
afbeelding A: L+L n verschillende eigenwaarden AI,AZ,...,An heeft. Volgens
1.3.2 zijn de bijbehorende eigenvectoren Y 2¥gse e sy dan lineair onafhanke-
lijk en deze kunnen dus als basis van L worden gekozen, Omdat Agl =AY,

Ayz = AV, ""A!n = An!n’ heeft A t.o.v. de basis Vis¥greaesy, de volgende

matrix:
- -
AI O L I
0 12 P
A= . t. . N

- . .
. . L .

o 0 eas A

nj

d.i. een diagonaalmatrix met de eigenwaarden als diagonaalelementen. We heb~

ben hiermee de volgende stelling verkregen.

1.3.4. Stelling. Als de karakteristieke vergelijking van de lipeaire afbeelding
A: L - L {(dim L = n) n verschillende reéle wortels heeft, dan is er een ba-
sis van eigenvectoren van A en de matrix van A t.o.v. deze basis is een dia-

gonaalmatrix met de eigenwaarden van A als diagonaalelementen.

We vertalen dit nog in matrixtaal:
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1.3.5. Stelling. Als B een {(n xn)-matrix is waarvan de karakteristieke vergelijking

det{(B - xI} = 0 n verschillende reeéle wortels 11,12,...,An heeft, dan be-

staat er een inverteerbare matrix 5, zodat

Opmerking. Door voor—-vermenigvuldiging met S_] en na-vermenigvuldiging met S

is B op "diagonaalvorm'" gebracht.

Bewijs. Vat B op als matrix van een lineaire afbeelding B: R" = R® t.o.v.

de standaardbasis CPR-P TR Dan zijn AI,AZ,...,AH de eigenwaarden van B en

de bijbehorende eigenvectoren Vis¥gsees,¥, VOrmen een basis van R". Laat S
de overgangsmatrix zijn van de basis e,,e,,...,e_op de basis V,,VosesssV
& 128220 2%n P O Yys¥gserrady
De matrix van B t.o.v. de basis v,,V,,...,v_ is dan S 'BS volgens 1.2.3, en
~-1*=2" -n g

er geldt

2

Voorbeelden. 4) Laat A: R »:mz t.o.v. de standaardbasis gegeven zijn door

haar matrix
8 3

-18 -7

De karakteristieke vergelijking van A luidt

8-A 3 2
=2 ~x=-2=(A-2)(3+1) =0 ;
-18 -7-A
A heeft dus eigenwaarden Al = 2, Ay = -1, Bereken nu de bijbehorende ei-

genvectoren:
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3)

...]8_

N 6v1 + 3v2 = (v],vz) = al,~2) ,
1 - lavl - 9v2 =0 kies bijv. = (1,-2)
N { 9vl + 3v2 =0 (vl,vz) = a(l,-3) ,
2 -18v; - 6v, =0 kies bijv. v, = (1,-3) .

De overgangsmatrix § van de standaardbasis op de basis V,s¥, wordt dan

gegeven door

1o o [3
S = , § = .
-2 -3 -2 -1

Bereken nu S lA.S:

. 3 1 8 3][1 1 2 0
sT'AS = =
-2 -1]|-18 -7{[-2 -3 0 -l

in overeenstemming met 1.3.5.

Zij A: R3 +R3 de spiegeling aan het vlak x+y+2z = 0. Het is in dit ge-
val niet verstandig om rechtstreeks de matrix van A t,o,v, de dtandaardbasis
uit te rekenen, omdat de eigenvectoren hier eenvoudig meetkundig te vinden zijn.
Een vector # Q loodrecht op het vlak is eigenvector bij eigenwaarde -1 en
een vector # 0 in het vlak is eigenvector bij eigenwaarde I. Kies nu als

basls van eigenvectoren

<
]

23 (]:152) bij )\l = -] .
v, = (2,0,-1) bij Ay = 1,

v, = (0,2,-1)  bij Ay = 1.

Ten opzichte van deze basis heeft A de matrix

-1 0 0
A=1]0 1 0 .
0 0 1

Hieruit berekenen we nog de matrix A' van A t.o.v. de standaardbasis
€1389184: Laat § de overgangsmatrix_ van ¥,,V,sVy OP €,8,,84 zijn, dan is

A" = 571AS en




1 0 2 2 4
-1 1
g = {1} ’ S = W 5 =1 =2i ,
2 -1 -1 -1 5 -2
1 2 0f|-1 0 0 2 2 4 2 =1 -2
_1 = . -—l— - -— = .L Ed -_
§ "AS = |1 C 2 0] 1 0 T3 5 i 2 3 1 2 2] ,
2 -1 -1j]{0 0 1 -1 5 -2 -2 -2 -l

hetgeen de matrix van A is t.o.v. de standaardbasis. Dit resultaat kan

gecontroleerd worden door rechtstreekse berekening van Agl, Agz, A§3.

Het resultaat uit 1.3.4 is afgeleid in de veronderstelling dat de karakte-
ristieke vergelijking n verschillende reéle wortels heeft. Indien de karak-
teristieke vergelijking complexe, niet-reéle wortels heeft, zal de stelling
niet gelden. We beschouwen nog het geval dat de karakteristieke vergelijking
twee of meer gelijke wortels bezit. Laat bijv. A een k-voudige wortel zijn
terwijl de overige n-k reéle wortels twee aan twee verschillend zijn. In
dat geval blijft de conclusie van 1.3.4 geldig mits bij M k onafhankeli jke
eigenvectoren behoren, anders gezegd: mits de eigenruimte bij M dimensie k
heeft. We verwijzen nog naar voorbeeld 5 waar een dubbele wortel A = | op-
treedt; hierbij behoren twee onafhankelijke eigenvectoren V,, ¥i. Bij een k-
voudige wortel A, als boven kunnen ook minder dan k onafhankelijke vectoren

behoren, in welk geval 1.3.4 niet geldt.

Voorbeelden. 6) A:'R2 ﬁﬁRz is de rotatie over }m. Meetkundig is duidelijk
dat er geen eigenvectoren zijn. Matrix en karakteristieke vergelijking

worden

2

= 2%+1 =0 met wortels i en -i.

7) A is gegeven door de matrix [; i}. De karakteristieke vergelijking

1-x 1
=@a-n%=0
0 1-x
heeft een dubbele wortel A = l. De eigenvectoren bij A =1 worden gegeven

door
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1.4,

I.4.1,

-.20...

{:2 jz | (v,,vp) = o(1,0) .

Er is maar &En richting van eigenvectoren; de eigenruimte bij A = 1 heeft

dimensie |. De afbeelding A heeft geen diagonaalmatrix.

Vectorruimten met inproduct, orthonormale bases

In het college Wiskunde 20, 3.1.3, is ingevoerd het inwendig product van

twee vectoren uit BP:-zij x = (x!,xz,...,xn) » ¥y = (y],yz,...,yn) , dan is

X:¥:
473

LS
e

. -
(x,5} s= x'y = X¥) ot Ry, + e Xy,
In een willekeurige vectorruimte L geven we een axiomatische karakterisering

van het inwendig product of inproduct,

Definitie. Een vectorruimte L heeft een inproduct als aan ieder paar vecto-

ren x ¢ L en y ¢ L een reéel getal (x,y) is toegevoegd, zodat voldaan is aan

1) (x,7) = (¥,x) ,

2) (xsy*z) = (x,3) + (x,2) ,
3) (x,ry) = r(X,y) »

4) (x,x) >0 als x #0,

voor alle x € L, y € L, z € L en alle r ¢ R.

Definitie. Zij L een vectorruimte met inproduct.

De lengte van een vector x € L (notatie IEI) is /tg&gi

Twee vectoren x € L en y ¢ L heten loodrecht of orthogonaai (notatie: x L y)
als (E’ ) = 0.

Opumerking. In wiskunde 20, hoofdstuk 3 wordt de notatie llxll i.p.v. |x] voor

de lengte van een vector gebruikt.

n
Voorbeelden. 1} Het inwendig product (Eai) = z xjyj in R™ voldoet aan
i=1

bovenstaande axioma's. Tenzij anders vermeld, zullen we voortaan steeds dit

inwendig product in R" kiezen.

2) De continue functies op het interval [0,1] vormen een vectorruimte.

Definieer voor ieder paar functies f en g,
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1
(f£,8) := I_f(t)g(t)dt ’
0

dan is (f,g) een inproduct (ga na). De functies f en g gegeven door

f(t) = t, g(t) = 3t -2 voor 0 £ t <1 zijn orthogonaal, immers
1 . .
J t(3t-2)dt = 0 .
0

Stelling (ongelijkheid van Cauchy-Schwarz). Zij L een vectorruimte met
inproduct. Voor alle x ¢ L, y ¢ L, a ¢ R geldt: l(x,l)] ]xl|y_|

ix + gyl < x| + [yls

Het bewijs is amaloog aan het bewijs gegeven in het college wiskunde 20,
3.1.3.
Analoog als in het college Wiskunde 20, 3.8.3 definieren we:

befinitie.Een stelsel wvectoren v],v in een vectorruimte L met

PYREREI
inproduct heet orthonormaal, als voor i,j'= 1,2,...,k geldt. (v ,v )=

als i # j en (v ,v) =1 als i =} {in woorden: als alle vJ lengte 1 hebben

en twee aan twee orthogonaal zijn). Een stelsel g EY-YEEREY heet een
orthonormale bas1s van L als g_] ’-3-2""’511 een basis en een orthonormaal

stelsel vormen.

‘ . . n .
Opmerking. De standaardbasis van IR is orthonormaal.

De volgende stelling kan op dezelfde manier als in Wiskunde 20, 3.8.3

worden bewezen.

Stelling. De vectoren van een orthonormaal stelsel zijn onafhankelijk.

Zij L een vectorruimte met inproduct en M een deelruimte van L. We zeggen
dat een vector z € L loodrecht op M staat (notatie z | M), als (z,x) = 0
voor alle x € M. Als verder x een willekeurig element van L is, dan

noemen we y € L de projectie van x op M als

1) ye M

2) x~y1 M

Als we aannemen dat M een orthonormale basis 51""’% heeft, dan kunnéen

we een formule vinden voor y. Daar y ¢ M, bestaan er nl. getallen




1.4.3,

_22...

O ,...,0¢ zo dat
m

l)
X7y e gy

Het is gemakkelijk in te zien dat @ = (ifﬁk)' Wil y aan 2) voldoen, dan

moet (X = ¥, ﬁk)'a 0 gelden wvoor k = lys..,m Hieruit volgt

o = (Lg) = x.g)-
We vinden voor y de volgende formule

y= (%g)lg * .-+ (K58 -

Het is anderzijds gemakkelijk te verifiéren dat de vector y gegeven
door deze formule,inderdaad aan 1) en 2) voldoet. We kunnen concluderen,
dat de projectie van x op M bestaat en eenduidig bepaald is, althans onder

de veronderstelling dat M een orthonormale basis heeft. Dat dit inderdaad

het geval is, zegt de volgende stelling.

Stelling. Een vectorruimte L van eindige dimensie met inproduct heeft

een orthonormale basis.

Een bewijs van deze stelling kan men geven d.m.v. van het orthogona-

lisatieproces van Gram—Schmidt. Met behulp van dit proces kan men uit

een willekeurig stelsel onafhankelijke vectoren,sq,{..,gm in L een
orthonormaal stelsel By by construeren zo dat veor k = 1,...,m
het lineaire opspansel van de vectoren - SEETERY - gelijk is aan het line-

aire opspansel van el Men gaat hierbij als volgt te werk:

Stap 1. Definieer g := e, /lg,l. pit is mogelijk omdat e 7 0 (gys--est

zijn onafhankelijk!).

Nu gelde |g | = 1,

Stap 2. Zij Ml
-El)' De projectie van £, op'M1 is (52{51)34, immers & is een orthonor-

de ruimte opgespannen door 8 (d.w.z., de rechte door

male basis van Ml' Daar e, eng, onafhankelijk zijn geldt 2y ¢ Ml’ zodat

vy =gy~ ()80

ongelijk © is. Verder is ¥, L Ml’ dus (XQ’EI) = 0, We definieren

*

8 = Y,/|v,
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Stap k. Veronderstel dat Byreerafy geconstrueerd zijn., Zij Mk-l de ruimte
opgespannen door F:PERRERY - Daar Bo By een orthonormale basis is
van M, . is de projectie van e, op M gelijk aan (Ek’31)§4+"'+ (Ek’ﬁkhl)ﬁk—l'

We definieren
Ve T g T (888 T e T (ol 8 -

Daar Mk-l de ruimte opgespannen d°°r.51""t§k-1 is en daar Eﬂ""’gk

. r v s . . . J_
onafhankelijk zijn, geldt 2 ¢ Mk—l’ zodat vy # 0. Verder is A Mk—l
en dus (Xk*&i) =0 (i=l,...,k=1).

Tenslotte definiéren we

B = n/ly

Op deze manler kan men zo'n orthonormaalstelsel construeren, Als Eq""'fﬂ een

basis is van L, dan is 8y»++-28 een orthonormale basis van L. [

Vaak kan men het rekenwerk enigszins vereenvoudigen door met de vectoren
v, te werken i.p.v. met & Achteraf kan men dan de Ek's vinden door de

Xk's te normeren (d.w.z., te delen door hun lengte), De betrekking

waaruit de v, 's successievelijk worden berekend luidt dan
2 d

K
YT E
k}—:] (Ek’i
y. =8 - ) .
k k i=1 Xio¥3 T

Voorbeeld, 3) Zij L de vectorruimte der polynomen van de graad < 2, In L

definiéren we een inproduct door

|
{p,q) = J p(x)g(x)dx.,

. . 2
Uit de basis e, = 1, e, = x, e, ® x construeren we een orthonormale

basis:
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Dus
(e v )
v, = e, - _~il__Ly v, =x - }%
Verder
f'r
- 1y2g, =
(VZ,VZ) = J (X *) dx 12 ’
3
i
2 1
(e3,v]) = J x dx = 7’
0
1
(e.sv.,) = xz(x-i)dx )
3*72 12
0
Dus
v = e (egovy) (eq,v,) v
3 3 (vl,vl) 1 (vz,vz) 2

M

1l
b
I

en

RPN
(vq,vq) —J (x"-x+z) dx = 155 -
0

T e

Tenslotte vinden we

g = vy/lvl =1,
; g, = vzf(vz‘ = V12 (x-4),

gy = v3/lv3[ = /180 (xz-x+%).

In analogie met wiskunde 20, 3.8.1 voeren we in

1.4.4. Definitie. Zij L een vectorruimte met inproduct en zij M een deelruimte wvan

L. Het orthogonale compleméntm(orthopIEment) M" van M is de verzameling van

alle vectoren uit L die loodrecht op M staan:

ML :=.£5 e L ] x1 M}.

g
1
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Zoals men gemakkelijk kan verifieren is ook Ml een deelruimte van L.
Evenals in Wiskunde 20, 3.8.1 kan men bewijzen dat dim Ml = dim L - dim M,
Als EAVRRERY- SRl orthonormale basis van M is en 5m+1""’-5-{1 een ortho-
riormale basis van Ml, dan is Byseersg, een orthonormale basis van L.

Op grond van stelling 1.4.3 en de overwegingen die eraan vooraf gingen,
bestaat er voor elke deelruimte M en voor elke x ¢ L een eenduidige
vector y die de projectie van x op M is, Als we 2 =X - ¥ definieren,
dan kunnen we zeggen dat y gekarakteriseerd is door eigenschappen y « M,
z € Ml. Derhalve kunnen het voorgaande resultaat ook alsvolgt formuleren:

Er bestaan eenduidig bepaalde vectoren y en z met eigenschappen

yeM, zed, x=yegz

2 2 2
Daar (y,z) = 0, geldt {x|® = (y+z,y+z) = (up)+(z,2) = {y|° + |z]“.
(De stelling van Pythagoras.) Hieruit volgt in het bijzonder: De projec-

tie y van x heeft een lengte die niet groter is dan die.van x, d.w.z.]lf < |_;£

Het gelijkteken geldt dan en slechts dan als z2=90, ma.w. als x ¢ M.
Als -&I""’Em een orthonormale basis van M is, dan geldt voor de pro-

jectie y van x zoals we hebben gezien

1:

1 e—1g

(5,_gj)_g_j

1=1

en verder (E,_g_j) = (X’gj)' Daarna kunnen we uit het voorafgaande de

volgende resultaten afleiden.

Stelling, Als _g_I,...,_gn een orthonormale basis van L is, dan geldt voor
alle x e L, y € L

n
n
2) (x,y) = ): (E’ﬁj)(x'ﬁj)! (Stelling van Parseval)
i=!
2 @ 2
3) |x["= ) (}—{’-B-j) . (Pythagoras)
i=1

Als _g.l,...,_gm een orthonormaal stelsel is in L (niet. noodzakelijk een

basis),dan geldt voor elke x €L

[ 2

15

4) |x

=

(E’.&j)z (ongelijkheid van Bessel).
j=1
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Bewijs. 1) Daar Bysecafy de hele ruimte L opspannen geldt voor de pro-

jectie van X op deze ruimte y = x. We kunnen 1,4.5 toepassen.
2) Voor x ¢ L, y € L geldt

n n

(E’ ) = (E’ jz] (z,ﬂj)_ﬁj) = jZ] (E"g‘j)(l,'&j) .

3) Neem in het voorafgaande x = y.
4) Zij M de ruimte opgespannen door F-PEEREY - Als v de projectie is van
x op M, dan geldt

m

- z (2'5’)2= z (.}_c,.g_.)z.
=177 g= T

B

We hebben hier bij de eerste gelijkheid 3) toegepast op M en v en bij

de tweede gelijkheid gebruikt, dat (i’ﬁj) = (_’E’Ej) ]

Opmerking. Laat X = (x],...,xn) en Y = (y],...,yn) de kolommen zijn van de
vectoren X en y t.o.v. een orthonormale basis F-SERERNY -4 De stelling van
Parseval kan dan als volgt geformuleerd worden

T

x,y. =XY,

(X,3) = %3

-1

i

Voorbeeld, 4) Laat A : L - L een lineaire afbeelding zijn met een matrix A
t.o.v. een orthonormale basis van L. Laat x € L en y ¢ L vectoren zijn

met kelom X en Y t.o.v. de gegeven orthonormale basis, Dan geldt

(Aax) Y = x'aly,

~
b
| %
g
™
]

= XlAY.

~~
iy
=
NS
I

Voorbeeld. 5} Laat M de deelruimte van IR4 zijn, opgespannen door
e = {(2,2,1,0) en e, = (0,2,~1,0). Gevraagd de projectie y van
x = (6,-3,3,4) op M.

Eerste methode. Schrijf x =y + zmet y € M en Z orthogonaal met alle

vectoren van M, Dan is
y = A_e_l t e, = (2X,2X+2p,2-u,0),

waarna

X ~ y = (6-21,-3-23-2u,3-A+yu, 4)

I
i}
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orthogonaal moebt zijn met e, en e, Het laatste leidt tot de vergelijkingen

- 9x - 3p =-9
- 3XA - 5p =

[

met oplossing A = 2, u = -3, Hieruit volgt y = (4,-2,5,0).

Tweede methode. Bepaal eerst een orthonormale basis van M met het proces

van Gram—Schmidt.

1 . 1
-g-l = 3(2,2,1,0) N §2 = -5(-1,2,—2,0)

Bereken nu (E,gl) =3, (5[52) = -6, waarna eenvoudig volgt
¥ = (%88 * (Xg)g, = (4,-2,5,0).

De tweede methode verdient de voorkeur als van meer vectoren de projectie

op dezelfde M bepaald moet worden,

Stelling. De overgangsmatrix van een orthonormale basis op een orthonormale

basis is een orthogonale matrix.

Bewijs. Laat § = Esij] de overgangsmatrix zijn van de orthonormale basis
8 18pse 28y OP de orthonormale basis g;,gé,...,g;. Volgens de definitie van

overgangsmatrix (zie 1.2) is

n n
B RZI Seife 0 By T 221 0582
waaruit volgt
n n n n ‘
(8j-8;) = (kZ] “kific ’121 *oj8e) kZI 121 *ki®e BBy - |

Omdat beide bases orthonormaal zijn, geldt

0 als i#j, 0 als k # 12 ,

(B)sBL) = (g +8,) =
17%j | alsi=3;, k22 | alsk =2 .

Na substitutie van deze resultaten vinden we

n 0 alsi# ],
21 Ski®kj

k= 1 als 1 =3 .
o T T
Merk nu op dat Z skiskj = (8§ S)ij' Hieruit volgt 8§ = I, dus § is een or-
k=]

thogonale matrix. : ) a
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Opmerking. Voor een orthogonale matrix $ geldt det S = 1., Als det § = I,
heten de bases B 2Bpre 18, o0 g;,gé,...,gé gelijk georiénteerd; als

det S = -1 heten ze tegengesteld georiénteerd.

De kolommen van een orthogonale matrix S vormen een orthonormaal stelsel.
Omdat ook §°! = sT orthogonaal is, vormen ook de rijen van S een orthonor-

maal stelsel. Zie ook college Wiskunde 20, 3.9.1,

Voorbeelden, 6) In R> zijn gegeven de standaardbasis B8B83 (deze is te-

vens orthonormaal) en de orthonormale basis g * g (2,2,1) ,
g, = 3 L (- 1,2,-2) , 33 =3 L (- 2,1,2) . Voor de overgangsmatrix S geldt
2 -1 -3 2 2
= .l. _I - T = -]-. — —-— =
s=512 2 1|, s s (71 2 -2|, dets=1.

1 =2 2 =2 1 2

. 3 ..
7) Laat in R~ gegeven zijn de orthonormale bases 81>8718, €n g;,gé,gé. Als

. ' .
aij de heek 1s tussen B; en gj, dan 1is

3
L
E: iZ] cos aiJ Ei .

De overgangsmatrix $ wordt dan

cOos a]I cos alz cos a]3
S = {cos a2] cos 322 cos a23 .
cos a31 cos u32 cos u33

; 1.5. Symmetrische matrices en lineaire afbeeldingen, projecties

. T
l.5.1. Definitie. Een matrix A heet symmetrisch als A~ = A.

Zij L een vectorruimte met inproduct dan heet een lineaire afbeelding

? A: L » L symmetrisch, als voor alle x ¢ L, y € L geldt: (x,Ay) = (Ax,y).

}.5.2, Stelling. Een lineaire afbeelding A: L +- L is dan en slechts dan symmetrisch

als de matrix van A t.o.v. een orthonormale basis van L symmetrisch is.

Bewijs. 1) Laat A: L + L een symmetrische lineaire afbeelding zijn met ma-
trix A t.o.v. een orthonormale basis B +8ps- 98, Van L. Dan geldt in het

bijzonder
(g;.AR;) = (Agj.ey) -

Na uitwerking




n n

(8;48;) = (g3 ’.kzl ifd k.z.i 25 (BB < 85
n n

(Ae;.g5) = (k.—z.j “ibic > Bj) kzl o (ByoB3) 7 254

volgt aij = aji voor alle i,j = 1,2,...,n, dus A = A:.

2) Laat A: L -~ L een lineaire afbeelding zijn met matrix A t.o.v. een ortho-

normale basis B1s8yre- 1B, Van L en zij A symmetrisch, d.w.z. A = AT,

Laat x € L en y € L vectoren zijn met kolom X en Y t.o.v. de gegeven ortho-

normale basis, dan geldt (zie 1.4, voorbeeld 4):
(x,Ay) = XAY ,  (Ax,y) = xX'ATY .

Omdat al = a volgt hieruit (x,Ay) = (Ax,y), dus A is symnmetrisch. |

Voorbeeld., 1) Zij gegeven

a b X, Yy
A= , X = , Y= .
b c : X, ¥y
Dan is
: ay, +by
d (x,Ay) = [k,  x4] ! 2t = x (ay, +by,) + x,(by, +cy,) ,
- - l 2 i i 2 2 1 2
i byl +cy2
: y . :
P (Ax,y) = I:axl-i-bx2 bx] +cx2} . (axl-'-bxz)yl + (bxl-+cx2)y2 .
: 2y
2

A Beide resultaten zijn gelijk aan

ax +b{x +X,¥,) +cxX =[x, %x,] = P 71 = XTAY = XTATY
171 172 T ¥Y 272 1 %2 .
b e] |y,

1.5.3. Stelling. Alle wortels van de karakteristieke vergelijking van een (reele)

symmetrische lineaire afbeelding zijn regel.

Bewijs. Laat Az L » L (dim L = n) een symmetrische lineaire afbeelding zijn

met matrix A t.o.v. een basis van L. Laat A = a +1if (o en B reeel) een
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eventueel complexe wortel zijn van de karakteristieke vergelijking
det(A-AI) = 0. Dan heeft het stelsel lineaire vergelijkingen (A-AI)V =0

een eventueel complexe,van de nuloplossing verschillende oplossing

Vl . Xl + ly] xl yl
\ X *1Yy ) Y2
Vv=|.|= . = X + iY met reele X = |, en Y = [,
:’n- _xﬁ + lyn__‘ _xn_ _yn_
en er geldt
A(X+1Y) = (a+i1B)(X+1iY)} ,

AX + iAY = (aX-BY) + 1(BX +a¥) .
Gelijkstelling van reele en imaginaire delen geeft
AX = aX - BY , AY = BX + oY .

Vat X en Y op als kolom van vectoren X en y t.o.v. de gegeven basis, dan

geldt

Ax = ax - By , Ay = Bx +ay .

Vorm nu de inproducten

(Ax,y) = (ax-By,y) = a(x,y) - 8(y.y)

1]

(x,Ay) = (x,Bx+ay) = B(x,x) + a(x,y)

]

Wegens (x,Ay) = (Ax,y) is dan B{(x,x) + (y,y)} = 0, dus g = 0. Bedenk name-

T AR

lijk dat (x,x) + (y,y)} > O is; immers beide termen zijn =z en de som kan

0
alleen 0 zijn als x = y = 0; maar dan is X=Y =0 en dus V = 0, in strijd
met het gegeven dat V verschilt van de nuloplossing. Uit g = O volgt dat de

wortel A reeel is. 0O

Voorbeeld. 2) De symmetrische matrix A uit voorbeeld | heeft als karakteris=-

tieke vergelijking

a-i b
= (a-A){c—-21) - b2 = AZ - (a+c)x + ac - b2 =0,

b c—A

De wortels van deze vergelijking zijn reéel want de discriminant is

(a+c)2 - 4(ac—b2) = (a—c)2 + 4b2 = 0.
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1.5.4, Stelling., Zij A: L + L een lineaire afbeelding in een vectorruimte L van
eindige dimensie met inproduct. Als A symmetrisch is, dan heeft L een
orthonormale basis bestaande uit eigenvectoren van A. Bovendien geldt:
is A een k-voudige eigenwaarde van A, dan is de eigenruimte bij XA

juist k-dimensionaal.

Bewijs. Zij A symmetrisch, We passen volledige inductie taoe maar dim L. In
het geval dim L =1 is elke vector v # 0 eigenvector. Kies een vector v
met [XJ = 1, dan is v orthonormale basis van L.

Veronderstel nu dat de stelling juist is voor vectorruimten van dimensie n,
Laat dim L = n + | zijn. Kies in L een basis en bepaal de matrix A van A
t.o.v. die basis. De karakteristieke vergelijking det(A-ATI) = 0 is van de
graad n + 1. Volgens de hoofdstelling van de algebra {(zie college Wiskunde
10, 5.3.2) heeft deze vergelijking precies n + | wortels A],...,An, An+]’
die op grond van 1.5.3, reéel zijn; dit zijn de eigenwaarden van A, Bij
hn+i behoort een eigenvector v zodat AX = An+125 tevens kiezen we v zo dat
]1] = 1, Laat nu V het orthogonale complement van de deelruimte opgespannen
door v zijn, dan is V deelruimte van L en dim V = n (zie 1,4.4)}. Voorts

geldt voor elke x ¢ V, dat ook Ax ¢ V, want

@,A%) = (Av,x) = (A ,,v,x) = A (v,x) = 0.

n+l

Laat men A alleen op vectoren uit V werken (restrictie van A tot V), dan le-

vert dit een lineaire afbeelding V - V, die viteraard symmetrisch is, Omdat
. dim V = n, mogen we de inductieveronderstelling toepassen: V heeft een or-

thonormale basis v ,V,,...,v_, bestaande uit eigenvectoren van A, Op grond
-1’2 e P

van l.4.4 1is AAELSYRERENAPY dan een orthonormale basis van L en deze basis
bestaat uit eigenvectoren van A,

Het tweede deel van de stelling wordt met een soortgelijke inductie bewezen.,
De inductiestap hierbi] verloopt als volgt, met gebruikmaking van de boven-
staande notaties: laat An+t een k-voudige éigenwaarde van A zijn. Ten opzich-
te van de basis Vyreeen¥, sy van L heeft de matrix van A diagonaalvorm met

diagonaalelementen Al,...,hn,A evenzo heeft ten opzichte van de basis

+1°?
Viseees¥ van V de matrix van ze restrictie van A tot V diagonaalvorm met
diagonaalelementen AI,...,An. Door ontwikkelen naar de laatste kolom bliikt
hieruit, dat de karakteristieke veelterm van A gelijk is aan die van de
restrictie van A tot V, vermenigvuldigd met -(} - An+l)' Hieruit volgt, dat
An+l een (k — 1)-voudige eigenwaarde van de restrictie van A tot V is. Uit
de inductieonderstelling en het loodrecht staan van v op V volgt dat de
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eigenruimte bij An van A k-dimensionaal is, en eveneens dat de overige eigen-

riifiten van A (die+lvereenkomen met de eigenruimten van de restrictie van A

tot V) als dimensie de multipliciteit van de bijbehorende eigenwaarde hebben. -
Opmerkingen., 1) Het eerste deel van stelling 1,5.4 is omkeerbaar: als A: L + L
een lineaire afbeelding is die een orthogonale basis Apseees@ van eigenwaarden
heeft, dan is A symmetrisch. Immers, ten opzichte van Bpseeady heeft de matrix
van A diagonaalvorm en is dus symmetrisch. Uit 1,5.2 volgt dat dan ook A sym-
metrisch is.

2) Uit stelling 1.5.4 en opmerking 1 blijkt, dat de symmetrische afbeeldingen
gekarakteriseerd worden door de eigenschap, dat er een basis van onderling
loodrechte vectoren CARRERS ) bestaat zodanig dat A(Xk) = kklk (k = 1,...,0).
Het beeld van een willekeurige vector wordt nu door lineair combineren verkregen.
3) De symmetrische afbeeldingen zijn kennelijk ook die afbeeldingen, die ten
opzichte van een geschikt gekozen orthonormale basis een diagonaalmatrix

hebben (met eigenwaarden als diagonaalelementen). We vertalen dit resultaat in

matrixtaal:

Stelling. Als B een (reele) symmetrische (m xn)-matrix is met eigenwaarden

A],Az,...,kn, dan bestaat er een orthogonale matrix 5, zodat

s~ s = sTps 2 .

Bewijs. Vat B op als matrix van een symmetrische lineaire afbeelding

B: K" > R" t.o.v. de standaardbasis €1s€95+--18 . Dan heeft B eigenwaarden
AI,AZ,...,AH. De bijbehorende eigenvectoren Vis¥oseees¥, worden zo gekozen
dat ze een orthonormale basis van R™ vormen. Laat S de overgangsmatrix zijn
van de basis e,,e,,...,&, op de basis ¥ s¥gsees,¥,, dan is § een orthogonale
matrix (zie §1.4.7). De matrix van B t.o.v. de basis Vi a¥oseees¥ is dan

-1 . -
s”'BS (zie 1.2.3) en er geldt dat S~ 'ps = s'Bs diagonaalvorm heeft met als

diagonaalelementen A],Az,...,kn. 0
Opmerking. Door zonodig een:kelom van S met -1 te vermenigvuldipen kan men

zorgen dat det S = 1,
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Voorbeeld. 3) Breng op diagonaalvorm met behulp van een orthogonale matrix:

41 -12
-12 34

Bepaal eerst de eigenwaarden en eigenvectoren van B; dit leidt tot

A

5C met eigenvectoren w(4, -3)

en

p
]

25 met eigenvectoren B(3,4).

Normeer de eigenvectoren:

A, =50, v =3 (3,4) .

i
1 s ) 5 Ay =25, v

1 =2

Merk op dat de vectoren Vs ¥y een orthonormale basis van'R2 vormen.
De overgangsmatrix S van de standaardbasis e,,e, op de basis v ,v, wordt ge-

geven door

1

Bereken nu S 'BS:

=

4 =3[ 41 ~|2] 4 3 50 O

3 4)1-12 34

in overeenstemming met 1.5.5.

Zij &;s8y,84 de standaardbasis van R> en laat de lineaire afbeelding
A: R3 » R3 gegeven zijn door Ae; = (1,-4,8) , Ae, = (=4,7,4) , Aeq=(8,4,1)

Ten opzichte van de standaardbasis heeft A de matrix

1 -4 8
A= |-4 7 4},
8 4 1

dus A is symmetrisch. We bepalen een orthonormale basis van eigenvectoren.

De karakteristieke vergelijking

1-x -4 8
~e 7-n 4| =23 4o
8 4 1=}

2 4 81y - 729 = - (A+9)(A—9)2 =0




s

S TR

v

T MR LA

- 34 -
heeft wortels l! =9, A, =9, X, = -9, Bepaal de bijbehorende eigenvectoren

-8v, — 4y, + 8y, = 0 (vl,vz,v3) = al(l,—2,0) + a2(1,0,1)?

1 2 3
A‘ = A?_ = 9 ; -—4v1 - 2v2 + 4v3 =0 orthonormaal stelsel
1 | i
8v1 + 4v2 - 8v3 = 0 v, 7;(1, 2,0 , v, = 57;(4,2,5),

10v. = 4v_ + 8y, =0 (vl,vz,v3) = a3(2,l,—2) ®

1 2 3
= - H - = ] =-1— -
13 =-9 3 4vI +16v2 + 4v3 0  eenheidsvector v, 3(2,], 2) .
8vl + 4v2 +le3 = 0

De vectoren v, ,v, werden bepaald door middel van het orthonormalisatie-
proces van Gram-Schmidt toegepast op de vectoren (1,-2,0) en (1,0,1).

De aldus gekozen eigenvectoren 24,32,23 vormen een orthonormale basis van
3{3.

De overgangsmatrix S van de standaardbasis op de basis ViYosVg wordt ge~

geven door

I 2/5 3 <6 0
s=——|-6 2 5 |, slst=L 14 2 )
o s -2 W5 955 2/
'3 -6 0 11 -4 8 3 4 25 9 0
sTlas = | 4 2 5 4 7 4l 2 | =|0o 9 o
5 |25 5 25 (8 4 1] o 5 -245 0 0 -9

Laat L een vectorruimte met inproduct zijn. Laat M een deelruimte Zijn'
met dimensie m. Volgens 1.4 bestaat er dan bij elke x € L een eenduidig
bepaalde projectie y van x op M, gekarakteriseerd door de eigenschappen
yeMenx -y M Als 51""’ﬁm een orthonormale basis is van M, dan

kunnen we schrijven

o~ B

y= (g8,

j=1
Uit deze representatie volgt gemakkelijk, dat de afbeelding die aan x
de vector y toevoegt, lineair is. Deze afbeelding noemen we de projectie
van L op M. We gebruiken de notatie P , of als we expliciet willen aan-

geven waarop P projecteert: PM (zie ook Wiskunde 20, 3.8.2),
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1.5.6. Definitie. Een lineaire afbeelding A: L + L heet idempotent als Az = A,
Een (nxn)-matrix A heet idempotent als A2 = A,

Opmerking. Een idempotente afbeelding kan geen andere eigenwaarde hebben
dan 0 en |. Immers, als Ax = Ax met X ¥ 0, dan is A%E = Azx; uit Az = A

volgt nu kz = A,

1.5.7, Stelling. De projectie van een vectorruimte met inproduct op een deelruimte

van eindige dimensie is een idempotente gymmetriasche lineaire afbeelding.

Bewijs. Laat P: L >~ L de projectie zijn op een deelruimte M van L, van
dimensie m. Kies in M een orthonormale basis-gl,...,gm en in ML een
orthonormale basis Boayr 0By

Dan geldt blijkbaar

: Pe, =8 (k=1,...,m

ng =0 (k = m+l,...,n)

F-SEREEYY - is dus een orthonormale basis van eigenvectoren van P, Uit 1,5.4

volgt dat P symmetrisch is. De matrix P van P t.o.v. deze basis is

LT S - T e

. - ~
10--0 0....0 ;
. o1 ! ) '
: ! . i ' ! ' m
;.‘ ] ~ ‘ ,
| ' N R
1 po| 0 0.0 ~
0rmcc0 0o |
" 1 i L] !
; 1 i 1 ' :
' ' ! : [ ¢ 141
' \ . i
' N ‘ 1
_O ~..0 0—--—0_‘ <

De diagonaalelementen zijn O of 1; hieruit volgt nogmaals dat 0 en | de enig -
mogelijke eigenwaarden zijn. Tenslotte ziet men gemakkelijk dat P2 = P, zodat
ook Pz =Pgeldt. Deze laatste eigenschap kunnen we ook als volgt direct bewijzen:
Voor x € M is Px € x; voor x e L is Px ¢ M en Pzﬁ = P(Px) = Px, dus P2 - P, P

is idempotent.
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Opmerkingen. 1) Bijzondere projecties zijn de identieke afbeelding PL = ]
(met A = 1 als enige eigenwaarde) en de nulafbeelding P{O} = ( (met A =0

als enige eigenwaarde).
; 2} Als dim M = m, dan is *» = | een m—voudige eigenwaarde en A = 0 een (n-m)-

voudige cigenwaarde.

3) Uit de definitie van projectie volgt gemakkelijk
P = - .
I - PM,

o

1.5.8. Stelling. Een idempotente symmetrische lineaire afbeelding A: L ~ L is een

projectie.
f Bewijs. Volgens het gegeven van de stelling geldt

A2 =A, (x,Ay) = (Ax,y) voor alle x ¢ L,y e L.

Laat M de beeldruimte van A zijn:
Moo= {Ax | x € L} ;

M is een deelruimte van L.

i R LA

Elke vector x ¢ L is te schrijven in de vorm

x=Ax + (I-A)x ,

waarbij Aﬁ € Men (I - A)E € Ml. Immers, elke vector uit M is van de vorm

Ay, y € L, en er geldt

(I -Ax, Ay = (XA - (Ax,Ay) = (x,Ay) - (x,A%) =0,

omdat A idempotent en symmetrisch is.

; Uit het voorgaande volgt dat A de projectie van L op M is. 0

TR

Voorbeelden. 5) De (n:én)-matrix

mam—
—
—
.
.
.
—

‘o
il
ol
.
L]

waarvan alle elementen gelijk aan % zijn, is idempotent en symmetrisch.
Vat P op als matrix van een lineaire afbeelding P: 1" > R® t.o0.v. de
standaardbasis. Dan is P de projectie van R" op de beeldruimte

M= {Px | X € R™}. Meetkundig is M de rechte X = a(l,l,...,1) .

De matrix P en de projectie P hebben &&n eigenwaarde | met bijbehorende

eigenvector (l,1,...,1) , en n—-1 eigenwaarden 0,




6) Laat P: R

7)
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3 +113 de projectie zijn van R3 op de rechte met parametervoorstel-

ling x = Aa, waarbij IEI = 1, De rechte is deelruimte van R- en de
vector a is orthonormale basis van deze deelruimte. Volgens 1.4.5 geldt den

. , 3
voor de projectie Px van een vector x € R™:

T T

Bedenk dat in R3 de kolom van een vector t.o.v. de standaardbasis samenvalt

met de vector. De matrix van P t.o.v. de standaardbasis wordt daarom gegeven

door
2 a
, 2 4 132 #1%3
P=aar=a[a a a.] = {a,a aZ a.a .
== 2 1 2 3 271 2 223
%3 43% 3% %

De matrix P is symmetrisch en idempotent, immers

T

p? = (2a") (aal) = a(a’a)a’ = aa’ = P ,

omdat |_a_|2 =_z_a_TE= l.

In overeenstemming met de meetkundige interpretatie is

Pa = (a,a)a = a ,

— P g

Px

(x,2)2 = 0 als (x,2) = 0 .

Daaruit volgt: P (en ook P) heeft eigenwaarde | met bijbehorende eigenvector
a, en eigenwaarde 0 met als bijbehorende eigenruimte het vlak met vergelij-
king (x,a) = 0.

3 3

Laat ¢: R + R~ de projectie zijn van R op het viak met vergelijking

(x,a) = 0; veronderstel dat de normaalvector a de lengte | heeft, dus

(a,a) = ata = 1, Uit opmerking 3 van 1.5.7. volgt dat @ = 7 - P,waarbij P de

projectie van R3 op de rechte x = Aa is; vergelijk voorbeeld 6. Voor x ¢ IR3
geldt dan

& = (I - P>£=5-2§.T£-

De matrix van ¢ t.o.v. de standaardbasis wordt gegeven door

Deze matrix is symmetrisch en idempotent, immers
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¢* = (1-2aD)(1-8a") =1 - 208" +ga’sa’ =I-aa" =0,
T

ofrdat a a = 1. De eigenwaarden van Q volgen eenvoudig Git de eigenwaarden

van P, zie voorbeeld 6.

Kwadratische vormen

1.6.), Definitie. Zij L een vectorruimte van eindige dimensie met inproduct en zij

6.2,

A: L » L een symmetrische lineaire afbeelding. De bij A behorende kwadrati-

sche vorm is een functie Q: L + R, gegeven door Q(x) = (Ax,x).

We zullen deze definitie nader uitwerken. Kies in L een orthonormale basis
By28psr+ 1By waarbij dim L = n. Laat A = [aijJ de matrix van A en
X = [xl,xz,...,xn]T de kolom van x € L zijn t.o.v. deze basis. Dan is A sym-

metrisch en er geldt (zie 1.4, voorbeeld 4):

n

Q) = (Ax,x) = X'A'X = X'AX = ) x (AX), =
i=1
Do 3 1]
= X. ‘a, . X. = 8, .X.X.
i=1 Yy MY gy e PR

De kwadratische vorm Q(x) is dus een homogene veelterm van de graad 2 in n

variabelen K sXpsess X . Omgekeerd is elke homogene veelterm van de graad 2

E 2

T R

i=1 jicj It
te schrijven als een kwadratische vorm. Definieer nl. a;. = b,
aj; 1T ag; 1= ibij’ den is

n n o

Z bixf + E bi.xix. = Z Z 8, :X.X, = XTAX

i=1 i<y I g jmr Y

met symmetrische matrix A.

. T . . T
Opmerking. Uit de relatie (Ax,x) = X"AX volgt, dat de uitdrukking X AX

onafhankelijk is van de basiskeuze. Dit kan men ook door berekening verifieren.

Immers, kies een tweede orthonormale basis_gihgé,...,gé en laat $ de overgangs-

matrix zijn van_gl,QQ,...,gh op gi,gé,...,gé. Volgens 1.4.6 is S ortho-

- ) i -1
gonaal, dus S I, ST. De matrix van A t.o.Vv. E;vﬁé""'§; is A'=S ‘AS

1

. .. - T .
en de kolom van x t.o.v. deze basisg is X' = § X = §$7X. Daaruit volgt
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1.6.4,
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! T

) Tarx = T s las) 8710 = xFss lassx = xTax .

Overeenkomstig 1.5.4 heeft L een orthonormale basis Vis¥gseees¥ s bestaande
uit eigenvectoren van A, De matrix van A t.o.v. deze basis is een diagonaal-
matrix met de eigenwaarden Apsdgsecesry als diagonaalelementen. Laat

X' = (x;,xé,...,xé),_de kolom van x zijn t.o.v. de basis Vis¥pseo sV s dan

neemt de kwadratische vorm Q(x) de volgende eenvoudige gedaante aan:

B N Fec?]
AZ xé n
2
e IR | e AL P i
O A x'
_ nj| nj

We vatten dit resultaat samen in de volgende stelling.

Stelling. De kwadratische vorm (AEEE) is, door overgang op een orthonormale
basis van eigenvectoren van A, te schrijven als een veelterm die bestaat uit

kwadraten met als coefficiénten de eigenwaarden van A.

We vertalen dit resultaat nog in matrixtaal:

Stelling. Zij B een (reele) symmetrische (n xn)-matrix met eigenwaarden
TBX, Xe RF, een or-
n
T,o _ e
BX = izl Ai(xi) .

ApsAgseevyd o Dan bestaat er bij de kwadratische wvorm X

thogeonale matrix §, zodat na substitutie van X = 8X' volgt X

Bewijs. Vat B op als matrix van een symmetrische lineaire afbeelding

B: R® + R™ t.o.v. de standaardbasis T RT-P TR Dan heeft B eigenwaarden
AI,AZ,...,An. Kies de bijbehorende eigenvectoren Vis¥oseresV zodanig dat ze
een orthonormale basis van R" vormen. Laat S de overgangsmatrix zijn van de
basis €18)5+--,8, OP de basis Vi s¥gseees¥ s dan is S orthogonaal overeen-
komstig 1.4.,7. De matrix S is dezelfde als in 1.5.5, dus sTBS is een diago-
naalmatrix met diagonaalelementen AI’AZ""’An’ Na substitutie van X = SX'

in XTBX volgt dan
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xTBx = sx9)7 B(sx") = xHT(sTBHx' =

- T et
Ol
t
A2 *2 n 2
= [xi,xé,...,x&] ., . = Z Ai(xi) .
", : i=1

) L}

_.( ) ln__?n_ 0

De herleiding van kwadratische vormen tot "diagonaalvorm" vindt toepassing
bij het onderzoek van kwadratische krommen inZR2 gegeven door de vergelij-

king
2 2
a % + 2a12xy + a,,y c .,
resp. van kwadratische oppervlakken inZR3 gegeven door de vergelijking
a xz + a 2 + a 22 + 2a,.,xy + 2a, Xz + 2a,,¥Z = ¢ ;
1 227 33 12 13 23 ;

in beide vergelijkingen is ¢ een reele constante.

Voorbeelden. 1) Herleid de kwadratische vorm Q{x,y) = 7x2 - 12xy - 2y2 tot

diagonaalvorm.
We schrijven de kwadratische vorm als volgt:
2 2 7 -6(|x
Qx,y) = 7x° - 12xy - 2y" =[x y] = X"AX .
-6 =2||y
Bepaal nu de eigenwaarden en eigenvectoren van A. De karakteristieke ver-

gelijking wordt

7-x -6 2
= 3" - 5 -50=(A-10}(xA+5) =0 ;
-6 2=}
de eigenwaarden zijn dus Al = 10, 12 = -5.
Bij A= 10 behoort de eigenvector (2,-1 ) of, na normering: v, = —L-(Z,-l)
Bij Ay = -5 behoort de eigenvector (1,2) of, na normering: v, = L (1,2)

De overgangsmatrix S van de standaardbasis (1,0) , (0,1) op de basis

¥ysY, wordt nu gegeven door
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Substitueer in Q{(x,y),

x --—%—_ (2x' +vy") ,
X = sx' oftewel >
y = L (-x"'"+2y") ,
V5

dan volgt

| QGx,y) = 7x% = 12xy - 2y = 02 - 52,

Meetkundige interpretatie: Beschouw de kwadratische kromme inIR2 beschreven

door de vergelijking

T

7x2 - 12xy - 2y2 = 1.

:
by
i
i

.

Na overgang op een cartesisch coordinatenstelsel met codrdinaatassen door v,

en v, luidt de vergelijking

10(x"H?% - sy =1.
De kromme is een hxgerbool.

2) Herleid de kwadratische vorm Q(x,y) = 41x2 - 24%xy + 34y2 tot diagonaalvorm.

De bij @ behorende symmetrische matrix wordt gegeven door

41 -2
A= .
-12 34

De eigenwaarden en eigenvectoren van deze matrix werden reeds bepaald in

i 1.5, voorbeeld 3:

|
=5 43 5 A, =25, v, =3 (3,6 .

A, =50, 2

1 LS

De overgangsmatrix S van de standaardbasis op de basis ¥,»¥, wordt dan gege-

ven door

Door de substitutie
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- -3 2
y=o"3x T3y
gaat Q{x,y) over in:

QUx,y) = 41x’ - 2axy + 34y” = 50(x")% + 253" .

Meetkundige interpretatie: Beschouw de kwadratische kromme inIR2 beschreven
door de vergelijking

41x2 = 24xy + 3y =1 .
Na orthogonale transformatie (draaiing) van het (x,y)-coordinatenstelsel
luidt de vergelijking in de nieuwe (x',y')-coordinaten:

50(x")% + 25(y)% = 1 .
De kromme is een ellips.

Herleid de kwadratische vorm

Q(x,y,2) = x2 + 7y2 + 22 - 8xy + léxz + 8yz

tot diagonaalvorm.

De bij Q behorende symmetrische matrix is

1 =4 8
A= 1=-4 7 41 .
8 4 ]
Overeenkomstig 1.5, voorbeeld &4 heeft A eigenwaarden AI = 12 = 9, A3 = -9,

Na overgang op een orthonormale basis van eigenvectoren neemt Q dus de vol-

gende gedaante aan:
Q= 9+ 9yn? -9t
Meetkundige interpretatie: Beschouw het kwadratisch oppervlak in'R3 beschre-

ven door de vergelijking

x2 + 7y2 + z2 - Bxy + i6xz + Byz = c ,

waarbij c een reéle constante is.

Door orthogonale codrdinatentransformatie gaat de vergelijking over im
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9x)% + 9y - 92 = ¢ .

Het oppervlak is nu, afhankelijk van de waarde van c, van het volgende type:

(i) ¢ > 0: éénbladige omwentelingshyperboloide; (ii) ¢ < 0: tweebladige om-

wentelingshyperboloide; (iii): ¢ = 0: omwentelingskegel met de oorsprong als

top. De omwentelingsas is in alle drie gevallen de rechte door de oorsprong

met richting v,, d.i. de eigenvector behorend bij de eigenwaarde A, = -9; in

3’ 3

1.5, voorbeeld 4 is berekend vy = %-(2,1,-2) .

Bepaal het type van het kwadratisch oppervlak in.R3 gegeven door de verge-
lijking
x* + 392 + 322 - 2%y ~ 2xz - 292 =1 .

We beschouwen de kwadratische vorm

Q(x,y,z) = x2 + 3y2 + 322 - 2xy - 2xz - 2y=z

en de bijbehorende symmetrische matrix

=1 -1 3
Bereken de eigenwaarden van A:

1-x =1 -
-1 3-x ~1| = -2
-1 -1 3-A

3 e =20 -G -4 =0,

dus A, =0, A, = 3, A, = 4.

1 2 3
De bijbehorende gencrmeerde eigenvectoren vormen een orthonormale basis van

m?. Ten opzichte van deze basis wordt de vergelijking van het oppervlak:

3(y')2 + 4(2')2 =1,

Het oppervlak is een elliptische cylinder. De as van deze cylinder is de

rechte door de oorsprong met richting v, d.i. de eigenvector behorend bij

de eigenwaarde Ay = 0. De eigenvector v = (vl,vz,v volgt door oplossing

)
3
van het stelsel vergelijkingen Av = 0, oftewel
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Vi T Vg~ Vg =
—vl+3v2—v3=0
-vl-v2+3v3= ;

we vinden dan v = a(2,1,1) .

1,6.5. Definitie. Zij L een vectorruimte van eindige dimensie met inproduct. Een

kwadratische functie is een functie f: L +~ R van de gedaante:

£(x) = (Ax,x) + 2(b,x) + ¢,

waarbij A L + L een symmetrische lineaire afbeelding, b € L en ¢ ¢ R 1is.

Een kwadratische functie is dus som van een kwadratische vorm (Ax,x), een
zg. lineaire vorm 2(b,x) en een constante c. Kies in L een orthonormale ba-
sis §)s89s-++»B, - Laat A = [aij] de qgtrix van A zijn, B = (bl’bZ""’bn)

de kolom van b en X = (X, ,X445...,% ). de kolom van x € L, alles t.o.v. de
- 1°72 n =~

basis By +Byse- 28, Dan is

T T n n n
£(x) =X aXx + 28Xk +c= ] ] a.xx. +2 [ bixy+te.

j=1 j=1 *3 1) i=1
De kwadratische functie £(x} is dus een veelterm van de graad 2 im n varia-
belen X,,X,4...,:%X . Omgekeerd is elke veelterm van de graad 2 te schrijven
i'72 n

als een kwadratische functie.

We proberen nu de lineaire vorm 2(b,x) in f(x) te verdrijven. Substitu-

eer daartoe X = y + p, dan volgt

£E(y+p) = (Ay+Ap,y+p) + 2(b,y+p)} + ¢ =

(Ay,y) + (Ap,y) + (Ay,p) + (Ap,p) + 2(b,y) + 2(b,p) + c =

(Ay,y) *+ 2(Ap,y) + 2(b,y) + (Ap,p) + 2(b,p) + c =

(Ay,y) + 2(Ap+b ,y) + £(p) .

Veronderstel nu eens dat ‘er een p is zodanig dat voldaan wordt aan de

zg. middelpuntsvergelijkingen

Ap + b =10,
of, in matrixnotatie,

AP + B =0
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waarbij P de kolom van E'is t.o.v. de basis Bs8gss 0B

Dan 1is

£(x) = f(y+p) = (Ay,y) + £(p) ,
waarmee de lineaire vorm in f verdreven is.
Kwadratische functies vinden toepassing bij de classificatie van
kwadratische krommen resp. kwadratische oppervlakken beschreven door de ver-
gelijking

n n n

izl jz} aijxixj + 2 iZ] bixi +¢c =0

met n = 2 resp. n = 3. De hierboven bepaalde vector p stelt dan voor het

middelpunt van de kromme resp. het oppervlak. Immers, als p aan de middelpuntsverge-

lijkingen voldoet dan geldt

f(R+z_) = (AXI } o+ f(R) ]

fp-y = (A= ,—y) + £(p) = (Ay,y) + £(p) ,

dus f(p+y) = £(p~y). Indien nu p + y punt is van de kromme resp. het op-
pervlak met vergelijking £(x) = 0, dan is f(p+y) = £(p-y) = O enp ~ y is
eveneens punt van de kromme resp. het oppervlak, De punten van de kromme resp. het
opperviak komen voor in paren p + y, p — y. Elk paar bepaalt een koorde die

p tot midden heeft; het punt p is daarom middelpunt vande kromme resp. het opper-
vlak.

Voorbeelden., 5) Bepaal het type van het kwadratisch oppervlak inZR3 gegeven

deor de vergelijking

x2 + 3y2 + 322 - 2yz - 2x =~ 2y + 6z + 3 =0 ,

We schrijven de vergelijking in de vorm
X'AX + 287X +3 =0,

waarin
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In de middelpuntsvergelijkingen AP + B = O stellen we P = (p,q,r) , dan

volgt
P -1=20
3g- r=-1=0
-g+3r+3=0,.

De oplossing is P = (1,0,-1) , d.i. het middelpunt van het kwadratisch op-

pervlak.

Substitueer
x=x"+1, y=y' , z=2z"'-1
in de vergelijking van het oppervlak, dan gaat deze over in
(x')2 + 3(y')2 + 3(z')2 - 2y'z' =1, of (X')TAX' =] .

Bepaal nu de eigenwaarden van de matrix A:

-x 0 0
0 3-a =1 |=U=0NLG-0%-11==-D-DO-2(=4) =0,
0 -1 3-a

dus X[ = 1, Ay = 2, Ay = 4.

Na overgang op een orthonormale basis van eigenvectoren van A wordt de ver—
gelijking
G e 22 4 @t =1

Het oppervlak is een ellipsoide.

Bepaal het type van het kwadratisch oppervlak in.R3 gegeven door de verge-~
lijking

4x2 + 3y2 + 222 ~ 4xy - 4yz - l4x + 10y — 12z + 19 = 0 .

De middelpuntsvergelijkingen luiden in dit geval

4 -2 0|fp -7 0
AP +B=1{-2 3 =2||q| + | 5] = lo] .
0 -2 2]|r -6 0

Na uitwerking blijkt dit stelsel vergelijkingen strijdig te zijn; het opper-

vlak heeft dus geen middelpunt,
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Beschouw vervolgens de matrix

4 =2 0
A= [-2 3 =2
0 -2 2

corresponderend met de kwadratische termen van de vergelijking.

De eigenwaarden en eigenvectoren zijn op de bekende wijze te bepalen:

] 1

)\1=6n !l='§'(2|-251) N A2=33 22':'3"(2)}!2) ’
1

?\3=0, H3=3(1,2,2) .

3

De overgangsmatrix § van de standaardbasis inR” op de basis ¥ 1¥,sYg wordt

: dan gegeven doot

2 2 1
-1 -
. s=3 (-2 t 2|,
1 -2 2

Substitueer nu in de vergelijking van het oppervlak

(2x' +2y' +2') ,

o —

! X = 8X' oftewel y -:l!-(- 2x' +y'+22") ,

z =-%(x'-2y'+22') .
dan gaat deze vergelijking over in

6(x)2 + 3¢y - 20x" + 2y' - 62" + 19 =0,

of , na kwadraatafsplitsing,

Z 2
6(x'-%)2+3<y'+-;—) -62z'"+2=0.

Na translatie

xl - x'll + 2 s Yl

3
luidt de vergelijking
6(}{")2 + 3(yr|)2 - 6z" =0 .,

Het oppervlak is een elliptische paraboloide.
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. m
Hoofdstuk 2. Functles Rn + R

Notatie, continuiteit

We beschouwen een stelsel van m functies van n variabelen

yl =fl(x1,x2,.--,xn) ’

y2 = fz(xl:xzr"'!xn) ] (l)

—_— ———— — —

= fm(xl’XZ" .o ,xn) .

We voeren in de notaties x = (xl,xz,...,xn), Yy = (y],yz,...,ym) met X en y
opgevat als vectoren in resp. RT en R,
Het stelsel (1) is nu kortweg te schrijven als Y = £(x) waarbij £ een af-

. n . m . .
beelding van R™ in R is. We noemen deze afbeelding een vectorfunctie,

f: R" + R™, Gemakshalve gebruiken we de laatste notatie ook indien de

definitieverzameligg_ DOM f van £ niet samenvalt met de hele R™.

De functies fi: R" + R heten componentfuncties van f£. We spreken daarbij af
dat DOM £; = DOM £ zal zijn.

In R" wordt de afstand van twee punten as= (al,az,...,an) en

b= (b],b?_,...,bn) gegeven door

. _ 2 _ 2 _ 2 _ B _ 2
|2-81 = Vo, b))%+ (ay =07+ o v (o b )7 = Lot
Defipitie. Zij a e R" en § > 0, dan heet

B(a,8) := {x [ lx-al < &}

de open bol met middelpunt a en straal 6.

Definitie. Een verzameling V « R" heet open indien bij elke a€V een § > 0
bestaat z5 dat B(a,8) < V.

Opmerking. Een open bol is een open verzameling.

s e . n . . .
Definitie. Een verzameling V ¢ R~ heet een omgeving van a indien a € V en V

open 1is.
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P n - . .
Definitie. Een punt p € R~ heet een verdlchtlngspunt van een verzameling

A c R" als voor elke omgeving V van p geldt A n vN{ph) # 6.

c e ‘s . n . m .. n m
+ Definitie. Zij f een vectorfunctie van R in R, zijae¢ R, L€ R en

a een verdichtingspunt van DOM f. Dan betekent 1lim f£(x) = L, dat er voor
xra
iedere omgeving vaanl._ een omgeving Vn van a bestaat zodat voor alle

X € Vn n DOM f met x # a geldt: f(x} ¢ Vm.

Definitie. Een vectorfunctie f: R" + R™ heet continu in a € DOM f indien er
voor iedere omgeving Vm van f(a) een omgeving Vn van a bestaat z0 dat voor
alle x ¢ Vn N DOM f geldt: f(x) € Vm.

De functie heet continu op een verzameling W c R" indien f continu is in

elk punt van W,
Bewijs zelf de volgende twee stellingen.

Stelling. Een vectorfunctie £ is continu in a € DOM f dan en slechts dan als

Vs 3550 VEEDOMEUE"EI < &= [£(x)-£(a)] <el.

Stelling. 2ij f een vectorfunctie en zij a € DOM f een verdichtingspunt van

DOM £, dan is f continu in a dan en slechts dan als lim £(x) = f(a).
Xx+a

. Stelling. Een vectorfunctie f: R" - R™ is continu in a € DOM f dan en
ote .ing L 2 L

slechts dan als al haar componentfuncties £ ‘in 2 continu zijn.

Bewijs. Merk op dat de afstand I_f_(_:g) —£(_§)| in ®R" gegeven wordt door

m
£ -f£@] =\[ ] [£0-f@1%.

i=]

2ij nu f£(x) continu in a. Zij ¢ > 0, dan is er een § > 0 zodat voor alle
x € DOM £ met [_:E-*g| < 6§ geldt: |£(_:£) —i(g_)l < g. Voor elke 1 met | < i = m

zal dan gelden:

5 @-f @] s [f@-f@] <e,

waaruit de continuiteit van de componentfuncties fi in a volgt,
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(ii1) zij £, (x) continu in a voor elke i met | < i < m. Zij € > 0, dan is er een

2.1.5.

¢, > 0 zodat voor alle x ¢ DOM f met |x~al| < §; geldt:

|fi(_:-_c) —fi(_g_)| < ¢/Ym., Voer in § := min §&,. Voor alle x ¢ DOM £ met
1<i<m
]E"El < § zal dan gelden: ji(_’i) —£(_a)] < g, i.e. £(x) is continu in a. 0

Lemma. Zij A: R" > R™ een lineaire afbeelding, dan bestaat er een getal

M > 0 z5 dat |Ax| < M|x| voor alle x ¢ R",

. . n .. .
Bewijs. Laat e;,8,,+..,€ de standaardbasis van R zljn. Dan 1s

n n
x= E *igi » Ax = z xlAEi *
i=1 i=1
Al = 1 1 D olllAegl s lxl 114
Ax| = x.Ae.| < x,||Ae.| £ [x Ae.| .
= B = I TS
n
Stel nu M =1+ } [Agi[ > 0, dan is |Ax| < M[x| voor alle x ¢ Rr". 0
i=1

. Stelling. Een lineaire afbeelding A: R - R™ is continu op R",

Bewijs. Bij de afbeelding A bestaat een getal M > 0 25 dat |Ax| < M|x| voor

alle x € R". 2ij a ¢ R®, ¢ > 0, dan geldt voor alle x met |x-a| < e/M:
|Ax-Aa| = [ACx-a)| s M|x-a] <e .

Daaruit volgt de continuiteit van A in a en daarmee op de hele R, 0

Met behulp van de volgende stelling kan men snel inzien of een functie con-

tinu is.

2.1.7, Stelling. Zijn de functies f: R" + R en gt R" » R" continu in a, dan zijn

ook £+g, Af (A € R) continu in a.
Zijn de functies f£: R -+ R, g: R" > R continu in a, dan zijn ook fg, f/g

(mits g(a) # 0) continu in a.

Opgave. Bewijs deze stelling.
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Definitie., Zij g: Rr" +]Rm, £: y ->Rp, dan is de samengestelde vectorfunc-

tie f o g een afbeelding van R" in RP gedefinieerd door (feog)(x) = £(g(x)),
tlelrg Lo glix Ligtx

voor alle x ¢ DOM g met g(x) ¢ DOM f.

Deze definitie is een bijzonder geval van de algemene definitie van samenge-—

stelde afbeelding als gegeven in het college Wiskunde 10, 0.5.7.

Stelling, Zij g: R" > R" continu in a en f:

R™ + RP continu in b = g(a),

dan is f °og continu in a.

Bewijs. Zij Vp een omgeving van f(b)

It

fﬁﬁ(g)), dan is er een omgeving Vm

van b = g(a) zodat voor alle y ¢ Vm n DOM f geldt: f(y) € Vp. De functie g

is continu in a, Vm is een omgeving van g(a), dus is er een omgeving v, van

2

X

zodat voor alle x ¢ Vn n DOM g geldt: g(x) € Vm. Voor alle
€ Vn n DOM(f o g) geldt dan: f(g(x)) € Vp’ i.e. fog is continu in a. d

Voorbeelden. 1) Door de betrekkingen

u=x?-y,

{v = 2xy ,
wordt een vectorfunctie van IIR2 in ]R2 gedefinieerd. Deze vectorfunctie
is continu op het 'hele (x,y)-vlak.
Het beeld van de y-as (x=0) wordt gegeven door u = —yz, v =0, d.i. de
negatieve u-as.
Het beeld van de x-as (y = 0) wordt gegeven door u = xz, v =20, d.i. de po-
gitieve u-as.
De rechte x = ¢ (c # 0) heeft als beeld de verzameling van punten (u,v)
bepaald door u = c2-y2, v = 2cy, oftewel u = cz-v2/4c2, d.i. een para-
bool met top (¢ ,0) en as samenvallend met de u-as,
Daaruit volgt dat elk der halfvlakken x = 0 resp. x £ 0 het hele (u,v)-
vlak tot beeld heeft. Op analoge wijze kan men onderzoeken het beeld van
de halfvlakken y = 0 resp, y s 0,
De vectorfunctie is niet injectief: bij de punten (x,y)}, (-x,~y)} behoort
hetzelfde beeldpunt in het (u,v)-vlak. Omgekeerd kan men eenvoudig inzien
dat bij elk punt (u,v) # (0,0) precies twee punten in het (x,y)-vlak be-
horen welke het punt (u,v) tot beeld hebben. We zeggen dan dat het (x,y)-

vlak tweevoudig wordt afgebeeld op het (u,v)-vlak.
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2) Door de betrekkingen

3)

2.2
“=22x2 ;v R el
X" +yT+ ] Xty +1 X +y"+1

wordt een vectorfunctie van ]R2 in R’ gedefinieerd. Deze vectorfunctie is
continu op het hele (x,y)-vlak.
Uit de relatie

2 2 2=4x2+4y2+ (x2+yz-l)2

u + v +w = ]

(x2 + y2 + l)2
volgt dat het (x,y)-vlak wordt afgebeeld in het oppervlak met vergelijking
u2-+v2~+w2 = |. Dit oppervlak is de eenheidsbol met middelpunt (0,0,0) en

straal | in de (u,v,w)-ruimte.
Het binnengebied van de eenheidscirkel, i.e. de verzameling

{(x,y) | x° +y2 < 1}, wordt afgebeeld op de verzameling

{(u,v,w) | Cavirul =1 aw < 0},

d.i. de "onderste" helft van de eenheidsbol. Evenzo wordt het buitengebied
van de eenheidscirkel in het (xX,y)-vlak afgebeeld in de "bovenste" helft

(w > 0) van de eenheidsbol.

Merk op dat het punt (0,0,1) van de eenheidsbol niet optreedt als beeldpunt,
Men kan aantonen dat elk punt (u,v,w) # (0,0,1) beeldpunt is van precies é&én
punt in het (x,y)-vlak. De vectorfunctie is dus een bijectie van het (x,y)-

viak op de eenheidsbol minus het punt (0,0,1) in de (u,v,w)-ruimte.

De electrische veldsterkte E tengevolge van een eenheidslading in de oor-

sprong wordt gegeven door

. n X \{2 2 2
.Il:.= (LX’EY’EZ) = ("5'!—%’%) » r=\yx +y +z H

r r r

of, in korte notatie, E(x) = }_/l_:gf3.

3 in R* E is niet gedefini-

E is te beschouwen als een vectorfunctie van R
eerd in x = 0. Veelal wordt de vectorfunctie E(x) geinterpreteerd als een

vectorveld, d.w.z, aan ieder punt X hechten we de vector E(ﬁ)' We denken dus
de vector E(x) niet als een pijl vanuit de oorsprong maar vanuit het punt Xx.
De vector E(x) heeft dezelfde richting als de vector x. Het veldverloop kan
worden geillustreerd met behulp van zgn, veldlijnen, dat zijn krommen die in
elk van hun punten raken aan de veldsterkte ter plaatse. Voor het hier be-

schouwde voorbeeld is elke rechte door de corsprong veldlijn.
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Differentieerbaarheid, kettingregel

In Wiskunde 10, hoofdstuk 3 en Wiskunde 20, hoofdstuk 2 is gedefinieerd de
differentieerbaarheid van een functie f: R + R, resp. f: ZR?' + R, resp.
£: RB +R. Geleid door deze eerdere definities komen we nu tot de volgende

. e . . . . n m
definitie van differentieerbaarheid van een vectorfunctie _f_: R R .

Definitie. Zij f: R" + R" gedefinieerd in een omgeving B(a,n) van a voor zekere

n > 0. De functie f heet differentieerbaar in a, indien er een lineaire afbeel-

ding A: R"™ >+ R™ bestaat en een vectorfunctie Lk rR" - ]Rm, gedefinieerd in de

omgeving B(0,n) van 0, zodanig dat

i) f(a+h) = £(a) + Ah + |h[p(h) voor alle h € B(O,n) ,
ii) lim [p(h)| = 0 .
i)

De lineaire afbeelding A heet de functionaaloperator van f in a. De matrix

van A t.o.v. de standaardbasis heet de functionaalmatrix. De definitie wvan

differentieerbaarheid drukt uit dat f in a lineair benaderbaar is, d.w.z.
voor x in de buurt van a is f(x) te benaderen door de lineaire functie
£(a) + A(x-a). Bij deze benadering maken we een fout gegeven door

|x-al p(x-2), waarbij |p(x-2a)| ~ 0 (x> 2.

Definitie. Een vectorfunctie f: R” > R™ heet differentieerbaar op een open
verzameling W < R indien f differentieerbaar is in elk punt a ¢ W. (De

functionaaloperator en functionaalmatrix hangen dan van a af.)
Bewljs zelf de volgende stelling.

Stelling. Als f differentieerbaar is in a, dan is f continu in a.

Stelling. Een vectorfunctie f: R +R" is differentieerbaar in a dan en
slechts dan als al haar componentfuncties £; differentieerbaar in a zijn.

De functionaalmatrix wordt gegeven door:
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3f,  Of, af |
ax] axz E an
8f2 sz 3f2
e
Bxl sz an

of af 3f
_Bxl sz axnj

waarbij 3f;/3x; de waarde van de partiéle afgeleide van f; naar x in het

punt a voorstelt.

Bewijs. 1) Zij £ differentieerbaar in a met functionaaloperator A, dan is vol-

gens definitie

£(a+h) = £(a) + Ah + |h|p() , (1)
lim |p()| =0 . (2)
b0

Zij de matrix van A gegeven door [aij], zij h = (h]’hZ""’hn) en noem de

componentfuncties van p: PyaPgseessPre Dan is (1) uit te schrijven in compo-

nenten en de i-de component wordt gegeven door.
n

fj(a+h) = £,(a) + ] a;sho+ [hlo;(B) . (3)

3=l

Zij A.: R" + R de lineaire afbeelding met matrix [a,,,a..,,...,a. ] dan

i 11*712 in

volgt

£;(a+h) = £.(a) + Ah + [h]p; () , (4)

terwijl lim |pi(b)| = 0 op grond van (2). Volgens definitie (2.2,1) is dan fi
h+0

differentieerbaar in a.

2) Omgekeerd, zijvoorelkeimet | <1 =m £ differentieerbaar in a met

0. Zi]

functionaaloperator Ai' Dan geldt de relatie (4) met lim |pi(£)|
h~0

de matrix van Ai gegeven door [ai]’aiZ""’ain]’ dan is (4) te schrijven in
de vorm (3). De relatie (3) is nu juist de i-de component van de vectorrela-
tie (1) waarbij A de lineaire afbeelding is met matrix [aijJ en p de vector-

functie met componentfuncties p.. Omdat lim |p,.(h)| = 0 voor elke 1 met
: hs0 -




R T R

1
[

0. Derhalve is f differentieerbaar in a.

I~ 1 =m is tevens lim |_Q_(_}‘1_)|
b0
Stel in (3) h = (0,0,...,hj,O,...,O), dan is

fi(al’az“"’aj+hj"”’an) = fi(al,az,...,an)+aijhj+]hj|pi(ﬁ) .

f.(a,,a,,.0.5a: +h.,...a )Y -£f.{a ,a,,...,4a_)
it71*72 3 3 o i71*72 n':a"ipi(.ll)’

k. 1
j ]

met * teken afhankelijk van hj 2 0. Neem hiervan de limiet voor hj + 0, dan

vinden we

3f.
- i

3 ; 3; (al,az,...,an) . [

In het bijzondere geval m = n kan men van de functionaalmatrix de determi-

nant vormen. Deze heet functionaaldeterminant of determinant van Jacobi of

Jacobiaan van £ in a, genoteerd als

ICHN SR

B(xl ,x?ﬂ‘, . I- . ,xn)

J(a) = (2 .

Voorbeelden. 1) Zij ¢: R" > R” een lineaire afbeelding, dan geldt voor elke
ae R, he R,
${a+h) = ¢a + ¢h .

Vergelijk deze regel met de definitie van differentieerbaarheid. Dan
blijkt dat E(}_l.) = 0 voor elke h € R" en dat ¢ differentieerbaar is op de

hele R’ met (constante) functionaaloperator 9.

2} De transformatieformules bij overgang op poolcoordinaten

X =T cos ¢ ,
y =r sin ¢ ,

zijn op te vatten als vectorfunctie (afbeelding van een ruimte ZRZ met

coordinaten r, ¢ in een R” met coordinaten x, y).

De functionaalmatrix wordt gegeven door

cos @ -r sin ¢
sin ¢ r cOs P




3)

5)
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en de functionaaldeterminant door

3(x,y) _ .
a(r,e) ’

Evenzo zijn de transformatieformules

x =p sin 9 cos ¢ ,

y p sin 0 sin ¢ ,

zZ

p cos & ,

pij overgang op bolcoodrdinaten p, 6, ¢, op te vatten als een afbeelding van
een R3 in een F?.

Functionaalmatrix en functionaaldeterminant worden gegeven door

sin 8 cos ¢ p cos B cos ¢ —p sin 6 sin ¢
gin 6 sin ¢ p cos B sin ¢ p gin 6 cos ¢ ,
cos € ~p sin 6 0

3(x,y,2) _ 2 _.
3(p,6,9) © °*° ®

.

Beschouw het speciale geval van een functie f: r" +R, i.e, f is een func-

tie van n variabelen. De functionaalmatrix van f bestaat nu uit slechts 8&n

rijvector
[af of Bf]
9%, Yox, """ toax -
1 2 n

Deze rijvector is in het college Wiskunde 20, 2.5.1 de gradient van f ge-
noemd. Notatie: grad f of VE.

. . m . ]
Beschouw het speciale geval van een functie f: R+ R, i.e. f is een vec~
torfunctie van &&n variabele, t te noemen. De functionaalmatrix van f be-

staat nu uit slechts &én kolomvector

1
o
o
&l &
}
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df

ook genoteerd als Ic

De functie i(t) is te beschouwen als de parametervoorstelling van een
kromme in ﬂfm, vergelijk met college Wiskunde 20, 2.!.1. In elk punt van
deze kromme is de vector df/dt gericht langs de raaklijn aan de kromme in
dat punt (vergelijk met college Wiskunde 20, 2.1.3 ). Immers,de vector
f£{t+h) - £(t) geeft de richting van de koorde die de punten f(t) en
f(t+h) verbindt. De vector {Eﬁt-+h)'-£(t)}/h heeft dezelfde richting en

de limiet van deze vector voor h + 0 is df/dt.

Voor het differentiéren van een samengestelde vectorfunctie geldt de volgen-

de kettingregel:

2.2.3. Stellipg. Zij g: R" + R™ differentieerbaar in a met functionaaloperator A

en zij f: R™ > RP differentieerbaar in b = g{a) met functionaaloperator B,

dan is f o g differentieerbaar in a met functionaaloperator BA.

Bewijs. Uit de definitie van differentieerbaarheid volgt

gla+h) = g(a) + Ah + |hp() , lim [p(M)] =0 ; (n
w0

£+ = £0b) + Bk + [Klo@ , lim |g@0] =0 . 2)
k~+0

Neem in (2) k = g(a+h) -~ 5_(3) dan ontstaat er

n

f(gla+h)) = £(g(a)) + B(g(a+h) - g(a)) +

+ |gla+h) - g(a)| olgla+h) - g(a)) =

H

£(g(a)) + BAh + |h|t(h) ,

waarbij 1(h) gegeven wordt door

|gla+h) - gla)]|
{h]

A, B zijn lineaire afbeeldingen. Volgens 2.1.5 bestaan er dus constanten

olgla+h) - g(@), h+#0

x(h) = Bp(h) +

MI’MZ > 0 zodat [A§| < MIIEJ’ IBEI < leEJ voor alle x. Met behulp van (1)
volgt

lga+y -g(@| {Ah+|nlpm)| [Ak] +{h]]p )]

] ) B ) B

SHM o+ o] .
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Voor |£(E)| vinden we op deze manier de ongelijkheid
x| s M, le@| + ) + [pm)|Ialglarh) - glad] ,

waaruit eenvoudig volgt: lim [£ﬂ§)| = 0, Bedenk namelijk dat voor h + 0
h+)
geldt: |_g_(§_+p_) - 5(3)1_—?0_0;: grond van (1) en dus [o(g(a+h) - 3_(3_))[ - 0,

Daarmee is bewezen dat de samengestelde vectorfunctie f(g(x}) differentieer—

baar is in a met functionaaloperator BA. 0

In deze stelling zijn alle vroegere kettingregels als bijzonder geval begre-

pen.

Voorbeelden. 6) Zijn gegeven de differentieerbare functies z = z(x,y),

x = x(u,v), ¥y = y(u,v). De samengestelde functie z = z(x(u,v),y(u,v)) is

dan eveneens differentieerbaar met functiocnaalmatrix

- X 3x
3z pz| _ [3z  az] |du Bv
du 3v] [8x dy] |3y Ayl °’

du  3v

waarult volgt

3z dz 9x
au ax adu ay du

|
I
I
&
|z

9z dz 99X . EE.EX

BV 9x av  dy av °

7) Zi} g Rr" > IRn, I: R" - ]Rn, y = g(x), z = £(y). De functionaalmatrix
van de samengestelde functie £(5(§)) is gelijk aan het product van de
functionaalmatrices der functies f en g. Voor de bijbehorende determinant

van Jacobi zal dan gelden

a(zi,...,zn) B(ZI,...,zn) B(yl,...,yn)

B(xl,...,xn) - a(y],...,yn) B(xl,...,xn)
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2.3. Inverse functies, impliciete functies

E- In het college Wiskunde 10, 3.1.15is bewezen: Als f: R + R een inverse £
L bezit en differentieerbaar is in a met afgeleide £'(a) % 0, dan is £ diffe-
: rentieerbaar in b := f(a) met afgeleide (£ (b) = 1/£'(a).

We geven hierna zonder bewijs een analoge stelling voor vectorfuncties.

Vooraf geven we nog de volgende definitie.

]
.
w
.
—

. Definitie. Een vectorfunctie £: R® > R® heet continu differentieerbaar op

' een open verzameling W < R" indien f differentieerbaar is op W en de parti-

€le afgeleiden van de componentfuncties van £ continu zijn op W.

2.3.2. Stelling (inverse-functie-stelling). Zij de vectorfunctie f: R" » R" conti-

nu differentieerbaar op een omgeving van a. Zij A de functionaaloperator van

f in a en zij A bijectief.
. n .. . .
Dan bestaat er een vectorfunctie g: R + R gedefinieerd in een omgeving W

van b = £(a), met de volgende eigenschappen:

1) glEx))
1) £(gy))

iii) g is continu differentieerbaar op W;

X voor X in een omgeving V van a;

Il

y voor y ¢ W;

. ; . L€
iv) de functionaaloperator van g in b is A .

NI T T TR 7

Opmerking. De voorwaarde "A is bijectief" is te vervangen door de gelijk-

T s e i T

waardige voorwaarde: Jacobiaan J(a) # 0.
De eigenschappen i) en ii) drukken uit dat in een omgeving van b, g de in-

. . +
verse functie van f 1s: g = £

Eigenschap iv) volgt eenvoudig uit de voorgaande eigenschappen met behulp
van de kettingregel. Zij namelijk B de functionaaloperator van g in b. Dif-
ferentiatie van g(f{(x)) = x voert dan tot: BA = I, waarin I de identieke af-

. . + . . .
peelding voorstelt. Daaruit volgt: B = A ; de functionaalmatrix van g in b

is de inverse van de functionaalmatrix vam f in a. Uitgeschreven in

componenten komt de stelling erop neer dat uit het stelsel van n functies

vy = fl(xl’XZ""’xn) ,

Yo = fn(xl,xz,...,xn) ,

de variabelen x,,X,,...,X_ kunnen worden "opgelost' volgens
1?72 n PE
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1 = g](ylsyZ!"'Qyn) H)

Xo= 8 (¥ s¥gseesy )

Voorbeelden. 1) De transformatieformules bij overgang op poolcoordinaten

n

r cos ¢ , (1)

r sin ¢ ,

B

. . 2 . 2 .
zl]n op te vatten als een vectorfunctie van R™ in R"; zie 2.2, voorbeeld

2. De functionaaldeterminant wordt gegeven door %%%L%% =T,
3

In een omgeving van een punt (r,9) met r # O bestaat nu de inverse functie

r gl(xly) ¥

(2)

¢ = go(%,5) ,

met functionaalmatrix gelijk aan de inverse van de functionaalmatrix van

(1), i.e.

— . -1 .

cos ¢ ~r sin ¢ cos @ sin ¢
. - sin ¢ cos ¢

sin ¢ r cos ¢ - — =

Hieruit zijn de partiéle afgeleiden van de functies (2) af te lezen:

3 _ r .o 39 _sing 3 _cosg
5x  Co% 9 ay s1n 9, By r > 3y T

Met behulp van de kettingregel zijn vervolgens hogere partiéle afgeleiden

te berekenen, bijv.

' o3 ry 3, 3 or de _ siny
sz ar ‘9x’ 9x  Jp ‘X’ 9x r >

2 . 2 2
29 .3 (Eﬂ) r + R (329 39 _sing - cos ¢
x93y 3r 3y’ 3¥x By 3y’ IX 2 !

T

Dat de inverse functie niet bestaat in de omgeving van een punt (0,¢) is

meetkundig duidelijk.
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2) Beschouw de vectorfunctie van E? in m? gegeven door

2

us=x" -y,
v = 2xy ,
zie 2.1, voorbeeld 1.
Functionaalmatrix resp. functionaaldeterminant worden gegeven door
2x -2y 2x -2y

 resp., Awv)

2 2
= = 4x" + 4y
3(x,y) 2y 2%

In een omgeving van een punt (x,y) # (0,0) bestaat de inverse functie

x h](u,v) s

Y hz(usv) s

met functionaalmatrix

X y
2% -2y] ) 2% +y2)  2(xP+y?)
2y 2x _ y X

208 +y8) 22 eyD)

De inverse functie heeft dus partiele afgeleiden gegeven door

ax_ o x ox _ __y .. _ ¥
—-____ ] A » = ¥

Woaateyh T 26deyh T 26l eyh

) A S

av 2(x2-Fy2)

3) Beschouw de vectorfunctie van ]R2 in ]R2 gegeven door

e* cos vy ,

it

u

I

v=eXsiny.

De functionaaldeterminant J is eenvoudig te berekenen:

X X .
e” cosy -—-e siny

J = = e
X . X
e 51n ¥ e COS8S ¥

2x

Metk op dat J # 0 is in het hele (x,y)-vlak, en dat ieder punt behalve (0,0) als
beeld optreedt. Bij elk punt (uo,vo) # (0,0) bestaat dan de inverse functie

x = ¢{u,v), y = ¢(u,v). Deze inverse functie is gedefinieerd in een omgeving van




M
;
|
v
!
i
i

2.

3.

3.
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(ur),vo); we spreken daarom van een locale inverse functie. Anderzijds, de
afbeelding: (x,y) b (u,v) is niet bijectief. Immers de punten (x,y) en

{x,y+271) hebben hetzelfde beeld {(u,v). Er zal daarom geen glchale inverse

functie, gedefinieerd in het hele (u,v)-vlak, bestaan.

We beschouwen een stelsel van m vergelijkingen in n +m variabelen

fl(x]’.."xn; Yl,--',ym) =0,

fm(xl,...,x S Ypreesy ) =0,

n

. . . n m m

of in korte notatie f(x;y) = 0 met vectorfunctie £: R xR - R .
Onder zekere voorwaarden kan men uit dit stelsel de m variabelen Yyseeoea¥p

"oplossen' volgens

Y= g (xpseeanx)

ym = gm(x]""’xn) ’

of in korte notatie y = g{x) met vectorfunctie g: R" + 8™, We zeggen dan
dat y door f£(x;y) = O als functie van x impliciet gegeven is.
Een nadere precisering wordt gegeven in de volgende stelling, die we niet

bewi jzen,

Stelling (impliciete-functie-stelling). Zij de vectorfunctie f: R" x R® > R"

continu differentieerbaar op een omgeving van het punt (a;b) € R"™ x R".

B(E 5nryE )

W (a3;b) # 0.

Z1]
f(as;b) = 0 en 2ij de Jacobiaan

Dan bestaat er een vectorfunctie g: R" ->]Rm,gedefinieerd in een omgeving V
van a, met de volgende. eigenschappen:

i) g(a) = b

i) EQeg(x)) = 0 voor x ¢ V;

i1i) g is continu differentieerbaar op V;

iv) er is een omgeving W van (a;b) zodat voor (X;y) ¢ Wen f(x3y) = 0 geldt

¥ = g(x).
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De partiele afgeleiden van de componentfuncties gi(z) zijn te berekenen door
differentiatie van f£(x;g(x)) = 0 met behulp van de kettingregel. Uitgeschre-

vert in compomenten vinden we na differentiatie naar X,

Bf] m 8f] ng

!
|

d.i. een stelsel van m lineaire vergelijkingen voor de partiéle afgeleiden

ngfaxi, k = 1,2,...,m. Gemakshalve is het argument (x;g(x)) van de partiéle
afgeleiden van £ ,...,f weggelaten. De coeffigieéntendeterminant van boven-
a(fl,...,fm)

staand stelsel is julst gelijk aan de Jacobiaan . Uit de gege-

vens van de stelling volgt dat deze Jacobiaan # 0 is in (a;b) en ook in een
omgeving van (a;b) (continuiteit). Het lineaire stelsel zal daarom een een-
duidige oplossing hebben,

In het speciale geval n = m = 1 gaat de voorgaande stelling over in:

Stelling. Zij de functie £f: R xR + R continu differentieerbaar op een om-

geving van het punt (a,b) ¢ R x R. Zij f(a,b) = 0 en fy(a,b) # 0.
Dan bestaat er een functie g: R - R, gedefinieerd in een omgeving V van a,

met de volgende eigemnschappen:

i) gfa) = b;
ii) f(x,g(x}) = 0 voor x € V;

iii) g is continu differentieerbaar op V met afgeleide
g'{x) = - fx(x,g(X))/fy(x,g(X)) .
iv) Er is een omgeving W van (a,b) zodat voor (X,y) ¢ Wen f(x,y) = 0 geldt
y = glx).

Ad iii): De afgeleide g'(x) is berekend door differentiatie van f(x,g(x)) =0

met behulp van de kettingregel:
EGug()) + £0g(x))g" (x) = 0,

g'(x) = - fx(x,g(X))/fy(x,g(X)) .

De laatste stelling is reeds toegepast in het college Wiskunde 20, 2.4,1,
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Voorbeelden. 4) De vergelijking F(x,y,z) = O beschrijft een oppervlak in R

5)
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3

{vergelijk met college Wiskunde 20, 2.4.2. Zij {a,b,c) een punt van dit
oppervlak, dan is F(a,b,c} = 0. Zij voorts %%-(a,b,c) # 0, dan bewtaat
er een functie z = g(x,y),gedefinfeerd in een omgeving van (a,b), zodanig

dat
gla,b) = ¢, F(x,y,g(x,y)) =0 .

In een omgeving van {a,b,c) is het oppervlak dus te beschrijven door
z = g(x,y). De partiele afgeleiden %% , %%. zijn te berekenen door dif-

ferentiatie van F(x,y,g(x,y)) = 0O onder toepassing van de kettingregel:

F , 3F 3g _ 38 . _ 3 JOF
ax dz ox ¢ ox 9% z *
3F [ 3F 3g _ 3g . _ 3 [F
9y 3z 3y 3y oy / oz
Indien %% (a,b,c) # 0 is, dan bestaat er een functie vy = h(x,z),gedefi-

nieerd in een omgeving van (a,c), zodanig dat
h{a,c) = b, F(x,h{x,2z),2) =0

De partiele afgeleiden van h(x,z) worden gegeven door

Bh B JOF 3 _ _F JOF
ax ax [ 3y ' Bz oz f 8y

Een analoog resultaat kan worden afgeleid indien %% (a,b,c) # 0 is.
Het stelsel vergelijkingen
F(x’y’z) = 0 ?
G(x,y,z) =0,
beschrijft een kromme in RB {(vergelijk met college Wiskunde 20, 2.4.3),.

213} (a,b,c) een punt van deze kromme, dan is F(a,b,c) = 0, G(a,b,c) = 0.

Onderstel nu

k¥
3(F,G) _ |3y Bz
5.z P T lse s 0,

3y 8z|(a,b,c)

dan zijn y en z te beschouwen als impliciet gegeven functies van x. Er
bestaan dus functies y = g](x), z = g, (x), gedefinieerd in een omgeving

van a,zodanig dat
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gl(a) =b, gz(a) =,

; F(X,BI(X),EZ(X)) =0, G(X,gl(x),gz(x)) =0 .

; In een omgeving van (a,b,c) is de kromme dan te beschrijven door y = gl(x),

; z = gz(x), De afgeleiden g{(x), gé(x) (of gemakshalve %% . %%) worden bere-
kend door differentiatie van F(x,gl(x),gz(x)) = (, G(x,gl(x),gz(x)) = 0 met
behulp van de kettingregel:

OF | 3F dy , OF dz
% * y dx * 9z dx 0

De coefficiéntendeterminant van dit stelsel is weer gelijk aan de Jacobiaan

g%gi%% ; deze is # 0 in een omgeving van (a,b,c). Oplossing van het stelsel
b o .. dy dz

levert daarom op eenduidige wijze de waarde van Ix * ax °

Onderstel vervolgens

or aE
3 (F,G) Y
() () = e g $ 0.

3x 9zl (a,b,c)

Dan bestaan er functies x = h](y), z = hz(y),gedefinieerd in een omgeving

van b, zodanig dat

H
i
S5
3
i

hl(b) = a , hz(b) =c,

F(hl()’):y:hz()’)) =0 ’ G(hI(Y)DYshz(Y)) =0 .

De afgeleiden hi(y) = %ﬁ

' = gngn 3 \ -
5 hz(y) & zijn weer op de bekende maniler te be

rekenen.,

Analoog is te behandelen het geval

: 9F  oF
B 2 (F,G) N - |3x 9y
; Tey) (2P T e 5 #0.

E{- 5—3}- (a,b,C)

6&) Een kromme in R3 wordt beschreven door de vergelijkingen

xz - y2 +y-22=0,

G(x,y,2) = y2 + 22 + 4x - 2y + 4z = 0 .

F(x,y,z)
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Het punt (0,0,0) behoort tot de kromme. In dit punt wordt de functionaalma-

trix van F,G gegeven door

oF oF oF
3= a—y' T ] 0 | 2
G 3G oG 4 =2 4

9% oy 9z|(0,0,0)

Daaruit is eenvoudig af te lezen dat

P -2
3(F,G) _ -
a(y’z) (03030) —2 4 0 L]
9 (F,G)

terwijl bijv. Ty (0,0,0) # 0 is. Op grond van de impliciete-functie-
stelling (2.3.3) bestaan er nu functies x = f£(z), y = g(z) gedefinieerd in

een omgeving van 0 zodanig dat
£f(0) =0, g(0) =0,
F(f(z),g(z),z} = 0, G(£(z),glz),z) =0 .

In een omgeving van (0,0,0) is de kromme dan te beschrijven door x = f(z);'i

y = g{z).
dx

e afgeleiden £'(z), g'(2) (of gemakshalve T’ 2%) worden berekend door _

differentiatie van F = 0, G = 0 onder toepassing van de kettingregel:

dz dz dz !
dy dx _ , dy -
2y e 2z + 4 7 2 st 4 0.
In (0,0,3) vinden we g% = 0, %% = 2. De raaklijn aan de kromme.in (0,0,0)

heeft dan richtingsvector (0,2,1).
Aan de twee vergelijkingen

2 2 2

Fix,y;u,v) = u” +v- - x"-y=0,
G(x,y;u,v}) = u + v - x2 +y=0,
wordt onder meer voldaan door x = 2, y = 1, u =1, v = 2, Bereken nu de ja—
cobiaan
2u 2v
3(F,G) . - = —
S0 v) (2,13;1,2) = -2 40,

] 1{(2,151,2)
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Er bestaan dan functies u =

van (2,1), zodanig dat

De partiele afgeleiden van g,¥

F

p(2,1) = 1,

F(x,y;0{x,y)

p(x

v(2,1)
,w(X,Y))

0, G = 0. Zo vinden we bij

N~

[
|

+

[

<
I
|

[\%)
|

waarult volgt

3u _ x(1-2v) oV _

ax u-v

» 5;

worden

,¥), v = Y(x,y),gedefinieerd in een omgeving

=2,

=0, Gxyo(xy),v(x,y)) =0,

berekend door differentlatie wvan

differentiatie naar x,

x(2u=-1)

u-v !

geldig in een omgeving van (2,1).

Op analoge wijze zijn de afgeleiden

Ju av

, — te berekenen.
3y oy

B) We beschouwen een stelsel van twee functies

of

of kort genoteerd F(y;x) = 0 met F: R

in korte notatie y = f(x) met f: R

vy = B xpaxp)

Yy = £,(x,%,)

twee vergelijkingen

FLUpypiegs

Foly sy,ixg,

2 2

+ R, Dit stelsel is equivalent met

Onderstel nu

3(F ,F

2)

3(xl,x -

2)

Op grond van de impliciete-functie—-stelling

2

bestaat er dan een vectorfunctie

R —>IR2, x = g(y) zodanig dat F(y;g(y)) = 0.

XZ) =y, - fl(xl,xz) =0 ,
XZ) 1= y2 = fz(Xlsxz) =0,
2 X'Rz +]R2.
BFl BFI ) Bfl i af]
3xl 3x2 . Bx] 8x2 . 3(fl,f2) ‘0
h oA (x,,%,) *
8F2 8F2 ) sz ) sz 1772
axl ax2 Bxl sz
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Uigeschreven in componenten vinden we
Yy - f](gl(y]’YZ)’gz(yl’yZ)) =0,
Yo ° fz(g](y19Y2)sgz(Y]sy2)) =0,

oftewel £(g(y)) = y. De functie g is dan de inverse functie van f. We hebben

hier de existentie van de inverse functie aangetoond met behulp van de im-
pliciete-functie-stelling. De inverse-functie~stelling (2.3.2) is dus te be-

schouwen als een bijzonder geval van de impliciete-functie-stelling (2.3.3).
Beschouw een stelsel van twee functies
u=TFx,y), v=0G(xy).

Laat in een omgeving van het punt (a,b)} gelden

9FIE
9(F,G) _ j3ax 3y
3(x,y) |[3G 3G
ox o0y

Dan is de inverse-functie-stelling (2,3,2) niet van toepassing op het stel-

sel, m.a.w. het is de vraag of er een inverse functie
x = go(u,v) , ¥ = p{u,v)

bestaat zodanig dat
u = Flo(u,v),¢(u,v)) , v = 6(eu,v),p(u,v)) .

Beschouw nu de functie u = F(x,y) en schrijf deze als een vergelijking
flu,x,y) 1= ur Fix,y) =0 .

Cnderstel dat bijv.
of oF
'a_X(F(a,b)’ayb) == 3';(' (a,b) #0 .

Op grond van de impliciete-functig-stelling (2,3.3) kan dan de variabele x
worden "opgelost" als fungtie van u en y, i.e, er bestaat een functie

x = g(u,y), gedefinieerd in een omgeving van (F{(a,b),b),zodanig dat
g(F(a,b),b) = a,

£Qu,g(u,y),y) = u - Flg(u,y),y} = 0,

Differentieer de laatste betrekking partieel naar y, dan volgt onder toepas-

sing van de kettingregel:
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3 _ _ 3F JOF
ay Y ox *
geldig in de eerder genocemde omgeving.
Substitueer vervolgens x = g(u,y) in v = G(x,y), dan wordt v een samenge-

stelde functie van u en y,

v = G(x,y) = 6(g(u,y),y) =: H(u,y) .

Bereken nu met de kettingregel de afgeleide %g :

ﬂ=§E§E+a_G=—_3(F’G) ...3..5
3y  8x 3y dy o{x,y)/ ax’

by
waarbij voor =<8 de boven gevonden uitkomst gesubstitueerd is.

oy
Uit het gegeven aan het begin van dit voorbeeld volgt %% = 0, i.e. H hangt

niet af van y.

Er bestaat dus een functie H zodanig dat v = H{u) of, na terugkeer naar het

oorspronkelijke stelsel,
Glx,y) = H(F(x,y)) .

In dat geval noemen we de functies F en G afhankelijk.

Als concreet voorbeeld beschouwen we het stelsel van twee functies

ua = log x + sin y ,
sin
v = Xe Y ,

gedefinieerd voor alle (x,y) e]Rz met x > 0.

(N.B. log stelt hier en verder in deze syllabus de natuurlijke logarithme voor.)

Berekening van de Jacobiaan leidt tot

|
a(u,v) _ x cos y -0

Ix,y)

SSIY o y LSiny
Inderdaad zijn nu de twee functies afhankelijk, er geldt namelijk v = e%.
Het halfvlak x > 0 wordt afgebeeld op de kromme v = eu in bet {(u,v)-vlak.

Deze afbeelding is niet bijectief.
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2.4, Transformatie wvan meervoudige integralen

Voor enkelvoudige bepaalde integralen geldt de substitutieregel

b B
L 240 f £ (x)dx f £(p(u))o' (u)du ,

a o

]

waarbij a = ¢(a), b = ¢(B); vergelijk met college Wiskunde 10, 3.4.17.

T Voor meervoudige integralen, over een begrensd gebied in,]R2 of ]R3, gelden

I de volgende analoge transformatieformules:

1 2.4.9. jf f(X,y)dde = ff f((p](U,V),(Pz(u’V))'——lgét’v;—’dudv
G G'

waarbij de differentieerbare vectorfunctie

x =9, (u,v) , ¥y =g¢,(u,v)

een bijectie is van het gebied G' in het (u,v)-vlak op het gebied G in het

(x,y)-vlak;

2.4.3. J[ f(x,y,z)dxdydz =

s s v

G
- f” f(qol(u,v,w),cpzcu,v,w),%(u,v,w))""—(ﬁl’—?l du dv dv,

3 (u,v,w)
G

waarbij de differentieerbare vectorfunctie

i

i
b
!
§
i

erpr

X = (P](U9V,W) s ¥ = (PZ(U,V,W) sy 2 = ¢3(U,V,W)

een bijectie is van het gebied G' in de (u,v,w)-ruimte op het gebied G in de

£ (x,v,z)-ruimte,

We zullen deze transformatieformules niet bewijzen, doch volstaan met de

E volgende toelichting waarbij we ons beperken tot 2.4.3.

| In het college Wiskunde 20, 4 werd de integraal van een functie f over een
begrensd gebied G als volgt ingevoerd. Verdeel G in (infinitesimale) elemen-

ten Ei met maat u(Ei),kies punten gi € Ei en vorm de Riemann-som

Z f(gi)u(Ei). Laat vervolgens het aantal elementen tot oneindig en de afmetingen
der elementen tot nul naderen. Indien nu de Riemann-som een limiet heeft, dan

noemt men deze limiet de integraal van f over G, algemeen genoteerd als fo du.
e ——
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In het college Wiskunde 20, 4. is gesteld dat f fdy zeker bestaat als G
G

een begrensd en gesloten gebied is met voldoend gladde rand en de functie f
continu is op G. De integraal is onafhankelijk van de keuze van de punten g,
en van het type infinitesimale elementen waarin G verdeeld is. Voorts mag de
maat u(Ei), nodig voor de berekening van de Riemann-som, worden vervangen
door een benaderende uitdrukking mits de daarbij gemaakte fout van kleinere
orde 1is dan p(Ei) (zie college Wiskunde 20, 4.1.6 en 4.5.2).

De transformatieformule 2.4.3 volgt nu door f.fdu op twee manieren te be-—
G
rekenen,corresponderend met twee verschillende verdelingen van G in infini-

tesimale elementen:

(i} Verdeel G in blokken van de gedaante

E, 1= {(x,y,2) | X, £ X S X Hx, y, Sy Ly thy, 2, £ 2% zi+Az}

met maat u(ﬁi) = Ax Ay Az. Overeenkomstig de afspraak in het college Wiskunde

20, 4.5.4 wordt de aldus berekende integraal genoteerd als

JJJ f(x,v,2)dx dydz := ffdu . (1)
G G

(ii) Het gebied G in de (x,y,z)-ruimte is beeld van het gebied G' in de

(u,v,w)-ruimte onder de'afbeelding

x = g, (u,v,w) 5,y = g (u,v,w) , 2= g,a(u,v,w)

of in vectornotatie: x = g(u), waarbij x = (x,y,2z), u = (u,v,w). Verdeel nu

G' in blokken van de gedaante

il o= .S u S u.+ . S v S v.+ W, S W< W+
E: {{u,v,w) { ug u s u,+hu, v, sV Sy, Av, i Wy Aw}

met maat u(Ei) = AuAv Aw. Door de afbeelding x = ¢{u) wordt deze verdeling
overgevoerd in een verdeling van G in (infinitesimale) elementen Ei 1= ngi).
In het algemeen zullen deze Ei's niet van een eenvoudige vorm zijn zodat de
maat u(Ei) niet bepaald kan worden. Bedenk nu dat de vectorfunctie g diffe-
rentieerbaar is en dus lineair benaderbaar in u, := (ui,vi,wi), d.w.z. voor
u in de buurt van 4 is ¢(u) te benaderen door de lineaire functie

yu) = g(u;) + A(g-—gi),waarbij A de functionaaloperator van ¢ in u; is.

Onder de lineaire afbeelding x = P(u) zal Ei overgaan in E; i= iji). Men

.kan dan bewijzen dat u(Ei) e u(EI),waatbij de fout in deze benadering van
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N * . .
kleinere orde 1is dan'u(Ei). De elementen Ei zijn nu wel van een eenvoudige
vorm. Men kan eenvoudig inzien dat E; een parallellepipedum is opgespannen

door de vectoren

Ix X ax

a=z—f4fu, b=e=A4Av, c= o hw

aangrijpend in het punt X, = E(Ei); zie onderstaande figuur.

De inhoud van dit parallellepipedum is gelijk aan (zie college Wiskunde 20,

3.6.2) de absolute waarde van de determinant

Au —_— Av -— Aw

9x Ix B}
u v aw

Bu
D(a,b,e) = EX-Au )4 Av %% Awl =

== 2u ov
9z dZ Bz
E Au E Av e Aw

=-§—(i(4y—"z—)-ﬂ.uAvAw = J(u, )Au Av &w ,
3(u,v,w) =1

waarin J(u;) de determinant van Jacobi is. We vinden dus u(EI) = |J(gi)|AuAvaw.

Vorm nu de Riemann-som behorend bij de functie f en het gebied G verdeeld in

elementen E.. Kies gemakshalve £; = ¥; en benader u(E;) door u(E:), dan

wordt de Riemann-som gegeven door
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g £(x;)uE]) = § £(p(u))|I(u;) [auavaw .

De laatste som is ook op te vatten als een Riemann-som behorend bij de func~
tie f(g(g))]J(E)] en het gebied G' verdeeld in elementen Ei met maat
U(Ei) = AuAv Aw. Laat nu het aantal elementen Ei tot oneindig en de afmetingen

der elementen tot nul naderen, dan nadert de Riemann-som tot de limiet

f” £(e () [I(u) |dudvdw =

GT
= J'Jf f(q)i(U,V)W);(pz(u!vsw),@B(upV,W))lgé:::——'%f“%" du dV dW . (2)
G!

Gelijkstelling van de resultaten (1) en (2) levert precies de transformatie-
formule 2,4.3,

De formules 2.4.2, 2.4.3 zijn bijzondere gevallen van de volgende algemene
transformatieformule voor meervoudige integralen over een begrensd gebied in

‘Rn:

”f £(x)dx, dx, ... dx_ =”{ £(p ()

G G'

a(xl,xz,...,xn)

duxduz...dun,

a(u],uz,...,un)

waarbij de differentieerbare vectorfunctie

x = g(u} , x; = @i(u],uz,...,un) , 1 =1,2,,..400 ,

een bijectie is van G' op G.

Voor n = | gaat 2.4.4 over in

J f(x)dx = f f(m(u))!¢'(u)|du .
G G'

Laat hierin G' het interval ¢« £ u £ B zijn, dan is G het beeldinterval onder
de bijectie x = g(u); G heeft eindpunten a := ¢(a), b := ¢(B). De formule
2.4.5 stemt overeen met de substitutieregel 2.4.1, behalve dat in 2.4.5
¢'{u) is omgeven door modulus-strepen. De achtergrond hiervan is dat voor

enkelvoudige integralen de volgende afspraak over orientering geldt: als
b a
a » b, dan is f = - f .
a
Onderscheid nu twee gevallen met betrekking tot 2.4.5;:
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(1) Zij ¢'(u) > 0 voor a < u < 8, dan is ¢(u) monotoon stijgend op [«,B8l.
: b
Daaruit volgt a < b, waarna .f= f en 2.4.5 precies overeenstemt met

2.4.1, ¢ a

(ii) Zij ¢'(u) <0 voor @ < u < B, dan is ¢(u) monotoon dalend op [a,B].
a
Daaruit volgt a > b, waarna f = f en 2.4.5 overgaat in
b

a g .
[ f(x)dx = - j f(o(u))e' (u)du .
b 0.

Dankzij de afspraak over oriéntering is deze uitkomst gelijkwaardig met

2.4.1.

Voor meervoudige integralen kan men niet een dergelijke afspraak over orien-
tering maken. Vandaar dat in 2.4.4 de functionaaldeterminant voorkomt omge-

ven door modulus—strepen.

Voorbeelden. 1) De transformatieformules bij overgang op poolcodrdinaten

zijn op te vatten als een vectorfunctie met functionaaldeterminant

3(1(,2) =1 :
3(r,q) ’

zie 2,2, voorbeeld 2,
Daarmee correspondeert de volgende transformatieformule voor integralen

over een gebied in Rz:

JJ f(x,y)dxdy = JJ f(r cos 9, r sin g)rdrdyp .

G G'
G en G' zijn meetkundig dezelfde gebieden, beschreven in resp. cartesi-
sche coordinaten x, y en poolcoordinaten r, ¢. De voorgaande transforma-

tieformules werden reeds eerder toegepast in het college Wiskunde 20, 4.3.

2) De transformatieformules bij overgang op bolcoordinaten zijn op te vatten
als een vectorfunctie met functionaaldeterminant A

3(x,y,2) _ 2 _.
5(p,6,9) P ¢

»

zie 2.2, voorbeeld 3.

De overeenkomstige transformatieformule voeor integralen over een gebied

in JR3 luidt dan
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G

ffj f(x,yv,z)dxdy dz =

[J flp sin 8 cos g, p sin A sin ¢, p cos 8)@2 sin 9 dp dodg ;
G’

zie ook college Wiskunde 20, 4.5.4.

Bereken de oppervlakte van het gebied G in het eerste kwadrant dat begrensd
wordt door de krommen xy = !, xy = 5, y = x, y = 2x.

Onder de tranformatie
u=xy , v=y/x
zal G overgaan in de rechthoek
G' := {{u,v) | 1 Su<5,1<vs<2},

De inverse transformatie van G' in G wordt gegeven door

x=vu/v , y = Yuv

en de bijbehorende functionaaldeterminant is

-3 -4 -3/2
B(x,y) _ |29V Thew - L
8{u,v) %uhév% %u&v_ﬁ 2v °

De gevraagde oppervlakte is nu gelijk aan
5 2
. du dv _ dv
JJ dx dy = JJ 5 = J du J‘ T 2 log 2 .
G G' I 1

Bereken ff (:w:4 -y4)dxdy als G het gebied is, gelegen in het eerste kwadrant
G

en begrensd door de x~as en de krommen x2_y2 = 3, x2 —y2 = 4, x2+y2 = 5,

Onder de transformatie

_ L2 _ 2 2
u=x"-y" , w=x+y

zal G overgaan in het trapezium G' begrensd door de rechten u = v, u = 3,
u=4, v =5,

De functlonaaldeterminant van deze transformatie is
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3(u,v) ] 2x =2y

9({x,y) = 8xy ,

2x 2y

waaruit voor de inverse transformatie volgt

a(x,y) _ 1 _ ]

a{u,v) Bxy l;‘/vz — u2 :

De gevraagde integraal is nu te herleiden tot

4 5
4 4 uv i vdv
(x -y )dxdy=f[-——-—-—-—-dudv=— J‘udu J —_—— =
H d 4\/\:2—u2 4 sz —u2
G G 3 u
1 : ] 2 3/2{% 37
= Z' J u¥25 - u” du = -1—2 (25 u ) 3 ]—2

3
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Hoofdstuk 3. Fourierreeksen, uniforme convergentie

Fourierreeksen met periode 27

In de lineaire algebra spelen vectorruimten met inproduct en de daarmee sa-
menhangende begrippen orthonormaal stelsel en orthonormale basis een belang-

rijke rol; zie l.4.1, 1.4.2. Volgens 1.4.6 is elke vector x in een vectorruimte
i

met orthonormale basis g],gz,...,gn te Schrijven als ...}E = Z (-}E,gj)g
j=1

LI
-

We zullen nu deze begrippen en resultaten uitbreiden tot ruimten van func-

ties. Doel hierbij is de ontwikkeling van een willekeurige functie naar een
orthonormaal stelsel van functies. Omdat de dimensie van een functieruimte

in het algemeen niet eindig is, zal deze ontwikkeling niet meer een eindige
som maar een reeks zijn. De convergentie van deze reeks dient dan nader on-
derzocht te worden.

In dit hoofdstuk beperken we ons tot een speciaal geval van reeksontwikke-

ling, nl. de Fourierreeks corresponderend met een orthonormaal stelsel van

cosinus- en sinusfuncties., De Fourierreeks is echter in veel opzichten re-

presentatief voor het algemene probleem van reeksontwikkeling naar een or-

thonormaal stelsel,

Beschouw de verzameling van functies die gedefinieerd zijn op [-m,%] en
(eigenlijk) integreerbaar zijn over [-m,7n]. Met de gebruikelijke optelling

en scalaire vermenigvuldiging is deze verzameling een vectorruimte of line-

aire ruimte; men kan eenvoudig nagaan dat aan de axioma's 1.l.1 voldaan is.

We noemen deze vectorruimte R{-m,m)},.

In R(~m,m) definiéren we het inproduct van twee functies f en g door

i

(f,g) := j f(x)g(x)dx .

-m

Dit inproduct heeft dan de volgende eigenschappen:

1) (f,8) = (g,f) ,

2) (f,g+h) = (f,g) + (£,h) ,
3) (f,xg) = r(f,g) ,

4) (£,£) 2 0,

voor alle f,g,h € R(—7m,n) en alle r € R.
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Opmerking. Vergelijk deze eigenschappen met die vermeld in de definitie
1.4.1 van inproduct. Dan blijkt dat 1.4.1, eigenschap 4): (f,f) > 0 als

f # 0, hier niet geldt maar vervangen is door de zwakkere eigenschap:

(£,£) = 0. Desondanks zullen we (f,g) toch een inproduct noemen.

Op analoge wijze is te definiéren het inproduct in R(a,b), d.i. de verzame-

ling van functies integreerbaar over [a,b].

; De definitie van orthonormaal stelsel is dezelfde als in 1.4.2. We introdu-

ceren nu een speciaal orthonormaal stelsel in R(-m,1).

3.1.2. Stelling. De functies 9,> 0 = 0,1,2,..., gegeven door

| COS nx sin nx
; 05(x) = —, o9, (x) =——=, 9, (x) ="——=, (@=1,2,...)
;{. R T /r 2o =
; vormen een ortheonormaal stelsel in R(-m,w), d.w.z. (mm,mn) =0 als m # n en
l _ _
£ ($m,¢n) =1 als m = n.

Bewijs. Het bewijs volgt door expliciete berekening van de betreffende inte-

5 gralen:
:
- S
j (1) (vgr%0) = 37 J dx =1,
-
2 n T
: i
- (w2n-l’w2n—l) =T J cosznx dx = f%' f (1 + cos 2nx)dx =1 ,
m 7
(wzn,wzn) = % J sin’nx dx = E%- J (1 - cos 2nx)dx = 1 ,
- -
n
.. 1
(ii) (Ons9s ) = —— f cos nx dx = 0
0’¥2n-1 TTI/E !
-%
™
1
(9ns9,. ) = — f sin nx dx = 0 .
0 2n 11-/5

=T
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i

1 _
(1ii) (¢2m-l’w2n—1) = f cos mx cos nx dx =

=T

o

-2-]-; J [cos(m+n)x + cos(m-n)x]Jdx =0 , m#n,
-m
T

J sin mx 8in nx dx =

ERE

(QZm’@Zn) =
-T
™
= f% f [cos(m-n)x -~ cos{m+n)x]dx =0, m#n,
-7
K
(@yp-1299,) = %- [ cos mx sin nx dx =
-

m

5% J [sin(m+n)x -— sin(m-n)xJdx = 0 . O

Sl

De functies p, als gegeven in 3.1.2 hebben de bijzondere eigenschap dat ze
periodiek zijn met periode 2w, d.w.z. voor alle x € R geldt wn(x-+2w) =¢n(x).
Cp grond van deze eigenschap vormen de functies ?, ook een orthonormaal
stelsel op het interval [a,a+27] met willekeurige a ¢ R, Dit is eenvoudig in

te zien met behulp van de volgende stelling.

% 3.1.3. Stelling ("versleepstelling"). Zij f integreerbaar over [-7,m] en periodiek

met periode 27, dan geldt voor elke a £ IR:

a+2w T

J fix)dx = f f(x)dx .

d =T

Bewijs, Uit de gegevens van de stelling volgt dat f integreerbaar is over

elk interval [a,bl. We schrijven nu

a+2q - ki3 a+2n
f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx + f f(x)dx .

a a =T LS
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De eerste en derde integraal in het rechterlid van deze betrekking zijn
juist tegengesteld, zoals blijkt door de substitutie x =y + 271 in de derde

integraal:

at2n ' . a a -
f(x)dx = j fiy +2m)dy = J f(y)dy = - f f(y)dy . C

kis - =T a

Uit 3.1.2, 3.1.3 volgt:

Stelling. De functies 9, als gegeven in 3.1.2 vormen een orthonormaal stel-

sel in R(a,a+2n) voor elke a € R.

We beschouwen nu de ontwikkeling van een functie f € R(-7v,m) naar het ortho-
normale stelsel functies 9, Geleid door het overeenkomstige resultaat 1.4.6

uit de lineaire algebra, stellen we

(=]

£~ Z (f’q’n)CPn s
n=0

waarbij het "~"

—~teken slechts voorlopig is en aangeeft dat de reeks "behoort"
bij de functie f. We zullen 3.1.5 nader uitwerken. Substitueer de functies %

als gegeven in 3.1.2 en voer in de korte notaties

r& L ( ‘ fﬂ (
a. 1=—— (£, = f(x)dx
0 *10 2n :
v .
m™
1 1
1= — (f ) == £(x) cos nx dx , ne N
1% (Es8on-1) = 7 f ’
VrTF =T
s
bn =L (f,m2n) = % f f(x) sin nx dx , ne W,
" /1? -1

De aldus gedefinieerde coefficiénten a_, b heten de Fouriercoéfficiénten

van f. De reeksontwikkeling 3.1.5 gaat nu over in

o0

f(x) ~ iao + nzl (a  cos nx + b, sin nx) .

Het rechterlid heet de Fourierreeks. (met periode 2m) van f.




.-.81_

Ten aanzien van 3.!.7 doen zich nu twee vragen voor:
1) Is de Fourierreeks wvan f convergent?
2) Indien de Fourierreeks van f convergent is voor zekere x, is dan de som

gelijk aan £(x) 7

Een groot deel van de theorie der Fourierreeksen is aan deze vragen gewijd.
Het blijkt dat niet voor elke functie f ¢ R(~m,m) de bijbehorende Fourier-
reeks convergent is met som f(x). Evenwel, voor een belangrijke deelverzame-

ling van R{-n,m) wordt in de hierna volgende hoofdstelling der Fourierreek-

sen bewezen dat het antwoord op de vragen 1) en 2) bevestigend is,
Vooraf zij nog opgemerkt dat, in geval van convergentie, de som van de
Fourierreeks van f periodiek is met periode 2n. We zullen daarom zo nodig f

periodiek voortzetten met periode 2m door middel van de betrekking

f(x+2m) = £(x). In dat geval wordt stilzwijgend verondersteld dat
f(-7) = f£(n).

3.1.8. Definitie. Een functie f voldoet in £ ¢ IR aan de Dirichlet-condities als

1) £(g+) := 1im £{£ +h) en £(&) := lim £(£ +h) bestaan,
hi+0 h+0

i1) £'(E+) := lim E(E"h)h_ £(5+) £1(6-) := lim

h+0 h+0

£CE+D) = £(87) postaan,
h

Opmerking. De rechter~ en linkerlimiet f£(£+) en f(&£~) behoeven niet gelijk

te zijn, evenmin als £'(£+) en £f'{&-).

~ 3.1.9. Stelling (hoofdstelling der Fourierreeksen). Zij £ € R{-m,m) en periodiek
voortgezet met periode 2n. Indien f in £ voldoet aan de Dirichlet-condities,

dan is de Fourierreeks van f convergent in § met som 4[f(&+) + F(£~)1.

Opmerkingen. 1) Indien f tevens continu is in £,dan is de som van de Fourier-
reeks in £ gelijk aan £(£).

2) Beperkt tot de oorspronkelijke definitieverzameling [-n,7] van f is de
hoofdstelling als volgt te formuleren. Indien f in £ ¢ (-7,7) voldoet aan
de Dirichlet-condities,dan is de Fourierreeks van f convergent in £ met
som §[£(&+) + £(5-)1. Indien f in * maan de Dirichlet-condities voldoet,
d.w.z. indien de limieten £(~m+), f(n=), £'(-n+), £'(n-) bestaan, dan is

de Fourierreeks van f in+ 7 convergent met som s[f(-m+) + f(m=)].
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Het bewijs van de hoofdstelling zal worden gegeven in 3.2,

We bespreken nog een tweetal bijzondere gevallen van de Fourierreeks 3.1.7.
Zij f € R(-n,n) een even functie, d.w.z. f(-x) = £(x) voor x ¢ [-m,n], Dan

volgt voor de Fouriercoefficienten b, a:

m W
! . B _2
bn == f f(x) sin nx dx = 0 , a =3 J £f(x) cos nx dx ,
n 0
omdat £(x) sinnx oneven en f{x)} cos nx even 1is.

De Fourierreeks van f bestaat nu enkel uit cosinustermen

f(x) ~ iao +
n

a_ cos nx ,
,

e 8

en we spreken van een Fourier—cosinusreeks.

Zij £ ¢ R{(-n,n) een oneven functie, d.w.z. f(-x) =-£f(x) voor x ¢ [-m,7w],
Dan volgt voor de Fouriercoefficiénten a, b:
T ™
1 2 .
a = J f(x) cos nx dx = 0 , bn == f f(x) sin nx dx ,
- 0

en de Fourierreeks van f gaat over in

f(x} ~ z bn sin nx .
n=1

We spreken dan van een Fourier-sinusreeks.

Voorbeelden. 1) Zij £(x) = x voor -7 £ x £ w.

De functie f is oneven =zodat a = 0, terwijl
m i n
+ 2 J cos nx dx = 2 (_])n—l
nn n

0

2 . 2
b =~ X 8in nXx dx = — — X co0s nXx
T nmw

n
0

0

Omdat f voldoet aan de Dirichlet-condities op (-m,mn), volgt met de hoofd-

stelling (3.1.9) voor de Fourierreeks van f:

oo
n-1 si
2 z {-1) Ei%;gé =X VOOT -M < X < T .
n=1
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Voor x = +m is de som van de Fourierreeks 0, in overeenstemming met

f(-n+) = -1 en £(n=) = 7.
Substitutie van x = /2 geeft

m
+---=Z"

1 1
t-3*35°7

in overeenstemming met college Wiskunde 10, 4.5.14, voorbeeld 2; de reeks in

het linkerlid is de machtreeks van arctan x met x = | gesubstitueerd.

Zij f(x) = x2 voor -7 £ x £ T,

De functie f is even zodat bn = 0, terwijl

ki

oo 2 [ 22T 2r?
0 m x 3n 0 3 ?
0
kil
2 J 2
a = — X cos nx dx =
n T
0
m
=2 X~ sin nx
nn o M

0

met gebruikmaking van het resultaat voor bn uit voorbeeld 1.

n

m
4 . 4
- = f x sin nx dx = = (-1)n ,. N

1,2,3,...

Omdat f continu is op [-m,m] en voldoet aan de Dirichlet-condities, volgt

voor de Fourierreeks van f:

2 =5
x2 =J 44 z (-1 S22 BX  onr -
3 2
n=1 n

Substitutie van x = m, resp. x = 0 geeft

Zij de functie f gegeven door

c voor -m < x < Q ,
f(x) = d

j{(c+d) voor x =0, x==*7,

voor 0 < x < 1w,

waarbij ¢ en d constanten zijn.

We berekenen de Fouriercoefficienten van f:

<

X

T

1
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o . m
a =l fcdxi-l Iddx= c+d ,
0 b w
- 0
0 T
a = l J c cos nx dx + 1 f dcos nxds =0, n=1,2,3,... ,
n T T
- 0
0 T
b = 1 f ¢ 8in nx dx + 1 f d sin nx dx =
n T "
-7 0
- - (_])n__1 i 0 VOOTr n even,
. nm 2(c—-d)
- ~—=———2  ypor n oneven.

nmw

Omdat f voldoet aan de Dirichlet—condities volgt met de hoofdstelling

(3.1.9):
- ¢ als -7 < x <0,
_ 2(e-d) sin(Zn+ 1)x _

t(c+d) p Zo e =4 d als 0 < x <7,

n= $(c+d) als x=0, x=%m.
4) Neem in het voorgaande voorbeeld c = -n/4, d = w/4, dan volgt

- -1/4 als -m<x <0,

z&%w: -n-/[', alsO(x(Tr’

=0 n+|

0 als x =0, x =7,

We komen nog terug op de oorspronkelijke reeksontwikkeling 3.1.5.

3.1.10, Stelling. Laat de functies PgsPys@ps-e. €en orthonormaal stelsel in R{-n,w)

o0

vormen en zij £ € R(-n,7). Dan is de reeks z (f,q)n)2 convergent en er

geldt =0

I (£,00° < (£,£) (ongelijkheid van Bessel).
n=0

Opmerking. Vergelijk deze ongelijkheid met de ongelijkheid van Bessel

(l.4.6) uit de lineaire algebra.

Bewijs. Voer in de korte notatie c, i= (f,wn), dan is
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) )
(f - c g ,f - c.p )=
heg D peg B D
_ N N N
= (f,£) - 2(f ,nzo o)+ <m£0 Cmmm’nzo c ®,) =
N N N
| = (£,8) -2 } c(fio)+ [ I ce (o,9)=
i n=0 m=0 n=0
I N N N
! 2
i = (£,£) -2 ) ci ) ci = (£,£) - ) c
n=0 n=0 n=0
Het eerste lid van deze identiteit is 2 0, zodat
N
} <l s (5,6,
n=0
. : T 2_F 2
geldig voor elke N. Daaruit volgt dat de reeks { .~ Z (f,mn) conver-—
gent is met som = (f,f). n=0 n=0 a

De voorgaande stelling geldt voor een willekeurig orthonormaal stelsel in

R(-w,7). We passen nu de stelling toe op het orthonormale stelsel ingevoerd

in 3.1.2, Dan is volgens 3.1.6:

| (£,94) = @ ay (f.wzn_]) = /1 a

n ¥ (fp‘pzn) = /F bn *

waarbi j a b de Fouriercoefficienten van f zijn. Substitutie in de onge-

lijkheid van Bessel leidt tot

m
o«

: 2 2 .2, 1 2
13.].11. &ao + n£1 (an-bbn) < e f f7(x)dx .
- -

Uit de convergentie van de reeks in het linkerlid volgt dat a > aQ, bn + 0

als n - =, Dit levert de volgende

3.1.12. Stelling. Zij f ¢ R(-w,n), dan is

T T

lim f f(x) cos nx dx = 0 , lim J f(x) sin nx dx = 0 ,

o0 nire
- -
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Opmerking. We vermelden dat voor f ¢ R(-m,m} zelfs het gelijkteken geldt in
3.1.01:
T

iag + z] (ai-rbi) = % J fz(x)dx (gelijkheid van Parseval).
n=

=7
ken bewijs van deze gelijkheid (onder zekere extra voorwaarden voor f) wordt

gegeven in 3.6.11,

Voorbeeld. 5) Pas de gelijkheid van Parseval toe op de Fourierreeks uit

voorbeeld 1, dan volgt

“ 1 33 JXd"“T’ I -
n=1 n . =

in overeenstemming met het resultaat uit voorbeeld 2.

De voorgaande theorie der Fourierreeksen is in verschillende richtingen uit
te breiden. Uit 3.1.4 volgt dat een functie £ € R(a,a+2m) eveneens te ont-
wikkelen is in een reeks naar de functies 9; de hoofdstelling (3.1.9) blijft
na passende modificatie wvan kracht. In de literatuur wordt ook wel het in-
terval [0,21] en de functieruimte R(0,2n) als uitgangspunt voor de Fourier-
reeks genomen.

Een verdere uitbreiding tot Fourierreeksen met periode p voor functies

f ¢ R(-4p,ip) wordt besproken in 3.3.

Tenslotte kan men naast de Fourierreeks ook reeksontwikkelingen naar andere
orthonormale stelsels beschouwen., Hierbij zal voor de coefficienten in de

ontwikkeling weer de ongelijkheid van Bessel (3.1.10) gelden,

Bewijs van de hoofdstelling der Fourierreeksen

Als voorbereiding geven we eerst een tweetal hulpstellingen,

N .
Lemma. % + X sin{N+3)t

cos nt = -
2 sin it
n=1

Bewijs. We gebruiken een complexe schrijfwijze:
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1 N | N int 1 ei(N+1)t _ eit
5 + Z cos nt =5 + Re E e =7 + Re e =
n=1 n=1 e” -1
: Ll e JLWhe _ e L Sin(N+})t = sin jt _ sin@N+ ]t
2 2i sin 4§t 2 2 sin it 2 sin it

Deze afleiding is correct mits sin it # 0, i.e. mits t # 2mn, m geheel.

Voor t = 2mr is de te onderzoeken som gelijk aan 4 +N. We definiéren dan

SAOeby L ssEepe :
{ t=Zmmn t>2mm
! ﬂ T N
: 1 sin(N+ 4§t 2 1 _
3.2.2, Gevolg. - f sin Tt dt = p f [2 + Z cos ntldt = 1 ,
n=]
0] o
3.2.3. Lemma. Zij -m £ a < b s 1 en zij f(eigenlijk)integreerbaar over [a,b], dan geldt
b
lim J f(t) sin(n+4)e de = 0 .

>
a

Bewijs. Voer in de functie g(t) gegeven door
f(t
g(t)ﬂ{()

0

b i
f £(r) sin(n+{)t dt = f g{t) sin(n +{§)t dt =

a =

als astsb,

als -7 £ t < aenalsb <t =sm,

e T m e m

dan is

1 m

= f g(t) cos it sin nt dt + f g(t) sin it cos nt dt ,

i

-m

De laarste intepralen naderen tot 0 als n & o op

. Stelling (hoofdstelling der Fourierreeksen). 2ij
voortgezet met periode 2m, Indien f in £ voldoet

dan is de Fourierreeks van f convergent in £ met

grond van 3.1.12. - 0

f ¢ R(-1,7) en periodiek
aan de Dirichlet-condities,
som $[£(E+) +£(&=-)].
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Bewijs. 2ij SN(E) de N-de partiele som van de Fourierreeks van f in &:

N
SN(E) = iao + nzl (an cos nE + b, sin ng) .

Substitueer voor 2, bn de integralen 3.1.6, dan ontstaat er

T N T
SN(E) = 5% f f(x)dx + Zl [SE%FES f £(x) cos nx dx +
-7 n= -
T
+ El%rﬂé f £f(x) sin nx dx} =
-
AN
=T ] [§-+ z (cos nf cos nx + sin nE sin nx]f{x)dx =
— n=|
L[N
== f [§~+ nzi cos n(x~E)Jf({x)dx .
-7

De integrand in de laatste integraal is periodiek met periode 2m; volgens

m E4+m
de versleepstelling (3.1.3) geldt dan f = f . Stel in de aldus verkre-
gen integraal x- ¢ = t, dan volgt o &
» 4 N
SN(E) = j [? + Z cos ntlf(f + t)dt .
n=]
-7
0
Splits deze integraal in f + f en vervang in de eerste integraal t door
—-t. Dan ontstaat er -
(1 N
Sy(E) = — J (5 + 7 cos ntllf(E+t) + £(£~t)]dt =
n=1]
0
m
_ 1 sin(N+ i)t _
-1 f et [E(E+©) + £(6-0)lde
0

op grond van 3.2.1.

Vorm nu het verschil
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Sg(E) = $LECE+) + £¢6-)] =

" ™
-1 sin(N+ 3t - - - sin(N+ i)t -
= J T sin go LTE+E) +E(E=£)]dt = 5= [£(E+) + £(£-)] f e kel
0 0
m
1 sin(N+ )t _ L _
I f T sin 4o LECE+t) - £(&+) + £(g-t) - £(£-)1dt,

waarbij gebruik gemaakt is van 3.2.2.

Op de laatste integraal is het lemma 3.2.3 van toepassing. Schrijf daartoe

fE ) - £(E+) + £E—t) - £(E-) _
2 sin it

g(t)

" sin It t t

it [f(a-+c> - E(E¥) | £(E-t) - f(a—)]

De functie g is integreerbaar over [a,n] voor elke a ¢ (0,m], terwijl

lim g(t) bestaat omdat de functie f voldoet aan de Dirichlet-condities in £.
t+0
De functie g is dan integreerbaar over [0,7]. Met behulp van 3.2.3 volgt dan

tenslotte
b3
lim J g(t)sin(N + §)t dt = 0 , dus 1lim SN(E) = JLF(E+) + £(E~)] ,
N N-+oo
i.e. de Fourierreeks van f is convergent in £ met som ILECE+) + £(E-) 1. O

Fourierreeksen met periode p, complexe schrijfwijze voor Fourierreeksen

Beschouw de verzameling R(-ip,}p} van functies die gedefinieerd zijn op
(-ip,ip] en integreerbaar zijn over [-4{p,4p]. Door een simpele transformatie
van de onathankelijke variabele zijn nu de resultaten uit 3.1 over te dragen
naar de functieruimte R(-}p,ip). Ga daartoe uit van een functie

f ¢ R(-4p,4p). Onder de transformatie 2mx = py zal f(x) overgaan in
£(x) = £&D =: gy

met g € R(-m,n). De functie g is nu te ontwikkelen in een Fourierreeks met

periode 2m:
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8

gy} ~ ta, + n£1 (a  cos ny +b_ sin ny)

met Fouriercoeéfficienten a_, b gegeven door
T m

1 ! i
a == f g(y) cos ny dy , b_ = p f g(y) sin ny dy .

- -7

Substitueer y = 2nx/p, dan gaan deze resultaten over in

P ip
3.3.2. a = 2 } £(x) cos Zomx dx , -2 f £f(x) sin Znmx dx ,
n P P P P
-ip -4p
3.3.3 £(x) ~ ja, + of (a_ cos ZBIX ,  gjp 207Xy
e 0 ol P n

n=1

De coefficienten a, b, als gegeven in 3.3.2, heten weer de Fouriercoéffi-

ciénten van f. Het rechterlid van 3.3.3 heet de Fourierreeks (met periode p)
van f. De functies cos(2nmx/p), sin(2nwx/p) zijn namelijk periodiek met pe-
riode p, d.w.z. voor alle x ¢ R geldt g(x+p) = ¢(x) waarbij

p{x) = cos(2nmx/p) of p(x) = sin(2nmx/p).
In geval van convergentie is de som van de Fourierreeks van f eveneens peri-

odiek met periode p. We zullen daarom zo nodig f periodiek voortzetten met

periode p door middel van de betrekking f(x+p) = f(x). Hierbij wordt stil-
zwijgend verondersteld dat f(-4p) = £(ip).

Indien f(x) voldoet aan de Dirichlet-condities in x = £, dan zal g(y), als
gedefinieerd in 3.3.1, voldoen aan de Dirichlet-condities in y = 2mE/p. Op
de Fourierreeks van g is dan de hoofdstelling (3.1.9) van toepassing:

sin

2nvwg 2nrk - 2né 215 _
B +b -—5-) ilg( 5 +) + g{ 5 1.

ba, + ) (a_ cos
Het linkerlid is tevens. de Fourierreeks van f in £; het rechterlid
is over te voeren in {[£{£+) + f{(E-)]. De hoofdstelling blijft dus geldig

voor de Fourierreeks (met periode p) van f.

3.3.4. Stelling (hoofdstelling der Fourierreeksen). Zij f e R(-ip,ip) en periodiek
voortgezet met periode p. Indien f in £ voldoet aan de Dirichlet-condities,

dan is de Fourierreeks van f convergent in £ met som WE(E+) + £(5-)].
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Analoog aan 3.1.3 is te bewijzen:

Stelling ('versleepstelling'). Zij f integreerbaar over [-}p,ip] en perio-~

diek met periode p, dan geldt voor elke a ¢ R:

atp ip
! f(x)dx = J f(x)dx .
a -ip

Met behulp van deze stelling volgt dat cok een functie f € R(a,a+p) te ont-
wikkelen is in een Fourierreeks met periode p van de gedaante 3.3.3. De
hoofdstelling (3.3.4) blijft daarbij van kracht. De Fouriercoefficienten van

f worden in dit geval gegeven door

atp atp
a -2 J f(x) cos ZnTx dx , b_ = 2 J f(x) sin Znmx dx .
n P P n P P

a a

Voorbeeld., 1) Zij f(x) = cos x voor 0 < x < im.

Gevraagd wordt om de functie f te ontwikkelen in een Fourierreeks met periode

im. Bereken daartoe de Fouriercoefficienten van f£f:

m
-2 dx = &
a, In cos x dx — s
0
in ko
a = f%- J cos X cos 4nx dx = % f [ecos(4n+ 1)x + cos(4n - 1)x]dx =
0 0
=_2_( 1 )__ 4
- - »
T \4n+ 1 4n - 1 11(16n2-1)
£1T %17
2 . 2 : . _
bn *Is f cos X sin 4nx dx = - f Csin{dn + 1)x + sin{4n=- Dxldx =
0 0
23_( 1, 1 ),, 16n
T \4n + | 4n - 1 1r(16n2-l)

Omdat f voldoet aan de Dirichlet-condities op (0,4w), volgt met de hoofd-

stelling voor de Fourierreeks van £:
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ERE-=

%‘+ ) [} cos_4nx _ 4n sin Anf} = cos x voor 0 < x < kv
n=1

6nZ -1 16n° -1

Voor x = 0 en voor x = in is de som van de Fourierreeks gelijk aan

ALE0+) + £(3n=)] =‘l; er moet dus gelden

8

—1 -1
2 2 "

4
" n=1 16n° -1

2.
T

I~

n

Splits ]/(16n2-1) in partiele breuken, dan ontstaat er

2 2 % 1 2 . _ 1,1 _1 _
T ‘n’nzl(an-l -’+n+l) AL A A

in overeenstemming met het resultaat uit 3.1, voorbeeld I.

Zij £ € R(0,p), d.w.2z. de functie f is gedefinieerd op [0,p] en integreer-

baar over (0,p]. We wensen nu f te ontwikkelen in een Fourier-cosinusreeks,

d.i. een Fourierreeks met louter cosinus~termen. Daartoe wordt f voortgezet
tot een even functie op [~p,p] door middel van de definitie f(x) := f(-x)
als -p £ x < 0, De voortgezette functie f behoort tot R(-p,p) en is te ont-
wikkelen in een Fourierreeks met periode 2p. Bepaal de Fouriercoéfficiénten
van £ door

P P

_ 2 2nnx L 2 2nnx
a = 7 J f(x) cos 77 dx > [ f(x) cos ) dx ,

-p O

terwijl bn = 0 omdat f even is. De Fourier-cosinusreeks van £ luidt nu

o«

2nmx
f(x) iao + nzl a  cos T

De hoofdstelling (3.3.4) blijft geldig: indien £ in £ voldoet aan de
Dirichlet-condities, dan is de Fourier-cosinusreeks van f convergent in £
met som 4[£(£+) + £(£~)] als 0 < £ < p, £(0+) als € = 0, f(p~) als £ = p; ga
dit na.

Evenzo kan men een functie f ¢ R(0,p) ontwikkelen in een Fourier-sinusreeks,

d.i. een Fourierreeks met louter sinustermen. Daartoe dient f te worden
voortgezet tot een oneven functie op [-p,pl door middel van de definitie

f(x):==f(-x) als -p £ x < 0. Ontwikkel de voortgezette functie f in een
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Fourierreeks met periode 2p. Voor de Fouriercoefficiénten van f vinden we:

a, = 0 omdat f oneven is, terwijl
p P
_ 2 . 2nTx .2 . 2nmx
bn p J f(x) sin 7 dx > J f(x) sin —EE“ dx .
_p O

De Fourier-sinusreeks wan f luidt dan

- . 2nmx
f(x) ~ E b sin —=< ,
n=| n 2p

Ook nu geldt de hoofdstelling: indien £ voldoet aan de Dirichlet-condities
in £ ¢ (0,p), dan is de Fourier-sinusreeks van f convergent in £ met som

ALE(E+) + £(&~)]. In x = 0 en in x = p is steeds de Fourier-sinusreeks con-

vergent met som O,

Opmerking. Blijkens het voorgaande is een functie f € R(D,p) te ontwikkelen

in (i) een Fourierreeks met periode p, (ii) een Fourier-cosinusreeks,

(i1i) een Fourier-sinusreeks. De drie reeksen zijn in het algemeen verschil-
lend; ze hebben evenwel dezelfde som op (0,p), aangenomen dat f op (0,p) aan de
Dirichlet-condities voldoet. Let er voorts op dat de cosinus— en sinusreeks

periode 2p hebben.

Voorbeelden. 2} Zij f(x) = sin x voor 0 s x s .,

Gevraagd wordt f te ontwikkelen in een Fourier-cosinusreeks. We zetten de
functie f voort tot een even functie op [-w,m], met het resultaat:

f(x) = |sin x| voor -n < x s #. De Fourierreeks (met periode 27m) van de
voortgezette functie f vormt nu de gevraagde Fourier-cosinusreeks.

Bepaal de Fouriercoefficieénten van f:

] T
an = -TF J sin X cos nx dx = % j [Sin(‘n+ l)x - Sin(n_ ])x]dx =
0 0
1 |+ (=) 1+ (-DP ] 0 Voor n oneven, n ¥ 1,
T n+l n-| .
5 VOOT N even,
n(n“-1)
T
a -1 f sin 2x dx = 0,
] i

in het bijzonder ag = 4/m, terwijl b, = g.
Omdat de voortgezette functie f continu is op [~m,n] en voldoet aan de

Dirichlet-condities, volgt met de hoofdstelling:
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@
2 _ 4 cos 2nx .
- == z ——— = ISln x] voor -m S X ST .,
T oo 2

n=1 4n” - |

Omdat linkerlid en rechterlid periodiek zijn met periode 2m, geldt dit re-

sultaat zelfs voor elke x.

3) Zij £(x) = x voor 0 € x = 1,
Ontwikkel f in een Fourierreeks met periode |. De Fouriercoefficiénten wor—

den dan gegeven door

ag = 2 f xdx = 1| ,
0
1 1 1 l 1
a =2 '(x cos 2nmx dx = — x sin 2nmx| - — f sin 2Znmx dx = 0 ,
n nn o B"
0 0
1 1
1 1 ] 1
b =2 .[x sin 2n7x dx = -~—x cos 2nTX + — f cos 2nmx dx =--— ,
n nw o °F nn

0 0

Omdat f voldoet aan de Dirichlet-condities geldt voor de Fourierreeks:
=x voor 0 < x < 1,

v sin 2
E nnx

Vervolgens ontwikkelen we f in een Fourier-cosinusreeks (met periode 2).

De Fourier-coéfficienten a; worden dan bepaald door

ag = 2 f xdx =1,
0
1 |
|
* J 2 . 2 f .
a =2 X cOS nmtx dx = — X sin nmx - — sin nnx dx =
t nm 0 nm
0 0
9 I 0] voOr n even,
=== [1-(-D"] =
nom = 33 Voor n oneven.

nmT

Met behulp van de hoofdstelling volgt dat de Fourier-cosinusreeks convergent

is veor 0 € x £ | met som f£(x), zodat we vinden
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1 v cos(2n + 1)wx
2

n=0 (2n+l)2

4
- - = x voor O £ x £ 1
m

Tenslotte ontwikkelen we f in een Fourier-sinusreeks. De Fouriercoeffici-

enten b: worden dan bepaald door

] 1 |

b* = 2 I x sin nmx dx = - 2 X COS8 RUX + JL f cos nnx dx = JL—(-l)n_] .
n am 0 nm nm
0 0

Op grond van de hoofdstelling geldt voor de Fourier-sinusreeks:

[

gin nmx = x wvoor 0 £ x <1,

o

(_l)n-l
n

n=1

Fourierreeksen vinden toepassing bij de beschrijving van fysische verschijn-
selen die periodiek zijn in de tijd of in de ruimte. Laat bijv. £(t) een

"signaal” zijn dat periodiek is in de tijd t met periode of trillingstijd T,

i.e. f{t+T) = £f(t). Dan is f{t) voor te stellen door de Fourierreeks met

periode T:

£(t) ~ day + nZl (a, cos nwt + b sin nwt),

waarin w = 2n/T de zg. grondfrequentie is. De n-de term van de Fourierreeks

kan als volgt worden herschreven:

a cos nwt + b_ sin nwt =
n n

4

Va2 + b2 [cos ¢_ cos nwt — sin ¢ éin nwt] =
n n n n

‘/ 2 2
a + bn cos(nwt-+¢n) .

waarin voor de hoek ¢, geldt tan v, = -bn/an. De n-de term beschrijft

nu een harmonische trilling met amplitude Vﬁ% + bﬁ, hoekfrequentie nw en

fasehoek ¢ . Men noemt deze n-de term wel de n-de harmonische van het signaal

f(t). De hoekfrequentie van de opvolgende harmonischen iseen geheel veelvoud

van de grondfrequentie.




i T L A s

T EmEA

T AT T

..96_

Tenslotte bespreken we nog de complexe schrijfwijze voor Fourierreeksen.

Beschouw de Fourierreeks 3.3.3 en herschrijf de n-de term volgens

a_ cos 2nTx + b_ sin 2nmx
n n
= Ja dexp| BTl |, oppf- 2nmxil 1y [op 2Kl | o p|- ZRTXI
= }(a "ib)t’!X}'J-z—i—tﬂ + 4(a +ib)exp--2—§% .
n n P n n P
Voer nu in de coefficiénten
ip
c. = i(a_-1ib_} = 1 J‘ f(x)[cos nmx i sin zmTﬂdx =
It n n P P P
-ip
ip
1 Zin-nle
= - £(x) exp|- X4
P f () XP[ p 17
-ip
ip ) ,
e . -1 nnx .. nmx -
c_, = i(an-+1bn) 5 j f(x)[;os > + i sin }dx
~4p
ip )
1 invx
=— | UL PP
5 f (x) exp[ > ] x
-4p

o[-

P
f(x)dx ,
~ip

waarbij de Fouriercoefficienten a_, b ontleend werden aan 3.3.2.
In complexe schrijfwijze neemt de Fourierreeks 3.3.3 dan de volgende vorm

aar:
(=3 2-
inmx
f(x) ~ } ¢ expl:———-——]
- n P
n=-w
met coéfficienten

ip

h =%- J f{x) exp[— -z—-ll;—u}dx
~ip
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| 3.4, Fourierintegralen

Z2ij de functie f gedefinieerd op (-=,») en zij f niet periodiek. De voor-

gaande theérie der Fourierreeksen is dan niet van toepassing op f. Men kan

de functie £ niet ontwikkelen in een Fourierreeks die overal op (-=,=) de

r functie f voorstelt. In plaats daarvan is f voor te stellen door een
Fourierintegraal zoals we in deze paragraaf zullen afleiden. Deze voorstel-

V ling is van praktisch belang voor de beschrijving van fysische verschijnse-

: len die niet periodiek zijn, bijv. tengevolge van het optreden van demping.
a3 Beschouw een functie f die gedefinieerd is op (-«,®) en integreerbaar is

over elk eindig interval. We veronderstellen voorts dat [ |f(x)|dx con-

—co

v vergent is. Voer nu in de hulpfunctie fc(x) gegeven door

' £(x) wvoor x| ¢,
fc(x) = :
0 voor x| > ¢ .

Beschouw fc op het interval [-ip,ip] met Ip > c, en ontwikkel fc in een

Fourierreeks met periode p. Laat de functie f in £ ¢ (-c¢,¢) voldoen aan de

Dirichlet-condities, dan voldoet ook fC aan de Dirichlet-condities in §. Op

grond van de hoofdstelling (3.3.4) geldt dan voor de gencemde Fourierreeks

i
i van f _:
i C
i o ) g 5 g
3 nm . nné, _
i iao + Z (an cos -E—- + bn sin —=) =
. n=1
; = 4LE (64 + £ (6)] = {LE(E+) + £(&=)] .
£ Hierin worden de Fouriercoefficienten a ., b gegeven door
! %P c
j a =2 f f (x) cos Zomx dx = 2z f f(x) cos Zomx dx ,
h n P c p P P
N -ip -c
H P c
_ 2 . . 2nmx _ 2 . 2umx
bn =5 fc(x) sin -7;—-dx =5 f f(x) sin > dx
-ip -c

Substitueer deze coefficieénten in de Fourierreeks, dan ontstaat er
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iLE(e+) + £(&-)] =

c C

=4 f £(x)dx + ) £ J f(x) [cos 2nmE g ZBME g 2BTE i mﬂdx =
P Loy P P P P P
-c -c
c - c
=1 f f{(x)dx + E 2 f f(x) cos Znm(x - &) dx
P n=1
-c -c

Voer nu in de notatie

c
Fly) := J f(x) cos y(x - &)dx ,
=-C
dan is F(y) even in y en het voorgaande resultaat kan als volgt worden her-

schreven:

g_ 2nm Z 1 2nw

F(O) + ): P F(-—p—) =

n=1

SLE(E+) + £(E=) ] =%

-k [ ¢ 5Dy e pe- 2 v r) + rED e FED ] :

De laatste som is op te vatten als een soort Riemann-som behorend bij de
functie F(y) en het interval (-«,=) verdeeld in deelintervallen
[2(k~1)n/p,2kn/p) (k geheel) met lengte 2m/p. Intuitief verwachten we dat

voor p + » deze som overgaat in de integraal

o0 o

= fF(y)dy -1 fF(y)dy ;

-0

bedenk dat F even is. We vinden dan

o« 4] o4

1
FLECE+) +£(E-)] =% J F(yidy = — f dy f f£(x) cos y(x-§)dx .
0 0 -C
Hierin is de parameter ¢ willekeurig. Neem nu ¢ » = , dan ontstaat er

oo =]

JLEGEH) +£(6)] = 2 [ dy f £(x) cos y(x - E)dx .

-
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Het rechterlid heet de Fourierintegraal van f.
o

Merk op dat de binnenste integraal f f(x) cosy{x-E)dx convergent is om~
—_—00
dat If(x) cosy(x-—£)| < |f(x)| voor alle x ¢ R en (volgens conderstelling)

oo

f |f(x)|dx convergent 1is.

—00

De veoorgaande afleiding van de Fourierintegraal is verre van streng en voor-
namelijk heuristisch bedoeld. Zonder verder streng bewijs vatten we de re-
sultaten samen in de volgende stelling,verkregen uit 3.4.1 na uitwerking van

de factor cos y{x-§&).

Stelling (integraalstelling van Fourier). Zij de functie f gedefinieerd op

(~=,=), zij f integreerbaar over elk eindig interval en zij f [£(x)|dx

convergent. Indien f in £ voldoet aan de Dirichlet-condities, dan geldt

AE(E+) v+ £(8-)] = f [A(y) cos yE + B(y) sinyEldy
0

met

=] [eh]

A(y) =-% f f(x) cos yx dx , B(y) = %— J f(x) sin yx dx .

—_—ra -

Deze stelling vormt het analogon van de hoofdstelling der Fourierreeksen.
Vergelijken we de Fourierintegraal met de Fourierreeks (3.1.7, 3.3.3), dan
blijkt dat het I-teken in de reeks vervangen is door een fwteken, terwijl de

rol van de Fouriercoefficienten a, b is overgenomen door de functies A(y),

B{yJ.

Ook voor de Fourierintegraal kan men een complexe schrijfwijze invoeren. Ga

daartoe uit van 3.4.1 en schrijf

o oo o «

‘ 1 i - 1 -i -
pLECE+) +£(8-) T = 5= f dy J f(:n:)el'y(x ax + 5= J dy [ f(x)e PY(X £ .
e 0 -co
L) x ” N
Omschrijf in de buitenste integralen J met lim J » vervang in de tweede
. oo
integraal y door -y en neem beide intggralen samen, dan ontstaat er
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N o .
lim J dy J f(x)ely(x‘g)dx =
N e N oo

3.4.3. SLE(ED) + £(E)T = o

. | N e ® ,
i = 57 lim J e Vody J £(x)e Y dx.

. Ny Lo

3 Indien de tweevoudige omeigenlijke integraal

b . o
E 5%- I eniygdy J f(x)eiyxdx

P bestaat, is ké;;elijk'ifgig+) + f(£-)] hieraan gelijk. We merken echter op,
dat deze integraal divergent kan zijn in een punt £ waar f aan de Dirichlet-
condities voldoet; zie bijvoorbeeld voorbeeld 1) en wel in de punten + I,

In zo'g geval moet men het resultaat blijven omschrijven met behulp van
lim J deze limiet wordt wel de "Cauchy-Hoofdwaarde"van de integraal J
N Lo

genoemd,

e T TR T e emecay s ST

Geleid door 3.4.3 definiéren we nu de Fourier transformatie:

De Fourier-getransformeerde F(y) van een functie f(x) wordt gegeven door

oo

3.4.4. F(y) = I £(x)e ¥ ¥ax.

; —c0

Uit 3.4.3, met £ vervangen door X, volgt dan de inverse transformatie,geldig

voor die punten x waarin [ aan de Dirichlet-condities voldoet:

v N

b ILE(x+) + £(x=)] = E%— lim [ F(y)e_lxydy,
Y N-reo I

E- en dus N

L 3.4.5. JEGe+) + £(x)] = 5 J F(y)e “Ydy,

i wanneer bovendien de laatste oneigenlijke integraal bestaat. We merken op,

dat er verschillende versies van de definitie van Fourier-getransformeerde

bestaan, Hieronder geven we de formulering in een veel gebruikte andere versie

met de bijbehorende formulering van de inverse transformatie.

Zoals reeds opgemerkt vindt de Fourierintegraai“Eoepéééing bij de beschrig:-

ving van fysische verschijnselen die niet periodiek zijn in de tijd. Laat

weer £(t) een "signaal" zijn dat afhangt van de tijd t. Vervanmg nu in 3.4.4,
3.4.5 de variabelen x en y door resp. t en -uw, en F(-w), door F(w), dan ontstaat er
' -iwt . 1 i
Flw) = | f{t)e dt, 4[E(t+) + £(e=)] = 5 F(u)e

— -

wt
dw

wanneer de laatste oneigenlijke. integraal bestaat.
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Blijkens de laatste formule is het signaal f(t) op te vatten als een super-

. caax iwt . .
positie van harmonische trillingen F(w)e met hoekfrequentie w. De functie

T

F{w) heet het (complexe) frequentiespectrum van f(t); F(u) is te schrijven

als F(w) =|F(w)|el¢(w) met amplitude |F(w)| en fase ¢(w). De mate waarin de

PR T

o
T

component met hoekfrequentie w bijdraagt tot het sigmaal, wordt bepaald door

de amplitude |F(w)]|.

Voorbeelden. 1) Zij de functie f gegeven door

i

e

1 woor |x| <1,

13

f(x) = } voor |xl

v
—
-

0 voor x|

De functie f voldoet overal aan de Dirichlet-condities, terwijl de defi-
nitie van f zo gekozen is dat j[f(x+) + f(x-)] = £(x) voor alle x ¢ R.

We bepalen de Fourier-getransformeerde van f:

|
I
i.

1

. iy -iy .
i1yx e” =~ e 2 sin y
- F = dx= ¥ = .
(y) [e Iy v
-1
Omgekeerd zal nu gelden
. ] .
w y Ul ¥
—eo 0
©
i - g_ f §1n y c€OS Xy dy .
Lid ¥
0

Substitueer hierin x = 0, resp. x = |, dan vinden we

. w o
j sz; y dy = % , resp. 2 ! sin Xycos y dy = f 512122 dy = % )

0 0 0 ?

Merk op dat deze twee integralen in elkaar over te voeren zijn.

AT S

2) Zij de functie f gegeven door

0 voor £t < 0,

f(t) = .
e ot elmot voor t =2 0 ,

met a > O. De functie f£(t) beschrijft een gedempte trilling. Zoals in de
trillingsleer gebruikelijk,is hierbij de complexe schrijfwijze gevolgd;
de "echte" trilling wordt beschreven door Re f(t).

Merk op dat

o -~}

f |£(t) |dt = f e %t gt =
-0 0

g

T
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-, TR

oo

zodat [ |£(t)|dt inderdaad convergent is.

-0

Het frequentiespectrum van f(t) wordt nu gegeven door

s

A

g -
i F(w) = e 0t Qiwot ety 1
a+1i(w -wo)

0
Omdat f(t) continu is en voldoet aan de Dirichlet-condities voor t > O,

geldt dan omgekeerd

o«

. iwt
- lwgt
e Ot WOt | L - —do voor t >0 .
2% o + 1(w-w0)

-0

De amplitude

4
IF(m)l = 3 ] 2}

il a® + (w"wo)

v bereikt een maximum 1/¢ voor w = W+ Dit maximum zal des te meer gepro-
nonceerd zijn naarmate de dempingsconstante a kleiner is. Het spectrum

vertoont dan steeds meer een 'spectraallijn'' in o = wg

3.5. Uniforme convergentie van rijen van functies

i Ter inleiding definiéren we eerst de begrippen supremum en infimum van een

verzameling, en norm van een functie,

Zij de verzameling V ¢ R niet leeg en naar boven begrensd, d.w.z. er be-
staat een getal G ¢ IR zodat voor alle x € V geldt x < G, Het getal G heet
een bovengrens van V. Voor elke p > 0 is dan ook G+p een bovengrens van V,
Intuitief is duidelijk dat onder de bovengrenzen van V een kleinste voor-

komt. Deze noemen we de kleinste boveggrens of het Supremum van V.

! Analoog is te beschouwen een niet-lege verzameling V ¢ R die naar beneden
begrensd is, d.w.z. er bestaat een getal g ¢ R zodat voor alle x € V geldt
X 2 g. Het getal g heet een ondergrens van V. Onder de ondergrenzen van V

zal een grootste voorkomen die we de grootste ondergrens of het infimum van

V noemen.

3.5.1. Definitie. Het supremum van een verzameling V ¢ R (notatie: sup V) is een

getal M zodanig dat:
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(i) Voor alle x € V geldt x < M,

(ii) Bij elke € > 0 is er een Xy €V zodat Xy > M-e.

Het infimum van een verzameling V ¢« R (notatie: inf V) is een getal m zoda-
nig dat:
(i) Voor alle x ¢ V geldt x 2 m.

(ii) Bij elke ¢ > 0 is er een X, € V zodat x; < m+*e.

Ga na dat een eventueel supremum/infimum door deze definitie eenduidig be-
paald is. Zonder bewijs geven we de volgende stelling die hierboven reeds

toegelicht is,

Stelling. Een niet-lege verzameling die naar boven begrensd is, heeft een
supremum. Een niet-lege verzameling die naar beneden begrensd is, heeft een
infimum. Een niet-lege, begrensde verzameling heeft een supremum en een in-

fimum.

Het supremum en infimum van een verzameling hoeven niet tot de verzameling
te behoren. Indien dit wel het geval is,dan is sup V tevens het maximum van

V en inf V tevens het minimum van V.

Voorbeelden. Zij V = {% | ne N}, dan is sup V = max V = I, inf V = 0, ter-
wi]l V geen minimum heeft.
Voor V = (0,1) is sup V =1, inf V = 0; V heeft geen maximum en geen minimum.

Zij v = [0,1]), dan is sup V=max V = | en inf V = min V = 0,

Vergelijken met het college Wiskunde J0, 2.1.1 leert ons: Een functie f is
begrensd op een verzameling V c DOM f dan en slechts dan als de verzameling
£(V) = {£(x) | x € V} begrensd is.

Uit deze definitie volgt eenvoudig: Als een functierf begrensd is op een ver-~

zameling V < DOM £, dan is ook |f| begrensd op V.

Definitie. Zij de functie f begrensd op het interval I c DOM £, dan wordt de

norm van £ op I (notatie: HfHI) gedefinieerd door

£l s= sup{l£(x)| | x e I} .

Gemakshalve zullen we meestal de index I weglaten en spreken over de norm
van f: lifll, Uit het verband is dan wel duidelijk op welk interval de norm

bedoeld is.
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Uit de definitie 3.5.1 van supremum volgt voor Ifll:
(i) Voor alle x £ I geldt ]f(x)l s [Ifil.

(ii) Bij elke e > 0 is er een x; € I zodat If(xo)l > Ifll - €.

Eigenschaegen van de norm:

1Y £l 2 0, Ifll = 0 dan en slechts dan als £ = Q,
2) Wl = |l I£N,

3) lif+gll < €]l + Iigh (driehoeksongelijkheid),

voor alle r ¢ R en alle f, g die begrensd zijn op I.

Verifieer deze eigenschappen.

Opmerking. Zij I = {a,b] en f continu op [a,b], dan is ook |£] continu op
La,bl. Volgens de stelling van Weierstrass (college Wiskunde 10, 2.4.19)
heeft dan If’ op [a,b] een globaal maximum, d.w.z. er bestaat een punt

c e [a,b] zodat [f(x)| < |f(c)l voor alle x ¢ [a,b]. In dat geval is

IEN = [£¢e)].

Ock algemeen geldt: Als de functie |f| op het interval I een globaal maximum

heeft, dan is |If)] gelijk =2an dat maximum.

Beschouw een rij van functies fl’fZ’f3""' kortweg genoteerd als (fn). We
voeren nu in de begrippen puntsgewijze convergentie en uniforme convergentie

van een rij (fn)'

Definitie. Eem rij (f ) heet puntsgewijs convergent op een interval I met

limiet f, indien lim fn(x) = f{x) wvoor alle x € I.
)

Definitie. Een rij (fn) heet uniform convergent op een interval I met limiet

f, indien 1lim an-fHI =0,
N

Stelling. Een uniform convergente rij is tevens puntsgewijs convergent.

Bewijs. Zij de rij (f,) uniform convergent op het interval I met limiet f,

dan is lim lf - fll = 0. Met de ongelijkheid

| £l

|fn(x)-f(x)| < an'-fﬂ veor alle xe I,

volgt dan
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lim Ifn(x)-f(x)] =0, lim £ (x) = £(x) wvoor alle x ¢ I .
gt n+e n

Dus de rij (fn) is puntsgewijs convergent op I met limiet f. 0

Opmerking. Het omgekeerde van deze stelling geldt in het algemeen niet. Een
puntsgewijs convergente rij hoeft niet uniform convergent te zijn; zie de

nog te bespreken voorbeelden.

We zullen het onderscheid tussen puntsgewijze en uniforme convergentie nog
verduidelijken door uitwerking van de definities 3.5.3, 3.5.4.
Laat de rij (fn) puntsgewijs convergent zijn op het interval I met limiet f,

dan is 1lim fn(x) = £(x) voor alle x € I, Maak nu gebruik van de defini-
n-+o

tie van convergentievan een rij, zie college Wiskunde 10, 1.2.1. Voor alle

€ >0 en alle x € I is er een getal N = N(e,x) zodanig dat

Ifn(x)-f(x)] <e voormn > N(e,x) en x € I .

Het getal N hangt af van e en van x, vandaar de notatie Nie,x).
Laat nu de rij (fn) uniform convergent zijn op het interval I met limiet £,

dan is lim an-fﬂ = 0. Maak gebruik van dezelfde limietdefinitie als bo-
N

ven. Voor alle € > 0 is er een getal N = N(g) zodanig dat

an-fH < ¢ voor n > N(g) .

Met de definitie van norm volgt hieruit

[fn(x)-f(x)l < an-fH <eg voorn > N{e) enxe I,

Merk op dat N = N{e) nu alleen afhangt van ¢ en niet meer van x.

De laatste ongelijkheid is te schrijven als

f(x)-¢e < fn(x) < f(x)+e wvoor m > N(¢) en x ¢ I .

Dit betekent dat de grafiek van f,(x) geheel verloopt binnen een "band" met

breedte 2e¢ en symmetrisch gelegen om de grafiek van f(x).

In concrete voorbeelden zullen we de uniforme convergentie van een rij (fn)
met limiet f als volgt vaststellen. Bereken zo mogelijk an-fﬂ en verifieer

of lim an-f” = 0. Indien an-fH niet expliciet te berekenen is of indien
n-<o

de uitkomst van een ingewikkelde vorm is, trachten we een bovengrens M te
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bepalen zodanig dat an-fﬂ £M en lim M = 0. Als dit lukt,dan is ook

o

lim an-fH =0 en de rij (fn) is uniform convergent met limiet f.
N0

Voorbeelden. 1} Zij fn(x) = (1-x)n,beschouwd op [0,1].

2)

De rij (fn) is puntsgewijs convergent op [0, 1] met limiet

1 woor x =0 ,
f(x) =
0 wvoor 0 <x= 1.

Beschouw nu het wverschil

o voor x = 0 ,
f (x) -~ £(x) =
n (I-—x)n voor 0 < x5 1,
dan is [I£ - £ll = I. Tmmers, er geldt:

{i) Veor alle x ¢ [0,1] is ]fn(x)-f(x)] <1,

(ii) Bij elke £ > O is er een x, € [0,1] zodat Ifn(xo)-f(xo)[ > 1-g;

0

.. -1 .
neem bijv. Xy = 1 -(1+g) /n’ dan is fn(xo)"f(xo) = (1"X0)n =

= (|+€)_I > 1=-€.

Hieruit volgt lim an-fﬂ =1 ¢# 0, zodat de rij (fn) niet uniform con-
-

vergent is op [0,1].
Beschouw de rij (fn) vervolgens op [6,11 met O < § < 1. Daar de verschil-

functie £ -f continu is op [6,1], geldt

IE_ - £ = max |f () -f&x)| = max (1-x"= (1-81.
n L, 1] xe{6,11 O xeld,1]

Omdat 1lim (l*~6)n = 0, 1s de rij (fn) wel uniform convergent op [6,1]
-0

met limiet £ = 0O,

zZij fn(x) = x(1 -~ x)", beschouwd op [O0,1],

De rij (fn) is puntsgewijs convergent op {0,1] met limiet f(x) = O,
x ¢ [0,1].

Bepaal an-fH = anH. Omdat f continu is op [0,1], is anH gelijk aan

het maximum van Ifn[ = f op [0,1]. Bereken de afgeleide

n

¥

£ = (1-0" - nx(-0"" = [1- @+ DxIQ - 0"
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dan blijkt dat fn(x) op (0,1] een maximum heeft in x=1/(n+1). We vinden

dus

~ ! ] n \' 1 ¢ 1\ ?
”fn"_fn(n+l) n+l(n+l) _n+](l+.ﬁ) '

Omdat anH + 0 als n~+=, is de rij (fn) uniform convergent op [0,1] met Ili-

miet C.

Zij fn(x) = nx(l-—x)% beschouwd op [0,11].
De rij (fn) is puntsgewijs convergent op [0,!] met limiet f(x) = 0, x ¢ [0,1].

Analoog aan voorbeeld 2 is nu

IE, =6l = IE N = £ () = =D (1 + E) ,
Vim IE - £ = 1im =B (1 + 1) =71 s
n n n n-r} n ’

de tij (fn) is dus niet uniform convergent op [0,1].
De rij (f,) is wel uniform convergent op [6,!] met 0 < § < 1. Merk daartoe
op dat de functie fn(x) een maximum heeft in x = 1/(n+ 1) en monotoon dalend
is voor x > 1/(n+1). Zij nu n zo groot dat 1/{n + }) <4, dan is

E_ = £ll

n £s,11 = max

f(x) =f (&) = ns(1-8)"
x[6,11 © n

en lim né(l~6)® = 0, waaruit de uniforme convergentie volgt.
o .
Zij fn(x) = nzx(l-x)n beschouwd op [0,1].
De rij (f_ ) is puntsgewijs convergent op [0,1] met limier £f(x) = 0, xe[0,1].

Analoog aan de voorbeelden 2 en 3 1is nu

n2 1 -
an-ﬂfﬁ = =3 (1 + E) + o als n + o ,

De rij (fn) is niet uniform convergent op [0,1].

Beschouw de rij van functies fn(x) gegeven door

0 voor x = 0 ,
£ (x) = n
n wvoorx>0.
n
X + 1

De rij (fn) is puntsgewijs convergent op [0,) met limiet
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0 voor 0
f(x) =
log x wvoor x > 1 .

We onderzoeken nu de verschilfunctie fn(x) - f(x). Voor 0 < x £ 1 geldt

n -1
]f (x) —f(x)] - |X.log x < xnllog x| < max xn|10g xl =2 s
B X0 o+ ] xe (0,1] n

waarbij het maximum van xnllog x| bepaald is door berekening van de afgelei-

de. Voor x > | geldt

x" log x log x I log x" 1 x" - i
£ () ~£(x)| = |[Z22BX - 05 x| = 20BX . _ 9B X . _ <L
n n n n n n n n

x + 1 x +1 x o+ 1 x +1

waarbij gebruik gemaakt is van de ongelijkheid log(l +t) < t geldig voor t > 0.
Uit de voorgaande ongelijkheden en fn(O) - £(0) = 0 volgt an-f||< % en dus
lim Ufn - fll = 0.

o0
De rij (fn) is dus uniform convergent op [0,»=) met limiet £,

Beschouw de rij van functies fn(x) gegeven door

0 voor x = 0 ,

f (x) =
n . i

nx~ sin — wvoor x # 0 .
nx

De rij (fn) is puntsgewijs convergent op (—~,=) met limiet f(x) = x,
x € (—=,»),
Vorm nu de verschilfunctie fn(x) ~ f(x) en maak gebruik van de formule van
Taylor toegepast op de sinus~functie, zie college Wiskunde 10, 4.6.2. Dan
vinden we

_ T ZURS B R1 B B I Bt < DS -3 A S
Ifn(x) £(x)| |nx sin —— xf nx 151n = xl =5 |singg nzxz < 5
geldig voor x ¢ 0; hierin is 8 € (0,1). Voor x = 0 is fn(O) - £(0) = 0. Uit

deze resultaten volgt

If_ - £Il = lim £ - £l = 0 ,

Jatea ]

1
2n ?

zodat de rij (fn) uniform convergent is op (~=,») met limiet f.
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Het begrip uniforme convergentie speelt een belangrijke rol bij de volgende

vraagstelling. Zij de rij (fn) convergent met limiet f en laat de functies
fn een bepaalde eigenschap bezitten, bijv. continuiteit, integreerbaarheid
of differentieerbaarheid. Dan doet zich de vraag voor of deze eigenschap ook

geldig blijft voor de limiet-functie f. Puntsgewijze convergentie van de rij

R PR T T

(f,) is daarvoor in het algemeen niet genoeg: zo is in voorbeeld 1 elk der
functies £, continu in 0 maar de limiet f is niet-continu in 0. We dienen
dus naar een "sterkere" vorm van convergentie te zoeken, Het begrip uniforme
i convergentie voorziet nu juist in die behoefte. Het zal blijken dat uniforme
= convergentie van de rij (f,) een voldoende voorwaarde vormt opdat de genoem-
de eigenschappen van f  behouden blijven bij limietovergang. We geven hier-

B over een drietal stellingen.

3.5.6. Stelling. Zij de rij (fn) uniform convergent op het interval I met limiet £.

E Indien voor elke n € N de functie fn continu is in a € I, dan is ook de 1i-

miet f continu in a.

Bewijs. Ga uit van de ongelijkheid
£y -£(a)| = [£) - £ ()] + [£, &) = £ ()] + |£_(a) - £(a)] =
< 20f - £l + lfn(x) -£ ()] ,

waarbiji x € I.

Kies een getal € > 0. Wegens lim an-fH = 0 is er een getal N zodat voor

f n > N geldt e

- £
”fn £l < 7 -

Fixeer nu n op een waarde > N. Daar fn continu is in a, is er een getal

8 > 0 zodanig dat voor (x ¢ I) A (|x ~ a} <8) geldt

|fn(x)-fn(a)| < %-.

3 Combineer de voorgaande ongelijkheden tot
|£¢(x) ~£Ca)| <& wvoor (x € I) A ([x -~ a] < &) ,

Dit betekent dat f continu is in a. 0
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Kort samengevat luidt het resultaat van 3.5.6:

lim 1im £ (x) = lim lim fn(x) ,
X+a n-e ne x-ra

d.w.z. de twee limiet~operaties mogen worden verwisseld.

Opmerkingen. 1) De stelling 3.5.6 heeft als gevolg: Indien een rij van con-
tinue functies convergent is op een interval met discontinue limiet, dan
is de convergentie van de rij niet uniform. Toegepast op voorbeeld 1 waar
de limiet f niet continu is in 0, volgt nog eens dat de rij (fn) niet
uniform convergent is op [0,1].

2) De voorwaarde van uniforme convergentie in 3.5.6 is een voldoende voor-
waarde voor de geldigheid van de stelling., De voorwaarde is zeker niet
een nodige voorwaarde, d.w.z. ook voor een niet-uniform convergente rij
van continue functies kan de limiet toch wel continu zijn, zie voorbeel-

den 3 en 4.

3.5.7. Stelling. Zij de rij (fn) uniform convergent op het interval [a,b] met 1li-

miet f. Indien de functies f]’f2’f3"" en f integreerbaar zijn over [a,b],
dan geldt:
b b
1) 1im f fn(x)dx = f f(x)dx ;
oo
a a
X X

2y de rij ( f fn(t)dt) is uniform convergent op [a,b] met limiet f f(e)de .

a a

Bewijs. 1) Kies een getal ¢ > 0, Wegens lim B - £l =0 is er een getal N

1-4o0
zodat veor n > N geldt

£
IE - £ll < 7= .

Dan is vervolgens

b b
ffn(x)dx- J f(x)dx f |fn(x)-f(x)!dx < an-fﬂ(b-a) < g

a a a

1A

voor n > N, Daar ¢ willekeurig was is het gestelde bewezen.
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2) Voer in de notaties

L X X
gn(x) 1= J fn(t)dt , g(x) := J f(t)de , (x € La,b]) .

a a
Dan geldt voor alle x ¢ [a,bl],

X b
lg, (x) - g(0)| = f [£ (6) - £(0)|de f |£ (£) - £(e) |de < IE - £i(b-a) .

a a

1A

Daaruit volgt

lg, -8l < (b-a)lf ~£ll , limlg -gll =20,

n-+«

zodat de rij (gn) uniform convergent is op [a,b] met limiet g. O

Het resultaat van 3.5.7, punt ! is ook als volgt te schrijven:

lim f fn(x)dx = f lim fn(x)dx s

n-+o o

d.w.z. limiet- en integraalteken mogen worden verwisseld.
De voorwaarde van uniforme convergentie in 3.5.7 is weer voldoende voorwaar-

de doch zeker geen nodige voorwaarde voor de geldigheid van de stelling.

Voorbeeld. 7) Blijkens veoorbeeld 3 is de rij (fn) met fn(x) = nx(l-—x)n niet

uniform convergent op [0,1]. Omdat

1 1
- - n = n

I fn(x)dx [nx(l x) dx (n + Do + 2)

0 0
geldt
1

. - : D =
11m j fn(x)dx = 1im '(n+ ])(n+2) 0.
T1-+c0 0 3=

ook 1is
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1
J lim fn(x)dx =0 .

o ™

Beschouw vervolgens de rij (fn) met fn(x) = nzx(l-x)n; zoals afgeleid in

voorbeeld 4 is deze rij niet uniform convergent op [0,1]. In dit geval geldt

. 2

. . n =
lim I fn(x)dx = lim I 1,
n-re

oo

terwijl
1
f lim fn(x)dx =0 .

ne

0

Stelling. Zij de functie fn continu differentieerbaar op het interval (a,b)
voor elke n € N, zij voor zekere ¢ € (a,b) de rij (fn(c)) conwvergent, en

zij de rij (f;) uniform convergent op (a,b) met limiet ¢, Dan geldt:

1) de rij (fn) is uniform convergent op (a,b);
2) lim fn(x) =; f(x) is continu differentieerbaar op (a,b) en £'(x) = p(x).
1-#0

Bewijs., 1) Met behulp van 3.5.7, punt 2 volgt dat de rij van functies

X
J f;(t)dt = fn(x) - fn(c) s (x € (a,b))
c

X
uniform convergent is op {a,b) met limiet f p(t)dt. Zij nu lim fn(c) =: &,
c n-+=o
dan is de rij (fn) uniform convergent op (a,b) met limiet

X

L+ J p(t)dt =: £(x) .

C

2) Merk op dat ¢ continu is op (a,b) op grond van 3,5.6, Volgens college Wis-

kunde 10, 3.4.111s dan f differentieerbaar op (a,b) met afgeleide f'(x) = ¢(x).

Kort samengevat luidt het resultaat van 3.5.8, punt 2:

d . .
T lim fn(x) = lim fa(x) ,
>0

X
n ja -]
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d.w.z. limietovergang en differentiatie mogen worden verwisseld.
£ In 3.5.8 wordt uitdrukkelijk geeist de uniforme convergentie van de rij
i (fé) der afgeleiden. Uniforme convergentie van de rij (fn) zelf is niet vol-

doende zoals blijkt uit het volgende voorbeeld.

: Voorbeeld. 8) Beschouw de rij van functies fn(x), gedefinieerd op (~1,1) en

gegeven door

%-[-1 + (1+—x)n] voor -1 < x <0 ,
fn(X) =

% [1-(1-x)"] wvoor 0=<x<1.

De rij (fn) is puntsgewijs convergent op (-1,1!) met limiet £(x) = 0,
xe (-1,1), De rij (fn) is tevens uniform convergent op (~1,1) wegens

”fn"f“ = 1/n, lim an-fH = 0.
-
Voor elke n ¢ W 1s de functie fn continu differentieerbaar op (-1,1) met

afgeleide

(l-!-x)n_l voor -1 < x < 0,
fé(x) = 1 voor x =0 ,

(l-x)nn] voor 0 < x < 1.,

De rij (fé) van afgeleiden is puntsgewijs convergent op (-1,1) met limiet g,
gegeven door
0 wvoor -1 < x<90 ,

p{x) = 1 voor % =20,

0 wvoor 0 < x<1.

De rij (fé) is niet uniform convergent op (-1,1); vergelijk voorbeeld 1.

Merk nu op dat £'(0) # (0} is.

e T e X L L

3.6. Uniforme convergentie van reeksen van functies

Uit het college Wiskunde 10, 4.2.2 citeren we:

[++]

Een reeks z a heet convergent met som S indien de rij der partigle som-

N
men S, i= Z a ~ convergent is met limiet S.
n=|
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Beschouw nu een reeks van functies Z un(x); de N-de partiele som van de
n=1

N
reeks wordt gegeven door SN(x) i= X un(x).
n=1

Analoog aan 3.5.3, 3.5.4 voeren we in de begrippen puntsgewijze convergentie
[+ ]

en uniforme convergentie van een reeks ) un(x).
n=]

Definitie. Een reeks Z un(x) heet puntsgewijs convergent op een interval I
n=1
met som S{x), indien de rij (SN(x)) puntsgewijs convergent op I is met li-

miet S(x), d.w.z. indien 1lim SN(x) = S(x) voor alle x € I.
N

oo

Definitie. Een reeks Z un(x) heet uniform convergent op een interval I met
n=1

som S(x), indien de rij (SN(x)) uniform convergent op I is met limiet S(x),

d.w.z. indien 1lim HSN'-SH = 0.
I
N-eoo

Men kan nu eenvoudig de stellingen uit 3.5 herformuleren voor reeksen.

Stelling. Een uniform convergente reeks is tevens puntsgewijs convergent.

o
Stelling. Zij de reeks n;} un(x) uniform convergent op het interval I met
som S(x). Indien voor elke n € W de functie u, continu is in a € I, dan is

ook de som S continu in a.

Stelling (termsgewijs integreren). Zij de reeks Z un(x) uniform convergent
n=]
op het interval [a,b] met som S(x). Indien de functies U sUjsUq,... en S in-

tegreerbaar zijn over [a,b], dan geldt:

1 ) { un(x)dx = J X un(x)dx'= J S(x)dx ;

n=|
a a a

x X

(>3

2) de reeks Z J un(t)dt is uniform convergent op [a,b] met som f 5(t)dt .
]

ne
a




;
¥
i
£
I
L
£

;
J
A

IR TR

D ]

i
4
i
¢

I

ST

3.6.6.

3.6.7.

- 115 -

Stelling (termsgewijs differentiéren), Zij de functie un(x) continu diffe-

rentieerbaar op het interval (a,b) voor elke n € N, zij voor zekere

c € (a,b) de reeks E un(c) convergent, en zij de reeks z ué(x) uniform
n=1 . n=]

convergent op (a,b). Dan geldt:

1) de reeks E un(x) is uniform convergent op {a,b);
n=1

o
2) z un(x) is continu differentieexrbaar op (a,b) en

Een belangrijk hulpmiddel om uniforme convergentie van een reeks aan te to-

nen wordt gegeven in de volgende stelling.

, , .. <

Stelling (kenmerk van Weierstrass). Zij Iun(:)l £ a, voor alle n ¢ N en

alle x in een interval I. Indien de reeks Z a_ convergent is, dan is de
n=1

oo

reeks z un(x) absoluut en uniform convergent op 1.
n=1}

Bewijs. Met behulp van de vergelijkingsstelling (zie college Wiskunde 10,

[+:]
4,4,16) volgt dat de reeks Z un(x) absoluut convergent en dus convergent is
n=1
voor alle x € I.
o N o
Zij nu S8(x) = z un(x), SN(x) 1= 'Z un(x) en A := Z' a_ .
n=|] n=1l n=1
Dan geldt voor alle x e I:
oo o3 - -] N
sy -s@)| =| § uwu@fs ) Ju@|< I a =a-7 a .
N n=N+1 O n=N+1 ° n=N+1 n=] O
Daaruit volgt
N
Usy-sll <a- ] a
n=]
N
en omdat lim X a_ = A, is 1lim lls- sl = 0.
n N

Now n=} - Nowo

oD
De reeks E un(x) is dus uniform convergent op I met som S(x). 0

n=1
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Voorbeelden. 1) In 3.1, voorbeeld 2 is afgeleid de Fourierreeks

2 ©
x2 - %T + 4 z (_l)n COS nx

Deze reeks is uniform convergent op [~w,n] op grond van 3.6.7; immers

i n COS nx i
‘. -1 ——— S e
. =N 2 2
% n n
;
s 1
: en de reeks z - is convergent.
i n=] n

Door termsgewijze integratie van de Fourierreeks volgt

-]

x> - ﬂzx =12 § -n)" 555355 voor =m £ X £ T
n=| n

Deze termsgewijze integratie is geoorloofd op grond van 3.6.5. De resul-

terende reeks is opnieuw uniform convergent op [-m,7].

3
___jinjf gedefinieerd op (-w,«),

2y Zij un(x) =
Il + n™x

ST T T T

Via berekening van de afgeleide blijkt dat u,(x) een maximum heeft in

X = 3én 4 en een minimum in x = -3%n &. We vinden nu

L T T s TR

Iun(x)[ < un(éi) = 33/2 voor alle x ¢ (-»,») ,
n 4n

oo

Daar de reeks ) 332 convergent is, is de reeks ) w (x) uniform con-
n=1 n n=1
vergent op (-w,=),

G A ]

TR I

Uit het college Wiskunde 10, 4.5 citeren we:

Een reeks van de vorm Z anxn heet een machtreeks., Bij elke machtreeks be-
n=0

staat er een getal R zodanig dat de machtreeks absoluut convergent is voor

x| < R en divergent voor |x| > R. Het getal R heet de convergentiestraal

van de machtreeks. Eventueel kan R = 0 of R = = zijn.

1]
3.6.8. Stelling. Een machtreeks ) anxn met convergentiestraal R # 0 is uniform
n=0
convergent op elk interval [a,b] « (-R,R).
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Bewijs. Voer in p := max{|al,|bl} dan is |anx | < |an[p voor alle x ¢ [a,bl.
o0

Oidat p < R, is de reeks Z lanlpn convergent. Met het kenmerk van
n=0

(-]
Weierstrass (3.6.7) volgt dan dat de reeks Z anxn uniform convergent is
op [a,bl. | n=0 0
<0
Opmerking., Uit 3.6.8, 3.6.4 en 3.6.5 volgt: Een machtreeks z anxnﬁnetconvergen—
: " n=0

tiestraal R # 0 mag termsgewijs worden geintegreerd over elk interval

La,b} « (-R,R); vergelijk dit met college Wiskunde 10, 4.5.10.

We geven tenslotte nog een stelling over uniforme convergentie van Fourier-

reeksen.

Definitie. Een functie f heet stuksgewijs glad op een interval [a,b] indien
(i)
(ii)

f continu is op [a,b];

f continu differentieerbaar is op (a,b), eventueel met uitzondering
van een eindig aantal punten c; (j = 1,2,...,m) waarbij f'(cj+) en
f'(cj-) bestaan;

(iii) f£'(a+) en f'(b-) bestaan.

Stelling., Zij de functie f stuksgewijs glad op (-m,nlen zij £(-n) = £(m),

dan is de Fourierreeks van f uniform convergent op [-w,n]met som f.

Bewijs. De functie f is continu op [-7,m] en voldoet overal aan de Dirichlet-
condities. Volgens de hoofdstelling (3.1.9) geldt dan voor de Fourierreeks

van f:

tag +

(an cos nx + bn sin nx) = f(x) voor =-w = x £
a .

T

E

|

Beschouw nu de Fourierreeks van f',

oo

£1(x) ~ iao + nEl (an cos nx + B sin nx) ,

waarin de Fouriercoéfficienten @, B gegeven worden door

7
1
” f £f'(x) cos nx dx , Bn

-

Q.

] ' .
n p f £f'(x) sin nx dx .

-7
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Herleid deze integralen door partiéle integratie als volgt. Volgens het ge-

geven van de stelling is f continu differentieerbaar op (-m,m), eventueel met

uitzondering van een eindig aantal punten ¢ {(j = 1,2,...,m) waarbij f'(cj+)

en f'(cj-) bestaan. Splits dan de integraal over {~n,7] in integralen over

elk der intervallen [—n,cl], [cj,c.

J+!] (3 = 1,2,...,m~1) en [cm,ﬂ], en inte-

greer partieel:

o3

n

c
1

%- f £'(x) cos nx dx +
-7

C.
m

+]
+ z %- } £'(x) cos nx dx + % f £'(x) cos nx dx =

c. c
] m

€1

c
! + %- J f(x) sin nx dx +
T

f(x) cos nx

-

" -1
c.
m-] ]
+ z = f(x) cos nx

+1
cj+1 n .
t e f{x) sin nx dx:l +
j=

cj c
j
T
T
+ % f f{x) sin nx dx =
c

m o
m

+ % f(x) cos nx

n
f(cl) cos ne; - (_;) f(-r) +

]

+

m-1 0 | |
jzl I f(cj+]) cos ncj+] - ;-f(cj) cos nci] +

n ”
n—l »
+ i—;lu flr)y - % f(cm) cos nc_ + % f f{x) sin nx dx =
-

™

(-"

= - [£{m) - £f(-m)] + %- J f(x} sin nx dx = nbn

kil

Merk op dat hierbij de stoktermen telkens twee aan twee tegen elkaar wegval-

len. Analoog is af te leiden
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T
n ,
Bn T f £{x) cos nx dx na_ .
-
Hiermee zijn de coefficienten o, B, uitgedrukt in a_, b ; merk op dat o, =0.
Maak nu gebruik van de ongelijkheid van Bessel (3.1.11), toegepast op de

Fouriercoefficiénten @, B, van f', dan is

™

Z (ai-fﬁi) < % f [f'(x)]2 dx .
n=1
-

De reeks in het linkerlid is gelijk aan
voo2.2 .2
z n (an-+bn)
n=]

en de laatste reeks is dus convergent.

IA
=

Beschouw nu de algemene term van de Fourierreeks van f. Voor -m < x

geldt

IA

Ian cos nx + bn sin nx] 4 |an[ + Ibnl = % n[anl + % n|bn|
\

IR 2.2 1 11 22 _ 1 2,2 .2 : |
S-Z_l:n_2+nan]+§'[3—2+nbn:!"n2+£n(an+bn)’ |

waarbij de laatste ongelijkheid is verkregen met behulp van pq < i(p2-+q2).

o o3

Daar de reeksen X —% en z nz(a§-+b§) convergent zijn, volgt met het
n=in n=1

kenmerk van Welerstrass (3.6.7) dat de Fourierreeks van f uniform convergent

is op [~-m,7], 0

Voorbeeld. 3) De functie f(x) = x2 is stuksgewijs glad op [~n,n] en
f(-m) = £(w). De Fourierreeks van f is dus uniform convergent op [-m,7] met

som f, zoals ook reeds gevonden in voorbeeld 1.

Met behulp van 3.6.10 is de gelijkheid van Parseval (zie 3.1.13) eenvoudig

te bewijzen.

3.6.11. Stelling. Zij de functie f stuksgewijs glad op [~m,n] en zij £(-71) = f(=w),

e

dan geldt voor de Fouriercoefficienten a s b, van f:
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T
-]

az + (az-ﬁbz) -1 fz(x)dx (gelijkheid van Parseval).
0 n n T g
n=] :
-7

Bewijs. Volgens 3.6.10 is de Fourierreeks van f uniform convergent op [-w,7]

met som f, dus

£(x) = hay + } (a_ cos nx.+ b_ sin nx) voor -m £ x £ T .
aey B n

Bereken nu

7 m
%- J fz(x)dx = %- f f(x)[;ao + zi (an cos nx + b_ sin nx)ldx =
~f -7 n
ao m o a m bn i
= = J f(x)dx + E =2 f f(x) cos nx dx + — J f(x) sin nx dx| =
2n nel T T
-7 -1 =1
2 % L2 .2
B i‘ElO ¥ n);l (a +2)

waarbij de termsgewijze integratie geoorloofd is op grond van de uniforme
convergentie van de reeks,

Hiermee is de gelijkheid van Parseval bewezen, _ a

Opmerking. Zoals reeds opgemerkt in 3.1.13 geldt de gelijkheid van Parseval
ook onder de zwakkere voorwaarde f € R{-m,n), d.w.z. f is gedefinieerd op

[-m,7] en(eigenlijk)integreerbaar over [-w,n].

Voorbeeld. 4) Pas de gelijkheid van Parseval toe op de Fourierreeks uit

voorbeeld 1, dan volgt

T

A © IA © 4
27 1 _ 1 4 _ 27 1 7
R My Tl f"dx“ = Ll 73"

n=l n n=l n

-
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3.7. Het verschijnsel van Gibbs

In 3.1, voorbeeld 4 is afgeleid de Fourierreeks

"f sin(Zn + Dx _

T .
3 Vvoor O<x<m,
2n~+¥ 0

n=0 yvoor x = 0, x = 7,

De som van de reeks

T
7 Vvoor O<x<mw,
S(x) :=
0 voor x =0, x=m,
is niet continu in x = 0 en in x = 7. De Fourierreeks is daarom niet uniform
convergent op [0,n].

We onderzoeken nu de partiele som SN(x) van de reeks, gegeven door

) N-1 .
£ L sin(2n+ 1)x
Sy(x) := ) =TT
n=0

De afgeleide Sﬁ(x) is expliciet te bepalen met behulp van een complexe

schrijfwijze:

N-1 N-1 . i(2N+1)x _ ix
S'(x) = z cos(2n+1)x = Re 2 el(an)x = Re & - <
N 2ix
n=0 n=0 e -1
? 2iNx .
1 _ e -1 _ sin 2Nx
{ =R T x " ZTsmx® OJCxX<°T.
3 Deze afgeleide is gelijk aan 0 in x = mn/2N, m = 1,2,...,2N-1. In deze punten

heeft SN(x) extremen, en wel locale maxima in x = mn/2N met m oneven en lo-
b cale minima in x = mr/2N met m even.
Men kan nagaan dat het grootste maximum optreedt in x = m/2N. Dit globale

maximum van SN(x) op [0,m] wordt dan gegeven door

J.‘
“ N-1 sin (—zrllei N1 sin(n+5)§-

' I
S (.-T_T..) = ————————————— T o Z — ———
NN T LT 2a i 7 Lo ¥ (n+i)%

De laatste som is op te vatten als een Riemann-som behorend bij de functie

t ! sin t en het interval [0,7] verdeeld in N gelijke deelintervallen met

¢ lengte n/N., Voor N +~ » zal deze som overgaan in een integraal:

T —p Ty
AN N
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il
. 1 sin t¢
lim S (=) = — J 222 ' 4t = 0.92596... ,
Now NO2NT T2 t

0

waarbij de waarde van de integraal ontleend is aan een tabel. De grafiek van
SN(x) op [0,m] vertoont een eerste, tevens hoogste top voor x = m/2N. Als

N + » zal de abscis 7/2N tot O naderen terwijl de hoogte van de top nadert
tot 0.926, een waarde die 187 groter is dan w/4. Men noemt dit verschijnsel
dat algemeen optreedt bij Fourierreeksen van discontinue functies, het ver-

schijnsel wvan Gibbs.

We zetten nog eens naast elkaar

T
. 1 sin t
lim S (“—"TT) = [ —_—dr >
N N*2N 2 0 t

, lim SN(x) = %- voor vaste xe¢ (0,7) .

N

i

Deze resultaten zijn niet met elkaar in strijd omdat het hier om twee ver-
schillende limieten gaat. Het verschijnsel wvan Gibbs is dan ook niet in
strijd met de puntsgewijze convergentie van SN(x) naar /4 op (0,7). Wel
blijkt dat de convergentie van de rij (SN(x)), en daarmee de convergentie
van de Fourierreeks steeds 'slechter' wordt, naarmate x dichter bij 0 ligt
(of dichter bij 7). Een steeds groter aantal termen moet in aanmerking wor-
den genomen opdat de partiele som een ''goede' benadering vormt voor de som

van de reeks.
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Hoofdstuk 4. Differentiaalvergelijkingen

Lineaire stelsels differentiaalvergelijkingen met constante coefficienten

We beschouwen een stelsel van n gewone differentiaalvergelijkingen van de

eerste orde

[y
E = fl(x,y].yzu- -:y.n) ’

dy2

R L EAREAD

dyn
LT T Yy oy)

of, in vectornotatie,

dy
a;z = E(XQX) .

Hierin is y = (yl,yz,...,yn) een onbekende vectorfunctie van x. De vector-—
functie f is een afbeelding van If?b] in R" met definitieverzameling

oM £ « R,

Zij de vectorfunctie y(x) gedefinieerd en differentieerbaar op het interval
(a,b), dan heet y(x) een cplossing van het stelsel differentiaalvergelijkin-
gen op (a,b), indien (x,y(x)) € DOM £ en dy/dx = Eﬁx,z(x)) voor alle

x € (a,b),

Een stelsel van n differentiaalvergelijkingen van de eerste orde heeft in
het algemeen meerdere oplossingen. Indien alle oplossingen van het stelsel

kunnen worden voorgesteld door
y = g(x,C],Cz,...,Cn)

met n vrije parameters CI’C2""’Cn’ dan heet gﬁx,Cl,Cz,...,Cn) de algemene
oplossing van het stelsel. Substitueren we hierin voor CI’CZ""’Cn bepaalde

getalwaarden, dan vinden we een zg. particuliere oplossing van het stelsel,

Essentieel is dat elke oplossing van het stelsel op deze wijze te verkrijgen
is., De algemene oplossing bevat dus alle oplossingen als bijzonder geval.
Een stelsel differentiaalvergelijkingen als boven wordt vaak vergezeld door

n beginvoorwaarden van de vorm yl(a) = bl’ yz(a) = b2, ...,yn(a) = bn’ ofte-
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wel y(a) = b, waaraan de cplossing moet voldoen. Door deze voorwaarden wor-

den in het algemeen de parameters C]’CZ""’Cn vastgelegd.

Een gewone differentiaalvergelijking van de n-de orde

y(n) (n"l))

= f(x,Y.Y',Y"s rery ¥
is te herleiden tot een stelsel van n differentiaalvergelijkingen van de
eerste orde., Stel daartoe

- y(n-l)

Y=Y ¥y =y ¥y =¥ s yy ,

dan voldoen de componentfuncties Y s¥gseesr¥, a0 het stelsel differentiaal-

vergelijkingen

rdyl

dx

dyn
L—a';' = f(K,Y]sYZ,w--;Yn) e

Resultaten voor stelsels zijn daardoor over te dragen naar de bijbehorende

differentiaalvergelijkingen van hogere orde.

Een belangrijke klasse van stelsels wordt gevormd door de lineaire stelsels
differentiaalvergelijkingen. In de notatie voor stelsels zullen we de let-

ters y, X vervangen door x, t. De algemene vorm van een lineair stelsel dif--

ferentiaalvergelijkingen is dan

~o.

dx

1 —
i a”(t)xl + alz(t)xz + ...+ a]n(t)xn + f](t) ,

2
Qg = 8y (0)x; + a5, ()% + ...+ a, ()x + £,(0) ,

—r = anl(t)xl + anz(t)xz .. 4+ ann(t)xn + £ .(t)

—

of, in vectornotatie,
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qE Co-
(_i-l-:-— = A(t)zc_-'i- i(t)

Higrin is A(t) = [a .(t)] een (n ¥ n)-matrix waarvan de elementen continue
functies van t zijn, terw131 £(t) een continue vectorfunctie R - E. S.

Indien £(t) = 0 voor alle t dan heet het stelsel homogeen, anders inhomogeen.

Zonder bewijs vermelden we de volgende existentiestelling:

.. n ‘s s
4.1.1, Stelling. Zij X € IR en zij T een positief getal. Dan heeft het stelsel

lineaire differentiaalvergelijkingen

dx

I = Alx + £(t)

=t

een oplossing gﬂt) op het interval [0,T] met beginwaarde 3(Q) = Xy

i ST g I T TR

De oplossing genoemd in deze stelling is eenduidig bepaald. Om dit te be-

wijzen maken we gebruik van de velgende hulpresultaten,

5
% Lemma 1, Zij h:[0,T] - R een continue niet-negatieve functie. Als er een
% a 2 0 bestaat zo dat

: t :

% h(t) <« J h(t)dr (0 <t sT),

&

dan is h(t) = 0 voor 0 s t < T.

Bewijs. De functie

T T

t
H(t) := e"“t'J h(t)dr
0

is continu differentieerbaar en niet-negatief op {0,T]. Er geldt

) t
%% = -gH(t) + e *Th(t) < -aH(t) + ae *F J h(t)dt =
0

= -gH(t) + dH(t) = Q,

De functie H(t) is dus niet-stijgend op [0,T]. Daar H(0) = 0, volgt hier-
uit dat H(t) = 0 op [0,T]. Omdat anderzijds H(t) nlet—negatlef is, moeten we

concluderen dat H(t) = 0 (0 s £ < T). Dan is ook f h(t)dt = 0. Na differen-

0
tiatie volgt h(t) = 0 voor 0 < t £ T. ]
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Lemma 2. Zij A(t) een n X n-matrix waarvan de elementen aij(t) continue
functies zijn op het interval [0,T]. Dan bestaat er een getal M = 0 zo

dat voor elke x ¢ R" en voor elke t ¢ [0,T] geldt

IA(t>EI < Mlzl .

Bewijs. Omdat de functies ai'(t) continu zijn op [0,T] bestaan er constanten
n

. - n
Yij zo dat !aij(t)[ < Yij' Zij M igl jél Yij'
: n
Als €1r-est de standaardbasis 1s in ﬂin, dan is x = I, X.e.
- -1 = i=l Ti=i
B .
en A(t)x = iﬁlxi A(tlsi.
Hieruit volgt
n . n n
Azl = ) D] latoel s Jxl § 1 a0 s
i=1 i=1 j=I

"B 1=l
i s |x Y., = M|x| | 0
! =1 5= 4T

3
K . - n . . _
i 4.1.2, Stelling. 2ij Xg € R en T > 0. Dan heeft het stelsel differentiaalverge

3 lijkingen

“ dx

’ TF = AOx(e) + £(r)

% precies één oplossiné{g(t) op [0,T] die voldoet aan g(0) = X4e

h% Bewijs van de eenduidigheid: Veronderstel dat o(t) en‘g(t) beide oplossingen

zijn en dat ¢(0) = ¥(0) = Xy Dan voldoet n(t):= g(t) - E(t) aan

TS T

n1 o8
o)l

= A(t)n , n(0) = 0.

R

Hieruit volgt dat

10 = &£ @@, = 20,5 < 2(a(0),40)).

Intecrear van 0 tot t en gébruik dat  n(0) - 0:

t
Iﬂﬁt)|2 =2 f (n(t),A(t)n())dr = 2M g [ﬂﬂr)|2dt,
0 .

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz en
lemma 2:

(1,400 = |a] . [a@a)]s o (g0

. 2
Uit lemma 1 volgt nu dat [n(e)!“ =0, d.w.z. n(t) = 0. Dus ¢(t) = Yity [
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Beschouw nu het homogene lineaire stelsel differentiaalvergelijkingen

=

= A(t)x .

Laat de vectorfﬁncties‘g(t) en Y(t) oplossingen zijn van dit stelsel, dan is

ook elke lineaire combinatie re(t) + sPp(t), r € R, s € R, een oplossitig van
het stelsel, Immers,

T e vy

o de dy
7 (xelt) +sp(t)) =r gt s gr = rAln)g(e) + sA(o)p(t) =

= A(t)[rp(t) +ap(t)] .

D T ST S

-

De oplessingen van een homogeen 11neazr stelsel vormen dus een vectorruxmte

Functies 9, (t),...,w (t)gedefxnleerd Op een 1nterva1 FO TT.211n in deze vec-
torruimte . afhankelljk als er getallen AI,...,Am, niet alle gelijk aan nul,

bestaan zo dat

Male)y + oo+ d g (£) =0 (0 =t <T).

Een eenvoudig criterium voor de afhankelijkheid van oplossingen (en dus ook

voor de onafhankelijkheid) geeft de volgende eigenschap.

Lemma 3. Laat gl(t),...,gnﬁt) oplossingen zijn van %% = A(t)zﬂt) op [0,T].

Dan zijn El(t),...,gm(t) afhankelijk dan en slechts dan als de beginwaarden

ﬁ
k

24(0),...,2m(0) afhankelijke vectoren zijn in r®

Bewijs.
(i) Stel dat EJ(t)""’gm(t) afhankelijk zijn. Dan zijn er getallen Al,...,lm,
niet alle gelijk aan nul, zo dat voor alle t ¢ [0,T] geldt

e () + e+ d g (£) = 0.

Lt

I.h.b. geldt dit voor t = 0. D,w.z.

P

Alﬂq(o) + e Amgm(O} =

e -

waaruit volgt dat 24(0)""’Em(0) afhankelijk zijn,

(ii) Veronderstel nu dat 21(0)""’Em(0) afhankelijk zijn, d.w.z. dat er

petallen Mpseeesty bestaan, niet alle gelijk aan nul, zo dat

urgl(O) + ... F umgm(O) = 0,

De functie y(t) gedefinieerd door

pe) &= ulgd(t) + .. + umgm(t)
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is een lineaire combinatie van Qysecesl en dus ook een oplossing. Verder
geldt ¥(0) = 0.Daar ook de functie die identiek gelijk aan 0 is, een op-
lossing is met beginwaarde gelijk aan 0, volgt uit de eenduidigheid van op-
lossingen met gegeven beginwaarden (4.1.2), dat y(t) = 0 voor alle t ¢ [0,T].

D.w.z.'gl(t),...,gm(t) zijn afhankelijk. ‘ 0

Uit het voorafgaande kan men omnmiddellijk het volgende afleiden:

gtelling. Een homogeen lineair stelsel van n differentiaalvergelijkingen,

X

E; = A(t)x, met A(t) continu op het interval [0,T], bezit n lineair onaf-
hankelijke oplossingen EJ(t)'EQ(t)""'En(t)' De algemene oplossing van het

stelsel wordt gegeven deoor

x=Clo (t) +Chp (£) + ...+ ce (t),

waarin C_,C_,...,C willekeurige constanten zijn. De dimensie van de oplos-
1772 n

singsruimte is dus n.
Bewijs. Kies een basislgl,...,zn van R". Laat gk(t) de oplossing zijn met
Ek(O) =x. Uit lemma 3 volgt dat 24(t)""’2n(t) onafhankelijk zijn.

Het is duidelijk dat iedere lineaire combinatie

x(t) = Clﬂd(t) + .. Cngn(t)

een oplossing is. We moeten laten zien dat ook elke oplossing in deze gedaante
kan worden geschreven. Zij y(t) een oplossing en zij p(0) = X5 De vectoren
Ryser X {n+] stuks) zijn afhankeliijk in R". Derhalve zijn ook E’EJ""’En

afhankelijk (lemma 3):

Jxog(t)+)\lgl(t)+...+Angn(t)=g' (0<tsT),

waarbij niet alle Ak's gelijk aan nul zijn. Daar Dol onafhankelijk zijn

kan niet A, = 0 gelden, Als we C, := —Ak/lo definieren,dan vinden we

0 k’
() = Clgl(t) + ...+ Cngn(t). O
Uit 4.1.3. volgt dat de algemene oplossing van de homogene differentiaalver-
gelijking g% = A(t)x(t) bekend is, zodra n onafhankelijke oplossingen

Eq(t),...,gﬂ(t) berekend zijn,

Men noemt_gl(t),...,gn(t) dan een fundamentaalsysteem van oplossingen.
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De oplossing van een inhomogeen lineair stelsel differentiaalvergelijkingen
dx

i A(t)x + f£(t) 1is terug te brengen tot die van het bijbehorende homogene
dx
lineaire stelsel i A(t)x.

Stelling. De algemene oplossing van een inhomogeen lineair stelsel differen-—
tiaalvergelijkingen is gelijk aan een particuliere oplossing van het inhomo-
gene lineaire stelsel plus de algemene oplossing van het bijbehorende homo-

gene lineaire stelsel.

Opmerking. In het college Wiskunde 10, 6.3.3, werd dezelfde stel-
ling geformuleerd voor de enkele lineaire differentiaalvergelijking van

de n—de orde,

Bewijs. Beschouw het inhomogene lineaire stelsel

dx

3o = Alt)x + £(¢)

en zij x = gp(t) een particuliere oplossing van dit stelsel.

Laat de algemene oplossing van het bijbehorende homogene lineaire stelsel

dx

T A(t)x

gegeven zijn deor

X = ghom(t) = Clgl(t) + ngz(t) + ...+ Cngn(t) ,

waarin Cl,C2,...,Cn willekeurige constanten zijn,

Voor elke keuze van CI’CZ""’Cn is nu

x = Qp(t) + Qhom(t) = mp(t) + clgl(t) + ngz(t) ...+ Cngn(t)
oplossing van het inhomogene lineaire stelsel. Immers

d = =

0 (0, * Yop) = ADDZ, * £(8) + Altdg, o = A (g, + g ) + £(0) .

Omgekeerd, zij x = p(t) een willekeurige oplossing van het inhomogene line-

aire stelsel., Door aftrekken van

dg

dg
——— ---E- =
T A(t)g + £(t) , T A(t)gzp + £(¢) ,

volgt dan

aclt- (g-sep) = A(t)(ﬂ“gp) »
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d.w.z. g(t) - Qp(t) is oplossing van het bijbehorende homogene lineaire
stelsel. Er bestaan dan constanten C_ ,C,,...,C_ zo dat
172 n
p{t) - Qp(t) = C]gl(t) + czgz(t) L Cngn(t) s

en dus

+

g(t) = Qp(t) C,g,(t) + ) B ce (t) .

Daarmee is bewezen dat de algemene oplossing van het inhomogene lineaire

stelsel gegeven wordt door x = Qp(t)‘+ Qhom(t). g

In concrete voorbeelden is de benodigde particuliere oplossing van het inho-
mogene lineaire stelsel vaak te vinden door geschikt "proberen'; vergelijk

met college Wiskunde 10, 6.4.12,

We beperken ons nu verder tot het onderzoek van lineaire stelsels differen~

tiaalvergelijkingen met constante coéfficiénten:

ml o8
]I

=A_}E+£(t) s

of, uitgeschreven,

rdx

1 _
qr T An* teppXp toees tagx +£(0),

R
l o
"
[
I

dx
" R a.2% Toaee # ¥ * fn(t) *

De matrix A hangt niet van t af, de elementen van A zijn constant,

Beschouw eerst het homogene lineaire stelsel

&l &

= Ax .

Analoog als voor de lineaire differentiaalvergelijking met conmstante cobffi-

ciénten (zie college Wiskunde 10, 6.4) verwachten we oplessingen van de vorm

At
x=e"y
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of, uitgeschreven,

= vet T, L, X

= v e
al n 4

met nader te bepalen A en v (v # 0).

Na substitutie in het homogene lineaire stelsel volgt

Aeltv = g

Het getal A is dus eigenwaarde van de matrix A en de vector v is een bij A
behorende eigenvector. De oplossing van een homogeen lineair stelsel is
daarmee teruggebracht tot het bepalen van de eigenwaarden en eigenvectoren

van de matrix van het stelsel.

Stelling. Laat de (nxn)-~matrix A n verschillende (reele) eigenwaarden
A],Az,...,An bezitten met bijbehorende eigenvectoren ¥ys¥5s+-es¥ . De alge-

mene oplossing van het homogene lineaire stelsel differentiaalvergelijkingen
dx
I - Ax wordt dan gegeven door

At At At

n
t+ ... + C & v,
n

i 4

waarin C]’CZ""’Cn willekeurige constanten zijn.

At
‘Bewijs. De oplossingen gk(t) = e zk (k=1,...,n) zijn onafhankelijk,
daar ¢k(0) =Y (k=1,...,n) onafhankelijk zijn (zie 1.3.2). Het gestelde

volgt nu uit 4.1.3. O

Opmerking. De voorwaarde dat AI""’An verschillend =zijn, kan worden ver-

vangen door de eis dat Ve esYy onafhankelijk zijn.
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Voorbeelden. 1) Gevraagd de algemene oplossing van het stelsel differentiaal-

vergelijkingen
H dx1
: I T A
; dx
2 _ -
'—c"i'E— = 3xl 4x2 3

of, in vectornotatie,

5 -6

I ST AT T T T

ml =%
2R R F

= AX met matrix A =
3 -4

Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A. De karakteristieke vergelij-

g king
‘
4 5-x ~6 2
det(A-AI) = = A"=-2-2=0
3 =4-2a
heeft wortels A, = 2, A, = -l. Bereken nu de bijbehorende eigenvectoren:
3v, = 6v, =0 (v, ,v ]T = a[2,1]T ,
A= 2 1 2 1272
: v, - 6v2 =0 kies bijv. v, = [Z,IJT ;
]’6v - 6y, = 0 [v.,,v.,]% = al1,137 ,
N ] 2 1°V2
2 1_3v] - 3v, =0 kies bijv. v, = [i,l]T .

3 2 .11
£ <= eZt +Cce ,
3 - 1 2
: 1 1
3 oftewel
1
}
2t -t

i =
; X, 2C1e + C2e s
| ~ 2t -t

X, = Cle + Cze ,

;: waarin C,, €, willekeurige constanten zijn.
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2) Gevraagd de algemene dplogsing van de differentiaalvergelijking

y™" - 2y" - y' 4+ 2y =0.

We lossen de vergelijking eerst op met de methode uit het college Wiskunde

10, 6.4. De karakteristieke vergelijking is

met wortels A] = -1, Az =1, 13 = 2. De algemene oplossing van de differen—

tiaalvergelijking wordt dan gegeven door

_ -X . X 2x
y = Cle + C2e + CBe .

waarin Ci» C2’ C3 willekeurige constanten zijn.

Los de vergelijking vervolgens op via herleiding tot een stelsel van drie

differentiaalvergelijkingen van de eerste orde, Stel daartoe

1 "

VI =Ys Yy =¥', yy3=y",

dan ontstaat er voor Yi» Y95 Y3 het stelsel

r dy,
dx = y2 »
Y2 _
ﬁ dx y3 ?
dy3
o T T 2y vyt Wy,

of, in vectornotatie

0 1 0
dy
i | = Ay met matrix A = 0] 0 1y .
-2 1 2

De karakteristieke vergelijking van A luidt

-2 1 0
0 =x 1]=-03-222-2+2) =0
21 243

en is, afgezien van het teken, dezelfde als de karakteristieke vergelijking

=1, A, = 2,

boven. A heeft dus elgenwaarden X, = -1, A 3

1 2
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De bijbehorende eigenvectoren zijn eenvoudig te bepalen:

. vy = [1,2,410

Neem hiervan de eerste component,dan vinden we nog eens

zex + C3e2x

X

yy =y = Cle + C

als algemene oplossing van de oorspronkelijke differentiaalvergelijking.

dx
De algemene oplossing 4.1.5 van een homogeen lineair stelsel rria Ax is
afgeleid in de veronderstelling dat de matrix A n verschillende eigenwaar-
den heeft, m.a.w. dat de karakteristieke vergelijking van A n verschillende

reéle wortels heeft. Deze algemene oplossing bestaat uit alle lineaire com
ALt

binaties van de onafhankelijke oplossingen e * v.,
~i

i=1,2,.0.,0.

We beschouwen nog het geval dat de karakteristieke vergelijking van A twee
of meer gelijke wortels bezit. Laat bijv. A, een k—-voudige wortel zijn, ter-
wijl de overige n -~k reele wortels twee aan twee verschillend zijn. In dat
geval blijft het resultaat uit 4.1.5 geldig mits bij A, k onafhankeli jke
elgenvectoren behoren, anders gezegd: mits de eigenruimte bij Al dimensie k
heeft. Indien bij A, slechts % onafhankelijke eigenvectoren behoren met

¢ < k, dan dienen de ontbrekende k - £ onafhankelijke oplessingen van het
stelsel langs andere weg bepaald te worden; zie het navolgende voorbeeld 4.
De karakteristieke vergelijking van A kan eventueel complexe, niet-reéle
wortels bezitten. Laat bijv. A een complexe wortel zijn, dan is ook X wortel
van de karakteristieke vergelijking. Laat nu het stelsel (A-XI)v = 0 een
(complexe) oplossing v bezitten, dan is E oplossing van het stelsel

(A-ADy = 0. Hiermee corresponderen twee toegevoegd complexe oplossingen
van het stelsel differentiaalvergelijkingen, namelijk elti en eAtE. Veorm nu

de lineaire combinaties

ltz . eltz’] - Re(e“y_) , L {eAtX _ elt}:‘r] - Im(eAtx) ,

1
7 [e 21

en gebruik deze als elementen van een basis van de vectorruimte van reéle

oplossingen.
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F»
L
g:“ [ . . - -
) Voorbeelden. 3) Beschouw het homogene lineaire stelsel differentiaalvergelij-
é kingen
3
0 1 1

" d}_(
Y _— i = 1 .
1 It Ax met matrix A 1 0
" 1 | 0
; De karakteristieke vergelijking van A,
;
-X | |
F, det(A-AI) = {1 -2 1] ==2+3n+2=0,

1 1 =X
% heeft wortels AI = 2, A2 = A3 = -1 {tweevoudige wortel).
EJ Bereken nu de bijbehorende eigenvectoren:

T T
—Zvj vyt vy [v],vz,v3] = 01[1,1,1] ,

. .. T
Ap=2 vV =2vy+ vy =0 kies bijv. v, = C1,1,117 ;
v+ v2—2v3 =
T T T
; vVt vV, t vy = {vl,v2,v3] = az[],—l,O] + a3[],0,—1] .
E Az = Ay =-l VitV vy = 0 kies bijv. de onafhankelijke oplossingen
: T T
g V)t v, t v, = v, = Ct,~1,01", vy = (1,0,-13" .
;

Hiermee zijn drie onafhankelijke oplossingen van het stelsel gevonden, name-
11ijk

e2tr1,1,11%, e7fu,-1,01T , e7Fri,0,-11T .

‘i De algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen wordt dan

gegeven door

. Py
—
_—
—

]
i
[4p]
1]
[
(md
+
(]
[¢+]
!
ins
I
+
e
m
o

waarin Ci» CZ’ Cq willekeurige constanten zijn.

N.B. In dit voorbeeld horen bij de tweevoudige eigenwaarde A =—1 twee onaf-

e TR O S e

hankelijke eigenvectoren, oftewel, de eigenruimte bij A =-1 heeft dimensie 2.

Daardoor blijft het resultaat 4.1.3 geldig in dit geval.
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4) Beschouw het homogene lineaire stelsel differentiaalvergelijkingen
_ 6 4
= Ax met matrix A = .

R S A, |

B

De eigenwaarden van de matrix A worden bepaald door

6=A 4 2

det{A-2I) = = X% — 4 + 4 =0 ;

-4 =2-2
we vinden een dubbele wortel A = 2, Bereken nu de bijbehorende eigenvector(en):

4v] + 4v2 =0 T
Ao=2 oplossing bijv. v = (1,-1]" ,

-4vl - 4v2 =0

We vinden slechts &&n eigenvector ¥ = [l,—l]T bij de eigenwaarde A = 2, en
daarmee slechts &&n oplossing ethl,—I]T van het stelsel,
Teneinde een tweede onafhankelijke oplossing te vinden, proberen we
X = eAt(t}_r.-!-E) met A = 2, v = [l,-l]T
en nader te bepalen w. Na substitutie in het stelsel volgt

Oty +awav) = erE(eav+aw) ,

waaruit we afleiden
Av = Av , Aw+v = Aw ,

Na uitwerken van de laatste vergelijking vinden we

4w1 + 4w2 )
- Awl - 4w, = -1

]

2

(4,01%.

De algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen wordt dan

met oplossing bijv. w
gegeven door
2¢( ! 2e| | ] :

x = Cle + C,e t +

of , uitgeschreven,
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' 2t
x = (Ci-rczt-+{C2)e .
o 2t
Xz (C1+C2t.)e ’
waarin Cl’ C2 willekeurige constanten zijn.

Beschouw het homogene lineeire stelsel differentiaalvergelijkingen

3 -5
= Ax met matrix A = .
2 1

&l

De karakteristieke vergelijking van A,

3= -5
=A% -4 +13=0,
2 1=
heeft twee complexe wortels A = 2 t 3i, Bereken de bijbehorende oplossing

van het stelsel (A-AD)yv = 0:

A=2+3i: (i-3i)v, - 5v, =0  oplossing bijv. v, = [5,1-3117 ,

A=2-31: (1 +3i)vl - 5v2 = 0 oplossing bijv. v, = [5,l+3i:|T .

Hiermee corresponderen twee toegevoegd complexe oplossingen van het stelsel

differentiaalvergelijkingen, namelijk

(2+3i)t 5 2t 5 cos 3t Lo 5 sin 3t
e = g t 1e

1 %31 leos 3t + 3 sin 3t sin 3t - 3 cos 3t
Ook het reele resp. imaginaire deel van deze oplossingen is oplossing van
het stelsel. Gebruik nu de laatste als basis van de vectorruimte van oplos-
singen, dan wordt de algemene oplossing van het .stelsel differentiaalverge-

lijkingen gegeven door

. 5 cos 3t ' 5 sin 3t
x=0C e2t +C e2t . ,
cos 3t + 3 sin 3t gin 3t - 3 cos 3t
of, uitgeschreven,
2t ] , -
x| =e (SC] cos 3t + 5C2 sin 3t) ,

X, = e2t{(C]'-3C2)cos 3t + (3C]-+C2)sin 3t} .

2

Hierin zijn C,, C, willekeurige constantemn.
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De oplossing van een inhomogeen lineair stelsel differentiaalvergelijkingen .
. dx . ;-
met constante coefficienten, Fr e Ax + £(t), is overeenkomstig 4.!.4 terug
te brengen tot die van het bijbehorende homogene lineaire stelsel rri Ax.
De benodigde particuliere oplossing van het inhomogene lineaire stelsel is
veelal te vinden door geschikt proberen. Indien bijv. f£(t) = eush met |y geen
eigenwaarde van de matrix A, proberen we als particuliere oplossing van het

inhomogene stelsel X = eusg met nader te bepalen w.

Voorbeeld. 6) Gevraagd de algemene oplossing van het inhomogene lineaire

stelsel differentiaalvergelijkingen

-

dx1 ¢
S 5x]_" 6x2 - b4e” ,
dx

2 _ _ t
Tl 3x‘ 4x2 Je .

De algemene oplossing van het bijbehorende homogene lineaire stelsel werd

afgeleid in voorbeeld i:

2 |
x=C ezt + C,e t .
- ! 1 2 1

Probeer als particuliere oplossing van het inhomogene lineaire stelsel,

X = esg, dan volgt na substitutie in het stelsel

W, = 5w] - 6w2 -4
Wy =.3w] - 4w2 -3,
waaruit we vinden W= !, Wy = 0.

De algemene oplossing van het inhomogene lineaire stelsel differentia&lvérr"'-

gelijkingen wordt nu gegeven door

x=e + C.e + C,e »
0 1 ' 1

waarin €;» C willekeurige constanten zijn.

2
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Laplace transformatie

Definitie. Zij de functie f(t) gedefinieerd voor t = 0 en integreerbaar over

[0,A voor elke A > 0, dan wordt de Laplace—getransformeerde van f(t) gede-

finieerd door

oo

F(p) := f e Pt f)de ,
0

mits de integraal cbnvergent is.
Notatie: F(p) = L{f(t)} of F = L(f).

De overgang van f(t) naar F(p) heet Laplace transformatie. Deze transforma-

tie heeft een inverse (zie 4.2.3, eigenschap 5), de inverse Laplace trans-—
formatie, genoteerd als f(t) = f-l{F(p)} of £ = EHI(F).

Ten aanzien van de convergentie van de Laplace~integraal (4.2.1) doen zich

drie mogelijkheden voor:

1) De Laplace-integraal is convergent voor alle p; voorbeeld: f(t) = e .

2) De Laplace-integraal is divergent voor alle p; voorbeeld: f(t)

n
m

3) Er bestaat een getal a ¢ R zodanig dat de Laplace-integraal convergent
is voor p > o en divergent voor p < a. We laten het bewijs van de exis~

tentie van een dergelijke o achterwege.

- Het getal a heet de_cohverggptie—abscis van de Laplace-integraal. In de ge-

vallen 1) en 2) stellen we de convergentie-abscis gelijk aan ~= resp. +=,

We geven een korte tabel van een aantal functies met hun Laplace-getransfor-

meerden.
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4.2,2. Tabel,

£(t) F(p) conv.—~abscis
eat 1 a
p-a
it ]
'{1—,,-,11=0,],2,... n+l O
P
t?  at _ 1
E , 0 =0,1,2,.,. (P_a)n+l a
cos lbt —P 0
2 2
p +b
sin bt "—é-—]?——'—z- 0
P + b
eat cos bt _‘__jl%fi-"7§ a
(p-a)° +hb
L at . b
; e sin bt —— a
{(p-a) +b

Afleiding. Een deel van de in de tabel voorkomende Laplace-integralen is te

T PR T T

berekenen met de methoden van het college Wiskunde 10. De overige resultaten

volgen eenvoudig met behulp van 4.2.3, eigenschap 2.

.. 4.2.3. Eigenschappen van de Laplace transformatie

1) Voor r ¢ R, s ¢ R geldt

L{rf(t) +sg(r)} = cL{f(t)} + sL{g(t)} ,
i.e. de Laplace transformatie is een lineaire afbeelding.

2) zij L{ECE)} = F(p), dan is £{e®TE(L)} = F(p-a).

It

F(p) en lim emptf(t) = 0, dan is
tox

3) Zij L{£(t)}

L{£'(e)} = - £(0) + pF(p) .

4) z2ij L{£(t)} =F(p) en lim e_ptf(k)(t} =0 voor k = 0,1,...,0~l, n € W,

. troo
dan 1is

[T A TR T LT
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1™ ()} = - £ gy _ pe ™0y - .., - p"1£(0) + pPF(p)

5) Zij £{f(t)} = F(p). Dan is £{tf(t)} = -F(p) en ﬁ{tnf(t)} = (—])nF(n)(p).

6) Laat de functies f(t), g(t) continu zijn voor t 2 0 en Laplace-getrans-
formeerden F(p), G(p) bezitten. Indien er een o € R bestaat zodat
F(p) = G(p) voor p > a, dan is f(t) = g(t) voor t = O,

Bewijs. 1) Triviaal.

oo o

2) L{e% ()} = f e Pt eriyge = f e (P s yde = F(p-a) .
0 0

3) Door partiéle integratie volgt

(>0 oo

Ei; L{E' ()} = f e Prer(eyde = e Ple(e)| +p f e PEE(tydt = ~ £(0) + pF(p)
] 0
0 0

4) We passen volledige inductie toe naar n. Als n = ! stemt de te bewijzen
eigenschap overeen met eigenschap 3.

Veronderstel nu dat de eigenschap juist is woor f(n)(t). Dan velgt met

behulp van partiéle integratie

o [-=]

cie™ Dy - f e PEe ™D (hyae = P (] 4 ) f P ™ (eyae =
0
0 0]

SRR 5 T e

- ™) v pte™ e -

!

== ™) ¢ pr-£V 0y - pr ™D 0y - L -5 0y 4 pRE(p)] =
E' = - £ ) - pt™ 0y - 2R 0y L pPe 0y 4 M)

; d.i. precies de te bewijzen eigenschap voor f(n+l)(t).

5) We kunnen het resultaat als volgt "afleiden"

T

F'(p) = j—p[ e PPE(e)dar = f%ﬁ(e"l’t)f(t)dt =
0 0

| MR mIE T A

= - J te_ptf(t)dt = ~L{tf(t)}.
0

Dat de verwisseling van differentiatie en integratie hier is geoorloofd zullen

we niet bewijzen.
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6) Deze eigenschap bewijzen we niet.
Opmerking. Eigenschap 6 drukt uit dat de Laplace transformatie toegepast op
de verzameling der continue functies, een injectie is. Bij elke F(p) bestaat

er hoogstens &&n continue inverse f(t) = £_I{F(p)}, verkregen door inverse

Laplace tranformatie.

Definitie. De convolutie van twee functies f en g is de functie h gegeven

door
t

h(t) := f fit)g(t—-1)dr .
0

Notatie: h = f x g,

Opmerking. Met behulp van de substitutie t-~t = g volgt

t
f f{(D)gl{t-1)dt = f g(o}f(t~-o)do ,
0 0

zodat f*xg = g+ f; de convolutie is commutatief,

Stelling (convolutiestelling). Laat de functies f(t) en g(t) continu zijn
voor t 2 0, en laat de Laplace-integralen L{f(t)} = F(p), L{g(t)} = G(p) ab-

soluut convergent-zijn voor p > o. Dan geldt voor p > a,
L{(Exg)(D)} = F(p)&(p) .
Bewijs. Op grond van 4.2.1, 4.2.4 is te schrijven

oo o t

L{(E+g) (L)) = f e PH(E+g)()dt = [ e Pt e f £(u)g(t - u)du .
0 0 0"

De aldus gevonden herhaalde integraal is gelijk aan de oppervlakte-integraal
over de sector van het (u,t)-vlak die begrensd wordt door de positieve t-as
en de halfrechte t = u, t 2 0. Verwissel nu de volgorde van integratie. Men
kan bewijzen dat deze verwisseling voor p > a geoorloofd is omdat de betrok-

ken integralen absoluut convergent zijn. We vinden dan

o -]

L{(Exg)()} = f f(u)du f e_ptg(t-u)dt .
0 u

Substitueer in de binnenste integraal t-u = v, dan volgt

o o

L{(E*g) (L)} = fe"p“f(u)du fe_pvg(v)dv = F(p)G{p) . 8
0 0 :
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Voorbeelden. 1) Volgens de tabel 4.2.2 is

rraaty oo 1 r bty _ _ 1
{e""} o2 {e” "} 5b

Met behulp van de conveolutiestelling (4.2.5) volgt dan

t

-1 1 - _ at , bt _ at b{t-1), _
L {zEr:j;ifsfjgj} =e *e = f e e dr =
. 0]

t
1 eaTeb(t T) -

1 at bt
-5 (e e

a-b ) s

0

in de onderstelling a # b.
Hetzelfde resultaat is ook af te leiden door splitsing in partiéle breuken

en gebruikmaking van de tabel 4.2.2:

! SR WP B T ﬂf{ at ebt}
(p-a){(p-b) a-b ‘p-a p-b’ a-b ’

2) Beschouw de n-voudig geltereerde integraal (n ¢ W) van een functie £:

t _ Tn T2
y{t) := f drn J .drn_l...drz f f(rl)d'rI .
0 0 ' 0
Dan geldt:
y ™0 = £(0)

y(0) = 3'(0) = ... y® (o) a0,
Pas Laplace-transformatie toe. Dit levert

PY(p) = F(p),

dus

¥(p) = Ep)
n
P
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U‘t .l i s — =
it de tabel 4,2.,2 is af te lezen pn L{TE:TTT}’ waarna met behulp van de

convolutiestelling volgt:

81 ! T n-1
y(t) = £(t) =* oY = G-DT f(t)(t~-1) dt.
' 0

Hiermee is de n-voudig geltereerde integraal van f herleid tot een enkel-
voudige integraal. Vergelijk het hierboven afgeleide resultaat met de formu-

le van Taylor als gegeven in het college Wiskunde 10, 4.6.1.

Een vergelijking waarin een onbekende functie f optreedt, is door Laplace
transformatie te "vertalen'" in een vergelijking voor de Laplace getransfor-
meerde F = L(f)., Bij deze vertaling fungeert de tabel 4.2,2 als een beknopt
"woordenboek', terwijl de eigenschappen 4.2.3 te hanteren zijn als ''taalre-
gels'. In een aantal gevallen is de getransformeerde vergelijking eenvoudi-
ger op te lossen dan de oorspronkelijke vergelijking. De oplossing van de
getransformeerde vergelijking dient dan nog "terugvertaald" te worden door
inverse Laplace transformatie.

Zo kan de methode van Laplace transformatie met veel vrucht worden gebruikt
bij het oplossen van.lineaire differentiaalvergelijkingen,c.q. lineaire
stelsels differentiaalvergelijkingen, met constante coéfficienten. Daarbij
veronderstellen we daﬁ de differentiaalvergelijking of het stelsel vergezeld
wordt door zekere beginvoorwaarden. In geval van &&n enkele differentiaal-
vergelijking van de n—de orde voor de onbekende functie y(t) dienen de waar-
den van y(O),y'(O),...,y(n—l)(O) voorgeschreven te zijn. In geval van een
stelsel differentiaalvergelijkingen (van eerste orde) voor de vectorfunctie
x(t) zal x(0) gegeven zijn. Gelet op 4.2.3, eigenschappen 3 en 4, zal de
differentiaalvergelijking door Laplace transformatie overgaan in &én alge-
bralsche vergelijking, terwijl het stelsel differentiaalvergelijkingen in
een lineair stelsel algebraische vergelijkingen overgaat. Beide zijn eenvou-
dig op te lossen. Door de voorgeschrevén beginvoorwaarden ligt de oplossing

van de differentiaalvergelijking c.q. het stelsel eenduidig vast. De methode
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van Laplace transformatie voert rechtstreeks tot deze ene gezochte oplos-
sing, dit in tegenstelling tot de vroegere methode waarbij eerst de algemene
oplossing moest worden bepaald en vervolgens aangepast aan de beginvoorwaar-—

den.

Voorbeelden. 3) Gevraagd de oplossing van de differentiaalvergelijking

y' - 4y’ + Sy = 2et

onder de beginvoorwaarden y(0) = 2, y'(0) = 0,
Zij y{t) de gevraagde oplossing met Laplace-getransformeerde L(y) = Y.
Dan volgt met 4.2.3, eigenschappen 3 en 4:

L(y')y =-2+pY, L") =-2p +p’Y.

Verder is uit de tabel 4.2.2 af te lezen

ri2efy = 2 |

p-1

De differentiaalvergelijking plus beginvoorwaarden gaat nu door Laplace

transformatie over in

2

(P2—4p+5)Y= 2p - 8 + e

R A e

met oplossing

2p2- 10p + 10
2
(p"-4p+5)(p~1)

Y =

.

Splits dit resultaat in partiéle breuken:

p -5 1 p—2 _ 3 + ]

Y = + - —

p2-4p+5 P~ (p—2)2+l (p-2)2+1 P

dan volgt na inverse transformatie met gebruikmaking van tabel 4,2,2 de

gevraagde oplossing:

y(t) = ezt cos t - 3e2t sin t + et .

‘
!
f,
b
5

4) Gevraagd de oplossing van de differentiaalvergelijking

T
o

onder de beginvoorwaarden y(0) = y'(0) = O,
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Zij y(t) de gevraagde oplossing met Laplace-getransformeerde L(y) = Y. Door
Laplace transformatie gaat de differentiaalvergelijking plus beginvoorwaar-

den over in

(p2+b2)Y=_2- + ._1...+ ._.g._ .
3 2 2
p p b"p

Schrijf de oplossing van de laatste vergelijking in de vorm

1 b 2 1 2
Y = o e [ — o 1,
b 2 2 (.3 2 2 }
p +b [p P bTp
Voer nu de inverse Laplace transformatie uit met gebruikmaking van de convo-

lutiestelling (4.2.5), dan vinden we voor de gevraagde oplosssing:
t

y(t) =+ (sin bt) » (2 +t+2) = & [ (241 +2) sin b(t-1)dT .
5 7 "% 7

0
De laatste integraal is te berekenen door partieéle integratie, met als re-

sultaat

onder de beginvoorwaarden xl(O) = xZ(O) = 0,
Voer in de Laplace-getransformeerden £(x1) =X, ﬁ(xz) = X, van de gevraagde
oplossing xl(t), xz(t). Door Laplace transformatie gaat het stelsel plus be-

ginvoorwaarden over in

=)
b
il

le - 6X2 - 5-T1°

=]
=
A~
N

¥ - 4Ky - I,

oftewel
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. : =|——-—-------—‘,+
(p-5)X1+ 6}{2 5T
- 3K, 4 (pHA)K, = - —
| P 2 p-1"

De oplossing van het laatste stelsel is eenvoudig te bepalen:

— 4p + 2 ! I 2
X = = &4 —
1 - + 1 -7 ?
(-1D@i-p-2) P71 P P
-3 ) | 1
X = = - .
2 2 - +1 -2
p _p_.z p P

Na inverse transformatie met gebruikmaking van de tabel 4.2.2 vinden we de

gevraagde oplossing:

X, = & - e .
2 .

N.B. Hetzelfde stelsel differentiaalvergelijkingen (zonder beginvoorwaarden)
werd eerder behandeld in 4.1, voorbeeld 6. De benodigde particuliere oplos-
sing van het inhomogeng stelsel werd daarbij bepaald door geschikt proberen.
Bij gebruik van de methode van Laplace transformatie als boven behoeft niet
eerst een particuliere oplossing te worden bepaald, maar wordt de eindoplos-~

sing rechtstreeks verkregen.

Gevraagd de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

dx 6 4

—— = Ax met matrix A = .

dt -4 -2
onder de beginvoorwaarde x(0) = a.

Voer in de Laplace-getransformeerde £(x) = X, dan gaat het stelsel plus be-

ginvoorwaarde door Laplace transformatie over in

~a+pX = AX

of, uitgeschreven,

(]:'-6)}{l 4X2 =a ,

4X] (p+2)X2

+
]
B
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De oplossing van het laatste stelsel is

‘< - (p-i-Z)a.1 + 4a2 B a . 4(al-+a2)

1 2 ) z
pi-dp+i P (p-2)

< (p-é)a2 - 4a1 ) a, ) 4(a1+az)

2 : -2 2z "
p?-4p+4 P (p-2)

De gevraagde oplossing volgt nu door inverse Laplace transformatie:

_ 2t 2t
x| = ae’” 4+ A(a] +a2)te s

e2t - A(al-faz)tezt .

x2 82

Indien we a;, a, opvatten als willekeurige constanten, is de aldus gevon-
den oplossing tevens de algemene oplossing van het stelsel differentiaal-
vergelijkingen. Vergelijk deze algemene oplossing met het resultaat uit
4.1, voorbeeld 4, waar hetzelfde stelsel differentiaalvergelijkingen be-

handeld werd.

Differentiaalvergelijkingen van het type Euler, machtreekssubstitutie

De algemene vorm van een differentiasalvergelijking van het type Euler is

q" -1 gt
K EL g St e v a

n dx

l -
X3 + ay=f(x),
dx

n-1
waarin a],az,...,an_l,én constanten zijn. Het is voldoende de differentiaal-
vergelijking te beschouwen voor x > 0. Indien namelijk x < 0, kan men de
substitutie x = -£ toepassen waarna de differentiaalvergelijking overgaat in
ecen vergelijking van hetzelfde type voor y als functie van £ met £ > 0.

De differentiaalvergelijking van het type Euler is te herleiden tot een 1li-
neaire differentiaalvergelijking met constante coefficiénten door middel

van de substitutie x = e'. We zullen dit nader uitwerken voor het geval

n = 2, dus voor de differentiaalvergelijking

2 g? d -
&L+ a x4+ y = £(x) , x>0. (1)
de 17 dx 2

Onder de substitutie x = et, oftewel t = log x, geldt
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dy . dy dt _ 1 dy

dx dr dx x dt ?

2 } 2 2

dy 4 Jldyy L dy ldyde 1 /dy J
2 dx x dt 2 dt x 2 dx 2 2 dt/ ?

dx x dt X dt

zodat de differentiaalvergelijking (1) overgaat in

&y dy 6
dtz + (al-l) TR f(e™) . (2)

De aldus gevonden differentiaalvergelijking met constante coéfficiénten is
op te lossen met de methode uvit het college Wiskunde 10, 6.4,

Beschouw eerst het geval f(x) = 0 voor alle x > 0, dan zijn de vergelijkin-
gen (1) en (2) homogeen. Bij de homogene vergelijking (2) behoort de karak-

teristieke vergelijking
Mot (@ - DA +a, =0
| 2

met wortels AI, Az te noemen. De algemene oplossing van (2) luidt dan

y =C.e + C,e 2 als l] # Ay s
(3)

y = Cle + Czte als l] = AZ H

zie college Wiskunde 10, 6.4.

Hiermee correspondeert als algemene oplossing van de homogene vergelijking

(1):

g
H
(9]

£

+
(9]
»

als A] # 12 s

N . (4)
y = C]x + sz log x als At = Az s

waarbij €., C, willekeurige constanten zijn.

17 72
In het geval £(x) # 0, zijn de vergelijkingen (1) en (2) inhomogeen. Bij de
algemene oplossing (3) of (4) dient dan nog een particuliere oplossing van

de betreffende vergelijking te worden opgeteld. Deze particuliere oplossing

is veelal weer te bepalen door geschikt proberen. Zij bijv. £(x) = x*, dan

is f(et) = ert

y = ae’" met a te bepalen.

en als particuliere oplessing van (2) kan men proberen
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Voor praktisch gebruik is de voorgaande oplossingsmethode als volgt te be~
korten. Los de homogene differentiaalvergelijking (!} rechtstreeks op door
te proberen: y = xA, verkregen door combinatie van x = et en y = elt. Na in-

vullen in (1) vinden we dan

A(A-—l)xA + aIAxJL + a2xA =0,

32 4 (a,-D) +a, =0,

d.i, dezelfde vergelijking als boven met wortels A, en X,. Vervolgens wordt
de algemene oplossing van de homogene differentiaalvergelijking (1) dan ge-
geven door (4). Evenzo is een particuliere oplossing van de inhomogene dif-~
ferentiaalvergelijking (1) veelal te vinden door geschikt proberen, recht-
streeks in (1). Zij bijv. £(x) = x*, dan kan men als oplossing proberen

y = ax’ met a te bepalen.

De aldus verkorte methode is zonder meer over te dragen naar de differenti-
aalvergelijking van het type Euler wvan de n-de orde. Als oplossing van de
homogene differentiaalvergelijking proberen we: y = xA, waarna veor A een
algebralsche vergelijking van de graad n ontstaat. Indien de wortels
AI,AZ,...,An van deze vergelij%%ng onderling verschillend zijn, dan zijn de
corresponderende oplossingen x J, j = 1,2,...,n, onafhankelijk en de algeme-

ne oplossing van de homogene differentiaalvergelijking wordt gegeven door

Al A2 An
y = C]x + sz + .. Cnx

met willekeurige constanten CI’CZ""’Cn' Indien A] = A2'= vas = Ak en

Aj # Ak voor j > k, dan behoren bij l‘ de k onafhankelijke oplossingen
Ao A A ' |

X i, X ! log X, .., X ](103 x)k 1.

Opmerking. log betekent hier en elders in deze syllabus de natuurlijke logarithme.

Voorbeelden. 1) Beschouw de differentiaalvergelijking van het type Euler

2
x2y|r+xyv_ny=0, x>0,

, . . A . .
waarin n geheel, = 0 is. Substitutie van y = x* leidt tot de vierkantsverge-
1ijking

2 2
AGL-1) +A-n2=0, A -nl=0,
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met wortels &, =mn, A, = -n. In het geval n = 0 zijn deze wortels ge-
lijk. De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking wordt nu ge-

geven door

logx alsn=20,

y C]+C

2
-n
y=Cx + C,x als n #0 .
Hierbij zijn Cl» 62 willekeurige constanten.
Gevraagd de algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking
x2 Il_3 t =
v xy' + 4y X , x> 0.

Substitueer in de homogene vergelijking y = xA, dan volgt voor A de vier-

kantsvergelijking

12 -4+ 4 =0
met twee gelijke wortels XA = 2, De homogene vergelijking heeft dus onaf-
hankelijke oplossingen xz, x2 log x.
Bepaal nu een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking door
proberen van y = ax, dan vinden we a = 1.
De gevraagde algemene oplossing luidt dan

y = x + Clx2 +-C2x2 log x ,

waarbi j Cl’ C2 willekeurige constanten zijn.

Bij het oplossen van differentiaalvergelijkingen is tot dusver steeds ge-

zocht naar een oplossing uitgedrukt in elementaire functies zoals polynomen,

exponentiéle functies, goniometrische functies, inversen van deze functies, enz.
We zullen nu toelaten dat de oplossing gegeven wordt door de som van een
convergente machtreeks. Een dergelijke machtreeks-oplossing wordt verkregen
door in de differentiaalvergelijking voor de onbekende functie een macht-
reeks te substitueren met nader te bepalen coéfficienten. Deze worden dan
vastgelegd door de eis dat de coefficiénten van gelijke machten van de onaf-
hankelijke variabele in linker— en rechterlid gelijk zijn. We geven eerst

een tweetal voorbeelden.
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Voorbeelden. 3) Beschouw de differentiaalvergelijking
Ls y' —xy =0

Substitueer voor y de machtreeks

met nader te bepalen coefficienten a,. Neem aan dat deze machtreeks een con-
vergentiestraal R > 0 heeft. Voor |x} < R wordt y' verkregen door termsge—

wijs differentieren:

g en de laatste machtreeks heeft eveneens een convergentiestraal R; zie colle-
. ge Wiskunde 10, 4.5.8.

Substitueer nu deze machtreeks in de differentiaalvergelijking, dan ontstaat

er

Stel vervolgens de coefficiénten van gelijke machten van x in linker- en

rechterlid aan elkaar gelijk:

coeff. van 5 : a, =0,

e I
coeff. van x , 1 22 : na = a
n n—2

Door herhaald toepassen van de laatste betrekking volgt dat de coéfficiént

a_, kan worden uitgedrukt in & _5s @ in a__4» enZ., eindigend met aq als n

n-2
even is en met a, als n oneven is. Omdat a; = 0, zullen de coéfficienten a,

met oneven index alle nul zijn: a, | = 0. Voor de coefficienten met even

index vinden we

1 1 1

1 = = .

- - L - = 11
m - Tm Y2m2 T Im Im-2 2me4 0 Zm 2m- 2 52% " oo,

a

De machtreeks-oplossing wordt dan gegeven door
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waarbij a, een willekeurige constante is. Deze machtreeks is convergent voor

0
alle x, i.e. R = o,

In dit voorbeeld is de machtreeks nog te sommeren tot

De oplossing in deze vorm is ook af te leiden met de methode van scheiding

van variabelen; zie college Wiskunde 10, 6.2.

4) Beschouw de niet—lineaire differentiaalvergelijking

'

yl=x+yt

onder de beginvoorwaarde y(0) = 1.

b
%' Substitueer voor y de machtreeks
4 .

y= ] ax',

n=0
! dan is
"47 9] _1 2]
; y' o= 2 na xt = z (n+1)a_ X",
' n=1 n= n+l
ﬁ. 2 s e[ 2 ) F K+t & | B
Tl
y© = z a, x Z ax | = Z Z a x = X Z a__.[x ,
k=0 & ||le=0 * ko gm0 K ns0 |kkp KTnek

K

waarbij k +£ = n gesteld is., Na substitutie in de differentiaalvergelijking

ocntstaat er

00 0 n

:: Y (n+Da_ x" =x+ ) Z aa_ [x .
n=0 n+l n=0 |k=o & o7k

Stel nu de coefficiénten van x° (n = 0,1,2,...) in linker- en rechterlid aan

elkaar gelijk:

. 0
coeff. van x : al = ao

- ] . _
coeff. van x : 232 = 1+ ZaOa .

- n
coeff. van x ', nz 2 : (n-rl)an+1 z aa -




- 154 -

Door de laatste betrekking wordt a uitgedrukt in de voorgaande coeffici~

+1]
enten a,,a;,...,a . De coefficiénten a, zijn nu volledig bepaald, Immers,
uit de beginvoorwaarde y(0) = 1 volgt ay = 1, waarna we successievelljk vin~

den met behulp van bovenstaande betrekkingen:

2 _ 4
(aoa2 +a;+ azao) = -

(¥t

[N 1)
] —

ay = 1, a, = 1, a, = 5, a,

1

_ 1 - 17
a, =7 (aoa3 + aa, + a,a; + a3a0) =37 » enz.

o

Hiermee is de machtreeks-oplossing y = z anxn in principe bepaald.
n=0

We onderzoeken nog de convergentie van de machtreeks. Daartoe bewijzen we

door volledige inductie dat

0 < a, s arn voor n 2 0 ,
met nader te bepalen a en r,
Veronderstel dat voor zekere n = 2 geldt

0 < a, = ark voor k = 0,1,...,n .

Met behulp van de betrekking

volgt dan
n
0 < a g % n-il z a2rkrn k _ 2n
k=0
Kies nu a = r, dan is 0 < 3 41 S azrn = arn+1, d.i., de te bewijzen ongelijk-
heid voor a1 o
Vervolgens wordt r zo bepaald dat 0 < a_ < ar™ = £ voor n = 0,1,2, Hieraan
wordt voldaan door r = (3)1/3, zodat

7\ (n*1)/3
0 <a = (—) vooer n 2 O .
ol 2

De machtreeks
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°E° (é)(n*'l)/li n

n=0 Z
32 .
heeft convergentiestraal 3-; zie collepe Wiskunde 10, 4.4.20.

Volgens de vergelijkingsstelling (college Wiskunde 10, 4.4.16) is dan de

3
machtreeks Z anxn convergent, tenminste voor !x] < \f% =0.87... .
n=0

We beschouwen nu algemeen de inhomogene lineaire differentiaalvergelijking

van de tweede orde

"

y'+pxy' +qxy = £(x) ,
onder de beginvoorwaarden y(0) = s y'(0) = a,.
We veronderstellen dat de coefficiénten p(x), q(x) en het rechterlid f£(x)
ontwikkeld kunnen worden in machtreeksen naar machten van x, welke conver-
gent zijn voor |x| < R:

n

p.x , q(x)=

p(x} = n

n

t~18
WS
M
o
H
Fay
"
ot
n
B e~18
=]
»
=]

| ~18

0 n=0 n=0

Substitueer veoor y de machtreeks
4y
n=0

met nader te bepalen coefficienten a, n 22 Merk op dat automatisch vol-
daan is aan de beginveorwaarden y(0) = 2y v'(Q) = a. Neem aan dat de

machtreeks een convergentiestraal Rl > 0 heeft, dan geldt voor |x|‘< Rl

o o«

t n~l _ n
y' o= z nanx = Z (n-+l)an+lx ’
n=] =()
"o_ v o n~2 = v n
y nzz n(n-a_x nZO (n+2)(n+ Da 3",

en de aldus verkregen machtreeksen hebben eveneens een convergentiestraal R
Substitueer de voorgaande machtreeksen in de differentiaalvergelijking, dan

ontstaat er




;

o [_oc 1 o
nz() (m+2)(+ Dag % + _;;zz-o pﬂxi _k.z- (e l)akﬂxk *
= i-r - "
_ n
" ik A kZO LS _nZO e
of, na herschrijven van de machtreeksprodukten met k+2 = n gesteld,
oo @ n
nzo (n-+2)(n-+l)an+2xn ' nZO k£0 pn-k(k'+l)ak+] e
= |n n I n
' nZO kZO R nEO B

Stel de coefficiénten van x" (n = 0,1,2,...) in linker- en rechterlid aan
elkaar gelijk, damn volgt
n n
(m+2)(n+Da ., =, = kZO Pkt Da - k.z—_o -2 » D=0 -

Door deze betrekking wordt a 4o uitgedrukt in de voorgaande coefficiénten

8yedpseresa,a . Aangezien ay, 8 bekend zijn, kan :en successievell jk a,,
aj, 4,, enz. berekenen., De machtreeks-oplossing y = Z anxnr is hierdoor in
’ n=0

principe volledig bepaald. Zonder bewijs vermelden we dat de gevonden macht-

oo

n p .
reeks Z a,x convergent is, tenminste voor Ix[ < R.
n=0

De methode van machtreekssubstitutie kan ook worden uitgevoerd met macht-

reeksen naar machten van x - a, waarbij a een constante is. Voor de onbekende

functie in de differentiaalvergelijking wordt dan gesubstitueerd de macht-
reeks I an(x-a)n met nader te bepalen coefficiénten a_ .
=0

Voorbeeld. 5) Beschouw de homogene lineaire differentiaalvergelijking

7y =0
| = x

Ontwikkel 2/(1-—x2) in een machtreeks en substitueer y = anxn, dan volgt

It ~38

n=0
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o =]

E (n+2){n+1)a "+ 2 E X
=0 n+2 2=0

o0
22 2 k
x| =0.
k=0 %
Hiéruit zijn de coefficienten a  successievelijk te bepalen.

Het is in dit geval echter handiger om de differentiaalvergelijking te her-

schrijven in de vorm
2 "
(I1-x7)y" + 2y =0 .

oo
Substitutie van de machtreeks y = Z anxn leidt dan tot

n=0

o <0 o«
X (n-+2)(n-+l)an+2xn - X n(n-—l)anxn + 2 Z anxn =0 .
=0 n=2 n=0

Stel de totale coefficient van x" (n = 0,1,2,...) in het linkerlid gelijk

aan 0:
coeff. van xO : 2a, + 2a. =0
' : 2 0 ?
coeff. van x1 : 6a3 + 2a1 =0,
coeff. van xn, nz2;: (n-+2)(n+])an+2 - (n2-n-2)an =0,
(n-+2)an+2 = (n- 2)an .
Uit de eerste twee betrekkingen wvolgt a, = ~ag, a5 = --%al. Uit de laatste

betrekking met n = 2 gesteld, volgt a, = 0. Door herhaald toepassen van de
laatste betrekking vinden we dat de coefficiént a kan worden uitgedrukt in
892 8o na_,,a_,ina ., enz Omdat a, = 0, zullen de coefficienten
a met even index 2z 4 alle nul zijn: a5~ 0 voor m = 2,

Voor de coefficiénten met oneven index vinden we

2 = 2m-3 = im-32m=5 - =
2m+ ] Zm+ 1 T2(m-1)+1 2m+ 1 2m=1 " 2{(m2)+} el
_ (Pm=3)(2m-5)(2m=7) **+5:3¢1 3 lay oo 2
(Zm+ 1) (2m- 1) (2m~3) *++ 975 23 2 et R M
4m© -1 4m” ~ 1

De machtreeks—oplossing wordt dan gegeven door

o 2mt+1
X

—

y = aO(I-xz) - a4
m=0 4m~ -1
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Indien we a5, &, opvatten als willekeurige constanten, is de aldus gevonden
oplossing tevens de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking.

In dit voorbeeld is de machtreeks nog te sommeren tot

w 2m+1 o 2mt+1 0o 2m+1
x_ -1z -1y x -
m=0 4m2-l 2 =0 m =1 2 m=0 Zm+ |
w 2m+1
R R N x o1 .12 1+x)
= 2:‘:4-2(}\: l)mzo Yl 2x+4(x l)log(]_x),

zie college Wiskunde 10, 4.8.7.

Numerieke oplossing van differentiaalvergelijkingen

Tot dusver zijn in dit hoofdstuk, en in het college Wiskunde 10, hoofdstuk &

een aantal analytische methoden besproken voor de oplossing van differenti-

aalvergelijkingen c.q. stelsels differentiaalvergelijkingen., Deze analyti-
sche methoden voeren veelal tot een oplossing in gesloten vorm, d.w.z. uit-
gedrukt in elementaire functies zoals polynomen, exponentiéle functies, go-
niometrische functies, enz,, en in integralen van zulke functies. Evenwel,
slechts een beperkt aantal klassen van differentiaalvergelijkingen laat een
dergelijke oplossing in gesloten vorm toe. Vele andere differentiaalverge~
lijkingen zijn niet op te lossen in termen van elementaire functies.
Daarnaast is een oplossing in gesloten vorm niet altijd geschikt voor prak-
tisch gumeriek gebruik., Beschouw bijv. de lineaire differentiaalvergelij-

king van de eerste orde

onder de beginvoorwaarde y(0) = 0. Met de methode van variatie van constan-~

ten (zie college Wiskunde 10, 6.3) is af te leiden dat:de oplessing gegeven wordt

door %

Jemlce o
y = expl|f + e dt;df ,
0 2

L]

doch deze is zeker niet geschikt om de numerieke waarde van bijv. y(l) een-
voudig af te lezen.

Om deze redenen zijn er verschillende numerieke methoden ontwikkeld voor de

berekening van een benadering voor de oplossing van een differentiaalverge-




- 159 -

lijking. Deze methoden hebben gemeen dat de exacte oplossing y(x) benaderd
wordt, niet op een volledig interval, maar slechts in een aantal discrete
punten x = xo,xl,kz,... . Veelal worden deze punten equidistant gekozen:

X = X +nh, n=0,1,2,..., waarbij h de stapgrootte genoemd wordt.

We bespreken hier de eenvoudigste numerieke methode, namelijk de methode van
Euler, toegelicht aan de differentiaalvergelijking van eerste orde met be-

ginvoorwaarde
y' = £(xy) » y(xy) =Yg - m
Het geheel van differentiaalvergelijking plus beginvoorwaarde heet een be-

ginwaardeprobleem. We veronderstellen dat f(x,y) continu differentieerbaar

is op de strook S := {(x,y) € F? | a < x <bl}, dow.z, £ is differentieer-

baar naar x en y op S en de partiéle afgeleiden £ en fy zijn continu op S.
Voorts zal x, € (a,b) zijn. Men kan dan bewijzen dat het beginwaardeprobleem
(1) precies &&n oplossing y(x) heeft, gedefinieerd in een omgeving I van X,.
In deze omgeving is de oplossing zelfs tweemaal continu differentieerbaar,
immers, y'(x) = f(x,y(x)) en het rechterlid van deze vergelijking is een
continu differentieerbare functie van x.

Beschouw nu de oplossing y(x) op het interval [x,x+h]l c¢ I. Op grond van de

formule van Taylor (college Wiskunde 10, 4.6) is

y(x +h) y(X) + hy'(x) + £h2y"(5) =

y(x) + hi(x,y(x)) + th"y"(§) (2)

met § ¢ (x,x+h). Door weglating van de restterm ihzy"(g) vinden we de bena-

deringsformule

y{x+h) » y(x) + hf(x,y(x)) , (3)

die het uitgangspunt vormt voor de methode van Euler. De hierbij gemaakte

2 1m
fout 4h%y"(£) heet de lokale afbreekfout over het interval [x,x+h].

De methode van Euler bestaat nu hierin dat we voor de oplossing y{x) in de

punten x = 2 i= x0-+nh, n=20,1,2,..., een benadering n, construeren, gege-

ven door




|
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no = yO 1]
(4)

Noe1 °° My + hf(xn,nn) s n=20,1,2,... .

Uiteraard wordt de constructie niet onbeperkt voortgezet, maar uitgevoerd
slechts voor die waarden van n waarvoor X € (a,b).'

De benadering n, is als volgt meetkundig te interpreteren. Bij de differen-
tiaalvergelijking y' = f(x,y) behoort een richtingsveld: aan elk punt

(x,y) € S is een vector (1,f(x,y)) toegevoegd. De grafiek van de oplossing
y(x), i.e. de gezochte integraalkromme, gaat door het punt (xo,yo) en raakt
in elk van zijn punten aan de vector van het richtingsveld ter plaatse. De
punten (xn,nn), n=20,1,2,..., zijn op te vatten als hoekpunten van een ge-
broken lijn. Elk lijnsegment van deze gebroken lijn heeft een richting over-
eenstemmend met de vector van het richtingsveld in het linker eindpunt. De
gebroken lijn gaat door (xo,yo) en vormt een benadering voor de (exacte) in-

tegraalkromme; zie onderstaande figuur.

>

LYY ]

De benaderingen Np» B = 0,1,2,..., hangen uiteraard af van de stapgrootte h,
Voor de duidelijkheid zullen we daarom ook de notatie n(xn;h) gebruiken in
plaats van n_. De "henaderende oplossing' n{xj;h) is dan een functie die bij

vaste h gedefinieerd is voor x = +nh, n=0,1,2,..., en bij vaste x > xq

P9
0
gedefinieerd is voor h = (x-xo)/n, n=1,2,... .

We onderzoeken nu de zg. globale afbreekfout in X 5 gedefinieerd door
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ef, in uitvoeriger notatie,

e(x 3h) = y(x ) - n(x;h) . (5)

Stel daartoe in (2) x = X.» dan volgt

2 "
Yoe1 = ¥ + REG,y ) + dRTy"(E )

€
met En (x

n**

n+1)' Trek hiervan af de betrekking (4), dan vinden we

e

a1 = €y tROEG Ly ) - £(x,n )] + %hzy"(En) =

01+ nf Geur dTe, + dhly" (e ®)

onder toepassing van de middelwaardestelling (college Wiskunde 10, 3.2.5);
n + en(yn_nn): en € (O:I)-

Beschouw nu de oplossing y(x) en de benadering n{x;h) op een interval

hierin 1is En ="

[xo,x0+H] < I. Op grond van de continuiteit van fy en y" kan men inzien dat

er constanten L en C bestaan zodanig dat

l£ped ] s Ly [y )] = ¢

als X € [xo,x0+H].

Voor de globale afbreekfout e volgt dan de ongelijkheid

le_,,] = (1+nL)e | + cn® . (7

Pas deze ongelijkheid herhaald toe, uitgaande van € = Yo~ Ng = 0, dan vin-

den we
le,| < ®,
: 2
le,| < [Q +hL) +1Jcn”
n-1 n-2 2
le_nl < [(1+hL) + (1 +hL) + ... + (1 +hL) +1]Ch* =
_ann® -1
7 .
Maak gebruik van de ongelijkheid 0 < 1 + hL < ehL, dan is (1 +hL)" < enhL =
L(xn—xo)

= e en dus
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L(xn—xo)
R |

e
le | s 2—g——cn,

oftewel, in uitvoeriger notatie,

L(x"xo)

Ie(x;h)l < EH——*ET-—:—L Ch . (8

Uit de laatste ongelijkheid wvolgt dat voor vaste x geldt

lim e(x;h) = 0 , lim n{x;h) = y(x) ;

h+0 o h-0
de benaderende oplossing n(x;h) convergeert dus naar de exacte oplossing
y(x) als h > 0, De ongelijkheid (8) levert tevens een bovengrens veoor de
globale afbreekfout e(x;h). Evenwel, in praktische gevallen is deze boven-
grens meestal erg onrealistisch. Bovendien zijn de constanten L en C niet
altijd eenvoudig te bepalen.
In de {praktische) numerieke wiskunde wordt daarom een andere methode ge-
volgd waarbij een realistische schatting voor de fout wordt verkregen. Door
verfijning van het foutonderzoek als boven kan men afleiden dat e(x;h) te

schrijven is in de vorm-
e(x;h) = hE,(x) + h’E,(x;h) ©)

waarin El(x) onafhankeiijk is van h en Ez(x;h) bij vaste x begrensd is voor
alle h = (x-xo)/n, n=1,2,... . De afleiding van (9} is gebaseerd op de
extra veronderstelling dat de functie f(x,y) tweemaal continu differentieer-
baar is op de strook S, d.w.z. ook de partiele afgeleiden van tweede orde
fxx’ fxy,
Bereken nu de benadering n(x;h) volgens de methode van Euler met stapgrootte

fyy bestaan en zijn continu op S.

h. Herhaal de berekening met stapgrootte ih en bepaal aldus de benadering
n{x;ih). Indien de term thz(x;h) in (9) verwaarloosd wordt (voor kleine h

is dit geoorloofd), dan worden de bijbehorende afbreekfouten gegeven door
e{x;h) = hEl(x) , e(x;th) = ihEl(x) ,

zodat
e(x;h) »~ 2e(x;4h) .

Nu is

y(x) = n(x;h) + e(x;h) ,  y(x) = n(x;dh) + e(x;4h) ,
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waaruit door aftrekken volgt
n(x;4h) - n(x;h) = e(x;h) = e(x;4h) =~ e(x;ih) .
Daarmee is verkregen
e(x;3h) = n(x;4h) - n(x;h) (10)

als schatting voor de fout bij benadering van y(x) door n(x;ih).
Eventueel is deze schatting nog te gebruiken om te komen tot een verbeterde

benadering

n"(x;4h) i= n(x;4h) + Cn(x:4h) - n(x;h)]

voor de oplossing y(x).

Opmerking. De hier gevolgde methode van foutschatting is dezelfde als die
toegepast in het college Wiskunde 10, 3.6, bij de numerieke integratie met

behulp van de samengestelde trapeziumregel (3.6.8).

Tenslotte merken we nog op dat de methode van Euler ook te gebruiken is voor
de numerieke oplossing van een stelsel differentiaalvergelijkiégen van de
vorm dy/dx = £(x,y). De details zijn analoog aan die voor het geval van een
enkele differentiaalvergelijking y' = £(x,y). Evenzo is een differentiaal-
vergelijking van hogere orde te herleiden tot een stelsel differentiaalver-
gelijkingen van de eerste orde (zie 4.1) en vervolgens numeriek op te lossen

met de methode van Euler.

Voorbeelden. |} Het beginwaardeprobleem

t

y'l=y, y@ =1

heeft als oplessing y(x) = eX,
Numerieke oplossing met de methode van Euler leidt tot een benadering N,
voor y(x) in de punten x = X, = nh, n = 0,1,2,... . In dit voorbeeld

wordt n, gegeven door

+ hn, = (l+h)nn, n=0,i,2,... ,

of, na uitwerking,
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x_/h

o= T+, nGx;h) = (1+n) T

Ontwikkel de benaderende oplossing n(x;h) bij vaste x naar machten van h:

Z
n{x;h) = exp[%-log(l-rh)] = exp L{(] - %-+ %; - ...)] =
1 ] L2 1 2(x | % |
= e” exp[}-5 hx + 3 h"x - .,..] = ex[l - E-hx +h (3 + 1?) - ...J .

De globale afbreekfout e(x;h) is dan voor te stellen door

2
e(x;h) = e - n(x3h) = ihxex - h2 24X+, .
3 8

Vergelijk dit resultaat met (9); in dit voorbeeld is El(x) = ixex.

2) Beschouw het beginwaardeprobleem

2
y'=x+y , y() =0,

Gevraagd wordt de waarde van y(!) in 3 decimalen nauwkeurig te berekenen.

De berekening geschiedt met de methode van Euler. In de discrete punten

X = x, 3= nh, n = 0,1,2,..., wordt de exacte oplossing y(x) benaderd door de
waarden n, = n(xn;h) gegeven door

2
N =N, + h(xn-+nn) s n=0,1,2,... .

We berekenen nu de benadering n(l;h) voor stapgroottes h=1/2, 1/4, 1/8, 1/16,
enz. De halvering van de stapgrootte wordt zover voortgezet totdat het ver-

schil tussen twee opeenvolgend berekende benaderingen minder is dan i*lO_B.
De berekening is uitgevoerd met een computer en de resultaten {in zes deci-~

malen) zijn weergegeven in de volgende tabel:




h n(l;h)
2 0.250000
4 0, 384857
8 0.463583
16 0.507943
32 0.531846
64 0.544313
128 0.550687
256 0.553912
512 0.555534
1024 0.556347
2048 0.556754

In de derde kolom is een schatting voor de afbreekfout gegeven,
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n{l;h) -n(1;2h)

0.134857
0.078726
0.044360
0.023903
0.012467
0.006374
0.003225
0.001622
0.000813
0.000407

n*(1;h)

0.519714
0.542309
0.552303
0.555749
0.556780
0.557061
0.557137
0.557156
0.557160
0.557161

gebaseerd op

(10). Merk op dat bij halvering van de stapgrootte de geschatte fout op den

duur eveneens gehalveerd wordt, in overeenstemming met (9). Met

de foutschatting is een verbeterde benadering n*(l;h) := n{l;h)

gebruik van

+

+ [n(l;h) =n(1;2h)] berekend, velke is weergegeven in de vierde kclom. Blij-

kens de tabel is voor h = 1/2048: n(1;h) = 0.556754 met een geschatte af-

breekfout 0.0004. Daaruit leiden we af y{1) = 0.557 in drie decimalen nauwkeu~

rig. De vierde kolom van de tabel suggereert dat zelfs y{(l} = 0.55716 in 5

decimalen nauwkeurig. Beide uitkomsten stemmen overeen met de (langs andere

weg berekende) exacte waarde y(1) = 0.55716175... .
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