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1.1.4,

1.1.5,

Hoofdstuk |, Lineaire algebra

AEHBASB-

Voor de lineaire afbeeldingen A : L+ L en B : L > L geldt AB
Bewijs: AZ < A, 82 = B.

Zij L de vectorruimte van alle polynomen p gedefinieerd op (~=,«).

De afbeeldingen A : L+ L en B : L - L zijn gedefinieerd door Ap(x) := d
Bp(x) := xp(x).

Bewijs dat A en B lineaire afbeeldingen zijn en dat geldt AB - BA = T.

L is de vectorruimte der op [0,1] continue functies met de gebruikelijke op-
telling en scalaire vermenigvuldiging.

De afbeelding A : L » R is gedefinieerd door Af := £(0).

a) Toon aan dat A een lineaire afbeelding is.
b) Wat is de nulruimte N van A?

c) Heeft A een inverse?

d) Als de functie f een oplossing van de vergelijking Ax = ¢ is, dan vinden
wij alle oplossingen van de vergelijking door te nemen x = f + n met

n € N.

Bewijs dit.

2 . .
In R~ zijn gegeven de basisvectoren e, en e

] 2’
Wat zijn de kolommen ten opzichte van deze basis van de volgende vectoren?

2= g
b=e,
£= & 78
4= -5,
De lineaire afbeelding A : R *-1R3 heeft de matrix
2 - 1
A= =1 2 ] t.o.v. de standaardbasis.

LAY LS L
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Gevraagd:

a) dimensie beeldruimte 3

b) dimensie nulruimte ;

¢) de vergelijking van de beeldruimte ;
1

d) de kolom van x, als Ax de kolom |1} heeft.
1

. Gegeven zijn de lineaire afbeeldingen A : IR3 + R en B : IR3 -> IR3 met
matrices
2 ! - 2 - Hotouv.
A=l "2 3| en B = -l 8 - de standaardbasis,
-2 -4 5 -8 ) =5

Bepaal de matrices behorende bij de afbeeldingen AB en BA.

Gegeven is de lineaire afbeelding A : 1R3 > IR3 met de matrix
0 0 4
a4 =11 0 0] t.o.v, de standaardbasis.
0 2 0

Bepaal de kolom van alle vectoren x die op zichzelf worden afgebeeld.

.. . e}
Zij g],gz,...,gn een basis van IR .

De lineaire afbeelding A : R™ + R" is als volgt gedefinieerd:

Ae, = 0

e, voor 1 = 2,3,...,0 .

Agi =1-1

Wat is de matrix A van A t.o.v. gl,...,gn?

Toon aan dat A"x = 0 voor elke x uit Rr".




1!1'9'

. Zij A : B™ + R~ de spiegeling aan het vlak opgespannen door de vectoren a

Zij A IR3 > Bfa de loodrechte projectie op het vlak opgespannen door de

I ]
vectoren a en b, die resp. kolommen [0| en |2{ hebben t.,o.v. de standaard-

basis gyr &)» &4 - 1 1

De vector x heeft de kolom |y| t.o.v. 215 &y 24- 2
z

a) Toon aan dat A een lineaire afbeelding is.

B

b} Bepaal de kolom van de vector Agi voor i = 1,2,3,

e

¢) Bepaal de matrix van A t.o.v. s 4

e
S0
d) Bepaal de kolom van het beeld van x.

4
E

e) Heeft A een inverse?
£) Bewiijs 42 = 4,

s s 3
! 1 |
en b, die resp. kolommen ;-1! en | 0| hebben t.o.v. de standaardbasis.
0 ol P
V is het vlak (2,5) = 0, waarbi]j P de kolom |q| heeft.

r

e i S AR L e

a) Toon aan dat deze afbeelding lineair is.

b) Wat is de matrix wvan A?

¢) Wat is het beeld W onder de afbeelding A van het vlak V?
P

d) Als p de kolom [-1| heeft, voor welke waarde(n) van p is dan W 1 V?

- Lo

Lo i

i e

e) Bewijs A2 =1,

.. . 3
Zij L de vectorruimte van de polynomen at™ + bt2 + ct + 4 van ten hoogste
de derde graad.
2 .
De polynomen 1, t, t, t3 vormen een basis van L.

De afbeelding P : L -+ L is gedefinieerd door

T)(at3 + bt2 + ct + d) := 3at2 + 2bt + c .

¥
W

i‘

veh
)
B

a) Toon aan dat U een lineaire afbeelding is.

i : . 2 |
b) Wat is de matrix D van ¥ t.o.v. de basis 1, t, t°, t3? Fy
. . -, 4 i
c¢) Wat zijn de matrices van Dz, 93 en 07 .%

et




S L2,

1.1.13.

1.2.1.

1.2.2.

1.2.3.

Zij L de vectorruimte van de polynomen at3 + bt2 + ct + d van ten hoogste
de derde graad.
De afbéelding T: L ~ L is gedefinieerd door

T(at3+bt2+ct+d) :=a(l+t)3+b(1+t)2+C(1+t)+d.

a) Toon aan dat T een lineaire afbeelding is.
3

b) Wat is de matrix T van T t.o.v. de basis 1, t, t2, t77
c) Toon aan dat 1, 1+t, (1-+t)2, (]+t)3 ook een basis wan L is en bepaal
de matrix van T t.o.v. deze basis.
d) Heeft T een inverse? Zo ja, wat zijn de matrices van T° t.o.v. de bases 1,
t, t2, t3 en 1, 1+t¢t, (]+t)2, (1+c)3?
Laten U en V deelruimten zijn van de n-dimensionale vectorruimte L die al-

leen de nulvector gemeen hebben.

a) Bewijs dat dim U + dim V < n.
b) Als geldt dim U + dim V = n, dan is elke x ¢ L éénduidig te schrijven als

x = u+vmet ue U, veV.Bewijs dit.

In R is een basis e  gegeven.

1

Een andere basis £1 heeft t.o.v. El de kolom [5].

Een vector x heeft t.o.v. 21 de kolom [x].
Bepaal de overgangsmatrix S van de basis g, op de basis 51‘

Wat is de kolom van x t.o.v. gl?

Inimz is een basis e,» &, gegeven,

resp. de kolommen l;] en [2].

Een andere basis gl, gz heeft t.o.v. e,, & 3

Bepaal de overgangsmatrix S van de basis g?, e, op de basis §1’ EZ'

Wat is de kolom t.o.v. £,, £, van een vector x, die t.o.v. &, &, de kolom
[;1 heeft?

Maak dit duidelijk in een tekening voor het geval x = 4 en y = 7.

In R> is een basis e
1

de kolom |2} .
|

1* 890 &3 gegeven. De vector x heeft t.o.v. deze basis




t.2.4.

f

Een andere basis £ Ly»

£ £, heeft t.o.v. de basis e, e,, &, resp.

3 3

19
1 1 !

men (lj , |0 en [1 .
1 ]

0

Wat is de overgangsmatrix S van de basis €5 & &3 0P de basis fl,
Wat is de kolom wan X t.o.v. El’ 22’ §3?

3 . .
In R™ 1is een basis &, &,, &5 gegeven.

Een andere basis £, g, h heeft t.o.v. €11 €95 &4 TESD. de kolommen

=3
£ & By
Eal » |82] e® (Bl |
£ &3 B3
Wat is de kolom t.o.v. £, g, h van een vector x, die t.o.v. gs &y
X
kolom |y| heeft?
A
Gegeven is de lineaire afbeelding A : ]R3-+ R met de matrix
1 2 i
I 1
o -1 3
t.o.v. een basis eys &5 93. 0 1

Men gaat over op de basis El’ 22, 23 met resp. de kolommen 0|, |I
t.o.v. de basis g,, €,, 5. 1 0

Gevraagd de matrix van A t.o.v. de basis £0 £9s £5.

3 3

de kolom—

5
22’ _f.3‘
93 de
2
en |3
3

Gegeven is de lineaire afbeelding A : R - R™ met t.o.v. de basis glr &9

e. de matrix

w b~
—
=~
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i.2.8.

1.2.9.

Men gaat over op de basis § 22’ §3, waarbi] de overgangsmatrix

behoort.

Wat is de matrix van A t.o.v. gl’ £y 23.

De vector x heeft t.o.v. e, , e,, e, de kolom |1},

1’ £20 &3

Wat is de kolom van de beeldvector Ax t.o.v. de basis &» &) &5 €N t.0.V.

: 9
de basis El’ 22, §3.

De vector c heeft de kolom Ol t.o.v. de standaardbasis.

] 0 0
0 1 0 .
0 0 0

Ga dit na.

Gegeven zijn de afbeelding A en de vectoren a en b van opgave 1.1.10.
1

De vector ¢ heeft de kolom |I| t.o.v. de standaardbasis.
!

Wat is de matrix van A t.o.v. de basis a, b, ¢?

In R" ziin drie bases ITRERTLA gl,...,gn en g 5.0 sB gegeven. De over-
gangsmatrix van € s+en2g OD il""’gn zij S en die van B2 8, OP
fl""’gn zij T.

De lineaire afbeelding A heeft t.o.v. &,,...,e de matrix A,

Druk de matrix B van A t.o.v. - IFREREY -8 uit in A, S en T.




1.2,10. Zi} L gedefinieerd als in opgaven 1.1.11 en 1.1,12 en de afbeeldingen D en T
eveneens.

Laat zien dat voor de matrix D' van P t.o.v. de basis 1, 1 +¢, (l-+t)2,

(1+1¢)° geldt D' = T 'pI.

3

1.3.1. De lineaire afbeelding A : R +-1R3 heeft t.o.v. de standaardbasis de

matrix

[¥8]
]
™o
(o]
Bl dods

f
]
B

|
N
.

Bepaal een onafhankelijk stelsel eigenvectoren.

!
-
W

1.3.2. Van een lineaire afbeelding A : IR3 > R zijn gegeven de eigenwaarden Al=l

en A2==-2. De kolommen van de hierbij behorende eigenvectoren zijn resp.

1| en |~2| t.o.v. .een basis 210 &y 4.
1 4

[0

Verder is 0| de kolom van het beeld van de eerste basisvector.

-6 . L

Bepaal:

2? 93;

b) de derde eigenwaarde en de kolom van de bijbehorende eigenvector.

a) de matrix van A t.o.v. de basis g» 8

1.3.3, De lineaire afbeelding A : ﬂf3 - IR3 heeft t.o.v. de basis e1s &y 93 de :i
matrix '?

3 2 2 :

a=11 4 1.

-2 -4 -1

Bepaal de eigenwaarden van A en de kolommen der eigenvectoren Yps Yy g :

t.o.v. e
. . 3 . . )
Neem Uys Uy Ug als nieuwe basis voor IlR™, Zi} S de overgangsmatrix.

Controleer dat S-IAS een diagonaalmatrix is.




b
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b '1.3.4. Bepaal de eigenwaarden en de eigenvectoren van de afbeeldingen A uit opgaven
1.1.9 en 1.1.,10.

Wat is de meetkundige interpretatie hiervan?

' : . -1 , .
1.3.5, Bepaal een matrix S zodanig dat § AS een diagonaalmatrix is en bereken

s”'as voor
3 -2 0 o 1 0
a) A=l|-2 2 -2 b) a=to o 1.
0 -2 1 -6 2

1.3.6, De lineaire afbeelding A : ]R3 -+ BR3 heeft t.o.v. een basis €15 €95 5 de
[2 -1 1}
-1 2 1
\_ 1 l 2J

a) Bepaal de eigenwaarden van A en de kolommen der eigenvectoren.

matrix

b) Wat is de matrix van de lineaire afbeelding A7 L.0.V. 8,5 5y €4 ?

1.3.7. De lineaire afbeelding A : R® + R® heeft de eigenwaarden Al,...,An.
’ Toon aan dat de lineaire afbeelding B = A + cI de eigenwaarden
by +c,...,)\n+c heeft (c ¢ RR).

]

1,3.8, Zij N de nulruimte van de lineaire afbeelding A : R > Rr",
A heeft een eigenwaarde : = 0 dan en slechts dan als dim N > 1 is.

Bewijs dit.

1.3.9. A en B zijn lineaire afbeeldingen R® 5 R" met een gemeenschappelijk stel-

sel onafhankelijke eigenvectoren u seeesl Hoe zien de matrices van A en B

1
er uit t.o.v. de basis u,ses.,u_?
=1 -n
Toon aan dat AB = BA.
. . . . . . , t 2t
1.3.10, L is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies e en e .
D:L>1Lis de lineaire afbeelding die aan een functie uwit L zijn afgeleide
naar t toevoegt.

Wat zijn de eigenwaarden van D?



P.3.11.

1.3.12,

1.3.13.

1.3.14.

1.3.15.

De inverteerbare lineaire afbeelding A : RY +» R" heeft eigenwaarden
A]""’Ak'
Wat zijn de eigenwaarden van A2

Wat zijn de eigenvectoren hierbij?

- . . . n ..
A en B zijn lineaire afbeeldingen Bfl > R en A is inverteerbaar.

Toon aan dat A B en BA® dezelfde eigenwaarden hebben.

A en B zijn lineaire afbeeldingen R" » R", die voldoen aan AB = BA;
A 1s een eigenwaarde van A met eigenvector v.
Als Bv # 0, dan is Bv ook een eigenvector van A bij de eigenwaarde A.

Bewijs dit,

A is een lineaire afbeelding BR3 > Hf3 met t.o.v. zekere basis de matrix

asge
1

If B~

Het spoor van A is gedefinieerd door sp(A) :=
i
Zij S de overgangsmatrix naar een andere basis.

en A, de wortels van de karakteris-

3
Bewijs dat sp(A) = z Ai als A], AZ 3
i=1

tieke vergelijking van A zijn,
Bewijs dat sp(4) = sp(S_}AS).

Zoudt U het spoor van de lineaire afbeelding A kunnen definieren?

Het spoor van een nxn matrix A wordt gedefinieerd door sp(A) :=

h ~—1g
w

H

H

(verg. vorige opgave). t

a) Laat zien dat sp(AB) = sp(BA) als A en B nxn matrices zijn.

b) Laat zien dat voor twee lineaire afbeeldingen A : R >R" en B : R
niet kan gelden AB - BA =1 ,

e el . . oL

+ R




1.4.1,

1.4.2,

1.4.3,

1.4.4,

1.4.5,

1.4.6,

Zij L een vectorruimte met inproduct. Bewijs dat voor alle x ¢ L, y ¢ L

geldt:

a) lx +yl < |z + ly] 5

b) jx + Xl

Wat is de meetkundige betekenis als L = IRB?

De vectoren & ;8,428 in een vectorruimte met inproduct zijn twee aan
twee orthogonaal en alle ongelijk de nulvector. Bewijs dat 8 s8ys00p2  OO"
afhankelijk zijn.

In Bf3 wordt een vector x geprojecteerd op het vlak opgespannen door de
vectoren a en b. Als de projectie y geschreven wordt als y = aa + Bb, toon

dan aan dat

(§! é) (E’E) - (}_(’E) (g—:h)

(2,2)(b,b) - (a,b)°

en

(x,b)(a,a) - (x,a)(a,b)

(2,a) (b,b) - (a,b)”

7ij L een vectorruimte met inproduct. Voor de vectoren 2 ¢ L, b < L geldt
lal = [b

.

Bewijs dat a—b en a+b orthogonaal zijn.

Wat is de meetkundige betekenis als L = IRB?

Voor het orthoplement V van een vector V in een vectorruimte L met inproduct
geldt V = L.

Bewijs dat v = 0 is.

L is de vectorruimte der op [-1,1] continue functies. Ga voor elk van

de volgende definities na of (f,g) voldoet aan de eisen voor een inproduct.




1.4.7.

1.4.8.

1.4.9.

1.4.10.

_ll_

1

a) (f,8) := [ f(t)g(t)dt
-1
1 ;
b) (f,g) = J tzf(t)g(t)dt; ?
-1
i
c) (f,g) := J tzf(t>g(t)dt .

0

1

3 . .
In R" is gegeven de vector a met kolom L 1| t.0o.v. een orthonormale basis.

B

Construeer met behulp van het orthonormalisétieproces van Gram-Schmidt een 4

orthonormale basis van R° waar a deel van uitmaakt.

! 3 1'

4, . 2 2 -2

In R zijn gegeven drie vectoren met kolommen ol » |2| &M [_g
t.o.v. een orthonormale basis. 4 1 =4

Construeer een orthonormale basis van de deelruimte opgespannen door deze

S DO

drie vectoren. Hoe zoudt U de gevonden basis aanvullen tot een orthonormale
. 4 ‘ .

basis van R ? ' A
. , . . . . . t 2t

L is de vectorruimte van alle linealire combinaties van de functies e en e ,

Construeer een basis van functies die volgens het inproduct

1 .
(f,g) := [ f(t)g{t)dt (ga na dat dit inderdaad een inproduct is)
0

orthogonaal zijn.

L is de vectorruimte van alle polynomen van de graad < 3 op [0,=).
o
Er is gedefinieerd (£,g) := J e—tf(t)g(t)dt ]
0

a) Ga na dat (f,g) een inproduct is. o
b) Bepaal, uitgaande van de basis 1, t, t2, t3, een orthonormale basis van L

met het orthonormalisatieproces van Gram—Schmidt.




1.4,11. Zij L een vectorruimte met inproduct met dimensie n en zij M een deelruimte
van L met dimensie m,

Het orthogonale complement van M zij M.

a) Toon aan dat ¥ en M" alleen de nulvector gemeen hebben.

b) Wat is de dimensie van Ml?

]R5 wordt de deelruimte U opgespannen door de vectoren met kolommen
1

1.4.12. In
2

1 I
0| en |1| t.o.v. een orthonormale basis.
1 0

0 1

a) Bepaal een basis van het orthogonale complement van U.

8
0
b) Bepaal de loodrechte projectie op U van de vector met kolom 2| .
7
4

1.4.13. L is de vectorruimte van alle polynomen op het interval £o,11.
1
Er is gedefinieerd (f,g) := [ f(t)g(t)dt .
0

a) Is L een vectorruimte met inproduct?

b) Bepaal een polynoom in de deelruimte M, opgespannen door de polynomen t
en I} -t, dat loodrecht staat op t.

c) Geef een tweedegraadspolynoom aan dat loodrecht staat op M.

d) Bepaal de projectie van t2 op M.

1.4.14. Zij L een vectorruimte met inproduct van eindige dimensie.

Het stelsel vectoren V., ,V,,...,v in L zij orthonormaal.
1?22 mo
Als voor alle x € L geldt (x,x) = Z (x,v )2 dan is v ,v,,...,V een ortho-
2 Le2 -y - Ik S1t=2 “m
normale basis van L.

Bewijs dit.



1.4.15.

1.4,16.

1.4.17,

1.4.18,

1.4,19.

- ]3 —

Zi} L een vectorruimte met inproduct van eindige dimensie.

Een lineaire afbeelding A : L + L heet orthogonaal als voor alle x ¢ L geldt
lAx| = |x].

Bewijs dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn:
a) A is orthogonaal;

b) voor alle x ¢ L, y € L geldt (Ax, Az) = (§,Z);

. » +
¢) A is inverteerbaar en voor A geldt

(Ax,y) = (§,A+y) voor alle x € L, y ¢ L.

Zie ook college Wiskunde 20, 3.9.1.

Zij L een vectorruimte met inproduct van eindige dimensie.
Bewijs de stelling:
Een lineaire afbeelding A : L ~ L is dan en slechts dan orthogonaal als de

matrix van A t.o.,v. een orthonormale basis van L orthogonaal is.

Zij L een vectorruimte met inproduct van eindige dimensie.

De lineaire afbeelding A : L + L heeft t,o.v. een orthonormale basis van L
de matrix A,

A¥ : L > L is de lineaire afbeelding die t.o.v. deze basis de matrix At
heeft,

Toon aan dat AA t.o.v. deze basis dan en slechts dan een diagonaalmatrix

heeft als de kolommen van A twee aan twee orthogonaal zijn.

Laat M de deelruimte van ZR4 zijn, opgespannen door [1,2,2,4]T, [3,2,2,1]T
en [1,-2,~8,-41",

Bepaal de projecties van de vectoren [5,2,-4,I]T en []O,—9,6,9]T op M.
(Zie cok opgave 1.4.8.)

Zij L de vectorruimte van de continue functies op [0,1] met inproduct
1
(f,g) := j £(t)g(t)de.
0 :
Laat M de deelruimte zijn van alle polynomen met graad < 2,

Bepaal de projectie van de functie cos 27t op M.

'L\‘
P+
A

R %
3
"l[
ol
Yy
b %
T
B

b

I

RREEROR =

i

e

3

T, M

i £

‘\13
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{.5.1, Zij L een vectorruimte met inproduct,

A : L > L is een afbeelding. Voor alle x ¢ L, y € L geldt
(Ax,y) = (x,Ay) .

Bewijs.dat A een lineaire afbeelding is.

1.5.2. De lineaire afbeelding A : R" +»R" is symmetrisch.
Is de matrix van A t.o.v. een willekeurige basis symmetrisch? Zo neen,

construeer een tegenvoorbeeld.

{.5.3. De lineaire afbeeldingen A : R” > R" en B : R” > ®" ziin symmetrisch.

Bewijs dat AB symmetrisch is dan en slechts dan als AB = BA.

1.5.4. De lineaire afbeelding A : R" > R" is symmetrisgch.
Bewijs:
a) Als A inverteerbaar is, dan is A® symmetrisch,
b) Als B
c) Als B

R" + R orthogonaal is, dan is B AB symmetrisch.

R® »R" symmetrisch is, dan is BAB symmetrisch.

'

1.5.5. zij L de vectorruimte van de op [0,1] willekeurig vaak differentieerbare
functies f waarvoor geldt £(0) = £(1) = £'(0) = £'(1) = 0.

De afbeelding A : L + L is gedefinieerd door

Af = ~(zrf"')' + sf,

waarin r € L, s ¢ L gegeven niet-negatieve functies zijn.

Verder is gedefinieerd

1

(f,g) := J f(t)g(t)dt, f e L, g e L .
0

a) Bewijs dat L een vectorruimte met inproduct is.
b) Bewijs dat A een symmetrische lineaire afbeelding is.
¢) Bewijs dat voor alle f ¢ L geldt (Af,f) 2 0.

1.5.6. Van een symmetrische lineaire afbeelding A : R » R" is de nulruimte het

orthogonale complement van de beeldruimte. Toon dit aan.




1.5.7.

1.5.8.

1.5.9.

1.5.10.

1.5.11.

. , . . n .
Gegeven is de lineaire afbeelding A: R > R" met matrix A t.o.v. een ortho-

normale basis €s0-+,8 Van R

A¥: R* » R® is gedefinieerd als de lineaire afbeelding die t.o.v. deze basis

de matrix AT heeft,

a) Laat zien dat de definitie van A” onafhankelijk van de keuze van de ortho-

normale basis is.

b) Bewijs dat (A)" = A.

T L L O

¢) Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X € Rn, y e R geldt (A.?E.’X.) - (E’A*l); ' ‘
d) Als B: R" > R" een lineaire afbeelding is zo dat voor elk tweetal vectoren .
xeR®, y cR' geldt (Ax,y) = (x,By), dan is B = A", Bewijs dit.

e) Bewijs dat A symmetrisch is dan en slechts dan als A~ = A.

N(A) en B(A) zijn respectievelijk de nulruimte en de beeldruimte van een
lineaire afbeelding A : R" > R",

De afbeelding A" wordt gedefinieerd als in opgave 1.5.7.

Toon aan dat geldt

a) N(A*) is het orthogonale complement van B{A);

b) B(A*) is het orthogonale complement van N{A).

Zij A R" > R" een lineaire afbeelding. De afbeelding A is gedefinieerd
als in opgave 1.5.7.

Toon aan:

ST T

g AT

a) ATA is gymmetrisch;
b) (A*Ag,g) > 0 voor alle x eIBn;

c) de eigenwaarden van A*A zijn = O.

PR P LR B

De lineaire afbeelding B: R » R" is symmetrisch en alle eigenwaarden van B

zijn 2 0,

e

Toon aan dat er een lineaire afbeelding A: ®" - R" bestaat, zodanig dat E
2.
AT = B is.

De lineaire afbeelding A : R" > R" heeft t.o.v. een orthonormale basis een

1

matrix A, waarvan de kolommen twee aan twee orthogonaal zijn. 3
Toon aan: K
a) A = AIAZ’ waarbij Al een orthogonale matrix is en A2 een diagonaalmatrix, ﬁ

B fia

b) A

afbeelding is.

AIAZ’ waarbij A] een orthogonale afbeelding en AZ een symmetrische




gt At e e o e e =

1.5.12,

1.5.13.

1.5.14.

1.5.15,

1.5.16.

1.5.17.

1.5.18.

..]6._

Gegeven de lineaire afbeelding A : R" » Rr",

Kies éen orthonormale basis, bestaande uit eigenvectoren van de éymmetfische
afbeelding AYA,

Toon aan dat de kolommen van de matrix van A t.o.v. deze basis twee aan twee

orthogonaal zijn (zie ook opgave 1.4.17),

Zij B : R" > R" een symmetrische lineaire afbeelding, waarvan alle eigen-
waarden 2 0 zijn.

Bepaal alle lineaire afbeeldingen A : R" »>R" zo dat A*A = B.

(Gebruik opgave 1.4.17 en opgaven 1.5.10 en 1.5.11.)

Elke lineaire afbeelding A : R > R" is te schrijven als het product van

een orthogonale afbeelding en een symmetrische afbeelding (combineer opgaven

o - = A S oA

1.5,11 en 1.5.12).

12 A
en v, ortho-

Zij A : L + L een symmetrische lineaire afbeelding met eigenwaarden X

en bijbehorende eigenvectoren Vis¥ge Als l] # AZ’ dan zijn v,

gonaal. Bewijs dit.

Laat zien dat de lineaire afbeelding A uit opgave 1.1.9 symmetrisch is en
dat (Av,v) 2 0 voor alle ¥ ¢ R>. Wat is van dit laatste de meetkundige be-
tekenis?

Algemeen geldt: zij A : Eq +:R3 de orthogonale projectie op een vlak V door
de oorsprong, dan is A symmetrisch en (Av,v) 2 0 voor alle v EZRB. Toon dit

aan.
Laat zien dat de lineaire afbeelding A uit opgave 1.1.10 symmetrisch is.
Geldt algemeen dat spiegeling aan een vlak door de oorsprong in 'R; een sym-

metrische afbeelding is?

Breng op diagonaalvorm met behulp van een orthogonale matrix:

1 2
a) B = 5
|2 4
0 i 1
b) B =}l 0 1y .
_1 1 2 T
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3 3

1.5.19, Laten P] : R +1R3, P2 : RY R de projecties zijn van ]R3 op de rechten

met parametervoorstelling x = Aa, x = ub, waarbij |a| = |b} = 1.
3

Bewijs dat de afbeelding PI + P2 : R +ZR3 een projectie is dan en slechts

dan als (a,b) = 0.

1.5.20, 2Zij L een vectorruimte met inproduct. Laten Pl : L»>1L, P2 : L+ L projec—
ties zijn van L op deelruimten van L van eindige dimensie,

Bewijs dat geldt

a) Pl + P2 is een projectie dan en slechts dan als

PP, = PP =0

b) Pl - P2 is een projectie dan en slechts dan als

PP, =PP =P, .

1.5.21. Zij L een vectorruimte van eindige dimensie met inproduct en zij A : L = L
een symmetrische lineaire afbeelding.
Bewijs dat A geschreven kan worden in de vorm A = BP, waarbij B een inver-
teerbare symmetrische afbeelding is en P de projectie van L op de beeld-

ruimte van A.

1.6.1. A is de projectie uit opgave 1.1.9, A de in die opgave bepaalde matrix t.o.v.
de standaardbasis van E? en (Ax,x) de bij A behorende kwadratische vorm.

Ten opzichte van de basis a = [1,0,1]T, b= [1,2,1]T, c = [],0,—1]T heeft de

x'

T 1
vector x = [xl,xz,x3] de kolom X' = xé . ;
x:'3
a) Bepaal de matrix A' van A t.o.v. a, b, c. ﬁ

b) Schrijf (Ax,x) als kwadratische vorm in Xys Xpy Xge
1

3

T e G 2

/f':%.é::éf‘

c) Schrijf (Ax,x) als kwadratische vorm in xi, xé, x
d) Bereken (X')TA'X',

e) Waarom geven c¢) en d) een verschillend resultaat?

o
LA

T R A




1.6.2.

1.6.5.
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A r'fR3 ﬂ-Eq is de*orthogonale projectie op een vlak door de oorsprong.

Wat is het type van het kwadratisch oppervlak met vergelijking (Ax,x) = 1?
3 3., . .
A : R” »R is de spiegeling aan een vlak door de oorsprong.
Wat is het type van de kwadratische oppervlakken gegeven door de vergelij-
kingen (Ax,x) = 1 resp. (Ax,x) = 07
3 3. . . . .
A : R +R is een symmetrische lineaire afbeelding.
Beschouw het kwadratisch oppervlak S in MR3 gegeven door de vergelijking
(Ax,x) = 1.

a) Bewijs dat de middens van de koorden, die door S worden uitgesneden uit
het stelsel evenwijdige rechten x = m + tv ( v vast, m variabel), in het
vlak (Av,x) = 0 liggen.

Dit vlak heet het t.o.v. § aan v toegevoegde vlak. (Als Av = 0 definiéren

we het toegevoegde vlak als (v,x) = 0).
b) Als v eigenvector van A is, dan is het aan v toegevoegde vlak symmetrie—

vlak van S, Bewijs dit.

A: R"+R" is een symmetrische lineaire afbeelding, (Ax,x) de bij A beho-
rende kwadratische vorm.

Toon aan:

max  {AX,x) = grootste eigenwaarde van A ;

|| =1

min  (Ax,x) = kleinste eigenwaarde van A .

|x| =1

Bepaal het type van de kwadratische krommen in fRz gegeven door de volgende

vergelijkingen:

2 2
a) 7x° - b4xy + 4y - 6x - 12y - 9 =0,
b) 4x2 - 12zy + 9y2 -7x+ 4y +9 =0,




...]9..

1.6.7. Bepaal het type van de kwadratische oppervlakken in IRQ gegeven door de

volgende vergelijkingen:
a) 6x2 + y2 - 8xz - 4x - 2y = (O,

b) 22 + 4xy - 2z + 1 =20,

c) x2 + 3y2 + 322 - 2xy - 2Rz - 2yz + 2x + 2y - 6z + 1 =0,

d) x2 + y2 + 22 + 2xy - 4x + 8y + 4z = 0,

2 2 2 _
ey 787 + 4y” + 727 ~ 4xy + Bxz - 4yz + 4x - 8y + 4z - 8 = 0,
f)x2+22+2x2"z=0,

g) Xy + xz +yz =0,

R o T T

R e A T, T

o R R S e e S S o "o T
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2.1:1.

2.1.2,

2,1.3.

-.20....

Hoofdstuk 2. Functies R" N

Door de betrekkingen

2 2
X +y ,

[
It

vV =Xty N

, 2. 2 P
wordt een vectorfunctie van R~ in R~ gedefinieerd.

a) Bewijs dat deze vectorfunctie continu is op het hele (x,y)-vlak,
b) Bewijs dat het beeld van elk punt (x,y) binnen of op de parabool met ver-
ey 2 ]
gelijking v = 2u ligt.
¢) Bepaal het beeld van het halfvlak x 2 vy,

Door de betrekkingen
[u =X +y,
v=x-y,
.o
W= X R

. 2, 3 ..
wordt een vectorfunctie van R in R™ gedefinieerd.

a) Bewljs dat deze vectorfunctie continu is op het hele (x,y)-vlak.
b) Bewijs dat het (x,y)-vlak wordt afgebeeld in het oppervlak met vergelij—
. 2
king (u+v)™ = 4y,
¢) Bepaal het beeld van het halfvlak x 2 0.
R 2
d) Bewijs dat elk punt (u,v,w) van het oppervlak met vergelijking (u+v) = 4w

beeldpunt is van precies &&n punt in het (x,y)-vlak.

Onderzoek de continuiteit van de volgende vectorfuncties:

2
E(x,y) = =t (x # Q) ; £(0)

X +y

a) £(x) 03

22
L7 @0 £

X" +y

i
n
[l

b) £(x) = £(x,y) 0;

&) £(x) = £(x,y) = xy log(x>+y%) (x # ) ; £(0) = 0;
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d) £(x) = £(x,y) = exp [— T??é??rl (x # ) 5 £(x,%) = x;

2.2 2
e) u(®) = (u 6,¥),u,(x,y)) = ( z_y , ;y ) (x #0) ; u(@) =0.
\ 4) ==
X +¥y X +y
2.2.1. De vectorfunctie £ : iRz +—m§ wordt gedefinieerd door de betrekkingen

2
£,GGy) =x + 97,

Xy ’

2
f3(xtY) =X +Y

fz(x,y)

Bewijs met definitie 2,2.! dat f differentieerbaar is in het punt a = (1,2).

2.2.2. Bereken de functionaalmatrices van de volgende vectorfuncties in het opge-

geven punt a:

a) £(x,y) = 3x%y - xy° + 2, a= (1,2)
b) £(x,y,2) = xyz + 3xz° a=(1,2,-1);
2
c) fl(x,Y.Z) =X +y-z,
2
fz(x,y,z) = Xyz . a= (1,1,1) ;
2
f3(x,y,z) = 2xy -~y z ,
2 2
Q) [£,Gy52) = xyz” - 4y"
a = (19-293) M
l _ 2 2 <
fz(XLVsZ) = 3Xy -~y 2z,
e) fl(x,y) = X + by s
fz(x,y) = 3xy s a= (i,1)
2 2
f3(x,y) =x - 3y

2.2.3. Onderzoek de differentieerbaarheid van de vectorfuncties uit opgave 2.1.3.

S e o e
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3

2.2.4, Beschouw de vectorfunctie £ : R +ZR3 gegeven door de betrekkingen:
2 -
£ (uy,) = x( -1 7H
2 -
£,Gey,2) =y =),
fa(x,y,z) = z(l-rz)—i , waarin r2 = xz-kyz-bzz< 1.

Bereken
a(fl’fZ’f3)
B(X,Y9z) )

2.2.5. Een complexe functie w = £(z) van een complexe veranderlijke kan men opvatten

[+

. 2 . .
als een vectorfunctie R™ > R~ door te stellen w= u+iv, z = x+1iy,.
1
x—-1iy '

Schriif u en v ale functies wan x en y.

. 1
Beschouw de functie w = =

Bewijs dat de Jacobiaan van deze functie gelijk is aan —|z|_4 en schrijf

x en y als functies van u en v.

2.2.6., Een kromme in 'Rg is gegeven door de parametervoorstelling

el
I 3

y = 3 t .,

z =t .

Bepaal de punten van de kromme waarin de raaklijn evenwijdig is met het vlak

met vergelijking x+ 3y -4z = 0. |

2,2.7. Een kromme in ZR3 is gegeven door de parametervoorstelling

x =sin t + cos t ,

y =sin t - cos t ,
_ =t

zZ=e .

Bewijs dat alle raaklijnen aan de kromme het (x,y)-vlak snijden op de cirkel

met vergelijking x2-+y2 = 4,
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2,2.8. Een deeltje in TR3 bevindt zich op het tijdstip t in het punt P.
De vector é%, van de oorsprong © naar P (de plaatsvector), is dan een
vectorfunctie R +ZR3 : é% = x(t).
Zij x(t) = (cos t, sin t, t).

a) Schets de baan van het deeltie.
dx

b) Bereken de snelheid v ='E% en schets die voor t = 0, t = g .
dv
¢) Bereken de versnelling a = T en schets die voor t = 0, t = g .

2.2,9. Op een massapunt P in IR3 {(massa m, plaatsvector x(t)) werkt de kracht

K = (0,0,~mg). Volgens de wet van Newton geldt K= ma = m —
dx

Bereken x(t) als gegeven is x(0) = (0,0,0), T o)y = (1,1,1).
Bewijs dat de som van potentiele energie (mgz) en kinetische energie

(%m]g[z) constant is en dat de baan van P een parabool is.

2.2.10. Gegeven is de vectorfunctie f : E? > R gedefinieerd door

1, 2 2
f](x,y) = B(X -X-y ) ,

£,0y) = $(2xy-y) .

Er geldt £(2,2) = (- % , g .
Bewijs dat de beelden van twee krommen die elkaar in (2,2) onder een hoeka

snijden, elkaar in é(—2,6) onder dezelfde hoek snijden.

2.2.11, Zij £ : R + R™ een differentieerbare vectorfunctie en zij t = t(s) een
differentieerbare functie IR + R, dan geldt voor de samengestelde functie
df  df
f(t(s)) 1 =— = IC T ° met andere woorden:
de raaklijnrichting van een kromme is onafhankelijk van de parameterkeuze.

Ga dit na.

Ay

.ﬁ%

e
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2,2,12. 2i3 £ IR‘Z + R differentieerbaar met [aa—j-,-ééf—l # [0,0] voor alle (uy,uy) R
1 2

Laat voor de differentieerbare functies ul(x,y), uz(x,y) gelden

f(u](x,y), uz(x,y)) = 0 voor alle x en y.

20u;u)
.a(x’Y)

B(ul,u

Dan geldt = 0.

Bewijs dit.

. 2 3 2
2.2.13. zij g+ R > R, £ : R’ + R » ¥ = g(x) , z = £(u) gedefinieerd door de
betrekkingen:
Jy] B {21 B I
5y2 = 2x] ’ 2, = W,lg .

Bewijs dat f en g differentieerbaar zijn en dat de samengestelde functies |

fogeng - fbeide bestaan.

Bepaal de functionaalmatrices van £ o gen g ° f.

2.3.1. Beschouw de vectorfunctie van IR2 in ZRZ gegeven in opgave 2.1.1.

Zij (xo,yo) een punt met X, # Yo en beeldpunt (uo,vo).
Bewijs dat in een omgeving van (uo,vo) de inverse functie
x =g (u,v),
Yy = gz(U,V) s

bestaat en bepaal de functionaalmatrix van deze functie.
Bg] BgI Bgz 382
su’ v’ du ’ ov

Bepaal 8289 expliciet, bereken en controleer de gevon-—

den functionaalmatrix.

. . 3
2.3.2. Beschouw de vectorfunctie van ]R3 in R~ gegeven door

[u x2 +y -2z,
2
Xyz ,

2xy -~ yzz .

——
S <
i 1l




2.3.3.

2.3.4,

2.3.5,

_25_

Bewijs dat in een omgeving van het punt (xX,v,z) = (0,1,1) de inverse functie

[K = g](u,v,w) s
= gy (u,v,w) ,

PR -
N g
i |

- 83(U,V,W) ’

9g. agi 3g.

5= s o 0 5o (1= 1,2,3) in het

bestaat en bereken de partiele afgeleiden

punt (u,v,w) = (0,0,-1).

Beschouw de vectorfunctie van IR3 in Bé3 gegeven door de betrekkingen

(u = x(]--rz)-.i .
2_
v=yaeyh,
-1 [Ty
w = z(]-rz) *, waarinr = x2-+y2-+z2 < 1.

Ga na dat de inverse functie

X = g](u’v,w) ]
y = gy (uv,w)
S3(u’V:W) ’

in de gehele (u,v,w)-ruimte gedefinieerd is.

Zie ook opgave 2.2.4.

Een kromme in ZR3 wordt beschreven door de vergelijkingen
x2 +2y +z=1,
x2 - g2 4 42t = 16 .

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het punt
(1,-1,2).
Laat zien dat er geen functies x = g(z), y = h(z) bestaan die de kromme in

een omgeving van (1,-1,2) beschrijven.

Een kromme in ZRB wordt beschreven door de vergelijkingen

Bewijs dat de kromme in het punt (1,1,1) raakt aan het oppervlak met verge-

1ijking x2 - xyz + 6y = 6,

R L R e e

S -




2.3.6.

2.3.7.

2.3.8.
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Bewijs dat voor a ¢ R, be¢ R met a > i, 0 <b < 1 geldt:

de ellipsoide met vergelijking

en de 88nbladige hyperboloide met vergelijking

X2+_y2_ Z

b2 1 - b2

snijden elkaar loodrecht.

Beschouw het stelsel van twee functies

Ju X+y +z+t,
2 2 2 2
lv = x° + y +z +t .
Voor {x,v,z,t) = (1,0,0,0) geldt (u,v) = (1,1). Bewijs dat in een omgeving
van het punt (u,v,z,t) = (1,1,0,0) functies x = gl(u,v,z,t), ¥ = {(u,v,z,t)

bestaan, - zodanig dat

= g(u,v,z,t) + ¢(u,V.Z.t) +z+t,

(tp(u,v,z,t))2 + (¢(U.V.z,t))2 + 22 + t2 R

=
I

<
L]

en bepaal de partiele afgeleiden van ¢, ¢ naar u, v, z, t.

Aan de twee vergelijkingen

Jfl(x.y; zZ,t) = x + y3 szl v 0,

3x2 + 2y + z + tS

{fz(x:y; z,t)

wordt onder meer veoldaan door x = 0, vy =0, z =0, t =0,

Bewijs dat in een omgeving van (0,0) functies x = ¢](z,t), y o= ¢2(z,t)

bestaan, zodanig dat

4,€0,0) = ¢,(0,0) = 0,

I
o

fl(¢1(z)t)’ ¢2(Z’t); Z!t) = fz(q"l(zit)! ¢2(Z,t); Z,t) =




2,3.9.

zij B =

af
1

dz

sz

-.az

Bfl

ot

3f,
t it

3

-

en A

| 1
3xX oy
)
sz f2
| 99X oy |

Bewijs dat voor de functionaalmatrix C van de vectorfunctie gegeven door

geldr C

_{x = ¥ (z,t)
y = ¥y(z,t) ,

—AnlB en bereken C.

Beschouw het stelsel van drie functies

Bepaal

v

\w

Ju =3x + 2y -z,

=x -2y + z

= x2 + 2xy - Xz .

3(u,v,w)
3{x,v,2)

Beschouw nu het stelsel

[
v

X -2y + 2

3x + 2y ~ 2z,

bewijs dat er functies x = f](u,v,z), y = fz(u,v,z) bestaan zodanig dat

u

v

en bepaal de

functionaalmatrix van fl’ £

3fl(u,v,z) + 2f2(u,v,z) -z,
fl(u,v,z) - 2f2(u,v,z) +z |,

2

Substitueer vervolgens x = fl(u,v,z), y o= f2(u,v,z) inw= x2 + 2xy - xzi

W o= (fl(u,v,z))2 + 2(fl(u,v,z))(f2(u,v,z)) - zfl(u,v,z) en bereken met de

kettingregel de

Leid tenslotte

functionaalmatrix
2w, 2w du
du ' 3v ? 5z

af dat geldt 8w = u2 -V .,

ek A AR e e



2,3.11.

2,3.12.

2.4.1.

2.4.2.
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3 J O POt Y S O P

Bewijs dat het stelsel vergelijkingen

{3x +2y-z=12,

1x—2y+z=2 ,

x2 + 2xy ~xz =0,

equivalent is met het stelsel vergelijkingen

1
[A=]
-

{3X + 2y - 2z

x - 2y + z

]
™~
-

en geef de oplossingen.

Aanwijzing: gebruik het resultaat van opgave 2.3.9.

Behandel op dezelfde wijze als in opgave 2.3.9 het stelsel van drie functies

u=xXx+y -z,
v=2x -y +t z,

8xy - 8xz - y2 + 2yz - z2

b
1}

Los het volgende stelsel vergelijkingen op:

x+y-z-=1 ,
2x ~y+z=-1,

8xy - 8xz - y2 + 2yz - z2 = ~-1.

Bereken
JJ xydxdy ,
G
als G het gebied is begrensd door de parabolen x2 =y,
2x =y2.
Bereken

‘
JJ (x2-+y2)dxdy ,
G

als G het gebied is, gelegen in het eerste kwadrant, begrensd door de krommen

xy = 1, xy = 3, xz"yz =1, x2__y2 = 4.




2.4.3.

2.4.4.

2.4.5.

2.4.6.

2.4.7.

2.4.8.
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Bereken

” (x +y) axdy ,
G

als G het gebied is gegeven door 0 < x~y <1, 0 < x+2y s 2.

Bereken

JJ Vx2‘+y2 dxdy ,

G

f
]

als G het gebied isbegrensd door de pafaboleﬁ yz

Aanwijzing: gebruik de transformatie x = uz-vz, y = 2uv,

4x + 4, vy

. Bereken

” exp [H] dxdy ,
G

als G de driehoek is met hoekpunten (0,0), (0,1), (1,0).

Bereken

” (x-y)2 sinz(x+y)dxdy ,
G

als G het vierkant is met hoekpunten (n,0), (2n,7), (m,2m), (0,m).

Bereken

de J —EEY gy
(3x—-y+8)

Aanwijzing: gebruik de transformatie u = x+y, v = 3x-vy,

Bereken

-4x + 4,




2.4.9.

2.4,10.
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Bereken

9 2 2
JJ (x+vy) e y dxdy ,
3 ,

als G het gebied is begrensd door de rechten.x = 0, x+y

Bereken

1 i
e}
J dx J I/l - y2 exp[x2 + y2 - xzyzldy .

0 0

2
Aanwijzing: gebruik de transformatie u = x/1-y , v = y.
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Hoofdstuk 3. Fourierreeksen, uniforme cOnveggentie

Bepaal de Fourierreeks (met periode 2m) van de volgende functies en onderzoek

de convergentie van de gevonden reeks met de hoofdstelling:

3.1.1. £(x) = sin ix voor =T S X £ T . .%
3
~X voor -m £ x =<0,
31,2, £(x) = {4 |
X voor D < x s m .
3,1.3, £(x) = % sin x voor -1 £ X £ T .
R f—x sin x voor -7 = x s 0 ,
3.1.4. £f(x) =
x sin x voor 0 < xsTm .,
3.1.5. £(x) = sinh x voor 0 £ x 5 2n .

Bereken de som van de volgende reeksen:

o ] .
3.1.6. — (gebruik het resultaat van opgave 3.1.2). !
n=0 (2n+1) .
. n 2n+] .
3.1.7. E -0 5 5 (gebruik het resultaat van opgave 3.1.4), :
n=0 (4n+1)" (4n+3)
o) 1 .
3.1.8. Z 5 (gebruik het resultaat van opgave 3.1.5).

n=0 n +1

ERICR. - i

3.1.9. Pas de gelijkheid van Parseval toe op de Fourierreeks uit opgave 3.1.1 en

E 2
bereken z —3—2-
n=1 {(4n"-1)

3.1.10. Bereken de som van de reeks

o

1
n=2 (1:12"1)2




3.3.1.

3.3.2.

L
(%

3.3.5.

3.3.6.

3.3.7.

3.3.8.

3.3.9.

3'4.1!
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Bepaal de Fourierreeks van de volgende functies:

-x wvoor0sx<1,
f(x) = 1 voor | < x = s
3-x voor 2 ¢ x< 3.
X
f(x) = e voor =l £ x5 1.
1
x voor 0 £ x £ 5
f(x) = i
1.,

1-x  voor 3 < X

Bepaal de Fourier—cosinusreeks van de volgende functies en onderzoek de

convergentie van de gevonden reeks met de hoofdstelling:

£l = vl
Y \ by

ooy P ~ v

i(x) = eX voor 0 £ x £ | (vergelijk met opgave 3.3.2).
Bereken
o0 o© n—1
1 -1
5 = E 55— en T = Z
n=1 n2ﬂ2+ I n=1 n2n2+i

(gebruik het resultaat van opgave 3.3.5).

Bepaal de Fourier—sinusreeks van de volgende functies en onderzoek de conver-

gentie van de gevonden reeks met de hoofdstelling:

f(x) = cos X wvoor 0 £ x < m,
f(x) = e voor 0 € x £ | (vergelijk met opgaven 3.3.2 en 3.3.5).
f£(x) = x(1 -%x) voor 0 < x s 1 (vergelijk met opgave 3.3.4).

Bepaal de Fourier—getransformeerde F(y) van de volgende functies:

0 voor X < R

0
0,
0

f(x)y =< 1 wvoor x

e vOoOr X >



3.4.2,

3.4.3.

3.5.1.

3!5'2.
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Bewijs dat voor x > 0 geldt

o]

cog Xy + vy sin xy _ X
J 5 dy = me .
0 b+y
£(x) = (ax-+b)e'|x|.
Bereken %
e
08 X sin x |
J —C—-——% dy en J z——-z--%-dy .
o 1tV 0 (1+y7)
f(X) = lee_lx’-
Bereken

@0

J 08 Xy ’2‘)2 dy (gebruik ook het resultaat van opgave 3.4.2).
. (l+y
0

Bepaal sup V en inf V van de volgende verzamelingen V ¢ IR:

2

a) V=+{x|0<x"<2},

b) V= {x | %% - 10x + 3 < 0} , .
e) V= {x | (x~a)(x-b)(x-c)(x-d) <0} , a<b<c<d, gy
d)V={2_p+3_q+5—r|p<—:]N,qe]N,re]N}.

Laat U en V niet-lege, naar boven begrensde verzamelingen zijn. i
2ij sup U = a, sup V = b, Vorm de verzameling W van alle sommen u+v met

uel, velV:
W={u+v|ueU, veVl.

Bewijs dat sup W= a + b.
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3.5.3, Laat U en V niet~lege, naar boven begrensde verzamelingen zijn met

sup U a, sup V=b.

Zij we={uv | ue U, v eVl

Laat aan een voorbeeld ziem dat in het algemeen niet geldt
sup W = ab . o)

Geef ook een voorbeeld wvan verzamelingen U, V waarvoor (1) wel geldt.

3.5.4. Bereken de norm || £li van de volgende functies:
ay £f(x) = x" - 1 op [~1,1] ,
b) £(x) = x~ - 1 op (2,1} ,
&) £(x) = (x2-1)(x>-4) op [-2,2] ,
d) £(x) = (x2~1)(x>-4) op [1,21 ,
e) £(x) = 3x° - 10x + 3 op [2,3] ,

£) £(x} = log x op {1,=x) ,

1
'2' ’

L El- i

g) f(x) =~ log x op 2)

3.5.5. Beschouw de rij van functies (fn) gegeven door

fn(x) == voor x > 0 .

a) Bewijs dat de ri} (fn) puntsgewijs convergent is op (0,») en bepaal de

limiet £.
b) Bewijs dat de rij (fn) niet uniform convergent is op {0,11.

c) Bewijs dat de rij (fn) uniform convergent is op [§,») met § > O.
1 1

d) Bewijs dat lim J f (x)dx = J lim £ (x)dx.
e o e O

3.5.6. Beschouw de rij van functies (fn) met fn(x) = i log(nx + 1} voor x 2 0.
a) Bewijs dat de ri} (fn) uniform convergent is op [0,al] met a > 0.

b) Bewijs dat de 1vij (fn) niet uniform convergent is op [0,=).
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3.5.7., Beschouw de rij (fn) met fn(x) = arctan nx op (=-w,x),
a) Bewijs dat de rij (fn) niet uniform convergent is op [~1,1].

b) Bewlijs dat de rij (fn) uniform convergent is op [8,») met § > 0.
! I g
c¢) Bewijs dat lim J fn(x)dx = J lim fn(x)dx. ?

homatd -1 —l e

x
nx + |

3.5.8., a) Onderzoek de uniforme convergentie van de rij (fn) met fn(x) =

voor X = 0.
X

b) Bewijs dat de rij ( f fn(t)dt) niet uniform convergent is op [0,%).
0

3.5.9. a) Onderzoek de uniforme convergentie van de rij (fn) met fn(x) =

nx_ +1 ¥
op (-oo'oo) . N

b) Onderzoek ook de uniforme convergentie van de rij (f;) op (==,=).

c) Bewijs dat de rij (f;) uniform convergent is op [8,®) met § > O,

3,5.10. Onderzoek als in opgave 3.5.9 de uniforme convergentie van de rij (fn) en
22
-n"x

van de rij (f;) met £ (x) = - e 3y X € (-=,o),

i
n
3.5.11. a) Bewijs dat de rij van functies (fn) met fn(x) = ___li_f uniform convergent
l+n'x

is op elk interval [a,b] dat x = 0 niet bevat.

b) Bewijs dat de rij (fn) niet uniform convergent is op {0,1].

=] &
c) Geldt lim J £f (x)dx = J lim £ (x)dx?
e n n-+e n
‘ <
3,5.12. Onderzoek de uniforme convergentie van de rij (fn) met fn(x) = 5o
. 1 +x

X € (—%,®).

3.5.13. Onderzoek de uniforme convergentie van de rij (fn) gegeven door
2n+1
£ (x) = =, X (mo,2).
P +x

i
Y
g
f‘»ﬁw

]
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3.5.14. Bewijs dat de rij van functies (fn) gegeven door

2n X
e

1"_XZn

f (x) =

» X € (=o, )

niet uniform convergent is op [1+8,®) met § > 0, maar wel uniform conver-—
geert op (~»,-1~=46] met § > O.

Is de rij (fn) uniform convergent op [-§,8] met 0 < § < 17

3,5.15. Bewijs dat de rij van functies (fn) gegeven door

]
fn(x) = arctan nx, % € (0,®)

niet uniform convergent is op (0,®), maar wel uniform convergeert op [6,®)

met 6 > 0.

[v5]

3.6.1. Bewijs dat de reeks z xM(1 - x) niet uniform convetgent is op [0,1), terwijl

=0
de reeks Z (~l)nxn(l-—x) wel uniform convergent is op L0,1).
n=0
oo x2n+! Xn+1
3.6.2. Bewijs dat de reeks HZO ( S T 2n+2> niet uniform convergent is op [0,1].

[= =]

3.6.3. a) Bewijs dat de reeks )
o 2
n=1 n (l+nx")
a > 1. Noem de som van de reeks S(x).

uniform convergent is op (-»,*) als

b) Bewijs dat de reeks Z 1o (;:Tx ) uniform convergent is op [0,al,
n—

X
a > 0, met som J S(t)dt als o > 4.
0

g 2
c) Is de reeks | Lo (;:Tx ) unifornm convergent op [0,=) als a > $?

[*+]

d) Bewijs dat de reeks Z
n=1 na(l+nx )

2
-ax uniform convergent is op (-»,») als

o > 1. Noem de som van deze reeks T(x).

e) Bewijs dat voor a > 1 geldt 8'(x) = T(x), x ¢ (-=,®).




3.6.4.

3!6!5.

3.6.6,

3.6.7.

3,6.8.
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o (_l)n n
a) Bewijs dat de reeks | 3n 5
n=0 n! (1 +a”" x")

(-»,%), Noem de som van de reeks S(x).
1

b) Bewijs dat geldt J S{x)dx = Z (_]?
0 n=0 ™

(a ¢ R) uniform convergent is op

n

n
arctan(a ).

(_l)n+133nx

c) Bewijs dat voor alle x ¢ R geldt S'(x) = 2 z

n=0 n!(1+aznx2)2
a) Bewijs dat de reeks E uniform convergent is op [1+6,*) met & >
n=0 | +x

o0

b} Bewiis dat de reeks z
n
n=0 1 +x

niet uniform convergent is op (1,%).

Bewijs:

voor -1 < k < 1,

Gegeven is: de reeks Z a, is absoluut convergent.
n=0
@ 2n
a) Bewijs dat de reeks Z a, ~—5—§E uniform convergent is op (~w,=).
n=0 1 +x
! 2n oa ! x2n
b) Bewijs dat geldt z a S dx = Z a -dx .
1} 2n n Zn
n=0 1 +x n=0 1 +x
0 0
2 2

Gegeven S(x) = sin(2™ x), x € (~=,@), a > 1.

n

il t~718
o .

1

Bewijs:

a) § is continu op (~w,w),

o 2 2
b) 8'(x) = E (Za'_l)n cos(2n X), X € {~w,=}, a > 2.
n=1

sia

e T

T l."-
AR

TR



3.6.9.

3.6.10.

3.6.11.

-..38_

De functie f wordt gedefinieerd door

o0

!

f(x) = z 3 sy X € (-o,@)
n=1 n (! +nx")
Bewijs:
a) £'(x) = -2 z —-—--3'(——2—-5 y X € (= ,®)
n=1 n (I +nx")
3nx2—l
b) £"(x) = 2 E 33 X ¢ {(~w,0) .

n=1 n (1 +nx")

De functie f wordt gedefinieerd dootr

¥

00
£x) =} nt, x e (1,%)

a) Bewijs dat de reeks

Z (-log n)m n
n=1

X

uniform convergent is op (1 +§,=), &§ > 0, voor alle m ¢ I,

b) Bewijs dat geldt
(m) . m -x
f (x) = Z (-log n) n s X e (1,0}, m ¢ W,
n=1

Zzij de functie f gedefinieerd door

o n
£(x) = Z {(-1) 'x +£cos nx , X € (mo,w) .

n=1 n

a) Bewijs dat de reeks puntsgewijs convergent is op (-w,=).

b) Bewijs dat de reeks.uniform convergent is op [-a,a], a » 0.
c) Bewijs dat de reeks niet uniform convergent is op (-w,«),
d) Bewijs dat £ continu is op (~=,=),

e) Bepaal de functie f(x).
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Hoofdstuk 4. Differentiaalvergelijkingen

Bepaal de algemene oplossing van de volgende stelsels differentiaalverge-

lijkingen:

A

dx
——-!-=x+x
dt 1

._
I [=9)
Y]
Mo
I
oo
]
+
w
»

B W T

L%
-
=

:-nfr
S
3?
;

u
N
I
4o
"
+
"

s
v
N
|
It
dl
-+
3
+
b

]
i
"

+
s

L/ I/

]

I
=~
b

<+
»

4.1.5. 4
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Il
(o)
L

|
[
L

+
o
m

!

I

1]

(="
%
t

[¥S]
L

Je” .

]
[yl
"

+
L
Ed

|

=9
T
—
(95}

”’

~

—_—

2
= - px

2 + cos pt ,

o
[nd

(o]

—pzx] + sinpt , pe R

.
t

-~

-~

1)

Tc X, + 2x2 + sin t ,

4,1.10.

b

— -— + .
X, + x2 3t

—
[a ]
T

4.1.11. Herleid de volgende differentiaalvergelijking tot een stelsel differentiaal-

vergelijkingen van de eerste orde en los dit stelsel op:

y"' - 5y" + 8y' - 4y =0 .



4.1.12. Bepaal de oplessing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

dxl dx
i e S
dx dzx E
1 2 2
— i 4 = .
l et x, =0, !

die voldoet aan x(0) = [é].

4.2.1. Bepaal de Laplace-getransformeerde van de volgende functies gedefinieerd

op [0,=):
0 voor 0 £ t < a,
aj f(t) = 41 voor a < t b,
1 0 woor t >b .,
t voor 0 £ t g1,
b) f(t) =
] voor t > 1 .
c) fit) = tv, v > =1 (zie college Wiskunde 20, 4.7.1).
d) £(e) = 774, p - 0,1,2,... (zie college Wiskunde 20, 4,7,2). .
i woor 2n < t < 2n+l ,
e) f(e) =
=l wyoor 2n+l £ t < 2n+2 , n=0,1,2,... .
' £) f(t) = t cos bt ,
g) £(t) = |sin bt . %

4.2,2, Laat F = L(f) de Laplace-getransformeerde zijn van f, en zij c > 0.
a) Toon aan dat L{f(ct)} = éE‘(E) . S

b} Zij
0 wvoor t<c,

g(t) =
f(t-¢) voor t =z ¢ ,

toon dan aan dat £{g(t)} = e_cPF(p).




4.2.3. Laat de functies f, g, h continu zijn op [0,%).

Toon aan dat

- I

fx (g*xh)=(f£+*g)*h.

4.2.4, De functies f en g zijn gedefinieerd op [0,») door

4.

2.

5.

(t-é voor 0 <t <1,
f(t) =
1 0 voor t 2 1 H
-} i
(1-t) “ voor 0 < t <} , :
g(t) =
0 voor t z | .

Bereken £ * g.

Overeenkomstig opgave 4.2.1. ¢) is

a)

b)

c)

d)

n

iy - T(Z) i e{tf ™ h .££gl , geldig voor « > 0, B > 0 .
p P

Bereken ta"! * tB"l, a >0, 8>0. F

Toon aan met behulp van de convolutiestelling dat

1

o = [ 00" e - S
0
zie ook college Wiskunde 20, 4.7.5.
Toon aan dat
r@r{@) _ , %,a—l a-1
TT(22) J £ (1-t) dt .

0

Leid uit ¢) en b) af de verdubbelingsformule voor de gammafunctie

LT () = 22%7F 1) (a+d)
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Los op, met behulp van Laplace transformatie, de volgende (stelsels)

differentiaalvergelijkingen onder de aangegeven beginvoorwaarden.

4.2.6. 3" +y = xe" , y(0) = y'(0) =0 . -E
4.2.7. y™= 59" + 8y' -4y =0, y(0) =1, y'(0) = 2, y'(0) = 5 . ¥
4.2.8. ynl__ zyﬂ + yT = 4, y(O) =1, yf (0) =2, Y”(O) = -2 | :
4.2.9, y" = £(x) , y(0) = y'(0) = 1| met ’f
3 0 woor x <0, jf
5 f£(x) =4x voor 0 < x s 1, k
1 voor x > 1 _Ef
dx dx _E
1 2 _ ;
[7?1'?*' T T 0. :
 4.2.10. .
i dxl dx2 3
\ - . . . ;
| =T + 3 wre + X, 0, xl(O) 1, xZ(O) 0 "’
g
#
r 2 ‘;
d x
- 3x, =-4x_ =0,
dt2 1 2
4,2.11. §
. d2x2 _
‘dtz + xl + ‘x2 =0, X](O) = 1, XZ(O) = 0, }'{l(O) = 0, ,'{2(0) =1
%X, + X, + X, + X = Zetcos t
1 2 1 2 »

4.2.12. ‘ 5
X, +x + Axl = e (7 cost-sint) , xl(O) =1, x,(0) =0, xl(0)==32(0) voie 8

i

Bepaal voor x > 0 de algemene oplossing van de volgende differentiaalverge- 4
“1lijkingen: ‘ ig

4.3.1. xzy" - 4xy' + 6y =0 . %
4.3.2. x5y - xy' +y = X y
2 (1 - 1 = ‘

4.3.3. xy Xyl +y=x )
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. 6x2y” + 7xy' -y = log x .

Bepaal de machtreeks-oplossingen van de volgende differentiaalvergelijkingen:

4.3.5. (1=-x2)y" + 6y = 0 .
4.3.6., y"' = xy' +y=0.

3 "
4.3.7. (1-xT)y" + 6xy = 0 .

4.3.8. (1-x2)y" - xy' + 9y =0 .



lclqgo

Antwoorden Lineaire algebra

. a) 2; by 1;

b) N={f ¢ L | £(0) = 0};

c) 2x+y-3z

1 0 0
AB=BA=|0 1 0O .
0o 0 1
1
X=Xx1] .
2
1 0 0
O 0 1 ©
0 0 0 1 .
A= . L]
0 0 0 0 .
ER
¢) {0 1 o0f.; d) AX =
i 0
r -2 =2
1
b) 3 -2 . 1 -2t 3
-2 =2 1

_4'5_

c) nee.
0; d) X =
L] O
. 1
0]
Ix + 1z
y ’
I + bz

¢) het vlak (Ag,g) = 03

dy p = -2 % V3,
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-12 =26
1.2.6., A' = % 9 20
3 7
I 0 0
1.2.8. |0 1 0
0 0 -1
-1, -1
1.2.9. B = TS 'AST .

1.3.1. [1,2,21% , C2,1,~
0 1 0
1.3.2. a) 0 0 1
-6 2
I
133, 4, = 1: U = | 0

. Vraagstuk 1.1.9:

vraagstuk 1.1.10:

]
]

1.3.5. a) §

b) §=|-2 1

2]

- 47 -

=44 -8
32| ; AX = i A'X' = |6
10 2
T T
, £2,-2,1]" .,
]
; b) 3; 13
9
-2 0
; AZ = 2: U2 =l 1| 3 A3 = 3 U3 = 1 .
0 -1

;= *2 =1 : u[l,O,l]T + BE1,2,1]T, (a,B8) # (0,0)
. T .
3= 0:701,0,713" , ¥ #0 ;
T T
[ S A, = 1 al1,-1,01" + B8[1,0,-1]", (o,R) # (0,0)
3 = -1 2Y[l,l,I]T ., Y# 0.
2 [-1 0 0]
-2f s las = 2 ;
1 I 0 5
! -2 0 0]
30 ; s las =1 o0 I ol .
9 0 0 |




1.3.9.

1.3.10.

1.3.11.

1.4.6.

1.4.8.

1.4.9.

1.4.10.

l.d 11,

- 48 -~

! 1
a) Al = 12 = 3: al-1| +8|0} , {(=,B) # (0,0)
0 1
1
A3=O: vyl 1, vy #0
fl
2 -1 1
py 3%l-1 2
1 1 2
. O i M N 1
Ay H2
A= . , B = met Au. = A,u., Bu, = u.u,
_ . . - -1 1-=1
Q An () Mo (i=1,2,...,0).
Al = 1, Az = 2

; de eigenvectoren van A bij Al,kz,...,Ak.

De diagonalen van een ruit staan loodrecht op elkaar.
a) en b) voldoen, c) niet.

1 12 B 6
1]2 1 1| 2 1[-13

» sy T ] w3

5/, 15) , 15|_15 5,

4 -7 4 4

t 2t _ 2 e3-—l t
e, e ) e

e -1

1, £-1, %(t2—4t+2), %(t3“9t2+ 18t - 6)

b) n—m.



1.4.12,

104113.

1.4.18.

1.4.19.

1.5.2.

1.5.13.

1.5.16.
1.5.,17,

1.5.18.

- 49 -

[ 1 [ 0] " 0] 5]
1 0 3
a) bijv. , Lo, 1] » g i .
-2 =1 0 2
-1 -1 -1 R
. .. .. 2 1
a) ja; b) bijv. 2-3t; c) bijv. 1-6t+6t"; d) t-z .
T
[5,2,-4,11%, [4,4,4,51" .
-!-% (6t2—6t+ 1)
T
2 2 0 1
Nee; wv.b.: A : R® >+ R" met matrix A = t.o.v. een orthonormale
1 0
0
basis e,, e,. T.0.v. de basis £, = 2e,, £, = e, heeft A de matrix A' =
-1* =2 =1 ~1? =2 =2 2

A= AIAZ met Aé = B, A] orthogonaal, A2 symmetrisch,

‘s : . . T
De hoek tussen een vector en zijn projectie op eenvlak ig = 3

Ja.
o L 2 =1} 2 N 2 1 _ 0 0 ;
V5 |1 212 4] V/5]-1 2 0 5
3 =/3 olfo 1 1 I /2 -1 0 0
py Xz vz -2l o 1| =3 I 1}l=j0 o of.
/6 1 1 2 1y 1 2 6l o VI 2 0 0 3

L
.
o
vE
.

S

VERPEFE




]l6.1l

1.6.2.

].6'3'

1.6.6.

1.6.7.

a) A' = |0 1

L} 2 1 2
c) 2(x1) + 6(x2)

1 0

[=]

o 0

cirkelcylinder.

; b) ix? + X X, + x2 + ix

i

2

X3 ¥ % 3}

. 5 .
+ 4x}x§; d) (x}) + (xé)z; e) a, b, c niet orthonormaal.

éénbladige omwentelingshyperboloide, resp. omwentelingskegel.

a)

b)

a}

b)

c)

d)

e)

£)

g)

32 + 8(y™)? = 2

x" = (yn)z/ﬁ

(x")2 + 8()7")2 _ 2(2")2 =1
(x'|)2 + z(yll)z = 2(211)2
3(y")2 + 4(2")2 = 2

(xn)z + z(zll)z Gyll/'z"

#

e N RN G

+

2(x") 2/.2- = "

+

2:xM2 = "%+ (2")

, ellips

» parabool
3

, énbladige hyperboloide
s kegel

, elliptische cylinder

, elliptische paraboloide
, ellipsolide

s parabolische cylinder

, omwentelingskegel.
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Antwoorden Functies RrR® > R®

- : .
2,131, ¢) {(u,v)f| 2u 2,v2} . i)
. ' ] 4
: 2 %
2.1:2. ¢) {(u,v,w) | (u+v)" = 4w, u+v 2 0} . B

2.1.3. a) continu veoor (x,y) # (0,0) ;
b) continu op het hele (x,y)-vlak;
¢) continu op het hele (x,y)-vlak;

d) continu voor x # y en in (0,0);

e) continu voor (x,y) # (0,0). [?
2,.2,2, a) [4 ~-9] -18 25 ~12 .ﬁ
4) 12 0 ~4 X
b) [-1 -1 =4] 'f
[ 5
2 1 =1 1 6

e) |l 1 2 e) 3 3 .

2 0 -1 2 -6

2.2.3. a) differentieerbaar voor (x,y) # (0,0);
b) en ¢) differentieerbaar op het hele (x,y)-vlak;

d) differentieerbaar voor x # y

e) differentieerbaar voor (x,y) # (0,0). f%

_3 ¥

2.2.4. (1=t *°
u = X X = u 2 “E}j{

X +y u +v Fg

: 2-2-5! \ s . .fg
v i

v o= —Ty——-in y = _.”\

X +y u +v %

1 8
2.2.6. (7,3, 1) 5 (4y =3, =2)
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]

.. . ‘o 2
schroeflijn op de cylinder met vergelijking x + y

(-1 pO:J) .

t<
il

("sint, COSt,l) H (0,1,1) ’

(~cos t, -sint,0); (-1,0,0), (0,-1,0)

o
it

2.2.9. x(r) = (t,t,t-4gt?) , w(e) = (1,1,1-go),

mgz + 5m|g|2 = %m.
Baan van P: doorsnijding van het vlak y = x met de parabolische cylinder

X - %gxz.

z =

2.2.10. De functionaaloperator van £ in (2,2) is een draaiing:

. 3 =4
functionaalmatrix = .
e 3

x =2 % u2u3 ulu3--2u2u3 uluz--u2
2 i
2.2.13. H .
-2 4]
-2X -2x
2 1 0 _ —u
X Y3 2
I 1 =2y
2.3.1, =
2G-y) o 2x ’

§V2u-v2

gl(u,v) = iv + (+ als x >y, - als x < vy) ,
gz(u,v) = ly ¥ £V2u-v2 (- als x> vy, + als x <y) .
3g, 9, g, a o
du ov W

2.3.2 82 &2 B2l 1 1 -1

TR 1 du 3v oW 3 )

ag3 333 8g3 _ B
KD 5v v | . :

2.3.3. (x,5,2) = (u,v,w) (14027 F , §

n
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2.3.4. x = (1,-1,2) +A(1,-1,0),

9 % 3 3 _ _ . b
" v . e | 2y 1 2(y-2) 2(y=t) 4
2.3.7. = . __‘_:;',
2(x-y) i
3y 3y 3y 3y _ o o 2
Ju 3V Dz 3t o 2x ] 2(x-z) 2(x-t)

2.3.8, AC=~B, C=-A'B-=
2] 7! 2
1 3y 2z I : 2 -3y,
- - =—2 =
6x 2 1 st 20T m D) | gi ik st
3y2 -4z lSyzt:[+ -2
1
201 - 9xy?) 4
12xz -1 6x = 5t
(2 2 o],
2-319» 0;51 _3 4
- 1 ]
i Z 0
aw oW owy _ _ - 1 _ 3 1 5
[aE’E’a—zl' 22 + 2y - 2, 2%, x] |g 8 2
0 0 1
- |13x + 2 -1 -1 y 2y -1 0| = 1 --l-v 0
TATTRY TR T AE TRy T PR

2.3.10. (x,y,2) =(1,0,1) + 2(0,1,2) .

W
N
i

Bh
4
ot
Lo
. o
"?

. 9 (u,v,w) _ 4
2.3.11, 3 (%, 2) H L.%
Bfl E)fl 3f1 y : . “. ,15

Ju v dz 1 ’j

= 5 ; ,I':

8f2 8f2 8f2 2 -1 3

du v 3z |




2.3.12.

2.4.1,

2.4.2,

o tw b
qu * 3v * 3=z

—] = [8y~8z, 8x-2y+ 2z, -8x+2y~ 23]

o Wi wil—

e e 4 8 00 10 -
”[3"*33’ 32 73X YyY T e, 07

[%(2u+v), %(Zu-Bv),Oj[ ;
Iw = 4u2 + 4uv = 3v2

(x,¥,2) = (0,0,-1) + 2(0,1,1).

f g LWL
.




3.1.1.% J (-1p?7! nsin nx S;“ nx
n=1 4n” -1
3 ® n, 22
3'1'2'%+$ ) e %nﬂ 2 cos nx .
n=1 hl
© n-1
3.1.3. 1 - é cos x +2 ) (-1)" ‘cos nx
2
n=2 n -1
3.1.4.12rsinx-£5. j osin 2ux
' n=1 {(4n" - 1)
cosh 2m - ! 1T (cosh 2m - 1)cos nx - n sinh 27 sin nx
3|]-5 2 +:I-T- z 2
" n=1 n +1
“4
3-]-6-5‘6‘-
3.1.7 EEKE
PTrTto128
1  m sinh 2n
3.1.8. 5 * 5 oeh =T °
Tr2
3-109 ‘6‘2}".
] 2
o : 2nrx
3313-_.6_2(81113)': 3
- + 3 2 L 2 N
T n=1 n
3.3.2. sinh 1 + 2(sinh 1) ] '"%'fl'— (cos nmx - nm sin nrx)
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Antwoorden Fourierreeksen, uniforme convergentie

n=lnmn +1

e

e o

E



T SV U
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3.3.3. % - % ] ==k 2(2‘”;)’”" :
7 n=0 (2an+1)
1 _ 1 © cos 2nmx
3.3.4. 2 > Z 5
" 7 n=1 n
& n
3.3.5. e-1 + 2 E LD el o8 nTX .
n=l n1 +1
3.3.6. § = —— , R
e =1 2{e" - 1)
8 v in 2
3.3.7. = ] 2 S;“ nx
n=1 4n -1
® n+l
3.3.8. 2n Z n(l+¢-1) ) sin nrx
22
n=1 nnt +1
3.3.9, j% 2 51n(2n+1%nx .
77 n=0 (2n+1)
3.4.1. F(y) = —
Aol F(y =1y
3.4.2. B(y) = =R s 28, 7 slEl ol
I+y (1+y™)
200-y% . 1 ~|x]
3.4.3. F(y) = s 2(1+]x])e
2,2 4
' (1+y7)
3.5.1. a) sup V= V2 , inf V = -2 ;
b) sup V=3 , inf V = % H
¢) supV=d ,inf V=a 3
d) sup V = 3l inf V=0 .

L¥8)
<

S
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3.5.3. U=V={u | ug-1}, W=1{w]|wz1};

U=V={u|0<us1}l, W=1{w]|0sws i}

9 1

3.5.4. a) 1; b) 3; ) 4; ) 7 e) 53 £) o g) 2 log 2 .
3.5.5. a} £(x) = 0, x € (0,=)

b) an - f”(O,l] = ]

c) NE_ - £ = ! en linl-*L*- =0,

n [8,=) nd + 1 Lpyoo né + 1
1

3.5.6, a) f(x) =0, x ¢ [0,=); an - fHEO,a] = }og(na-bl) + 0, n > o,
3.5.8. a) Uniform convergent op [0,~) met limiet O.
3.5.9, a) Uniform convergent op (-»,«) met limiet O0;

b) niet uniform convergent op (—=,«),
3.5.10. a) (fn) uniform convergent op (~=,*) met limiet 0;

b) (f;) niet uniform convergent op {-«,«),
3.5.11. ¢) ja.
3.5.12. (fn) uniform convergent op elk interval [a,b] dat de punten + | niet bevat

met limiet 0.
3.5.13. (fn) uniform convergent op elk interval [a,b] dat de punten + | niet bevat.
3.5.14. (fn) is uniform convergent op [-8,8] met limiet O.

v;’\\

i
%
!




C T
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e T by

N-1
3.6.1. S(x) = ] x(1-%)
n=0

it

I-x,

S(x) = lim SN(x) =1, xe¢ [0,1), dus

N-roo
IESN ~ S“[O,l) = sup{xN | x e [0,1)} = 1;
N-1 N+ N
_ LD _ (=) +(-1)" 'x)
T (x) = HZO 1D 7x (1-x) = o )

= 1i N Sk 4 ,
T(x) _I]&_];:}TN(X)— l+x’x£[0’]) ]

—x)xN

N
T < (1 -x)x , dus

op [0,]1) geldt |TN(x) - T(x)l e

N
) < max{(l-—x)xN I xe [0,1)} =-§-;lr-—i-(-~§-—> s

IITN - T"[O,l g

lim T - TI =0 ;

om N [0,1) ;

de reeks Z (—l)nxn(l-x) is uniform convergent op [0,1) met som T.
n=0

i log(l +x) voor 0

1A
b
A

3.6.2, S(x) =

1]
—

log 2 vVOOor X
Pas stelling 3.6.4. toe.

a+1

@ 2
3.6.3. ¢) de reeks Z log(l +nx ) is puntsgewijs convergent op [0,=).
n=1 n

Zij x € [0,*), dan geldt

[« ] oD 2
‘g log(1+nx2) _ 7 Lo (1+nx?) | _ : log(1+nx>) . log(l+ (N+D)x)
log(l+nx") log(1+nx7y | _ . D
p=l ot p=l oY nei#t o o+ D

log(t+mx’)
o+!
n

2 L1 ]
en loE(l-f(N;lgx ) is niet begrensd op [0,*), dus de reeks ¥

(N+1) n=1

is niet uniform convergent op [0,=).



3.6.10. a)

b)

3.6.11. ¢)

d)

e)

_59..-

Op (l+6,=) geldt

m m 18
_ m _-xy _ (log n} (log n) n*" _ .
| (~1og n)®n *| = = < e < TIR T TIR voor n > Ny;
n n n n
v m-x . "
de reeks Z (~log n) n is uniform convergent op (1+§,%),
n=1

Uit a) en herhaalde toepassing van stelling 3.6.6 volgt de gevraagde

betrekking voor x € (l+§,«), &> 0,

157 g e N T e P RS S

X, 1
Kies nu een willekeurig punt X, € (1,°) en 2zij & = 02 , dan is & > 0 en
Xy € (1+8,»), dus de betrekking geldt voor x = Xg
z (-1} x +2COS nx| . le z (-1) _ ‘ Z cosznx >
n=N+| n n=N+1 n n=N+1 n
> | x| E S:lli‘ - E L. |x|a, = B, met a  + 0, B+ O voor N+ = :%
- = E] - )\
n=N+1 0 n=N+1 n° NN N N ;
. 1
Kies ]x| =5 dan geldt |x]aN - BN + 1, N+ o=,
N
Kies een vaste x ¢ (-»,%) en een a > |x] en gebruik b).
1 12
wz g(x) = Zx(x—Zn) *ET . xE (o,2r1 , i
f(x) = g(x) - -TZEmet '
g(x+2m) = g(x) , X ¢ R,

e a Sl R el b R e

CAnsRER
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Antwoorden Differentiaalvergelijkingen

1] 1]
bt x=cet e
4 =2
1 1] [0
t 2t 3t
4.1,2. x Cle 1 + C2e 1|+ CBE .
el ~2] |~ 1
"1 [ 0] 1
_ £l t b4t
4.1.3. x = C]e I+ C2e 1+ CBe 1
- 0] ~1] R
| 1] 1 0]
holih, x = c1e3t ¥ C283t<t " )
=2 =2 1]
I 2 cos 3t ' 2 sin 3t
415 x = ¢’ + c2e2t
|3 sin 3t - cos 3t ~ sin 3t - 3 cos 3t
! | [ 2 sin it/3
- 1
4.1.6. x = el1] + C,e ]+ C2e2t -/3 cos §t/3 - sin jt/3 | +
0 1 _ V3 cos 1t/3 - sin }tV/3
" 2 cos }t¥3
+ C3eét /3 sin tY3 - cos §t/3|.
-v3 sin }t/3 - cos t/3 |

_.Jo 1 1 2
4.1.7. x = e t + eZt + € + C2et
1 1 2 3




4,1,11,

4,2.1.

154

1%

1%

a)

b)

c)

d)

e)

£)

g)

p(1+p2)

1 1
t + C + C

o) o

2 cos t

F(v+1)
v+l

(2n) '/

pn+§ 22n ol

] 1
7o tanh(3p)

2 2

P -b
7 2.2

(p"+b")

coth (ﬂ)
p '+b2 2b

2

0

1

*+ C,
jcos t - sin t

.—61...

(p+1) sin pt 2 1 2
__1_[ P

{(p-1) cos pt

(p = 0)

lt cos t + it sin t + 6t

(4t cos t + } cos t - } sin t + 3t + 3

2 sin t

lcos t + sin t

1 1

37\

4 0

v ceZXlyl2| - 1 ) .

AN LR CU TSP S SR

mle .

CLEEL LN




( v/t
log Lrre voor 0 £t <1,
1=/t
Vot
4.2.4, (f * g)(t) = {log YL oor 1 <t s 2 )
I -v2-t
0 voor t > 2 ;

n
—

f » g is niet gedefinieerd in t

4.2.5. a) B(a,8) &7
d) gebruik in c) de substitutie t = (1= .

4,2.6., y = jcos x + éxex - iex .

4,2.7. y = e + xe

1 + x voor x < 0
X
4,2,9,. y =1 + x + J (x-t)f(e)dt = J1 + x + %x3 voor 0 € x <
0
7 1 1 2
~E + zx + 2x voor X > 1
r "_z_t- _E
R
Xl 3 N
4.2.10. ¢
- 2t _t
- _ ge 5 + 2 4
¥y 3 3€ .

| t 1
_ X, = 5(3t—l)e + E(t-kB)e s
4,2,11,

= Yeao t_ 1 -t
X, = 4(4 3t)e 4(4+t)e .



X
4,212, 4
s,

|
43,1, y =

4.3.2. y =

4.3.3. y

u

4,3.4, y =

4.3.5, y =

b 4.3.6, y =

4.3.7. ¥y =

4.3.8. y = 3a

- 63 -

= efcos t ;

=fe#€id t .

2 3 4
Clx + sz .

et

i
H

3

x2 + C]X + sz log X .

_l_ 2 ';'."E
5% log™x + Clx + sz log x . ﬁ
‘%
i _l 4
-1 - log x + C]x3 + sz 2 . g
3
o x2n 3 i
3, ) Cn-1) (2n=3) a,(x-x7) . :
n=0
00 2n :
ax — a z X . f:‘;
! 0 420 2%n!(2n-1)
3 v xor! ~£
21 -x) - 28 | 5oryrmy
n=0 5
- 2n
(Zn+1)! x _ 4.3 S
0 L Tin .2 ta - 3x7) .
n=0 2“7 (n!)  (2n-1) (2n-3) o
T 3"n! 3ae2 Y (3n+1) (30=2) (30-5) ... 7.4.1 3n B
x + a :
HEO (3n+2)! 0 nzo (3n+1). x
g
° (Gn+2) (3n-1)(3n-4) ... 8.5.2 3n+l
ta) ] (3n+2) " x .

n=0
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(1% (4n+1) (40-3) (4n=7) ... 9.5.1 4n

(4n+1) " +

(-1)(4n+2) (4n-2) (4n-6) ... 10.6.2 4n+l |

¥
020 (4n+2).

+2a E (1)"(4n+3) (4n=1) (4n=5) ... 11.7.3 4n+2

[]
n=0 (4n+3)!



Tentamenopgaven




1.

1.2.

1-3'
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Tentamenopgaven

.

De iiﬁeiité afbeeldinng>:',R?

2 .
#* R" heeft t.o.v. een orthonormale basis

e in B? de matrix

er &

2
[cosh o sinh a

A=
|sinh cosh o

a) Zij [i] de kolom van X en [;] de kolom van Ax t.o.v. de basis e
iy 2 2 2
Bewijs:i u - v =x -y .

b) Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenvectoren van A.

¢) Bepaal de overgangsmatrix van de basis €,» &, Op een orthonormale basis

ten opzichte waarvan A een diagonaalmatrix heeft.

In een driedimensionale vectorruimte L met inproduct is een basis a, b, ¢

gegeven waarveor geldt
(2,b) = (bye) =0, |a| = |pl = |e|/ =1.
De lineaire afbeelding A : L » L is gegeven door
Ax = (x,a)a = (%,bR)b + (x,e)¢ .
a) Toon aan dat de afbeelding A symmetrisch is.
b) Bepaal de matrix van A t.o.v. dé basis a, b, ¢ .
¢) Bewijs dat A inverteerbaar is.

d) Onder welke voorwaarden voor de basis a, b, ¢ is de afbeelding A ortho-

gonaal?

e) Wat stelt A meetkundig voor in het geval dat A orthogonaal is?

In ]Rg is een basis a, b, ¢ gegeven met
(a,b) = (a,¢) = (bse) =1, |a| = |b] = fe] = /2.

De lineaire afbeelding A : ]R3 +IR3 heeft t.o.v. de basis a, b, ¢ de matrix

e mmE e
et v A

PR O

5
T

< \._q .

i REA

i

SR S el




1.5.

a) Bepaal de overgangsmatrix van de basis a, b, ¢ op een basis ten opzichte

waarvan A een diagonaalmatrix heeft.
b) Onderzoek of A orthogonaal is.

c) Geef een meetkundige interpretatie van A.

. . . . 2 2 . 2
Van een symmetrische lineaire afbeelding A : R +R" is gegeven A” = 1
(I is de identieke afbeelding).

De matrix van A t.o.v. een orthonormale basis van ]R2 wordt gegeven door

a) Bewijs dat het spoor van A, d.w.z. p+r, gelijk is aan 0, 2 of -2.
b) Bereken de eigenwaarden en eigenvectoren van A in de onder a) genoemdegevallen'

c) Geef de meetkundige interpretatie van A in de onder a) genoemde gevallen.

L is een vectorruimte van dimensie 3 met inproduct.

De lineaire afbeelding A : L » L is gedefinieerd door

Ax=x * (x,Dn,

-

waarbij n een gegeven vector met lengte | is.

1.6.

a) Is A symmetrisch? Motiveer Uw antwoord.
b) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A.

¢) Toon aan dat AT = $(31 -A), waarbij I de identieke afbeelding is.

In IR4 met het gebruikelijke inproduct zijn gegeven twee vliakken, namelijk

vlak V opgespannen door EI,O,O,OJT, [0,1,0,0]T en
vlak W opgespannen door [1,0,/§,O]T, [O,I,O,JEJT.

a) Bepaal de projecties op W van [l,O,O,O]T, [O,I,O,OJT.

b) Bereken de cosinus van de hoek tussen een willekeurige vector # 0 in V en

zijn projectie op W.
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1.7. L is een vectorruimte van dimensie 3 met inproduct.

In L is gegeven een basis a, b, ¢ met de eigenschappen

lal = |b] = le|l =1, (a,0) =}, (a,e) = (b,e) =0 .

De lineaire afbeelding A : L - L is gedefinieerd door

Ax = x - 2(x,¢)(a+b+2) .

a) Bewijs dat A2 = 1 (de identieke afbeelding).
b) Bepaal een basis ten opzichte waarvan A een diagonaalmatrix heeft.

c) Is de afbeelding A symmetrisch? Motiveer Uw antwoord,

1.8, In ZRZ is een basis a, b gegeven met |é] = V2, |§| = /5,
Al iR? +TR2 is een symmetrische lineaire afbeelding die t.o.v. de basis a, b

de matrix

heeft.

a) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A,

b) Bereken (a,b).

1.9. In ZR? is een basis &s 855 &, Begeven. De basis gl, ;2, §3 wordt gegeven

door

Ten opzichte van de basis gl, gz, §3 heeft de lineaire afbeelding A : E; + R
de matrix
-3 0 0
Al = 4 1 2] .
4 4 -1

Bepaal de matrix van A t.o.v. de basis g5 &5 &5

R R VI S

S

AT

R
:




1.15,

v a g peho g . e S e ap i v tied emees e e s G e e

Zij A : L > L een symmetrische lineaire afbeelding van een vectorruimte L
van eindige dimensie met inproduct.

Bewljs:

a) Als voor alle x € L geldt (Ax,x) > O voor x # 0, dan zijn alle eigenwaarden

van A positief.

b) Als alle eigenwaarden van A positief zijn, geldt (Ax,x) > 0 voor alle
x€L, x#0.

L is de vectorruimte van alle polynomen.

Voor f ¢ L, g € L wordt gedefinieerd

1

(f,8) = J f(t)yg(t)dt .
-1
a) Ga na dat (f,g) een inproduct is.
b) Bepaal een orthonormale basis van de deelruimte V opgespannen door 1, t, t2.

c) Bepaal de projectie van t3 op V.

Bepaal het type van het kwadratisch oppervlak in ?R? gegeven door de verge-
lijking
2 2 2
8x + 5y +5z° - 4xy + 4xz +8yz - 13x-8y-10z+9 = 0

en geef de vergelijking van het raakvlak door de top.

Bepaal het type van de kwadratische kromme in ZB? gegeven door de vergelijking

2
3x + 8xy - 3y2 +2x - 4y -3 =0.

Bepaal de vergelijking van de grootste bol die beschreven kan worden in.de

ellipsoide met vergelijking

5x2 + 6xz + 2y2 + 522 = 8
en bepaal de raakpunten van bol en ellipsoide.

ey sl
Bepaal het type van het kwadratisch oppervlak in ZR3 gegeven door de vergelijki

2x2+4xy-7y2+lﬁxz—20y2—422—4x+32y+56z= 43 .
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2.1, Door de betrekkingen

u = 2xz + 2yz ’

v = x2 + 2xy + y2 -z |,
2 2 2

w=3x +2xy+y + 2z ,

wordt een vectorfunctie van ]R3 in ZR? gedefinieerd,
Bepaal het beeld van de (x,y,z)-ruimte in de (u,v,w)-ruimte.

Wat stelt dit beeld meetkundig voor?

2.2, Bereken met behulp van de transformatie

% u y = v
= [} = ’
u -+v2 u -+v2

de integraal
dxdy
2 2.2 °?
(x"+y7)

G

als G het gebied is gegeven door

x20,yz0, x2-+y2-5x = 0, 2x2 + 2y2 -5y 20,

2.3. Bereken met behulp van de transformatie

X =u+v , y = vuv ,

de integraal

[J dxdz
;2 2
G Vx ~ 4y

als G het gebied is gegeven door

y 20, y2-+l < x g §y2-+2 .

2.4. Bereken




et e Bt i R 1 ne - o kB 3 ca S — C e s a4

als G het gebied is gegeven door

Aanwijzing: zoek een transformatie
x = £(u,v) , ¥y = g(u,v),

waardoor het binnengebied van de eenheidscirkel in het (u,v)-vlak wordt

afgebeeld op G.

2.5. Bereken de oppervlakte van het gebied in het eerste kwadrant dat begrensd

wordt door de krommen

2.6. Door de betrekkingen

v v .
X=e cosu, y=e sinu,

wordt een gebied G' in het (u,v)-vlak afgebeeld op een gebied G in het

(x,y)—vlak.

a) Als G' gegeven wordt door

+£13
IA
c
IA
fan]
A
g
1A
-

bepaal dan G.

b) Bereken

arctan (Z)
Jf X dxdy .

72
c Xty

2.7. a) Door de betrekkingen

» V= XY,

I

wordt een vectorfunctie van ZRZ in R? gedefinieerd.

Bereken ESELEL .
3 (x,¥)
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b) Bereken

JJ \/E sinv dudv,
u :

G ;

als G het gebied is gegeven door

l suv 16, 0 =v= 4ﬂ2u .

< ' S

PR

et




3.1, Zij £(x) = Ix-sin x| voor -m < x < %,

Bepaal de Fourierreeks (met periode 2mw) van f.

3.2, Zij £(x) = sin ax voor -m £ x £ 7, a € R.

Bepaal de Fourierreeks (met periode 2m) van f.

3.3. Onderzoek of de volgende reeksen uniform convergent zijn op [- % ,%] .

a) 1 (cos O

n=0

n

b) s Ht

n=0

v 2 n
c) ) x (cos x} .

n=0

3.4. De functie f is als volgt gedefinieerd:

1A
]
A

sin x voor 0
f(x) =

IA
w
A
=

1 voor

pa1==

f is oneven.

Bepaal de Fourierreeks (met periode 2m) van f en bereken met het gevonden

resultaat

_!n
) -1 _

n=0 2n + 1

3.5. Van de Fourierreeks
Z a2n—1 cos(2n-1)x
n=1

is gegeven

[=-]
T
nzl 291 cos(2n-1)x = x wvoor 0 < x < 3




a) Bepaal
m
Z a0 cos(2n-1)x voor 5 <X <.
n=1
b) Bereken a,,-1 Voor m = [,2,3,... .

3.6. Bepaal de eerste vier van nul verschillende termen van de Fourierreeks (met 3
periode 8) van de functie f gegeven door 1

b4 voor O

N

"

A
-

1A
b
A
ro
-

f(x) = 12—x voor |

0 voor 2

1A
w
1A
-~
..

f is oneven.

A
I

¥
A
o
LA

3.7. Een sinusoidale wisselspanning E sin wt wordt toegevoerd aan een halfgeleider. N

De uitgangsspanning P wordt dan gegeven door

E sin wt wvoor 0 = t < %

P(t) =
T
0 voor 3 =tsT,
s s . 2
periodiek voortgezet met periode T ==
Bepaal de Fourierreeks wvan P. a

3.8. De functie fn is gedefinieerd op [0,1] door

o 1
Xn voor 0 £ x < g
2 a 1 2 4
f (x) =3(s-x)n voor = < x < =
NORERICERD - z,
9 )
0 voor = sxs1,

waarbij n 2 2 en o ¢ R is.
a) Schets de grafiek van fn.

b) Bepaal lim f_(x).
e

¢) Voor welke a is de rij (fn) uniform convergent op [0,1]1?




De functie f is als volgt gedefinieerd:

1-2x wvoor 0 < x <},
£(x) =

L 0 voor § s x< 1.

Bepaal de Fourierreeks van f.

3.10. Bewijs dat de rij van functies
£ (x) = ¥n arctan z
n n

ntet en de rij van functies

n/n
2

£1(x) =
n n +x

wel uniform convergent is op [0,*).

3.11. Bereken

J Z—]'—z-dx.
0 n=1 (n+x)

Noem de stellingen die U gebruikt.

3.12. De functie f wordt op [0,») gedefinieerd door

i voor 0 = x < 1,
f(x) = ¢} wvoor x = 1 ’

0 voor x > 1 .

Bewijs dat f£(x) geschreven kan worden in de vorm

o

f(x) = J A(y)cos xydy, x € [0,®) ,
0

en bereken A(y), y € [0,=).
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3.13. Bewijs dat de reeks

] X

n=0 n4x2-+1

uniform convergent is op (~®,=),

3.14, Beschouw de rij van functies (fn)-gedefinieerd door

n -nx
% © , x e [0,o) ,

fn(X) =

a) Bereken lim f (x).
now n

b) Is de rij (fn) uniform convergent op [0,1]?
¢) Is de rij (fn) uniform convergent op L[1,«)?

d) Onderzoek of de reeks

! of

n=1

uniform convergent is op [1,«).

2
“n x

f(x) = e , X e [1,®) .

- n=0

18

a) Is f continu op [1,%)?

b) Is f differentieerbaar op (1,®)?

B Pt ey

3.16. Beschouw de rij van functies (fn) gedefinieerd door

fn(x) = X co0s , X e [0,=) .

n+x

a) Bereken lim fn(x).
1'1—)00

TR AT S S

b) Laat zien dat de rij (fn) niet uniform convergent is op L0,=).

g

c) Ga na of de rij (fn) uniform convergent is op [0,2] met a > 0.




3.17. Zij de functie f gegeven door

cos x voor |x| s

I
-

fi{x) =

0 voor |x| »

Y]

Laat zien dat £(x) geschreven kan worden in de vorm

o0

f(x) = J {A(y) cos xy +B(y) sin xyldy , x e (-=,%) ,
0

en bereken A(y), B(y), y € LO,).

3,18. Bereken

1

oo

1
—_— dX .
OJ n=2 (nz--x)2

Motiveer de bewerkingen die U uitvoert.

3.19. Bewijs

o E(l-|x|) voor |x| <1,

J cos Xy sinzéy dy =

2
0 7 0 voor ]xl > 1

3.20. a) Bewijs dat geldt

E (-1)"cos nx _ T cosh x 1

¥ E
n=1 n2+ ; 2 sinh 7 2

x € [=m,7] .

b) Bereken

n=1 n +1



3.21,

3.22.

3.23.

3.24,

_77...

a) Bepaal de Fourier-getransformeerde van de functie f, gedefinieerd door

A

2T

2n ,

cos x voor |x|

f(x) = 5 voor |x|

0 voor x| > 2n .

b) Bereken

Bepaal de reele waarden van x waarvoor de reeks

% n
X

2
n=2n (n-x)
convergent 1is.

Zij S(x) de som van de reeks voor die waarden van x.

Bewiis dat S continu differentieerbaar is op (~1,1).

Toon aan dat de reeks

OZD log(n +x)
n=1 n2

op [0,») puntsgewijs, maar niet uniform convergent is.

o

Zij de reeks Z [fn(x)| uniform convergent op [0,1] met som 5(x).
n=1

a) Bewijs dat de rij van functies (fn) uniform convergent is op [0,1].
b) Zij fn bovendien integreerbaar over [0,1].

1
Bepaal lim J fn(x)dx.

n+re

0

{
i";‘




4.1,

4.2,

4.3,

4.4,

4.5,

4.6,

- 78 -

Bepaal de oplossing van de differentiaalvergelijking
(x-Dy" -xy' +y=0,

welke voldoet aan y(0) = 0, y{(1) = 3,

(Bijvoorbeeld met de methode van machtreekssubstitutie.)

Bepaal de oplossing van de differentiaalvergelijking

xzy" + 3xy' - 3y = 10x2
die voor alle x ¢ R continu is en waarvoor bovendien geldt y(1) = 6.
Bepaal de oplossing van de differentiaalvergelijking

(x2 +1)2y" - 4x(x2-+])y' + (6x2-2)y =0,

welke voldoet aan y(0) = y'(0) = 1.

Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

3Xx = 8x -6y - z,
3y = 8x - 9y - 4z ,
3z = =2x + 6y + 7z ,

welke voldoet aan de beginvoorwaarden
x(0) = y(0) =0, 2z(0D) =3 .
Los op met behulp van machtreekssubstitutie de differentiaalvergelijking
1 1 3
Xy ~y +4xy =20
en druk de gevonden oplossing uit in elementaire functies.
Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

—— = x + 2y + z,

<£1.z= X + y—-z’

2x + 3y s

welke voldoet aan de beginvoorwaarden x(0) = 0, y(0) = [, z(0) = 3,
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4.7. Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

L ox- yaet
at v ’
A X + 3y = et R

dt

die voldoet aan de beginvoorwaarden x(0) = 1, y(0) = 0.

4.8. Bepaal alle reele oplossingen van het stelsel differentiaalvergelijkingen

y - 3z,

= y+tz-1,

—=x+y .

4.10. Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

xzy” - 6y = -2x , x> 0.

4.11. Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

dx dy _
3t Ta "t
d2x
-..-.-.-2-—-y=l,
dt

onder de beginvoorwaarden x(0) = 3, x'(0) = -2, y(0) = 0.

S e o i B 1

s
el




4.12.

4,14,

T - 80 -

Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

dx _ X cos a -y sin o

atr y s

d .

E% =xsino +ycos a, oce R,

onder de beginvoorwaarden x(0) = I, y(0) = 0.

Bepaal met behulp van Laplace transformatie de oplossing van het stelsel

differentiaalvergelijkingen

dy _ _ ,
LA x = -2 s8in t
{dt ’
dx
_— = 2e + 2 cos t
ldt y ?
onder de beginvoorwaarden x{{) = 1, y{(0) = 2.

Bepaal met Laplace transformatie de oplossing van de differentiaalverge—
liijking
yn|+yu+yl+y=1+t

onder de beginvoorwaarden y(0) = y'(0) = y"(0) = 0.
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Examen/tentamen januari 1976

Wiskunde 30

De lineaire afbeelding A: r +ﬁmé heeft ten opzichte van de standaardbasis

de matrix A.

a) Bepaal de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van A,

b) Bepaal een orthogonale matrix S zodanig dat s'4S een diagonaalmatrix is.

De vectorfunctie F: R’ +]R2 is gegeven door

u = Fl(xs}':z)
{V = Fz(an:z)

3x + 2y -z ,

2 2
yo —- 2" + xy + xz .

)]

Voor deze functie geldt
F(1,1,1) = (4,2) .
a) Bepaal de functionaalmatrix van F.
b) Toon aan dat in een omgeving van het punt (u,v,z) = (4,2,1) x en y ge-
schreven kunnen worden als functies van u, v en z,
Bereken

(J (x5y - xy5)dxdy ,
G

als G het gebied is bepaald door

x20,
yz20,
3sxf vy 24,
1 = x2 - y2 =2 .

U IR

S o

Cenas

R e T

S oEwe. Sae

A



4, De functie f is gedefinieerd door
f(x) = lsin x|, -T<x<w,
(Merk op dat f een even functie is.)

a) Bewijs dat de Fourierreeks van f gelijk is aan

2 _ 4 E cos (2nx)
T T 2 )

n=l 4n° -1
b) Bewijs dat deze Fourierreeks uniform convergeert op R.

c¢) Bereken met behulp van de gelijkheid van Parseval de som van de reeks

ne-—g

!
n=l (4n? - 12

5, Bepaal met behulp van Laplace transformatie de oplossing van de differentiaal-

vergelijking

y"! - 3yll + 3yT - y = tzet

welke voldoet aan

y(0) = y'(0) =0, y"(0) = -2 .

Wiskunde 39

1. Zie opgave ! bij Wiskunde 30.

2, Door de vergelijking

x% - 24xy + 19y° + 4x - 48y = 21

. 2
wordt een kromme in IR~ gegeven.

a) Bepaal het type van deze kwadratische kromme.

b) Geef de eenvoudigste vergelijking voor deze kromme.

3. Zie opgave 5 bij Wiskunde 30,
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. Bepaal met behulp van machtreekssubstitutie de algemene oplossing van de dif-

ferentiaalvergelijking

(1 - xs)y" - 6x2y' - b6xy =0

en druk deze oplossing uit in elementaire functies.

Herkansingsexamen/tentamen januari 1976

Wiskunde 30

De lineaire afbeelding A::mz + R’ heeft ten opzichte van de standaardbasis

de matrix :

a) Bewijs dat er een lineaire afbeelding B bestaat zodanig dat B% = A.

b) Bepaal de matrix van B ten opzichte van de standaardbasis.

Beschouw het stelsel vergelijkingen

‘x + 2y + 3u + 4v =13 ,
{Wmf=4.

Aan dit stelsel voldoet onder andere het punt (x,y,u,v) = (2,2,1,1).

a) Bewijs dat in een omgeving van (x,y) = (2,2) u en v door deze vergelij~
kingen bepaald zijn als functies van x en y.
b) Bereken

B(ulv)

B(X!Y)

in het punt (x,y} = (2,2}).

. Het gebied G wordt gedefinieerd door

2 2 2

|.25E + ZE <1} (a>0, b >0)
a b

G = {(x,y) €R

a) Geef een transformatie die de rechthoek met hoekpunten (0,0), (27,0),
(27,1) en (0,1) op G afbeeldt.
b} Bereken

JJ (x2 + yz)dxdy .

L ole e

4%@3“;ﬁ‘

2!
R
4
4
e




4, De functie f is op R gegeven door

fi{x) = sin'§ , 0=fx<m,

f(x + 7)) = £(x) .

a) Bepaal de Fourierreeks van f.

b) Bereken

1
| I W 16n2

ne—-18

n

5. Bepaal met de methode van machtreekssubstitutie de oplossing van de diffe-

rentiaalvergelijking

y" + 2xy' + 4y = 0
welke voldoet aan

y(@ =0, y'(0) = 1.

Druk de oplessing in elementaire functies uit.

Wiskunde 39

I. Zie opgave | bij Wiskunde 30,

2, Zie opgave 5 bij Wiskunde 30.

3. Bepaal de algemene re€le oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkin-—

gen
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4, Zij C de vectorruimte van alle continue functies op het interval [0,1],

In C definiéren we voor elk tweetal functies f en g het inproduct

1

(£,8) = J f{x)g(x)dx .
0

De functie f wordt gedefinieerd door

IA

f(x) =e*, O0<xs1.

Bepaal de projectie van f op de deelruimte van polyncmen van de graad klei-

ner dan of gelijk aan &én.

Examen/tentamen juni 1976

Wiskunde 30

1. Zij V de vectorruimte van alle reele (3 x 3)-matrices met de gebruikelijke gt

optelling van matrices en vermenigvuldiging van een matrix met een reeel

getal. i
De lineaire afbeelding ¢: V > V is gedefinieerd door )
2(A) = MA
waarin ;
1 3 2 ;
M= |2 ] 3 . ;
3 2 1

Bepaal een (reéle) eigenwaarde van ¢ en de bij deze eigenwaarde behorende

aigenruimte.

SRR AN BT T

RSP

2, Een kwadratische kromme in:m? is gegeven door de vergelijking

L

N

2 2

x7 + 8xy +y° = 45 .

Bepaal het type van deze kwadratische kromme en schets de kromme in het

(x,y)-vlak.

IR




3. Zij G het gebied gegeven‘door

x20,y20, ysx €2y, 1sx° +ys2,
Bereken de integraal

i
— dxdy .
”xy e

G

4, Zij £(x) = cos ix voor 0 < x £ 2m,

a) Bepaal de Fourierreeks (met periode 2m) van f.

b) Bereken met behulp van de gelijkheid van Parseval

2
n

e~ 8

.. 2 S 2
n=1l (4n = 1)

c¢) Ga na of de in a) bepaalde Fourierreeks uniform convergent is op R.

5. Bepaal (bijvocrbeeld met behulp van machtreekssubstitutie) een polyncom y

dat voldoet aan de differentiaalvergelijking

(1 - xz)y" - 2xy' + 20y = O
en waarvoor

y(0) =1,

Wiskunde 39

I. Zie opgave | bij Wiskunde 30.
2. Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.
3. Zie opgave 5 bij Wiskunde 30,

4, Bepaal, met behulp van Laplace transformatie, de oplossing van het stelsel

differentiaalvergelijkingen

X + 29 + x =sin t ,
§+2}.{ +y=c03

die voldoet aan de beginvoorwaarden

rt
-

]
(=

x(0) = y(0) = %(0) = y(0)
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1976

Wiskunde 30

In R zijn gegeven de rechten 2 en m door de corsprong die een hoek Z maken.

: 3
Zij A:IR2 +:m2 de loodrechte projectie op &, B: R? *-Rz de loodrechte projec-

tie opmen I: ]R2 > ]R2 de identiteit.

Bewijs dat er een getal A bestaat, zodat

A -8B =l .

Aan het stelsel vergelijkingen

x2 ~ v cos{uv) + 22 =0,
(1) X% 4 y2 - sinuv) + 22% = 2 ,
xy - sinucos v+ z=20 ;

wordt onder meer voldaan door
(x,7,2,u,v) = (1,1,0,7,0)

a2) Bewijs dat in een omgeving van het punt (u,v) = (= , 0) functies Z(u,v),
n{u,v) en g(u,v) bestaan zodanig dat in een omgeving van het punt

(x,¥,2,u,v) = (1,1,0,%,0) de oplossingen van (1) te schrijven zijn als

(x,¥,2,u,v) = (E(u,v),nu,v),z(u,v),u,v) .

b) Bepaal de partiéle afgeleiden van £, n en { naar u en v in het punt

(u,v) = (3,0).

. De functie Sn is gedefinieerd door

n, als ]xl < %E .
1
§ (x) ={in, als [x] = T
a, als |x| > %‘ﬁ' {(n ¢ W)

a) Bepaal de Fourier-getransformeerde van Sn’

T SV
Y SRR T e R S

A




b} Bereken, via de inverse transformatie, de integraal
o
lsin-}f—dy‘
y Zn

. w=00

voor alle n.

4, Bepaal, met behulp van Laplace transformatie, de oplossing van het stelsel

differentiaalvergelijkingen

0’
12,

-2% + 4y - 5x + 10y
% + 15x - 18y

die voldoet aan de beginvoorwaarden

X(O) = 4: Y(O) = 2,
5. Beschouw de rij functies (fn) gedefinieerd door

2
_nlx + x7)
£,(0) = X ’

x ¢ [0,1] .
Onderzoek puntsgewijze convergentie en uniforme convergentie van de rij (fn).

Wiskunde 39

1. Zie opgave | bij Wiskunde 30.

2, De lineaire afbeelding A:iRz +iR2 heeft ten opzichte van de standaardbasis

de matrix
2 8
8§ 2

a) Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenvectoren van A,

b) Bepaal de matrix A" (n ¢ ).

3. Zie opgave 4 bij Wiskunde 30.
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4. Bepaal de algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

X +y=-3z= et .

v+ 4x + 5z =0,
2+ 2x+y =0 .

Examen/tentamen januari 1977

Wiskunde 30

Zij V de vectorruimte van alle (reéle) 2 x 2 matrices met de gebruikelijke
optelling en scalaire vermenigvuldiging.

Voor elke vector A ¢ V met
a1 %12
222

definiéren we het spoor: sp(A) = aj *ay,.

Verder wordt voor elk tweetal vectoren A en B in V gedefinieerd

(4,8) = sp(ATB) .
a) Toon aan dat (A,B) een inwendig product is.
21j
0 1
10
De lineaire afbeelding £: V - V wordt voor alle X ¢ V gedefinieerd door
LX = (UX)U - X .

b) Toon aan dat £ symmetrisch is.

¢) Toon aan dat £ orthogonaal is.

. De lineaire afbeelding A:ZR3 —>]R3 is gedefinieerd als de orthogonale projec-

tie in]R3 op het vlak met vergelijking (a,x) = 0, waarin a = (1,1,-1) t.o.v.
de standaardbasis.
Bepaal de aard van het opperviak (Ax,x) = 1 en de vergelijking van dit opper-

vlak t.o.v. de standaardbasis.

e
)
‘ak
4
e
i
i
hiE] %
i
B
i

LERTERER s et S




3. De vectorfunctie E;ZRZ +ZB? wordt pedefinieerd door

—;—(2xy + %+ 2y) ,

f] (X,y)

fz(x,y) =-%(x2 + Xy + X - 2y2) .

Er geldt £(1,1) = (l,%ﬂ.
Twee krommen snijden elkaar in het punt (1,1) onder een hoek a.
Bewijs dat de beelden van deze krommen elkaar in (1,%9 onder dezelfde hoek o

snijden.

4, Bepaal de Fouriergetransformeerde van de functie f, gedefinieerd door

x-1, -1 <x< 1,

t(x) =% -1, x = =1,
0, x| > 1 .
Bereken met behulp van deze Fouriergetransformeerde

o
sin x
= — dx .
b4

0

5. Beschouw de rij van functies (f,) gegeven door

2n
fn(x)=———x-§~—z, -1<x< 1,
1 +nx
a) Bewijs:
1 1
1im j fn(x)dx = J lim £ (x)dx .
n-—+e ) o
-1 -1
b) Bereken

1 1
J 1im £ (x)dx en 1lim J f (®)dx .
o " o o) "
¢y Zij 0 < 8§ < 1.
Op welk van de intervallen [-1,1], [§,1] en [6,1) 1is de ri] (fn) uniform

convergent?
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6. Beschouw de differentiaalvergelijking
ty + (1-t)y + ky = 0, met k eN .

a) Bereken met behulp van machtreekssubstitutie een oplossing die voldoet 4
aan y(0) = 1,

b) Bewijs dat de Laplace~getransformeerde van de functie fk gedefinieerd door

k n
= 7 i .
g0 = 1 OS5 .
n=0 E
.
gelijk is aan . %
k N
(p-1) :
k+1 ° §
P
c) Zij A
x
800 = (5« £)G0 = | £ (06 - 0 .
0 :';!4

Bewijs met behulp van de comvolutiestelling dat

(x)

' -
g'(x) = fk+m

Wiskunde 39

1. Zij V de vectorruimte van alle (reéle) 2 x 2 matrices met de gebruikelijke
optelling en scalaire vermenigvuldiging.

Voor elke vector A ¢ V met

=g
|
e e

1 %2

21 %22
definiéren we het spoor: sp(A) = aj; * ay,. AQ
Verder wordt voor elk tweetal vectoren A en B in V gedefinieerd _:%
(A,B) = sp(A™B) . W@
a) Toon aan dat (A,B) een inwendig product is. '.{
b) Toon aan dat de dimensie van V vier is, ‘ .'@

c) Toon aan dat de vectoren P, Q, R en S gedefinieerd door W

o~ ) /30 0 /7
P = , Q= y R = en § =
] |0 =42 EXZR"

K=
Kil—
Nl

Dl—
b

I
[
Pol—




een orthonormale basis van V vormen.

7ij

De lineaire afbeelding £: V -+ V wordt voor alle X € V gedefinieerd door
£X = (U,X)U - X .

d) Toon aan dat £ symmetrisch is.
e) Toon aan dat £ orthogonaal is.
f) Toon aan dat P, Q, R en § elgenvectoren ziin van L.

g) Bepaal de matrix van £ ten opzichte van de basis P, Q, R, S.

Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.

Zie opgave 6 bij Wiskunde 30.

Herleid de volgende differentiaalvergelijking tot een differentiaalvergelij-
king van het type Euler en geef vervolgens voor x > --% de algemene oplos—-

sing:

2x + D" + Qx + By - 2y = 2%x° .

Herkansingsexamen/tentamen januari 1977

Wiskunde 30

Bepaal de aard van het oppervlak met vergelijking

4x2 + y2 + 422— bxy + 8xz - 4yz - 12x — 12y + 6z = 0 . '

. Bereken

3 XZ_ 2
JJ (x + y) e y dxdy
G
als G het gebied is gedefinieerd door
1 < x+y <2

G:
1

1A
b
|
«

1A

[y
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3. De functie f wordt gedefinieerd door f£(x) = cosh x, -T £ x £ 7, en verder

pericdiek voortgezet met periode 27,

a) Bepaal de Fourierreeks van f.

b) Bepaal

-n"

2

n=0 1 +n

4, Beschouw de rij functies (fn) gedefinieerd door

2
fn(x) = nxe ¥ , 0

1A
]
1A

a) Bepaal lim f_(x).
noe
b) Ga na of de rij (fn) uniform convergent is op [0,1].

5. Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

x=2x-v ,
v = ~x + 2y - setsin t ,

welke wvoldoet aan

IX(O)
y(0)

Wiskunde 39

4,
3.

1. 21 V de verzameling van functies van de gedaante
f{(x}) = a+ b sin x + ¢ cos X (a,b,c ¢ R) .
In V wordt een inproduct ingevoerd door

T
() =1 | segan .

-
Zij o ¢ R.
a) Laat zien dat de functies f],fz,f3 gedefinieerd door

fl(x) = 12, fz(x) = sin(x + a), f3(x) = cos(x + a)

een orthonormale basis vormen van V.

CEAC LN

s
_%
-
F
X




b) Beschouw de orthonormale basis 3v2, sin x, cos x.
Bepaal de overgangsmatrix bij overgang van deze basis op de basis fl’fz’f3';
¢) De lineaire afbeelding A: V > V is gedefinieerd door Af = f + f£'.

Bepaal de matrix van A t.o.v. de basis fl’fZ’fB'

2. Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.
3. Zie opgave 5 bij Wiskunde 30.

: 4. Bepaal met behulp van machtreekssubstitutie de algemene oplossing van de

differentiaalvergelijking

Examen/tentamen juni 1977

Wiskunde 30

1. Zij L de vectorruimte van de polynomen at3 + bt2 + ¢t + d van ten hoogste
de graad drie.
Als basis in L nemen we t3, t2, t, 1.

De lineaire afbeelding T: L - L wordt gedefinieerd door

T(at3 + bt2 + et +d) = a(t + 1)3 + b(t + 2)2 +c(t+ 3y +d.

a) Bepaal de matrix T van T t.o.v. de gegeven basis.

b) Bewijs dat (t + 1)3, (t + 2)2, (t + 3), 1 ook een basis is.

¢) Toon aan dat T de overgangsmatrix is bij overgang van de oorspronkelijke
basis op de onder b} gegeven basis.

In L definiéren we voor alle polynomen f en g uit L
(£,8) = £(1)g(1l) + £(2)g(2) + £(3)g(3) + £(4)g4) .

d) Ga na dat (f,g) een inproduct in L is,
e) Zij P: L + L de projectie op het vlak door t en 1.

Bepaal de matrix van P t.o.v. de basis t3, tz, ty, I.

2. Beschouw de vectorfunctie £:ZR2 »cmg gedefinieerd door

hal—
b
+

f](X’Y) = é

. 2 2 2
. waarinr = X +y .

-
~

|
N

fz(x,y)

= I% = Ix
Y ™o



- g5 -

a) Bepaal de functionaalmatrix van f.

b) Twee rechten snijden elkaar in (1,1) onder een hoek a.

Toon aan dat de beelden van deze rechten elkaar in f£(1,1) eveneens onder

een hoek o snijden.

c) Bepaal het beeld van de cirkel met vergelijking x2 + y2 = pz, p > 1.

d) Bepaal het beeld van het gebied bepaald door x2 + y2 > 1.

Bepaal de Fouriergetransformeerde F(y) van de functie f, gedefinieerd door
sin x, |x| = %—,
fi(x) = .
o, x| > 5

Bereken vervolgens

J —EQL—— cos-g v sin xy dy .
-1
0 ¥y

Bereken de inverse Laplace getransformeerde van

1

F(p) =
p3(1+p2)

i) door de gegeven functie F in partiele breuken te splitsen,

ii) door gebruik te maken van de convolutiestelling,

Wiskunde 39

. Zie opgave | bij Wiskunde 30.

Bepaal het type van het kwadratische oppervlak in.IR3 gegeven door

3x2 + 392 4 22 - 2xy + 2x + 10y - 2z + 11 = 0 .

Zie opgave 4 bij Wiskunde 30.

. Bepaal met behulp van machtreekssubstitutie de algemene oplossing van de

differentiaalvergelijking

(1 - x2)y" = bxy' = 2y =0 .

T A



5. Bepaal met behulp van Laplace-transformatie de oplossing van het stelsel

~differentiaalvergelijkingen

.dzx
. —~—§=5x+4y,
dt
2
é—% = 4x + 5y ,
| dt

welke voldoet aan

x(0) = $£0) = 05 $£0) = y(0) = -1 .

Herkansingsexamen/tentamen juni 1977

Wiskunde 30

1. Zij gegeven de volgende matrix

1 0 0 0]
A= 1—2—2_
0 0 3 5
0 0 0 -2

Beschouw A als de matrix van een lineaire afbeelding A t.o.v. de standaard-

basis.,

a) Bepaal een basis ten opzichte waarvan A een diagonaalmatrix heeft,
b) Bepaal de overgangsmatrix bij overgang van de standaardbasis op de onder
a) gevonden basis.

c) Bepaal de matrix van A t.o.v. de onder a) gevonden basis.

2. Zij V een vectorruimte van dimensie 3 met inproduct.

De vectoren a, b en ¢ vormen een basis van V,

1

lal = bl = |e| =1, (ab) =0.

Van de lineaire afbeelding A is gegeven

i) A is symmetrisch.

ii)Aé.zi’A_b_=P,’AE_=] 1 i

zatghrye

a) Bereken (a,c) en (b,c).
b) Bereken de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren van A.
c) Bepaal een orthonormale basis e,f,g van eigenvectoren van A,

d) Bepaal de overgangsmatrix bij overgang van de basis a,b,c op de basis e,f,g3.
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3. Bereken

” xydxdy ,
G

waarbij G het gebied is gedefinieerd door
xz0, i

y=220,

4 4 2 o
S+ O eyt

Gebruik de transformatie

x arvcos o ,
y

brvsin o .
4. Onderzoek de uniforme convergentie van de rij functies (fn), gedefinieerd

]

door

H
L]
[ ]
W
o[-

fn(x) , xXxeR,

5. Bepaal voor x > 0 de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

x3y"' +xy"=0.

"Wiskunde 39

1. Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.

2. Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.

3, Zij A een n = n matrix. "
Zij L de vectorruimte van alle symmetrische n x n matrices.

Voor elke S ¢ L definiéren we Q(S) = ATsaA.

a) Bewijs dat voor elke S ¢ L geldt: Q(S) ¢ L.

b) Bewijs dat Q; L + L een lineaire afbeelding is.

c) Bewijs dat O een inverse heeft als A inverteerbaar is,

b
5

d) Bepaal de inverse afbeelding van Q als A niet singulier is.

4, Zie opgave 5 bij Wiskunde 30.

:
b
; %
]
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-5. Bepaal de algemene oploséing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

y - 2z-x,

bde
]

dx + vy

e
i

N
1}

2x +y - z .,

Examen/tentamen januari 1978

Wiskunde 30

1. De lineaire afbeelding A:'R; acm? heeft de eigenschappen A3 = 0 en A2 #0
(0 is de nulafbeelding).

a) Zij E_efRB waarvoor geldt Agﬁ # 0. Bewijs dat x, Ax, A;E een basis is

Van]R3.

De matrix van A wordt r.o.v. de standaardbasis gegeveun door

o 0 0
A=1|1 0 of.
2 3 0

b) Bepaal een vector X met AZE # 0 en geef de matrix A' van A t.o.v. de ba-
. 2
sis x, Ax, A"x. .

c) Er geldt A' = S_IAS. Bepaal de overgangsmatrix S.

2. Bereken

22
JJ (o + y)e¥ X axdy
G

als G het gebied is gedefinieerd door

3. Beschouw de rij van functies (fn) gedefinieerd door

- nosin X
£ (x) =nsin_.

a) Bewijs dat de rij (fn) puntsgewijs convergent is op R.

b) Bewijs dat de rij (fn) uniform convergent is op [-2,2].

¢) Ga na of de rij (fn) uniform convergent is op R.
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Bepaal met behulp van Laplace transformatie de oplossing van het stelsel

differentiaalvergelijkingen

|
Ly

welke voldoet aan

x(0)
y(0)

-4x + 2y ,

2x - 4y ,

1l
W
—
[aie]
~—
il
]
—_
(=]
S
]
o

. Bepaal de Fouriergetransformeerde van de functie f, gedefinieerd door

e-3x voor x =2 0 ,
f(x) =
0 voor x < 0 .
Bereken hiermee
J c;s 3x dx .
X + 9

0

Wiskunde 39

Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.

Bepaal het type van het kwadratisch oppervlak in]R3 gegeven door de vergelij-
king
x2 +h4dyz - 2x + 1 =0 .

. Zie opgave 4 bij Wiskunde 30.

Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking

Xzy" - 2xy' + 2y = x31n X, x>0 .

Bepaal door middel van machtreekssubstitutie een oplossing van de differen-

tiaalvergelijking
xy' +y' +xy =0

welke voldoet aan y(0) = 1.
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1978

Wiskunde 30

. De

(0,

a)
b)

c)

lineaire afbeelding A:]R3 +JR3 heeft t.o.v. de basis (1,0,0), (-1,1,0),

0,1) de matrix

{2 -1 =2
A=1|-2 5 =-2|.
0 -2 2

Toon aan dat A een symmetrische afbeelding is.

Bewijs dat de nulruimte van A het orthogonale complement van de beeld-
ruimte van A is.

De vector x wordt t.o.v. de standaardbasis gegeven door x = (3,1,2).
Bepaal de codrdinaten t.o.v. de standaardbasis van een vector y uit de

beeldruimte van A en een vector z uit de nulruimte van A zodat x = y+z.

Bereken

2 x2_ 2
JJ (x + y)e y dxdy
G

als G het gebied is gegeven door

2ij

0O<y-x<1,
G:
0<x+y=s1.,
X
T(x) = nzl ET;*:—HT s xe (0,1) .

Bewijs dat voor iedere x ¢ (0,1) geldt dat

1

n=1 (x + n)2

18

T'(x) =

Bepaal de Fourierreeks van de functie f(x) gegeven door

Geef de som van de reeks voor x =

| x| voor —-% < x < %—;

f(x) =

0 voor % < |x| =

3
*

s
7 -
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. Bepaal door middel van machtreekssubstitutie de algemene oplossing van de

differentiaalvergelijking

y' - xy' + 4y =0 .,

Wiskunde 39

. Zie opgave | bij Wiskunde 30.

InﬂRz worden de vectoren §1 = (1,1) en £2 = (2,1) als basis genomen.
De punten van een lijn % hebben t.o.v. de basis £1’£2 coordinaten (x',y')

die voldoen aan de vergelijking

x' +y'" =0,

a) Bewijs dat de vector met coordinaten (-2,1) t.o.v. de basis EI’EZ lood-
recht op 1 staat,
b) Bepaal de vergelijking in coordinaten t.o.v. de basis £1’£2 van de lijn

die door 0 gaat en loodrecht staat op £.

. Bepaal de algemene oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

3x + 4y + 2e5t s

X

4x ~ 3y + 6e5t .

y

Zie opgave 5 bij Wiskunde 30.

Examen/tentamen juni 1978

Wiskunde 30

. Z2ij V een drie-dimensionale reéle vectorruimte met inproduct (x,y).

De lineaire afbeelding A: V + V wordt gedefinieerd door
Ax = px + (a,x)a - (b,x)Db .
Hierbij is Lg| = |§| = /2, (a,b) =0 en p € R.

a) Bepaal de eigemwaarden en eigenvectoren van A.
b) Geef de matrix van A t.o.v. een basis van eigenvectoren,
¢) Bepaal de matrix van A t.o.v. de vectoren v,=a+b,v,=a- b en

een vector vq # 0 waarvoor geldt

(2,v,) = (b,vqy) =0

d) Onderzoek of A symmetrisch is.

e
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2. Bepaal de Fourierreeks van de functie f(x), gedefinieerd door
f(x) = |x| cos m1x, -ls<sx=<1,
Bereken vervolgens

=]

4n2 + 1
n=0 (4n2- 1)2

3. Bepaal de oplossing van het stelsel differentiaalvergelijkingen

X = y +z,
y=x +z,
Z2=x+y »

welke voldoet aan x(0) = y(0) = 0 en z(0) = 3.

4. Beschouw de reeks

% 2

z—'s—x'—--é-, x>0,

n=l ¥x° + n

Ga na of deze reeks uniform convergeert op [0,«).

5, Bereken

JJ sin(xy)dxdy ,
G

als G het gebied is, bepaald door

[ I N
1A
A
3

Wiskunde 39

1. Zie opgave 1 bij Wiskunde 30,

2. In de lineaire ruimte V van polynomen van de graad < 2 wordt een inproduct
gedefinieerd door
1

), = Jp(x)q(x)dx .
0

W is de deelruimte opgespannen door de polynomen ! en x.
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’

a) Bepaal het orthoplement van W in V,

b) Bepaal de projectie van < op W.
Zie opgave 3 bij Wiskunde 30.

Bepaal door middel van machtreekssubstitutie de oplossing van de differen-—

tiaalvergelijking

2
(I +x)y" +xy' -y=0,

welke voldoet aan y(0) = 0 en y'(0) = 1,

Bepaal alle reéle oplossingen van de differentiaalvergelijking

Xzy"—2xy'+2y=x {x > Q) .

Herkansingsexamen/tentamen juni 1978

Wiskunde 30

In IR3 is (x%,y) het gewone inproduct.

De lineaire afbeelding A: IR3 +]R3 heeft t.o.v. de standaardbasis de matrix

2 1 o)
1 2 ol .
0o 0 1

a) Laat zien dat {x,y] = (Ax,y) een inproduct in ]R3 is.

b) Bepaal de verzameling vectoren x r-:IR3 waarvoor geldt dat voor iedere
v e R>: [x,¥y] = (x,¥)-

c) Geef een t.o.v. het inproduct [x,y] orthonormale basis van IR3.

d) Wat stelt [x,x] = | meetkundig voor?

. Bepaal met behulp van Laplace-transformatie de oplossing van het stelsel dif-

ferentiaalvergelijkingen

xX+x+y=1,

y+3x-y=+¢t,

welke voldoet aan x(0) = % , y(0) = —g— .

£

s R

e e

d

s




3.

3.
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Bewijs dat door de vergelijkingen

3 2 4 3 _
X)X, + 3x3 - 5x4 =0 ,

2 3 2
Xy - 2x2 + % 5x3 + 3x4 =0,

in een omgeving van het punt (1,2,0,1) de variabelen X3 en x kunnen worden

4

opgevat als functies van x, en x,. Bereken van deze functies de functionaal-

determinant

8(x3,x4)

3 (x5%) [ 2.0,1)

.

Gegeven de rij functies

fn(x) = nzxe_nX .

Onderzoek of de rij uniform convergeert op R.

Bepaal met behulp van machtreekssubstitutie alle reéle oplossingen van de

differentiaalvergelijking

(1 - xz)y" - 2xy' + 2y =0 .,

Wiskunde 39

Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.

. 2ij V een reéle drie-dimensionale lineaire ruimte met inproduct.

De vectoren a,b,c vormen een orthonormale basis van V.
De lineaire afbeelding A: V + V wordt gegeven door Aa = a - 2b, Ab = =2a + 2¢

en Ac = -2b + ¢c.
a) Bepaal de matrix van A t.o.v. de basis a,b,c.

W is de deelruimte opgespannen door de eigenvectoren van A,

b) Bepaal wt,
c) Geef de matrix van A t.o.v. een basis bestaande uit onderling loodrechte

. 1
vectoren ulit W en W .

Zie opgave 2 bij Wiskunde 30.




4.

5.
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Bepaal alle reéle oplossingen van het stelsel differentiaalvergelijkingen
X ==-2x~ 2y,
¥y =4x +2y .

Zie opgave 5 bij Wiskunde 30.

Examen/tentamen januari 1979,

Wiskunde 30

L is een vectorruimte van dimensie 3 met improduct. De vectoren a, b en ¢
vormen een ofthonormale basis van L.

Gegeven is de lineaire afbeelding A: L + L waarvootr geldt:
Ax = 3{(x,a)b + (x,b)al} .

a) Toon aan dat |Ax| < }|x|.

b) Bepaal een basis van L ten opzichte waarvan A een diagonaalmatrix heeft.

Infmq is de kromme K gegeven door
x2 - 2x + 2y2 + 22 =0 ,
K:
z = xy .,

Het punt P = (2,0,0) ligt op K.

a) Bewijs dat in een omgeving van P de kromme beschreven kan worden door mid-
del van een parametervoorstelling met y als parameter.
b) Geef een parametervoorstelling van de raaklijn aan K in P.

c) Bewijs dat K in P raakt aan het oppervlak S met vergelijking

R 2xy + 2%« 4x ~ 22 = =4

a) Bewijs dat de Fourier-cosinusreeks van de functie f(x) = x op het interval

(0,7] gelijk is aan

1 __ 4 § cos{2k + 1)x
7 T 2
k=0 (2k + 1)

b) Bewijs dat deze reeks uniform convergent is op [-m,n].

¢) Bepaal de som van de reeks

sin(2k + 1)x

3 VOoOr ~mT S X < 1 .
k=0 (2k+ 1)
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4, Los op het stelsel differentiaalvergelijkingen met constante coé€fficiénten:

ax(t) 2 0 1 0
=0 ! x(t) + |0
0 0 1 1

5. a) Bepaal de Fouriergetransformeerde van

p.8
xe voor x = 0

f(x) =
0 voor x < O .

b} Bewijs met behulp daarvan dat

[e+] oo

2
J dy =J y - dy
2.2 ’
0(i+y) 0

Wiskunde 39

I. Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.

2. De vectoren

[-7] ) 1

1 _ 1 _ 1
E—"g 1 ,P__——B-Z ,5—3 2
2 L1 2

. e . 3 ..
vormen een orthonormale basis voor een coordinatenstelsel inR™, waarbij a
de richting heeft van de positieve x'-as, b die van de positieve y'-as en ¢
die van de positieve z'-as. In dit coordinatenstelsel is gegeven de vergelij-

king

12 12

x'7 - 3y'2 + 22'7 =1

van een tweedegraadsoppervlak.

a) Wat is het type wvan het oppervlak?
b) Bepaal de vergelijking van het oppervlak in x,y,z-codrdinaten, ten opzich-

te van de standaardbasis,

3. Bepaal, bijvoorbeeld met machtreekssubstitutie, de algemene oplossing van de
differentiaalvergelijking
tr

y' ~2xy' -2y =0

4. Zie opgave 4 bij Wiskunde 30.
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1979.

Wiskunde 30

. Van'de lineaire afbeelding A:iR3'+iR3 zijn de vectoren a, b en ¢ met de ko-

lommen ten opzichte van de standaardbasis respectievelijk

-1 |0l |1
eigenvectoren bij de eigenwaarden 1, 2, respectievelijk 3.
a) Voor welke waarde(n) van p is A symmerrisch?
b) Bepaal voor iedere waarde van p de matrix A van A ten opzichte van de

standaardbasis,

¢) Neem p = 0. Toon aan dat

max (Ax,x) = 3
lxjst 77

. Bereken

XE . y2 ‘
252 e
G
waarbij G gegeven is door x 2 0, x £y £ 3%, 3 £ xy < 2.

De functie f wordt voor 0 £ x < 27 gedefinieerd door f(x) = x2 en is verder

periodiek met periode 2m.

a) Bepaal de Fourierreeks van f.

b) Is deze reeks uniform convergent op [0,271?

. Voor x » 0 is gegeven de differentiaalvergelijking

xzy" - 3xy' + 4y = 12x2

Bepaal hiervan de algemene oplossing.

Toon aan dat voor de oplossingen x(t) en y(t) wvan het stelsel differentiaal-

vergelijkingen

2

d"x

—5 ty =2 +1,
2

dt

met =(0) =0, %X(0) = 1 en y(0) = 1 geldt: x{(t) + y(t} = 1.

W

5

i
E
o

o

i R e AT

ks

el
By
B i
\‘:
g
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Wiskunde 39

1. Zie opgave 1 bij Wiskunde 30.

o 2. Injmz is gegeven de parabbol‘met vergelijking

%2 - 4xy + 4y - 30x + 10y + 25 = 0

Bepaal de vergelijking van de as van symmetrie van de parabool.
3. Zie opgave 4 bij Wiskunde 30,

4, Zie opgave 5 bij Wiskunde 30.



- 109 - AT %

Antwoorden Tentamenopgaven

l1.1. b)

c)

b)

c)
d)

e)

1.3. a)

b)

c)

o =0: A, =2x, =1, eigenvectoren: alle x # 0;

1 2 8
o ¢ 0: Al = ea r V= U[lgles u#0 ’ ) ‘_{
yme Ly ul1,-11%, u # 0.

@ = 0: S willekeurige orthogonale matrix;

Voor alle x ¢ L, y ¢ L geldt (x,Ay) = (Ax,y).

1 0 (EsE)
0 =1 0
(2,2 0 1
AL = L want (a,c) # + 1 (ga na). -é

a, b, ¢ orthonormaal .

splegeling aan het vlak opgespannendoor a, c.

spiegeling aan het vlak (a-b-¢c, x) = 0.

1 0 1
5 =10 1 =1
0 -1 -1 %
A is orthogonaal want t.o.v. de orthonormale basis -ﬁ: a, :&;(E"Q), }&
j(a-b-c) heeft A de orthogonale matrix 2 2 |
| 0 0 E
0 1 0f |
0 0 -1 3
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- T .
.b) p+r=0: Xl =1, v=ulq, 1-p]" , u#0, p# I,
T ‘
\__T=].1|:1,0] ,U#O:P=lr
= = T :
Ay ==1, ¥y = ul-q, t+pl°, u #0, p#-l\.\
T
v = ul1,0] s, w#F 0, p= -1
p+trt=221:x=1, alle x # 0 eigenvector ;
p+tr=-2tXx=-1, alle x # 0 eigenvector .

c) p+r = 0:: spiegeling aan de rechte x = k[q,l-p]T, pFIl,
resp. aan de rechte x = A[l,O]T, p = 1;

ptr=2:A=1;

-2: draaiing over hoek 7.

3
+
~

[}

t.5. a) Ja, want voor alle x € L, y ¢ L geldt (g,Az) = (Ax,y).
b) A = 1, eigenvectoren: alle x # 0 in het vlak (n,x) = 0;
A=2, v=an, a# 0.

¢) dimensie nulruimte van A is 0 (geen eigenwaarde 0), dus
AL = L, dus A® bestaat met AA = I:

X = A+(A§) = A+§ + (E:E)A+B’ enz.

1.6, a) %[l,O,/E,O]T, %EO,I,O,/E:iT.

by /3 .

1.7. b) Bijv. a, b, a+b+c.,

c) Nee: -3

1
~
I
P
10
~
“H
~~
p
D
-
in
S
]
o

e 2]
V)
~
>
1]
-
11
I}

u(2a+b), n # 0,
u(a-b) , u # 0.

>
1§

£
[}

b) -1.
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-1 2 2
.9, 2 -1 2
2 2 -1
.. 3,2 1
1. b) bijv. /7, L6, 2t -4H/o;
2 2 4 3
c) %t .
" T 2 11 2 » 3 .
20 %" = 3(y")YT + 3(2")", omwentelingsparabololide;
X + 2y - 2z = 0.
1 2 (R} 2
3. (M7 - (v'")7 = 1, hyperbool.
T
4. w2+ 32w 25 =15 1/a0,0, 107, %/5[—1,0,—1] .
" 2 n 2 - )
L5, 2(x")" - (") + 1 = 0, hyperbolische cylinder.

AT
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2.1, {(u,v,w) | w = u2+v2}, "halve' kegel.

1 2
5 5
2.2 d dv = ==
.2, u 75
0 0
2 1
2.3, 3 J du J () dav = 2027 1) .
1 0
2.4 x = u2, y=wv: 2 J uze_u "V dudv met G' gegeven door u 2 0, u2+v
G!
™ 2
2(l e) ’
4 1

2.5.% I du J (uv)—ﬁdv=%.

1 1
4

2.6, a) G = {(x,y) | 15x2+y25 e?', X <y s x tan 1}

1 2

b) J u du J dv—-:;-z—(IG ).

T 0

4

2%

2.7. ——
a) m
4 2%

b) ZJ xdx J sin xy dy = 6 .
1 0
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3.1 1§T _ 1% . % ) c0522nx _ % ) cos(2n+:l£)x
n=l 4n" -1 =0 (2n+1) ‘
3.2. sin ax voor a = 1,2,3,.,. ;
- sin{-ox) voor a = —-},-2,-3,... ;
2 - o - )
__f%(l‘ll Z (_1)n+] E__.Szﬂ_.g_}_{. voor o # + i, + 2, * 35e0s

= J n -=o

3.3. a) niet uniform convergent, want niet convergent voor x = 0

COoS X.th
———}

. ] .
b) uniform convergent, want | 5 | < — s kenmerk van Weierstrass;

2

It

¢) niet uniform convergent, want S(x) niet continu in x = 0 (stelling 3.6.4).

.2, . 2 ¢ sin(2n+1)x 8 v n_sin 4nx s:.n 4nx
3.4, (5 + “)Sln X + a z = T Z +

2 n=1 n=1 16n -

: +§ Z { 4n+§ -21_‘_]) sin(4n + 2)x; E
| =0 M (2n+1)“ - n+l/
3.5, a) x - 7.
N 2 PR o . S
B 8pp-y = FpeT O RS

4 . TX . X 2 . 3mx 2 . Sux
3,6. ---2-[(2/5 2)51n-Z—+ sin = + 9(1+/§)51n-a-— E(l + \/5)51n - N

=

3.7. E + £ sin wt - 2E cos 2wt
i 2 T
n=l 4n" -1

3.8, b) lim fn(x) =0, x¢e [0,1],

n+o

: '?fg;

c) a <1

TR

-y

AR R S
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o n+l
.l.+,l z (1+(I) cos 21rnx+-l-sin2‘lrnx>-
4 ﬁ 2 n
n=1 nTw
CE() = lim £ (x) = 0, x € [0,0)5 [£ () -£@)] = /A >w, 0oy
e n
) |
g(x) = lim £'(x) = 0, x € [0,x); IIf! ~ gl oy =0, 0>,
oo n n [03 ) \/IT

3,11. 1 ;3 stellingen 3.6.4 en 3.6.5.

2 -
- voor y = 0 ,
3.12. A(y) =
2 sin v ~
voor y > O .
Y
X 1
3.13 < y X € (-w,@) ,
4 2 2
nx +1 2n

1 voor x =0,
3.14. a) f£(x) = lim fn(x) =

oo 0 voor x>0, P
- = f i .5.6 .
b) nee, wantilfn f”[O,l} 1 of met stelling 3.5
: = R A o
c) ja, want an f"[l’m) = fn(l) =T G, n+ >,
. ne
d) ja, want ]fn(x)l ST K€ [1,»)

3.15. a) ja .
b) ja .

3.16, a) f£(x) =1im f (x) = x, x ¢ [0,=},
e O

b) |fn(n)-f(nﬂ =n{l - cos %) > 0, T > @,

c) £ = a(l - cos ;%;)-+ 0, n~+ o, dus de rij (fn) is uniform

n f”[O,a]

convergent op [0,al.



7.

.20,

21,

W22,

.23,

24,
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2 cos --'
voor y # 1 ,
TT(1'-y )
Aly) =
voor y = 1 3
B(y) = 0 .
7 nz i
e ; stellingen 3.6.7, 3.6.4, 3.6.5.
b) L coth 7w - 1
2 2"
22—%32—21X voor |y] £1,
y -1
a) F(y)
.o A voor |y| =1
m
b) 5

-1 £ x £ 1; stellingen 3.6.7 en 3.6.6.

z log(;+x) z log(N+1;x) en log(N+1+x) niet begrensd op [0,®).

n=N+1 n (N+1)

a) Voor n 2 2 geldt

an“[O,l] = IISn - Sn—]”[O,l] < HSn - S”[O,l] + ”Sn-l - S”[O,l] +~ 0

voor n + ®, dus de rij (£ ) is uniform convergent op [0,1] met limiet £=0,
n

b) 0, stelling 3.5.7.

s
b T
B
£
o
v
iy
He
it
i
L
5
wE
¥

&
&

i e SR

e
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R.

Q 4.2, y = 4x + 2x
i 4,3. y=1+x+x + x3
¢
. 1 1 1
bib, x = eZt ol + e & 2| - 2% 1
2 -1 -1
2 , 2
4.5, y = 2 cos(x”) + a281n(x }
b.h., x = 1V + £|- + eZt 0
L L) L]
[ 2 -1 -1
2
4.7. x = e2t + et + et
-1 1 !
-1 2 cos t - sin t
t -t .
4.8, x = Cle 2| *+ Cye - sin t +
i L cos t
2 sin t + cos t
-t
+C3e cos t ,C]eIR,CzeIR,CBe'
| sin t )
-1 1 1 1
_ -t|_ -t 2t
4.9, x = 1| + Cle 1] + Cze of + C3e 1
0 0 -1 L1
1 3 -2
4.10.y—3x+clx +sz .

3+ étz - 2sint ,

——
]
1l

£

p—
]
1}

2 sin t
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cos(t sin a)
t cos o
4.12, x = e

sin(t sin a)

t .
e + sin t ,

—_
b
1]

t
Yy =e + cos t.

414, y = t - sin t .
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Tentamen januari 1976

Wiskunde 30

. @) Ay =Xy =1, = ~I, eigenvectoren: alle x # 0 met Xt Xy txg +x,

)‘4=3=l’_=°‘f1,1.1s1]T,0¢i‘0-
1 V2 0 |
b) bijv. s =40 V¢ O
1 0 V2 -1

I 0 -v2 -1

3 2 -1
. a) .
+z 2y+x ~2z+%x

b) Definieer de vectorfunctie f = (fi;fz): IB,3 X '.IB.Z +'|R2 daor

f](u,v,z;x,y) =u-=~3x-2y +2z ,

2 2
V=Y + 2z - xy*“xz .

fz(u.V.Z;x,y)

Dan geldt

1° £ is continu differentieerbaar op 1R3 x ]Rz;

2° £(4,2,131,1) = 0;

, 3E,E,) -3 -2
3 m———(4,2,131,1) = =5 #0 .
2 (x,v) 2 -3

Op grond van de impliciete-functie-stelling volgt nu het gestelde.

21
32 °
b) |_.{’_MI <4 1 Lo 2,000, % € R
T 2 T i 4 ’
4n- - 1 4n” - 1
Z + 4 z S N is convergent, kenmerk van Weierstrass.
T T 2
n=1 4n" - 1
¢) (r? - 8).

0;
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Wiskunde 39

. b) en a) 5(x“)2 - (y”)2 = 5, hyperbool.

ag + ax
b
1 - x

Herkansingstentamen januari 1976

. a) Definieer de vectorfunctie f = (fl,fz):ZR

Wiskunde 30

5 ]

. b) bijv. }

1 5

2 b IR2 +IR2 door

fl(x,y;u,v) = x+ 2y 4+ 3u + 4v -~ 13,

fz(x,y;u,v) = xyuv = 4 .
Dan geldt
1° f is continu differentieerbaar op ]R2 x IRZ;
2° £(2,231,1) = 0;
o 3(E],E)) 3 4
3 W(Z,Z;l,l)‘: i i =‘4#0-

Op grond van de impliciete—functie-stelling volgt nu het gestelde.

b) 3.

I

1A

a8) fX = ar cos ¢,
{y brsing, 0 <9 < 27, 0<¢

b) %Trab(a2 + bz).

w »
Z cos 2nx + 4n sin 2nx
=1 1 - 16n2

~X
y = ——————— = xe .

AT

3
i
Y
.V"
%
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0 cos t +sin t cos t - sin t
~ £, 1 .
3'E‘C|e ] -I-C2 sin ¢t +C3 cos t ,Cle]R,CzeIR,Cse]R.
] cos t -sin t

4, 4e - 10 + (18 =~ 6e)x.

Tentamen juni 1976

Wiskunde 30

I 0 0 0 1 0 0 0 1 a B Y

t.A=6, A=cafl 0 O +B/0 1 0f+yj0 O ly=1{a B Y|, xR, BeR, Y€R,
1T NN n 1 N n n 1 n R A
[ [ | L~y I

2. Hyperbool met middelpunt [O,OJT, met hoofdassen y = + x, door de punten
+ /301,107, + 135,007, + £0,3/50%.

3. $(log 2)°.

4. a) %_ z n s;n nx )
n=l 4n” -1
TT2
b)'é'z.

¢) Niet uniform convergent op R.

5.y =1 - 102> + 3% x*.

Wiskunde 39

. t
L sin t = {e” + e 7,

™
n

[
-~ cost + le + le .,

v,
1
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Herkansingstentamen juni 1976

Wiskunde 30

llx:z.

2. a) Definieer de vectorfunctie £: R? X R; 4-R3 door

x2 - y cos(uv) + 22 ,

2

f] (u,vix,y,2)

f2(u,v;x,y,z) = x + y2 - sin(uv) + 222 - 2 s
f3(u,v;x,y,z) = xy - sinu cos v + z .

Dan geldt

" f is continu differentieerbaar op R? x RB;

° T

2 _{(5,0;1,1,0) = 0;

o B(fl’fZ’ffi) u 20

3 —m-ﬁ-(-i,o;l,],O) = |2 2 0| =6 # 0.

I 1 1

Het gestelde volgt nu uit de impliciete-functie~stelling.

ot m _an l _ 9% ol -
b) E'J('i' |0) = Bu(z 30) = u 2 ,0) 0’
BT oy I AT gy oI Mo T
w700 T w9 5 wG0 4 "
"2n . ¥
= sin 5= voor vy # 0 ,
3. a) F(y) ={ 7
l voor y =0 .
by .
X =2+ 2e-6t,
b -6t
y=1l+e .
5. Puntsgewijs convergent met limiet O0;
. . 1, Iy =1 | =i
niet uniform convergent op [0,1], want "fn"[O,l] z fn(E) = (1 + n)e > e

R T e Tt Y e b LT

e

elere AT

Py
TR T .
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Wiskunde 39

2. 8) 4 = =6, y = all,-11%, @ # 0,
A, =10, v = 8C1,11%, 6 # 0.
ot e en®et 10 -1y 1en
. b) A" = § :
10% + -6 0% 4 (-1)T®
2 1 2 ([ 2 1
4o x = jet(-3] + Ce Ela2] + Cze_t -7| + C3e-t tl=-7] + |2{][.
-1 0 -3 -3 !

Tentamen januari 1977

Wiskunde 30

2. Rechte cirkeleylinder; 2x2 + 2y2 + 222 - 2xy + 2xz + 2yz = 3.

21, . -1
4, F(y) = —%{SLn vy - ve 1y), y #0; F(O) = -2; g—.
y
r

5. b) 0; 5
c) Op de intervallen [§,1]1 en [§,1).

k

k, "
6. a)y= ) DO .
n’n!
n=0
Wiskunde 39
-1 0 0
, ) 0 -1 0
- 8
0 ~1 0
0 ]

1

Goy = 20x + DY - 6(2x + Dlog(2x + 3) = 27 + C,(2x + 3) + C,(2x + H .

Herkansingstentamen januari 1977

Wiskunde 30

1. Parabolische cylinder.
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°§ -n"

a)-l sinh m + g-sinh ™
b T
n=1l 1 +n

m

1
b) §.+ 2 sinh = °

——= C05 nX.
5 5 X

a) 0; b) niet: uniform convergent op [0,1].

3t t t £t .
X =e + e + 2ecos £t - esint,

3t

£ t t .
y = —-e + e + 3e cos t + e sin t.

Wiskunde 39

1 0 0
b) § = (0 cos o -sin af .
0

sin o cos o
1 0 -0
c) |0 1=y .
o 1 L

o n+]
y=a + (}+adx +a ) ED 2o+
0 0 1 2
n=0 4n~ - 1

Tentamen juni 1977

Wiskunde 30

1 0 0 0 "0 0 0 O
or=(3 1 0 0o 0o 0 0
3 4 10 20,8 1 0
o4 3 -27 -5 0 1
1+ J;_;r“2 - <At —xy:r-4 —
a) . _ _ .
xyr T
f? f
c) Ellips met vergelijking T3 * 7 =
(3o + 3p ) (3p = 4p )
d) R” minus het lijnsegment -1 < £ < 1, f. =0

s s

Shp e R, o

Tl e A e S i

"ﬁ‘ﬁf”“m ~ e

et e

T,
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2
I~y .
s yoor x = - —
4 7
= L e
y T . - 5 sin x  voor |x| <7
J 2“1 cos 5 y sin xy dy = x voor x o T
0 y 4 5 2
T
i 0 voor |x| >3
_1 _ 12
G4, £ {F(p)} = -1 + 37 + cos t.
Wiskunde 39
2. Ellipsoide.
. % In N E Il a, +oax
.y = a X a X =
% =0 I n=0 1 - x2
1l -t 1 3 1 -3¢
5 x=ze 7 e 5 ,
) 1 -t 1 3 1 =3t
y=‘§'e "3’8 ——6-8 .

Herkansingstentamen juni 1977

Wiskunde 30

1. a) Bijvoorbeeld (1,0,0,0), (0,1,0,0), ¢0,1,-1,0), (0,0,1,-1),

{1 0 0 [] o 0 51
0 0 -1 1 0 3 0
0 0 0 -1 0 0 -2
2. a) (a,c) = 1 (b,c) = 1
¥ 2 1) St Bl 3 .
B) Ay = A, = l: v =aa + Bb, (0,8) # (0,0);
hy =k tv=v(3a+ 2 -6c), vy #0.
)e=3, £=b, g=——(@a+ 2 - 6c).
V23
V23 0 3
o /i3 2
V23 0 o 6




W

.ga

. b) Bijvoorbeeld x = (1,0,0); A' =

.y=—2—x31nx—~3-x +C1x+Cx2

- i25 -

1 221

e mat + Lopd 4 a%?y,

=

. Uniform convergent op R met limiet f: f(x) = lxl, x € R.

.y =C, +C,x + C3x log =.

1 2

Wiskunde 39
1..-1

L) 0T L > Lomet () = A PsaTl,

[0]

. X = Clet[? + C e-t[ 2] + C e-t £l 2

1] : Ll ’ 1

Tentamen januari 1978

Wiskunde 30

fo = d

0
1 0
c) § = |0 1
0 2
] -4
.E(l—e ).

. ¢) Niet uniform convergent op R.

L sin(t/D) - = sin(e/8),

x =
/7 3

y = 1 sin(evD) + L sin(e/B).
V2 /6
. F(y) = o1y ;~% ﬂeug.

Wiskunde 39

. Kegel.

| 3

4 2

AT

e
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co n 2n
5, y = S_ll_ﬁ_, .

n=0 4%(n1)2

Herkansingstentamen januari 1978

Wiskunde 30

1. c) y = (2,-1,0), z = (1,2,2).

D
-

T s 1 . nn 2 nm L
4, g+ Y {E~51n 5 +-——§(cos = 1) Jecos nx; 7
n=1 m
o Zn"'i
_ a2 1 4 X
5.y = ao(l 2%+ 3 X ) + 3a]

n=0 2™(2n+ 1D (2n-1)(2n- 3)n!

Wiskunde 39

2. b) x' + 2y" = 0.

Tentamen juni 1978

Wiskunde 30

1., a) ll =p+ 2: v =203 q # 0;
Ay =P~ 2: ¥ = gb, B # 03
Ag=p fv=g c#QOmetcaa, cuLb.
p+2 0 61
b) 0 p-2 éJ.
| 0 0 p
P 2 0]
¢) |2 p 0f; d) A is symmetrisch.
o 0 »
2 fes)
2, - — + 1 cos TX - u ¥ 4+ 1 cos 2nmx; 1(4 + ﬂz).
2 2 2 2 2 8
™ ™ n=1 {(4n” - 1)
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. Uniform convergent op [0,=).

. 1In 2.

Wiskunde 39
|

2. a) W= <6x” - 6x+ 15, b) x - ¢ .
4, y = x
5 = -x 1 + C + C 2 C R, C R
.y ==-x1n x X )X s €, e R, C,y €R.
Herkansingstentamen juni 1978
Wiskunde 30
1. b) <(1,-1,0),(0,0,1)>.
1 1
C) (03091)3 _?_(130:0)’ _(]’_230)-
Y2 Ve
d) Ellipsoide,
_7 -2t _ 3 2t 1 1
2 X = 16 e 16 e + A + A t,
7 =2t 9 2t 1 ]
y——l-é-e +—]-ge +-2- Zt.
, 2(x3%y) 14

.oa)

. -—'——-—-—-——'—a(xl,xz)(l,z,o,]) = T -

. Niet uniform convergent op IR.

2n

cax—a J X o _1 1+x
.y = ax aOﬂZOZn-l_aIX+aO 2Etoxln]_x,aot—:]R,al€}R

Wiskunde 39

( 1 -2 0 0 0 -4]
-2 0 -2{;Db) <a+c>;c) (-2 1 0.
{_0 2 1 0 0 ]

AT

5
]
i
;"a
PRy
B
L

S N
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cos 2t + sin 2t cos 2t - sin 2t
+C , C

1 !

-2 cos 2t | 2 2 sin 2t

Tentamen januari 1979

Wiskunde 30

+b)a+b,a-b,c.
. b) x = (2,0,0) + 1(0,1,2).

. c) %HX(H - |x|).

-
—1
o

1

. a) F(y) = 5 -
(1-1iy)

Wiskunde 39

. a) Eenbladige hyperboloide.

b) 2x% + y% = 322 + 12y + hxz + 8yz + 3 = 0.

ot in ° 22nn{ 2n+l _ x2

.y=a, J S—+a, ) oSy X = ae" +
0 neo T 1 “Z0 (2n+ 1)! 0

Herkansingstentamen januari 1979

Wiskunde 30

GZ 0 2
1
- a) p=0;Db) 5lp 4 pf.
2 0 4

a) %_HZ + 4 z (cos nxX _ 7 sin nx); b) Nee.

2 n
n=1 n

x2 + C len X.

.y = 6x21n2x + C 2

1
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Wiskunde 39

2, x = 2y = 5.

Lijst van functies en hun Laplace-getransformeerden.

£{t)

F(p)
tn ot 1
e 1
n. (p-—a)n+1 ;
ot E - o ‘-“-1‘
e cos Bt 5 5 b
(p=-a) +8 .
;
eatsin Bt 82 3 j
(p-a)” +8 1
£ (o) _e®™ 1) 0y - pe ™D (o) ...p" PE(0) +0"F (R
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