TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Afdeling Algemene Wetenschappen

Onderatdeling der Wiskunde

WISKUNDE 40

bestemd voor

WSK-1V, N-1V, W-1V, E-IV en T-1IV

Voorjaarssemester 1974



%F Technische Hogeschool Eindhoven

Ondemfdéling de?f‘ W’fskunde "

Wi z"sé%nde 40

bestemd voor WSK-IV, N-IV, W-1V, E-IV en T—IV'

Dictaatnr, 2.210  Prijs f 3,——



i
b

WL L

TECHNISCHE HOGESCHOOL EINDHOVEN
Onderafdeling der Wiskunde

WISKUNDE 40
bestemd voor WSK-IV, N-IV, W-IV, E-IV en T-1IV

Voorjaarssemester 1974




blz,

Inhoud
Hoofdstuk I  Differentiaalrekening van functies van meer veranderlijken |
IT Vector-differentiaalrekening 18
E IIT Vector-integraalrekening 24
é IV Potentiaaltheorie 45
V  Coordinatentransformaties 60
Literatuur

Mathematical Analysis

T.M. Apostol

: R.C. Buck : Advanced Calculus
5 R. Courant and
g Methods of Mathematical Physics

{ D. Hilbert
‘ F.B. Hildebrand ¢  Advanced calculus for applications

W. Kaplan

e

Advanced calculus




A T S e

Hoofdstuk I. Differentiaalrekening van functies van meer veranderlijken

§ 1. Notatie, continuiteit

Een verkorte notatie voor het stelsel functies
yl = fl(xl’x2’°"’xn)
(1) e

ym = fm(xl ’ngl a4 ,Kn)

vinden we door y = (yl.yz,...,ym) en x = (xl,xz,...,xn) te schrijven waar-
door (1) een afbeelding van Rn.in Rm wordt. We noemen deze afbeelding een

vectorfunctie en schrijven y = £(x). De functies fi heten componentfuncties

van f. Om aan te geven dat f een afbeelding van Rn in Rm is gebruiken we de
notatie f: R, > R. We gebruiken deze notatie ook indien de functie niet

voor de hele Rn gedefinieerd is. We beperken ons meestal tot n,m = 1,2,3.
Definitie.

Zij a een punt uit Rn; een deelverzameling V van Rn heet omgeving van a, in-
dien er een getal § > 0 bestaat z5 dat alle vectoren x met |§_- EJ < § tot V

behoren.

Definitie.

Zij iFRh - Rm;Zij W een deelverzameling van R.rl dan is.g(W) de deelverzame-
ling van Rm bestaande uit de beelden van alle geocorloofde punten uit W.
Notatie,

ZijnVen W deelverzamelingen van Rn dan betekent V ¢ W dat ieder punt in V
ook in W ligt.

Definitie.

Een vectorfunctie f: R >R heet continu in a indien f(a) gedefinieerd is,
en er bij iedere omgeving Vm van f(a) een omgeving Vn van a bestaat met
_E(Vn) < Vg« De functie heet continu in een deelverzameling W van Rn indien

f continu is in ieder punt van W,




Stelling.

f: Rn * R is dan en slechts dan continu in a als er bij iedere € > 0 een
§ > 0 bestaat z5 dat voor alle geoorloofde vectoren x met |x - i' < § geldt
|£@) - @] <«

OEEave.

Maak duidelijk aan de hand van een plaatje wat continuiteit voor R2 - R1

functies betekent.

Opgave,

De continulteitsdefinitie die in wiskunde 10 gegeven is luidt voor R > R1
functies: f is continu in (al,...,an) indien er bij iedere € > Q0 een & > O
bestaat z6 dat wvoor alle geoorloofde vectoren (a1 + hl’ a, + h2 seeey @t hn)
met ihli <3, ihzi < S""’ihni < & geldt:

|f(al + hl’ a, + h2 seevsy B + hn) - f(al,az,...,an)i < E .

Laat zien dat deze definitie gelijkwaardig is met de nu gegeven definitie.

Stelling.

Een vectorfunctie £ is dan en slechts dan continu in a als al haar compo-

nentfuncties in a continu zijn.

Stelling.

Een lineaire afbeelding A van Rn in Rm is overal continu.

Opgaven.

1) Als A een lineaire afbeelding van Rn in Rm is, bestaat er een positief ge-
tal M, zo dat 1A§| < MIE[ voor alle x in Rn.
Bewijs dit. '

_ .2
2) Door de betrekkingen {% =x vy

is een vectorfunctie van R, in R2 gede~
v=xX +Yy ‘

finieerd.

Bewijs dat het beeld van elke vector x = (x,y) binnen of op de parabool

met vergelijking v2 = 2u ligt. Wat is het beeld van het halfvlak x 2 y?




3) Een vectorfunctie van R, in R, is gegeven door de betrekkingen:

2 3
Uu=x+y
V=X-—-Y%
2
W =X

Bewijs dat het xy-vlak wordt afgebeeld op het oppervlak met vergelijking
{u + v)2 = 4w ,

4) Zijn de volgende functies continu in x = 0?

%2 + 2xy + y°
a) £(x) = £(x,y) = 5 4 5 z x # 0,
X tvy
. £Q) =2
T
) b) f(ﬁ) N 2xy + vy x # .

? f(x,x) = x

§ 2, Differentieerbaarheid

Voor we algemeen zullen definiéren wat we onder de differentieerbaarheid van

een vectorfunctie zullen verstaan beschouwen we eerst nog eens het ons al be-
kende geval van een Rl -+ R] functie.

We hebben vroeger gezien dat de bewering: "f is differentieerbaar in a" o.a.

betekende dat de grafiek van f in het punt (a,f(a)) een raaklijn heeft, Deze

raaklijn is in de buurt van dit punt een goede benadering van de grafiek. De

definitie herhalen we ook: f is differentieerbaar in a met afgeleide A (we

schrijven later £'(a) 1i.p.v. A) als

f{a + h) = f£(a) + Ah + he(h)

waarin de functie e(h) de eigenschap 1lim e€(h) = 0 heeft,
h=+0

Bovengencemde raaklijn heeft als vergelijking

E y - £(a) = A(x - a) .
E,




Precies zo kunnen we het oppervlak z = £(x,y) in de buurt van het punt
(a,b,f(a,b)) in eerste benadering vervangen door een stukje van het raakvlak.

Vergelijk hiertoe de vroegere definitie van totaaldifferentieerbaar.

We generaliseren nu:

Definitie.

We noemen de vectorfunctie f van Rn in Rm differentieerbaar in 2 als er een

lineaire afbeeldiq& A van Rn in Rm bestaat z6 dat

£(a + h) = £(a) + Ab + |h] e(w)

waarin de vectorfunctie e de eigenschap lim |Eﬁb)| = 0 heeft.
|n|-0
Stelling.

Een vectorfunctie f, die differentieerbaar is in a, is continu in a.

De lineaire afbeelding A uit de definitie van differentieerbaarheid heet

functionaaloperator van f in a. De matrix van A heet functionaalmatrix,

Stelling.

FEen vectorfunctie f is dan en slechts dan differentieerbaar als al haar com—

ponentfuncties differentieerbaar zijn. De functionaalmatrix is

‘ \
afl Bfl af]
axl sz an
of, 3f, sz
ax ax2 an
3f of af

. _m .1

l~Es\x1 sz anJ

of , ‘
waarbij 3;£ de waarde van de partiele afgeleide van fi naar xj in het punt a
j . .

voorstelt.




Als m = n kan men van deze matrix de determinant vormen. Deze heet functio-

naaldeterminant of determinant van Jacobi of Jaccbiaan van f in a.

Notatie:

B(E 1 Eppennsf )

a(xlsxzr"-sxn) ~
x=a

De functie f heet differentieerbaar in een verzameling W als f differentieer-
baar is in ieder punt van W. De functionaaloperator en functionaalmatrix

hangen dan van het punt van W af. Zo wordt de Jacobiaan een functie: Rn + RI'

Voorbeelden.

X =T cos ¢
y=7r sin p

zijn op te vatten als vectorfunctie (afbeelding van een ruimte R2 met co-

a) De transformatieformules van overgang op poolcoordinaten {

ordinaten r en ¢ in een R, met coordinaten x en y).

3 (x,y) _

De functionaaldeterminant is ET;L%T = Tr.
)

b) Evenzo is de overgang op bolcoordinaten:

sin & cos ¢

]
©

sin ¢ sin ¢

]
©

cos 6

]
©

op te vatten als een afbeelding van een R3 in een R3.

Nu is:

3(x,y,2) _ 2 .
3(pr02q)  © S °

c) Een kromme in R, gegeven door de parametervoorstelling x = x(t) nocemen

3

wij een vectorfunctie van R1 in R3. De functionaalmatrix is nu

f‘d_X\
dt

dy
dt

dz
Ldt)

ook geschreven als %% .

In ieder punt van de kromme is dit een vector in de richting van de raak-

1ijn in dat punt.




OEgaven.

1) De functie y = £(x) is gegeven door de betrekkingen:

Bereken:

X

I Tl

IX

X

*xlz-xxx

17273

3(y,s¥5,¥3)

a(x

] ’x2’x3)

Een kromme

2)

x =

y
z-—-
Bereken de

Een kromme

x +
{
X

3)

in R
2t

t2 - 2t

t3 + 2t2 .

raaklijn in het met t

3 is gegeven door de parametervoorstelling:

1 corresponderende punt van de kromme.

in Ry is gegeven door de vergelijkingen:

y+2z=25

2

-y o+ 4z2 = 16 .

Bereken de raaklijn in het punt (2,2,2).

4)

u = % (x2 - x —_y2)
v =i (2y -y
5 T
(2} 1{-2
s L5 T35 6

Van de vectorfunctie f: R, > R, gedefinieerd door

J. Bewlijs dat dé beelden van twee krommen die elkaar in (2,2)

onder een hoek o snijden, elkaar in %(-2!6) onder dezelfde hoek snijden.

(Aanwijzing: de functionaaloperator van f in (2,2) is een draaiing).

De definitie van differentialen is geheel analoog aan die bij R1

+ R, func-

ties. We voeren nl. in de vector dx en definieren de differentiaal van de

vectorfunctie

E:

£(x) door dz = A(dx) als A de functionaaloperator van f is.

dz

Symbolisch kunnen we dan schrijven: A = = °

X




§ 3. Kettingregels

Samengestelde vectorfunctie. Zij f: Rn -+ Rm; gt Rm'+ Rp dan is de samengestel-

de functie g o f een afbeelding van R in Rp gedefinieerd door:

(g o DD(x) = glf(x)) .

Stelling.

2ij f:R.n > R differentieerbaar in a met functionaaloperator Aj; zij &:Rma-Rp
differentieerbaar in b = f(a) met functionaaleperator B, dan is g o f diffe-

rentieerbaar in a met functionaaloperator BA.

Uit de zojuist geformuleerde stelling volgen alle kettingregels voor afgelei-

den van de eerste orde door specialisatie.

Voorbeelden.

a) Als z = z(x,y); x = x(u,v), y = y(u,v), dan is

2x 2x
3z 32y . 3z 3z ooy
du ov 23X 3y

9y ¥y

du dv

b) Ziji.:R_n - Rn; g: Rn - Rn;‘z = £(x); z = g(y), dan volgt uit de product-
stelling van determinanten dat

B(zl,...,zn) 3(21,...,zn) 3(y|,...,yn)
8(x1,...,xn) - B(y],...,yn) ! B(kl,...,xn)

df  df de
c) Zij E:Rl - Rn; enzlij t = t(s) een R1 > Rl functie, dan is e % 5
(De raaklijnrichting van een kromme is onafhankelijk van de parameter—
keuze),
Opgaven.
. . . oF F |
1) Zij F een functie van 2 variabelen en Qr—-, —) # (0,0). Als voor func-

u, au2

ties uI(X.Y) en uz(x,y) geldt F(u],uz) = 0 voor alle x en v, dan is




TR R T e

B(ul,uz) .

-'__—-B(X’Y) - U .
Bewijs dit.

2) Gegeven: vectorfuncties y = y(x) en v = v(u) resp. van R2 in R3 en van R3

in R2:
Yy T *1%
g = 2x 1707 %
2 I v, T u.u
_ 2 = Yal5
Y9 7 TR

Bewijs dat deze functies differentieerbaar zijn en dat de samengestelde
functies y(v(u)) en X(Z(?.‘.)) beide bestaan.

Bereken de functionaalmatrices van de samengeatelde functies.

§ 4. Richtingsafgeleide, gradient

We beschouwen de Rn + R functie f(xl,...,xn).

1
Zij x = a + tv de voorstelling van een rechte door a. We kiezen v 2z dat

|3| = 1. De functie g(t) = f(a + tv) is de restrictie van f tot bovengenoem—
de rechte.

Als g(t) een afgeleide heeft voor t = 0, m.a.w. als

fa + tv) - f(a)

g'(0) = 1im 882 = 80 _ 45

t>+0 t>0 t

bestaat, dan noemen we g'(0) de richtingsafgeleide van f in a in de richting

van v.
Zij nu f differentieerbaar. De functionaalmatrix is dan een rijvector, name-
1ijk.

af o f of )

_,.—-—-,.ll,‘-__._ .

Bxl sz an
We hebben dit vroeger (voor n = 3) de gradiEnt van f genoemd.

Notatie: grad f of VI,




Volgens de kettingregel geldt dan voor de richtingsafgeleide:

Y
v
10y = (98 - (3f 3f 3f 2| _
810 = Do = Gum o B e B | - (@S D)
v
L 0

We beschouwen nu richtingsafgeleiden nog wat nader in het speciale geval van
een R3 > Rl functie f waarvoor bovendien grad f # 0 is.
Nu stelt f(x,y,z) = const. een oppervlak in R3 voor. De oppervlakken die voor

verschillende waarden van de constante ontstaan, heten niveauvlakken van de

functie, In ieder punt (a,b,c) dat op zo'n oppervlak ligt, is er een raakvlak.
De vergelijking van dit raakvlak is (zie wiskunde 20):

of of - of o

Gy K~ 2) + ) (y b)+(_8_z—x=_a_(z c) =0,

ox’" x= 3y X=a

of

({grad f)x=a s X —a) =0,

In ieder punt staat de vector (grad f)x=a dus loodrecht op het niveauvlak

van f door dat punt. Grof gezegd: Bij beweging loodrecht op (grad f)x=a
blijft de waarde van f in eerste benadering constant. De richtingsafgeleide
is (grad f,v) = ]grad f| cos 9; ¢ is de hoek tussen de lijn x = a + tv en de
lijn x = a + t(grad f)x=a' De richtingsafgeleide is dus maximaal als ¢ = 0.

De vector (grad f)x=a geeft dus aan in welke richting f het sterkst verandert,
Niveauvlakken snijden elkaar nooit; krommen die alle niveauvlakken loodrecht

snijden heten orthogonale trajectorién. In ieder punt op een orthogonale tra-

jectorie bestaat er een raaklijn. Deze heeft als richtingsvector (grad f)x=a'

OBEaven.

1) Schets niveauvlakken en orthogonale trajectorién van de volgende functies:

f(x,y,2) = xy

x2 + y2 - 22 .

f(x,vy,2)
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2) Bereken de afgeleiden van de volgende functies in het punt P en in de

richting v:

a)  EGx,y) = x° +3xy; P= (1,005 v =(1,-1)
2
b) f(x,y,z) = xy + yz; P=(1,1,2); v =(2,-1,2) .
Verklaar het antwoord van b} meetkundig.
3) Gegeven:
f(x,y) = —E—EX—E voor (x,y) # (0,0)
X +y :
£(0,0) = 0 .
a) Bewlijs dat ki en 23 overal bestaan.
ox oy
b) Heeft f(x,y), behalve %é en %% s nog andere richtingsafgeleiden in

(0,0)?

c) Is f(x,y) continu in (0,0)?

§ 5. De formule van Taylor

Om een uitdrukking voor f{a + h, b + k) te vinden beschouwen we g(t) =
= f(a + th, b + tk), dat is een funectie van &&n variabele t, en passen de

stelling van Taylor toe. Het resultaat is:

af af
f(a+h, b+ k)= £f(a,b) + (h ™ + k 5;) +
2 2 2
+i(h2§—§-+ 2hk -g—}(%—+k2§——§-)+
X 7 ay
3 3 3 3
Pl @3 % 2 am® 2TE_ 380
3. 3 2 2 3
3IX IxX 3y X3y ay

+ Restterm.

Hierin zijn alle afgeleiden te nemen in het punt (a,b). We kunnen net zo ver

ontwikkelen als we willen mits de afgeleiden bestaan.




_I]_

Verkorte notatie: we definiéren formeel

(h &+ k 2)Ps - z?=

Dy Pi ]
. ) h k
3x dy (J)

a'f
0 XP‘JayJ

¢
We nemen aan dat de restterm in de formule van Taylor voor g(t) tot nul na-

dert voor n + =, dus dat g(t) een Taylorreeks heeft en vinden dan voor f de

Taylorreeks in formele notatie:

=]

1 3 3 .m
f£(a + h, b+ k) = —.~<h—+k—>f}
{mzo me ©oex By (x,y) = (a,b)

De uitbreiding naar functies van meer dan 2 variabelen ligt voor de hand.

Voorbeeld I.

Yy =x+xy - L3 ~]--'xyz oo

sin(xe 3 5

waarin de ontbrekende termen van de vierde en hogere graad zijn.

Voorbeeld 2.

X+y

. . . . t .
De reeks voor e vinden we door in de reeksontwikkeling van e te substi-

tueren t = X + y.

) 1:1- (x+y)m=m£

OEgave.

Ontwikkel de volgende functies in een Taylorreeks in de gegeven punten

a) £(x,y) = ye© 7 ; 2 = (0,0) .
b} f(x,y) = x3y + xzyz.- 3x ; a=(2,3) .
c) f(x,y) = sinh(cos x + sin y); a = (0,0) .
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§ 6. Extrema

Enige definities. Een deelverzameling V van Rn heet open indien V omgeving

van elk punt p ¢ V is.

Het complement van een verzameling W t.o.v. R is de verzameling van alle
punten die niet tot W behoren.

Een verzameling in Rn heet gesloten indien zijn complement open is.

Een verzameling U heet begrensd indien er een r > 0 bestaat zodat U deelver-
zameling is van de verzameling van alle punten met IEJ < r.

a heet inwendig punt van een verzameling ¢ indien er een omgeving van a bin-

nen ({ ligt.

Een verzameling V is derhalve open indien ieder punt van V inwendig punt van
V is.

N.B. De begrippen open en gesloten zijn geen tegengestelden; zo is de hele

Rn zowel open, als gesloten, en uiteraard onbegrensd.

Voorbeelden.

In R, is de verzameling der punten (x,y,z) waarvoor geldt:

3
xz + yz + z2 < 1 open, niet gesloten, begrensd;
xz + y2 + z2 g1 niet open, gesloten, begrensd;
1 < x2 + y2 + z2 < 2 niet open, niet gesloten, begrensd;
X +y +z >0 open, niet gesloten, niet begrensd;
Xx +y +2z 21 niet open, gesloten, niet begrensd.

Stelling (Weierstrass).

Zij V een gesloten begrensde deelverzameling van R.» zij £ = f(xl,...,xn)
continu op V, dan neemt f op V een globaal (absoluut) maximum en mini-

mum aan,
Deze stelling bewijzen we niet!

Een nodige voorwaarde voor een locaal extreem in een inwendig punt van het
definitiegebied van een differentieerbare functie is uitgedrukt in de vol-

gende stelling,




o
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Stelling.

Als de differentieerbare functie f voor x = a een locaal maximum of minimum
heeft en er een omgeving van a is, die geheel uit geoorloofde punten bestaat,

dan is grad f = 0 voor x = a.

De voorwaarde grad f = 0 is niet voldoende zoals blijkt uit de functie
f(x,y) = xy waarvoor in (0,0) grad f = 0 is, zonder dat daar een locaal ex-

tremum ligt. ((0,0) is een zadelpunt van de functie.)
Punten waarvoor grad f = 0, heten statiomaire punten.

Voorbeelden.

a) Voor x2 + y2 < 1 is z als functie van x en y gedefinieerd door
z=1- (x2 + yz). Omdat het definitiegebied gesloten en begrensd is, is
er zeker een maximum en minimum. We zien ogenblikkelijk dat z > 0, z = 0
op de rand; in ieder randpunt is dus een minimum. In (0,0) ligt een maxi-
mum. Als we dit niet zouden zien, en we gingen differentiéren dan vonden
we dat het enige stationaire punt (0,0) is. Als men de randminima al ge-
vonden heeft volgt uit de eerste stelling zonder meer dat er in (0,0) een

maximum is.

b) Gevraagd de extrema van f(x,y) = (x - y)(x2 + y2 - 1). Stationaire punten
zijn @7, 2D; (- 27, - /D (@6, - /E)i(- £/F, ¢/B). Op een hoog-
tekaart zijn x = y en x2 + y2 = 1 de nullijnen. Deze verdelen het vlak in
gebieden waar (de continue) f tekenvast is, Uit het plaatje Llijkt dat
G%/E,-Lﬁﬁ en (- %VE} - %/i) zadelpun;en z;jn.

Op de verzameling waarvoor y 2 x en x + ¥ £ 1| neemt f een maximum en
minimum aan, Op deze verzameling is f(x,y) = 0. Het minimum 0 wordt op de
rand aangenomen., Het is geen extreem als we de functie ook buiten de ver-
zameling beschouwen. We vinden nu wel meteen dat er in (- %/E} éJE) een

maximum is.

Oggave.

. 2
Zoek de extrema van x + y2 op de verzameling der punten waarvoor x + y2 <1

is.
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Leiden beschouwingen als in de bovenstaande voorbeelden niet tot resultaat

dan kan men de volgende stelling gebruiken.

Stelling.

Stel dat f(x,y) tweemaal differentieerbaar is wvoor alle (x,y) in een zekere

omgeving van (a,b) en dat de partiéle afgeleiden van de tweede orde continu

zijn, g% =0 en %% =0 in {(a,b). Als

a2g 32
2 L]

3 2
9x 3

£ _ ,97f 2
y2 (BxBy) <0

in (a,b) dan heeft f géén locaal extremum in (a,b). Als

2 2 2

o f a f a°F 2
. - { YT >0

sz 3y2 X9y
in (a,b) dan heeft f in (a,b) een locaal extremum en wel een maximum als
as . 3¢ .

< 0 en een minimum als —5 > 0 in (a,b).

3x 9x
Opgave.

Bereken de extrema van de volgende functies:

a) f(x,y) = X? + xy + y2 - 3ax - 3by .
3 3
2 a a
b) f(x,y) =x +xy +y + e +-§— voor x > 0, vy > 0.
c) flx,y) = x3 + y3 - 3axy .
3 3
d) f(x,y) =x +y -9xy + 27 wvoor 0 <x<a, 0=<y=<a,a>3.
—x2- 2 2
e) f(x,y) = e y (ax™ + by ); a>0,b>0.
£) f(x,v) = cos x cos 2 + sin x sin 2 cos(y - 3) .
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§ 7. Extrema onder bijvoorwaarden

We bespreken drie problemen.

Zoek de extrema van z = f(x,y} waarbij alleen die punten beschouwd worden
die voldoen aan: ¢(x,y) = 0 (f en ¢ zijn differentieerbare functies met con-
tinue afgeleiden; Vo # 0).

p(x,y} = 0 is een kromme, K, in het (x,y)~vlak. Heeft f in een punt P van K
een extreem dan is (Vf)P loodrecht op de raaklijn in P aan K. (Vm)P is dit
ook. Dus Vf + AVg = 0. We vinden dus:

Een nodige voorwaarde voor een extremum in P van f£(x,y) onder de bijvoor-
waarde ¢(x,y) = 0, is dat er een getal A bestaat 20 dat Vf + AVp = 0 in het
punt P,

Men gebruikt deze voorwaarde aldus. Men lost op de drie vergelijkingen

f‘q:(x,y) =0 ,

of 3¢ _
ﬁﬂ*hﬂ'o'

of L

—_t+t A ===0,
\ 9y Iy

in de onbekenden x, y en A, Extrema kunnen slechts optreden in punten waar-
van de coordinaten in een oplossing voorkomen; (Als f of ¢ niet overal con-
tinu differentieerbaar is, of als voor sommige punten V¢ = 0 is dan is daar
de methode niet toepasbaar; zulke punten komen dus ook voor extrema in aan-
merking).

Deze methode heet: multiplicatorenmethode van Lagrange, (A heet de multipli-

cator).

Zoek de extrema van u = f£(x,y,z) onder de bijvoorwaarde ¢(x,y,2z) = 0. Neem
aan dat Vo # 0 is. 9(x,y,2z) = 0 stelt een oppervlak ¢ voor., Beschouw dit op-
pervlak als een "kromme hoogtekaart'. Als op dit oppervlak f een extremum in
P heeft, dan is daar de richtingsafgeleide van f in de richting van iedere
raaklijn aan ® nul. Dus Vf staat loodrecht op het raakvlak aan $. (We ver-—
onderstellen steeds dat f en ¢ differentieerbaar zijn.) '

Dit leidt tot:
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|Een nodige voorwaarde voor een extremum van f(x,y,z) onder de bijvoorwaarde

‘m(x,y,z) = 0 is dat er een getal X bestaat z6 dat Vf + AVg = 0.

Om punten te vinden waar een extremum mogelijk is lost men op de vergelijkin-

gen in x, y, z en A:

rw(x,y,z) =0

Punten waar niet aan de voorwaarden voldaan is (bijv. omdat Vg = Q) moeten

eveneens onderzocht worden.

III. Zoek de extrema van f(x,y,z) onder de bijvoorwaarden ¢1(x,y,z) = 0,
(pz(stsz) = 0; £, (pl’ CPZ
Stel dat er zo'n extremum optreedt in een punt P(p,q,r) met ¢](p,q,r) =

zijn differentieerbaar.

= ¢2(p,q,r) = 0, Neem aan dat V¢ en V¢, onafhankelijk zijn. De raakvlakken

1 2
in P aan ¢, (m](x,y,z) = 0) en @2 zijn dan verschillend. De oppervlakken ¢],¢2
snijden elkaar dus volgens een kromme door P. Vf staat loodrecht op de raak-
lijn in P aan deze kromme., Dus Vi, Vm], sz liggen in &én vlak.

We vinden zo:

Een nodige voorwaarde voor een extremum van f(x,y,z) onder de bijvoorwaar-
den wl(x,y,z) = 0, wz(x,y,z) = (0, is dat er getallen Al en Az bestaan met

JE + XIle + AZVmZ = 93

Men losse dus op de vergelijkingen in x, y, z, Al, 12:
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[ ¢ (y,2) =0

¢z(stsz) =0
3p g
of 1 2
wrM et 0
L1 o9
af 1 2
M trew =0
Bq)l 8q]2

5f _
L-EE-+ A] EE— + 12 3;— f 0 .

Punten waar niet aan alle voorwaarden voldaan is (bijv. omdat Vm] en sz er

niet onafhankelijk zijn) moeten eveneens onderzocht worden.

Opgaven.
.. 2 2 .. 3 2
1) Bepaal het minimum van (x + 1)° + y~ onder de bijvoorwaarde x* =y .
2 2 2
2) Bepaal de extrema van xyz als x +y + 2z = ].
3) Gegeven: & en B zijn positieve constanten waarvoor geldt & *E " 1.
Bewijs: é—xa * % yB > | voor alle positieve x en y waarvoor xy = | is.

4) Gegeven: de ellips x2 + 4y2 = 4 en derechtex + y - 4 = 0,
Bereken de grootste en de kleinste afstand van een punt van de ellips tot

de rechte.

De multiplicatorenmethode kan uitgebreid worden voor meer veranderlijken en

meer nevenveorwaarden,
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Hoofdstuk II, Vector-differentiaalrekening

We nemen van nu af aan dat alle functies zo vaak differentieerbaar zijn dat

alle opgeschreven uitdrukkingen zin hebben.

§ 1. Vector— en scalarvelden, vectoralgebra

Een vectorfunctie f van R3 in R3 wordt vaak geinterpreteerd als een vector-
veld, d.w.z. aan ieder punt X hechten we de vector f(x). (We denken dus de
vector f(x) niet als een pijl vanuit ¢ maar vanuit het punt x.)

Voorbeelden zijn: elektrisch veld, magnetisch veld, gravitatieveld, stro-
mingsveld in een stromende vloeistof.

Een functie f: R3 > R] noemt men wel scalarveld (aan iedere x is nu het ge-
tal f(x) toegevoegd). Fysische voorbeelden: temperatuur, dichtheid van la-

ding.

Oggave.

Schets de volgende vectorvelden:

v(x) = (x2 - yz)g, * 2xy e,
v = (x-yle; * (x+ ye,
vi(x) = Y & txe, v,

We werken voorlopig met een vast rechts coordinatenstelsel in RB:

El = (1;0,0); e (0,1,0); e, = (0,0,1) .

2 3
Is a = a}gl + 3252 + a3g3, b = b124_+ szQ + b3§3 dan is het scalair (inwen-
dig) product: (a,b) = albl + azb2 + a3b3 = |§| |E| cos 9, waarbij ¢ de geo-

riénteerde hoek tussen a en b is.

Het vector-(uitwendig) product-a x b = (a2b3 - ‘;13132)5_l + (a3bl - alb3)22 +

g & &4
+ (alb2 - azbl)g3 = |a, a, aq
b b b

1 yA 3




.—Ig_

Nu geldt: a xb L aj axblbena, b, a * b vormen een rechtse gchroef.
ii X _13| is de oppervlakte van het parallellogram dat door a en b opgespan~
nen wordt., a X b = -b x a,

Vectorvermenigvuldiging is niet associatief:

(a x b) x ¢ = (a,e)b - (bye)a

terwijl
ax (kxe) = (a0b - (ab)e .
_ b T S
(a,b x¢) = bl b2 b3 = + inhoud van het door a, b, ¢ opgespannen paral-
Cl ('.'.2 C3

lellepipedum. Dus (a,b x c) = 0 dan en slechts dan als a, b en ¢ in é&én vlak

liggen. (a,b * ¢) = (a x b,e) = (¢ x a,b) = (c,a x b) = (b,e x a) = {(bxg,a).

§ 2, Gradiént, V, potentiaal

Z2ij f(ﬁ) een scalarveld;dan is grad £ = Vf een vectorveld. (Zie I §54.) Vaak

+ @ a_ = (é—- -g-—.- 2—)
=3 »z 3% * 3y ? az’’

De notatie Vf moet men dan lezen als een scalair (nl. f) veelvoud van de vec-

tor V.

. 3 3
vat men V op als de symbolische vector e ow + e, 5y

Zij v(x) een vectorveld (met component functies vl(x,y,z), vz(x,y,z), vy (%,7,2)):
dan noemt men de getransponeerde van de functionaalmatrix van de R3 + R3

functie v ook grad v. Grad v is dus voor iedere x een lineaire afbeelding

(tensor).
r 3 - 5
Bvl sz | av3 a_;-
ax 3X ax ax
ov ‘ v av
- 1 2 3l - {8
grad v 3y 37 5y 57| (vl,vz,v3) .

BVI 312 3v3 3
k3z P} 9z | h'c)zJ
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Definitie.

Als het vectorveld v te schrijven is in de vorm v = grad ¢, waarbij ¢ een
scalarveld is, dan heet 9 een potentiaal van v (in de fysica wordt vaak -y
een potentiaal van v genoemd). Niet ieder vectorveld heeft een potentiaal.
(Zie hoofdstuk IV,)

Als ¢ een potentiaal van v is, is ¢ + const. het ook.
Is v = grad ¢ dan heten de niveauvlakken van de functie 9 de equipotentiaal-
vlakken van het vectorveld. De orthogonale trajectorién noemt men dan soms

krachtlijnen of stroomlijnen.

Voorbeelden.

a) Een constant veld b heeft een potentiaal, nl. de functie (b,x), want
b = grad (b,x).

b) Het elektrisch veld van een puntlading in de oorsprong is E = —E'F . X
: x

Dit veld heeft een poteﬁtiaal nl. ¢ = - -]%T . Potentiaal en veldsterkte

zijn niet gedefinieerd in o,

c) Het vectorveld v(x) = x heeft als potentiaal p(x,¥,z) = &(x2 + y2 + zz).

Opgaven.
1) zij f: R3 - Rl;‘g: R3 - Rl' Bewijs dat grad fg = f grad g + g grad f.
Zij ¢ een R, > R, functie dan is ¢ © £ een R, * R, functie en grad ¢ o f =

3 1
= (@' ¢ f) grad f.

(¢' is de afgeleide van ¢).

2) Laat a en b vaste vectoren zijn, en £(x) = (x * a, x % b).

Bewijs dat grad £ = b x (x X‘_g_) +ax (xx _'E).

3) Zij F een R; ~ R] functie; f(x) = F([}EI)- Laat zien dat er een scalarveld

A(x) bestaat met
VE(x) = A(x)x (x # 0) .

(Zie ook III §1, opgave 8).
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§ 3. Rotatie, vectorpotentiaal, divergentie, samengestelde operaties

Zij v(x) = (VI(X.Y.Z), Vz(st;Z), V3(x,y,z)) een vectorveld dan is

3
ot v = (3v3 _ v2 av] ) Bv3 av2 _ Bvl) i
- dy 3z * 3z ax ’ ax 3y
g & 2
'] 9 3
= v X E-. = a—x -é—y- a—z-
Vi V2 Y3

De operatie rot voegt aan een vectorveld v een vectorveld rot v toe. Bestaat

er bij een veld a(x) een veld b(x) met a2 = rot b dan heet _b_(z)‘ een vectorpo-
tentiaal van a(x) (zie hoofdstuk IV), leder constant veld heeft een vector-

potentiaal; is c een constant veld damn is rot } (c x x) = c.

Velden a(x) waarvoor rot a(x) = 0 heten rotatievrij.

Stelling.

Zijn a(x), b(x) vectorvelden en is ¢(x) een scalarveld, dan isg:

1) rot (a +b) = rot a + rot b

2) rot 9a = ¢ rot a + (grad 9) x a

3) rot grad 9 = 0, mits ¢ continue tweede afgeleiden heeft.

Dat de waarde van rot a onafhankelijk is van het coordinatenstelsel bewijzen
we in III 84, Tevens zal dan de fysische betekenis duidelijker worden.

Zij v(x) een vectorveld dan is

v av, . ov
. 1 "2 3
divy=grtgy 5 - 0.

Velden a waarvoor div a = 0 heten divergentievrij.

Ook de waarde van div a is onafhankelijk van de keuze van het codrdinaten-

stelsel (zie IIT §3).
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Stelling.

Zijn a(x) en b(x) vectorvelden en is ¢(x) een scalarveld dan is:
1) div(a + b) = div a + divdb

2) div ga = ¢ div a + (grad ¢, a)

3) div (a x b) = (b, rot a) ~ (a, Tot b)

4) div rot a = 0 mits de tweede partiele afgeleiden van de componentfuncties

van a continu zijn.

4') Een veld dat een vectorpotentiaal heeft met componentfuncties die conti-

nue tweede partiele afgeleiden hebben, is divergentievrij.

Is p(x) een scalarveld dan definieert men de operator van Laplace & door:

a2 32 a2
Ap = div grad ¢ = (V,Vp) = g + 3 + 2 .

X by 9z

Evenzo voor een vectorveld:

Av = (Avl, sz, Av3) .

Stelling.

Zij a(x) een vectorveld, ¢(x) een scalarveld dan is

1) grad div a = rot rot a + Aa
2) grad Ag = A grad ¢

3) rot Aa = A rot a

4.) div Aa = A div a

Oggaven.

1} Bewijs de volgende identiteit:

divfa x (b x ¢)] = (a,c)div b - (a,b)div ¢ +

+ (grad(a,c),b) - (grad(a,b),c) .




2)

3)

4)

5)
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Zij F een differentieerbare R1 + R, functie; zij v(x) = (2xyz, xzz, xzy);

1
zij a een vaste vector ¥ 03 zij w(x) = F((x,2))v(x). Bewijs dat rot ¥w i a

en rot w L V.
Bewijs dat div(grad ¢ x grad ¢) = O voor alle ¢ en ¢.

Zij £(x) een vectorveld waarvoor alle tweede partiele afgeleiden continu
zijn,
Zij g = rot £, ¢ = div f. Bewijs dat

a9 _ 283 %8y

A, = o= -

1 3x Oy 3z
Vindt analoge formules voor Afz, Af3 .

Als @, ¢, X Rl - Rl functies zijn en g(x) = v(x) ¢(y) ¥(z) dan is

Ag _9"(x) . ¢"(y) | x"(=2)
PR NN ¢ MY )
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Hoofdstuk ITII. Vector—integraalrekening

§ 1. Lijnintegralen

Zij x = x(t) met 2 = t < b de parametervoorstelling van een kromme K in R3.

We nemen bovendien aan dat x(t) # x(t') als t # t’', tenzij t = a, t' = b en
dx

de kromme gesloten is, en dat j% continu en # 0 is, We noemen krommen die
aan deze laatste eis wvoldoen glad.

Zij 9(x) een functie waarvan het definitiegebied K bevat.

We verdelen de kromme in stukjes door eerst het interval a <t < b te verde-
len met deelpunten: a = ty < t, < By < ees < tn = b. Op ieder deelinterval

. . T,
(tl-l'tl) nemen we een punt T.

We beschouwen nu:
I, o) IxCey) - xCe;_pl . (D

We nemen bovendien aan dat x(t) continue afgeleiden heeft; dan is:

dx
x(t) = x(1) + (£t - 1) (Ti?)twc toea
We hebben dus
dx .
x(e) - x(e,_ )= (& — ¢, ) (&'E)t=ti_] *oon (2)

We nemen zonder bewijs aan dat de sommen (}) tot een "limiet" naderen als de
verdeling steeds fijner wordt en dat de bijdragen van ... uit (2) bij het

limietproces naar nul naderen. Deze limiet heet lijnintegraal van ¢ over de

kromme K; We hebben nu ook dat deze lijnintegraal gelijk is aan:

b
dx
f 0 (x(6)) || at = j m({(t))%j—: 2+ @7+ Bl .

a. a

De lijnintegraal van ¢ over K is onafhankelijk van de parameterkeuze van K.

Dit ziet men ook door wvan t op een parameter u = u(t) over te gaan:
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d— _ d-}E du |,
at  du dr °
dus

b ax b dx »

J qJ(E(t)) E dt = J @(E(t)) EEE dt =
a a

d dx
= J p(x(u)){z=|du; (u(la,bD) = [c,d]) .
gy du ,
c

De booglengte van K wordt benaderd door
n
Timp 12CE) —xCeg I

De lengte is dus:

(Niet iedere kromme heeft een lengte, wel de krommen die continu differenti-

eerbare parametervoorstellingen x{(t) hebben).
x(a) heet het beginpunt; x(b) het eindpunt. De lengte van de boog tussen x{(a)

en x(t) is:

t

dx (1)
S(t) =, J d‘[’ dT .
a
dx
Neemt men s als parameter voor de kromme dan (ds = 3 dt) vinden we dat de

lijnintegraal van ¢ over K gelijk is aan

'3 .
: J@(E(s))ds; notatie JmQE)ds .
0 K
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Eenheidsraakvector aan K:

1 ix
E = d£ . '&'E" (dus |£] = l) .
dt
dx
Blijkbaar geldt: t = =

Notatie.
Als u(x) = (u(x,y,2), v(x,y,z),_w(z,y,z)) dan betekent:

dx
J u(x,y,z)dx +v(x,y,z)dy+ w(x,y,z)dz = J (u,t)ds = J (u, E%ﬁdt .

K K K

Is u een krachtveld, K een kromme dan is J udx + vdy + wdz de arbeid van
K

het veld bij het transport van een eenheidsmassa langs K.

Als een kromme slechts stuksgewijze glad is, dan moet men de lijnintegraal

definieren als de som van de lijnintegralen over de gladde stukken.

Stelling 1.

Zij K een gladde kromme, 9(x) gedefinieerd op K, dan is

J (grad 9, t)ds = ¢(eindpunt) - g(beginpunt) .
/
K ‘

Stelling 2.

Zij K een gesloten kromre (in de notatie brengen we dit vaak tot uitdrukking

" door § te schrijven), ¢(x) als in de vorige stellingdan is
K

J (grad ¢, t)ds =0 .
K

Is u = grad ¢ een krachtveld dan betekent stelling 1 dat de arbeid verricht
door een veld dat een potentiaal heeft bij het transport van een eenheids-

massa van A naar B onafhankeli}k is van de gekozen weg.
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Vectorvelden u waarvoor voor ieder puntenpaar A, B geldt dat J (u,t)ds langs

een kromme van A naar B onafhankelijk is van de gekozen weg, zijn fysisch

van groot belang. Ze heten conservatieve velden. Uit stelling | volgt nu:

Stelling 3.

Velden die een potentiaal hebben zijn conservatief,

Stelling 4.

Het veld u is dan en slechts dan conservatief indien
§ (E’E)ds =0,
K

voor iedere gesloten kromme K die in het definitiegebied van u ligt.

De volgende stelling is de uiterst belangrijke omkering van stelling 3.

Stelling 5.

Als het veld u conservatief is dan bestaat er een functie ¢ met u = grad ¢.

‘Bewijs'.
Kies in ieder samenhangend stuk van het definitiegebied van u een vast punt,

Definieer:

(x,y,2)
cp(xIYSi) = (E_;_E)ds .
(xo ’yOlzo)
Omdat de lijnintegraal onafhankelijk is van de gekozen weg is ¢ inderdaad
een functie van (x,v¥,z).
Men moet het bewijs voltooien door te laten zien dat
grad ¢ = u .

In hoofdstuk IV komen we op conservatieve velden terug.
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Oggaven.

1) Laat zien dat de volgende integralen onafhankelijk zijn van de gekozen

kromme en integreer:

(a,b,0)
a) ' sinydx + x cos y dy ;
(0,0,0)
- {(a,b,0)
2 2
b) 2xy dx + (x7 - y )y .
(1,1,0)
2) Bereken:
(1,0,2m)
a) zdx + xdy + ydz
(1,0,0)

langs de kromme K met parametervoorstelling x(t) = (cos t, sin t, t)
(0 =t = 2m.

(2,3,2)
2 2
b) x°dx — xzdy + y'dz
' (1,0,1)
langs een rechte die begin- en eindpunt verbindt.
€0,0,Y2)

c) xzyz ds
(1,1,0)

langs een kromme met parametervoorstelling x(t) = (cos t, cos t, v2 sin t),
Ui
< —
(O_tsz).

d) J (u;t)ds als u = (2xy2, 2x2yz, xzyz)
K

en K de cirkel x2 + y2 =], z= 2 is in positieve zin doorlopen.




3)

4)

5)

6)

7)

'3)
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Gegeven is de kromme:

x = cosh t cos t
y = cosh t sin ¢t

z =4t
Bereken de lengte van de kromme tussen de punten corresponderend met t =
ent=1,

Gegeven is de kromme:

y = arcsin x

1 + x
]l - x

z =} log
Bereken de booglengte s(x) met 0 als beginpunt.
Bepaal de raakvector aan de kromme in 0.

Bewijs dat een conservatief veld rotatievrij is.

Laat K een gesloten kromme zijn; ¢, ¢ zijn scalaire functies.

Bewijs dat

§ (9 grad ¢, t)ds = - § (¢ grad ¢, t)ds .

K K
Zij u het veld: ( z—y 5 X 7 z). Zij D het inwendige van de torus
X +vy X +y

die ontstaat door wenteling van de cirkel (x - 2)2 + 22 =1, y =0 on de

z-as. Laat zien dat rot u = 0 in D.

Bereken J (u,t)ds als K de cirkel: x2 + y2 =4, z =0 is.
K
(In hoofdstuk IV §4 komen we op deze opgave terug.)

(Vergelijk hoofdstuk II §2 opgave 3.)
Zij gegeven R3 > Rl functies f en A zddanig dat
VE(x) = A(X)x .

Laat zien dat er een R‘ -+ R] functie F bestaat zodat

£(x) = F(|x]) .

0
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§ 2. Oppervlakte—integralen

Zij S een stuk oppervlak in R3 en ¢ een functie gedefinieerd in L Net als
bij de kromme in §! kunnen we het oppervlak in stukjes verdelen en in ieder
stukje een punt kiezen. We vermenigvuldigen de oppervlakte van zo'n stukje
met de waarde van ¢ in het gekozen punt en sommeren over alle stukjes, Heeft
deze som een "limiet" voor steeds fijner wordende verdeling dan heet deze 1li-

miet de oppervlakte-integraal van ¢ over 5. We kunnen bewijzen dat als

x(u,v)

X

¥y
z = z(u,v)

y(u,v)

of in vectornotatie x = x(u), de parametervoorstelling van S is, dan de op-

pervlakte-integraal van 9 over S gelijk is aan

3xX  9x
” o (x(W) |57 * F5|dudv »
G

waarin G het bij het oppervlak S behorende gebied in het parametervlak is.

ORmerkingen;

1) Uit de wijze waarop de oppervlakte-integraal ingevoerd is blijkt dat de
uitkomst onafhankelijk is van de keuze van de parametervoorstelling van S.

(Vgl, ook hoofdstuk V §2.)

dxX  ax
2) Wil de limiet bestaan dan moeten we bijv. eisen dat o % P continu en

# 0 is. Heeft het oppervlak een parametervoorstelling waarvoor dit geldt
dan noemen we het glad. Voor oppervlakken die slechts stuksgewijs glad
zijn, definiéren we de oppervlakte-integraai als de som van de oppervlak-—
te—integralen over de gladde stukken.

Gladde oppervlakken hebben in ieder punt een raakvlak,

Voorbeelden.

a) Heeft het oppervlak S de vergelijking z = f£(x,y), (x,y) ¢ G dan is de

oppervlakte~1ntegraa1.

JJ Q(x)\\/{.+ (az)z az)zdxdy .




b) Is het oppervlak gegeven in cylindercoordinaten x = r ¢cos ¢, y = r sin ¢,

z = z(r,p) dan is:

\/‘ 52,2 . 1 92,2
A AR i XS

BE X
Vp—

r ap

c¢) De &&nheidsbol S heeft een parametervoorstelling

x = sin 9 cos ¢
. 0=8=n
y = sin O sin ¢ met G gedefinieerd door {-
0 £¢ 527,
z = cos O
QE ax

Dan is 55 * 3% = sin 6. Willen we nu de functie f(x) = z over S integre-

ren dan moeten we

JJ cos & sin 6 d6dy
G

bepalen. {(antw.: 0.)

d) Wordt het oppervlak S bepaald door x = x(u,v), v = y(u,v), 2 = z(u,v)
(u,v) € G; dan is de oppervlakte van S (zo deze bestaati):

BE 3x
opp S = JJ 35 % v dudv .

G

Definitie,

Onder de normaal n op een oppervlak in een punt x van dat oppervlak verstaan
we een vector met lenmgte ! die loodrecht staat op het raakvlak in dat punt.

(Er zijn twee zulke vectoren!)

Bij bovengenocemde parametervoorstelling van S is

+1 (35 ) 35)
n x BE du av’ *
LI T

(Bij het spreken over n steeds vastleggen welke bedoeld wordt!)
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We voeren een symbolisch oppervlakte—element do in door te schrijven

3x X
-—x_

o v dudv

do =

en we schrijven de oppervlakte-integraal van ¢ over S ook als

JJ ¢(x)do .
]

OBmerking.
Zij S een gebied in het XY-vlak; zij ¢(x) = £(x,y) dan is

JJ ¢(x)do = JJ f(x,y)dxdy .
S S

De vlakke dubbelintegralen die we in wiskunde 20 leerden kennen zijn dus ook
oppervlakte —integralen.

Een belangrijke rol spelen integralen van de vorm:
9% 3X
” (u,n)do = ” (u, 33 B—v)dudv >

waarbij u(x) een vectorveld is, S een glad oppervlak en n een normaal. Deze
integralen zijn niet voor alle opperviakken zinvol, Wil de integrand (u,n)
een continue functie éijn dan moet behalve u ook n continu zijn, Opdat n con-
tinu gedefinieerd kan worden, is nodig maar niet voldoende dat S glad is. We
beperken ons nu tot oppervlakken waarvoor uit de twee mogelijke normaalrich-
tingen er een continue keuze mogelijk is. Dergelijke oppervlakken heten

orienteerbaar. Bol, torus, vlak, zijn voorbeelden van oriénteerbare oppervlak-

ken; het lint van Mobius is een niet oriénteerbaar oppervlak. Alle gladde

oppervlakken voorgesteld door z = f(x,y) zijn oriénteerbaar: men kan bijv.

3z 9z .
-2 - == + .
steeds ( i 5y 1) als normaal kiezen

Geeft men in &&n punt van een orienteerbaar oppervlak de normaal, en laat men
hem continu veranderen dan ligt de normaal-keuze overal vast.

Bij integralen

” (u,n)ds (S oriénteerbaar)
s

moet men dus aangeven welke van de beide normaal-keuzen men doet.
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Men gebruikt vaak de notatie:

jJ (u,n)do = JJ u]dydz + uzdxdz + u3dxdy s
indien u](x,y,z), uz(x,y,z), u3(x,y,z) de componentfuncties van u(x) zijn.

Er ontstaat nog een moeilijkheid indien we JJ (u,n)do
S

willen definiéren voor een S die slechts stuksgewijze
glad is. Neem als voorbeeld een stuk cylinder met
grond-en bovenvlak. S is de vereniging van drie orién-
teerbare stukken. We moeten nog omschrijven wanneer een
dergelijk oppervlak oriénteerbaar is. Als we op ieder (7‘
glad orienteerbaar stuk een normaal-keuze doen, dan

ligt daarmee voor iedere gesloten kromme die geheel op

een glad stuk ligt, de bijpassende omloopszin vast (zie :r , 'j
;
Y

Y,

figuur). Kan men op elk glad oriénteerbaar stuk de nor- =

maal zo kiezen dat op de randkrommen de omloopszin ho-

rend bij de normalen van de beide aangrenzende vlakken tegengesteld is, dan
heet S oriénteerbaar. Ook voor stuksgewijs gladde orienteerbare oppervlakken

kan men dus een normaal vastleggen, door in &&n punt een keuze te doen.

Oggaveu.
1) Bereken:
a) JJ X dydz + v dxdz + z dxdy .
S

8 is de driehoek met hoekpunten (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1); de normaal

wijst van o af.
b) ” (a,n)do ;
S

is het veld (1,1,1); S is de halve bol z = V1 - xZ - yz, x2 + y2 < 13

n is in (0,0,1) naar boven gericht.

| ®
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c) ” (x,n)do ;
S

S als in opgave b).
d) JJ xzz do
S
, . 2 2
S is het cylindervlak x~ +y =1, 0 £z <1,
2) Een oppervlak is bepaald dcor

x =cos u+vsinu
. m
y=sinu-vecosu; 035us 5 3 0<vsl.

z=v+ 1
Bereken de oppervlakte.
3) Een oppervlak is gegeven door

x = (2 - cog Vv)cos u

1A
1=
1A
“:'!
4
A
<
1A
A

y = (2 - cos v)sinu ; -7
z=sinv
Bereken de oppervlakte.

4) Bewijs:

9x  Bx
— x —| = /EG - 2 ,
-ou ov

met
ax, 2 3y, 2 9z, 2
B G G G2

3x3x+iz_3_z+az dz

F =3 " 303y’ Ju3v

6= D+ G2+ D7




_35.-

Volume—-integralen.

Integralen als JJJ F(x,y,z)dxdydz hebben we in wiskunde 20 al leren kennen,
R

Vaak geeft men de "volumebrok' aan met dt i.p.v. dxdydz.

Is u(x) = (ul(g), u2(§), u3(§)) een vectorveld dan gebruikt men vaak de no-

taties

J u do = JJ v, do , JJ u, do , J[ ug doi 3
s S S S

3 en .

4 J uds = J u, ds , J u, ds , J u, ds| .
K K K K

§ 3. Integraalstellingen

In deze § is R een begrensd gesloten gebied in de R3. We veronderstellen ver-—
der dat de rand S van R stuksgewijs glad em orienteerbaar is; n = (nl,nz,n3)

is de naar buiten gerichte normaal van S.

Stelling 1.

Hebben de functies ul(x,y,z), uz(x,y,z), u3(x,y,z) continue afgeleiden in

een gebied waarvan R tot het inwendige behoort dan is

. Ju
a) ' JJ ulnldc = JJ u]dydz = JJJ ggl-dT
. R

S 5

o e [
o [faeen [ e

R

=
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Bewijs.

De drie stellingen zijn volkomen analoog. We schetsen alleen het bewijs van

c). Neem eerst aan dat R voorgesteld kan worden als
£,Gy) €2 5 £,(%,7)5 (x,¥) € G ;

terwijl K de rand van G is.

S bestaat dan uit drie stukken:

Sl tz= fl(st) ’ (K.V) €G3

S, + z = fz(x,y) y (x,y) € G ;

1A

S, fl(x,y) <z

3 fz(x|Y) s (X,¥) € K,

Voor S3 geldt: n, = 0.

Op S1 is echter:

3f of
G—-l LA 1)
n = ax ' 3y °
T Moe ihy? e ly?
ox 3y

Dus:

JJ u3n3d0 = - JJ u3(x,y,f1(x,y))dxdy .
S1 ‘ G
Analoog berekent men de integraal over SZ' We vinden dus:
JJ u3n3dc - JJ [u3(x,y,f2(x,y)) - u3(x,y,f](x,y))]dxdy =
S G

fz(x’Y)

‘ 3u3 8u3
= JJ dxdy J. 5;—'dz = [JJ 3z dxdydz .
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Voor gebieden die niet deze speciale vorm hebben, maar die door hulpvlakken

gesplitst kunnen worden in eindig veel stukken die wel deze vorm hebben, telt

men de resultaten voor de deelgebieden op. Integralen over de hulpvlakken

komen dan eenmaal met elk van beide normalen voor; bij optelling vallen de

bijdragen dustegen elkaar weg. Voor willekeurige gebieden is een limietpro-

cedure nodig die we hier niet uitvoeren.

Stelling 2.

Heeft ¢ om R continue afgeleiden, dan is:

[fowon-ffrme

R 5

Bewijs.

Pas stelling | toe op elk der componenten links en rechts.

Stelling 3.

{Gauss),
”J div u d1 = ” (u,n)do .
R S

~ Stelling 4.

{Ostrogradsky).
”J rot u dt = ” (E x u)do .
R S '

De formules van de stellingen 2, 3 en 4 zien er het overzichtelijkst

‘de V notatie:

[oves[f o

S

[ —

,

J (7, u)dt = ” (a,u)do
S

p

De— "/ =«

J (V x u)dr = ” (n x wdo..
S

uit met .
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Als toepassing van de stelling van Gauss geven we een nieuwe interpretatie
van het begrip divergentie. Is R een gebiedje met volume V, en is (x,y,z) e R

dan is
JJJ div v dt = div y(x,y,z) . V .
R

Laat men nu V en dus R op een "nette" manier tot nul naderen dan vindt men:

div v(x) = lim-ill- ”J div v dt .
V-0 R

Met de stelling van Gauss (S is de rand van R) wordt dit:

div v(x) = lim -‘!’- JJ (v,n)do .
v-0 s

Is v het snelheidsveld van een stroming dan is JI (v,n)do de totale flux
S

door S. Divergentie is dus zoiets als flux per volume.

Uit de bovenstaande beschouwing blijkt ook dat de waarde van div. onafhanke-
1ijk is van de keuze van een coordinatenstelsel.

Definitie.

Is voor ieder gesloten oppervlak IJ (v,n)doc = 0 dan heet het veld v bronvrij.
S

Stelling.5.

Heeft het veld v continue afgeleiden, en is v bronvrij dan is div v = 0.

Voor divergentie gebruikt men soms de term brondichtheid,

Wees steeds bedacht op velden met "gaten". Is het veld gedefinieerd voor

x2 + y2 + z2 > 1 dan mag men voor S5i x2 + y2 + 22 = 2 de stelling van Gauss

niet toepassen,
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Oggaven.

1) Verifieer de stelling van Gauss in de volgende gevallen:
a) R: kubus: 0 < x<1; 0 sy=<1; 0<z<1, u= (x2 . yzz, yvz).

b) R: gebied van de torus die ontstaat als (x - 2)" + 2" =1, y = 0 om de
z-as wentelt; u = {(-xy, xz, 0).

¢) R: x2+y25(1-z)2;x S1.2=(x2+y2)3,3c0n-

v
o
-
o]
v
==
-
o
1A
N

stant veld.

d)R:x2+y2+22$1;2(£)=5.

2) Bewijs dat het volume van R gelijk is aan

” x dydz = ij y éxdz - lj 2 dxdy .

8

3) Bereken JJ (u,n)do als u = (xz,yz,zz), S de rand is van de kubus 0 < x < 1,
! .

0<y<1, 0<2z <1, nnaar buiten.
4) Zij u gedefinieerd in een gebied R, S de rand van R, n naar buiten.

Bewljs:

JJ (rot u,n)do = 0 .
s ,

5) Bewijs:

” (x,%x) (x,n)do = 5 m (x,x)dr .
S R

6) Bewijs dat als ¢ en ¢ functies zijn gedefinieerd op een gebied W, en S

een gesloten oppervlak in W is:

JJ (grad ¢ x grad ¢, n)do = 0 .
s
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7) Laat u en v binnen R gedefinieerd zijn. Bewijs

”J (u, rot v)dr = ”J (v, rot u)dt - ” (u x v, n)do .
R

R S

'8) 2ij ¢ een scalarveld en u(x) een vectorveld z§ dat u in ieder punt raakt

aan het door dat punt gaande niveauvlak van ¢; bewijs dan dat

JJJ ¢ div u dr = JJ (gu,n)do .
R

5

9) Zij S een gesloten oppervlak.‘Bereken

JJ (grad |§[2,.E)dd .
S.

5 4. Integraalstellingen (vervolg)

Een stelling in twee dimensies

Stel ling . (Green)

Zij G een begrensd gesloten gebied in het xy-vlak; zij de rand van .
G een stuksgewijs gladde enkelvoudige gesloten kromme K. Laat de functies
u(x,y), v(x,y) continue partiéle afgeleiden hebben in een gebied D waarvan G

in het inwendige ligt, dan is
udc + vdy = || -3y (m
y ax 3y LA
G

indien de kromme K in positieve zin doorlopen wordt.

Bewijs.
Breidt het xy-vlak uit met een z-as. Beschouw in de xyz-ruimte de cylinder
met grondvlak G em hoogte 1. Pas de stelling van Gauss toe voor deze cylin-

der en het veld v(x,y,z) = (v(x,y), ~u(x,y), 0).
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Opmerking.

Kiest men op G de naar boven wijzende normaal (= Eﬁ) dan passen omloopszin
van K en normaal op G bij elkaar; is u het veld u(x,y,z) = (u(x,y), v(x,y),0)

dan kan men (1) ook schrijven als:

JJ (rot u,n)do = § (u,t)ds .
K

Oggave.

1) Zij n de naar buiten wijzende eenheidsnormaal op K; bewijs dan

ax

JJ (EE + %%)dxdy = é (U(Esﬁl) + V(Engz))ds-
; G K '

(Stelling van Gauss in twee dimensies).

De stellinggvan Stokes.

In de rest van deze § is S een stuksgewijs glad, georienteerd oppervlak in
R3:met als rand een stuksgewijs gladde enkelvoudige gesloten kromme K. Op K
is de omloopszin gekozen in overeenstemming met de orieéntatie van S. Alle
beschouwde functies hebben continue afgeleiden in een gebied waarvan S en K
tot het inwendige behoren. De eenheidsnormaal op S zij n = (nl,nz,n3), de

bijpassende eenheidsraakvector aan K: t= (t]'tz’tB)'

Stelling 2.

Bul Bul '
a) § uldx = JJ e dxdz - 5;—-dxdy
K S

of anders geformuleerd}

Bul ‘ Bul
§ ultlds = JJ (-a-z— n, - 3y n3)dc .
K 5
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3u2 3u2 ‘
b) ﬁ u2dy = JJ P dxdy - e dydz .
K S
: 3u3 Bu3
c) ﬁ u3dz = JJ i dxdz + TR dydz .
K S

Net als bij het bewijs van §3 stelling 1 maken we eerst een beperkende ver-
onderstelling over S nl. dat het voorgesteld kan worden als z = f(x,y) ,

(x,y) € G. Voor willekeurige oppervlakken moet men het bewijs dan ‘geven door
ze te verknippen en limietprocessen toce te passen. Als z = £f(x,y),(x,y} ¢ G
een voorstelling van S is dan volgen a) en b) direct en c) met enige moeite

uit de stelling van Green toegepast op G.

Stelling 3.

§u£ds=” (n x grad u)do .
K s

Stelling 4. (Stokes)

zij u(x,y,2) = (u,(x,y,2), uy(x,y,2), uy(x,y,z)) een vectorveld;

dan is:

ﬁ (u,t)ds = JJ (rot u,n)do .
K 5

Stelling S,

§ (u x t)ds = JJ {(n div u - (grad u)n)do .
K S . :

((grad E)E= de lineaire afbeelding 'grad u toegepast op n; zie blz. 19).

Zoals de stelling van Gauss ons een nieuwe interpretatie van het begrip di-
vergentie gaf, zo zullen we de stelling van Stokes kunnen gebruiken voor een
coordinatenvrije karakterisering van de rotatie.

Zij S een vlak cirkeltje met omtrek K, opperviakte A, middelpunt (x,y,z) gele-

gen in het vlak (n,x) = O.
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Nu is

(rot u(x,y,z), n) = lim-k § (u,t)ds .
A0 %

Hieruit volgt dat de waarde van rot u onafhankelijk is van het gekozen coor-

dinatenstelsel., In het geval van een snelheidsveld heet 4 (u,t)ds de circu-
K

latie rond K; de rotatie in een bepaalde richting is dus zoiets als: circula-

tie per oppervlak., Men hoeft zich bij deze beschouwing niet te beperken tot

cirkelvormige vlakjes.

Stelling 6.

Zij S een gesloten oppervlak; dan is:

JJ (rot u,n)dc = 0 .
5

Stelling 7.

Indien een veld een vectorpotentiaal heeft dan is het bronvrij.

Stelling 8.

Een bronvrij veld heeft een vectorpotentiaal.

Deze laatste stelling zullen we niet bewijzen.

Oggaven.

2) Verifieer de stelling van Stokes in de volgende gevallen:
a) S:'x2+y2+z2=rR2,x20,y20, z 2z 0, _1._1_(_:_:_)=_:_c_><_g_3 .

b) S vlakke driehoek met hoekpunten (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). u(x)

1]
"

¢) S het deel van de cylinder x2 + y2 = | waarvoor geldt 22 s 2y, X

v
o
-

220.2(£)=(x+y+z)5.

d) S: x2 +y2 + 22 = 4; z 2 0. u(x) = (x,x)x .
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3) In R3 zij gegeven een enkelvoudige, gesloten, vlakke kromme K gelegen in
(n,x) = 0, n = (nl,nz,n3); IEJ = 1, Indien de omloopszin op K klopt met

de richting van n dan is de door K omsloten oppervlakte gelijk aan:

i é (nzz - n3y)dx + (n3x - n]z)dy + (nly - nzx)dz .
K

Bewijs dit,
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Hoofdstuk IV, Potentiaaltheorie

§ 1, De identiteiten van Green

In deze § is steeds S het stuksgewijze gladde georiénteerde randoppervlak

van een gebied R in de R,. De normaal n wijst naar buiten. Alle beschouwde

3
functies worden verondersteld continue partiele afgeleiden te hebben in een

gebied waarvan R en S in het inwendige liggen.

Definitie.
Zij ¢ in R3 gedefinieerd en § een oppervlak, Dan heet (grad ¢,n) de normale
afgeleide van ¢ op S. We schrijven hiervoor in het wvervolg 2 .

an
Uit de stelling van Gauss (III §3 stelling 3) volgt:
3 _
JJ'5; do = JJJ Ap dt (1
5 R

Uit de stelling van Gauss volgt door u = ¢ grad ¢ te kiezen:

JJJA{mAw + (grad ¢, grad ¢)ldr = JJ P %% do (2)
R S

en dus
JJJ {pay - YA@ldr = jJ {9 %% -y %%}dc . (3)
R S

De formules (2) resp. (3) heten de eerste resp. tweede identiteit wvan Green.

Zij Reen gebied met rand S. Laat r de afstand van X tot een vast punt

p = (p,»P,»P4) voorstellen, d.i.

r=(x - P2+ (v - py)2 (2 - pp)? .

Als p buiten R ligt kunnen we in (3) kiezen ¢ = %-. Deze functie voldoet aan

Ay = 0 buiten het punt p. We vinden nu:
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1
3 4
m“—jm - ” L3y - 0500 (4)
R S

(p buiten R). Als p binnen R ligt kunnen we eerst uit R een bolletje om P
weglaten, (4) toepassen en dan de straal wan het weggelaten bolletje tot nul

laten naderen. We wvinden:

3
¢(2)=—%;J”%dr+l—ﬂ” (%%-E'm-%—r)dc (5)
R 5

(p binnen R). Formule (5) heet de derde identiteit van Green,

Men noemt het punt p in (5) het veldpunt; X heet het integratiepunt.

OE gaven,

1) Als R de bol B(p)} met straal p en middelpunt in p is en 8(p) de rand van

E(p) dan is:
b 40y L [ 29 !
JJJ - dr + TS JJ e do + > g do .
p

B(p) S(p) sl S(p)

£ —
=

e(p) = -

2) Zij p een punt binnen R; zij X tweemaal differentieerbaar, dan is (met

olp) = ,i—“ J” (pdx = YAp)dt + %—7; ” (v 24; -9 %—g-)dc .
} R S

3) Bewijs de volgende identiteiten:

a) J” ((rot u, rot v) - (u, rot rot v))dt

JJ (u x rot v,n)do .
R S

b) J” ((u, rot rot v) = (v, rot rot u))dr

JJ (v x rot u - u*rot v,n)do .
R S

(Aanwijzing: pés, de stelling van Gauss toe voor het veld u % rot v).
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§ 2. De differentiaalvergelijking van Laplace, harmonische functies

In zeer veel gevallen treden in de wiskundige beschrijving van fysische pro-

cessen oplossingen op van de differentiaalvergelijking van Laplace:
Ap = 0 .

De differentiaalvergelijking Ap = 0 heet ook de potentiaalvergelijking. Op-

lossingen van deze vergelijking heten harmonische functies.

Potentiaaltheorie is de bestudering van deze oplossingen. Voor een gesloten

oppervlak S en een harmonische functie ¢ volgt uit 51 formule (1)

a0
n
3

en uit §1 formule (2)

2 3
JJJ |grad tpl dr = JJ(p—a%dU .

R 5

Hieruit wvolgt:

Stelling.

Een harmonische functie die nul is op de rand van een gebied is nul binnen
dit gebied. Een harmonische functie waarvan de normale afgeleide nul is op

de rand van een gebied is constant binnen het gebied.

Als van een harmonische functie ¢ de waarden van ¢ op de rand S van een ge-
bied G 6f de waarden van g% op 5 gegeven zijn is de functie in G &&nduidig,

resp. op een constante na, bepaald,

We zijn nu in staat enige der hoofdproblemen van de potentiaaltheorie te
formuleren. We hebben steeds een gebied R met bijpassend georienteerde rand
S.

Zij gegeven een functie f op S. Bepaal een harmonische functie ¢ in R waar-
voor geldt ¢ =f op S. Als het probleem oplosbaar is,.(wat niet steeds het ge-

val is,) is de oplossing eenduidig bepaald.

Zij gegeven een functie g .op S. Bepaal een harmonische functie ¢ in R waar-
voor geldt %% = g op S. Zo dit probleem oplosbaar is, is de oplossing tot op

een constante na bepaald,




Oggaven.

1) Als f en g harmonisch zijn in R en

3f g
E—;"’f an+g

op S, dan is £ = g in R.

2) Zij h(x,y,z) een functie die in R gedefinieerd is. Als Af = hf, Ag = hg

dan is

3) Als 9 harmonisch is en p ligt binnen R dan is
1

1 1 3g 2
¢ (p) =4—ﬂ” C30 ™ 9 3—)do .
S

4} Zij 9 harmonisch in B(p), een bol met straal p, rand S(p) en middelpunt P

dan is
(p(B) = l 5 JJ ] do .
4mp S(p)
Stelling.

Zij ¢ harmonisch in R met een maximum of minimum in een inwendig punt van R,

dan is ¢ constant.

Zij p een inwendig punt van R. Zoek een harmonische functie ¢ in R die op 8
gelijk is aan~ i.¢ hangt dus van het veldpunt en van het integratiepunt af.

Dan is
139 45m- Ll
JJ r sn do JJ ¥ on do
5 : 8

voor elke harmonische functie o.
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Uit de derde formule van Green volgt nu:

] 34+ )
"Ry ” v Tm
5

Als men dus bij R de functie § + % gevonden heeft (deze functie heet de func-

tie van Green van R) dan is voor iedere harmonische functie ¢ de waarde van

¢ in het veldpunt p .uitgedrukt in de waarden van ¢ op de rand.
Kent men de functie van Green voor alle veldpunten, dan is probleem I opge-

lost. Het vinden van de functie van Green is een speciaal geval van I.

§ 3. De vergelijking van Poisson

Men kan bewijzen dat bij continu verdeelde lading in de ruimte (met ladings-
dichtheid p) voor het veld E geldt div E = 4mp en dat E een potentiaal heeft:

E = - grad ¢. Dan is ¢ een oplossing van de vergelijking
89 = = 4mp (1)

die vergelijking van Poisson heet.

Opmerkingen.

1) Zijn 9, en ?, in een gebied R beide oplossingen van dezelfde Poissonver-

1
gelijking (d.w.z. in de vergelijkingen waaraan 9, en 9, voldoen staat in
het rechterlid dezelfde scalaire functie) dan is 9, ~ 9, een harmonische
functie. Omgekeerd als ¢ een oplossing is van een Poissonvergelijking en

x harmonisch is in R dan is ¢ + X ook een oplossing van de Poissonverge-

lijking.
2) Voldoen ¢, en 9, in R aan dezelfde Poissonvergelijking en geldt P =9,
‘ 29 3p

op de rand, S, van R, dan is ?, = ¢,y in R. Als gﬁl = 553 op S, dan ver-

schillen 9., en ¢, een constante.

1 2
3) Naast de gewone Poigsonvergelijking beschouwt men ook de vectorvergelij-

king:

Au = w ,
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In onze e¢artesische coordinaten (zie hoofdstuk V §1) betekent dit niets an-—

ders dan:
Aul = w]
Au2 = wz
Au3 = W3 .

Wij zullen niet bewijzen dat (1) voor nette functies p (bijv. continu diffe-
rentieerbaar) een oplossing heeft.

De derde identiteit wvan Green:

" r on

1
a—.
p(p) = - %— JJJ é% dr + %; JJ il_ﬂk -y Sﬁz]dc (p binnen R)
R 5

geeft echter bij een oplossing ¢ de formule:
0 1 Lag _ . °T
Yy (p) = JJJ = dr + ye JJ [; T ¥ EE_]dU (p binnen R)
R 3

Gebruikend dat % een harmonische functie van het veldpunt is, kan men be-
wijzen dat de oppervlakte-integraal een harmonische functie is. Aannemend dat

(1) een oplossing heeft, vinden we dus dat ook
- [fse
R

een oplossing is, De algemene oplossing krijgt men dan door bij p willekeu-—

rige harmonische functies op te tellen.

Opmerking.

Het is gebruikelijk om het veldpunt x = (x,y,2), het integratiepunt
£ = (£,n,z) te noemen. De formules zien er dan aldus uit: '
Een oplossing van

2 2 2

2+204+ 28 - - 4mp(x,y,2)
2 2 2
IxX 3y 9z

is
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9(x,y,2) = JJJ p(E,n,z) dedndg .
/G r G -mZ+ -7

§ 4. Rotatievrije velden, conservatieve velden

In hoofdstuk III §1 bewezen we de gelijkwaardigheid van de volgende drie

uitspraken:

1) u is conservatief;

2) voor iedere gesloten kromme K in het definitiegebied van u geldt:

§ (u,t)ds = 0;
K

3) er is een (tot op een constante na bepaalde) functie F zodat u = grad F,

Daarnaast hebben we velden waarvpor geldt:
rot u = 0.

Conservatieve velden zijn rotatievrij, en uit de formule van Stokes:

” (rot u,n)do = ﬁ (u,t)ds
S K

volgt dat voor een rotatievrij veld geldt:

ﬁ (u,t)ds = 0
K

voor iedere gesloten kromme die rand is van een geheel in het definitiegebied
van u liggend oppervlak S. '

Het is echter niet zo dat rotatievrije velden conservatief zijn. Een voor-

. beeld is het veld uit hoofdstuk III §1 opgave 7. In de voorbeelden die men

kan bedenken i1s het uiteraard steeds zo dat
§ (u,t)ds # 0
K

is voor een kromme die niet de rand is van een oppervlak in het definitiege-

bied van u. We bespreken nog een
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Voorbeeld.

H is het magneetveld van een constante stroom door een oneindig lange stroom—

geleider langs de z-as.

- c
E‘(zcy2’2x2’0)°
X + vy X +y

Nu is rot H = 0 en (H,t)ds = 2mc .
x2+y2=1
z=0
Definitie.

Een samenhangend gebied R in R, heet enkelvoudig samenhangend, als iedere ge-—

3
sloten kromme binnen R rand is van een oppervlak binnen R. Men kan ook zeggen:

indien iedere gesloten kromme binnen R continu tot een punt kan samenkrimpen.

Een bol, een kubus, het gebied tussen twee concentrische bollen, de hele R3
minus &Eén punt, zijn voorbeelden van enkelvoudig samenhangende gebieden. Een
torus, het binnengebied tussen twee oneindig lange concentrische cylinders,
de hele R3 minus een rechte, zijn voorbeelden van niet enkelvoudig samenhan-
gende (we zeggen: "meervoudig samenhangende") gebieden.

We hebben nu

Stelling.

Zij u gedefinieerd in een enkelvoudig samenhangend gebied; en zij rot u=0,

dan 1s u conservatief.

OEmerking.

Bij ieder inwendig punt van R is er een enkelvoudig samenhangende (bijv.
bolvormige) omgeving binnen R. Is rot u = 0 dan is er dus bij ieder punt een
omgevihg en een functie F 256 dat u = grad F in die omgeving. Is het gebied
niet enkelvoudig samenhangend, dan zal het in het algemeen niet lukken &&n F

te vinden die overal als potentiaal optreedt.
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Probleem,

Zii R een enkelvoudig samenhangend gebied; f(x,y,z) een functie in R. Bepaal

een vectorveld v in R z8 dat:
div v = £
rot v = 0.

Oglossing.

Omdat R enkelvoudig samenhangend is weten we dat uit rot v = 0 volgt
v = grad ¢. We moeten dus 9 zo bepalen dat div v = div grad ¢ = f. De func-

tie ¢ moet dus een oplossing zijn van de Poissonvergelijking:
Ap = £ ,

Omgekeerd voldoet voor iedere oplossing ¢ van 49 = £, v = grad ¢ aan

rot3=9_endivg=f.

Oegaven.

1) Laat zien dat u = (2xyz, ¥ z, xzy) rotatievrii is en bepaal een functie g

z0 dat Vo = u.

2) Gegeven: a = (X,¥,2);
K is een willekeurige kromme van (1,1,1) naar (1,3,3).

Bereken

J (E’_E)ds .
K
3) Gegeven:

a) a=(x+ 2y +0z, Bx ~ 3y = z, 4x + yy + 2z) .

b) a is rotatievrij,
Bereken:

a) a, B en v,

b) De potentiaal van a, die nul is voor x = 0.

4) Bepaal 9(Vx® + y° + z%) = 9(r) zo, dat V¢ = (x—5 , Y? , z—s) en ¢(1) = 0,
r r r
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8 5. Divergentievrije velden, bronvrije velden

We weten reeds dat de volgende uitspraken gelijkwaardig zijn:
1) u is bronvrij, d.w.z.: voor ieder gesloten oppervlak in het definitiege-

bied van u is

JJ (H,E)dﬁ =0 ;
S

2) u heeft een vectorpotentiaal, d.w.z. er is een Vv met

u = rot v .

Bovendien bewezen we reeds dat een bronvrij veld ook divergentievrij is. De

omkering van deze laatste stelling is weer niet juist.

Voorbeeld.

Het electrostatische veld van een puntlading in de oorsprong is:

E=(c—§s%"c‘§ (r = Vx* + y° + 27%) .
r T r

Nu is div E = 0, en als S de bol x2 + y2 + 22 = 1 (n naar buiten) is geldt:

” (E,n)do = 4me .
S

We zullen nu eerst voor een veld dat binnen een bol is gedefinieerd en daar
divergentievrij is, aantonen dat het een vectorpotentiaal heeft door deze
expliciet te bepalen. We hebben dus een veld u met div u = 0 en zoeken een
veld v met rot v = u. We_eisen nog: vy = 0. Zij p = (pl,p?_,pB) middelpunt

. van de bol. Dan 1is
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y z
vy == J u3(x,n,p3)dn+ J uz(x,y,c)dc
Py P4
z
e [y mron
P3
vy = 0

een oplossing van ons probleem zoals men direct kan verifiéren.
Door de voorwaarde rot v = u is v niet eenduidig bepaald: als v een oplossing

is, is ook v + grad ¢ een oplossing.

Definitie.
Een gebied R in R3 heet stervormig indien er een punt p in R ligt zodat voor

ieder punt g uit R het segment [p,q] geheel binnen R ligt. De verzameling

van alle punten p met deze eigenschap heet de kern van R,

Voor stervormige gebieden volgt uit div u = 0 dat u een vectorpotentiaal

heeft.

OEgaven.

1) Als R stervormig is, & tot de kern van R behoort, en u een in R gedefini-

eerd divergentievrij veld is dan is een oplossing v van rot v = u:

1
vl(x,y,z) = J Euz(xt,yt,zt)zt - u3(xt,yt,zt)yt]dt .
0
1
vz(x,y,z) = J [u3(xt,yt,zt)xt - ul(xt,yt,zt)zt]dt ,
0
1
v3(x,y,z) = J [u](xt.yt,zt)yt - u2(xt,yt,zt)xt]dt .
0

Ga dit na!
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2) Ga na dat het stelsel uit opgave | geschreven kan worden als:

]
v = J tluxt) x x1dt .
0

3) Zij R een stervormig gebied; zij div u = 0 in R, bewijs dat u in R een
vectorpotentiaal heeft.
4) Is in R rot v = u, en is Q'J een in R gedefinieerde functie dan is
rot(v + grad ¢) = u

Bewijs dat voor stervormige gebieden uit rot v, = rot v, volgt dat

1 2
v, -y, conservatief is.

Ogmerkingen.

1) Is het veld u divergentievrij dan is er voor ieder inwendig punt een om-
geving waarin u een vectorpotentiaal heeft. Voor niet-stervormige gebie-

den hoeft er echter geen veld v te zijn 28 dat overal in R rot v =u is.

2) Voor stervormige gebieden hebben we nu tevens een bewijs van hoofdstuk

III 54 stelling 8. (Ga na!l)

Probleem,

Zij R een stervormig gebied; w een divergentievrij veld in R.

Bepaal een veld v 26 dat:

{iiV!:
ot v =

s o©

Oplossing.

Omdat w divergentievrij is, heeft w een vectorpotentiaal: w = rot a. We pro-
beren nu een b te vinden zodanig dat rot b = 0, divb = - div a (§ 4). Nu is
b = grad ¢ voor zekere ¢ die voldoet aan Ap = - div a. '
¥y=a+b voldoet nu aan rot v = rot a + rot b = w3 divyv = 0,

' Het bovenstaande toont de oplosbaarheid van het probleem aan. We zullen nu
nog een expliciete oplossing aangeven. Daartoe maken we de extra veronder-
stellingen dat R begrensd is en dat (w,n) = 0 op de rand S van R. (Als w = 0

is buiten een begrensd inwendig deel van R is dit bijvoorbeeld het geval.)
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Uit div v = 0 volgt nu dat v = rot u. We moeten nu proberen u zo te bepalen
dat rot v = rot rot u = w. Nu is rot rot u = grad div u - &4u. We moeten dus
oplossen: grad div u - Au = w. Neem aan dat het lukt een divergentievrije
oplossing van Au = - w te vinden dan voldoet die ook aan rot rot u = W.
Onder de gemaakte veronderstellingen kan men echter aantonen dat de oplos-—

sing van Au = — w:

2% ||

R

Hii=

inderdaad divergentievrij is. Als oplossing vindt men

1 w(g) x (x-8)
v(x) = rot u(x) = 7= J” . E;|3 dt .

Heb ik twee oplossingen v, en _\12 van het gestelde probleem dan is vy T Y de

gradiént van een harmonische functie. Omgekeerd:is v een oplossing van het
gestelde probleem en ¢ een harmonische functie, dan is ook v + grad ¢ een

oplossing.

0 pgaven.

5) Laat zien dat u = (z -y, x - z, ¥y - x) divergentievrij is en bepaal een

veld v zodat u = rot v.

6) Bepaal alle vectoren v zodat
rot v = (2xy22 + xy3, xzyz - yzzz, —y3z - 2x2yz) .
7) Gegeven:
a= (3y422, 4x322, -3x2y2) .
Bereken een vectorpotentiaal b van a, waarvoor b(0) = 0.
8) Bestaat er een veld a zodanig dat

a) rot a = (x,y,z) ?

b) rot a = (2,1,3) ?
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§ 6. Het bepalen van een veld uit zijn rotatie en divergentie

In deze § is R een stervormig gebied.

Opgaven.
1) Zij w=u + v; rot u =0, divv = 0 in R, dan bestaat er een vectorveld g

en een functie ¢ zodat v = rot g, u = grad ¢, terwijl

b = div w
grad div g - Aq = rot w .

2) Laat R begrensd zijn door een oppervlak S.

Bewijs dat bij gegeven f, g en h er in R hoogstens één oplossing v is van

rotv=f inR,
divv=g inR,

(v,n) =h op S .

Probleem.

Gegeven zij een functie f(x,y,z) en een divergentievrij veld w. Bepaal een

veld v zodénig dat
divy =
rot v =

Oglossing.

Bepaal Y, met div v, 1 (5§ 4)

Bepaal v, met div v, =0, ot v, = w (s 5) .

V=Y, tY, is een oplossing.

- Zijn v en v' beide oplossingen van het gestelde probleem, dan is v - v' de

RE

= f, rot v

]
(=3

gradient van een harmonische functie. Omgekeerd: is v een oplossing en ¢
harmonisch, dan is ook v + grad ¢ een oplossing.
St.ell:i.ng. (Helmholtz)

Zij v(x) een vectorveld in R dan is er een functie p(x) en een

veld u(x) 26 dat

y_(_:_c_) = grad ¢ + rot u; div3= 0.
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Bew:i.j S.

Bepaal een oplossing van Ap = div v, Z2ij w=1v - grad ¢. Nu is rot ¥ = rot v;

div w = 0. Neem voor u een oplossing van:

{rot u=w
divu=20 (§ 5 .

—

OEEave.

3) Bepaal een vectorveld u zodat divu = 2x + y + 1, rot u=g,;.
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Hoofdstuk V. Coordinatentransformaties

§ 1. De vectoroperaties in kromlijnige orthogonale codrdinaten

De vectoroperaties grad, rot en div zijn zo belangrijk, dat we hiervoor ook
formules willen hebben als we niet met gewone rechtlijnige rechthoekige codr-
dinaten werken, maar met andere coordinatenstelsels zoals bolcodrdinaten of
cylindercoordinaten,

We beschouwen dus een coordinatentransformatie

x = x(u,v,w)
y = y(u,v,w)

z = z(u,v,w)

of x = x(u), die we tweemaal differentieerbaar met continue partiéle afgelei-
den van de tweede orde veronderstellen. We maken echter nog een veronderstel-

ling, nl. dat de coordinaten u, v, w rechts orthogonaal zijn. We kunnen dit

zo uitdrukken, dat in ieder punt de drie vectoren

X Ix 85
ETAE "

twee aan twee loodrecht zijn en in de hier gegeven volgorde een rechts stel-

. sel vormen, Iets meetkundiger kunnen we dit als volgt uitdrukken. De vector
9X : .
o geeft de richting van de raaklijn aan de kromme, die ontstaat door v en w

constant te nemen. Zulke krommen heten parameterkrommen van het codrdinaten-—

stelsel. In elk punt zijn er drie: v en w constant, w en u constant, u en v
constant. Geeist ﬁordt nu, dat in ieder punt deze drie parameterkrommen lood-
recht op elkaar staan. Bij bolcosrdinaten klopt dit inderdaad, want 6 en ¢
constant zijn halve lijnen uit de oorsprong, é en r constant zijn halve cir-
kels met middelpunt in de corsprong en middelliin langs de z-as, r en 8 con-
“gtant zijn cirkels evénwijdig met het (x,y)-vlak en met middelpunt op de
z—-as. In elk punt staan deze drie krommen loodrecht op elkaar. Men

kan het ook formeel narekenen:

sin @ cos ¢ r cos 8 cos o ~r sin 6 sin ¢

oX
= [ r cos @& sin g, £ = | r sin 8 cos o].

mlw
@ K

9 i
a—r" sin § Bing |,

cos @ . \-r s8in 8 0
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Deze vectoren zijn inderdaad twee aan twee loodrecht., Verder vormen ze in de
9x ox X
volgorde 3 * 39 * Ty eem rechts stelsel, hetgeen men b.v. verifieren kan

ax ax X
door na te gaan dat §§:x g een positief veelvoud van ?% is (het 1s trouwens

ook meetkundig in te zien). Ook bij cylindercoordinaten klopt het; het stel-

sel is rechts als we de volgorde r, 9, z nemen.
0x ax ax
De vectoren T3 3y ° By 2iin nu onderling loodrecht, maar het bshoeven geen

eenheidsvectoren te zijn. De lengtes van deze vectoren heten schaalfactoren:

Bx ax ox
hl = ]_a-l._l| ] h2 = Is; ’ h3 = |W| .
Voor de bolcoordinaten zijn deze schaalfactoren

h, =1, h, = r, h3=rsine;

hy=1, hy=r, hy=1.

We trekken nog enige conclusies uit de orthogonaliteit, Hieruit volgt dat
X 9X 9x 9x  3x X '
= X =—— . Omdat het stel-

= % — dezelfde richting heeft als — , dus —— X =—
du  dv ow du  dv w
sel rechts is, is A > 0. Neemt men nu hiervan de lengte, dan is h,h, = Ah,.

_ 12 3
Hieruit volgt de derde van de volgende drie gelijkheden (de andere gaan

analoog):

%x by ax %x ax hy ox 9x 3x by 3x Ix
— A e—— Sv— — ’ — LT ey S— L s —— R —— x — .
du h2'n3 v 8w ' 3dv h3hI ow  du ' 3w hlh2 du 9V

Tenslotte de determinant van de drie vectoren:

D(ﬁ ] = =) .

Omdat het stelsel rechts is, is deze positief en verder gelijk aan de inhoud
van het door de drie vectoren opgespannen parallellepipedum. Omdat de vecto-

ren echter loodrecht zijn wordt dit eenvoudig: h1h2h3.
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De Jacobiaan van x(u) is dus:

A(x,y,2) _
3(u,v,w) hlh2h3 '

Als er nu een vectorveld a gegeven is, dan gaan we dit in een bepaald punt
niet ontbinden in zijn gewone rechthoekige componenten a,3,,2, maar nu op

een wijze die aangepast is aan de nieuwe coordinaten: we nemen de projecties
8x  9x  3x
3u ' dv ? ow
komen we dan tot de definities:

op de vectoren . Gebruikmakend van de schaalfactoren h],h h

2'3

ax IX ax
a =+ (a,—) ,a =4 (a, =) , a = (a, —
u hl = 3u’ * %y h2 = v’ * “w h3 = o’

Dit komt als volgt inderdaad op een ontbinding neer. Als 228,18 eenheids-

: Ehs
8x 9X Ix 2°=3
vectoren zijn in de richtingen resp. van TR TR dan is

a=ae +ae,*ae,.
= u—1 v—2 w3

Men moet echter niet uit het oog verliezen dat i.h.a. 228,184 Van punt tot

punt verschillen.

We kunnen grad ¢ nu direct in de nieuwe componenten ontbinden:

ax ]
1 X _1_ 32 3x . 3ady . dadz, _1 3u
(grad o) = Y (grad a, 7o) B, 5% 3a * 3y 50 * 3z 30 h, 3
en analoog voor v en w, Dus:
1 3Ba 1 3a 1 3a
(grad a)u ET-EE s (grad a)v ﬂ; v (grad u)w E;-EE .

Voor de rotatie kunnen we op deze wijze aantonen:

. :

1 3
(rot E)u = R hg {Bv (h3aw) T (hZav)} y
1 3 9
(ot 2y =75, fow M%) " g Ba3))
(rot a) = _l... {a_ (h a ) - a_ (h a )}
—="w  hh, “3u ‘2% dv. 1w’

172




_63_

Past men dit toe op bolcoordinaten, dan vindt men

{rot g)r= 5 1 '{g—e (r sinean) —g—a(r ae)}=

r~ sin 6
J1%% 1 P core
r 38 T sin 6 3¢ r ¢
1 a4
(rot E)e = T3 {a@ - 3T (r sin 8 a¢)} =
] ) Bar ) 'c)aqJ _1, ‘
r sin 8 3¢ dF r ¢ °
Jda da da
=1 8 oy __8_1 " 1 _
(rot E)CP == {5-1:; (r ae) ae_} T T35t T %

De formules voor cylindercoordinaten kunnen met behulp van de algemene for-
mule ook direct opgeschreven worden.

Een andere manier om deze formules af te leiden gaat uit van de uitdrukking:

(rot a,n) = lim-i—- é (a,t)ds .
A0 K

(Zie hoofdstuk III §4.)
_ ax
Voor de berekening van (rot i)u nemen we een oppervlakje loodrecht op 7q en

wel een georiénteerd kromlijnig "rechthoekje" begrensd door parameterkrommen:

u en w constant, en u en v constant (zie fig.}. De oppervlakte is h2h3AvAw.

(u,veav)

(u,v)

(uw) (Uw +aw)
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Op de lijnen met w is constant is (a,t) = a . De lijnintegraal over zo'n zij-

de is dus op het teken na avthv. Er zijn twee zulke rechthoekszijden. De bij-
drage van beide samen wordt: - %G (avhz)AvAw. De beide andere zijden leveren:

3

5= (awh3)AvAw en dus:

_ 1 3 B
(rot i)u = EEK; {E; (awh3) e (ath)} .
Om een uitdrukking te vinden voor div a in kromlijnige coordinaten gaan we

ult van

div a = lim L JJ (E’E)dc .

v
V=0 3

{Zie hoofdstuk III §3).
Voor V nemen we een kromlijnig kubusje met ribben langs parameterkrommen, en
een lichaamsdiagonaal gaande van (u,v,w) naar {u + Au, v + Av, w + Aw), De
inhoud van het kubusje wordt dan = hlh2h3AuAvAw. Op de vlakken u = constant
is de normale component van a : a - De bijdrage van deze beide vlakken wordt
dan

aChZ:iau)AuAvAw .

Men vindt zo:

1.9 3 5
B h,h, {55 (phya ) + 55 (hghya ) + o= (hyhya )} .

div a =

In bolcoordinaten krijgen we

: ! 3,2 . 3 : 3 ~
div a —3—*f—~—-{§; (r® sin 6 ar) * =3 {(r sin © ae) + Fry (r am)} =
r sin 6
- aar + 1_339 + 1 aam + g—a L cot e
or r 38 r sin & 3¢ r “r r B *

in cylindercoordinaten
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da
. 1 ;9 P ] -
div a - {Br (r ar) * 50 + 32 (r az)}
3a da da
or r 99 z r r

Door samenstelling van de formules voor gradient en divergentie krijgen we

een formule voor A:

VRS S B e N W I N B
h]hzh3 du hl 3u av h2 Y ow h3 oW

In bol- en cylindercoardinaten geeft dit al wvan vroeger bekende formules.,

Bolcoordinaten:
1.9 L, 2 . . da.  ® ,. . 3 , 1 3
A = — . [ e — —— — { —— ——— =

: 57 (¢% sin 0 50) + 57 (sin 6 55) + 59 GIn e 39

t~ sin ©

320 1 324 1 3% 2 31 cot B

STt T3 * ) YT T T 3 38 ¢
ar r® 38 r- sin"6 3¢ T

or ar 39 ‘r 99 3z 3z
_o%a 1 2% bl 130
I Ay g B T

We merken tenslotte nog op dat de regel dat men Aa voor een vectorveld a
kan verkrijgen door A& op de afzonderlijke componenten van a toe te passén,
in kromlijnige orthogonale coordinaten niet meer opgaat. Men kan echter ba

uit de vorenstaande formules wel afleiden door gebruik te maken van de for-

mule

Aa = grad div a - rot rot a .

Oggaven .

1) Geef het vectorveld a = (z,-2x,y) in cylindercodrdinaten. |
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2) Gegeven de codrdinatentransformatie

X = uv cos @

]

uv §in ¢ s u20,vz0, 0=cg¢ <21,
2 2
b(u™ - v

y

Bewijs dat de coordinaten u, v en ¢ rechts orthogonaal zijn en schrijf

grad o, rot a, div a en Ad in deze coordinaten.

3) Als 2) voor de coordinaten (£,n,¢) gedefinieerd'door

x = s8inh & sin n cos ¢
y=sinh £ sinnsing ; £20,0<n<7,0<¢<2n,

z = cosh £ cos n

4) Gegeven: x = (x(t), y(t), z(t)).
ax d’x
Druk —— en —= uit in cylindercoordinaten (r,¢,z).

dt dt2

5) Bewijs dat in ieder rechts orthogonaal coordinatenstelsel geldt:

div rot 2 =0 en rot grad ¢ =0 .

6) Gegeven de coordinatentransformatie

x = }(u2 - vz)

y = uv -0 < u< @ vl =<z,

e

zZ =2z

Schrijf de vergelijking Aa + {3 - ¢(x,¥,2)}a = 0 in de coordinaten {(u,v,z).

§ 2, Transformatie van meervoudige integralen

- Gemakshalve beperken we ons tot 2- en 3-voudige integralen; voor n-voudige
integralen gaat alles echter net zo. '

Zij R een gedeelte van R3. We willen de meervoudige integraal

JJJ £(x,y,2)dxdydz
A .

bepalen en wensen andere coordinaten te gebruiken.
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Laat

x = x(u,v,w)

y = y(u,v,w)

z = z{u,v,w)
een differentieerbare afbeelding x = x(u) van een R3 in een R3 zijn. We zoe-
ken in de u-ruimte een gebied R'zd dat bij iedere x uit R &&n u uit R' be-

hoort en omgekeerd. Dan geldt:

Stelling 1.

J]] zeoasavaz - [

R R

3 (u,v,w)

J‘ FGe(u) |2ETa2) | qudvdw .

Definitie.

Een deelverzameling R van R3 (Rz) heet dun indien er bij iedere € > Q0 een
verzameling kubusjes (rechthoekjes) gevonden kan worden met een gezamenlijke

inhoud (oppervlakte) die kleiner is dan € en die R geheel overdekken.

Voorbeelden.

In R, zijn eindig veel punten, een lijnstuk, een stuk cirkelboog, dun., In R3

zijn lijnstukken, stukken vlak, dun.

Stelling 2.

Zij A een dunne verzameling in Ry; dan is

([ axas = 0.

A

Stelling 3.

Zij £(x) een begrensde functie en zij A dun; dan is

JJJ f(E)dxdydz =0,
A .

Zij x = x(u) een differentieerbare vectorfunctie van R3 in R3 die R uit de

x-ruimte &én~eenduidig op R' uit de u-ruimte afbeeldt. Zij f(x) een begrens-

de functie,
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I.p.v., stelling 1 heeft men nu

Stelling 4,

JJJ f(x)dxdydz = JJJ £(x(u)) L%%%f%f§%| dudvdw .
G G!'

indien G en R resp. G' en R' slechts dunne verzamelingen verschillen.

Bekende voorbeelden zijn de transformatie op poolcoordinaten en bolcoordina-
ten. De hierbij behorende functionaaldeterminanten kennen we reeds (hoofd-
stuk I §2).

OEmerking.

Past men de stelling toe voor gebieden in R, dan komt er

] £(x)dx = f Ex(w)) [$Eldu .
G G'

In wiskunde 10 hadden we de formule

b d
J f(x)dx = J £(x(u)) %E du met x(c) = a, x(d) = b .

a [

Ga na dat de beide formules gelijkwaardig zijn; bedenk daarbij dat als %E

van teken wisselt de formule uit wiskunde 10 niet geldig is en evenmin stel-

ling 4.

Opgaven.

1) Bereken JJ (x4 - ya)dxdy over het in het eerste kwadrant gelegen gebied,
ingesloten door de krommen: x2 - y2 =1, x2 - y2 = 4, x2‘+ y2 =9,

xz + y2 = 16,

Aanwijzing: substitueer x2 - y2 =u en x2 +y v,
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2} Bereken JJ xydxdy als G het parallellogram is begrensd door
G

y=ix,y=4ix+2, y=3x,y=3x- 4.

3) Bereken de oppervlakte van het deel van het platte vlak gegeven door de

betrekkingen:

X, 72
(a * b) =

|

- %-; y20; (a>0,b>0).
Sy . . 2 . 2
Aanwijzing: substitueer: X = ar cos ¢} y = br sin'¢.

%) Bereken JJ dxdy als G het gebied is begremnsd door de krommen:

G
a) xy = I3 xy = 43 x = y3 x = 2y; (x>0, y > 0)
b) xy = 15 xy = 2; y =x; 5 =2x.
2 2 2 2
C)y=1—2x;y =4-—4x;y=]+2x;y=9+6x;(y>0)‘
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