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DIFFERENTIAALREKENING VAN FUNCTIES VAN MEER VERANDERLIJKEN

Een vectorfunctie van R2 in R2 is gedefinieerd door de betrekkingen :

]

2 2
u=x -y
{v ixy.

Schets in het {u,v)~vlak de beelden van

0
0

Vo

a) het halfvlak x
b) het halfvlak y

Y

¢) het eerste kwadrant van het (x,y)-vlak {

d) de cirkel xz + y2 = 1

x =0

vy =90

Correspondeert met elk verkregen punt (u,v) &&n punt (x,vy)?

Een vectorfunctie van R2 in R3 is gegeven door de betrekkingen:

u = x +

V=X -y
2

W= X .

Schets de beelden van

a) het (x,y)-vlak
b} het halfvlak x
¢) het halfvlak y

v

Q
0

[\

Xx=<Q

d) het derde kwadrant van het (x,y}-vlak

y=<0

Bewijs dat bij elk verkregen punt (u,v,w) slechts &&n punt (x,y) hoort.

Ziin de‘volgende vectorfuncties continu in x = 07

a) £(x) = f(x,y) =
b) £(x) = £(x,y) =
e) £x) = f(x,y) =
a) £(x) = £(x,y) =

2
1y
X "'Ya

2 2

X

ky log(x” + y%) (x # 0); £(0) = 0

(x # 0); £(0)

S (x £ 0); £(0)
+y .-_ - -

2

it
<

1l
[aw]

(x #0); £(0) = 0




e)

. Een vectorfunctie f vanR2 in R

Schrijf f£(a + h) in

fl(x,y)
fz(x,y)
ES(X:Y)

f(a+ h)

en bewijs dat

m.a.w. dat f differentieerbaar is in (1,2).

. Zijn de vectorfuncties uit vraagstuk 3 differentieerbaar in x = 07

. Bereken de functionaalmatrices van de volgende vectorfuncties in het gege-

2
=x+y

xy

=.x2 -+ y

3

de vorm

2
%=

x2+2y

u® = (U, uy(x,y)) = (

2 2 2 2
X +y X +y

£2) + An + [n] e() voor 2

lim jeW] =0,

h[»0

ven punt a

a)

b)

c)

d)

e)

£ (x,Y)

f(x,y) = 3x2y - xy3 + 2

f(x,y,z) = xzyz + 3x22

fl(X,Ysz)
£,(x,y,2)

f3(x,y,2)

f](x,y,z)

fz(X,Y,Z)

£,(%,y)

f3(x,y) =

2 +

i
b

= xXyz

2xy -

_ 2
= xyz

3xy2

[}

=x + by

= 3xy

x° - 3y

Yy — 2

2
y 2z
- 4y2

2
- vz

o

Y

i

e

Je

u

H

is gedefinieerd door de betrekkingen:

(1’2) enh = (hsk) # (D)O)

(1,2)

(1,21_1)

(1,1,1)

(1,-2,3)

(1,1)

2
) (x # 0); u(0) =0,



7.

12,

Een vectorfunctie is gegeven door de betrekkingen:

u=x(1 - rz)_%
v =vy(l - rz)_é met r2 = x2 + y2 + 22 < 1.
W= 2(l - r2)~

Bereken:

3(u,v,w)
a(x,y,z)

Een complexe functie w = £(z) van een complexe veranderlijke kan men opvat-
ten als een vectorfunctie (u(x,y), v(x,y)) van R2 in R2 door te stellen
W=u+ iven z =x + iy.

Beschouw de functie w = % = xliy . Schrijf u en v als functies van x en y.
Bewijs dat de Jacobiaan van deze functie gelijk is aan -’z|_4 en druk x en

y uit in u en v.

Een kromme in R3 is gegeven ddor de parametervoorstelling:

14 1.3 .
x(t) = (zt " 3t t).
Bereken de punten van de kromme waarin dé raaklijn evenwijdig is aan het

vliak x + 3y - 4z = 0.

Bewijs dat alle raaklijnen aan de kromme met parametervoorstelling

x(t) = (sin t + cos t, sin t - cos ¢, e“t) het (x,y)-vlak op de cirkel

x2 + y2 = 4 snijden.

Een deeltje inm R3 bevindt zich op het tijdstip t in het punt P. De vector
0P, van de oorsprong 0 naar P (de positievector), hangt dan van t af:
oP = x(t). Zij x(t) = (cos t, sin t, t).

a) Schets de baan van het deéltje.dx

b) Bereken de snelheidsvector v = E% en schets die voor t = Q en t =
dv o )
¢) Bereken de versnellingsvector a = Fr3 en schets die voor t = 0 en t = % .

.

| =

Op een massapunt P in,R3 (massd mi; positievector §jt))Werkt de kracht

2
K = (0, 0, -mg). Volgens Hewton geldt dan K = tia = i -‘L-‘zi . Als op het tijd-
dt :
stip t = 0 de plaat. vun }' en de snelheidsvector zijn (0,0,0) en (i,1,1),

bereken dan x(t)-




14,

I5.

16.

17.

Bewijs dat de som van potentiéle energie (mgz) en kinetische energie

(§m|XJ2) constant is.en dat de baan van P een parabool is.

Een kromme in R3 is gegeven door de vergelijkingen:

Xy + xz = 2
{Xz" yz +‘32= 1.

Bewijs dat deze kromme in het punt (1,1,1) raakt aan het oppervlak met ver-

gelijking xyz - x2 - 6y = =b.

Bewijs dat elke vector v in R, met lengte ! geschreven kan worden in de

3

vorm v = (cos @, ,CO8 0,, COB a3).

Wat is de meetkundige betekenis van o Oys O

’ ?
1 3

Zij £(x) een vectorfunctie van R3 in R1 die in het punt Xy~ (xo,yo,zo)

differentieerbaar is.

Bewijs dat de richtingsafgeleide van £ in het punt % in de richting van

v is:

ng cos al + (EE)

52 x=x cos o, + (%E)x= cos o
X-__ “"‘O Z

3y X=X 2 X -}—{0 3

Onderzoek of de vectorfuncties a) t/m d) uit vraagstuk 3 in het punt x = 0
een richtingsafgeleide in een willekeurige richting v hebben en zo ja bere-

ken deze.

Bereken de richtingsafgeleiden van de volgende functies in het punt a in de

richting van v:

a) f(x,y,2z) = xy + yz + xzj a=(1,2,3); v = (1,-1,1)

| <
[

]
H

x3y + y32 + z3x; a (1,2,3).

b) f£(x,y,2) (1,],1);l

In welke richtingen zijn de richtingsafgeleiden maximaal?

Bepaal een parametervoorstelling voor de kromme, door het punt (1,1,1), die
in elk van zijn punten loodrecht staat op het door dat punt gaande niveau-
vlak van de functie f(x,y,z) = xz + 2y2 + 322.

Schets de kromme.



18.

19.

20.

21.

Ontwikkel met behulp van de formule van Taylor de volgende functies naar
machten van (x - 1) en (y = 2):

a) £(x,7) 3

i

x3 + xy2 + y

b) fx,y) x2 + Xy + yz.

Ontwikkel tot termen van de derde graad in (x - 1) en (y - 1):

Bereken de extrema van de volgende functies:

a) f(x,y) ==x -y voor 0 sxs 1, 0< y £ 1
b) fix,v) = 2x2 + 2x + y2 voor x2 + y2 < 1.
¢) F(x,y) = 5x° - 4x° + 59"
a) £(x,y) = (57 + x%(9 - 8x)
2 . 2
e) f(x,y) = (y -~ x")(y - 2x%)
£) £G,y) = (x - I + (x - 9
g) f(x,y) = 2 - x2 - 2y2 + y4

Bereken de extrema van dé volgende functies onder de gegeven bijvoorwaar-

den:
a) fix,y) = x3y + xy3 - 2xy - x2 - y2 + 23 x2 + y2 = |
| 2 2
b) f(x,y) = xy ‘ 3 x° +y =1
' ' 2 2
c) f£(x,y,2) = xy + yz 3 x° +yT =2, yz =2
) £(x,y,2) = |x+y+z| T
e) f(x,y,2) = (xyz}2 P x2 4 y2 + 22 =3

£) f(x,y,2z) = X3 + y3 + 23 s Xty +ozo=|




22. Bepaal de extrema, hun aard en hun waarde,van de volgende functies op de ge-

geven verzamelingen:

a) f(x,y) = sinx + sin vy + sin (x+y); x =20, vy 20, x + y £ %
b) T(x,y) = x(x2 + yz - 2x%) : x2 + y2 < 4
c) f(x,y) = %x:a - xzy H X+ y2 s 1
d) f(x,y) = 4(x - l)2 - y2 H x% + y2 <4
e) f(x,y) = Xy N - x2 + y2 < 4
X 4y
£) £(x,y) = xzy - 2y3 H X+ y2 < 1

23, Bepaal het punt op de kromme

‘{xz - xy + yz - 22 =1
X2 + y2 -1
met de kleinste afstand tot de oorsprong.

24. Bepaal de punten op de ellips

x+y=1
{xz + 2y2 + z2 =1
met maximale en minimale afstand tot de oorsprong.

25. Bereken de kleinste afstand van het punt (0,a) tot een willekeurig punt op

de parabool 4y = x2.

26. Laat zien dat de afstand van een vast punt (a,b,c) tot een willekeurig punt
in het vlak ax + By + yz = ¢ minimaal is als de verbindingslijn van die
punten loodrecht op het vlak staat. Bereken die minimale afstand (de af-
stand van het punt tot het vlak).

27. Gegeven zijn 5 getallgn e €y e3, e, en ec.

Bepaal een kwadratische functie f(x) = ax~ + bx + ¢ zodanig dat

(£¢-2) = e 3 + {£(-1) = e + (£0) = eg}? # {£(1) - 3% + {£() - e}

minimaal is. (Methode der kleinste kwadraten)

4



VECTOR~DIFFERENTIAALREKENING

Bewijs:

a) 2 x pf* = |al?[p]? - (a1

b) |a x b| = |a] |b| sin ¢, waarbij ¢ de hoek tussen a en b is
) ax (o) =axbraxe

@) (@xb) x (ex@ = (axh, dg- (axb, )d

e) (_a_x@x(éxs)?(g»hxs)&

Gegeven zijn de vectoren a = (al,az,aB) # (0,0,0) en b = (bl’bz’bB) en het
reele getal o.

Bestaat er een vector v = (VI’VZ’VB) zodat geldt

axv=>b en (a,v) = a?

Gegeven: x(t) en y(t) zijn differentieerbare vectorfuncties van R, in R

1 3°
Bewijs:
dy dx
a) g—;(ﬁ.g) =& gt o3
4 dy dx
b) E(§X1)=§XEE+-&EX1.

Zij x(t) een differentieerbare vectorfunctie van R] in R3 met |§(t)| =c
(c constant) voor alle t.
Bewijs: Yy

dx

(x, EE) = O'voo? alle t.

Wat 1s de meetkundige betekenis van dit .resultaat?

Een deeltje P roteert om een vaste as xd (a # 0., A reeel) in R3. De plaats-
vector (= 5?) van P ten tijde t zij x(t). Bewijs dat een vector w(t) bestaat,

zodat
dx

v(t) = g5 = w(t) x x(t)

(De vector w(t) ‘heet hoeksnelheidsvector ed w(t) = |g(t)|is de hoeksnelheid).

;
1




-

Een lichaam voert een starre bewegin uit als voor elk tweetal deeltjes P

en Q van dat lichaam met bijbehorende positievectoren Ep(t) en .’EQ(':) galdt:
t - |-"

ENC %,

Bewijs dat voor een starre beweging, waarbij ieder punt P van het lichaam

(t)l is constant.

roteert om dezelfde as la, geldt

Yo = w(t) x E—P(t) met een van P onafhankelijke w(t).

Ten tijde t is de plaatsvector van een bewegend deeltje in R

3
X = a cos wt + b sin wt
waarbij a en b vaste vectoren zijn en W een constante is,
dx
a) Bereken de snelheidsvector v = I en bewijs dat x x v onafhankelijk van
t is. dy |
b) Bewijs dat de versnellingsvector a = 3¢ hear de oorsprong is gericht en

dat |a| evenredig is aan de afstand van het deeltje tot de oorsprong.

Ten tijde t is de positievector van een bewegend deeltje in R3, met massa m
en onderworpen aan een kracht K(t): x(t).

Bewijs dat

%—t-(ﬁxmx>=z=.><.1§-

Bewijs:

grad|x|% = a|_}_€_|a_2§ (o reeel getal),

Bereken een potentiaal van de volgende vectorvelden:

a) i=(siny—ysiux+x,cosx-l-xcosy'l'y)
b) v = (2:-:13y + v, xzey + x - 2y)

c) v=(x+2z, -y -2z, X—Y)

d) v = (2xy23 . xzz3 - 2y, 3x2yz2)

e) v = (2xy, x2 + 2yz, 1 + y2)



1l. Het vectorproduct a X b staat loodrecht op aen E.

Staat rot v = vV x

1<

loodrecht op z? ' k

12, Zij ¢ en ¢ een - resp. tweemaal continu differentieerbare R3 -+ Ri functies .i
en v = ¢ grad ¢. |

Bewijs rot v L v.

13. Bereken

. . 2 .
rot(r grad %D en div(r grad %D (r = Véz + ¥y o+ 22 #0).

14, a) Bewijs

rot(|x|% x) =

i
=]

b} Bereken o uit: -

div(L§|a‘§) = 0 voor alle x # 0.

e i ik

15. Bewijs:

(2, rot ga) = ¢(a, rot a).

16. Gegeven: het tweemaal continu differentieerbare vectorveld u in R3 waarvoor
geldt div u = 0 en rot u = 0.

Bewijs:

A(u,x) = 0.

17. Zij ¢ en ¢ tweemaal continu differentieerbare Ry R, functies.
Bewijs:

A(pd) = @A) + (Ag + 2 (grad ¢, grad ¢).

18. Zij F een tweemaal differentieerbare R, = R] functie. Zij £(x) = F(’El) een

R3 - R1 functie.

Bewi]js:
2F' (|x])

AE(x) = F"(|x[) + T (x #0).

Bereken f als Af = 0 is.




s 10 =
VECTOR-INTEGRAALREKENLING
(1,1) _
1. Bereken J ydx‘+'(y2 - x)dy langs de kromme met parametervoorstelling:
(G-, 0)
a) x(t) = (t,8)
b) x(t) = (£5,¢%)
c) x(t) = (£,t%) (@ > 0)
d) x(t) = (t, sin £9).
(1,1)
2. Bereken ydx + xdy langs de krommen uit vraagstuk !.
(0,0)
3. Bereken:
(“130)0)
a) (u,t)ds
(1,0,0)
langs de halve cirkel y = V1 - xz, z =0, als u = (0, x3 - y3, o).
(—1,1,0)
b (u,t)ds
(0,0,0)

langs de parabool y = x2, z=0, als u = (xyz, xzy, 0).

4. Bereken langs een rechte die begin- en eindpunt verbindt:

(2,2)
a) J yzdx
(0,0
(1,2)
b) J ydx
(2,1)
(2,1)
c) xdy

a,n’.



- 11 -

Bereken:

a) § (x2 - yz)ds als K de cirkel 2 + yz =1, z =0 is in positieve zin
K .

doorlopen.
(1,1)
b) J xds langs de rechte v = x
(1,1) _
c) J ds langs de parabool y = x2.
(0,0)
(1,1,1) .
Bereken (u,t)ds langs de kromme gegeven door de vergelijkin-
(0,0,0)

_ .2 3
gen y = x en z = x~ als:

L]

a) u (2xyz3, *x223 - 2y, 3x2yzz)

b) u = (2xy, x* + 2yz, 1 + y).

Bereken J (u,t)ds als K de cirkel x> + y2 =1, z=11is, met t = (~1,0,0) in
K
het punt (0,1,1) en u als in vraagstuk 6.

Gegeven-'is de kromme met parametervoorstelling

t3/2).

x(t) =(cos t, sin t,

Bereken de lengte van het stuk tussen de punten corresponderend met t =

en t = 4.

Bereken de lengte van &&n boog van de cycloide:

&

t - sin t

it

1 - cos t.

< L e ¥ L AR S T S



g

Ly -

10, Bereken: J[ gdydz + ydkdy als § is:
5 .

a) het oppervlak gegeven door de paramétervoorstelling

' =u+ v

2 _ 2
y=u -v,

o
in
e
A

.
o
A
<
A

Z = uv

en de z—component van n niet negatief.
2

b} het deel van het cilindervlak x2 +y 1 met 0 2 2z = ! en de normaal

van de z-as afwijzend.

11. Bereken:
2
xzdydz + yzdxdz + x dxdy
8
S5 is het oppervlak gegeven door de parametervoorstelling

sin u cos v

X = |
i 1 T[ . -
=ginusinv } m<u <7, 0 £v £ 21; nis in (0,0,-1) naar
y = > n :
Z = cos u boven gericht.

12, Bereken: JJ (x,n)do als § is

a) het oppervlak gegeven door z = xy + 1, 0 £ x <1, 0=y = 1;
n in-(0,0,1) naar boven gericht,
b) het oppervlak gegeven door z = x2 + yz, x2 + y2 £ 1; n in (0,0,0) naar

beneden gericht.

13. Een oppervlak is gegeven door de parametervoorstelling:

=4 cos V
=y sin v 0=u=1, 0=v =21,
]
z=u

Wat stelt dit oppervlak meetkundig voor?

Bereken de oppervlakte.



14.

15,

16.

“b) § (p grad ¢, t)ds = - § (¢ grad ¢, t)ds.

.

..13_

e

Gegeven: de paraboleoide z = xz + y2 en de cilinder 4x2 + 4y2 = 1. ‘
Bereken de oppervlakte van het deel van de parabololde dat binnen de cilin-

der ligt.

Gegeven: de kromme C, gegeven door de parametervoorstelling x(t) = (t,t2,2t3) -
en het oppervlak V, gegeven door de vergelijking z = x2 + 3y2 -~ 2xy.

Bereken de (scherpe) hoek tussen C en de normaal op V in de snijpunten van :
Cen V.

Bereken JJ (u,n)dc voor:
be)

a) u = (x,y,z); S is het gesloten oppervlak van de kubus begrensd door de

vlakken x = + 1, y =+ 1 enz = + |; n wijst naar buiten,
2 22 2 . | i
b) u = (xyz", x"2", x"yz); S is het gesloten oppervlak begrensd door :
z = x2 +,y2 en z = 1; n naar buiten geriche, i
2 . 2 2 2 . '
c} u = (xz, yz, x ); S is het boloppervlak x* + y +z = l; n naar buiten ;
gericht. ‘

d) u = (x,y,0); S is de halve bol x2 + y2 + 22 =1, z20; nin (0,0,1)

naar boven gericht.

e) u = rot a met a = (0, O, x2 + Xy - zz); S is de halve bol

x o+ y2 + z2 =1, z £0; n in (0,0,-1) naar beneden gericht.

Gegeven: S is een oppervlak begrensd door de gesloten kromme K.

Bewijs: -

a) JJ Ggrad ®) X u + ¢ rot u, n) do = % (pu,t)ds
S K

als de omloopszin van K en de normaal op § bij elkaar passen

N.B. Een gesloten kromme K in het vlak z = ¢ wordt in positieve zin door-

lopen als de omloopszin van K in overeenstemming is met de normaal-

keuze n = (0,0,1) (zie vraagstukken 18 en 19).




18,

~ th -

Bereken:

a) % yzdx + xydy als K is een vierkant in het xy-vlak z5 doorlopen dat op-
¥ .

volgende hoekpunten zijn (1,1), (=1,1), (=1,-1), (1,=1).

b) § ydx -~ xdy als K de cirkel xz + y2 = 1, z =0 is in positieve zin door-
« ;

lopen.

c) é xzyzdx - xy3dy als K de driehoek is met hoekpunten (G,0,0), (1,0,0)
K

en (1,1,0) in positieve zin doorlopen.

d) % (2x3 + yidx + (x + 3y2)dy als K de gesloten kromme is, gegeven door

K

de parametervoorstelling x = (t2 -1, t3 - t, 0) (-1 £t 5 1).

e) % (2x3 - y3)dx + (x3 + y3)dy als K de in pesitieve zin doorlopen cirkel
K

x2 + y2 =1, z =0 is.

Bereken:

a) é (u,t)ds als u = (-3y, 3x, 1) en K de in positieve zin doorlopen cir-
K

kel x2 + yz =1, z=4 1s.

b) JJ xdydz + ydxdz + zdxdy als § de bol (x - 1)2 + (y - 2)2 + (z - 3)2 = 1
S

is; n wijst naar buiten.

c) $ 2xy22dx + 2x2yzdy + (xzy2 - 2z)dz als K de gesloten kromme is, gege-
KJ

ven door de parametervoorstelling x = (cos t, sin t, sin t) (0 < t < 2r)



20.

21,

T e Lt e

_.15._

Zij R een gebied in R.. In R zijn de tweemaal continu differentieerbare

3°
tijdafhankelijke vectorvelden E(x,t) en H(x,t) gegeven.

[

Voor elk oppervlak S in R, met gesloten randkromme K, gelden de volgende ?

relaties: S

é (E,t)ds = - == ” (H,n)do
K \ S

§ (H,t)ds
K

g—t' J (E,n)do,

wn—

‘. . .. ., 0
waarbij de omloopszin van K en de normaal op S bij elkaar passen, (t in T
is de tijd en t is de eenheidsraakvector aan de kromme). In R geldt dan,
aangenomen dat differentiatie en integratie verwisseld mogen worden,

3H SE '

E=-=— ¢ rot H = — .
rot = 5 °° 1=3

Bewijs.dit.

(Dit zijn de vergelijkingen van Maxwell voor de elektrische- en magnetische

veldsterkte E en H)

Als voor de véctorvelden_g en H uit vraagstuk 20 de volgende betrekkingen

gelden:

n
1
¥
~
o
rt
s
f

’E
rot_E 5?

[
o

div E , div H= 20
bewijs dan, dat E en H beide voldoen aan de vector golfvergelijking

2y

AX S —,
at
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POTENTIAALTHEORIE

Gegeven: h&k scalaire veld

1 1
l‘p B— + = = T + L]
T ST el eyl el
en het bolopfervlak
s: k% + y2 + 22_ = 9/4,

Bereken:

Z21j u(x,y,z) en v(x,y,z) harmonische functies in een gebied R, met

grad u # 0 in R en zij v = f(u), waarbij f een tweemaal, K differentieerbare

R] > R, functie is. Bewijs dat f lineair is.

Verifieer de tweede identiteit van Green in het geval: R is het gebied be-

grensd door de vlakken x =0, x =1, y =0, y=1, 2=0, 2z =1; 9 = xzy;

¢ = 23.

Zij ¢ harmonisch in een gebied R in R,. Bewijs dat het veld v = grad ¢ zo-

50
wel divergentievrij als rotatievrij is in R.

Bewijs dat het vectorveld u=¢ x x (c constante vector) divergentievrij is.

Bepaal een veld v z0 dat u = rot v.

Gegeven:

a) u=(x+3y, y- 2z, x + az)
b) div u=20

Bereken:

a) a

b) een vectorpotentiaal van u.

Bewijs:

rot =5 =0 (x #0).



10.

12.

13.

_]7_

X
Bepaal een scalaire functie ¢ zd, dat _'2 = grad ¢ met ¢(J§,0,0) = 0.
x .
Gegeven:
u = (axy - 23, (o - 2)x2, (1 - a)xzz) en rot u = 0.
Bereken:
a) o

b) ¢ met u = grad ¢ en ¢(0) = 0.

Bewijs: rot(g grad ¢) = 0 als p continue tweede afgeleiden heeft.

Bepaal een potentiaal van ¢ grad ¢.

Bewijs: div(grad ¢ x grad ¢) = 0 als ¢ en ¢ continue tweede afgeleiden heb-
ben.

Bepaal een vectorpotentiaal van grad ¢ x grad §.

Bepaal o( x2 + y2 + 22) = ¢(r) z0, dat div(gx) = 0 en ¢(1) =1 (x # 0).

Bereken daarna een vectorpotentiaal u van ¢x met 3((1,1,!)) = 0.
Bepaal een vectorveld in R
{rot_\_f=9__

dile = i,
Bepaal een vectorveld in R3-zo dat

{rot v = (]‘,l,l)

div v =‘0.

5 20 dat

Bepaal een vectorveld in R, zo dat

.{rot v=(z~-y, X~ 2,y - Xx)

div v =0,

In R3 is gegeven het vectorveld

E;= (xy + zz, yz + x2, xz + yz).

o A oty

I
)
r




Bepaal een functie ¢(x) en -een’ V.eld'__l._l_(Z{_) zo dat

{1 = grad ¢ + rot u

div u =0,
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COORDINATENTRANSFORMATIES

2

3

Bereken JJ Xy dxdy als G het gebied is begrensd door de parabolen y = x

G

y = 2x2, y2 = 2% en y2 = 3x.

Schets het gebied waarover geintegreerd wordt in de volgende integraal

1 4=x ‘
[ w [
3x (3x~y+8)

Bewijs dat door de substitutie x = u + v, y =3v —u de integraal overgaat

in

Bereken I.

Bereken met behulp van de substitutie u = x — y, v = x + 2y de integraal

JJ (X+Y)2dxdy
. ‘

als G gegeven is door

0 <xys1en O < x+2y £ 2,

Bereken:

=y
J XYY dxdy

G
als G de driehoek met hoekpunten (0,0), {(0,1) en (1,0) is.
Bereken

lj {(x - y)2 sinz(x + y)dxdy

als G het vierkant met hoekpunten (n,0), (2n,n), (®x,2n) en (0,r) is.

et el L
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ANTWOORDEN DIFFERENTTAALREKENING VAN FUNCTIES VAN MEER VERANDERLIJKEN

1. a) én b) het hele (u,v)-vlak, De lijn x = c(onstant) heeft als beeld de pa-

rabool 402u = 4(:4 - v2. De 1lijn v = c heeft als beeld de parabool

4c2u = v2 - 4c4.
¢) het halfvlak v = 0.
d) tweemaal de cirkel u2 + v2 =1,

Ween, want (x,y).en (-x,-y) hebben hetzelfde beeld,

2. a) de parabolische cilinder met vergelijking (u + v)2 = 4w,
b) deel van de cilinder met u + v 2 0,

¢) deel van de cilinder met u = v.

u s -v
d) deel van de cilinder in het "kwadrant" {
Vv
. 2 _ . oo
Bij gegeven (uo,vo,wo) met (u0 + vo) = 470 vinden W;J X, §(u0 + VO)
en yy .= %(u0 - vo). Maar dan is ?ok Xq = Z-(uO + vo) = Wy

3. a) Neen, want op de parabool x = y2 (y # 0) is £ = §,

2 2
b) Ja, want Voor'E_% Q_is|§§z—z-- 0] < y2 < g vVoOr |Y| < Ve .
; X2ty

c} Ja, want\voor x = 8(cos ¢, sin @) (8§ > 0) is |xy log(x2 + yz) - 0| =
= 52Isin 9 cos ¢ log 52| = 52|(sin 2p)log 6| £ 621103 6[ -0 (8 = 0).

- 0| =

d) Ja, want voor x = $(cos ¢, sin ¢) (8 > 0) is |y sin

= §|sin ¢ sin l§| £ 68 < g voor § = VA y2
N

e) Neen, wantilql,o))= (1,1 (A # Q).

1
2 2

X' +y

x - 0] <e.

14h + (24k)2 5 h + 4k + k2 AN
4. £Cath) = | (1+)(2+k)  J={ 2 |+| 20 + k + nk |= £(a) +| 2 1 ( ) +
(1+0) 2424k 3 9h + k + hZ 2 1/ \k

2 2

k k
¢h2+k2

+| hk |= £(a) + Ah + hk |= £(a) + Ah + |h| e(h) met
h2 ;h!+kE h2

k A
(T 2.7 &
E(_Ig)-—-xé_r hk | . Dus lim le(w)| = lim ket
+k 2 |h[+0 Ih|+0 %§+k§
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want

b..22 4 bop 2,2 4 22
_ AbeAdad At nle = h?a? = |n} > 0.

0 < < = =
FLE ST RRT R

. @) Neen, want niet continu in x = 0.

b) Ja, want £(h,k) + 0 voor /E2+k2 + 0 ((h,k) # (0,0)).
AT L
c) Ja
af

d} Neen, want 3y bestaat niet in x = 0.

e) Neen, want niet continu in x = 0.

6. a) (4 -9)
~-18 25 -12
d)
b - - -
S 12 0 -4 :
2 1 ~1 ] 6
ey |1 1 2 e) {3 3
2 0 -l 2 -6
5
7. 0 -t5H" 32
{“ ey 2,72
8' .
S A S
Ve 2 A )
x“+y u v
1 1 8
9. ('Zs —3"" 1) en (4, ‘3‘: ~2).
.. ey 2 2
11. a) Schroeflijn op de cilinder x~ + y = 1.
b) v = (~sin t, cos t, 1}; (0,1,1) en (-1,0,1).
c) a = {-cos t, ~sin t, 0); (—1;0,0) en (0,-1,0).
12, x(t) = (£, t, t =} gtz)
v(t) = (1, 1, | - gt)
ngz + jnly|® = mgt ~ ng?t? + fm (24 (1 - gn)?) = 2
Baan: x=t, y=t, z=t - %gtz: doorsnede van vlak x=y en de parabolische cilin-

der z = x - éng,

T A

A~
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g o

I3}}Dg‘r§§klijn aan de kromme: x = (l,1,1} + A(2,-1,-3) ligt in het raakvlak

fgggﬁ;hgt oppervlak: x + S5y -z = 5 6f: (grad f)(] 1,1) = (-1,-5,1) 1 (2,-1,~3),

-;_:'Wéﬁgtbij? £(x,y,2) = xyz -_x2 - Oy 1is.

‘ 14;gqjgiéﬂdé hoek tussen v en de x-as, enz.

. t cos a]
R . (8f 9f 3f :
,E(Eo.f pz) f(EO) = (ax‘5§ 32’ x=x t cos az + |t£| e(tz) met
B . ' t cos a,
1im |e(t3)| = 0 op grond van de differentieerbairheid van f.
0
: ' cos o
I I VT I Y :
Dus lim = ('8_}2-3__3;)}{=x cos a,
>0 t ¥ 92 X%y
cos a4

15, a) In alle richtingen v = (vl,vz) een richtingsafgeleide, nml.

b Mo

<| <.

(v1 # 0) en O(V1 = 0)}.

—

b) en ¢) In alle richtingen een richtingsafgeleide gelijk aan nui.

of

d) Alleen in de richtingen van v = + (1,0) :i-(ax)x=0 = 0.
16. a) 3 /3 b) 32 /TG

a) v = (5,4,3) b) v = (1,1,1).
17. x(t) = (t, t2, 3, —» < t < w,

Doorsnijding van de cilinders met vergelijkingen y = x2 en z = x3.

18. a) f(x,y)

13 + 7(x-1) + 16(y-2) + 3(x—1)2 + 4(x~1)(y-2) +

1v-2)% + =133 + (x-1) (y-2)% + (y-2)°.

+

]

b) £(x,y) = 7 + 4(x=1) + 5(y=2) + (x=1)2 + (x~1)(y~2) + (y-2)°%

19 o= =1 - G+ GmD ¢ oD - 26D G- ¢ GeDE s
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21,

22,

a)

b)

c)

d)
e)

£)

g)

a)

b)

c)

d)

e)

)

a)

b)

_23_

globaal maximum 0 in (0,0)

globaal minimum -2 in (1,1)

globaal maximum 4 in (1,0)

globaal minimum ~} in (-},0)
locaal minimum 0 in (0,0)
locaal minimum Q' in (0,9)
geen extrema

globaal minimum 0 in (1,1)
locaal ﬁaximum 0 in (0,0)

globale minima - % in + (4,1) en + (4,-1)

globale maxima = in + }v2 (1,-1)

|+

globale minima — in

F+

WZ20,1)
Y2 (1,1)

globale maxima + in

ST R TR ] ot
b+

globale minima in + 12 (1,-1)
(1,1,2)

(1,-1,-2)

globale maxima 3 in

i+

globale minima 1 in

| +

globale maxima Y3 in i-%ﬁg-(l,l,])
globale minima 0 op de cirkel ;y+;=02
X"y +2T=1
globale maxima 1 in + (1,1,1), + (1,1,-1), * (1,-1,1) en + (~1,1,1)
2.2 2, 2. 2. 2
v o +z -3’ {x +z7=3 an {ﬁ +y =3

globale minima Q op de cirkels {x = 0 y =0 z = 0

locaal minimum % in<% (1,1,1)

globaal minimum O in (0,0)

globaal maximum 1 + v2 in (% , %)
. 32, 4

locaal minimum - 57 in (3’,_0)

globale maxima 2 in (I, i_/g)

globaal minimum -16 in (-2,0)

ik



c) 1oc_ale maxima 0 in (P,y) met 0 <y <1
locale minima O in (0,y) met -1 5y <0
locaal minimum - % /5'iﬁ (5/5, 1V2)
locaal ﬁaximum % V2 in (ﬁi/i, fi/ﬁ)
globaal minimum ~ %JS— in 6%/5-, -;-fS-) .
globaal maximum %g/g iﬁ C%Jg; - %/33

d) locaal maximum 4 in (Z,Q) :
globaal maximum 36 in (-2,0)

;. 16 .
globale minima - 16 in (i +

I
5 5 + 580

e) globaal maximum v2 in (4V2, 1V2)

globaal minimum -v2 in (-1v2, -}V/2)
f) locale minima - % in (i.%/ﬁ; - %)
. 2 . 2/*1
locale maxima g in (+ 3 2, 3)

globaal minimum -2 in (0,1)

globaal maximum 2 in (0,-1)
23, Er zijn 4 punten met minimale afstand tot de oorspromg: + (1,0,0) en + (0,1,0)

24, maximale afstand 1 in (1,0,0)

minimale afstand %Vg'in % (1,2,0)

25. |a|' als a < 2
2va—1 als a > 2

laa + gb + ye = &

26.
vﬁ? + 32 + Y2

=1 _ - -
27. a = ” (2e1 e, 2e3 e, + 2e5)
el (.
b = 0 { 2e1 e, o+ e, + 2e5)
_ 1 _ . _
¢ = == (-3e, + 12e2 + 17e, + 12e4 3e5).

3

w
L

1
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ANTWOORDEN VECTOR-DIFFERENTILAALREKENING

2. De onbekenden v, v, en v, moeten voldoen aan de volgende vergelijkingen:

I

- 33v2 + a2v3 - b1 =0

a3v1 - a1v3 - b2'= 0
—2,v, + 2|V, LT b3.= 0
av, +av, +av, —a = 0

11 2°2 33

Dit stelsel is alleen oplosbaar als de volgende determinant gelijk is aan

nul:
0 ~aq
ag 0
T2
it W

3, b,
-a -b
1 2 2024
. N (a, ot )(a by*a b, tasb ). = ]a| (a,b).
3
a, -0

Nu is IEJZ # 0, dus voor (a,b) = 0 is het stelsel oplosbaar.

We kunnen v ook expliciet uitdrukken in a, b en a; nml. uit a x v = b en

(z2,v) = o volgt

a x

Dus

v =

b=ax (axy) = (a,9a - (a,a)v = aa - |a|’v

lal™(aa - a x ).

4. Differentieer (x,x) = c2.

De raakvector aan een kromme op een bol staat loodrecht op de bijbehorende

voerstraal.

dx

5. De lengte van Eﬁt) is constant. Dus (vraagstuk 4) {x, a%} = (x,v) = 0. De

hoek tussen

geeft (a,v)

a‘en x is ook constant, dus (a,x) constant. Differentiatie

0. Uit v L xenv 1l a volgt v = ua X x op elk tijdstip t

a
(4 is een getal). Dus v(t) = u(t) a ¥ x(t). Stel u(t) a = w(t).

6. De lengte van (EP(t) -x

_Q(t))-is constant. Dus (x - EQ’ Vp T Xq? = 0.
Stel Ve = W (t) a x E XQ uz(t) a X §Q met A%y © EQ niet in 88n vlak.

Dan is 0= (E

p X Yp T zQ) -(x P,yQ) (EQsV ) want (x,,v5) = Q‘Q’EQ) = 0,




Dus 0 = -(__}E]_J’_ uz_a..: X _}EQ) -(EQ! UIE X ...JS.P) =- UZ(_)EQ’B_(_P x _‘?-__)
= Guyug) (Rgexp x ). _
Uit (EQ’EP x a) # O_YOIEF‘Pi = “2‘
7. a) v = -pa sin wt + wb cos wt.
x x v =w(a cos wt +b sin wt) x (-a sin wt + b cos wt)
= ~u(a cos ‘wt + b sin wt) x 3 sin wt +
+ w(a cos wt + E_sin wt) X b cos wt =
= sinzmt (b x a) +w coszwt (a x E) want a % a
Dus x x v = y{a x b) is constant.
b) a = -w a cos wt =~ wZP_ sin wt = —mz_zg_; |.3;| = m2|5|
_ dv
8. De bewegingsvergelijking luidt K = ma = m oo
d dx dv
qt Brmy) smgex v rmx ok ge=my x4 xxK=xxK
2 2 .
10. a) 9 = {x" + ly” + x sin y + y cos x.
b) ¢ = x%e’ +. Xy - yz.
c) ¢ = %xz - %yz + Xz - yz.
2 3 2
d) 9 = x"yz" -y,
e)fﬂ=x2y+y22+2-

+“1(

Ko

Ea%s!

|o

Xp x a) =

11. Neen, bijvoorbeeld voor X_=](z,x,y) is rot v = (1,1,1). In het punt (1,0,0)
is (v, rot v) = (0 1 O }) = 1,

12, rot ga = ¢ Tot a + (grad 9) X a, dus rot v = ¢ rot grad ¢ +

+ (grad ¢) * (grad ¢) = 0 + (grad ¢) X (grad ¢}.

(v, rot v) = o(grad ¢, (grad ¢) * (grad ¢)) = 0.

13. rot{r grad %J

]

) =

| —

r rot grad %m+ (grad r) % (grad

=0 +

=

X x = X = =

X ¥ x =

e
N
e
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o ""‘E“E ':m:_ i

1

div(r grad %) r div grad % + (grad r, grad ;1__—) =

sl @ 2y -5 -1 I
"A;"'(r: 3)“0 T(E;E)" 7 -
r T r - <

]

14, a) rot(|§Iu§_) |§|u rot x + (grad|1_c_|a) X x = ;

i}

0+alx]"%x xx = 0.

b) O

div(|x|%) ="|x|%div x + (grad|x|%, x) =

3]x]% + alx|* () = (3+0) [x]%= o = -3

1S. (a, rot pa) = (a, ¢ rot a + (grad ¢) x a) = (a, ¢ rot a) +

e T e

+ (a, (grad ¢) x a) = ¢(a, rot a) + 0 = ¢(a, rot a).

16. A(_l_l_,}_(_) = div grad (ulx + u,y + u32) =
Ju du du ou Ju 3u ;
. 1 2 3 oy 2 3
A TR~ A el Tl L R A Ll a
du ou du
2 3\ -
T PR A Pai I P -j
i

ere = 2.divu + (%, M) = (x, Au).

Maar Au = grad div u - rotrot u = 0.

18. f(x) = C]]§|_1 + C, met Ci’CZ constant,
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ANTWOORDEN VECTOR—INTEGRA.Q_LREKENING

1.a)—1§ B)% c)g-g—% d)%—-%.

2. 1; want u = (y,x) = grad(xy).

3.3 b3

6oa) 8 b) - 2 e) 0

5. 8) 0 b) /T e) %/5‘+ % log (2+/5).
6., a) - %3- b) 3; u = grad(xzy + yzz + z).,

7. a) 0 b) O

9. 8.

10. a) -% b) w
11.-21.

12, a)% b)—g».

13. Een stuk van de omwentelingskegel z2 = x2 + yz; w2,

14, % (2/7 - 1).

11 2

15. Er zijn drie snijpunten: (0,0,0), (1,1,2) en (3 >3 2—7).

. T
De hoeken: » , arccos

, aArccos

2 V697 V1649
16, a) 24 b) O e) O d) —gl e) 0,
18. a) 0 b) =21 @) —% 4 0 e) %1

19. a) 6m b) 4w e) 0.
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21,
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oM
Uit de stelling van Stokes volgt: JI (rot E + T n)do = 0. Wij bewijzen:
‘ 5 ‘
als u continu is in een gebied R en ” (u,n)do = 0 voor alle oppervlakken §
S

in R, dan is u = 0 in R.

Uit ongerijmde. Stel uy = g(zc_o) £0 (_}SO in R). Dan is er een vlak cirkel~

tie S met middelpunt x., gelegen in het vlak (x - x y U ) = 0 met
I =0, | = =0 =0T
(4,n) = TE_OT (8,u5) = TQ (g,n,) = igol > 0 voor alle x in S. Maar dan
” (u,n)do > 0. Tegenspraak.
5 3H 9E
Dus rot E + Frai 0. Analoog rot H = rrak
2 s

3°E :
——% = g—t- rot H = rot T ~rotrot E = -grad div E + AE = AE. Analoog voor H.
at T - -

]

)
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ANTWOORDEN POTENTIAALTHEORLE

| 1

. A O(X#(OOI))en ——-0(3{?‘(002))
r . r2
LI 1
” sl e [ e
S
3 1 N . X
” == (=-)do = 0 want -— is harmonisch binnmen de bol.
n r2 r2
S

In de derde identiteit van Green:

= -1 L) 1 12 _ 43 1
9 (p) 4 J” T dr + 4 ” (r an v an (r))dc
R S

nemen we

P (0:031), ¢ = 1,r=r].

Dan komt er

1=-Z;JJE(;1—)C10.

S
Dus ” 1 do - 4,
on
S
We kunnen ” g—n (%—-)dd ook nog anders berekenen:
1
S

We weten dat div grad -17- 0 (x# (0,0,1)).
Pas de stelling van Gaués toe op het gebied R begrensd door de bollen

S: x2 +-y2 + z2 = 9/4 en T: x2 + y2 + (z—l)2 = o? (0 <o < %):

” (grad L , n)do ~ Jf (grad L » D)do = ”J div grad L dr
5 'l T 1 R Y

(hierin wijst n zowel bij S als bij T naar buiten).

Dus
J 8 Ly = || (grad =, n)do
an r, r, ? = ’
5 T
Nu isl—= ! ' dus grad1—=-1—-(xyz—l) Op T is dus
v [ ] > .
Ty ‘\/xz-l-y2+_(z—1)z T r::
1 1
grad "3 gx,y,z—fl);

1 o

G.
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Bovendien is op T: n = X,¥,2-1), dus

(
( 2

grad %- , n}do = - Ly oppervlakte bol T = ~47.
1 o ‘

1

\._.__‘QI.—-

1 1
(grad;——,p_) =‘7$J
¢ 1

2. v = f(u) met u = u(x,y,z) geeft grad v.= f'(u) grad u.
Dan 0 = Av = div grad v = div(f'(u) grad u) =
= £f'(u) div grad u + (grad £'(u), grad u) = £'(u)hu + ,
+ £"(u) (grad u, grad u) = 0 + £'"(u) |grad u|2. Dus £"(u) = 0. .

5. divie x %) = (x, ot &) - (¢, rot x) = (x,0) - (c,0) = 0. %

Als ¢ = (c],'cz,c3) dan voldoet bijvoorbeeld é

v = (-écly2 - iczlz2 + Cyxy + Cqxz,- %czzz + cqyz, 0).

6. a)divu=1+1+ae=2+a=0alsa=-2, ' *

b) (-xy + yz - 22, -xz - 3yz, 0).

X
7rot~_—2—=12rot§+(grad 2)x5=9—24§x§_=9
=" |x] x | x
¢ = log|x|
8. a) o = &
b)<P=2xy-xz3 p

9. rot(? grad ¢) = ¢ rot grad 9 + grad ¢ X grad ¢ = G.

} 02,

10. div{(grad ¢ x grad ¢) = (grad ¢, rot grad ¢) - (grad ¢, rot grad ¢) = 0.
9 grad ¢.

L]

11. div(px) p div x + (grad o, x) = 3¢ + cp'(r)(;l:- X, X) =

30 + 1¢'(r) = 0= ¢ = Cr >, maar (1) = 1, dus ¢ = ‘]"3“ )
r

Bijv.: u = (u],uz,u3) met . ﬁ
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S S S R
! (xz-i-yz)1r4c2+y')'+-zZ (xz+y' )ﬁﬂ-yz'-l"l' (x2+-k)/xz+y2+1 (x2+1)/x2+2
w = - Xz . X .
2 (x2+y2)/x2+yz+,zz (x2+y2)='/xz+y2+l
ug = 0
12, Bijv. v = (x + yz + 2z, Xz + 2, X + xy + y + 1)
of v = %_}5
13. Bijv. v = §(1,1,1) x (x,y,z) = i(z-y, x-z, y-x).
14, Bijv, v = (xy + x2 - ﬁyz - %zz,. -i-y‘z + yz - izz,. -zz).
15, Bijv, ¢ = —é— (x3 + y3 + 23) en
1.2 13 1.2 1.2 1.2 1 3 1.3

|e
It

(-_2-xz-3~ +Eyz -Eyz,fx'z-xyz-g-z,—gx).



- 33 -

ANTWOORDEN COGRDINATEEN@E&_N_S@Q‘R@%IEEES

2
LA

. Driehoek begrensd door de rechten x = 0, y = 3xeny = 4 - x.

2.log2—257.




TENTAMENOPGAVEN EN HERKANSINGEN MET ANTWOORDEN EN OPLOSSINGEN
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TENTAMENOPGAVEN

13 juni 1966

I. a) Schets enige niveaulijnen'van de functie f gedefinieerd door:

2
f(x,y) = x +y.

b) We beschouwen f nu alleen op de cirkel met middelpunt (0,1) en straal 1.

Bepaal de extrema van f op deze cirkel.

2. Voor de punten van Ry die niet op de z-as liggen is een functie f gedefini-

eerd door:
2 2
f(x,¥,2) = log(x" + v7).

C is het gedeelte van het cylindervlak met vergelijking-x2 + y2 = 1 dat ge-
legen is tussen de vlakken V] en V2 met vergelijkingen z = 1 resp. z = -1I.

B is het gedeelte van de bol met vergelijking x2 + y2 + 22

2 dat gelegen

is tussen de vlakken V] en Vz.

De normalen op C en B wijzen van de z-as af.

a) Bereken

b) Bewijs dat

3 . [[ af
[ 2 a0 - [[ 3£ wo.

B C

Antwoorden:

1. b) globale maxima-% in (+ %/f,'%)

globaal minimum 0 in (0,0)

locaal minimum 2 in (0,2).

2. a) 87 .,
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16 januari 1967

Op de verzameling G gevormd door de punten (x,y) die voldoen aan

0 <x <1

Sy Ex

is een functie gedefinieerd door f(x,y) = x2 + y2 - v.

Bepaal de extrema van f op G.

In R3 is de vectorfunctie u gedefinieerd door L

Eﬁx:Y:z) = (y,-x,y—x).

1

K is de doorsnijdingskromme van het vlak met vergelijking x + y+z=20, en
de cylinder met vergelijking x2 + y2 = 1; t is een continu verlopende een-

heidsraakvector aan K.

Bereken: a) rot u

R R LN

b) [ (u,t)ds.
K

PR I -

Antwoorden:

globale maxima | in (1,0) en (1,1) ';
| I .

globaal minimum - % in (4 , Z)
a) (1,13“2)
b) 0O,

T
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5 juni 1967

1. Onderzoek in welke punten.van het.geébied -aangewezen door x2 + y2 <1 de
functie 4x3 + 4xy2‘+:x2 -gxtrema heeft. '

Van welke aard is elk van deze-extrema?

2. Van het vectorveld u(x) .in .,I_{3 is.gegeven, dat in elk punt x geldt:
rot u = 0 en (u,x) = 0; p is eenvpunt-van een door de oorsprong gaande

kromme k.

a} Formuleer de stelling volgens .welke het veld'g_(;i) conservatief is,
b) Bereken de lijnintegraal van Q naar p van u langs k.

c) Bewijs dat u(x) = 0 voor elke x.

Antwoorden:

1. globaal maximum 5 in (1,0)

globaal minimum -3 in (-1,0)
1

locaal maximum L in (- €’

108 0)-
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15 januari 1968

Gegeven het vectorveld a= (53-— v, ig + x, Eﬁ + 2) waarin
/ 0
r = x2 + y2 + 27

r T r
2 2 2
en de opperviakken Si: XT +y o+ z7 =]

82: x2 + y2 + (z—l)2 = 4,

Beteken de beide integralen JJQQ,E)dU en [J(ﬁtﬂ)dq’ waarbij n de naar
5| s, .
buiten wijzende novnaazlvector is.

Bepaal de extrema en hun aard, die f(x,y) = xz(l - yz) zanneemt op de ver-

zameling x2 -1=<y, 3

Antwoorden:

167 . 447
3 ° 73

2 ;0 25, 1
57 2373 )
locale maxima 0 in (0,y) met v > |

globale maxima

locale minima 0 in (0,y) met -1 <y < 1.




- 38 -

5 juni 1968

1. Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie

2 2
(x+9)GE +y -~ 2)
in het gebied

X +v2—-3x—3y-850.

o

o

. Gegeven het veld

a = ( X2 yz‘ “’ )
- 2. .2.2° ,2 2.2° 2 2
(x"+y") (x"+y") 2(x7+y")
a) Toon aan dat dit veld rotatievrij is.
Volgt hieruit dat het binnen de bol B : (x—2)2 + y2 + 22 = 4 conservatief
is? Motliveer Uw antwoord.
h) Uereken
1
(151’2;)
(a,t)ds
il
(1,-1, 4)
waarin t de eenheldsraakvector is aan een van (1,-1,- %) naar (I,I,%J bin-

nen B verlopende kromme {(eventueel een gebroken lijn; n.b. een verbinding

naar eigen keuze aangeven en daarlangs integreren).

c) Geef een potentiaal wvan a.

Antwoorden:

I globaal maximum 240 in (4,4)
globale minima -3 in (1,-2)} en (-2,1)

locaal maximum gfg-in (- %/5; - %43)

locazl minimum - g%g-in (%V?; %433 .

2. b)—%

2
c) o ——

|
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14 januari 1969

1. Gegeven: f(x,y) = x2 - y2 ~ 2y,

Bepaal alle extrema, hun aard en hun waarde op het gebied x2 + y2 < 4,

2. Gegeven het vectorveld

= -y X
E"(z ’2+y291)-

en n de naar buiten gerichte normaal.

b) Bepaal J (a,t)ds, waarbij K de kromme voorstelt, beginnend in (1,0,0)
K

en eindigend in (0,1,1), gelegen in het eerste octant en verder gegeven

2 2
X +y =1
{;x + 2y — 2 =1,

terwijl t de eenheidsraakvector is,

door

Oplossingen:
1.

T mgEesr ottt R el s T T e

LT S LR
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of _ ofF .
5; = 2}(, 3y 2y 2.

Er is dus @én stationair punt x = 0, y = ~1. (A)

2 2

E—% = 2 en E—g = =2, dus het punt {0,-1) kan geen locaal extremum zijn.
ax 3y

Dit blijkt ook uit dJe in de figuur getekende hoogtekaart.

£(x,y) = x° - (y*i'l)2 + 1.

De hoogtelijnen zijn hyperbolen met asymptoten x = vy + 1 en x = - (y+1).

Het punt (0,-1) is het snijpunt vah de asymptoten en dus een zadelpunt.

Om de functie op de rand wvan het gebied xz + y2 £ 4 te onderzoeken substi-
tueren we in f(x,y) voor xz: 4 - yz. Dit levert op:

f = —2y2 - 2y + 4, (-2 £y s 2)

Dit is een quadratische functie met een maximum in y = -~ }. Omdat de con-
. . . . 2 2 .
tinue functie f(x,y) op de gesloten begrensde verzameling X~ + ¥y < 4 min-
stens é&&n globaal maximum aan moet nemen moet dit in de punten B en C het

geval zijn.

B: (—'% /—1—5_, "%)s f

4}, globaal maximum

C: (+% /Tg, —%)’ £

U

4}, globaal maximum.

Verder moeten nog de punten D (v = — 2) en E (y = + 2) worden onderzocht.
E is het randminimum en op grond van de boven aangehaalde stelling neemt

f(x,y) hier een globaal minimum voor het hele gebied aan.
E: (0, +2), £ = - 8, globaal minimum.

Tenslotte het punt D. Uit de figuur blijkt dat dit een locaal minimum is.
Ook zonder hoogtelijnen te tekenen is dit in te zien, Bij vaste y is f(x,y)
nl. minimaal voor x = 0. Verder neemt f(X,y) toe langs de y-as als, vanuit
y = - 2, y toeneemt. Er liggen dus in een omgeving van D binnen de cirkel

x2 + y2 = 4 aglleen waarden > 0.

D: (0, -2), £ = 0, locaal minimum.

2. a) De cilindermantel heeft als parametervoorstelling

X = cos @

o

1A
h=1

1A

27

)

y = sin ¢

o
IA
3]

1A



b)

_.4!....

5x  9x 2 %2 %3
De normaal is n = i sin g cos ¢ 0 | = (cos ¢, sin ¢, 0), omdat
e ax o 0 1
B_q).x.é';:l'

a = (- sin ¢, cos ¢, 1}, dus
(a,n) = 0.
De gevraagde oppervlakte-—integraal is dus eveneens 0.

Opmerking: gebruikmaken van de stelling van Gauss is in dit geval niet de

aangewezen weg omdat a op de z-—as niet gedefinieerd is.

De kromme K kan worden voorgesteld door:
X = cos ¢
vy = sin ¢
z =cos p + 2 sin ¢ - 1,

waarbij ¢ loopt van O tot %-.

ol A
ellx

= (~ sin ¢, cos ¢, = sin ¢ + 2 cos ¢)

a = (- sin g9, cos ¢, 1), dus de gevraagde integraal is:

- i
A dx p]
J (E, Ea)d@ = J (1l -~ gin 9 + 2 cos ¢)dg =
0 0
x
2
= (¢p + cos ¢ + 2 sin ¢)| = %._ 1+ 2= %_+ .
4]

Opmerking: Omdat overal buiten de z-as geldt rot a = 0, kan gebruik wor-

den gemaakt van de stelling van Stokes en kan i.p.v. K een andere inte-

gratieweg worden gekozen, b.v. K, en K2 (zie figuur).

1

i Sy




2
De integraal is J (a,

0

Langs K2

Opgeteld dus weer

m

is t = (0,0,1)

w
E"’l.

- &2 -

dx

Langs K1 is x = cos ¢, y = sin ¢, z = 0, E;-= (- sin ¢, cos 9, 0).

ISE

dx .
'33)d¢ = J do = 5 .

0

en de integraal is:
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10 juni 1969

. Gegeven f(x,y) = x2y2 - x2 -y .

2

2

Bepaal alle extrema, hun aard en waarde op het gebied x2 +y < 8,

. Gegeven het vectorveld

a)

b)

c)

d)

Oplossingen:

us (-, 5+ y, 22).

Bereken rot u.

Toon aan dat het veld u conservatief is in de halfruimte x > 1.

RBereken é (u,t)ds, waarbij de kromme K bepaald is door

en waarin de eenheidsraakvector t in het punt (1,0,0) gelijk is aan ”ﬂ

(0,1,0).

Bereken é (u,t)ds, waarbij de kromme K bepaald is door

K
<y
Tty !

X+ z =4

en t in (2,0,2) gelijk is aan (0,1,0).

1J

K
gty
G F
1
c 8
M L X
-2V2 -1 oA 1 V2
0 T
I
H
~— ]
J




= b -

of 2 8f _ 2 _
= 2x(y 1) en 5y 2y(x 1).

De stationaire punten zijn:

1
"

A(0,0) , £=0; B(1,1) , £ =~1; C(-1,1), £ = -1;

D{-1,-1, £ ~1; E(1,-1), £ =

i
1

In B geldt:

5%¢ X (32f 2
Bxay)

——% = - 16 < 0,

Ix ay

b

d.w.z. in B heeft f geen extreem. Op grond van symmetrie volgt dat f in C,

D en E ook geen extrema heeft.

Men kan dit ook inzien door de niveaulijnen voor f = -1 te tekenen.
Uit f£(x,y) = x2y2 - x2 - y2 = (1 - xz)(l - yz) - 1 volgt dat de niveaulijnen
voor £ = -] zijn x =+ | eny =+ 1. Hieruit volgt gemakkelijk dat B, C, D
en E zadelpunten zijn.
In A geldt:

a2 3%F  3°f .2 a2

7 - 5 = (BXBy) =4 >0 en — = -2 < 0,
ax oy ox

d.w.z. in A heeft f een locaal maximum.
Dit volgt ook uit f(x,y) = (1 - xz)(l - y2) -1 < 0voor |x] <1, |y] <1 en
(X:Y) # (0,0).

Om de functie op de rand van het gebied te onderzoeken substitueren we

72 =8 - x2 in f(x,y).

Dit geeft )
f=-x*+8x° -8 (-2 V2 < x < 2 Y2).
Deze functie heeft maxima voor x = + 2(f = 8) en minima voor x = 0(f = -8)

en x = + 2 V2 (randminima, £ = -8).

Hiermee corresponderen de volgende randpunten:
F(2,2) » 6(-2,2) , H(-2,-2) , I(2,~2) en
3(0,-2v2) , K(0,272) , L(2/2,0) , M(~-2V2,0).

De continue functie f(x,y) moet op de gesloten en begrensde verzameling
_ y2 < 8 ten minste &&nmaal een globaal maximum aannemen. Dit kan alicen
in de punten F, G, H en I het geval zijn., Evenzo moet een globaal minimum

worden aangenomen, wat alleen kan in de punten J, K, L en M,
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Samenvattend:

~~
(=]
~
(=]
—
-
+h
[}

0 locdal maximum
(+2, +2), £f=28 globale maxima

(+ 2V/2,0) en (0, + 2V2), f = -8 globale minima.

2. a) rot u = 0 in elk punt waar het veld gedefinieerd is.

b) De halfruimte x > 1 is enkelvoudig samenhangend; voorts is u gedefinieerd
in de halfruimte en is rot u = 0. Hieruit volgt dat u conservatief is in

de halfruimte.

c) Men heeft voor K de volgende parametervoorstelling:

cos ¢
x=(sinp| ~ (0s¢c2m
0
en
3 dx - sin g
Ea= cos ¢ | .
0 ix 0 |

In (1,0,0), d.w.2z. ¢ = 0 geldt Eg 1 |, in overeenstemming met het ge-
geven, 0

Op K geldt:

u= (- sin ¢, cos ¢ + sin ¢, 0),
dx 2 2 '
{u, HE) = sin"@ + cos"¢ + cos ¢ sin 9 = | + sin ¢ cos o
en 25 dx 2m _
% (u,t)ds = j (u, Ea)dm = J (I + sin 9 cos ¢)dyp = 2w,
0

d) Oplossing 1:
Men kan voor K de volgende parametervoorstelling geven:
2 cos ¢

x =| 3 sin ¢ (0 < ¢ = 2m).

4 — 2 cos g

o




- 4.6 -

en
dx -2 sin. §J
EE = 3 cos o.
2 sin ¢
ax (7
In (2,0,2), d.ow,z. ¢ = 0, ggld;_aﬁi= 3 Jin overeenstemming met het gegeven.
Op K geldt: 0
- : 2 .
u = (— g 2n ¥ 7 2_CO$ 0 + 3 sin ¢, 8 ~ 4 cos g)
4eos e + 9sinig beos 9 + 9sin g
d:} 6
(u, E") = 5 5= + sin ¢ cos ¢ + 16 sin ¢
¢ beos g + 9sin g
en
2n 2n
do .
] = Sy . : . .
(E_E)ds = 6 S —> + sin ¢ cos o do +
K 0 4cos g + 9sinTg 0
2m 2T
+ 16 J sin 9 dg = 6 J 5 do 5 =
0 0 cos ¢(4 + 9 tan"g)
I il
2 2
= 24 J _dranpe 4 arctan (% tan ¢)| = 2w
0 4 + 9 tan" g 0

Oplossing 2:

iJ

N

AT

—
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Men kan de oplossing met veel minder rekenwerk als volgt vinden.
2 2
vl =1en

De kromme K is de doorsnijding van de elliptische cilinder 7 5

het vlak x + z = 4,

Hoewel het veld op de z-as niet is gedefinieerd, kan men de stelling van
Stokes zonder bezwaar toepassen op het stuk cilindermantel S boven het
X0Y-vlak en begrensgl door de kromme K. Dit stuk cilindermantel heeft als

randkrommen K en de ‘projectie K' van K op het X0Y-vlak.

2,

Pl
K' is de ellips

z =0

Wegens rot u = 0 vindt men

0= JJ {rot u,n)do = é (u,t)ds - é (u,t)ds,
K X'

waarbij K' zo wordt doorlopen dat t = (0,1,0) in (2,0,0).

We mogen nogmaals Stokes toepassen op het deel $' van het X0Y-=vlak begrensd

-x2+y2=]

door K' en de cirkel
z=0,

Dit levert

0 = ” (rot u,n)do = § {u,t)ds - § (u,r)ds,
S K' cirkel

Het resultaat van deel c) geeft nu

§ (u,r)ds = 2.
K
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6 januari 1970

l. Gegeven f(x;y) = (x.+-y-= 2){xz=-y).

Bepaal de extrema, hun-aard.enrwaarde-op het gebied |x| + |y{ < 3.

2. Gegeven het vectorveld
U =(X 42y XIS ER YR
a) Is het veld u conservatief?’
Motiveer Uw antwoord.

b) Bereken:

JJ (u,n)do als S de-cilindermantel voorstelt gegeven door

De normaal n wijst van:.de-oersprang.af..

¢) Bereken

J(EAE)dS’ waarbij de kromme- K bepaald is door
K

K2y =

x+y+z=0,

De eenheidsraakvector t in het punt (4 v2, 1 V2, -V2) is gelijk aan
(3 V2, -1V2, 0).

Oplossingen:

1, Nullijnen zijn: y = x en x + y =-2,. Het tekenverloop van f is in de figuur

aangegeven. Het te beschouwen gebied is het vierkant ABCD en zijn binnenge-
bied,

Stationaire punten in het bimnengebied ‘worden gevonden uit

of

A G- r@ry-D=2m-2=0
en
of
a_y:(x—y)—(x+y—-2)=2—2y=0-

Dus E = (1,1).
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22

Wij zien in de figuur dat E een zadelpunt is. Extrema kunnen dus alleen op
de}rand van het vierkant voorkomen. Op AB is x + y = 3, dus £ = 2x — 3 met
0 £x < 3.

Dit bereikt een maximum voor x = 3, d.w.z. in het punt A en een minimum
voor x = 0, d,w.z. in het punt B,

Volkomen analcog kan men de andere zijden van het vierkant onderzoeken.

Men vindt dan op de rand de volgende vier extrema:

A= (3,0), f =3, maximum
B= (0, 3) , £f=-3, minimum
C= (-3, 6), £ = 15, maximum
D= (0, -3), £ = ~15, minimum.

Zijn dit nu ook extrema t,o.v. het gehele vierkant?

In het inwendige zijn geen extrema; f is continu op het gesloten vierkant,
dus er moet een globaal maximum en een globaal minimum op de rand zijm,
Hieruit volgt: C is een globaal maximum en D is een globaal minimum.

Men kan dezelfde redenering toepassen op de rechthoeken waarin ABCD door de
lijnen y = x en x + y = 2 verdeeld wordt. Dit levert: A is een locaal ma-

Ximum en B een locaal minimum,
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2. a) rot u = (%}:(y-x) -%;(X-Z),-%;(:Hz-y) --%{-(y-x), %;CX-ZJ -%—(ﬁzw)) = (2,2,2).

Daar conservatieve velden rotatievrij zijn, is het veld u niet conserva-

tief,

b) Oplossing 1.

De cilindermantel heeft .als:parametervoorstelling

x = (x,y,z) = (cos 9, sin 9, z), 0<¢ =21, 02z <.
Dan is
3X 9x =1 EZ -—e—3
n = sa-x 77 = |Tsim @ cos ¢ 0| = (cos ¢, sin ¢, 0)
0 0 1
omdat
SE 35
3’6 x T =] 1s.

Bovendien wijst n nu van de -ocorsprong af.

u= (cos ¢ -~ sin ¢ + 2, cos ¢ - z, sin ¢ - cos 9).

” (u,n)do =

Dusg,

5
A 1
= J do J (coszm - ¢cos8 9 sin 9 + zcos¢+ sin ¢ cos ¢ - zsin 9)dz =
0 0
2% 1
= J do J (coszw + z(cos ¢ — sin ¢))dz =
0 0
2n 27
= J (coszm + icos ¢ - dsin ¢)do = J coszwdm = 7.
0 0

Oplossing 2.

Pas de stelling van Gauss toe op het gebied R begrensd door de cilinder-

mantel en de vlakken z = 0 en z = 1. Het gedeelte van het vlak z = 0 met

2 -
x4+ y2 < | noemenwi] V,. Analoog V

1 2°



—51...

Dan

” (u,n)do + ” (E,E)do + ” (u,n)do = J'” div.u dT .

S : Vl V2 R
Op VI: u = (x~y, x, y=x); n = (0,0,-1) (t.o.v. R naar buiten gericht);
(u,n) = x~y.
Dus
2n 1
JJ (u,n)do = JJ (x-y)dxdy J do J (cos ¢ - sin ¢)r2dr =
i .

V] 0 0 =

2n

It
<

= % J (cos 9 - gin ¢)dop
0

waarbij overgang op poolcoordinaten is toegépast.

s Mo i T

Op V,: u = (x+l-y, x-1, y-x); n = (0,0,1); (u,n) = y-x.

Dus analoog
” (u,n)do =

diviy ==(x+ 2z - y) + %;(x -z) + %;(y =x) =1,

o

Dus f
JJJ div u dt = JJJ dt = inhoud van R = 1. ;é
ok
R R L
.“5‘:“
Samenvattend

” (uyn)do = n.
s

c) Oplossing !.

Een parametervoorstelling van K is

e i R s T S

x = (cos ¢, -sin ¢, -cos ¢ + sin 9), O < ¢ < 2x,

R R B aE

Dan is

&

= (-sin ¢, —cos @, sin ¢ + cos 9).

A L



Voor ¢ = %E is x = (JVZ, W~ B ens

d

X
EEE= (172, -%“53;91;1=

in overeenstemming met de:opgaves:

Op K is
u = (2 sin 9,y 2 COsR0 = gEAIQ; ~stnue - cOS. ).
Dus

dx:.
J (,p)de = J (g gpadee=

X

21

i

J (—2-sin2¢~w2 cosgﬁé+~sim%¢‘coawm*sin2¢ - Zsinmcosm—coszw)d¢ =
0
2n

J (-3 - sin.0 cos.@)dpr= —6m..
0

Oplossing 2.

Pas de stelling van Stokes toe:

J (2,2)ds = ” (rat u,n)do.
K

Hierin is S het gedeelte van het.vlak x + y + z = 0 dat wordt uitgesne-

2

den door de cilinder x2 + y~ = ). De normaal n op dit vlak moet gekozen

worden in overeenstemming met-.de raakvector t, dus blijkbaar n = - l—(l,l,]).
In a) hebben wij al gevonden: rot-u = (2,2,2). /3
Dus (rot u,n) = -2v3.
Dit geeft I—(E)E)ds = (~2/3) opp. S.
K
S is een ellips met halve langecas-= ¥3 en halve korte as = |1 (dit volgt
uit doorsnijding van de ellips met de vlakken y = ﬁ en y = =x),
Dus opp. S = 1.v/3.1 = /3,
Dit geeft J (u,t)ds = (-2V3) (zV3) = -6t.
K
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9 juni 1970
2 2
1. Gegeven: f(x,y) = 5——i—2%— .
I + v

Bepaal de extrema, hun aard en waarde op het vierkant
{—3
-3

2., Gegeven het vectorveld

IA

x <3
y < 3,

IA

]
s + s

- ]
u= X +y '§ z + 2

.).

X +y
a) Is het veld u conservatief op het gebied

x+y >0
2 b w3 7

y>0

Motiveer Uw antwoord.

0,2,0)
b) Bereken (u,t)ds langs de kromme K, ge%even door
(1,1,0)
x2 + (y - 1)2 + z2 = ]
x+y=2
z 2 Q.

3. Gegeven het vectorveld

H=(%s%’%)’metr="x2+y2+zza

r r r

Bereken JJ (u,n)do, waarin § de halve bol iz, gegeven door
S

x2 + (y - 1)2 + 22 = |
y =2 1.

De normaal n wijst van de oorsprong af.




Oglossingen:

Stationaire punten van f bkinnen het vierkant vinden we uit

%ﬁ:——z_x'_.fzo
X l+y

en

of _ 18y(1 + y5) - 2ye® e 9yYy 290 = %) _

. 0.
» (1 + y%y? 1+ yH?

Dit geeft alleen het punt (0,0) met £(0,0) 0.’Daar f£(x,y) > 0 voor

(x,y) # (0,0) is dit een globaal minimum.

2
Op de randen x = + 3, =3 £y <3 is f(x,y) I+9y . 9

x 1 . y2
Op de randen vy = + 3, -3 £ x < 3 is f(x,y) = 53~i—§l = EE + 81

P y = £X s 24 1 +9 10 10
De functie f = %6 + %% is op het interval -3 < x £ 3 minimaal voor x = 0 en
maximaal wvoor x = *3 met £(0) = %%ven f(:'B) =9,
Maar

9y° 9
£(0,y) = 7 =9 =
’ I+y 1+y

heeft op het interval -3 < y < 3 maxima in de punten y = + 3. Dus in de pun-
ten (0,+ 3) wel extrema t.o.v. de rand, maar niet t.o.v. het vierkant.
Aangezien f op het beschouwde gesloten vierkant een globaal maximum en mini-

mum heeft is onze conclusie:

in (0,0) , f
in (+ 3,y) met -3 sy <3, f

0, globaal minimem

9, globale maxima.

OEmerking.

Men kan in dit geval gemakkelijk een hoogtekaart tekenen.

2 2
.. +
De niveaulijnen zijn gegeven door E—-——g%—-= ¢ met ¢

> Q.
1 + ¥y
Men vindt voor:

c =0 : het punt (G,0) 9 5
0 < ¢ < 9: het stelsel ellipsen %— +t =1

9 - ¢
c=9 : de rechten x = + 3 2
c > 9 : het stelsel hyperbolen %— - —ZE—— =1,

c -9
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f:9 fz9;  £:10

%
]

f=1

Uit de hoogtekaart leest men onmiddellijk af dat f in  een globaal minimum
heeft en op de rechten x = + 3 met -3 < y < 3 globale maxima, terwijl in de
punten A en B geen extrema optreden.

su 8u2 Bu] 3u3 | 8u2 su

(== - - - =) =
3y 3z ’ 3z ax ’ 3x 3y’

]

. a) rot u

(0, 0, - l + ) = 0.

x+9)2  (xty)?

—

Het beschouwde gebied is enkelvoudig samenhangend en rot u =0 in dat

gebied. Dan is het veld u conservatief in het gebied.

b) Oplossing 1.

De kromme K ligt helemaal in het beschouwde gebied. Daar het veld u con~

servatief is is de integraal onafhankelijk van de gekozen weg, als deze




iy

maar in het gebied blijft. Kies daarom in plaats van de kromme K het 1ijn-
stuk van (1,1,0) naar (0,2;0) s+ y =2, 2 = 0.

Een parametervoorstelling is.

x = (1,1,0) +:tf-Ly,0) = (1=t, 1+t, 0)

met 0 <t < 1. Dan ?s g%?*“f‘%,LgOQFEHfE_=~(%, 3o+ T%E’ 5).
Dus
0,2,0) (U,Z,O? dx 1
. (uyithds = ' (w, Fp)dt = j %T =
(1,1,0) iy 1, 0) 0
1
== Tog(lI+t) = log 2.

0

Oplossing 2.

Aangezien het veld u conservatief 'is, bestaat er een potentiaal ¢(x) met
u = grad ¢.

Zo'n potentiaal is bijvoorbeeld .p = log(x+y) + log y + log(z+2).

Dan

J (u,t)ds J (grad ¢,t)ds = g(eindpunt) - ¢(beginpunt) =
K K
(0,2,0)

= log 2.
(1,1,0)

log(x+y) + log y + log(z+2)

. Pas de stelling van Gauss toe op het gebied R begrensd door S en het vlak

y = 1. Noem het deel van het vlak y = .1 met x2 + z2 g1 :V,

Dan geldt
JJ (u,n)do + JJ (u,n)do = JJJ div u dr.
5 v R
In V: u = : (x,1,2); n = (0,-1,0) (ten opzichte van R naar bui-

X +z + 1
ten gericht).

Dan 1is

” (u,n)do = - ” ya 'ix‘:; + ]J-- - J dg J 71—'3:(1: , =

v v 0 0
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1 . : 1
= -2m.4 J G2+ %2 vy = et e | =l -,
0 g a

waarbij overgang op poolcoordinaten (x = r cos ¢, z = r sin ¢) is toegepast.

Verder is
vu= i Ey 3 ¥y, 8z,
div u = ==(=5 () + 559
T r
-3 _3x3r _3yadr J3z3d
3 4 3x 4 B3y 4 3z
r r
3 3,2 2 2. 3 32
=—3——§(x +y +z)=-?—f5-=0voor§#9.
r r r Y
Dus

5 v

L3

T
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12 januari 1971

1. Bepaal plaats, aard en waarde: vamn: de- extTema: van de functie
92
4x

op het deel van het xy—vlak-bepaalﬂ,dpor~x?‘+ yz s 1.

2. Gegeven het vectorveld

us= (53 e, 22)
X +y -1 x +y —1

a) Bewijs: rot u = 0 voor x2 + y2‘¥”1w
b) Is het veld conservatief binnen de cilinder met vergelijking x2 + y2 =17

¢) Bereken
J (u,t)ds ,
K

waarbij K de kromme is, met beginpunt (0,0,0) en eindpunt (},3,}), gege-

ven door

2 2
z=x +y

y=x

terwijl t de eenheidsraakvector aan K is.

Oplossingen:
1. Op en binnen de eenheidscirkel 'is f < 0, omdat daar 4y - 5 < 0 is. Voor x = 0
is f = 0, zodat f in de punten (0,y) met —1 < y < 1 globale maxima heeft. De-

ze punten zijn ook de enige stationaire punten van f, zoals blijkt uit:

of 8x

T 4y - 5 =0
=0 .
of  _-léx” _

4
>

=P}

by - 5)°
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. . . -, 2 2
De functie f is continu op het gesloten begrensde gebied x~ + y° < | en
neemt dus een globaal minimum aan op dat gebied. De stationaire punten in

het inwendige geven, 2oals we gezien hebben, globale maxima., Dus moet het

2

globale minimum op de rand worden aangenomen. Substitutie van xz 1 -y

in f(x,y) geeft de functie

2
_Ah-Ay 309, 1
8 = 5= VTETT Ty -5

We beschouwen deze functie op het interval -1 <y < 1, Uit

volgt vy = § of y = 2, Het 1aatste:punt ligt buiten het beschouwde interval.

Verder geldt: g'(y) < 0 voor =l s y < i en g'(yl > 0 voor § <y <1, Dus is

er voor y = } een minimum en zijn er voor y = + ! maxima t.o.v, de rand.

Met y = + 1| corresponderen de punten (0,1) en (0,~1) die we reeds hebben be-
sproken. Met y = } corresponderen de punten (}¥3, }) en (-4¥3, ). Op grond

van de genoemde stelling volgt nu dat in (+ 1/3, 1) het globale minimum

t.o.v. het hele gebied wordt aangenomen.
Samenvattend:

globale maxima, f = 0, in de punten (0,y) met -1 S j < 1
globale minima, f = -1, in de punten G 13, i)."_

OEmerking:

Men kan dit vraagstuk ook oplossen met behulp‘van een hoogtekaart. De niveau-
lijnen zijn gegeven door 4x2 = ¢c(4y - 5) met ¢ £ 0. Voor ¢ = 0 vinden we

x = 0 en voor c < 0 parabolen met top in het_punt (0, 2-)'en opening naar be-
neden. In de figuur zijn de niveaulijnen getekend voor ¢ = 0, ¢ = =%, e = =4,

c=-1,

e ST

i ;_‘:.f"-g? R,

DTYE,




¥: We lezen meteen af dat de glo-
bale méxima.liggen op de y-as.
De globale minima worden blijk-
baar aangenomen op de eenheids-—
cirkel en wel in die punten waar

een exemplaar van het stelsel

% Parabolen raakt aan de cirkel.
De bijbehorende waarde van c is
dan.de waarde van het globale

minimum.

fz-1
f=-15 t=
f=-14 t=-14 -

Het stelsel vergelijkingen

x2 + yz = ]

4x2 = ¢4y - 5)

heeft in geval van raken een dubbele wortel voor y (en natuurlijk ook voor x,
maar hier is eliminatie van x het eenvoudigst).

De vergelijking voor y wordt

4y2 + 4ey - 5¢ - 4 =0,

Discriminant gelijk aan nul stellen geeft

16c2 + 16(5c + 4) = 16(c + 5c + 4) = 16(c + 1)(c + 4) =0 ,

dus ¢ = -1 of ¢ = -4. De vergelijking voor y wordt dan
) 2
4y2 - b4y + 1 = 4(y - %)2 =0 of 4Y2 - 16y + 16 = 4(y - 2)" =0 .
Dus y = § of y = 2, Blijkbaar voldoet -alleen y = . Dan volgt x = + 1V3 en

de globale minima hebben de waarde -—1.
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8u3 auz Bul 8u3 Buz VBul

2. a) rot u (ay 3z ’ Oz x ° ¥x day ) =

Ll

0, 0, - 5 2xy + 2y§ 2) = 0 voor %2 4 y2 -1 ¢ 0.

ey -n? &P eyion

b) Ja, want het gebied binnen de cilinder is enkelvoudig samenhangend en in
het gebied geldt: rot u = 0.

c) Oplossing 1.

Een parametervoorstelling van K is

t n
X = t met O <. J
2t:2
v 4 b
Dan is t
26?2 -
1
dx
— = 1 en u = t
dt - 2t? - 1
4t

Dus

dx : 2t 3 :
J (u,t)ds = J (u, gp)dt = J (—5—— + 16t7)dt = K
K K 0 2t = 1

[4 log|2t? -1|+zu;]é blogd+i=}-}log2.

Oplossing 2.

et e o e

Daar het veld u conservatief is binnen de ¢ilinder met vergelijking
x2 + y2 = 1, bestaat er een potentlaal ¢(x,y,z) met u = grad ¢. Zo'n po-

tentiaal is bijvoorbeeld ¢ = 4 log(l - x2 -y ) + 22.

R A s TR T

De kromme K ligt in het beschreven gebied, dus

J (uyt)ds = J (grad ¢, t)ds = g(eindpunt) - m{beginpunt) =
K ' '

= 9(3,4,8) - 0(0,0,0) = J log 3 + 1 =} -} log 2 .




8 juni 1971
1. Gegeven de functie
E(x,y) = (& 3= 1) y)",

gedefinieerd in

0 x &0
G ¥ - .
O0sys1

Bepaal plaats, aard en waarde.dér:extrema van f(X;y) -in-G.

IA-

A

2, In R3 is gegeven het veld-E;=v(§i, %&, -2 log z).

Bereken:
a) div u.

b) IJ (u,n)do als S de kegelmantel is gegeven door
S

eyt -2t =0

1 €2z =2
en n de van de z-as af gerichte eenheidsnormaal.

c) J (u,t)ds als K de kiomme, gelégen in-het eerste octant, voorstelt ge-

K
x2 + y2 =1

geven door met beginpunt (1,0,1) en eindpunt Wz, W2, W2).
X =2z

Oplossingen:

1. Nullijnen van f zijn x + y = 1 em.x = y. In-de figuur is het tekenverloop

van f aangegeven.

Y Stationaire punten vinden wij uit
Bem-ntr2xey-Da-y =
1
= (x-y)3x+y=-2)=20
+.
en-
- +
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2
g—§=(x-y) S22 Ay - DE-y) = (x-y)(-x~3y +2) =0,
Dit geeft de lijn y = X,
Uit de figuur volgt onmiddellijk:

in (4,!) geen extreem (zadelpunt)
in (x,x) met 0 < x < } locale maxima met waarde 0
i

in (%,%) met } < x € 1 locale minima met waarde 0.

Op het begrensde gesloten gebied G neemt f een globaal minimum en een glo-
baal maximum aan. Aangezien we in het inweﬁdige“van G alleen locale extrema
hebben gevonden worden de globale extrema op de rand van G aangenomen, Omdat
f symmetrisch is t.o.v. de lijn y = % bekijken we alleen de stukken van de
rand met y = 0 enx =1, . .

Opy=01is f = (x - I)x2 = x3 —‘x2 = g(x) (0 £x < 1), Dan is g'(x) =

= 3x2 - 2x = x(3x -~ 2) = 0 voor x = 0 en x = % . Het punt x = 0 hebben we

al bekeken. Verder is g"(x) < 0 voor 0 < x < %—en g'(x) > 0 voor %—< x =1,

Dus in x = % een minimum en in x2= | een maximum t.o.v. de rand.

Opde lijnx=11is £ = y(1 - y)" = h(y) (0 = y = 1). Dan is h'(y) =

= {] - y)2 -~ 2yl -y) = (1 -y)(1 -3y) =0voor y=1enys= %—. Het punt
y = | hebben we al bekeken. Verder is h'(y) > 0 voor 0 < y < % en h'(y) < 0
voor % <y <1, Dus iny = 0 een minimum en in y = 3 een maximum t.o,.v. de

rand. Het punt (1,0) dat we beide keren hebben gevonden is geen extreem (op
y = 0 een maximum en op x = | een minimum; uit de figuur: in de omgeving zo-
wel positieve als negatieve functiewaarden, terwijl £(1,0) = Q). Uit het
voorgaande volgt dat f in (%-,0) een globaal minimum en in (1, %) een glo~
baal maximum aanneemt. Op grond van de symmetrie komen we resumerend tot de

conclusie:

. I 1 . 1 1.2 4
in (1,=) en Qi »1) globale maxima, f = (1 + 3 (1 59 =35
in C% ,0) en (O;g) globale minima, f = G% - I)G%)z = - é?

opy=xmet 0 <x <} locale.maxima, f=0

opy = xmet } <x £ 1 locale minima, f = O.




oo S5 e

u -3 “gu
. | 2 B NS T A
N = TRR g Vi e AIQOY A
2, a) divu ™ +<3y +Jﬂz o 0 .woor.z >0
b) Oplossing 1.

Een parametervoorstéllingswwanfS is

Jr.cos @
X = (rasin g met Sy <.2n wen ¢l .o<vros 2,
r ' .
Dan is
3% cos P ax =T SSIT P 2% ax =T CcO0S% ¢
37 = [sine| ., w3$$= (CESEeSs u@ | cem em— % g " |TF sine) .
1 10

x 3x
— ——— X —— = .
or 3y
Cos @
Op S is u = | 'sipn.Q .
=2 log.r

Dus

-Cu, Ea«x-—-)dnd¢‘=

JT
0 1
am ) w2 )
2 . 2
= do | (r.ecos’9 +.r.sinp + 2r log.r)dr
0 1

2

27 J \Er%+ﬁ2rihggﬂr¥&r-=;ZNErz lag-rlz 8m log 2 .
|
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Oglossing 2.

Pas de stelling van Gauss toe op het gebied R begrensd door S en de vlak-
ken z = | en z = 2.
Zij V] het deel van het vlak z = | met x2 + y2 =1 en VZ het deel van het

vlakZ=2metx2+y254.

Dan geldt ‘ ‘
JJ (u,n)do + JJ (u,n)do + J'J (_1._1_,11_)&0 = J“' div udtr =0
S v V. R

1 2

volgens a). _ .

In Vl is u= (x,y,0) en n = (0,0,~1) (t.o.v. R naar buiten gericht), zo- |

dat (u,n) = 0 en (u,n)do = 0. : g
Vi r

In V2 is u = (% . % s =2 log 2) en n = (0,0,1), zodat (_1.1.,_1}_) = =2 log 2 en

(u,n)doc = -2 log 2.oppervlakte van V2 = = 87 log 2.

v,

Dus

JJ {u,n)do = - JJ (u,n)do = 8m log 2 .
v

5 2

c) Een parametervoorstelling van K is

cos ¢
. m
X = lgin ¢ met OS(PS'E-
cos ¢
Dan is 3
4 - sin ¢ : 1 ;
X .
'a-g = cos ¢ en u= tan ¢ .
~ sin g -2 log cos ¢ 8
Dus
T n
4 4

dx _ .
J (u,t)ds = J (u, a%)dcp = J (~sin ¢ + sin 9 + 2 sin ¢ log cos ¢)dy =
) 0 ‘ 0



ol e

x
4 .
-2 J log cos ¢.d-cos.@== [<2.cos ¢ lLiog:cos rp]
0

E|

e

[ I

ki)
7 T

o . ‘ A
+ 2 J cos . -%%AH@"W'@E{Z_ logve) +- [2 cos ‘.rp:]_.‘o v
0

1/2 log 2.+ V2= 2.



_67_

11 januari 1972

. De functie

2 .1

fix,y) = x2 - x+ 4y + |}

is gedefinieerd in het gebied G gegéven door:

x-pieyay,

Bepaal plaats, aard en waarde der extrema van f(x,y) in G

In R3 is gegeven het vectorveld

a) K is de kromme met beginpunt (~1,1,2) en eindpunt (1,

z=

<
1]

Bereken

b) Bereken §

In het punt (0,1,1) is de eenheidsraakvector t gelijk aan (- 2

¢) Bereken IJ

( - ’ - » 2) -
xZ + y2 XZ + Y2

2
X -+ y2

I .
(u t)ds, waarin t de eenhe1dsraakvector aan de kromme is.

t)ds langs de gesloten kromme K gegeven door

(u,n)do als het oppervlak S wordt gegeven door

De eenheidsnormaal n wijst van de z-as af,

1,2) bepaald door:

B ey T

T -

5

D e =
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Oplossingen:

De functie f heeft in het inwendige van G geen stationaire punten (en dus
ook geen extrema), want grad f = (2x = 1, 8y) =0 geeft x = 1, ¥y = 0 en het
punt (1,0) ligt mniet in G (zie figuur).

1%

Het gebied G is gesloten en begrensd, f is continu. Volgens de stelling van
Weierstrass heeft f dus een globaal maximum en een globaal minimum op de

rand van G.

De rand van G bestaat uit de cirkels x2 + y2 = | en (x - 5)2 + y2 =1,
Op de cirkel x2 + y2 =] is
f = x2 - x + 4(1 - xz) + 1 —3x2 - x + 17
4 4
- - 1,2, 13 -
—3(x+6)+3 -1 =x 1) .
Deze functie is maximaal voor x = - % (f = %2) en minimaal voor x = -1
(f =-%) en voor x = | (f =-l).
2 2 4
Op de cirkel (x - §)" + y" =1 is
2 2 2 2 2
f=(x= N +by =} -y +4y =3y " +} (b<y=<h).

fl

1.

Deze functie is minimaal voor y = 0 (£ = }) en maximaal voor y = + } (£
Extrema t.o.v. G kunnen dus optreden in de punten

gt

; I 1
6 ° ‘/3?) . (-1,0) , (1,00 , (0,0) , (“é" ’ :'_‘5) .

1
6
In (-1,0) heeft f geen extreem, want op de x-as (y = 0) is £ = (x - %)2 en

deze functie is op het interval -1 < x < 1 maximaal voor x = -1, texrwijl in
(-1,0) een minimum t.o.v. de rand van G optreedt.

In de punten (é,‘: 1) heeft f maxima t.o.v. de rand van G, maar op de rech-

{(x - %)2 + 1, dus minimaal voor x = }. Dus ook im de pun-

teny =+ } is f

ten (}, + }) geen extrema.
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Dit is ook in te zien door de functie te beschouwen op de rechte x = ! met
-4/3 <y < -} of } £y < }/3 (alleen deze stukken behoren tot G! )i £ = 4y2
is m1n1maa1 voor y = + |, _ _

% , 1-%/33-, (1,0) en (0,0) met functiewaarden %2,

| 1 . .
zeny - Onze conclusie is (en deze conclusie hadden we ook eerder kunnmen

BllJven over de punten (-

trekken door de functiewaarden in alle besproken punten te vergelijken) dat

f in G de volgende extrema heeft:

globale maxima lé-in (- 1 y *

3 6 /35)

L
6

globale minima %-in (0,0) en (1,0)

Opmerking.

Men kan dit vraagstuk ook oplossen met behulp varni een hoogtekaart. vaeau—
lijnen van £ zijn (x - i) + Ayz = ¢ met ¢ 2 0.
Voor ¢ = 0O v1nden we het punt (},0) dat niet in G ligt, voor ¢ > 0 vinden we

ellipsen - i) c/4 = | met middelpunt (4,0), halve lange as vc en halve

korte as é/E:

Als /o < } is-liggen de ellipsen in het inwendige van de cirkel

(x - %)2 + y2 = { en hebben dus geen punten met G gemeen. ‘

Het globale minimum van f op G is de kleinste waarde van c zodanig dat de
bijbehorende ellips en genoemde cirkel elkaar raken. Dus ¢ = }. Ellips

(x - %)2 + 4y2 = } en'cirkel (x - i)z + y2 = | raken elkaar in de punten
(0,0) en (1,0).




Het globale maximum van f op G is de grootste waarde van ¢ zodanig dat de
bijbehorende ellips (x - %)2 + &yz = ¢ an de cirkel x2 + y2 = | elkaar ra-

ken, We substitueren-y’2 =] -'x2 in de vergelijking van de ellips:
(x - 9%+ 801 -5 = e

Hieruit volgen de x-ceérdinaten van de snijpunten van ellips en cirkel, die
in het geval van raken moeten samenvallen. We moeten c dus zo kiezen dat de

vergelijking (x - %)2 + 4(1 ~ xZ) s ¢ een dubbele wortel heeft. Herleiden

geeft
2 17 I 1,2 13
3T - x =, =3(x + E) =c-3 .
De laatste vergelijking heeft een dubbele wortel x = - %-voor c = %é . Het
globale maximum is dus %é en treedt op in de punten van de eenheidscirkel
x=--é-,y=:;-/§'.

. 1 1 .
We merken tenslotte nog op dat de punten (-1,0) en (7, * E)’ waarvan we in
de vorige oplossing moesten aantonen dat er geen extrema optreden, nu niet

als bijzondere punten te voorschijn komen.

2, a) Oglossing 1.

Een parametervoorstelling van de kromme K is

t
x = 1 met -1 =t < 1.
ttz + 1
Dan is
dx I
— = 0 .
dt
2t
Op K geldt
r_l1
t2 + 1
_ t
= i
tT + 1
Ltz + 1)

en dus
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J (Es_t_) ds
K = -1

il
—_—
~

=
-
nl 2N
t] 1
S
=N
Tt
]
—_—
~
1
rr
N
+
.
t
~~
rt
[
+
=
~—
o
r
n

waarbij gebruikt is

|
J f{t)dt = 0
-1

als f een oneven functie van t is.

Oplossing 2.

Het veld u is rotatievrij:

£ 22 %3
- EI a_ .
rot u = % ) 32
-y
. 2 7 =
X +y x +y
2 2 2 2 2. 3
= 0,0, RS 2 L X 2 =2y 00,0,0)
(x™ + {(x" +y%)

voor {x,y) ¥ (0,0) .

Op de z-as is het veld niet gedefinieerd.
De halfruimte y > 0 is enkelvoudig samenhangend, in deze halfruimte is
rot u = 0.

Het veld u is dus conservatief en heeft een potentiaal: u = grad ¢. Uit

3y 3¢ ag =y X
( s s ) = ( N s Z)
9% 3y dz". x2-+ yz x2 + y2
.. - x_ 1 2
volgt bijv. ¢ = —arctan - + 5 ; .

N.B. Niet ¢ = + arctan §-+ % 22, want deze ¢ is niet gedefinieerd voor
x = 0 (het (y,z)-vlak).




Dus
f (u,t)ds = f (gradt @, t)ds = g(eindpunt) -- ¢(beginpunt) =

K K

=<Erarctan;5%+"l~z?1<
o2

lljliz) = =arctan } + arctan (-J) =

=Fyly 2)

~N 3

b) Oplossing !.
Elk oppervlak met rand K snijdt de zras, waarcp: het veld u niet is gede-
finieerd. Dus kunnen we de stelling vanm Stokes niet toepassen op zo'n op-
rervlak.
Een geschikte parametervoorstelling van K vinden we door de projectie K'
van K op het (x,y)-vlak te bekijKem..
Daartoe elimineren we z uit de vergelijkingen z = x2'+-y2 en X + z = 1:
L2 JF a2,
2 4.

K' is dus een cirkel_met_middelpunt;(-f%~,.0) en-straal_%/gt Een parame-—

Il ~x= x2'+-y2"of'(x +

tervoorstelling van K is dus

1 =
—é' + -i-ff)_ COs .
X = %4§-sin ¢ met 0 s ¢ < 21 .

3 _ 1
E' E'/g cos @

Dan is
- %/g‘sin P
dx ij"
Py = 2-5 cos ¢
%JELSin 9
Het punt (0,1,1) correspondeert met. cos: ¢ = l—_, sin ¢ =-%:-, voor welke
waarden geldt /5 3 -
....l
11
do 2(°?

in overeenstemming met de gegeven omloopszin.



sin

2

P

Op K geldt
1 3
- E/g sin ¢
3 |
"2' 2/5_cosq3
| 1
~ E+§/5_coscp
R .
773 S cos P
3 _ 1
2 2/§ cos ¢ J
Dus
2m dx
?g(_li,g)ds= J (u, E}E)dq’—
K 0
2m %'_ % 5 cos ¢ 3 5
.= ¢ + 2/5 sin ¢ - 2 sin ¢ cos P)de =
3-LF sy 4 4
0 2 2
2m
= j (%‘* ] yde - E%Vg.cos ¢]gﬂ - E%
0 3 - /g cos
2m m
=7 + j do =T + J d¢
0 3-75cos ¢ - 3 /5 cos ¢

want de integrand

Substitutie van tan %m = t, dg =

graal geeft

§ (u,t)ds
K

2
J0

van deze laatste integraal is periodiek met periode 2m.

It

m™ + 2 J

-

4

= 7 +

2
1 + ¢t

=]

dt

1
1

dt en cos ¢ =

3—\/_;)-+(3+\/§)t2_

]

dt

3 -

A

1 + %{3 + V§32t2 :

% + 2[arctan %(3 + /g)t]; E T o+ o=

_ 2
2

+ t

2m .

in de inte-

e e e L
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Het zal ‘duidelijk ‘zigm udatser een eenvoudiger ‘manier -meet zijn om de

kringintegraal te berekenen.

Oplossing 2.

Pas de stelling van Stokes .tee op :het deel .S van de cilindermantel met
vergelijking (x + %)2 + *,Yz"=._‘i%ﬂbggl-‘se-nsd door .de krommen -K .en XK' (K' is de
projectie van K op het (x,y)-vlak).:Op.de cilindermantel is rot u'= 0 om-

dat er geen punten van de.z=as w©op .liggen. Dus

0= ” (rot u,n)do = 51§§£§£)d-s - é (g;,'_ig_)ds »

L)

waarbij K' zo wordt.doorlopenmdat'x~=-l——(72,1,0) in (0,1,0).
J — -

G

X

Pas nogmaals de stelling van Stokes toe op het deel S§' van het (x,y)-

vlak begrensd door K' en de cirkel

1
X+y="1"'6*
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waarbij C zo wordt doorlopen dat t=(-1,0,0) in {0,!,0), zodat we tenslot-

te hebben gevonden:

# (_E_sE)dS = § (E_,_E)ds .
C .

Een parametervoorstelling van C is

i cos o
x = |{ sin ¢ met 0 < ¢ < 27 .
0
Dan is ‘
]
+ 3
dx -l gsin g ¢
EE= écosql . !
)
0

In het punt (0,},0) is ¢ = % en

in bvereenstemming met het gegeven.

Op C 1is ' | @
-4 sin ¢

u = 4 cos ¢ ’

0

zodat

dx .
§ (Es_t_)ds = é (_‘}_:_E_)ds = j (_‘-}_9 E‘;{')dfp = J de = 2u .
K C -0 ' 0




= -

¢) Een parametervoorstelling van § is

r cos ¢
x = |r sin ¢ y 0<o¢p<2m, | <¥ s V2.
2
T
Dan is
9% cos 9. 2% -r sin @
37 " |sin @) s T = | T cos
2r 0
en
e e, 93__ -2r cos ¢
39X X ‘ 2
—— a—— = . 3 - = -—2 1 1
5T % 5o cos ¢ sin g 2r r sin g
-r sin 9 T cos g 0 r

Een van de z-as af wijzende normaalrichting is

2r2cos @
X 9x _
— x— = ZrZSin (0 .
9¢ er
-r
Op § is
(-1
T sin g
|
u = — cos 9 .
2
T
Dus
2% V2 - ax
” (u,n)do = J do J (u, T X 3;)dr =
s 0 i
2T V2 /7



_77_

N.B. Men mag de stelling van Gauss niet toepassen op het gebied begrensd

door S en de vlakken z = | en z = 2, omdat u op de z-as niet gedefini-
eerd is, maar wel op het gebied R begrensd door S, de cilindermantei
x2 + y2 = | en het vlak z = 2,

Zij C het deel van de cilindermantel met | < z < 2 en V het deel van het vlak

z=2met | < x2 + yz < 2.

jJJ div u dr = JJ (u,n)do + JJ (ng)dé + JJ (u,n)do . '%

Cr m g

Dan geldt

R S C v
In R geldt
au au ou
. | 2 3 2xy 2xy
div u = + + = - +1 =1
- ] d 0 2 2.2 2 2 !
x y z (x* + v%) (x° + y2)
dus
2
. w 2.2 m
div u dr = dr = (rz = mdz = {5 (z - D]} = %,
R R i
Op C is n = (-x,-y,0) (ten opzichte van R naar buiten gericht), u = (-y,x,z),
dus '
. 4
JJ (u,p)do = JJ (xy - xy + 0)do = 0 . &
C C NG
In Vis n = (0,0,1), u = (- b4 . X s 2), dus
- - 2 .2 2 2
x +y x +y
JJ (uyn)do = 2 JJ do = 2 . opp. V= 2(21r — ) = 21 .
v v '
Uit
JJ (u,n)do = JJJ div u dt - JJ (u,n)do - JJ (u,n)do
8 " R C Vv
volgt dan

A
” (w,m)do = 5 - 0 - 2m 5 T
S




6 juni 1972

1. Gegeven de functie

f(x,y) = x3 + xy2 - 3x2 .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van £ in het .gebied, bepaald

door

x2 + y2 <9,

2. In R3 is gegeven het vectorveld

2
u = (xz,y2z,727) .

a) Bereken JJ (uy,n)do, waarbij het oppervlak $ is gegeven door
S
-~z = XY

0

A

x <1

0

IA

vy 1.
In (0,0,0)‘is de normaal n = (0,0,1).

b) Bereken J (u,t)ds, als K de kromme is in het eerste octant gegeven door

met beginpunt (1,0,0) en eindpunt (}v2, 1v2, ).

c) Bepaal een vectorpotentiazal van het veld u.

Oplossingen.

1. Stationaire punten van f in het inwendige van de cirkel x2 + y2 = ¢ vinden
we uit grad f = (3x2 + y2 - 6%, 2xy) = 0.
Dit geeft de punten (0,0) en (2,0).

Het tekenverloop van f volgt uit

f(x,y) = x(x” + y2 - 3x) = x((x - %)2 + y2 - %)
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en is in de figuur aangegeven.

-3

Nullijnen zijn X = 0 en (x - %02 + y2 = % . In (0,0) is £ = 0, maar in iedere
omgeving van (0,0) komen zowel positieve als negatieve functiewaarden voor,

dus heeft f in (0,0) geen extreem ((0,0) is een zadelpunt van f).

In het punt (2,0) heeft f een minimum, want volgens de stelling van Weierstrass
heeft de continue functie f op de gesloten en begrensde verzameling

(x - %)2 + y?,s %—een globaal maximum en een globaal minimum. Blijkbaar is

het globale maximum O (op de rand van de cirkel is £ = , in het binnenge-
bied is f < 0). Het globale minimum moet dus in het inwendige

(x --%)2 + y2 < % liggen, dus in het stationaire punt (2,0).

In het punt (2,0} hebben we dus een globaal minimum t.o.v. de cirkelschijf

(x - %)2 + yz < % » dus zeker een locaal minimum (f = =4) t.o.v. het gebied

x2 + yz < 9,

Tot zover de stationaire punten in x2 + y2 < 9,

Op de rand xz + y2 =9 is £ = x(9 - 3x) = 3x(3 - x)(-3 < x < 3). Deze func-

tie heeft een maximum voor x =-% (f = %ZJ en minima voor x = =3 {f = -54) en

x =3 (f = 0). In het met x = 3 corresponderende punt (3,0) heeft f geen ex—

treem (zie figuur).

Met de stelling van Weierstrass vinden we:
globale maxima %1 in de punten (%‘, :'%Vg)

glebaal minimum -54 in het punt (-3,0) .

In het punt (2,0) heeft f een locaal minimum —4.




2.

~ 8D —~

a) Oplossing 1.

Een parametervoorstelling van S is

X
x = |y s D<sx=<d, By <l
Xy
Dan is
X : 9x 0 3x X g 32
§;=0 ,W“ 1 en 5‘;X'§-§= 1 0
y X 0 1
In het punt (0,0,0) is
ox 9X 0
ES RN
1
in overeenstenming met het gegeven.
Op S is
2
XYy
© 2
=Xy
2 2
-x“y
Dus
1 1 ox  ox
s 0 Q
1 1
= J dx J (*xzy - Xy - xzyz)dy
0 0
1 | 1
2
= - J x dx J 3y dy = - J x dx =

=y

=X
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Oplossing 2.

Pas de stelling van Gauss toe op het gebied R begrensd door S, het vlak

z = 0, het vlak x = 1 en het vlak y = 1., Zij V] het vierkant 0 < x < |,
0 <y <1 in het vlak z = 0, V2 de driehoek 0 sy <1, 0 £z <y in het
vliak x = 1 en Vv, de driehoek 0°< x <1, 0 € z £ x in het vlak y = 1. Dan
N 3 3 . 2. .

geldt, wegens d%v‘g = 5 (xz) + 3; (yz) + 3 (-2%) 0, .

0= JJJ'div u dt = JJ (u,n)do + JJ (u,n)do + JJ (u,n)do + JJ (u,n)dg.

R S VI - | V2 V3

Op Vl is n = (0,0,~1) (t.o.v. R naar buiten gericht),

u=0, dus (u,n) =0 en lj (u,n)de = 0 .-

Vl
Op V, is n = (1,0,0), u = (z,y2,-2°), dus
1 ¥ 1

JJ (u,n)do = J dy J z dz = % J ydy = % .

V2 . 0 0 0 .
Analoog

1

” (u,m)do = = .

V3 .
Dus

1 1
D=Jj( (E,E)d0+0+g+€,
S
(u,n)do = - 1 .
1,1 3
3

b) Oplossing 1.

Een parametervoorstelling van K is

cos ¢
X = sin ¢ | metOSrps-z-.
{ sin 2¢ ;

Dan is




- 182 ~

dx , =3 78 W1 I
::_d_5= : ‘Cos Y

{-tos.Z@

[4 «cos g sin 29
w= [} sin g sin 29
-} sinl2g

Pug

T}4

dx
| @mes = [ w50
K 0

/4

- J (-4 sin 9 cos 9 sin 29 + 4 sin pcos ¢ sin 29 — 1 :;s<'irn{2.12£p o8 20)do

‘0
/4
= il : .2 . . __ 1 .3 T/4 _ _
= j sin 2¢ d sin 2¢ T [s;na2$30 =y
10

-leossing 2.

“Pas de ‘stelling van Stokes toe op het deel S van de cilindermantel

X 3" =1 begrensd door de kromme K, de kromme K' :-x2—+-y2 =1, z=.0,
¥ .< xen het lijnstuk K" : x =y = Q/E, 0 <z <},

Ak" -

VT e, 412,0)
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Dan geldt

J (u,t)ds + J (u,t)ds ~ J (u,t)ds = ” (rot u,n)do ,
K' K" - K B '

waarbij de krommen worden doorlopen in de richting zoals aangegeven in de
figuur en waarbij de normaal op S van de z-~as af gericht is.

Op K' is z = 0, dus u = 0, bijgevolg is

J (u,t)ds = 0 .
K'

Een parametervoorstelling van K" is

met 0 st <4,

o3

n
- N N—
(n3

5] S

L Tt e 5 i e L I B Sy el - 4 A F o

op K" is
itv2
u = 1e/2! .

Met
dx 0
i~ |°

1
geeft dit
b b
= - = a..l..._
{(u,t)ds = J (u, a—-E-)dt J t dt 7 ‘
K" 0 0
Op S is

SR L

R SN, P ¥

3



‘Raar
&, .93
e e 3 L
me e Eg’- 5z =
. 2
vz -z

15, geFdEw0p § frot uymn) =0 en dus is
i'r; |
” ‘{rot ’-L_-'L!zﬁ)it!iio’ =0 .
Substitutie wan de resultaten in de formule van Stokes geeft
(u,tyds = - L .
| Y= 24
‘K

.«¢) Het veld u is divergentievrij (zie a) oplossing 2), R3 is stervormig, dus
‘heeft u een vectorpotentiaal, gedefinieerd in de hele ruimte.,

‘We ‘proberen een vectorpotentiaal te vinden van de vorm v = ('vl"’VZ"O)'

Uit
8 e
& ) 23
rot v = 2 3_ I g (- BVZ BVI av_2 - ” ) = (xz,yz "22)‘
A F P 3y 3z 5z ' 3z ' ox 0y Y257
1 Va2 0
volgen de vergelijkingen
N Mo T2
3z * 3z YE o Tx 0 By Z s

zodat een vectorpotentiaal van het veld u is

y= (%Yzzs —Jz'xzzy a .
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9 januari 1973

1. Gegeven de functie : . ' 44
£(x,y) = y(x2 +y2) ~ 2y% | K
|

Bépaal plaats, aard en waarde van de extrema van f in het gebied bepaald door
{—l £ x
0sy

2, In R3 is gegeven het vectorveld

1A

1,
2 .

IA

u = ( x v , 22 y .

] . —
x2 + y2 ~ | x2 + y2 - | (x2 + y2 - 1)2

a) Bereken Jf(y_,g)dc, waarbij S de kegelmantel voorstelt gegeven'door
' s

x4 y2 = g2
0<z=<},

en de normaal n van de z—as afwijst.

b) Toon aan dat in elk punt van het oppervlak x2 + y2 = a2 (a? # 1) de vec-

tor rot u raakt aan dit oppervlak.

c) Bereken J(Hyfpds, als K de kromme is in het eerste octant gegeven door
K :

{xz"'yz**’_
2x + by -z =1 ,

met beginpunt (5,0;0)-en eindpunt (0,%,1).

Oplossingen
I. Het tekenverloop van f volgt uit de ontbinding
CEG,y) = y(x? 4 y2 - 2y) moy(x2 + (y-1)2 - 1) | .

en is in de figuur aaﬁgegeVeh. Nullijen zijn y = 0 en x2 + (y=1)2 = |,
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Stationaire punten in-het binrmengebied
R van het vierkant vinden we uit grad f =
= (2xy ,:x2+3y? - 4y) = 0. Dit geeft de
punten -(0,0) (op :de rand) en (0,3)

‘het punt (0,—0 heeft f een- globaal mini-
32

27
‘Volgens de stelling van Weilerstrass

mum ‘t.o;v. het vierkant met f = -

heeft de continue functie £ op het .ge-
sloten en begrensde vierkant namelijk
een globaal minimum. Uit het tekenver-
loop van £ volgt dat dit minimum ligt ‘in het gebied x%2 + (y-1)2 <1, dus in
het stationaire punt (0,%).

‘Nu onderzoeken we de rand van het vierkant.

Opy =0, -1 £xs1is f =0, Uit de figuur: in de punten (x,0) met

-1 £ x <0 of 0 <x < ]: lokale minima, in het punt (0,0) geen extreem.

Opx=%1,0=<y 5 2: £(¢l,y) = y(1+y2-2y) =y(1-y)% =: g(3);

. ]
g'(y) = (1-y)2 - 2yl -y) = (1-y)(1-3y) > 0 voor 0 <y <‘%-, g'(g& =0
g"(y) < 0 voor % <y <1, g'"(1) =0, g'"(y) > 0voor 1 <y s 2,

Dus t.o.v. de randen x = +1;
minima in (il;O) (al onderzocht in het voorgaande);
maxima in (il;%), f= é% (lokale maxima t.o.v. het vierkant volgens de
stelling van Weierstrass toegepast op de begrensde gesloten verzamelingen
0<xs1,0<y<1, x*+(y-1)2 21, resp. -1 <x <0, 0<y=<]1,

24+ (y-1221);
minima in (#!,1) (geen extrema t.o.v. vierkant, zie figuur);

maxima in (x1,2), £ = 2.

1A

b: £(x,2) = 2x%, Deze functie is minimaal voor

1.

Op de rand y = 2, -1 £ x

X = 0 en maximaal voor x
In het punt (0,2) is geen extreem (zie figuur), in de punten (1,2) is

f = 2. Dit is de grootste waarde die we hebben gevonden bij ons onderzoek,
dus volgens de stelling van Weierstrass is 2 het globale maximum.
Resumerend: )

globale maxima 2 in dé punten (%1, 2),

globaal minimum - —7 in het punt (0,3),

lokale maxima 57 in de punten (il Y

‘lokale minima 0 in de punten (x,0) met -1l e x<Q0o0f0<x =1l
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2. a) Oglossing l.

Een parametervoorstelling van § is

r cos ¢
x=|rsing| , 0<gps<27, O0srsi, E
r
Dan is
3% gos ¢ ax - r sin ¢ . 3’_‘" e - r.cos ¢ .
3T = (sin ol , -53-- T co8 ¢| en a—rrx-é-(-;- - r gin ¢
1 0 r o4

Een van de z-as afwijzende normaalrichting is

S

o ox r cos ¢
39 X 3F - |rsing| .
-r
Op S geldt - _ , '
rcos ¢ r sin g - 2r
E = ( » - . . l
-1 r2 -1 (x2-1)?
Dus
T 2n } dX - 39X
H(g,_r}_)dcr - f do f U, 55 % gpddr =
5 0 0
2 : 2 2 2 2 2 ' 5
- j do [ (X2 cos%y L 231n 9 _ _ 22:- z)dl.""
2 _ - -
0 0 r 1 r i (x¢-1°
2n i , .
) J a9 J ( 2r - ,22r 7 =
0 o el (r¢-1) §
4
S
4 ) 4 :
= 2m f L dr + 27 J rd- ] = it
2 - : 2 .
';



0
24 .
: - _TI. = —‘l-:r— - 1
=12 J.dr 3 T
0.

Oplossing .2,

‘Paswde:stelling van Gauss toe op het;gebied“R begrensd -idoor S:en het vlak
zz = d, 2213 W het :deel -van-het-vlak .z-=-§ met x2+ y? < {. Dan .geldt

JJ[dlvﬁ dt = 'Jf(_"}.’.'ﬂ)dc + IJ_(E?__;E)%dU »
R 3 i

‘Het rveld wu:is - divergentievrij:

d_i;v,.u._,}xz‘*"yz - }-~.2x2 +. x2-+ y&= | = 2y2 N 2
e (Ixz + YZ - 1)2 (;x2v+ YZ,__ 1)2 (x2 " yz__ :l.).Z

voor :x2-+y% # .1,

Het gebied R ligt binnen de cilinder met vergelijking x%+y? = 1, dus

J” divudr =0 en ”'(H’E)d" = - H(E!E)d" .
R S v

Op V- is n:= (0,0,1) (t.o.v. R naar buiten gericht),

u o= ( X y 1
- Ay ? ] 2 2
x2+y2-1 x%2+y2-| (x2 +y2~-1)

Overgang op poolcoordinaten geeft

_ 27 3 i
J f'..(ﬂsﬂ)-dﬂ ; J dy f — Tt . dr = 27 -__.‘_..] =
v 0 o (@2-1)? 2(z2-1)]0

” (u,n)do

8

]
[
wi=
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b) £ & &3
- 2 2 2 =
rot u X | 55 | = =
X v 2z
x2+y2_l x2+y2_l (x2+y2_1)2
- ~ 8yz, 8xz - 2%y + 2xy _

- ’ ’ ) ; ’
G2+y2-1)° (@ ey?-1)3 @Rey2-1? 0 (2 ey2e)?

- 8yz ' 8xz
(x2+y2-1)% (x2+y2-1)3

, 0) voor“x2-+y2 $1 .,

Op het oppervlak x* + y2 =32 (0 < a2 # 1) geldt

e e T

-8yz 8xz
] ]
(a2-1)3 (a2-1)3

rot u-= ( 0) en _r_1,=;i;(xiy.0) -

dus

(rot_g_,ﬂ) = ,

b LT

De vector rot u raakt in elk punt van het oppervlak aan het oppervlak.

e) Cplossing 1. -

Een parametervoorstelling van K is

} cos ¢ ‘
X = . 4 sin g , 0=9 s-%-.

cos ¢ + 2 sin ¢ ~ 1
Op K geldt

——

u= (- %—cos @ ,—‘% sin ¢ ,%; (cos ¢ + 2 sin ¢ - 1)) .

Uit
dx - 4sing
To| dcos
2 cos p - sin ¢
vdlgt




¥
Z X
i : dx -2 q . , 1
(ﬂ.’}.)dﬂ = '( (}i ’ d_'cp.)d(p = f (3- cos ¢ 8in ¢ - -3- cos ¢ SIN . +

0 0

+ -‘%% (cos 9 + 2 sin ¢ — 1)(2 cos ¢ = sin ¢))dp =

2 '
r*‘%g- I {cos 9 + 2 sin p — 1)d(cos ¢ + 2 sin ¢ - 1) =
0

XE

gﬂ%‘f i — 2. =&
5 ![Gcos p +2 singp - 1) 5

o

Pas de stelling van Stokes toe op het deel S van de cilindermantel

%2 # y2 = } begrensd door de kromme K, de kromme K': x2 + y? = }, 2 =0
met beginpunt (4,0,0) -en eindpunt
(0,%,0) en het lijnstuk K": x = 0,
y=3,0=<2z<1,

Uit b) weten we dat op S5 geldt

(rot u,n) = 0 en dus

e e

JI‘('rot u,n)do =0 .

‘ S
/
4 .;: y Dus
27
# E I(E,_t_)ds - J(E,_E)ds - 'J(&,l:_’)ds =0 .,
x K Kl K‘l

Een parametervoorstelling van K' is

flicostp
x= |} sin ¢ _metOsmslzT-.
0

Op K' geldt

= A(~-§--cos Q),—-‘;:-sin 9 ,0) .
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Uit
dx -~ 4 sin ¢
rri } cos ¢
0 :
volgt T
z ;
o | |
(E'H) =0, dus J(E,E)és = f (-‘1'375),‘1“’ ==.0 . | ; :

K' 0

Een parametervoorstelling van K" is

o

x = |4 met 0 <t <, ;
t ; ¢
Op K" geldt .'
2 32 ;
L= (0.-3.—9—t) .
Met:
dx 0
T~ |0
: 1
volgt
dx
= 32 16
I(Ei_t.)ds f (E,E‘E)dt 5 [ t dt 5
K" 0 . 0
dus

16 16
f(.‘i’.'i)ds =5 +0 =5 -

K




— 9‘2 o

[}

1. ,Q.e,_;gewen de functie
£lx;y) = ;.(j.y'2 - _x2.-)..(,x2‘+.y22.-'-2!§9 .
ng.a‘dl plaats, -aard en waarde van.de extrema van f in het gebied bepaald
door -y? < x.

2. In Ry ‘is gegeven het vectorveld

u(x,y,2) = (x3+2y+z,y3 +2x+z, du? Tyl ax4y) .
i§ is de doorsnijdingskromme van het vlak

Vi x+y=2z =1
en .h-é-t oppervlak

[z=1=-x2-y2 ,
81

zz 0.,

Bereken met behulp van de stelling van ‘Stokes
J (E_:_E_)ds ’
K

waarbij X doorlopen wordt van {(1,0,0) maar {0,1,0),

3. Zij 9{xX,y,2) =% , waarbij r de afstand is van (x,y,z) tot het punt (0,0,1).
$ is het boloppervlak x? + y? + z2 = 4,
Bereken

[ 38
Usg-dc »
[}

waarbij de normaal n naar buiten gericht is.
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Oplossingen

In de figuur is het gebied G: y2 < x
en het tekenverloop van f aangegeven.

Nullijnen zijn y = x, y = = x en

" (x=1)2 + yZ = 13 ¢)s ©; en cg.

Stationaire punten van f in het inwendi-

ge van G vinden we uit

, g~§= - 2x(x2+y?~2x) + (y2-x%2)(2x-2) = ~ 4x3 + 6x2 - 292 = ¢
E}f_= 2y(x2 +y2 = 2x) + 2y(y®~x2) = 2y(2y2-2x) = 0 .

Van deze vergelijkingen geeft alleen de oplossing (x,y) = G%, 0) een punt in
het inwendige van G, In dit punt heeft f een globaal maximum, want in het
gesloten gebied begrensd door Cp» €y e Cy heeft f een globaal maximum vol-
gens de stelling van Weierstrass. Op de rand van dit gebied is f = 0, dus
het maximum ligt in het inwendige, dus in het stationaire punt (2-,0). Het
maximum is ook globaal t.o.v. G want buiten het gesloten gebied begrensd

door Cy» Cp en cq is £(x,y) < 0. Op de rand van G geldtly2 = X en

EGe, 2V%) = (x~x2)(x2~x) = - (x2-x)% =1 g(x) met 0 < x <o ,

De functie g heeft maxima in x = 0 (punt (0,0): geen extreem, zie figuur) en
in x = 1 (punten (l,tl): geen extrema, zie figuur) en een minimum in x = 4

(punten (4, *4v2)). Dit volgt uit het tekenverloop van
g'(x) = - 2(x2-x)(2x~1) = = 2x(x-1)(2x-1) op [0,®) .

In de punten (}, *}v/2) heeft f lokale minima. Beschouwen we namelijk de ge-
sloten verzamelingen begrensd door c, en de parabool y? = x resp. ¢, en

2
y

maximum volgens de stelling van Weilerstrass. Het globale maximum is blijk-

= x, dan heeft f op deze verzamelingen een globaal minimum en een globaal

baar 0 (op ¢y resp. c, is £ = 0); het globale minimum kan niet in het inwen-
dige van de verzamelingen liggen (geen stationaire punten), dus ligt het op
de parabool y% = x en blijkbaar in de punten (4, *4v2), T.o.v. G heeft f in

weze punten lokale minima, want £ is op G niet naar onder begrensd (bijv.

o

o i,

.
o

T




R V]

;Iimﬁfﬁx;’¢2;)3=m_ ®).

+Samenvattend:

iinthetspunt: (-%- ,0)globaal maximum, : £ =
iinvde ypunten ' (4 ,.2} V2) ;tokale:minima, (f+=m-

o 2

N e

2

7

h¥

6"°,

721j%8".het :deél van:het ..

‘:?‘. ::. ‘SI ‘ e‘K _;-Kl [ ,_._“'.TO. , g

~K K'

: KMivye=i0, ae=
il . > . Zij-nidevan:de .oorsprong afwijzende normaal op

s',-dan;geldt

il
(E‘z .

Fdoorideikrommen:kK,

i1=92,0.<

'I*ﬁk%,,OvS

)

4

Y
%

<

<

1
I,

oppervlak S begrensd

s en

[woew + [wows [wode- |[eoru,me,

~waarbij K, K' en K" doorlopen-worden:zoals in:de:figuur.aangegeven,

0p 8" is

(2x,2y,1)

o= —==is
V1 + 452 + 4y?

&

2

rot u= -ax

x3+2y+z

(rot ' u,n) =.0 .

Dus

”(rot u,n)do-=0 .
S!

.Een-parametervoorstelling van:K'

is

b S+2x+z

T
W

.
|‘oJ

ar
N

Ax2 4y ex+y

= (y,~%,0) ,
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Op K' geldt

u= (2t+1-t2,¢e3+41-02,4t2+1) ,

Met
dg 0
T
-2t

volgt, wegens het omkeren van de richting waarin K' doorlopen wordt bij deze
parametervoorstelling,

1 ' 1
dx
I(E,_E)ds = - f (u,gpdt = - f (£3+1-¢2-¢3-2t2)g¢t =
K' ‘ 0 0
]
= - [(I-3t2)dt=0 .

0

Een parametervoorstelling van K" is

Op K" geldt
u= (t3+1-¢2 2+ 1-t2, fe2+1)

Dus ook

[(g._t_)ds =0
K" :

en bijgevolg

f(g,l‘:_)ds =0,
K

I

L b

I T N I,

S e

SR e ST
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Pas de stelling van Gauss toe op het ge-

z!

bied R begrensd door 'S en het bolopperviak
B: x2 + y2 + (z~1)% =p2 met 0 < p < 1:

1}

fj'(gra‘d 9 , n)do + H-(grad ¢ , n)do
S B

y = IIJ div grad ¢ dr = [J[A'(':T)d'f =0,
R R
/2 want -i_l-is een harmonische functie voor

(x,y¥,2) # (0,0,1). Dus

JI %% dg = - J[(grad 9 ,n)do .
5 B

Op Bisn =-‘—§~ (x,y,z-1) (t.o.v. R naar buiten gericht) en grad ¢ =

I (x,y,2-1), dus
p3

(gradw,3)=—!:(x2+y2+ (z-1)?) > -

ke
k=)

Hieruit volgt

09 4o = - || Lo ==L - -
IJandc JI 2«:lc x opp.B 4n .

2
5 P o
Qzlossing 2.
Gevraagd wordt ” 5?!_1 (',]_'-')dc, waarbij r = Va2 + y2 + (z-1)2.
S

Zij B het gebied begrensd door S en pas de derde identiteit van Green toe

met ¢ = i3

]=_ZZT?JJ'B?—n(%)dU" I[%(‘i‘)d0=-4ﬂ.
S 5



-97_

HERKANSINGEN

Van de herkansingstentamens t/m juni 1969 zijn alleen de opgaven die betrek-

king hebben op wiskunde 40 1in deze collectie opgenomen.

22 juni 1966

Op de cilinder x2 + yz = 1 is K de schroeflijn (cos ¢, sin 9, ¢), ‘
~1 < ¢ < n, met beginpunt P(-1, 0, -&) en eindpunt Q(-t, 0, n); f
L is de rechte van P naar Q.

2 is het vectorveld (y, z, x).

a) Bereken

J(g,g)dS-
K

b) Bereken

j(g._’_{)ds
L

¢) Is het veld a conservatief?

Antwoorden:

a) - b) -2n c) nee .
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21 januari 1967

l. Bepaal de extrema van de functie f gedefinieerd door f(x,y) = xyz.

2. In R3 is het volgende vectorveld gegeven:
a(x) = (cos x, -z,y).
Bepaal

” (rot E'E) do
s

waarin S het oppervlak voorstelt gedefinieerd door:
x-1D2+ y2 2% =4
x =z 0,

en n de naar (1,0,0) gerichte normaal op S.

Antwoorden:

1. locale maxima 0 in (x,0) met x < 0

locale minima 0 in (x,0) met x > O.

2' -67 .
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21 juni 1967

Het veld u = (ey,ez,ex), gedefinieerd in R3, is een vectorpotentiaal van

een veld v; het veld v is zelf weer een vectorpotentiaal van een veld .
a) Bepaal het wveld w.
b) Het veld u heeft zelf ook een vectorpotentiaal. Waarom?

c) Bepaal een mogelijke vectorpotentiaal van U.

Antwoorden:

a) w= (=¥, -e%, %) = u o) ew o= =(ef, e*, &)

©nR s

1

Rl

Ry

ST ST RO

i e A UM Db AT R S e

JRALP N S

e SN

R A



L 2 2.2 2
‘Bepaal de-extwema van. flx,y) = xy(x  + 3 ) in het. gebied x +y

Antwoord:

globale maxima § dn + (42, P2
globale minima —4 ‘in t(%@,-%ﬁ) .
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17 juni 1968

Gegeven het veld

a = (% x3 + yz; 2xy - % y3 + zz, 2yz).

a) Toon aan dat dit veld rotatievrij is.

b) Bepaal een potentiaal van a.

¢) Bepaal de punten waar div 4 extreem is binnen het vierkant
0

{?% < x
0syzx}

en geef aan van welke aard en hoe groot deze extrema zijn,

IA

1A

Antwoorden: _
2 4 2
b) cp=%xl'+xy --,;-y + vz

c) div a = - 4y2 + 2x + 2y ;

globale maxima } in (0,}) en (-},})
~ globale niinima -} in (-}{,0) en (~4,}) .
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20 januari 1969

l. Gegeven het vectorveld

a= (zzxz, 2x4 - 2xyzz; z = 1).

a) Bepaal div a.
b) Het oppervlak S in R3 is gegeven door
x2 + y2 +z7 =1
z = 0.
Bereken JJ (a,n)do.

S

De normaal n wijst van de oorsprong af.

2. Bepaal de extrema van f(x,y) = (I - xz)(l +-y2) in het gebied xz + y2

Antwoorden:

1. a)y 1 b). -

W=

2. globale maxima 2 in (0,1) en (0,-1)
globale minima O in (1,0) en (-1,0).
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16 juni 1969

1. Bepaal aard en plaats van de extremd van f(x,y) = xy in het gebied x2 + y2

A

2. Gegeven het veld a = (% ,-% . %) waarbij r = sz + y2 + z2. ?
;

a) Laat zien dat a conservatief is. a

b) Bereken JJ (2,n)do als S gegeven is door @

S ?

N S )

z =20 By

en de normaal in (0,0,1) door n = (0,0,1).

c}) Bepaal J (a,t)ds als K de kromme in het eérste octant is, die is vastge- ;
K ) . . . ) /
legd door '

2 2
X +y =1

X -y+ 2z =1

beginnend bij (1,0,0) en eindigend bij (0,1,1).

Antwoorden:

1. globale maxima } in + (4/2, }/2)
globale minima -4 in + (32, -W2) .

R S

2, b) 2n c) V2 -1




- ]x@:{, -

19_januari 1370

1. Gegeven het vectorveld

u = (ZZ’XZ'yZ);

a) Bereken div u.

b) Het oppervlak S jts gegeven door
4x2+4y2+22=l

z = 0.

Bereken ” (u,n)do.
)

De normaal n wijst van de oorsprong af.

c) Bereken § (u,t)ds langs de cirkel K bepaald door

In het punt (1,1,0) is de eenheidsraakvector t gelijk aan (0,0,-1).

2

2. Gegeven f(x,y) = yz - (x" - 1)2.

Bepaal de extrema, hun aard en waarde op het gehied x2 + y2 < 4,

Antwoord_en:
T
1. a) 0 b) A c) 0.

2. globale maxima -!-% in + (12, }/14) en + (1v32, ~1/18)
globale minima -9 in (+ 2, 0)

locaal minimum -1 in (0,0) .
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17 juni 1970

. In R3 is gedefinieerd het vectorveld u = (4x,2y,-4z).

Antwoorden:

. globale maxima %/5 in C%/§.,: 3

c@) 5t b) 43 - 2y .

Gegeven is in R, het gebied G, bepaald door y2 £ XS4,

2
Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie f£(x,y) = yz—x2y2

op G.

a) Laat het oppervliak $ in Ry bepaald zijn door:

{xz + y2 -~z =10

0=z21,

Bereken JJ (u,n)do. S wordt zo georienteerd dat de normaal n in (0,0,0)
: . B
gelijk is aan (0,0,<1).

b) Laat de kromme K met beginpunt (0,0,0) en eindpunt (i/f;i/f}n) bepaald .ﬁ
_ - G +3) bep

z1jn door

2 .
x = cos g sin ¢

y = cos ¢ sinzm (0o < %) ;

n

-4 (019

Bereken J (4,t)ds waarin t de eenheidsraakvector aan de kromme K voor-
. .

steilt.

globale minima ~60 in (4, * 2)
locale maxima 0 in (x,0) met I < x < 4

locale minima 0 in (%,0) met 0 < x <1 . _ : ﬂ
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26- januari 1971

. Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie

f(x,y) = 2x2 + 5xy"+-23.r2
op het gedeelte van het xy-vlak, gegeven door'x2 + yzfs b,
Gegeven het vectorveld

u=(yz +y, xz2 - x, xzyz) .

Bereken: JJ (u,n)do, waarbij S gegeven is door
5

z =20,

De normaal n is (0,0,1) in het punt (0,0,!) en is verder continu over het

oppervlak S.

. Gegeven:

’ -1
f(x,y,z) = (x2 + y2 + zz) L

Bereken JI %& do, waarbij B gegeven is door de vergelijking xz + y2 + z2 = 4,
B

De normaal op de bol B is naar buiten gericht,

Antwoorden:

globale maxima 18 in :_(JE} V2)
globale minima -2 in + 2, /2) .

« 37 -

-4 .
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.

. globale maxima Z2e in (‘1’.3 1)
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17 juni 1971

Gegeven is de functie

ftX,Y-) = (1 +. y.z)e_-x ’

S TaE e

gedefinieerd in
”n (“:‘%
G : x2 + y2 <2, %

Bepaal plaats, aard en waarde der extrema van f(x,y) in G.

{3
h

In Ry is gegeven het veld
X
u = ( 5 '2“.11 _ z T » —z i).
(x" +y" +27) (x" + y° + 27) (x" + vy~ +27)
Bereken:
a) Een potentiaal ¢ van u.
b) JJ z(u,n)doc als § de cilindermantel voorstelt gegeven door
5
x2 + y2 = 1
0z =<1
en n.de van de z-as af gerichte eenheidsnormaél.
c) J (u,t)ds als K de kromme, in het eerste octant gelegen, voorstelt ge-
K 2. 2
X o+ = 1. . . o . .
geven door Y\ _ met beginpunt (1,0,1) en eindpunt (0,1,1).
x+y-2=10 :
Antwoorden:

globaal minimum e-’/E in (¥2, 0) .

a) 9 = VX2 + y2 + z2

b) 27 (/2 ~ 1)

ey 0,



24 januari 1972

1. Gegeven de functie

2.2
E(x,y) = —————y—-*(xz AR
gedefinieerd in
2, 2

G: L sx" ¢y 21

Bepaal plaats, aard en waarde der extrema van f(x,y) in G.

2. In R3 is gegeven het vectorveld

u=(z + X, ¥y, 2 — X} .
a) Is het veld u conservatief? Motiveer Uw antwoord.

b) Bereken JJ (u,n)do als S de cilindermantel voorstelt, gegeven door

De normaal n wijst van de z—as af.

c) Bereken § (u,t)ds als K gegeven wordt door

v+ z=20,

De eenheidsraakvector t in het punt (0,1,-1) is gelijk aan (-1,0,0).

Antwoorden:

l. globale maxima 4 in (+ i, 0)

globale minima -4 in (0, + 1)

2. a) nee, want rot u = (0,2,0)
b) 2m
c) 2w .
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15 juni 1972

1. Gegeven de functie

E(x,y) = 3x°y” + 3x% + 2y .

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van f in het gébied, bepaald

door

2, In R3 is gegeven het vectorveld

us (e, —L—, ).
VaZ + 32 xZ 4 yZ o

a) Bereken JJ (u,n)do, waérbij het oppérvlak S is gegeven'door
S
x2 N yz .z
|l <=2 < 2
en n de normaal is die van de z-as afwijst.

b) Beréken J (u,t)ds als K de kromme is in het'eerste.octant_gegeven door
% ‘ .

2 2
_x.+‘y = Z

X+ z =2

met beginpunt (1,0,1) en eindpunt (0,2,2).

Antwoorden:

1. globale maxima %Q in (+ %/2_. .L‘)

globaal minimum -2 in (0,-1)

2. a) -37
by 3.




A
i,
N |

22 januari 1973
1. Gegeven de functie
R 22
EGxy) = (2 -y2e T

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van f 1n het SEbled bepaald
daoar Kz+y2<4 S e

2, In R3 is gegeven het vectorveld
_tl:(xtYaz)'
Bereken ff(g,&)dc, waarbij het oppervlak $S is gegeven door
. S ’ ‘
{x2+y2=z’
l 2 <4,
en de normaal n van de z~as afwijst.

3. In R, is gegeven het vectorveld met componenten

u(x,y) = 6x%y + Ixy2 + 2y3 »

v(x,y) = 2x% + 3x2y + 6xy? .

Bereken Jtde + vdy , waarbij K de rechte is van (0,0) naar (2,1).
K

Antwoorden:

l. Globale maxima e—l in (*1,0);

globale minima -l in (0,%1).
2. 'ITS‘TTc

3. 26.
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14 juni 1973

1, .Gegeven de functie
£(x,y) = (%2 =2x+ y2) (x2- 4}(""‘}’2) .

‘Bepaal plaats, aard en waarde van de .extrema van f in het gebied bepaald

door

{xSZ, :
x2 =~ 10x +y2 <0,

2, In ‘R, 1is gegeven het vectorveld “ ,
§
3
2 442 el 132 g
u= ¢ Y(X +y4) , X (z+ l) _ , X2 +y242) é
X2 + y2 4+ (241;2 x2 4+ 32 4+ (z+1)2 o
a) ‘Bepaal div u.
. 2 2 =
:b) Bereken f[(g_._l‘}_)dc als S het oppervlak is bepaald door {x Tyt trz 4
z 20,
en n in (0,0,2) gelijk is aan (0,0,1),
3. :Beﬁaal in R3 een vectorveld v zodanig dat
‘-{‘div v=0
rot v = (yz,xz,-2xy) .
p

Antwoorden:

l. Globale maxima 192 in (2,%4);
globale minima -4 in (2,+/2);
51/17 - 107 . 9 = V17

- R DS

lokaal maximum 35 in ¢ 7 sy 0) . |
2, a) 1. d
40 >
b) "'3_ T e "i;-:g}

1x3, —xzy-lyzz,()).

3. .Bijvoorbeeld v = (-é- xz2 + 3 >
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