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Hoofdstuk !. Vector—analyse

Scalar- en vectorvelden, vectoralgebra

In‘R3 kiezen we een rechthoekig of cartesisch assenstelsel. Elk punt wordt
dan vastgelegd door drie cartesische coordinaten die we ook kunnen opvatten
als de elementen van een vector: x = (x,v,2) of ook wel X = (XI’XZ’XB)' De
notatie x zal worden gebruikt zowel voor een punt in R’ als voor de verbin-
dingspijl van de oorsprong naar dat punt. De coordinaten X,¥Y,2 van het punt

.. . 3
X z1jn tevens de componenten van de vector X t.o.v. de standaardbasis van R”:

e = (1,0,0), g, = (0,1,0), e, = (0,0,1) .

Deze basisvectoren zijn gericht langs de assen van het cartesisch coordina-
tenstelsel,

N.B. De voorgaande notatie voor vectoren in R; wijkt enigszins af van die
uit de lineaire algebra. Ook zullen we hier dezelfde notatie gebruiken voor

rij~ en kolomvectoren.

Een functie o: Rq + R noemt men wel een scalarveld; aan elk punt x = (x,y,z)
is een getal ¢(x) = ¢(x,y,2) toegevoegd.

Fysische voorbeelden: temperatuur, ladingsdichtheid, massadichtheid, elec-
trische potentiaal.

Bij een scalarveld behoren equiscalaire oppervlakken, dat zijn de oppervlak—

ken ¢(x,y,z) = constant. Indien ¢ een potentiaal is, spreekt men van equipo-

tentiaal oppervlakken.

Een vectorfunctie X:ZR3 Q-R3 wordt vaak geinterpreteerd als een vectorveld;

aan elk punt x = (x,y,z) is een vector

v = (v, (xy,2), vy(x,7,2), v4(x,5,2))

toegevoegd. Deze vector v(x) denken we ons als een pijl niet vanuit de oor-
sprong maar vanuit het punt x. De functies VisVys Vg heten de componentfunc-
ties van v.

Fysische voorbeelden: electrisch veld, magnetisch veld, stromingsveld in een

stromende vloeistof,




Een goed inzicht in het verloop van een vectorveld bieden de zgn. veldlijnen.
(In geval van een krachtveld of een stromingsveld spreekt men ook van resp.
krachtlijnen of stroomlijnen.) Een veldlijn is een kromme die in elk van zijn

punten raakt aan de vector v ter plaatse. Zij nu
x(e) = (x(t),y(t),z(t))

de (nog onbekende) parametervoorstelling van een veldlijn, met t als parame-

ter, Dan dient te gelden

dx d dz

4t = }\VI(X,Y,Z), E‘% = sz(st|z)9 at = AVB(X,Y,Z) s
waarin A een willekeurige evenredigheidsfactor voorstelt, Door oplossing
van bovenstaand stelsel van drie differentiaalvergelijkingen zijn de veld-
lijnen te bepalen.
Voorbeeld I, De electrische veldsterkte E tengevolge van een lading q in de

oorsprong wordt gegeven door

= = (X Y Z = /%2 2 2,

E (Ex’EY’Ez) 4vao(r3 ’r3 ’r3)’ r Vé Ty t+z 3

hierbij zijn E» Ey’ Ez resp. de x-, y-, z—component van E en €9 is de per-
mittiviteit van vacuum.

Voor de veldlijnen vinden we dan het stelsel differentiaalvergelijkingen

dx 22 & o, 2 42, 2
eI S il S r-ai i O
b r r

of, na eliminatie van t,

sl

=X,
X

218
CRIS

De algemene oplossing van het laatste stelsel luidt: y = Clx, z = sz, waar-
in C1,02 willekeurige constanten zijn. De veldlijnen zijn dus rechten door

de oorsprong.

N.B. In de rest van dit hoofdstuk zullen we aannemen dat alle operaties van
differentieren uitgevoerd op scalar- en vectorvelden betekenis hebben, m,a.w.

de betreffende velden zullen voldoende vaak differentieerbaar zijn.




In het college Wiskunde 20, 1,2, is ingevoerd het scalair product

of inwandigrproduct van twee vectoren. Zij a = (al,az,aB) en b = (b],bz,b3),

dan wordt het scalair product (a,b) gegeven door

(a,b) := albl + azb2 + a3b3 .

In het bijzonder is

|a|?

_ 2 2 2
(a,a) = aj +a, + aj .

waarbi j Lil de lengte van a voorstelt.

Zij 8 de hoek tussen de vectoren a en b, dan volgt met de cosinusregel:
(a,b) = |al]blcos o .

Indien (2,b) = 0 dan is a2 L b (a loodrecht op b), en omgekeerd.

Voor de basisvectoren gs8 geldt

2°23
(gipgj)=0alsi#jen=ialsi:j’

i.e. de basis is orthonormaal.

In het college Wiskunde 20, 1.2.8, is ingevoerd het vectorproduct of uitwen-

dig product van twee vectoren in.RQ. Zij a = (al,az,a3) en b = (bl’bZ'bB)’

dan wordt het vectorproduct a x b gegeven door

g & &4
grxhi=a; ay  ay = (ahy -aghy, agh; - apby, ab, - ab).
By Py B3

Bij deze definitie wordt verondersteld dat de basisvectoren )58,,8, een

rechtse schroef vormen, d.w.z. indien we een rechtse schroef draaien van e,

naar g, over de kleinste hoek, valt de bewegingsrichting van de schroef sa-

men met de richting van g4 We spreken dan van een rechts (cartesisch) coor-

dinatenstelsel.

Zonder bewijs vermelden we nog de volgende eigenschappen van het vectorpro-

duct.




Eigenschaggen. 1) a*xbia; axblb; a,b,a * b vormen een rechtse schroef,
0

2) Zij 9 de hoek tussen de vectoren aenb, mtO0=<6 <, dan is

|2 x b| = [a]lplsin e,

i.e. IE X 2| is de oppervlakte van het parallellogram dat door aenb op-
gespannen wordt,
3) axb=-bx a, zodat het vectorproduct niet commutatief is.
4) (5 X -b_) x ¢ = (E*E)E - (_1_3_,5)3, zodat het vectorproduct niet associatief
ax (dxg = (@ab - (abyg, | is.
a, a, aj
5) (a,b x c) = bl b2 b3 = + inhoud van het parallellepipedum dat door

c a, b en ¢ opgespannen wordt,

3
0 dan en slechts dan als a, b en ¢ in &&n vlak liggen, ofte-

6) (2, %
wel, als a, b en ¢ lineair afhankelijk zijn,

7) (@b x e) = (b,e x 3} = (&2 * b).

Voor de basisvectoren &08708, geldt

X e, =e

e * & €3 8y 83 7 &) T &y

S 7 %27 23 22

1.2, Gradient, divergentie, rotatie, Laplace operator

1.2.1, Definitie. Zij cp(lc_) een scalarveld, dan is grad ¢ (gradi@nt van 9) het vec-

torveld gegeven door

.= (29 3¢ 2e
grad (p L (ﬁ’aylaz) .

In plaats van grad ¢ gebruikt men ook de notatie V¢ (nabla ¢). Hierbij is V
. 9 3 3

op te vatten als een symbolische vector: V = (5-;1 ' 5y ,3-2),

Zoals reeds aangegeven in het college Wiskunde 20, 2.5, laat grad ¢ de vol-

gende interpretaties toe:

(i) 2ij a een punt in RB en v een vector met [_\_r‘ = 1. De richtingsafgeleide
van ¢ in a in de richting van v wordt gegeven door
p(a + tv) - o(a)

lim T = (grad ¢(a),v} = |grad qa(_g_)|cos 9,
0

waarin 0 de hoek is tussen grad 9(2) en v. Indien | grad Q)(_E_l_)l # 0, is de rich-
tingsafgeleide maximaal als 6 = 0, d.w.z. in de richting van grad ¢(g). De
vector grad ¢(a) wijst dus in de richting waarin ¢ het sterkst toeneemt, en

|grad tp(_g_)[ is gelijk aan de richtingsafgeleide in genoemde richting.




1.2,3,

(ii) Door het punt a = (a,b,c) gaat het equiscalair oppervlak met verge-

lijking
p(x,y,2) = ¢(a,b,c) .

De vergelijking van het raakvlak aan dit oppervlak in het punt a luidt
39 - ELY - 30 - -
=—(a)(x - a) + a—;(g_)(y b) +==(a)(z - ¢c)=0,

oftewel (grad ¢(a), x - a) = 0, Hieruit volgt dat de vector grad 9(2) lood-

recht staat op het raakvlak en daarmee op het equiscalair oppervliak in a.

De veldlijnen van het vectorveld grad ¢ zijn dan krommen loodrecht op alle
equiscalaire oppervlakken ¢ = constant, of anders gezepgd, de veldlijnen

zijn de orthogonale trajectorién van de equiscalaire oppervlakken.

Voorbeeld 1., De electrische veldsterkte E tengevolge van een lading q in de

oorsprong, als gegeven in 1.1, voorbeeld 1, is af te leiden uit een electri=-

sche potentiaal ¢

s (2, 2422

E = -grad g9, ¢ = TregT

De equipotentiaal oppervlakken zijn nu bollen met de oorsprong als middel-
punt, Orthogonale trajectorien van deze bollen zijn alle rechten door de

corsprong. Deze rechten vormen de veldlijnen van het electrisch veld,

Definitie. Zij v(x) = (vl(x,y,z),vz(x,y,z),v3(x,y,z)) een vectorveld, dan is

div v (divergentie van v) het scalarveld gegeven door

div v ie avl . sz . 8v3
WEISTK 3y 9z °

In plaats van div v gebruikt men ook de notatie (V,v); bij uitwerking van

het scalair product (V,v)} ontstaat er

Bvl sz 3v3

(V,z) = 5x + 5y + = = div v .

Definitie. Zij Xﬁﬁ) = (vl(x,y,z),vz(x,y,z),v3(x,y,z)) een vectorveld, dan is

rot v (rotatie van v) het vectorveld gegeven door

- dvgq _ v,y Bv] ] 3V3 3v2 ) Bvl)
rot v i= (ay 3z '3z 3x ?9x 3y © °




In plaats van rot v gebruikt men ook de notaties V x v en curl v (in de En-

gelse literatuur), Bij uitwerking van het vectorproduct V X v ontstaat er

[ 11e]

1]

e

1 2 =3
|9 ] ) _
V x v = 5y ';')-z- = rot v.
Vi V2 V3

1.2.4, Definitie. Zij ¢(x) een scalarveld, dan wordt de Laplace operator A gedefi-

nieerd door

A¢ 3= div grad ¢ = (V,V9) = 3

In geval van een vectorveld v(x) = (v](x,y,z),vz(x,y,z),v3(x,y,z)) definieren

we evenzo

1.2.5. Opmerking. Met nadruk wordt er op gewezen dat de voorgaande definities van

grad, div, rot, A alleen geldig zijn in een rechts cartesisch coordinaten-

stelsel, Alle coordinaten en componenten van vectoren zijn betrokken op een
vast, rechts, cartesisch x,y,z-assenstelsel. De voorgaande definities zijn
duidelijk codrdinaat~afhankelijk. In 1.4 en 1.5 zullen voor div v en rot v
"coordinaatvrije" definities worden gegeven, onafhankelijk van de keuze van
het coordinatenstelsel., (Een coordinaat-vrije definitie van grad ¢ zit in
feite opgesloten in de boven gegeven interpretatie (i) van de gradiént.) Te-
vens wordt daarbij ingegaan op de fysische betekenis van div v en rot v. In
1.9 zullen formules worden afgeleid voor de vectoroperaties grad, div en rot
in kromlijnige orthogonale coordinaten, met name in cylindercoordinaten en

in bolcoordinaten.

1.2,6. Rekenregels. Laat ELE) enlei) vectorvelden zijn en zij ¢(§) een scalarveld,

dan is:
1) div(pv) = ¢ div v + (grad ¢,v) ,
2) rot{gv) = ¢ rot v + (grad ¢) x v,

3) div(u x v) = (v, rot y) = (u, rot v) ,




43 rot rot v = grad div v - A.Y. ,
5) rot grad ¢ = 0,
6) div rot v=20.

Bewijs. We geven slechts de afleiding van de regels 1), 4), 5) en 6).

. 3 ) d
1 div(ey) = z=(ev|) + g;(@vz) + x=(ovy) =
Bvl sz 3v3 30 30 30

1l

"’(ax +3y *az)J’_xvt*bnyz*SEVa:

¢ div v + (grad qJ,_\f_) .

4) Beschouw de x-component:

] 3
{rot rot E)x = W(rot x)z - a—z-(rot E)y =
B P SR P A R
9y ‘9% ay 3z'oz X
2 2 2 2
av2 8v3 Bvl_8v1=
axXdy ax3z 5 2 5z
v, dv, v 2%y 3%y, %y
= %‘(a s 3 R 21 * 2] * 21> =
xoX y z 9 3y 3z
= (grad div lr_)x - Avl :
analoog voor de y- en z-component.
5) Voor de x-component geldt
=39 3 8% -,
(rDt grad m)x = ay<az) az(ay) 0 3
analoog voor de y— en z-component,
v, 3dv dv, 9dv v, ov
: _a V3 “Vpo g Yy V3. 5 Vp Vi
6) div rot v = Tz?(ay 9z )+By dz  ox ) +Bz(ax ay ) 0.

Voorbeelden., 2) Voor het vectorveld x = (x,y,z) geldt

div x = 3, rot x = 0, grad ]3:_[ =-r::—-’-,A|_>5_[ =T>27|"




3) De electrische veldsterkte E tengevolge van een lading q in de oorsprong

wordt gegeven door (zie 1.1, voorbeeld 1)

f.2
23 ), r = Yx "‘Y2+22
r

E = (Ex'Ey’Ez) = .
Door berekening is te verifieren dat div E=0en rot E = 0.

Blijkens voorbeeld 1 is het veld E ook af te leiden uit een electrische
potentiaal ¢3

E = —-grad ¢, R .

- T Gme.x

0

Met behulp van 1.2.6, regel 5) volgt dan nog eens zonder rekenwerk

rot E = -rot grad ¢ = 0 .

De uitkomst div E = 0 impliceert voor g:

div grad ¢ = Ap = 0, A(Tlc') =0 worr#0.

4) De rotatie van een star lichaam om een vaste as door de ocorsprong wordt
beschreven door de hoeksnelheidsvector w = (wl,wz,m3); w is gericht langs
de rotatie-as en |w| is de hoeksnelheid. De snelheid Y van een punt X van

het lichaam wordt dan gegeven door

vVEwXxxes (mzz T Wg¥y Wak < Wz, 0y - wzx) .

Berekening van de rotatie levert

rot v = (2w1,2m2,2m3) = 2w .

1.3, Lijnintegralen, oppervlakte-integralen, volume-integralen

Lijnintegralen. Zij K een kromme in R3 gegeven door de parametervoorstelling

x(t) = (x(t),y(t),z(t)), a £ t £ b, We nemen aan dat de afgeleide

N d : .

x(t) = (%% ’?1% ,-g-i—) continu en # 0 is; K heet dan een gladde kromme,

Zij £(x) een functie gedefinieerd op K.

In het college Wiskunde 20, 4.2, is de lijnintegraal van f over K als volgt
gedefinieerd. Verdeel K in infinitesimale elementen Ei met maat u(Ei). Kies

punten Ei € E; en vorm de som Z f(gi)u(Ei). Laat nu het aantal elementen tot
i

oneindig naderen en de afmetingen der elementen tot O naderen. Indien dan de
limiet van de voorgaande som bestaat, noemt men deze limiet de lijnintegraal

van £ over K.
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Keem nu als infinitesimale elementen van K lijnelementen van het type

E := {x(t) | £ £t s ey}
waarbij a < t) <ty £Dben At := t, =t klein is, Als maat van E nemen we
de booglengte As:

W(B) = 8s ~ |x(ty) - x(e))] = lg_(tl)lz_\t .

De lijnintegraal van f over K wordt nu genoteerd als f f(x)ds. Op grond van
K

de hierboven gegeven benadering voor As geldt

b b
1.3.1. J f(x)ds = f £(x(6))]%(t) [de = f £e)\E? s @2 @2 %

a a

Als een kromme slechts stuksgewijs glad is, definieert men de lijnintegraal
als de som van de lijnintegralen over de gladde stukken.
Door £ =1 te stellen in 1.3.1, volgt dat de booglengte van K wordt gegeven

door

b
jds = J |x(t)]de .
K

a

De lengte van de boog van K tussen het beginpunt E(a) en een punt E(t) wordt

gegeven door

t

s(t) = j

a

In plaats van t is nu ook de booglengte s als parameter voor K te gebruiken

en er geldt

*

ds -
dt

In het college Wiskunde 20, 2,1.3, is afgeleid dat de vector

dy dz
k(t) = (dt » 3¢ * ¢t

de eenheidsraakvector aan K:

~) raakt aan de kromme K in het punt x(t) We voeren nu in

£ B8 aus el =)




1.3.2.

1.3.3.

iz

_10_.

Bij gebruik van de booglengte s als parameter voor K is ook

dc / dt ds *

]

£

Zij nu v(x) = (Vl(XsYsZ),vz(x,y,z),v3(x,y,z)) een vectorveld gedefinieerd

op K. Een veel voorkomend type lijnintegraal is dan

J‘ (zoE)dS = J (X(}f_(t)),ic_(t))dt .

a

In plaats van de laatste notatie schrijft men ook wel

b b
f@@mémm“ﬂhn%+g%+%%m=
a a

=3 fvl (%,¥,2z)dx +v2(x,y,z)dy +v3(x,y,z)dz .
K

Laat v een krachtveld zijn werkend op een deeltje met bijv. eenheidsmassa of

eenheidslading. De lijnintegraal f (v,t}ds is dan te interpreteren als de
K
arbeid door het veld verricht bij de beweging van het deeltje langs K. In

het geval dat v = grad ¢, is 1.3.2 te herleiden tot een eenvoudige vorm,
Stelling. AR (p(i) een scalarveld. Voor elke kromme K met beginpunt p en

eindpunt g, gelegen in de definitieverzameling van ¢, geldt

J (grad g,t)ds = ¢(g) - o(p) .

K
Bewijs. Zij K beschreven door de parametervoorstelling x(s) = (x(s),y(s),2(s))
met de booglengte s langs K als parameter. Dan is
- dxy _ e dx 3o dy 3¢ dz _do
(grad ¢,t) = (grad o, ?1?) 5% ds 3y ds * 32T T
do,nds = | L ds = 9(a) - o(p)
(grad p,t)ds T 95 = el@) - e(p) . O

Opmerking. Voor een vectorveld v = grad ¢ is de lijnintegraal f (v,t)ds
K

langs een kromme van p naar g, onafhankelijk van de gekozen weg., Velden met

deze eigenschap heten conservatieve velden; we komen hierop terug in 1.6,
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Voorbeeld 1. Zij gegeven het vectorveld v(x) = x = (x,y,2). We berekenen

f (v,t)ds langs een drietal krommen K, alle met beginpunt (0,0,0) en eind-
K
punt (1,1,1),

(i) K is de verbindingsrechte van (0,0,0) en (1,1,1), te beschrijven door

de parametervoorstelling x(t) = (t,t,t), 0 < t < [, Dan is
j (_\I,E)ds = J {(x(t),x(t))de = f 3t dt =% .

(11) K bestaat uit de rechte 1ijnstukken K, van (0,0,0) naar (1,0,0), K, van
(1,0,0) naar (1,1,0) en K3 van (1,1,0) naar (1,1,1!). Dan is

J (v,t)ds = J (v,t)ds + f (v, t)ds + j (v,t)ds =
K] K2 K3

1
= J xdx + f ydy + J zdz = % .

2

A
.

(iii) K is de kromme met parametervoorstelling x(t) = (t,t ,t3), 0<t

Dan is
1
J (v, t)ds = [ (wx(t)),x(t))dt = J (t+2t3+3t5)dt =

o] W

De gelijke uitkomst in de drie gevallen doet vermoeden dat v te schrijven
is als v = grad ¢. Inderdaad blijkt eenvoudig dat ¢(x) = %(x2 + y2 + zz)

voldoet. Voor elke kromme K met beginpunt (0,0,0) en eindpunt (1,!1,1) is dan

J (v,t)ds = f (grad ¢,t)ds = ¢(1,1,1) - $(0,0,0) =‘% .

K

Oppervlakte-integralen. Een oppervlak in R3 is op verschillende manieren ana-

lytisch te beschrijven, namelijk door een

(i) impliciete voorstelling F(x,y,z) = 03
(ii) expliciete voorstelling z = g(x,y),{(x,y)} € G, waarbij G een zeker ge-

bied in het (x,y}-vlak is}
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(iii) parametervoorstelling x = x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) € G,
waarbij G een zeker gebied in het (u,v)-vlak is. (N.B. De parameters

u,v moeten niet verward worden met eventuele vectorfuncties ulx),vi{x).)

Beschouw nu een oppervlak § in Rq gegeven door de parametervoorstelling als
boven. We nemen aan dat %% X %% continu en # 0 is; S heet dan een glad op-
pervlak. Zij £(x) een functie gedefinieerd op S.

We wensen dan te definiéren de oppervlakte—integraal van f over S, We gaan
daarbij op de bekende manier te werk. Verdeel S in infinitesimale elementen

E; met maat W(E;), kies punten €; € E; en vorm de som ) f(gi)u(Ei). Laat ver-
i
volgens het aantal elementen tot oneindig naderen en de afmetingen der ele-

menten tot 0 naderen. Indien dan de voorgaande som een limiet bezit, noemt
men deze limiet de oppervlakte-integraal van f over S,
Als infinitesimale elementen van S nemen we oppervlakte-elementen van de

voerm

E := {x(u,v) | (u,v) ¢ EO}, Ey i= {(u,v) | Uy S u S o, v]s\rSVZ}

waarbij E0 c G en Ay := Uy < U, Av 3= vy TV, klein zijn; zie onderstaande

figuur,

Het element E wordt begrensd door de zgn. parameterkrommen u = Upy U= u,,

V=V, V=V, o0p S. Als maat van E nemen we de oppervlakte Ac die als volgt
wordt benaderd. Het element E is bij benadering een parallellogram opgespan-
nen door de wvectoren Eﬁuz,vl) --E(HI’vl) en E(ul,vz) - E(ul'vi)' Deze vecto-

ren zijn op hun beurt te benaderen door

-}E(UZ'VI) ~£(ul’v]) ~ %E(UI’VI)AU: EC_(U.] svz) -E(u]’vl) = %(ul’vl)Av.
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3 ‘s
Merk op dat 3§'Au en %% Av raakvectoren zijn aan de krommen v = vy en u=u

in het punt x(u1 'y ); zie het rechter gedeelte van de figuur op blz« 12. Het parallello-
gram opgespannen door %ﬁ‘ﬂu en %ﬂ Av heeft een oppervlakte gelijk aan
gﬁ‘ ax‘fAuAv. Daarmee vinden we voor de maat w(E):

= o n |3B 4 22
u(E) Ag A,|§: X aleuAv R

De oppervlakte-integraal van f over S wordt nu genoteerd als ff f(x)do. Op
S

grond van de hierboven gegeven benadering voor Ac geldt

” £(x)do = ” £(e(u,v) |38 x 2 dudv .
G

Als een oppervlak slechts stuksgewijs glad is, definieert men de oppervlakte-

integraal als de som van de oppervliakte-integralen over de gladde stukken.

Door £ = | te stellen in 1.3.4, volgt dat de oppervlakte van S wordt gegeven
door
= 3% , 3%
ff do = JJ e X av]dudv .
S G

Voorbeelden. 2) Zij het oppervlak S gegeven door de expliciete voorstelling

z = z(x,y), (x,¥) € G. Deze is aan te wvullen tot de parametervoorstelling

x = (x,y,2(x,¥)), (x,¥) € G, waarin x en y als parameters fungeren. Dan is

3% _ - 3z, |3x '\/ Bz 2, Bzy2
%= 05D, 5 ay ©,159)s |35 I b g

De oppervlakte—integraal van een functie f over S wordt nu

H £(x)do = ” £tz V1 + 2%+ 22) Zandy
S G

in overeenstemming met college Wiskunde 20, 4.4.3.
3) Zij het oppervlak S gegeven door z = z(r,p), waarin r,p,z cylindercoordi-

naten zijn, Hiermee correspondeert de parametervoorstelling
X=rcos 9, y=r sin 9, z = z{r,q)

voor S, met r en ¢ als parameters. Via een eenvoudige berekening blijkt

A}
3% iél - '\\// Bz 2 1 8z,2
lar % 30 I+ ( r2(3¢) *
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4) De eenheidsbol S is te beschrijven door een parametervoorstelling in bol-

coordinaten:

X = 8in 6 cos ¢, ¥y = sin & sin p, z = cos 6, (8,0) € G ,

waarbij G het gebied is bepaald door 0 <6 <7, 0 = ¢ £ 27,

Dan is l%% X %% = sin 6. De oppervlakte van de eenheidsbol wordt nu gege-

ven door
T 2T
JJ do = JJ sin 0 dodg = J sin 6de J do = 47w .
3 G 0 0

Definitie. De normaal n op een oppervlak S in een punt x van S is een vector

met lengte 1 die loodrecht staat op het raakvlak aan $ in x, (Er zijn twee
zulke vectoren!)

Laat nu het oppervlak § gegeven zijn door de parametervoorstelling x =x(u,v),
(uyv) € G, en neem aan dat 9%, 32 continu en # Q is; S is dan een glad op-

au ov

pervlak., In een punt x van S raken de vectoren g% en %% aan de parameterkrom-

men v = constant en u = constant op S; zie de figuur op blz, 12. Deze wvec—

toren liggen dus in het raskvlak aan S in X. De normaal n wordt nu verkregen

uit het vectorproduct van 3x en 2% :
au v
_ | P
e P A ™
3u 8V
9K , XK
Merk op dat |== x 3;' # 0 voor een glad oppervlak. Een glad oppervlak heeft

dus in elk punt een raakvlak en twee normalen.
In geval het oppervlak S gegeven is door een expliciete voorstelling z =z(x,y),

(x,¥) € G, volgt met behulp van voorbeeld 2 voor de normaal:

=]
|

- E"T'E 3.1

- ¢ 3y :
1+ ( )2‘

We zullen nu een keuze maken uit de twee mogelijke normaalrichtingen en wel

zodanig dat n continu is op S. Oppervlakken waarvoor een dergelijke keuze

mogelijk is, heten oriénteerbaar. Meetkundig is duidelijk dat bijv. bol,

torus en plat vlak orienteerbare oppervlakken ziin; voor een bol kiezen we

de normaal Sf steeds naar binnen Gf steeds naar buiten gericht langs de voer-
straal vanult het middelpunt. Alle gladde oppervlakken voorgesteld door

z = z(x,y), (x,y) € G, zijn oriénteerbaar; de normaal wordt gegeven als bo-

ven met bijv. steeds het plus-teken gekozen. Voor een oriénteerbaar oppervlak




ligt de normaalkeuze overal vast, zodra men in &&n punt van het oppervlak de
normaal voorschrijft en deze vervolgens continu laat veranderen bij beweging
langs het oppervlak. Voorbeeld van een niet-orienteerbaar oppervlak is de

band van Mdbius, zie onderstaande figuur,

We willen nu het begrip orienteerbaar ook defini&ren voor een stuksgewijs
glad oppervlak S. Laat § de vereniging zijn van een aantal gladde oriénteer—
bare oppervlakken Si die twee aan twee een randkromme gemeen kunnen hebben.
De normaalrichting op Si legt voor elke gesloten kromme op S; een bijpassen-
de omloopszin vast; met "bijpassend" wordt bedoeld dat omloopszin en normaal-
richting bij elkaar horen als de draairichting en de bewegingsrichting van
een rechtse schroef, Indien men nu op elk oppervlak Si de normaal zo kan kie-
zen dat op de randkrommen §; n Sj de omloopszin horend bij de normalen van
Si en Sj tegengesteld is, dan heet S orienteerbaar. De definitie is nog toe-
gelicht voor het oppervlak van een kubus en van een cylinder in onderstaande

figuur,

12

n
>z g
——

5l

b o ﬂ&C

-

Ook voor een stuksgewijs glad, orienteerbaar oppervlak kan men dus de nor-
maal vastleggen door in &&n punt een keuze te doen. Het is intultief duide-
lijk dat voor een gesloten orienteerbaar oppervlak de normaal &f overal naar

binnen Sf overal naar buiten is gericht.
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Zij nu v(x) = (vl(x,y,z),vz(x,y,z),vs(x,y,z)) een vectorveld gedefinieerd op
het orienteerbaar oppervlak §. Laat S gegeven zijn door de parametervoorstel-

ling
x = x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) ¢ G .

Kies de normaal n op S volgens 1.3.5 met daarin het plus—teken., Een veel

voorkomend type oppervlakte-integraal is dan

fJ (vyn)do = JJ (v, -g% x %%)dudv .
G

N.B. Bij oppervlakte-integralen ff (v,n)do over een oriénteerbaar oppervlak
S

S dient steeds te worden aangegeven welke van de beide normaalkeuzen men
doet.

Zij n = (nl.nz,n3), dan schrijft men ook wel
J{ Qgtﬂ)do = II (v]nl + von, + v3n3)dc =
S S

=3 f v, dydz + v, dxdz + v_dxdy .
J RS 2 3
S
De achtergrond van de laatste notatie is de volgende., Laat de normaal n hoe=
ken o,B,y vormen met resp. de positieve x-as, y-as, z—as, dan is n, = cos a,

n, = cos f, n, = cos y. Projecteer nu het oppervlak S op het (x%,v)-vlak en

3
noem de projectie SO' Kies in S0 een oppervlakte—~element

E, :={(x,y)]XISxSxi+Ax,y’Sy$yl+Ay}

met maat u(EO) = AxAy, Egy is de projectie van een corresponderend oppervlak-
te-element E op 8. In het college Wiskunde 20, blz. 190 is nu afgeleid
WEQ) oy

Na overgang op de integraal volgt hieruit de formele relatie n3du = dxdy, en

evenzo nldc = dydz, n2d0 = dxdz.

Laat v de snelheid van een vloeistofstroming zijn, dan is ff (vyn)do te in-
- S

terpreteren als de flux door S, d.i. de hoeveelheid vloeistof die per tijds-

eenheid door S stroomt, Immers, de hoeveelheid vlceistof die per tijdseenheid
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door een oppervlakte-element Ac van S stroomt, is bij benadering gelijk aan
de inhoud van de scheve cylinder met grondvlak Ao en as v, zie figuur, Deze
inhoud is gelijk aan (v,n)Ac. Door "optelling" van de bijdragen der opper-

vlakte-elementen vinden we voor de totale flux: ff (z,&)dc.
S

Voorbeeld 5. Gegeven is het constante vectorveld v = (1,1,1). S is de halve
2

bol z = /1 - x* - yg, x° + y2 < |, met normaal n die in het punt (0,0,1)

naar boven gericht is. We berekenen ff (v,n)dc op twee manieren,
5

i} Uitgaande van de expliciete voorstelling z = Y1 = x2 - y2 voor S volgt

_ ] ,_ 9z _ 3z _ A
B _\/1 + (.EE)Z + (lz-)z\ ax » By » 1) (X,y, 1 X y ) *
X 3y

Al
do Ml v 52 4 (25 %xdy = e
oxX dy /1 - %2 - 42

zodat

Yo = || 2ELE 1"x2_y2dd
(vyn)do Y Qe — xdy ,

waarin G het gebied is bepaald door %% + y2 < 1.

Op grond van symmetrie is de integraal owver G te vereenvoudigen tot

IJ dxdy = m ,

G
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(ii) Beschrijf S door een parametervoorstelling in bolcoordinaten 6, 9, als

in voorbeeld 4. Dan is
n = (sin 6 cos ¢, sin & sin ¢, cos 8),
(vo,n) = sin 6 cos ¢ + sin 0 sin ¢ + cos 6 ,
I‘f {v,n)do = ff (sin & cos ¢ + sin © sin ¢ + cos 8)sin 6 dodg ,
G*

waarin G het gebied is bepaald door 0 < 0 < % » 05 g 5 2m,
De integraal over G* is te schrijven als een herhaalde integraal
w2 21 n/2 27
sin%e do J (cos o +sin 9)dp + J cos 8 sin 0 do f do =1 .
0

Volume-integralen. De volume~integraal fff f(x,y,2z)dxdydz over een gebied R
R

in B3 is reeds besproken in het college Wiskunde 20, 4.5, Vaak gebruikt men

de korte notatie dT voor het volume-element in plaats van dxdydz.

Integralen van vectorfuncties. Zij _\5_(35) = (v](_:i),vz(ﬁ),va(‘_}g)) een vectorveld,

dan spreken we af dat

Iz(_:_c_)ds = ( J v (E)ds, J Vz(ﬁ)ds' J v3(§)ds)
K K K

en analoog voor ff _\L(z)do en fff E(Ec_)dr.
S R

1.4, Stellinng van Gauss

In deze paragraaf is R een begrensd gesloten gebied in R3 met rand S. We ne-

men aan dat S stuksgewijs glad en orienteerbaar is; n = (nl,'nz,n3) is steeds

de naar buiten gerichte normaal op S. In de navolgende stellingen is

.Y_(E) = (vl(x,y,z),vz(x,y,z),v3(x,y,z)) een vectorveld en tp(z) een scalarveld.
We veronderstellen dat v(x) en ¢(x) continu differentieerbaar zijn in een ge-

bied dat R bevat,




1.4.1. Stelling.

av
a) J[J 7 4t = [f vin.do ,
R s
8v2
b) [JJ 3y dt = Jf v2n2d0 s
R 5
Bv3
c) f f 75 4t = f[ Vanado .
R 5

Bewijs, We geven alleen het bewijs van c). We beschouwen eerst een gebied R

van de vorm

R = {(XDY’Z) I (X:Y) e G, f](x’YJ sz = fz(x;Y)} ’

waarin G een begrensd gesloten gebied in het (x,y)-vliak is met randkromme K;

zie onderstaande figuur,

=

De volume-integraal over R is dan te herleiden tot een herhaalde integraal:

f2(x’y)3v

v
3., 3 4, .
fjf-g-z—dr—ff dxdy J 52 dz =
R G £,(xy

= JJ ['V3 (stnfz (st)) - V3(X:th] (xsy))]dXdy .
G




_20_

De rand § van R bestaat nu uit drie stukken:

I

8y += {xy,2) | (xy) €6, z = £ (x,1},

N
I

52 = {(X.Y.Z) I (x:y) e G, = fz(x’y)} 3

3 = {(x,y,2) ] (x,¥) € K, f](x,y) <z < fz(x,y)} .

Voor S3 geldt n

3 = 0, zodat ff v.n,do = 0,

33
Sq

Voor S1 worden normaal n en oppervlakte-element do gegeven door

1 (af| 3E \/ °3f 2 [3f 2
L fi[aflJz ]Jz Bx 3y T VIt 5|t dxdy
I+ + |—

9x LBy

terwijl voor S, geldt

2

— \
5f,  of '\/ 3f.)2  (5£.)2
~ 1 2 %% \ %) 2
N et et e M [ [
1 + || + [—Z
ax Lay

Merk op dat de normaal n op 82,31 een positieve, resp. negatieve z-component

heeft. De totale oppervlakte-integraal over S wordt nu

JJ v3n3dc + f[ v3n3do = ff [v3(x,y,f2(x,y))-v3(x,y,f](x,y))]dxdy .
S1 82 G

d.i. gelijk aan de eerder herleide volume-integraal.

Zij vervolgens R een gebied dat door "hulpvlakken" te splitsen is in eindig

veel deelgebieden van de vorm als boven. Pas dan de stelling toe op elk van

deze deelgebieden en tel de resultaten op., Hierbij zullen de oppervlakte-in-

tegralen over de hulpvlakken twee aan twee tegen elkaar wegvallen, waarna

weer de stelling volgt. Voor een willekeurig gebied R is de stelling te be-

wijzen door een limietprocedure die we hier echter niet uitvoeren. O

1.4.2, Stelling (stelling van Gauss voor een scalarveld).

”j grad ¢ dr = ” pn do .

R 5

Bewijs. Pas 1.4.1 toe op elk der componenten links en rechts. 0
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1.4.3, Stelling (divergentiestelling of stelling van Gauss voor een vectorveld).
[z [ s
R S

Bewijs. Vorm de som van de resultaten uit 1.4.la), b) en c). O

1.4.4, Stelling (stelling van Ostrogradsky).
J” rot v dt = ” (n x v)do .
R S

Het bewijs volgt eenvoudig uit 1.4,1,

De voorgaande stellingen nemen een overzichtelijke vorm aan bij gebruik van

i de V-notatie:

[froscnff oo

” (¥, pdr = ” (n,¥)do ,
|

S
Met behulp van de divergentiestelling (1.4.3) geven we nu een nieuwe en coor-

I (Vxx)d't=ff (Exz)do' .
S

WY W= T

dinaat-vrije definitie van het begrip divergentie. Laat R een klein gebiedje

zijn met volume V en diameter ¢(R). (De diameter S(R) van R is de maximale

afstand tussen twee punten van R.) Zij x € R, dan is

f[J div v dr = div X(E) - V.

Neem nu 8(R) + 0 zodanig dat R samenkrimpt tot het punt X, dan volgt

div v(x) = lim T]f JJJ div v dt .
=T §(R)-0
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Met de divergentiestelling is de integraal over R te herleiden tot een op-

pervlakte-integraal over de rand S van R, zodat

div v(x) = lim T‘,—” (v,n)do .
8 (R)>0 B

De aldus gevonden betrekking is te gebruiken als coordinaat-vrije definitie

van de divergentie.

Indien bijv. v de snelheid van een vlceistofstroming is, dan stelt ff (v,n)do

S
voor de flux door S. Blijkens 1.4.5 is div v(x) dan te interpreteren als de

flux per volume-eenheid.

Voorbeelden. 1) Beschouw het vectorveld L= (x-—xo, Y =Yg z-zo), i.e. r is
de plaatsvector vanuit het punt P(xo,yo,zo); we noteren |£| =: r. Laat §

een gesloten oppervlak zijn met naar buiten gerichte normaal n. We tonen
nu aan:

0 als P buiten S liget,
IJ (ngg) do = JJ cos & . _

g T S r 4t als P binnen S ligt .,

Hierbij is o de hoek tussen n en r.

De afleiding berust op de divergentiestelling en de relatie

X - x y -3y z -z
3 Y] ] 0 ] 0

T oo | s [ e 4 —— =0’r;‘.-0’
9x r3 3y r3 9z r3

div (-’5—3)
Y

welke door een eenvoudige berekening is te verifieren,

(i) Zzij P buiten S, dan is

JJ £EL§1 do = fJJ div(zg)dr =0,
s F R i

waarbij R het gebied binnen § is,
(ii) Als P binnen S ligt is de voorgaande afleiding niet meer geldig omdat
div(r/r3) niet gedefinieerd is in P. Voer nu in een boloppervlak S'

met middelpunt P en straal &, geheel binnen S gelegen; zie figuur,
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Pas de divergentiestelling toe in het gebied R' tussen S en §', dan

volgt
JJ QL—:;;E) do + jJ —15'—(33) do = [JI div(%)dw =0,
s F st T R r
Hierbij is de normaal n op S8' naar binnengericht (vanuit R' naar bui=
ten). Meetkundig is eenvoudig in te zien dat B0 . L op S'. We
. r3 62
vinden dan
2
QD g5 - || Bk 4o - ({1 e = 4780 4
r £ 52 52
L}

2) Een vloceistof met massadichtheid p(_::c_,t) stroomt met snelheid x(z,t); de
variabele t geeft de tijd aan. Laat R een begrensd gesloten gebied in CRB
zijn met rand 5, en zij n de naar buiten gerichte normaal op S. Gedurende

een tijdsinterval At stroomt door $ naar buiten een vloeistofmassa

JJ (px,E)do“ﬁt .
S

Deze uitgestroomde massa moet gelijk zijn aan het tegengestelde van de

verandering van de in R bevatte massa

”J p(g_c_, t+At)dr ~ ”J p(i,t)d'r o J” -g-% dr+At .
R R

R

Na een limietovergang At - 0 volgt dan

[ oume
R S

Pas de divergentiestelling (1.4.3) toe op het rechterlid, dan is

jJJ [-g% + div(pv)Ildt = 0 ,
R

Aangezien deze betrekking moet gelden voor elk gebied R, vinden we

8—% + div(pv) = 0 ,

d.i. de zgn. continuiteitsvergelijking. Deze vergelijking drukt "behoud

van massa' uit. Voor een incompressibele stroming is p constant en de

continuiteitsvergelijking gaat over in div v =0,
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3) De vroegere definitie 1,2.2 van divergentie in een cartesisch coordinaten-
stelsel is af te leiden uit de coordinaat-vrije definitie 1.4.5. Neem voor

R een infinitesimaal volume-element

R := {(x,y,2) | X S xS x +8x, 5 Sy<y, +Ay, z, <z% zI+Az}

met volume V = AxAyAz, Voor het vectorveld

vix) = (vl(x,y,z),vz(x,y,z),v3(x,y,z)) berekenen we nu ff (vyn)do; hierin
S

is 8 de rand van R en n de naar buiten gerichte normaal op S. $ bestaat

jen x = x, + Ax tot de

oppervlakte-integraal is bij benadering gelijk aan

uit zes vlakjes. De bijdrage van de vlakken x = x

v
I
vl(xI + Ax? y],z])AyAz - v](xl,yl,zl)AyAz b 5§—~AxAyAz .
v
Evenzo geven de vlakken y = yyeny =y, + Ay een hijdrage TR AxAyAz, en

av

de vlakken z = z, en z = z, * Az een bijdrage 3;—-AxAyAz. Voor de totale

1
oppervlakte-integraal vinden we dan

3v av v

i A AL
v ” Wwndo S 5=ty Yo
5

Ra limietovergang Ax - O, Ay + 0, Az =+ 0, volgt hieruit

div v Bvl . sz . Bv3
WIS 3y oz

in overeenstemming met 1.2.2,

1.5, Stelling van Stokes

Zij K een kromme in R’ gegeven door de parametervoorstelling

x(t) = (x(t),y(t),z(t)), a < t = b, Kheet een enkelvoudige gesloten kromme

of Jordankromme indien i(t]) #‘z(tz) voor t, # t, behalve dat x(a) = x(b),
i.e. K heeft geen dubbelpunten en begin- en eindpunt van K vallen samen.
Voor een lijnintegraal over een enkelvoudige gesloten kromme K gebruikt men

ook wel de notatie ﬁ-
K
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1.5.1, Stelling (stelling van Green). Zij G een begrensd gesloten gebied in het
(x,y)-vlak; zij de rand van G een .stuksgewijs gladde, enkelvoudige, gesloten
kromme K. Laat de functies u{x,y) en v(x,y) continu differentieerbaar zijn
in een gebied dat G bevat. Dan is

av Ju _
JJ (3; Eg)dxdy = J udx + vdy,
K
indien K in positieve zin (d.i, in een richting tegen de wijzers van de klok
in) doorlopen wordt.

Bewijs. Breid het (x,y)-vlak uit met een z-as en beschouw in de (x,v,2z)-ruim—

te het cylindervormig gebied
R:= {(x,5,2) | (x,9) € G, 0<z <1} .

zie onderstaande figuur.

Pas de divergentiestelling (1.4.3) toe op het vectorveld

y_(xsy’z) i= (v(x,¥),~u(x,y),0) in R:
J” div y dt = JI (v,n)do ;
R 8

hierin is S de rand van R en n de naar buiten gerichte normaal op S.
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De volume-integraal over R is te herleiden tot

. - dv _ 3du -
jJJ div v dtr = JJJ = ay)dxdydz
R R

1
- dv _ du - 3v _ 3u
JJ o ay)c;lxdy J dz JJ e By)dXdy . (1)
G 0 G
De rand S bestaat uit bovenvlak, ondervlak en mantel van de cylinder. Op het
bovenvlak is n = (0,0,1), (z,g_) = 0; evenzo is op het ondervlak n = (0,0,-1),
(von) = 0. Op de mantel M is n voor te stellen door n = (nl,nz,O). De opper—

viakte-integraal over S is dan te herleiden tot

1
JJ (_\_f_,_r_l_)dd =jJ (vn] -unz)dc = J (v’n1 —unz)ds J dz = ] (\m1 - unz)ds.
S M K 0 K

I

Voer nu in de eenheidsraakvector t (tl’tZ’O) aan K in de positieve rich-
ting, dan is langs K (zie figuur): D=t x eq dus n, = t,, n, = -t,, Daar-

uit volgt

J (vn1 -unz)ds = J (ut] +vt2)ds = J udx + vdy . (2)
K

Door gelijkstelling van de eindresultaten in (1) en (2) volgt de te bewijzen

stelling, 1}

Opmerkingen. 1) Kies op G de normaal volgens n=e,, dan passen omloopszin
van K en normaalrichting op G bij elkaar als de draairichting en de bewe-
gingsrichting van een rechtse schroef. Voer nu in het vectorveld
u(x,y,2) = (u(x,y),v(%,y),0), dan is de stelling van Green ook als volgt

te formuleren:

JJ (rot u,n)do = f (u,t)ds ,
G K

Deze uitkomst is een bijzonder geval van de straks te behandelen stelling
van Stokes (1.5.4).
2) Op analoge wijze als in 1.5,1 is te bewijzen de divergentiestelling in

twee dimensies:

.
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du v
jJ (o= + gyodxdy = J (un] + vnz)ds :
G K

hierin is n = (nl,nz,O) de naar buiten gerichte normaal op K.

In de rest van deze paragraaf is S een stuksgewijs glad, orienteerbaar op-
pervlak inZR3 met als rand een stuksgewijs gladde, enkelvoudige, gesloten
kromme K. De normaal n = (n],nz,nB) op S en de eenheidsraakvector

L= (tl’tz’t3) aan K worden bij elkaar passend gekozen, d.w.z. de door t
vastgelegde omloopszin van K en de normaalrichting op S horen bij elkaar als
de draairichting en de bewegingsrichting van een rechtse schroef. In de na-
volgende stellingen is v(x) = (vl(x,y,z),vz(x,y,z),v3(x,y,z)) een vectorveld
en ¢(x) een scalarveld. We veronderstellen dat v(x) en ¢(x) continu diffe-

rentieerbaar zijn in een gebied dat $ en K bevat.

Stelling.
Bvl avl
a) JJ (E‘E_ n2 - ?)-;— ns)dc = J V]t]dS ’
S K
sz sz
b) JJ (a—x— n3 - '5?- nl)dd = J v2t2ds s
) K
3v3 Bv3
c) ” (--——ay n =g ny)do = J Vatads .
5 K

Bewijs. We geven alleen het bewijs van a). We beschouwen eerst een oppervlak
S gegeven door de expliciete voorstelling z = f(x,y), (x,y) ¢ G. Hierin is G
een begrensd gesloten gebied in het (x,y)-vlak met rand K'. K' is tevens de
prejectie van K op het {(x,y)-vlak,

Kies op § de normaal met positieve z-component. Deze wordt gegeven door
1 3f 9 f

n = ("-_—-—-,"'—,I).
k LH ox Y
\;1"'(5';:-) +(ay

De bijbehorende omloopszin van K is dan zodanig dat K' in positieve zin door-

lopen wordt,
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De oppervlakte~integraal over S is nu te herleiden tot

Bvl Bvl BVI £ Bvl
” Gz M T3y mdo ” [~ 57 3y ~3y Jdxdy =
G

Qr

=_” & v (o, ECryy)daxdy
G

Pas op de laatste integraal de stelling van Green (1.5.1) toe (met

u 3= vl(x,y,f(x,y)), v := 0 gesteld), dan volgt

_JJ %; VI(X’Y:f(X,Y))dde J V](x,y,f(x.y))dx =
G K'

J vl(x,y,z)dx = f v]tlds .
K

Zij vervolgens S een oppervlak dat door "hulplijnen" te verdelen is in ein-
dig veel deeloppervlakken van de vorm als boven, Pas dan de stelling toe op
elk van deze deeloppervlakken en tel de resultaten op, Hierbij zullen de
lijnintegralen over de hulplijnen twee aan twee tegen elkaar wegvallen, waar-
na weer de stelling volgt. Voor een willekeurig oppervlak S is de stelling

te bewijzen door een limietprocedure waarop we hier echter niet ingaan. 0

1.5.3. Stelling (stelling van Stokes voor een scalarveld),

JJ (n x grad ¢)ds = J pt ds .
S K

Bewijs. Pas 1.5.2 toe op elk der componenten links en rechts. O

1.5.4. Stelling (stelling van Stokes voor een vectorveld).

Jj (rot y_,_rl)dc = J (y_,_t_)ds .
S K

Bewijs. Vorm de som van de resultaten uit 1.5.2a), b) en c), 0

Als toepassing van 1.5.4 geven we nog de volgende integraalstelling voor een

gesloten oppervlak,




_29_

1.5.5. Stelling. Zij S0 een gesloten oppervlak met naar buiten gerichte normaal 1,

dan is

” (rot v,n)do =0 ,

%
Bewijs. Verdeel S0 in twee deeloppervlakken Sl en 52 door middel van een ge-
sloten kromme K op SO' K is dan gemeenschappelijke rand van S; en 52' Laat
bij de normaal n op S1 de eenheidsraakvector t aan K behoren. Dan behoort

bij de normaal n op S2 de eenheidsraakvector t' = -t aan K; zie figuur,

Pas nu de stelling van Stokes (1.5.4) toe op elk van de deeloppervlakken S]

en SZ’ dan volgt

fJ {(rot v,n)do = J (X,E)ds + f (EvE')ds =0 . N
SO K K

Opmerking. Indien v tevens gedefinieerd is in het gebied R binnen SO’ kan men
ook gebruik maken van de divergentiestelling (1.4.3):

JJ (rot v,n)do = JJJ div rot vdtr =0 .
So R

Met behulp van de stelling van Stokes (1,5.4) geven we nu een nieuwe en cofr—

dinaat-vrije definitie van het begrip rotatie. Laat S een klein oppervlakje

zijn met oppervlakte A en diameter &§(S). Zij X e S, dan is

JJ (rot vyn)do =~ (rot lr_(_}::_),_r_l)-A .
S
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Neem nu 0(8) + 0 zodanig dat S samenkrimpt tot het punt x en de normaal op S

in x vast blijft, Dan volgt

(rot v(x),n) = 1lim %JJ (rot v,n)do ,
§(8)~0 -

Met de stelling van Stokes is de integraal over S te herleiden tot een lijn-

integraal over de rand K van 8, zodat

(rat .‘E(E)SE) = 1im -j—: J (X,E)ds .
8{8)+0 K

De aldus gevonden betrekking is te gebruiken als coordinaat-vrije definitie
van de rotatie, of liever: van de component van rot v in de richting van n.
Neem nu voor n achtereenvolgens eemheidsvectoren in drie onderling loodrechte
richtingen, dan is daarmee rot v volledig bepaald,

Indien bijv. v de snelheid van een vloeistofstroming is, dan heet f (v,t)ds
K
de circulatie rond K. Blijkens 1.5.6 is rot v(x) dan te interpreteren als de

circulatie per oppervlakte-eenheid.

Voorbeelden. 1) De belangrijke rekenregels (1.2.6, 5) en 6))

rot grad ¢ =0, divrot v =10,

zijn ook af te leiden uit de coordinaat-vrije definities 1.5.6 en 1.4.5
van rotatie en divergentie,

(i} Uitgaande van 1.5.6 is

(rot grad g,n) = Llim % f (grad ¢,t)ds = 0 ,
§(8)~0 K

Voor een gesloten kromme K is namelijk f (grad ¢,t)ds = 0 op grond
van 1.3.3, .

(ii) Uitgaande van 1,4,5 is

div rot v = lim %IJ (rot v,n)dc = 0 .
8§ (R)>0

Voor een gesloten oppervlak Sis namelijkff (rot v,n)do = 0 op grond
s

van 1.5.5.
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2) Zij gegeven een electromagnetisch veld met electrische veldsterkte E(x,t)
en magnetische inductie B(x,t); de variabele t stelt de tijd voor. In een
gebied R zonder ladingen en stromen, voldoen E en B aan de Maxwell verge-

lijkingen in integraalvorm:

j (E,t)ds = - g—t-:- ” (Byn)do, (wet van Faraday)

K ]

J (B, t)ds €00 g-t-:' IJ (E,n)do, (wet van Maxwell)
K )

(so,uo zijn resp. de permittiviteit en permeabiliteit van vacuum) geldig
voor elk oppervlak S in R, met gesloten randkromme K. De normaal nop S

en de eenheidsraakvector t aan K passen bij elkaar op de bekende wijze.

Met behulp van de stelling van Stokes (1.5.4) zijn de voorgaande verge-

lijkingen te herleiden tot

” (rotE+-g%,p_)d0 = 0, ” (rot B - €9¥p %%,E)dd =0,
]

Aangezien deze vergelijkingen gelden voor elk oppervlak S in R, vinden we

)] - 3E
rotE rrals rot_I}_ 80“0 5T 0

d.i. de Maxwell vergelijkingen in differentiaalvorm.

1.6, Scalaire potentiaal, conservatieve velden, rotatievrije velden

1.6,1. Definitie. Als het vectorveld Vv te schrijven is in de vorm v = grad ¢ waar-

bij ¢ een scalarveld is, dan heet ¢ een (scalaire) potentiaal van V.

N.B., In de fysica schrijft men vaak v = -grad ¢ en noemt dan ¢ een potentiaal
van v.

De potentiaal van een vectorveld is eenduidig op een constante na: als ¢ een
potentiaal van v is, dan is ook ¢ + C een potentiaal van v waarbij C een wil-
lekeurige constante is,

In 1,2 is reeds opgemerkt dat de veldlijmen van het '\.:rectorveld v = grad g

loodrecht staan op de equipotentiaal opperviakken ¢ = constant,
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Voorbeeld 1. Een constant vectorveld 2 heeft een potentiaal (a,x); immers
grad (a,x) = a.
De. electrische veldsterkte E tengevolge van een lading q in de oorsprong

wordt gegeven door E = Hgs_ -l—-—"x-l-'-ﬁ- » zie 1.1, voorbeeld 1. E is af te leiden
0 Ix

uit een electrische potentiaal g volgens E = -grad ¢ met ¢ = ﬁr .
0 -

Het vectorveld y_(_:s) = x heeft als potentiaal p(x) = é(x2 +y2 +zz).

Definitie. Een vectorveld v heet conservatief in een gebied R in R3 indien

voor elk puntenpaar p en g in R geldt dat f (v,t)ds dezelfde waarde heeft
K
voor alle krommen K in R met beginpunt b en eindpunt g.

Of: Fen vectorveld v heet conservatief in een gebied R in R3 indien

f (.\_r,.E)ds = 0 voor elke gesloten kromme K in R.

K

Laat v een krachtveld zijn dan is f (v,t)ds gelijk aan de arbeid door het
K

veld verricht bij de beweging van een deeltje langs K, Voor een conservatief

krachtveld is deze arbeid slechts afhankelijk van begin- en eindpunt van K
en niet van het verdere verloop van K. Langs een gesloten kromme is de ver-
richte arbeid gelijk aan 0.

We zullen nog verifieren dat de twee definities in 1.6.2 gelijkwaardig zijn:

(i) Laat K een gesloten kromme in R zijn. Kies op K twee punten p en g, waar-

door K verdeeld wordt in een kromme Ki van p naar ¢ en een kromme Ké van

q naar p. Zij K, de kromme Ké doorlopen in tegengestelde richting dus

van p naar ¢. Uitgaande van de eerste definitie is nu

f (E_s_E)ds = J (Z’E_)ds

Kl K2

en daaruit volgt

j (v,t)ds = J (vyt)ds + f (v,t)ds = J (vyt)ds ~ f (v,t)ds = 0

t
K K1 K2 K] K2
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(ii) Laat K, en K2 twee krommen in R zijn beide met beginpunt p en eindpunt g.
Vorm dan de gesloten kromme K bestaande uit K, en de in tegengestelde

richting doorlopen kromme Kye Uitgaande van de tweede definitie is nu

0= J (v, t)ds = j (v,t)ds - J (vpt)ds ,

K Ky

waaruit volgt f (x,_E)ds = f (_\_I_,E)ds.
S K

1.6.3. Definitie. Een vectorveld v heet rotatievrij indien rot v = 0.

We onderzoeken nu de samenhang tussen de in 1.6.1, 1.6.2, 1.,6.3 ingevoerde

begrippen.

1.6.4, Stelling. Een vectorveld v is conservatief dan en slechts dan als Vv een po-

tentiaal heeft,

Bewijs. (i) Zij v = grad ¢ in een gebied R in R3. Volgens 1.3.3 is dan

j (v,t)ds = J (grad g9,t)ds = 9(g) - ¢(p)
K

voor elke kromme K in R met beginpunt p en eindpunt 4. Het vectorveld v is
dus conservatief in R,
(ii) Zij v conservatief in een gebied R in R™. Kies in R een vast punt P en

definieer

X
p(x) := J_(X,E)ds, xekR,
2

waarbij de integraal te nemen is over een kromme in R van p naar x. Omdat de 1ijn-
integraal onafhankelijk is van de gekozen weg, is 9(x) door deze definitie
ondubbelzinnig vastgelegd.

We tonen nu aan dat grad ¢ = v, i.e. ¢ is een potentiaal wvan V. Bereken dagar—
toe de partiéle afgeleide %-;% uit

39 _ ..
-a—x- lim

h~>0

p(x + h,y,z) ~ 0(x,v,2)
h
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In de definitie van ¢(x+h,y,z) kiezen we als integratieweg: een kromme van
D naar x plus het rechte lijnstuk -van (x,y,z) naar (x +h,y,z). Dan is
(x+h,y,z) x+h
x+h,y,z) - 1 1
2 by 2) ZeCuy,) 1 () £)ds = J vy (5,3, 2)dE,
(%,¥,2) X

waarin v, de x-component van v is. Neem de limiet voor h + 0, dan is

3 ] . . ..

3%-= vl(x,y,z) (zie college Wiskunde 10, 3,4.11). Analoog is te bewijzen:

3 3 ..

5% = vz(x,y,z), 5% = v3(x,y,z), waarbij Vo Vg de y-, resp, z-component van
v is, (

Indien een vectorveld v een potentiaal heeft, kan men deze bepalen door mid-

del van de lijnintegraal

X
p(x) = J_(z,g)ds
E

als in het bewijs van 1.6.4. In concrete voorbeelden is het vaak eenvoudiger

om de potentiaal te bepalen door oplossing van de vergelijking grad ¢ = V.

Voorbeeld 2. Zij gegeven het vectorveld v (2xy,x2-b2yz, 1 +y2). Indien v

een potentiaal ¢ heeft, dient te gelden v = grad ¢ oftewel

59 _ o _ 2 39 _ 2
s 3y * vz, 2ty

Integratie van de eerste vergelijking levert

2
P(x,y,2) = x"y + £(y,z) ,

waarin f(y,z) een willekeurige functie van y en z is. Na substitutie van de-

ze ¢ in de tweede vergelijking volgt

2 af 2 of 2
x° + 3? = x° + 2yz, §§-= 2yz, £(y,2) = y"z + g(z) s

waarin g(z) een willekeurige functie van z is, Substitueer tenslotte

p(x,y,2) = x2y + yzz + g(z)

in de derde vergelijking, dan ontstaat er




...35_

y2+i&=1+y2,i&=1,g(z)=z+c.

waarin C een willekeurige constante is. De gezochte potentiaal wordt dus ge-

geven door ¢(x,y,z) = x2y + yzz +z + C,

Voorbeeld 3. Een deeltje met massa m beweegt onder invliced van een conserva-
tief krachtveld F langs een kromme K gegeven door de parametervoorstelling

x(t) met de tijd t als parameter. K heeft beginpunt A en eindpunt B corres-
dx(t)

ponderend met ¢ = tA resp. t = tg. De snelheid van het deeltje is v(t) = Tl

Het krachtveld F heeft op grond van 1.6.4 een potentiaal g, zodanig dat
F = -grad ¢. De bewegingsvergelijking van het deeltje luidt dan

dy _ _
m == = grad ¢ .

Vermenigvuldig scalair met de eenheidsraakvector t aan K, en neem de lijn-

integraal over K, dan ontstaat er
dyv
{m a—g,_fi)ds = - (grad ¢,t)ds .
K

Het rechterlid van deze betrekking is op grond van 1.3.3 gelijk aan

p(A) - 9(B). Het linkerlid is te herleiden tot

B B
J(mg—-{',g)ds= J (m%%.%%)dt= J (m—g%,_)dt=
K £, £,
tp
= in f SFwwdt = jovl - jmi?
A

waarin v, en vy de grootte van de snelheid in A en B voorstellen., Als eind-

resultaat vinden we

- dmv? = ¢(A) - o(B) ,

imv2 "

B

e+ 0(a) = 4mvl + o (B) .

De term &mvz stelt voor de kinetische energie van het deeltje, terwijl de po-
tentiaal ¢ ook te interpreteren is als potentiele energie. De totale energie,

d.i. de som van kinetische en potentiele energie, blijkt dan constant te zijn.
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Stelling., Een conservatief vectorveld is rotatievrij.

Bewijs. Zij het vectorveld v conservatief dan bestaat er volgens 1.6.4 een
potentiaal ¢ zodat v = grad ¢. Met de bekende rekenregel 1.2.6, 5) volgt dan
Tot v = rot grad 9 = 0, i,e. v is rotatievrij, 0
Het omgekeerde van 1.6,5 is in het algemeen niet waar, m.a.w. een rotatievrij
vectorveld hoeft niet conservatief te zijn zoals blijkt uit het volgende voor-

beeld,

Voorbeeld 4. De magnetische inductie B tengevolge van een stroom met sterkte

I door een oneindig lange draad langs de z-as wordt gegeven door

L y X
B = (BB ,B ) = ——(- , »0) 3
X'"y'Tz 2T X2 4y x2+y2

hierin is Mo de permeabiliteit van vacuum.
Men kan eenvoudig narekenen dat rot B =0,
Beschouw nu de gesloten kromme K gegeven door x2 + yz =1, 2 =0, of, in pa-

rametervoorstelling, x = (cos t, sin t, 0), 0 s t < 27, Dan is

2m
u.I
d 0 . 2 2
J (B, t)ds = j (E"{ﬁ)dt = e J (sin”t + cos t)dt = uOI .
0 0

Het veld is dus niet conservatief in het gebied R gevormddoor'}R3 minus de

Z—as.

De omkering van 1.6.5 is wel geldig voor een vectorveld in een enkelvoudig

samenhangend gebied.

Definitie., Een gebied R in‘R3 heet enkelvoudig samenhangend of l-samentrek-

baar, indien elke gesloten kromme binnen R rand is van een oppervlak binnen
R, of ook, indien men elke gesloten kromme binnen R continu kan samentrekken
tot een punt.

Voorbeelden van enkelvoudig samenhangende gebieden zijn: bol, kubus, het ge-
bied tussen twee concentrische boloppervlakken, R3 minus eindig veel punten,
Voorbeelden van niet enkelvoudig samenhangende gebieden zijn: het binnenga-
bied van een torus, het gebied tussen twee oneindige concentrische cylinders,

RB minus een rechte,
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1.6.7. Stelling, Een vectorveld dat rotatievrij is in een enkelvoudig samenhangend

gebied R, is conservatief in R.

Bewijs. Laat K een willekeurige gesloten kromme in R zijn. K is dan rand van
een oppervlak S binnen R, Zij nu rot v =0 in R, dan volgt met de stelling
van Stokes (1.5.4):

j (v,t)ds = ff (rot v,n)do = 0 ;
K S

dus v is conservatief in R, il

Opmerking, Bij ieder punt van een gebied R in R3 is er een enkelvoudig samen-—
hangende (bijv. bolvormige) omgeving binnen R. Zij rot v =0, dan is er dus
bij ieder punt van R een omgeving en een potentiaal ¢ zodat v = grad ¢ in

die omgeving., Is nu R niet enkelvoudig samenhangend, dan zal het in het al-

gemeen niet lukken &&n ¢ te vinden die overal als potentiaal optreedt,

Voorbeelden. 5) Beschouw nogmaals het veld B uit voorbeeld 4, nu in het ge-
bied R' gevormd door F? minus het halfvlak x 2 0, y = 0. R' is enkelvou~
dig samenhangend zodat op grond van 1.6.7 het veld B conservatief in R'

is en daar een potentiaal ¢ heeft, Met de methode uit voorbeeld 2 is af

, HO wol .
te leiden: ¢ = —— arctan(y/x) voor x > 0, y > 0, en algemeen g = ——8in

R' waarbij 6 de poolhoek is bepaald door x = r cos 8, y = r sin 9,

0 < & < 27, Merk op dat deze potentiaal niet voldoet in het corspronke-
lijke gebied R gevormd door Bg minus de z-as; ® is namelijk discontinu
over het halfvliak x =2 0, y = 0.

6) Zij gegeven het vectorveld

¥ = gty 5y, O
X +y" x“+y

in het gebied R gevormd door R> minus de z-as.

Men kan eenvoudig narekenen dat rot v = 0. Evenwel, 1.6.7 is niet van
toepassing omdat R niet enkelvoudig samenhangend is.

Beschouw nu de gesloten kromme K gegeven door de parametervoorstelling

x = (cos t, sin t, 0), 0 £ t £ 2m. Dan is




1.7.

1.7.1.,

1.7.2.

1.7.3.

1.7.4,

..38_

27
J (z,_t_)ds = J' (_v_,f—il%)dt = J (—cos t sin t +sin t cos t)dt=0.
0

Dit resultaat (vergelijk met voorbeeld 4) deet vermoeden dat het veld v
mogelijk toch conservatief is. Met de methode uit voorbeeld 2 bepalen we
een potentiaal ¢ van v; we vinden ¢ = } 1og(x2 + y2). Het veld v is dus
inderdaad conservatief in R, Uit dit voorbeeld blijkt: De veorwaarde 'R
is enkelvoudig samenhangend" in 1.6.7 is niet een nodige maar slechts een

voldoende voorwaarde opdat een rotatievrij veld in R tevens conservatief

in R is.

Vectorpotentiaal, bronvrije velden, divergentievrije velden

Definitie., Als het vectorveld v te schrijven is in de vorm v = rot w waarbij

W een vectorveld is, dan heet W een vectorpotentiaal van v,

De vectorpotentiaal van een vectorveld is eenduidig op de gradiént van een
scalarveld na: als w een vectorpotentiaal van v is, dan is ook w + grad ¢

een vectorpotentiaal van v waarbij ¢ een willekeurig scalarveld is.,

Voorbeeld 1. Een constant vectorveld a heeft een vectorpotentiaal i(g_x x);
immers rot 4(a x x) = a, zie 1.2, voorbeeld 4.
3

Definitie. Een vectorveld v heet bronvrij in een gebied R in R™ indien

ff (vsn)do = 0 voor elk gesloten oppervlak S in R.
5

Definitie. Een vectorveld v heet divergentievrij of solenoldaal indien

div v =0,

We onderzoeken nu de samenhang tussen de in 1.7,1, 1,7.2, 1,7.3 ingevoerde

begrippen.

Stelling. Een vectorveld v is bronvrij dan en slechts dan als v een vector-

potentiaal heeft.
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Bewijs. (1)Zij v = rot w in een gebied R in R?. Voor elk gesloten oppervlak
§ in R geldt dan op grond van'1.5.5:

J! (v,n)do = Jf (rot w,n)do = 0 .
S S ‘

Het vectorveld v is dus bronvrij in R.
(ii) zij V bronvrij in een gebied R inZRB, dan heeft v een vectorpotentiaal

in R. Dit gedeelte van de stelling bewijzen we niet. O
Stelling, Een bronvrij vectorveld is divergentievrij.

Bewijs. Zij het vectorveld v bronvrij in een gebied R in.B;. Bij ieder punt
X ¢ R is er een omgeving R' geheel binnen R, met volume V en randoppervlak
8. Met behulp van de coordinaat-vrije definitie van divergentie (1.4.5)

volgt nu

div X(E) = lim %JJ (.\_r,E_)do =0, _ 0
§(R")-0 S

Opmerking. Gebruikmakend van het niet bewezen gedeelte van 1.7.4 kan men ook
als volgt redeneren., Het bronvrije vectorveld v heeft een vectorpotentiaal W

zodat v = rot w. Met de bekende rekenregel 1.2.6, 6) volgt dan div v =

div rot w = 0, i.e. v is divergentievrij.

Het omgekeerde van 1.7.5 is in het algemeen niet waar, m.a.w. een divergen-
tievrij vectorveld hoeft niet bronvrij te zijn zoals blijkt uit het volgende

voorbeeld,

Voorbeeld 2. De electrische veldsterkte E tengevolge van een lading q in de

oorsprong wordt gegeven door (zie 1.1, voorbeeld I}

X 2z 2 2 2
Tl e A eyt et
0r r r

E= (Ex’Ey’Ez) =
Men kan eenvoudig narekenen dat div E = 0,

2

Laat nu § de bol x™ + y2 + z2 = ] zijn met naar buiten gerichte normaal n,

dan is
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JJ (E,n)do = .4_9.... JJ do = e .
et ¥ TE E
S 0 S .0

Het veld is dus niet bronvrij in het gebied gevormd doorZR3 minus de oor-

sprong,

De omkering van 1.7.5 is wel geldig voor een vectorveld in een 2=samentrek-

baar gebied.

1.7.6, Definitie, Een gebied R in.R? heet 2-samentrekbaar, indien voor elk gesloten

oppervliak § in R ook het binnengebied van S in R ligt, of ook, indien men
elk gesloten oppervlak binnen R continu kan samentrekken tot een punt of tot
een kromme,

Voorbeelden van 2-samentrekbare gebieden zijn: bol, kubus, het binnengebied
van een torus, Bg minus een rechte.

Voorbeelden van niet 2-samentrekbare gebieden zijn: het gebied tussen twee

concentrische boloppervlakken, Bq minus eindig veel punten,

1.7.7. Stelling. Een vectorveld dat divergentievrij is in een 2-samentrekbaar gebied

R, is bronvrij in R,

Bewijs. Laat S een willekeurig gesloten oppervlak in R zijn. Het binnengebied
R' van 8 ligt dan eveneens in R. Zij nu div v =0 in R, dan volgt met de di-

vergentiestelling (1.4.3):

JJ (v,n)do = [JJ divvdr =0,
S ¥

R

dus v is bronvrij in R B

We beschouwen nu een vectorveld v(x) = (vl(x,y,z),vz(x,y,z),VS(x,y,z)) dat
divergentievrij is in een bolvormig gebied B met middelpunt P = (p],pz,p3).
Volgens 1.7.7 en 1.7.4 is v dan bronvrij in B en v heeft een vectorpotentiaal
in B. Noem deze vectorpotentiaal w(x) = (wl(x,y,z),wz(x,y,z),w3(x,y,z)), dan
zullen we w expliciet bepalen door oplossing van de vergelijking rot w =V,
Omdat de vectorpotentiaal eenduidig is op de gradiént van een scalarveld na,

zoeken we een oplossing w waarvan &&n der componenten nul is, bijv. wy = 0,
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Door uitschrijven van rot W = v volgt dat de overige componenten Wys W, van

W dan moeten veldoen aan

3w2 _ ow ~ sz Bwl
- —T Y, e—— = Y, , mm— = = Y
2 X

1
) 1* 3z 2' 9 3y 3°
Integreer de eerste twee vergelijkingen, dan vinden we

zZ
w, (x,y,2) = I vy (x,y,2)d2 + £(x,¥),
Pj

z
WZ(X,Y,Z) == f Vl(stsC)dC + g(x,y)
P3
waarin f(x,y),g(x,y) willekeurige functies van x en y zijn. Substitueer de

uvitkomsten voor W, en w, in de derde vergelijking, dan ontstaat er

z
av av
1 2 9 of
- J [ Goy,0) + ==y, 00 1de + 3-3 ~ 57 " V3(my.z) .
P3
Wegens div v = 0 is
z Bvl avz 23V3
- J ['a—x"‘(an|C) + 'é?-(X,Y.C)]dC = ja_c_(XSYDC)d‘: =

Pq P3
= v4(%,5,2) = v3(X,¥,p3) »
waarna volgt

3 af
5‘}% - ""'; = VB(X’YaPB) .

Aan de laatste vergelijking wordt voldaan door bijv.
y
f(x,y) = - j v3(x,n,p3)dn, g(x,y) =0 .
Py
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Als eindresultaat voor de vectorpotentiaal w vinden we dan

z y
W](st9Z) = J Vz(st:g)dC - jV3(X,n,P3)dV} ’
P3 P

107.8l
z

Wz(x,y,z) = - f VI(X,Y,E)dC, WS(x’y’z) = 0 1
P3

geldig voor x ¢ B,

Opmerkingen. 1) De bolvormigheid van het gebied B speelt in de afleiding van
1.7.8‘slechts een ondergeschikte rol. Dankzij dit gegeven is het zeker
dat de integratiewegen van (x,y,pB) naar (x,y,z), en van (x,pz,p3) naar
(x,y,p3), geheel binnen B verlopen voor elk punt X e B,

2) Voor bolvormige gebieden is hiermee tevens het tweede gedeelte van 1.7.4
bewezen,

3) Bij ieder punt van een gebied R in R? is er een bolvormige omgeving bin-
nen R. Zij div y = 0, dan is er bij ieder punt een omgeving en een vector-
potentiaal w, gegeven door bijv. 1.7.8, zodat v = rot w in die omgeving.
Is nu R niet 2~samentrekbaar, dan zal het in het algemeen niet lukken &&n

w te vinden die overal als vectorpotentiaal optreedt.

In 1.7.8 is een expliciete formule gegeven voor de vectorpotentiaal W van
een divergentievrij vectorveld v. Deze formule is niet bedoeld als een re-
cept voor de berekening van een vectorpotentiaal. In concrete voorbeelden is
het vaak eenvoudiger om de vectorpotentiaal te bepalen met de methode waar—

mee 1,7.8 is afgeleid, dus door oplossing van de vergelijking rot w=uv,

Voorbeeld 3, Zij gegeven het divergentievrije vectorveld v = (2xz,2yz,6y-—222).
We bepalen een vectorpotentiaal w = (wl,wz,w3) met wy = 0. Uit rot w = v

volgt dat W s W, moeten voldoen aan

ow Iw ow ow
s 1 _ 2 _ 1 _ _ 2
T 2xz, T 2yz, T m 6y - 2z" ,

Integreer de eerste twee vergelijkingen, dan vinden we

wy = yz* + £(x,5), W,y = ~xz? + g(x,y) ,
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waarin f£(x,y), g(x,y) willekeurige functies van x en y zijn. Substitueer

W,» W, in de derde vergelijking, dan ontstaat er

ow 3w

2 __1L__2_ 23g_ 2_3f - o a2
x93y - 2 trR-z ET by - 2z° ,
S . 2f
Ix 8y 6y .

Aan de laatste vergelijking wordt voldaan door bijv,
f(x,y) = 0, g(x,y) = 6xy .

De gezochte vectorpotentiaal wordt dan

w = (yzz, --xz2 + 6xy, 0) .

Voorbeeld 4. De electrische veldsterkte E tengevolge van een dipool in de

oorsprong met dipoolmoment p gericht langs de z-as wordt gegeven door

2 2 2
3 .1 3 2z -x5 - /2 2 2
E = e sradlip (] =m0 BSX 0, p e eyt
r r

r

(eO is de permittiviteit van vacuum) geldig in het gebied R gevormddoor R

minus de oorsprong.
Men kan eenvoudig narekenen dat div E = 0. Evenwel, 1.7.7 is niet van toe-
passing omdat R niet 2-samentrekbaar is.
Laat S de bol x2 + y2 vz = zljn met naar buiten gerichte normaal n, dan
is
J[ (E,E)dc ='lFrPa_0- jf [3::22: + 3yzz + (2z2 - x2 —yz)z]dcr =-Z1-Tr;— JJ 2zdg =0,

S S 0 S

Dit resultaat (vergelijk met voorbeeld 2) doet vermoeden dat het veld moge-
1lijk toch bronvrij is. Met de methode uit voorbeeld 3 bepalen we een vector-

. s X _ - 1
potentiaal w van E; we vinden w = Er%-a-(* %3- ,? » 0) oftewel E“ETEE-S g4 % grad(?).
Het veld E is dus inderdaad bronvrij in R. Uit dit voorbeeld blijkt: De voor—

waarde "R is 2-samentrekbaar" in 1.7.7 is niet een nodige maar slechts een vol-

doende voorwaarde opdat een divergentievrij veld in R tevens bronvrij in R is.
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1.8. Bepaling van een veld uit zijn rotatie en divergentie, stelling van Helmholtz

In deze paragraaf is R een gebied in R’ dat zowel enkelvoudig samenhangend
als 2-samentrekbaar is,
We stellen het volgende probleem:
In R zijn gegeven een functie f(?i) en een vectorveld E(.’E) met div a =0, Be-
paal een vectorveld v(x) zodanig dat
div v
{rot v

£,

ad .

]

N.B., De voorwaarde div a = 0 is nodig voor de oplosBaarheid van het probleem,

Oplossing. Uit div a2 = 0 in R volgt op grond van 1.7.7 en 1,7.4 dat a een
vectorpotentiaal heeft: a = rot W. Substitutie in de vergelijking rot v = a
doet deze overgaan in rot(_\l - E) = 0. Omdat R tevens enkelvoudig samenhangend
is, volgt op grond van 1,6.,7en 1.6.4: v-w=grad p, v=w+grad pwaarin ¢ een
willekeurig scalarveld is. Substitueer de aldus gevonden v in de vergelijking

div v = £, dan ontstaat er
bp = f -divw,

d.i. de vergelijking van Poisson. Indien het rechterlid een eenvoudige vorm
heeft, kan men door "proberen" een oplossing van de vergelijking bepalen.
Een algemene oplossingsmethode voor de Poisson vergelijking zal worden be-
sproken in 2,4,11.

Het gevraagde vectorveld v wordt nu gegeven door v =w + grad ¢, waarbij ¢
een oplossing is van de bovenstaande Poisson vergelijking.

We onderzoeken nog de eenduidigheid van de oplossing Vv. Laat het gestelde
probleem oplossingen v en v' bezitten. Voor het verschil v = v' geldt dan
div(v = v') = 0, rot(v - v'") = 0. Uit deze vergelijkingen volgt v-v'=grad P>
waarbij 9y moet voldoen aan div(v = v') = Aq)o = 0. Omgekeerd: Als v een op-
lossing is en % voldoet aan z:'.rpo = 0, dan is ook v + grad 9 een oplossing

van het gestelde probleem.

Voorbeeld 1, We bepalen een vectorveld v zodanig dat

div v = 6yz, rot v = a = (2xz,2yz,6y - 222) .
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In 1.7, voorbeeld 3 is afgeleid dat 2 een vectorpotentiaal w= (yzz,-xz2 + 6xy,0)
heeft., Uit rot v =& volgt dan v = w + grad ¢. Na substitutie in div v = byz
ontstaat er Ap = 6yz - div w = 6yz -~ 6x; door "proberen" vinden we als oplos-
sing bijv. ¢ = sz - x3.

Het gevraagde vectorveld v wordt dan gegeven door

2

(yz2 - 3x°, -x22 + bxy + 3yzz, y3)

v =w + grad ¢

-

Voorbeeld 2, De Maxwell vergelijkingen vocr het electromagnetische veld in

vacuum luiden:

rot E = - 3£ divE =L,

— at - EO
. 3E . -

rot B = Hod * €00 3t ° div B =0 .

Hierin zijn €grlg resp. de permittiviteit en permeabiliteit van vacuum, p en
J zijn resp. de gegeven ladingsdichtheid en stroomdichtheid, terwijl de elec-
trische veldsterkte E en de magnetische inductie B bepgald moeten worden.

De analyse van de Maxwell vergelijkingen laat zich vereenvoudigen door de
invoering van geschikte potentialen. Beschouw eerst de vergelijking div B=0;

deze is voortgekomen uit de (algemenere)vergelijking in integraalvorm:
” (B,n)do = 0
S

voor elk gesloten oppervlak S. Het veld B is dus bronvrij; fysisch betekent
deze eigenschap dat er geen magnetische ladingen bestaan. Op grond van 1.7.4
heeft B dan een vectorpotentiaal A zodanig dat

B=rot A.

Beschouw vervolgens de vergelijking rot E = -3B/3t; deze is voortgekomen uit

de (algemenere) vergelijking inintegraalvorm (vergelijk 1.5, voorbeeld 2):

J (E,D)ds = - 2= ” (B,n)do
S

voor elk oppervlak S met gesloten randkromme K. Substitueer hierin B = rot A
en pas de stelling van Stokes (1.5.4) toe, dan ontstaat er

9
fcg-r?ﬁ-'.g)ds'—-o
K
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geldig voor elke gesloten kromme K. Het veld E + 3A/3t is dus conservatief.

Op grond van 1.6,4 bestaat er dan een potentiaal ¢ zodanig dat

-
E Tt grad ¢ .

Substitueer nu de gevonden uitdrukkingen voor B en E in de resterende twee

Maxwell vergelijkingen, dan ontstaat er

=] - 24 3
rot rot A Hod Eouo(atz + grad 50
-Ad13 .B_é— =—Q..
div 5t Ag s
0
of, met behulp van 1.2.6, regel 4),
AA -~ EEA - ad{div A + a¢) = -3
=" fofo 2T & VZT EoMp 3 T THod »
9 _ 44 = = P

Ap + T div A N .

We denken ons nu A en ¢ zo gekozen dat voldaan is aan de zgn. Lorentz ijk-

voorwaarde

3
o"0 3

R=]

= 0 L]

div‘é + &

ct

De voorgaande vergelijkingen gaan dan over in

2

- 38 -
B2 7 egMg T2 T THod o
3t
2

2 9 P
A(p—su —r S —
00 3t2 €5

De vectorpotentiaal A en de scalaire potentiaal ¢ moeten dus voldoen aan een
zelfde type differentiaalvergelijking. We merken nog op dat Egg = l/c2 waar-
bij ¢ de lichtsnelheid in vacuum voorstelt. De differentiaalvergelijking
voor A, ¢ is dan de zgn. golfvergelijking. Voor deze vergelijking bestaan

verschillende oplossingsmethoden die we hier echter niet nader bespreken.
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We komen nog terug op de Lorentz ijkvoorwaarde. Laat A een vectorpotentiaal

0
en ¢, een scalaire potentiaal zijn zodanig dat

24

— o — 0 -
5 = rot éO’ E = T grad Py -

Nu zijn éO en 9, zeker niet eenduidig bepaald door B en E. In plaats van door
éO en ¢, wordt hetzelfde electromagnetische veld E, B ook beschreven door de

potentialen
= - = ——-Bt‘[J
é éo grad wl ¢ (PO + at H

waarin | een willekeurig scalarveld is. Substitueer deze Aen g in de Lorentz

ijkvoorwaarde dan volgt de vergelijking

2 I
_ 3% _ . 0
b = eguy —z = div Ay + equy 5

ot

waaraan ¥ dient te voldoen,

Voorbeeld 3, In de electrostatica voldoet de electrische veldsterkte E aan
de Maxwell vergelijkingen
rot E =0, div E = L,
- - - g
0
Hierin is p de gegeven ladingsdichtheid en €g is de permittiviteit van va-

cuum. De vergelijking rot E = 0 is voortgekomen uit de (algemenere) vergelij-

king in integraalvorm:

f (E,t)ds = 0
K

voor elke gesloten kromme K. Het veld E is dus conservatief. Op grond van
1.6.4 bestaat er dan een electrische potentiaal ¢ zodanig dat E = -grad g,
Door substitutie in de vergelijking div E = p/eo volgt dat de potentiaal g

moet voldoen aan de Poisson vergelijking

Acp=--;:e-,
]
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Stelling. (stelling van Helmholtz), Zij v een vectorveld in R, dan is er een

scalarveld 9 en een vectorveld w zodanig dat

¥y =grad ¢ + rot w, divw =0 .

Bewijs. Bepaal ¢ door oplossing van de Poisson vergelijking Ag = div v, Zij

a2 = v =~ grad ¢, dan dient w te voldoen aan

i

divw =0, rot w = a ,

De oplossing van dit probleem is reeds in het begin van deze paragraaf aan-

gegeven. 0

Vectoroperaties in kromlijnige orthogonale coordinaten

De vectoroperaties grad, div en rot zijn tot dusver alleen gedefinieerd in
een rechts cartesisch coordinatenstelsel, In deze paragraaf zullen we formu-~
les afleiden voor de vectoroperaties in een algemeen kromlijnig orthogonaal
coordinatenstelsel, De gevonden resultaten zullen worden gespecialiseerd
voor de practisch belangrijke gevallen van cylindercoordinaten en bolcoor-
dinaten,

In R3 voeren we in coordinaten u,v,w, die als volgt met de cartesische codr-

dinaten x,y,z samenhangen:

X

y

x{u,v,w) ,

y(u,v,w) , of x = x(u,v,w) .

z(u,v,w) ,

(N.B., De coordinaten u,v,w moeten niet verward worden met eventuele vector-
functies u(x),v(x),w(x).)

Een goed inzicht in het (u,v,w)-coordinatenstelsel bieden de coordinaat-op-

pervlakken u = u, = constant, v = v, = constant, w = W, = constant, en de

coordinaatkrommen x = .’E(“’Vl ’Wl)' x = E(ul,v,wl), X = _:f.(ul,vl,w), Waarbi j
telkens twee van de drie coordinaten constant worden gehouden, Deze codr-
dinaatkrommen hebben als raakvectoren resp. %'%'%' zie de figuur op
blz. 49. We spreken nu van een rechts orthogonaal coordinatenstelsel, als in

elk punt de drie vectoren -g% ,-gé,%é twee aan twee loodrecht zijn en in de

hier gegeven volgorde een rechtse schroef vormen.
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9 3 v .
De vectoren 3%,-§§,-§§ zljn in het algemeen geen eenheidsvectoren. De lengtes

van deze vectoren heten schaalfactoren:

ny = [58] ny = [8ng - [H]

Het rechts orthogonaal zijn van het coordinatenstelsel kan dan worden uitge-

drukt door de drie gelijkheden

(s3]

9% _ 1 9x . 3% 38x_ 2 3x ,.9x 9x__3 3x 3x
sV v W 3u

£

dX 9x 09X
——— el ——
du’3v’ ow
inhoud van het parallellepipedum opgespannen door deze vectoren (zie college

De determinant met als kolommen de vectoren , is gelijk aan de
Wiskunde 20, 3.6.2), Omdat de vectoren twee aan twee loodrecht zijn, is de-
ze inhoud gelijk aan h]h2h3. Genoemde determinant is tevens gelijk aan de

Jacobiaan van x{u,v,w), zodat we vinden

x 2x 2x
u v v

a(x,y,2) _ |8y D3y 3¥| -

Tavo) - 3. Bv aw| - PaPals
52 2z 3z
30 3V ow

We voeren nu een nieuwe basis in gevormd door de eenheidsvectoren

=1 33 = L 3% =L 8
Ex'h] 50 * S2 hzav’ﬁa hBB‘J'

Merk op dat deze basis in het algemeen van punt tot punt verschilt,
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Zij a een vectorveld, dan betrekken we a op deze nieuwe basis, De vector a

wordt dan ontbonden volgens

d =3 e + a e + a e
- u= v=2 w-3 ?

waarbij de componenten apd,sa, worden gegeven door

]
a = (9_:_91) = ‘E"l—(isﬁ)s Ay = (a’Bx)’ - }1_3(3'%%) )

Gradient. Laat o een scalarveld zijn, De nieuwe componenten van grad o zijn

direct te bepalen:

o2

_ 9x, _ 1 5o 9x @ 3y 8o vz, _ 1 3Ja
(grad o), = go(grad o) "y Tu * Sy 5u * 5250 “w Tu

en analoog voor de v- en w-component. We vinden dus

1 3do 1 da 1 3a
grad @ = G oy By v By W
1 2

in het (u,v,w)-coordinatenstelsel.

Laat a een vectorveld zijn. We zullen formules afleiden voor div a en rot a
in het (u,v,w)-coordinatenstelsel. Daarbij maken we gebruik van de coordi-
naat-vrije definities van divergentie en rotatie als gegeven in 1.4.5 en

1.5.6.

Divergentie. We gaan uit van de definitie 1.4.5:

diva= lim %-f[ (E’E)do .
§(R)-0
Hierin is S de rand van een gebiedje R met volume V dat samenkrimpt tot een

punt; n is de naar buiten gerichte normaal op S,

Neem nu voor R een infinitesimaal volume-element
R:={x@¢mw)lulsu5u:+ﬂu, v, SV, +4v, W, Swsw, Al ,

waarin Au,Av,Aw klein zijn; zie de figuur op blz. 51. R is bij benadering een

blokje met afmetingen
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= 51 -

o
|£(u] + Au,v]',wi) - E(ul’vl’w]” ~ I_éau Au = hIAu .
|x(uv+Avw)-x(uvw)]ml-a—xA=hA
AV A AR AL EAS EA avicV T MtV
]x(uvw+Aw)—x(uvw)|w|§-x-A=hA
KW Vpw 2 A A Swl| ¥ T f3tw o

Voor het volume V van R geldt dan V = h]hthAuAvAw.

Z1ij a-= (au,av,aw) in (u,v,w)-coordinaten. We berekenen nu ff (a,n)do over
S

de rand S van R. $ bestaat uit zes "vliakjes". Op de vlakjes u = u, + Au en

u=u, is resp. (a,n) = a, en (a,n) = ~a . De bijdrage van deze vlakjes tot

de oppervlakte-integraal is bij benadering gelijk aan

,w])h h AvAwnra—(h h.a JAuAvAw .

au(u] + Au ,vl,w])hthAvAw—au(u],v L Suhyhaa

]

Evenzo geven de vlakjes v = v, + Av, v = v

1 en w = w

+ Aw, w = w, bijdragen

] 1

gelijk aan resp.

i)--(h h.a )AuAvAw a—-(h h,a )YAuAviw

vy 3 1% Yaw 12w :
Voor de totale oppervlakte-integraal vinden we dan

] 1 9 3 3
v ” (2,n)do = Wau(hzhaau) + ==(hghia ) + S=(h hya )] .
s

Na limietovergang voor Au - O, Av =+ 0, Aw » 0, volgt hieruit

. _ 1 .3 3 3
div a = Wau(hthu) + av(h3h1av) + aw(hlhzaw)]

als uitdrukking voor de divergentie in (u,v,w)-coordinaten.
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Rotatie. We gaan uit van de definitie 1.5.6:

(rot a,n) = lim 1 j (a,t)ds .
§(5)~0

Hierin is K de rand van een oppervlakje S met oppervlakte A dat samenkrimpt
tot een punt; n is de normaal op § en t is de bijpassende eenheidsraakvector
aan K, Neem nu voor S een infinitesimaal oppervlakte-element in het coordi-
naatoppervlak u = uyd

§ = {x(u,v,w) ] u=u, v, Svs v1+Av, v, S ws w]+Aw} .

waarin Av,Aw klein zijn; zie onderstaande figuur, S is bij benadering een

rechthoekig vlakje met afmetingen

I“:E(u],vl + Av,wl) x(ul,vl,wl)l ~ ]_éav Av thv .
[1-:(111,\rl,w1 + Aw) x(u],vl,w])| & I—ﬁa Aw h3Aw .

Voor de oppervliakte A van S geldt dan A = h2h3AvAw.

Kies de normaal n op $ in de richting van -g-% s dan dient de rand K van S in
de pijlrichting te worden doorlopen.

Zij a = (au,av,aw) in (u,v,w)-coordinaten. We berekenen nu f (a,t)ds, waar-
- K

bij K bestaat uit de vier "zijden" van de "rechthoek' S. Langs de zijden
v=v, +Avenv=v is resp. (a,t) = a_en (a,t) = -a_. De bijdrage van
deze zijden tot de lijnintegraal is bij benadering gelijk aan

_ o
aw(ul,v] + Av,wl)h3Aw aw(ul,vl,w])h3£\w R av(hBaW)AVAW .
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Evenzo geven de zijden w = W, ot Aw, w = W, een bijdrage - %;(hzav)AvAw. Voor

de totale lijnintegraal vinden we dan

1 1 -9 d
K- J (Emi)ds e E-E_{§;<h3aw) - Ea(hzav)] .
K 273

Na limietovergang voor Av + 0, Aw -+ 0, volgt hieruit

_ _ 1 .9 _ 3
(rot a,n) = (rot E.')u E-Z—h—3[3-{’-(h3aw) aw(hZav)] .
Op analoge wijze zijn de v- en w-component van rot a te bepalen,

Als eindresultaat vinden we voor rot a in (u,v,w)-codrdinaten:

1 .3 3
(rot a) = hzhafa_x?(hfw) Fwihpa )],
( ). = e {ie(h 2 ) - 2(h.a )]
rot a v h3h] W lau Em Baw *

= 1 3 A
(rot Dy T Fl—ﬁjau(hzav) av(hlau)] .

Laplace operator. Door samenstelling van de formules 1.9.1, 1.9.2 voor gra-

diént en divergentie krijgen we een formule voor de Laplace operator A in

(u,v,w)-coordinaten:

L2 (23 0wy 2 090 a0 12 2o,
hlh2h3 du hl su’  9v h2 v’ Ow h3 3w

Aa =div grad a =

De vroegere regel dat Aa voor een vectorveld a wordt verkregen door toepas-
sing van A op de afzonderlijke componenten van a, geldt niet in kromlijnige

orthogonale coordinaten. In plaats daarvan wordt Aa nu gegeven door
ha = grad div a - rot rot a

in overeenstemming met de rekenregel 1.2.6, 4).

We specialiseren nu de voorgaande resultaten voor het geval van cylinderco~

ordinaten en van bolcoordinaten.
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Cylindercoordinaten. De cylindercodrdinaten (r,p,z) hangen samen met de car-
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tesische coordinaten (x,y,z) volgens

=T cos ¢ ,
y=rsing¢g ,
z =3z,

Daaruit volgt

dx
ar

en men kan gemakkelijk verifieren dat het cylindercoordinatenstelsel rechts

orthogonaal

h

De formules

grad o = (——

. ] . 9
= (cos 9, sin ¢,0), 3% = (~-r sin 9, r cos ¢,0), EE = (0,0,1)

is, De schaalfactoren zijn

1.9.1, 1.9.2, 1.9.3, 1,9.4 gaan dan over in:

13 3
or * r 3¢ ? dz’ ?

da a da da
diva:-—ri-—-r:.q-l-—i-{-——nzn’
- r r r 9 z
I Baz da
(rot a)r = T Tz
Bar 3az
(rot a)m = 3z or °*
Bam aw : aar
ot 2, =5 * T T
32a 1 3a I azm Bza
Ao = — +~?-—? + —5-———-+ —_—
or r d¢ 3z

Bolcoordinaten, De bolcoordinaten (p,6,9) hangen samen met de

cartesische

coordinaten

X

¥y

(x,¥,2) volgens

= p sin 6 cos ¢ ,

= p sin § sin ¢ ,

Z=pcos B,

Daaruit volgt
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%% = (sin 8 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 8) ,

%%= (p cos 8 cos ¢, p cos 6 sin ¢, =p sin 8) ,
9K . . .
Eri (-p sin 6 sin ¢, p sin 8 cos g, Q) .

Men kan weer gemakkelijk verifiéren dat het bolcodrdinatenstelsel rechts or-

thogonaal is. De schaalfactoren zijn
hl = 1, h2 = p, h3 = p sin 6 .

De formules 1.9.1, 1.9.2, 1.9.3, 1.9.4 gaan dan over in:

grad o = QT"’ 290 °*p sin 0 aw) *
tiv g = da . 2ap +.l aae cot 8 1 da
-  3p D o 98 p 8 p sin 8 3¢9 °?
oa 2a
D cot § 1 g
(rOt-i)p ¢ 99 + I » p ¢in 8 50 °
1.9.6.
1 Jda aa a¢
(rot E)8 = 0 sin 6 39 dp 2
da a 3a
8 . % _1°%
(rotg)qu 55 T o 598
32a 2 3o ] 92a cot O 2o ] azu
Y Y T T 2t T T eI
3p° PP 5% 38 0 p“sin“es 3¢

Voorbeelden. 1) De magnetische inductie B tengevolge van een stroom met
sterkte I door een oneindig lange draad langs de z-as wordt in .cylinder-
coordinaten gegeven door

Mol
B = (B8, = 5 (0,500
vergelijk met 1.6, voorbeeld 4. Met behulp van de formules voor divergen-

tie en rotatie in cylindercoordinaten kan men vrijwel zonder rekenen vast-

. . Mo MpI
stellen dat div B = 0, rot B = 0. Voorts is B = - grad o} Bre ¢ voldoet

echter niet als potentiaal omdat ¢ discontinu is over het halfviak x 2 0,

y = 0 (vergelijk met 1,6, voorbeeld 5),
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2) De electrische veldsterkte E tengevolge van een lading g in de oorsprong

wordt in bolcoordinaten gegeven door

E=(E ,E,E) =
p’ ey lmeop

vergelijk met 1.7, voorbeeld 2, Met behulp van de formules voor rotatie
en divergentie in bolcoordinaten kan men vrijwel zonder rekenen vaststel=~

len dat div E = 0, rot E = 0,
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Hoofdstuk 2. Partiele differentiaalvergelijkingen

2.1, Inleiding

Een partiele differentiaalvergelijking (PDV) is een relatie tussen een onbe-

kende functie van twee of meer onafhankelijke variabelen en haar partiele
afgeleiden,

Onder de oxde van een PDV verstaan we de orde van de hoogste afgeleide die
in de PDV voorkomt.

Laat u = u(x,y) een functie van twee variabelen zijn; voorbeelden van een
PDV zijn dan

uu = xuy =u+7y (orde 1) ,

u_ +u_ =20 {orde 2} .
XX ¥y

Hierin is voor de partiele afgeleiden van u de motatie

2

3 u
U, = =—— , 4 ===,y = —==  enz,
3

2
X

gebruikt.

Zij gegeven een PDV van orde m:in de n onafhankelijke variabelen EIPEUPERTES
n

Een functie u = u(x],xz,...,xn) heet een oplossing van de PDV in een gebied

G c BP, indien

(i) de functie u(xl,xz,...,xn) in G continue partiele afgeleiden t/m orde m

bezit,
(ii) substitutie van u = u(xl,xz,...,xn) en van de partiele afgeleiden van

deze functie in de PDV deze doet overgaan in een identiteit.

We beperken ons in dit hoofdstuk tot de behandeling van een drietal belang-

rijke PDV's van tweede orde die voortkomen uit de mathematische fysica:

I. Golfvergelijking

1
Au - ;ﬁ U, = -f(x,t) ,

of uitgeschreven in '.IRI, ]RZ, }R3,




1
U = "F Yy T f(x,t) ,
c
u +u_ - L u . = —-f{x,y,t)
X% vy c2 tt 2Y )
u_ +u  +u - R u = -f(x,y,z,t) .
XX vy zz c2 tt T

De variabele t stelt de tijd voor. De constante c heeft de dimensie van een
snelheid en is te interpreteren als de "voortplantingssnelheid" van het golf-
verschijnsel dat door de vergelijking wordt beschreven. In het vervolg stel-
len we veelal ¢ = | wat door passende schaling van de variabelen steeds te
realiseren is. De zgn. bronterm -f(x,t) in het rechterlid is een gegeven func-

tie en te interpreteren als een "uitwendige werking" op het golfverschijnsel.

Voorbeelden. De transversale trilling van een snaar wordt beschreven door de

één—dimensionale golfvergelijking

-1 - - alx,t) =
Uex c2 Yt T » © /e

Hierin is u(x,t} de uitwijking van de snaar ter plaatse x en ten tijde t, T
is de spanning in de snaar, p is de massa per lengte~eenheid, en q(x,t) is
de uitwendige kracht per lengte—eenheid werkend op de snaar.

De transversale trilling van een membraan wordt beschreven door het twee—di-
mensionale analogon van de voorgaande vergelijking. De betekenis van de no-
tatie is dezelfde: u(x,y,t}) is de uitwijking van het membraan ter plaatse
(x,v¥) en ten tijde t, q(x,y,t) is de uitwendige kracht per oppervlakte—een-—
heid werkend op het membraan.

De drie—dimensionale golfvergelijking treedt op bij de beschrijving van de
voortplanting van geluidsgolven en van electromagnetische golven (zie 1.8,

voorbeeld 2).

II. Diffusievergelijking of warmtegeleidingsvergelijking

H
hu - —u = -f(x,t) ,

. . - . 2 _3
welke 1s uit te schrijven in B}, R", R, analoog als onder I.
De variabele t stelt weer de tijd voor. Voor de constante « nemen we in het

vervolg veelal « = 1, De functie —f(x,t) is weer een gegeven bronterm.
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Voorbeelden. De warmtegeleiding in een homogeen lichaam in ]R3 wordt beschre-

ven door de warmtegeleidingsvergelijking

Q(x,t)
-2 o=
AT - =T, —

Hierin is T(x,t) de temperatuur ter plaatse X en ten tijde t, k is de warm-
tegeleidingscoefficient, p is de massadichtheid, ¢ is de socortelijke warmte,
en Q(_}g,t) is de dichtheid van de warmtebronnen in het 1lichaam.

In een dunne staaf waar de temperatuur over elke doorsnee als constant mag
worden beschouwd, geldt de &én-dimensionale warmtegeleidingsvergelijking

T - % T = — Q(X,t)

XX t k '

Bij de diffusie van een gas voldoet de concentratie C(x,t) aan de diffusie-

vergelijking

1 -
AC-zC =0,

waarin D de diffusiecoefficient is.
Bij verwaarlozing van de verplaatsingsstroom voldoet de stroomdichtheid j in

een goede geleider aan de vergelijkingen

Ch|
Al-uo-a-i-:-=g, div j = 0 ;

hierin is y de permeabiliteit en ¢ het electrisch :geleidingsvermogen van de

geleider.

III. Poisson vergelijking in ]Rz, R3,

Au = -f(x) ,

waarin £(x) een gegeven functie is, en

Laplace vergelijking of potentiaalvergelijking in I{z, R3,

Au =0 .,

Voorbeelden. De statische doorbuiging van een membraan onder invloed van een

uitwendige belasting wordt beschreven door de Poisson vergelijking

u + u =-ﬂ.(_xll)_.
XX vy T

Hierin is u(x,y) de uitwijking van het membraan ter plaatse (x,y), T is de
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spanning in het membraan, en q(x,y) is de uitwendige kracht per oppervlakte-
eenheid werkend op het membraan.
De stationaire temperatuurverdeling T(x) in een homogeen lichaam in Rq vol-
doet aan de Poisson vergelijking
]3]

AT it
Hierin is k de warmtegeleidingscoefficient, en Q(x) is de dichtheid van de
(tijdonafhankelijke) warmtebronnen in het lichaam,
Voor een electrostatisch veld met veldsterkte E gelden de Maxwell vergelij-

kingen

rot E =0, divE = £ s
= €

waarin p de gegeven ladingsdichtheid en g, de permittiviteit van vacuum is.

0
De veldsterkte E is af te leiden uit een electrischepotentiaal ¢ volgens
E = -grad ¢ (zie 1.8, voorbeeld 3). Deze potentiaal moet dan voldoen aan de

Poisson vergelijking

Ap = - ﬁL .
0
Bij afwezigheid van ladingen volgt voor ¢ de Laplace vergelijking aAg = O.
De stroming van een ideale, incompressibelevyloeistof heet een potentiaalstro-
ming indien de snelheid v is af te leiden uit een snelheidspotentiaal ¢ vol-
gens v = —grad ¢. Op grond van de continuiteitsvergelijking is div v=20

(zie 1.4, voorbeeld 2), waarna voor ¢ volgt de Laplace vergelijking A¢ = O,

De voorgaande PDV's zijn alle lineair.
Indien f(x,t) = 0 resp. f£(x) = 0O, dan heet de betreffende PDV homogeen, an—
ders inhomogeen. Voor een homogene lineaire PDV geldt het superpositieprin—

cipe: Als u, en u, oplossingen zijn van de PDV, dan is ook elke lineaire com—
binatie Au, + Bu, oplossing van de PDV. De oplossing van een inhomogene 1i-
neaire PDV is terug te brengen tot die van de bijbehorende homogene lineaire
PDV. Beschouw bijv. de Poisson vergelijking Au = —-f(x) en laat up(g) een par-—
ticuliere oplossing zijn. Door aftrekken van up volgt A(u - up) =0, i.e.

v ou is oplossing van de (homogene) Laplace vergelijking.
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De PDV's uit de mathematische fysica worden meestal vergezeld door zekere
additionele voorwaarden waaraan de oplossing moet voldoen. Deze voorwaarden

kunnen van tweeerlei soort zijn:

}. Beginvoorwaarden, dat zijn voorwaarden geldig op een zeker begintijdstip,

meestal t = 0. Voor de golfvergelijking treden twee beginvoorwaarden op, na—

melijk
u(x,0) = ¢(x), u (x,0) = ¥(x) ,

waarin ¢(x) en ¥(x) gegeven functies zijn. De diffusievergelijking wordt ver-

gezeld door 8én beginvoorwaarde
u(x,0) = o(x) .

Het verschillend aantal beginvoorwaarden voor de twee PDV's hangt samen met
het feit dat de golfvergelijking van de tweede orde in t is terwijl de diffu-

sievergelijking van de eerste orde in t is.

Voorbeelden. Voor de trillende snaar en het trillend membraan drukken de be-
ginvoorwaarden uit dat de beginuitwijking u en de beginsnelheid u,_ van snaar
of membraan zijn voorgeschreven.

Bij problemen vanwarmtegeleiding wordt alleen de begintemperatuur voorgeschre-

ven.

2. Randvoorwaarden, dat zijn voorwaarden geldig op de rand van het gebied

¢ cr® {n = 1,2 of 3) waar de PDV gedefinieerd is.

Vootbeelden. De trilling van een snaar met lengte £ wordt beschreven door de
gén-dimensionale golfvergelijking op het interval 0 < x < L. Als de uitein-
den x = 0 en x = L van de snaar vast zijn, dient de uitwijking u(x,t) te vol-

doen aan de randvoorwaarden
u(0,t) = 0, u(e,t) =0 .

Andere mogelijke randvoorwaarden zijn

ux(O,t) = 0 corresponderend met een zgn, vrij uiteinde, of

u{0,t) = g(t) waarbij het uiteinde beweegt op een voorgeschreven wijze,

en evenzo in x = £.

Bij de trilling van een membraan met vaste rand K in het (x,y)-vlak treedt

als randvoorwaarde op

u(x!y’t) =0, (x,¥y) ¢ K.
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Eventueel kan een gedeelte K, van de rand "vrij" zijn; dit wordt uitgedrukt

door de randvoorwaarde

au

e (x,y,t) = 0, {x,y) € Kl }

du

Hierin is 55 de zgn. normaalafgeleide van u, gedefinieerd door

au

5= = (grad um)

waarbij n de naar buiten gerichte normaal op Kl is,

Een andere mogelijke randvoorwaarde is
u(x,y,t) = g(x,y)y (x,¥) € K ;

deze beschrijft het geval waarin de rand van het membraan niet samenvalt met
K maar met een gegeven kromme inIRS.
Analoge randvoorwaarden treden op bij de statische doorbuiging van een mem-
braan beschreven door de twee—dimensionale Poisson vergelijking.

De warmtegeleiding in een dunne staaf met lengte 2wordt beachreven door de
één-dimensionale warmtegeleidingsvergelijking ophet interval0 <x<2. De rand-
voorwaarde voor de temperatuur T(x,t) in het uiteinde x = 0 kan nu &&n wvan

de volgende vormen aannemen:

T(0,t) = g(t), d.w.z. de temperatuur is voorgeschreven;

Tx(O,t) = h(t), d.w.z. de warmtestroom is voorgeschreven;
Tx(O,t) = 0 corresponderend met een gelsoleerd uiteinde;
Tx(O,t) = h{T(,t) - TO}’ d.i. de zgn. stralingsrandvoorwaarde waarin h een

positieve constante is. De laatste voorwaarde drukt uit dat de warmtestroom
die bij x = 0 naar buiten treedt, evenredig is met het verschil van T(0,t)

en de temperatuur T0 van het omringende medium. Een analoge randvoorwaarde
geldt in het uiteinde x = 2, waarbij de randvoorwaarden in x = 0 en in x = ¢
niet van dezelfde vorm hoeven te zijn.

Bij de warmtegeleiding in een drie-dimensionaal lichaam R met uwitwendig opper-

vlak S kan men als randvoorwaarde voorschrijven

T(x,t) = g(x,t) Of o(x,t) = h(xt) of Sx(x,t) =-h[T(x,t) = T)]
voor X € S ,

waarbij n de naar buiten gerichte normaal op S is.
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In de stationaire toestand voldoet de temperatuurverdeling T(x) in het Ii-
‘chaam R aan de drie-~dimensionale Poisson vergelijking. Als randvoorwaarde

kan dan optreden
_ 3T 3T
T(x) = g(x) of -5-1-1-(_:_:_) = h(x) of 3;1-(-}5) = ~h[T(x) - TO] voor X € S .

Eventueel kan ook bijv. T gegeven zijn op een gedeelte van S terwijl of: de
rest van $ %ITT is voorgeschreven,

In de electrostatica voldoet de electrische potentiaal ¢ aan de Poisson ver—
gelijking Ag = -p/ao. Deze vergelijking wordt veelal vergezeld door een rand-

voorwaarde wvan de vorm
p(x) = g(x), x¢€ 8,

d.w.z. de potentiaal is voorgeschreven op een oppervlak 5.
De potentiaalstroming van een viceistof omeen lichaamR met uitwendig oppervlak S
wordt beschreven door een snelheidspotentiaal ¢ welke voldoet aan de Laplace

vergelijking 49 = 0. Als randvoorwaarde treedt op

3¢ _
o 0OopsS,
waarbij n de naar buiten gerichte normaal op § is. Deze voorwaarde drukt uit

dat op S de normaalcomponent van de snelheid van de vloeistofstroming nul is.

Uit de voorgaande voorbeelden blijkt dat de golfvergelijking en de diffusie-
vergelijking worden vergezeld door beginvoorwaarden of door begin— en rand-
voorwaarden, terwijl bij de Poisson vergelijking en de Laplace vergelijking
enkel randvoorwaarden optreden. Het geheel van PDV plus beginvoorwaarden resp.

randvoorwaarden heet een beginwaardeprobleem resp., randwaardeprobleem. Pro-

blemen waarbij de oplossing van een PDV zowel azan beginvoorwaarden als aan

randvoorwaarden moet voldoen, heten gemengde problemen. De randwaardeproble-

men voor de Poisson vergelijking hebben een speciale naam:

Dirichlet probleem Au -f(_:s), X ¢ R; u(_}g) = g(_:_v:_), X e 8.

Neumann probleem Au = —f(x), x ¢ Rj %:T(i) =h(x), x 8.

Hierbij is R een gebied in R2 of R3 met rand S, n is de naar buiten gerich-

te normaal op S, en de normaalafgeleide %—;—1- wordt gegeven door g—z= (grad u,n).
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Naast de voorgaande voorbeelden zijn tal van andere fysische en technische
problemen mathematisch te formuleren als een begimvaardeprobleem, randwaar-
deprobleem of gemengd probleem voor een PDV. Bij de formulering dient men
erop bedacht te zijn dat het juiste aantal begin- en randvoorwaarden in aan-
merking wordt genomen. Dit aantal moet enerzijds niet te groot zijn zodat
het probleemover-bepaaldis en mogelijk geen oplossing heeft, anderzijds
niet te klein zijn zodat het probleem onder-bepaald is en mogelijk meer dan
één oplossing heeft, Een mathematisch probleem dat een fysisch verschijnsel

beschrijft, dient aan de volgende eisen te voldoen:

(1) De oplossing van het probleem bestaat.
{ii) De oplossing is &&nduidig.
(iii) De oplossing hangt continu af van begin— en randvoorwaarden, d.w.z.
een "kleine" verandering in deze voorwaarden heeft slechts een "kleine"

verandering van de oplossing tot gevolg.

De betekenis van de eisen (i) en (ii) is hierboven reeds aangegeven, De eis
(1ii) is ingegeven door het feit dat de begin- en randwaarden voor een fy-
sisch probleem meestal verkregen zijn uit metingen. Deze metingen zijn al-
tijd behept met fouten. Het mathematisch model is nu alleen realistisch in-
dien deze (kleine) fouten slechts een kleine verandering in de oplessing tot
gevolg hebben. Een mathematisch probleem dat voldoet aan de eisen (i)-(iii)

heet een correct gesteld probleem.

Delta—functie van Dirac. Voor later gebruik voeren we nog in de delta-fune-

tie van Dirac. Deze wordt gedefinieerd door de volgende eigenschappen:

oo

8(x) =0 als x # 0, 6(0) = =, J §(X)dx =1,

—o0

Strikt genomen zijn deze eigenschappen strijdig. Als een functie everal nul
is behalve in &&n punt, dan is de integraal van de functie noodzakelijk ge-
lijk aan nul. De delta-functie is dan ook geen functie in de gewone zin. n
¥iettemin kan men toch formeel opereren met §(x) alsof het een functie is.
Intulitief is de delta-functie op te vatten als de limiet van een "piek—func-
tie'':
§(x) = lim p(e,x) ,
g0

waarin p{e,x) gegeven wordt door




0 als ]x| > €
P(E,X)= 1 » >0,
5o als |x] <€
€

met de eigenschap

=]

J p(a,x)d# =1,

-

Laat nu ¢(x) een continue functie zijn, dan is

=]

€

lim f o(x)p (e, x)dx = lim +— f o(x)dx = ¢(0) ,

0 o >0 2e
- -

op grond van college Wiskunde 10, 3.4.11, Naeen formele verwisseling van li-—

miet en integraalteken volgt dan de ''zeefeigenschap"

=3

f p(x)8(x)dx = o¢(0) .

Op dezelfde formele wijze is af te leiden de eigenschap

b
f p(x)8(x - E)dx = ¢(&) voor a < £ <b .

a

Bij het werken met de delta—functie zou men eigenlijk steeds &8(x) moeten ver-
vangen door p(€,x) en dan pas in de einduitkomst de limietovergang € + 0 uit-
voeren, Het is echter gemakkelijker de limiet direct te nemen en formeel te
operéren met 8(x) onder toepassing van de bovengenoemde eigenschappen. Een
dergelijke procedure is weliswaar mathematisch niet streng, maar voert meest-
al toch tot de correcte uitkomst. Een wdl strenge behandeling van de delta-
functie is te geven in het kader van de theorie der distributies afkomstig
van Schwartz (1950).

In B?, R3 wordt de delta-functie gegeven door

-8(x) =0 als x # 0, §(0) = =, ” 6(§)dxdy - I resp. ”JG(E)dxdydz= 1;

R R
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hierin is x = (x,y) resp. x = (x,y,2). Ook hier geldt weer de zeefeigenschap:

Zij R een gebied in.mg, dan is

fff p(x)8(x ~ g)dxdydz = ¢(f) voor £ ¢ R,
R

en analocg in R2.

De delta-functie is tevens van belang voor de beschrijving van begrippen als
puntlading, puntmassa, puntbelasting enz., begrippen die in wezen idealisa-
ties zijn en in de mathematische fysica vaak worden gebruikt. Zo is bijv. de
eenheidslading in de oorsprong te beschrijven door de ladingsdichtheid

p = 8(x). Voor de bronterm f(x,t) in de &én—dimensionale golfvergelijking

zullen we in een later voorbeeld nemen

f(x,t) = 3(x - EO)S(t) .

Een dergelijke bronterm correspondeert met een "puntbron' in het punt x = £

welke alleen op het tijdstip t = 0 "actief" is.

Methode van separatie van variabelen

Definitie. cos z = %{e

De methode van separatie van variabelen, afkomstig van Fourier, is een ele-

mentaire methode voor de oplossing van randwaardeproblemen en gemengde pro—
blemen als geformuleerd in 2.1. We bespreken hier de methode aan de hand van
een aantal voorbeelden. Als voorbereiding definieren we eerst de functies

cos z en sin z voor complexe z, en we bepalen de nulpunten van deze functies,
1z e_lz), gin z 3= %T(elz - eulz) voor z € €.
Voor z = x ¢ R stemmen deze definities overeen met college Wiskunde 10,
5.4.15, eigenschap 4), zodat cos z en sin z dan samenvallen met de bekende
cosinus- en sinus-gunctie van reeel argument.,

Substitueer voor e - en e -~ hun machtreeksen (zie college Wiskunde 10,

5.4.11), danvolgt

o 0 ZZn ® n zZn+1
- o | 3 » = bl o e
cos z nzo -1 (Znyy * g§ln z nEO =D (2n + 1! °

Ook deze machtreeksen, die convergent zijn voor alle z ¢ €, kan men als de-

finitie van cos z en sin z gebruiken (zie college Wiskunde 10, 5.4.20).
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Voor later gebruik bepalen we nog de nulpunten z = x + iy van cos z en van

sin z:

-iz

ety =0 , gin z = %T(elz -ea )y=20,

1
cos 2z 5(e
e212 - ele—Zy - - e2i_z B e21x—2y -1,

-2 . . - .. -
e y(cos 2x+1 sin 2x)=cos 7 +1 sinw, e Zy(cos Z2x+1i sin 2x) =cos O0+1i sin0,

y=0, 2x =71 + 2kr (k € Z) , y=0, 2x=2kn (k ¢ Z) ,

z k + ), k e 2. z =kn, Kk € Z .

De functies cos z en sin z hebben dus nulpunten resp. z = (k + {)r en z = knu

met k geheel; deze nulpunten zijn alle reeel.

Voorbeeld 1. We beschouwen de transversale trilling van een snaar met lengte
%. De uitwijking van de snaar ter plaatse x (0 = x < 2) en ten tijde t wordt
aangegeven door u(x,t). De uiteinden x = 0 en x = & van de snaar zullen vast
zijn. Voorts zijn de beginuitwijking en de beginsnelheid van de snaar op het
tijdstip t = 0 gegeven, Voor de functie u{x,t) laat zich dan het volgende ge-

mengde probleem formuleren:

~

=0,0 <x<g,t>0,

XX tt

1
u --—2'1.1
c
u{0,t) = 0, u(d,t) =0, t 20, (randvoorwaarden)

u(x,0) = ¢9(x), ut(x,O) = P(x), 0 £ x £ &, (beginvoorwaarden) .

.
De snelheid c wordt gegeven door c = VI/p, waarbij T de spanning in de snaar
en p de massa per lengte—eenheid is.

We merken op dat de PDV en de randvoorwaarden homogeen lineair zijn, d.w.z.

als de functies ul(x,t) en uz(x,t) voldoen aan de PDV en de randvoorwaarden
dan voldoet ook elke lineaire combinatie Aul(x,t) + Buz(x,t) daaraan. De be-
ginvoorwaarden bezitten deze eigenschap niet; deze voorwaarden zijn inhomo—
geen lineair. Bij de verdere oplossing spelen de homogene en de inhomogene

voorwaarden een._essentieel wverschillende rol.
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We construeren nu een voorraad functies die voldoen aan de golfvergelijking

en aan de homogene lineaire randvoorwaarden. De inhomogene beginvoorwaarden
worden voorlopig buiten beschouwing gelaten. Bij de constructie van de voor—

raad maken we gebruik van de methode van separatie van variabelen., De metho-

de van separatie bestaat hierin dat we oplossingen zoeken van de vorm
ulx,t) = X(x)I(e) .

Substitutie van deze functie in de golfvergelijking leidt tot

X"T(E) - L XET'(E) = 0,
c

of, na deling door XT,

X"(x) 1 T"(t)

X(x) .2 I(E) )

We hebben hiermee de differentiaalvergelijking (DV) gesepareerd: het linker-
lid is een functie van x en onafhankelijk van t, het rechterlid is een func-
tie van t en onafhankelijk van x. Gelijkheid kan alleen optreden als beide
leden onafhankelijk van x en van t, en dus gelijk aan een constante zijn.

Noem deze zgn. separatieconstante A (A is in het algemeen complex), dan volgt

X" (x) - AX(x) = 0, T"(t) - A T(t) = 0 .
Substitutie van u(x,t) = X(x)T(t) in de randvoorwaarden leidt tot

u{0,t) = X(0)T(t) = 0, X(0)

o,

u(f,t) = X()T(t) = 0, X(2) =0 .

Strikt genomen voldoet ook T(t) =0, maar dit voert tot de triviale oplossing
u{x,t) = 0 die niet interessant is.

We komen op deze wijze tot het volgende probleem voor X{x):
X"(x) - XX(x) =0, 0 <x <2,
X() =0, X(8) =0 .

Uiteraard heeft dit probleem de triviale oplossing X(x) = 0, die verder niet
interessant is. We zullen in het volgende afleiden dat het probleem voor be-
paalde waarden van ) een oplossing X(x) # 0 heeft. Deze waarden van A worden

elipgenwaarden genoemd en de bijbehorende oplossingen X(x) heten eigenfuncties.

Het probleem voor X(x) is dus een eigenwaardeprobleem. We zullen nu de eigen-

waarden en eigenfuncties bepalen. Onderscheid daartoe twee gevallen:
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(1) A = 0. De oplossing van de DV voor X(x) luidt dan
X(x) = Ax + B .

Uit de voorwaarden X{0) = X(&) = 0 volgt A= B = 0, zodat X(x) = 0 is; A = 0

is dus geen eigenwaarde.

(ii) A # 0, A complex. Stel dan A = —uz (v # 0) waarna de oplossing van de

DV voor X(x) luidt
X(x) = A sin ux + B cos ux .
Uit de voorwaarden X(0) = X{(2) = 0 volgt
B=20, Asin ut =0,

We vinden nu een niet-triviale oplessing indien
. n
sin pg =0, b = am, y = =— met n = x1,+2,+3,... }

zie het begin van deze paragraaf voor de nulpunten van de sinus-functie.

De gezochte eigenwaarden en eigenfuncties zijn dus

2.2
A=~ g s X(x) = sin E%ﬁ s m=1,2,3,... .
L

Voar A = -n2n2/22 bezit de DV voor T(t) de algemene oplossing

nnct . nmct
+ D sin

T(t) = C cos 7 T .

De eerder genocemde voorraad wordt dan gevormd door de functies

. T t . .  nmct
u(x,t) = sin EEE cos nz: , u(x,t) =sin ngx sin =——, n=1,2,3,... .

Deze functies voldoen aan de golfvergelijking en aan de randvoorwaarden
u{0,t) = 0, u(®,t) = 0.

We keren nu terug tot het oorspronkelijke gemengde probleem. De gezochte op-
lossing u(x,t) wordt voorgesteld door een lineaire combinatie van functies

uit de voorraad:

o=

u(x,t) = ] sin E%E {C_cos nﬁft + D sin nift] > (1)
n=1

waarin C_,D nog te bepalen coefficiénten zijn die van n mogen afhangen.
n’"n
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Onderstel dat de reeks (1) convergent is en termsgewijs gedifferentieerd mag
worden naar x en naar t, dan voldoet u{x,t) aan de golfvergelijking en aan
de randvoorwaarden.

De coefficienten C en Dn worden nu zodanig bepaald dat u(x,t) ook voldoet

aan de (inhomogene)} beginvoorwaarden, i.e.

=]
u(x,0) = Z Cnsin E%ﬁ = ¢(x), 0= x=< 48,
n=]
arc . nw
ut(x,O) = né; - Dn51n —EE'= v(x), 0 s x=2 .,

Hieruit volgt dat C, en (nﬂc/R)Dn gelijk zijn aan de coefficienten in de
Fourier~sinusreeks van resp. ¢(x) en y(x) op het interval £0,2]. Dergelijke
Fourier-sinusreeksen zijn behandeld in het college Wiskunde 30, 3.3. Met de

daar afgeleide formules voor de Fouriercoefficienten vinden we

I3

Cn = % J ¢{x)sin E%E dx ,
0
(2)
2
D = 2. J P(x)sin X ax
n nmc 2 *
0

De oplossing u(x,t) van het trillingsprobleem wordt nu gegeven door de reeks
(1) met coefficienten C,»D_ gegeven door (2). Deze oplossing is in eerste in-

stantie een formele oplossing. Er moet vervolgens nog geverifieerd worden dat

(i) de reeks (1) inderdaad convergent is en tweemaal termsgewijs gedifferen—
tieerd mag worden naar X en naar t,
(ii) de Fourier-sinusreeksen van ¢(x) en ¥(x) op [0,2] convergent zijn met

som resp. ¢{(x) en Y (x).

Voorwaarde (ii) is zeker vervuld indien ¢(x) en ¥(x) continu zijn op [0,2]
met ¢{0) = ¢() =0, ¥(0) = v(&) = 0, en voldoen aan de Dirichlet~condities
op (0,8) (zie college Wiskunde 30, 3.3). Voorwaarde (i) is vervuld indien
p(x) en Y(x) voldoen aan bepaalde verdere differentieerbaarheidseisen; we
gaan hier niet nader op in.

De n-de term van de reeks (1) kan als volgt worden herschreven:
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. T .
sin 22X [¢ cos nmet | D sin 20CE
2 n £ n L

1 =

/ . nn . .
C2 + D? sin EEE [cos v cos DICt | 5in 9 sin amety .

n n L 2
= /o + D2 gin BTX nnct
C, + D sin — cos { e+ wn) .
waarin voor de hoek g geldt tan 0 = -Dn/Cn. Deze term beschrijft

een zgn. staande trilling of eigentrilling van de snaar. De bijbehorende ei-

genfrequentie woo= nme/2 is een geheel veelvoud van de grondfrequentie

wy = wc/% van de snaar. De reeks-oplossing (1) is dan te interpreteren als
een superpositie van eigentrillingen.
Vervang in (2) de integratievariabele x door £ en substitueer de aldus voor-

gestelde coefficienten C en D in de n-de term van de reeks (1), dan is

nTx nnct . nrct
+ D sin ] =

L n [

sin [C cos
n

)

’ |
w22 % [ p{&)sin nzg dg sin DIX oin BMCE o

me gt % L
. ]
L
2 1 nme X nwct
o f Pp(&)sin 7= 4§ sin 7
0

Sommeer deze termen gevolgd door een (formele) verwisseling van somr en in-

tegraalteken. De reeks—oplossing (1) is dan kort te schrijven als

£ 2
ru(xst) = J Gt(x3gat)¢(g)d5 + f G(X,E,t)w(E)dE ’

met

8

2_

me
jui

1 . nomx . nnE . namct
— sin sin sin .
0 2 2 2

G(x,E,t) =

il t~1

De functie G(x,E,t) heet de Greense functie van het probleem., Dezelfde Greense

functie komt opnieuw voor in voorbeeld 7.
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Voorbeeld 2. We beschouwen het volgende gemengde probleem voor de warmtege-
leidingsvergelijking:

U T U T 0,0 <=x<l1l,t>0,

u(0,t)

0, ux(l,t) =0, t 2 0, (randvoorwaarden)
u(x,0) = ¢(x), 0 < x £ 1, (beginvoorwaarde) .

Hierbij is de functie u(x,t) te interpreteren als de temperatuurverdeling
in een dunne staaf langs het interval 0 < x < 1. Het uiteinde x = 0 van de
staaf wordt op de temperatuur 0 gehouden, terwijl het uiteinde x = 1 gelso-
leerd is., Voorts is de begintemperatuur van de staaf op het tijdstip t = 0
gegeven,

We merken op dat de PDV en de randvoorwaarden homogeen lineair zijn, ter-
wijl de beginveoorwaarde inhomogeen lineair is. We construeren nu weer een

voorraad functies van de vorm

u(x,t) = X(x)T(t) ,

die voldoen aan de PDV en aan de randvoorwaarden. De (inhomogene) beginvoor-
wagrde wordt voorlopig buiten beschouwing gelaten.

Substitutie van u(x,t) als boven in de warmtegeleidingsvergelijking leidt na
separatie tot

XM(x) _ T'(t) _
X(x) T(t)

Ay

waarin A weer de separatieconstante is.

Substitutie wvan u{x,t) in de randvoorwaarden leidt tot
X(@0) =0, X'(1) =0 .

We komen nu tot het volgende eigenwaardeprobleem voor X(x):

X'(x) - XX(x) =0, 0 <x<1,
X(0) =0, x'(1) =0 .

Als mogelijke eigenwaarden onderzoeken we:

(1) 2 = 0. De DV voor X(x) heeft dan tot oplossing
X(x) = Ax + B .

Uit de voorwaarden X(0) = X'(1) = 0 volgt dat A = B = 0 moet zijn, zodat

X(x) = 0 is; X = 0 is dus geen eigenwaarde.
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(ii) A # 0. X complex. Stel A = —u2 (u # 0), dan heeft de DV voor X(x) als
oplossing

X(x) = A sin ux + B cos ux .
Uit de voorwaarden X(0) = X'(1) =0 volgt
B=0, vAcos u=20.,
We vinden een oplossing X(x) # O indien
cos W =0, u=(n+ 4)r metn=20,%I,%2,... ;
zie het begin van deze paragraaf voor de nulpunten van de cosinus-functie.
De gezochte eigenwaarden en eigenfuncties zijn dus
A= —(n + %)zﬁz, X(x) = sin{n + {)mx, n=0,1,2,... .

Voor » = =(n + %)2ﬂ2 luidt de DV voor T(t):

T'(t) + (n + %)zﬂzT(t) =0

met algemene oplossing

T(t) = C exp[=-(n + i)zﬂzt] .

De gezochte voorraad wordt dan gevormd door de functies

u(x,t) = sin(n + §)mx exp[~(n + i)znzt], n=20,1,2,... .

De oplossing u(x,t) van het oorspronkelijke gemengde probleem wordt nu voor-
gesteld door een lineaire combinatie van functies uit de voorraad:

=]
. 22
u(x,t) = z CnSLH(n + Prx expl-(n + 17t , (1)
n=0
met nader te bepalen coefficienten Cn' De reeks (1) voldoet dan formeel aan
de warmtegeleidingsvergelijking en aan de randvoorwaarden. De coefficienten
Cn worden nu zodanig bepaald dat u(x,t) ook voldoet aan de (inhomogene) be-—

ginvoorwaarde, i.e.

u(x,0) = § Csin(n + PDrx=(x), 0 x5 1. (2)
n=0
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De coefficienten C, komen dus voort uit de reeksontwikkeling van ¢(x) naar
het stelsel functies sin(n + })mx. Deze reeks is nauw verwant met de Fourier—

reeks (zie college Wiskunde 30, 3.1). Men kan gemakkelijk narekenen dat

1
0 alsmé#n,

f gin(m + })mx sin(n + {)7x dx =
0 !} alsm=n,

zodat de functies sin(n + {)mx, n = 0,1,2,..., na normering een orthonormaal

stelsel op [0,1] vormen., Ter bepaling van Cn vermenigvuldigen we de betrek-—
king (2) met sin(m + })7x en integreren termsgewijs over het interval [0,1],

dan volgt

. 1 1
Z c J sin(m+ )wx sin(n +4)mrx dx = 5Cm= I o(x)sin(m+ §)wx dx
- 0 0

en dus

Cn = 2 f p(x)sin(n + §)mx dx . (3)
0

De oplossing u(x,t) van het warmtegeleidingsprobleem wordt nu gegeven door
de reeks (1) met coefficiénten Cn gegeven door (3). Deze oplossing is een
formele oplossing en er moet nog geverifieerd worden dat u(x,t) inderdaad
voldoet aan de PDV en aan de rand- en beginvoorwaarden.

We zullen hier alleen aantonen dat u(x,t) voldoet aan de PDV voor 0 < x < 1,
t > 0. Onderstel daartoe dat p(x) begrensd is, i.e. |¢(x)| < Mvoor 0<xx<1,
dan volgt uit (3) ICnl £ 2M. Beschouw nu de reeks (1) op het gebied 0 <x <1,
t > $ met § > 0. Voor de n—-de term geldt dan de ongelijkheid

lcnsin(n + §)rx expl-(n + %)Zﬂzt]f < 2M exp[~(n + %)ZHZGJ .

Met bijv. het kenmerk van d'Alembert (zie college Wiskunde 10, 4,4,20) is aan

te tonen dat de reeks E expl-(n + 5)2n263 convergent is. Op grond van het
n=0
kenmerk van Welerstrass (zie college Wiskunde 30, 3.6.7) is dan de reeks (1)

uniform convergent op het gebied 0 < x < I, t > &,
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Beschouw vervolgens de reeks

o
2 .
- I (n+ 1) ﬂZCn51n(n + P)ax expl=(n + 5)2n2t] R
n=0
verkregen uit (1) door termsgewijze differentiatie naar t. Ook deze reeks

is uniform convergent op het gebied 0 < x < 1, t > §; immers
[(n-+§)2ﬂ20nsin(ni~£)wx exp[-(n-ki)2n2t3| <

< 2M(n + %)znzexp["(n + %)2n26]

[+~

voor 0 < x <1, t > &, en de reeks z (n + i)zexp[-(n + &)2w26] is conver-
n=0
gent. Dit betekent dat de ocorspronkelijke reeks (1) inderdaad termsgewijs

gedifferentieerd mag worden naar t als 0 < x < 1, t > 8§, en de gedifferen-
tieerde reeks heeft de som ut(x,t) (zie de stelling in het college Wiskunde
30, 3.6.6).

Evenzo kan men aantonen dat U wordt verkregen door tweemaal termsgewli]js

differentieren naar x van de reeks (1):

e (x,t) = — E (n-+£)2w20 sin(n + 4)mx exp[-(n-#%)zﬁzt],
xX 120 n
0 <x<1,t>468.
Het is nu duidelijk dat u = u, voor 0 <x< 1, t> 8§, Aangezien § willekeu-

rig positief is, voldoet u(x,t) aan de PDV U ~ Y T 0 voor 0<x<1, t > 0.

t
Voorbeeld 3. We beschouwen het Dirichlet probleem voor de Laplace vergelij-
king in een cirkelvormig gebied met straal 1. Na invoering van poolcoordina-

ten r,p, is het probleem als volgt te formuleren:

I

1
Au = u + —u_ +
T

rr r u =0,0=sr<Il,-Ts9p=sm1,

20

n H
]

u(l,9) = g(9), =1 < ¢ £ m, (randvoorwaarde)

waarin g(9) een gegeven functie is.

Met de methode van separatie van variabelen bepalen we een voorraad functies

van de vorm

u(r,e) = R(r)e(e) ,
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die voldoen aan de Laplace vergelijking. Substitutie van u(r,9) in de PDV
leidt tot

R'(£)8(0) + £ R'(r)2(9) + 15 R(£)?"(9) = O .
r

Na separatie volgt

2 R"(x) R'(z) _ _ " (9) _
TR TR T e ey T

waarin A de separatieconstante is. Voor R(r) en ¢(¢) vinden we dan de gewone

DV's
r2R"(x) + rR'(r) = AR(r) = 0, &"(p) + Ad(p) = 0 .

Bij de invoering van poolcoordinaten r,¢ met —-m < ¢ < m, is te bedenken dat
de voerstralen ¢ = -7 en p = 7 samenvallen. De functie u(r,9) en haar afge-
leiden ur(r,w), u¢(r,m) moeten continu zijn over deze voerstraal. Dit bete-
kent dat de waarden van ®(¢) en ¢'(9) voor 9 = m continu moeten aansluiten
bij de waarden voor ¢ = -m. We komen op deze wijze tot het volgende eigen-

waardeprobleem voor $(9):

" (p) + 2e(p) =0, =T < g <7,
o(-m) = do{n), &' (-1) = &' (m) .

We onderzoeken als mogelijke eigenwaarden:

(1) A = 0. De oplossing van de DV voor &(¢p) luidt dan
$(¢) = A + By .

Uit de aansluitvoorwaarden volgt B = 0, terwijl A willekeurig mag zijn., We

vinden dus de volgende eigenwaarde en eigenfunctie:
A =0, ¢(p) = 1 .

(ii) 2 # 0, A complex. Stel dan X = uz (u # 0), waarna de oplossing van de
DV voor ¢(9) luidt

o(p) = A cos pp + B sin uop .

Substitutie wvan deze oplossing in de aansluitvoorwaarden leidt tot
B sin ur = 0, pA sin um =0 .

We vinden een oplessing ¢$(p) # 0 indien

sin yr = 0, w =n met n = x1,+2,x3,,.. .
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De constanten A en B zijn dan willekeurig te kiezen.,

Samengevat komen we tot de volgende eigenwaarden en eigenfuncties:

2 cos ng, n=0,1,2,... ,
A =n%, o) =

sin np, n=1,2,3,.,.. .

Voor A = n? gaat de DV voor R(r) over in

r2R"(r) + rR'(r} - an(r) =0,

Deze DV is van het type Euler (zie college Wiskunde 30, 4.3, voorbeeld 1) en

de algemene oplossing luidt

R(¥)

C+Dlogr alsn=20,

R(r) = Cr" + pr als n=1,2,3,... .

Hierin zijn de oplossingen log r en r " niet acceptabel omdat R(0) eindig
moet 2zijn; we stellen daarom D = O,

De gezochte voorraad wordt dan gevormd door de functies

u(r,0) = r'cos ng, u(r,g) = rsin npg, n=20,1,2,....

De oplossing u(r,9p) van het Dirichlet probleem wordt nu voorgesteld door een
lineaire combinatie wvan functies uit deze voorraad:

<o

u(r,q) = ﬁao + nZ] rn(ancos ngp + bnsin ne) , (N
met nader te bepalen coefficienten a_ en bn' Indien de reeks (1) convergent
is en termsgewijs gedifferentieerd mag worden naar r ennaar ¢, dan voldoet
u(r,¢) aan de Laplace vergelijking.

We bepalen nu de coefficienten a en bn zodanig dat u{r,p) tevens voldoet
aan de randvoorwaarde op de cirkel r = 1, i.e.

o0
u(l,e) = lag + nZI (a cos ng + b_sin ng) = glo), -msosT.
De coefficienten a en bn zijn dus de Fouriercoefficienten van g{(y) en met

de bekende formules volgt (zie college Wiskunde 30, 3.1.6),

) ki)

1 1 :
a == f g(o)cos n@ do, b =~ f g(g)sin nd dé . (2)

- -
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Voorts geldt: de Fourierreeks van g(p) is convergent op [-m,7n] met som g{g),
indien g(¢) continu is op [~m,n] met g(-un) = g(m), en daar voldoet aan de
Dirichlet-condities (zie college Wiskunde 30, 3.1.9).

De oplossing u(r,p) van het Dirichlet probleem wordt nu gegeven door de reeks
(1) met coefficienten a ,b_ gegeven door (2). Men kan bewijzen dat de reeks
(1) en ook de reeksen verkregen door termsgewijze differentiatie van (1) naar
r of naar ¢, uniform convergent zijn op het gebied 0 < r <1 - §, =n<p<7
met & > 0. Dit betekent dat de reeks (1) inderdaad termsgewijs gedifferenti-
eerd mag worden en dat u(r,9) voldoet aan de Laplace vergelijking in het cir-
kelgebied 0 s r < 1, =v < g £ T.

De reeks-oplossing (1) kan nog herleid worden tot een integraalvoorstelling.
Substitueer daartoe in (1) de coefficienten a_ en bn als gegeven door (2),

dan ontstaat er

T w
o
u(r,9) = -%-T-T- J g{6)dd + E rnﬁl f g(8)[ cos np cos n8+ sinno sinnbldd =
n=1
- -7
Tr w0
= %- I g(e)[%-+ z r’cos n(p - 6)140 ,
n=1

-

waarbij som- en integraalteken werden verwisseld. De laatste reeks is expli-

ciet te sommeren. Stel namelijk ¢ — 6 = a, dan is

oo -] . iu_
-%—4- Z rncosmx=%+Re E rnelna=-é-+Re—1~:e——-1-(-1-=
n=1 n=1 1 - re
ia . . 2
1 1 + re 1 I + 1 cos o0+ir sin O _ ! - r
=7 Re TR T T s e-irsin g 2. °
1 - re 2(1 =2r cos o +r")

geldig voor 0 S r < 1 en elke a. Met dit hulpresultaat volgt

m

2
1 -r g(8)
(r,9) = J a6
. Zm 1 - 2r cos(qJ-'G)+r2

-

d.i. de integraalformule van Poisson.
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Voorbeeld 4. We bepalen de eigentrillingen van een rechthoekig membraan

0sx<a, 02y <b, mt vaste rand. De uvitwijking u(x,y,t) van het membraan
is dan oplossing van het volgende randwaardeprobleem:

o~

1
u ot uyy - :5 U, = 0,0 <x<a, 0<y<b, t>0,
fu(x,0,t) = u(x,b,t) =0, 0<x<a, t20,
(randvoorwaarden)
u(0,y,t) = u(a,y,t) =0, 0<y=<b , t=20.

We zoeken nu oplossingen van de vorm
u(x,y,t) = X(X)Y(Y)T(t) .

Substitutie van deze functie in de golfvergelijking leidt na separatie tot

X'Ge) Y (y) 1 TI'(t)
X() Y(y) = 2 TI(E) ’

waarin A de separatieconstante is. De DV met Y en T is opnieuw te separeren:

1
TG ~ 2T

waarin y een tweede separatieconstante is. Voor X(x), Y(y) en T(t) vinden we
op deze wijze de gewone DV's

X" (x) - AX(x) = 0, Y"(y) - w¥(y) = 0, T"(t) = (A + Wec’T(t) =0 .
Substitutie van u(x,y,t) als boven in de randvoorwaarden leidt tot

X() = X(a) = 0, Y(0) = Y(b) = 0O .

We komen dan tot de volgende eigenwaardeproblemen voor X(x) en Y(y):

X"(X) - AM(x) =0, 0 < x < a, Y"(Y) - uY(@y) = 0, 0 <y <b ’
X(0) = 0, X(a) = 0 ; Y(0) = 0, Y(b) = 0 .

Dit type eigenwaardeprobleem werd reeds opgelost in voorbeeld 1, We vinden

nu de volgende eigenwaarden en eigenfuncties:

22
k“"luzT—;X(X)=sinmgx’ m= 1,2,3,... 3
a
n2'ﬂ'2 nmnw
u:-“-z—-’Y(y)r'Sin".EZ, n=l,2,3,.-- .
b
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22
Voor A = -m' /a2 en U = ~n2n2/b2 gaat de DV voor T(t) over in

2
" = =
() + w” T(t) 0 met W

De algemene oplossing van deze DV luidt

T(t) = Acos w t+ Bsinw ¢t .
mm m
De gezochte oplossingen u(x,y,t) worden nu gegeven door
. mTX ., an .
u(x,y,t) = sin =~ sin -TEL(A cos wmnt + B sin mmnt), mn=1,2,3,... .

Elk van deze oplossingen beschrijft een eigentrilling van het membraan; de

bijbehorende eigenfrequentie is w e
Laat nu tevens de beginuitwijking en beginsnelheid van het membraan op het

tijdstip t = 0 gegeven zijn:

u(x:Y|0)=(P(pr)s ut(x,y,O) =¥(x,y), 0 <x<a, 0=y <b,

(beginvoorwaarden).

De oplossing u(x,y,t) van het trillingsprobleem is dan voor te stellen door

een superpositie van eigentrillingen:
oo o
. WmX . nn .
= — si + s
u(x,y,t) Z z sin = n hgz{Amncos w ¢ an in wmnt] ,

m=1 n=1

waarin de coeéfficieénten A en Bmm worden bepaald door de beginvoorwaarden:

8

u(x,y,0) = Z z Amnsi.n __m;x sin ——Zn; =¢(%,y), 0 <x<a, 0<ysb ,
=1 n=1

® o
ut(x,y,0)= Z Z mmannsin %{-sinn—gz=¢(x,y), O<xsa, O<y<b ,
m=l n=1
De coefficiénten Amn en an komen dus voort uit de reeksontwikkeling van resp.
p(x,y) en ¢(x,y) naar het stelsel functies sin(mmx/2) sin(ary/b). Na norme-
ring vormen deze functies een orthonormaal stelsel op de rechthoek 0 <x<a,
0 =y £b, Analoog als in de theorie der Fourierreeksen worden nu Amn en B

gegeven door
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a b
= 4 . mrx . uny
Amn = ! dx f 9(x,y)sin = sin =% dy ,
0 0
a b
= 2 in ZTX 5 BTY
an abwmn f dx J Y(xz,y)sin o= sin % dy .

0 0

Samenvatting. Bij de methode van separatie van variabelen construeren we een

voorraad functies die producten zijn van functies van &&n variabele, en die
voldoen aan de homogene lineaire PDV en aan de homogene lineaire voor-
waarden. De gezochte oplossing van het probleem wordt dan voorgesteld door
een lineaire combinatie (reeks) van functies uit de voorraad. De coafficién-
ten in de reeks worden zodanig bepaald dat tevens voldaan is aan de overige,

inhomogene voorwaarden.

Essentieel voor de toepassing van de methode van separatie van variabelen

is dat de PDV homogeen lineair is, en dat een voldoend aantal homogene 1i-

neaire voorwaarden voorhanden is. Indien de PDV of de (rand)voorwaarden

inhomogeen zijn, kan de methode van separatie niet direct worden gebruikt,
Het inhomogene probleem moet dan eerst herleid worden tot een homogeen pro-
bleem, bijv. door aftrekken van een geschikte particuliere oplossing. We

lichten dit toe aan de hand van een aantal voorbeelden.

Voorbeeld 5. Als variant op voorbeeld 2 beschouwen we het warmtegeleidings-

probleem

Uy ~ Y T 0, 0 <x <1, t>0,

u(0,t) =0, ux(l,t) 1, t 20, (randvoorwaarden)

u(x,0) = 0, 0 s x £ 1, (beginvoorwaarde) .
Hierbij is de randvoorwaarde ux(l,t) = | inhomogeen zodat de in voorbeeld 2

toegepaste methode van separatie niet te gebruiken is.

We zoeken nu een particuliere oplossing v(x,t) die voldoet aan

Vex ~ V¢ 0, 0 <x<1I, t >0,

v({0,t) = 0, vx(l,t) =1, t=z20,
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Probeer v = v(x), d.i. een functie van x alleen, dan volgt
Vix) =0,0<x<1; v0) =0, v'(1) =1,
met als oplossing
vix) = x ,
Stel nu
ul{x,t) = v(x) + wix,t) = x + w(x,t) ,
dan is w(x,t) oplossing van het probleem
w_-w =0,0<x<1,t>0,

XX t

w(0,t) =0, wx(l,t) =0, t 20 , (randvoorwaarden)

w(x,0) -x, 0 £ x5 1, (beginvoorwaarde)

met homogene lineaire randvoorwaarden. Het probleem voor w(x,t) is op te los—
sen met de methode van separatie, zie voorbeeld 2. In de oplossing van voor-
beeld 2 stellen we ¢(x) = -x, waarna volgt

=]

wxt) = | Csintn + Drx expl-(n + $)%n%e]

n=0
meft
! n
cC = -2 f x sin(n + $)nx dx = - 2__ (D .
n 2 2
0 ™ (n+ §)

De gezochte oplossing u(x,t) wordt dan gegeven door

(-n*

ul(x,t) = x - 25 5 gin{n + §)mx exp[-(n + %)ant] .
0 (0 + §)

™ 1

il r~18

We merken nog op dat

lim ulx,t) = x = v(x) .
oo

Deze limiet beschrijft de stationaire temperatuurverdeling in de staaf

0 £ x <1, zoals deze zich instelt na "oneindig" lange tijd. De particuliere

oplossing v(x) valt dus samen met de stationaire temperatuurverdeling.
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Voorbeeld 6. We onderzoeken de torsie van een cylindrische staaf met vier-
kante doorsnede 0 < x < a, 0 <y < a. In het college Toegepaste Mechanica

wordt afgeleid dat de zgn. torsiefunctie F(x,y) dan voldoet aan

*x + Fyy ==~2,0<x<a 0<y<a,
{F(x,0) = F(x,a) =0, 0 < x £ a,
(randvoorwaarden)
F(O)Y) = F(a,y) =0, 0=y <a,

d.i. een Dirichlet probleem voor de Poisson vergelijking. Aangezien de PDV
inhomogeen is, kan de methode van separatie niet direct worden toegepast.

We zoeken nu een particuliere oplossing u(x,y) die voldoet aan

L uyy ==2,0<x<a, 0<y<a,

u(x%,0) = u(x,a) =0, 0 £ x5 a.
Probeer u = u(y), d.i. een functie van y alleen, dan volgt
u'(y) = =2, 0 <y < a; u(0) = ua) =0 ,
met als oplossing
uly) = y(a ~y) .
Stel nu
F(x,¥) = u(y) + v(x,y) = y(a - y) + v(x,y) ,
dan is v(x,y) oplossing van het probleem
r

Vex + vyy =0, 0 <x<a, 0<y«<a,

v(x,0) = v(x,a) =0, 0 £ x £ a,

(randvoorwaarden)

v(0,y) = v(a,y) = -y(a-y),0 sy < a,.

De PDV is nu homogeen terwijl de randveorwaarden deels homogeen en deels in-
homogeen zijn. Het aantal homogene lineaire randvoorwaarden zal evenwel vol-
doende blijken te zijn om het probleem met de methode van separatie op te

lossen. We construeren weer een voorraad functies van de vorm

v{x,y) = X(x)Y(y)

die voldoen aan de PDV (Laplace vergelijking) en aan de twee homogene line-
aire randvoorwaarden, De twee inhomogene randvoorwaarden worden voorlopig

buiten beschouwing gelaten.
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Substitutie van v(x,y) als boven in de Laplace vergelijking leidt na separa-

tie tot

_ X." (x) - Y" (y) -
X{x)  Y(y)

A,

waarin X de separatieconstante is.

Substitutie van v(x,y) in de homogene lineaire randvoorwaarden leidt tot

v{x,0) = X(x)Y(0)

0, Y() =0 ,

vix,a) = X(x)Y(a)

0, Y(a) = 0 .

We gaan nu eerst verder met de functie Y(y). Voor deze functie doet zich het

volgende eigenwaardeprobleem voor:

Y'(y) - XY{y) =0, 0 <y < a,
Y(0) = 0, Y(a) = 0 .
Dit eigenwaardeprobleem werd reeds opgelost in voorbeeld 1, met als uitkomst

2 2

}\:_ng ’Y(y)=sin%’ n=],2,3,ooo .
a

Voor A = —nz’nz/a2 bezit de DV voor X(x) de algemene oplossing

X(x) = Aemrx/a . Be-nwx/a

De genocemde voorraad wordt dan gevormd door de functies

vix,y) = en“x/asin EEX s v{x,y) = e“nﬂx/asin Egz yn=1,2,3,...

Vervolgens wordt de gezochte oplossing v(x,y) voorgesteld door een lineaire
combinatie van functies uit de voorraad:

<0

V(XSY) = 2 [Ane
n=1

nnx/a -nrx/a

+ Bne Jsin EEZ (N

Deze functie v(x,y) voldoet dan formeel aan de Laplace vergelijking en aan
de homogene lineaire randvoorwaarden op de zijden y = 0 en y = a van het
vierkant., We bepalen de coefficienten Ah en B zodanlg dat v(x,y) tevens

voldoet aan de inhomogene randvoorwaarden op de zijden x = 0 en x = a, i.e,
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[+

vO,y) = [ (A +B)sin =L =-ya-y),05y5a,
n=}

v(a,y) = } (AuenTr

+ Bne_nw)sin E%Z = ~y(a-y), 0=y < a,
n=1

Ontwikkel nu de functie -y(a - y)} op [0,a] in een Fourier-sinusreeks (zie
college Wiskunde 30, 3.3)

-y(a -~ y) = Z bnsin E%l s
n=1

dan worden de Fouriercoefficiénten bn gegeven door

0 VOOr n even,
a 2
__2 _ . omy . 4a RPN . I
bn ~ J y(a-y)sin ~ dy —7;—5[1 -1)"] 8a2 (2)
n’m - VOOr n oneven .
neT
Voor de coefficienten Ay en B moet dan gelden
A + B =p ,
n n n
Ae™ +Be ™ = b .
n n n
Los dit stelsel vergelijkingen op, dan vinden we
| - B e—inﬂ e-inv
Ay 7 By nm —nr _ °n _Jan ~Tor by T cosh nrm ’
e - e e + e z
L LI eénn e&nw
B, " bn nr =% - Pn nm ~Tam bn 2 cosh inm °
e -e e + e 2

Met de aldus bepaalde coefficienten A en B is de n~de term van de reeks

(1) te herleiden tot

b
nnx/a -nrx/a _ n _[ nmx _ _ nmx -
Al *+Be "7 cosh %nnlem[ a dnm] + expl a %mr]}
cosh nnx — ja)
L cosh inm )

Substitueer hierin de coefficient bn als gegeven door {(2), dan is daarmee de

reeks-oplossing (1) volledig bepaald.
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De oorspronkelijke torsiefunctie F(x,y) wordt dan gegeven door

F(x,y) = y(a - y) + vix,y) =
7 @
- _.y _8a 1 cosh[ (2n + 1)n(x~-4}a)/al . (2n+ )uy
y(a-y) g Z 3 cosh @ + D)7 sin 3 .

7 n=0 (n+1)

Van practisch belang is verder nog de zgn. torsiestijfheid D gegeven door

a

D= 2G f dx f F(x,y)dy H
0

waarin G de afschuivingsmodulus is. Na uitwerking van de integraal door terms-—

gewijze integratie vinden we

D = Ga4 %_“ é%_ 2 tanh (n + é)w .
7~ n=0 (2n + 1)

De laatste reeks convergeert zeer snel} na numerieke sommatie volgt

D = 0.140577Ga% .

Voorbeeld 7. Als vervolg op voorbeeld | beschouwen we de trilling van een
snaar met lengte %, onder invloed van een uitwendige kracht. De uiteinden
van de snaar zullen vast zijn. Veoorts zal de snaar op het tijdstip t = 0 in
rust zijn. Voor de uitwijking u(x,t) laat zich dan het volgende gemengde pro-

bleem formuleren:

[

|
*x -(-;-z-utt=—f(x,t),0<x<£,t>0,

Ju(o,t) =0, u{,t) = 0, t 20, (randvoorwaarden)

u(x,0) = 0, ut(x,O) =0, 0 £ x<¢8, (beginvoorwaarden)

waarin f(x,t) een gegeven functie is, corresponderend met een uitwendige
kracht, De PDV (golfvergelijking) is nu inhomogeen. Indien f(x,t) van een
cenvoudige vorm is, kan men door '"proberen' een geschikte particuliere op-
lossing bepalen en vervolgens het inhomogene probleem herleiden tot een ho-
mogeen probleem. We zullen hier een andere methode volgen die te gebruiken

is wvoor algemene f(x,t).
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We stellen de gezochte oplossing u(x,t) voor door een reeks naar de eigen-

functies sin(nwx/%) van het homogene probleem (zie voorbeeld 1):

o

. nmx
u(x,t) = Z an(t)SLn 5

n=|
waarbij de coefficienten an(t) te bepalen zijn. Merk op dat de reeks voor
u(x,t) voldoet aan de randvoorwaarden u{0,t) = u(f,t) = 0.

Evenzo ontwikkelen we f£(x,t) in een reeks naar dezelfde eigenfuncties:

fix,t) = Z fn(t)sin E%E '
n=1

De Fouriercoefficienten fn(t) worden dan gegeven doot

2
£ (t) =% J £(£,t)sin E%g-dg )

0

Substitueer de reeksen voor u(x,t) en f£(x,t} in de golfvergelijking en dif-

ferentieer termsgewijs, dan ontstaat er

- _n _l__ " .onmx p . nTx
z L 5 an(t) 5 an(t)391n = z fn(t)sln-ﬂf— .
n=1 £ c n=1

Daaruit volgt

a"(t) + wza (t) = czf (t) met w_ = nrc/l

n nn n n ’
d.i. een gewone DV voor an(t).
Substitutie van de reeks voor u(x,t) in de beginvoorwaarden leidt tot

= 1 = .

an(O) o, an(O) 0

We lossen nu de DV voor an(t) op met de methode van Laplace transformatie

(zie college Wiskunde 30, 4.2, voorbeeld 4). Voer in de Laplace-getransfor-

meerde

<0

An(p) = £{an(t)} = f e‘ptan(t)dt .
0

- 1 - i
Wegens an(O) an(O) 0 is

£{a(t)} = p°A_(p) -
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De DV voor an(t) gaat dan door Laplace transformatie over in
2 2 2
(" + w A (p) = c £{fn(t)}

met oplossing

2

_ C

A (p) = ————5 L{f (1)} .

p ot w
n
Bedenk dat
“n
S = [{sin wnt} .
p + W,

dan is de inverse Laplace transformatie van An(p) uit te voeren met behulp

van de convolutiestelling (college Wiskunde 30, 4.2.5), De uitkomst luidt

2 2 f
=S i =& i -
an(t) == fn(t) * sin mnt m J fn(T)Sln mn(t T)dtr .
n n g

Stel hierin w = nnc/L, dan wordt de oplossing u(x,t) van het trillingspro-

bleem gegeven door

t
u(x,t) = %? Z %- J fn(T)sin Eﬂfﬂ!%;;;ll dr sin E%§ .
n=1

0

Na substitutie van fn als boven en (formele) verwisseling van som— en inte-

graalteken is deze oplossing als volgt te schrijven:

2
U(X:t) =-g-9- I dt f 1: z ;1]— sin ..n_zi sin n_-g_g_ sin nTFC(; -T)]f(g’r)dg -
" n=1
0 0
t L
=c2 [ dt J G(x,E,t —t)E(E,T)dE
0 0
waarin
G(x,E,t - 1) = %E' ) %-sin WX in HEE sin nnc(i’— )
n=1

de Greense functie is als ingevoerd in voorbeeld I.
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We beschouwen nog het speciale geval
-2
£(x,t) = ¢ "§(x - 50)5(t) s

corresponderend met een uitwendige kracht die geconcentreerd is in het punt
x = EO en werkt op het tijdstip t = 0, De resulterende uitwijking u(x,t) van

de snaar 1is

t
u(x,t) = f dt f G(x,E,t-T)G(E-EO)G(T)dE = G(x,5,,t)

op grond van de zeefeigenschap van de delta—functie. De Greense functie
G(x,&,t) is dus te interpreteren als de uitwijking ter plaatse x en ten tij-
de t tengevolpe van een geconcentreerde kracht in het punt £ werkend op het

tijdstip 0.

Golfvergelijking, diffusievergelijking

In deze paragraaf bespreken we een aantal problemen voor de &€&n—dimensionale
homogene golfvergelijking en diffusievergelijking, beschouwa op het oneindige

interval = < x < ® resp. op het half-oneindige interval 0 < x < =,

Golfvergelijking op (-»,»). We beschouwen het volgende beginwaardeprobleem

voor de homogene golfvergelijking:

1
-y =0, 2 <x <o, £t >0
Uex CZ tt ’ ? ?

u(x,0) = o(x), ut(x,O) = P(x), == < x < =, {(beginvoorwaarden) .

Het probleem beschrijft de trilling van een "oneindig" lange snaar waarbij
de beginuitwijking en de beginsnelheid op het tijdstip t = 0 zijn voorge-

schreven. We lossen het beginwaardeprobleem op met de methode van d'Alembert.

Voer in de nieuwe variabelen
E=x=-c¢t, n=x+ct,
dan volgt voor de partiele afgeleiden van u:

= = 2
Y T Y% * Upr Ve T Ve ¥ “en MR
= A2 -
c(-uE + un), u, = ¢ (ugg 2u£n + unn) .

Y
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De golfvergelijking gaat nu over in

uEn =0 .

De laatste vergelijking is eenvoudig op te lossen:
uE =w{), u= [ w(E)dE + wz(ﬂ) = WI(E) + Wz(n) ’

waarin w, W, en v, willekeurige differentieerbare functies zijn.
Uitgedrukt in de oorspronkelijke variabelen x en t wordt de oplossing gege-

ven door

ulx,t) = w](x - ct) + wz(x + ct) ,

d.i. de algemene oplossing van de homogene golfvergelijking. Hierin beschrijft

w {x - ct) een lopende golf met snelheid c in de positieve x-richting; evenzo

is wz(x + ct) te interpreteren als een lopende golf met snelheid c¢ in de ne-
gatieve x-richting.
Voor het beginwaardeprobleem als boven worden de functies w

en w, bepaald

| 2

door de beginvoorwaarden
u(x,0) = w (x) + w,(x) = 0(x) ,

ut(X.O) = -CWi(:c) + cw;_(x) = ¥(x) .

Integratie van de tweede vergelijking geeft

X
wl(x) - wz(x) = = % J v(E)dE + A
0

met willekeurige integratieconstante A, waarna w_ en W, zijn op te lossen:

1
X
v, = 40 - 5z fw(zz)da + 14,
0
X

wz(x) = fg(x) + % flb(’ci)d?; - 3A .
0
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Substitueer de aldus bepaalde functies w, en w, in de algemene oplossing als

1 2
boven, dan volgt
X—ct X+ct
u(x,t) = %rp(x-ct)—-é—c J w(s)d5+%®(>:+ct)+%—c- J Y(E)dE
0 0
oftewel
x+ct
W, t) = JoGx=ct) + ho(x+ot) + = V)
wrct

Deze oplossing van het beginwaardeprobleem heet de d'Alembert oplossing.

In geval Y(x) = 0 gaat de oplossing over in
u(x,t) = fgp(x - ct) + lo(x + ct) .

We geven nog een fysische interpretatie van deze oplossing. Laat de begin-
uitwijking 9(x) de vorm hebben van een "driehoekige puls" ter plaatse x = 0,
als weergegeven in onderstaande figuur. Deze puls splitst zich dan in twee
helften, die zich met snelheid ¢ voortplanten naar rechts resp. naar links.
De positie van de twee pulsen op een bepaald tijdstip t > 0 is af te lezen

uit het onderstaande (x,t)-diagram.
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2.3.2. Golfvergelijking op (0,»). We beschouwen het volgende gemengde probleem voor
de homogene golfvergelijking:

~

u

! =
xx :5 u., = 0, x>0, t>0,

{u(0,t) = 0, t 2 0, (randvoorwaarde)

u(x,0) = o(x), ut(x,O) = ¥(x), x 2 0, (beginvoorwaarden) .

Het probleem beschrijft de trilling van een half-oneindige snaar met vast
uiteinde x = 0, waarbij de beginuitwijking en de beginsnelheid op het tijd-
stip t = 0 weer zijn voorgeschreven.

We lossen het gemengde probleem op met de methode van spiegeling. Daartoe

zetten we de functies ¢(x) en Y(x) voort als oneven functies van x door mid-

del van de definities:
o(x) 3= ~p(-x), P(x) = -y(-x) als x <0 .

Beschouw vervolgens het beginwaardeprobleem op het interval -« < x < o,

=0, ® < x<w, t >0,

Lt

1
S M
c

u(x,0) = ¢(x), ut(x,O) = p(x), —» < % < », (beginvoorwaarden) .

Zoals eerder afgeleid wordt de oplossing van dit probleem gegeven door

X+ct
u(x,t) = $g(x - et) + fo(x + ct) + '%’E' f p(E)dg .
X—-ct
Voor x = 0 geldt
et
u{0,t) = fg(-ct) + jolct) + -;_; J y(g)dg = 0,

-ct

daar ¢ en Y oneven 2zijn; u(x,t) voldoet dus aan de randvoorwaarde u{Q,t) =0.
De functie u(x,t) als boven is dan voor x > 0, t > 0 tevens oplossing van
het trillingsprobleem voor de half-oneindige snaar met vast uiteinde. Deze

oplossing kan worden beschreven als
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x+ct
Jp{x~ct) + lo(x+ct) + %E Y(E)dE voor x> ct >0,
x-ct
u(xht) =
X+ct
-tplct - %) + lo(x+ct) + -;_E f v(£)dE voor et >x>0,
ct—x

waarbij gebruik gemaakt is van de oneven symmetrie van ¢ en Y.

Ter interpretatie van de oplossing nemen we: Y(x) = 0, p(x) heeft de vorm
van een driehoekige puls ter plaatse x = Xy > 0. Na oneven voortzetting ver-
toont 9(x) een tegengestelde pulsvorm ter plaatse x = “Xg Voor de oneindige
snaar hebben we dan een beginuitwijking in de vorm van twee pulsen. Elk van
deze pulsen splitst zich in twee helften, die zich met snelheid ¢ voortplan~

ten naar rechts resp. naar links; zie het navolgende (x,t)—diagram.

De trilling van de half-oneindige snaar is nu af te lezen uit het gedeelte

x > 0 van het diagram. De beginuitwijking splitst zich in twee gelijke pul-
sen, die zich met snelheid ¢ voortplanten naar rechts resp. naar links. De
naar links lopende puls bereikt het vaste uiteinde x = 0 op het tijdstip

t = xofc. Er treedt dan reflectie op waarbij de puls van teken omkeert en
vervolgens naar rechts beweegt. De gereflecteerde puls volgt de andere naar

rechts lopende puls op een afstand 2x0.
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Opmerking. De methode van spilegeling kan alleen worden toegepast in de ge-
vallen van een homogene randvoorwaarde u(0,t) = 0, resp. ux(O,t) = 0, In het

laatste geval dienen ¢(x) en Y(X) te worden voortgezet als even functies van

x door middel van de definities:

g(x) := ¢{-x), ¥(x) := P(-x) als x <0 .,

Golfvergelijking op (0,%). We beschouwen nogmaals de trilling van een eindige

snaar met vaste uiteinden x = 0 en x = &, zoals eerder behandeld in 2.2, voor-

beeld 1. Voor de uitwijking u(x,t) geldt het gemengde probleem
: - L u =0,0 <x<4 t>0
XX c2 tL ! ' :

qu(0,t) = 0, u(,t) = 0, t =z 0, (randvoorwaarden)

u(x,0) = o(x), Ut(x|0) = y(x), 0 < x £ g, (beginvoorwaarden) .
L

Dit probleem is ook op te lossen met de methode van spiegeling. Daartoe zet-
ten we 9(x) en P(x) voort als functies van x die oneven zijn t.o.v. x = 0 en

t.0.v. x = L. Voor de voortgezette functie ¢\x) moet dan gelavn
p(x) = =9(-x), o(x) = —9(2¢ - x) ,

en evenzo voor V(x). Daaruit volgt p(-x) = (2% ~ x), zodat ¢ periodiek is
met periode 2%, De voortzetting van de op [0,2] gegeven functies ¢(x) en Y(x)
is nu als volgt te realiseren:

Definieer
p(x) = ~p(-x), ¢(x) = —¢(-x} als % <x<0, IS

waarna @(x) en ¥{(x) periodiek worden voortgezet met periode 2%.

Beschouw vervolgens het beginwaardeprobleem op het interval -« < x < =,

1
u ~ ==y =0, *<x<o, ¢>0
Xx c2 tt ’ ’ >

u(x,0) = ¢(x), ut(x,O) = w(x),"” < x < », (beginvoorwaarden)

X

waarin ¢(x) en V(%) de voortgezette functies voorstellen.

De oplossing van dit probleem luidt

x+ct
u(x,t) = do(x - ct) + do(x + ct) + -;—c- I v (E)HE
- x—et
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Men kan gemakkelijk nagaan dat u(x,t) voldoet aan de randvoorwaarden u{0,t) =0,
u(2,t) = 0, op grond van de oneven symmetrie van ¢ en ¥ t.o.v. X =0 en x=2.
De functie u(x,t) als boven is dan voor 0 < x < %, t > 0 tevens oplossing

van het trillingsprobleem voor de eindige snaar met vaste uiteinden x=0en x= 2%,
Ter interpretatie van de oplossing nemen we: Y(x) = 0, ¢(x) heeft

de vorm van een driehoekige puls ter plaatse x = }&. Na spiegeling komen we
tot een trillingsprobleem voor de oneindige snaar met beginuitwijking gelijk
aan de voortgezette functie p(x); zie het onderstaande (x,t)-diagram. De
trilling van de eindige snaar is nu af te lezen uit het gedeelte 0 < x < £
van het diagram., De beginuitwijking splitst zich in twee gelijke pulsen,

die zich in eerste instantie voortplanten naar rechts resp. naar links met
snelheid c. Deze pulsen ondergaan daarna successieve reflecties aan de vas-
te uiteinden x = 0 en x = 2. Bij elke reflectie keert het teken van de puls
om. Merk op dat de uitwijking op het tijdstip t = 2%/c gelijk is aan de be-
ginuitwijking. Het trillingsverschijnsel is dus periodiek in t met periode
2%/¢. In onderstaand diagram is de pulsvormige uwitwijking schematisch voor-

gesteld door een verticaal streepje.
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In geval y(x) = 0 wordt de oplossing van het trillingsprobleem voor de ein-

dige snaar gegeven door
u(x,t) = fp(x = ct) + fo(x + ct) ,

waarin ¢ de voortgezette beginuitwijking voorstelt.
Vergelijk deze oplossing met die uit 2,2, voorbeeld 1, verkregen met de me-
thode van separatie van variabelen:

Lo

u(x,t) = z Cnsin o
n=1

TX os nmct
T © 7z’

waarin de coefficienten Cn bepaald worden door
[+.]
Z C sin 31X = (%), 0<x< 1.
n A
n=1
Na voortzetting van ¢(x) als voren zal de laatste betrekking gelden voor el-

ke x; immers, de termen van de Fourier-sinusreeks zijn oneven en periodiek

met periode 2&. De reeks—oplossing voor u(x,t) is dan te herleiden tot

u(x,t) = 4 z cn[sin ““(X"CtJ_Fsin mr(x-v-ct):I -

n=1 L L

]

bo(x = ct) + Jo(x + ct) ,

d.i. dezelfde uitkomst als verkregen met de methode van spiegeling.

Diffusievergelijking op (-,®). We beschouwen het volgende beginwaardepro—

bleem voor de homogene diffusievergelijking:

u o T u = 0, = < x <, t >0,

u(x,0) = gp(x), -» < x < », (beginvoorwaarde) .

Het probleem beschrijft bijv. de warmtegeleiding in een "oneindig" lange
staaf waarbij de begintemperatuur op het tijdstip t = 0 is voorgeschreven.

We lossen het beginwaardeprobleem op met de methode van separatie van varia-

belen. Construecer een wvoorraad functies van de vorm
u(x,t) = X()T(t) ,

die voldoen aan de diffusievergelijking en begrensd zijn voor -« < x < =,

t > 0,
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Substitutie van u(x,t) in de diffusievergelijking leidt na separatie tot

XM(x) _T'(t) _ _ 2
X Ty M e

waarbij de separatieconstante gemakshalve is voorgesteld door -uz.

Voor X(x) en T(t) ontstaan dan de gewone DV's

"(x) + uzx(x) =0, T'(t) + uzT(t) =0 ,
met algemene oplossing {(voor u # 0)

. . 2
X(x) = 2" 4 B TMHE () = e M T,

Deze oplossingen zijn begrensd voor -« < x < w, t > 0, mits u reéel is.
De gezochte voorraad bestaat nu uit de functies

. 2
ipx -p7t
Uell’

u(x,t) = e - <Y < e,

‘ . 2
Merk op dat cok de oplossingen e XU L pevat zijn in deze voorraad.
Vervolgens wordt de oplossing u(x,t) van het beginwaardeprobleem voorgesteld
door een lineaire combinatie van functies uit de voorraad. Omdat u elke re-

ele waarde mag aannemen, is de lineaire combinatie hier een integraal over

—® < Y < oo}

=)

a2
u(x,t) = J a@e ™M tqyu (1

g

waarin de coefficient a(u) nog-onbepaald is. Onderstel dat de integraal (1)
convergent is en dat de differentiatie van u(x,t) naar x en naar t mag wor-—
den uitgevoerd onder het integraalteken. Dan voldoet u(x,t) aan de diffusie-
vergelijking.

De functie a(u) wordt nu zodanig bepaald dat u{x,t) ook voldoet aan de be-

ginvoorwaarde, 1.e,

o

u(x,0) = J a(u)ei“xdu = g{x), ~®<x<™,

-0
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De laatste betrekking drukt uit dat 9(x) de Fourier—getransformeerde is van
a(u) (zie college Wiskunde 30, 3.4.4). Onderstel dat a(M) continu is en voor
elke u voldoet aan de Dirichlet-condities. Door inverse Fourier transforma—

tie (zie college Wiskunde 30, 3.4.5) volgt dan

©0

a@) = g [ 05ye Hoa ()

-3

Substitueer deze uitkomst in (1), dan vinden we onder (formele) verwisseling

van de integratievolgorde:

I
Sy
0]
-
=
"
]

i
=
[ng

[=9
=
Sorr—y,
=
—
oY
—t
o]

I
puda
=
o

[« 7
'l |

ul(x,t) = —

. 2
: f ¢ (E)dE f LGRSy (3)

-0 -0

Hierin is de binnenste integraal expliciet te bepalen. Beschouw daartce de

integraal

[-+]

ineg - 28
I := J e H e H du, 8 >0,

—00

die afhangt van de beide parameters o en B. Neem B vast en differentieer

I = I{a) naar o onder het integraalteken:
oo
dI ipa —uZB
i i [ e e du .

—_00

Door partiele integratie volgt

=]

2, 1» . 2
dl _ _ i _iua -u"8 -G iwe ~u"B . _ _ @&
w-"3Fe e l_m 5B J e e du EE'I(G) .

- 00

Voor I(a) vinden we op deze wijze de gewone DV

1' o
I 28 °*

met als oplossing
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2

I(a) = C expl- %E- .

De integratieconstante C wordt bepaald door o = 0 te stellen, dan is

oo =]

~ulg 1 %
C=1(0) = [e“du=—— fesds=\/-"-.
/B g
-0 -0
Daarmee volgt voor de integraal I:
3 iug —uzs T az
I(a) = fe e dy = V%emﬂ-zgl. )

00

Substitueer dit resultaat in (3), dan vinden we

. N2
u(x,t) = ! f w(é:)exp[- (x 45) ]di
2vme _

als oplossing van het beginwaardeprobleem voor de diffusievergelijking op
(-=,»), Deze oplossing is in eerste instantie een formele oplossing die nog
nadere verificatie behoeft. Men kan bewijzen dat u(x,t) inderdaad voldoet
aan de diffusievergelijking en aan de beginvoorwaarde, indien g{x) continu
en begrensd is voor -« < x < =,

De voorgaande oplossing u(x,t) is kort te schrijven als

o0

alx,t) = f Glx - £,t)0 (£)de

-0

xz
exp["' 'Z:"t‘:] [

G(x,t)
2Vt

De functie G(x,t) heet de Greemse functie van het probleem, of ook wel fun-

damentele oplossing van de diffusievergelijking. Nemen we als beginvoorwaarde

u(x,0) = ¢(x) = §(x) ,

dan 1is

o0

u(x,t) = J G(x~&,t)8(8)dg = G(x,t)

-0
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op grond van de zeefeigenschap van de delta-functie. De Greense functie G(x,t)
is dan te interpreteren als de temperatuurverdeling in een oneindig lange
staaf waarin ten tijde t = 0 en ter plaatse x = 0 een "E&nheid van warmte"
vrijkomt. Het verloop van G(x,t) als functie van x op verschillende tijd-

stippen t is weergegeven in onderstaande figuur.

‘G(mn

30

b
—'_'-_--

t=001

t=0L05

t=0.5
L_+—F% / N S
5

-2,0 -5 -10 -0.5 0 0. 1.0 1.5 20

ol |

We vermelden nog de volgende eigenschappen van G(x,t):

(i) Gxx-Gt=0,-°°<x<°°,t>0,

i.e. G(x,t) voldoet aan de homogene diffusievergelijking.

o oo o

2 2
1 -5
(ii) f G(x,t)dx = f expl~ &]dx = — f e " ds =1,
2vmt 4t %3

—D0 -0 -0

i.e, de totale "warmte-inhoud" van de staaf is constant en gelijk aan I,

x2 0 als x # 0 ,
(iii) lim G(x,t) = lim expl- Z?J =
t40 £40 2/t © als x =20,

Op grond van de eigenschappen (ii) en (iii) kunnen we formeel schrijven

lim G(x,t) = §(x) .
t+0
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Voorbeeld. Neem als beginvoorwaarde

1 als |x= 1,

u(x,0) = g(x) =
0 als ]x] > 1,

dan wordt de bijbehorende oplossing gegeven door

2
=0 (x - &)
u(x,t) = f exp[-— -———-—:IdE .
2vmt -1 4t

Door middel van de substitutie x — £ = 2svt volgt

2
ulx,t) = =~ f e " ds = | erf(x b 1] -4 erf{x — 1] ,
/£

=1 2t

27

waarmee u(x,t) is uitgedrukt in de error-functie

Diffusievergelijking op (0,=). We beschouwen het volgende gemengde probleem

voor de homogene diffusievergelijking:

L 0, x>0, t>0,

{u(Q,t) =0, t =2 0, (randvoorwaarde)

u(x,0) = ¢(x), x = 0, {(beginvoorwaarde) .

Het probleem beschrijft bijv. de warmtegeleiding in een half-oneindige staaf
waarbij het uiteinde x = 0 op de temperatuur 0 wordt gehouden en de begintem
peratuur op het tijdstip t = 0 is voorgeschreven.

We lossen het gemengde probleem op met de methode van spiegeling. Daartoe zet-

ten we de functie ¢(x) voort als een oneven functie van x door middel van de

definitie;
p(x) := -p(-x) als x <0 ,
Beschouw vervolgens het beginwaardeprobleem op het interval -« < x < o,

Uy~ u, = O, == < x <w, t >0,

u(x,0) = p(x), == < x < w, (beginvoorwaarde) .

De oplossing van dit probleem luidt
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=]

(x - £)%

u(x,t) = f o(E)expl|- 7 dg .

/e

Op grond van de oneven symmetrie van @, is deze oplossing te herleiden tot

0 o
i (x-£)2 1 (x-£)?
u(x,t) = - J p(-E)exp |~ dg + I o (E) -2 lgE =
2 x"[ % J e )L
. ! g(Elexp |- (x+£)2 dE + ! J 9{&)exp |~ —(-’5—7—5")—2— dg ,l
2/ne 4t s it

1 _ (x—@zj oI <x+a)2]
ulx,t) e 0‘( @(E){exp[ T exp S IR }dE .

Deze functie u{x,t) is nu tevens oplossing van het gemengde probleem voor de

0

diffusievergelijking op (0,*); voor x = 0 geldt namelijk u(0,t) = 0, zodat
voldaan is aan de randvoorwaarde.

Ock het probleem met randvoorwaarde ux(O,t) = (0 is op te lossen met de me-
thode van spiegeling. De functie ¢(x) dient dan te worden voortgezet als een

even functie van x door middel van de definitie: 9(x) := ¢(-x) als x < Q.

2.4, Potentiaaltheorie

Onderwerp van de potentiaaltheorie vormen de Poisson vergelijking

Au = -f(x) ,

waarin f(x) een gegeven functie is, en de

Laplace vergelijking of potentiaalvergelijking

Au =0 .

De oplossing u van deze vergelijkingen is vaak te interpreteren als een po-—
tentiaal, bijv. de electrische potentiaal van een ladingsverdeling.

De cplossingen van de Laplace vergelijkingwordenharmonische functies genoemd.

We beschouwen nu eerst de Poisson vergelijking en de Laplace verge-

lijking in R>. We gebruiken daarbij de korte notaties

x = (x,y,2), |_15_| = V5% + y2 + 22, E = (g,n,8), £(x) = £(x,¥,2) .
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Voorts zal steeds R een begrensd gebied in B> zijn met randoppervlak S. We
nemen aan dat S stuksgewijs glad en orienteerbaar isj; n is de naar buiten
gerichte normaal op S. De normaalafgeleide van een functie u op S wordt ge-
noteerd als %ﬁ = (grad u,n). Alle te beschouwen functies worden veronder-
steld voldoende vaak continu differentieerbaar te zijn in een gebied dat R

bevat.

We beginnen met de afleiding van enige hulpresultaten.

Uit de divergentiestelling ().4.3) tcegepast op het vectorveld grad u volgt

JJJ div grad u dr = j[ (grad u,n)do ,
R

oftewel

Vervolgens introduceren we de identiteiten van Green:

Eerste identiteit wvan Green

fjf (uAv + (grad u, grad v)ldr = ff u %E do .
8

Tweede identiteit van Green

I[I (uAv = vAu)dt = JJ (u %% - v %E)dc .
R S

Bewijs. (i) Pas de divergentiestelling (1.4.3) toe op het vectorveld
w = u grad v. Met de rekenregel 1.2.6, 1) volgt

divw = uAv + (grad u, grad v) ,
waarna we vinden

JJJ [uAv + (grad u, grad v)]dr = JJ u(grad v,n)dog = Jf LAY
S S
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(ii) Verwissel u en v in de eerste identiteit van Green, dan ontstaat er

H JJJ [vAu + (grad v, grad u)ldr = JJ v %ﬁ do .
' R S
Trek deze betrekking af van de eerste identiteit wvan Green. f)

Iy
H

Ténslotte, voor een harmonische functie u(x)} gelden de integraalbetrekkingen

a) f[ %% do =0, b) If[ | grad ulzdr = J[ u %% do .
S ]

R

De eerste betrekking volgt uit 2.4.1, de tweede betrekking volgt uit de eer— =

ste identiteit wvan Green met v = u gesteld.

Stelling. Een harmonische functie die nul is op de rand wvan een gebied, is
nul binnen dat gebied. Een harmonische functie waarvan de normaalafgeleide

nul is op de rand van een gebied, is constant binnen dat gebied.

y . , . . d
Bewijs. Laat de functie u(x) harmonisch zijn met u = 0 resp. §§‘= 0 op de

rand S van een gebied R. In beide gevallen volgt uit 2.4.4b,

IJJ | grad u|2dT = IJ u %% do =0 .
S

¢ R
Wégens |grad u]2 > 0 kan de integraal over R alleen nul zijn, indien grad u=0
i% R. Daaruit volgt: u is constant in R. In het geval dat u = 0 op S, is de-
ze constante gelijk aan nul zodat dan uQE) =0 in R. 0

y
Mét de Poisson vergelijking en de Laplace vergelijking zijn de volgende rand-

waardeproblemen geassocieerd:

Dirichlet probleem Au = —f(x), x ¢ R; u(x) = g(x), x € 8.

a
Neumann probleem Au = -f(x), € R; 3£Q§) =h(x), x e 8.

Je

Stelling, De oplossing van het Dirichlet probleem is eenduidig. De oplossing

van het Neumann probleem is eenduidig op een constante na.
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Bewijs. Neem aan dat het Dirichlet probleem resp. Neumann probleem twee op-
lossingen ul(f) en uz(E) zou bezitten., Vorm het verschil v(x) :=u1(§) —uz(_)g),

dan is v oplossing van het randwaardeprobleem
_ v
Av = 0, x € R} v(x) = 0 resp. -a-t-l-(_)_c_) =0, xeS,

Met 2.4.5 volgt dan v(x) = 0 in R resp. v(x) is constant in R. Dit betekent
dat ul(l(_) = ug(l‘.) in geval van het Dirichlet probleem, en u;(EE) = uz(gg) + const.

in geval van het Neumann probleem. 0

Opmerking., In 2.4.6 wordt alleen een uitspraak gedaan over de eenduidigheid
van de oplossing en niet over de existentie van de oplossing. De stelling
drukt uit: Als de-oplossing van het Dirichlet resp. Neumann probleem bestaat,
dan is de oplossing eenduidig resp. eenduidig op een constante na.

Uit 2.4.1 volgt nog dat bij het Neumann probleem voor de functies £(x) en h(._}_:_)

moet gelden

- [[] see - [ n@a .

R S

Deze betrekking vormt een nodige voorwaarde voor het bestaan van de oplossing

van het Neumann probleem. In het geval van de Laplace vergelijking wordt de-

ze nodige voorwaarde

JJ h(_}z)dc =0 .

]

Fundamentele oplossing. Een fumctie u(x) die voldoet aan de PDV

Au = -§(x)

heet een fundamentele oplossing van de Laplace vergelijking. We zullen deze

definitie nader uitwerken en daarbij formeel opereren met de delta—functie,
Uit 6(x) = 0 voor x # 0 volgt
Au =0 als x £0,

dew.z. u(x) voldoet buiten de oorsprong aan de Laplace vergelijking. Laat RE
het gebied zijn binnen het boloppervlak Be gegeven door {il =g, ¢ > 0. Met

behulp van 2.4.1 volgt dan




op grond van de zeefeigenschap van de delta—functie,

Samengevat vinden we dat een fundamentele oplossing u(x) de volgende eigen-

schappen bezit:

(i) Bdu=20 als x # 0;

)

(ii) f[ -g-g— do = -1 voor elk boloppervlak Be gegaven door ]5[ = g,

Be

Omgekeerd kan men een fundamentele oplossing ook door deze eigenschappen de-—
finieren, dus zonder gebruik te maken van de delta-functie.

De Laplace vergelijking heeft meer dan &&n fundamentele oplossing: indien
u(_:_c-) een fundamentele oplossing is, dan is ook u(x) + v(x) een fundamentele
oplossing waarbij v(x) een willekeurige harmonische functie is. We bepalen
nu een speciale fundamentele oplossing u(x) die alleen afhangt van de af-
stand r = I.’i] tot de oorsprong. Schrijf de Laplace operator in bolcoordina-

ten (zie 1.9.6), dan volgt uit eigenschap (i):

2
Au:.‘.i._’-‘..;..z_.d_‘l:o, r>0 .
2 r dr
dr

Deze DV is van het type Euler (zie college Wiskunde 30, 4.3) en de algemene

oplossing luidt
A
u(_:_{_) 7 + B .

We gstellen B = 0 terwijl A bepaald wordt met behulp van eigenschap (ii):

[[o-[[ge-f[2a--2]

B B3 B
€ € E B

=4mA = -1 ,
€
zodat A = 'zlﬁr' . De aldus gevonden oplossing

_
u(_:_c_) - lmr-lm_:g

noemen we dé fundamentele oplossing van de Laplace vergelijking.

Evenzo voldoet

U(E{_) = 4T xl_ 3
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aan de PDV Au = -GQE - £E).
In 1.2, voorbeeld 1 is afgeleid dat de electrische potentiaal 9 van een een-
heidslading in de ocorsprong gegeven wordt door

1

Foa—
4wsor

P

hierin is €q de permittiviteit van vacuum. Indien we afzien van de factor €g>
is de boven afgeleide fundamentele oplossing dus te interpreteren als de po-
tentiaal van een eenheidslading in de oorsprong.

Algemeen is afgeleid in 1,8, voorbeeld 3 dat de potentiaal ¢ van een ladings-

verdeling met dichtheid p(x) voldoet aan de Poisson vergelijking

Ap = - E?—.
0
In het geval van een eenheidslading in de oorsprong is p = §(x) en de poten-

7 ] "voldoet" dus aan de PDV Ag = - S .
TN T €y

tiaal ¢ =

Voor later gebruik bepalen we nog de potentiaal van een electrische dipool.
Beschouw daartoe een configuratie die bestaat uit een lading —~q in de oor-
sprong en een lading +q in het punt h{ waarbij h > 0, I&I = ], De bijbehoren—

de potentiaal in een punt x is dan

x - he|7 - x|

-9 + q - - ,
brey |x]  dwey[x - hef 4re, -h

9 (x) =

waarin ¢h = p gesteld is. Als h - 0 gaat het laatste quotient over in de rich-
tingsafgeleide van 1/|§| in de richting van R, gelijk aan (grad ; L) (zie
college Wiskunde 20, 2.5.1)., Tegelijk met h + O nemen we q + « zodanig

dat het product p = gh constant blijft. De limiet van de boveén beschouwde con-
figuratie van ladingen heet nu een dipool met dipoclmoment p en richting 2.

Voor de potentiaal van deze dipool vinden we

. . . 3 ..
Derde identiteit van Green. Laat £ een vast punt in R” zijn en laat r de af-

stand van x tot { voorstellen: r = Lﬂ - EJ. De functie

1 1
Grr  Am(x - E]

v(x) =
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voldoet dan aan de PDV Av = =6(x ~ E). Substitueer deze functie v in de twee-

de identiteit van Green (2.4.3), dan ontstaat er

- oy o Buo 5 .1, _ 1 du
”J (~u(x)8(x - E) lmr]dT =7 ” Lu =) = 3 5eido
R 8

Op grond van de zeefeigenschap van de delta-functie is

ffJ u(_}E)é(_:_c.- g)dr = u(g) als £ ¢ R,
R

waarna volgt

N Bu L 1w _ 3 1L
u(g) = i JJJ = dr + T JJ [r T an(r)]dcr, EeR.,
R S

Deze betrekking heet de derde identiteit van Green. Het rechterlid van 2,4.9

is nog als volgt te interpreteren. De integraal over R is de potentiaal van
een ruimtelading in R met dichtheid -Au. De eerste term van de integraal over
S stelt voor de potentiaal van een oppervlaktelading op S met dichtheid %% .

De integrand

lz— -L(-l-) = Z—(grad _1 sI)

T oon'r 4 .[g__iir ~

beschrijft de potentiaal in £ van een dipocl in het punt X ¢ S met dipoolmo-
ment u(x) en richting n. De bijbehorende integraal is dan te interpreteren
als de potentiaal van een dipocolbelegging op S met dipoolmomentdichtheid u
en richting n.

In het speciale geval van een harmonische functie u(x) gaat 2.4.9 over in

u(g) =—}5” L8 -0, ger.
S

Door deze betrekking wordt u(g), £ € R, uitgedrukt in de waarden van u en %E

op de rand S van R.

We geven nog een tweetal toepassingen van de derde identiteit van Green.

2.4.11. Oplossing van de Poisson vergelijking. Beschouw de Poisson vergelijking

bu=-f(x), xeR,

en neem aan dat deze vergelijking een oplossing u(x) heeft, Met 2.4.9 volgt

voor u de voorstelling
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1 £(x) I 1 du 3,1
u(i) = T JIJ T dt + H JJ [?‘é;; - u E(?)]dc’ _g. € R .
R S

4mr
Men kan dan bewijzen dat de oppervlakte-integraal over S een harmonische func-

1
Bedenk nu dat = lnr]x _l_ ET voldoet aan de Laplace vergelijking als X # £

tie is als £ € R. Aangezien u een oplossing is van de Poisson vergelijking,

volgt dan dat ook

] £(x) ! £()
= b r 4 - o=
R " R 74

voldoet aan de Poisson vergelijking als boven. Hiermee is een expliciete op-

lossing van de Poisson vergelijking bepaald. Deze oplossing is te interpre-
teren als de potentiaal van een ruimtelading in R met dichtheid f£(x). Met ver-

wisseling van X en § is v te schrijven als

1 £(£) 1 £(E,n,2)
v(x) = — Jf[ - dt = -— J”' 22 dgdndc, x € R,
m 2 = = b R x-D2+(y-m2a(z-0)? ! -

De algemene oplossing van de Poisson vergelijking wordt gegeven door v(x) plus

een willekeurige harmonische functie,

Stelling (middelwaarde-eigenschap van harmonische functies). Zij u(x) harmo-
nisch binnen het boloppervliak B met middelpunt £ en straal p, dan geldt

u(g) = IZJJudo,
lmpB

d.w.z. u(g) is gelijk aan de gemiddelde waarde van u over B.

Bewijs. Ga uit van de derde identiteit wan Green (2.4.10) en neem voor S het

boloppervlak B, dan is

1 1 3u _ 3 .1
u(g) _HJJ [-f'é_r_f he an(r)jdU :
B
Op B geldt
11 IR NN S
? E! an(?) 'é-f(r 2 3 3

waarna volgt
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_ 1 {fau I
u(i)—mrp”‘and3+4ﬂzjfudc.
B ° B

Op grond van 2.4,4a is ff -g% do = 0, zodat
B

u(g) = 12”udc.
4rp B

Functie van Green. Zij £ een vast punt in een begrensd gebied R in ]R3 met

rand S. We definieren dan de Greemse functie G(x,E)} door de volgende eigen-

schappen:

(i) 4G = ~8(x - E£), x ¢ R, i.e. G is een fundamentele oplossing van de La-
place vergelijking;
(ii) 6(x,8) = 0, x ¢ 8.

Vergelijk G(x,f) met de eerdere fundamentele oplossing m door te

schrijven

Dan volgt uit de eigenschappen (i) en (ii) dat g(x,E) oplossing is van het

Dirichlet probleem

]
A8=0»_}§_€R;g(§.§_)=‘m, xe€ 8.,
De oplossing van dit probleem is volgens 2.4.6 eenduidig, zodat G(x,§) door
de eigenschappen (i) en (ii) eenduidig wordt vastgelegd.
De Greense functie G{x,f) is te interpreteren als de potentiaal in x van een
eenheidslading in § indien het geheel zich bevindt binnen een geaard gelei-
i . . . .
dend oppervlak S, De term m 15 de potentiaal van de eenheidslading
in de vrije ruimte, terwijl g_(-_:i,_g_) de potentiaal voorstelt van de op S gein-
duceerde lading.
De Greense functie vindt toepassing bij de oplossing van het Dirichlet pro-

bleem voor de Poisson vergelijking
Au = —f(x), x e R; u(x) = g(x), xe5S.

Neem aan dat het Dirichlet probleem de oplossing u(x) heeft. In de tweede

identiteit van Green (2.4.3)
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f” (udv - vhu)dr = ” (u %‘:T - v g—ﬁ)dc
R S

vervangen we u door de oplossing u(x) en we stellen v = G(x,£), dan ontstaat

er

jJJ [-u(x)é(x - &) + G(x,£)f(x)1dt = ff g(ﬁz_{‘)—g; G(x,£)do .
R s

Hierbij is te bedenken dat G(x,£) = 0 voor x € S.

Op grond van de zeefeigenschap van de delta—functie is

JJJ u(x)é(x ~ £)dr
R

We vinden dan

i

u(f) als g eR.

u(g) = ”J G(x,8)£(x)dt ~ JJ g(z)-g-ﬁ- G(x,g)doc , £ e R,
R S

als expliciete voorstelling voor de oplossing van het Dirichlet probleem. De—
ze voorstelling is alleen practisch bruikbaar als de Greense functie bekend is.
Men kan inderdaad voor een aantal eenvoudige gebieden zoals bijv. een bolge-

bied, de Greense functie bepalen. We gaan hier niet verder op in.

Potentiaaltheorie in R%, De behandeling van de Poisson vergelijking en de

Laplace vergelijking in Rz is geheel analoog aan die van de vergelijkingen
in ]RB. Men kan gemakkelijk nagaan dat 2.4.5 en 2.4.6 geldig blijven,

Een functie u(x) = u(x,y) die voldoet aan de PDV Au = -4(x), heet weer een
fundamentele oplossing van de Laplace vergelijking. Zo'n fundamentele oplos—

sing bezit nu de volgende eigenschappen:
(1) 4Au=20 als x # 0;

(ii) f% ds = -1 voor elke cirkel C. gegeven door lx] = e.
c

E
We kunnen weer een speciale fundamentele oplossing bepalen die alleen afhangt
van de afstand r = fzi tot de corsprong. Schrijf de Laplace operator in pool-
coordinaten, dan volgt uit eigemschap (i):
2
Au = _d_121 +
dr

|-
Fle
I

= 0, r>0,
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Deze DV is van het type Euler (zie college Wiskunde 30, 4.3) en de algemene
oplossing luidt

u(x) = Alogr+B.

We stellen B = 0 terwijl A bepaald wordt met behulp van eigenschap (ii):
Ju _ du _ A _ A _ _
J-__ ds = I I ds = f - ds = P I ds = 27rA = -1 ,
C
€ £ £ £

zodat A = - %F . We vinden aldus dé fundamentele oplossing
u(§)=—-—logr=--21?10g |§_| .

Men kan deze fundamentele oplossing interpreteren als de potentiaal van een
lijnlading langs de z—as met dichtheid 1.

Uitgaande van deze fundamentele oplossing kan men een twee—dimensionaal ana-
logon van de derde identiteit van Green (2.4.9) opstellén. Ock voor een be-
grensd gebied R in R? kan men een Greense functie invoeren die te gebruiken

is voor de oplossing van het Dirichlet probleem voor de Poisson vergelijking.

Eenduidigheidsstellingen voor de golfvergelijking en de diffusievergelijking

In deze paragraaf bespreken we een tweetal eenduidigheidsstellingen voor resp.
de golfvergelijking en de diffusievergelijking onder zekere begin- en rand-
voorwaarden. Deze stellingen drukken uit dat de oplossing van het betreffende
gemengde probleem voor de golfvergelijking resp. diffusievergelijking eendui-
dig is, aangenomen dat de oplossing bestaat. De stellingen zijn tevens bedoeld
als voorbeeld: De gevolgde bewijsmethoden zijn dimensie-onafhankelijk en ook
te gebruiken bij eenduidigheidsstellingen voor problemen met andere randvoor-

waarden.

Stelling. De oplossing van het gemengde probleem voor de &én—dimensionale
golfvergelijking:

1
u - =5 u
=

xx T = =f(x,t), 0 < x <&, t >0,

tt

{u©,t) = g(t), u(@,t) = h(t), t 2 0, (randvoorwaarden)

LF(X'O) = g(x), ut(x,O) = y(x), 0 £ x = ¢, (beginvoorwaarden)

is eenduidig.
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Bewijs. Het gemengde probleem beschrijft de transversale trilling van een
snaar met lengte £, Neem aan dat het probleem twee oplossingen u](x,t) en
uz(x,t) zou bezitten. De verschilfunctie w(x,t) := ul(x,t) - uz(x,t) is dan

oplossing van het homogene gemengde probleem

-
1

Voex :5 Ve = 0,0 <x<g,t>0,

jv{0,t) = 0, v(g,t) = 0, t = 0, (randvoorwaarden)

v(x,0) = 0, vt(x,O) =0, 0 £ x=s %, (beginvoorwaarden)

Voer nu in de 2gn. energie-integraal

£
E(t) := } f [_]'E' Vi(x,t) + vi(x,t)]dx .
0 c

Voor de trillende snaar is E(t) te interpreteren als de totale energie van de
snaar ten tijde t. De twee termen van E(t) corresponderen met resp. de kine-
tische energie en de potentiele energie.

Differentieer E{(t) naar t, dan is

2
1
E'(t) = f [_f VoV, + vxvxt]dx .
o ¢

Herleid de tweede term door partiele integratie:

dx =
J vxvxt X vxvt

en merk op dat de stokterm wegvalt omdat vt(O,t) = vt(i,t) = 0 op grond van

de randvoorwaarden. We vinden dan
£
1
T = — —_ =
E'(t) f vt[ 5 Ver vxx]dx 0,
0 Cc

dus E(t) is constant. Uit de beginvoorwaarden velgt E(0) = 0, zodat

L
E(t) = } f [—15- vg(x,t) + Vi(x,t)]dx =0, t=0.
0 C
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Daar de integrand niet negatief is, kan de integraal alleen nul zijn indien

v, SV, = 0. Daaruit volgt: wv(x,t) is constant voor 0 < x S 2, t 2 0, Wegens
v(x,0) = 0 is deze constante gelijk aan nul, zodat v(x,t) = 0 voor 0 < x < &,
t 2 0. Dit betekent dat de twee oplossingen ul(x,f_:) en uz(x,t) samenvallen. []

3

Stelling. Zij R een begrensd gebied in R~ met rand S. De oplossing van het ge-

mengde probleem voor de diffusievergelijking
Au-ut=-f(_)£,t),§£R, t>0,
u(x,t) = g{x,t); x e S, t 2 0, (randvoorwaarde)
u(x,0) = ¢(x), x ¢ R, (beginvoorwaarde)

is eenduidig.

Bewijs. Neem aan dat het gemengde probleem twee oplossingen ul(i‘.'t) en u, (x,t)
zou bezitten. De verschilfunctie v(x,t) := ul(_:g,t) - u2(§,t) is dan oplossing

van het homogene gemengde probleem

Av-vt=0,5eR,t>0,

v(x,t) = 0, x ¢ §, t 2 0, (randvoorwaarde)
v(x,0) = 0, x ¢ R, (beginvoorwaarde) .

Voer nu in de integraal

1(e) = m v (x,t)dr .
R

Differentieer I{t) naar t, dan is
I'(t) = J” vvtd'r = f” vAv d1 .
R R

Met behulp van de eersteidentiteit van Green (2.4.2) is de laatste integraal

te herleiden tot

J“' viv dr = - ff[ | grad v|2dr + JJ v % do ,
R R S

waarin n de naar buiten gerichte normaal op S is. De integraal over S is hier
gelijk aan nul op grond van de randvoorwaarde v(_:_c_,t) =0, xe8, t==0,We

vinden dan
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I'(t) = ~ ”J | grad v|2d'c <0,
2 _

'zodat I(t) een monotoon niet stijgende functie van t is. Uitgaande van I(0) =0,

zoals volgt uit de beginvoorwaarde, is dan I(t) < 0 voor t = 0. Anderzijds

volgt uit de definitie van I{t) dat I(t) 2 0 is voor t = 0. We concluderen dat

I(t) = 4 ”J vz(gc_,t)d'r =0, t=z20.
R

Wegens vz(f,t) 2 0 kan de integraal alleen nul zijn, indien v(x,t) = 0 voor
x € R, t 2 0. Dit betekent dat ul(}_{,t) = u2(_:§_,t) voor X € R, t 2 0, en de op-

lossing van het gemengde probleem is eenduidig. a
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§A. De stelling van Gauss voor een gedeformeerde kubus.

Acf o 4

Beschouw een bijectieve continu differentieerbare afbeelding F : @ -+ B.3.

Hier is R < I{3, 2 open, @ bevat de gesloten eenheidskubus ¢*. zie figuur,

Z1ij nu G het gebied in E{B dat de beeldverzameling is van G" onder de
afbeelding F. Noem de rand van het gebied 3G. We noemen G een gedeformeerde
kubus. Zi} n de naar buiten wijzende normaalvector op 3G. 2ij v(x) een

vectorveld gedefinieerd op G.

Stelling. Er geldt

3V] rr

JJJ T dt = J) vlnldo
G aG

v 4

2 . _ |

J J 3y dr = /) vznzdc
G T ed
3\«"3 (f

JJJ EYy dTr = /] v3n3d0.
G 3G

Bewijs: Dit berust op uitschrijven van de integralen. We doen dit alleen

voor het eerste geval. Stel VI(EJ = £(x). Stel F(u) = x(u).




Enerzijds
JJ Y 9x 3% 3x  ax
e ” {fatmme, 5xm - HEOmmE,, o x5 baves
a = =17 av v - ’ U LR T
3G 00
is Ix  3x ax  9x
v=l v=0
00
0k ox ax  ax
+ jj £(x(u,v,1)) (g, rordle ﬁ) - £(x(u,v,0)) (e, = }dudv
00 w=l w=0

=JH[5% {f(—’i(ﬁ’)(iviv x Ew)} ' 3 {ffm_))csl Xy X BT

G*

+ 7;; {f(gg(g))(gl X, X §v)}]dudvdw
2 A -
Hn getoete: 2l sci) (& tune) 5 2oler, destv) 2o

of of of
I[E '(‘E‘l’ﬁv X —}-(-W) + "‘a? '(3] QEW X 2{-11) + 5-‘; .(El ’-2-{-1_1 b4 _}E_V)]dudvdw

ef
-det(_:_:_u,gl,zw) + EYe -det(x .Y )]dudvdw.
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Anderzijds

”J % 41 = ”J %5 (x(u)) i(ﬁ)ﬂ dudvdw =

ox 3( U, V,W )
G c*
f”{é_i 3. 3Gy,2) | 2 3v, (xy,2) w30y,
) 3u 9% o {u,v,w) av Bx 3u,v,w) Bw ax  3{u,v,w) uavew .
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" §B,

¢ = ‘7*- gf" 1w 7o /
! v N 2. % 2y \ Yor
U v -3 -

Dit is gelijk aan de voorlaatste uitdrukking op grond van de inverse-functie-

stelling en de regel van Cramer. fg’ Jé@j"é?”{ ““B'°{'t"4 4‘L4;“6%;°‘=

De stelling van Gauss voor een fraai gebied in 113

Onder een fraai gebied in E(3 zullen we verstaan, een gebied dat opge-
bouwd kan worden uit een EINDIG aantal gedeformeerde kubussen. Daarbij
mogen alleen de randen (of delen daarvan) van de samenstellende kubussen

elkaar overlappen,

Voorbeeld 1: De bol. Zet een kubusje midden in de bol, Laat vanuit

o een rechte langs alle ribben lopen dan worden nog 6

gedeformeerde kubussen uitgesneden. Zie figuur.

Voorbeeld 2: De Torus. Verdeel de torus in tweeén. Verdeel het meridiaan-

vlak, een cirkelschijf, in 5 "gedeformeerde vierkanten". Zie figuur.

Wentel deze vierkanten over een hoek .

(%5
i)

De torus wordt zodoende opgebouwd uit 10 gedeformeerde kubussen.




v
i

Voorbeeld 4: Het viervlak. Zet bij de oorsprong een kubusje neer. Zie
figuur. Laat vanuit de oorsprong een rechte langs alle ribben vandit
kubusje lopen. Dan worden nog eens 3 gedeformeerde kubussen uitgesneden.
Het viervlak kan men zich dus opgebouwwd denken uit 4 gedeformeerde

kubussen, Een gedeformeerde bol, torus of wviervlak is wederom een fraai

gebied./Het is duidelijk dat de stelling van Gauss uit §A ook geldt wvoor

een fraal gebied omdat de integralen over tegen elkaar aanliggende randen

tegen elkaar wegvallen.

Opgave: Ga na dat een bol of een torus met een "holte' wederom een fraai

gebied is.




§C. De stelling van Stokes voor een gedeformeerd vierkant

¥ 3 "
x = ¢ (u) ~at
o = S
“ b/
X

<L 2

C v

. oK . .
Z1] /S < Ilz een open verzameling., Neem aan dat,S/ het gesloten eenheids-
fS"; i T
vierkant A0 < X 1,0 S‘j < llbevat. Beschouw een bijective continu
Sl

-3
differentieerbare afbeelding ¢: ﬂ > 3.3. Zij nu § het oppervlak in R.3
dat de beeldverzameling is van s* onder de afbeelding ¢. Noem de rand
van het oppervlak 35, We noemen § een gedeformeerd vierkant. Kies een

normaalvector n op S en de daarbij behorende raakvector t van de rand-

kromme 3S. Zij v(x) een vectorveld op S.

Stelling. Er geldt

ov av
1 g _
JJ{-—--BZ n, —-——-ay nB}dg = J vltlds




§D.

Bewijs.

Dit berust op uitschrijven van de integralen. Stel v, = f. Stel ¢ = x(u).

Enerzijds

’ Qé-n - 25 n,pdo =
] z 2 3 3
&7
= il 3f (xu))-(z.x_ -~ x 2 ) - of (x(u})(x y -y x )pdudv =
1) Z e uv uv oy — = av u v
S'k
= j {(fzzu + fyyu + fxxu)xv - (fzzV + fyyv + fxxv)xu}dudv
S*
. 11
_[[fag ax _ af ax - 2 _2
- 1y, { u v v du }dudv J J { Ju (fxv) ov (fxu)}dudv
g* 0 0

1 |
(fxv)(],v) - (fxv)(O,v)}dv - J {(fxu)(u,l) - (fxu)(u,O)}du
0 0

]
L—
———,

Anderzijds volgt door uitschrijven dat deze laatste uitdrukking precies

gelijk is aan f ft]ds.
a5

De stelling van Stokes voor een fraai oppervlak in R.B.

Onder een fraai oppervlak in 1{3 zullen we verstaan, een oppervlak dat
opgebouwd kan worden uit een EINDIG aantal gedeformeerde vierkanten.
Daarbij mogen alleen de randen {(of delen daarvan) van de samengestelde

vierkanten elkaar overlappen.

Voorbeeld 1: De cirkelschijf. Deze kan opgebouwd worden uit 5 gedeformeerde

vierkanten. Zie figuur.




Voorbeeld 2: De Ring. Kan worden opgebouwd uit 4 gedeformeerde vierkanten.

Zie figuur.

Voorbeeld 3: De Driehoek. Kan worden opgebouwd uit 3 gedeformeerde vier—

kanten. Zie {figuur,

Voor verfomffaaide cirkelschijven, ringen en driehoeken geldt hetzelfde.

Dat zijn dus ook fraaie oppervlakken.

Het is direct duidelijk dat de stelling van Stokes uit §C ook geldt voor

fraaie oppervlakken omdat de integralen over tegen elkaar liggende randen

tegen elkaar wegvallen.
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1. div(cp;v_) = ¢ div v + (grad ®,v).
2., rot(cp_z) = ¢ rot v + (grad ¢) x V.
3. div(u x v) = (,rot u) - (u,rot v).

4. rot rot v = grad div v ~ Av.

ff grad ¢ dr =
f{ div y dr = J (v,n)do.
S

|

i _
o Jff ez [ v

[ e mom e frc
f

(rot v,n)do = J (v,t)ds.

0
w—

10, grad a = (

. _ 2 3 ?

1. div a = h1h2h3 -a-E(hZhBau) * Bv(h3h]av) * aw(hIhZaw)3'

12. (rot a) = ~—-!-——-['-a-—(h
) =u ‘112h3 3V

i o ]
(rot E-)V = H—B'ﬁ"]{'é;;(h]au) E'J(h:aaw)],

(rot &), = mr{a=(n,a) - 2=(n,a )],

h,h,"9u" 2 v
13. fff [uAv
R

12
v Ju
14, f{f fuAv - vauldT = JJ (u =— - v =)do.

Fh}
3aw) - E'G(hZav)]'

+

(grad u, grad v)]dr = f{ u -E-E- do.

an on
R S
R (O U R VO W]
15, u(g) = - ey ff[ - dt + v f{ {r 5w U Bn(r)}dcr, £ € R,
R 5

LA
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