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1.1.1,

1.1.2.

l.1.4,

l1.1.5.

1fI.6.

Vraagstukken

Hoofdstuk |. Vector-analyse

Bepaal de veldlijnen van het vectorveld v(x) (y,x,0).

Bepaal de veldlijnen van het vectorveld v(x) {(y~-2, z—-x, x-vy).

De magnetische inductie B tengevolge van een stroom met sterkte I door een

oneindig lange draad langs de z-as wordt gegeven door

7 X 0) ;
’ ’ L)

x2 . y2 x2 + y2
hierin is Yo de permeabiliteit van vacuum.

Bepaal de magnetische veldlijnen.

De electrische veldsterkte E tengevolge van een dipool in de corsprong met

dipoolmoment p gericht langs de z-as wordt gegeven door

3xz 3yz 222 - x2 S
E =B (3Xz 3yz - Y e/ e g2 o4 2,

— ] ¥
éﬂao r5 r5 r

hierin is €9 de permittiviteit van vacuum.

Bepaal de electrische veldlijnen.

Aanwijzing: Ga over op bolcoordinaten (r,8,¢) en beschrijf de veldlijnen door

een parametervoorstelling r = r(t), 8 = 8(t), ¢ = op(t).

Bewijs:

) la xbl% = [a)®[b]? - @,

2) la xb| = |a]ib|sin 6 waarbij g de hoek tussen 2 en b is ,
3) ax (b xgc)= (a,e)b - (a,D)c ,

4) (2 xb, ¢ xd) = (a8,0) (b, - (a,d),e) ,

5) (8 xb) x (¢ xd) = (& xb,d)c - (a x b,e)d .

Gegeven zijn de vectoren a= (al,az,aB) # (0,0,0) enb = (bl’bZ’b3) en het
reele getal a.

Bestaat er een Vector v = (vl,vz,VB) zaodat geldt

2xy=h en (a,y) =0a?




1l1.7|

Il]¢8l

1e1.9.

1.1.10.

1o2,.1.

1'2.2.

zij x(t) : R — R3 een differentieerbare vectorfunctie met 1§ﬁt)| = ¢ (¢ con-

stant) voor alle t.
Qé)
dt

Wat is de meetkundige betekenis van dit resultaat?

Bewijs dat (x, = 0 voor alle t.

Een star lichaam roteert om een vaste as Aa (a # 0, A reeel) in R3. De plaats-

vector (= 53) van een punt P van het lichaam ten tijde t zij x(t).

(i) Bewijs dat er een vector w(t) bestaat, zodat

[s

vit) = 7% = w(t) x x(t) .

£ _
dt

(ii) Bewijs dat w(t) onafhankelijk is van P.
(De vector w(t) heet hoeksnelheidsvector en w(t) = |E(t)l is de hoeksnel~-
heid.)

Ten tijde t is de plaatsvector van een bewegend deeltje inIRB:
X = p cos wt + g sin wt ,

waarbij en q vaste vectoren zijn en w een constante 1is.
J a J

(i) Bereken de snelheidsvector v = %% en bewijs dat x x v onafhankelijk van
t is,

(ii) Bewijs dat de versnellingsvector a = %% naar de oorsprong is gericht en

dat |3J evenredig is met de afstand van het deeltje tot de oorsprong.

Een deeltje met massa m en plaatsvector i(t) € Rg beweegt onder invloed van

een kracht K(t). Bewijs de momentenstelling

%z(z'_s*mx)=z><£-

Bereken de gradient van de volgende scalarvelden:

a) g(x) = 2x2 - 3xy + y2 - 4xz + 622 ,
b) e(x) = 1og(x2 + yz) + 2z,
c) p(x) = r = /x% + y2 + 22,

14
'_3 ’
T

Bepaal de richtingsafgeleide van ¢p(x) = xzyz + 2xz2 in het punt (I,-2,1) in

LN

de richting van de vector v = %{2,—],—2).



1.2.3.

1e2.4.

1.2.6.

1.2.7,

1.2.8.

1.2.9.

1.2.10,

1.2.11,

zodat grad £(x) = A(x)x (x # 0).

Bereken
grad[x|®, aiv(|x]%®), ror(|x[®0), alx[* .
Bewijs:
a) rot(py) = ¢ rot v + (grad ¢) x v ,
B) div{u x v) = (v, rot u) - (u, roﬁ v) o,
c) div(grad ¢ x grad ¢) = 0 ,
d) A(oy) = oby + Ybo + 2(grad ¢, grad ¥) .

Bepaal de vector a waarvan richting en grootte gelijk zijn aan die van de

sterkste afname van ¢(x) = x2_+ 4y2 - z2 in het punt (1,1,2).

Bepaal het raakvlak aan het oppervlak sz2 - 3xy - 4x = 7 in het punt (1,-1,2)

Bepaal de hoek tussen de raakvlakken aan de oppervlakken x2 + yz + zz = 7 en

x2 + y2 =2y - 2z = Q'in het punt (1,1,0).

Zij F: R >R en £(x) = F(|§l); laat zien dat er een scalarveld A(x) bestaat

Bepaal de divergentie en de rotatie van de volgende vectorvelden:

a) v(x) = (2x + 2z, -y -z, x = 2y) ,

b) v = (xz° + x°, -2xly + 2927, -2))
= (- ¥ X

c) 2(35_)_( ) 207 230> .

x +ty X ty

Het vectorproduct a x b staat loodrecht op @ en b. Staat rot v = V x v lood-

recht op v?

Bepaal de divergentie en de rotatie van v = ¢ grad y.

Toon aan rot v L V.




1.2.12.
1.2.13,
1.2.14.
1.2.15.
1.2.16.

1.3.1.

]l3l2l

Bereken div(r grad %) en rot(r grad %J, waarbij r = V/x2 + y2 + 22 |

Zij‘z een vectorveld waarvoor geldt div v = 0 en rot v = 0.

Bewijs dat A(v,x) = 0.

Zij F: R > R en £(x) = F([x|); bewijs dat

bEGo = F(|x]) 2i!'ql§ll 272

—

Bereken f als Af = 0 is.

Zij v: R? +'R3

van de functionaalmatrix van v. Toon aan dat div v invariant is bij overgang

op een andere orthonormale basis.

Een vloeistof stroomt met snelheid v(x) = x. Beschrijf de beweging van de

vlioceistof en bepaal div v.

Beschouw het gedeelte van de vloeistof dat op het tijdstip t = 0 bevat is in

de bol ‘EJ < 1. Op het tijdstip t zal dit gedeelte bevat zijn in de bol

| x|

zij

a

<

<

[nd

r(t) met valume V(t). Bepaal r(t), V(t), en laat zien dat %'§%=

3

een kromme in R” gegeven door de parametervoorstelling x = x(t),

< b, Toon aan dat de lijnintegraal

b

J £(x)ds = J’ £(x(t))
K a

x(t)|de

onafhankelijk is van de parameterkeuze van K,

Bereken de volgende lijnintegralen over een kromme K:

a)

b)

c)

fxydsoverK:Y=£X2vZ=0,Ostl;
K
f ? - yz)ds over K: x° + y2 =1, z=0;
K

{ xzyz ds over K: x(t) = (cos t, cos t, Y2 sin t), 0 < t <
K

div v.

o] 3

een vectorfunctie; merk op dat div v gelijk is aan het spoor



1.3.3. Gegeven is de kromme K met parametervoorstelling x(t) = (cos t, sin ¢, t3/2)

Bereken de lengte van de boog van K tussen de punten corresponderend met t=0 .-

“en t = 4,

1,3.4. De kromme K is gegeven door de vergelijkingen

y = arcsin x ,

1l + x
I - x

fl

z -% log

Bereken de booglengte s(x) vanaf het beginpunt 0O,

Bepaal de eenheidsraakvector t aan K in het punt 0.

1.3.5. Bereken f (v,t)ds in de volgende gevallen:
K

a) v = (xyz, xzy, 0); K is de parabobl y = x2, z = 0, met beginpunt (0,0,0)

en eindpunt (-1,1,0);

b) v = (2xy23, —x223 - 2y, 3x2y22); K wordt gegeven door de vergelijkingen
y = x2, z = x3, met beginpunt (0,0,0) en eindpunt (1,1,1);

c) v = (2xy, x2 + 2yz, 1 + y2); K is de cirkel x2 + y2 =1, z=1, met
L= (-1,0,0) in het punt (0,1,1).

1.3.6. De magnetische inductie B tengevolge van een stroom met sterkte I door een
‘ oneindig lange draad langs de z-as wordt gegeven door
u,l
0 X
(- 4 H 30) 3

N\
27 x2 . y2 x2 +y

E:

hierin iS‘pO de permeabiliteit van vacuum.

Bereken f (B,t)ds over de volgende krommen K:
K

a) K is de cirkel x2 + y2 = a2, z = 0, in positieve zin doorlopen;

b) K is een vierkant zodanig doorlopen dat opvolgende hoekpunten zijn (1,1,035
(~1,1,0), (~1,-1,0), (1,-1,0).




1.3.9.

I.3.10.

3.7,

Bereken:
(1,0,2m)
a) z dx + x dy + y dz langs de kromme met parametervoorstelling
(1,0,0)
x(t) = (cos t, sin t, t), 0 = t < 23
(2,3,2)
b) xzdx - xz dy + yzdz langs de rechte die begin- en eindpunt ver-
(1,0,1)
bindt;
(1,0,2)
c) % dx + (x2 + y2 + zz)dz langs de kromme in het eerste octant ge-
0,1,0)
geven door x2 + y2 = 1, z = 2x;
(0,0,2)
d) y dx ~ y(x~1)dy + yzz dz langs de kromme in het eerste octant
(2,0,0)
gegeven door X%+ y2 v 2% = 4, (x--l)2 + y2 = 1.
Bereken

f = - yhas, J & - yhdx, f - yhHdy ,
K K K

als K de halve cirkel y = /1 - x2, z = 0 is, met beginpunt (1,0,0) en eind-
punt (-1,0,0).

(L n

Bereken y dx + (y2-x)dy langs de kromme met parametervoorstelling:
(0,0)

a) l(‘(t) = (t,t),
= .2 3

b) x(t) = (£%,t7),

H]

¢) x(t) = (t,t%) met o > 0,

d) x(t) = (t, sin T,

(1,1)
Bereken y dx + x dy langs de krommen uit 1.3.9. Verklaar waarom
(0,0)

de uitkomst dezelfde is voor alle krommen.



1.3.11, Toon aan dat de volgende integralen onafhankelijk zijn van de gekozen inte-

gratieweg en bereken deze integralen:

{a,b,0)
a) sin y dx + X cos y dy ,
(0,0,0)
(1,1,1)
b) (y+z)dx + (2 +x)dy + {(x+vy)dz .
(0,0,0)

1.3.12, Laat K een gesloten kromme zijn. Bewljs dat

f (¢ grad ¢,t)ds = - f (¢ grad ¢,t)ds .
K K

1.3.13. Een deeltje beweegt in het (x,y)-vlak langs een kromme pegeven door de para- fi
metervoorstelling x = 2t, y = 4t - t2, met de tijd t als parameter. Op hetl b
deeltje werkt een kracht F = -v, waarbij v de snelheid van het deeltje is.
Bereken de arbeid door F verricht gedurende het tijdsinterval van t = 0 tot

t = 4.
1.3.14, Bereken de volgende oppervlakte-integralen over een oppervlak S:
a) J{ xzz do over S5: x2 + y2 =1, 0 £z < 1;

b) J (x + ¥y )z do over 8: x2 + yz + 22 =4, z 2 1;

S
¢) JJ over S: z = %xz +y,0sxs1,0sys L.
S z—y+]

1.3.15. Bereken het traagheidsmoment Ix t.o.v. de x—as van de half-holvormige schaa

S5: z = /a2 - x2 - y2, met totale massa M.

1.3.16. Zij het oppervlak S gegeven door de impliciete voorstelling F(x,y,z) = 0,

(x,¥) ¢ G, met %g # 0. Bewijs dat de oppervlakte van S gegeven wordt doer

Igrad F|
JJ TEFTSET— dxdy .
G




2

“ 1.3.17. Bepaal de oppervlakte van de torus (Vx2 + y2 - a)2 + 27 = bz, waarbij 0 <b <a.

1.3.18. Het oppervlak S is gegeven door de parametervoorstelling
X=ucos v, y=*usinv,z=u,0<us1,0=<v<in.

Wat stelt dit oppervlak meetkundig voor?

Bereken de oppetrvlakte van S,

1.3.19, Bereken de oppervlakte wan het deel van de paraboloide z = x2 + y2 dat ligt

binnen de cylinder 4 4y2 = 1,

1.3.20, Het oppervlak S is gegeven door de parametervoorstelling
X=cos u+vsinu,y=sinu=-vecosu z=v+l,

met 0 £ usg /2, 0 < v < I, Bereken de oppervlakte van S.

2,2t3), en

1.3,21, De kromme K is gegeven door de parametervoorstelling x(t) = (t,t
het oppervlak S is gegeven door de vergelijking z = x2 + 3y2 - 2xy. Bereken

de (scherpe) hoek tussen K en de normaal op S in de snijpunten van K en S.

1.3.22, Bereken [I (x,n)do over de volgende oppervlakken S:
s

a) S5: z

b) 8: =z

¢) S is het (gesloten) oppervlak van de kubus begrensd door de vlakken x = %1,

xy + 1, 0£x<1,0<y < 1;nis in (0,0,1) naar boven gericht;

x2 + yz, x2 + y2 < 1; n is in (0,0,0) naar beneden gericht;

y = £l en z = £1; n is naar buiten gericht.

1.3.23. Bereken fJ (vyn)ds in de volgende gevallen:
S

a) v = (Kyzz.xzzz,xgyzz); S is het (gesloten) randoppervlak van het gebied

begrensd door de paraboloide z = x2 + yz en het vlak z = !; n is naar bui-
ten gericht;
b) v = (xz,yz,xz); S is het beoloppervlak x2 + y2 + z2 = 1; n is naar buiten
gericht;
2 2 , 2 2 2 _
rot w met w = (0,0,x" +xy -2z ); S is de halve bol x" + y~ + 2z~ = 1,

c)

<
1]

z £ 0; nis in (0,0,-!) naar beneden gericht;

d) v

]

(6z,2x+y,-x); S is het (gesloten) randoppervlak van het gebied be—
grensd door de cylinder x2 + 22 = 9 en de vlakken x = 0, y =0, z = 0 en

y=8n is naar buiten gericht.



1.3.24. De electrische veldsterkte Eutengevolge van een lading q in de oorsprong

wordt gegeven door

2 2 2
R Tk T BRI
0 r r r

hierin is €5 de permittiviteit van vacuum.

Bereken JJ (E,n)ds over de volgende oppervlakken S:
5

a) S is het boloppervlak x2 + y2 + 22 = az; n is naar buiten gericht;

2 2

b) S is de ellipsoide x2 +y” + 42" = 43 n is naar buiten gericht.

1.3.25. Bereken:

a) IJ x dydz + y dxdz + 2z dxdy over de driehoek S met hoekpunten (1,0,0},

»1,0), (0,0,1); n wijst van de ocorsprong af;
b)

c)

Q
f X dydz + y dxdy over S§: x2 + y2 =1, 0%z < 1; nwijst van de z-as af;
I X dydz + y dxdy over het oppervliak 5 met parametervoorstelling

x=u+v,y=u2"v2,z=uv,0SuS I, 0sv=1;

de z—-component van n is niet negatief,

1.4.1, Verifieer de divergentiestelling

f” div y dr = ” (v,n)do

R- S

in de volgende gevallen:

a) v = (xz,yz,zz); Ris de kubus 0 = x =<1, 0=y =1,0=z=1;

b) v = (x2 + yz)i met a = (al,az,a3) constant; R is het gebied gegeven door
0szs 1~/ +y? x20,y20; |

¢} v = x; R is het bolvormig gebied < 4 y2 + 22 < 1.




_]0_

1.4.2. Z1ij R een begrensd gebied in R’ met rand S; n is de naar buiten gerichte

normaal op S. Bewijs:

a) JJJ rot v dr = 0

R

als op § v loodrecht staat op 53

b) f” ¢ div v dr = ” (9v,n)do
R S

als v in elk punt van R raakt aan het equiscalaire oppervlak ¢ = constant

door dat punt.

1.4.3. Z1] R een begrensd gebied inZR3 met rand S; n is de naar buiten gerichte

. normaal op S. Bewijs dat het volume van R gelijk is aan

[ x i [[ 5 - [ s

5 S

1.4.4, Bereken J( (v,n)do met behulp van de divergentiestelling in de volgende ge-

S
vallen:

a)

= (xz,yzz,yz); S is de rand van de kubus 0 = x < 1, 0 sy < 1, 0=z 5 1;

I«

n is naar buiten gericht;
b) v = (xy,—yz,yz-+zz); S is de rand van het gebied begrensd door de cylin-
der %% + y2 = ] en de viakken z = | en z = 3; n is naar buiten gericht;

c) v = (x222,2x4-2xy22,z-1); S is de halwve bol x2 + y2 + 22 =1, z 2 0

n wijst van de oorsprong af.

1.4.5. Bereken de oppervlakte-integralen uit 1.3.22b), ¢), en 1.3.23a), b}, d) met

behulp van de divergentiestelling.

1.4.6. Zij R een begrensd gebied in ®3 met rand S; n is de naar buiten gerichte

normaal op S. Bewljs: ‘

a) J ndo = b) f[ (x,n)dc = 3V met V = volume van R ,

|
y 2" (xwydo = 5 f” x| 2ar . ‘

s



1.4.7,

1.4.8.

1.4.9,

1.5. 1,

R(t) zal V(t) zijn.

"a) 'J yzdx + xydy, K is het vierkant met hoekpunten (1,1), (=1,1), (-1,-1),

.-.]l_

Zij A(x) = fa (x)] R ->I{3 3)ee.n (3 x 3)-matrixfunctie (tensorveld), dan

is div A het vectorveld gegeven door

da da da da da da da »
( o, 21, 31 12, 22 32 13, 23 3)_ K

div A := ax Ay 9z ' 9x Ay 3z * 9x oy dz

Zij R een begrensd gebied inZR3 met rand S; n is de naar buiten gerichte nor-

maal op S. Bewijs de divergentiestelling voor een tensorveld:

[favaer-[[2ne

s

Leid af de continuiteitsvergelijking uit de electriciteitsleer:

. 9
div j + 3% =0,

waarin p de ladingsdichtheid en j de stroomdichtheid is.
Een vloeistof stroomt met snelheid v(x,t), waarbij de variabele t de tijd

voorstelt. Laat R een begrensd gebied zijn dat meebeweegt met de vloeistof.

De positie van R ten tijde t wordt aangegeven door R(t), en het wvolume van

a) BEW1JS dat
ff[ v dr .
(t)

b) Zij ¢(x,t) een scalarveld; bewijs dat

%E Jff ¢(x,t)dr = fff [%% + div(pv)]dr .

R(t) R(t)

R

Verifieer de stelling van Green voor de valgende lijnintegralen over een ge-—

sloten kromme K in het (x,y)-vlak, in positieve zin doorlopen:

K
(1,=1);
b) J {(y —sin x)dx + cos x dy, K is de driehoek met hoekpunten (0,0), (%-,0),‘

KTI'
('5': l);




]OS‘3'

c) J (xy +y2)dx + xzdy, K is de rand van het gebied begrensd door de para-
K
bool y = x2 en de rechte y = x.

Zij G een begrensd gebied in het (x,y)-vlak met rand K. Toon aan dat de op-

pervlakte van G gelijk is aan
f x dy = — f y dx ,
K K

waarbij K in positieve zin doorlopen wordt.

Bereken met &&n van deze formules de oppervlakte van het gebied begrensd

2 2
door de ellips vl =,
2 2
a b

Bereken met behulp van de stelling van Green de volgende lijnintegralen over

een gesloten kromme K in het (x,y)-vlak:
a) J (2x3+y)dx + (x+3y2)dy, K is gegeven door de parametervoorstelling

2

(® =

= (t -1,t3-t), -1 £t < 1;

b) f (2x-y3)dx - xydy, K bestaat uit de cirkel x2 + y2 =9 in positieve zin
K

2

doorlopen, en de cirkel x° + y2 = ] in negatieve zin doorlopen;

c) [ e¥sin y dx + e cos y dy, K is een willekeurige gesloten kromme.

K

Verifieer de stelling van Stokes
If (rot v,n)do = J (v,£)ds
] K

in de volgende gevallen:

a) v = X % 93; S is het in het eerste octant gelegen deel van het boleopper-—
2 o2 . .2 - g2,

viak x* + y z- = 3
b) v = x; S is de vlakke driehoek met hoekpunten (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1);
c) v=o(x+y+ z)% S is het deel van de cylinder x2 + y2 = | waarvoar geldt
x20,y20,0c<zs /2.



_.13...

1.5.5, Zij K een enkelvoudige gesloten kromme gelegen in het vlak (n,x) = O met
‘n = (n],nzgnj), |EJ = 1. De omlcopszin van K zal passen bij de richting wan n.

Toon aan dat de doot K omsloten oppervlakte gelijk is aan

4 f (nzz - n3y)dx + (n3x - nlz)dy + (n]y - nzx)dz .
K .

1,5.6, Bereken de volgende integralen met behulp van de stelling van Stokes:

a) J (v,t)ds met v = (-3y,3x,1); K is de cirkel x2 + y2 =1, z = 4, met
K
t = (0,1,0) in het punt (1,0,4);

b) J v dx + z dy + x dz; K 1s de snijkromme van de cylinder x2 + y2 = | en
K

de hyperbolische parabololde z = xy, die van boven gezien in positieve zin

doorlopen wordt;

c) f 2xy22 dx + (x + szyz)dy + (x2y2 - 2z)dz; K is gegeven door de parame-—
K
tervoorstelling x = (cos t, sin t, sin t), 0 < t £ 27, doorlopen in de
richting van toenemende t;

d) de oppervlakte-integréal uit 1.3.23¢).

1.5,7. Zij S het deel van het boleppervlak x2 + y2 + 22 = 4a2 dat ligt in het eer-
ste octant en binnen de cylinder xz + y2 = 2ax; de normaal n op S wijst van

de oorsprong af. Bereken met behulp van de stelling van Stokes

a) J y dz - z dy, b) J z dx - x dz, ¢) [ Xxdy -y dx ,

over de rand K van S, doorlopen in de richting passend bij n.

1.5.8. In een rechts cartesisch coordinatenstelsel is

| v o (BVS _ av2 Bvl ) av3 sz B Bv])
rot ¥ 3y 9z ' a3z ax * Ix y * °

waarbij v(x) = (Vl(x,y,Z),VZ(X.Y92)3V3(XsY:Z))-

Leid dit af uit de coordinaat-vrije definitie van de rotatie.
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.3.9. Zij S een oppervlak in R> met rand K. De normaal n = (nl,nz,nB) op S en de een-
heidsraakvector t= (tl,tz,t3) aan K worden bij elkaar passend gekozen.
2ij v(x) = (Vl(X,Y,Z),VZ(X,y,z),v3(x,y,z)) een vectorveld.

Bewijs dat

{ (v x t)ds = f[ [n div ¥y - (n x rot ¥v) - (n,grad)vlde ,
S

K
waarin
(n,grad)yv =
. (. en Den 2 LI S I B on 2.4p 3
((nl 3% | M2 3y+n3 az)vl’ (nl ax M2 3y+n3 BZ)VZ’ (nl 5% M2 8y+n3 az)"3)'

1.5.10. Een vloeistof stroomt met smelheid v(x,t) = (v!(g,t),vz(_:g,t),v (x,t)), waar-
bij de variabele t de tijd voorstelt. Laat K een enkelvoudige gesloten kromr
me zijn die meebeweegt met de vloeistof. De positie van K ten tijde t wordt

aangegeven door K(t)., De circulatie rond K{t) wordt gegeven door
r(t) = [ (191:_)‘15 s
K(t)
waarin t de eenheidsraakvector aan K(t) is.

a) Als v niet van de tijd afhangt (stationaire stroming), bewijs dan dat

%{L - (rot v x v,t)ds = [ ((_\L,grad)_\_;_,_t_)ds R
K(t) K(t)
waarin
(v,grad)y =
B ((vl ox V2 337”’3 az)vl’ (vl ax"'Vz '§+V3 az)"z’ (V] ="V 8y+v3 az)\13).

b} Als v wel van de tijd afhangt, bewijs dan dat

dr v dv
o J (GG + (v,grad)y),t)ds = (g7 L)ds
K(t) K(c)
waarin dy

g de totale of materiele versnelling is.



1.6.1.

1.6.2,

1.6. 3.

1.6.5.
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Bereken een potentiaal van de volgende vectorvelden:

a) ve={(siny=-ysin x+ x, cos x+ xcosy+y),
b) v = (2xe¥ + vy, xzey+x—2y) .
c) = (x+2z, -y -2z, x"Y¥) .

De electrische veldsterkte E tengevolge van een lading q in de oorsprong is
gegeven in 1,3.24. Bereken met behulp hiervan de electrische veldsterkte -
tengevolge van een lijnlading langs de z-as met dichtheid A (= lading per
lengte—eenheid). Bepaal tevens de electrische potentiaal tengevolge van de

1ijnlading.

Toon aan dat de volgende vectorvelden niet conservatief zijn:

a) v = &Q5JW%0L b) v= mexz"yﬂz-X% .

Toon aan dat de volgende vectorvelden conservatief zijn en bereken een po-

tentiaal van deze vectorvelden:

a) v = (2xyz3,xzz3—2y,3x2yzz) s
b) v = (yzzacos x-4x3z, 2yz3sin X, 3y2z25in x-xl') .
X y
c) v o= 2z) .
- 2 2 2.3/2
(x= + y2)3[7 2+ y) /

Zijy_=(x+2y+uz,Bx-3y-z,4x+yy+22).

Bepaal a, B en y zodanig dat rot v = 0,

Bepaal vervolgens een potentiaal ¢ van v zodanig dat ¢(0) = I.
1 1,1 1

x+y’x+y y’'z+2

Zij v = ( Y}

a) Is het vectorveld v conservatief in het gebied R gegeven door x + y > 0,
y >0, z > -27
(0,2,0)
b) Bereken (vyt)ds langs de kromme gegeven door x2 + (y - l)2 + z2 = f
©(1,1,0)

"xt+ty=2, 220,




1.6.7,

ll6.8l

1.6.9,

1.6.10.

I.6.11.

1.6.12,

Toon aan dat de volgende integralen onafhankelijk zijn van de gekozen. inte-—
gratieweg en bereken deze integralen:
(x,¥)
2 2
a) 2xy dx + (x* - y")dy,

(a0
(4,5,6)

b) yz dx + xz dy + xy dz,

(1,2,3)
(%,y,2) 2 .2
) _2_2?5_ dx + _Z_ZZ_ dy + (1 —-x——:-zl-—)dz langs een kromme in de halfruim
(1,1,1) )

te z > 0,

Zij gegeven het krachtveld F = (2xy22,2x2yz + 3y2,x2y2 + 2z).

Toon aan dat F conservatief is, bepaal een potentiaal van F en bereken de
arbeid door F verricht bij de beweging van een deeltje van (1,-2,1) naar
(3,1,4),

Zij grad f{x) = A(x)x; laat zien dat er een functie F: R » R bestaat zodat
f(x) = F(|§J). (Vergelijk met 1.2.6.)

Bewijs dat rot{¢ grad ¢) = 0 en bepaal een potentiaal van p grad o.

De magnetische inductie B tengevolge van een stroom met sterkte I door een

oneindig lange draad langs de z—as is gegeven in 1.3.6. Bewijs dat
f (_B_’E)ds = UOI
K

voor elke enkelvoudige gesloten kromme K om de z-as die van boven gezien

in positieve zin doorlopen wordt.

Bereken:
3 2 9 9
a) —_— e dx - —— dy als K de ellips x~ + 3y~ = ! is, in po-—
2 2,2 2 2.2
4 (x= + ¥ (x" +y7)
sitieve zin doorlopen;
(5,3)

b) —E_E_—i dx + —E—z——f dy langs een kromme in het gebied x > 0,

(1,0) R yoox

[yl < X



1.6.13.

1.7.2,

1.7.4,

]‘7‘50

11716‘
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Bepaal alle waarden van de 1lijnintegraal

(1,0)

over een kromme die niet door de oorsprong gaat.

Toon aan dat de velgende vectorvelden niet bronvrij zijn:

a) v = (x,y,2), B)yv= (yl,ylyla).

Toon aan dat de volgende vectorvelden bronvrij zijn en bereken een vectorpo-

tentiaal van deze vectorvelden:

a) V= (2-Y,Xx-2,y~X) ,

2 2 2 2.2 2
b) v = (2xyz +xy3,x vy -y z ,—y32-2x YZ) ,
c) v = (3y422,4x322,-3x2y2) .

Zij v = (x+3y, y -2z, x+o0z),
Bepaal o zodanig dat div v = 0.

Bepaal vervolgens een vectorpotentiaal w = (wl,wz,w3) van v,zodanig dat w =04

Bewijs dat het vectorveld v = c x X met ¢ constant, divergentievrij is.

Bepaal een vectorpotentiaal w van v, van de gedaante E = A(x)x.

Bewijs dat div(grad ¢ x grad ¢) = 0 en bepaal een vectorpotentiaal van

grad ¢ x grad ¢,

Zij R een gebied in ]R3 met de eigenschap dat voor elk punt p ¢ R he' lijn-
segment [0,p] geheel binnen R ligt; een dergelijk gebied heet stervormig.
Zij hét vectorveld v(x) divergentievrij in R.
Bewijs dat .
]
w(x) := f t[_g(t_)i) x x]1dt, x e R
0

een vectorpeotentiaal van v is.
Merk op dat de integraal betekenis heeft: het punt tx doorloopt het lijnseg~

ment [0,x] en dit ligt geheel binnen R,




1.7.7.

1.7.8,

l.?lgl

1.7.10.

1.7.11.

1.8.1.
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De magnetische inductie B tengevolge van een stroom met sterkte I door een
oneindig lange draad langs de z-as is gegeven in 1.3.6. Bepaal een vector-

potentiaal van B.

De electrische veldsterkte E tengevolge van een lading q in de oorsprong is

gegeven in 1.3.24. Bewijs dat

ff (E:P_)dc = "g""
g 0

voor elk gesloten oppervlak S om de oorsprong, met naar buiten gerichte nor-—

maal n.

De electrische veldsterkte E tengevolge van een dipool in de vorsprong met
dipoolmoment p gericht langs de z—as is gegeven in l.l.4. Bepaal een vector—

potentiaal van E.

De electrische veldsterkte E tengevolge van een lading q in de oorsprong is
gegeven in 1.3.24. Bepaal een vectorpotentiaal van E in het gebied gevormd

door '.!R3 minus de positieve z-as (dit "'gebied is 2-samentrekbaar).

Zij S een oppervlak in IR3 met rand K, De normaal n op S en de eenheidsraak-
vector t aan K worden bij elkaar passend gekozen.

Herleid de oppervlakte-integralen

er_lda en ” (x x n)do
5 5

tot lijnintegralen langs K.

Bepaal een vectorveld v in ]R3 uit zijn rotatie en divergentie in de volgen-—

de gevallen:

a) rot v=0, divy=1;

b) rot v= (1,1,1), divy=20;

c) rot v=(y~z, 2%, x-Yy), divy =2z ;

d) rot v = (xzz-nyz, xy2—2xyz, yzz-—nyz), div _\_:=x2y +y22 +x22 ‘

Zij v = (xy + zz, yz + xz, xz + yz).

Bepaal een scalarveld ¢ en een vectorveld w zodanig dat

v =grad ¢ + rot w, divw =0 .



1.9.1.

1.9.2.

1.9.3.

i)

PR s A S S

. y . 2 . . o .
Voer in coordinaten (u,v) in R” die met de cartesische coordinaten (x,y) sa-

menhangen volgens

X cosh u cos v ,

uz0,0=<v <2y,

y = sinh u sin v ,

De coordinaten (u,v) heten elliptische coordinaten. (Aangevuld met de carte-

sische coordinaat z heten (wyv,z) elliptische~cylindercoordinaten in R3.)

Onderzoek de coordinaatkrommen u = constant, v = constant. Toon aan dat het

coordinatenstelsel orthogonaal is en bepaal de schaalfactoren. Druk de Lapla

operator uit in elliptische codrdinaten.

Voer in coBrdinaten (u,v,2z) inIRB'die met de cartesische coordinaten (x,y,z)

samenhangen volgens

2
x = §(? - v9),
y = uv, —= < g<®e, v2(, -» <z <ow
2=z,

De coordinaten (u,v,z) heten parabolische-cylindercoordinaten.

Onderzoek de coordinaatoppervlakken u = constant, v = constant. Toon aan dat
het coordinatenstelsel rechts orthogonaal is en bepaal de schaalfactoren,
Druk de vectoroperaties grad, div en rot, en de Laplace operator uit in pa-

rabolische-cylindercoordinaten,

. “ . 3 .. . .o
Voer in coordinaten (£,n,¢) in R” die met de cartesische coordinaten {x,y,z)

samenhangen volgens

€2 + 1)U - n2)cos o ,

x=
y=/(£2+1)(1-n2)sin(p,€20,-15nsl,OScp<27r.
z=£&n,

De coordinaten (£,n,¢) heten oblate sferoidale coordinaten.
Onderzoek de coBrdinaatoppervlakken £ = constant, n = constant, ¢ = constant.??
Toon aan dat het coordinatenstelsel orthogonaal is en bepaal de schaalfacto-
ren. Druk de vectoroperaties grad, div en rot, en de Laplace operator uit in

oblate sferoidale codrdinaten.




1.9.4,

].gl5.

1.9.7.

1.9.8.
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De geleidende cirkelvormige schijf x>+ y2 £ 1, z=0 is geladen en op de
(electrische) potentiaal V = | gebracht. De potentiaal V(x,y,z) dient verder

te voldoen aan

AV = 0 buiten de schijf ,

V(X,Y,Z) + 0 als l/xz + y2 + z2 >,

Formuleer het probleem voor V in oblate sferoldale coordinaten (&,n,e) (zie
1.9.3). Bepaal de potentiaal V en de ladingsdichtheid ¢ = —250 %% (x,y,0+)
op de schijf (so is de permittiviteit van vacuum)}.

Aanwijzing: Zoek een oplossing V die alleen van & afhangt.

Zij gegeven het vectorveld v = (z,-2x,y) uitgedrukt in cartesische coordina~

ten. Druk v uit in a) cylindercoordinaten (r,9,z), b) bolcoordinaten (p,0,¢).

De baan van een deeltje wordt in cylindercoordinaten gegeven door de parame-
tervoorstelling x(t) = (r(t),¢(t),z(t)) met de tijd t als parameter. Bepaal

de snelheid v en de versnelling a van het deeltje in cylindercoordinaten.

Bepaal de in 1.7,.7 gevraagde vectorpotentiaal van B door een berekening in

cylindercoordinaten.

Bepaal de in 1.7.10 gevraagde vectorpotentiaal van E door een berekening in

bolcoordinaten.



2.1, 1,
2.1.2.
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Hoofdstuk 2. Partiele differentiaalvergelijkingen

De transversale trilling van een homogene snaar wordt beschreven door de &&n-

dimensionale golfvergelijking

. - - alx,t) s
Uxx C2 utt T ’ € T :

Hierin is u(x,t) de transversale uitwijking van de snaar ter plaatse x en ten
tijde t, T is de spanning in de snaar, p is de massa per lengte—eenheid, en
q(x,t) is de uitwendige kracht per lengte-eenheid werkend op de snaar.

Leid deze vergelijking af.

Een buigzame homogene ketting met lengte £ is opgehangen in é&&n der uiteinden
en voert kleine slingeringen uit om zijn verticale evenwichtsstand. Laat deze
evenwichtsstand samenvallen met het segment [0,2] van de x—as, waarbij het op-
hangpunt correspondeert met x = . De horizontale uitwijking van de ketting
ter plaatse x en ten tijde t wordt aangegeven door u(x,t). Leid af de partiele
differentiaalvergelijking voor de slingerbeweging

]
xu +u —-—u =20,

XX x g tt
waarin g de versnelling van de zwaartekracht is.

Geef ook begin—- en randvoorwaarden voor ufx,t).

De longitudinale trilling van een homogene elastische staaf wordt beschreven
door de &én-dimensionale golfvergelijking
O )
U 77 Y 0, ¢ = VE}p .
c
Hierin is u(x,t) de longitudinale verplaatsing van de staaf ter plaatse X en

ten tijde t, E is de elasticiteitsmodulus, en p is de massa per lengte—eenheid.

Leid deze vergelijking af.

Hierin is T(x,t) de temperatuur ter plaatse x en ten tijde t, k is de warmte-

geleidingscoefficient, p is de massadichtheid, c is de soortelijke warmte, en
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2.2,2,
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Q(x,t) is de dichtheid van de warmtebronnen in het lichaam.

Leid deze vergelijking af.

De warmtegeleiding in een drie—-dimensionaal medium dat beweegt met constante
snelheid v, wordt beschreven door de vergelijking

- Ln = L
AT = (v,grad T) T Tt .

De betekenis van T{(x,t), k, p en c is dezelfde als in 2.1.4,

Leid deze vergelijking af.

De statische doorbuiging van een membraan onder invloed van een uitwendige
belasting wordt beschreven door de Poisson vergelijking

Au:u + U0 =-3._(§.’_Z.)_‘
XX Yy T

Hierin is u(x,y) de uitwijking van het membraan ter plaatse (x,y), T is de
spanning in het membraan (= kracht per lengte—eenheid), en q(x,y) is de uit-
wendige kracht per oppervlakte—eenheid werkend op het membraan,

Leid deze vergelijking af.

De transversale trilling van een snaar wordt beschreven door

.~

1
u " 25 U, = 0, 0 <x<&, t>0,

u{0,t) 0, u(g,t) =0, ¢t

v
o

It

1

hx
a
h(2-x)
g~a

1A

voor Q X £ a,

u(x,0)

]

ut(x,O) =0, 0=sx=< 4.
X =4,

A

voer a

Bepaal u(x,t) met de methode van geparatie van variabelen.

De trilling van een tussen x = 0 en x = L gespannen snaar wordt beschreven

door de golfvergelijking

1
uxx _5 utt =0.
¢

Het uiteinde x = 0 van de snaar is vast, terwijl het uiteinde x = £ vrij zal
zijn:

u(0,t) =0, ux(z,t) =0, t z0.



o
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Op het tijdstip t = 0 worden de uitwijking en de snelheid van de snaar gege-

ven door

u(x,0) = 1 - cos Ix

L ut(x,O) =0, 0 <x< .,

Bepaal u(x,t) met de methode van separatie van variabelen.
Bepaal ook de tijdstippen Tj’ j=1,2,3,..., waarop u(x,Tj) = 0 langs de hele

snaar.

2,2.3, Bepaal de oplossing u{x,t) van het trillingsprobleem

u -u =0, -1 <x<l1l,t>0
%X tt ? ' ’

u(=1,t) =0, u(l,t) =0, t =20 ,

u{x,0) = 0, ut(x,O) = §{x), -1 s xs 1.

De beginvoorwaarde ut(x,O) = §(x) correspondeert met een impuls ] ter plaat-

se x = 0, Vervang eventueel deze beginvoorwaarde door

|

— <

5o voor |x] £ E ,
ut(x,O) =

0 voor £ < |x| =1,

en neem in de bijbehorende oplessing u{x,t) de limiet voor ¢ + 0.

2.2,4, De transversale trilling van een rechthoekig membraan wordt beschreven door

u _+u - 15 u =0,0<x<a, 0 <«<y<b, t>0,
c

xx vy tt

u(x,0,t) = u(x,b,t) =0, 0 < x<a, t 20,

1u(O,y,t) = ufa,y,t) =0, 05y <b, £t 20,

1A
o

Lu(x,y,U) =xy(a-x)b - y), u{xy,0) =0,0=<x<a 0<y

Bepaal u(x,y,t) met de methode van separatie van variabelen.,

2.2.5. Bepaal de oplossing u{x,t) van het trillingsprobleem

u_ —~—u =0,0<x<1,t>0,
XX te

0,

v

u(0,t) = 0, u(l,t) = sin wt, t

u(x,0) = 0, ut(x,O) =0,0=<x<1, ’




2.2.6.

2.2.7.

2.2.8,
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waarbij w > 0, w # mm, m = 1,2,3,... .
Met welk fysisch verschijnsel corresponderen de waarden w = mm, m = 1,2,3,...7
Bepaal u(x,t) in geval w = mm door een limietovergang w - mm in de voorgaande

oplossing.

De transversale trilling van een snaar onder invloed van een constante belas-

.ting q wordt beschreven door

~

M)

]
uxx_:futt=_-’f‘"0<){<2"t>0’

ﬁuco,t) = u(l,t) =0, £t 20,

u{x,0) = ut(x,O) =0, 0=<x%5 1.,

e

Bepaal u(x,t) door (i) aftrekking van een geschikte particuliere oplossing
zodat het probleem homogeen wordt, (ii) ontwikkeling naar de eigenfuncties

van het homogene probleem.

Een snaar met vaste ulteinden x = 0 en x = 7 trilt onder inviced van een ge-
concentreerde kracht A sin wt, w > 0, aangrijpend in x=a met 0 < a < 7, Op het tij
stip t = 0 is de snaar in rust., De uitwijking u(x,t) van de snaar voldoet dan
aan

U " Y T ~-AS(x - a)sin wt, 0 < x <@, t >0 ,

u(d,t) = u(r,e) =0, £t 20 ,

u(x,0)

4]

A

ut(x,O) =0, 0 x<m,

waarin de voortplantingssnelheid c 1 gesteld is,
Bepaal u(x,t) door ontwikkeling naar de eigenfuncties van het homogene pro-

bleem,

De temperatuurverdeling T(x,t) in een staaf langs de x—~as voldoet aan de warmr

tegeleidingsvergelijking

i
TxxFETt '

It

De uiteinden x = 0 en x = & van de staaf worden op de temperatuur 0 gehouden:
T(0,t) = 0, T(R,t) =0, t 20 ,

terwijl de begMtemperatuur van de staaf gegeven is:



2,2.9.

2.2.10,

2.2.11,

" afhangen van de afstand r tot het middelpunt en van de tijd t: T = T(r,t). ij

Aanwijzing: Voer in u(r,t) := rT(r,t) en laat zien dat u(r,t) voldoet aan de

_25._.

T(x,0) = o(x}), 0 s x5 & .

a) Bepaal T(x,t) met de methode van separatie van variabelen.

Schrijf T(x,t) in de vorm

L

T(x,t) = f G(x,E,t)p(E)dE
0

en: bepaal de Greense functie G(x,£,t).

b) Bepaal T(x,t) in geval ¢(x) = sinzl%F .

Geef de oplossing van 2,2,8b), indien de uiteinden x = 0 en x = % van de staaf

gelsoleerd zijn:

Tx(o,t) =0, Tx(sz,t) =0, t =20,

Bepaal de stationaire temperatuurverdeling, d.i, lim T(x,t).
toroo
Bepaal deze limiet ook rechtstreeks, dus zonder oplossing van het warmtegelei-

dingsprobleem.

Bepaal de oplossing u(x,t) van het warmtegeleidingsprobleem

Een massieve bol met straal a bevindt zich op de constante begintemperatuur
TO' Vanaf het tijdstip t = 0 wordt het uitwendig oppervlak van de bol gekoeld

o
op de temperatuur 0. Op symmetriegronden zal de temperatuur T in de bol slechts

De functie T(r,t) voldoet dan aan

_ 2 -1
AT = Trr +‘? Tr == Tt’ 0sr<a,t>0,
Tla,t) =0, t > 0 ,

T(r,0) T,y 0 = rsa.

n

Bepaal T(r,t) en in het bijzonder T(0,t).

één~dimensionale warmtegeleidingévétgelijking. Bepaal dan u(r,t) met de method

van separatie van variabelen.




2.2.12.

2.2,13.

2.2.14,
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a) Bepaal de oplossing u{x,t) van het warmtegeleidingsprobleem

u, tou=u, 0<x< 1, t>»0,

xx
u(0,t) = u(l,e) =0, t 20,
u(x,0) = o(x), 0 < x< 1.

Hierbij is de term au (@ > 0) in de warmtegeleidingsvergelijking te inter-
preteren als een warmteproductie tengevolge van een chemische reactie die
bij hogere temperatuur sneller verloopt.

b) Het voorgaande warmtegeleidingsproces heet stabiel als voor iedere conti-
nue beginfunctie ¢(x) de bijbehorende oplossing u(x,t) begrensd blijfe,
anders labiel., Bewijs dat het proces stabiel is voor a < nz en labiel voor

CC>1T2»

Een staaf met lengte £ wordt verwarmd door een constante warmtestroom q in
het uiteinde x = 0, terwijl het uiteinde x = ¢ op de temperatuur 0 wordt ge-—
houden, Op het tijdstip t = 0 heeft de staaf de begintemperatuur 0. Bepaal

de temperatuur T(x,t) in de staaf door oplossing van het probleem

TXX--:-Tt=0,0<x<n,t>o,

Tx(O,t) = -q/k, T(&,t) =0, t >0,

T(x,0) =0, 0 s x<48,

Bepaal tevens de stationaire temperatuurverdeling.

De temperatuurverdeling T(x,t) in een staaf met lengte 1 voldoet aan de warm-

tegeleidingsvergelijking

Txx = Tt +ul, 0 <x< 1, £t >0,

waarin u een positieve constante is. De term uT in de vergelijking is te in-
terpreteren als een warmteverlies tengevolge van uitstraling door het zij-
oppervliak van de staaf.

De rand—- en beginvoorwaarden worden gegeven door

TW,t) =0, T(,ty =1, £t >0,

It

T(x,0) =0, 0 <x<1.
Bepaal eerst de stationaire temperatuurverdeling T](X) = lim T(x,t) en ver-
t-rc0

volgens T(x,t).



2,2:15.

2.2.16,

2.2.17.

2.2.18.
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:
:
:%3

De warmtegeleiding in een staaf wordt beschreven door
U ~ Y% = -Q, "1 <x< 1, t>0,
u(-1,t) = u(l,t) =0, t =0 ,

u(x,0) =0, -1 £ x< 1.

De term Q in de warmtegeleidingsvergelijking correspondeert met een (comstan-
te) warmte-ontwikkeling in de staaf, veroorzaakt docr bijv. een electrische

s troom,

Bepaal u(x,t) door (i) aftrekking van een geschikte particuliere oplossing
zodat het probleem homogeen wordt, (ii) ontwikkeling naar de eigenfuncties

van het homogene probleem.

De stationaire temperatuurverdeling T(x,y) in een dunne rechthoekige plaat

voldoet aan
AT = Txx + Tyy =0, 0<x<1,0<y <2,

T(x,0) sin wx, T(x,2)

]
It

x(1 - x), 0gx=< 1,
T0,y) =0, T(l,y) =0, 0 =y <2,

Bepaal T(x,y) met de methode van separatie van variabelen.

Een rechthoekige plaat, gegeven door 0 s x < a, 0 <y £ b, wordt langs de
zijde 2 = a, 0 £y £b verwarmd door een constante warmtestroom ¢. De tegen— -
overliggende zijde x = 0, 0 £y s b is gelsoleerd, terwijl de overige twee :
zijden op de temperatuur 0 worden gehouden., De stationaire temperatuurverde- :

ling T(x,y) in de plaat voldoet dan aan
AT = Txx + Tyy =0, 0<x<a, 0 <y <b,
T(x,0) = 0, T(x,b) =0, 0 < x< a,

TX(O9Y) = 0, Tx(aSY) = q/ks 0<y<hb.
Bepaal T(x,y) met de methode van separatie van variabelen.
Geef de oplossing van 2,2.17 met de randvoorwaarden vervangen door

Ty(x,O) = 0, Ty(x,b) =0, 0<x<a,

T(0,y) = 0, T (a,y) =qa/k, 0 sy £b .




2,2.20.

2.2,21.

- 2.2.19.
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Door een geleidende vierkante plaat, gegeven door =1 s x < 1, ~l <y < 1,
vloeit een electrische stroom met sterkte J. De stroom wordt toegevoerd via
een electrode in het punt x = -1, y = 0, en afgevoerd via een electrode in
het punt x = 1, y = 0, Voor de stroomdichtheid j = (jx,jy) in de plaat geldt
J = —o grad ¢, waarin o het electrisch geleidingsvermogen en ¢ de electrische

potentiaal is. De potentiaal y voldoet dan aan

Ay = P e + myy =0, ~l <x< 1, =]l <y <

wy(x,'l) =0, @y(x,l) =0, -1sx=1,

0, L) == 280, 0, (Ly) = =260, 1 sy <1,

Bepaal ¢(x,y) en j (jx;jy)-

Vervang eventueel de randvoorwaarden wx(il,y) = ~(J/5)}§(y) door
J
- EEE voor |y| S E
9, (1Y) =

0 voor g < |y| =1,

en neem in de bijbehorende oplossing ¢(x,y) de limiet voor ¢ - O,

Van het vierkante gebied ~! < x < 1, =1 <y < 1, wordt de rand rechts van de
y-as op de electrische potentiaal V gebracht en links van de y-as op de po-

tentiaal -V. Bepaal de potentiaal u(x,y) in het gebied door oplossing van het

probleem
or
Ay = uxX + uyy =0, "1l «x< 1, -1« y < 1 ,
-V voor =) = x <0 ,
J ulx,~1) = u(x,1) =
v voor 0 < x< 1,
LU(‘I,Y) = -V, u(l,y) =V, -1 <y <1,

Bepaal de oplossing u(x,y) van het potentiaalprobleem

-
Au = uxx + uyy =0, 0<x<T,y>0,

u(x,0) = %x(r ~x), 0 s x<7w,

U(O,Y) =0, u(n,y) =0, y=20,

L u(x,y) is begrensd voor 0 < x < 7w,y =20 .

Laat door een tegenvoorbeeld zien dat de begrensdheidsvoorwaarde nodig is

voor de eenduidigheid van de oplossing.




2.2.22,

2.2.23,

2.2.24,
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De stationaire temperatuurverdeling T(r,¢) in een cirkelvormige plaat, in
poolcoordinaten gegeven door 0 £ r < !, =m s ¢ < 7, voldoet aan de Laplace

vergelijking

1 i '
AT = Trr + = Tr + :5 T¢¢ =0,0<r<l, 717,
en aan de randvoorwaarde
0 voor —m < ¢ <0 ,
T(l,¢) =
1 voor 0 < ¢ < 7w .,

Bepaal T(r,¢) met de methode van separatie van variabelen.

Bepaal de oplossing u(r,p) van het Neumann probleem voor de Laplace vergelij-

king in een cirkelvormig gebied:

Au = y +
rr

[

1
u_ + -;-,‘;-u‘:p(p =0, 0sr<l, -vrs ¢,

%E(l,w) =u_(l,p) = hig), -r <o <m ,

T
waarin h(g) een gegeven functie is met f h{p)de = 0.

=-m
Herleid de oplossing tot een integraalvoorstelling voor u(r,p).

Een dielectrische cylinder gegeven door x2 + y2 < a2, is geplaatst in een ho-
mogeen electrisch veld met veldsterkte Ey evenwijdig aan de x~as. De electri-
gsche veldsterkte in aanwezigheid van de cylinder is voor te stellen door

E = -grad V, waarin V de electrische potentiaal is. Stel V = Vl(x,y) binnen
de cylinder, en V = -on + Vz(x,y) buiten de cylinder (-EOX is de potentiaal

van het homogene electrische veld). De potentialen Vl en V2 voldoen dan aan

Avl = ) binnen de cylinder ,

AVZ = (0 buiten de cylinder ,

v, is begrensd buiten de cylinder .

Op het cylinderoppervlak x2 + yz = a2 gelden de aansluitvoorwaarden

v

1 3
VI'-EOX+V2,€gﬁ— _B—I-I{EOX*-VZJ'

waarin € de dielectrische constante van de cylinder is en n de normaal op

‘het cylinderoppervlak,

Formuleer het probleem in poolcoordinaten 1,9, en bepaal V1 en VZ'

Laat zien dat het electrisch veld binnen de cylinder homogeen is.
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.2,2.25. Een cirkelvormige schijf wordt langs de rand r = | op de temperatuur 1 ge-
houden. Langs de voerstraal ¢ = 0 is de schijf gekoeld op de temperatuur 0,
Bepaal de stationaire temperatuurverdeling T(r,¢) in de schijf door oplos-

sing van het probleem

AT =1 _+4T +loT = 0, 0 <r<it, 0<g«<22n,
rr r 'r r2 90

{T(r,0) = T(ry27) =0, 0 s ¥xr < 1,

T(l,0) = 1, 0 < ¢ < 27 .

2.2.26, Bepaal de oplossing u(r,¢} van het potentiaalprobleem

Au=u _ + 1 u
r

Ir r

1
+ :f u@w =0, l <r<2, 12w,

u(l,e) = [of, u(2,9) =0, TS g <.

2,2.27. Bepaal de oplossing T(r,9) van het volgende warmtegeleidingsprobleem voor een

half-cirkelvormige schijf:

1 1
AT = Trr + ?-Tr + ;f Tww =0, 0<r<l, 0<cyp<rm,
T(r,0) = T(rym) =0, 0=r <1,
T(ly¢) = ¢(m = 9), 0 s p= 7.

2.2.28. Een half-cirkelvormige schijf, in poolcoordinaten gegeven door 0 < r < I,
0 < ¢ < 7, wordt langs de rand r = | op de temperatuur 0 gehouden. Langs het
rechte gedeelte van de rand (¢ = 0 en ¢ = 7) wordt de schijf verwarmd door
een constante warmtestroom q. De stationaire temperatuurverdeling T(r,p) in

de schijf voldoet dan .aan

—

AT = T +

rr T + T =0,0<r<1,0<qp<m,

1
T r2 ol

Hl—

T(l,9) =0, 0 = ¢

IA

T

A

dT aT
a—n-(r,0)=-§;(r,n)=%,0£rs 1,

st

waarin n de naar buiten gerichte normaal op het rechte randgedeelte is.
Bepaal T(r,p). Sommeer de gevonden reeks in de gevallen ¢ = 0 en ¢ = 7, en

bepaal T(r,0), T(r,7).
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Aanwijzing: Trek eerst een geschikte particuliere oplossing af, zodat de

randvoorwaarden langs ¢ = 0 en ¢ = m homogeen worden,

2.2,29. De statische doorbuiging van een half-cirkelvormig membraan met vaste rand

onder invloed van een constante belasting q wordt beschreven door
:lu=u +lu +]u =-3a 0 <rc<a, 0c< <7
rr r r 2 Too T'* ’ v :

r
u(r,0) = u{r,m) =0, 0 < r=<a,

1

u(a,q:) 0, 0 921,

waarin T de spanning in het menbraan is.

Bepaal de uitwijking u(r,o).

2.2.30. Bepaal de eigentrillingen en de eigenfrequenties van een rechthoekig membraan
0 <x<a, 0£y<b, waarvan de rand langs drie zijden vast en langs één zij-—

de vrij is. De uitwijking u(x,y,t) voldoet aan de twee—dimensionale golfver-

gelijking
1
uxx+uyy'?utt=0,0<x<a,0<y<b,t>0.
en aan de randvoorwaarden
u(x,0,t) = ul{x,b,t) = 0, 0 £ x < a , t20,

g}
o

[

u(0,y,t) 0, ux(asyst) =0,0=sy

2.2.31. De geluidstrilling in een kubusvormige trilholte 0 <x<a,0<y < a,
0 < z < a, wordt beschreven door een functie u(x,y,z,t) die voldoet aan de

drie-dimensionale golfvergelijking

]
u_+u__+u - —u
plo 4 vy zz C2 tt

en aan de randvoorwaarde

r|
=3 f =
0
o

op het oppervlak van de trilholte, waarbij n de normaal op het oppervlak is.’

Bepaal de eigentrillingen en de eigenfrequenties van de trilholte,
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2.3.1. Bepaal de oplossing u(x,t) van de golfvergelijking

2.3.2.

2. 3'3.

o oL
2

=0, - < x<®, t>0,
XX e

Uit

onder de volgende beginvoorwaarden:

1 voor |x| < a,
a) u(x,0) = ut(x,O) =0, —° < x <® ;
0 voor le > a,

b) u(x,0) = 0, v (x,0) = 2c8(x), == <x <=y
L .
cos X voor |x| £ T ¢ sln X  voor [x[ <
c) u(x,0) = (%0 =
' 0 voor ]xl >-§ ) 0 voor !xl >

Geef een grafische voorstelling van de oplossingen.

Bepaal de oplossing u(x,t)} van het volgende gemengde probleem voor de golf-
vergelijking op (0,%):

f ]
uxx":—z-utt=0,x>0,t>0,

r .

ux(O,t) =0, tz20,

h_u(xso) = (P(X), ut(xao) = ‘IJ(X), xz0 .

Het probleem beschrijft de trilling van een half-oneindige snaar met vrij
uiteinde x = 0, waarbij de beginuitwijking en de beginsnelheid op het tijd-

stip t = 0 zijn voorgeschreven.

Bepaal de oplossing u(x,t) van de golfvergelijking

- = > > (0
u_ Uy 0, x>0, ¢t s

onder de randvoorwaarde
u(0,t) =0, t 20,
en de volgende beginvoorwaarden:

1 woor |l < x < 3,

]

a) u(x,0) ut(x,O) =0, xz203;

0 wvoor 0<x < 1en voor x> 3,
b) u(x,0) = 0, ut(x,O) =§(x- 1), x20 .

Geef een grafische voorstelling van de oplossingen.

A oA
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2.3.4, De trilling van een half-oneindige snaar wordt beschreven door

o = bS
Ui T Yp 0, x>0, ¢t >0,

*ux(O,t) =0, t20,

sin mx wvoor 0 s x =<1,

_u(X,O) =0, x 20, ut(xso) =
0 voor x > 1 .

Bepaal u{0,t).

2.3.5. Bepaal de oplossing u{r,t) van het beginwaardeprobleem voor de bolsymmetri-—
sche golfvergelijking:
Au - 1 u = u__ + % u_ - 15 u =0, r=z20,t >0,
c

2 "tt rr tt
c

u(r,0) = ¢(r), ut(r,O) =yP(r), r 20 ;

hierin is r de afstand tot de oorsprong.
Bepaal in het bijzonder u(0,t).
Aanwijzing: Veer in w(r,t) := ru(r,t) en laat zien dat w(r,t) voldoet aan

de één-dimensionale golfvergelijking op het intetval 0 < r < =,

2.3.6, De trilling van eenrhalf-oneindige snaar wordt beschreven door de golfver-
gelijking

=0, x>0,t>0.

XX tt

- L
u 7 U
¢
Het uiteinde x = 0 van de snaar wordt op en neer bewogen volgens
u(0,t) = sin wt, £t =20 ,
Op het tijdstip t = 0 zal de snaar in rust zijn:
u(x,0) = 0, ut(x,O) =0, xz20.
Bepaal 'de uitwijking u(x,t) en interpreteer de uitkomst.

Aanwijzing: Trek eerst een geschikte particuliere oplossing af, zodat de rand

voorwaarde in x = 0 homogeen wordt.




2.3.7.

2.3.8.

2.3.9.

2.3.10.
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De temperatuurverdeling T(x,t) in een oneindige staaf voldoet aan de warmte-

geleidingsvergelijking

1
Txx =.E'Tt’ e ex < £ >0,

en aan de beginvoorwaarde
- x|
T(x,0) = e , ~® < X < @,

Bepaal T(x,t) in de vorm van een Fourier integraal.

Bepaal de oplossing T(x,t) van de warmtegeleidingsvergelijking

Txx = Tt’ - < X < w, £t >0,

onder de volgende beginvoorwaarden:

2
a) T(x,0) = e X s ~® < X < © 3
Tl voor ® < O ,
b) T(x;0) =
T voor x > O .,

2

Bepaal in geval b) tevens de warmtestroom Tx(O,t).

Bepaal de oplossing u(x,t) van het volgende gemengde probleem voor de diffu-
sievergelijking op (0,=}:

U T U= 0, x>0, t >0,

ux(O,t) =0, t=20,

u(x,0) = o(x), x 20 .

Het probleem beschrijft bijv. de warmtegeleiding in een half-oneindige staaf
waarbij het uiteinde x = 0 gelsoleerd is en de begintemperatuur op het tijd-

stip t = 0 is voorgeschreven.

Bepaal de oplossing T(x,t) van de warmtegeleidingsvergelijking

Txx - Tt =0, x>0, t >0,

onder de beginvoorwaarde
T voor 0 < x < a ,

T(2,0) = { °
0 voor X > a ,



2.3.11.

2.3.12,

2.4.1,

- van de afstand r tot het middelpunt van B en van de tijd t: C = C(r,t). De
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en de volgende randvoorwaarden:

a) T(0,t) = 0, t 2 04 b) Tx(ost) =0, t=20.

Op het tijdstip t = 0 bevindt zich binnen een bolvolume B met straal a een
hoeveelheid gas met constante concentratie CO' Bij de daaropvolgende diffu-

sie-van het gas in de gehele ruimte zal de concentratie C slechts afhangen

concentratie C(r,t) voldoet dan aan de bolsymmetrische diffusievergelijking

AC

"
O
+

RN
o

0
O

rz0, t>0,

en aan de beginvocrwaarde

C0 voor 0 £ r <a,
C(r,0) =

0 VoOor r * a .

Bepaal C(r,t) en in het bijzonder C(0,t).
Aanwijzing: Voer in u(r,t) := rC{r,t) en laat zien dat u{r,t) voldoet aan de

gén-dimensionale diffusievergelijking op het interval 0 < r < =,

De temperatuurverdeling T(x,t) in een half-oneindige staaf voldoet aan de

warmtegeleidingsvergelijking

Txx - Tt =0, x>0, £t >0,

en aan de beginvorwaarde

T(x!0)= 0, XZO 3

]

Vanaf het tijdstip t = 0 wordt het uiteinde x = 0 van de staaf op de tempera
tuur TO gebracht, resp. wordt in het uiteinde x = 0 een constante warmtestroco

q toegevoerd:

a) T(0,t) = TO' t > 03 B) Tx(O,t) =-g, t >0 .

Bepaal T(x,t) in de twee gevallen.
Aanwijzing: Trek eerst een geschikte particuliere oplossing af, zodat de

randvoorwaarde in x = 0 homogeen wordt.

Laat u(x) en v(ﬁ) harmonische functies zijn met uQE) niet constant, en zij

v = F(u). Bewijs dat F een lineaire functie is.




2.4.4,

2.4.5.

2.4.6,
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Formuleer en bewijs de eerste en tweede identiteit van Green voor een be-

grensd gebied G in R’ met randkromme K,

. Laat R een begrensd gebied in 1R3 zijn met randoppervlak S; n is de naar bui-

ten gerichte normaal op S.

a) Zij de functie u(x) harmonisch in R en zij % + hu = 0 op S waarbij h > 0.
Bewijs dan dat u(x) =0 in R.

b) Bewijs dat de oplossing u(x) van het randwaardeprobleem
du = -f(x), X € R, %ﬁ(}g) + hu(x) = g(x), xe 8§,

met h > 0, eenduidig is.

Laat R een begrensd en enkelvoudig samenhangend gebied in ZIR3 zijn met rand-
opperviak $; n is de naar buiten gerichte normaal op S. In R zijn gegeven een
functie'f(_}i) en een vectorveld a(x) met div 2 = 0; op S is gegeven een func-
tie g(x).

Bewijs dat de oplossing v(x) van het probleem

div v=1f in R,
rot v=ain R,
(Es_rl)=30ps,

eenduidig is.,

Zij gegeven het scalarveld

| I ] 1
Vet T Ve

] 2 \@+y2+(z—1)2 x2 + y2 + (z - 2)?

Bereken ” —,2% do over het boloppervlak S: x2 + y2 + z2 = 9/4, waarvan de nor-
s

maal n naar buiten gericht is.

Laat p en g twee vaste punten in ]R3 zijn en laat r,enr, de afstand voor—

] _ _ - . o
stellen resp., van x tot p en van X tot g: r, = | x .EI' r, |_:5 q]. zij s
een gesloten oppervlak met naar buiten gerichte normaal n.

Bereken



2.4.7.

2.4,8.

Ugelijking voor V,

2.4.9.

2.4,10,

2,411,

2.4,12.

'(i) berekening van de integraal voor V, (ii) oplossing van de Poisson ver-
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indien
a) p en q beide buiten S liggen,

b) p en q beide binnen S liggen,
¢) p binnen en gq buiten 5 ligt.

Bereken de electrische potentiaal van een oppervlaktelading met dichtheid 1

op het boloppervlak x2 + y2 + 22 = az.

In het bolvormige gebied xz + y2 + 22 < 32 bevindt zich een ruimtelading met

dichtheid 1, Bepaalide electrische potentiaal V van deze ruimtelading door

a) Op de cirkelvormige schijf S: x2 + y2 < az, z = 0, bevindt zich een opper*iwi
vlaktelading met dichtheid 1. Bereken de potentiaal V op de z~as en onder- 3
zoek de continulteit wan V en 3V/3z in de CorsSprong.

b) Op de cirkelvormige schijf S: <% + y2 < al

, 2 =0, bevindt zich een di- L
poolbelegging met dipoolmomentdichtheid | gericht evenwijdig aan de posi- _ﬂ?
tieve z-as. Bereken de potentiaal W op de z-as en onderzoek de continul-

teit van W en 3W/3z in de corsprong.

Bewijs de tweede middelwaarde-eigenschap van harmonische functies:

-

Zij u(x) harmonisch in het bolvormige gebied R met middelpunt £ en straal T,

u(g) = 33 JJJ u dt ,
4rr R

d.w.z. u(f) is gelijk aan de gemiddelde waarde van u over R,

dan geldt

Formuleer en bewijs de derde identiteit van Green voor een begrensd gebied G.

in B?'met randkromme XK.

Bewijs de middelwaarde—eigenschap voor harmonische functies van twee variabe-iHSS
len: i
Zij u(x) = u(x,y) harmonisch binnen de cirkel C met middelpunt g = (E,n) en

straal p, dan geldt




2.4,13,

2.5.1.

2.5.2,

2.5&3.
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]
u(f;_):m JU-dS ’
c

d.w.z. u(f) is gelijk aan de gemiddelde waarde van u over C.

Definieer de Greense functie voor de Laplace vergelijking in een begrensd
gebied G in R2 met randkromme K.
Bepaal met behulp van deze Greense functie de oplossing van het Dirichlet

probleem

Bu=-£(x), x € G u(x) =g(x), x« K.

Zij G een begrensd gebied in ]R2 met randkromme K. Bewijs dat de oplossing

u(x,t) van het gemengde probleem voor de twee-dimensionale golfvergelijking:

Au --]-z—utt = -f(x,t), xe G, t >0,
C
u(x,t) = g(x,t), x ¢ K, t 20,

u(x,0) = 9(x), u (x,0) = ¥(x), 2 ¢ G,

eenduidig is.

Bewijs dat de oplossing u(x,t) van het gemengde probleem voor de &én-dimen-

sionale warmtegeleidingsvergelijking:

i
uxx—.lzut=—f(x’t),0<x<2,t>0 »

g(t)n ux(zst) = h(t)’ tz0,

u{0,t)

i

U(X,O) Q’(X): 0=zx< 4§,

eenduidig is.

Zij R een begrensd gebied in ]R3 met rand §; n is de naar buiten gerichte nor-
maal op S. Bewijs dat het homogene gemengde probleem voor de warmtegeleidings-

vergelijking:

1
Au“:ut=0,£€R,t>0’
V]

?E(ﬁat)‘*hu(g,t) =0, xe 8, t=z0,

u(_’sso) = 0-3{_5 R,

waarin h > 0, enkel de oplossing u{x,t) =0 heeft.



Tel.1.

1.1.2.

1.1. 3.

Il1‘6'

Antwoorden
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Hoofdstuk 1. Vector—analyse

2.2 .¢

y© - x° = z = Cz; hyperbolen in vlakken z = constant.

1’
2 2 2 . .
X +y o+ 2" o= Cl’ X+ y+z-= Cz; cirkels met middelpunt op de rechte

x =y =2z, gelegen in vlakken loodrecht op deze rechte.

2 2

X +y"=C,z=¢C cirkels met middelpunt op de z~as, gelegen in vlakken

93
loodrecht op de z-as.

In bolcoordinaten (r,6,9) heeft de veldsterkte E componenten

2 8 i
( cos , sin 0O ,0) .
3 3
0 r r

a = B
E (Er’EG’Em) 4me

- ‘;‘.35‘,_‘-;;' e L i s i
e ol SRR bl B e S T S e

De raaskvector aan een kromme r = r(t), 8 = a(t), ¢ = ¢(t) wordt gegeven door
dr g8
dc * T @
Voor de veldlijnen volgt dan het stelsel differentiaalvergelijkingen

S e

. d . .
s T sin © E%), eveneens in bolcoordinaten.

s
dr _ 2\ cos 8 de A sin 8 doy "ﬁ

r-r i S ri iy M S ol
r r

met oplossing: r = C!sinze, ¢ = Cy3 zie figuur 1.30 van M. Alonso & E.J. Finny

Fundamentele Natuurkunde, deel 2, Elektromagnetisme.

Uit a x v = Db en (a,v) = a volgt
axb=ax@xy = @a- @ay=a- la’y,
L2 .
dus v = [a] "(ea’- a x b).
Deze oplossing voldoet inderdaad aan de vergelijkingen
-2 -2
(a,v) = |a| “[ala,2) -~ (@axb)I=a-[af "Gaxa)=a,
-2 -2
axy=|a] Ta@xa)~ax (@xpl=|a] [-@ba+ (bl =>

mits (a,b) = 0.

Differentieer (x,x) = 02 naar t.
De raakvector aan een kromme op een bol staat loodrecht op de bijbehorende

voerstraal.
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dx
De lengte van x(t) is constant zodat uit 1.1.7 volgt (x, d—:) = (x,v) =0.

Ook de hoek tussen a en x is constant, dus (a,x) is constant, en na dif-

ferentiatie volgt (a,v) = 0. Uit v 1 xen V1 a volgt v = pa x x op elk

tijdstip t (u is een getal), Stel nu w(t) := u(t).g,_, dan is v(t) =w(t) xx(t),.

. * .
Kies een tweede punt Q met plaatsvector x (t), dan is

Yo = s et o) x 5®), 8T = W oa

* L *
De lengtes |.’E" |3:_ [ en de hoek tussen x en x zijn constant, dus (x,x )

. . .. * *
is constant. Differentiatie naar t geeft (v,x ) + (x,v ) = 0 oftewel

* * * * *
w xx)=(w,xxx)+(w,x

0= (ux xx)+(x @ xx) = (u-u)(@,xxx").

. * . C o aa . . *
Indien a, x en x niet in &8n vlak liggen, is (a,x x x ) # 0, en er

volgt u = u*, wl(t) = Ei*(t)' Indien a, x en _1_(_* wel in &én vlak liggen,
blijft dit zo tijdens de rotatie. Schrijf dan _}; = X2 * A,x, waarna
door differentiatie volgt

* - *
V= AV = e x x =g ox (3t AoX) Ty x X

1.1.9. (i) v = -wp sin wt + wg cos wt.
XX V=W coszwt pxq ~w sinzwt (@ xp) =w (p x g) is constant;

hierbij is te bedenken dat p x p =g x g = 0.

(ii) a = ~w23 cos wt — w“q sin wt = -ng_:_; [a] = m?'f_:g .
. dy
1.1.10. Met behulp van de bewegingsvergelijking K = ma = m it volgt
d dx dv
FERX M) Tme X VA mK X = X ¥t xx K= x K
1.2.1, a) grad ¢ = (4x - 3y - 4z, =3x + 2y, -4x + 122) ,
2 2
b) grad ¢ = (= , =5 , D,
X +y X +y
2 2 2
_ o 3xz  _3yz x_+y - 2z
C) gradfP"( 5 L] 5 ] r5 )'

1.2.2. -3,
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1.2.3. & = (~2,-8,4).

1.2,4, 7x = 3y + 8z = 26.

T

1.2.5. 3

1.2.6, A(x) = F‘(I_:sl)/lz .

1.2.7. a) divv=1, rot v = (-1,0,0);
b) div v =x", rot v = (-4yz,2xz,-4xy};
c) divv =20, rot v=0.
1.2.8. grad |__:£|DL = u]§|a_2§, div(|§|a_:_<_) = {a + 73)|_1_{_|a,

aa + l)|_>£|u-2.

rot(]iluzc_) =0, A|3{_|Dt

1.2.10. Neen; bijv. voor v = (z,x,y) is rot ¥ = (1,1,1}, en in het punt (1,0,0) is

dan (_\l,rot v) = 1.

1.2.11, div v = div(p grad ¥} = ¢ div grad ¢y + (grad ¢, grad ¥) =¥y + (grad g, grad ¥},
rot v=rot(y grad y) =¢ rot grad Y+ (grad ¢) x (grad ¢) = (grad ¢) x (grad ¢); .
(v,rot v) = ¢(grad ¥, (grad ¢) x (grad y)) = 0.

r div grad % + (grad r, grad -::)

1.2.12, div(r grad %)

1 X 1 1
=)+ E,- B =0 - xx) = -5,
r T r
1 1 1
rot{r grad -1_-) =r rot grad T (grad r) x (grad -E) =
s+ Ex (<& = -1 -
g+ 3x 3 ;7Xx3=0.
r r
1.2.13. A(v,x} = div grad(v!x + vyt v3z) =
av v v v v av
L ] 2 3 1 2 3
_dlv(vl+x8x+y3x'+zax’V2+xay+y3y+zay’
v av v
1 2 3, _
Vyr Rt Y g2 S

]

cee = 2divy ¢ (%09 = (x,89).

Maar Av = grad div v.— rot rot v = 0.
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1.2, 14, £(x) = C’|3_<_]_t + C, met C;,C, constant.

2

1.2.15. Zie het vraagstukkendictaat Wiskunde 30, opgave 1.3.14,

1.2,16, Een vlceistofdeeltje ter plaatse X heeft een snelheid v = x; deze snelheid
is gericht langs de voerstraal vanuit de oorsprong naar X en de grootte van

de snelheid is gelijk aan de afstand van x tot de oorsprong; div v = div x=3.

Voor r{t) geldt -g{— =r, r{0) = 1, zodat r(t) = et, v(t) =%L r3(t) =%TL e3t.
Uit het laatste volgt —1-%% = 3 =div v.

1.3.1., Beschrijf K door een tweede parametervoorstelling x = x{u), @ £ u = B, en
zij u = u(t). Dan is

b b du B d_}g

j f(x(t)) dt = J f(X(t)) 5 dt = J £(x(u)) I

a a o

dx

1.3.2. a) -:—5-(/§+ ; b)0; <) b

1.3.3. -37(10»”1‘6- i),

i ]
T—;——E y £ = -5(2,2,1).

|
1.3.4. s(x) = x + 7 log
I 4 _ 2 2
1,3.5. a) 33 b)-l—; c) 0, merk op datx—grad(xy-l-yz-rz).

1.3.6. a) ugl; b) u'OI.

1370 am W -3 9% D3-7F
S S ARy TEY 3
1.3.10. 15 v = (y,x) = grad(xy).

1.3.11. a) a sin b, want (sin y, x cos y) = grad(x sin y);

b) 3, want (y+z, z+x, x+y) = grad(xy + yz + xz).
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I

1.3,12. 0 = f (grad{(oy),t)ds f (¢ grad y,t)ds + J (yp grad ¢,t)ds.
K K K
4
_ dx,2 | dy.2.. _ _ 112
1.3.13, j[(dt + (5 lde —5
0

1.3.14, a) %; b) 973 ) V2.

1.3,15. De massadichtheid van de schaal is m = MZ .
2ta
m/2 2
Ix = JJ m(y2 + zz)do =ma4 J sin 6 48 f (sinzﬂ sinzfp + cosze)dw =-L;- ma4 =-§- Maz.

S 0 0

1.3.16., Uit de impliciete-functie-stelling (zie college Wiskunde 30, 2.3.3 en 2.3,
voorbeeld 4) volgt dat er een functie z = g(x,y) bestaat zodat
F(x,y,g(x,y)) = 0. De partiele afgeleiden -4 s g zijn te berekenen met be-

ox oy
hulp van de kettingregel:

38 . _ 3F [3F l%=_3‘-‘_‘/£
ox ax/ 3z * 3y oyl sz °

De oppervlakte van S wordt dan

98,2 . 08,2 . lgrad F
” ar 5T~ (ay) dxdy ” T;EWT)?"L dxdy .
5 |

G

1.3.17: Beschrijf de torus door de parametervoorstelling
x = (a+b cos u)cos v, y = (a+b cos u)sin v, z = b sin u ,

met 0 < u<2m, 0 £ v £ 21, De oppervlakte van de torus is 4nzab.
. R 2 2 2
1.3.18. Een gedeelte van de kegel 2° = x + y /2.
1.3.19, -;1(2/5— 1).

1.3.20. 18{25 + V2 log(VZ + /3)1.
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1.3.21. Er zijn drie snijpunten: (0,0,0), (1,1,2) en (%,%,-3—7).
De hoeken zijn resp. -g- , arccos en arccos 6 .
V697 V1649
1.3.22. a) 2 BT o) 24
s J . 4 H 2 ? .
1.3.23. a) g’%, b) 03 <) 0; d) I18m.

1.3.24, a) L b)g—.
5
1.3.25, a) 4; b)) m; c) - 3 -

l.4.1, Uitkomst van de integralen: a) 3; b) %{a} + az); c) 4m.

1.4.2, a) Gebruik de stelling van Ostrogradsky en bedenk dat n X v = 0 op S.

Ly

b) Pas de divergentiestelling toe op het vectorveld pv;

div(pv) = ¢ div v wegens (grad ¢,v) = 0 .

1.4.3. Pas de divergentiestelling toe op de vectorvelden v = (x,0,0), v = (0,y,0),
v = (0,0,z2).

Y.hiho a) 2; b)) 8wy ¢) - % )

l.4.6. a) Gebruik de stelling wvan Gauss voor een scalarveld g = 1,
b) Pas de divergentiestelling toe op het vectorveld v = x; div x = 3,

c) Pas de divergentiestelling toe op het vectorveld v = IEJ%E; div(|5J2§)==5L§|2
}1.4.7, Pas de divergentiestelling toe op de kolomvectoren van A.

1.4.8. Voor elk gebied R met rand S is de uitgaande lading door S gelijk aan het te-
gengestelde van de verandering van de in R bevatte lading. De afleiding is
verder analoog aan die in het college Wiskunde 40, 1.4, voorbeeld 2. De con-

tinuiteitsvergelijking drukt "behoud van lading" uit.
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1.4.9. a) Laat S(t) de rand van R(t) zijn, met naar buiten gerichte normaal n. Ge-
durende een tijdsinterval At verplaatst een oppervlakte—element Ao van
S(t) zich over een afstand |E|At in de richting van V. De inhoud wvan de
daarbij beschreven scheve cylinder is gelijk aan (v,n)Acdt. De totale

volume-verandering van R(t) is dan
AV = ” (x,;_x_)do . A,
S(t)

Na een limietovergang At -~ 0 volgt

%— = J[ (v,n)do = {JJ div v dt .

S{t) R(t)
b) De integraal
. I = ” p(x,t)dt
R(t)
verandert gedurende een tijdsinterval At met een bedrag
_ ER
AT = m dt « At + (pv,n)do * At .
R(t) s(t)

Na een limietovergang At + 0 volgt
i]; = ..a_i = BJ. i
P JIJ 5e 9Tt JJ (¢v,n)do !J [=¢ + div(ew)Idt .
R(t) S(t) R(t)

c) Zij e(x,t) de massadichtheid van de vloeistof. De massa bevat in R(t) is

constant in de tijd, zodat

d - 32, g =
rTa J.” p(x,t)dr ” [at + div(pv)ldTt = 0 .
R(t) ‘ R(t)
Daaruit volgt %% + div(pv) = 0.
I i van de i len: a) 0; b) - 2-%; ¢ =a=
.5.1, Uitkomst van de integralen: a) 0; - 7 c 55
1.5,2, Gebruik de stelling van Green met resp. u=.0, v=xenu= -y, v=20.

mab.
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a) 0; b) 60m; ) O.

Uitkomst van de integralen: a) -inRz; b) 0} c)

] —

. Pas de stelling van Stokes toe op het vectorveld v = in x x; rot(inxx) = n.

a) ém; b) =3 c) T d) 0.

1.5.7. a) %—az; b) (2n - J§032; c) vaz.

1.5.8. Pas de coordinaat-vrije definitie toe voor een infinitesimaal oppervlakte-—

celement

S 1= {{x,v,2) ] X = X, y] Sy < yt + AY, Z) £z <z, + Az}

1

met oppervliakte A = AyAz en normaal n = (1,0,0). Laat K de rand van S zijn,

dan is bij benadering

J (v,£)ds =

i

vztx],ylpzlmy +v3(x1,y1 +Ay,zl)Az - vz(xl,y].zl +AZ)AY -v3(xl,y‘,zl)az ~

Bv3 v
e~ (-a-;- - EE_)AYAZ .

Na een limietovergang Ay - 0, Az -+ 0 volgt nu

Ax~+0 A K

Ay->0

(rot v,n) = (rot _\i)x = lim-l- f (v,t)ds

Op analoge wijze zijn de y~ en z-component van rot Vv te bepalen.

1.5.9. Schrijf de te bewijzen betrekking uit in componenten. Pas de stelling van

Stokes toe op de vectorvelden (0,-v3,v2), (v3,0,—v]), (-vz,v’,O).

1.5.10. a) Gedurende een tijdsinterval At verplaatst een lijnelement 4s van K(t) zich
over een afstand |z[At in de richting van v. De oppervlakte van het daar-
bij beschreven parallellogram is gelijk aan 4o = |v x t|asAt, De hele
kromme K(t) beschrijft gedurende het tijdsinterval At een oppervlak, S
te noemen, met rand bestaande uit K(t) en K(t + At). Op grond van de stel-

ling van Stokes is dan
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AT :=T(t + At) - T(t) = ” (rot w,n)do ,
S -

v X

i1ad S Lad

met bijpassende normaal n = - _—
Substitueer de hierboven gevo'r-i‘den wgarde van Ag, dan is

AT = J {rot V¥ x t}ds « At .
K(t)

Na een limietovergang At + O volgt

"c:illt = (rot v,v x t)ds.= f ~(rot v x v,t}ds .
K(t) K(t)

Door uitschrijven in componenten is eenvoudig te verifiéren dat

rot v x v = (v,grad)v - } grad ]_\_r_|2 .
Bedenk vervolgens dat
2
(grad |v|®,t)ds =0 .
K(t)
Aan de verandering AT volgens a) dient te worden toegevoegd de term

oV
(Et- ,E)ds « At .

K{t)

Voor de afgeleide -g-% volgt dan

dr oy
= = (GG + (vygrad)v),t)ds .

dt
K(t)
De som

v dv

3T + (z,grad)lr_ =3 Ic

heet de totale of materiele versnelling.
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1.6.1. a) 9 = xsiny +y cos x + £x2+§y2,
2 2
b) ¢ = xe +xy -y,
) o= 4x - 4yt + w2 - ye.
A X dz A X
1.6.2, E_ = J = ,
x  hmegy . 2 + yz R 2,‘2)3/'5 2req 2, yz
P o= A J y dz _ A v
= ]
y o 4me, B 2+ y2 4 Z2)3/? 2rey 2 y2
A J’ z dz A P y
E, = = O’ E"_' ( » :0);
z 41rs0 (x2 + y2 N 22)375 21150 <+ y2 x2 . y2

1og(x2 + y2) + C.

E = -grad ¢ met ¢ = - lmso

1.6.3. a) Zij K de cirkel x2 + y2 =1, z= 0, in positieve zin doorlopen, dan is

24y% #0.

f (v,t)ds = {r # 0; of ook: rot v = (0,0,x
K
b) Laat K] o

(1,1,1) en gegeven door de parametervoorstelling resp. 3(t)= (t,t,t) en

en X, twee krommen zijn, beide met beginpunt (0,0,0)} en eindpunt

x(t) = (t,tz,t). Dan is

f (v,t)ds = -Z; , f (v.t)ds = % ,

S| Ky

d.i. een wverschillende uitkomst.

0f ook: rot v = (0,4x,2x) # Q.

1.6.4. a) rot v = 0 in ]Rg, p = xzyz3 - y2;
. 3 2.3, 4
b) rot v=0 in R, ¢ = y 27sin x - X z;
c) rot v=201in R’ minus de z-as (dit gebied is niet enkelvoudig samenhangend!);

!

V2 + y?
2 2

X -;g-y + 27 + 2%y + 4xz - yz + 1.

2 . .
evenwel, v = grad(- + 2z7) zodat v conservatief 1s.

]-6-5-G=4,B=2"\(=-1;m=



1.6.6.

1.6.7.

1.6.8,

1.6.10.

1.6.11.

1.6.12.

1.6,13.
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a) Ja, want rot v = 0 in R en R is enkelvoudig samenhangend. Het veld v heeft
een potentiaal ¢ = log{x + y) + logy + log(z + 2) in R.
b) 9(0,2,0) = ¢(1,1,0) = log 2; de integraal is onafhankelijk van de gekozen

weg mits deze in R ligt.

Alle integralen zijn van de gedaante J (E,E)ds met v conservatief in een ge~

bied dat K bevat, dus v = grad ¢. K

2 2
3-%—; b) 114; c)x+yz+z-3. .

2 1
a)xy-gy

rot F =0 in ]R3; g = xzyzz + y3 + 22; 56,

X X
f(x) = J—(grad f,t)ds + C = J-A(_}g_)(_g_,_t_:_)ds + C,
0o 0

waarbij de integraal te nemen is over een (willekeurige) kromme van 0 naar X

en C een willekeurige constante is. Voor twee punten p en g op de bol !_{i =a @

is
9
£(q) - £(p) = f—?\(_}g)(_:g,_l_:_)ds “ o,
B
waar‘bij gei’ntegreer_d is over een kromme op de bol [§| = a. '
De functie f(_)_:_) is dus constant op de bol ]5! = a en men kan schrijven

£(x) = F(jx|).

rot{¢p grad p) = (p. rot grad ¢ + (grad ¢) x (grad ¢) = 0; écpz.

rot B =0 buiten de z-as; pas de stelling van Stokes toe voor een oppervlak_

met rand bestaande uit K en de cirkel x2 + y2 = az, z =0 met a voldoende

groot; maak gebruik van de uitkomst van 1.3.6a).

a) -m1 (vervang de ellips door bijv. de cirkel x2 + y2 = 1);

b) log 4.

il
— ¢+ 2nm, n = 0,%21,£2,... . sikg

4
A
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.7.1. a) Zij S de rand van de kubus begrensd door de vlakken x = £l, y = *] en

z =1, en zij de normaal n op S naar buiten gericht; dan is

” (von)do = 24 #£ 0 .
S

Of ook: div v = 3 4 0,

b) Zij S het boloppervlak x2 + y2 + z2 = | met naar buiten gerichte normaal

n; dan is
[ wos s [t ro.
S S

Of ook: div v = 5y2 # 0.

1.7.2, a) divyv =20 in ]R3, w= (xy + x2 - -%- 22, Xy +yz — % 22,0);
b) divwv =20 1in ]R3, W= (xzyzz - -;- y2z3, —xy32 - %— xyz3,0);
¢) divv=0in ]R3, W= (xzy3 + -l:,:-x323, —y"z3,0) .

1.7.3, a = -2, w = (0,%}(2 - 2xz - 3yz, —xy + 2xz).

1.7.4, div(c x x) = (x,rot ¢) = (c,rot x) = (x,0) - (c,0) = 0.
rot w = rot(Ax) = A vot x + (grad A) x x = (grad A) X x = ¢ X X,

als grad A = ¢, dus /\(_}_c-) = (_c_,_:_{); w = (_9_,1:_)_}5.

1.7.5. div(grad ¢ »x grad ¥) = (grad ¥, rot grad ¢) - (grad ¢, rot grad y) = 0;
o grad ¥ of -y grad o.

1.7.6. Zij v = (vl,v v3) dan is

2’
tlv(tx) = x] = (t(vzz - v3y), t(v3x - viz), t(vly - vzx)) .

Bepaal de x—component van rot w en bereken daartoe



1.7.7.

1.7.8.

1.7.10,

- 5] -

(rot tlyv(tx) x xD) = -g-y—[t(v]y - vox)] - %El:t(VBX - v2)]=

ov av ov ov
_ 2 _ 2 _ .2 3_ 1
tv1+t(y3y x—-—ay)+tvl t(x—az 2—52—-)
v v v
B 2 I 1 1, .
2tvl+t(xax +yay+zaz)—
dv. (tx)
_ 2 1= d .2
= 2tv1 * e = dt[t vl(t_}_c_)} .
. Bvl 3v2 3v3
waarbij gebruik gemaakt is van het gegeven div v = st 5 o s 0.
Voor de x-component van rot w volgt dan
1
(rot wix))_ = ii--——[tzv (tx)1dt = v (x)
== x dt: 1= 1= "
0
Analoog is te bewijzen (rot ﬂ)y = Yy, (rot _t_v_)z = vy
. L I
B = rot Amet A= 9 (0,0,—log(x2 + yz)) of ook A= 0 { Xz ,--—ryz -— . 1),
o — _— 4 = 2 2 2 . <
X +v X +y

div E = 0 voor r # 0; pas de divergentiestelling toe in het gebied tussen S
en het boloppervlak |_}_<.| = a met a voldoendé groot; maak gebruik van de uit-

komst wvan 1.3.24a).

e P Y X - P 2
z 41760( r3 ’ r3"0) lmEO g3 * grad(r).

In eerste instantie voldoet als vectorpotentiaal

= 94 b z - X z
¥ 4?1'80( 3 7T + £(x,y), 7 7T + g(x,)f) 0,

'y x +vy

waarbij f en g moeten voldoen aan %E - -g-)%: 0.

Dezé vectorpotentiaal is eindig buiten de z-as. De vectorpotentiaal is teven
eindig op de negatieve z~as, indien we nemen
X

£(x,y) = —5demr , g(x,y) = - ———x

x2+y2 X +y




1.8. 1.

1.h.2.

1.9.

1.
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De vectorpotentiaal w wordt dan

= Z X z
5T e G D G e 0,0)
X -+ y ® + y

. Schrijf elke component van de oppervlakte-integralen in de vorm ff (v,n)do,

zoek een geschikte vectorpotentiaal van v en pas de stelling van Stokes toe.

a) v = (x,0,0) of v = (0,y,0) of v = (0,0,2) of y = %35;
f

b) v = (z,%x2,0) of v = (z-y,0,y) of v = (0,x,y-x) of v = }(z-y,x2,y-%x);
1 2.1 2 I 2 I 2 3 2
c)y_=(—2-y tw 2t - Xz, Xt g2 —yz,-z-z)of
12 12 I ) 3 .2
yv=(Gx +tyz° ~xy-xz, 5y txz -xy-yz, 5zl
o2 o201 .3 1 22 2 01 4.1 4 1 3
d) v = (xy7z xyz +3xy,2xz + Xyz +12x +-1-§-z,-jyz)of
2 2 2
v = (xyTz,xyz ,x yz).
1
w=~g(x3+y3+23),
W o= Gl xzz S v3 - =y z + 1 22 l-x Z - Xyz - LI x3)
=3 3 z 7 7Y% 2 3 AT T B3
x2 2
u = constant: + —L = 1, ellips;
cosh u sinh'u
x2 y2 X
v = constant: 5T TS = 1, Py =1, ET%—; z 0, kwart hyperbool;

cos v 5111 V

u={0: lijnsegment -1 5 x

1A

.
o]
i}

o

v = 0: lijnsegment x 2 1, y = Q;

LI lijnsegment x = 0, y = 03

V=
v = 7m: lijnsegment x £ ~1, y = 0;
v = %;: lijnsegment x = 0, y £ 0.
3IxX 9x
el (sinh u cos v, cosh u sin v), el (-cosh u sin v, sinh u cos v);
X 8%
5 L 55 » dus her coordinatenstelsel is orthogonaal;
X o ox / 3 5
.-—..-_-_..= i 2 in? | | m—) = i + i .
hl T sinh“u + sin“v, h2 pye sinh“u + sin‘v
[ Bza 32a

Ao = 5 5 ( 5 + 2),

sinh“u + sin“v du 3V

A
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o o 2
u = constant: X = &(uz‘-rzf); % 2 0, halve parabolische cylinder // z-as;
u

2 .

v = constant: x = &(XE - v2), parabolische cylinder // z-as;
v
u = 0: halfvlak x= 0, v = 03
v =20: halfvlak x 2 0, vy = 0,
ox 9x K
Tu = (u,v,0), 'é_v= (-v,u,0), 3z = (0,0,1);
ax ax 3x .
R TR T zijn twee aan twee loodrecht en vormen in deze volgorde een
rechtse schroef, dus het coordinatenstelsel is rechts orthogonaal;
9x —_— dx
h, = [=— = Vu? + v2, b, = |=—| = /u? + vz, h, = 1.
1 du * 2 v 3

Voor de vectoroperaties grad, div en rot in (u,v,z)-coordinaten, zie college

Wiskunde 40, [.9.1, 1.9.2, 1.9.3;

2 2 2
Ao = 5 ] 2(a ; + 3 3) + 3 3 .
ut + vT du dv- 3z
2 2 22
£ = constant: X + b/ + = = |, omwentelingsellipsolde om de z—as;
2 2 2
£+ 1 g7+ 1 £
2 2 Z2 2 3
N = constant: —— 5+ J 55 L5 z 0, halveé&énbladige omwentelings~ .
I -n I = n T

hyperboloide om de z-as;
¢ = constant: halfvlak met de z—~as als rand en onder een hoek ¢ met de posi~ -

tieve x—asj;

E = 0: cirkelschijf x2 + y2 £1, z = 0;
n = 0: complement in (x,y)-vlak van cirkelschijf x2 + y2 <1, z =0;
n = }: positieve z=-as;
n ==1: negatieve z-as.

X .
= = sin ¢,n) ,

ox 2 2

X + 1 .
== (- £ cos 9, -n\ / =——=sin ¢,£) ,

n ] - 1 -

n n

ax
3" /(52 + 1D(1 - n)sin 9, V(€2 + 1) (1 = n2)cos 9,0) ;

3% 3x 93X v ,
AT Sa-zijn twee aan twee loodrecht, dus het coordinatenstelsel is or-

n

thogonaal; N.B. het coordinatenstelsel is rechts orthogonaal mits de coordi- i’}

naten in de volgorde (n,f,9) worden genomen;




1.9.4.

1,9.5.

1.9.6.

1.9.8. w

19x 2 2" ax 2 2 X
S Wil Y S A = |—| = ul
byt lEE ~\/"‘i"‘“""’l"z‘ DI g By | < YER DU -2,
. £° + | 1 -n

Voor de vectoroperaties grad, div en rot in (§,n,p)-coordinaten, zie college
Wiskunde 40, 1.9.1, 1.9.2, 1.9.3; bij de bepaling van rot a dienen de coordi-

naten in de volgorde {(n,£,9) te worden genomen.

2 2 2
d
Ao = ._T_l__zg_a((gz + 1)%) + _gn.((l - n2)3°f- : E” +1 - 3 cx2 '
7+ E"+1(1-n7) 39

In oblate sferoidale coordinaten (§,n,9) dient de potentiaal V = V(§) te vol-

doen aan
f 1 d .. 2
AV = —=( (£ 1) ) = 0
gz . 2 dg dg ’
o) =1,
VE) = 0 als £ + = ,

De oplessing van dit probleem luidt
2
V=1 -FarctanE .

De equipotentiaal oppervlakken zijn de oppervlakken £ = constant, dat zijn
omventelingsellipsoiden om de z-as (zie 1.9.3).

De ladingsdichtheid op de schijf is

2e dv 4 460

o = “2eq .00 = =T GO " T " =

. . 2 .
a) v. =z cos ¢—2r sin ¢ cos 9, v(p = -z gin @ — 2r cos ¢, v, = r sin ¢ .
. L2 . . .
b) v. =p sin § cos € cos ¢=2p sin“d sin ¢ cos ¢ + p sin 8§ cos O sin ¢,
P 2 . . 20
Vg = P coS B cos p—-2p sin & cos 8 sin ¢ cos ¢—p sin"0 sin ¢ ,
vcp = -p cog 9 sin 9 = 2p sin O cosztp.
£ - L -2 - [ L1
v = (f,rp,2), a= (¥t - 9", rp + 2t0,2).
“0 Mol
§_=rotémetA= —(0,0, 1ogr)ofookA-——-—( ,0).
w = ——(0 0-'l r_cos e) in bolcoordinaten (r,9,p).
4m r sin
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2.1.3.
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Hoofdstuk 2. Partiele differentiaalvergeli jkingen T

Zie M, Alonso & E.J., Finn, Fundamentele Natuurkunde, deel 3, Golven, § 1.7.

De afleiding is analoog aan die van de snaarvergelijking uit 2.l.l. Bedenk

dat de spanning in de ketting gegeven wordt door T(x) = pgx, waarin p de mas— .
sa per lengte-eenlieid is.

Beginvoorwaarden u(x,0) = ¢(x), ut(x,O) = Y(x), waarbij o(x) en ¥ (x) gegeven

e S AR

functies zijn; randvoorwaarden ux(O,t) =0, u{f,t) = 0.

Zie M. Alonso & E.J. Finn, Fundamentele Natuurkunde, deel 3, Golven, % 1.5.

Stel de warmtebalans op voor een willekeurig gebied R in B? met randoppervlak
S; n is de naar buiten gerichte normaal op S.
Tengevolge van de warmtestroom q := —-k grad T stroomt gedurende een tijds-

interval At door S naar buiten de hoeveelheid warmte
-[J k{grad T,n)dc * At = - [JI kAT dt - At .
S R
In hetzelfde tijdsinterval produceren de warmtebronnen een hoeveelheld warmte
J” Q(x,t)dt « At .
R
De verandering van de "warmte-inhoud" van R gedurende het tijdsinterwval At
is gelijk aan
Iff Ep[T(ﬁ,t + At) - T(E,t)]dr ) f[j cth(E,t)dT + At ,
R R
Voor elk gebied R geldt nu
[JJ (kAT + Q(x,t) — cth]dr =0,
R
en daaruit volgt

- £ —_—
AT - = T, — -

]




2.2, 1.

2'2‘3.

2.2.4,

2,2.5,
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De afleiding is analoog aan die in 2.1.4. Aan de warmtebalans moet nog wor-

den toegevoegd de term
fJ cpT(v,n)dg * At = J[J cp (v,grad T)}dr - At ,
S R

d.i. de warmtestroom door S tengevolge van de beweging van het medium.

De afleiding is analoog aan die van de vergelijking voor een trillend mem-
braan; zie voor de laatste M. Alonso & E.J. Finn, Fundamentele Natuurkunde,
deel 3, Golwven, wvoorbeeld 1.10.

2 ] .
_ 2n 2 sin{nra/f) . namx arect

ulx,t) —-*EW Z 5 sin —p= cos —5— .

T n=1 n
u{x,t) = - %- 7 : 5 sin (n + é)“x cos (n + E)NCt 3

n=0 (n - -2-) (n + -2-) (n + 'f)

T, = @5 Dfe, 5= L2500

1 < I
u(x,t) == ) cos(n + })mx sin(n + 4)wt .

T Gy m* !

64a’bl ¢ o 1 . @m+Drx . o+ Dry

u{x,y,t} = 3 ) sin ~ sin = .

T m=0 n=0 (2m+1)3(2n+1)3

2 2
+ cos ﬂcg\//ZZm-;l) + (2n-;1) }.
a b

. o« n
i t -1 . .
u(x,t) = Sin (;J}i{ns;.:n w - 2(.0 z "-'-—'——"-"—( )2 2 s1n nNTX sin nrt

2
n=l w =T
als w #Fmm, m= 1,2,3,...3
w=mr, m= 1,2,3,... correspondeert met resonantie;

sin mmt
——)] +

u{x,t) = (-I)m[x cos mmX sin mmt + sin mrx(t cos mmt - S

_2m v (D"
= 1

sin n7x sin nrt als w = mr.
n=lm =-n
n#m



2.2,6.

2.2.7.

2.2.8.

2.2.9,
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2 0
W ulxe) = Hix@ - 0 - 2 b sin RIDIE o (202 Dncty,
T n=0 (2n+1)
2 =)
(11) u(x,t) = 4qt z ! 3 sin (2n+;')1Tx [1-cos w(2n+é)HCt] .

TTr3 n=0 (2n + 1)

- 2A z —Ssinna ..o nx[w sin nt - n sin wt]
2 2
n=1 n{w - n")

als w#my m= 1,2,3,,..3

A . . . ’
ulx,t) = —5 sin ma sin mx[sin mt = mt cos mt] +
T
24 ¢ i
+ =7 — 228 82 _ sin nx[m sin nt - n sin mt]
T 2 2
n=1 n{m“ - n")
n#m

als w = m (resonantiel).

= 22
a) T(x,t) = 7} Cnsin 1_1__;_3:_ expl- -.1_"_7_‘.2_553 met
n=1 L
2
=2 o DTE e
C, =1 J ¢(8)sin —= dg 3
0
2 9 nmx nmg 1'I.2Tr2I<t
G(x,5,t) = = sin-——“—sin——exp[- —_—T
£ £ L 2
n=1 [
1% ] . (Zn+ Drwx (2a + 1)21720-:1:
b) T(x,t) = - - z ] sin 7 expl - = ] .

n=0 (a =) (@ +5) (n+:;‘-) 2

2

4
T(x,t) = 3 = } cos 2—;? exp[- ._.12.'5.3:.] H
3

lim T(x,t) = i

Lo

de "warmte-inhoud" van de staaf is constant, dus

lim T(x,t) = % J T(x,0)dx = -’i- J sin2 -1% dx = 1 .,
tx 0
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2 v (=" 2 2
j2.2.10. u(x,t) = - nzo é—:l¥ cos(n + §)mx expl—-(n + })"n7ed .
2aT o n-1 22
_ 0 . {-1) . n7r _ n'nkt
D 2.2,11. T(x,t) = — ———— sin — expl 5 ],
: n=1 a
pt n-1i nznznt
TO,t) = 2T, | (D7 expl~ 2]
n=} a
T . 2.2
2.2.12, a) u(x,t) = Z Cn51n nmx expl (a0 - n“717)t] met
‘ e
)
Cn = 2 f p(x)sin nrx dx .
0
b) Voor o £ n? zijn de exponentiele functies expl (o - nzwz)tj alle begrensd
voor t = 0} voor @ > FZ neemt expl (a - wz)t} onbegrensd toe met de tijd.

o 22
2.2.13, T(x.0) =%W"X)‘:m§ ) 1 > cos ®+3hxem{_(n+ﬂ gzﬁ ’
kt” n=0 (n+}) %

lim T(x,t) = %(2 - x).

oo

sinh /Ex

2,214, T, (x) = ,
' ! sinh /E

- o 1n
Py = SR BE oo ue v D7

22

. 2 2
sin nrx expl-n"n"t]
sinh vyp n=l nmn 4+ u

]

w n
2.2.15. (1) u(xe) = 40 - x8) - 22 ] LD costn+ Prx expl-(n+ Hone]
™ n=0 (n + 1)

hd i
2_(% ) _'—( (—11)3 cos{n + }mx{1 - exp["(n’f%)zwzt]} .
77 n=0 (n +

(ii) u(x,t)

gin mx sinh (2 - y) .

8 E sin{2n + 1)7x sinh(2n + )7y
ginh 27 1T3 e '

0 (2n + 1)3sinh(4n + )

2.2,16. T(x,y) =




2,.2.17.

2.2,18.

2.2,19,

2.2.20.

2,2.21.

2.2.22.

2.2.23.

..59-.-

Y

. 4qb cosh{(2n + )nx/b)sin((2n + 1)1y/b)
T(st) = 2 7 .
kr© n=0 {(Zn + 1)"sinh{(2n + I)7a/b)
T(X:Y) = %’:5‘ .
P ot 1 S sinh arx cos nny
9 () ¢ 5{2x T E n cosh nn 1

n=1

waarbij C een willekeurige constante is;

[++] ==
. cosh nx cos nmy . _ _ sinh nmx sin a7y
Ix 2o+ J z ‘cosh nm * Jy J Z cosh num '
n=1 n=1 )
2 ¢ sin nTx cosh am
ue,y) = V{x + = ] ot 7 .
n=1
[=-] :‘_‘1‘;
ul{x,y) = %- z ————l———g sin(2n + 1)x exp[-(2n + Dyl ; 4

n=0 (In + 1)

zonder de begrensdheidsvoorwaarde voldoet ook als oplossing bijv.

u(x,y) + Cm sin mx sinh my met constante Cm en m geheel,

2ntl

T(r,o) r sin(Zn + 1)¢ .

Ii
k-
+
SIS

fl

u(r,o) C + z rn(ancos ng + bnsin neg) ,

n=1

waarin C een willekeurige constante is en

ki b
_ = 1 . .
a = J h(B)cos nb do, bn = — f h(8)sin nd db ;
. -1 -
ﬂ
u(r,p)} = C - %;- J h{8)log(l - 2r cos(y - 0) + r2)d9 .

-
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azv] LA 32vl ’
+?ar +—-é-—-§-—=0’0$r<a,—1:5(p51r,

ar r 9¢

32v2 LA azv2
= —— ———t = - < ¢ S

2 U TIRRNEN 0, r>a, =" =9=7,

ar r- 3oy

v, (r,9) is begrensd voor r 2 a, -m £ ¢ =T ,

3, 3V,
V](a,w) = -Eja cos ¢ + Vz(a,w), € 3;—(a,¢) = -Ejcos ¢ + 3;—(a,w), -T < g ST

2E0 2E.x
V1=C—E-;-]-rcos<p=c—e+]b1nnen de c¢ylinder,
v ='C+-E—:--]—E ElE-c:os buiten de cylinder
9 —T %0 3 ¢ buiten de cy .

waarin C een willekeurige constante is;
uit E = —grad V] volgt dat het veld binnen de cylinder homogeen is met veld-

sterkte 2E0/(s + 1) evenwijdig aan de x-as .

I o+l .
o m sin(n + {)o .

2.2.25. T(r,¢) =%

I~ 8

n

t 1 2n+1} 4 2o+l
2.2.26, ul(r,9) = 2( ——E-— ): TYS ir n -(;-] ] cos{2n + 1)y,
og 2 n=0 (2n+1)“(4 - 1)
o0
2.2,27. T(r,9) =-§ Z -——}-——3- r2n+lsin(2n + o,
n=0 (Zn + 1)
s 2
2.2.28, T(r,p) = %—[-127 - r sin ¢ -~ ;:- Z -—-§-]~—~—-— r "cos 2ngl;
n=1 4n° — 1|
2
i - 1+ 2
T(r,0) = T(r,m) = £ 22 log g=F » T(0,0) = 7 -
2 o 2n+i
2 .2 8 ] r .
2.2.29, u(r,g) = %r-[—r sin"g - : z e D On T 1) 3 (Z] sin(2n+ 1)gl.
n=0

2.2.30. u(x,y,t) = sin LIE———?—F}- sin P-g-X(A cos mmt +B sin wmnt), mn = 1,2,3,.00

2 20
w ='HC\/(m—é) 2
m 2 2
a b




D e ey

S e e B fondE D

-8l - ‘
B
.
R T T2 .
2.2.31. u(x,y,z,t) = cos —= cos 2L cos BL%2 (A cos w___ t + B sin w___t), 71
a a a EOp mp :
ac i 5 ) -
UJImp = """é“ mz + 1 + pz’ m,n,p = O,I,Z,al-’ (I‘n,n,p) # (0,0,0)- l_u:i‘
a . ) a . ‘?
2.3.1, a) Voor 0 £ tS'E:'lS voortk-gls o
0 voor x < —-a - ct, [0  wvoor x < - a-ct, D
voor —a - ct < x < =a +ct, 4 wvoor —a-ct <x<a-—cti,."~'
o4
u(x,t) =4¢1 voor ~a+ct < x < a-ect, u(x,t) =40 voor a-ct<x<-atcty!
4 wvoor a - ct < x < a + ct, i  voor —a+ct<x<a+ct;.v"“§
0  voor x> a + ct; L0 voor x > a + ct . g
‘;‘
r E
b) 0 wvoor x < -ct, :
u{x,t) = 4! voor -ct <x < ct,
o voor x * ct.
7
0 voor|x—ct|>-2-,
c} u{x,t) = -
: cos (X - ¢t) voor [x - ctl < 7
-
2.3.2. x+et
!
lo(x-ct) +ig(x+ct) +§-€ V(&)dE voor x > ¢t > 0,
x~ct ‘
u(x,t) = 9
X+t cE—% :
i l
Jo(ct - x) * o (x+ct) +§-<—:~ J Y(&)dE +-E J V(E)dE voor ct> x>
ct—x 0
L
2.3.3. a) Voor 0 £ t £ 1 is voor ! £ t £ 2 is
- r
0 voor 0<x<1-¢t, 0 voor 3 <x<-l+¢,
voor 1=t <x<l+t, 1 wvoor -l1+t<x<3-t,
u(x,t) =431 voor l+t<x<3-¢, u(x,t) =40 voor 3-t<x<]+t¢t,
}  wvoor 3-t<x<3+t, 1 wvoor l+tex<3+t,
LO voor x> 3+ t; 0 wvoor x>3+¢t;
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voor 2 £ t £ 3 is voor t 2 3 is
~

voor 0 £x<3-¢t, 0 voor 0 sx<=-3+¢,

voor 3-t<x<-l+¢, -}  voor =3+t<x<-l+t,

0
b
u(x,t) =4 0 woor ~l+t<x<l+t, u(x,ty ={ 0 voor -l+t<x<li+t,
4
0

voor f+t<x<3+¢t, }  wvoor l+t<x<3+t,
voor x > 3 + t; L.O voor x > 3 + t.
b) Voor 0 = t £ 1 is voor t =2 1 is
0 voor 0 = x < 1=t, 0 wvoor O=zx<-1+¢t,
ulx,t) =414 voor |l —-t<x<l+¢t, u(x,t) =414 voor -l +t<x<l+rt,
0 voor x > 1 + t; 0 voor x > 1 + t.
_l_:__g_%g__j[}_ voor 0 £ £t £ 1,
2.3.4. u{0,t) = 9
—- voor t = 1| ,
T
2.3.5. [ r+ct
r-ct r+ct 1 .
. p{r—-ct) + 7T p(r +ct) *7er J oyp(p)dp voor r>ct >0,
r-ct
u{r,t) =3
r+ct
- E—;—-E——r- plct—-1) +r2+rct p(r +ct) +-2—‘_11? j ppl{p)dp voor ct >t >0;
- ct~r
u(0,t) = gp(ct) + cte'(et) + tylct).
Z2.3.6, 0 voor x > ¢t > O,
u(x,t) = x
sin w(t—-é-) voor ¢t > x > 0 .
® ipyx —u'Kt > -uzvct
' |
2.3.7. T(x,t) = — £ £ du = -2- CoS_MX & dy .
'iT - 2 m -
e U 0 u
x2
2.3.8. a) T(x,t) = expl - ——r—| 3
/T T4t I+ bt
b) T(x,t) i(']f1 + T2) + E(T2 Tl)erf{-——/_],
2Vt
T, - T1
TX(D,t) = .

2/t



2.3.10.

2.3.11.,

2,3.12,

2.4, 1.

2.4.2,
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0 - E) 2]
u(x,t) = OJ @(E){exp-lr Tt + exp e dg .
a) T(x,t) = T, erf{—-—-—] -} erf[m] -} erf{ "“H
2/t 2/t 2/t
b) T(x,t) = }T, l}rf[x a] - erf[x — a}
e 2/t
- Cc./t 2 2
C(r,t) = %C erf E—t—i -earf r_a - 0 { E-.(_E;Q—}— E-.(P—&J}’
0[ [NE e || e o 4t =P 4t

2\
c{0,t) = C. lerf _a_. -——a—-exp{—a—, .
0[ (z/{] /e 4t)

a) T(x,t) = T0|E - erf(—’;—_.];
| 2/¢

2vt [ x2 X
b) T(x, Lt - | = - XN,
) T(x,t) q - exp |~ ¢ x{] erf [2 t]}:[

Bereken Av:
grad v = F'(u)grad u,
Av

]

div grad v = div(F'(u)grad u) = F'(u)div grad u+ (grad F'(u),grad u) =

F'(u)du + F"(u)(grad u, grad u) =F"(u)|grad u|2 wegens Au = 0,

Uit 4v = 0 volgt dan F"(u) = 0, dus F(u) = Au + B met willekeurige constan-

ten A en B.

Eerste identiteit wvan Green

Jf {uAv + {grad u, grad v)]dxdy = [ u -g-l-‘:- ds;
G K

tweede identiteit van Green

” (uAv - vAu)dxdy = [(UE.Y..--V_
G K

hierin is n de naar buiten gerichte normaal op K.
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De eerste identiteit volgt door toepassing van de divergentiestelling in ]R2
op het vectorveld u grad v. De tweede identiteit volgt uit de eerste door

daarvan af te trekken de eerste identiteit met u en v verwisseld.

a) Met behulp van de eerste identiteit van Green volgt
fff Igrad ulzdr = f{ u -g-:—:- do = -h [f uzdc .
R S S

Zowel de eerste als de laatste integraal moeten dan nul zijn. Daaruit
volgt grad u = 0 in R, u = 0 op S, en dus u(x) = 0 in R.
b) Neem aan dat het randwaardeprobleem twee oplossingen ul(_y:) en u, (x) zou

bezitten. Het verschil v(ﬁ) 1= ul(_}s) - u2(_}_c_) voldoet dan aan

Av=OinR,%-§+hv 0 op 5.

Op grond van a) is dan v(x) =0 in R, dus ul(_:g) = uz(_}_c_) in R,

Neem aan dat het probleem twee oplossingen v(x) en v'(x) zou bezitten. Het

verschil w(x) := v(x) - l’.' (3:__) voldoet dan aan
divw =0 in R, rot w =0 in R, (w,n) =0 op S .

Uit rot w = 0 in R volgt w = grad ¢. Na substitutie in de overige twee verge-

lijkingen ontstaat er

Ap = 0 in R, (grad(p,g_)=-g-;%=00ps.

Hieruit volgt: ¢ is constant in R, en dus w(x) = 0, l’.(...) = v'(x) in R,
Eerste oplossing: Voer in de punten a = (0,0,1), b = (0,0,2), dan is

A(—%—) = =418(x = a) en A(ll,—-) = =4nd (x - b). Laat R het gebied binnen S zijn.
1 - 2
Met behulp van de divergentiestelling volgt nu

“‘ —g{i do = J[J Aydr = -4w JJJ [6(x - a) + 8(x - b)ldr = -4m

omdat a binnen S en b buiten S ligt.
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Tweede oplossing: De functie %— is harmonisch binnen en op S, dus ff %HG%—)dI=tﬁ
2 S 2 R
Wegens A(%—) = 0 voor x # (0,0,]), mag in de resterende integraal S worden
i
2 52

vervangen door 8': x° + y2 + (z - 1)2 = met 0 < 8 < ), waarna volgt

I3 SR - [[ % o ” TG - - Lt =

S S! s' 5!
Sxz-g) S(x-p
” (= - = dlw = -4 m — - ——lar
e T 2 2 90T, CLETR 2T

uitkomsten: a) 0; b) 03 c) 4m

De potentiaal V hangt slechts af van de afstand r tot de oorsprong: V = V(r).

Na invoering van bolcoordinaten (8,¢) volgt

27
V(r) = a? d6 sin 8 do =
r 4me /2 2 ¢ =
0 r“ + a* - 2arcos 6
0 0
a
2 | EB— voor 0<r < a,
=2 —Jfr+a- | - all =
2e . ar 2
0 a

hierbij is £ de permittiviteit van vacuum.

Binnen de bol r = a is V constant, dus het electrische veld is daar nul.
. . . . . 2

Buiten de bol r = a is de potentiaal dezelfde als die van een lading 4ma

in de oorsprong.

De potentiaal V hangt slechts af van de afstand r tot de ocorsprong: V = V(r).

(i) Na invoering van bolcoordinaten (p,8,9) volgt

2m
: 1 pzsin 8
V(r) = Tme dp d8e ‘/ > . d(p =
0 0 0 0 rc + p“ - 2rp cos 6
a -—]——(a2 - l-rz) voor 0 £ r £ a,.
] 5 250 3 i
= EEB‘ J ?{r-+p - |r"Q|]dp = 3
0 a voor r Z a;
3EOr

hierbij is ey de permittiviteit van vacuum,
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(ii) V{(r) voldoet aan de Poisson vergelijking
—i/so voor 0 £ r < a,

¢ voor r » a .

De algemene oplossing van deze gewone DV luidt

B r2
V=V (r) =A+—=—=—— voor0<r=<a,
1 r be
0
V=V, (r) =¢C +<2 voOor r 2 a
2 T ?

waarin A, B, C en D willekeurige constanten zijn.
Opdat V eindig is in r = 0, moet B = 0 zijn. Stel voorts C = 0, over-
eenkomend met een potentiaal 0 op oneindig.

Op het boloppervlak r = a gelden de aansluitvoorwaarden

: dv dv
1 2’ dr dr °
32 a3
waaruit volgt: A = 3;; s = 3;3 .

N.B. In het buitengebied ¢ > a is de potentiaal dezelfde als die van cen

lading (4ﬂ/3)33 in de oorsprong.

2.4.9, a) v({0,0,z) = %F [f dxdy = }(¥a? + 22 - |z|);
: V22 + y2 4+ z2
V(0,0,z) is continu in z = 03

VZ(O,O,z) is discontinu in z = O: Vz(0,0,0+) = -1, VZ(O,O,O—) = 1,

1 d 1 1 1
R . —— d = - :I;
b) W{0,0,z) T Jf az(/XZ = y2 = Zz)dx vy %z[-l-zr ———-"'-"""az .z
5

W(0,0,2) is discontinu in z = 0: W(0,0,0+) = }, W(0,0,0-) = —4;

WZ(O,O,Z) is continu in z = 0.

De factor €g (= permittiviteit van vacuum) is gemakshalve weggelaten,
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2,4,10, Voor elk boloppervliak B{p) met middelpunt £ en straal p, 0 < p = r, geldt

op grond van de (eerste) middelwaarde-eigenschap

u(g) = . 5 fj u do, lmpzu(g) = ff udo .
T B () B()

Integreer de laatste betrekking naar ¢ van 0 tot r, dan volgt

T .
i%r3u(§_)= fdp JJudc':'”fudT,u(_E_)= 33[[[““'
R

0 Bp) R brr

2.4.11, Laat £ = (£,n) een vast punt in G zijn en laat r de afstand van X = (x,y) tot 11

£ voorstellen: r = Yz - £)2 + (y - n)*. Substitueer in de tweede identiteit ’1

van Green (zle 2.4.2) voor v de functie

v(_:_<_)=—-:!2-1?10gr.

Dan voigt de derde identiteit wvan Green:
u(E) =+ || Au log r dxdy =+ [[logr <2-u 2=(log r)lds, £ ¢ G
-2 21 & AP " Gn an ' < ?
G K

hierin is n de naar buiten gerichte normaal op K.

2.4.12, Ga uit van de derde identiteit van Green (zie 2.4.!1) en neem voor K de cir-

kel C, dan 1is

u(@).= - f [log r du _ u %ﬁ-(log r)lds =

an
C

| Ju 1 _ 1
= HIng-{EEd5+HJUds_2ﬂpJUdS’ \
C C C

M| —
E ]

wegens [ g—::— ds = 0 voor een harmonische functie.
C
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Zij £ = (&,n) een vast punt in G, dan wordt de Greense functie G(x,5) gede-

finieerd door de volgende eigenschappen:

(1) 4G =-8(x-8), x= (x,¥) € G
(i1) G(x,§) = 0, x € K.

e

Vervang in de tweede identiteit van Green (zie 2.4.2) u door de oplossing

u(x) van het Dirichlet probleem en stel v = G(x,£), dan volgt

uf{g) = ” G(x,E) f(x)dxdy - { 8(3)‘3—5 G(x,£)ds, § € G ;
G K

hierbij is n de naar buiten gerichte normaal op K,

Het gemengde probleem beschrijft de transversale trilling van een membraan.

Neem aan dat het probleem twee oplossingen ulQﬁ,t) en uzQi,t) zou bezitten,

Het verschil v(x,t) := u](g,t) - uz(ﬁ,t) is dan oplossing van het bijbehoren-

de homogene probleem. Voer in de energie—integraal
1 2 2
E(t) = § = vt(g,t) + | grad ng,t)| ldxdy ,
C
G

dan is

1
1 = L )
E'(t) IJ [ 5 VeVep * (grad V., grad v) ldxdy
c

G
De tweede term van de integraal is te herleiden met de eerste identiteit van

Green waarna volgt

Y(t) = L - AV 4 -
E'(t) f[ [Cz VeV, v Av]dxdy + { v, 5y ds =0,
G K
] B . -
wegens Av -:5 Vee = 0 in G en Ve 0 op K.

Op grond van de (homogene) beginvoorwaarden is E(0) = 0, dus E(t) = 0 voor
t 2 0. Uit de definitie van E(t) volgt dan: V. = 0, grad v = 0; V(E,t) is
constant; v{x,t) = 0 voor x € G, t 2 0. Dit betekent dat de twee oplossingen

ul(ﬁ,t) en uz(ﬁ,t) samenvallen,
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waarbij in het uiteinde x = 0 de temperatuur en in het uiteinde x = £ de
warmtestroom is voorgeschreven.

Neem aan dat het probleem twee oplossingen u](x,t) en uz(x,t) zou bezitten.
Het verschil v(x,t) := ul(x,t) - uz(x,t) is dan oplossing van het bijbehoren-—

de homogene probleem. Voer in de integraal

L
I(t) = } J v (x,t)dx ,
0
dan .is

£ £
' —i =
I'(c) J vvtdx K I yvxxdx .

Herleid de laatste integraal door partiele integratie:

2
% 2 2
I'(t) = kvv - K vidx =« vidx < 0,
X|g X X
0 0
waarbij de stokterm wegvalt wegens v(0,t) = vx(l,t) = 0.

Uit I'(t) = 0 en I(0) = 0, I(t) 2 0 volgt I(t)

de definitie van I(t) is dan v{x,t) = 0 voor 0 < x £ &, t 2 0. Dit betekent

W

¢ voor t =2 0, Op grond van
dat de twee oplossingen u](x,t) en uz(x,t) samenvallen.

Het probleem beschrijft de warmtegeleiding in een drie-dimensionaal lichaam
waarbij op het uiltwendig oppervlak de stralingsrandvoorwaarde geldt.

Voer in de integraal

I(t) =} JJJ uz{g,t)dT ,
R

I'(t) = JJJ uutdr = g jjf uAu dr .
R R

Herleid de laatste integraal met de eerste identiteit van Green:

dan is

i

o g A o e e e Bt £ D et o e e g

e

B L S P I S i e

S T e e AT
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Jff |grad u]2dr + K ff u~%§ do =

R S

-K
-k f f Igrad u,zdr - kh [f uzdc 0.

R S

i}

' (t)

]

Wegens I(0) = 0, I(t) 2 0 volgt dan I(t) = O voor ¢t = O, Op grond van de de-

finitie van I(t) is vervolgens u(x,t) = 0 voor X ¢ R, t 2 0.
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Tentamenopgaven

Gegeven het veld

2 4 3

£=(%x3+y » 2xy — 3y +22, 2yz) .

a) Toon aan dat dit veld rotatievrij is.

b) Bepaal een potentiaal van a.

2 .. . . .
Het veld u = (ey,e ,ex), gedefinieerd in ]R3, is een vectorpotentiaal van een

veld v; het veld v is zelf weer een vectorpotentiaal van een veld w.

a) Bepaal het veld w.
b) Het veld u heeft zelf ook een vectorpotentiaal. Waarom?

c) Bepaal een mogelijke vectorpotentiaal van u.

Op de cylinder x2 +y2 = ] 1s K de schroeflijn (cos ¢, sin 9, 9), -* < p < 7,
met beginpunt P(-!,0,-m) en eindpunt Q{-1,0,n); L is de rechte van P naar Q.I

a is het vectorveld (y,z,x).

a) Bereken J (a,t)ds.
K

b) Bereken J (a,t)ds.
L

¢) Is het veld a conservatief?

Gegeven het vectorveld

= X J
8= 5 » 7T 2 » 22) -
X vyt -1 X o+ y© -1

a) Bewijs: rot u = 0 voor x% + Y2 # 1.
b) Is het veld conservatief binnen de cylinder met vergelijking x2 + y?' = 1?

c) Bereken I (u,t)ds, waarbij K de kromme is, met beginpunt (0,0,0) en

K
punt (4,1,}), gegeven door

X2+y2,

It

z
y = X,

terwijl t de eenheidsraakvector aan K is.
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1.5, Gegeven het veld

Xz vz -1 )
» » .
ey G ey T 268 v yh)

a= (

a) Toon aan dat dit veld rotatievrij is.

2. 4 conser—

Volgt hieruit dat het veld binnen de bol B: (x'-'-2)2 + y2 + 2z
vatief is? Motiveer Uw antwoord.
b) Bereken
(1,1,7/4)

(a,t)ds ,
(ly=1,-n/4)

waarin t de eenheidsraakvector is aan een van (1,~1,-1/4) naar (1,1,1/4)
binnen B verlopende kromme (eventueel een gebroken lijn; N.B. een verbin-—
ding naar eigen keuze aangeven en daarlangs integreren).

c) Geef een potentiaal van a.

1.6. Van het vectorveld u(x} in 1{3 is gegeven, dat in elk punt x geldt: rot u = 0

en (u,x) = 0; K is een kromme met beginpunt O en eindpunt p.
a) Formuleer de stelling volgens welke het veld u(x) conservatief is.

b) Bereken ( (u,£)ds.

K

c) Bewijs dat u(x) ==‘9_ voor elke _:3:_

1,7. In R3 is de vectorfunctie u gedefinieerd door

u(x,y,z) = (¥,7%,y = %) .
. K is de doorsnijdingskromme van het vlak met vergelijking x + y + z =0, en de
cylinder met vergelijking x2 + yz = 1; t is een continu verlopende eenheids-
raakvector aan K.

Bereken: a) rot u; b) f {u,t)ds.
K.




- 74 -

In R3 is gegeven het vectorveld

u-= (X,Y,Z) '

Bereken JJ (u,n)do, waarbij het oppervlak § is gegeven door

en de normaal n van de z-as af wijst.

1.9. In R3 is gegeven het vectorveld

= (et L, 2).
= /e + y2 fx2+y2

a) Bereken [f {(u,n)do, waarbij het oppervlak S is gegeven door

en n de normaal is die van de z~as af wijst.

b} Bereken J (u,t)ds als K de kromme is in het eerste octant, gegeven door

met beginpunt (!,0,1) en eindpunt (0,2,2).

1.10. In ]R3 is gegeven het vectorveld
u=(z +x%,y, 2z~ x).
a) Is het veld u conservatief? Motiveer Uw antwoord.

b) Bereken J[ (u,n)do als S de cylindermantel voorstelt, gegeven door

De normaal n wijst van de z-as af.
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c) Bereken J (u,t)ds als K gegeven wordt door

De eenheidsraakvector t in het punt (0,1,-1) is gelijk aan (-1,0,0).

1.11. In R is gegeven het veld

4= X v z
2 (x2 + y2 + 22)5 (x2 + y2 + 22)5 (xz + y2 + 22)5

Bereken:
a) Een potentiaal ¢ van U

b) j[ z(u,n)do als S de cylindermantel voorstelt, gegeven door
S

x2 + y2 =1,

0sz=<1,
en n de van de z-as af gerichte normaal.

c) f (u,t)ds als K de in het eerste octant gelegen kromme voorstelt, gegeven -

K
door

X2 + yZ =1,
xt+ty=-2z=20,

met beginpunt (1,0,1) en eindpunt (0,1,1).

1.12, Gegeven het vectorveld

E’.E(Z—.y ,2x2,1).

X + y2 X +y
a) Bereken [J (a,n}do, als S de cylindermantel voorstelt, gegeven door
s

Zayial,

0=szs1,

en n de naar buiten gerichte normaal.
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b) Bepaal J (a,t)ds, waarbij K de kromme voorstelt, beginnend in (1,0,0) en

K
eindigend in (0,1,1), gelegen in het ecerste octant en verder gegeven door

2ay?a,

X+ 2y —z=1,

terwijl t de eenheidsraakvector is,

1.13. Gegeven het vectorveld

X
us st 5y s 22)
X" o+ +
y X b4

a) Bereken rot u.

b) Toon aan dat het veld u conservatief is in de halfruimte x > 1,

¢) Bereken J (u,t)ds, waarbij de kromme K bepaald is door

en waarin de eenheidsraakvector t in het punt (1,0,0) gelijk is aan (0,1,0).

~ d) Bereken J (u,t)ds, waarbij de kromme K bepaald is door

"‘[xm =

2
+%—-=],

X+ z=4,

en t in (2,0,2) gelijk is aan (0,1,0).

1.14, Gegeven het vectorveld
u=(x+z-y, x- 2,y - %,
a) Is het veld u conservatief? Motiveer Uw antwoord.

b) Bereken JJ (u,n)do als 5 de cylindermantel voorstelt, gegeven door

De normaal n wijst van de oorsprong af.
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¢) Bereken f (u,t)ds, waarbij de kromme K bepaald is door
¢ .

X +y2-]s

x+y+z=0.

De eenheidsraakvector t in het punt (i/f,ﬁ/_,—/§) is gelijk aan
(5'/5:_5/2-:0)'

1.15, Gegeven het vectorveld

£=('}L.L§.%).metr=vx2+y2+zz.
r X T

Bereken Jf (u,n)do, waarin S de halve bol is, gegeven door
S

ory- 12,
y =z 1.

De normaal n wijst van de oorsprong af.

e
}.16. In R” is gegeven het veld
u= (%, -2 log z) .

Bereken:
a) div u.

b) {J (u,n)do als S de kegelmantel is gegeven door
3

en n de van de z—as af gerichte normaal.

¢) J (u,t)ds als K de in het eerste octant gelegen kromme voorstelt, gegeven

K
door

,.

2
x +y =1,

X =z ,

met beginpunt (1,0,1) en eindpunt (ﬁ/i,iff,i/ﬁa.
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i.17. In ]R3 is gegeven het vectorveld

e i e mo M DI

x2+y2 x2+y

a} K is de kromme met beginpunt (-1,1,2) en eindpunt (1,1,2) bepaald door

z=x2+y2,
y 1

(u,t)ds, waarin t de eenheidsraakvector aan de kromme is.

Bereken J
K

b) Bereken '{ (u,t)ds langs de gesloten kromme K gegeven door
K

z=x2+y2,

x+z=1.,

In het punt (0,1,1) is de eenheidsraskvector t gelijk aan (-%—,-%-,%).

¢) Bereken ” (B_,.rl)dc als het oppervlak S wordt gegeven door
S

2 =% +y°,
) £z =52 .
De normaal n wijst van de z-as af.
1,18, In ]R3 is gegeven het vectorveld
u = (xz,yz,—zz) .
a) Bereken J‘J (u,n)do, waarbij het oppervlak S is gegeven door
S
zZ = Ay ,

0sx=<1,

0

1A

¥y s 1.
In (0,0,0) is de normaal n = (0,0,1).

b) Bereken j (u,l:_)ds, als K de kromme is in het eerste octant gegeven door

K
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met beginpunt (1,0,0) en eindpunt (3vZ,}v2,}).

¢) Bepaal een vectorpotentiaal van het veld u.

In R; is gegeven het vectorveld

X : v 2z

? 3 ) .
oyl o1 eyl o] @ eyt -t

u=(

a) Bereken fj (u,n)do, waarbij S de kegelmantel voorstelt gegeven door
A .

A S
0<z<},

en de normaal n van de z-as af wijst.

b) Toon aan dat in elk punt van het oppervlak x2 + y2 = az (a2 # 1) de vector |

rot u raakt aan dit oppervlak.

c¢) Bereken J (u,t)ds, als K de kromme is in het eerste octant gegeven door

K

2 2 1
Xty =7
2x + by —z =1,

met beginpunt (1,0,0) en eindpunt (0,},1).

In R; is gegeven het vectorveld

ulx,y,z) = (x3 + 2y + z, y3 + 2x + z, ixz + %yz +x+y).
K is de doorsnijdingskromme van het vlak
Vix+y -2z =1

en het oppervlak .

z=1- xz - 2
S: : v
zz20.

Bereken met behulp van de stelling van Stokes J (u,t)ds, waarbij K doorlopern
wordt van (1,0,0) naar (0,1,0). K
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In'R; is het volgende vectorveld gegeven:

a(x) = (cos x, =z,y) .

Bepaal jf (rot a,n)dc, waarin S het oppervlak voorstelt, gedefinieerd door

en n de naar (1,0,0) gerichte normaal op S.

Gegeven het wvectorveld

a = (zzxz, 2:vc4 - 2xyzz, z ~ 1),

a) Bepaal div a.

b) Het opperviak § inIR3 is gegeven door

2 2 2

x +y + 2" =1,

z =20 .

Bereken Jf (a,n)do. De normaal n wijst van de oorsprong af.
b

Gegeven het vectorveld

2

2 2
-E:(ZSX’YJ.

a) Bereken div u.

b) Het oppervlﬁk S is gegeven door

4x2 + 4y2 + 32 =1,

z

z0
Bereken [J (u,n)do. De normaal n wijst van de oorsprong af.
c) Bereken J (

u,t)ds langs de cirkel K bepaald door

S
K

In het punt (1,1,0) is de eenheidsraakvector t gelijk aan (0,0,~1).
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1.24. In R; is gedefinieerd het vectorveld u = (4x,2y,-4z).
a) Laat het oppervlak $§ in Rg bepaald zijn door

x2 + y2 -z=90,

0sz<1.

Bereken Jf (u,n)do. S wordt zo georienteerd dat de normaal n in (0,0,0)

)
gelijk is aan (0,0,-1).

b) Laat de kromme X met beginpunt (0,0,0) en eindpunt (f“f,ﬁ/ixzd bepaald

zijn door

coszw sin ¢ ,

x:

. 2 il
y = cos ¢ sin"¢ , (VG IS z)
ZE(P-

Bereken J (u,t)ds, waarin t de eenheidsraakvector aan de kromme K voor-

stelt.,

1.25. Men beschouwt gladde krommen K met beginpunt (-2,0,0) en eindpunt (2,0,0) ge-
legen op de bol x2 + y2 + 22 = 4,
Bewijs dat voor het vectorveld

e 2.2 s ;2, 2+ 38

de integraal J (u,t)ds onafhankelijk is van de keuze van K, en bereken deze '}

integraal.

1.26., In.R? is gegeven het vectorveld

u = (22 + 2xy - X, -yz - 2xy + 1, z) .
a) Bereken f (u,t)ds, als K de kromme is in het eerste octant gegeven door
K
x2 + 3y2 -z =0,
x+y~-1=0,
met beginpunt (1,0,1) en eindpunt (0,1,3).

b) Bereken een vectorpotentiaal van u.
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In ]R3 i1s gegeven het vectorveld

2
= (x'y, -xyz. .

e

De kromme I' wordt gegeven door
x = (cos ¢, sin 9, 0), O <9 s 21,

Zij S een willekeurig gekozen oriénteerbaar oppervlak in ]R3 met rand I'. Laat
n de normaal op S zijn die correspondeert met de omloopszin van I' volgens

toenemende ¢.

Bewijs dat JJ (u,n)do onafhankelijk is van de keuze van S en bereken deze

S
integraal,

In IR3 is gegeven het vectorveld
u = (x2 - 22 - 2xy2, 2y2 - 2x2 - 222, 222 - Zyzz - 2x2) .

Bereken J (u,t)ds, als K de kromme is in het eerste octant gegeven door
K

x2 + y2 + 22 =1,

x =2z,

met beginpunt (1v2,0,{v?) en eindpunt (0,1,0).

In ]R3 is gegeven het vectorveld
2
u =-(§X2Y - Xyz, Xz + Xzzs byz" - xyz) .

Berecken JJ (u,n)do, waarbij het oppervlak S gegeven is door
S

x2+y2+22==2,

xz20,vyz0,zz21,

en de normaal n van de oorsprong af wijst.
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1,30. In ]R3 is gegeven het vectorveld
2 2
_‘-l(stsz) =(y*+z,y, x2+y).
 Bereken f (3,£)d$, waarbij K de kromme is gegeven door

K

Z=X2+Y2:
x+z=1,

x20,

met beginpunt (0,—-1,1) en eindpunt (0,1,1).
Aanwijzing: Maak gebruik van de stelling van Stokes.

1.31. In R3 is gegeven het vectorveld

u(x,y,z) = (cos z, y -z, | = z) .

a) Bepaal een vectorpotentiaal van u.

b) Bereken ff (u,n)do, waarbij het oppervlak S is gegeven door

en de normaal n van de oorsprong af wijst.

1..32, In R3 is gegeven het vectorveld

ulx) = (xzyz, 22, "nyzz +z+ 1) .
Bereken JJ (u,n)do, waarbij het oppervlak S is gegeven door
S

2 yls oy,

z 20,

en de normaal n van de oorsprong af wijst.
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In'lR3 is gegeven het vectorveld

2

u(x) = (xz - j2° - 4yt + xy, -y vz - 42, —2) .

a) Toon aan dat in elk punt van het oppervlak x% + y2 + 22 = 16 de vector

rot u raakt aan dit oppervlak.

b) Bereken J (u,t)ds, als K de kromme is in het eerste octant gegeven door
K

2% s yz + z2 = 16 ,

X+y =4,

met beginpunt (0,4,0) en eindpunt (4,0,0),

Voor de punten wvan R> die niet op de z—as liggen is de functie £ gedefinieerd

door
f(x,v,2z) = log(xz + y2) .

C is het gedeelte van de cylinder met vergelijking x>+ y2 = | dat gelegen
is tussen de vlakken Vl en V2 met vergelijkingen z = | resp. z = —1.

B is het gedeelte van de bol met vergelijking x2 + yz + z2 = 2 dat gelegen
is tussen de vlakken Vl en V,.

De normalen op C en B wijzen van de z—as af.

a) Bereken JI (grad f,B)dc.
C
b) Bewijs dat

f

ff (grad f,n)do f[ (grad f,n)do .
B c

Gegeven is het vectorveld

a= (%‘y:%*’x:%"'z)
T T r

waarin r = v¥x2 + y2 + z2, en de oppervlakken

siixl+yi ezt =1, SR eyie (z-DP=4.

Bereken de beide integralen ff (a,n)do en Jf (a,n)do, waarbij n de naar bui-

S 5
! 2
ten wijzende normaalvector is,
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1.36. Bepaal inZR3 een vectorveld v zodanig dat

divv=20,
rot v = (yz,xz,~2xy) .
1.37. Bepaal in Rq een vectorveld v dat voldoet aan

div v
rot v

X+ 2y +z,

(x,-2y,2) .

1.38. Bepaal in R? een vectorveld v dat voldoet aan

div

[<
i

2xy + 2yz + 2xz ,

2
(yznzzsx ) .

rot

2.1. De temperatuurverdeling T(x,t) in een geisoleerde staaf voldoet aan de dif-

ferentiaalvergelijking

2
(i) 9-%=9—§, 0O <x<m t>0,
ax

aan de beginvoorwaarde

1A

(ii) £{x,0) = x, D=x=T,

en aan de randvoorwaarden

. T _. 0T -
{(iii) (3;)x=0 = (Bx)x=w o, t>0.

a) Bewijs dat de functies

-kzt
cos kx e , k=0,1,2,... ,

voldoen aan de differentiaalvergelijking (i) en aan de randvoorwaarden (ii

b) Bepaal de functie T(x,t) die voldoet aan (i), (ii) en (iii).

2.2, Op de rand van een cirkelvormige schijf met straal 2 is de temperatuurverde-
ling T(2,9) = cos 49 met ~7 < ¢ S 7 gegeven. De temperatuurverdeling T(r,¢)

in de schijf voldoet aan de Laplace vergelijking in poolcoordinaten

3°T I 9T 1 3°T
_+?-3—r+_2--—2-=0’ 0€£r<2, - 1spsm.
ar r- 99

a) Bepaal de functie T(r,¢) die voldoet aan de differentiaalvergelijking en

aan de randvoorwaarde.
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b) Bereken T(4,0) in twee decimalen nauwkeurig.

2.3. Een dunne homogene snaar trilt in het (x,u)-vlak om zijn evenwichtsstand u=0,

De uitwijking u(x,t) voldoet aan de differentiaalvergelijking

82u 82u
(1) — T =5 0<x<m,t>0.
X t

9 3

De beginvoorwaarden zijn

X voor 0 £ x S im ,
(2) u(x,0) = £(x) =
T=X vOOr im £ x s 1,
du
(3) gz(X,O) =0, 0<x<7.

De randvoorwaarden zijn
) u(0,t) = 0, u(r,t) =0, t=220,
a) Leid af, met behulp van de methode van separatie, dat de functies
anin nx cos nt, (n=1,2,3,00.)
voldoen aan 1), (3) en (4).

b) Bepaal met behulp van de functies onder a) de oplossing u(x,t) die boven—

dien aan (2) voldoet.

2.4. Een snaar is gespannen tussen de vaste punten A = (0,0) en B = {(r,0). Op het

tijdstip t = 0 is de snmelheid van de snaar nul en de uitwijking
u(x,0) = sin 3x + sin 17x .
De snaarvergelijking luidt

32u - 82u
sz 3t2

Bepaal met behulp van de methode van separatie van variabelen de uitwijking

u{x,t) voor 0 £ x s m, t > 0,
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7
We beschouwen de stationaire temperatuurverdeling in een cirkelvormige schijf I

met straal 1.

e

Deze temperatuurverdeling voldoet aan de Laplace vergelijking in poolcoordinaten }

2 2

9 T 1 0T 1 3°T
2ty t Tz OcrclhhmEesT,
or r- 99 ’

en aan de voorwaarden
T(r,¢) is begrensd ,
T{l,9) = 1 + sin ¢ + cos 9, -%F < ¢ £ 7 ,

Gevraagd wordt de temperatuurverdeling T(r,9) in de schijf.

We beschouwen de stationaire temperatuurverdeling T(r,p) in een vlakke onein- .
dig grote plaat met een cirkelvormig gat met straal 1.

T(r,9) voldoet aan

r32T+laT+l 82T=0 s | om0 m
2 rer 2 .2 » T : Se=T,
ar r~ 99

T(r,0) is begrensd voor * 2 |, -m < ¢ = 7 ,

T(l,9) = 2 sin ¢ + sin 29, =T < ¢ S T ,
e

r=l, -ms o=,

De temperatuurverdeling T(r,p) in een halve cirkelschijf, in poolcoordinaten

gegeven door 0 s r = 1, 0 < ¢ £ 7, voldoet aan de Laplace vergelijking

2 2 -

T 1 aT I 9°T
Sty 23=0, O<r<l,0c<g<m, :
ar r 3¢

en aan de voorwaarden

IA

T(r,0) = T(r,m7) =0, O
T(1,9) = sin 2¢, 0<op=m,

r<1,

T(r,¢) is begrensd op de halve cirkelschijf .

Bepaal met de methode van separatie van variabelen de temperatuurverdeling

T(r,9) in de halve cirkelschijf.
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2.8, De temperatuur T(x,t) in een dunne homogene staaf langs de x~as tussen de

w
punten x = 0 en x = vl voldoet aan

rBT 32T
T
oz 0SxS7.t> 0,
Ix

]
<T(O,t)=0,-5-3—:{-(%,t)=0, tz20,

T(x,0) = sin 13x, 0 = x = % .

-

Bepaal met de methode van separatie van variabelen T(x,t) voor 0 < x = g-,t >0,

2.9. De temperatuurverdeling W(x,t) in een dunne staaf, gelegen langs de x~as tus-

gsen x = 0 en x = 1, voldoet aan

~

2

3

—% = E—% R 0 <x<m, t >0,
ox

Yw(,t) = W(n,t) =0, t=0,

X
=e, 0<x=sm1,

=

—~

"

(==

~
|

Bepaal met de methode van separatie wvan variabelen W(x,t) voor 0 = x £ w#, t>0.

2.10, De stationalre temperatuurverdeling T(x,y) in het vierkant 0 = x £ 1, O =y <1

voldoet aan

2 20
9 g + d % =0, 0 «<x<l,0<y <1,
9x ay

T(O,y) = T(l,y}) =0, 0=y =<1,

T(x,0) =0, T(x,1) = sin 27x, 0 x|,

Bepaal T(x,y) voor 0 < x <1, 0 £y < | met de methode van separatie van va~

riabelen.

2.11, De tijdafhankelijke warmtegeleidingsvergelijking voor een dunne homogene staaf

langs de x—as heeft de gedaante

() o
9t 2
X

waarin T de temperatuur en t de tijd is.

Beschouw een staaf ter lengte w,
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Gevraagd wordt eén functie T(x,t) te bepalen, die aan (1) voldoet (voor

0 <x<m, £ >0) en aan de voorwaarden

T(O,t) =0, T(n,t) = 0, t>0,

T(x,0) = 2, 0sx=m,

Een dunne vlakke ringvormige schijf, begrensd door cirkels met straal 1 resp.

2, wordt langs de binnencirkel op temperatuur | gehouden en langs de buiten-—

cirkel op temperatuur 2.

De temperatuurverdeling in de schijf voldoet aan de Laplace vergelijking

2’1 3%T
——2- + ——i- =0
3% 3y
2 2
. . 3°T 18T . 1 a°T _
(in poolcoordinaten: —5 + Tt =0, {
ar r 39 3

Bepaal de temperatuurverdeling,

De stationaire temperatuurverdeling T(x,y) in de halfoneindige strook O <x <1,

z 0 wvoldoet aan A?

-—-—§+~—-—=0, 0<x<li,y>0,
T(x,y) is begrensd voor 0 < x <1, y 2 0

aT 3T
5=(0,y) = -5;(1,y) =0, y=>0,

T(x,b) = cos 2TX, 0s=x=< 1.,

Bepaal met de methode van separatie van variabelen T(x,y) voor 0 < x

A
h -
A\
o]
2

Een dunne homogene snaar, gespannen langs de x~as tussen de punten x

]
[==]
[1]
=]

x = 2, trilt om zijn evenwichtsstand, De uitwijking u(x,t) op de plaats X ten %;-

tijde t voldoet aan

-
2 2

-a—‘zi=-§-—2u~, 0<x<2,t>0,
ax ot

u{x,0) = 0 (x 0) =sinnmx, O0==x=<2.

* Bt

Bepaal met de methode van separatie van variabelen u(x,t) voor 0 £x<2, t > O..




2.15.
2.16,
2.17.

.= 90 -

De stationaire temperatuurverdeling in een kwart cirkelschijf met straal 2,

in poolcoordinaten gegeven door 0 < r < 2, 0 < ¢ < % » voldoet aan

-
2 2

9" T 1 3T 1 37T i
2trwt 2z 0% 0T <2,0<9<7,
or T dg

T(r,0) = T(ryp) =0, 0srs2,

4 o
T(2,9) = 3 sin 4¢ + 5 sin 69, 0% ¢ <5,
T(r,p) is begrensd op de kwart cirkelschijf.

Bepaal T(r;w) voor 0 S rs2,0¢% ¢¢% %—net de methode van separatie van

variabelen.

De temperatuurverdeling W(x,t) in een dunne homogene staaf, gelegen langs de

X~as tussen de punten x = 0 en x = L, voldoet aan

-

2
ji%; y O<x<g,t>»0,

39X

o=

wle
rt| =

oW alW
Ez(o,t) = sg(l,t) = 0, t=z0,

-

W(x,0) = 1 + cos %? s 0 < x< 2.,

L+

Bepaal W(x,t) voor 0 < x £ 2, t > 0 met de methode van separatie van varia-

belen.

De tijdafhankelijke warmtegeleiding in een dunne homogene staaf langs de x—as

voldoet aan de partiéle differentiaalvergelijking

2
oW W
—_— =k ——
3t 2

90X

(W(x,t) is de temperatuur ter plaatse x en ten tijde t; k is de warmtegelei-
dingscoéfficient).
Beschouw een dergelijke staaf tussen x = 0 en x = 21 die aan beide uiteinden

gelsoleerd is, d.w.z.

oW _ W _

EE(O’t) = ax(21r,t) = 0, t=z0.
De begintemperatuur is

51::, 0 2 x5 27 .

W({x,0) = 2 + cos l~x + cos 5

2
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Bepaal met behulp van de methode van separatie van variabelen W(x,t) voor
02 x2 27, t 20,

Wat wordt de stationaire temperatuurverdeling in de staaf?

De temperatuurverdeling T(r,¢) in het gebied G, in poolcoordinaten gegeven

door r 2 2, T<g=zz , voldoet aan de particle differentiaalvergelijking

3 3
327 18T 1 8Pt |
R R ,
ar r 3¢

en aan de voorwaarden

v
[t
-

T(rg) = Txp =0, ¢

1A
wi=

. iy
T(2,9) = sin 69, TS

T(r,v) is begrensd op G .

Bepaal met de methode van separatie van variabelen de temperatuurverdeling

T(x,¢) in G.

De stationaire temperatuurverdeling T(x,y) in het vierkant O0<x<w, O0<y<m,

voldoet aan de Laplace vergelijking

2 2
2—% * 3—% =0, 0 <x<my, 0 <y=<m,
ax oy

en aan de randvoorwaarden

T(x,0) = T{(x,m) =0, O=x=m,

It

T(OsY) 0: T(“;Y) = | - cos 2y, 0 = ysm,

Bepaal met behulp van de methode van separatie van variabelen T(x,y) voor

0<x=gm7m, 0y = 7.

a) Bereken

=]

X .
[ e “cos X cos ux dx, u reeel .,

0
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b) De tijdafhankelijke warmtegeleidingsvergelijking voor een

staaf langs de x—as heeft de gedaante

3T 3T
2

=

T e—t—

[+5]

t X

waarin T de temperatuur en t de tijd is.

Beschouw een oneindig lange staaf.

dunne homogene

Bepaal T(x,t) in de vorm van een Fourier integraal als gegeven is

T(x,0) = e_1x|cos X, =% <x<®,

T(x,t) is begrensd voor -= < x < =, t 20 .

2,21, De temperatuurverdeling W(x,t) in een dunne homogene staaf, gelegen langs de

2,2

x—as tussen x = 0 en x = 1, voldoet aan

-

2
T2, o<x<nt>0,
9x
WO,t) = W(,t) =0, t=0,
W(x,0) = 4 sin 27x cos mx + 13 sin 37x, 0sx¢<

‘o

Bepaal W(x,t) voor 0 = x =

van variabelen.

1, t > 0 met behulp van de methode van separatie

Een homogene snaar trilt in het (x,u)~vlak en is vastgemaakt in (0,0) en

(1,0).

De trillingsvergelijking van de snaar luidt

2 2

—a-—‘21=3-—-‘23, 0<x<l, t>0.
at

ax

e s ., 3 .. .
Voor de uitwijking u en de snelheid 3% op het tijdstip t = 0 geldt

u(x,0) =2 sin 6Tx cos 47X,

Bepaal met behulp van de methode van

u{x,t) voor 0 = x = 1, t > 0.

%%(x,O) =2 sin 47x cos 67X, 0 £ x = 1 .

separatie van variabelen de uitwijking
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Z2ij o(x,y,2) =‘% , waarbij r de afstand is van {x,y,2} tot het punt (0,0,1).

S is het boloppervlak x2 + y2 + zz = 4,

Bereken IJ %% do, waarbij de normaal n naar buiten gericht is.
5

Laat R een begrensd gebied in R3 zijn met randoppervlak S; n is de naar bui- (8
ten gerichte normaal op S. Zij peen harmonische functie met de eigenschap dat

ap _ _
Y ¢ op S .,

Toon aan dat ¢(x) = 0 voor elke x ¢ R.

Laat R een begrensd gebied in R? zijn met randopperviak S.
Van de functies ¢ en ¥ is gegeven: 9 en Y bezitten continue partiele afgelei—':v
den van de tweede orde in R; Ap =0 in R; ¢ = 0 op S.

Bewl js:

a) IJI (grad 9, grad Y)dt =0 ,
R
]
R

InIR3 is gegeven een begrensd gebied R met orienteerbare rand S, zodanig dat %

f | grad(e + ¢)|2dT 2 f!f | grad w]zdr .
R

de oorsprong & buiten R ligt.

2

Zij f(x,y,z) = (x2 + ¥y o+ 22)-5 en n de naar buiten gerichte normaal op S.

Toon aan dat

J[ (f grad f,n)do = fff | grad f[zdr .
R

S

Laat R een begrensd gebied in.B; zijn met randoppervlak S en zij p een vast
punt buiten R.

De afstand van p tot een punt X wordt aangegeven door r. Bewijs dat

s n

5

waarbij n de naar buiten gerichte normaal op S is.
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In R3 is het gebied R gegeven door 2 +_y2 + 22 s 1.
§ is de rand van R,
Zij p een vast punt binnen R. De afstand van p tot een punt x wordt aangege-

ven door r.
a) Toon aan dat voor X € S geldt

a 1
ET-E —(grad ?’E.) H

r

hierbij is n de naar buiten gerichte normaal op S en o de hoek tussen n en
X~ E-

b) Toon vervolgens aan dat
f{ EEEEQ do = 4n ,
5 r

waarbi]j o dezelfde hoek voorstelt als onder a).
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Examen/tentamen juni 1976

. 3 L0 .
t. In het gebied, gevormd door R- minus de z-as, is het veld v gegeven door

E(X,Y,Z) = ( Zx I "?Y'—z's()).

x“+y x“ +y

let oppervlak § is gegeven door

2 2 2 .
X +y +z° =2,

-1 <z<.
De normaal n of S wijst van de oorsprong af.

a) Bercken div v.

b) Bereken
ff (}_" nﬂ)du

5

met behulp van de stelling van Gauss.

c) Bepaal een vectorpotentiaal W o= (wl,wz,w3) van v zodanig dat wy = g.

d) Bereken
” (v,n)do

5

net behulp van de stelling van Stokes.

2. a) Bepaal de oplossing u(x,t) van het warmtegeleidingsprobleem

u + au =y ’ 0 <x <1, t > 0,
XX t
u(0,t) = u(l,t) = Q, t = 0,
. 2
u(x,0) = sin 7x s 0sx < 1.

Hierbij is de term au (¢ > 0) in de warmtegeleidingsvergelijking te
interpreteren als een warmteproductie ten gevolge van een chemische

reactie, die bij hogere temperatuur sneller verloopt.
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b) Het bovenstaande proces heet stabiel als de oplossing u(x,t) be-
grensd is, en anders labiel. |
Bepaal de waarden van a waarvoor het proces stabiel respectievelijk

labiel is.

3. Zij R een begrensd gebied inIR3 met randoppervlak S.

a) De functie u(x) voldoet in R aan Au - ou = 0, waarbij o een constante
is en a 2 0. Bovendien geldt: u(x) = 0 op S.

Toon aan dat u(x) = 0 in R.
b) Toon aan dat de oplossing van het Dirichlet probleem:
Au - au = 0 (x € R),
u(x) = g(x) (x € 8),

eenduidig is (& is constant en a = 0).

Herkansingsexamen/tentamen juni 1976

1. In R’ is gegeven het vectorveld

' 2
y(X;Y:Z) = (-y + azzs - 2xy, y + 2uxz),
waarin a een constante is.

a) Kan men o zodanig kiezen dat v conservatief is?

Zo ja, bepaal bij die waarde(n) van a een scalaire potentiaal van v.

b) Kan men o zodanig kiezen dat v bronvrij is?

Zo ja, bépaalbijdiewaarde(n)van o een vectorpotentiaal van v.
¢) K is de snijkromme van de cylinder y2 + z =1 en het viak x = z.
Bereken
_f(EsE)dSs
K
waarbij t = (0, -1, 0) in het punt (I, 0, 1).

2. Bepaal de oplossing u(x,t} van het trillingsprobleem

.'];
- = - < < i t >0
u 5 ut 0, I X [y *

\")

u(=1,t) = u(l,t) = 0, t 0,

u(x,) = 0; ut{x,O) =1 - x2, - 1< x s 1.
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3. De temperatuurverdeling T(x,t) in een halfoneindige staaf voldoet aan de

warmtegeleidingsvergelijking:-

Txx - Tt = 0, x>0, t>0

en de beginvoorwaarde: T(x,0) = 6(x ~ 1),  x = 0.

In het viteinde x = 0 van de staaf geldt &&n der randvoorwaarden:

a) T(O,t) = 0, t =2 0,
respectievelijk
b) Tx(o,t) =0, t=0.

Bepaal in beide gevallen T(x,t) en verifieer in beide gevallen dat T(x,t)

voldoet aan de betreffende randvoorwaarde.

“Aanwijzing: De Greense functie voor de warmtegeleidingsvergelijking

op het interval (-»,=} is gegeven door

2
expl[- L)(_:_é;?m] .

G(x - £,t) = it

2/mt

Examen/tentamen januari 1977

!. In het gebied R, gevormd door BR3 minus de x-as, is het veld y gegeven door

; 1 2xy 2xz
v(x,y,2) = (- ) > 75 )
3 M R

a) Bereken rot v,
b} Toon aan dat het veld v conservatief is in R.

c) Bereken

I(g,s)ds
K

+als K de kromme is in het eerste octant, gegeven door

met beginpunt (1,1,0) en eindpunt (0,0,1).
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2. De temperatuurverdeling T(x,t) in een staaf langs de x-as voldoet aan de

warntegeleidingsvergelijking

= ]
XX T t

’ De uiteinden x = 0 en x = | van de staaf zijn geisoleerd:

Tx(O,t) = 0, Tx(l,t) =0, t20,

terwijl de begintemperatuur van de staaf gegeven wordt door
Tx,0) = x(1 - x), 0Dgxs1t,

a) Bepaal T{x,t) met de methode van separatie van variabelen,

b} Bepaal tevens de stationaire temperatuurverdeling.

. 2 2 . . . ,
3. Een vectorfunctie v : IR° -+ IR" is te interpreteren als een twee~dimensionaal

vectorveld.

&) Formuleer de divergentiestelling voor een twee-dimensionzal vectorveld.
- 2 0 2 o as . e .
b) 2ij v : B" +» R". Geef een coordinaat-vrije definitie van div v.
c) Laat het twee~dimensionale vectorveld v in poolcoordinaten (r,9) gegeven
zijn door v = (v_,v ).
J v = (v, q3)

Bepaal div v met behulp van de codrdinaat-vrije definitie van divergentie.

Herkansingsexamen/tentamen januari 1977

‘s In R3 is gegeven het vectorveld
v(x,y,2) = (-x,0,2) .

Bereken
!J (_‘Lnll_) do
S

‘waarbij het oppervlak § is gegeven door
x2 + y2 + 22 = 1,
x 24,

De normaal n wijst van de corsprong af,
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2. De functie u(r,¢) is oplossing van het volgende Neumann probleem voor de

Laplace vergelijking in een cirkelvormig gebied:

1 1
du = Uttt ;? uw =0,0<sr<],n<gp<m,

-1 voor =m < ¢ < 0 ,

2(1,9) = u_(1,0) =
1 voor 00 < g < 1w ,

a) Bepaal u(r,¢) met de methode van separatie van variabelen, Merk op dat de
oplossing niet eenduidig is.

b) De onder a) gevonden oplossing wordt nu nader vastgelegd door de voorwaard 

il

I r dr J u(r,9)do = m .

kit

Bepaal u(r,9).

3. Bepaal de oplossing van het volgende gemengde probleem voor de golfvergelij—t
king op (0,%):

Uix " Yep ™ 0, x>0, t>0,

ux(O,t) = o, t20,
u(z,0) = sin X, ut(x,O) = cog X, x 20 .,
Het probleem beschrijft de triliing van een half—oneindige.snaar met vrij

uiteinde x = 0, waarbij de uitwijking en de snelheid op het tijdstip t = 0

zijn voorgeschreven.
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Examen/tentamen juni 1977

1. In het gebied ﬁtS \J{Q} is het veld u gegeven door

u(x,y,z) = (y + 3% s "k - Z + J% y ¥ F J%) s r =v/x2 + y2 + 22 .
T T r .

a) Bereken div u.

b) Bereken

IJ(g.g)dc

S

waarbij het oppervlak S is gegeven door

(x2+ 2+E—.2.=]
y 9
zz 0

en de normaal n in (0,0,3) gelijk is aan (0,0,1).

c) Ga na of u een vectorpotentiaal heeft in r> \ {0},

2. Een vierkante plaat, gegeven door 0 $ x <1, 0 £y <}, wordt langs de zijde
x= 1, 0sys 1, verwarmd door een constante warmtestroom ter grootte 1,
NDe tegenoverliggende zijde x = 0, 0 € y < 1 is geisoleerd, terwijl de
overige twee zijden op de temperatuur 0 worden gehouden. De stationaire

cemperatuurverdeling u(x,y) in de plaat voldoet dan aan
Aa = 0 , D<x<1,0<y<1,
u({x,?) = 0, u(x,1) =0 |, 0=x=s=1,

ux(O,y) = Q, ux(l,y) =1, 0Q=sys=s1.

Bepaal u(x,y) met de methode vin separatie van variabelen.

3. Bepaal de oplossing u(r,t) van het beginwaardeprobleem voor de bolsymmetrische

golfvergelijking:
2 —
u., + TU T YT 0, r=20,t>0,
u(r,0) = 1, ut(r,O) = g . rz0;

hierin is r de afstand tot de oorspreng.

Aanwijzing: Voer in: w(r,t) := ru(r,t) .
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1977

1. In 323 is ﬁet oppervlak S gegeven door

a)

b)

c)

d)

)

3. De

x2 + yz + z2'= l .

Bereken, zonder gebruik te maken van de divergentiestelling,

J[(yz + z)do .
S

Zij n de t.o.v. S naar buiten gerichte normaalvector van 8.
Bepaal een vectorveld a(x) in R> 26 dat op § geldt
(a,n) = Y2 +z .

Bereken

If(y2-+ z)do

5
nu met behulp van de stelling van Gauss.

Bezit het veld a(x) een vectorpotentiaal? Motiveer Uw antwoord.

Bepaal in 313 een vectorveld v dat voldoet aan

divy = xy + sin z ,
rot v = (xy - 2yz, x + z2, -yz) .
Welke eiseﬁ moeten aan een functie f gesteld worden oPdaE
v + grad f

ook een oplossing is die aan de vergelijkingen van vraag a) voldoet?

transversale trilling van een snaar onder invloed van een constante

belasting ter grootte | wordt beschreven door

Uk Y T -1 s 0 <x < ; y, £> 0,
u(0,t) = 0, ux(I,t) =0 , tz0,
u(x,0) = 0, ut(x,O) =0 , Dgxs |,

Bepaal u(x,t) door aftrekking van een geschikte particuliere oplossing,

zodat het probleem homogeen wordt.

i

4.\5-_1;‘ suiiam

e T E%.
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Examen/tentamen januari 1978

l. InZR3 is gegeven het vectorveld

.Y.(X:Ysz) = (yeyz,‘Sin(X + Z) + Y:xz - Z) .
Het oppervlak S is gegeven door
x2 + y2 + 22 =1,

220

De normaal n op S wijst van de oorsprong af.

a) Bereken div V.
b) Bepaal een vectorpotentiaal van v,

c} Bereken

JJ (_Y_,P_)do’ .

S

2. Een rechthoekig membraan, 0 < x £ 1, 0 <y < 1, kan geheel vrij trillen. De

vitwijking u(x,y,t) is een oplossing van het volgende randwaardeprobleem:

rﬂu =u +

1
xx T Uy T 7T Yppr D<x<J,0<y<tl, £>0
Yo e

3

1A

Tux(O,y,t) = ux(!,y,t) =0, 0 vyv<l,t=20,

n
IA

I\
o

huy(x,O,t) uy(x,l,t) =0, 0<x=<1, t

*

Bepaal de eigentrillingen en eigenfrequenties.

3. De trilling van een half-oneindige snaar wordt beschreven door:

= > 0 >
g = Yeps ¥ , £t >0,

u (0,t) =0, t 20,
x
u(x,0) = 0, ut(x,O) = P(x), x =20 .

a) Bepaal met de methode van d'Alembert de snelheid ut(x,t) voor x > 0, £ » O, {

Z1j
. x voor 0 s x £ 1,
p(x) ={2-x wvoor 1l s x< 2,
0 voor 2 £ X .

b) Schets een grafische voorstelling van'ut(x,O), ut(x,l), ut(x,E) en

ut(x,3).

¢) Bepaal u(0,t) voor t > 0.
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Herkansingsexamen/tentamen januari 1978

1. InﬁR3 is het vectorveld Vv gegeven door

v(x,y,z) = (--2xz,-x2 - yz,yz + zz) .

Het oppervlak S is gegeven door

.xz + yz _ (z - 1)2 -0,
0

Y

X

1

s

1A

z 3.

1A

§ is dan een deel van een kegeloppervliak met top (0,0,1).
De normaal n op S is 20 gericht dat de z-component < 0 is.

Bereken

JJ (rot v,n)do ,
s

a) rechtstreeks,

b) door gebruik te maken van de stelling van Gauss of die van Stokes.

2. Het ringvormig gebied G is in poolcoordinaten gegeven door | < r < 2; n is

de normaal op de rand en wijst naar buiten.

De functie u(r,0) is de oplossing van het volgende Neumann probleem voor de
Laplacevergelijking op dit gebied G:

Au = u +

]
—u
TY r

1
+—=u =0,
r r2 fols)

$2(2,8) = u_(2,0) = sin 3 ,

" Ju _ .
sa(l,m) = ur(l,w) = sin ¢

e

Bepaal u(r,p).

3. Op de cylindermantel S, gegeven door
x2 + y2 = |
z

-1 =

>

<1,

bevindt zich een oppervlaktelading met dichtheid 1.

Bereken de potentiaal op de z-as.
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Examen/tentamen meli 1978

. Het vectorveld a heeft in bolcoordinaten (p,0,9) als componenten:

a, = f£(p) ,
ag =0 .
=0

waarin £ een differentieerbare functie is.

a) Bewijs rot a =90 .

b) Laat zien dat a de gradient is van een functie die alleen van p afhangt.

2, In I{B is gegeven het vectorveld:

vix,y,z) = (-x2 + 322, 2xy + 2zy, 3x2 - 22) .

Het oppervlak S is gegeven door

x2 + y2 + 2z =a ,
zz220,

waarbij a een positief getal is,.

De normaal n op S wijst van de oorsprong af.

a) Bereken div v .

b) Bepaal een vectorpotentiaal van v.

”(!-B)dc .

]

c) Bereken

3. Een stationaire temperatuurverdeling T(r,¢) in een halve ring, in pool-
coordinaten gegeven door a £ r < 1, 0 < g < 7, voldoet aan de Laplace~-
vergelijking:

+Lq

r ¥

T
T r

I
4 e— =3

rzT(PCP o, a<r=<1!, 0<g<nr
en de randvoorwaarden

{T(r,O) =0, T(r,m) = 0 , asr=<1,

T(a,9) = 0 , T(1,0) =1 , 0<g<m .
Hierbij is a een getal tussen nul en een.
Bepaal met de methode van separatie van variabelen de temperatuurverdeling

in de halve ring.
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1978

1. Gegeven is het vectorveld v gedefinieerd in ]R3 buiten de y-as ende z-as

N R £ Xz X
X (-2 22’ 2 222, "'2"3')
X +yz X +yz X" +yz

a) Bereken rot v.

b) Bereken
f(\_r'.g)ds
K
waarin K de kromme is met parametervoorstelling
X=Ccos8 ¢ , y = gin ¢ , z = | (0< ¢ s 7)

met beginpunt (1,0,1) en eindpunt (-1,0,1).

¢) Bereken

I(}_{.E)ds
K

waarin K de kromme is met parametervoorstelling
X=cos ¢, y™~s8ing , z =1 (D<= 7)

met beginpunt (1,0,1) en eindpunt (-1,0,1).

2. Bepaal een vectorveld v dat voldoet aan
rot v = (yz, zX, xy)

divv=0

3. De statische doorbuiging van een rechthoekig membraan, met vaste rand

onder invlced van een constante belasting wordt beschreven door

bu=u  * uyy = -a ’ 0<x<1l, -l<y=<l,
u(0,y) = u(l,y) =0 , ~lsys1,

u(x,~1) = u(x,1) =0, 0Osx=<1.

Hierbij is o een constante.

Bepaal de oplossing u(x,y).
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Examen/tentamen januari 1979

1. Het oppervlak 5 is gegeven door

x2 + y2 + 2 =4,
x20,y20, 220, x" +y° < 2x .
Het vectorveld v is gegeven door vix,y,z) = (5y+ 3z, -5x-6€z, 3x-6y).
K is de rand van S en is zo georiénteerd dat de raakvector in (1,1,v2) wijst
in de richting (~/57§l0./T7§3.
Bereken

(_\_{,E)ds .

2. In het gebiedim3\{g} is het vectorveld v gegeven door

g(xfy:z)=(1+%, 2+‘Y-2“,3+-z—2-): r = /x% + y° + z% .|
r r r

a) Bewijs dat rot v = 0.

b) Bereken
[ e
S

waarbij het oppervlak S gegeven is door
2 d
x2 +y o+ %z? =1,

z =z 0 .

De normaal n wijst van § af.

3. Een rechthoekig membraan 0 £ x £ a, 0 £ y £ b met vaste rand voert een tril-

ling uit die wordt beschreven door het randwaardeprobleem

1
W + uyy - ;E Uep = o, 0 <x<a, 0<y<b, £t >0,
u{x,0,t) = u({x,b,t) =0 , 0O<x<a, t=z20,
u(0,y,t) = ula,y.,t) =0, 0 <y £b, £t 20

Op het tijdstip t = 0 worden de uitwijking en de snelheid gegeven door

. .37
ulx,y,0) = sm(%‘)sm(—by-), u, (x,y,0) =0 .

Bepaal u(x,y,t) voor t > 0 met de methode van separatie van variabelen.
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Herkansirgsexamen/tentamen janudri 1979

2 2 2
IniR3 is gegeven het vectorveld v = (2x2-y r 2Xy, x +3z7).
a) Bepaal een functie f en een vectorveld E_zodat
v =grad f + rot w .

b) Bepaal w zo, dat ook geldt div w = 0.

dx 89X
Geef de schaalfactoren |§i|, |§$- en |§%| voor cylindercodérdinaten r,g,z en
bewijs dat rot(z grad ¢) = -grad(ln r}.

Voor geluidsgolven die bolsymmetrisch rond de ooréprong zijn wvoldecet de snel-

heidspotentiaal ¢ aan de vergelijking

2 2
9 =_a__w+

ot 8r2

<

|

kil
3r

™
LEEN

L
2
c
Gegeven 1s nog dat ¢ begrensd is rond r = 0,
a) Bewiijs dat ry te schrijven is als
{r,t} = £f{r - ct}) - £{-r - ct) .

o —_
b) Bereken {{r,t} voor r > 0 en t > 0 als Y(r,0) = 0 en 3%(r,0) = 4ce

Aanwijzing: beschouw de functie u = xy,

Examen/tentamen mei. 1979

Het oppervlak S is gegeven door

x2 + y2 + 22 = 2% .

De normaal n op S wijst naar buiten.

Bereken

JJ (x +y + 2)n do .
S
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N

2. In het gebied G = {(X,y,2) ¢ m3 | z > 0} 1is gegeven het vectorveld

vi{x,¥,2) = {x, -z arctanlz’- , Y arctan %) .

Het oppervlak § is gegeven door

o+ v+l + (z-2% =1
Yy = -z .
De normaal n op § wijst van (0,-2,2) af.

a) Bereken div v.

b) Bepaal een vectorpotentiaal van v.
c) Bereken

JJ (!1 I}_) dg .

s

3. In een ladingsvrij gebied G in poolcodrdinaten gegeven door r 2 2 voldoet

de potentiaal V(r,¢) aan de Laplacevergelijking

v +lV +1——V = 0, r > 2.
rr r r r2 P

Er is bovendien gegeven

V(2,9) =7~ |gl, -~m<p=<7m,

lim V{(r,¢) bestaat voor elke ¢ .
r-xe

Bepaal de potentiaal V(x,¢) in G met de methode van separatie van variabelen.
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Herkansingsexamen/tentamen juni 1979

In:RB\{g} is het vectorveld v in bolcodrdinaten {prB,0) gegeven door

sin & cos ©

V=(V,V,V)={0,0," I
- P

8" o P
Bewijs dat v bronvrij is.

In:m3 minus de z-as is het vectorveld v gegeven door

vixy,z) = (X5, - X2 gy

X +y2 x2+y2

Het oppervlak 5 is gegeven door

x2+y2=zz+1'

De normaal n op S wijst van de z-as af.

” (v,m)ao .

S

Bereken

Een dunne homogene snaar trilt in het (x,u)-vlak om z2ijn evenwichtstoestand
u = 0. De uitwijking u(x,t}, O £x <7, t20 voldoet aan de differentiaal- i

vergelijking met rand- en beginvoorwaarden:

uxx - utt = —-sin wx, O<x<m t>0,
u(Q,t) = u{m,t) =0, t20,
u(x,0) = ut(x,O) =0, 0 £ x<n1

w is een constante en 0 < w < 1.

Bepaal u(x,t).




]l3.

1!4!

P.6.

1.7,

1.8.

1.9,

ll 10‘

. a) Ja, want het gebied R = {(x,y,z) l (x-2)2+y2 +z

. a) 0 b) 1 +
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Antwoorden tentamenopgaven

4

- ! 2
D)Xy -3y tyz.

a) w = ~(e”,e%,eX); b)Y w=-u ) -v = (e%eh,ed).
a) -m; b)) -2n; c) neen,

b) Ja, want R = {(x,y,2) | X+ yz < 1} is een enkelvoudig samenhangend ge-
bied en rot u = 0 in R;
1 1
c) 7 - 7 log 2.
2 <4} is enkelvoudig
samenthangend;

) -Fi 0T
2(x" + y7)

. . . 3 . . .
a) ]R3 is enkelvoudig samenhangend; rot u = 0 in R7, dus u is conservatief.

0

h) J (u,t)ds J (u,t)ds met L: x =tp,0 =<t = 1, dus
K L
i 1
J (u,t)ds f (u,p)dt = f 0 dt = 0,
K 0 0

U

a) (1,1,"2); b} 0.

157
2 L]

a) —3m; b) 3.

a) Neen, want rot u = (0,2,0) # 03 b) 2r; ¢} 2m.

La) o= G2+ yte2D)l b)) 2rGT - 1); o) 0.

rof=

a) 03 ¢ 2m; d) 2.



1. 16,

- I7'

-1.18.

1.

1.23,

1,

ll

I

1.

.19,

. 20.

21,

.22,

25,

26.

29,

30.

1.31.

1.

32.
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a) Neen, want rot u = (2,2,2) # 0; b)) m; ¢c) -6,

m(2 - /i—).

a) 05 b) 81 log 25 c¢) 4/2 log 2 + V2 - 2.

a)-jzl; b) 2w c)--3—g.
8 =3 b) - o Uyz?, -ix, 0)
3 3 5% Yz 4 —I1¥Z .

- I -
a) 3) C) 9 *

-6,
it
a) l, b) '5 .

a) 0; b)-éfz; ¢) 0.

. a) 5m;  b) %(3 - %y,

32
3 L]
a) 2—2— 3 b)Y (2 - 2xyz - yzz, xz - 2xyz - x2z ,0).
T,
[
-1
6 .
I
= (&2 - D,
Z
3 -

a) (yz - izz, x -~ gin z, 0); Db) .

287
3 .
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32
1.33. b) -
1.34, a) 8m,
lem 44T
1-35- 3 ’ T .
1.36, v = (xy2 + —xzz, -'% y3 - %-yzz, 0).
1.37. v = (—l-x2 - 2yz, y2 - Xz, l-zz).
- 2 2
1,38, v = (Xy + 2 z3, 2 x3 + yzz, 2 y3 + xzz).
- 3 3 3
4% -(n+1) 2t
2.1, b) T(x,t) =57 z cos(2n + Dx e n .
T n=0 (2n + 1)
. ” .\
2.2, a) T(r,p) = %_% Z ...__(_2‘.2__1-“(;05 ne ;
n=1 2n(4n -1

b) 0.74.

2.3. b . D7
3. b)) ulx,t) = = z ——e gin(2n + 1)x cos(2n + 1)t.

n=0 (2n + 1)

gin 3x cos 3t + sin 17x cos 17t.

it

2.4, u(x,t)

2.5, T(r,0) = | + r cos ¢ + r sin g.
-1, -2,
2.6, T(r,9) = 2r 'sin ¢ + r “sin 2¢.
2,
2.7. T{r,9) = r7sin 2¢.
2.8, T{x,t) = sin 13x e-légt.
® n+l w _2
2.9. Wix,t) = Z Z (Lr D e)n sin nx e ° £,
T 2
n=1 nc + 1
2.10. T(x,y) = sin 27x sinh 21y .

sinh 2w
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= 2
8 1 , -

201 TG0 = 2 [ gy sinn v Dx et D

n=0

log r
—
21!2- T(r,(.p) 1 + —-&_log 2 .
2ny

2.13. T(x,y) = cos 27x e .

1, .
T 8ln Tx sln Tt.

2. 14, u(x,t)

2,15, T(x,e)

T 4 r 6
3&ﬂ sin 4¢ + SEﬂ sin 6¢.

2.16, W(x,t) = 1 + cos %? expl - 1353 .
L
2,17, W(x,t) = 2 + cos %—x e_kt/4 + cos %:cergktfég 2, i
i

2‘6
2.18. T(r,9) &J sin 69 .

2.19, T(x,y) = - %? 51n2(2n + 1)x sin(2n + 1)y .
n=0 (n°=1)2n+3)sinh2n + 1)1
2 .
2.20. a) } ! =+ 1 2=”4+2;
1+ (u+ 1) P+ (u=-1 o+ 4
- 2 ‘
b) T{x,t) = %“J EZ;iJé cos ux e " tdu .
o + 4
. =T t ~9w2t
2.21. W(x,t) = 2 sin 7x e + 15 sin 37x e .

sin 2mx{cos 2ﬂt-%;-sin 2m1t) +sin 10wx(cos IOﬂt-hT%F sin 107t).

]

2.22. u(x,t)

2.23. =4,
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Tentamen juni 1976

2

1. a) 0; b) 4m; C)g=(2y22, _xzz.O); d) 4m .
X + vy X +y

sin(2n + 1)7mx 2 9
o Za-D(2a+ 1) (Zn+3) expl(a = (2n + 1)7n)e]

2. a) u(x,t} = -% z
n=

b) Stabiel voor a £ “2 ; labiel voor a > ﬂ2 .

Herkansingstentamen juni 1976

I

1. a) Nee, want rot v = (1,0,0) # 0 .

(- 2xyz, Xy + yzz —%23 , 0) .

by Ja:a=1; w

cy T
64 v (-D® i . i
2. ulx,t) = -7 E —=T cos{(n + —2-)ﬂx sin(n + -Z-)T!‘Ct '
cr n=0 (2n+1) '
3. a) T(x,t) = 1 {expl- _(_::_1)_2_3 - exp[- -T-—(X+ 1)2]}
! Zm 4t t
2 2
1 (x=1) (x+1)
b) T(x,t) = {exp[- =——] + exp[- —-—T-]} .
2‘/';1'? 4t t
Tentamen januari 1977
1. a) rot v =0 .
b) v = grad ¢ met @(x,y,z) = 2- .
y + z

c) 1 .

La)rmt)———i-

5 —5 cos 2nmX expl— lmznzt] .

HM&

El

b) lim T(x,t) = + .

L 6
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&) Zie collegesyllabus, 1.5, opmerking 2.

A ALY
) divve —+=v + =2
- ar r r r 3p

Herkansingstentamen januari 13977

_
8 L]
o 5 + :
ay u(r,g) =-C + % -—-——l--—-2— rzn,l sin(2n + 1)¢o .
n=0 ((2n+1)
b cC=1 .
2 cos X sin t 0sxs<st,
u(x,t) = '
sin(x + t) , 0stsx,
Tentamen juni 1977
a) 0.
b) 2m .
c) u heeft geen vectorpotentiaal in IR3\{Q}, want ff (u,n)do
' B

2

hierin is B de bol x2?+ yoo+ z2 = | en n de naar buiten gerichte nor-

maal op B.

o

u(x,y) = J% Z‘ cosh(2n+ 1)7x sin(2n + 1)y
m n=0

(2n + 1)2 sinh (Zn + 1)7

u(r,t) =1 + E%_sinh(Zrt) expf - (r2 + t2)] .

Herkansingsteﬁtamen juni 1977

2% T
2 . 2 . 2 .
a) (y* + 2)do = do (sin” 6 sin ¢ + cos 6)sin 6de
S 0 0

b) §(?§) = (0,y,1) .

Gm # Q3
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c) IJ(YZ + z)dog = Jf(é»&)dﬂ = IJJ div a drt = %; :
5 S R

hierin is R het gebied gegeven door x2 + y2 + z2 =1,

d) Nee, want het veld a is niet bronvrij (zie c)j.

2, a) v = (éxzy + - xzz + —-z3 + Xz, %-x - Xyz + yz , %-x3'+%-23 - % 22 - cos z) .
b) 4f = 0 .,
o
3. ulx,t) = x - % 2. J% E ~ﬂ—LT~§ sin(n + %Dﬂx cos(n-%%)ﬂt.

T nO(n+?

Tentamen januari 1978

1. a) 0 .

3

b) w = (cos(x+z) + yz, 3 x~ - eyz’ o) .

£ 1E
W~

c)

2. u(x,y,t) = cos mnx cos nny(A cos w £ F B sin mmnt) R
W = mC véz-rnz , myn =0,1,2,... , {(myn) # (0,0)

3. a) ﬁw(x-t) + dy(x+t) voor 0 < t < x ,
ut(x,t) =
hy(t-x) + du(x+t) voor 0 < x < t .
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u (x,1)
b) t
1
X 1 7 3 7 X
ut(X,2) ut(x,B)
i{;;;yﬁ\\\\,//////\\\\\ /////’\\\\\v////ﬁ\\\\\
i 2 3 4 x 1 2 3 4 5
2

c) e” - voor 0 < t <1,

u(0,t) = -itz + 2t -1 wvoor I £t <2,

1 voor 2 £t .

Herkansingstentamen januari 1978

2. u(r,p) = C - %(r-+4r_1)sin p + T%%(r34-r—3)sin 30, waarin C een

willekeurige constante is.

g :
3. 4 ln[(l+z+vz.2+22+2)(1-z+V22—22+'2)] .

Tentamen mei 1978

2, a) 0.

b) w = (2xyz + yzz, x3 + xzz - 23, 0.

c) %; 34.
3. T(r,9) = % z ! gy (r2n+l- a4n+2 r_zn-l)sin(2n+])¢.
n=0 (2n+l)(1,fa D]
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Herkansingstentamen juni 1978

1. a) 0; b) m ; c) -1 .

1 2 13 12 1 2
2, v = (Exz - gX s 3% 2YZ7s 0).

4o ° sin{Z2n+!)rx cosh{(2n+!)ny

3

3. ulx,y) = %ux(l-x) - 3
7~ n=0 (2n+1)~ cosh(2n+1)w

VITentamen januari 1979

I'. =5m,
2, (2%, m, Q).
3. u(x,y,t) = sin %? sin E%X cos(mct ba_z-FQb-z) .

Herkansingstentamen januari 1979

1. a) f(x,y,z) = X3+Z3’ w = (2xyz, ij3+x23+yzz’ 0).
2w = (xyz, b ealaoyla, - B
2 212
3. b) ¥(r,t) = ge (x7+c7t™) sinh(2crt).

r

Tentamen mel 1979

l. %% (1,1,1).
2 a)y 0.
*Y w= (0, xy arctan § s XZ arctan E).
c) %nz/z_._
3. V(r,9) = % + % E I 7 (%)2n+] cos{2n+1)g.

n=0 (2n+1)
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Herkansingstentamen juni 1979

2. T,
n+l
3. ulx,t) = 2 sin wr E L) sin nx
n=! n{n =-w)
of
sin wx sin wrm 2 .
u(x,t) > x 57— + 5 sin ar

w w m

sin2 %nt .

n"

n=] n{n"—y")

sin nx cos nt.




)

10.

12,

14.

. diviev)

)
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TECHNSICHE HOGESCHOOL EINDHOVEN

Frormul,el,I'jst Wiskunde 40

1t

© div v + (grad ¢ V).
rot(w_\_r_) =9 rot v + (grad 9) x v.
div(u ¥ v) = (v,rot u) - (u,rot v}.

rot rot v = grad div v -~ Av,

.
grad ¢ dt = J ¢n do ..
R S

(v,n)do.

3 rr
J rot vdr = (_r_l_ x v)do.
R

S K
J[ (rot v,n)do = J (v,t)ds.
S K
.1 3o 1 da 1 3a
grad o = ('ﬂ*l““'; R F;_v' R 'ﬁ';ﬁ)-

. N ] 9 . 9
. div a = ————w{m(hzh?,au) + W(h3hlav) + W(hthaw):"

R hyhy

R 2

(rot a) = ———{h2h3 -F\T(h_?.aw) W(hZav)]'
{rot a) = —I-—[a (h,a ) - -?—-(h a)l
=y h3hl w Ty du* 3w ?

2y = Y -8
(rot i)w = }—{]—Fé{au(hzav) av(hlau)].

h,h h.h bk h
L o1 3 23 ay 3 310, L3 0172 Ba
SR N S TR T R Tl R el A

{ [uAv + (grad u, grad v)]dt = JI u g‘; do.

i s
i

) J J [udv = vAuldt = JI (u E-! - v %‘-)do'.
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