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HOOWITUK 1. Grondbogreippon

§ 1. Complexe gelballen

De definitie en eigenschappen van de complexe getallen zoals in het college
Wigkunde 10 ingevcerd worden bekend verondersteld. We herhalen de belang-

rijkste punten.

Door in de 2-dimensionale vectorruimte 32 een operatie "vermenigvaldiging!
in te voeren door: (a,b) X (c,d) = (ac-—bd, adr+bc) kregen we een systeem
van dingen waarmee gerekend kan worden precies als met de regle getallen.

Deze dingen zijn toen complexe getallen gencemd. Het bleek zinvel de complexe

~getallen (a,O) te identificeren met de reéle getallen (door a te schrijven

i.p.v. (a,O)). Voor het getal (0,1) werd de afkorting i ingevcerd. Daardoor
kurmen we ieder complex getal 2z eenduidig schrijven als x+ 1y waarin x en y

regle petallen #ijn, renaamd reéle deel on dmamrinaitre deel van a.

Notatie: x = Re z, vy = Im z. De complexe getallen z met Re z = 0 liggen op de

imaginaire as, die met Im z = O op de reéle as van het complexe vlak. Het ge-—

tal x - iy werd complex-geconjugeerde van z genoemd,

Notatie: z = x ~ 1iy.

Men kan complexe getallen ook representeren door argument en modulus (&bso—

lute wearde), waartoe men wordt geleid als men in het complexe vlak pool-

codrdinaten invoert: r = afstand tot de oorsprong, $ = hoek van de voersiraal
met de pogitieve x-as. De richting van toenemende ¢ is die tegen de beweging
van de wijzers van een klok. De hoek ¢ is door (x,y) op gehele veelvouden van

2n na bepaald, en wel geldt
X =T o8 9, ¥y =T sing .

Onder modulus of absclute waarde van z wordt verstaan het niet-negatieve getal

T = lzl = (x? + yz)%_:B g .
De hoek 9 noemt men het argument van :
¢ = arg z .
Een complex getal kunnen we dus schrijven als
Z =x + iy = r{cos ¢ + 1 sing) = rei(p .

Met behulp hiervan heeft men in het eerstejaarscollege de eenvoudigste eigen-

schappen van complexe getallen leren verwerken.
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Een nieuw begrip voor U is dat van HOOFDWAARDE van arg z. Zoals reeds opge-
merkt, is het argument van z pas op een geheel veelvoud van 2n na eenduidig
bepaald. Men spreekt nu van hoofdwaarde van arg z als men zich beperkt tot

het interval {links open, rechts gesloten)
-n<argz <nmn.

Onder arg z zonder meer zullen we in dit college steeds deze hoofdwaarde

verstaan. Het belang daarvan zal later ter sprake komen.

§ 2. Verzamelingen van complexe getsallen

De totaliteit van alle complexe getallern wordt vaak aangeduid als de verza-
meling €. Deelverzamelingen van € kunnen we wvaak beschrijven door een voor-
schrift of door een eigenschap te noemen die de elementen z van zo'n verza-
meling A bepaalt. Een veel gebruikte notatie is A := {z| ...... }'waarbij op

de plaats van de stippen een voorschrift staat waar z aan moet voldoen. Zo is
{v | Lol < 11 het, inwondiye van do ¢énheidseirkel in €. De imaginaire as is

(z | z = iy, y reéel}. In het vervolg maken we geen onderscheid tussen de drie
uitdrukkingen: "z is een complex getal", "z is een element van de verzameling

€" en "z is een punt in het complexe vlak'".

Z1ij V een of andere verzameling van complexe getallen. Om uit te drukken dat
een bepaald complex getal a tot V behoort, gebruiken we de notatie a € Vi
we zeggen ook: a is element van V. Willen we uitdrukken dat a niet tot V be-

hoort, dan schrijven we a £ V.

Eindige verzameling: een verzameling met eindig veel elementen.

Uneindige verzameling: een verzameling met oneindig veel elementen.

Berrensde verzameling: een verzameling V heet begrensd als we een constante M

kunnen vinden zodanig dat |z| < M voor alle z € V. Zo'n begrensde verzameling
kunnen we overdekken met een cirkel om de oorsprong en eindige straal; ook

door een vierkant van eindige afmetingen.

Deelverzameling: A is deelverzameling van B als ieder element van A element

van B is. De notatie hiervoor is A ¢ B (A is bevat in B) of B2 A (B omvat 4).
De mogelijkheid dat A = B is, is niet uitgesloten in deze notatie A ¢ B. Is

A # B, dan is A een echte declverzameling van B,



Dogrsnede van A en B is de verzameling waarvan de elementen zowel tot A als
tot B behoren. De notatie hiervoor is A N B, of A.B, of AB. Als AB = @

(ﬁ = lege verzameling), dan heten A en B disjunct.

Vereniging van A en B, notatie A UB of A + B, is de verzameling van complexe
getallen die tot &, tot B, of tot beide behoren.

De begrippen doorsnede en vereniging kunnen op een willekeurige ccllectie van

verzamelingen worden toegepast.

Complement van A: verzameling van complexe getallen die niet tot A behoren.

Notatie voor complement van A is A' (ook wel € \ A).

Oggevihg

Z4ij a een complex getal, en p positief. De getallen z met de eigenschap
|z—31 < p zijn gelegen binnen de cirkel met middelpunt a en siraal p. Als p
klein is, zegt men in het spraakgebruik: deze z liggen in de omgeving van a.
Daarom definiéren we: _

Omgeving van a is de verzameling van getallen z die voldoen aan |z—a| < P
De omgeving hangt van a en p af.

Daarom: p-omgeving van a. Het punt a behoort tot ieder van zijn omgevingen.

Men spreekt van gereduceerde omgeving als a uitdrukkelijk wordt uitgesloten.

Dus: gereduceerde p-omgeving van a is verzameling van getallen z met

0 < |z-al < pe

Verdichtingspunt

Het getal a noemt men verdichtingspunt van de verzameling V als in iedere om-

geving van a oneindig veel elementen van V liggen.

Cpgave: a is verdichtingspunt van V als in iedere gereduceerde omgeving van a

tenminste één punt van V ligt.
Opmerking: een verdichtingspunt van V is niet noodzakelijk punt van V.

Gegloten verzameling

Een verzameling V heet gesloten als ieder verdichtingspunt van V tevens punt

van V is. Een gesloten verzameling bevat dus al haar verdichtingspunten.

Inwendig punt

Het getal a is inwendig punt van V als er een omgeving van a te vinden is die

geheel tot V behoort. Een inwendig punt van V behoort tot V.
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Open verzameling

Een verzameling die louter uit inwendige punten bestaat, heet een aopen verzame-

ling.

Opgave: maskt U zich vertrouwd met deze begrippen door het tekenen van plaat-

Jjes.

Samenhangende verzameling

Een verzameling V heel samenhangend als ieder paar punten P, Q van V door een

kromme, welke binmnen V ligt, kan worden verbonden (definitie kromme zie blz. 6).
Gebied

Dit is voor ons een zeer belangrijk begrip. Een gebied G in het complexe vlak
is een verzameling van complexe getallen die

(1) niet leeg is,

(2) open is,

(3) samenhangend ig.

Elk punt van G is een inwendig punt van G, omdat een gebied pexr definitie

open is. Twee willekeurige punten van G kunnen door een polygoontrek worden
verbonden die geheel in G ligt, omdat G samenhangend is. Een verdichtingspunt
van { behoori tot G of behoort niet tot G. In het eerste geval is het verdich-
tingspunt een punt van ¢, en dus inwendig punt van G. In het tweede geval is
het verdichtingspunt een zogenaamd randpunt van G. De verzameling van verdich-
tingspunten van G die zelf niet tot G behoren vormen tezamen de rand van G.
(De rand van een verzameling V wordt gedefinieerd als de verzameling punten
waarvoor in iedere omgeving een punt van V en een punt van V' ligt. ) De ver-
eniging van G met zijn rand is een gesloten verzameling, welke we aanduiden

metla. Men noemt G wel een gesloten gebied. Wij zullen daarvoor het woord

domein kiezen. Dus domein = gebied + rand.

Twee belangrijke stellingen:

A. Overdekkingsstelling van Heine en Borel

Dovie weer belangred jlke olellin: Tuidlz

Tndicn een besrensde (esloten vermameling A van complexe getallen i
beval i de verenipring van cen cobleelice van open vergamelivgoern, dar o

A reeds bevat in (kan worden overdekt door) een eindig aantal van die

open verzamelingen.



- r = 3+ afstand van m tot rand G,)

E. De stelling van Bolzano en Weierstrass

Bewijs. Als de collectie zelf eindig is, is er niets te bewijzen. Verder
uit het ongerijmde. A is begrensd, A kan dus worden overdekt door een

vierkant VO {rand inbegrepen) geheel in het eindige z-vlak gelegen.

I T

Stel dat de stelling onjuist was. Verdeel VO in vier gelijke vierkanten.

R

Dan is onder deze vierkanten tenminste één (zeg V1, rand inbegrepen) met
de eigenschap: het deel van A gelegen in VT kan niet worden overdekt door Zg
een eindig aantal uit de collectie van open verzamelingen waarvan sprake ' @
is.

Herhaal: V1 wordt verdeeld in vier gelijke vierkanten. Tenminsle één daar-
van (Vz, rand inbegrepen) heeft de eigenschap dat AV, (doorsnede van A en
V2) niet kan worden overdekt door een eindig aantal van de bewuste open
verzamelingen. Enzovoort.

We krijgen zo een rij vierkanten: VO, V1, Vé,..., met Vb 2 V1 > V2 o
welke inkrimpt tot €én gemeenschappelijk punt P. Dit punt behoort tot

elke Vn’ en ié verdichtingspunt van A (waarom?). Omdat A gesloten is, be-
hoort P tot A.

In de gegeven collectie van open verzamelingen is er tenminste één die P
bevat, en dus inwendig bevat., Dan is er ook een p-omgeving van P (als we P
Xlein genoeg nemen) met de eigenschap dat haar doorsnede met A geheel wordt
overdekt door deze éne open verzameling.

Dit nu leidt tot een tegenspraak. Op den duur (n voldoende groot) liggen
alle Vn binnen die p-omgeving. Enerzijds zou Vnrniet kunnen worden over-
dekt door een eindig aantal, anderzijds wordt ze (van zeker rangnummer n
af) overdekt door één der open verzamelingen. Uit de tegenspraak volgt dat

de stelling wél juist is.

Opgave. Zij G een gebied, D een gesloten deelverzameling van G, dan is er

een positief getal & 28 dat wvoor ledere Z, € D en 2z, € G' geldt |zl-22l> §;

anders gezegd: de rand van D komt niet willekeurig dicht bij de rand van G.

(Wenk: overdek D met de collectie der cirkels |z-m{ < r, waarbij m € D en
1

Een begrensde oneindige verzameling heeft tenminste één verdichtings-
punt.

e T T TR L
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Bewiis. Geef dit bewijs zelf door de 1in A gebruikte vierkanten-methode nog
eens te gebruiken.
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Definitie. Een rij van getallen z (n =1,2,3,...; er mogen gelijke onder
voorkomen) heeft de limiet a (convergeert naar a) indien bij willekeurig
voorgeschreven € > 0 een rangnummer N kan worden gevonden zodanig dat

lz - a| <€ voor n 2 N.~
n

Een convergentiekenmerk, waarin de limiet a niet voorkomt, luidt:

Een rij {zn} heeft een limiet als bij elke & » O een N bestaat z5 dat voor
alle n > N en alle m > N geldt 1zn— zm| < & (Cauchy).

Bewijs., Er is een M zo dat voor alle m > M: |zm-z verdich-

a
€
T te maken.

tingspunt der 2 (B.W!). Dan |zn-a|

1"
N
o
|
8
B___
+
N
I
i)
A

Definitie. Is {an} een rij reéle getallen dan definiéren we:

(L als voor elke € > C slechts eindig veel elementen van de
rij > L + ¢ zijn, terwijl cneindig veel elementen > L-¢
lim sup a =« zijn,

- oo e .
a o als de rij niet naar boven begrensd is,

L~ o als g, -~ = VOOr m = .

Opmerking: Als de rij‘{an} een limiet L heeft is 1lim sup a = L.
n —+ o

Stelling. Iedere reéle rij {an} heeft een lim sup.

Opgave: Bewijs dit. (Wenk: als lim sup 74 + o dan alle a < C en o vele > D;
halveer [D,C]...)

§ 3. Boog, kromme, weg in complexe vlak

Onder een gladde boog zullen we in dit college verstaan: het continu differen-
tieerbare beeld in R2 van een 1ijnsegment. Hiermee bedoeclen we het volgende:
als voor a = t < b de funkties x(t) en y(t) continue afgeleiden hebben dan
noemen we de verzameling punten z = f(t) = x(t) + iy(t) (a<t< b) een
irladde boops. Hel punt “ = (a) heet boginpunt van de boogr, Z, = ({b) cindpunt.

De variabele t heet parameter en z = x{t) + iy(t) een parametervoorstelling

van do booyr. Eenzelfde boog kan vele verschillende parametervoorstellingen
habboti.

) . \ }2 . }2
(Meestal eisen we nog dat {x {t) + {y (t)r° > 0.)

Als we i.h.v. boog schrijven bedoelen we steeds: gladde bhoog.

Een kromme is een aaneensluiting van een eindig aantal bogen; heeft dus een

begin- en een eindpunt. Een enkelvoudige kromme is een kromme zonder dubbel-




punten. Als beginpunt en eindpunt samenvallen sprcken we van een feclolen

kK romnmo.

Ben Jordankromme is een enkelvoudige gesloten kromme.

Bigenschappen: een Jordankromme verdeelt het complexe vlak in twee disjuncte

delen, het binnengebied en het buitengebied. Beide delen zijn gebieden, die de

kromme tot rand hebven. De Jordankromme heet positief georienteerd (met pijl

aan te geven) als we in de pijlrichting bewegend het binnengebied aan onze

linkerhand hebben (tegen de wijzers van de klok).

Weg

Later hebben we het begrip van weg in het complexe vlak nodig. Een weg is ecen
zaneensluiting van een rij bogen in een niet-noodzakelijk-eindig aantal. Een
weg kan "naar het oneindige" lopen, of daar vandaan komen (bv. uit zekere rich-

ting), etc.
We herinneren aan een stelling uit het college Wiskunde 20.

S8telling

Zij X een boog met parametervoorstelling z = x(t) + iy(t), (a<t=<1b). Dan

is de lengte van K gelijk aan

b b
_ « frdxy2 dyy2 _ 4z
L= j \/(dt) + (g 4t = j I5el 4t -
a

a

Gebied van enkelvoudige samenhane

Een gebied G heet enkelvoudig samenhangend, als met iedere Jordankromme J die

tot G behoort ook het binnengebied van J tot G behoort.
Als G samenhangend is maar niet enkelvoudig samenhangend, dan noemen we G

meervoudig samenhsngend.

Voorbeelden
(1) {z | |z| <1} is enkelvoudig samenhangend.
(2) {z | |z| > 1} is meervoudig samenhangend.

(3) {=z | 1< |z| < 2} is meervoudig samenhangend.
(4) Iaat uit het in (3) beschreven gebied het lijnstuk {z l Re z <0 en

Im =z = O} weg, dan ontstaat een enkelvoudig samenhangend gecbied.

SR
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(3) 4y

Hieronder volgen nog enige voorbeelden met bijbehorende tekening.

iR

meervoudig samenhangend enkelvoudig samenhangend

De niet tot G behorende "eilanden" kunnen punten zijn: evenals (3) is bijv.

{z | 0 < {z|l < 1} meervoudig samenhangend.



HOOFDSTUK TI. Het funktiebegrip

§ 7. Funkties van een complexe variabele

21j gegeven:

(1) een verzameling A van complexe getallen,

(2) een voorschrift, waarmee we aan elke z € A een bepaald complex getal w
toevoegen.

We schrijven w = f(z), en geven de situatie weer met: f (soms schrijift men

£f(z)) is als (eenwaardige) complexe funktie van z gedefinieerd op A. Het noe-

men van de verzameling waarop de funktie is gedefinieerd, is essentieel. Vgl.

de vroegere term van 'gecorloofde" waarden van de onafhankelijke variabele.
g

Als we stellen 2 = x + iy, w = u + 1v, kunneh we f(z) splitsen in redel en
imaginair deel: f(z) = ulx,y) + ivix,y). De funkties u en v zijn reéle funk-
ties van twee redle variabelen, gedefinieerd wvoor (x,y) € A. Een complexe
funktie is dus niet anders dan een geordend paar van twee reéle [funklies van
twee redle veranderlijken. Het is duidelijk dat we het funktiebegrip dienen
te vernauwen, als we nog iets interessants willen krijgen; anders zouden we

reéle~funktietheorie bedrijven.

Limietbegrip

De definitie van limiet is formeel derzelfde als die in de Tedle analyse.
Een functie f gedefinieerd op A heeft de limiet L voor z —- a als bij elke
e>» 0 een § > 0 bestaat zd dat voor 0 < |z-a] <& enz € A geldt |f(z)-—L[ < €.
We schrijvens:
lim f(z) = L, of ook f(z) - L {z~ a) .
2 = a
Andere definitie (ga de gelijkwaardigheid naj: £ heeft limiet T voor z naar a

als lim f(z ) = L voor elke rij {z
n — o« n

} met 2y €Aenaz —a (k- o)),

k k

Steliingen aangaande som, verschil, product, en guotient van limieten net

als in reéle analyse.

Continuiteitshegrip

De funktie f heet continu in het punt a € A als fla) = lim f(z).
A - a

Bguivalente definitie: f is continu in a € A als er bij iedere € > 0 een d

is zodat | f(z) - f(a)| < € voor |z-al < & en z € A.

P
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10.

f heet continu op (of in) A als f(z) continu is in ieder punt van A. In de

meeste gevallen is A een gebied, een domein, of een kromme.

Uit de reéle analyse kennen we de begrippen links- en rechts-continuiteit:

lim £{x) = f(a) resp. lim f(x) = f(a)- In het complexe vlak zijn er veel
x Ta x la

meer mogelijkheden om tot een punt a te naderen. Zij f gedefinieerd op A en B
een deelverzameling van A. Dan heet f continu in het punt a ten aanzien van
B c A als

(1)3631

(2) pij iedere € > Q0 is een & > 0 zo dat [f(z) - f#{a)| < € als jz-a] < & en
z € B.

1 ]

Voorbeeld: door f(z) =z  -Z  (z # 0), £(0) = 0 is f gedefinieerd op
A = hele complexe vlak; f is discontinu in 0, maar continu in 0 ten aanzien

van B = reéle as.

Opmerking: Als er sprake is van "continu in a" zonder meer, dan wordt onder-

steld dat de functie in een volle omgeving van a gedefinieerd is.

Opmerking: Som, verschil, product en quotient van continue funkties zijn con-
tinue funkties (met de bekende uitzondering: niet delen door nul), net als in

de reéle-funktietheorie.

Is f(z) een continue funktie van z, dan zijn de reéle funkiies u(x,y) en
v(x,y), gedefinieerd door f(z) = u(x,y) + iv(x,y), continue funkties van x
en y. Het omgekeerde geldt ook (ga dit na). Om werkelijk interessante complexe-

funktietheorie te krijgen, moeten we meer eisen dan continuiteit alleen.

Opgave. Is f continu, dan zijn ook Re(f), Im(f), en |f| continue funkties
van z. De hoofdwaarde arg 2z is niet continu in de omgeving van de negatief-
reéle as; wel continu op die as ten aanzien van die as (daar is arg 7z gelijk

aan 1) .
Stelling

Is f gedefinieerd en continu op een gesloten begrensde verzameling A, dan

ig £ op A begrensd, en |f(z)| heeft zowel een maximum als een minimum op A.

Bewijss Analoog aan L § 2 A en B.



11.

§ 2. Differentieerbare funkties

We hebben reeds opgemerikt dat we met continue funkties niet ver komen. We

zullen daarom differentieerbaarheid eisen. A priori is het niet duidelijk

dat er dan wel iets interessants komt, omdat we toch in de reéle analyse ook
wel Lunklies van lwee veranderlijken x en y nawr dese veranderllijken kunnen

differentiéren.

We zullen de afgeleide f' van f defini&ren op een manier geheel analoog aan
die in de regle analyse van funkties van één reéle veranderlijke. De resul-
taten blijken zeer verrassend te zijn. Het blijkt namelijk dat een funktie
die éénmaal differentieerbaar is, automatisch willekeurig wvaak differenti-

eerbaar is.

We zullen de afgeleide alleen definiéren in een inwendig punt van de defini-

tieverzameling A van de funktie. De verzameling van alle inwendige punten van
A is een open verzameling. Men kan bewijzen dat een open verzameling de vere-
niging is van een collectie van disjuncte gebieden. Daarom is het voldoende,

differentieerbaarheid te definiéren voor een funktié die in een gebied (open +

samenhangend) is gedefinieerd.

Definitie. Een funktie f, gedefinieerd in een gebied G, heet differentiecerbaar

in het punt a van G als het differentiequotient

fla+h) - rla) |
. (n # 0)

een limiet L(a) heeft voor h — 0.

Voor |h| klein genoeg ligt a+h ook in G. Bovenbedoelde limiet L{a) duiden we
ock aan met f'(a), en men noemt f'(a) de afgeleide van f(z) in het punt a.

Dit is geheel analoog'aan het geval van de redle analyse. (Bedenk echter dat

h hier complex is!)

Gelijkwaardige definities

(1) £(z) gedefinieerd in G heeft afgeleide L{a)} in punt & € G ale er bij

ledere € > (O een d is zodat |ii£%}fé¥§i - L(a)| < & voor elke z met

0< |z-a| < 5.
(2) Als in de omgeving van a geldt
f(z) = £la) + (z-a)L(a) + (z-a)n(z,a) ,

met n{z,a) > 0 voor z - a, dan kunnen we L{a) definigren als de afgelei-

Fid e g T
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de van f(z) in het punt a.
Opgave. Bewijs de gelijkwaardigheid van de definities (1) en (2).
Stelling
Is f differentieerbaar in het punt a, dan is f continu in a.

Bewijs. f differenticerbaar in a, dus f gedefinieerd in volle omgeving van a.

We kunnen dan getallen L = f'(a) en 61 vinden zodanig dat (neem € = 1)

Iiizgffiigl - Li <1 woor alle z met Q0 < |z—a| < 51

.

Dus ook

f{z) -~ £(a) - (z-a)L| = |z-a] woor 0 < [z-a| < b -

Dan ig onder deze omstandigheden

|£(z) - r(a)l

il

|£(z) - £la) - L(z-a) + L(z-a)]

#

|1(z) - fla) - L(z-a)| + |L| |z-2]

(1 + ILI) }z—u' u (i + JLJ)b1 .
.. ) ) £
Zij & > O gegeven. Kies d = m1n(61, zq—:fTixjg:). Dan geldt

|f{z) - fla)| < ¢ mits |z-a|l < &. Dus f continu in a. QED.

We hebben het bewijs hier in alle nauwkeurigheid opgeschreven. Het inzicht

dat de stelling Jjuist is krijgen we sneller: als z — a heeft iiz%f}iigl een

eindige limiet. Daar de ncemer tot O nadert moet ook de teller tot O naderen.

Opmerking: natuurlijk geldt niet de omkering der bovengenoemde stelling.

Voorbeeld. Re(z) is een continue funktie van gz, maar ze heeft in geen enkel
punt een afgeleide. Verifieer dat f(z) =z = x ~ iy geen differentieerbare

funklbic ia.

Opmerking: de bekende regels voor het differentigren van som, verschil, pro-

duct en quotiént (noemer niet nul) van funkties gaan gewoon door.

Opgave. Bewijs de kettingregel. Is p(z) differentieerbaar in Z, » £lep) dif-

Forenticerbaar in P, = w(zo), dan is IM(z) = f(gp(z)) differentieerbaar in z, en
1 — t t
7z ) = 1o, Jo (2]

Aanwi jzing: gebruik definitie (2) van differentieerbaarheid {waarom?) .
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Definitie. Is f gedefinieerd in een gebied G, en is £ in elk punt van G dif-

ferentieerbaar, dan heet { differenlicerbaar in (. Dan noemt men [ eon (een-

waurdige) analytische Lunktbie, ol ook wel holomorfe funktie, in G. Uuk de

naam reguliere funktie wordt vaak gebruikt in plaats van holomorf.

Analytisch in een punt, op een kromme

Analytisch in een punt = differentieerbaar in het punt én differentieerbaar

in een volle omgeving van dat punt.
Analytisch op een kromme = analytisch in ieder punt wvan die kromme.

Ergo: bij analytisch in een punt of op een kromme moeten we dat punt of die -
kromme inbedden in een gebied, en eisen dat de funktie differentieerbaar is

in dat gebied.

Opgave. Beschouw f£(z) = x%y + ixy-. Bewijs: f(z) is differentieerbaar in

z = 0, maar f(z) is niet analytisch in z = 0.

De‘reéle Tunktie Qedefinieer& door

0 als x =0,
f(x) =
2 .1
x sin = als x % 0
x
is voor alle x differentieerbaar, maar f' is in x = 0 niet continu, dus ook
niet differentieerbaar. Zoiets is in de complexe funktietheorie niet mogelijk.

Dit blijkt uit de volgende

Fundamentele eigenschap ("Eigenschap*")_
Is £(z) holomorf in G, dan is ook f'(z) holomorf in G.

Het bewijs wordt uitgesteld. We verwijzen naar dit resultaat door het eigen-
schap”® te noemen. Gevolg van eigenschap®: is f(z) holomorf in G, dan bestaan
al haar afgeleiden f'(z), (z),..., in G en deze zijn alle holomorf in G.
Hoewel we voorlopig geen gebruik van deze eigenschap maken is het goed nu
reeds in te zien dat differentieerbzarheid van een funktie een zd zware eis

is, dat de funktie nog meer mooie eigenschappen heeft.

L

E
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Voorbeelden van analytische funkties

£(z) = constant , f'(z) =0 .

(z) =z, £'9z) =1 .

i(z) = 2 ) £'(z) = n 2 (n geheel getal) .
N n N

f(z) = B az f'(z) = 2 naz (polynoom) .
n=o n=1

Ben polynoom is een analytische funktie in G = hele z-vliazk.

Opgave. Waar zijn de funkties 2_2, (?*%z)“?, holomorf?
Idem voor guotiént van twee polynomen in z.

Ga na dat {z] nergens analytisch is.

§ %. Punkties gedelinieerd door machtreeksen

Machtreeksen zijn uitermate belangrijk voor de complexe-funktietheorie.
[=5]

. n
is van de vorm an(z -zo) .
n=0

Machtreeks om het punt Z,

o0
Machtreeks om de oorsprong is Z anzn.

n=o0

Stelling

oo

De machtreeks I anzn is absoluut en uniform convergent voor iz\ £ p als
0
0 < p <R en divergent voor |z| > R. Hierbij is R een getal dat bepaald is

door de rij {an}, en wel geldt volgens Cauchy-Hadamard:

1 ; i n
5 - lim o sup \./ Ianl .

n -

(Daarbij is R = 0 als lim sup Gv |an| =ow en R = als deze lim sup O is.)

Bewijs.
BEergt hol triviale geval dat R = 0 dg
Voor z = (0 is de machtreeks altijd convergent, met som a - Dat is dan in het

geval R = 0 ook het enige punt van convergentie, omdat onder deze omstandig-

heden de algemene term der reeks niet eens naar nul gaat (hetgeen nodig is



vooT convergentie). Tmners: (= % 0)

lim sup Qv Ianzn\ = [zl lim sup {v |an| = oneindig.

Dus anzn nadert niet tot nul als n - oo,

Tweede geval, R > 0

Neem 0 < p<Ren p<r <R, Dan is

FO f—

n — oo

ligt dus slechts een eindig aantal getallen v, ]an

| n
‘ |a, znl = (‘E> .
n r

‘ n o n 00
1 Daar (%) niet van z afhangt en = (ﬁ) convergeert is % anzn absoluut en

| n=o n=0

| uniform convergent voor |z| = [oB
Is |z| >R, dan is lim sup Q} lanzn| = lﬁi > 1, zodat dan de algemene term
der reeks niet naar nul gaat voor n - «. Dit betekent dat de reecks divergent

is. Hiermede is de stelling volledig bewezen.

Opmerking: De grootheid R noemt men convergentiestraal; de punten z met

|z| = R vormen de convergentiecirkel.

Opgave: een machtreeks convergeert uniform op iedere begrensde gesloten ver-

zameling gelegen binnen de convergentiecirkel.

Voorbeelden:

[
I
8
Mg
QJN

oo 1N o n
n Z Z
2 , 4 — s L.
n
1 1

o

!
o Mg
=

Het gedrag van de machtreeks op de convergentiecirkel kan van alles zljn.

= lim sup Gv lan| < % . Rechts van %

« Anders gezegd: er is esen

. n 1 .
N z6 dat \/ Ianl <'; voor n > N. Dug is voor n > N en voor alle z met ]zl < p
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o0
4o is % z" divergent voor |z| =R = 1.
0
© n
by EE is absoluut en uniform convergent voor |z| =R = 1.
1 n
© n
Z %; is convergent voor z = -1, divergent voor z = 1.
1
Stelling
o0 0 )
De funktie f(z) =7 &,z is binnen de convergentiecirkel iz] <R een holo-
0

morfe funktie van z, en haar afgeleide wordt gevonden decor termsgewijze

oQ
differentiatie: £'(z) = £ n anzn-1. Deze laatste reeks heeft dezelfde con-
QO

vergentiestraal als de eerste reeks.

Bewijs: lim sup G} nlan| = lim sup {v lan{ omdat Q& n— 1 voor n - «. De reeks

o) o0

L n anzn heeft dus dezelfde convergentiestrasl als I anzn. Tus heeft ook
n=0 n=0
> 1
I n anzn deze convergentiestrasl.
n=0
Is de zo verkregen funktie g(z) =In anz.n-1 werkelijk de afgeleide van de
0

funktie r{z)?

Neem z binnen convergentiecirkel van de twee reeksen. Kies p > 0 20 dat alle

punten & van de cirkel \C- zlsgp binnen de convergentiecirkel liggen. Stel

C = z+h, met dus th = py, en h # {0, dan heeft het volgende zin:

L a
T

flz+h) - £{z) ) = oo 2+ 1) - B . Zn—1}
h Toernts T B ’
n=o
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Nu is
Lathl o an m ) s ) (a2 4 (e e (7
< B2+ Delal™ + o v (Dp™7)
sipi;i (D612 + (121" + .+ (")
<Al Belal™ T (P12l s () -
P
AL g oyt
£
Derhalve

Hethl=tla) (s <

Lel s o j(iatl + o

p- O

De reeks in het rechterlid convergeert omdat Izl + p < R is. De reeks is onaf-

hankeiijk van h. Het rechierlid gaat dus naar nul veocr h - 0. Dus limiei van
-1

h (f(z~+h) - f(z)) bestaat en is gelijk aan g(z). Dus f is differentieerbaar

en heeft g(z) tot afgeleide. Hiermee bewijs klaar.

Opmerking: Dit bewijs en vele die nog volgen hebben allemaal de volgende vorm.

Van een furktie f vermoeden we dat f' = g. Neem ecen punt z. Schrijf dan

‘sz+h)h— f{z) _ glz) = n.olz,h) .

Toon dan aan dat J¢(z,h)| begrensd is voor |h| voldoende klein, d.w.z. dat hel
rechterlid = 0 ale |h| = 0. Dan is met de definitie van afgeleide bewezen dat

£1(z) = g(z). Daar z willekeurig was is het bewijs klaar.

Cpmerkingen

Een machtreeks definieert dus een funktie die holomorf is in het cirkelvormige
gebied der convergentie. Voor deze bijzondere holomorfe funktie is het bestasn
van alle afgeleiden van hogere orde duldelijk. Deze afgeleiden worden verkre-
gen door termsgewijze differentiatie; al deze reeksen hebben een en dezelfde
convergentiestraal. Voor machitreeksen is hiermee eigenschap™® bewezen. We zul-

len later zien dat een funktie, die holomorf is in een omgeving van z, de som
o0

. n . .

is van een machtreeks I an(z-zo) welke in een cirkel om %} convergeert.
n=0

5

BTSN H N S

{
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Exponentigle funktie

Definitie

De convergentiestrazl ils oneindig groot. Dus exp z i1s holomorf in het hele

eindige z-vlak.

Eigenschappen:

(1) (exp z)! = exp 2.

(2) additietheorema: exp(z1 + Zz) = exp 2

| €¥P Z, (volgt uit (1)).

(3) exp z heeft geen nulpunten (volgt uit (2)).

De gebruikelijke notatie is e’ i.p.v. exp z.
k

Stelling. lim (1 + E)n = lim Z (E)(E-)k = E %T = e”,
o n no k=0 n k=0
Bewijs. Bij k vast, n stijgend: (E)(%)k 4 %7-. Neem |z| < R (willekeurig).
o k * s} k
R
Dan K te bepalen z6 dat i E {(E)(E)k - %T} < 2 Z T < g. Vervolgens
k-1 0 7.k ;) zk k= ’ k=K "’
E (k)(EJ - E ij-als n -+ o,
k=0 k=0 "

De trigonometrische funkties worden gedefinieerd door

oo
5 (_1)1’1 Z2n+1/(2n+1)!
0

sin 2z

i

I

5 (<1 22/ on)1
0

cos Z

Ze zijn overal analytisch. Er gelden de formules:

. 1 i -i 1 iz ~-iz
sin z = EE (elz - z) s COS Z = E'(e + e ) .
(gin z)' = cos 3 , (cos z)! = - gin z ,
e™% = cos z + 1 sin z (n.b. |e*?] = oIl 2 # 1 tenzij z regel),

overal in het eindige z-vliak. Dit sluit geheel aan bij de elementaire theorie.
We zeggen: de exponentiéle en trigonometrische funkties van een reéle verander-

lijke hebben we analytisch voortgezet in het complexe vlak. (Zie hoofdstuk VI.)
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Verband met de hyporbolische funclics.
Yoor alle z: cos iz = cosh v, sin iz -~ 1 8inh %, cosh™ % - sinh™z = 1, ony.

Zie Wiskunde 10,

Opgave: Los op cosh 2z = O3 sinh z = O.

Heeft cosh z = sinh z een oplossing?

LET OP: Voor vele waarden van z geldt |cos z| > 1 en |sin z| > 1 ! |
Al dadelijk is cos 1 = %(e'1 +e1) > 1 omdat e > 2, 4
Uit

sin z = sin{x+4y) = sin x cos iy + cos x sin iy =

It

gin x cosh y + i cos x sinh ¥

_ volgt . s
lsin zl = {sin2x coshzy + coszx Sinhzyf§ = {Sinzx + sinhzypg.
Dus |sin z| = 1 als sinh y = cos x of sinh y = - cos Xx.
Dit leidt tot twee krommen in het z-vlak
y, = log(V1 + cos®x + cos x) en ¥, = 1og({% + o8 x - cO8 X) = - Yy o
Dazrop is |sin z| = 1; daartussen lsin z| < 1 en overal elders lsin z| > 1:
|sin z|

— T m
7 - i
y 1 _

Analoog voor ]cos z] (krommen over %—yerplaataen):

|cos z]
—_/ﬁ—-_—

- W— hr ) lfzﬂw T W J D

T~ ] 114 -

S
: 2
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HOOFDSTUK IIT. Integreren in het complexe vlak

§ 1. Complexe integratie

We gaan uit van de definitie van bepaalde integraal van een regle funktie
die we bekend veronderstellen uit het college Wiskunde 10 evenals de (toen

niet bewezen) stelling: b

Is g(x) continu voor a < x < b dan bestaat ‘f g(x)dx.

a
%ij nu K een gladde boog met parametervoorstelling z = o(t) (a< t<1b). We
herinneren er aan dat in § I.3 is ge&ist dat @'(t) continu is. Laat verder

f(z) een continue funktie van z zijn op de boog K, Dan definiéren we

b

ff(z)dz = ff{cp(‘t)}cp'(t)dt .
K

a

(Merk op: de integrand is een complexe functie van de re&le variabele t.)

-Op grond van bovengenoemde stelling uit Wiskunde 10 bestaat de integraal in
het rechterlid (U ziet dat hot reden had te eisen dat bogen steeds continu
differenticerbaar zijn).

We definiéren de integraal van f(z) over een kromme K als de som van de in-
tegralen over de bogen waaruit K is opgebouwd. (Ga na dat bovenstaande defi-

nitie onafharkelijk is van de keuze van de parametervoorstelling.)

Enkele wvoorbeelden

a) £(z) = 1, K gegeven door ¢(t), a <t <b met beginpunt & = ¢(a), eindpunt
B = op(b).
b

jf(z)dz = f 1.9'(t)dt = ¢(b) - 9(a) = B-A .

K a

b) f(z) = 2, K als in a).

b t=b 2 2

frten = ot grtwran = [0 -2t

¥ a t=a

In a) en b) is de waarde van de integraal afhankelijk van begin- en eindpunt
van K maar niet van de gekozen weg van A naar B. Dit is niet altijd het ge-

val (en dat zal é&n van de hoofdpunten van dit college worden).
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Ga dit na aan de hand van de voorbeelden c) en d).

¢) £(z) = |2z| is nergens analytisch. %ij K de kromme bestaande uit het lijn-
stuk [0,1] en de cirkelboog van de eenheidscirkel van 1 naar i. Zij K!'

het lijnstuk van O naar i. Ga na dat

f|z|dz=%—+(i—1) en f]z|dz=%i.
K ' K*

d) Kies £(z) =

N |

s A =1, B= -1 en als krommen K resp. K' nemen we

[z] =1, Imz=>=0 resp. Iz[ =1, Imz=<0.
Toon nu aan dat de integralen over deze krommen verschillend zijn.

Het wvolgende resultaat is van groot belang (uit het hoofd leren!):

Zij K een cirkel met middelpunt z, en straal a. Voor K kunnen we dus

z2 = 2, + aelt (0 <t = 2n) kiezen als parametervoorstelling. Zij m geheel.
Dan is
1 0 0 als m # -1
E—E-‘f(z_ zo) dz =
n ¥ tals m= -1,

Bewijs: Pas de definitie toe.

Opmerking: De waarde van de integraal hangt niet van de straal a van de cir-
kel af.

De bekende stellingen over integralen van reéle funkties zijn direkt over te

brengen op complexe integralen. We noemen slechts één voorbeeld
j}hf(z) + pg(z)}dz = R|f}(z)dz + p‘[é(z)dz .
X K ¥

Het zal in het vervolg wveel wvoorkcmen dat een grove schatting nodig is voor

de waarde van een integraal. Daarvoor gebruiken we de

Stelling

Als |£(z)]| <M voor z € X en als L de lengte van de kromme K is dan geldt

(aangenomen dat de integraal bestaat)

I f(z)dz| < M.L .
K
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Bewijs: Zij z = ¢(t), (a < t < b) een parametervoorstelling van K. Dan is

b
I;ff(z)dz] _ |‘f £{o(t)}e " (+)at| <
K a

kel b
ébfkwhﬂw&H%€Mf|w®Hﬁ=Mi

(vgl. § I1.3).

Opmerking: In dit bewids gebruiken we de ongelijkheid

b

|fb2(t)dtl < f |z(t)|dt

a

waarin z(t) een complexe funktie van de reéle variabele t is (en a <1b). Dit

is eenvoudig te bewijzen met de definitie van integraal (Wiskunde 10) en de

n n
ongeli jkheid I z a.I = & ‘a.l.
1=1 1 i=1 +

Fen analogon van wat bij de integraalrekening van reéle funkties de hoofd-
stelling heette kan ook voor complexe funkties geformuleerd worden en wel
Stelling

Z1j G een gebied en f continu binmen G. laat F een funktie zijn, gedefini-
eerd in G, waarvoor geldt F' = f. Als de kromme K (beginpuni A, eindpunt
B) binnen G ligt geldt

ﬁ@ﬁz
K
b b

Bewijs. jf(z)dz jf{cp(t)}cp'(t)dt fF'{cp(t)}cp'(t)d‘t =

K a a

F{p(b)}-7{p(a)}

(Wé gebruiken dus de kettingregel voor integralen van een complexe funktie

F(B) - F(4) .

Il
i

I

F(B) - P(4) .

il

van een reele variabele).

Voorbeelden
1 2 B4
1) £(2) = Za, F(z) = B z® en f; dz = g als A en B beginpunt resp.

cindpunt van K v jr.
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nsied skl n

m-+ ;
2) £(z) = 5", m geheel, m # -1. Dan is P(z) = ;_+1 . De funkties f{z} en :
F(z) zijn voor alle z gedefinieerd voor niet-negatieve exponenten, anders g

alleen voor z # 0. Voor cen gesloten kromme  (ev. niet door 0) is dan

J}(z)dz = 0, zoals we boven al met behulip wvan de definitie aantceonden.

X

Dat dit voor f(z) = niet opgaat wordt later een belangri jke zaak!

b |

Bij de laatste stelling hangt F(B) - F(A) niet af van de kromme XK. Elke in-

fegratieweg in G van A naar B geeft dus dezelfde uitkomst. Eis is dat er een
i

F met F' = f bestaat. G mag meervoudig samenhangend zijn (bijv. £(z) = —

#(z) = - 1)
=)

olelling

7Zij f continu in G en p een vast punt in G. Als voor iedere z € G en

iedere weg in G van p naar z de integraal

z 5

f £(g)az :

P ' z ;

alleen afhangt van z {maar niet van de gekozen weg) dan is F(z) := ‘f f£(g)ag :
in G een holomorfe functie en F'(z) = £(z). D i
Bewijs: F is eenduidig gedefinieerd. Zij a € G. Omdat £ continu is, is er %
voor iedere e > 0 een omgeving van a waarbinnen geldt: |f(z)-f(a)| <e. Be- '%
schouw een weg in & van p naar a, verlengd met het lijnstuk van a naar z. .ﬂ}

Dan geldt:
7

Z

7(2)-P(e) - [ 2(ong = (s-ad(e) + [ {£(0)-sa))ac
= a

Hierin is de laatste term in absolute waarde < alz-al als z dicht genoeg

bij a ligt. Dit betekent dat F in a differentieerbaar is met afgeleide f(a).

Dit geldt veor iedere a € G waarmee het gestelde bewezen is.

oo
Opgave: 2Zij f(z) = & anzﬂ een machtreeks met convergentiegebied G : [z] < R.
Toon asn datb o=0
z
0
f £(¢)ag lzof <2

Q

bij twee verschillende integratiewegen (binnen G) dezelfde uitkomst geeft ni.

o
+1 . .
nzo anzg Jin+1) = F(ZO). (Wenk: gebruik stelling van blz. 22). A




§ 2. Hoofdstelling der complexe integratie

We hebben in vele gevallen gezien dat de keuze der integratieweg geen in-
vloed heeft op de waarde der integraal, zolang de eindpunten der integratie-
weg vast blijven. Dit geldt voor een grote klasse van integreerbare funkties

en wel met name voor holomorfe funkties.

Stelling

Zij f(z) holomorf in gebied G; « en B begin- en eindpunt van een kromme K
die geheel in G ligt. Zij K' een kromme met hetzelfde bhegin- en ecindpunt,
ook geheel binnen G liggend, en continu te vervormen tot K zonder dat

daarbij enig niet tot G behorend punt wordt gepasseerd. Dan geldt

J}(z)dz = lff(z)dz .
K

K1

De integraal is dus niet afhankelijk van de keuze van: de verbindende krom-

me, maar alleen van de eindpunten o en J.

Stelling
Zij f(z) holemorf in gebied G. Zij K een Jordankromme die, met haar binnen-

gebied, geheel inG ligt. Dan bestaat j}(z)dz en is gelijk aan nul.
K

Bovenstaande twee stellingen zijn equivalente formuleringen van de hoofd-

stelling der complexe integratie. (Niet te verwarren met wat bij de reéle

integratie hoofdstelling werd genoemd.)

Alvorens we deze stellingen bewijzen eerst een opmerking in de vorm van een

Opgave: Ga na dat de stelling voor machtreeksen eenvoudig te bewijzen is in
de trant van de laatste opgave van de vorige paragraaf. (De opmerkingen na

de tweede stelling van § IT.3 maken deze opgave nog interessanter!)

We gevern nu het bewijs van de stelling in de tweede formulering en wel in
dric stappen:

1) K is de rand van cen driehoek,

2) K is de rand van een veelhoek,

3) K is willekeurig.
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Bewiis, eerste stap

Beschouw in ¢ een driehoek D met rand K en omtrek L. We verbinden de middens
van de zijden. Zo ontstaan 4 (congruente) driehoeken waarvan we de randen C,

t/m C4 noemen.
G

Als we over de vier driehoeken in positieve =zin integreren worden de stukken

in het binnengebied tweemaal, en wel in tegengestelde zin doorlopen. Dus is

I := ff(z)dz = .?2_1 ff(z)dz .
K

1=
i
Daar dan
4
7| < = lff(z)dz]
i=1 ¢
1
geeft tenminste &én van de integratiewegen 01,.. .,04

*

| J£(z)az| = £ |1
C,
1 .
Deze driehoek noemen we D (rand = K,). Zijn omtrek is L, = % L. Mu wordt D,

gevierendeeld, enz. enz, Na n stappen hebben we een drichoek Dn met rand Kn’

omtrek L = 2™ 1, waarvoor geldt
iff(z)dz] =470 1] .

K

Il

Er is precies één punt a € G dat binnen of op alle driehoeken Di ligt. Zij
g(z) 1= £(2) - £(a) - (z-a)f'(a). Daar f differentieerbaar is, is er voor

iedere € > O een omgeving van a waarin geldt:

lg(z)] <¢|z-al .
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Als n voldoende groot is ligt de rand Kn van driehoek Dn helemaal binnen

deze omgeving van a. Verder geldt

Kff(z)dz = fg(z)dz .

X
n n

Op Kh geldt:

ma.x|z—al < 5L

Als we de gevonden ongelijkheden combineren vinden we

n o1
vze . LS =3del” .

11} < 4" | |£(=)dz] = 4" | |&(z)az| <4 c
K 'S

I n

Daar dit geldt voor iedere € > 0 ig I = O,

Tweede stap
Zij nmu K de rand van een veelhoek zonder dubbelpunten, die met zijn binnen-

gebied geheel inG ligt, Het binnengebied van K kunnen we uit een eindig aantal
driechoeken zonder overlapping opbouwen. De randen kunnen we allemaal posi-
tief orignteren (als die van K). Zij K, de georiénteerde rand van enige
driehoeck Dv' Dan geldi

j}(z)dz = I j}(z)dz »
K Vg
v
omdat de gemeenschappelijke zijde wvan twee aangrengende driehoeken tweemaal
maar in tegengestelde zin wordt doorlopen, en in het rechterlid dus alleen
de bijdragen van de rand K overblijven. Ieder van de integralen in het rech-
terlid is nul, op grond van de eerste stap. Dus het linkerlid is nwl, waar-

mee de tweede stap is bhewezen.

Derde stap

Een willekeurige kromme kunnen we willekeurig goed benaderen door een poly-
goontrek. Ligt die kromme K en haar binnengebied in een gebied G, dan kunnen
we het zo maken dat de polygoontrek T en zijn binnengebied ook geheel in G

ligt. En bovendien kunnen we het zo inrichten dat

] [f(z)dz - If(z)dz[
K T

willekeurig klein wordt., Aan het echte bewijs van deze beweringen gaan we
voorbij, maar het resultaat is alleszins plausibel. Volgens stap 2 is, als K

gesloten is, en dus ook T gesloten is, de integraal langs T gelijk aan nul.
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Dus de integraal langs K is willekeurig klein. Dan moet ‘f}(z)dz = 0 zijn.

, . . , K
Hicrmee is de hoofdstelling der integralie bewczon.,

Een gevolg van de hoofdstelling is de

Stelling

7ij £(z) holomorf in gebied G. Zijn K en K' gesloten krommen die geheel in
G liggen en die door continue vervorming in elkaar kunnen worden overge-
voerd zonder dat bij die vervorming punten buiten G worden gepasscerd, dan

is, mits XK en K' in dezelifde zin worden doorlopen,

ff(z)dz = ff(z)dz .
K

R

Bewijg: We gebruiken een hulpmiddel dat soms |'kansalmethode" genoemd wordt.
K en K' worden verbondern door
1lijnstukken C1 en C, waardoor
het door K en K' gevormde ring-
vormige gebied in 2 stukken
uiteenvalt. Volgens de hoofd-
stelling is de integraal van f
over beide stukken 0. Als we de
twee integralen optellen wvallen
de integralen over de kanalen
C1 en C2 weg omdat deze twee-
magl, en wel in tegengestelde

zin, als deel van de integra-

tieweg wvoorkomen. In deze som

komt de integratieweg K' in negatieve zin vocr. Hieruit volgt het gestelde.

Een toepassing hebben we gezien in het resultaat op blaz. 21.

De hoofdstelling wordt vaak in de volgende vorm gebruikd

7ij K een enkelvoudige gesloten kromme (Jordankromme), f(z) holomorf op en

binmen K, dan geldt t[&(z)dz = 0.
K

Cpmerking: Holomorf op K betekent: holomorf in een volle omgeving van K, We
kunnen dus K inbedden in een gebied G bestaande uit het binnengebied van K,

K zelf, en een strook in het buitengebied van K. In G is f(z) dan holomorf.

R e e T L o S B

SRR S SR
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§ 3. Residu; integraalformule van Cauchy

Stel f(z) is in gereduceerde omgeving van punt a holomorf. Dan is er een
cirkel C_ (straal p,» middelpunt a) zodat f(z) differenticerbaar is voor ie-
der punt =z % a binnen Ca' De verzameling 0 < |z-a| <P, is een gebied G van
tweevoudige samenhang,

Beschouw twee Jerdankrommen, K1 en KE’ die het punt a in hun binnengebied
hebben en verder geheel binnen Ca liggen. Deze krommen kunnen door continue
vervorming in elkaar worden overgevoerd zonder dat ze G verlaten. Ilaat

belde krommen positiel zljn georienteerd. Dan weten we

ff(z)dz = ff(z)dz .
K

K
1 2

We beschouwen nu de uitdrukking
1

2ni
K

f(z)dz ’

waarbij K een willekeurige Jordankromme is die het punt a in positieve zin
omsluilt en geheel binnen Ca ligt. Dan is duidelijk dat deze uitdrukking door
a en {f eenduidig is bepaald, en niet van K afhangt. We noemen deze uitdruk-
king het residu van f in het punt a. Is f(z) ook in a zelf holomorf, dan is

het residu blijkbaar nul.

Definitie: Een punt waar f£(z) analytisch is, heet regulier punt van f(z). An-

ders heet z een gingulier punt. Er geldt dus de

Stelling

Is £f(z) in een gereduceerde omgeving van a holomorf, dan heeft f(z) een

residu in a. Dit residu is nul als a een regulier punt van f is (o.a.!).

Regidustelling van Cauchy

Is f(z) op en binnen een Jordankromme K holomorf, met uitzondering van een
eindig aantal singuliere punten L R ERE LN die bimnen K liggen, dan
geldt
’ - v=n
e j.l'(a:)tl’.‘. N {In‘(rs. [(/)} .

PR
Vel v
K

Bewijo: Mot do"kanordme Lho_dc" .
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Met behulp van de residustelling kurmen we dus integralen berekenen als we

een andere manier hebben om deze residuen te bepalen. Hoe doen we dat?

Stel £(z) is holomorf in een gereduceerde omgeving van a, en aldaar geldt
£(z) = g(z) + h(z), wasrvij h(z) holomorf is in het punt a. Dan is duidelijk
dat het residu van f in a gelijk is aan het residu van g in a, omdat het re-

sidu van h in & nul is.

n § 1 werd gevonden dat 1. dz = 0 is voor m geheel = 2, mef
2ri (Z_a)m

X = cirkel om 2 = a. We weten nu dat dit resultaat geldt voor willekeurige K
die a omsluit. De funktie f(z) = (z-a)™™, m = 2, is overal analytisch be-
halve in z = a, waar f niet is gedefinieerd. Het punt a is dus singulier
punt van f. Tn a heeft f een residu. Maar het residu is nul. Dus niet geldt:

als het residu nul is hebben we een regulier punt.

De funktie £{z) = (z-a)”' heeft blijkbaar in a een residu gelijk zan 1. Om

deze normering te krijgen werd juist de factor 1/2ni ingevoerd. Beschouw nu

k Am
£(z) = ———— +h(z) ,
m

m=1 (z-a)
met k een positief geheel getal, A onafhankelijk van z, en h(z) holomorf in
a; £(2) is niet gedefinieerd voor z = a. Wel is £(z) in een gereduceerde om-
geving van a holomerf. Het residu van f in a is de som van de residuen dexr
af zonderlijke termen. Dus

{Res. f(z)}Z:a = A,

de cofficiént van (z-a)'.

Definitie (zie ook IV.4): Is £(z) regulier in een gereduceerde omgeving van

aen lim (z-a) £(z) eindig en # O, dan zeggen we dat f(z ) in z = a een
z-a

pool van de orde k heeft (k geheel, > 0).

Een voorbeeld is de hierboven genoemde funktie f(z) als A # 0.

We kunnen nu van een funktie het residu in een pool berekenen indien we er

in slagen de funktie in bovengenoemde vorm voor te stellen, Het residu is
dan A]. Zie verder IV.4 en IV.5.

Voorbeelden

- 2
a) Te hepalen I = ‘[}(z)dz als f(z) = 2 +1
]z]=2 z(z+1)

T e A b B T, it e 5




%0,

A2,
2 7+ 1
Z

Breuksplitsing geeft f£(z) = i} +

We zien dat f in -1 een pool van de eerste orde heeft. In de notatie van

boven is
2
f(z) = 17t h{z)
met hiz) = - i + ;%-, een funktie die in een omgeving van -1 holomorf is.
Z

Het residu van £ in -1 is 2. Op dezelfde manier zien we dat het residu
van f in O gelijk is aan -1. In O heeft f een pool van de orde 2.
z2 + 1
b) Als in a) maar met f{z) = - -
7 (z-f-'i)

¢) Bepaal fjﬁiﬂ~5-dz. We doen dit als volgh:
A
BE
2> z
8in z is gedefinieerd als z - 37'+ ET - +..y welke reeks een in het hele

vlak holomorfe funktie voorstelt. We mogen ook schrijven

3

, 2> 4 Z

WATL %= o - o b g Rl T oaee]
ol Hl !

Als we de holomorfe funktie tugsen haakjes h noemen hebben we

sin z 1
4 23

y
- E;“Lh(z)
4

waarin h(z) in het hele vlak holomorf is. We zien dat het residu van
5in =

4

- 1 .
in z = 0 gelijk is aan 7%'. De gevraagde integraal is - g i,
z .

Opmerking: Als f(z) = -

omgeving van a, dan heeft f in a een poel van de eerste orde met

— * h(z) (A # 0) waarin h analytisch is in een

{Res. f(z)}z=a = A = lim (z - a)f(=z) .
z+a

Dewe methode om ecn residu te bepalen, dic alleen mogeliik is bij polen van

de eerste orde, ligt besloten in de volgende algemene

Stelling

Is m(z) analytisch in v = o, dan peldt

{Res. S;L(ilL:a - o(a) .

-4a




Bewijs: Definieer f door

£(2) = 2%
Zij K een cirkel om a met voldoende kleine straal p (later te bepalen). De

funktie f(z) is holomorf in de omgeving van a, met eventuele uitzondering

van a zelf. Dus heeft f een residu in a:

Hiervoor is te schrijven

I

{Res. f(z)} - %%?&'dz + ! (f 2(z) - 9(a) dz =

z=a, 2. 2ni 7 -a
K K

j’@(z)—m(al iz .
y Z

=9(a) + 53

Nu is ¢(z) holomorf, dus continu in a. Bij € > O is dus een d > O te vinden,

met jp(z) - ¢(a)| <& voor alle z wit |z-a| < b. Kies p < &, dan is

2n p

1 - 1
0= |{Res. f(z)}zza-m(a)l = 5 [kf Qig%:{ggil‘dz] e 2np = & .
K

Daar dit voor iedere g > 0 geldt is
1{Res. f(z)}z=a - m(a)' =0, d.w.z. {Res. f(z)}z—a = ola) .

Opmerking: In plaats van {Res. £{z)} schrijven we vaak Res_ £(z).

Z=a

Integraalformile van Cauchy

Ts ¢(z) op en binnen de Jordankromme J holomorf, dan geldt

A (el {m(a), 2 binnen J |

Z
i | z-a 9% "
0 y & buiten J

Bewijs: Volgens de residustelling is de integraal gelijk aan de som der re-
siduen in de singuliere punten binnen J, Ligt a buiten J, dan is er geen
singulier punt binnen J, en dan is de integraal nul. Ligt a binnen J, dan is

het residu in a gelijk aan g(a). Q.E.D.

Opmerking: We mogen niet door een singulier punt van de integrand integre-

ren. De integraal heeft geen betekenis als a punt van J is.

:
E
3

i

R L e

L IR
R BREE

S
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Opmerking: Bovenstaande formule is "merkwaardig". De analytische funktie

¢(z) is binnen J reeds volledig bepaald door haar waarden op J.

Stelling

7ij K een willekeurige kromme; ¢(z) continu op K, a niet op K. Dan is

fla} :=.2—:[? f%(:Z—E);dz
X

een holomorfe funktie van a. (N.B. K hoeft niet gesloten te zijn.)
Bewijs: Zij

g(a) i= L f o(z) dz .

Zni 2
K (Z"a')

Deze integraal bestaat voor a niet op K;we verwachten dat g(a) = £'(a) is,

omdat de tweede integraal uit de eerste wordt verkregen door formele diffe~
rentiatie onder het integraalteken.

Omdat a niet cp K ligt, kunnen we een cirkel C met middelpunt a aangeven zo-

danig dat K en C elkaar niet snijden. Noem p de straal van die cirkel. Zij
[h] <p. Dan ligt a+h binnen C. Voor h # O geldt

z
K (z-
1 f h
= 5= |o(z) dz .
el ¢ {(z-a)a(z-a—h)l
Derhalve geldt:
Absolute waarde linkerlid = Inl Max —olz) | - lengte van K.

2T ek (z-a)’(z-a-h)

Nu heeft C een positieve afstand d tot K. Dus |z—a| > d, |z—a-h > d.

¢(z) is continu, dus begrensd op K: |¢(z)| < p, met p constante. Derhalve is

Max 9(z) < "% = constante onafhankelijk wvan h.
zE K (z—~a)2(z-a—h) d

De absolute waarde van het "linkerlid" is dus kleiner dan een geschikte con-
stante maal ]hl, waarbij de constante niet van h afhangt. Derhalve:

l(u ks hl)n =1 (d') beotaul on is pelijk aan

1im
=0
differentieerbaar in a, en bovendien geldt

e(a). Dit betekent: £{u) is
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£1(a) = = f“’(Z) az .

2ni . , 2
K (‘5 - ‘-J-')
Het bewijs geldt voor willekeurige a niet op K gelegen. Dus f(a) is een ho-

lomorfe functie van a in elk gebied dat met K geen puni gemeen heeft.

Opmerking: Als K een kromme is zonder zelfoversnijding, dan is het gebied:
het hele z-vlak verminderd met K. Is X een Jordankromme, dan is in elk der
twee gebieden door X bepaald (binnen- en buitengebied) f(a) een holomorfe

funktie.

De vorige stelling is een speciaal geval van een algemenere stelling over

het differenti€ren onder het integraalteken.

Stelling
Z2ij K een kromme, G een gebied. Laat @(z,a), % € K, a € G, begrensd zijn

(Jo(z,2)| < M), voorts holomorf in ¢ (als functie van a bij vaste z), en -
7,8

e - continu op K (als functie van z bij vaste a). Dan .geldt

evenals

f(a) := ‘fé(z,a)dz is holomorf in G,
X

met afgeleide

£1(a) = fi'%&ldz .
K

Bewijs: Neem een z € K. Omdat ¢ een holomorfe funktie van a is in G geldt
(volgens de integraalformule van Cauchy en de vorige stelling):

1 9(z, ) Bg _ 1 o{z,0)
o(z,8) = 53 tf oo dooen TE= o T do

J J

waarbi]j J een cirkel om a is, gelegen in G. Als h 28 klein is dat a +h ook
binnen J ligt geldt:

9(z,a+h)~o(z,a) dp __1 f _ho(z,0) da .

h da 2ni (a_a)2(a_a_h)

J

Met [g(z,a)| <M voor z € X, a €G, p de straal van J en [a| <%p, vindt men

h .
| [ melmel qp < Bl oy ) dlt
b (a~a) " (a-a-h) o . 3P P

+

i s L LR NI

"
o




Dit geldt voor alle z € K. Bij integratie over de kromme X, met lengte L,

vinden we

| (a+h) f(a f le < lh| ,&N[Jg_

Als we hierin h - O laten gaan, dan volgt het gestelde via de definitie wvan
afgeleide.

Toepassingen

1) 9(z,a) = e is begrensd als we voor X het lijnstuk van -i naar +i ne-
men en voor G de cirkel |a| <R. Dit geeft
i
f(a) := .f e®® 4z is holomorf voor |a| <R.
-1

Daar R willekeurig was is f overal holomorf! Dit wisten we al, Immers

_ s Sin B
f(a) - 21 a [

2) Met behulp van integralen kan men nieuwe funkties definisren. Voorbeeld:

1
f(a) := jjcos(a sin nz)dz ,
0

een Bessel-funktie {nl. Jo(a), zie Whittaker and Watson, Ch., XVII).

%) Als @ continu is op de kromme K en G cen gebied z6 dat alle a € G een af-

stand > & > O tot K hebben dan is 9(z,a) = begrensd. Toepassing van

Z-a
de stelling op dit geval geeft de stelling van blz, 32, We kunnen nu ech-

ter doorgaan met differentigren:

(n)(a) = an j‘ p(z) iz

n+1
K (Z"a')

J ke

£(a) = 2n1

In het bijzonder volgl hiieruit de eerder genocemde!
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Stelling (eigenschap* , blz. 13).
”Als f holomorf is in G dan ook f'.

Bewijs: Zij z een punt van G en J een Jordankromme (positief georiénteerd)
om z, die met zijn binnengebied geheel in G ligt. Dan geeft de integraalfor-

mile van Cauchy

f(z) = 5 dr .

i L - 2z
J

1 Jf(c)

We hebben mnet gezien dat het rechterlid willekeurig vaak gedifferentieerd kan

worden:

t {
f(m) (z) = X J f(z) r .
(

2ai _ Z)n-l-]
J

I.h.b. heeft f' een afgeleide in z. Dit geldt voor elke z ¢ G, d.w.z.: f' is

holomorf in G.
Een andere plezierig gevolg van onze stellingen is de volgende
Stelling

Zij ¢ holomorf in een gereduceerde omgeving van a en laat lim ¢(z) = 2.

z+a
Als we 9(a) = & definiéren dan is ¢ ook in a analytisch,
Bewijs: Zij K de cirkel {g | !c - a| =p}t, p zb klein dat 1w(§) - £| < 1.
Binnen K 1is J %iélg dr =: w*(z) holomorf. Voor z # a geldt (kanaalmethode,
. K * p ()
integraalformule) g (z) = ¢(z) + Resa =z Dit residu is 0, want er geldt
c(l +
|Resa| < i — 2_)0 als o < |z - al. Dus ¢(z) = m*(z) voor alle z # a en

(laat z » a) § = ¢*(a). Met g¢(a) = ¢ wordt ¢ dus analytisch in a.

Min of meer een omkering van de hoofdstelling is

Stelling van Morecra

Is f in een gebied G continu en is voor iedere geslioten weg in G de inte-

graal van { over deze weg nul, dan is f holomorf.
Bewijs: ZiJ p een vast punt in G. Definieer

Z
#(z) == [ £(0)ag
P
waarbij de weg door G loopt. De definitie is éénduidig daar de integraal

niet van de weg afhangt. Op blz. 23 iz bewezen dat F holomorf is en
F'(z)=f(z). Dan is f ook holomorf.

ENCIOLN
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We zullen deze stelling hij de reeksen op fraaie wijze toepassen.

Opgave: Ongelijkheid van Cauchy: Zij £ op en binnen de cirkel

¢ = {z | |z-al = r} analytisch en |£(z)| < ¥ voor z op C. Dan geldt

£a)] < 2t

n
r
Opgave: Zij ¢(z) holomorf in een omgeving van een kromme K en
fla) = i 2L Gy, a niet op X.
2ni Z - & ?
K

Neem b {geen eindpunt) op K, b, en b, dichtbij b te weerszijden (links resp.
rechts) van K; dan geldt ("sprong van f bij b"):

1im f(b1) - lim f(bz) = o(b) .

b1ﬂb bzﬁb

(Prek cirkeltje C om b, met boog C, om b, boog C, om b,; ga na dat

o3

1

K2 1

A ¢lz) o z
) gr [SHa, 10, -5 [28a,
K

waarin Ké en K1 omleggingen van K via 02 en C1 voorstellen; laat nu b1 en
b2 -+ b gaan.)

Controleer het resultaat voor het geval K = Jordankromme!

§ 4. Constructie van analytische funkties door reeksen

Het begrip uniforme convergentie is bekend uit het college Wiskunde 30.

We geven hier de analoge definitie voor complexe funkties. Een reeks van
0

funkties X fn(z), alle gedefinieerd op een gebied G noemen we convergent
n=1
met som F(z) als bij iedere € > O een No gevonden kan worden zodat

N
lF(z) - fn(z)| <eg als N> NO .
n=1
Dit moet voor iedere z € G mogelijk zijn. In het algemeen zal Nb niet al-
leen van ¢ afhangen, maar ook van z. Als we echter bij iedere € > 0 een N,

kurmen vinden zodat wvoor alle z € G en ij'wjaanbovenstaande ongelijkheid is

voldaan, heet de reeks uniform convergent op G. (Dat betekent dus dat Ny

dan alleen van e afhangt.)
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N.B. Uniform convergent betekent veel meer dan alleen maar ''convergent voor

o0

. . . . . n .
iedere z". Voorbeeld: binmen de eenmheidscirkel is ) 2 convergent voor ie-
n=1

dere z, maar niet uniform convergent. De reeks is wél uniform convergent op

{z | |z| < p<1}, al ligt p nog zo dichtbij 1.

Kenmerk van Weierstrass (vgl. Wiskunde 30, hoofdstuk 3).

Als voor alle z van gebied G geldt |fn(z)| <a en de majorante i a_  conver-
@© n=1

geert, dan is Z fn(z) uniform convergent op G.
n=|

Stelling (bewijs als in Wiskunde 30).

De som van een uniform convergente reeks van continue functies is een con-

tinue functie.

Stelling

Een wniform convergente reeks van continue funkties mag termsgewijs worden
geintegreerd over elke kromme liggende in het gebied van uniforme conver-

gentie, d.w.z.

f{nz fn(z)xdz _ noi { j\fn(z)dzl .

X K

Bewijs: laat F(z) de som van de reeks zijn en L de lengte van de kromme K.

Bij iedere € > 0 is een Nb zodat voor N > Nb en alle z op K geldt

N
F(z) - i I (z)] <e.

Dan is volgens de bekende schatting voor integralen:

N N
IK F(z)dz - n§-1 {Kffn(z)dzh = IKf {F(z) - 1'151 fn(z)]dz| <e-L.

Hiermee is het gestelde reeds bewezen.

Als de functies fn(z) holomorf zijn kunnen we nog meer bewijzen.

Stelling van Weierstrass

De som van een in een gebied uniform convergente reeks holomorfe funkties

is holomorf.

Bewijs: Laat G het gebied van uniforme convergentie zijn, G' een willekeu-

rig enkelvoudig samenhangend deelgebied van G en K een willekeurige geslo-
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ten kromme in G'. Dan is wvolgens de hoofdstelling lfkn(z)dz = 0 voor iedere

K
n, dus volgens de vorige stelling lﬁF(z)dz = 0. We hebben reeds bvewezen dat

K
F(z) continu is en kunnmen nu besluiten dat F(z) holomorf is op grond van de

stelling van Morera.

Fen bijzonder geval van de stelling van Weierstrass: een machtreeks in een

gesloten btegrensde verzameling binnen de convergentiecirkel.

co n
- : Z 2 1 3 -
Opmerking: Ga aan het wvoorbeeld - Ezﬁf:TT na dat uit uniforme convergen

tie wvoor |z] < 1 (géén gebied!) niet volgt dat de som ook voor |z| < 1 een
analytische funktie is. (In z = 1 is de somfunktie niet differentieerbaar,

dus zeker niet analytisch!)

Bij de behandeling van re€le funkties is gewaarschuwd niet de bekende fout
te maken: ecen uniform convergente reeks term voor term te differentiéren.
oo n
We zien het trouwens aan het vorige voorbeeld: de reeks = 51;%:ﬁiy i8
n=1
voor -1 = x = 1 uniform convergent maar de som i in x = 1 niet eens diffe-

rentieerbaar. Voor complexe reeksen, uniform convergent op een gebied, is

termsgewijs differentiéren echter wdl geocorloofd:

ctelling
o0
Is op het gebied G de reeks 2 fn(z) uniform convergent met som F(z) en
n=1

zijn alle fn(z) holomorf, dan is

F(p)(z) = ;O fflp)(z) (p=1,2...).
n=1

Bewijs: In de vorige stelling is aangetoond dat F(z) holomorf is en dus be-
staat de afgeleide F(p)(z). We kurmen er voor schrijven:

p!f (S O TR (R \ CONNR Y f £,(8) |

Ped : = ;
i ; (C-—Z)p+1 2ni ; et (C-_Z)p+1 et 2ni g (C-—z)p+1

wanrin C con cirkel in G voorstelt: C = {C I |C-—z1 = p}. De rocks die po-
wntegreerd wordl is ovenals 2 fn(C) uniform convergent op C, omdat op C do
neemer ccn conslante abgsolute waarde hecoft. We mopgen dus lermsgoewljs inte-

greren waarmee het gestelde is beweszen.
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! oo 1R 21
Opgave : ‘f cos(a sin nz)dz = I - & (Besselfunktie).
5 n=o ((2n)!!)?

Opgave: Toon aan (vgl. III, § 3 waar K eindig is) dat
oo n

fla) = dj,m(x,a)dx = E .f p(v,a)dv = ni1 fn(a)

n=1

n-1

een holomorfe funktie ven a in gebied G is, als voor elke a € G 9(v,a) en

%%- continu zijn opn-1<v<=mnen

lo(v,a)]| = u, = texm van convergente reeks.

OUpgave: Ga op grond van voorgaande opgave na dat

o0 o0

1) lf e™® dx = a”'(Re a > 0) geeft j‘ﬁn e” ™ ax = nt! 2771,

2) Ga na dat voor a ¢ Q\{z | z = Re z £ 0}

o ]

5 .
J dx = J x dx _ af'(a) .

2
O .

f{a)

X + a
0

Leid hieruit af: if(a) = —af'(a).

3) Toon aan dat voor alle a met Re a > 0 geldt

) a
gaxsinx v _ | _dt
X 2 |+ Cz
0 . 0

(Differentieer; laat a ~ «=; de betrekking blijft geldig voor a = 0, zie

hoofdstuk V.)
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HOOFILSTUK IV. Holomorfe funkties; reeksen

§ 1. Stelling van Taylor

De in het college Wiskunde 10 voor reg8le funkties bewezen gtelling van Taylor

kunnen we nu ook voor complexe funkties formuleren:

Stelling

Is f(z) holomorf in het gebied G en a een willekeurig punt van G, dan

heeft de machtreeks

00

2 Cn(Z - a)n met (_‘_n = :1_: f(n)(a)

n=0

|| een convergentiestraal die tenminste even groot is als de afstand van a tot

de rand van G en de som is £(z) voor alle z ¢ G binnen de convergentiecirkel,

Bewijs: Zij r de afstand van a tot de rand van G; kies twee getallen g en P
met O < p, <p <T. Dan 1igt de cirkel C met straal p en middelpunt a met
zijn binnengebied geheel binnen G. Laat z voldoen aan |[z-aj < p,- Dan geldt

volgens de integraalformule van Cauchy (IIT, § 3)

f(z)=1— fﬁ—(}%dw.

Z2ni
Y
Y i 1 1 A 1
8 w-z_w-a-(z-a)—w—a,l_z—a :
W-a
- p
Verder | _:l :%iz—al$?1<1 R
1 - -
en dus T —a s 2 <§;;§> .
1~ 2= n=o“
w-a

Dowe roeks convergcerl uniflorm in w op © omdat ze de van w onafhankelijke

o0
majorante 2 (p/p)n heeft. Omdat f(w) op C begrensd is, convergeert de
n=0
Q0
reeks ‘%(:vl)- = I (z-—a)n —ﬂi)n—ﬂ uniform in w op C. Dege reeks kan
n=o (w-2a)

dus termsgewijs worden geintegreerd, en we vinden

Qg 3
N L oo\n A £w)
) = f_._ en(z-d.) , met ¢ = o j —7 v .
n=g g (w-a)
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Van vroeger weten we dat c, = f(n)(a)/n! is. Hiermee is het bewijs af.

(e ] o0
Uppave: Als (z) en g(z) convergente machtreecksen % ahzn, z bnzn hebben
n=g n=o
oo n
in lzl <C, dan h(z) = £(z)+ g(z) insgelijks: 2 ¢ Z met ¢ = I akb .
neo B R, n-k
(o)
hiz
(Wenk: *ijf-dz = z ak —ﬁiﬁ%T-dz = I j} de som breekt af na k = nj
k=0 z

J
men kan ook de regel van Leibniz voor (f.g)(n) gebruiken. )

§ 2. Gedrag in de buurt van een regulier punt

Laat f holomorf zijn in een omgeving van a, dus volgens Taylor f(z) =

n . . '
= L cn(z - a) in een omgeving van a. Als de getallen ¢ sC
n=0
zijn, is f constant. Zo niet, laat c

gstee alle O

de eerste zijn die niet 0 is. We
k
kunnen dan f in een omgeving van a schrijven als

£(z) = o, +c (z-a){1+d (s-a)+d (z-a)°+...} ,

wazarbij de machtreeks tussen accoladen een holomorfe funktie voorstelt die
in z = a de waarde 1 heeft en dus in een omgeving van a niet nul is, We on-

derscheiden twee gevallen:

1) c, = f{a) = 0. We noemen a dan een k-voudig nulpunt van f of ook wel een

nmulpunt met multipliciteit k.

2) c0 % 0. Schrijf nu c,. in de vorm Cp =C T e'? (r en ¢ reeel met r > 0),

k 0

Dan is . i
£(z) = ¢ [1+2e'%(z -a){14a,(z-2)+...]] .

Als z =a + pe_iw/k en p(reéel) voldoende klein dan is
1+ reim(z-a)k{1-+d1(z-a)-+...} =1+ rpk{i—ké}

waarbij || klein is. Als d o klein is dat Re(1+8) > 0, dan is
ok +rpk(1-+6)| > 1, dow.z. |£(z)| > ‘Col = [f(a)]. Met andere woorden:

. in iedere¢ omgeving van a liggen punten waar |f(z)

neemt in a niet een maximum aan!

In beide gevallen (1) en 2)) zien we dat er een omgeving is van a waarin
f(z) £ 0 eventueel met uitzondering van a zelf (geval 1)). We hebben hier-

mee twee stellingen bewezen.

s e

> |f(a), dow.z. |£]
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Stelling

Is £ holomorf in een omgeving van a dan is a niet een verdichtingspunt van

nulpunten van f, tenzij f identiek O is.

Stelling

Is f holomorf in een omgeving van a dan neemt lf| in het punt a niet een

maximum aan, tenzij f constant is.

We gaan eerst op de laatste stelling in:

Zij D een begrensd domein (gebied + rand) gelegen binnen het gebiled G waar f
holomorf is. De funktie |f| is op D continu en neemt dus op D een maximum
aan. Cp grond van bovenstaande stelling kumnmen we nu concluderen dat dit

maximum op de rand van D moet worden aangenomen. Analoge beschouwingen gel-

den voor een minimum van lf . Is £ in een omgeving van a holomorf en niet
constant dan is |f| minimaal in a als f{a) = O (triviaal) en anders niet.
Immers als f(a) # O dan is er een omgeving van a waar £(z) # O is en in die

omgeving is 1/f holomorf en |1/T| neemt in a niet een maximum aan.

Opgave: De funkties Re(f) en In(f ) kunnen maximale waarden niet anders aan-

nemen dan op de rand van domein D. Dit komt te pas in de potentiaaltheorie.

We komen nu aan een zeer belangrijk gevolg van de eerste gtelling.

Identiteitsstelling

Stel f en g zijn gedefinieerd en holomorf in gebied G. Laat z. een punt

0

van G zijn. Als in iedere gereduceerde omgeving van z_ een punt ligt waar

f(z) = g(z) dan is f(z) = g(z) overal in G.

Bewijs: Eerste stap. De funktie f - g is holomorf in Z,en uit het gegeven
volgt dat z, een verdichtingspunt van nulpunten van deze funktie is. Dan
moet £~g =0 zijn in een omgeving van 2y

Tweede stap. Als er punten in G waren waar f£(z)-g(z) # O dan zou er ook
een punt p € G zijn zé dat in iedere gercduceerde omgeving van p punten
liggen met £(z)-g(z) = O en ook punten met £(z)-g(z) # 0. We hebben al

gezien dat dit niet kan, d.w.z. overal in G is f(z) = g(z).

Gehele funkties

PDefinitie: Len funktie f(z) heet geheel als f(z) voor iedere z holomorf is.
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wlollinge

Is f(z) geheel, a willekeurig, dan is f(z) te ontwikkelen in een machb-

reeks om 2z = a met cohnvergentiestraal oo,

Bewijs: Zie boven. Mexrk op dat we de eigenschap van deze stelling ook als

definitie van geheel lkunnen nemen.

Definitie: Een funktie waarvan de machtreeks afbreekt heet gehele rationale

funktie (veelterm). Is dit niet het geval dan noemen we de funktie transcen-

dent.

Voorbeelden van gehele (transcendente) funkties zijn de exponentiéle en tri-

gonometrische funkties (II.3).

Stelling van liouville

| Zen begrensde gencle funktie is noodzakelijk constant.

Bewijss: Zij f(z) een gehele funktie. Dan bezit f(z) een machtreeksontwikke-

ling om de oorsprong, waarvan de convergentiesiraal oneindig groot is

[e0)
f(z) = = a 2 , met a = —1? £(w) dw .
0 n I 2ni Wn+1

n ¢

Hierbij is C een willekeurige positief georiénteerde Jordankromme om de oor-
sprong. We kunnen voor C een cirkel nemen met straal R. Uit de integfaal—

voorstelling volgt (zie ook ongelijkheid van Cauchy)

M
[an|s§£ (n =0,1,2,...)

als M het maximum van |f(z)] is voor z op C. Is f(z) begrensd, dus

|£(z)| = M' {alle z) dan is M < M' en dus la | = M'/R", waarbij M! niet
meer van R afhangt. De coéfficiénten,an zijn onafhankelijk van R. Hun boven-
grens M'/R" gast naar mul voor R — o, tenzij n = 0 is. Dus a_ = O behalve

voor n = O, Dan is f(z) inderdaad constant. Q.5.D.

We kurnen een algemenere stelling van dit type formuleren:

Stelling

Een gehele funktie f waarvoor geldt

[f(z)| = 7p + qizlk

voor alle z is een veelterm met graad < k.

o A e B e s e T e e
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Bewijs: Volgens de ongelijkheid van Cauchy geldt bij elke r > O

£@)(0)| < otarnl

Veor n >k nadert het rechterlid tot 0 als r - e Dus is f(n)(O) = 0 voor
n > k.

Opmerking: Bij elke veelterm f{z) =

I pM=

i .
a, % kan men constanten p en g vinden
0

zodat voor elke =z i
k
£(z)| <p + qlz|" .
Neem g > Iakl, dan geldt
_'I .
k k
£(z}} = afz]® < OIaiIIZIl- (a-lay Dlz]" .

1=

Neem nu voor p het maximum van het rechterlid.

Hoofdstelling der algebra

]lEen n-degraads vergelijking heeft tenminste één wortel als n 2 1.

Bewijs: Beschouw de vergelijking

2
a +az+az +... +taz =20
0 1 2

. , a.n%O,n?:'l.

Noem het polynoom in het linkerlid f(z). Stel dat f(z) geen nulpunt heeft,
dan zou 1/?(2) een gehele funktie (en wel een gehele transcendente funktie)

zijn. Maar
£{z) = anzn(1-+d1/z-+... +dh/zn) , met d = an~k/an .

Voor grote waarden van |z| nadert de uitdrukking tussen haakjes tot één. Dus
Il/f(z)|nadert tot nul voor ]z| +w, Dan is 1/£(z) in de omgeving van z=« (zie
blz.49) begrensd. Dus 1/£(z) is overal begrensd. Met Liocuville volgt dan dat

1/£(z) constant is en dit is onmogelijk. Dus f(z) heeft wél een nulpunt. Q.E.D.

Opmerking: EHen gehele transcendente funktie behoeft geen nulpunten te heb-

z
ben; voorbeeld: e”.
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§ 3.  laurentreeksen
2 . 1/z % 1 -n
We weten dat e” = I o7 voor alle z, dus e = 5 =z . Analoog:
n=g n=p
> -n
Lz = o4 voor |z| = 1 en verder
n=0 -
: co 2k-1
sin gz -5 1 -3 1 -1 k =z
sin z _ _ 2 w (o .
26 z 51 2 +5! VA +k=1( 1) (2k+5)'

‘Dit zi/jn drie voorbeelden van reeksen die op machtreeksen 1ijken maar ook
negatieve machten van z bevatten. Het zijn generalisaties van machireeksen
die we Laurentreeksen zullen noemen. We bewijzen een ontwikkelingsstelling

die een uitbreiding is van de stelling wvan Taylor.

Zij G het gebied tussen twee concentrische cirkelsc en C (het ringgebied G is
tweevoudig samenhangend) met stralen r en R. Zij f(xz) gedefinicerd cn holo-
morf in G. Construeer twee andere concentrische cirkels Y en ' binnen G, en

neem z in de ring tussen v en I'. De stralen van vy enI' zijn £ en P.

Het gemeenschappelijke middelpunt van alle cirkels zij a. Dan geldt volgens
afspraak:
O<r<p<|z-a|l <P<k. i

De integralen -

_1..... M aw en _L f ﬂﬁ aw "':E'
W= 2 2l W-z : : g
0 :

2ni
Y

hebben beide betekenis. Alle cirkels zijn positief georiénteerd. Met een
hulpkanaal en de integraalformule van Cauchy vinden we

£(z) = oo [ 20l gy - 5L Ll g

2ni 2ni

Nu is
1 ] 1 1 1 1
-2 W-a-(z-a) w-a 1

&

:al <13 ligt w op T dan geldt Iz—a

W-a

Iigt w op y dan geldt ]: | < 1. Dus als:

co n
dan ——=_ 3 {w-al ,
W-2 n+1
n=o (z-a)

en deze reeks is uniform convergent in w op 1,

W Oop Y,
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) n
{z-a)
= Z n+1

w op Iy dan ’
n=o (w-a) ~

W-2

en deze reeks is uniform convergent in w op T,

De funktie f(w) is begrensd op y en ook op I', dus |f(w)| < M. Dus

200 L _ T (nea)™ £ )

n
-z W'a) ’

W Oop Y:
n=0

en deze reeks convergeert uniform in w op vy,

w op I': %%?% = 2 (z-a)" t(W)(w-a)"™",
n=0

en deze reeks convergeert uniform in w op T.

Uniform convergente reeksen mogen termsgewijs worden geintegreerd. Derhalve

oo

~ _oan 1 fiw) w
€)= 2 (z-a) g J e

= 1 1 n
+ n+12mihﬁﬂwxw—a) dw .
n=o (Z—a) ¥

Hiermee is f(z) geschreven als som van twee reeksen; de ene is een macht-
Teeks in z-a, de andere een machtreeks in 1/(z-a). Ze convergeren respec-

tievelijk binnen I' en buiten .

In plaats van I' of v in de integralen mogen we een willekeurige Jordankromme
J nemen die geheel in het binnengebied tussen ¢ en C verloopt en in positie-
ve zin is georiénteerd, want we kunnen I' en vy tot J deformeren zonder dat

singulariteiten van de respectieve integranden worden gepasseerd. Dus kunnen

we schrijven

on]
_ n S R o 2 I >
f(z) = & %Jz—a) , met ¢ = o —— aw (n=0).
~ o0 (w-a)
J
De cotlliciénten c, #ijn onufhunketijk van z en door f eenduidig bepaald. We

kunnen f(z) splitsen als f(z) = fi(z) + f2(z), met

x0
f1(z) = x cn(z-a)n , een machtreeks in z- a,
n=g
-0 (=] 1
fz(z) = I cn(z-u)n Y c_n(z-a)_n, cen machtreocks in P

1= n=t
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De reeka voor f1(z) convergeert voor |z-a| <R, ook daar waar f(z) niet is
gedefinieerd (binnen c¢); die voor fz(z) convergeert voor |z-a| > r, ook
daar waar f(z) niet is gedefinieerd (buiten C). In de cirkelring tussen ¢ en

C convergeren beide reeksen, en hun som stelt f(z) voor.

Deze reeksontwikkeling heet laurent-ontwikkeling van f(z). Deze Laurent-

ontwikkeling is uniform convergent in z op elk domein gelegen binnen G.

Opmerking: Fen bijzonder geval doet zich voor als f{z) holomorf is binnen C.

Dan blijft alleen de Taylorreeks over: ¢, = Ovoorn = =1,-2,... .

Definitie: De reeks vocr f1(z) noemen we het positieve deel der Laurent-ont-

-wikkeling. De reeks voor fa(z) noemen we het negatieve deel ofwel het hoofd-

deel der Laurent-ontwikkeling.

Een ander speciaal geval doet gzich voor als de cirkel c zich tot een punt a

samentrekt. Dan geldt blijkbear de

Stelling

Is £(z) holomorf in de omgeving van a, het punt a zelf uitgesloten, dan is
in die gereduceerde omgeving van a de funktie f(z) ontwikkelbaar in een
Laurent-reeks. Het positieve deel van de Laurent-ontwikkeling convergeert

in een volle omgeving van a (dus a zelf inbegrepen); het negatieve deel

convergeert voor alle z # a.

[=+] o0
Opgave: Als £(z) en g(z) convergente Laurentreeksen % a3z, £ b z-
IN=-00 n N==00 n

. o0
hebben in C < |z| <C,, dan n(z) = £(z)g(z) insgelijke: = o 2" met
co n=-—oo n
c = kjiw ab . (Zie analoge opgave machtreeksen, )

§ 4. Singuliere punten

We zullen nu de verschillende gevallen van zgn. geisoleerde singuliere pun-
ten beschouwen, We bekijken hier dus funkties f(z) die in een gereduceerde

omgeving van een punt z = a regulier zijn en gaan na wat er in z = a aan de

hand kan zijn.

Opmerking: In hoofdstuk VI zullen we een ander soort singuliere punten ont-
moeten, ni. vertskkingspunten.

Bij de Laurent-ontwikkeling van een funktie die in een gereduceerde omgeving

van a regulier is kunnen we drie gevallen onderscheiden:




48.

Eergte geval
Het hoofddeel ontbreekt. Dan geldt ineen gereduceerde omgeving van a

f(z) = ; %ﬁz-wn.
n=0

In dit geval spreken we van een ophefbare singulariteit. Definiéren we nl.

f{a) = ¢, dan is f(z) ook in z = a regulier.

Tweede geval

In de Laurentreeks zijn slechts eindig veel termen met negatieve exponent:

) n CT 0_2 Cx
f(z) = 8 c (z-a) +——=+ Foae, F——
neo 2R (z-a)? (z-a)"

met k =2 1 en <y # 0. In dit geval is lim (z - a)kf(z) =c # 0. Volgens de
z+a
definitie op blz. 29 heeft f(z) in z = a een pool van de orde k, ook wel ge-

noemd k—voudige pool. De funktie (z - a)kf(z) is holomorf en # 0 in een om-

_geving van a.

Derde geval

et hoofddeel bevat oneindig veel termen. Het hoofddeel is dan cen gehele
transcendente funktie van 1/(2-—&). Het punt 2z = a is natuurlijk singulier,
veel "sterker" singulier dan de pool in het tweede geval. Daarom noemt men

z = & een esgentieel-gingulier punt.

Over het gedrag van de funktie f{z) in de buurt van het punt a kunnen we het

volgende opmerken.

1} Is a regulier punt, dan is f(z) in de omgeving van a begrensd,en omge-
keerd. (Ga na!)

2) Is a een pool, dan is |f(z)l voor alle z groot in de omgeving van a. Dui-
delijker: is G een willekeurig groot getal, dan kan men 6 > O vinden, go-
danig dat |£(z)| > & voor 0 < |z-a] < &.

3) In de omgeving van een essentieel-singulier punt wordt elk getal o wille-
keurig dicht benaderd dcor f(z). Dat wil zeggen: bij willekeurige & > C,
&> 0, o, kan men tenminste één punt z vinden waarvoor geldt:

|f(z)-a] <een 0 <|z-2a] <b.

De bewijzen van 1) en 2) zijn triviaal. Het bewijs van 3) is lastig. We
laten het achterwege.

Opmerking: Uit 1), 2) en 3) volgt dat alleen in het tweede geval een geheel

getal k = | bestaat zodanig dat lim (z - a)kf(z) eindig en # 0 is.
Z¥ra
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Toevoeging van het punt z = o

Om het.spreken,te vercenvoudigen voeren we formeel "het punt " in., Wat we

bedoelen blijkt uit het volgende.

In bovenstaande discussie, en ook vroeger, werd a eindig ondersteld. Nu =zul-
len we de begrippen holomorf, pool, etc. definiéren voor het ene oneigenlij-
ke punt, z = . De algemene regel is: het gedrag van een funktie f(z) in

% oo wordl, godefiniecrd wan de hand van het gedrug van de funktic g(s) -

= f£(1/2) in het punt z = O.

Een model van het zo uwitgebreide complexe vlak kunnen we krijgen door een

bol te beschouwen die in de ocorsprong aan het complexe vlak raakt, en het
complexe vlak dan op deze bol te projecteren vanuit het hoogste punt (de
"noordpool" N). Het punt N beschouwen we dan als beeld van <., Aan dit model
(stereografische projectie) zien we dat het zinvol is om bijv. het buitenge-
bied van een Jordankromme cen “omgeving van o' te ncemen. Immers de projec-

tie op de bol is een omgeving van N. We gaan hier verder niet op in.

Overeenkomstig de algemene regel (met g(z) = f(&ﬁ) kunren we dus ook voor

z = oo povenstaande drie gevallen onderscheiden:

1) £(z) is holomorf in z = w, als g(z) holomorf is in = = 0.

2) £(2) heeft in z = % een pool van de orde k als g(z) in z = O een pool van
de orde k heeft.

3) £(z) heeft in z = o een essentieel-singulier punt als g(z) een essenti-

eel-gingulier punt heeft in z = O.

Voorbeelden

Een gehele niet constante rationale funktie heeft een pool in het oneindigey
een gehele transcendente funktie heeft een essentieel~-gingulier punt in het
oneindige. Zo heeft £{z) = z° een tweevoudige pool in z = o; f{z) = 1/2
heeft een enkelvoudig nulpunt in z = oo £(z) = 273 + 27° heeft een tweevou-
dig nulpunt in z =co, En sin 2 heef't een essentieel-singulier punt in z = oo,
gin(1/z) is er regulier ensz.

Opgave: Heeft £(z) slechts reguliere punten en een eindig aantal polen

(z = » meegerekend), dan is f(z) rationaal. Een rationale funktie kan in

partiéle breuken worden gesplitst.

Wenk: als a pool is beschouw dan h(z) = f(z) - hoofddeel; enz.
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§ 5. DNadere bijzonderheden over residuen

Regidu in z = o

We definidren niet: het residu van f{z) in o is het residu van f(gﬁ in
z = O, We kumnen dit begrip op de gewone manier invoeren., Is f(z) regulier
op en buiten de Jordankromme K dan defini&ren we

Res,, £(z) = - 3or ff(z)dz :

K

Het minteken wordt verklaard door het feit dat als we K als rand van het
buitengebied beschouwen, de omloopszin t.o.v. dit gebied negatief is.
Dus: de funktie 1/z i8 regulier in z = o, maar heeft in = als residu -1;
evenzo sin(t/z) [N.B. regulier en toch residu # 0].

Een gevolg van de gegeven definitie is, dat steeds geldt

% alle residuen {inclusief bij z = o0) = O

voor funkties met een eindig aantal singulariteiten.

Er geldt Res f(z) = —Reso Eiléﬁl .
Bewijs. Zij R zo groot dat IZ| < R alle singulariteiten bevat; p = R_l.
Zm . . 2m . =-ig
Res_ f(z) =- "éTlrI J £(Re'?)dre? =ﬁ J f(l/pe-lw)d—;:e—:m=—1{eso E(—l—é—zl ,
0 0 be z
want bij de tweede integraal wordt |z| = p in negatieve zin doorlopen,

Residuen in essentieel-singuliere punten

In III, § 3 hebben we de residustelling van Cauchy besproken, en geillus-
treerd aen funkties die als singulariteiten polen hebben. De residustelling
geldt voor willekeurige geiscleerde singuliere punten., We kunnen dus ook es-
sentiéle singulariteiten toelaten. Heeft f£(z) een essentieecl-singulier punt
in z = a, dus

fes]

f(z) = = On(z-a)n (in omgeving van a)
-_ 00
dan is {Rea f(Z)}z=a = 0_1 volgens de bij het bewijs van de Laurentontwikke-
Ling poooven Lorwule voor S
Uok bij een essentieel-singulier punt is dus het residu gelijk aan de co&f-

ficignt van 1/(z-a) in de Laurent-ontwikkeling.

Opgave: Zij J een Jordankromme om O, dan geldt
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A (/5 _n-1 _1 : A
o ‘[; Z dz = o 3 ook voor n = Q7

a a_l binnen of buiten J ?

-y

I\J

A [/ _dz
ni z—az
J

Residuen van f'(z)/f{z); aantal nulpunten binnen een kromme

7zij £{z) holomorf op en binnen de Jordankromme J, en f £ 0 op J. Dan is het

aantal mulpunten van f bimnnen J, wanneer we een k-voudig nulpunt ook k maal

tellen:
_ £1(z)
= omi f f(z) az .

J

Bewijs: Definiecer de funktie g door g(z) = £'(2)/f(z). Deze funktie is con-
tinu op J, en dus bestaat de integraal. Binnen J ligt slechts een eindig
aantal nulpunten van f. Zij a zo'n nulpunt, en laat het een k-voudig nulpunt

zijn. Dan geldt in een omgeving van a:
k
f(Z):a.k(Z"a) (1+-¢-) (ak:’éo) ]
£1(z) = ka(z-a) (1),

en dus

£1(z) k 2
g(z) = f((z)l*—- p— {1+c1(z—a)+02(z-a) TR
Fet residu van g(z) in een nulpunt van f(z) is dus gelijk aan de multiplici-
teit van dat nulpunt. Pas de residustelling toe, en het gewenste resultaat

is verkregen.'
Toepassing: Een polynoom van de graad n heeft precies n nulpunten.

Bewijs: Zij f(z) = a, taz +... + anzn (n=1, a £ 0). Voor |z| voldoende
greot is |f(z)| > 1. De eventuele nulpunten liggen dus alle binnen een zeke-

re cirkel J met middelpunt in de corsprong. Dit aantal is

1
N =35 lg(z)dz, met glz) = £'(2)/1(2) =
J
nanzn_1+... 0 )
o =2 (1 +b fa+b /2" +...) .
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Deze reeks is de lLaurent-ontwikkeling van g(z) in de omgeving van het punt
%z = oo, en men kan J zo kiezen dat ze op en buiten J uniform convergeert. De
reeks mag termsgewijs worden geintegreerd, en de uitkomst is n, de co&ffici-

ent van 1/z.
Opmerking: g{z) heeft in z = = een enkelvoudig nulpunt.

Opgave: Zi] f(z) op en binnen J holomorf met uitzondering van een (eindig,

waarom?) aantal polen, niet op J liggende, en f # O op J, dan geldt

N-P = 2m‘ j,f( ) dz .

Hierbij ig N het aantal nulpunten van f binnen J, P het aantal polen van f
binnen J (meervoudige ook meervoudig geteld). Een pool van de orde k is in

zekere zin een nulpunt van de orde - k, en omgekeerd.

Opgave: 71 m(z) op en bimnen J holomorf, f£(z) op en binnen J holomorf, en

f % 0 op J. Zij verder Zy nulpunt van £ bimmen J met multipliciteit m, . Dan
geldt

= Jo HORREL O
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HOOFDSTUK V. Toepassing der residuen in de integraazlrekening

§ 1. Bepaalde intesralen 4

In dit hoofdstuk gaan we complexe funktietheorie toepassen cp de berekening iy

van bepaalde integralen. In de elementaire analyse kunnen we eigenlijk al- ' W

leen een bepaalde integraal uitrekenen als we de onbepaalde integraal ken- ‘
nen, als we dus de primitieve funktie kennen. In die zin is dan integreren .‘%
ook hei omgekeerde van differentiéren. De complexe funktietheorie is veel '

machtiger. Daar kunnen we hepaalde integralen uitrekenen met de theorie der

residuen.
2n
A, Integralen van de vorm: fR(cos 8, sin 0)ae ,
O
wzarbij R een rationale funktie in elk van de argumenten is.
Vroeger hebben we geleerd hoe we door de substitutie t = tan 50 en partié-
le breukensplitsing de uitkomst kunnen vinden. We gaan mu anders te werks:

we stellen z = ele

[Ri3 D, -0 Lo 2 G

Z iz
C _ C

, dz = i zd8, en dan wordt de integraal

waarbij C de eenheidscirkel is en R1 een andere ratiornale funktie, nu van =z.

We zoeken nu de singuliere punten van R1 binnen C en passen de residusiel-

ling toe,
27
. :
Voorbeeld: I(a) de f T—I?decTs“E_) (0<a <1),

0

Stel z = ele; z loopt dan langs de eenheidscirkel C in positieve zinj
dz = ie"%a0 = i24d6, dus 46 = - (i/=)dz. Verder

1 +acos 0 =1 +%a(ele+e—ie) 1+ 5alz+1/z) .

Daarmee vinden we

de - _ 2i dz __2i dz
1 +a cos 6 a 2 2 a (z—z1)(z—22) ’

waarbij z  en z, de wortels zijn van 2 + (2/a)z + 1 = 0: ig
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S IO A MR (IS |
1 a 2 a ’
a
1 7 ~{1-4a°-1 1
Z T T & a2-‘l a (<_a'

Het getal 2, ligt binnen C, het getal z, = 1/21 ligt buiten C.

We hebben alleen te maken met het singuliere punt binnen C, dus met Z, . Het

residu van de integrand daar is

21 1 21 a

& 45 & of1_ 42

Vermenigvuldig dit met 2rni, en we krijgen de gevraagde uiltkomst

I(a) =_._2”_2_ .
1=-a

Deze formule geldt ook voor -1 <a < 1.

(Na lezing van hoofdstuk VI is dit nog uit te breiden tot complexe a. Ga na!)

2n
Opgave: I(a) def f (1 - 2acos t + 51,2)"1 it (a complex, |al #1).
o
Dan geldt:
I(a) = 2n/(1-2%) yoor |al <1,
= Zn/(a,2—1) voor |a| > 1.
{(Integraal is divergent voor ]al =1.)

2n
paye f cos mb .. _ _2n (-1 + 1 -a2>m
i 1 +acoes t \,1_a2 a

met m geheel = 0, 0 < a < 1.

27

-1
Opgave: 1 cos mt —dt = 2n a™(1-a%) voor |a| <1,
-2a cos t+ta
]

I

= 2n a_m(a?‘— 1)_'1 voor |al > 1.

(Integraat divergeert voor la] = 1.)
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N

.
el e

2 ¥

Opgaven: dr = 2 Oshb<a
: T = N =
OJ a+b S.ln t ‘/‘::1‘2'—:““:52-
2n 2m
[ dt _ dt L 2n 0
] a+1ib cos t a + ib sin t ’ <a.
0 0 bR
o0
B. Integralen van de vorm: ff(x)dx .

00

Onderstel van de funktie £(z):
{1) £f(z) is holomoxrf op en boven de reéle ag, met eventuele uitzondering

van een eindig aantal polen, waarvan niet €én op de re€le as ligt;

(2) Als M(p) het maximum is van |£(z)| op de halve cirkel
{z I Iz[ =p, Imz = O}, dan geldt

pM(p) - 0 a.ls‘p —- oo,

o0

(5) f f(x)dx bestaat.

—-00

Opmerkingen: Voorwaarde (2) garamdeert nog niet het bestaan van de inte-

graal. Neem maar een funktie f(x) waarvoor £(x) ~ 1/(x log ) {(x - ). Eis
[

(3) houdt in dat f en f beide bestaan. Uit (1) volgt dat voor eindige a

el

b
en b de integraal f f(x)dx %bestaat. (3) eist dus dat de laatste integraal

a
een limiet heeft wvoor a — - en b - «, onafhankelijk van elkaar.

Berekening: Teken halve cirkel I' met middelpunt in oorsprong en straal p.
Neem ¢ zo groot dat buiten I' geen singulariteiten van f(z) liggen. Dan:

P
f fx)dx + ff(z)dz = 2ni & Res. f(z) in bovenvlak.
-

Geen van beide leden hangt van p af. Laat p = . De limiet van de eerste

integraal bestaat en is gelijk aan de gevraagde. De tweede integraal moet

vooxr p ~ ® dus ook een limiet hebben. Dat die limiet nul is volgt uit
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1 J £(z)dz| < moM(p) » 0 (p + =)
r

We vinden aldus

oo

ff(x)dszniZ Res. f(z) (im z > 0),

-0

waarbij de som zich uitstrekt over alle polen van f(z) in het bovenvlak.

Voorbeelden:

o0

(1) j ! dx; alle voorwaarden zijn vervuld.
1 +x
[¥ee]
f(z) = 1/(1 +z2) heeft een enkelvoudige pool in het bovenhalfvlak wvoor z=1i.
Het residu is dear lim (z-1)/(1+2°) = 1/(2i). De integraal is dus gelijk

Z =1
aan M.

o
(2) j. (1 +x2)m3 dx; f£(z) = (1 +22)—3 heeft in z = i een drievoudige pool.
-

De Laurent-ontwikkeling om het punt z = i is:

1 1 (=) 111 1
= = 3
(z+i)3 (z-i):'3 (u+2i)3u.3 8:1_3 u3 (1 +'2'1'1]-_')
L~ Lo i -3 . 2
=%~u (4 -%1u) 3=-§*u (1+%1u—%u + aas)

3 .

1
oc-‘—161_l_l'+-o-a

Het residu in deze pool is dus - (3/16)i. Vermenigwvuldig dit met 2mi, en we
krijgen de waarde der integraal gelijk aan 37m/8.

o0
4
. D S = L
Opgave: f > 4.dx~ C
{1+ xf)
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Lo o]

C. Integralen van de vorm: ‘[ f(x)elOCX dx .

EEN AT R I TR

o0

Voor o = 0 reeds behandeld, Stel o > 0 (geen essentiéle beperking, zolang we
redle a bekijken). Neem aan:

(1) £(z) op en boven de re&le as holomorf, behalve eventueel in een eindig

aantal singuliere punten, wazsrvan geen op de reéle as;

(2) Als M(p) het maximum is ven |f(z)| op de halve cirkel
{z | |2] =p, In z= 0}, dan geldt

M(p) = 0 als p »oo ,

(3) De integraal bestaat.
Neem I" net als in het geval « = 0, Dan

P
If(x)elax dx + ff(z)elaz dz = 2ni I Res.{f(z)e %%} ,
.-.p I’

ST

o

s

waarbij de som wordt uitgestrekt over de singuliere punten wvan f(z) in het;

bovenvlak. We gaan de integraal langs T schatten:
T

. . . it .
J dgf !f}(z)elaz dz = tf f(pelt)elape ipelt dt ;

T
. , 1 el .
| J f(pelt)elup(cos t 1 sin t)pel dt| <

[]

|7
0

i m
0 f |f(pelt)|e_u031n tdt < oM(p) J e—a051n tdt -

0 0

1A

Nl

m I
20M(p) J e OPSIM Lar o 2oM(p) J 02/ M,
0 ' 0

Ll

oo

2pM(p) J AT 2pM(p) (1/2ap) = TFMG(LD) .
0

A

fit
i

e AR
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Dus 1lim ff(z)elaz dz = 0, Dan volgt gemakkelijk

p=ee
o0

f f(x)e™™ dx = 2ni & Res. {f(z)elaz} in bovenvlak,

—00

Voorbeeld (1):

o0

I= Lf Qfﬁ—ig-dx (a> 0).
a +x
O [o.0)

' i ; cos
De integrand is een even funktie van x, dus I = 3% f & x2 ax .
g 4+

- 00
Dezelfde integraal met sin x in plaats van cos x is nul, omdat de integrand

dan oneven is. Dus eveneens geldt

leze kunststukjes moeten we goed onthouden!

-1
We passen het algemene geval toe voor f(z) = 4{a®+2°)” . Er is aan alle
voorwaarden voldaan, en de enige pool van f(z) in het bovenvlak ligt bij

z = ia (a > 0). Verder is

. ) . -a
iz s iz 1 z-1ia _ €

{Res. £(z)e }z=ia = Z%}?a © % (z-ia)(z+ia)  4ia

Dus
-a -
I=2ni i1a = (n/2a)e™ .
[2¢]
X 8in ax n _-ak
Opgave : f -, dx=ve (a >0, k>0).
x +k

0

(Wat is de uitkomst als a < O7?)

Voorbeeld (2)

De funktie
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x = 0. Daarom komt een nieuw kunststukje. We nemen nu een integraticwey als
volgt: van -p naar -¢, van -¢ naar & langs een cirkelboogje met ustranl €,
om de oorsprong te vermijden, dan van € naar p, en verder met I' terug naar
—p. Deze weg noemen we W, En we integreren langs W de funktie f = (1 —eiz)/z.E.
Als we het boogje om de .oorsprong in het bovenvlak nemen, heeft de integrand
“binnen W geen singulier punt, en ff(z)dz is dus mul. De bijdrage van I’

W

gaad naar nal als p — oo, Dan geldt

- [en)

jf(x)dx +ff(z)dz. + If(x)dx =0,

-0 -G e
1

waarbij de middelste integraal over het kleine boogje is (J_n negatieve zin
om de oorsprong). In de limiet e — O nadert desze integraal tot 2ni maal min
het halve residu van f{z) in z = 0, dus tot (2ri)(-%){-1) = - m. De twee

overblijvende integralen kunnen we samentrekken tot

o0

2j' 1—cosxdx’
X

€
en we vinden voor & - O dan J =, m,
In bovenstaande opgave is een principe gebruikt dat we nog vaker kunnen be-

nutten. We formuleren het als

Stelling

Is a een enkelvoudige pool van de funktie f(z) en G8 de halve cirkel:

|z-a|l =¢, 0 <arg(z-a) <n, dan is

) 1
lim 7 ff(z)dz =% Resa{f(z)} .
g0
C
£

(Denk aan oriéntatie van de halve cirkel. )

Opgave: Bewijs deze stelling.

%
i
k]
A
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HOORDETUK VI. Analytische voortzetting

§ 1. Analytische voortzetting

TLaten G1 en Gé gebieden zijn waarvan de doorsnede D ook een gebied is (bijv.
twee cirkels). Stel in G is een holomorfe funktie f gedefinieerd en in G,
een holomorfe funktie f2. Als a een punt van D is 26 dat in iedere geredu-
ceerde omgeving van a punten liggen waar f1(z) = f2(z) dan is volgens de
identiteitsstelling {IV, § 2) f1(z) = fz(z) overal in D. We definiéren nu
een funktie f op G1 U G2 door

f1(z) als z € G1 ,

fz(z) als z € G2 .

Dit mag nu omdat f1 = f2op G1 n G2. We zien dat f een holomorfe funktie is,

gedefinieerd op een gebied ¢ = G, U G, dat G omvat 26 dat £(z) = ft(z) op

G,. We noemen f een analytische voortzetting van f1. Op grond van de identi-
teitsstelling weten we dat er voor het gebied G1 U G2 geen andere analyti-
sche voortzetting mogelijk is. Natuurlijk is f evengoed de analytische wveort-
zetting van fz' Ock heten f1 en f2 elkaars analytische voortzetting (in G1

TCSD. Ga)' ben andere mogelijkneid vindt men aan het slot van deze paragraaf.

We geven een vocrbeeld:

Voorbeeld:
= =]
fj(z) =z (-2 in G : |z <1
n=o
oo n 1
f (z) = & —(i)—(z-i)n in G : |z-1) < 2%
2 n=o0 {1 +i)n+1

£{z) = 1/{(1+z), niet alleen in G U G,, maar overal (behalve z = -1).

We hebben zo f1 voortgezet, eerst m.b.v. £ tot het gebied G1 u G2 en toen
met f(z) = (1+2)”" tot het gebied € \ {-1}.

We hobboen #6 con eervte methode lerom kenncen om tot analytische voortzettings

te komen, te weten:

f is gedefinieerd in gebied G. Kies een punt a € G. Op grond van de stel-
ling van Taylor is er een cirkel om a waarbinnen f(z) de som is van een
machtreeks. Als de convergentiecirkel C van deze machtreeks buiten G komt

kunnen we £ voortzetten tot G U C, mits G N C een gebied is.

In de volgende paragraaf zullen we, eerst aan een speciaal geval, een viug-

gere methode leren kennen.
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§ 2. De logarithme

We laten uit € de negatief-reele getallen en 0 weg. Men zegt ook wel: we

brengen een snede aan langs de negatieve reele as. We houden een gebied G

over. Daarin willen we een holomorfe funktie f definierem z6 dat £(x) = log X
als x positief reéel is. Als dit kan dan op één manier (wederom: de identi-

teitsstelling!).

Als we in genoemd gebied G twee wegen van 1 naar z beschouwen dan is de
%

1
waarde van f % over deze wegen gelijk (hoofdstelling, blaz. 24 ). Daar T
Z
1

continu is in G, is op grond van de stelling op blz. 23: f dt—t een holo-
1
morfe funktie van z in G, met afgeleide 1; . Als z positief reBel is, is de

waarde van de integraal log z. Dit moet dus de gezochte analytische voort-

zetting zijn. We definiéren

Z

dt
log z := f T .,

1

waarbij we eisen dat de integratieweg de negatieve re€le as niet snijdf.

In ¢ is f(z) onafhankelijk van het verloop van de integratieweg. Cm f(z) te
berekenen kiezen we cnze weg rechilijnig van 1 naar Izl , en dan van |z.| naar
7z langs een cirkelboog met middelpunt in de ocorsprong. Stel z = [z]eiqj,
waarin -mn < @ < w. Dan is

|z |2]e™?

£z) = | S+ &,

1 | ]

Le eerete integraal is eenvoudig 1oglzl (de gewone logarithme uit de reéle
analyse). In de tweede integraal substitueren we u = lzlele, du = i|z|e:Le a0 =
= iudf, zodat de tweede integraal gelijk aan ip is. Derhalve f(z) =loglz| +ig,
ofwel

log z = log|z| + i arg = - <argz <m.
We definifren nu log z ook nog voor negatieve reéle z:

Hoofdwazrde van de logarithme

Deze wordt gedefinieerd door log z = log]z] + i arg z, waarbij arg z de
hoofdwaarde van argument van z is (-7 <arg z < n). Mu is de log van een

negatief getal wel gedefinieerd.

S
B |
..i
.';'H

e

e T

e E B R

v

!
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Opgave: Voor x negatief-redel geldt

log x “E" log(x+10) = log(-x) + in en log(x-1i0) = log(-x) - in ,

zodat log z aan de snede een sprong van 2Zrni heeft.

Opgave: Toon aan dat voor |z| < 1 geldt

2

z-t22 i la® o log(1+2) (diff it ),

1

AN

Behalve als we uitdrukkelijk anders vermelden, zullen we voortaan onder

log z de hoofdwaarde der logsrithme verstaan, die dus gebonden is aan de

hoofdwaarde van arg z.

Men kan zich op eern ruimer standpunt stellen, en alle mogelijke analytische
voortzettingen van log x beschouwen. Dit leidt dan tot een funktie log z die
oneindig-veelwaardig is; de diverse takken der funktie verschillen dan een

geheel veelveoud van 2ni. Het punt =z = O is een singulier punt van de funk- -

tie. Men noemt dit een logarithmisch vertakkingsyunt. Voor toepassingen is

het echter beter dat men deze oneindig-veelwaardige funktie eenwaardig maakt
door het aanbrengen van een snede (cok wel coupure genoemd) en in het aldus
opengesneden z-vlak de hoofdtak van de funktie beschouwt. Als het nodig is
kunnen we deze hoofdtak gemakkelijk analytisch voortzetten bver de snede.
Los hiervan kan de snede ook een willekeurige kromme zijn die z = O met

z = o verbindt. En log x, oorspronkelijk gedefinieerd op een klein interwval
van de positief-reéle as, kan dan altijd tot de kanten der snede analytisch
worden voortgezet. Langs een voorgeschreven weg is de voortzetting altijd
ondubbelzinnig, Dit is duidelijk omdat hetzelfde geldt voor arg z, die we

altijd continu kummen voortzetten.

Met belulp van de logarithme kunnen we nu ook willekeurige machten definié&-
ren.

Z1j @ een complex getal, dan is per definitie, voor z % Q,

& def &% logz

Y

Men krijegt de hoofdwaarde van za als men de hoofdwaarde van log z kiest. Dan
is dus

2 = oY 10g|z|~+iaargz _ lzla eiaargz

met -n < arg z € n, Is o geheel dan zijn we op bekend terrein: zm, m ge-

. . . a .
heel, is eenwaardig. Is o rationaal: o = p/q,dan is 2z g-waardig.

r,i' . .
Opgave: Wat is de hoofdwaarde van Vi = (i)2, van i-, van (-i)" ?
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7% = 1/za .
Bij sommige bewerkingen moeten we oppassen:
a o _ ea(log z, +10g 7, )

_ ea(log|z1| +10g|22| +iargz, +iargz,)

1z1z2|a eioc(a:cgz1 +a,rg2.2) .

Als arg z +erg z, = arg(z1z2), dan geldt ook z? zZ = (2122)OC (allemaal in

de zin van hoofdwaérden). Maar in het algemeen is arg Z, + arg z, =

o e

R e oz W

= arg(z1za) + 2kn, waarbij k de waarden -1, O en 1 kan aannemen.

Bi jvoorbeeld:

1 1
ii = =13 [(-1)(-1)]% = 1®¥ =1 (hoofdwaarden).

It

(<1)8(<1)?

Opgave: £(z) = (1 +z)%(1 - z)%, voor -1 <z < 1 als de gewone algebralsche
waarde gedefinieerd, Bespreek de analytische voortzetting van f(z) in het
complexe vlak opengesneden langs de rest van de re&le as.

Bereken de grensw%arden van f(z) aan beide kanten van de snede.

Ga na dat {1 - szg dezelfde analytische voortzetting heeft.

Opgave: Bij de voigende funkties, die voor z > 1 overeenstemmen, behoren

verschillende sneden:

1 1
(z+1)2(2-1)°, snede -1 <z <1,

&(z)
h(z)

Ga na dat g(z) een gneven funktie is; h(z) is natuurlijk even. (g(z) en -g(z)

1
2 = N . e
(z°-1)" , snede -1 <z <1 én de imaginaire as.

i

. kunnen door een tweebladige voorstelling worden verenigd; h(z) en -h(z) ock.)

We geven nog een voorbeeld van analytische voortzetting., Uit de reéle analy-
se kennen we de funktie arctan x, gedefinieerd wvoor alle reele x. Dat we

deze funktie niet tot het hele z-vlak kunnen voortzetten is direct duide-

e
M
n
i
®

lijk! Immers (arctan x)! = (1+x°)" ' en deze afgeleide heeft in het complexe

vlak singuliere punten. Wel is deze afgeleide een eenvoudige funktie:

e

(1+4%)7" neeft twee eerste-orde polen (in t = i en t = -i). Als we nu in
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het complexe vlak sneden aanbrengen van i naar ieo (positieve imaginaire as)

en van -i naar -ie (negatieve imaginaire as) dan houden we een gebied O
z

over. Voor wegen binnen dit gebied hangt f (1+¢2)7" dt niet van de weg af.
o)

Als z regel is weten we dat de waarde van de integraal arctan z is. Boven-
dien weten we (stelling op blz. 2%) dat de integraal in G een holomorfe

funktie voorstelt. Dit moet de gezochte analytische vocrtzetting zijn:

arctan z := f (1 ++2)" " ag | voor z € G.

. def % n-1 gz
Opgave: Zij f(z) "= = (-1) = fz] = 1.
n=1 n

Toon aan: 1) f(1) + £(-1) =&£(=1) 5 2) £1(z) = M; hiermee f(z)

2

analytisch voortzetten {neem een geschikte snede); 3) f(z) + r(1/z) =
[e.o]

2
= 20(1) +4 log's; 4) £(1) = T3 (eebruik 1)); 5) % (-1)77' L DO
2 2 n=1 n
= ;I— - %‘ (vgl. Fourierreeksen, Wiskunde 30; gebruik 3)).
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HOOFDSTUK VII. Diversen

§ 1. Differentiaalvergelijkingen van Cauchy-Riemann

‘B, Riemann (1826 - 1865), A.L. Cauchy (1789 - 1857)

Stel £{z) holomorf in gebied Gj; £{z) = u(x,y) + iv(x,y) met z = x + iy.

loe wordt '(%) uitgedrukt in partigle afgeleiden van u en v naar x on y?
Beschouw speciaal twee gevallen van limietovergang in het differentiequo-
tignt:

(1) 2' = 2z in horizontale richting, (2) z' ~ z in verticale richting.
Het differentiequotiént

£(z') - £(z)

z' - z

is in het eerste geval

t — . ¥ —
u(x ;{){)_ Xu(st) + i v(x ’ia - ;(X:y) (X' 74 X) )
Deze uitdrukking moet een limiet hebben voor x' -+ x. Daarvoor is dus nodig
dat au/éx en av/ax bestaan in het punt (x,y). De waarde van die limiet moet
precies f'(z) zijn:

v
9x

£1(z) = %% + 1

' In het tweede geval is het differentiequotiént

u(x,y') —ulx,y) . . vi(x,y") - v(x,y) ,
CIE) S T CAE ) (v #3) -

Noodzakelijkerwijze bestaan dus ook du/dy en 3v/dy en geldt

v du
t o e G e
£f1(z 3y i3

.

Uit de twee gelijkheden volgen dan de identiteiten

fu _ v ov Su
ox dy ' 9x oy ° (Cr)

Daarmee is bewezen de
Stelling

Is £{z) = u + iv holomorf in ¢, dan bestaan in G de partigéle afgeleiden

der eerste orde van 1 en v naar x en y, en er gelden de parti&le differen-

tisalvergelijkingen van Cauchy-Riemann (CR).

k.

ICPRYET

4

R i e A A

kg, PR

2 S AAReL

TER

= -__2;-:4,.::‘
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Een soort omkering van deze stelling is:
Stelling

Zijn in een gebied G de re€le funkties u(x,y) en v(x,y) continu differen-
tieerbaar naar x en y tezamen, en voldoen ze in G aan de vergelijkingen

van Canchy-Riemann, dan is f(z) = u + iv een holomorfe funktie van z in G.

Opmerking: Continu-differentieerbaar wil zeggen: de vier parti€le afgeleiden
van de eerste orde van u en v naar X en y bestaan en zijn continue funkties

van x en y.
Opgave: Bewijs de laatste stelling.

Uit eerdere resultaten weten we dat een holomorfe funktie willekeurig vaak
differentieerbaar is. Dan zijn de componenten u en v van een holomorfe funk-
tie ook willekeurig vaak differentieerbaar,en alle afgeleiden van alle ordes
zijn ook continue funkties van x en y.

In het bijzonder gelden de formules

li

o%u D o(Quy _ 8
2 0x ‘0x 3%

. a 6

ax X x0y ayax ay ay2
£ _ __ ¥y
a% ay2

Stelling

Is f£(z) holomorf in ¢, dan voldoen u = Re(f) en v = Im(f) als funkties van

x en y in G azn de potentiasalvergelijking

2 2
Yo ,%09 .
0% Byz

Men zegt: w en v zijn harmonische funkties (d.i. oplossingen van de twee-

dimensionale potentiaalvergelijking) in G.

Conclusie: Theorie van complexe funkties van één complexe variabele is equiva-—
lent met de potentiaaltheorie in twee dimensies. Vandazr het belang van com-
plexe-funktietheorie voor fysica en techniek.

Stelling

Een holomorfe funktie is op een constante na éénduidig bepaald door haar

redel (of haar imaginair) deel.
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Bewijs: Stel £(z) = u{x,y) + iv(x,y), en u(x,y) bekend in een zekere omge- 4

ving van (x ;

s L

,yo). Dan geldt voor die omgeving het volgende. Wegens v& = U

is ook vy(x?y) bekend. Dan kunnen we integreren naar y: * i
y ;
tf u (x,n)dn = v(xy) - v(xy, ). ,
Yo ' ‘?
Dus : :
¥ -
v(x,y) = ‘f ux(x,n)dn + T (x) , met F(x) = v(x,yo) . '2
Yo fE
Woowign kb e we 00x) kunnen ampmeven, Px ) 00 seler dif Poron by el ;i%
e x, onoweld eoldd ' §
y y fﬁ
i) = -2 fuGomin = v, - [ Gon)ay -
Y, Y, .@

¥y

=-u - .[)uxx(x,n)dn = bekend .
Yo

Is deze bekende funktie alleen van x afhankelijk? Ja, want

J
2op R . -
- 3 F'ix) = 5y {uy + Lf'uxx(x,n)dn} =ug U s 0.

Yo

Tus P'{x) is een bekende funktie van x. Door integratie vinden we F(x), een-
duidig bepaald op een constante na. Dus v(x,y) is bekend op een additieve

constante na.

Opgave: Bepzal f(z) als u(x,y) = X/(xz-kyz). ' J;

Opgave: Bewijs dat de krommen u = constant en v = constant door een punt s met

£'(s) # 0 elkaar daar loodrecht snijden.

§ 2. Conforme afbeelding

7ij w = £(z) holomorf in gebied G van het z-vlak. Bij ieder punt van G be-
hoort een punt van het w-vlak. Het funktionele verband w = f(z) geeft dus 4
een afbeelding van een deel van het z-vlak op cen deel van het w-vlak. 7ij 4

G' het beeld van G. Men kan bewijzen dat G' een gebied is, als f # constant..
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7ij £(z) = u + ivy u = ulx,y), v = v(x,¥y). Zoals bekend is, speelt de funk-

tionaaldeterminant van de transformatie een rol. Deze is

X x! 2 2
= ()" + (v)
uX u v}C uX 2

D = I = . = £ (z)|" .
VX v v u P >
v M=) (v)

-1 v y I
y oy

Stel £'(z) # O voor z = 7+ Noem w = £(z,) het beeldpunt van z_. Uit D # 0
volgt (geen bewijs hier) dat de transformatie (x,y) - (u,v) éénéénduidig en
in beide richtingen continu-differentieerbaar is, in de respectieve omgevin-

gen van de punten zo'en L In deze omgevingen stellen we
Z =3 -+ Az w=w_+Aw .
o TAZ 0

Dan is Aw = £z, +8z) - £(z ) = £'(z,)Az + bz, met & ~ O voor Az ~ O,
Voor |Az| voldoende klein geldt bij benadering Aw = £1(z, )0z, omdat £'(z,)
van nul verschilt. Stellen we vervolgens Az = £ + in, Aw = o + it, dan zijn

(¢,m) en (0,1) locale cartesiaanse cofrdinaten, en we hebben

g + it = f'(zo)(g +in) .

We schrijven nu f'(zo) uit in modulus en argument: f‘(zo) = pe~?. Dan vinden

we

it

a p(E ¢cog8 ¢ - 1 sin w) ’

T

1l

p(€ sin 9 +1n cos 9) ,
waarbij p en ¢ onafhankelijk van de (£,n) en (0,7) zijn.

Bovenstaande transformatie (£E,n) — (o,7) is een eenvoudige lineaire trans-
formatie met funktionaaldeterminant p2. et is een combinatie van een draai-

ing over de hoek ¢ en een vermenigvuldiging van de oorsprong uit met de fac-

tor p.

Stel we hebben in het z-vlak twee gecriénteerde krommen die elkaar in z, on-
der een hoek o snijden (ra,sdfclijmr'(-*:c1;ore1r1.§_1 en s ; als we 8, over een hoek «
in positieve zin draaien krijgen we gg). Als beeld in het w-vlak krijgen we
weer twee krommen, door W wier raaklijnvectoren Eq en 32 ten opzichte van
g,60 8
snijden is dus weer o. De hoek ¢ kan positief of negatief zijn, maar de

beide over de hoek ¢ zijrn gedraaid. De hoek waaronder 2zij elkaar

2

volgorde Q§1,£2) is dezelfde als (§1,§_2) wat de draaizin betreft.
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Conclusie: de afbeelding is hoektrouw en wel rechtsireeks hoektrouw.

Verder worden lengtes getransformeerd met de factor p = \f‘(zo)l. Een klein
driehoekje (met hoekpunt in 2., zijden 1 en 2 die een hoek a insiuiten)
wordt getransformeerd in een gelijkvormig driehoekje (met hoekpunt in wo,
zijden 1' en 2' die p maal zo lang zijn als zijden 1 en 2, terwijl de heek
tussen zijden 1' en 2! weer « is), De afbeelding is dus conform. Daarmee is

bewezen de

Stelling

Is £(z) holomorf in het punt Z s en f'(zo) # 0, dan is de afbeelding

w = £(z) in de buurt van Z conform en rechistreeks hoektrouw.

Stelling

Er zijn geen andere (contirmm-differentieerbare) rechitstreeks hoektrouwe

afbeeldingen dan die door holomorfe funkties.

Stelling

lir »ijn in twee dimensics peen andere conlorme afbeeldingen dan dic door

holomorfe funkties van z of wvan E.

Op het bewijs van deze twee stellingen gaan we niet in.

Enkele eenvoudige afbeeldingen

De lineaire transformatie: w =az +b (a % 0).

De inversie: w = 1/z.

Dit zijn I-l1-afbeeldingen van het uitgebreide complexe z—vlak op het uitge-
breide complexe w-vlak. Bij de lineaire afbeelding blijft het punt = op zijn

plaats. Bij de inversie zijn 0 en = elkaars beeld.

Pransformatie van Mébius (A.F. MSbius, 1790 - 1868)

arn+b
cz+d

Leze is de algemene gebroken lineaire transformatie: w = y met a, b,

c, en d complexe constanten. De afgeleide is

Qv  _ad~bc
dz {cz +d)?

Onderstel daarom

ad - be =

TR N ST S |

py]

i




P
.""

0.

dan is dw/dz nergens nul {met uitzondering van z = ). De omkering is

dw -1 . d -b
2= wta met determinant = ad -~ bc % 0
-C a

dz _ad = be

= (nergens nul, uitgezonderd w = o) ,

(cw-a)?

Bij deze Mobiustransformatie wordt dus het uitgebreide complexe z-vlak é&&n-—
éénduidig afgebeeld op het uitgebreide complexe w~vlak. Het beeldpunt van
2= o is w = afc; dat van z = —-d/fc is w = . Qok hier zien we het voordeel

van de invoering van &én oneigenlijk complex getal e,

De MSbiustransformatie kan men opvatten als een "product'" van elementaire

transformaties. Als ¢ = 0, dan is ze lineair; als ¢ # O dan

_aztb a ad-bc 1

Tez+d ¢ 2 da
¢

C z +

De M&biustransformaties vormen een zg. groep, Als

_azthb _owtf
W=cz+d * *T yw+ro 7
Az +B
dan geldt u = Coy 1+ D net

e oG AE )
(Bewijs?)

Stelling

Bij een MSbiustransformatie worden cirkels in cirkels overgevoerd (een

rechte wordt opgevat als een ontaarde cirkel).

Bewils: Met bovenstaande product-splitsing. Voor elk der afzonderlijke fac-
toren geldt de stelling. De enige niet-triviale verificatie is voor de in-

versie w = 1/z.
Opgave: De algemene vergelijking van de cirkel is

pzZ + am + 0% +q =0, pen q redel,

Bewlijs de voorafgaande stelling door aan te tonen dat deze vergelijking bi]

elke Mobiustransformatie in een overeenkomstige vergelijking in w overgaat.
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Van de vier parameters die voorkomen in de algemene Mdbiustransformatie zijn

er drie onafhankelijk (het komt slechts op de verhouding der parametors ann).

Dan is duideldijk de
Stelling

Er is é&n en slechts één Mdbiustransformatie waarbi] drie gegeven punten
A, B, C in het z-vlak worden afgebeeld, respectievelijk op drie gegeven
punten P, @, R in het w-vlak. Bxpliciet kan men deze transformatie schrij-

ven als

w-P  Q-P z-A B-A (= 1)
w-R 'Q-R z-C  B-C :

Voor de verificatie neemt men het t-vlak alg tussenstap, waarbij t gelijk is
aan de gemeenschappelijke waarde van linker- en rechterlid:
Pot=06ez=A4A

Qe t=1ez2=21

w

il

R(—bt:oot—)z

i
2

Dubbelverhouding van vier punten

Neem wvier punten in het complexe vlak: z, A, B, C. De dubbelverhouding
(2,4,B,C) van dit geordend viertal punten is per definitie het getal dat het
beeld van z is onder de MBbiustransformatie die A, B, C overvoert in respec-~
tievelijk O, 1, «.

z-~A  B-A
-C

Opgave:  (2,4,B,C) =

]

Stelling

De dubbelverhouding van vier punten is invariant voor elke Mdbiustransfor-

matie.

Bewijs: Noem de vier punten in het z-vlak: z, A, B, en C. Laten hun beelden

zijn, in dege volgorde: w, P, Q, en R. Dan is

e
td
t

P

7 -
7 =

: -P -P
(v, P,00) = ¥22 0 325 on (5,8,5,0) -

Q
o)
!

Q

De rechterleden zijn gelijk (zie expliciete formule voor de Mbiustransfor-
matie ). Dus ook de linkerleden.

Mer kan met behulp van Mdbiustransformaties, waarbij cirkels in cirkels
overgaan, allerlei meetkundige eigenschappen van systemen van cirkels bewij-

zen. Als voorbeeld moge men zijn krachten beproeven op het

4
5

v, __‘_,a -,é_@,;*fgé . ?% x e x: e

= __:‘

. i

gL
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Sluitinesprobleem van Steiner

Gegeven: twee cirkels, waarvan de kleinste bimnen de grootste ligt.

Begin ergens een cirkel te tekenen, die de kleinste cirkel uitwendig en de
grootste cirkel inwendig raakt.

Construeer een tweede cirkel die raakt aan alle drie.

Vul zo de tussenruimte tussen de twee corspronkelijke cirkels op met rakende
cirkels,

Er zijn nu twee mogelijkheden:

(1) de ketting sluit (de laatste raakt precies aan de eerste),

(2) de ketting sluit niet.

Men zmou kunnen denken dat dat afhankelijk is van de keuze van de eerste cir-
kel uit de ketting. Dat is echter niet zo. Het is altijd (1) of altijd (2},
onafhankelijk van de begincirkel.

Het bewijs is zeer doorzichtig. Voor een stel concentrische cirkels is de
stelling triviaal., En men kan de twee gegeven cirkels gemakkelijk transfor-
meven in twee concentrische, Bij die transformatie (een Mobiustransformatie )
gaan cirkels over in cirkels, en rakende cirkels in rakende cirkels, omdat

de afbeelding conform is.
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