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Vraagstukken en tentamenopgaven Wiskumde 50 en 52.

Dit opgavenboek becogt te voorzien in de behoefte aan oefenstof voor het
tentamen Functietheorie. Bij de antwoorden en oplossingen i1s getracht ver-—
raderlijkheden, die dit terrein onveilig maken, onder de aandacht te brengen.

De stof is als volgt ingedeeld:

blz. I - 20, 75 vraagstukken (ingedeeld in volgorde van het college) met
antwoorden;

blz. 20 - 40, 100 gemengde vraagstukken met antwoorden;

blz, 40 - 71, 26 uitgewerkte vraagstukken;

biz, 71-120, 21 tentamens wiskunde 50; met antwoorden,

blz. 120-202 , 2] tentamens:.wiskunde 52; met antwoorden,

Wenken bij de antwoorden zijn tussen [ ] geplaatst.
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Vraagstukken.

Bepaal Re, Im, medulus, argument van

1-1 2+4i)2  3-1  3+i
i+ |3-31] ° ‘

a) Bepaal (z3—22+3)/(z—1) voor z = l+ienz=1-1,

.b) Evenzo (z3+Zz—3i)/(z-i).

Toon aan dat 5122 = z,2, en dat (E)_] = z-l.

 Leid hieruit af dat (E)n = 2" (ook voor gehele n < 0).

Voor een rationale functie met reéle coefficiénten Byseresls bo,...,bP

= n p -1
f(z) (aoz +oaes +an)(b A +bp)

0

geldt f(E) = f(z).

2 2 2 -
a) |z|—zzl = ]zll + |22| - 2Rez]zz.

b) De vectoren z) en z, zijn onderling loodrecht als Re z =,

1%2

Als (z~ zz)i = A(z; *2,), A reéel, dan heeft het parallellogram O, Zys Zgs

z, +z, vier even lange zijden; reken dit na.

Leid uit ]z1 izzl < |z1| + |z2| af: |zlt ZZI 2 IzII - |22|, en gebruik dit
in:
le |22+22+3i|2R2-2R—3>0

als |z| =R > 3,

l z-4 I R+4

2e
2% +2iz+3  RE-2R-3

8. Het punt r is randpunt bij een verzameling V als in iedere omgeving van r

punten van V en punten van V' liggen. Toon aan dat de verzameling R der

randpunten bij een verzameling V een gesloten verzameling is.




9. De rij x, = cos(mn + %) heeft 2 verdichtingspunten; z, =‘% + in heeft er 4,

11.

Bepaal lim sup X en lim sup Im z .

10. Hoeveel verdichtingspunten heeft z = V7 + (l—:iiig)n?
= i { ?
Idem voor Ya Im z, Wat is lim sup ¥,
. .y 2 .30
Teken de getallen 8, = ! ; L, 4 Z S l ; l] voor m = 1,2,3,4.

Toon aan dat lim S, = i (bepaal N(e) =25 dat |sn - i| < ¢ voor alle n>N(eg)).
o

12. Teken de getallen z = (1 + %Jn voor n = },2,3,4.

13.

14.

15.

Toon aan dat lim z = cos 1 +1i sin 1.
n-o

Ganadat cos t + 2i sint, 0 £ £ £ i1 en %tz + iV4a-t4, 0 <t < V2, een
gladde boog voorstellen. Dezelfde? Hetzelfde begin- en eindpunt? Welke krom—
me? {x'()}% + {y'(©)}% > 0 2

2.1 22 - 1
Bepaal lim —— T en llmT-le-l—

z+1 z+]

als z e {1 + %}; idem als z e {l +~%};

* 11
idem als =z ¢ {1 + %;}.

1 . . , . .
Toon aan dat 7 econtinu is in z = i {z ¢ omgeving van i). Toon aan met de

v e i . . . . .
derde definitie dat - differentieerbaar is in z = 1i.

Toon aan dat zz, hoewel differentieerbaar in 0 {waarom?), aldaar niet analy-

tisch is.

] A

z2+1
zz-l-z

De functie £(z) = is behalve in 0 en -1 overal gedefinieerd

en analytisch.

Kan f(z) worden gecompleteerd tot een functie die analytisch is in 0; in =-1?

Hoe?




18.

19.

20.

21,

22.

23.

24.

25.

26I

Bepaal met 1lim sup sianl de convergentiestraal van

1 - 2z + 3222 + 23 - 2424 + 3525 + z6 - 2727 + 3828 + 29 =

L

(-] -]

a) Toon aan dat als X ]an[ convergeert, ook Z a ~ convergent is.
n=0 n=0

K
3
i
]

-]

b) Ga na dat ) a niet behoeft te convergeren als Isnl convergeert;
n=0

neem bijv. aj = 1, a_= i" + i,
oo o o
Toon aan dat, als | la | convergent is, | ] a | < ) laf.
n=0 ) n=0 n=0

o0
* * .

Gegeven twee absoluut convergente reeksen E a; = 5, Z a. = § , Dan is

i=0 j=0

* . . . .
een reeks Z aiaj waarin elke combinatie 1 2 0, j 2 0 aan de orde komt ook
i,j
*

absoluut convergent, met SS als som.

oo

© .
‘1 * .
Gegeven: z a;z", E asz hebben convergentiestralen 2> |,
i=0 =

3=0
. =] 1 ) x * J ) o0 * - * n _
Dan is .E a,z .Z ajz Z (aoan + aja + ..+ anao)z met conver
i=0 j=0 n=0

gentiestraal R 2 1.

Als in het onderstelde > p komt i.p.v. 2 1, dan is R = p.

Bewijs: exp 2 * exp z, = exp(zl|+zz).
n 2n
® z, ® zg
Is er eenz, die voldoet aan Z — = 0 ? idem aan I - =07
0 nsp B n=0 {(2n).

Zo neen, toon dat dan aan; zo ja, geeft een Zq die voldoet.

Teken de hoogtekaart van |e?|; idem van ]eiz]

Toon aan dat |cos z{ en |sin z| niet begrensd zijn in het bovenhalfvlak; en
in het benedenhalfvlak?




27.

28,

29,

30.

31.

32.

34,

iz
Als £(z) = & , toon dan aan dat
2" -z +]
le. [f(z)] < _E—J———— voor ]z] = R>2enImz =0 ;
R -R-1
2e. lim J f(z)dz = 0 .
B |z1=R
Im z=0

Bereken J %f als K is: le. de } cirkelboog om O van 1 naar i;

X Ze. de rechte lijn van 1 naar i.

Gegeven de reeks E anzn = f(z) met convergentiestraal R. Toon aan zonder
n=0
de hoofdstelling te gebruiken dat voor iedere Jordankromme K in een gebied

iz} < p < R geldt:

J f(z)dz = 0 .
K
. -x? . ~x2 -22 .
Leid e cos 2bx dx af uit e dx = v/ door e te integreren
over de rechthoek ~-N, N, N+ib,~N+ib.
22 + 1

Bepaal de residuen in de singuliere punten van de functie 5 5
(2~ 1 (z+1)

iz
) e cos Tz
Idem voor de functies il * Z(z- 1) (6z—1) °

z7+ 4

eZ

(z+1)%(z-2)

Idem voor de functie

f zdz

Laat zonder residuberekening zien dat J 3 > = 0.
Algemeen: |z|=5 2tz 2
n—-2 n-1
pOz 4—plz toae pn__2
Lo = (z+a,)(z+a,)...(z+a_) dz =0 .
1 ASRE n

|z|=c>max|ai|



35.

36.

37.

38.

39.

40.

Bereken dz :

itr G DB

a) als R » 3,
b) als 1 < R < 3,
¢) als 0 < R < 1,

. (Het

Bereken de residuen in de singuliere punten van de functie Sin z

punt z = o, een niet gelsoleerd singulier punt, buiten beschouwing laten.)

Idem voor de functie

-1)

z(e

Geef een schatting voor Ifn(0)| als f(z) = — 1 (met de ongelijkheid

van Cauchy; r < 1). 27 -3z+2

[= -]

De reeks E % (1-e *)® is uniform convergent in de omgeving U van z = 0
n=1

bepaald door [l-e_zl < 4. De som van de reeks is z; toon dit aan.

Voor elke begrensd domein D (= gebied G + rand) in het z-vlak is de functie

2n
F(z) = J cos(z cos t)dt , t reeel
0]

holomorf in G. Toon dit aan en tevens dat in G
27

F'(z) = -z J cos(z cos t) sint dt

0
en

zF(z) + F'(z) + 2zF"(z) =0 .

Geef de machtreeks in z" voor F(z). Wat is de convergentiestraal?

41. Bepaal de machtreeks in (z - %%)n voor cosh z.




42.

43,

44,

45,

46,

47,

48.

49,

Welke van de volgende functies is geheel?

1 2 sin z V3 cos z sin(zv3)
Tz 8 T & 5 ¢
e z z

Toon aan dat de functie

in 0, m en - n ophefbare singulariteiten heeft, en ontwikkeld kan worden in
een machtreeks om z = 0 met convergentiestraal 2w. Welke breuken dienen te

worden afgetrokken om een convergentiestraal nm te krijgen?

6 )
z{z~13(z-2)(z-3) °

Bepaal van de reeks die voor z = 1} convergeert de coefficiénten C_ys ¢ en

Hoeveel Laurentreeksen "om" z = 0 heeft

Cl.

Bepaal de Laurentreeks voor om 1 +1i die convergeert voor z = 0.

1+ 22

o0
n .. . - .
Van een Laurentreeks Z c 2 die in minstens &&n punt convergeert is gege-
-0

ven dat T e, = ¢ (n 2 0). Aan welke eis moet c¢ {(complex) voldoen?

Wat is het convergentiegebied en wat is daar de som?

rof

22491
Toon aan dat [ez +212|

s e vOoor Iz[ £ 1. Voor welke z wordt het maximum

bereikt?

Toon aan dat Re f£(z) + Im f(z) maximaal wordt op de rand van een domein D in

(1-1)£(z2)

een gebied waar f(z) holomorf is; aanwijzing: beschouw e
Voorbeeld: D is Iz] <1, f(z) = (I-l-i)z2 - 2(1l-1i)z (zie 47).
f is een gehele functie van z waarvoor gegeven is dat

|[£(z)] = Mlz[n R M zekere constante > 0.

Toon aan dat £(z) = azs waarin a een complex getal voorstelt met [a] < M.




. 1 .
50. Toon aan dat 1lim z cos P niet bestaat.
z+0

51. Er zijn binnen elke e~omgeving van z = 0 oneindig veel punten waar el/z een
gegeven waarde c = a+bi ( # 0) aanneemt. Ga dit na (d.w.z. bepaal deze

punten) als ¢ = -e" ene = 1/10m.

52. Onderzoek de aard van de singulariteit van £(z) = {{z-7)sin z}—] bij

z = 7., Wat is het residu?

53. Bepaal de constanten A, B, C z& dat

1 _A__B __C
£(z) = sin z z zZ=T z+T

slechts ophefbare singulariteiten heeft bij z = 0, m en - .

Noem de overige singulariteiten.

ey e 1 .1
54. Bepaal de residuen in z = 0 van ~ 7 ©R van sin — . C
1 . 4
- - sin — regulier inz = 0 ? ki
sin z P2 q
Noem de singuliere punten van deze functie. S

1
55, Bepaal het residu van £(z) = z2 e? - z(z+1) in z = «,

Waar is f(z) niet regulier?

56. Als f(z) holomorf en # 0 is in een gereduceerde p-omgeving van a en als
f(z) = (z--a)k g(z) (k geheel, > 0 of < 0), dan geldt

2ni £(z) g(z) ’
| z-al=p
™ 2% ) 2n
1 + 2 cos x ] sin“x . cos 3x
57. Bereken J 5 4 cos x 9% 3 J E‘:‘EB;“;’dx ? J 5= 4 cos x 9X
0 0 0
2n
58. Bereken J cos mt. dt , m geheel 2 0 .
I + i/3 cos t

0




59, Bereken voor gehele n = 0

T n

n 2n
J cos ¢ cos ny dg ; J cos” ¢dg .

o« o0 oo

60. Bereken J x *+ | dx ; J —dax J 5 gx )
(x"+ 1) (x7 +3x-21)

. ix _
6]. Bereken J —ESE—%Ei dx, a2 0; J -2—_-"513_ dx, a > 0}
’ 0 (1+x7) x{1 +a"x")
[aax
x(x"+1)
. ix
dx e dx
62. Bereken J i}? 2 — 3 .
» (x~1){x+21) L (x - 1) (x - 2i)3

63. De functie cos v¥x, x 2 0, kan analytisch worden voortgezet tot een functie
f(z) door middel van een machtreeks; bepaal deze en de convergentiestraal
ervan. CGa na dat f(2in2) redel is en < —-10. Druk £(x), x < 0, uit in reéle
machten van e. Schets f({x) voor -= < x < =,

64. Z1j K, = {z | |zl =1, Re z < 0}, In € \ K, (C minus snede K) is

1

Z

|
£,(z) = J dtz (integratieweg willekeurig)

0 1+t

een analytische functie. Toon dit aan.

In welk gebied geldt fl(z) = arctan z 7 Waar is er verschil, en hoeveel?

65, Zij fz(z) evenzo gedefinieerd, met K2 1= pechterhelft van de eenheidscirkel.
Ga na dat zowel arctan z, als fl(z) als fz(z) een analytische voortzetting

is van

@ mz-d el



66.

67.

68.

69.

70.

71.

72,

74.

Toon aan dat ?;, x reéel, niet analytisch voortgezet kan worden; wel daaren-

tegen 92; x>0,

. « n-1
In welke gebieden bepaalt z S—l%r——-(zz-!)n een analytische functie?
- =1

Welk verband bestaat er met log z ? (Elk gebied afzonderlijk beschouwen.)

(=]

1
t+1

Toon aan dat voor z # 0 en niet negatief redel J { - E;%;Odt = log 2z

{(hoofdwaarde). 0

=]

Bereken J EEFLﬁi dx, a > 0 (contour: p + R + bovenboog + -R + ~p +boven-
X +a
0

boogje »+ p).

Stel £(z) = log(z + %J; hoofdwaarde van de logarithme,

a) Voor welke z is f(z) niet gedefinieerd?

b) Voor welke z is f(z) ﬁiet holomorf?

V=x wvoor x < 0,

Gegeven f(x)
Hoe wordt deze functie analytisch voortgezet in het complexe vlak met snede

langs de positieve reéle as? Bepaal de sprong aan de snede.

Van een analytische functie f(z) = u(x,y) + iv(x,y) 1is gegeven dat

2 2., Zy. Bepaal v(x,y) en f(z).

u(x,y) = x° + 4x - y

a) Welke Moebiustransformatie beeldt z = 1,~l,» af opw= | +1i, i-1,17?
Welk punt z heeft w = % + % i tot beeld? Bepaal het beeld van |z| = 1.
Tekenen,

b) Welke Moebiustransformatie beeldt 1,-i,2 af op 0,2,-1 ? Bepaal het beeld

van -2i. Welke krommen worden afgebeeld op de reéle en imaginaire as?

Bepaal de Moebiustransformatie die z = 0,! en ]z| = 1 afbeeldt op w = -1,0
en |w=-1| = 1, (Wenk: gebruik dat cirkels of rechten die elkaar loodrecht
snijden, dat ook na de transformatie doen.)

Op welk gebied wordt |z| < I, Im >.0 afgebeeld?




._.IO..

75. Bepaal bij de Moebiustransformatie die z = 1,i,-1 afbeeldt op w = 1,0,-i de
beelden van
a) [z| < 1,

b) |z|5p<l.



9.

10.

I,

-.-l]_

Antwoorden.

(Re, Im, mod, arg): (Oa_l,ls_i'ﬁ)s (Osiyiri'ﬁ): (2,0,2,0).

a) i resp. -i;

b) 1 resp. % (2~-1) (waarom niet toegevoegd complex?).

(x!-iy])(xz-iyz) uitwerken.

e

z z“l = .«':z'-l = 1, dus z_1 is de inverse van z.
Als (2)n = zn, dan (E)n+l = E(E)n = zz2" = zz" = zn+].
Als n = -m (m > 0, geheel), dan ("= (27" = @7 = &7 = 2"
oy - -n -p i n p =1
f(z) (aoz L S +an)(boz + .., +bp) (aoz + ...4-an)(boz .0 +bp) .

a) (z]-zz)(zl-'zz) = 2,2, + 2,2, " 2,2, " z]zz;

b) Pythagoras.

z,(i-3) = z,(i+%) ~» |z]] = [Zzl.
le. Algemeen: |22-+22-+3i| 2 |z|2 - |2z +3i| (rechterlid kan < 0 zijn, bijv.
als z = 2}; a fortiori ]z2-+22-+3i] b |z|2 - 2|z| - 3. Als |z| =R >3

dan is dit = 0.

2e. [z-4| < |z| + |-4] = R+4; [zz-+2iz-+3| > R”Z-2R-3 > 0, als in le.

Zij p een verdichtingspunt van R; dan bevat elke omgeving van p oneindig
veel randpunten van V. Zij M een omgeving van p; neem daarin zo'n randpunt
r, en neem een omgeving O van r die geheel in M ligt. In O liggen punten van
V en V'; dus ook in M. Dit geldt voor elke omgeving M van p. Dus is p rand-
punt bij V; dus p € R. Dus elk verdichtingspunt van R is element van R,

m.a.w. R iE een gesloten verzameling.

l en-1; 1, i, =1 en ~ii lim sup x = 1, lim sup Im z = 1.

6 nl. 0,2, 3+£4i/3, 15£4iV3; Inm z, heeft er 3 nl. O en +i/3;

lim sup Y, = 13,

s o Gl - 3™
n I - (3 +31)

n > log(l/e)-2/log 2.

n Rk
= i{1 - (4+3i)7}; |sn-i| = [——] < ¢ als

- A T

:_:d‘u& Sﬁ“ = E‘m - o e - 4 D .;-..

S

i




._]2_

12, lim |z
n-o

ol
n

. . 1 .
in 2
= 1, want | > [l + li} < \\PQ

lim arg z = }, want n arctan a7 1.
n-+e

13. Dezelfde ellipsboog; van | naar 2i resp. omgekeerd.
De tweede parametervoorstelling heeft bezwaren: (VZ- t“)' is niet continu
bij £ = /2, en {x' ()} + {y'(£)}% = 0 bij t = O.

4. 2, 2; 2, 2i; 2, geen limiet.

15. I%-— %- = Jj%éfil ; beperk z tot |z-i] < }, dan is |z| > }, dus

]% - %f < 2|z=1i| en dit is kleiner te maken dan iedere gegeven ¢ > 0 door

. [ : . . .
|z=1]| < }e¢ te nemen. Dus - 1s continu in i. Differentieerbaar:

- = vv—-JE (z~1) + (z~-1)n{z); toon aan dat n{(z) - 0 als z » i,

Z i .
i
2% - 23,

16. lim —T bestaat niet (tenzij zg = 0); neem bijv. z = zot (t reeel » 1)

zZ+z 0

0

en z = zoel¢ (p reeel + 0),
17. lim £{(z) bestaat niet; lim £(z) = -1, definieer £(~1) = -1.

z+0 z+—1

18, lim sup Sianl = 3, want voor oneindig vele n is 3|anl > 3-§, maar slechts
in eindig veel gevallen (nl, Q) is Slanl > 3+86,

19. a) Wiskunde 20. Anders: |a_+a_ . +...+a | < |a_ | +...+ |a_| < €, zie conver-
m n m n

m+1
gentiekenmerk wvan Cauchy.
n
b) s_= ) a = i" (4 verdichtingspp.); |s_! = 1 (limiet).
L k n
20. De ongelijkheid geldt voor elke eindige som; dan kan het tegendeel (>) niet

voor de limiet gelden.

n n
21, 3 faf =T -+71; § |ay| =1 >~ 1" (zie gegeven).
i=0 1 n j=0 1 n
N
Zij Z aia; een som waarin alle produkten met i,j beide < N reeds voorko-
1,]

men. Dan is (ga na)

*

N
ss™ - ] agal] < (@-T)T" ¢ T(TT-T))

i,j *t 1




22,

23.

- 24,

25.

26.

27.

28.

29.

Bij elke ¢ > 0 kan N z3 groot worden genomen dat het rechterlid < & wordt.

Hieruit volgt het gestelde.

De reeksen ziin voor elke z met |z| < 1 absoluut convergent. De produktreeks

is dat (volgens 21) ook, Dus heeft de produktreeks een convergentiestraal

van teaminste 1,

Eerste manier: pas 22 toe. Tweede manier: toon aan dat exp(z]-+z) -exp(zz-z)

niet afhangt van z (differentieer).

o . . . z o %o 0 .
e = 0 is ommogelijk; dan zou voor elke z: e = ¢ v e = a «0 =0,
0. "%o im
De tweede som is j(e ~+e ) = cosh Zg3 cosh -5 = 0.
|ez| = e* naar links afhellend; ]elz] = e ¥ naar boven afhellend.
|cos z]| = }let®+e ™% = §[(e¥ +e P )cos x - i(ey -e V)sin x|.

Neem x = 0: cos iy = j(e’ +e ), niet begrensd als ly] » .

le. Als Im z =2 0, dan |eizl <1, |22-z+l| > Iz]2 - lz—ll

2
2 fz|? - |z) -1 >0 als |z| = R> 2.
e, IJISTT'TL_'*O als R » o=,
R"-R-1
R _ iy T .
Substitueer resp, z = e °, 0 < p < 5 enz = l-t+1t, 0 £t =1,

1
2t=-1+1

Het laatste leidt tot J dt

2
o 2(t-}) + 4

In [z[ < p < R 1s de reeks uniform convergent, d.w.z. bij iedere ¢ > 0 be-

o

staat een N z8 dat | ) anzn| < € voor alle n, > N. Neem zo'n ng, dan is

n=n0

| f Z anzrl dz[ < gL (L: lengte K). Alle machten 2" met n < no geven stuk

K Ty

voor stuk 0O bij integratie over K. Dus |

keurig. De integraal is dus 0.

K

j f(z)dz| < gL. Hierin is e wille-

£ o




30,

31.

32.

33.

34,

35.

36,

37.

38.

39.

- 14 -

Langs twee wegen van -N naar N+ib

N o b N

. 2 - L N2 by 2
e X dx + J e (N+iy) idy-= J e (=N+iy) i dy + [ e (x+ib) dax
-N 0 , 0 B
N2 ) b 3 2 2
e dx+2Ze Jey gsin 2N y dy=e Je cos 2b x dx .
-N 0 -N
b2
N + = geeft voor de gevraagde integraal: V1 e .
Res, = }; Res =—-!—{(22+1)/(z—1)}” = =i
} ’ -1 21 z=-1 “
_io-2 io2) _ __1 _3/3
ResZi— z e ,Res_Zi—-Ze ,Reso— i, Res] = 5 Resl/G— e
R = L2 R =Res.[- e_l e” 1=- e—l R [-!—-+4—/-§-+ ]--ie—]
€92 T g &> 88y 0" T3 2 3T 07T v -~ T9° ¢
w {l=-w/3) W
IC = IR voor elke R » ¢ (want in ¢ < |z] < R geen polen). Verder:

PN G P
(R=Ja;[J(R-Ta,})...(R- ]an[)

Os]IRJSZHR + 0 als R+« ,

Dus I (onafh. van R) = 0, Ic = 0,

a) 0.
b) ~2ni-1078.
c) O,

Z

&Sur sin z
lariteit).

R = (—i)kk'rr, k = +1,+2,,..3 geldt ook bij k = 0 (ophefbare singu-

=) - . - I 1 -
Re82 YT k=21,+2,...; Reso = Resof—i W] =
ikﬂl z _
1 1 13 - _ 1 z ' _ 1 Voo
3 Reso(ZZ - +...) = ~}. Anders Reso = ]:(232_ })z=0 = (mz—:_ 0 = i,

nt

(1 y(2~1) o (vergelijk met f(n) (z) = n'{(I _z)—n—l _ (2-2)_,_1_1})-
-r - r)r

Bepaal de afgeleide reeks; ga na waarom deze uniform convergent is in U;

integreer term voOTr term.




40,

41,

42,

43.

44

45,

46,

47.

48.

49.

..15....

2n
Stelling! F'(z) = - J sin(z cos t)d sin t partieel integreren.
0
ot n 21rzzn
F(z) = Z (-1} ———5 (waarom is termsgewijs integreren geocorlocfd? Be-
=0 228 (nt)?

treft de uniforme convergentie z of t 7).

ni o T i 71l
iez —2“+"§_+ez+"§' _Z_J= i
[]
n=0 2n+1)! .

e is geen gehele functie.

COS Z

De limiet voor z + 0 bestaat, want .
sin z

.1 _(z cos z = sin

.y 2n+l
TL
-3

z)/22

heeft

z sin z/z

in 0 geen singulariteit (alleen ophefbaar) in teller en noemer (# 0).

Evenzo bij m en -7 G§¥i~£ heeft de periode 7).
sin z

z_lkﬂ i met k= 2,3,...,n-1,

Convergent voor 0 < |z] <1, 1< ]z] <2, 2<|z] <3, 3« lz].
'Splits in partieelbreuken; ontwikkel naar z en z_l; c_y = 2, ¢
i I 2+1i © n

i - i -w . .

En-z_-.l (-‘;—-) +~—~]—6-— z (TT_Z_{) waarinw = z-1-1,

s -n.n T “n -n )

Z c 'z en Z ¢ 2 convergeren voor |z] < |c| resp. > Ic
n=0 n=|

|c—lL < lels |ef » 1; ring [c_ll < |z} < |el; Smn<:fz + ch]

1
I; dus moet

Het maximum wordt bereikt als Re(ezn‘(iJ + 2ielw) maximaal is, d.1. als

singp = -} dus als z =

/3 -5

e(l—1)f(z) is holomorf in hetzelfde gebied;

dus wordt

= exp{Re f£(z) + Im f(z)} maximaal op de rand van D.

co

Stel f(z) = Z a.z
i=0

i (R =

f(z) = zkh(z) met h(z) holomorf in 0 (en overal) en h(0) = a . In

| (=DEG))

©), Noem de eerste a; die # 0 is ay . Dan 'is

|zk[|h(z)| < Mz|™is n> k onmogelijk want dan zou lim h(z) = 0 # a . Dus
a

z-0

n < k, dus f(z)/zn geheel en begrensd; Liocuville.

5
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50, Nader 0 bijvoorbeeld langs de imaginaire as.

1 I
EXOTIN k geheel; <

1
Vit (2k+ )2 10

1/z__ @ -1
51. e ==-g -+ Z -

voor alle k = 5
Of = "6.

52. lim (z-':r)z f(z) bestaat en is # 0} pool van 2e orde.
z+T

1l [z =w]"
Resn f(z) = 1T [sin z]
z=7

), e, -
Sin V=0 h(w) w=0 hz(w) w=0

w? wr4
Dit geeft O want h(w) = | - 3-1-4-31-— cee
53. lim f(z) moet bestaan, d.w.z. lim z_-__z_&in_z , dus lim z-Asingz oet
z sin z 2
z-) z-+0 240 z
bestaan: + A = 1. Analoog B = -1, C = =],

Bij z = kn (k

+2,#3,...) zijn enkelvoudige polen.

. 1 zZ_ _ 9. S .
54. Reso(1/51n z} = :;161 STo 1; Res0 sxn(z) 1 wvolgt uit de Laurentreeks
(N.B. 1lim 2 sin(l/z) bestaat niet).

z+0
1/sin z - sin(1/z) kan niet regulier zijn in z = 0 want de limiet voor z + 0O

bestaat niet (dat het residu 0 is doet niet terzake). Singuliere punten: O
(essentieel), kr met k = +1,#2,.. (polen van de eerste orde); z = = is een

niet geisoleerd singulier punt (in &lke omgeving oneindig veel polen).

55, In het eindige is alleen O singulier, met residu -31r ; het residu in z = » is

_ - o i I, _ e _ 1,1 11
dus -B—E-.Inz— is f{z) holomorf want f('n_a)—;_f -‘;(W+i)—-§-r+-§-!- + ...

is holomorf in 0 (f(%) heeft daar een ophefbare singulariteit).

56, Ga na dat de integrand = zl_fa .

™
57. 4 J = 0; 2n(2-/§);-1-“§.

-m

58. n(-i/VD™.

- 3]
59, ln ; (%gn)l)" 7, gebruik het binomium.
2 * »



60.

61'

62.

63.

64,

65.

66.

....]7_

T _ 1 d _ _ B —2 _ _2_ _
7 Reszl=!+i T a1z {{z ZZ)(Z 23)(2 24 2=z, LT3 (~1-1i); analoog bij
- . 2mi 1 _ "
22 = ~1+1i, uitkomst 64 ; N |:(Z+l)(z+21):l |: 9T Z"'l]z:i =
R R
= 2mitg - 39 |
iaz ! ‘ ® ix %
T% { = } (a-zl)n s mi(l -e"l/a) H 5% J 5 } dx - ﬁ
C Mz +1i)% z=1 o X(T+1) A
-ix ix
- i%- J = ! dx = %- J & > ] dx = 7(l ~e 1).
e, X(xT 1) o X(XTH+1)
o o
o2ty L e'™ ax 1 ¢ at 1.
3 ) 21 (x—1)(x+2i) 21 (-t-1)(-t+21)
-1 iZ " i
i o == + 2mi -~%— s . = 2me I Ste 2 . BR
. 3 2- zZ~=1 . =3
(-i) =21 ;
v 2" . 2 .2 . .
f(z) = z TaT £(Q2in7) = £((n+1im}°) = cos(m+1iw) = — cos(in) = :
n=0 ) :
=~} (e"+e ") < ~10. Voor x < 0: f(x) = i(e/-—x- + e—‘/:;) . ‘
Rechts van de snede: Kl U imaginaire as boven i resp. beneden -i geldt b

fl(z) = arctan z (dezelfde integraal).

Links van de snede geldt

fl(z) = arctan z + 2mi Res. ! 5 = arctan z - 2mi Res_i = arctan z + w.

I +2
Voor iz| < | geldt g(z) = arctan z = fl(z) = fz(z), want alle hebben dezelfde
integraalvoorstelling. Deze integraal bepaalt buiten !z| < 1, hoe g(z) daar
analytisch wordt voortgezet., De verschillende sneden (z = iy, Iyl = 13 KI’
KZ) beslissen over de integratieweg en leggen zodoende de voortzetting geheel

vast.

Stel er was een analytische functie £(z) in een gebied G dat de reéle as om-

3
vat en 28 dat £(x) = v¥X. Dan zou ook f'(z) analytisch zijn in G. In het bij-

zonder zou lim f'(xX) moeten bestaan; dat is niet zo. Wel wordt 9?} x>0 ‘ﬁ

x+0 1/3 log =

analytisch voortgezet door g(z) = e {hoofdw. log); want g(z) is




67.

68.

69.

70.

71,

72,

....18_

analytisch in het complexe vlak met snede langs x < 0 en stemt voor z = x > 0

met ég'overeen.

De reeks is convergent als Izz- 1| <1, d.i. binnen de lussen van
r = v¥2 cos 2¢9; uniform convergent voor alle z met |22-1| <1=6 (6 wille-

keurig klein). Voor 0 < x < ¥2 stelt de reeks 2 log x voor. In de rechterlus
bepaalt de reeks dus een analytische functie £(z} (2 log z) die 2 log x voort~
zet. In de linkerlus geeft de (even!) reeks: £{-z); daar wordt de functie

2 log(-x) voortgezet. (door 2 log(-z)).

R R+1] z R+z
fetr-ctouc- T4 [4- 5 Te
0 1

t+1 t+z 4 [ [ 4
R+z K R+1

Hierin stelt K de gebroken rechte 1 - R+1 -+ R+z + z voor. De integraal

langs K is blijkbaar log z; de tweede integraal is in absclute waarde
|z - 1|

“Ral-Tz-1]°

laat R =+ o,

R T -p
J 1o§ x gx . J 1;523 + 1; Riel® dg + [ log;xl +21ﬂ‘dx +
Xx“ +a R”e 1¢-ba H X + a
P 0 -R
0
+ 125—3—1—32 piel(p dg = 2ri Res, log z | E»(log a + imi).
2 2ig¢ 2 ial| 2 2 a
- p e +a z"+a
, . .. ' . n log a
De tweede en vierde integraal + 0 (bewijzen!). Uitkomst: = renik

| . .
a) z=20, z + = 0+ 1 en -1,

= —p {p positief) 1° lz| = 1, Re z < O als P s 2,

|
b)z+;

2° Imz=0, Rez <0 als p = 2.

g(z) = ei log(=2) (hoofdwaarde log) is analytisch in het complexe vlak met
snede langs de positieve reéle as; voor x < 0 is g(x) = £(x).

Sprong bij a > 0: lim {g{a+ih) ~g(a-1ih)} = e* loga-imi e.i loga+imi

h+0 = - 2]’./;0

2

v(x,y) = 2xy + 4y - 2x + ¢ (reéel); f(z) = 2z° + 4z - 2iz + ci.
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73. a}) w = zzl ; %- -g- i ; gebruik bijv. het feit dat 2 beeld is van 1.

b) w = (lz+—i;z-l ; 2~1; gebruik bijv. het feit dat « het beeld is van 1-1i.

74. w = Zz_+: (de reéle z-as (L |z| = 1) gaat over in de reele w-as

‘(1 [w=1] = 1), dus z = =1l inw = 2); |w~-1| > 1, Imw > O.

. 2
75. w = =2 ; a) Re(w) > 0; b) |W‘l+p]5 2

T , -p2 - pz (= inwendige en rand van

2
l+p2 met straal 292 ).
i-p ' I-p

de cirkel om

B T S

i sanet £31

.

_i':_'T Lo
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Gemengde vraagstukken

oo

| J dx
SRR

00

2. Toon aan dat £(z) = 2 arctan z + i log(l + iz) regulier is in de omgeving van
i.

Bepaal de convergentiestraal van de Taylorreeks rond z = i,

dz ,

J 122 = 7 1% als ¢: |z] = 2
(z - D22z + 3) 2% als C: |z + i| =3 .

C

1

z + 2z + 2

4, Bepaal de Laurentreeks van rond -1 + i, die voor z = 0 conver-

geert,

o

2
X =X + 2
5. J 7 5 dx .
e X+ 10x7 + 9
inz -1 + 222
6. Kan f(2) = = 5 , |z[ > 1, worden voortgezet tot een gehele func-
z(z” - 1)

tie?

Zo ja, hoe?

7. cot iz dz .
[z]=11

8. Bereken IsinG% + i log 2)| .
2%

9 dx
’ 1} + sin 2x

0



10.

12,

13.

15.

16,
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eT_ri(z + 1)

sin Tz

Bepaal lim {z - 1)£f(z) als f(z) = 7
z+1

Is [ een pool van f(z)? Zo ja, van welke orde?

-1
J zédz met als integratieweg: |z] = 1, positief doorlopen.
-1

Bereken :—:1rn:ta:m(e]'1r/6

).

2 .1
J‘x—l‘-“"—dx:
x + 1

—co

1
cos z

Gegeven: f(z) = 5 heeft een Taylorreeks chzn met convergen-—

422 - %

tiestraal R > 2,

Bepaal A en R.

J xzdx
&+ 1P+ 2x + 2)

-

Toon aan dat f(z) = cos |z| differentieerbaar is in 0, maar niet analytisch

(beschouw het maximum van |£(z)| in de buurt van 0).

COS X
| 2R ax

2
x + x + 1

sin 2z

a) Bepaal de residuen in de singulariteiten van 3
(z + 1)

1
z -2 "

b) Idem van 23cos

e

e
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27,
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log(z + 2) dz .
eZﬂz -
lz]=t4

Bepaal de nulpunten van sinh izz.

2w

dx
] + sin x cos x °
0

cot z coth z

3
z

Bepaal het residu in z = 0 van

27
J e2 cos ¢d¢ .
0

Z

Bepaal de Laurentreeks om z = 0 wvan 5 2
(z" -4)(E=" - 1)

z=1+1,

| ——r
0 1 + 8 coszw

. sin z ,
Ontwikkel T+ in een Laurentreeks om het punt z =

Wat is het convergentiegebied van de reeks?

dz
z cosh wz °*
|z]=1

, die convergeert voor

-1-



28.

29!

30.

31.

32.

33.

34.

35.
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f(z) is overal analytisch (ook in z = o0) behalve in z = 0 en z = 2:

z = 0 is een pool van de eerste orde;

z = 2 is een pool van de tweede orde, met residu !I. ‘
z = 1 is een tweevoudig nulpunt; ;
z = -1 is een enkelvoudig nulpunt. i

Bepaal f(z).

w0 ! \,'!

J dx
. G+ DEE & b) 2 + 9)

1/2
Bepaal het residu van e in z = 0,
2
I + sin @
J 5+ 4 sin ¢ do . =
0 -
v I
Zij E cnzn de Laurentreeks van *Er———-rond z = 0 die convergeert in z = 3w, :

n=- . e -1

Bepaal C_ys g en c,.

-..2 -—
J z_*rz+ 14,

|Z|=22 + z + |

i,

Bepaal de convergentiestraal van de Taylorreeks rond z = @ van

RS

o

cosh ™ — cos 7wz
m(z+2
T (z+2)

.
s

+ 1

]
1
T SRy o o A = R




36.

37.

38.

39.

40,

41,

42.

- 24 -

Een functie f(z) is overal holomorf met uitzondering van

a) een pool van de eerste orde in 1,
b) een pool van de tweede orde in 0, met residu O.
Bepaal f(z) als verder is gegeven:
c) lim f(z) = =3
Zr o

d) f(~1) =0

e) f zf(z)dz = 0 .
|z]=2

z
f “E“f dz, met C: de van onder naar boven doorlopen y-as.
)

C - 2z

In welk gebied G convergeert Z {1+ (~l)n3n“]}z_n?
n=1
Zij f(z) de som, Zet f voort buiten G. Bepaal de Laurentreeks van f om z = 0

die convergeert voor z = 2,

De functie £ is geheel en heeft in z = = een pool van orde 2.

Toon aan dat f een polynoom van de tweede graad is.

z
f CO:WW » langs willekeurige integratieweg in {z | D < Re z < 27} met snede
0
%—S X = %} s stelt in dat gebied een analytische functie voor. Toon dit aan.
2
Bepaal bij f(z) 1= —l— + 2.5 1

sin 7z 2
z
a) de singuliere punten en hun aard (z = = blijft buiten beschouwing)

b} de convergentiestraal van de Taylorreeks Z anzn voor £(z) .
n=0



44,

46.

47.

48,

49,

50,

5.
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e312
f dz, voor 1) a > 0, 2) a <0 ,

Bepaal de Laurentreeks van ! > s die convergeert in een ringgebied rond
'l -z
I + i, waarin z = ¢ ligt.

o
-ix
f — dx
(xz + l)2

-

Bereken lim -e/z; waarbij vz de hoofdwaarde voorstelt,
z+—1

a) als z tot -1 nadert langs [z| = 1 in het bovenhalfvlak;
] in het benedenhalfvlak.

]

b) als z tot -1 nadert langs |z|

2 Re z
f Sh T dz .
Iz]=l
«© -1 n-1 oo - n—-1 _
£,(z) i= log 2 - ’ %—-— 2", £,(z) := ! ¢ 1r)1 (; T :)n .

n=1 n=1

a) In welk gebied is f](z) resp. fzfz) hierdoor gedefinieerd?

b) Toon aan dat fl en f2 elkaars analytische voortzettingen zijn.

o -

e %o
f £.€08 X 4x .
2 .
% - 2i

-0

. 1 . .
Ontwikke] -sw————-— in een Laurentreeks naar machten van z, die conver—
z + 3z + 2

. 3.
geert in-z = > i,

Wat is het convergentiegebied van deze reeks?

£' (2) .= 5in iz _
f —?T;T dz als f(z) : o - 1)2 .

Bk
Fi
s




5+ cos z .

52, Bepaal het residu van :
I - sin z

4]

53 f COS X

=+ Dix - 20 &= -

—o0

3 5
54. Zii f(z) = z + 2.+ Z 4., voor |z| < 1.
3 5

De functie wordt analytisch voortgezet in {z | -1 < Re z < 1},
Bepaal £(iv3).

2m

55. dx .
3 + sin x + cos x
0 2

56. De functie f is overal holomorf met uitzondering van

a) een tweede orde pool in z = 1, met residu I;

b) een eerste orde pool in z = 2, met residu 2.

Bepaal f als verder nog gegeven is

c) £(0) = 3;
d) lim £{(z) = 6.
Zo0

oo

e:.x
57, f & cos X 4
X o+ 4

=00

58. Van £(z) is gegeven:

1) Re £(z) = e®(x cos ¥y -y sin y},(z = x + iy);
2) f£(ri) = 0.

Bepaal £(x + iy).



39.

60,

6l.

62.

63.

64,

65,

66.
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J 323_3%5—5 dz. (Bewijs eerst dat cos z voor |z| £ | geen waarden op de
|z]=1 ’

negatieve reele as aanneemt; toon bijv. aan dat Icos z - Il < % als |z| < 1.)

Bepaal Re en Im van 1og(ai3 + 2i) (hoofdwaarden.).

-3
J (z) dz .

z=-a
[z}=2

z - a

I - za

[z] = 1| overgaat in cirkel |w| = 1; rechte z = Aa overgaat in rechte w = pa,
a

Ay U reéel;'punten z = TET s = TgT gvergaan in w = TgT s TET .

Toon aan dat bij de Moebius transformatie w = , 0 < ‘a| < 1, cirkel

Gegeven f(z) = C arctan % + 1 log(x2 + yz), z=x+ 1y, y » 0.
Bestaat er een reele constante C z5 dat f(z) analytisch is in z = i? Zo ja,
bepaal dan £(z).

zwilog z dz, waarbij |z| = | vanaf -1 positief wordt doorlopen.

|z]=1

De functie f is holomorf met uitzondering van

a) een tweede orde pool in z = 0, met residu |;

1.

n

b) een eerste orde pool in z

Bepaal f als verder gegeven is:

c) £(2) = 0;
d) lim £(z)} = 3;
Z30

e) Res_ f(z) = 1.

;D

Ay

Pz N TR A S S

#
]
iy
+
]
.
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69.

70.

71.

72,

73.

74.

75.
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2n
cos_3¢ d
3 - cos ¢ W
0

Bepaal de Moebius transformatie die 0,1,-i afbeeldt op 0,21,-2. Ga na dat de
beelden van 1% en 2° kwadrant liggen binnen |w - i] = 1, van 2% en 3% kwa-

drant binnen |w + I| = 1. (Schets deze cirkels en de daarop gelegen beelden

van %,-1 resp. van -}i en 1i.)

f——~§5—~5 y waarbij de integratieweg K loopt wvan =i naar 2 + i.
(

g (2 - 1)

1

. 1 . .
Ontwikkel + 3 in een Laurentreeks om z = -8 die convergeert

z+ &> (z-7)
voor z = 0.

dz
T
sin Z

]z|=l

Twee reeksen definieren, elk in zijn convergentiegebied, f] resp. f,:

® o . k=1
k -2-2k k -
£ = ] E0NEE )= [ oenpF i
k=0 k=0 (21)
a) Bepaal het definitiegebied G] van f1 resp. G2 van f2'
b) Toon aan dat f] en f2 elkaars analytische voortzetting zijn.

¢) Ga na in hoeverre f1 resp. f2 een analytische voortzetting is van

{arctan z)'.

27
] 2
(5 - 3 gin o)

0

Bepaal reéle a en b z5 dat (met hoofdwaarde gerekend)
1ogl (D383 - 161 = a + bi.

f z dz
-——7?——“——~— .
|Z|=i 1og (Z + 1)
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76, Ontwikkel de functie f(z) = 2z -3 in een Laurentreeks om z = -2 die con-
. . z -3z-4
vergeert in z = 1,
77. Bepaal [ _WEE_E waarbij K voorstelt de halve cirkel van -/3 over iv¥3 naar /3.
1l + 2

K

78. Geef een voorbeeld van een functie f die aan de volgende eisen voldoet:

i
a) f heeft in z = 0 een essentisle singulariteit, %
b) f heeft een pool van de tweede orde in z = 2, ﬁ
¢) f heeft een pool van de eerste orde in z = 1[; ‘?
T d) f is in de overige punten van het z-vlak holomorf, ﬁ
} e) f heeft in z = « een drievoudig nulpunt. fﬁ
; t
79. Zij C de cirkel met middelpunt 0 en straal 1§, Bepaal  §
| e~1/z
| 5 dz .,
| o (z=1D@E"-1)
80. Bepaal het maximum van Re z2 op |z-i| < 1.
Geef ook aan in welke punten het maximum wordt bereikt,
81. Bepaal
o0 s
. + : B
J s;n xteos x 4o .
_ i %" v w2 "
’Il'2 ki)
82. Ontwikkel 5 *+ sin z in een Laurentreeks rond-i , die voor Re z < 0
Z = 7z
convergeert,
83. Bereken
=1+1
dz
| ) -

waarbij de integratieweg recht wordt genomen.

84. Geef het positieve deel en de eerste drie termen van het negatieve deel vap

de Laurentreeks wvan e /2 rond z = 1, die convergeert voor Re z < 0. 3
85. Bereken
f dx
(" 1) (x4 4) 2

-0




86.

87.

88.

89.

90.

91,

92.

93.

...30_

a) Toon aan dat in een omgeving van 0 geldt

%-log(1-+22)‘= arctan

iz
z+1 7 (*)
b) In welk gebied is E-103(1-!-22) analytisch? Geef de definitie,

2
In welk gebied is arctan zi?]

gedefinieerd? Geef de definitie.
In welk gebied geldt (*)?

Bereken

1 . z
J Z + 7 Sin P dz .
|z|=2

Bepaal de functie f met de volgende eigenschappen:

a) f is regulier in «;
b) f heeft twee singulariteiten, nl.

1) een pool van de orde 2 in z = 0, met residu 0,

2) een singulariteit in z = I, zodanig dat
lim £(2)sin ©nz = 871 ;
z->1
c) f heeft in 2z = -1 een nulpunt met multipliciteit 2.

Bereken
dz
z cos z
|2]=2 =<0
Bepaal het residu in z = 7 van

log z

sinzz + (z-—n)3

Bereken
J sén 2 4z .
‘zl=2 FARE |
Bepaal de convergentiestraal van de Taylorontwikkeling rond 0 van

1
cosh{z+m) °

Bereken

J X sin 2x dx .

1 + x
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94. Bereken
logl (-1)3 + () /33

95. Bereken

dz
l | {(2z~-n)cos z °
z|=2

96, Bepaal de functie f met de volgende eigenschappen:

;
5
i
F
|
:
A
i
d
4

a) lim f(z) = 35
AT I _
b) f heeft 2 singulariteitem, nl.:

1) een pool van de orde 2 in z = 1;

2} een pool van de orde | in z = -1, met residu -2;

¢) f heeft in z = 0 een nulpunt met multipliciteit 2.

o

s

s
b
¥
+

2 .
97. Bereken J lﬂ%_i dz, waarbij C de eenheidscirkel voorstelt, positief doorlo-

C

s

e,

pen van -1 naar -1.

}z-—Z) in een Laurentreeks rond z = 1, die

98. Ontwikkel dg fuPctle £f(z) = CER)
convergeert voor z = -%_

'
'
]
i

95, Bereken

2m

f dx

J 1 + 1 sin x °
0

100. Bepaal de functie f£{z) met de volgende eigenschappen:

a) de enige singulariteit is een pool van de orde 3 in z = 0 met residu O;

B S

b) f(z) heeft nulpunten in 1 en «;

S

1.
c) J f(z)dz = 2wi.

-1




Antwoorden
.- —31 1 .
. 2nil = m——r] = i,
2. Differentieer en beschouw f'(z) in de omgeving van i.
R =2,
3..1% 0; 2° 4mi
~i/2 1 v i _ .im
be F T T YT Z {E-(z +1 - 1)},
n=0
5t
5.—15.
6. Ja, nl. door dezelfde formule voor |z| < 1, aangevuld met £(0) = -iw,
F(r 1) =+ 2 -3~ .
7. 14w
8. V21,
b 2m
8l [y d "
9.-§ 7 ( 5 J iT+ siny J TI"i'%IH'§ » veel makkelijker).
a 0
10. 0. Gé&én pool, maar ophefbare singulariteit: £(1) = -1 .
4
Il. 31-
/6
' 4 i _ i do
12, 7 z-log 3 (= arctan 1 + 7 J wos m) .

- 32 -

0



14,

15.

16,

-1/3

I7.<£1.e : 3cos i,

18, a) In z = =1 resp. ©: 2 gin 2, -2 gin 23 b) In z = 2 resp, w=: - %&2 , %ﬁé,. i;
A
2
&
3

-. B - L. ‘_ - 1 "
19. zﬁ]._(log 2, log /5 + i arctan } . log Y5 - i arctan £) = i log 10 . ?
27 2m 2n
20. 0, Vin(1 + i), ~/kT(1 + i), k = 1,2,00. .
21, 4T
%)
22, -7/45,
o
23. 2« E 5
k=0 (k!)
24 | E 1 1 E Z20+]
3 n=0 zZn+I 12 h=0 L
25, 2-1-7--(rnakls:el:i.jlr:er: met tan ¢ = t),

- 33 -

}T@ L
3
4w, E—ﬂ . :
A
/50 .
. COS fz -1 . _ 3
lim > bestaat (= 0). Max cos Izl op domein D rond 0 wordt bereikt
z*+(

in 0, niet op rand van D.

3
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0 2n o 2n~]
gz + 1) _ _yy0 (2 + 1) .
26. HEO (-1) VTEIDMH cos | néo (-1 o sin 1 .
sin |

Het hoofddeel is - >+ 1 ° De reeks der positieve machten convergeert overal.

27. 2mi - 8i ,

2
28. f(z) = izt D (2 5 D 4+ L le + : 7"
z(z - 2) z z (z - 2)

m
zgomu
30. e .

w
31. 3 -

32.¢c , =3¢, ==} c, = AN . (Integreren in ring.)
-1 0 1 12 2ﬂ2

33. 0,
34, /13 .
35. 2mi(l - e

36.

37. wie .

<« [>2]

- ~1,n+1

38. 6= {z | |z| > 3}; £(2) = - l - met Laurentreeks § z » + ) (=7 2"
n=1 n=0

H
[ =]
B

convergeert voor z

39, &4/ - —.

40. £(z) = z a zn, R=ow; g(z) = £(1/2) Z a z—n; a =0 voor nz 3.
=0 n=0 n n



41,

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

_35..

Res
T cos w 31 cos w
2 2

. Integratie langs elke gesloten contour in het

aangegeven gebied (dus niet door snede) geeft 0. De integrand is er overal

continu. Stelling: functie analytisch.

0, I en -1 zijn ophefbare singulariteiten.

*2,+3,... zijn polen van de eerste orde.

R = 2.
® Jix - 3a
f Ee— dx = 0 voor a » 0, = ~67 voor a < 0.
et x+ ia)
°  —~2+i.n+1 . - . on- -
-4 1 G—?;i)n (z -1 -1y~ } G I(z -1 -,
n=0 n=1
( relt telt 7i
- . dt = -27i{ Y= - =,
RETINY © + f i Ze

cos 1 + 1 sin 1 resp. cos | - i sin 1I.

- 2
. z + z _ z_ + 1
iTTl.[ j 22 + ] dz - j Z(ZZ + I) dZ.]

lz]=1 |z}=1

fi(z) is gedefinieerd in |z| < I; f](x) = log 2 - log(l + x).
l - 2
1 + 2
x > 0 vinden we: fz(x) = log(l +

| <1, dui. in het rechterhalfvlak; voor
: —) = log 2 - log(l + x). In beide de-
finitiegebieden ligt bijv. zg = 4; dus - identiteitsstelling: fl(z) = fz(z)

in doorsneegebied; dus elkaars analytische voortzetting.

fz(z) is gedefinieerd als |

Bk e

i TS i

i R

Eh

S
i
]
. "'aﬁ.
- ‘i\&
et

ey e e e :

o
;ﬁ
s

iy
L

1 .

X
Py
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49. L (1 + 1) (e 2

e21x |
A + ]). [i fz_*dx'f' & f—z—"'ﬂ——dl{-]
' X i X

50. § 0% - ] entér.
n=0 n=0

51, =2ni, [(N-P=1 - 2.]

5 - sin o -

53.

54, TL c ] e _ J i duz 1

2

. dme Dl Res TS DG I+ DG r T+ D )

1 ] 2
56. = + o b = + b,
(z - I)2 z=-1 =z-2
st fe e [ By [
X+ 4 X + 4

58. e*(x cos y-ysiny) + ie¥(x siny + y cos y) + ni(= ze® + mi) .

2 4
1 . z z 2 1 1
59, "g'ﬂ'l- {log(l - T"' Tzz"...) = —}z" + (ﬁ‘:-g)z4 +oas o]
60. 4 log 3, =

3 »



63.

65.

66.

67.

68.

€9.

70.

71.
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0 als |a] < 2; = 12% 7i als |a| > 2.
a

ig ig

e - - Aa - A - : . ~
| o f| = |e—im f[; = f = 1 5 a3 op cirkel én rechte.

I-e”".a e -a 1-2aa t - Alaf

z + 1 ] 2 2° -1 1 L
L [ Z =—2'(.1 + z)(i +‘§+-6_+-|-) =""§‘(l +‘2"Z'+...).]
z(e® - 1) z z

.. X . 2 2 .

C=2; 2 arctan v + 1 log(x™ +y°) = 21 logz + 7w .,
1
-8i. [- J ei(p pdg.]
-

0 ] 2

2tz z=1" 3.

z

m
3_’(3 - 2#5)3_ r cos Jp + 1 sin 3¢ de.]
/7 3 - cos ¢
-

NG R NP R A Vi

w—~m,|w-l|= zslalsyao.

(x~ D%+ (g + 1)

. 1 j2i+1

-1+ 1, [- e ]|_; .1

-2 n,~2 4 n+2 -3 9 -3 + 8

47 1 CDUDGTRT 15T [ G0t EDT -
n=0 n=0

-2 ¢ 4 n+2 =3 S (n+ D+ 2) ,z+ 8n

“° ] e DTy 1577 ] . Gt
n=0 =0

2 4
. . ] _ Z— ‘_Z___ ___3 L1
wi. [2ni 5T {1 AT ven) }z=0']

e e e

m s

I e A T SR T

Ll

A2

V%
3
o
g
£
f::";f
A&,
74
k-
i
S
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72. 6, = {z 2] > 13, 6, = {z | |z - i] <2}, G, n G, bevat bijv. 1 + i,
In G, n G, geldt fl(z) = fz(z) (beide nl. = l )5 dus elkaars analytische

1+ 2

voortzetting.,
arctan z is niet gedefinieerd langs de imaginaire as buiten [z| = 1;

(arctan z)' dus ook niet; daar is fl(z) dus een analytische voortzetting van
(arctan z)'; fz(z) is dat alleen tussen i en 3i.

T

5m C 4izdz _ =8m
32"

73. -
9(z ~ 3i)%(z - %ﬁ)z 9

1 z
R e N P
1 (z - 3i)2 z 31

|z|=1

74. log(16Y3) + %ﬂi.

750 31Ti. [RESO = -;T {(1 -

76. —_—

_I s 1 _dx
77. 3 . [-271 Resi 1 5 + 2]
+z /3 ] + %

78. /% 4 .} ! 1, —<cosll/z)
(z-0%z-1)

e—l/z -1

z + 1

—_

79. —jmite 4 e). [Res. = ~—(

rTv

80. %, in de punten *}V3+ )i,

ix
e

——— dx]
(x+])2+1

81. g{cos 1 -sin 1) [Im + Re wvan J

—_—

@ 2n+2
72" (=1)P(z = ym 2"

(2n) 1

82,

HZO 22n(z - ‘%TI') 2n+2

n=0
] 3 .. . . .
83. vl log 2 -~ % i . [-27mi + log(-1+1i) ~ log(-i)]

1
1 4 T+ '
84. 1 + s 1/6 5 - fel™oo¥ oV ¥ ofml4 (
(z-1) (z~1)

1/w | 2
T:T7;)4~§r() +],
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5T _-i _ 1 1 . _ LIi
85. vz - (Res; = 75 » Res,; = 37( 3 p=2i = 2883

(22 + 1) (2 + 2)

86. a) Linker- en rechterlid hebben dezelfde afgeleide en zijn gelijk bij z = 0,

b) -le log(l + 2z) is overal analytisch behalve op de snede —» < x < ~, v=0,

1+2] dito; (%) geldt dus overal behalve op die snede.

arccan
Z

87. 2ni sin 1. [sinzi]=sin1cosz+]—coslsinz+]].
1 8 (1 - 32)(z + 1)2 :
88, = v = ——— - 3 = . [lim f{(2)sin w7z =
2 z - 1 2
z z"(z - 1) z+1
= lim (z =~ 1)f(z)§.1'5_§_115_1%ﬂ=_7; Res]f(z)]
_ 2] :
. 321 . -3 2
89. i Ptk [2Tr1{Rest (1+42° +,.0) +Res%“ + Res_%ﬂ}].
| | -1,
%.%—1%1n ﬁﬁ§ﬂﬁ%=l§h¥ﬁ;“ Woeedy ¥
sin w4+ w w (1——w-— +. )2 +w '_:_:!
) -1 ¥
91. nife~e 7).
92, g-/g. lafstand tot dichtsbijzijnde singulariteit]. 1
oQ 2_ 2
ix
83. ime 2. [= L xe dx]
21 2
_ P +x
94. 4 log 3 + I i.
85, -i. {Res, = 0, Res - !
‘ bar ? -fn =27 ° =sin(-im)
3 2
9. —y + z - e R -
(z-1) (z-1)%(z+1)
T
97. - «% ino, C J (i) 2f-:—l{p.ielq)drp:l
=T
R 1 v
98. 5 1 (z-1D""- 2 1 (-pz- DY,
3 = 6
n=1 n=0
99. wvZ. %
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Uitgewerkte opgaven

2
-z C e s . . .
Beschouw [ e  dz. Hierin is K de in positieve zin doorlopen gesloten krom

K

me in het z—vlak, bestaande uit de volgende delen:

a) zZ = X 0<x=<R
b) z = Re'? 0<g¢ < %
c) z = Ly i x R2x20,

N

Bewijs nu

2
‘. . s . m -z,
Bewijs: K is de omtrek van een cirkelsector met openingshoek 7 e is

overal holomorf, dus de integraal over K is nul (hoofdstelling). Wat gebeurt

er nu als R -+ «=?

2
a) [ e * dx = W {zie Wiskunde 20) .
0
0 141 2 R
-(—_- X) . ‘ _ 2
c) J e V2 1+ i dx = - 1+ 1 ! e ¥ dx =
x=R V2 V2 0
R
D T J {cos x° = 1 sin xz)dx .
V2 0

De limiet wordt

o«

1 + i

V2

f {cos x2 - i sin xz)dx .

0
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b) We hopen dat de integraal over de cirkelboog naar nul gaat. Dit is niet
- . . . TR
zonder meer met de schattingsstelling te argumenteren: Integratielengte = s

2
Max{|e 2 |} = Max{e R cos ‘2cp} =1 (wordt bereikt op de bissectrice van het

. R
eerste quadrant) dus op de cirkelboog geldt Max|f(z) IT-E = -T-T-a—-l' 0 (R~> =),

4
We doen daarom voorzichtiger en passen parametrisering in ¢ toe: Dit geeft

(ga nal)

AN 2 .
f o R (cos™¢ -5in"p +2i sin ¢ cos P)pii?

.

dp| £ ‘,‘E

/4
-chos 29

SRI e do = (290 = 8) =
0
n/2 w/2 ?

= {R f eTRcos 049 g f e Rsin 845 o
0 0 I~.

w/2 % RZG - ;72_ RZB n/2 .

BT o S + w© B

s 4R f e ds 7% © A 0 als R ‘:
0 0

Dus de integraal langs de cirkelboog nadert inderdaad tot nul als R =+ =,

Samenvattend vinden we door de limietovergang

oo

Tifi.---l- J(cos xz—isinxz)dx=0.
a7
0

Neem nu reéel en imaginair gedeelte. Hieruit volgt

o0 o

f cos xzdx = J sin xzdx = in .

2
0 0
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2n
: . 2n . .
B. Bereken A = f (sin t) dt met contourintegratie.
0

Oplossing: Stel z = et - |z] = | positief doorlopen;

gevolg:
.1 e =ity 1 -
sin t = 5¥ (e e ) = 5T (z -2z )
dz = ie “dr = dt = gﬁ .
iz
a 1 2o, =1.2n dz _ , . _
A= J (Zi) {(z -2z ) i (Binomium) =
|2|=1
n | 2 nk 2n k, -1.k dz
= (-7 == [ L 2N En @ H -
2 k=0
lz|=1
n 1 178 g k 2n~2k~1
= DV == L CODED z dz .
22n 120 k
|2]=1
Alleen % levert bij integratie over |z| = | een bijdrage # 0 nl. 2ri, Dit
correspondeert met k = n, dus
_ oy ] 1 20y, .0, . _ 21 2n, _ (2n - D)!!
A= GO o e (Dt = o () = g
2 2
11
C. Bereken I _E-E——%E—_— .
|z|=22 + z + 1
Oplossing: De integrand is te schrijven als
N S B L S I
z z8 +z +1 P 28 +z +1 z(z° + 24 + 1)
=?15'o (24"1)"' 8 14 =
z(z” + z + 1)
=, .1 1
=z — * A .




D.

De integraal bestaat uit drie termen, verkregen door integratie van de laat-

ste uitdrukking: twee zijn er direct te zien:

[ z3dz =0, j %-dz = 2mi .
'|z[=2 |z|=2

Omdat g 7 alleen singulariteiten heeft voor Iz[ £ 1 geldt

f 3 dz‘ — = I ) dz (kanaalmethode).
Iz]=2 z(z” +z + 1) 'Z|=R2 z(z” +z + 1)
Met schatting:
| g dz I £ 27R g 14 + 0
|z]=R22 z(z + z + 1) R(R® - R = 1)

als R+ =, De derde integraal is dus nul en het antwoord van de opgave luidt:

-2ni,

Beschouw de functie f, gedefinieerd door

f(z) = iﬁ (elz -1 - iz + }zz) .
z
a) Bepaal plaats en aard der singulariteiten van f.

Laat zien dat

J £(z)dz = 0 ,
K

waarbij K de contour is bestaande uit het stuk reele as van -R tot +R en
de halve cirkel in het bovenvlak met middelpunt 0 en straal R.

b) Leid met behulp van het resultaat uit a) af dat

oo

f -‘-5 (sin x - x)dx = —}m.

x
]
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Oplossing:
a) Ophefbare singulariteit in 0 (Taylor-ontwikkeling).
Hoofdstelling.

b) li (sin x - x) is een continue functie, en = d@li) als x + + @, dus de
X x
integraal bestaat.

R
0= f f(z)dz = I f(x)dx + J f(z)dz =
-R |z|=R
Im z20
R .
. sin X — X 1 % - - iz
= i —-de+ z—z-dz+ J 3 dz .
-R |z|=R |z|=R z
Im z20 Im z20

De eerste integraal nadert tot:

De tweede integraal heeft de waarde imi. De laatste (in absolute waarde

gemajoreerd door 2 +3R «TR) + 0 (R~+ =), Dus na limietovergang vinden we

E. a) Laat zien dat

oy .
f elx dx - 1
7+ elx x2 + 1 Z2e + |

-0

b) Bereken met behulp van het in a) gegeven resultaat de integraal

4o
2 cos x + 1 dx
5+ 4 cos x x2

+ 1
-co
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Oglossingz

iz
e

@+ eHE? s

a) De functie heeft op en boven de reele as slechts een

-1
. - * l * A
enkelvoudige pool in z = i met residu . = — = o y en is
2+ e 1)2i 21(2e + 1) ‘
verder analytisch op {z | Im z 2 0}. Ga dit na! %
Voor Iz’ =R>1, Imz 20 is 4

! eiz 1

: | < ‘ -0y R .
2 + et z2 + 1 2 - l)(R2 -1 . R2

Dus bestaat de gevraagde integraal, en is

iz .
| e dz < TR >0 .

2+eH@Eis 1y R -

|z|=R>1
Im z=20

Volgens de residustelling is nu na limietovergang

2+

——
1)
e
b
[a N
b

s 1
S . % 2 !“2“—(‘—'7212e+1 .

R e

b) Zelfde antwoord:

S bk

[ elx i elx(z + e—1x) ) sel¥ | 1
l2 . eix (2 + eix)(2 . e~ix) S5+4cos x

P

5+ 4 cos x *2 5 +.4 cos

g" =2 2‘% -

L 2 cos x + 1 . sin x ]
-

P

ool Sy

f. 2ij Cp de cirkel met middelpunt 0 en straal R. kS
Zij "k
" y

_ sin — K

I(R) = £ 2' dz .

c (l + "Z) ' ‘t.

R 2

i

e

et

a) Bereken I{R) voor R > 1.
b) Bepaal hieruit I(R) veoor R < 1,

il

R o i
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Oplossing:

a)

b)

De integrand heeft als singulariteiten z = 0 (essentieel) en z = -1
(pool). Dus (kanaalmethode) I(R) is constant voor R > !, Mogelijk kunnen

we lim I(R) uitrekenen, waarmee tevens het antwoord op a) is verkregen.

Rreo
We proberen een indruk van de orde van grootte van de integrand te krij-
3
gen als |z| = R+ w, sinw=w -%;r +..0 lijkt op w als w + 0. Dus sin %
lijkt op %-als |z| »». Dus de orde van grootte van de integrand is lﬁ
R
(R + =), De integratieweg heeft lengte 2nR dus we verwachten lim I(R) = 0.
. W R
Nu exact, Omdat sin -5/-2- + 1 als Iz[ + = hestaat er een R0 zd dat
|sin 1T-| g 2|1| =20 als |z[ = R>R, .
z z R 0
|z + 1[2 2 {|z| - 1}2 = (R - 1)2 als |z = R> 1,
dus
|I(R)|5211R-L/R—E+O als R+ = ,
(R - 1)
Conclusie: I(R) = 0 wvoor alle R > 1,
. m
sin —
—I(R)0<R<1 + I(R)R>1 = 2ui Reszz_l gl
{z + 1)
volgens de residustelling met de kanaalmethode.
Dus met a):
. m
sin =
I{(R) el = ~2ni Res __ .
0<R<1 z==1 (z + l)2
Op het eerste gezicht lijkt de pool in z = -1 tweevoudig. Maar de teller

sin E-heeft een enkelvoudig nulpunt, dus de pool is in feite enkelvoudig!
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Ergo:
LT
sin -
Residu = lim z 5 (z + 1) = -
z+~1 {(z + 1)
T .m L
sin = sin = - sin —7 .
= lim =— = lim = :
z+-1 271 L 206D ]
= 3 lT. ' = iy g _1:_ =
(sin z)z=—i [cos =( 2)]z=—I T .
z
. a2,
o I(R)0<R<} 2n71 . :
; : I %
d I = - " : )
Opmerking: We kunnen ook op I(R) de transformatie =z - toepassen Let op o
Als |z| = R > 1 positief doorlopen wordt geldt: |w| =-% < 1 negatief door- f
lopen, dus .
. m i
sin = , s
z sin 7w dw :
2 dz = J 1_2. - = o
z + 1 1 -+ 1 L
|z|=R(pos) ( : ) |w|=§(neg) (w ) g

i

0 volgens hoofdstelling als R > 1

sin mw ?E
[w|=l(pos) (I +w = 21i Res 310 ™ als R< 1. 'ﬁ
R = | 2 b
(1+w) 3
G. De enige begrensde gehele functies zijn de constanten. (Stelling van Liouville, f@
zie dictaat bij reeksen.) 1&
Bewijs: Voor een gehele functie £(z) vindt men voor willekeurige a en b ﬁf
L
: N I Y ¢ M 1< W B Rl Y1 (9)
2ﬂ1(f(a) f(b)) J (C - a L —.b)dC (c _ a) (C - b) d‘: ] ?ﬁ
K K

waarin K bijv. een cirkel om 4(a + b) is met straal R > i|a - b‘. Als f{z)

e

‘f‘\:*-“ o ;-_'mr_-g- e

ey

begrensd is, |f£(z)| < M, dan volgt

.
Ao

2R
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la - biM

l£(a) - £(b)| < R -
(R - 4la - b))

+ 0 als R» =«

Dus f(a) = £(b), d.w.2. £(2) is constant.

Gegeven: f(z) is een gehele functie van z; |£(z)| < |z| voor alle z.
Te bewijzen: f£(z) = az met |a] < I.
Bewijs: f(z) = Z cnzn convergent voor alle z (R = =),
n=0
£(0) = <, ]
=°C0=0 '
| £C0) | sOJ
derhalve £(z) = ) cnzn convergent voor alle z (R = =).
n=1
Definieer nu
T oo 2= g(z) (=2 voor 2 £ 0) (R=w) .
=0 1+ z

g(z) is ook een gehele functie, en begrensd voor alle z (voor z # 0 geldt
lg(z)] = IELELI < 1, voor z = 0 geldr |g(0)| = |cl‘, dus voor alle z is
lg(z)] = Max{l,|c1|}). Volgens Liouville is derhalve g(z) = a = constant

dus f(z) = az. Het gegeven impliceert [a| < I.

Bewijs, voor z # O

400

exp(z2 + lf) = ) anzn
z n=—co
waarbij
27
a = %? J e2 cos 2[pc:os np de .
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. 1 . N .
Oplossing: exp(z2 + —f) heeft singulariteiten in z = 0, z = =, Voor de
Z
Laurentcoefficiénten geldt

2
exp(z” + JEO
] z
n 2Tfi n+! dz (n= ---,—1,0,]’031)

K 2

waarbij K de singulariteit z = 0 positief omsluit, Neem voor K de eenheids—

cirkel; z = elw, 0 <9 < 21 en werk de integraal om:

2z

22+ Lo = e e—21¢
2
z

+ = 2 cos 2¢

dz = ielwdm

z—n—I - e(—n—])lq) -

e—l¢(cos ng - i sin ng) ,
derhalve

2n

[ . .
a = 5= f exp(2 cos 2¢) , (cos np - i sin ng)dde .
0

Dit is de gevraagde vorm met als extra term:

2w _
-1 %F f e2 cos 29 sin ng d9 = (door periodiciteit (2m))
0
+T
- i_ 2 cos 29 -
= 5 J e sin ny de = 0 ,
-

omdat de integrand als oneven functie van ¢ over een t.o.v. 9 = 0 symmetrisch

interval wordt gelntegreerd.

T D s | e et e R

e

i
R

P CRRTE o

LR
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J. Toon aan, door gebruik te maken van de formule

(*)

2ni n+ ]

O gy [0
c (t - a)

waarin C een in positieve zin doorlopen enkelvoudige gesloten kromme rond

t = ais en f op en binnen C holomorf is, dat

(a)

202 | znezt
GET) T 7wl J y o+l de
K n. t

waarin K een in positieve zin doorlopen enkelvoudige gesloten kromme rond

t = 0 is;
27

T n 2 I 2z cos @

(b) I G = — f e do .
N 2n
n=0
0

Bewijs:
(a)

(b)

(#*)

(Fnn)

Gezien de integratie over t in (a) moet z ecen constante voorstellen.

Stel daarom a = @, f(t) = eZt, dus f(n)

dus f(n)(O) = z", Invullen in (%) geeft

n_ ni J et

Z = e—— dt
n+l
t

waaruit (a) onmiddellijk volgt.

Volgens (a) geldt

v 2" 2 1 s zneZt
Z ("r;r) T 7mi Z J de
n=0 n=0 n. t

n_zt
zZ e

(t) =

, in het bijzonder

Kies voor K de eenheidscirkel: t = elm, 0 <¢ s 2m, dan is

zneZt 2t i
[ —T dt = f —r exp(ze q))ie
n: t n.

0

-inmdm .
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! Vooruitlopend op een verwisseling van integratie en sommatie in het substi-

tutieresultaat van (**x) in (*xx), nl.

v ozt 1 3 21Tzn ip, ~i

; (ET) = = ) f 2 exp(ze'P)e 10?40

n=0 ' n=0 ne

9=0

vinden we

w 2n ig.n

2 1
T Ep =3.?f exp(zeq’)z_(_zi_,_)_dq,.—.
n=0 =0 n.
0
27 2w
1 L -1 1
= 5 I axp{ze ¢)exp(ze qu)dq: =5 [ exp(2z cos ¢)dy ,
0 0

Het gevraagde is dus bewezen als de integratie-sommatieverwisseling geoor—
loofd is, dus als we kunnen aantonen dat

o 2 ig, -1

I Iy explze’¥)e Y

n.
n=0

voor 0 £ ¢ £ 27 uniform in ¢ convergeert (z constant!). Schatting geeft voor

de n-de term

n B . R
f ‘IET exp(ze'®e 1n¢| < lﬁl— exp|z| (ga dit nal)

w© n
.. z .
waarbij Z i;l“ exp|z| = exp 2|z[ convergeert, en elke term uit de laatste
n=0

reeks onafhankelijk van ¢ is. Derhalve uniforme convergentie volgens Weier-

strass.

K. Gegeven: f(z) kan voor |z| > | worden ontwikkeld in een Laurentreeks van de
VOIrh
-n
az .
!

f(z) =
n

fl b~18

f(z) heeft nulpunten voor z = 2,3,4,... .
| Bepaal f£{z),.

A R L s L
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Oplossing: Noem z = % . Dus ]zl > e < |w| < 1 en

n
W = gw) .
I ? def

f(z) =

n=1 n

nr-18
[
N
I

. j=]
il

l &~18
o

g(w) is dus wvoor 0 < Jw| < | ontwikkelbaar in een Laurentreeks, die een
Taylorreeks blijkt te zijn. Ergo is g(w) analytisch voor 0 < lw| < 1 met een
ophefbare singulariteit in w = 0.

% , % ,-é seev, een puntrij die zich verdicht

g{w) heeft nulpunten in w =
inw = 0 (een inwendig punt van het holomorfiegebied van g).
De functie h(w) = 0 (identiek) heeft dezelfde eigenschappen,
Conclusie: g(w) = 0 voor 0 = |wl < | volgens de identiteitsstelling. (Ga nal)

of: f(z)

0 voor alle z (|z| > I).

2

L, zij F(z) >
z{l + z%)

a) Ontwikkel F(z) in een Laurentreeks voor |z| > 1. We brengen een snede aan,

rechtlijnig van i tot ~i en definieren

4

G(z) = [ Flw)dw
i

onder vermijding van de snede met de integratieweg.
b) Toon aan dat G(z) eenduidig is gedefinieerd en dat G'(z) = F(z) (z niet

op snede).

Oglossingz

H]
IN
W
—~

a) F(z)

]
N
r~1
~~
—
~—
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b) G(z) is eenduidig gedefinieerd, als de definiérende integraal voor G(z)
niet afhangt van de weg waarlangs we van | naar z integreren, Neem 2 we-

gen I en II:

z .
f F(w)dw = J F(w)dw = f FGeddw ,
1(I) 1(11) W

waarbij W de weg is via I heen, via II terug, d.w.z. een weg die een aan-

tal keren de snede omsluit, waarop de singulariteiten z, = 0, z = + 1

1 2,3

liggen. De som der residuen in deze punten is nul (ga na!) dus

f Flw)dw = 0 = j = .
(L) (1I1)

Opmerking. We kunnen ook de weg W "opblazen" tot een cirkel om 0 met voldoen-
de grote straal, enige malen doorlopen (kanaalmethode), en de integraal schat-

ten. Doe dit zelf.

Volgens een stelling uit het dictaat is bij continue f(w) de integraal

4

J f(w)dw ,
1

mits onafhankelijk van de weg van integratie van | naar z een holomorfe func-

tie g(z) zo dat g'(z) = £(z). Dus hier G'(z) = F(z).

z
Beschouw F(z) = J ;%%—E

m/2

, waarbij 0 < Re z < 7, terwijl de integratieweg

eveneens tussen de verticalem x = 0 en x = 7 blijft (de sinusfunctie heeft

uitsluitend reele nulpunten). Toon aan dat

1) F{z} door deze definitie ondubbelzinnig bepaald is.

2} F(z) de analytische voortzetting is van de op 0 < % < © bepaalde functie

log tan % .

3) FQ% + iy) = 21 arctan et - %% (y regel) .

SEe L L el I T
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Oplossing:

1)

2)

3)

De integrand is tussen de verticalen x = 0 en X = 7 analytisch (de noemer
is dat en wordt niet 0). Dus is de integraal onafhankelijk van de weg van
%-naar z (Hoofdstelling der complexe integratie). De definitie is dus on-
dubbelzinnig.

Op 0 < x < 7 geldt

X

de  _ Eq85x . _ X
f sIn T~ [log tan 2JC=ﬂ/2 = log tan 7 .
n/2

Op 0 < x < m geldt dus F(x) = log tan-% .
Er kan geen andere analytische functie F*
= log tan % « Dan zouden immers F*(z) en F(z) beide analytisch zijn in

(z) bestaan waarvoor F*(x) =

een gebied G dat 0 < x < 7 bevat en gelijk in tenminste &&n punt (zelfs
alle reele punten) van elke omgeving (in G) van %~(of een ander punt van

0 < x < m); volgens de identiteitsstelling kunnen F*(z) en F(z) dus niet
verschillen in G.
F(% + iy) heeft tot afgeleide naar y (kettingregel)

1 . i 21

i= — =
sinG% + iy) cos (1y) e + e 7

Eveneens vinden we:

y

(21 arctan ey)' = 2i £ 55 = 21 —
1 + e ¥ ey + e y
Verder geeft y = 03 F(lzr-) = (0 resp. 2i arctan ] - “—;— = 0, Het constante

verschil tussen de functies is dus 0,



N,

Q.

‘Conclusie: A = 2mi Res
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dz = .. . . . . .
Bereken A = f E—T%E—; , Waarbij de integratieweg in positleve zin
|e=1]=4

wordt doorlopen.
OgloSsing: De integratieweg plus zijn inwendige ligt geheel binnen het ge-

bied waar log z holomorf is, log z heeft een enkelvoudig nulpunt in z = |

(Taylor-ontwikkeling om z = 1l), dus

! heeft voor z = | een enkelvou-
z log =z

dige pool, en verdere singulariteiten zijn er niet voor Iz - ll < 4.

1
1 z log z

W

(w + 1}log(l + w) = i,

= 271 lim
w0

= 271 lim
z+1

Z- '
z log =z

Zij f(z) = log log z, waarbij met log de hoofdwaarde wordt bedoeld. Bepaal

de snede van f(z) en bereken de sprong aan de snede in het punt z = -2.

Oplossing: log z heeft zijn snede, waar z reeel < 0 is, log(log z) heeft
zijn snede, waar log z een snede heeft &n bovendien voor die z, waar log z
reéel is en log z < 0, Nu is log z = log|z| + i arg z (-7 < arg z < m), dus

log z < 0 als arg z = 0 &n log|z| < 0, m.a.w. als z redel, 0 < z < 1, De

totale snede wordt dus -» < z < O aangevuld met Q < z < 1, Samen: -» < z < 1,

]

Beschouw nu het punt z -2

i

ir .

1

+

log(~2 + io) = log|=2| + inr = log 2
Hiervan nemen we weer de logarithme

log(log 2 + iw) = 1ogllog 2+ iﬂl + 1 arg(log 2 + iw) =

log|log 2 + iw| + i arctam

T
log 2 °

log(-2 ~ io) = log|—2| - inm = log 2 - im ,
dus

log(log(-2 - io)) = log|log 2 - iw] + 1 arg(log 2 - im) =

. . . m
= log|log 2 - in| - i arctan Tog 7 *

L
i
o

AL LRI

S S W LT
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Omdat
|log 2 + in| = |log 2 = in| = V1og?2 + n2

vinden we

. . . kil
£(-2 + io) f(=2 - i0) = 2i arctan Tos 2 °
P, Stel f(x) = (x - 1)x voor x > 1,
Zet deze functie analytisch voort in het complexe z-vlak opengesneden vol-

gens {z = x + iy | == < x < 1, y = 0} en bereken de sprong in een willekeu~-

rig punt van de snede,

Oplossing: Voor x > 1 geldt £(x) = e log(x—1)

me, Nu is log (z — 1) een analytische functie van z buiten de gegeven snede,

met de gewone reéle logarith-

en stemt voor z — 1 > 0 (dus z = x > 1) met de gewone logarithme overeen.
£(z) = o2 log(z=1)

functie (identiteitsstelling).

is derhalve de analytische voortzetting van de gegeven

De definitie van log(z — 1) luidt

log(z - 1) = loglz - 1] + i arg(z - 1) (-1 < arg(z - 1) s ™) .

Dus voor x < 1 moeten we kiezen:

arg{x + io - 1) = 7, arg{x - 1o — 1) = -7 ,
Me@eWe
f(x + 10) = exp[x(log]x -1 +iml =
= (1 -~ x)xexp irx
f(x - 10) = exp[x(loglx - 1| - im] =
= (I - x)%exp(~iTx) .
Conclusie:

f(x + 10) = £(x - io0)

(i - x)x(exp(inx) - exp(=imx)) =

21 (1 - x)xsin TX (x < 1) .
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Q. Bepaal het aantal oplossingen van de vergelijking

zlog z _

Berekening: De vergelijking dient te worden geInterpreteerd als ;
A

2
o(log 2)7 _ |

d.w.z.

(log 2)% = 2ikn  (k € 2) ,

waaruit volgt

a) log z = 0 (€8n oplossing) of
b) log z = (+ | * i)/nr (n € N) (bij iedere n vier oplossingen).

- Daar log z := log|z| + i arg z (-7 < arg z < 7) moet dus tevens vmm < T,

m.a.w. n S 3, Het gevraagde aantal oplossingen (voor log z, en dus (door ex-

ponentiéring) voor z eveneens) bedraagt derhalve 1 + 3,4 = 13,

R. Zij o reeel, 0 < a < I, In het langs de positieve reéle as opengesneden com-

plexe vlak beschouwen we de holomorfe functie £f(z) die aan de “"bovenkant" van

de snede de reele waarden f(x) = xa ! aanneemt.

a) Welke waarden neemt f(z) aan op de "onderkant" van de snede? .
Neem nu voor C de volgende contour:

e -,i;‘.:

2 cirkels met middelpunt in O en
straal OP = p, resp. 0Q = R, ver—

bonden door stukken PQ resp., TS P

langs de "bovenkant" van de reéle
as resp. de '""onderkant" van de

reele as.

f(z)
b) Bepaal. Jﬁ—-z- dz .
c
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S Q
fiz) . £(z)
c¢) Druk J T+ 7 dz uit in J T+ g dz
T P
wxa_l v
d) Bewijs nu: J T dx = o p—
0

Oglossing:

a) Voor z = x + io (x > 0) geldt

f(z) = xa-l = exp((ac - Dlog x) )

met de gewone logarithme. Zet men de gewone logarithme voort met snede
langs de positieve reéle as, dan moeten we kiezen log z = log |z| +

+1i arg z, 0 < arg z < 27 en met deze definitie krijgen we

£(z)

exp((a = 1)log|z| + i(a - 1arg z) =

|z|u_lexp(i(a - i)arg z) 0 < arg z < 2n .

In het bijzonder

f(x - i0) |x|a_lexp(i(a - D2r) =

fl

- eZﬁl(a—l)xQ'l _

2mia o—1
= a %

(x> 0) .
b) J éﬁélT dz = 27i Res_l-éﬁélT mits p < 1 < R .
C
z = -] is een enkelvoudige pool, dus residu = f(-1).

Volgens a) is

i {a—~1) -

£-1) = =11 lexp(ia - Darg(-1) = e

_ mia



C
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Nu is volgens c)
| Q s R _

1) + f . (- etminy 21

—T dx .
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Dus

. Tia
=271 e .

z + 1

[ ELEL— dz
C

¢) Volgens a) is

s T ';
£(z) - - | ££2) - o
J?Tsz' fz+1dz §
T S '

R R a1
- _ [ f{(x - io) dx = _QZHiG f x
x + 1 x + !
P P

] Q
~e2Tie f £ g4, . 5
z + 1 . ,:;

dx =

Q

d) De gevraagde integraal is lim f éiélT dz. Hiertoe berekenen we
P+0P
Qe

lim [ £(2) 4z

0+0 c z + 1
Rooo
(*) Enerzijds is volgens b) deze laatste limiet gelijk aan —2ﬁieﬂ1a. Ander—

zijds splitsen we J in vier stukken
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T P
We maken een schatting van j en van f d.m.v. a)
IQ S
T o= o
f(z) R _ 2nR
(2) |fz+1dz|s.2nRR_l ——— > 0

Q
als R >~ «» omdat o < 1, (Ga de ongelijkheid in deze afleiding na!)

P

-1 o
£(z) p* _ 2mp
(3) l j e dz{ < 2mp T T + 0
S

als p + 0 omdat o > 0. (Ga de ongelijkheid nal)
Combinatie van (%), (%}, (1), (2) en (3) geeft

R
2rig xu—] Tig
(1 - " Jlim f'— dx = ~27i e
X + 1
R0
py0 o
-Tig mia ¢ _a=}
X dx -
21 X + |
0
- o~}
—~317 o J o dx = -7

Oplossing: Laat g(z) de analytische functie zijn met snede langs de positieve
reele as zo dat

g(x + io0) = xa‘llog X .
Ga na dat in dit geval

o

g(z) = |z| 1exP{i(ot - 1arg z} . {log|z| + i arg 2z} ,




- 61 -

waarbij 0 < arg z < 2m,

In het bijzonder vinden we

Tig

It

g(-1) = exp(ri(a = D im = ~rie

xu*lexpEZHi(a

}

], {log x + 27i} =

(*) g{x - io0)
Zﬂid a—1 .
= e x {log x + 27i} (x> 0) .

We berekenen voor dezelfde contour C als in het vorige vraagstuk

[f(—f—)-l- dz = 21i g(-1) = 21%e™® (o <1 <R .
c

Voor de stukken waaruit C is samengesteld

T P O

lim J %LélT dz =0 en lim J EL%lT dz = 0 h@
Rooo p+0 2 =
Q S
door integraalschattingen: 7%
(z) RP-]VIO IR + 4n2 ZRQ—llo R  ;
(1) op QT is |& | < & < £ = (R groot genoeg) 3
z ¥ 1 R ~ 1 R- 1
g(z) ' 4wRalog R . ' i
dus | e dz| s =1 " 0 als R+ = (Wiskunde 10:) omdat o < 1 i
Q
a=1 a=1
: g(z) ) Vlog?p + 412 _ 2p 10g p] .
(2) Op SP is ]z - ll < T —p - < =5 (p klein genoeg)
P
E(z) Qnea log p[ , '
dus | — dz| < T 0 als p + 0 (Wiskunde 10!) omdat o« > 0.
o

Analoog als in de vorige opgave vinden we nu door limietovergang (R + =,

p + 0)
2ﬂ2e“la = 1im f'ésélT dz =
Rraco c
p+0
Q- S
=1im{Iz(:)ldz+ Ifi?sz} ,
R0 P T

|
- p+0
|
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waarbij
Q = )
1im[.i(-7:.)_.dz= gt i0) 4.,
Reoo z + 1 oox + 1 4
P 0

o+0

en
S 0 0

lin [.;L(%dz=J££§..}%£)_dx=_f§_(’xi%’l;ﬂdx=

R ¢4 ©

040 T 0

® a1 ® o=l
- 2ria X log x o
= (volgens (%)) = L —a— dx + 27i ] dx] =
0 0
= (volgens de uitkomst van de vorige opgave) =
- _e2ﬂ1aA - i eanu i .
sin mo

Samengevat:

2ﬂ2eﬁ1a = A(l - eZwlu) - omi e27r1a 1

sin Ta °

Uit deze vergelijking moet het (reéle!) getal A worden opgelost: Deel links

Tia o .
en rechts door e (breng 8&n term naar links)

2 mio mio i
. - Tio
287 + 2171 — = Afe - e )
sin ma

2 ., cos Te + 1 sin ma . .

277 (1 + 1 : ) = =21 A sin 1o
sin Tao

, 2 cos mo . .

217" == = =231 A sin o

sin mo
dus

2 cos TQ
A"—""IT—'-'—'—""

. 2
sin ma

Nabeschouwing: Merk op dat de uitkomst van A ook uit de vorige opgave kan

worden verkregen door differentiatie naar o {ook achter het integraalteken),
De verklaring hiervan wordt niet geheel gedekt door de stellingen van Wis-
kunde 50/52, maar het primcipe is wel juist. Voor het vlot berekenen van in-

tegralen in de practijik is het handig.
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T. Gegeven is

f(x) = gxz + 1 voor x > |

We zetten f analytisch voort in het complexe z-vlak langs de cirkel met ver-

gelijking |z ~ 2| = 2, in positieve richting, te beginnen in z = 4.

Gevraagd de waarde van f in z = 0 na de voortzetting.

. . /3
Oplcssing: De functie 23 + heeft nulpunten in z, = -1, z, = I+ 352 R
. i log(23+1)
- iv3 .. , . 3
z3 =} - 5 . Deze punten zijn singuliere punten van e ) . De hal-
ve cirkel z = 2 + 2e1¢, 0 £ ¢ =i, gaat tussen -1 en } + 173 door. In het

vraagstuk is sprake van analytische voortzetting langs diezhalve cirkel, We
beschouwen daarom een volle omgeving G ervan, zd smal dat de puntenm -1 en

} o+ iég er buiten liggen.

In G ligt z = 4 en een re€le omgeving daarvan, Daar is f(x) bepaald en gelijk

% log(x3+l)
aan e . Deze functie gaan we in G analytisch voortzetten.

Voorop staat dan de vraag: als z de halve cirkel doorloopt, vanaf z = 4
(¢ = 0), wat is dan de baan van 23 + 17

Duidelijk is dat 23 een spiraal beschrijft, die bij 64 begint en de negatie-

ve reéle as bereikt als arg z = % d.i. als z = 2 + 2 cos 2, 21 sin -2-;-=l+i/§'

3
dan is z3 = ~38; daarna komt z3 in het derde kwadraat om, als z tot 0 nadert,
T . 3 3%
d.W.z. arg z tot = , naar 0 te gaan, terwijl arg z~ nadert tot = -

De baan van z° + 1 is dezelfde spiraal, &&n eenheid naar rechts verschoven,
beginnend in 65, via -7 eindigend in 1.

De bij 23 + | behorende hoofdwaarde 1og(23 + 1) is een analytische functie
v
3 . . 3 3 .

schrijdt 2z~ + | de negatieve reele as; zet men nu log(z” + 1) analytisch
3

van z, zolang 0 = arg(23 + 1) £ n, dii. 0 £ arg z < = (tekening!); dan over-

voort (met: hoofdwaarde log(z” + 1) + 27mi), dan bereikt deze log(z3 + 1) de
eindwaarde log | = 27vi. %-log(z3+1)
Aldus is een analytische functie f(z) = e bepaald, die in de

reéle omgeving van 4 met f£(x) = 9x3 + | overeenstemt (dus deze analytisch
271

voortzet) en die bij z = 0 de waarde e 3 oplevert. Dit is de gevraagde waar-

de van f,.

Aol

S A o e A A

s B a5

EeXs

L

4
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Alternatieve oplossing: Het gaat om een "doelmatige" definitie van de func-

tie (* duidt aan dat niet a priori de hoofdwaarde moet worden gebruikt).

exp @ 10" + 1) =
1 3 . *, 3
exp E(loglz + 1] +1 arg (z° + 1)) =

exp —;’-(loglz3 + 1| + i(arg*(z - z]) * arg*(z - z2) + arg*(z - z3))).

. . * . . .
"Doelmatig'" betekent hier, dat arg langs de halve cirkel continu moet varie-

ren. Uit de figuur (let op de ligging van 2, 2z, en z3) blijkt dat
a, = arg*(z - z]) continu toe en afneemt van 0 tot O en dat 4, §= arg*(z-zz)
en a, := arg*(z - z3) samen continu toenemen van 0 tot 2w,

Z

3

Dus is de gevraagde waarde:

2 .
= mi
exp~-‘,li-(log|03 + l] + 271) = e3 .

Gegeven £(z) = (Re z)3.
Waar is f(z) differentieerbaar? Waar holomorf?

Bereken de afgeleide in de punten waar ze bestaat,

Oplossing: z = x + iy, x redel, y reéel; f(z) = u + iv, u reeel, v reeel,
u = ulx,y), v = vix,y).
In ons geval f(z) = x3, dus u = x3, v = 0. Wil f(z) differentieerbaar zijn,

dan moet (Cauchy-Riemann)
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3x 3y ay ox °

Hier:

3x2 =0 en 0=20,

Als mogelijke punten voor differentieerbaarheid komen dus alleen in aanmerw
king de punten op de imaginaire as. Deze punten hebben geen van alle een
volle omgeving (bijv. cirkel-omgeving) die uit zuiver imaginaire getallen
bestaat dus holomorf is £(z) in geen enkel punt,

Wil f(z) differentieerbaar zijn in z = iy dan is Cauchy-Riemann geen vol-
doende voorwaarde en zijn we op de differentieerbaarheidsdefinitie aangewe-

zen: Stel h en k reeel:

£(iy + b + ik) - £(iy) _ ho - 0
R+ ik R Ik

De absolute waarde van deze uitdrukking is hoogstens |%Tl = h2 < g als

G < |h| < /e, {(Voor h = 0 is de uitdrukking reeds nul.) Dus populair ge-
f(iy + h + ik) - f(iy)
h + 1k

zegd: lim
h~0
k0

k (onafhankelijk van elkaar) naar nul gaan.

= 0 onafhankelijk van de wijze waarop h en

Conclusie: Voor z = iy is f(z) differentieerbaar, f'(iy) = 0.

Een functie £(z) is analytisch voor 0 < |z| < | en daar begrensd. (In z = 0

is f(z) niet gedefinieerd.) Laat Cp de cirkel met straal p, middelpunt 0 voor-

stellen (0 <p 2 1),

a) Bewijs dat f i(E)Z dz = 0 als z buiten Cp ligt.
c

p

b) Bepaal f ~§£§l; dz voor 0 < |z} < 1.
CI
c) Toon aan dat £(z) in z = 0 een ophefbare singulariteit heeft,
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Oglossingz

a) Een bercep op de hoofdstelling is uitgesloten omdat f(z) binnen C niet
overal is gedefinieerd, laat staan holomorf is. W&l geldt bij gegeven z

voor alle p < |z| dat

(x) J -§£§lz d;z = constant (kanaalmethode!)
C
¢
Uit het gegeven volgt |f(c)| < M voor alle (met0 < |C| < 1. Voor ¢ op C
met p < [z| is voorts | - z| 2 |z| - p > 0 dus op C, geldt de ongelijk-
heid

| s

dus met de schattingsstelling
f(z) 2mpM
|[C*zdﬁl -’?[—_—p—*o als p+ 0 .
C ‘
P
Dit laatste resultaat, samen met (*) geeft de gevraagde identiteit.
b) Volgens de residustelling is voor p < ’z| < 1 (kanaalmethode)
£(r) £(z) c et £¢2) _ o s
j T = dg + J T =% dg = 2ni Res T -2 2nif(z) .

Cl —Cp

De tweede integraal in deze formule is 0 (zie a)). Derhalve

~~
'
e

Y

J £ == dg = 2r1 f(z) (0 < |z] < 1) .
c

1

¢) De integraal J ra— d; stelt, daar £(g) op C, een continue functie is,

€

binnen en builten Cl een analytische functie g(z) voor (stelling!), dus

£Ce)
4 !

ook in z = 0, Voor 0 < |z| < I is de waarde van g(z) gelijk aan 2ni £(z).

1 _ 1 £(r) . . .
De waarde 77T g(0) = T [ = dr is dus de waarde die men aan f(z) in

L
Cl
= 0 moet toekennen om de singulariteit aldaar op te heffen.
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Opmerking: Men kan de opgave ook oplossen door een beroep op een in het dik-
taat wel genoemde, maar niet bewezen stelling (Casorati-Weierstrass) als
volgt:s £(z} is volgens het gegeven Laurent—ontwikkelbaar in het gebied

Fo0
0 < |z} < i1t £(2) = } cnzn. Er zijn drie mogelijkheden:

-0

~1

{i) Het hoofddeel X cnzn bevat « veel termen (essentiele singulariteit)

-—00

= in de buurt van z = ( benadert f(z) elk getal willekeurig dicht, is

dus niet begrensd (Casorati-Weierstrass).

(ii) Het hoofddeel bevat minstens &&n term # 0, maar het totale aantal is

eindig{pool): |f(z)| + » als [z| + 0 dus £(z) niet begrensd.

Resteert de derde mogelijkheid:
(iii) Het hoofddeel is identiek 0 = f(z) = z cnzn {(Taylorreeks) en heeft
n=0
een ophefbare singulariteit in z = 0 (def. £(0) = co). Hiermee is ¢)

bewezen, a) en b) volgen nu uit hoofdstelling en residustelling.

=]

We beschouwen de reeks z ! x5 .
-z

=1 n
+253,...) worden uitgesloten.

De punten z = + n (n =

a) Bewijs dat de reeks in het gebied G bepaald door |zf < Ren z # + 1, + 2,..,
een holomorfe functie £ voorstelt.

b) Zijn de punten z = + n singulariteiten van £? Zo ja, van welke soort?
Zo neen, waarom niet?

. : i i _
Oplossing: a) fn(z) = 5 IO heeft als enkelvoudige polen

s
n - 2

de punten z = + n en is verder regulier (n = 1,2,3,...). fn(z) is dus holo-

morf in G als n > R, Beperken we ons daarom voorlopig tot

1
R —

nkn - z

een reeks van in G holomorfe functies. Omdat in G geldt |z| < R mogen we

schrijven

| 2 2
< = < &e als n 2> R'Z,
n" - z n2 - R2 n2 + (n2 - 2R2) n2

Elin E I L I W




X.

- 68 ~

=]

Daar Z J% een in G uniform convergente reeks is (waarom?) is dus volgens
Weier:;la:s Z 5

n2RYZ n° - z
som, Om de reeks Zl —Eni——i te krijgen moeten nog eindig veel termen, alle
holomorf in G, wogaennto;g:voegd. De som van eindig veel holomorfe functies

5 uniform convergent in G en heeft een holomorfe

-]

is weer holomorf, dus £(z) = Z

> is holomorf in G.
n=1n" - gz

Ogmerking: Het bovenstaande geldt voor elke R, dus f(z) is overal holomorf

behoudens in z = + 1, + 2, + 3,,.. .

b) In een punt me Z\{0} zijn alle fn(z) holomorf, behalve fm(z) die aldaar
een enkelvoudige pool heeft = f(z) heeft een enkelvoudige pool.

c) Expliciet kunnenwe over deze functie veel meer zeggen, zie X t/m Z.

Geef een bovengrens voor de waarden van |cot ﬁz| op de zijden van het vier—

kant SN met hoekpunten (N + §)(+ 1 + i) (N e N).

Oplossing: Daar cot mz een oneven functie van z is kunnen we ons beperken tot
het onderzoek van de rechter~ en de bovenribbe:
a) x=N+14, |y] sN+}§, z=x+ iy. Dus

|cos (% + iy)l -
sin n(x + iy)

lcot mz|

24 eﬂi(N+§) -y, e‘ﬂi(N+i) + Ty
Z e*n'i(N+£) -y _ e—ﬂi(N+£) + Ty

n

OV @Y - Yy, e - Y

= = S l .
(-I)Ni (e—uy . ewy) ewy + e Ty
b) y =N+ 4, |x| <N+ 4, z=x+ iy, Dan is
- |cos_u{x + iy) | _
|cot nz] Isin T(x + iy)l
2 JTix - T{N+4) . e-nlx + 1 (N+4) B

- I"'2'"' X = TONHD) T _—wix + n(N)
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eﬂ@+ﬁ +eﬂdwd) ehr+e
BRI CE YR 2 Vs Ero AR

..%.n-

Op de gehele omtrek van het vierkant S5y geldt dus |cot mz} < 2,

Bedenk daarbij dat cot 7z enkelvoudige polen bezit in alle z = n ¢ £, dus

dat SN blijkbaar zeer economisch tussen de singulariteiten van cot vz door-

loopt.

Stel a ¢ I. Bereken

] !
T Vi 7 COt Tz dz ,
25 -

waarbi j SN het vierkant is uit opgave X (N > |a|).

Oplossing: De functie 5 ! 5 COt Mz heeft enkelvoudige polen in z = + aen

z- =~ a
z=nc¢ég
_ _ cot ma |
Resa = Res-_a 5o}
Res = 1im =ms————r COS NZ “Soprmiiw = l.
n 2 sin Tz T 2 2
z*n z° - a n
De gevraagde integraal bedraagt dus:
+N
21‘11[212"“”‘12:6““&*%2 -
g 2 -~ a n==-Nn - a
N

Stel a £ Z, Geef een schatting voor

1
J > 5 cot Mz dz ,

waarbij SN het vierkant is uit opgave X en bereken hiermee

+@

1

L

i

L e ey A

i ey D i e B e

R P R e

;:’_ =

G

R R

5 SRR

L
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Oglossing: Volgens opgave X geldt op SN de ongelijkheid [cot ﬂz] < 23 De
lengte van SN bedraagt 4(2ZN + 1), dus

1

If ziﬁ:_;f cot Tz dz| s N2 - |a12 e2, (8N + 4) + 0 als N + =

5 (N el .
N

Gecombineerd met opgave Y leidt dit tot:

+o0
cot ma + l' Z 1 =0
a ﬁ

2
n==-*=n = a

en derhalve

-]

i 1 T cot ma
Z -7 = ﬁﬁ“f - ——-2;———0 . aéd ).
n=l n - a a

L 2
. , . . 1 m
OEmerklng. Leid hieruit af dat é ;§-= <

Voor analoge beschouwingen zie men Complex Variables, Schaum Publishing

Company, p. 175.



Tentamens Wiskunde 50

Voor ————- : de vraagstukken waarbij toelichting van de oplossing vereist is.,

Men dient gebruikte stellingen te vermelden en na te gaan of aan hun voor-

waarden is voldaan.

lichting met enkele tussenfasen (residuen, parametrisering, schetstekening,..)

wordt aanbevolen. Toelichting in woorden kan alleen ongunstig werken: fouten

daarin worden - ook bij goed antwoord - aangerekend.

Tentamen januari 1973

a)- (5 punten). Toon aan dat door de integraal

A

f dt
|+ £2

1
waarbij de weg van | naar z vrij mag worden gekozen mits niet door de

rechte snede van i naar =i, een analytische functie f(z) wordt gedefini-
eerd.
b) (3 punten). Bepaal f(~1).

c) (2 punten}). Voor welke waarden van z geldt

f(z) = arctan z - %-?

ot e o - ——— [ —————————E PR S DL el L

7z + 2

23 + 322 - 4

(5 punten). Ontwikkel de functie in een Laurentreeks om z = 2,

die convergeert in z = 1 + i.

(5 punten). Bepaal van (z + éJB cos zg het residu in O en de aard van de sin-
zZ
gulariteit aldaar.

X
s.
o

5l

e e e e T

e
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zdz
(2 + a®)(z - 2)

(5 punten). Bereken f

tz]=1

waarin |a| < 1.

(5 punten)., Bepaal van (z2 - z)cot Wz de convergentiestraal van de Taylor-

reeks om z = } + 2i,

L]

(5 punten). Bereken f A 8D X ax .

(1 + x2)%

a0

(5 punten). Bepaal de functie £(z) met de volgende eigenschappen:

a) f£(z) is begrensd voor !z‘ % 3;
b) f{z) heeft twee singulariteiten: een pool wvan de eerste orde in z = -1
met residu | en een pool van de tweede orde in z = 2 met residu -2;

Q) £(0) =-% en £(1) =-§ .

Tentamen maart 1973

(15 punten). Bepaal

@

[staxy,,
X + X

-—00

—— — -

(5 punten). Zij K het lijnstuk met beginpunt ~] en eindpunt i. Bepaal

dz
z log z °*

K

(5 punten). Zij C de eenheidscirkel in positieve zin doorlopen. Bepaal

f ezdz
222 + 3z - 2

C
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(5 punten). Zij C het vierkant met hoekpunten * 3 % 3i, in positieve zin

doorlopen. Bepaal

2
[_z__f__l_dz

c (z ~ 1)3

(5 punten). Bepaal alle complexe functies f die holomorf Zijn in € met uit-
zondering van een eerste orde pool in z = -1 en een tweede orde pool in
z = 0 met residu !, waarvoor bovendien geldt f(1) = 1 en lim £(z) = O.

Zw

(5 punten)., Bepaal de Laurentreeks van -——E———§ naar machten van z die con-

vergeert in z = 2, (1 +2)

{5 punten). Bepaal

2
J dx

2 - sin x °
o

{5 punten). Bepaal l(l + i)l

. . 2
{5 punten), Van een gehele functie f is gegeven dat Re f(z) = x y2
g

(z=x+1iy, x €R, y € R)., Kan dat? Zo ja, geef dan tenminste &&n voorbeeld

van zo'n functie f. Zo neen, geef aan waarom niet.

(5 punten), Beschrijf de singulariteiten van

1
z
ze Cos Z

{(z - 2)(z + m)}*

{(waar? welke soort?),
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Tentamen mei 1973

(10 punten). Gegeven is een functie f, die analytisch is in een enkelvoudig
samenhangend gebied G, De functie f heeft in G &&n nulpunt; dit is van de
multipliciteit 3 en ligt binnen de Jordankromme J in G,

Leid uit de residustelling af datc

] £'(z) -
T f F(zy 92 % 3 -
J

— s

(10 punten). Bepaal de functie f met de volgende eigenschappen:

a) f is holomorf in het complexe vlak met uitzondering van enkelvoudige po-

len in z = 2 en z = 4;

b) 1lim £(z) = 0
Zro
¢) f f(z)dz = Dy
[2]=6
d) max |f(2)| = 23
|z|sl
e) £(3 + 1) > 0,
(5 punten). Ontwikkel -———ﬁ—-—-in een Laurentreeks naar machten van z - 1,

z (z + 2)
die convergeart in z = 5,

2z
(5 punten). Bepaal I ___e__2
z=-1)

|z|=2 (

dz .

2
e = 2e cos z + |
z - 1

(5 punten), Bepaal lim
z¥l

dz

(5 punten)., Bepaal f ——
z4¢1 + z

|2i=4
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7. (5 punten). Bepaal de waarden van z waarvoor geldt

log zA =4 log z .

8. (5 punten). Bepaal de aard der singulariteiten en de waarden der bijbehorende

residuen van

.o
sin =~

2 A

(z+ Dz =~2)°

m

de
9, {5 punten). Bepaal f T T oos 7

=1

10. (5 punten). Bestaat er een gehele functie f(z) (z = x + iy) zodanig dat

Re f(z) = xy? Zo neen, waarom niet; zo ja, geef een voorbeeld,

Tentamen januari 1974

1. {10 punten). Bereken

dz
Mil CRE NCEEE

2. (8 puaten), Van een gehele functie g(z) = u(x,y) + iv(x,y) (z = x + iy, u
en v redel) is gegeven dat g(0) = 0, g(l1) = 1.

Toon aan dat f(z) = v(x,y) + iu(x,y) nergens analytisch is.

e —— v————— ——— 2 ot e

3. (7 punten). Bepaal de Laurentreeks van lz + E”é_z rond z = 1, die conver-
2z

geert voor z = -],

4, (7 punten). Bereken

o«

Ccos X
f 53 dx .

(1 + x%)

- 00

SR L
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(7 punten). Bepaal het minimum en het maximum van |sin z| op

{z | |z ~ %| < log 91 .

(7 punten). Bereken

T

do
4 cos p - 31 °

-7

(7 punten). Bereken

log(l + 2z)
J N dz
B

over de cirkelboog B met middelpunt O van -2 - i over ¥5 naar +2 + i.

(7 punten). Bepaal de functie(s) f(z) met de volgende eigenschappen:

a) £(z) is overal holomorf behalve in O, ~I en f: 0 en -1 zijn polen van de
eerste orde met tegengestelde residuen; | is een pool van de tweede orde;
b} lim zf{(z) = 0;

Z-+o

Q) £(2) = £(3) = % .

Tentamen maart 1974

{9 punten). Bereken

o
cos —z'
J 3 dz .

Iz|=22 -2z = 3

{7 punten). Bepaal de gehele functie £f(z) (z = x + iy) met de volgende ei-
genschappen:

a) het reéle deel is e’cos x;
b) £(3) = O,

Uit Uw afleiding moet blijken dat er slechts &&n dergelijke functie is.




(5

(5

die convergeert voor z = | + i,

(5

Bepaal lim tan ex (x reéel).

(5

(5

Tentamen mei 1974
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punten). Bereken

m;-%ﬁix/g
e

x3 + 8i

dx .

punten), Bepaal de'Laurentontwikkeling rond -1 van.

1

A et s e s

5 »
(1 - 243

punten), Zij ¢ = a + bi een complex getallmet b > 0,

X

2T
punten)., Bereken j
0

cos 5S¢
14 + ¥2 cos ¢

do .

punten). Bepaal |Res,,~ l .

Z arctan z}z=0

(9

{x

a)

b)

punten). Beschouw het gebied G dat ontstaat door uit € het. 1ijnstuk

eR | -1 < x 21} weg te laten.

Bewijis dat door 2

4

£(z} := f dt .
t2 -1

i
een analytische functie op G wordt gedefinieerd.

Beschouw nu het gebied G* = ¢ V{x eR | x £ 1} (dow.z. ¢" ontstaat door

in € een snede aan te brengen langs de redle as links van 1).

Zij g(z) := log(z = 1) ~ 2f(z).
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Bewijs dat er een analytische functie h(z) is, gedefinieerd op

e\ {xeRm| x< -1} (n.b. snede vanaf -1), die op ¢ gelijk is aan g(z)

¢)

(6
De

a)
b)

(5

(5

&)

(5

(5

a)
b)
c)
d)
e)

(d.w.z. dat g znalytisch is wvoort te zetten op -1 < x s 1),
Bepaal h(l).

punten). K is de halve cirkel van -i over | naar i.
functie f is gedefinieerd door
082
f(a)_:- Isz .
K
Toon aan dat deze functie overal analytisch is.,
Bepaal f’G%).

gz , waarin K de geschetste contour voorstelt:

K eiﬁz + ! ' 21

punten). Bereken J

5
punten). Bereken de residuen van -—3-5—-5—- , waarbij ¢ ¥ 0.
(2" = ¢%)

2m i
do
15 + 81 cos ¢ °

punten). Bereken [
0

punten). Bepaal een gehele functie f(z) waarvoor geldt

Re{f(z)) = (x + Y)(x -~y + 2} (z=x+1iy) .

punten). Bepaal de functie f die voldoet aan:

f heeft een pool van orde 1 in z = Q;
f heeft een pool van orde | in z = «;
f is in alle overige z analytisch;
Res_ f£(z) = I;

£(1) = £7(1) = 6,
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Tentamen januari 1975

(10 punten) Bewijs dat de som van de reeks

) znlog(z + n)
n=|
binnen de eenheidscirkel {z | |z| < 1} een analytische functie is.

- o~ - - ——

(5 punten) Bereken

[+ -]

_ COS X
f 5 dx .
X+ 3ix - 2

-

(5 punten) Bepaal alle functies f met de volgende eigenschappen:

a) f is een gehele functie;
b) [£'(z)| < |z| voor alle z;
c) £(0) = £(1) = 0.

(5 punten) Bereken

(5 punten) Bereken het maximum van |sin z| op het domein
{z | [Re z| < n/4, |Im z| < log 2} ,

d.w.z. het binnengebied en de rand van de rechthoek met hoekpunten

xim o+ log 2.

(5 punten) Bepaal de Laurentreeks van

i
(z - D@z + 2)

om z = 0, die convergeert in z = 3/2.

B
B
i
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punten) Bepaal de Mobiustransformatie

de imaginaire as van het w-vlak afbeeldt.

Tentamen maart 1975

(10 punten) Het gebied G ontstaat door in het complexe vlak sneden aan te

brengen langs de imaginaire as van i naar i~ en van -i naar -i=, d.w.z.

a) Laat Kz het lijnstuk in G zijn met beginpunt O en eindpunt z.

b)
c)

(5

(5

5
a)

b)

(5

in

G:=Q\{zeC| Rz=0, |Imz]| 21} .

We definieren nu

Bewijs dat f een analytische functie in G is.

Bereken f(} +41iv¥3) (geef het antwoord in de vorm a +bi).

Bewijs dat in een omgeving van z = 0 geldt:

f(z) = % i+ log(z - i) - i arctan z .

- - - - - - -

2m
sinzt

54 4 cos t dt.

punten) Bereken (
0

1

o?
(z - 1){(z + 3) dz .

punten) Bereken I
2] =2
punten) Bepaal de gehele functie f waarvoor geldt:

Re (£(2)) = x(x° - 3y - 6y - &).
£(0) = i.

-]

|
die z=0opw=-lenz=1opw=> afbeeldt en die de cirkel {z | |z| = 1} ‘
|

|

|

punten) Bepaal van de Laurentreeks Z cnzn van cot 2z, die convergeert

" P 00
z =-% m, de ceefficient c_3- n
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(5 punten) Bepaal alle functies f met de volgende eigenschappen:

a) f is in het complexe vlak holomorf behalve in z

1l

s

z = 1 is een pool van de eerste orde met residu 1. ;

b) lim f(lJ bestaat, %
F i

z+0 !

c) Voor alle z met |z| = 1 en z # 1 geldt Re(f(z))

]
(o]

dz
(5 punten) Bereken { z{l = cosh(z)) °

| z~41]=3

Tentamen mei 1975

(10 punten) Bepaal de functie f met de volgende eigenschappen:

a) £ is in het complexe vlak holomorf behalve in z = "
z = %-is een poel van de eerste orde,

b) 1im'% £(z) = 1.

Zrom o]
n ' . .
c) In de Laurentreeks Z cn(z + 1) van f, die convergeert in z = 2, is

= g
¢y = I. g
d) J zf(z)dz = 5w,
|z] =2
(5 punten) Bereken J 5 CELLE dx .
x o+ 3ix - 2

-—00

(5 punten) Bereken log((l = (-1)1/3)4).

{Geef het antwoord in de vorm a + bi.)

(5 punten) Bepaal het maximum van |cosh z| op de rechthoek

{z | |Im 2| = % y ~2 < Re z

A

11,

d.w.z., de rechthoek met hoekpunten: z

[

LI - -2 4+ T
i, 2= 5l
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dz

(5 punten) Bereken ]-——————5 » waarbij K de halve eenheidscirkel is, gele-

X 1 + 4z

gen in het boven-halfvlak, met beginpunt -1 en eindpunt I.

(5 punten) Bepaal het negatieve deel van de Laureantreeks van

1.3 1
(2 + 2)° e

V4 + 2

om 2 = O, die convergeert in z = 1,

(5

punten) Bereken het residu in z = 0 van

1
cos —
Z

(z +l)2

Tentamen januari 1976

(10 punten) Gegeven de reeks E

a)

b)

(5

1)
2)

a)
b)

o0
2" (z - %)n+l.
n=0
Toon aan dat deze reeks in {z | |z| < }} een analytische functie voor-

stelt.
Bepaal de Taylorontwikkeling rond z = %-.

Bepaal de convergentiestraal hiervan.

e o el s A e e ———— - -_—

punten} Bereken

2

cos ¢ dog
sin ¢ + ia cos o *

waarbij a > 0 .
0

punten) Een Mobiustransformatie z + w wordt gegeven door

1 +4i+«; -1 +1%0;

de cirkel om | + i met straal 2 gaat over in de cirkel om 1 + i met straal

/2,

Bepaal het beeld van de lijn z = x + 1 {x ¢ R).

Bepaal de Mobiustransformatie.
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6.

7.

1. (10 punten) Bereken J

_83_

(5 punten) Bereken

oo

J cos Tx

x% + (1 + D)x + 41

dx .

=00

(5 punten) Bepaal van

cosh l
z

z(z2 +1)

twee termen (# 0) van de Laurentontwikkeling rond 0, die convergeert voor

z =1,

(5 punten) Bereken
-§+3iv/3
dz
z{z+2) ?
-1-4iv3

waarbij de integratieweg recht wordt genomen,

(5 punten) Bereken

[ e”

2 .
zZ'sin z

dz ,
K

waarbij K de cirkel om 4i met straal 5 voorstelt, positief doorlopen.

Tentamen maart 1976

oo

cOos8 TX

x4 + 4

dx.

2, (5 punten) Van een analytische functie f(z) is gegeven dat

Re £(z) = e** cos 2ry (z=x+1iy, x e R, y ¢ R) ,
f(1) = 2ni is redel en < | ,

Bepaal a en de functie f(z),

“

R T R e AR T e e T

T
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3. (5 punten) Zij

L]

] ot

n. a0
de Laurentreeks van f(z) = tan z, die convergeert voor z = T,
Bepaal de coéfficient c_y
4. (5 punten) Bereken

J z dz s

K

0

waarbij K de contour is om een eenheidscirkelsector met tophoek &, beginnend

bij 1.

+1

5. (5 punten) Herleid {1 - (—A)i}i tot de vorm a + bi; a,b ¢ R,

6, (5 punten) Bereken

dz
z sin 2 sinh z °*
K

waarin K voorstelt de positief doorlopen cirkel om iv¥2 met straal 2.

7. (5 punten)

a) Bepaal de grootste waarde van p zd dat

o}
Z nzn(2 - z)n
n=1
convergeert op {z ¢ € | |z] < p}.
Noem de som 9(z).
b) f is analytisch in €\{1} en £(z) = ¢(z) in een omgeving van 0.

Wat voor soort singulariteit heeft f£(z) in z = 1?
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Tentamen juni 1976

2

1. (10 punten) Gegeven de functie f(z) = Re z+Im z.

Tocon aan:

1y f(z} is differentieerbaar in z = 0;
2) £(z) is niet differentieerbaar in z = a + bi # 0;

3) £(z) is niet analytisch in z = 0.

re

2. (5 punten) Bereken voor elke positieve waarde van a

o

R R T i L

J dx
(x2 + a)(x2 + 1)

=00

2l (z=2)°

3. (5 punten) De functie ;—é~— heeft een Laurentontwikkeling rond

1
z=2, die convergeert voor z = 4,

Bepaal drie termen (# C) van deze ontwikkeling.

4. (5 punten) Bereken

21

40
2cos o+ 2sing -1 '
0

5, (5 punten) Een Mobiustransformatie van het z-vlak naar het w-vlak, waarbij

z=x+ 1y, w=1u + iv (X,y,u,v € R) heeft de eigenschappen

a) het beeld van de x-as is de cirkel {w | |w - 1] = 1};
b) het beeld van de y-as is de u-as; :
¢) het beeld van de cirkel {z | |z - i| = 1} is de v-as. 7
i
Bepaal het beeld van z = | + i, J?
6. (5 punten) Gegeven de functie £(z) = 2 arctan z + i log(l + iz). @
. N
Bepazl, door gebruik te maken van de afgeleide, de convergentiestraal van de -ﬁ%

Taylorontwikkeling rond 2 = 2 + 1.
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(5 punten) Bepaal alle functies f£(z) met

1) een pool van de 2e orde in 2 en elders geen singulariteit;
2) een nulpunt van de multipliciteit 2 in =2}

3) een maximum 2 van [£(z)| op {z ¢ € | |z| 2 6}.

Tentamen januari 1977

(10 punten) Bereken

e ]

J X sin x
5 dx .

o ¥ * 2ix” + 8
______________ —23 + 3z - ) T T
(5 punten) Ontwikkel — 3 in een Laurentreeks rond z = |, die in z = 1
convergeert, (z7 =D
(5 punten) Bereken

2m

COS o
J 2 cos p + sin ¢ + 3 de

0

(5 punten) Bepaal een functie f die aan de volgende voorwaarden voldoet:

f is overal holomorf, behalve in z = 2, waar f een pool van orde Z heeft met
residu 1.

f heeft een nulpunt van multipliciteit 1 in z = 0.

f heeft een essentiéle singulariteit in z = =,

£(1) = 2,

{5 punten) Bereken

J 10% Z 4s

4

K

waarbij K de getekende contour voorstelt.
(K is dus het vierkant met hoekpunten #1+i, in positieve richting doorlopen

van -} naar -1) —-1+i 1+i
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(5 punten} Bereken Resof(z), waarbi j

z + 1

cos(m )]
f(z) = 5 2 .
(27+1)(z-3)

(5 punten} Bepaal de waarden van z waarvoor de reeks

0
COS Nz

n=1 2°

convergeert.

Tentamen maart 1977

(10 punten) Zij

1

B&) = 5otz

a) Bepaal de verzameling S der singuliere punten van f(z).
b) Bepaal Ressf(z) als s € S.
¢) Toon aan dat
z
J f(t)dt ,
0

waarbij de integratieweg in €\S wordt genomen, op dat gebied een analy-
tische functie is.

d) Toon aan dat op €\S

Z

f f(t)dt = 1 - cotQ% + %)

{5 punten) Bereken

2m

J l =~ cos ¢

1 + 1 sin o de .
0

(5 punten) Bepaal de redle getallen a en b waarvoor geldt

1 i 1
J ( i 7%z = a + bi ,
K V2

waarin K voorstelt de imaginaire as van -i tot i.
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4. (5 punten) Bij een Mobiustransformatie z »~ w = u + iv worden afgebeeld:
de reéle as op {u+ive ¢ | u=v} ;

Y2 op de imaginaire as ;

n

cirkel |z - i
de raaklijn in -1 op {u+ ive € | u =1} .

Bepaal deze transformatie.

5. (5 punten) Bereken

J dz
' zzsin b4z

[z]=i

6. (5 punten) De functie (ez--l)-”3 heeft een voor 0 < |z] < 27 convergente

Laurentontwikkeling. Bepaal het hoofddeel.
2 T . g . .
7. (5 punten) f(2} = |z| + 3z - iz is in z = i differentieerbaar. Bepaal f'(i).

Tentamen juni 1977,

1. (10 punten) Het gebied G is het complexe vlak, waaruit de intervallen [1,«)

en (-»,~1] zijn weggelaten,

a) Geef de definitie van arctan iz en van log{l -z).

Ga na dat
f{z) = 2i arctan iz - log(l - z)

analytisch is op G.

b) Bepaal de Taylorreeks van £{z) rond O.

¢) Leid uit het resultaat van b), of op andere wijze, een eenvoudiger uit-
drukking voor £{z) af.

d) Bepaal de Taylorreeks van £(z) rond i en de convergentiestraal daarvan.

2., (5 punten) Bereken

o0

cos X
f A 5 dx .
X + 5x + 4
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(5 punten) Bereken

; dz
I z - 1z °
| 2}=1

(5 punten) Bepaal alle fundties f(z) die voldoen aan

i) £ is voor alle z € ¢ holomorf, behalve in z = 1 waar £ een pool van de
orde | heeft en in z = -] waar f een pool van de orde 2 heeft;
ii) f f(z)dz = Q;

|2]=2
iii) z£(z) is begrensd voor |z| = 2;

iv) £(0) = 0.

(5 punten) Bepaal de analytische functie f(z) met

i) Re £(z) = e 7 (x cos x - y sin x).
ii) £(0) = .

{5 punten) Bepaal plaats en waarde van het maximum en het minimum van
Ra eh“z op het driehoekig domein met de hoekpunten 0, 1+i, 1-1i,
sin g
(5 punten) Bereken Res [T
. . z=] (22..2)2

Tentamen januari 1978.

(10 punten) Het gebied G ontstaat door in het complexe vlak een snede aan

te brengen langs de imaginaire as van -i naar i, d.w.z.

G=C\{zeC | R z=0, [Imz| <1} .

a) Toon aan dat de functies log E—%-E y log 3—5—5 en log é—:—% in G holomorf

&
Zijn. }
N.B. Met log wordt de hoofdwaarde van de logarithme bedoeld.
b) Toon aan dat in G geldt:

z =~ i iy i
log T log(i E—) log(1 + ;) .

z = 1 . .
¢} Bepaal de Laurentreeks van log ;—:fz-rond z = 0, die convergeert in z = 2,

3
)

R et s 8 it Fa o

)

g
S

e

sl

i

13
3
3
B

T
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d) Bereken
z - 1
[ log o dz .
|2]=2

(5 punten) Bereken

-]

[ X Cco8 X

x% - 2% + 10

dx .

-0

(5 punten) Bepaal de Mobiustransformatie van het z-vlak naar het w—vlak met

de volgeunde eigenschappen

a) het beeld van de cirkel {z ¢ € | [z} = 1} is de cirkel {w ¢ € | |w| = 1};
b) het beeld van z = = is w = -}i;

¢) het beeld van z = 1 is w = -1,

{5 punten) Bepaal de aard der singulariteiten en de waarden der bijbehorende
residuen van de functie

J
z

2
z e

(5 punten) Bereken

27

cos Z2¢
4 + 31 sin ¢

do .
0

(5 punten) Gegeven de functie £(z) = = . Bereken

£'(z)
| 5 e
|2[=3

(5 punten) Bepaal de functie f waarvoor geldt:

a) £ is voor alle z ¢ € holomorf, behalve in de punten z = 0, z = | en z = —1,
In z = 0 heeft f een essentiéle singulariteit en in z = 1 en z = -1 polen

van de orde |.
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1

b) de functie e “f(z) heeft in z = 0 een ophefbare singulariteit.

c) res £(z) = e en res f(z) = e_’.
z=1 z=—]
d) lim £(z) = 1.

Z~ra

Tentamen maart 1978.

ralRd R i e

1. (10 punten) De reeks A

(1) I EE] b
n=0 n+ Lz + V3

i R

FetE ST

convergeert in een cirkelgebied rond z = /3. o

a) Bepaal de straal van de betreffende cirkel.

b) De in (1) gegeven reeks bepaalt rond z = Y3 een analytische functie f(z).
<0

Bepaal van de Taylor—ontwikkeling Z cn(z-/33n de coefficienten cgr ©
n=0
en ¢, , alsmede de convergentiestraal.

R e YRR

i

1

Ll
S

¢) De functie £{z) kan analytisch worden voortgezet door een functie g(z) die i

gedefinieerd is op de hele reéle as. Bepaal g(- -/3).

2. (5 punten) Bereken

[+

sin x
f"""""‘?"""‘""""‘dx«
x(x" + 4)

-0

3. (5 punten) Gegeven de cirkels |z - 1 = i] =1 en |z + 1| - i] = 1.

Bepaal de twee Mobiustransformaties die

1°. de reéle z-as afbeelden op |w| = 1 en

2°. de cirkels afbeelden op rechten evenwijdig aan de reele as.

4. {5 punten) Bereken

J cos w/z3 iz .
jal= &7 8

5. (5 punten) Bepaal wvoor

de Laurentontwikkeling rond i die convergeert in z = 1,
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(5 punten) Geef door een tekening in het w-vlak aan welke waarden w = ilOg z

kan aannemen en welke waarden niet (met log z is de hoofdwaarde bedoeld).

(5 punten) Bereken

J 2 + 1)ed™dz
K

als K voorstelt de positief doorlopen cirkel |z ~ i| = 3.

Tentamen mei 1978

(10 punten) Bereken

[=-]

f CoS X ..
(x2 + I)3

—co

— e ) o S iy e it e - L T — -

(5 punten) Bij een rationale functie £(z) hebben teller en noemer ongelijke
nulpunten en een graad < 3. Singulariteiten zijn er bij 0 en 2; met
Renzf(z) = 0. Van de Taylor-ontwikkeling rond ! zijn gegeven de coefficiénten

c, =2, c. =3 en c, = 7. Bepaal f£(z).

0 l

(5 punten) Bereken

m
[ cos 6p de
3 + 2/2 cos i

.

(5 punten) Gegeven

loE Z

2m1

£f(z) =1 (log: hoofdwaarde) .

Bepaal de sprong limlf(z + ih) - £(z = ih)] bij z = ~e .
h+0

(5 punten) Bereken

fdt
1 + t2

K

waarin K voorstelt de weg in € die rechtlijnig van -1 naar 2i voert en

vandaar horizontaal naar rechts doorloopt naar =.
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(5 punten} 2Zij

c

£(z) = cos 2 * 2 2"
z° - ix

Bepaal:
1 de constante ¢ zodanig dat £(z) geen polen heeft in }7 en —irm, maar op-
hefbare singulariteiten;
il : .
2 de aan f(ED en f(- %Q toe te kennen waarde waardoor de singulariteiten

worden opgeheven.

(5 punten) Gegeven

i
az
f(a) = J ai: dz (rechtlijnige integratieweg) .

1

Bepaal f'(O).

Tentamen januari 1979

-0 2z _2n+l
2n + l(1 -zi)

a) Toon aan dat de reeks uniform convergeert op G.

=]
(10 punten) Gegeven de reeks Z
n=0

b) Stel de som van de reeks f(z). Formuleer de stelling, waaruit blijkt dat
f(z) analytisch is op G.

¢) Bepaal de reeks voor f£'(z) en de som daarvam.

d) Toon aan dat £(z) buiten G analytisch wordt voortgezet door 2 arctan z,

Geef het gebied aan waar deze functie is gedefinieerd.

e e e A S T - [ f—

(5 punten) Bereken

f el"l.x_l
dx .
- x4 sz + 4
(5 ten) Gegeven f(z) = sin(zs)
punten 24 2 —m .

Bepaal

1 £'(z)
YTy ,[ Ty 4

.

2fed

en het gebied C={z [ [z| <%—}.
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(5 punten) Bereken J log z dz (log z: hoofdwaarde) als K voorstelt de ge-

K

1ijkzijdige driehoek met hoekpunten 1, e2w1/3' e4111/3

positief doorlopen.

(5 punten) Bereken

1/{z +§)
f c dz .

|Zl"’l Z(Z - 2)2

(5 punten) Gegeven de Mobiusafbeelding w = : t :

Scheta in het z-vlak (bijv. door arcering) de figuur die als w~beeld oplevert:

het vierkante domein met de hoekpunten 2+i, i, -i, 2 -1,

L]

: . n .,
heeft een Laurentontwikkeling Z ¢ z die
z sin z n=-e 2
convergeert voor m < 12[ < 2n,

(5 punten) De functie

Bepaal C_g

Tentamen maart 1979

(10 punten) Gegeven een polynoom

n n-|]
p(z) = P2 * PL% *oot prz 4 pg, met n = 2 en P, #0,

waarvan de nulpunten alle binnen de eenheidscirkel liggen.

We beschouwen integralen

m
z
Im = J Ezzj'dz, m=0,I,2,... .

[z]=1
Toon aan
1Y I =0 voorm=snun- 2;
2) I = 2ni voorm=n1n - 1,
m
n
(5 punten) Bepaal max|cos z| op het domein rond n met {z | |sin z| = 1} als

rand.

(5 punten) De functie 3 ] kan ontwikkeld worden in een Laurentreeks

oo zo o+ ]

1 c_ z+1) ", die convergeert voor z = 2. Bepaal k en c_, (= de eerste
n=k

coefficient # 0),
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3.
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(5 punten)

2w
cos 2¢ -~ 1 sin 2
J —=—% go.
(8 + 6i sin ¢)

0

. 1
(5 punten) De functie £(z) = cos(nvz) vertoont bij -1 een sprong

8 = liml£(-1 + ih) - £(~1 ~ ih)] .
h+0

Bepaal Re s en Im s.

(5 punten) In £(z) = g(z)cos % is gegeven dat g(z) geheel is.

Bepaal f(z) als verder gegeven is

1 1im-§-(-?- = 0;
Zr™ 4

2) Resof(Z) = 0;
3) het nulpunt -l is meervoudig;
4 £ = 3.

(5 punten) Bepaal de holomorfe functie f£(z) als gegeven is

Re f(z) = e Ycos x - e cos X, X + iy = 2z

f(lé-) -0 .

Tentamen mei 1979

(10 punten) Gegeven

o 2n+1
£(z) B ] me—

n=0 2%(2n + 1)
a) Bepaal de convergentiestraal R van deze reeks.

b) Toon aan dat voor |z] < R geldt

V2 4 2

= Y2 £(z) (hoofdwaarde log) .
V2 - 2z

(x) log

¢) Bepaal het gebied waarover £{(z) op grond van (%) analytisch kan worden
yvoortgezet,

d) Bepaal de waarde van f£(iv6) bij genoemde analytische voortzetting.

A e U A P PO P i o s g e P e e bl e ——— —— —— ———— —— e

R R N M s et £ b i

F T T,
o A e

L
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2. {5 punten) Bereken

27

do
5¢cos p + 4 + 31 sin ¢ °
0

3. (5 punten) Bepaal alle Mobiustransformaties z » w die {z | |z - 1] = I} af-

beelden op de eenheidscirkel en rechten door | op rechten door 0.

4. (5 punten) Bepaal

in

lim arctan(e 3t) (t reeel) .
Lo

5. (5 punten) Gegeven

£(a) = sin ax
-1/3 x(e

Bepaal de waarde van de afgeleide van f in a = }.

6. {5 punten) Bereken

P+ 2
z(1 - cos 2z)
die convergent 1is in z = |,

7. (5 punten) De functie heeft een Laurentreeks in machten van z

Bepaal hoofddeel en convergentiepebied van deze reeks.
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Antwoorden tentamens Wiskunde 50

Antwoorden tentamen januari 1973

e a) — is overal analytisch (dus continu) behalve in i en ~i, met

22 + 1

1 1 . :
Resi = 37 en Res_. = - ST (tegengesteld, even functie), Wanneer men inte-

i
gratiewegen dodr de snede van i naar -i verbiedt, dan geldt algemeen

[ zdt = 0 voor elke gesloten kromme K. {Hoofdstelling en Residustel-
: U |
K
ling). Dit betekent, dat de gegeven integraal alléé&n van z (dus niet van
de weg) afhangt d.w.z. een functie van z is. Deze is analytisch (stelling
met als voorwaarden: integrand continu, integraal onafhankelijk van weg).
}

b) f£(~1) + J ——Sﬁwf = 2mi Resi ! 5 = T, dus £(=1) = }m.
: -1 1 + x 1+ zZ
z
: dt T
¢) Voor {z ] Re z > 0} geldt: arctan z := I —3 =7 + £{(z).
' P+ t

0

0} is arctan z of f(z) niet gedefinieerd.

Voor {z | Re z
Voor {z | Re z < 0} geldt

0 1
f(z) + f —-QE——-+ j ——EE—§-= £(z) - arctan z + % =T ,
N

2. § 0= et Joen™EISH e ] oDt arnESD" -

n=0 n=0 n=0

s 7 =D~} T EnMERS

n=0 n=0 4

3. Resy = 0. [(z>+ 3 +§-+—:—3-) (1 - %3':6‘7“”) =t 35D )

Essentiele singulariteit,

el

i

e )

sl

v AR R A

=




- 98 =
_ b7l
4 + az
24 .
iwe:].
S R o2 1
- 3 "
z + 1 3 (z - 2)2 P 2 3
Antwoorden tentamen maart 1973
eiz
De moeilijkheid dat 3 een pool heeft in 0 (dus op de reele as) ver-
zZ + 2z

dwijnt als men de teller door e'? - vervangt:

(=] o0

ix iz

. _ . -1 -
[Hm ot [ &=L ax = mmo2ni mes; &=L o v - e
., B H X ij X+ % z + z

Aan de vereisten voor de Residustelling is voldaan:

iz
1} £(z) :=-E————% is op en boven de reéle as holomorf (na aanvulling met
z + z

£(0) = 1)
2) het maximum M(p) van [£(z)| op {z | |z] = p, Im z > 0} voldoet aan

pM(p) + 0 als p +« want M(p) < --;;—t-l-* (> 1)

p =90
- R 0

3) f f(x)dx bestaat want lim J en lim f bestaan.

—— R0 Bow ~R

Andere manier: gebruik de ananascontour langs de halve cirkels |z| = p,

[z| =R, p+ 0, R+ o; de teller niet met 1 verminderen,

).

—log 2, [Integreer langs kwart cirkel; men kan ook met log log z werken

. 1 . . .
(afgeleide T Tog s I8 hier regulier)l.
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2y
3. T nie’.
4, 2mi.
5. ——%—T-— —éf +Lmet A#0. )
z 22 z ‘ |
;
4
w L] ‘2
k (k + 2){k + 1 ] 1 -3, - 4
6. § (pF&rDErD I Loy (37N, !
k=0 -4 27 k=0 ﬁ
2
7_¢ "g" 3 .
8. &4,
| 2a 9% i
9. Kan niet want —5 + = is niet identiek O. i
ox”  dy ’
10. z = 0 essentiele singulariteit; =

2 en z = =7 polen van de tweede orde,

™
U

Antwoorden tentamen mei 1973

1. Zij a het nulpunt binnen J, Dan is f(z) = (z - a)3h(z) met h(z) holomorf en
' £'(z) _ __3 . h'(z)
_ £(z) z - a h(z)
lytische functie met &&n enkelvoudige pool in a, Het residu is 3. Volgens de

# 0-in G. Dit geeft voor de integrand:

, een in G ana-

residustelling is de gevraagde integraal dus inderdaad 3.

...6 .
2. - . [ max [£(z2)] = [£(1)]].
(z - 2)(z - 4) 2121
3.7 DA - s - DT

n=0

&, 4we2i.
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5. i(e2 - i), [2e sin 1 = -2e(cos z);=i] .

6«- “Eﬁi .

8
7. {z | - % < arg z £ %} .
8. z = 2 pool van de orde 1; Re32 = %-;
z = -] ophefbare singulariteit (dus Re:s__1 = 0)3
z = 0 essentieel singulier punt: R,esD = - %-.
T %
sin = i B
[gebrulk ] j (Z + I)(Z - 2) dZ] < 2nR (R- l)(R"" 2—)] .
|zl= R>2
4
9.'—3_31
10. -$iz?,

Antwoorden tentamen januari 1974

I, Uit | dz < 2R volgt dat voor elke R > 2
@ -5H°@-2"  ®-3Hr-27
|z|=R>2 3 3

de integraal C is (want: 1® onafhankelijk van R; 2% in ;bsolute waarde klei-
ner dan iets dat + 0 als R » ), De gevraagde integraal + 2ri Res,, is dus O

2 _2.,-5

. . . . .1 =
(Residustelling, kanalenmethode). Uitkomst: -2ni Re52 = =2%i 'TT{(Z “?ﬂ };=2 =

_ . 3.6, _ 7297ni e n! £(z) o ()
= 1071 . Gﬂi) A= 3550 (Gebruikt is oTH f . a)n+1 dz = £/ (a),

J

f(z) holomorf op en binnen Jordankromme J om a.)

2, Volgens de vergelijkingen van Cauchy-Riemann geldt voor de componenten van
g(z)



4,

8.

b -n=4 _ 1 ¢ - |
I Che-n"""-1 ] &&DHt.
n=0 n=0
77 } eiz '
=Y [RES.=-T{ "=-] »
8 e i 2. (z + i)3 z=1
Minimum 0 in z = 0 en m;
Maximum %% in z = 47 + i log 9.
2 i
S L]
3 . ' 2 . s .
7 i log 2. [i{log(l + 2)}° is primitieve functie], .
3.3 1 __1
z oz + | 3 2 ¢
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Stel nu dat ook v(x,y) + iu(x,y) analytisch is, bijv. in (de omgeving van)

2y = X + iyg Dan geldt daar

Sv_3u ov__ 3u ;
9x oy ' 9y ax * o

g

o du  du v v .
Dit geeft i.v.m. het voorgaande: TG R TR alle 0; duww.z. g(z) is in

h
o
o

de omgeving van z, constant. Als gehele functie is g(z) dan overal constant
(analytische voortzetting over het hele complexe vlak), d.w.z. g(0) = g(1),
in strijd met het gegeven.

De onderstelling dat v(x,y) + iu(x,y) ergens {(in zo) analytisch zou zijn,

leidt dus tot een tegenspraak.
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Antwoorden tentamen maart 1974

™
Co8 = 2,2
z 1 + 177 /R" +,. . )
| J G+ Niz-=-D dzl £ 2mR = -il)(R — d.w.z. de integraal is 0,

|z|=R>3
want onafhankelijk van R (> 3) en absoluut kleiner dan een uitdrukking die
+ 0 als R+ =, De gevraagde integraal I is dus -2wi Res, = ~ini. (Residustel~-

ling en kanalenmethode),

2m cos (% enw) 5
Anders: I = J‘ - - 2ie*?dy =
o (2 e @ -3
2m cos (E- e-m) .
= J Z iie-wdqn
1 -1 3 -1 ’
o G+rzeHa-se
Stel nu w = ieﬁw, dw = —jie ~Vdp. Als ¢ toeneemt van 0 naar 2r, dan door-

il

loopt w de cirkel |w| i in negatieve zin. Neem de omloopszin positief,

dan verdwiljnt het minteken bij dw:

COs TW 1 . = almd
I { IO dw = -3-.2771 Res-l- i,
wi=4 3
¢ ens . av du _ Y. :

2. Volgens de vergelijkingen van Cauchy~Riemann geldt: 5 =y = Cesin X, dus
v = ~e’sin x + C(x), Voor C(x) geldt: -g-;- = ~e¥cos x + C'(x) = —eYcos x, dus
C'(x) =0, C(x) constant. Ve hebben nu;

fix + iy) = e’cos x -~ ievsin x + ic (c reeel)
f(%) =0~-1i+ic=0, dus ¢ = |
f{x + 1y) = elcos x — iedsin x + 1 .
(We kunnen hiervoor schrijven: e "* + i = e Y24 i)
- 1/5- L) %—Tl’it)/-j
i 3 e .
3. ¢ e . r —5—— dt = 2ni(Res, , =+ Resi__/:;;)] .

-t~ + 8i
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s 2" 1 2 -3
-b ] @D+ 2) . - ———— (1 - )21 .
n=0 (Z + l)n+6 (Z + 1)6 z + 1
1 e—2bx+2iax -

i, [tan cx = T ~=onriTon 1 .
e + 1
—iﬂ/f .
! I _ ] 12
3 L % =3 (1 + (3 AN T SR B BN
z --i-z Foae z

Antwoorden tentamen mel (974

a)

b)

c)

Voor'———L—— is Res, + Res_’ = 0; duw.z., als men integratiewegen over de

22 -1 I
snede {x ¢ R | =1 £ x < 1} uitsluit,
f_...é.?_:o
t2 -1
K

langs elke gesloten kromme K in G (Hoofdstelling, Residustelling). Dus:
2 .

j —E;EL- is alléén afhankelijk van z, niet van de weg; verder is de inte-
P |
i

‘grand overal continu Qi I zijn uvitgesneden). Dus (stelling waarvan de twee

z
voecrwaarden vervuld zijn), f(z) = f —EEE__ is analytisch op G (met
: | ‘ it"l
£'(2) = —g—ms).
2
z" -1

g(z) = log(z — 1) = 2£(2) heeft als afgeleide 1 - 2 = l s de-

z ~ 1 z2 -1 z + 1

zelfde als log(z+1), welke functie analytisch is op €\{x ¢ R | x < -1},
Blijkbaar is op‘G* het verschil g(z) - log(z+1) = C. Neem z = i, dan volgt
€ = g(i) - log(i+l) = log{i~1) — 0 - log(i+1) = } log 2 + ini - 4 log 2 -
- Jwi = jvi. Dus is g(z) op o gelijk aan h(z) = log(z+1) + iri, welke
functie analytisch is op €\{x ¢ R | x < -1} (dus een analytische voortzet-
ting van g(z) op =1 < x < 1),

h(l) = log 2 + ivi (n.b. g(l) is niet gedefinieerd).

HEE SRR

g, S v

-

i

e T A e s i e e e )7 AT

5
4
%
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2, a) f{a) = [ ¢(a,z)dz is analytisch voor alle a ¢ G (gebied) als 9(a,z) be~

K
grensd is voor a € G en z ¢ K, holomorf in G (als functie van a) en - even-
als %%-- continu op K (als functie van z).
Neem een positieve R; zij G: |a| < R, Dah is op K: 1E;i| = Ieazl =

= eRe.az < e]az| < eR, dus begrensd. Kenneiijk is E;i holomorf (als fune-
tie van a) in G en - evenals e°” - continu in z op K.

De gegeven functie f(a) is dus analytisch voor |a| < R, Hierin is R geheel
willekeurig, Dus is f{a) overal analytisch,

m

™
-z -z ., )
b) f’(a) = J eazdz, speciaal f'G%D = f e2 dz = [%.ez ]ii = %-(i-—(~i)) =$&__
K
. p 1 _ 2mi,
3. -1 - i, £2ni Res . iﬂzz = &sz 1.
e | + 1 (nze )z=1+i

4, Res = i, Res_ = i. (oneven functie, Res = -1] ,

27
5;"1_7'0

2 .
6. x" —~y + 2x + 2y + i(2xy + 2y -~ 2x) (waarvoor we kunnen schrijven:

z2 + 2z - 2iz).
1
7o = —+ S5z + 2,
z

Antwoorden tentamen januari 1975

1. Neem binnen de eenheidscirkel G = {z | lz| < p < 1}. In G is elk der func-
ties fn(Z) = znlog(z + n) analytisch, want bij log(z + n) loopt de snede
vanaf -n naar -«, dus buiten G.

Verder geldt in G: [fn(z)l = [zlnllog(z + n)| =

|z|n110g|z + o} + i arg(z + n)| < ]zln(loglz + n| + |arg(z + m|) <

]z[n(loglz +n| + 1) < Iz[n(log([zl +n) + 1) <

A

< pn(log(p + 1) + 1) < pn(log(l +n) + 1) g pn(n + ),
Nu is de reeks 2 o™(n + T) convergent (som: £ 7+ IQTQ)' d.w.z.

® n=} ‘ (I =-0)"

) £,(2) heeft op G een convergente majorant. Dus is I _, £ (z) op Guniform

n=|

convergent.
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Stelling van Weierstrass: de som van een in een gebied uniform convergente

reeks holomorfe functies is holomorf.

Blijkbaar voldoet 2 znlog(z + n) in G aan beide voorwaarden.
n=1
Neem nu een willekeurig punt zq binnen de eenheidscirkel., Mem kan p altijd

o0

28 dicht bij 1 nemen dat EN in G ligt. Dus is z znlog(z + n) apalytisch in
n=1

z, d.w.2, in elk punt binnen de eenheidscirkel.

n(e—z - e-‘).

¢, 3 . " .

g{z - 2z) met |e] 51 [£"(2) is geheel, = cz]

2ni,

£/T7 [Isin(}n + iy)l en Isin(x + 1 log 2)| nagaan]

Bl epie ] EF-pem,

B L iz 3 5
= t : [uit de figuren blijkt z = -1 + w = 0],

Antwoorden tentamen maart (975

Z

dt . . .
,iLﬂ_i niet van de integratieweg af.

1] + t

a) In G is Z “2 continu en hangt J
I + 2z 0

{Dit laatste volgt uit de hoofdstelling: als de integrand in het betref-
fende gebied (hier G) analytisch is, dan is de integraal alleen afhanke-
1ijk van begin~ en eindpunt van de integratieweg.] Er is dus voldaan aan
de twee voorwaarden van een stelling (dictaat p. 23) die in dit geval

leidt tot de counclusie:
z

f(z) = J L2 dtz is analytisch in G; £'(2) =

01+t 1 + 2z

Z

2 .

b) De functie g(z) = § log(l + z2) is overal analytisch behalve daar waar
P+ 22 negatief of 0 wordt, d.w.,z. is juist in G analytisch.

Verder is g'(z) = —Z—s = £'(2), terwijl g(0) = 0 = £(0).
1 + 2
Dus £(z) = } log(l + z2) in G. Dus

4
A
4




c)

. 27
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£(} + $173)

It
]

§ Tog(l - } + 4i/3) = § log e"+/3

m1/3 ]

3

i) = - i,

] + 6

}(log|e

o, . \ . \
5 i+ log(z = i) - i arctan z is in een omgeving van z

[l

0 analytisch en
heeft daar de afgeleide
1 i z + 1 i z
m— = — = s:f'(z).
z L zz+l 22+1 22+l l+22

Verder is % i+ log(0 - i) ~ i arctan 0 = 0 = £(0).
Dus in een omgeving van z = 0 geldt de gestelde betrekking (niet in het

hele gebied G; let op de sneden).

m
% 1 - cos 2t - 1 sin 2t
4" Cs J 5+ 4 cos t dt]
-7
&nie_l/3 [-2mi Res_3]
23 + 3122 -4z + 1,
2. [2 Res ]
m
! + 1 + ir e IR
— 5 ir, r .
i .
- = [2mi ReSZni]

Antwoorden tentamen mei 1975

Vo
h(

Ry

z —As JA + h(z) met h(z) een gehele functie:

z) = hy + bz + h222 +,.. overal convergent. Dan geldt hetzelfde voor

lgens a) is f(z) =

* hyz +... .+ Voor z - « gaat dit volgens b) naar 1. De functie is dus

geheel en begrensd, dus volgens Liouville constant: hl = 1, We hebben nu:

£(

2ni~2 A =51 of A =-21.

A

z) = m + hO + z, DusResszf(z) = ?'- A wat i.v.m. d) letdt tot

|

A
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Met het oog op c¢) gaan we over op z + 1 en ontwikkelen ;—52373 + hO -1 +w

in gedachten in een Laurentreeks die voor w = 3 convergeert. Dat geeft voor
de breuk een reeks voor -2iwﬁl(l - % w—l)_l, dus alleen negatieve machten.
Dus is ho -~ 1 =1 volgens c).

. -21
Conclusie: f(z) = ey AR Y

-2 ~1

mi(e - e ).

2 wi,

3

cosh 2.

arctan 2 - iﬂ.= -arctan i., [reéle integraal - 2wi Resii]
; -12-2-3 - ']]"6 z-2 + (-3— + _2%3)2-1'

sin 1. [-Res_, ]

Antwoorden tentamen januari 1976

ay § 2™z - HM . (2 - —) 7w met we= z(z - 3.
2 2
n=0 o -y w0
Nuis | w'= (I=-w  voor |w| <I.

n=0
Inderdaad is [z(z--—)[ < lz|(|z] + %J < p2=10p {z | |zl < 1.

De reeks is daar dus de analytische functie

L3 L3
2 2
£(z) = N 3 7
1 - z(z - 5) l+3z-2z

[}

{z | |z] <4 - 68} is

Anders (maar omslachtiger): op G

n+l

H M2 - <1 -2 - 18)%. 2.

2%z =™ < [2]%(f2] +™ < (4 -

Dit is de algemene term van een convergente reeks. Dus heeft

oo .
3, n+l . . .
z 2% (z - E) op G een convergente majorantreeks en is daar dus uniform

n=0
convergent. De functies z"(z - —) + zijn natuurlijk analytisch in G. Vol-

gens de stelling van Welerstrass is de som dan een analytische functie in

G. Verder kan men 6§ altijd zo0 klein nemen dat elk willekeurig punt

WEEv. . N . - w
R R e e 5T e

ek el a8




2.

3.

5.
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zg € {z ] |z| < }} binnen G ligt, Dus is de reeks in elk punt van
{z [ |z| <4} een analytische functie; en wel £(z) (zie boven).
B e ) L 8
5 5 5 5 .5 2
b) £(2) = —euis + 2 Sl + 3 = A [ met z - = = w.
5 1 g 5 v
De Taylorontwikkeling hiervan is } E%G%)n --g@lg)n(~l)n]wn.
n=0

c) De convergentiestraal is de afstand van 7 tot dedichtstbijzijnde gingula-

riteit, dat is de pool =}; dus %5 .
=271

Y {ook voor a = 1),

a) we= (I + i)t, £t ¢ R,

L+ i)z + 2
b) w z-1-1 *
-iﬂze-iﬁ.
Ll
z 24 1 ]
-1+4iv3
-y A - Ti_ i
7 Lo L Z ~ i T "5
-3~41iv3
% ni. [2_3(1 +z + izz +,...)(01 - % z% +...)_]]
Antwoorden tentamen maart 1976
) L
imx
Ie= £%£-1§ dx = —_— dx, want sin mx is oneven
x + 4 = 4 4 ’ ‘
ei'nz
1) £(z}) = is op en boven de reele as holomorf behalve in de polen

z + 4
I +1ien=~1 + 1,

2) Als K= {z | |z

=R >2, Im z 2 0}, dan geldt

I
- 4

1A

max|£(z) | +0 als R+ =,
K

g4
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oo

3) De integraal bestaat (want |CZS 1Tx[ < 2' en J -—Eﬁ—i-bestaat).
x + 4 x°+1 e 1 + x
Omdat is voldaan aan 1), 2) en 3) geldt ]
I = 2ﬂ1[Resl+if(g) + Res_l+if(z)} .
ei1rz eiﬂ—ﬂ
Res, .. = lim (z-1-1i) , — = - —
L e (z=1=i)(z+1+i)(z242i) (¥
eivz' : e-iﬂ~ﬂ
Res_, .= lim (z+1-1) = ~T—— .
L e (z+1-1)(z~1+1)(22-2i) C(&+2L)(=41)
n. —a " e_“ fwre-"rT -7
=gl ar oo ~ 3y = ~ime -
2. £(z) = e °"® 4 21i,
1
3. -2. [iFT J tan z dz = 2 Resl tan z]
[z]=n )
4, ai,
5. 95"(./2'— iv/D,
-wzi—u FZni(Res, + Res _.) = 0 + 21{ ——p—r—1]
* ginh w ° 0 Ti T sinh w
7.8) p = V2 -1, [lz]-f2 - 2] <p(2+p) = 1]

b) pool van 4% orde,

Antwoorden tentamen juni 1976

£(z) - £(0)

. 1) f(z) is differentieerbaar in O als lim bestaat. Hier gaat het

z -0
dus om de vraag =0
bestaat lim Rezimz ?
z
2=+
Nu geldt voor z # 0
0 < IRe zzIm z _ of < lfi;iﬁl = |z| ¥ 0 alsz-+ 0.

%]
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Volgens de insluitstelling is de limiet dus O; de waarde doet er overi-
gens niet toe: de limiet bestaat,

2) We gaan na of

lim L2 10) . ffa.’;;b) verschilt van lim 2ti¥) = £(a+ib)
wva ¥ 1 a 1 yob a iy (2 + ib)

Deze limieten zijn resp.

lin 222 80D o p, 14n S AD L 2L,
x+a ¥+b ool

Nu zijn a en b re€el; dus b # ~ia (a = b = 0 is hier uitgesloten). Dus is
f(z) in z = a + ib niet differentieerbaar. Men kan hier (niet bij 1)) ook

met Cauchy~Riemann werken. Bij £(2) = Re z Im z geldt u = xy, v = 0 dus

3 d ]
u—ll=y.._Y.=O;_u=x’-§-\L=0.

3y 9y Ix

Inz=a+ bi # 0 geldt dus niet: zowel b = 0 als -a = 0. Dus is niet aan
de d.v. van Cauchy-Riemann voldaan; d.w.z, £(z) is niet differentieerbaar
in a + bi # 0.

3) £(z) is niet analytisch in z = 0, want £(z) is niet in een volle omgeving

van z = 0 differentieerbaar.

S K— {het antwoord u o i 7 is onvol-
Ya(va + 1) Ya(l -a)
doende: het geval a = | ontbreekt]
3. wrl + -w—3 - --]~-w_4 +..., waarin w = z - 2,
2 3
27ni
4, -3 -
5., 2i, [uit figuren blijkt: 0 =+ 0, 2i + =, = + 2]
6- 2@- ! = ] = i 3
[£7(2) ] -1z z + 1]
z + 2.2 i _
7. c(z — 2) met lc| = .
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Antwoorden tentamen januari 1977

w o . =3

I = X sin x ax =1 —ixe ¥ . %xelx
= A —5 X=3 }'—4——-—“—.——2——— dx. (nlet Im J —"-—--—-—-'-i-—'—'—' dX)
0 x +21x  +8 e X +2ix" + 8 e x +2ix" +8
Voldaan is aan:
iz
1) f(z) = —ZTEE—T_ is op en boven de reele as holomorf, behalve in een

z +2iz"+8
eindig aantal singuliere punten niet op de as;

2} voor M(R) = max]f(z)l op halve cirkel {z | [z| =R, Im z > 0} geldt
M(R} »- 0 als R + »; want M(R) < 7

R* - 28% - 8 N
3) I bestaat (want voor |x| + = is integrand van orde x| 7).
Dus
= _ o idi=t i =VZ-VZEL
I = m(Res f,,; + Res f-/2_+i/§') = 7( T3¢ *ize ) =

-1, -¥2 . e . - -
= -i%(e sin 1 + e 1/—31n vZ + i(-e leos 1 + e '/2—cos v2)) .

-3 3 6 4 -3
. Met w=z-1:r w "[1- + - 1=\lw " +
w+ 2 (w+2)2 (W+2)3
Jl[—évnk+%ewkw+n—éowﬁ'&*'gk*”J@ﬂ*3=
“3 1 v {k+D(k+2) ~w.k
= Jw ...,1_6_§.(.+ %("')(__ZE) .

kS

3 3
[Achteraf veel vlugger via } (z+1) ; (- 1)3 = %w-?’ + 3(2 + w)_3.:|
(z +1)7(z - 1)
3, ~ ﬂ [= 2mi{Res,. + Res 1]
: 5 0 —-(2+i)/5°-"
4. Bijv. 14-4e2+zi2+ez——5§+—%~eof z 2+si1:1~g-z.
3(z-2) (z-2)
(nagaan dat f'(0) # 0).
T
5. 21 [=- j 9e "Pdp1,
-
6 -2 cosh m + 1 [= -R _
. 55 es, Res_i - Res3].

;mE;j“ %’:. il 5 e, IR

RS KR

LR e

L B
R g

ot
A,
L4

T3

5

T
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. eniz e—niz
.{z | =In 2 < Imz < 1ln 2} ‘[% 2 (i + -~ ) moet convergeren].

Antwoorden tentamen maart 1977

.a) 1l +sinz =0 voor z = ~{7 + 2kn, k ¢ Z; deze punten zijn polen van f(z)
en wel van de tweede orde ({1 + sin z)' = cos z wordt er ook 0).
_ 1 _ 4 i 2 =1 _
b) R.eS_%Trf(Z) = RESO T-cos w _ RESO —-E(l 17 woF...) =
1 d ., _ 1 2 -1 v
—-‘—]—.'..-a"";[z(l_ﬁw +-on) 3W=O-.0.

Omdat sin z de periode 2m heeft zijn alle residuen = 0.
c¢) f{t) is in C\S continu} verder is IS f(t)dt onafhankelijk van de weg,
want elke contour geeft een integraal = 0 (hoofdstelling, alle omsloten
residuen zijn 0). Op grond van deze voorwaarden is de integraal een ana-
lytische functie: F(z).
Z o TMyqy _ i _ 1 1 .
d) [1 - cotlz+p 1" = = = = F'(z2).

sinz(—g-+£- | - cos(z+9)

In 0 geldt: 1 - cot(0 + %J = (0 =F(0). Rond 0 zijn de functies dus identiek

(dezelfde Taylorreeks} dus, op grond van de identiteitsstelling, op €\S.

. w2,
a=0,b = éiz .
L
. -1 .. . - .
w = (]-+1)§}7r—r [snijpunten cirkel enreéle as | en ~1 + 0 resp, ®@; o1 +1il,
2 8
.211‘1['3""5]-
m
LR T I PR N S S IR K YT I
3T 2 2723 2% T T3 "TT.2
z z z z
. f(z) - £(i) _ zz - iz _ -
- mie3 =——=37 *3=2z+ 3L
Antwoorden tentamen juni 1977
iz
. a) arctan iz = J *uiguj-, waarbij de weg niet mag gaan over de sneden
1l + ¢t
z=1dyenz=-iy met y ¢ [1,=),
rl—z
log(l ~ 2z) = J —% , idem met snede z = x met x ¢ (-=,0],

0

Op hun definitiegebied zijn beide analytisch, d.w.z. arctan iz (iz buiten

de sneden) op G en log(l -~ z) overal behalve op z = x met x € [1,=),

Dus i{z) op G.



~ H3 -

. .3 . 5 -
by £(z) = 2ilizc - G2 L GDT 5 20 L s Pt
3 5 3 3
¢) £(z) = -log(l + z), wat ook volgt uit de afgeleiden:
-2 1 -1 .
£7(z) = T zz T T 135 en het feit dat £f(0) = 0 = -log(l+0).
3 1 3 2
d) -logfl + z) = —10g(§~+z-—§J = -~log Eﬂ-log[l + 3{2"%)] =
_ 3 _2, 1 2v2, 0 2 _ 12,3, 13
log'f 3(z 2) + 2(3) (Z 2) 3(‘3’) (Z %) ti..
. %{ehl - %e_z).
. 1 . . . 1
. 2wl Ezjjyg is op de eenheidscirkel ! 1].
Z=3zZ
A, 28 _ A _ 4Az
z- 1 Gan? 2P GonGen?
. Im £(z) = e 7(x sin x + y cos x), zodat £(z) = e Vxe™ + enyiyelx = ze'2,
. nld . .. . .
. maximum e in 1; minima O in I*1,
.cos I +2sin1 [Res, 0¥ = lT{Eﬂlei_, ' ]
0 _2 2 11! 2 w=—1
w (1l +w) ™
Antwoorden tentamen januari 1978
. a) log Z ; L log(l - %Q is overal holeomorf behalve daar waar 1 - %—= -X
met x € [O,0); dan is z = 55 » dus z = iy met y € [0,1]. Evenzo
log z : L overal holomorf hehalve in de tussen ~i en 0 gelegen punten

2~ 1 overal holomorf behalve in de

2+ 1 -0t
(z+1 en z egengesteld) en log e

tussen 1 en =i gelegen punten.

Pus alle drie holomorf in G.

b) Differentiéren geeft aan beide zijden ~§glﬂu . Voor z = 21 komt er

z- + 1

log %-= log % ~ log %—wat juist is. Daarmee is de gelijkheid bewezen.

Anders: voor z = iy, v ¢ (l,»} is er gelijkheid. Op grond van analyti-

sche voortzetting (identiteitsstelling) is er dus gelijkheid overal in G.

- ; Lot 1,4y2 133 i 1dc2 1,i3 _
¢) Volgens b): 2 2(2) <§(z) ce EE' -EQE) +-§§E) veol
=-‘_2.i.-z.ii'_3 R B T (—l)n l
A A AT S =e ey e
n=0 z
d) De veeks volgens ¢) heeft voor lz| 2 % de convergente majorante
2z 2 2

+..

+ +
T ap? ap’
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, 3 .
De reeks is dus voor |z| 2-5 uniform convergent. Termsgewijs integreren

geeft
z = i a . .
log e dz = 27i(-21) = 4 .
|z|=2
m -3 .
2. 7 e (cos 1 = 3 sin 1)},
3. w = :iLEJt—l [beeld v. imag. as moet imag, as zijn] .
z + 3i

1

4. i pool van 1% orde, residu § sin 1 + $i cos 1,

~1i pool van 1% orde, residu b sin 1 -~ 3 cos 1,
0 essentieel singulier punt, residu = “res_ - sin 1 =1 - gin 1,
~2 z z
= regulier punt want z e— = ; is in 0 regulier.
1+z z"+ 1
oZ
Toch res_ # 0 maar -1 (= “res ———7p).
z7(1+29)
5. 2n/45.
6, 2ri.5 [0 is enkelvoudig nulpunt; pool en nuipunt tegelijk kan niet].
| 1 ~1 .
- G i T ro w1t De & le /Zf(z) = h(z) is holomorf rond 07.

Antwoorden tentamen maart 1978

E£§;2“11 < 1, dw.z. |2z/3 - I < |z + V3] of-
z+ /3

wel (x/3 - 1)2 + 3y2 < (x+/DH2 4 y2

1. a) De reeks convergeert als ]

.

Het cirkelgebied is (x - /3)2 + y2 < 4, met straal 2.
b) De Taylorontwikkeling heeft ¢

i

0 = £V, ey = £1(/D), ¢, = L (/D).

2!
Dus o a
o = Z é;:?l(wgz)2n+l = arctan L =-% .
n=0 2/3 /3
Omdat
- VIi-1.2 3
£'(z) = J (-1)2(Z 3 ]) n(z/3 I), - 1 4- 5= 21
n=0 z + /3 z + V3 ]+.(zf§- 1)2 (z+V/3) z7 4+ 1
wordt c, = i, z+ /3
" =2z 1 -2/3 /3
f(z)-—-——-——-—~——»2 Z,dus c2——2-:—.----—~—]6 = =g -
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c) Rond z = V3 geldt £(z) = arctan z + C, speciaal f£(¥3) = %—+ Cdus C = - % .
De functie g(z) = arctan z - % is de analytische voortzetting van f(z)
in €\S, waarin S de sneden {z | z = iy, |y| 2 1} zijn.
Men vindt dus g(-v3) = arctan(-v3) - % = - -121 .
Ul -2
2. Z{l \ e ).
3w =t 225 [uit prent: bijv. 1+ i, =1 + -il,
vzi 1
4, “ [~27i Res2 = ~27i 2,(c:os —Dz =7
s 24 7 (k+l)(1)k+2 § L G metw=z -,
k=0 7 =0 i
-3 2 o2 93
6. Ring om 0: ¢ 2" < |w] < &7 }3
A
fo- . i 1 :
7. =187 C weiﬂ(W+l)dw = g-iezﬁwdw]. i
w ¥
] =3 v]=3
Antwoorden tentamen mei 1978
(=] o
y ..
1. I = J _E%§_§—§ dx = f £o3 g i gln £ dx (toevoeging oneven functie).
e, T - x" + D
eiz
Beschouw f{z) = —5 g
(z7+ 1)
1) f(z) is op en boven de reéle as holomorf behalve in een eindig aantal
(hier maar é&n) singuliere punten, niet op de as.
2} Voor M(R) = max{f(z)| op halve cirkel {z | |z| =R, Im z 2 0} geldt
M(R) < ————= , dus M(R) + 0 als R + =,
2 3
®R -1 -3
3) I bestaat (voor |x{ + = is integrand van orde [x| ).
Er geldt dus
iz eiz 6ieiz lzeiz
I = 271 Resif(z) ,[ ]" = qif - 7+ 51,
Caend FE (z+1)° (z+DY (z+i)’ 271
-1 1 6i 12 . . -1.-i 6i 12i. _ 7m -
nie [ + =] =mie [—8— T8~ 390 T E :

i) e e
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3 2 _
ot L 6;-*4 . E% + *——E——E +C =5 ﬁ — B 5 + Cl.
z(z - 2) (z-2) , (1-w)
b
60 + i si
% . [ J cos bo i sin by dol.
—r 3+ 2/2 cos ¢
m
-T il .
*_ll, [ J—g-E—-i-—ZwiResi].
1 + t
~-1
1 T .1 -1 1
C=m; — — LE{5 )"11m (— ) =1im —( + 1.
i w0 sin w w(w-+ m) w0 ¥ w2 | + ¥
- — i
6
sim.
Antwoorden tentamen januari 1979
1 2z 21z]  2/3 3 (=", 2z 2n+1 |
a) Als jz| < —dan| 5| < 5 < g5 =g + Voor £ (2) =57 5)
-z 1-|z| 1~z
3, 2n+1 5
geldt dus |fn(z)| < C~) . De gegeven reeks z fn(z) heeft op G dus
(=] n=0
een convergente majorante nl. X (3)2n+1 Volgens het kenmerk van Wei-
o0 I'l=0
erstrass is E fn(z) uniform convergent op G.
n=0
b) Als £(2) = E fn(z) uniform convergent is op G en als alle fn(z) daar
n=0

holomorf zijn, dan is ook f(z) holomorf op G.

¢) Vanwege de uniforme convergentie mag men termsgewijs differentiéren:

o 2

2 2 2 2+ 2 2
£'(2) = ] DU = g e
n=0_ 1 -z 1 - z 1+ G—————E) (1-2z%) l1+z
1 - 2
d) In G geldt: £'(z) = Z 7 = (2 arctan z)' en f(0) = 2 arctan 0, dus
1 +z

f(z) = 2 arctan z. Blijkbaar wordt £(z) door 2 arctan z buiten G voortge-
zet en wel in €\S waarin S de beide sneden {z | z = iy, |y| € [1,=)}
voorstelt.,

1 f+iz
-E(l -

B e ) [2mi Resz. ——fi~—-—-] .

A

z +-5z24-4
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. 8 [6 enkelvoudige nulpunten; 0 is tweevoudig nulpunt; n.b. pool en

nulpunt tegelijk is onzin].

. o—im { J log z dz].

| 2] =

1/(z+1)
ri 23 2/5 [-2mi(E -

1. ' .

¥
z=2

Het buitengebied van: hetzelfde vierkant met op de 4 zijden uitgezette halve

cirkels.

.,
—Zﬂz E—lr J Z dz].

21=5

Antwoorden tentamen maart 1979
m
Alle singulariteiten van p?z) liggen binnen de eenheidscirkel. Dus geldt

m

Im = J E%ET dz met R > 1 ,

, |z]=
Dit geeft
zm Rm

lIm] < 2wR maXI-I;"(E‘)—] < 21R n g »

R |pan - ipn_1|R - |p0|
n—1

met R voldoend groot dat |pn!Rn > |pn~1|R +...t ]p0|.

1) Als m < n-2 dan gaat het rechterlid ofwel
m-(n-1)
, R

27 ° naar 0 als R + = ,
[l = oo [/R =i {pg|/R

Omdat Im niet van R afhangt moet dus Iﬁ = 0 zijm,

2) Bekijk
n~ | - znm1 s
QE___ - vl—Ddz = Pn-1 " P dz
p(z) p_z p(2z)p 2

|z]=1

De noemer van de integrand is van de graad n+ !; in de teller staan al-

leen machten £ (n+1) - 2. Volgens 1) is de integraal rechts dus 0. Dus

o

G RN e R e sl i e 0 el

T S T

e AT

sldiin

it

.
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I = —— T

n—1 P2
|z]=1

Anders: 1)} en 2) kan men samen beantwoorden met

1 L
I = -27i Res = 27i Res, —5
m ] o 2 n
2 Py ¥ Pp® Y Pg?
Voor n—2 2 m is dit rasidu O; voor m = n—-1 is het L .
n
. . 2 . 2 . 2
2, V2 [in 7 £ i log(V2+1); |cos z|“ = |sin z|“ + 1 - 2 sin“x].
2
| 1 1 1 1/w
3. k=3,¢c_,=1 L = = — ]
3 z3+l z.i']zz—z+1 W’l-l?a/w+3/w2
4 108
* 100000 °

5. 0, -2 sinh g%ﬁ .

6. (1222 = 4)cos %-.

7. ¢ Ycos z - ecos z + i(e Ysin z + e’sin 2z ~ 2} (dat is 21 sin z - 2i),

Antwoorden tentamen mei 1979

-l -
1. a) —Ili-= lim sup 5 a | = lim {n-i-/' l/2n(2n+l) =2 2 lim 3\/n+1 2/(2n+ 1) = 2 i,
N n

atd
dus R = /2,
2+ oz . .
b) log == is overal analytisch behalve in punten waarvoor geldt
V2 - z
V2 + z _

= -p met p ¢ [0,»)., Dit geeft z = /52-—-}—-%- d.w.z. voor p > ! resp.
VZ - z P
0 < p < 1de sneden [V2,») en (-=,~/2]. Het gebied |z] < v2 ligt daartus-

sen., Daar hebben beide leden van (x) dezelfde afgeleide nl. 21/-2—/(2-22)
en gelijke waarde (0) voor z = 0., Dus geldt daar (x).

¢} In b) bleek log %——E analytisch in het gebied G := €\{z | Im z = O,
2 -2z
[Re z| = v2}. Voor (2] < V2 geldt

£(z) =—l—logl@-~+—~5.
V2 V2 ~ 2

Door deze uitdrukking kan £(z) in G analytisch worden voortgezet,
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d) De gevraagde waarde is

6
0 < |z] < m,

2 .,
i V2 + i/e | -4 + 2i/12 1 3™ Voni :,
—-log —————=--log ——g—— =—loge =-5—. :
V2 V2 - i/6 /2 . V2
1
. 0 [Res | —— = 0]. y
' T (z+ D) g
ia eiu .;
.w=(z-1De " enw-= =T ¢ reéle constante. 9
teln/S E
% [lim J & =01 ;
By L+ oz W
3 kx| -lix
elx + ]
-n/3 k
. =~2 [integreer elz/z(z - ) langs lz| = R in bovenhalfvlak en langs regle ﬁ
as met boogjes boven 0 en wl. .%
‘ ?
C227 w27t e L) [273¢1 + 2)200 - 22712 +.. 717, .
A
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Tentamens Wiskunde 52

De oplossingen moeten volledig uitgewerkt worden; in het bijzonder dient

men gebruikte stellingen te vermelden en na ta gaan of aan de voorwaarden

is voldaan.

Uitzondering: enkele opgaven (steeds achteraan) waarbij alleen het antwoord

wordt gevraagd.

Tentamen januari 1973 -

Theorievraag,

Bewijs de stelling:

"Als J een gladde boog in € is en ¢ is continu op J, dan is door

een analytische functie F op €\ J gegeven".

213 Cn de cirkel met middelpunt 0 en straal n (n ¢ IN) . Definieer

£ (z) 1= J-—lﬁﬁ—"“-dw z¢c) .

n
c w{w~-2z)
Il

8

Bewijs dat deoor F(z) :=

1t~

fn(z) een holomorfe functie is gedefinieerd op

(z | |z| < 13, ool

zij £(z) 1= } = ©°p {z | |z| < 1}. Bepaal de Taylorreeks van £ rond
. =1

z = 3i,

N.B. Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alléén het antwoord gevraagd.

7z + 2

z3-+32 -4

Ontwikkel in een Laurentreeks naar machten van z -2, die

convergeert in 1 + i,

zij |a] < 1. Bepaal

f zzdz
FREECEDIE
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6. Bereken

2
j X c¢os 2x ax .

(x"+1)

00

Eotibdbed T s

Tentamen maart 1973

I. (10 punten). Zij g holomorf in {z | |z| < 1}, g(0) = 0 en g'(Q) = 1.

Bewijs dat door

R R
F(z) t= | - &)
n=1
een holomorfe functie F is gedefinieerd in {z | |z| < 1}, en bereken F'(0).

2, (10 punten). De functie f is holomorf in € met uitzondering van een tweede
orde pool in z = 0 met residu I, f heeft geen andere nulpunten dan z = 1.

Verder bestaat lim £(z) en deze limiet is niet nul. Bereken £.
Z—+o0

3. (10 punten). De contour X (zie figuur) bestaat uit de cirkel I met straal
R > 1 om 0, in positieve zin doorlo-
I pen van -R tot =R, de cirkel II
met straal r < 1 om 0, in negatieve
zin doorlopen van -r tot -r, en de
beide lijnstukken III en IV van =R

tot -r, resp. van -r tot -R,

NI
R \\N_)[_ ‘ a) Bereken

1
K s
lim J lz_ dz .
Rn z
" b) Bereken

i
—
e e i

l - Z {

r+0 11 ,é’

E

® L -1 3

x ¢ D 5

¢) Bereken nq. T dx met behulp van J T dz , d

0 K
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N.B. Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt all&én het antwoord gevraagd.

4, (7 punten). £ is holomorf in een gebied dat O en 1+i bevat,

De Taylorreeks van f om z = 0 is

o0

£(z) = )

n=0

n+2, n
(2)2 .

Bereken f(1+i).

5. (7 punten). Bereken
2w
cos nx

J > 5 dx {n e N) .
(sin %) + (4 - cos x)

0

6. (7 punten). £ is holomorf in {z | Im z > 0}, £(i) = 0. Als z = x +iy
(xe R, yec R, vy > 0) dan is

Re £(z) = arctan 3 .

Bereken f£.

Tentamen mei 1973

I. (10 punten). f is een gehele functie met een pool in =,

1 £'(z) -
m— J‘ T(Z_) dz = 2 voor alle R > 3.
|z| =R
LI (N BN 1le 0 < r <4
5T J HO) z = voor alle r <y
lzf=r
f(1) = 3,

Bereken £,
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2. (10 punten), Bereken

log = dz
z - 1
]z*1i=R
voor R > | met behulp van de contourintegraal
[ log z .
J ??4?-T dz , (zie figuur)
K

waarbij K bestaat uit de cirkel om 1 met straal R, de cirkel om 0 met
straal §, en twee stukken rechte lijn langs de negatieve reéle as tussen

I-R en -§.

3. (10 punten). Door

) dz

o .
f sin (|z+!]

n=1 12| (2'&)3

=1

is op {a | [a] < 1} een ndlomorfe functie gedefinieerd.

Bewijs dit.

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt aglleen het antwoord gevraagd.

oo
eixsin 3x
4, {7 punten), Bereken J dx .

x +1

-0




6. (7 punten), f is holomorf in € behoudens enkelvoudige polen in z = 2 en
z = 4.

lim £(z) = 0 .

z+oo
J f(z)dz = 0 .
|z|=6
max{|£(z)| | [z] =1} = 2,

£(3+i) is reeel en positief,

Bereken f.

Tentamen januari 1974

I. (10 punten). Bereken

+co
J cos(2rx) -1
(x=1) (x> + 1)

dx .

-0

2, (10 punten). In het gebied G := €\ N is de functie f als volgt gedefinieerd

f(z) :=

n

It r~18§

P Z
S1n = .
1 Zzmn n

a) Bewijs dat f analytisch is in G.

b) Bepaal plaats en aard van de singulariteiten van f en motiveer Uw antwoord.
¢) Bereken £'(0).

3. (10 punten). Van een in {z | Re z > ~1} analytische functie £ luidt de
Taylorreeks om z = 0
2 3 4 5

_z" oz z _ 2
£@) =g T3t 57 T 13

Bereken Re f£(i/3).
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N.B., Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord

4, (7 punten). Bereken

1 J 1 iz
2ni 2|22 (- a)%(z + 2a)

als functie van a (|a| # 1, |a] # 2).

5. (7 punten). Bereken van de functie f, gedefinieerd door

het maximur en het minimum.

gevraagd,

6. (7 punten). Bepaal alle functies f met de volgende eigenschappen:

a) f(z} is overal holomorf behalve in 0, -1 en +1:

0 en -1 zijn polen van de eerste orde met tegengestelde residuen;

+1 is een pool van de tweede orde.

B) lim z£(z) = O,

Zro

) £(2) = £(3) = % i

Tentamen maart 1974

i. (10 punten). Theorievraag. Bewijs de volgende stelling.

Als K een gladde boog is in € en ¢ is continu op K, dan is door

F(z) := J iﬁﬂl dw

Wz
K

een analytische functie F op € \ K gegeven.

E
!
-
¥

SR

]

e e A 4
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2. Op het gebied {z | |z| < I} is de functie f gedefinieerd door

k z4k+l
f(z) := - I T

k

He—18

0
a) (2 punten). Motiveer dat f analytisch is en geef een formule voor f'.

b) (5 punten). Toon aan dat f analytisch kan worden voortgezet in het gebied

G, bepaald door
¢:=¢\ {z | (|z] = 1) A (|arg z| < im)}
en geef een formule voor deze analytische voortzetting.
c) (3 punten), Noem deze analytische voortzetting g en bereken

lim (g(1+h) - g(l=h)) .
h+Q

3, (10 punten). Bereken

+oo ,
11X .
J e sin X
e r——

dx
x(x2 + 1)

-

en hiermee

J sin 2x

dx .
x(x2 + 1)

0

N.B. Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

4. (7 punten). Bereken

2
j . cos 5¢ do .
+ V2 cos 'p

o 2

5, (7 punten)., Bereken

zdz
I L)

|z|=l cos z
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(7 punten). Bereken
i
i 22
J ze log z dz
-1

(integratie langs het rechte lijunstuk op de imaginaire as).

Tentamen mel 1974

(10 punten). Geef een bewijs van de ongelijkheid van Cauchy, d.w.z.:

"Zij f op en binnen de cirkel C := {z | |z| = r} analytisch, en zij

|£(z)| < M voor alle z ¢ C. Dan geldt

¥
]f(n)(0)| < E1;;-- voor allen € N,"
: r

a) (7 punten). Bewijs dat door
2riz

[ T e - ]
£(z) : n£1 -

een analytische functie op ¢\ N gedefinieerd is.

b) (3 punten). Bepaal de convergentiestraal van de Taylorreeks van f

(zie onder a)) om het punt 0, en motiveer Uw antwoord.

3. a) (4 punten). Bereken J -—%EE—ET dz ,

g (2 +1 K

waarbij K de geschetste contour is

{twee lijnstukken op de reele as,

P o WL .
twee halve cirkels om O, 08 R

0<8 <1 <R,

b) (6 punten). Bepaal met het onder a) gevonden resultaat

-]

J -ITOE—X—de.
0

(x"+1)
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N.B, Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alléén het antwoord gevraagd.

4, (7 punten). Bereken

waarbij L de geschetste

stukken).

5. {7 punten). Bereken

i
271

[z-1|=r

mlwt

als functie van T,

a) f heeft een pool van
b} f heeft een pool van
c) f is in alle overige
d) Res_ £(z) = 1;

e) £(1) = £'(1) = 6,

Tentamen januari 1975

1. {10 punten) Gegeven:

G:={z¢¢ |

2i

0 2

contour is (kwartcirkel om 0, twee rechte lijn-

dz

6, (7 punten). Bepaal de functie £ die voldoet aan

orde 1 in z = 0;

orde 1 in z = «;

z analytisch;

1< |z} <3},

¢ is anmalytisch in G ,

V,ec Lo <11 .

Bewijs dat

J 9 (2)

T—:?ETET dz = 0 ,

|z]=2
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3.
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{10 punten) Gegeven is de functie f door

f(z) := log z ‘(Re z>0) .,

22 -1

a) Localiseer en beschrijf de eventuele singulariteiten van f.
b) Bereken met behulp van de integraal
J f(z)dz
K

{(zie figuur, twee kwartcirkels, twee lijnstukken) v K

de waarde van

Jl.%s.zdx, | 8 R
x7 -1

4]

&J;-z:_m‘ = e

(10 punten}) Voor {z ¢ C | Re z > 0} is gegeven de functie f door

o -nz
£(z) 1= Z (_1)n+l e
n=} n

=N

a) Bewijs dat f analytisch is en bepaal £'(z).

-
it e

b} Laat zien dat f analytisch kan worden voortgezet in het gebied G, gedefi-

nieerd door
Gi=C\{z=x+1iy | x=04 |y|] 27} .

c) Noem deze analytische voortzetting g en bereken g(-1).

AR N - G g

o

S

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

(7 punten) Bereken 3%
’(1‘
oo B
J . COs X dx .
X~ + 3ix - 2

(7 punten) Bepaal alle functies f met de volgende eigenschappen:

a) £ is een gehele fucntie,
b) |£"(2)| < |z| voor alle z,
c) £(0) = £(1) = 0.
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2,
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(7 punten) Bereken

3
J - z7 + ] dz
]z]=l (z° - a)(z + 2)z

als functie van a.

Tentamen maart 1975

o«©

i
s

(10 punten) Door F(z) := 2 n{l - cos 1:;9 is een gehele functie F gedefi-
n=1 nY'n

nieerd. Bewijs dit, en bereken F"(0), .
ay

(10 punten) Voor reéle positieve x is gedefinieerd de functie f door

1
E(x) 1= (1 + x)x . -

a) f kan analytisch worden voortgezet in € met inachtneming van een snede
langs de reéle as van ~! naar —~, Bewijs dit.
b) Noem deze analytische voortzetting g.

Bereken g' (0).

o
(10 punten) Bereken J cos x = 1 dx.

x2(x% + 1)

0

I
i

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

-3

(7 punten) Bepaal a ¢ R, b ¢ R, zZo dat
3 3
a+bi=log((¥1)3 +7i%) ,

L
z
e

dz.
(z ~ 1)(z + 3)2

(7 punten) Bereken J
|z|=2
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(7 punten) Bepaal alle functies f met de volgende eigenschappen:

a) £ is in € holomorf behoudens een pool van de eerste orde in z = I met

residu 1;

b) lim £(3) bestaat;
220 2
c)op iz | fz] =1 Az 41} geldt Re(f(z)) = 0,

Tentamen mei 1975

a) Bereken J log z dz. ?6

(10 punten) Zij f analytisch op €\{0}. Verder is gegeven

i) f heeft in O een pool van de orde 2 met residu I.

ii) f heeft in | een nulpunt van multipliciteit 3.
f(z)
z log z

Bereken f(z).

iii) | | is begrensd op {z ¢ ¢ | |z| 2 2J.

(10 punten) Op het gebied {z ¢ € | |Im z| < log 2} is de functie f gegeven
door

[+~

£(z)} := z 2 %os nz .
n=0
a) Bewijs dat f in het aangegeven gebied analytisch is.
b) Motiveer dat f analytisch kan worden voortgezet in C behoudens een aftel-

baar aantal polen, alle gelegen op {z ¢ € | |Im z| = log 2}.

(10 punten) Zij K de nevenstaande geschetste
kromme, bestaande uit twee kwartcirkels om 0

en twee lijnstukken langs de assen

(0 <5 </2 <Ry .

K 24 +4

b) Bereken met behulp van het resultaat van a) de integraal

®«K

[ ez o,
0 X +4

Y
o
>

S
;ﬂ
S
i

R Rt SRR

L L e L e L
L I R A o R i

2

i
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N.B. Van opgave 4 wordt alleen het antwoord gevraagd.,

a) (5 punten) Bereken het negatieve deel van de Laurentreeks van

(z + 1)3 1
z Vi + 2z

om z = 0, die convergeert in z = 1,

b) (5 punten) Bereken

1 ZCOS-I'

Tentamen januari 1976

(10 punten)

a) Laat zien dat door

£(z) 1= E cos(z %ggkn)
n=1 2

een gehele functie f is gedefinieerd,

b) Toon aan dat voor deze functie f geldt

£(z) = 1 + 6(z%) (2~ 0) .

(10 punten) Bereken

+o

sinzx
(et
X{x - m

-

(10 punten) f is analytisch en begrensd op
{zetC| |z| =22},
Verder is gegeven dat f(2) = 2 en

£f(n)

1 +

£(n?) =

1 voor n € N, n =
n

Bepaal f£.
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N.B. Van de opgaven 4, 5 en 6 worden uitsluitend de antwoorden gevraagd.

4. (7 punten) Zij |a[ <] en C1 de positief ddorlopen cirkel met middelpunt 0

en straal | (begin- en eindpunt =-1), Bereken

i logﬁz

71 J 7 92
c (z - a)
L

5. (7 punten) Zij a > 0. Bereken

2w

cos ¢ do
sin ¢ + 1a cos ¢

.

0

6., (7 punten) Zij £ analytiscﬁ in het halfvlak G := {z ¢ € | Re z < O}.

Zij f(x) := arctan x als x ¢ G n R,
Geef de Taylorreeks van f rond het punt -1 en de convergentiestraal van deze

reeks, i

Tentamen maart 1976

R S

5

e, e

1. (10 punten)

a) Laat zien, dat door

[t

o A B
f(z) := Z] ?;?_? . E
n= i

een gehele functie f is gedefinieerd,

b) Bereken van de in a) gedefinieerde functie f de waarde van £'(0).

2, (10 punten) Bereken
cos jmx
J 3 dx .
x

o I~
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3. (10 punten) Zij K de onderstaand geschetste integratieweg (twee halve cirkels

5. (7 punten) Herleid {1 - (-h)i}i+l tot de vorm a + bi (a e R, b ¢ R).

6,

om 0, twee stukken langs de reéle as, R > 15> § > 0},

a) Bereken

2
J z 2log z2 dz .
(z" + 1)

K

b) Bereken met behulp van a) de waarde van

F 2
J X log X dx

0 (x2 + ])2

N.B, Van de opgaven 4, 5 en 6 worden alleen de antwoorden gevraagd.

(7 punten) Van een analytische functie f is gegeven dat Re £(z) = e

(z=x+1iy; x € R, v € R).
Verder is £(1) = 27i - | een negatief, recel getal.

Bereken a en £{z).

(7 punten)
a) Bepaal de grootste waarde van g met de eigenschap dat de reeks
E nz®(2 - z2)®
n=1

convergeert op {z ¢ € | |z| < p},

Noem de som van de reeks 9(z).

cos 2wy

b) £ is analytisch in C\{1} en £(2) = ¢(2) in een omgeving van 0. Wat voor

soort singulariteit heeft f in z = 17
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Tentamen juni 1976

1. (10 punten) Theorievraag. %

Bewijs de volgende stelling:
Zij f analytisch op en binnen de positief georiénteerde Jordankromme J, be-
houdens eindig veel polen, die alle binnen J liggen. Laat verder f geen nul-

punten op J hebben. | ]

Dan geldt |
1 £'(2)

211 J £(z) dz = N - P,
J g
waarbij N het aantal nulpunten, P het aantal polen van f binnen J voorstelt, ‘f
geteld met de vereiste multipliciteit. %
. E
g
-2, (10 punten) ¥

a) Bewijs dat door g

z

J dw (rechtlijnig geintegreerd)

woo=1 ' "

-} k.

een analytische functie van z is gedefinieerd in het bovenhalfvlak V P
(Vi={ze€| Imz > 0}).

b) Noem deze functie F en bereken

y—roo

¢) Toon aan, dat F analytisch kan worden voortgezet in het buitengebied G
van de eenheidscirkel (G := {z ¢ € | ]z| > 1}) en bereken de Laurentreeks

naar machten van z, die in V n G convergeert naar F(z).

3. (10 punten) De integratieweg K (zie figuur) bestaat uit twee rechte stukken

langs de assen en een kwart cirkel om 0 (R > 2). e

a) Bereken

e(~l+i)z . K
4 z L]

K z + 4 L‘f. a'
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b) Bereken met behulp van a) de integraal

[~}

—x .
J e "(cos x - sin x)

dx .
4
0 X+ 4

N.B. Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt uitsluitend het antwoord gevraagd.

(7 punten) Bereken

27w

de
2cos ¢ + 2 s8ing -1 "°
0

{7 punten} De Mobiustransformatie van het z-vlak naar het w-vlak, waarbij

z =x + iy, w=u + iv (x,y,u,v € R), heeft de eigenschappen
a) Het beeld van de x-as is de cirkel
wl|lw=-1] =1}.

b) Het beeld van de y-as is de u-as.

c) Het beeld van de cirkel {z | [z - i| = 1} is de v-as.
Bepaal het beeld van z = 1 + i,
(7 punten) Bereken

lim (2 arctan z + 1 log(l + iz)} .

z2+1

Tentamen januari 1977

(10 punten) Zij a een reéel getal, |a| < 1,

Laat op het gebied {z ¢ C | e? + 72 # 0} de functie £ gegeven zijn door

f(z) :=_........_e_._...__.... .
ez+e

Verder is gegeven de rechthoekige integratieweg K: R (> 0), R + im, -R + im,
~R, R.
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Bereken met behulp van de integraal J f(z)dz de waarde van
K

+o0

J cosh ax
—— dx .
cosh x

]

e LR

't

2. (10 punten) In het gebied G, gedefinieerd door G1 i={ze( ‘ Re z > 0} is

gegeven de functie F door

o S

Z

F(z) := J cgs ¥ dw (rechtlijnige'integratieweg).

Ow+1

a) Laat zien dat F analytisch is in Gl'

i e e

b) Laat zien dat F analytisch kan worden voortgezet in het gebied G2 gedefi-

nieerd door

i={ze ¢ | |2zl > 1} .

n U
c) Bereken van de Laurentreeks cnz voor F, die in G2 convergeert, de

I

coefficient c¢. :

3. (10 punten) Zij G het gebied, gedefinieerd door
G:=Q\{x+iy | y =0 xx< -1},

Beschouw voor z € G de reeks

]

7 . il

n=1 n log{z + n) -é

Laat zien dat de som van deze reeks voor alle punten van G op &&n singulari- ?ﬁ
i

teit na bestaat, en een analytische functie f is. Berekenplaats en aard van ﬁ
b

genoemde singulariteit em het residu van £ aldaar. 5
i

1

Van opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd. :ﬂ
v

4. (7 punten) Bereken ﬁ
277 }?‘;f

Cos @ ) ":

J 2 cos ¢ + sin ¢ + 3 do » ﬁ

0 :
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5. (7 punten) Bepaal een functie f, die aan de volgende voorwaarden voldoet.
f is overal holomorf, behalve in z = 2, waar f een pool van orde 2 heeft met
residu 1;
f heeft in z = 0 een nulpunt van multipliciteit 1;
f heeft een essentiéle singulariteit in z = =
£(1) = 2.

6. (7 punten) Bereken Resof(z), waarbij

+ i

)
(z+ 1) 2(z=3)

Tentamen maart 1977

1. a) (3 punten) Laat zien dat
Y [(lw] < 1) = (lew -1 -w < [wlz) |
weC - :
(Het is niet raadzaam w = u + 1v te stellen,)
b) 7 punten) Bewijs dat door

) =D

n=1

z
n+1(en -1

een gehele functie van z is gedefinieerd.

2. (10 punten) 2ij K de integratieweg, geschetst in nevenstaande figuur.
(2 stukken reéle as, 2 halve cirkels om 0,

0 < 8 <1 < R), Bereken met behulp van

2

J Z%log Z 4z : K
z"+1

K

de waarde van

°° VAN
8

J x log x dx

k 4
L 4

5 .
0 X+

3. (10 punten) Van de functie f is gegeven

i) f is analytisch in € behoudens twee polen met residu 1, resp. 0;
ii) de enige nulpunten van f zijn z = 0 (multipliciteit 2) en z = » (multi-

pliciteit 1).
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Laat zien dat f van de volgende vorm is:

2

Z

(z-a)(z-2a)

£(2) = ; (@0 .

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen hét antwoord gevraagd.

(7 punten) Bereken
27

J 1 - cos ¢

1+isincpdcp'

0

(7 punten) Bij een Mobiustransformatie z + w = u + iv worden afgebeeld:
de reéle as op {fu + ive € | u = v} ;

cirkel |z - i| = /2 op de imaginaire as ;

de raaklijn in -1 op {u + iv ¢ & | u = 1} ,

Bepaal deze transformatie,

(7 punten) Bereken

dz

|zl=1 zzsin 4z -

Tentamen juni 1977

(10 punten) Zij n ¢ WN. Met Kn geven we het vierkant aan waarvan de hoekpun-

ten zijn n(n+ ) (£ixi),
a) Toon aan dat |sin z| = 1 op de kromme K-

1 1
Ta z  z Voor Z € C\{kr | k ¢ Z}.

Zij £(z) =

b) Toon aan dat f in O een ophefbare singulariteit heeft.
c) Toon aan dat f in het punt kw(k ¢ Z\{0}) een pool van de eerste orde met

residu (--1)k heeft,

.. R R (%)
Zij In = J ey e dw (z # kw) .
K
n

d} Bewijs dat 1lim I_ = 0.
e
e} Bewijs nu
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0 k-1i
] - =-% + 22 g ;) (z#k, kel .
sin k=1 k“r° - z
(10 punten) Zij
f(z) = Z az (|z| < 1)
n=0
en
glz) = E bnz (|z| < 1)
n=0
Definieer
)
c = ab
n k=0 k n-k

Bewijs dat

n

£(z)g(z) = E c z@ (lz] < 1) .
0

(10 punten) Bepaal alle functies f met de volgende vier eigenschappen.

i) f is holomoxrf op €\{1,-1}; in ! heeft f een pool van de orde ! en in

-1 heeft f ecen pool van de orde 2

ii) J f(z)dz = 0, waarin K de cirkel {z | |z] = 2} is;

K
iii) £(2) = 0(|z|), (2 > =);

iv) f heeft in 0 een nulpunt met de multipliciteit 2,

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

(7 punten) Bereken

1

{sin po l]
Res —— b,
z=1

(22 - Z)2

(7 punten) Bereken

0

cos X
J A dx .

5% 4 4
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6. (7 punten) Zij K het lijnstuk met beginpunt | en eindpunt i.
Bepaal

J lSE_E dz .
zl+l

K )

Tentamen januari 1978

1. (10 punten) Zij K de integratieweg, geschetst in nevenstaande figuur (2 stuk-
ken reéle as, 2 halve cirkels om 0,
0 <8 <1 <R).

Bereken met behulp van

J __log z dz

K zz(zz+l)

de waarde van

o

{ log x dx .

OJ #Q(xz + 1) f

R

2. (10 punten) Zij o een reeel getal, 0 < g < 2.

S R

Laat op het gebied {z ¢ € | e? + 1 # 0} de functie £ gegeven zijn door

i

£(z) = —————s .,

Verder is gegeven de rechthoekige integratieweg L (zie figuuf).

Bereken met behulp van

J f(z)d= < 1.
L
de waarde van ‘T T
oo | L ¥
SO -Q > Y :
—— dx . »
. (e + 1 o

b

3, Zij G het gebied gedefinieerd door

G := C\ix + iy v =0Azx<~1} .
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7 punten) Bewijs dat door
f(z) = z E&%ﬁ
n=1 n

een op G analytische functie is gedefinieerd.

3 punten) Wat is de aard van de singulariteit in het punt z = -1?

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

(7
de

(7
de

a)
b)
c)

(7

punten) Bepaal de aard der singulariteiten en de waarden der bijbehoren~-

residuen van de functie

2 1
z z

z" + 1

punten) Bepaal de Mdbiustransformatie van het z-vlak naar het w-vlak met

volgende eigenschappen:

het beeld van de cirkel {z € € | |z]| = 1} is de cirkel {w ¢ € | |w| = 1};
het beeld van z = » is w = -§i;

het beeld van z = 1 is w = -1,

punten) Gegeven de functie

2
z

£(z) =E—'*-3—— .
Z

Bereken

£'(z)
J —?TET dz .

Tentamen maart 1978

Zij A=C\{xeR | -1 < x 5 1}.

Bewijs dat op A een analytische functie F wordt gedefinieerd door

F(Z) H z —'—"'—z'-'—-i- .
n=1 1 - (nz)

Zij K de cirkel met middelpunt O en straal 2, positief gedriénteerd. Bereken

J F(z)dz .
K
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2, f is een gehele functie met de volgende eigenschappen

iy £(0) =1, £(1) = =1;
i) Vv, o [lf(2)] =2+ 31z[1.

Hierdoor is f bepaald. 3

Bewijs deze bewering en bereken f(z}.

3. Zij H := {x + iy | y > -1} en K de nevenstaande contour (twee stukken reéle
as, twee halve cirkels om 0, 0 < § <1 < R},

Zij f een analytische functie op H\{i} waarvan gegeven is

a) li@ (z - i)f(z2) =1

e— ™

zZri

b) Vx.r_IR [£(x) f(-x) ¢ R] ! K

ey v . [lz] > 2 u»‘z|3/2|f(z)| < 10]. ! \\\

. zeH % \

Bereken met béhulp van - | \
J e "f{z)log z dz _ 16 R

K

[=-]

de integraal J f(x)cos x dx.
0

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

4, Bereken

1 ' ez
g J o adz (|a| # 2) .
lz]=2

5. Bepaal alle functies f van de vorm

+
EE_,_%. a,b,c,d constant, ad - be # 0

f(z) =

cz +

met de eigenschappen

) . 1 £'(2) -
i) ;lm E;T J -*Efgy dz = 1.
" |z|=R

.-.gia;
Pt e

7

Ly

ii) De functie If(z)! bereikt op {z ¢ € | |z| £ 1} een minimum in z = {i en

" heeft op deze verzameling als maximale waarde 3.
4i
6. Bereken f 1og(ez)dz (rechtlijnige integratie). A
0




4.
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Tentamen mei 1978

Theorievraag. In het collegedictaat wordt in een stelling door de formule

L[ £()
i | B2
J ﬁ

N = dz

een verband gelegd tussen het aantal nulpunten N van.een analytische functie
f en een integraal over een Jordankromme J,

Geef een correcte formulering van de bedoelde stelling en bewijs deze.

Bewijs dat door de definitie

z
w Log(l +-E)

F(z) := sin 7z
zZ-n
n=]

een in het rechterhalfvlak {z ¢ € | Re z > 0! op ophefbare singulariteiten
na analytische functie F is gedefinieerd.

Veronderstel dat F in de genoemde ophefbare singulariteiten comntinu is voort-—
gezet. (We noemen de dan verkregen functie weer F,)

Bereken F{n) (n ¢ W).

. Zij G het gebied, ontstaan uit € door weglaten van de verzameling

{x+iy | (x<0) A (y =0)} en zij K de integratieweg, zoals onderstaand
is getekend {(twee cirkels om 0; twee

stukken negatief reéle as,

K
0 < 8§ <1 < R). Bereken met behulp van
J z1/3
— dz
@ (2= 1D ™ 5 R

de waarde van
[==]
J V%

X 4x .
(x + )2

0

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

Bereken

+
J cos 6o

3+ 2/2 cos ¢

do .
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Van een rationale functie f{z) hebben teller en noemer ongelijke nulpunten
an een graad £ 3. f heeft singulariteiten in 0 en in 2.

Reszf(z) = 0, Van de Taylor-ontwikkeling van f(z) rond z = | zijn gegeven

de coefficiénten g = 2, c, = 3, c, = 7. Bereken f(z).
Gegeven
i
ae®?
f(a) := J e dz  (rechtlijnige integratieweg) .

1

Bereken £'(0).

Tentamen januari 1979

(10 punten) Bepaal alle functies f met de volgende eigenschappen:

i) f is analytisch in € met uitzondering van eindig veel singulariteiten.
' 5/2
R + 1

R = |[£(z)] = 40 =

ii) YR>0 YzeDom £ Clz| I
iii) f beeldt de reéle as af in de reele as.
iv) £ heeft een tweevoudig nulpunt.

v) £{(i) = 4.

(10 punten) Zij K de gesdhétste kromme (twee stukken reéle as, twee halve
cirkels om 0, 0 < 6§ < 2 < R)., ‘

Bereken met behulp van

i
2
J z’log z 4.

z +4
14

de waarde van de integraal

- > I"|\

4 R

L J
S

J VX log x ix .

2

0 x + 4

(10 punten) Laat de functie F gegeven zijn door de uitdrukking

(_l)n+]_621nz

[4+]
F(z) := =iz + z
n

n=1
voor die waarden van z waarvoor de reeks absoluut convergeert.

a) Bepaal het definitiegebied van F.

SRRy

TR L

S

EE

,
i)

R

i T
SRR

R
ST

R

S
-2

s

St e
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b) Bepaal F'(z).
¢) Laat zien dat F kan worden voortgezet tot een analytische functie G in

het gebied
E\{x + iy | y =0 a |x| = in} .
d) Bewijs dat voor alle z in dit gebied geldt G(z) = G(-z).

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

(7 punten) Bereken

zeZz+1
J dz .
EIE
(7 punten) Gegeven de Mobius-afbeelding w = z‘i : . Schets in het z-vlak

(bijvoorbeeld door arcering) de figuur die als w-beeld oplevert: het vier-

kante domein

{wed | |Im w| £ 1 A0< BRews 2},

Tentamen maart 1979

(10 punten) Theorievraag.

Bewijs de volgende stelling, voorkomend in het boek "Algebra en Analyse':
""Zij G een open verzameling in €; zij R een assenparallelle rechthoek met

rand 3R, R < G; zij tenslotte f een in G overal analytische functie, Dan is

J f(z)dz = 0" ,
3R

Opmerking. Desgewenst kunt U in het gegeven voor R in plaats van een assen-

parallelle rechthoek ook een willekeurige driehoek nemen. De corresponderen—

de stelling komt voor in het collegedictaat wiskunde 52.
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2. (10 punten) Zij K de integratieweg, geschetst in
nevenstaande figuur (twee rechte lijnstukken,
kwartcirkel om 0, R > 1),

Bereken met behulp van de integraal — -

-z
e dz R(1 + i)
24 -1
K .
1]
de waarde van 0
-X .
J e (cos4x - s5in x) dx . #
0 dx” o+ 1
R(1-1)
3. (10 punten)

a) Laat zien dat door

z
-]

£(z) = § (m- 1)1E™D )
n=1 :

een gehele functie f is gedefinieerd,
b) Toon aan dat f(z) = z + 0(]2]2) (z +~0). i

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

4. (7 punten) Bereken

1
z
dz .

|z|=l sin <

5. (7 punten) Bereken van de functie Tz |cos z| op de verzameling

{z ¢ € | |sin 2| < 2} de maximale en de minimale waarde.

6. (7 punten) Van de functie £, die analytisch is in het halfvlak
{z ¢ € | Re z > =1} luidt de Taylorontwikkeling om z = 0

[=+]
O
n=]

o

v,
&
o

Bereken reéle a en b zo dat £(1 + 2i) = a + bi.

ELIAE

t e g
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Tentamen mei 1979

1. (10 punten) Zij f een analytische functie, gedefinieerd op €\{0}, waarvoor
geldt

Ves0 Yzet [(jz} =R} = (|£(2)] < Rt 4 |log R|DJ .

Bewijs dat f(z) comstant is. SR

2. (10 punten) Bereken

+ce

sin x
J*—z“—“dx
x{x" + 1)

-

met behulp van de integraal

eiz -1 —ﬁ 0 R
J dz

K z(zz+ 1)

over de geschetste contour K (stuk reéle as, halve cirkel om 0 in bovenhalf-
vliak, R > [).

3. (10 punten) De functie F is gedefinieerd door

L n+l

Flz) = ) S 2m

n=1 n z - 1

voor alle z, waarvoor de reeks absoluut convergeert.

a) Bepaal het definitiegebied van F,
b) Bereken F'(z).

¢) Laat zien dat F analytisch kan worden voortgezet in
tN{ze€!l |z] =1 AInzx<0}.
d) Noem deze analytische voortzetting G en bereken G(0).

Van de opgaven 4, 5 en 6 wordt alleen het antwoord gevraagd.

4. (7 punten) Bereken

27

do
5cos 9+ 31 sin ¢ + & °
0
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5. (7 punten) Bepaal alle Mobiustransformaties z + w, die {z ¢ € | |z - 1| = 1}

afbeelden op de eenheidscirkel en rechten door 1 op rechten door 0.

I + 2
1 - cos 2z)
van 2z, die convergeert voor z = |, Bepaal van deze reeks het hoofddeel en

heeft een Laurentreeks naar machten

6. (7 punten) De functie =

het convergentiegebied.

s

The

SR i

=

SREEAE AT

S
=

ST

e

CRTE L A AR
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Antwoorden Tentamens Wiskunde 52

Antwoorden tentamen januari 1973

2. log w is op C, seen continue functie (sprong bij -n). Splits evenwel c, in
twee halve cirkels D en En in onder-, resp, bovenhalfvlak, dan is voor

|z| < | zowel

I '._log w dw als [ 1;5 W aw
ww - 2) g w (w-z)
n n

D

een analytische functie van z (zie opgave 1), dus fn is analytisch op

{z | |z] < 1} (n ¢ N). Als we ons, nu in het z-vlak, beperken tot een wille-
keurige compacte cirkelschijf ¢, = {z | |z| <p <1} dan is bovendien
-3
Ifn(z)’ = | J—zﬁﬁ_—.dwl sl—g-w'._lz-nn = g(n 2) (n-)- m).
¢ v w=-2) n (n = p)
n

uniform in z (z € Cp) dus | fn(z) uniform convergent op CD. Volgens de stel-
1

ling van Weierstrass is F(z) dus holomorf op Cp. Daar Cp willekeurig was, is

het gevraagde bewezen,

3. £'(z) = Z zn-] =7 1 2 (‘zl < 1) (termsgewijze differentiatie van een
n=1
machtreeks binnen zijn convergentiecirkel). Dus f'(z)= liz=
! v (- % )" 3
= 3 3 =1 7 rond z = A i. Uit de integratiestel-
-z -E-7H 0d4-7D 3, o+
; 3. p -7 3 .
ling voor machtreeksen volgt nu f(Z)"fﬁEl)= ) ~ T 7] (rond~z i).
0 (1 - Z l)
R B 3. 5 . 3
Tenslotte is £(7 i) = -log(l ~ = i) = ~log 7 *+ 1 arctan  dus
o z -3 i
_ 5 . 3 1 4°".n 3.
£(z) = -log 7 + i arctan 7+ z — (———)" (rond 7 1).
n=1 1 - Z 1

4. Zie antwoorden tentamen wiskunde 50, opgave 2.
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2
3 3 £ = 7,]3" + 0(—;{) als |z| = R + », Dus (kanaalmethode en schatting)
(2% + a)(z - 2)
2> :
5 dz = 2ri
|2|=R>2 (z" + a)(z =~ 2) j
en
224z . . 22 2nia
5 dz=21r1-21r1.2 *Ziz "’
z|e1 G @G- 2) 2° + a - | .
6, = e
2e

Antwoorden tentamen maart 1973

l. Noem £ (2} := 1 g(-), (n e N, |z] < 1). Alle £ zijn analytisch, daar

| < l, als samengestelde functie vanT (—) en l g. Bovendien is

1w B0 = 8 . i) -

w+0

dus }-ﬁ%?—l £ 2 in een omgeving van 0., Meer expliciet:
350 Y (¥l < 8 = 180D] = 20w]) .

Neem nu n > -é- dan is, uniform op {z | |z] < 1},

Z] <L <o aus [g&)| s 2/E] <2

en daarmee \fn(z)l < 3-2- , waaruit de uniforme convergentie van z f (2)
n

n=1
volgt, F 1s dientengevolge analytisch volgens Weierstrass, Voorts is

[+

F'(z) = ] (:1 g(—))‘ = z-—-—- g (—) (kettingregel!) ﬁ
n=1
en dus T 7 = -z
1n
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f(z) - hoofcldeel0 f(z) is een begrensde overal analytische functie, dus con~

stant volgens Liouville. Conclusie: f£(z) =‘é§ +-% + C, (C# 0).

2
f(z) = E-E——ti-z-—"'—é » 2= 1 is het enige nulpunt, moet dus orde 2 hebben,

Z
2 _ 2 _ ~ (z - 1)2
Cz" + z+ A=C(z~1)" dus C= -}, A = ~}, f(z) = =} ———

z
z_* R_i' G"‘i
0| [z el s kg dah o0 mo o,

b) | f zu dz| < {:? 2nr = Gkrg) +0 (r + 0).

1 z
II
© _3
c) f TE:_; dx bestaat omdat de integrand continu is en &(x 4) als x > =,
0
GQx_*) als x + 0. Volgens de residustelling is (z = 1 is enkelvoudige
pool)

2 z—* :
f ~ dz = 27i Res, T = Cmi exp(-} log 1) = ~2rmi

K
r R .
z édz - (-x + 1Q) 4 (—dx) = X ie fmi dx =
T - 2 1+ x x + 1
I1I R r
R
Pt 151 x—i
e e dx .
r
R
-1 oy~ 4 -t dmi
z ‘dz {(-x - 10) _ _ x ‘e -
[ 4= [ o - (St hw
IV r r
R
ini X
= —ak
e f e dx .
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Samengevat vinden we

. \ eiﬂi - ehiﬂi : x—{
-2ri = f + f - 2i¢ 5T ) j T dx,
I IT ¥

en dus door limietovergang (R + e, T + Q)

-1
X _ i -
fTT'; ===z,
0 sin ¢
z2 1
- = -—n——-—" = - — ——} 1
Zn inx n
- B 3 2 Z
. . = d EEEE dZ .
> 3 2" : f & - cos X * t j (z -2 - 2 :
‘ 0 % lz|=1

6, £(z) = %-+ i log z (Cauchy-Riemann).

Antwoorden tentamen mei 1973

lo £ is geheel met een pool in =,dus f is een veelterm

{f ~ hoofddee%w = constant, Liouville).

[

Uit de eerste integraal volgt dat f binnen of op {z | |z 3}, twee nulpun-

ten heefty dus f is een kwadratische functie,

1

Uit de tweede integraal volgt dat z = 0 een singulariteit (dus pool) is voor

dus £(z) = z(Az + B), en dat L l. Tenslotte A + B = 3, ergo

i
£ B

f{z) = 2z2 + z.
lo

2. ;—%—% is op en binnen K analytisch met ophefbare singulariteit in z = 1, dus

f %3§-§ dz = 0 (hoofdstelling). We splitsen K in vier stukken:
K

T R e T e

e

e Y

Py sy

=

R

R AL S

i
L

e PSR T

e hE

s e

St i e T

ST

S e
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J .%Eé—? dz = J wordt gevraagd;

|z-1|=R
$ 8 R~1
log(-x + i0) (-dx) = log x + im dx = ~log x — im dx
-x = 1 X + 1 x + | ’
R~1 R-1 8

analoog onder de snede:

R-1 R~-1
log{=x -~ i0) ,_ - log x - im ]
[ —= = (~dx) J x 1 9%
8
| J%EE—%dz|s-ll%_—ézLL‘l.zna=w(1)alss+o.
|2]|=6
Samengevat:
R-1
=2midx _
J'l'f -}-[—:-—1-—'*'([(])—-0(54'0)
S
en dus
R=1
. dx .
J = 2ui f 1 = 2ni log R .
0
3. Voor iedere compacte verzameling D := {a | |a] £ p < 1} en iedere n ¢ N

geldt, uniform in a ¢ Dp, jz| = n:

lsin(]z + 1])= < |
(z - a)3 {(n - p)

7 Uz + 1] is redell) .

Verder is bij constante a de integrand, evenals zijn partiele afgeleide naar
a continu op {z | |z| = n}, en is de integrand bij constante z analytisch op
{a | ac Dp}. Dus is iedere term uit de oneindige reeks een analytische func=

. . I .
tie £ van a (a ¢ D ). Tenslotte is |f (a)] < ! . 2mm = 6%—5) uniform
n p n 3

w (n - p) n

op Dp. Dus stelt (Weierstrass) Z fn(a) op iedere Dp en daardoor op
n=1}

{a | |a] < 1} een analytische functie voor,



2, a) Noem fn(z) i=
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%% . [(binomiaalreeks].

Zie antwoorden tentamen wiskunde 50, opgave 2,

Antwoorden tentamen januari 1974

2m1iz
Noem £{z) := I . £ is holomorf op en boven de reele as, behou-

(z - 1)(22 + 1)

dens enkelvoudige pool in z = i en ophefbare singulariteit in z = 1. f is

continu op de reele as en G?lxl-B) als x + +o, dus

+o

2nix
e -1
f > dx
e E-DE + D
bestaat. Verder is
| J f(z)dzl < 2 > . TR > 0 als R+ =,
IZ|=R (R- DR - 1)
Im z20
R -2n _ 1
Dus (residustelling) lim f f(x)dx = 2ni T%_:-TTTEIT en daarmee (reéle com
oo Roeo =R
ponent) f oz waz- ! cdx =-% (1 - e“Z") .
o = DET ) T

e sin ﬁ-. fn is analytisch op €\{n} en heeft in het punt

n een enkelvoudige pool. Kies nu R > 0 willekeurig, vast en |z] < R,

n 2 2R (dus L%[ <4, |n ~ 2| 2 4n). Dan is

. 2 11 I 1 Z 4 4 R
lstngl < QG ez <ll-3535,
dus
2 4R 8 -2
Ifn(z)ls-;l-.-3-3=-§R.n .

£ AdERm e

PR P

< e R R BT e e SR
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waarmee (Weierstrass) de uniforme convergentie en daardoor de analytici-

teit van de reeks ) £ (z) op {z | |z| < R} is aangetoond. Het begin-
nz2R

stuk z fn(z) is een som van eindig veel analytische functies, dus f is
n<ZR

analytisch op C\N,

b) Enkelvoudige polen in z = n (n ¢ N) met residu sin 1 (zie a).

z
¢) £7(z) = ] ¢ 1 sin =)' = ) (-——-l——sin—z-+—c-o-s—-5—) dus
=] 2R n ne (z - n)2 n n(z - n)
P 1 nz
fl’(o)zz—-—2-=-..g..
| n
2 3

Blijkbaar is £'(z) =-% - %? + %;-T... = log(l + z) (Izl < 1), De functie
g(z) := (1 + z)log(l + z) -~ z heeft de eigenschap g(0) = 0 = £(0) en

g'(z) = log(l + 2z) = £'(2) (|z| < 1) dus g(z) = £(2) (1z| < 1) en daarmee
g = £5 g(i/3) = (1 + iV (log 2 + i l‘j) - i/3 dus Re £(iv3) = log 2 -13/5.

0 (|a] < D3 --]—2 (1 < |al <2); 0 (|]a] > 2).
9a

£(2) = |z =g il.lz = 3il; Max = £¢-) = 22 5 min = £(41) = 0.

Zie antwoorden tentamen wi.skunde 50, opgave 8,

Antwoorden tantamen maart 1974

- -]

k -
9 £ = ] DL g <,
k=0 z + 1
z
dw
b) g(z) = J - (we G .
w o+ 1
0
¢) —2ni{Res ( ! ) + Res 6———1-—)} = =27i (— 1 + ! ) = = —
wi 4 3ri 4 3 . 9 . 2
v w o+ 1 < w + 1 7 ni 7 Tl
e e bLe be

(zie tentamen juni 1971, opgave 2).
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‘. . iz 1 2iz
3., Enerzijds is e “sin z = — (e

21 - D.

.. iz . . . . .. 2
Anderzijds e "sin z = (cos z + i sin z)sin z = } sin 2z + i sin‘z .

iz »)‘,;

De functie £(z) := S—22Z peeft enkelvoudige polen in z = + i, een ophef- .ﬁ
z(z"+ 1) i
bare singulariteit in 0, terwijl voor |z| = R>1, Imz 2 0 geldt:
lf(z)l < = .- Uit het een en het ander (ga nal) volgt dat de gevraagde
R(R® - 1) =
integralen bestaan, aan elkaar gelijk zijn, en de waarde 2wi 5%'23__%Tl =

=.g_; (1 = e"2) hebben.
4. Zie antwoorden tentamen wiskunde 50, opgave 6.

5.7, fEp = g+ 5+ 6() als fz| = R .

cos —
2z

6. De integrand is ophefbaar discontinu in 0, Stel z = iy, dan

i

log z = 1og|yl + 5" SB0 Y. Splits in even en oneven gedeelte., Antwoord:

b
. - Ti -1
i I ye 7 dy = - =5 (1 ~-e ),

0

Antwoorden tentamen mei 1974

s =] £(z) (n) _ n! £(z)
. Uit £(z) = ST f T~ 2 dg (Iz, < r) volgt £ (z) = ST f e dz
¢ ¢ &-2
{]z[ < r) en dus met afschatting
(n) ny _M _ Mn!
ENCIRS T TR wi

r r
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N 2Tiz
e -1
n{z - n)

singulariteit in het punt z = n, dus £ is een gehele functie.

2. a) Noem fn(z) 1= (n € N). fn is analytisch, behoudens een ophefbare

2niz

Voor R willekeurig, vast, |z| < R, n & 2R is |e - 1| begrensd en

|;zﬁ—é-274 S j% dus is nzl fn(z) uniform convergent op {z | |z| < R} en

daarmee f analytisch op C\N.

b) De punten van N zijn ophefbare singulariteiten dus de convergentiestraal

is o,

3. a) z = i is de enige singulariteit (28-orde pool) van de integrand op en

binnen K, dus (residustelling)

[ i Ho o MR T L
¢ &+ D (z + i)

b) Splits de integraal:

log =z log R+ =
[ J (Z—Z-E——z-dzlﬂ—-g—f—ﬂR+0(R+)

|z|=R + D (R"-1)

Im 220

I f — éogzz_dzz]s log § ;;.ﬂ6+0(5+0)

="+ D (1 -85

| 2| =6

Im z=0 !

R

f - ;og X 5 dx + de gevraagde integraal (R+ =, 6 + 0)
(x+ 1)

s

(integrand continu, 6(xw3) als x + =, ﬁix—i) als x + Q).

Nu geldt
§ R
log(-x + i0) (-dx) = log x + iw dx |
2 2 2 2
R =+ 1D s (x“+1)

met als limiet
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oo o

f“m_dx+in f..__._‘.ll‘____

0 (x2 + 1)2 0 (x2 + ])2 ] _?

Na limietovergang vinden we dus

2[—-—-&———30 xzdx+in f_________zdx 2-—%+%in2
o0 X"+ D) o0 (" + 1)
en identificeren we de reéle componenten, Resultaat: - %-.
Zie antwoorden tentamen wiskunde 50, opgave 3.
2 - 2
r" (r< ;1 (r>1). [z - DD@E-1)=11.
Zie antwoorden tentamen wiskunde 50, opgave 7.
Antwoorden tentamen januari 1975 i
Vis{ze €| |z| =2} is een compacte verzameling. De functies ¢ en ¢' zijn ' ﬁ
analytisch en dus continu op V. Noem daarom r := Max{|e(z)] | z € V} en ﬁ

A s= Max{{9p'(2)| | z ¢ V}. Uit het gegeven volgt 0 £ r < 1, Op V geldt

oo

22 LY ov)ef) .
k=0

i

Ark is de reeks op V uniform convergent. Termsgewijze

1A

Omdat Iw'(z)wk(2)|

integratie levert met primitieve functies

2! (2) T T ]
|]JI—¢(Z)dz k£0k+1<p (2)|y =0 .
z|=2

Vraag., Zou het ook mogelijk zijn een beroep te doen op de hoofdstelling der

complexe integratie?
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2, a) De enige singulariteit is z = 1. Dit is een ophefbare singulariteit voor

f, want het is een enkelvoudig nulpunt voor zz'-l en een nulpunt voor

leg z.

b) J f(z)dz = 0, omdat f op en binnen K analytisch, dan wel ophefbaar sin-
K .
gulier is (hoofdstelling). Bekijken we de stukken nu afzonderlijk:

X
s

i) de reele as z = x, § + R.
R R @
[e@az = [ 282 ans [1EXg0 (5405 mam .
5 X =1 o ¥ -1

De laatste integraal bestaat, want de integrand is overal continu en

|1%5—§| = d(xui) (x + 0) en |l%3—§| = d(x_3/2) (x + =) ,
x -1

X" -1

ii) De imaginaire as z = iy, R ¥ §.

16 61og y + i %
I £f(z)dz = J ————E-_____ idy =
iR Ry !
R R - )
- Jl%udy_% J741_+1_J%51dy_%
5 y-+1 5 v+ 0 yo+1

(§ + 0, R » »), Ook hier bestaan beide integralen,
iii) De grote cirkel.

iR log R + i
| l—o-g-idz|.<_-ﬂ—R-' 2=d(M)+0(R+m),
2 2 2 R
z7 -1 R™~1
R
iv) De kleine cirkel
) m
|log 8| + =
| J%’-ﬁdz] Sl%s-—-—-—z——z-'—‘d(éllog §1) >0 (8§ + 0) .
s z" -1 1-8

Na limietovergang vinden we daarom voor J f(z)dz:

K
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0=J%ﬁ5mw%wiJl§l@+o+o. 3

o * I o ¥ +1

m.a.w. _;

oolo X nz m1 %
j_a._d“T en J-.g.&_zdy=o

o ¥ -1 o Y + 1 %

(als reéle en imaginaire stukken van een complex getal). | ﬁ

A

Vraag. Probeer rechtstreeks uit het bestaan van @

i

o0

B
ve+1

R A

RS A
T

0

i

af te leiden dat deze integraal nul is (zonder functietheorie;).
3. a) 2ij 6 > 0, willekeurig. In het gebied G*,'G*:= {zeC IRe z > &} geldt
(z = x + iy)

nz e—nx-iny
| = | <Llem o,
n : n

n+tl e
-1
[ -1) .
P , ,
en derhalve is in G° de reeks voor f uniform convergent, ledere term is
. . * . . . *
een analytische functie op G , dus is f een analytische functie op G .
Omdat & willekeurig is gekozen volgt het gevraagde; f' wordt verkregen
door termsgewijze differentiatie (Weierstrass). Derhalve

o

£'(z) = z (1) M . - _Ei_“. (Re z > Q) .
n=i e +1

b) De functie h(z) := -

> is analytisch in ¢ behoudens polen in de pun-
e” + :
ten z = (Zk+1)ni (k ¢ Z). Het gebied G is enkelvoudig samenhangend én be-

vat geen dezer polen. Dus is een integraal binmen G van de vorm

z

- J wl dw (z € G)
0 e +]

onafhankelijk van de gevolgde integratieveg, en stelt een analytische

. ‘ . ] u
functie voor met afgeleide - ———— : ¢

z -
e +1
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op {z | Re z > 0} is daarom

Z

f(z)n*J——‘-i-W——+C
0 e’ +1

met een nader te bepalen constante C.

Uit lim £(x) = O volgt
x—H\D

o« o

dw stel 1
C=Jw———=(w=logt)=det=log2.
0 e + | )

f heeft dus als analytische voortzetting de functie g, waarbij

z
g(z) ==-J de + log 2 .
o € + 1
-1
¢) g(-1)=1032-J Td‘f—=log(e+l) .
e + 1

0

Zie antwoorden tentamen wiskunde 50, opgave 2.

. Zie antwoorden tentamen Wiskunde 50, opgave 3.

.S S
Voor |a| = 13 el
Voor ,a! < Jr 7wl -2:—:—4—]—

Antwoorden tentamen maart 1975

. We weten lim -1-%“5-3 = }, Hieruit volgt
w W

3550 Vet [(w] < P) » (|1 = cos w| < lez)]

Fizeer nu R > 0 willekeurig.

Voor alle z (|z| < R) en allen (n > (%)2/3) geldt dan

R

l——z—_‘ <-—j=P
nvn RP
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en dus
In(1 - cos j”)l < n|——| < 82 12 ,
nvn n
o Z .
M.A.W. Zn=i n{l -~ cos —;;9 convergeert uniform op {z | |z] < R}.
. nvn
Alle termen n(l - cos —%=) zijn analytische functies, dus is F analytisch op
nvn
{z | lz] < R} (Weierstrass) en daarmee een gehele functie, omdat R willekeu-
rig was gekozen. Afgeleiden worden gevonden door termsgewijze differentiatie.

Volgens de betreffende stelling geldt een en ander ook voor F', dus

- ) wz ¢
1t = e i e .;_a
F'0) = ] mnog=—o—.

n=1 n

R A TR R

2. a) Voor reele x > 0 geldt
£(x) = exP(%-log(l + x))

De functie h, gedefinieerd op het aangegeven gebied door

h(z) = % log(l + z)  (hoofdwaarde)

is aldaar analytisch, dankzij de ophefbare singulariteit voor z = 0,

h(O) = 1. De functie g, gedeflnleerd door g(z) i= exp h(z) is anmalytisch

(samengesteld uit de analytlsche functie h en de exponentiele functie) en y
Coat

daarmee analytische voortzetting van f, omdat g(z) = f(z} voor z reeel, z > 0. 3§

b) g'(z) = eh(z)). = h(z)h (z); g'(0) = eh(o)h '(0). Van h{z) is de Taylor—gug
reeks om z = 0 '}%

z z2 z3 .sﬁ

h(z) =] - "f + '3"’" "Z- s E

dus h(0) = 1, h'(Q) = -4§.
¢ g'(O) = -%e.

e

e g T S



- 164 -

3. Beschouw de functie f gedefinieerd door
elz -1

zz(z2 + 1)

f(z) :=

-1 .
Merk op dat —EEEEE—-—— het even gedeelte is van f(x). Nemen we nu 0<&8<1<R,

o XX+ 1)
dan geldt voor bovenstaande integratieweg K (twee stukken reele as, 2 halve

cirkels om ()
iz =1

J f(z)dz = 2mi Res. = 1 - omi &1 o {e~1)

. 12 +i)(z-1) i%.2i e

(f is anmalytisch op en bipnen K, behoudens een enkelvoudige pool in z = i),

Beschouwen we nu de afzonderlijke stukken,

=]

J f(z)dz + J £(z)dz = 2 J cos x-1 4.4 9 Jcos.x-l dx ,

2. 2 2,2
ITI 5 X (x“+1) xT(x"+1)

(8 + 0, R+ =) (de laatste integraal bestaat, want de integrand is continu

(ophefbaar discontinu) op [0,=) en thzﬁ (x » «)),
X

| Jf(z)dz] STR il 50 alsR o w .

2,.2
v R*(R 1)

Voor J f(z)dz nemen we in aammerking, dat f£ in het punt O een enkelvoudige

11 iz
pool heeft, lim zf(z) = lim e -1 21 = j, Het residu van f in O be-
z-+0 z+0 z” + 1

draagt i, en daarom (stelling)

1im J f{z)dz = lim J f(z)dz = -2ni+d Resof(z) = T,
840 I1 8§40 ?.5

Na limietovergang is daarom de totale balans

[++]

ELEéLLl = 2 J £%£J§—Z—L dx + 0 + 7 ,
0 x“(x"+1)

J cos 3“:_1 dx = - %- (negatief. vreemd?) .

e
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Swi

72V

*

Zie antwoorden tentamen Wiskunde 50, opgave 6,

Antwoorden tentamen mei (975

Beschouw de functie g, gedefinieerd door

2
g(2) 1w —fee £(z) .

(z - 1>

g 1s overal analytisch, behoudens ophefbare singulariteiten in z = 0 en z =1,

dus een gehele functie, Verder is

O P e ON
log z z - |)3 "'z log z
begrensd op {z ¢ € | |z| 2 2}, m.a.w.

4 YRe2 Y [(z] = R) = [g(2)] < A(long + “2)53 .

Berekenen we nu de Taylorcoefficiénten van g rond z = 0, Stel g(z) =
(z e ©) o

a_z
n

Ho—18
o

n=0

2 2,4
fa_ | = | 1 g(z) dz| < 21R A(log'R + 19)2
n 2mi n+l 2T n+l
z R
|2{=R -
We zien dat voor n = | het rechterlid naar nul gaat (R - =) dus a;=a,=...=0,

Bijgevolg g(z) = constant. Dus

3 2

Uit i) volgt dat C = 1/3,

a) Merk op dat cos nz = }(e*™? + e *T%) = J(e%H)D + 4(e *H)D, ;ﬁ

Voor Vp = {z | |In z| s p < log 2} (p vast) is daarom

- p
n e\ n
|2 " cos nz| < 03?) = r" met r vast, 0 < r <1,
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Bijgevolg convergeert de reeks uniform op VP. Iedere term stelt een ana-
lytische functie voor, dus is f(z) voor alle z in V_ analytisch (Weier-
strass) en daarom ook in het gebied {z | [Im z| < log 2}.

b} We kunnen heel gemakkelijk f expliciet uitrekenen met meetkundige reeksen:

) %(ez P = ] — (Im z > ~log 2)

0 2 -e

o éiz n ]

g 5 ( 5 ) = - e_iz (Im z < log 2) .

Dus is de analytische functie g, waarbij

1 1
g(z) := — +

2 - e 2 -e

analytische voortzetting van £ in €, De fuynctie g heeft polen in

{+ i log 2 + 2km | k € Z}.

3. a) De functie Tz E%E—E— heeft binnen K als enige singulariteit de enkelvou-~
z + 4

dige pool 1 + i met residu

1im z-1-1 log z = log(l + é) = - -i-g(l-i-i)log(l +1i) .
zri+i oz +4 41 +1)

Omdat de integrand verder binmen en op K analytisch is, geldt (residustel-~

ling)
J 2082 4z = 2ni Res;,, (F2B-E) = (1 -1i)log(l+1) .
g 2 + 4 z +4

b) We splitsen de integraal van a) in vier stukken:

I: de reele as:

R o
J 123 X dx - J 103 X dx
5 X +4 0 x +4

(als § + 0, R + =), De integraal bestaat, want de integrand is continu op
-3
(0,) en 8(|log x|) (x + 0), &(x ~) (x + =),
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II: De imaginaire as: z = iy, R ¥ 6,

§ R i
log iy . o - log y + $ni g
J y4'+4 1 dy i y4 = dy i
R $ g
v-i | 2B Y gougr | = (540, R > ). i
4 [ A
o Y *th o ¥ *é L
‘ﬂi
4
III: De grote cirkel, Hier is de |integrand| te majoreren door lfﬁ%;iille 7
dus RE-4 : é
iR m E
log R + = _%
| et s Bo T 3
z +4 R -4 %
als R + = (schattingsstelling). L
IV: De kleine cirkel. J
[log 8] + =
|integrand| < T .
4 =6
dus

;.  llog 8] + 3 |
|integraal| < 5 § =™ > 0 (§ 4 0) :

2 4
4-6 h
%
Na limietovergang vinden we derhalve ;@
T -i)log(l+1) = (1-i) | 198X ay 4+ 4 | 2L, 4
8 x4-+4 y4-+4 ”%
0 0 %
en, door het imaginaire deel te nemen: F%
%
J-l-gﬁ-—’i dx = & Im((i - Dlog(l +1)) = Tz(log 2 = ) . g
X +4 a
0 : %
4. a) Zie antwoorden tentamen Wiskunde 50, opgave 6. 'E

b)Y | ~cos t - sin 1. . B
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Antwoorden tentamen januari 1976

cos(z log n)

2!1

vaste R > 0 op het gebied {z | |z| < R} de ongelijkheid

1. a) Voor alle n is een analytische functie. Bovendien geldt voor

Icos(z log n)l _ Ielz log n g1z log nl .
ot 2n+l
3 eR log n + eR log n ) BE
- o+l o !
0 nR
Nu is Z — convergent (ecriterium van d'Alembert) dus is de gegeven reeks
n=1 2

uniform convergent op iedere cirkelschijf met middelpunt 0. Derhalve is f
op iedere cirkelschijf om 0 analytisch en bijgevolg een gehele functie.

b) £ is een even functie, heeft daarom slechts even machten in zijn Taylor-

ontwikkeling om 0; £(0) = I; ergo lim Eiili:—i bestaat.
z+0 z
2. Omdat sinzz = §(1 - cos 2z) kiezen we als integrand de functie £, gedefini-

eerd door

1] - e2iz

Deze functie is op en boven de re€le as analytisch, behoudens een eerste orde
. | . Co s
pool in z = 0 (re51du‘?) en een ophefbare singulariteit in z = 7., Nemen we

als integratieweg de "ananas"-contour K uit nevenstaande figuur, dan is

J f(z)dz = 0 (hoofdstelling) .
K

Merk op, dat langs de grote cirkel
-R ) R

| j f(z)dz| < 7R L*! + 0 (R > =)

N RZ(R - 1)

en langs de kleine cirkel

§

J f(z)dz » -27i-} ResO £f(z) =1 (& + O) .
=8
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Derhalve geldt

R )
J f(x)dx + J f(x)dx + -1 (6 + 0, R > =) ,
-R

In het bijzonder nadert daarom het reéle deel van de som dezer laatste in-

tegralen tot -1 (R + =, § + 0).
R -8

lim (4 J 1 ; cos 2X ax + ) 1 ~cos 2x dm)= -1 ,

840 R (x ~m) - xz(x - m)

Ry
M.d W

4@
sinzx
X (x - 7) R

-0

(De integraal bestaat omdat de integrand continu is en d(|x|m3) als |x| + =).

OEmerkingen.

+0

a) J f(x)dx bestaat niet. Waarom?

b) We kunnen het rekenwerk bekorten en de klippen omzeilen als we bedenken
| dat door. breuksplitsing
I 11 1 i 1

= s e e - D),
XZ(X - 'IT x2 2% =1 X
zodat (waarom?)
oo +o0
sin“x 1 sinzx
———dx = - —_—dx = -1
2 m 2
—m‘ x(x—“) — X

(vgl, dictaat, hoofdstuk V, achteraan).

3. Uit het gegeven volgt
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met volledige inductie
k
,(29)

k
2(2 ) -1

s (k 2 0, geheel)

hetgeen leidt tot het vermoeden, dat

f(z) = =3 f*(z) .

z ~ 1

]
i—

om dit te bewijzen stellen we 2z s £(z) =: g(w), f*(z) =3 g*(w). Blijkbaar

is g analytisch en begrensd op
{we €| 0<|w 514},

derhalve ophefbaar singulier in w

0 (vgl. opgave V),

g*(w) =7 l - is ook analytisch op

{wet| |w <4}
_zk @
en stemt met g(w) overeen in een rij punten (2 )k=0 die zich verdicht in

0, Ergo (identiteitsstelling) g{w) = g*(w), f(z) = £%(z).
1

a+ 1’

Zie antwoorden tentamen Wiskunde 50, opgave 2.

'IZ"[ 1 _ 1 3(z+1)“
Ya-ot g« 0

I
INE
+
ie~18

n=1"

convergentiestraal = V2,

Antwoorden tentamen maart 1976

sin nz ., . .
a) V.. [Tz Tao1y7T is een gehele functiel]. Neem nu R vast, |z| < R, dan is

. inz -inz nR
lml = l_l— e - e l < e
(n-1). 21 (m - D). T {n - 1) "
4 enR R+el T in nz
Nu is } =———r convergent (som = e ) dus is ) 2z uniform
el (n - 1). . ael (n-1).
convergent op {z | |z| s R}, bijgevolg (Weierstrass) is f analytisch op

{z | |z] < R}. Dit geldt voor alle R, dus is f een gehele functie.
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b) Door termsgewijs differentiéren (Weierstrass) vinden we

=]
1 = 1 CO5 nz
@ = ) G-nr .
dus ?
;
[ ~ Il - d
£7(0) = Z [ 2e . 4
n=1 4
OEmerking. é
) = e1z z (el?)n ) -12 E -Tz)n }  §
21 5 n 21 0 n. ;
eiz i g o1z iz -
= 5T exp(e™ ™) - 5T exp(e ) . -;%
2., Beschouw de functie f gedefinieerd door o
e%ﬂiz |
f(z) := 5
1~z
f is overal analytisch, behoudens polen van de eerste orde in z = | (residu

- %Q en z = -1 (residu -;%). Integreren we £ over een kromme K als nevenge-

i RE WS i e

schetst (kleine halve cirkeltjes met straal §&).
Dan is de uitkomst O (hoofdstelling).

Langs de grote cirkel:

~R
| J f(z)dz| < ™R

+ 0 (R =+ ),
R -1 . »
R -R -1 1 R

Langs de kleine cirkeltjes geldt voor § + 0:

J + J +> 2ni(~} Res_, - 3 Resl) # -1 . (Stelling)
¢
Langs de stukken reéle as samen, door symmetrie van de intervallen t.o.v. 0

(oneven integrand geeft bijdrage nul):
~1~6 -6 R &

J f(x)dx + J f(x)dx + J f(x)dx = n
~-R ~-1+6 148 :
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| -1=6 1-8 R
. J cos ﬂg dx + J cos é;x dx + J cos é;x dx +
-R 1 - x —148 1 - x 146 I - x

L]
. I cos égx dx
1 - x '

(integraal bestaat, want integrand overal (ophefbaar dis)comtinu en ﬂkliﬂ
Il > =) x
Na limietovergang vinden we daarom

o _ o

0=0-7+ J EEE_A%E dx , dus J EQE_iEE dx = %-.
1 - x 0 1 - x

-~

2
3. a) Noem £(z)} := z”log z
(z2+1)

2
orde pool in z = i met residu (E—i25§£);=i (Cauchy). Dit residu bedraagt
(z+1)

» Op en binnen K is f analytisch behoudens een 2-de

% - % i, Dus (residustelling)

2,
Jf(z)dz R
K

b) Splitsen we de integraal in 4 stukken. Grote cirkel:

-R
2
| J £(z)dz| < nr BUIGB R * M) _ Jlog Ry | g, o)
(RZ _ ])2 R
R
Kleine cirkel:
§ 2
| J £(z)dz| = ns S_{log 5% - 1. = 6(s3|10g 6]) > 0 (5 + 0).
-8 (l -4 )
Positieve reéle as:
R 2 ¥ 2
x log X dx -+ J X log x_ dx (absoluut convergente integraal).
(x2+1)2 (x2+1)2

8 0
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Negatieve reele as: z = -x + i0. R ¥ §,
¢ R
xz(log_x + im) leog X + iﬂx2
2 5 (~dx) = 5 5 dx
R (x"+1) s (x“+1)
(2] [ -] .
: 21 2 .
-+ LE.L.}.I._ dx + im ol dx 3
x% + 1)2 P+ ])2 S
o 0 ,
&
(R > @, &4 0). i
Na limietovergang vinden we daarom -E%
_ Vt%
n23 "1 T2 3
S+ dn =042 |XLBX oL in X dx 4
4 2 2 2 2 L
0 (x" +1)° 0 (x“+1)
dus als antwoord resp. nevenresultaat
xlogx .71 X gx =T
(x2-+1)2 4 7 (XZ >2 4"
0 0 + 1
4. Zie antwoorden tentamen Wiskunde 50, opgave 2. :
5. Zie antwoorden tentamen Wiskunde 50, opgave 5.
6. Zie antwoorden tentamen Wiskunde 50, opgave 7.
Antwoorden tentamen juni 1976
s : L E'(z) .
f heeft slechts eindig veel nulpunten binnen J (waarom?) ; (2 is een ana-

lytische functie op en binnen J behalve in die punten, waar f een nulpunt of

een pool heeft, Volgens de residustelling geldt

1 £'(z) a £'(2)
T J HO) dz = I Res —¥?ET ’
b ,

waarbij de sommatie plaatsvindt over alle nulpunten en polen van £ binnen J.
In de omgeving van een E%%E%EE a van f geldt £(z) = (z - a) ¢(z), waarbij
9(a) # 0 en ¢ analytisch is in a, Hierbij is k de multipliciteit van het

nulpuﬁt, resp, minus de multiplicitéit van de pool.

£'02) = k(z - &) Vo(z) + (z - &) (2)
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£'(z) k p'(z) . . , ..
dus AOREEY 7 (z) in de omgeving van a, Omdat ¢ analytisch is in a,

] L
9(a) # 0 en ¢' analytisch is in a geldt Resa 23%5% = 0, dus Resa E?%%% = k.

Bijgevolg:

I £
.Jf§:%d2= ) k; = ] k,=N-P,

271 1 nulpunten * polen

2, a) Beschouw H := Vu {z ¢ € | |z| < 1}, Tedere Jordankromme in H omsluit geen

enkele singulariteit van de analytische functie Tw (w2 - l)—l dus is

onafhankelijk van de integratieweg (hoofdstelling). Uiteraard is Tw (wz-l)“1

1

ook continu in H, dus is F analytisch in H met als afgeleide F'(z) =

22-1
0 y
b) F(iy) = J dx + J ide (zie wiskunde 10)
x% -1 (ie)? -1
_i 0
x -1 0
= } log|=—— -i arctan y .,
X + 1 -}
Bijgevolg is lim F(iy) = ~} log 3--%; .
yre *
¢} Beschouw het gebied G = G u H.
Iedere Jordankromme in G omsluit Bf geen enkele singulariteit van
Tw (w2 - l)_] 6f beide singulariteiten ~1 en +] waarvan de som der resi-
duen O is. Dus (residu- of hoofdstelling)
z
J dw
- w2 -1
. . . . ' . 2 -1
is onafbankelijk van de integratieweg in ¢*. Tevens is ?W(W - 1) = con~

. b *
tinu 1n G , ergo

g(z) := J —_—,
- w2 -1

is analytisch in ¢* met afgeleide

en uiteraard is g een analytische

voortzetting van F, Merk op dat 2% -1
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h(z) = -2 -~ Lo (z] > ).

Dan gelidt (Weierstrass) voor vaste p, door uniforme convergentie van de

laatste reeks op {z | |z] > p > 1}

h'(z) = 13 +-lZ +--‘-g ‘..

z z z
zodat (g(z) - h(z))' = 0, en daarmee g{z) ~ h(z) = constant = C
(]z] >p > 1), Bijgevolg g(z) - h(z) = C (|z]| > 1) door de identiteitsstel-

ling. Rest ons het bepalen van C

lim g(iy) = -} log 3-%; (zie b))
y-’@
lim h(iy) = 0 .
yoo
Dus
{z) = -} lo Y. S S IS WA (Jz| > 1)
gLz = B 2z 3 5T

3. a) De integrand is analytisch in € behoudens de enkelvoudige polen (+ 1 + i)

{4 stuks) dus (Residustelling)

J e(‘l'*'i)z e(--l+i)z
—srsainann 7 = 211 Reg,  , seecsmm—=
' 24 . 4 1+1 z4 . 4
K
- 2ni lim 2 U0E) Itz

sl 44 z o+ 4

. =2
2 - 2rie __T -1y .

TN 4(1+1)°  gel

271 (r—gpimmm—ein) €@

(24
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b) Splitsen we de integraal over K in drie stukken

R (-l+i)x R X
I: J._TE—__—— dx = J A {cos ¥ + 1 sin x)dx
o ¥ t 4 o X +4
o

-x
-+ J 2 {cos x + 1 sin x)dx (R » =)

o ¥ +4
(de integraal bestaat, want de integrand is continu en d&;;) (x + =))
X
° 140z O (-1+i)iy
II: JT—dz=J%-r——idy=
e % Ot 4 R (iy) " +4
R . R
- J -ie( l_ilz dy = J e y(—sin y ~- i cos y)
4
0 y o+ 4 0 y4+4
-+ J 7 (-sin % - i cos x)dx (R » =) (analoog).
0 X +4
1Re(-1+i)z TR R
AR R* -4
Immers: |e(-1+1)(X+1y)| = e-x—y < ehR langs de integratieweg. Samengevat

vinden we met a) na limietovergang

o

-X
(1-1) = (1 -1) J E —(cos x - sin x)dx
2
8e X7 + 4
dus
~X .
J e (cosax sin x) dx = n2 )
0 X + 4 8e
2 .
4. '5' Ml
5. 24,

6. i log 2.
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Antwoorden tentamen januari 1977

l. De functie f is overal analytisch behoudens daar, waar e +e %= 0, m.a.w.
z = (k + §)wi (k ¢ Z). Van deze punten ligt er g&8n op K, en alleen z = Iri
binnen K. Omdat dit punt een enkelvoudig nulpunt is van e? + e % (hoe ziet
U dat in?) en geen nulpunt van eaz’ is het een enkelvoudige pool van f en
‘geldt (denk aan differentiequotiént)

fni  az _

oy 1 z-
Res%"i(f) = lim ——%— ¢

1 . jarni
z -z =721 °
z>ini e + e

1 .
Bijgevolg is J f(z)dz = neza“l (residustelling). Nu splitsen we de integraal

K
in vier stukken

R 03X , ® o3%
I J e X > J —————dx =1 A (R » ») ,
X -X X ~X
e + e e + e
-R —o0
Deze laatste integraal bestaat, omdat de integrand continu is en ﬁ
ax _ :
e + e g
-R+71l ax i R eat . é
i Sy dz = e J T 4t > Ae ®R + =) .
Rei e” + e g & te
R+mri .2 e|a|R
111 [ —tmmeee dz| € = 7 >0 als R > o,
Z -2 R__-R
e’ + e e -e
R
-R
f 037 e]a|R
v | dz| € ———— 71 +0 als R .
L eR _ e-R
—R+T|'i P

Combinatie van de vier limieten levert

ant _ éa-n'i - T i

(e + DA = re , m.a.w. A Toos Tra 3

Ock peldt H §
=] e-—ax ‘Tr é‘i

J K, K dx = E“EBEFE?E (vervang a door =-a) . ;
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Uptellen levert

+ e m
dx =
X -X cos 3ta

hetgeer tevens de gevraagde uitkomst is.

2. 8) In G := G, u {z e € | |2] < 4} is de functie Tz £%5~5 analytisch, en te-
z"+ 1
vens is G enkelvoudig samenhangend. Bijgevolg is volgens de hoofdstelling

Z cos W
0 2

F(z) gelijk aan | dw (willekeurige weg binnen G) &n de integrand

woo+ 1
is een continue functie in G. Ergo is F analytisch in G (stelling).
. ce e . CoSs Z .
by In ¥\ 1,-1} 1is Yy ——— analytisch, en
P
Res . - cos =z _cos i Res cosS 2 _cos(-i) _ _cos i
il dzriy{z-1) 2i @ -1i(z+D(z~1) -21i 21 ¢

Jde residuen zijn samen nul),

Biigevolg is f c;s Z 4z = 0 voor elke Jordan kromme, die +i en -i geen
J o274+

van beiden omsluit (hoofdstelling) of beide omsluit (residustelling). We-

derom is nu binnen het gebied G =Gy G, aan de voorwaarden der sub a

gebruikte stelling voldaan, die garandeert dat de functie H,

4

H(z) := J °‘2’S Y odw
0

w +1

. * . . . .
binnen G° analytisch is en binnen Gl samenvalt met F.
+co
¢) H(z) heeft een Laurentreeks z cnzn, convergent binnen G2, die als terms-

—oo

gewijs te nemen afgeleide de Laurentreeks oplevert voor de functie £os 2
z7+ 1
(stelling). De gevraagde coéfficiént c, is derhalve de nulde Laurentcoéf-
ficiént van Egﬁmg-rond 0 binnen Gy:
z7+1
R I e att= 1= e el
|z|=2 (z+ 1)z 2i
_ e+ e

]

> {(Residustelling) .
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3. Ieder van de functies fn,

£ o= Y ! (0= 1,2,3,...)

n z nzlog(z + n)

is analytisch in G, behoudens £, die een enkelvoudige pool heeft in het
(enkelvoudige) nulpunt z = 0 van Tz log(z + 1}, De polen en sneden van alle

fq'liggen verder langs de snede {x + iy |y = 0 A x < =1},

27

Zij nu R > e”", willekeurig. Voor alle z (|z| < R) en alle n (n > 2R), geldt

[log(z + n)| = |log|z + n| + i arg(z + n)| 2

v

log(n - |2|) = n>log R~ 75 7.
Dus geldt onder deze voorwaarden

, 1 1

nzlog(z + n) T

2 -]

de algemene term van een (uniform) convergente reeks reéle getallen. Hiermee

is de op {z ¢ € | |z| < R} uniforme convergentie van Z fn(z) aangetoond,
n>2R
waardoor de som van deze reeks een analytische functie voorstelt (stelling).

Toevoeging van ) £ (z) (eindig veel termen!) maakt Z:_] £ _(2) analytisch
n=2R o
op (G n {z | |z| < RPA\{0} voor willekeurige R, dus op G\{0}.

Op grond van het eerder betoogde vinden we in z = O een enkelvoudige pool
P

met residu lim z = 1,
z-0 17log(z + 1)
27
4, - 5 -
.. ) z I
5. bijv. £(z) = iz(e” - e + 1 +-————~E).
(z-2)
6. 2 ¢ £(z)dz = 0)
) 32 ) i I:’\'
|2|=R>3 §

Antwoorden tentamen maart 1977

. i
I. a) Voor e" geldt in het gehele complexe vlak g?
W I 2.1 .3 L
e =1 +W+-§-T-W +'§-E'W o, ‘ﬁ‘}
dus # 'ﬁ
e’ -1 -y = %T~w2 + %T-WB +...= w2 %7 + ;. w + %T w2 L I

Bijgevolg geldt als lw| < 1
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R N L S R e M M

b) De partiéle sommen van de te anderzoeken reeks voldoen aan

z N N L=
D oo™ @an - ) e, I eoMleEn-2) -
n=1 n=1 n=1
N n+l z
-, Zl (--131 . z (-1 el - ]__er).
o

Als N + =, dan nadert het eerste stuk tot de gehele functie 2z log 2.

In het tweede stuk kan bij vaste R, |z| £ R, n > R gebruikt worden, dat

{zie a)
z
- s 225 R
n n 27
n
E.
zodat E (—])n+]( l--—) aldaar uniform convergent, bijgevolg in € over-
n=1

al een analytische functie voorstelt.

2. Op en binnen K, behoudens in het punt i is de functie f, gedefinieerd door

} log z
£(z) := e > log =z ,
z -+ 1

met

log z = log|z| + i arg z (*-% < arg z < %})

analytisch én voortzetting van ? -0 XEL%2§~§ .
X x4+ 1 % log 1lo i
In het punt i vinden we een enkelvoudige pool met residu = 5T g

(Cauchy), omgerekend tot lT-gz(l-r-i).

Volgens de resjdustelling is daarom

2
J-_~l9§~5 dz = Tr‘/_(1 + i)2ri = 1TZ:/mf(i -1 .
z7 + |

N NI'—

K

Splitsen we nu de integraal in vier stukken, en laten we vervolgens & ¢+ O

gn R -+ = toe.

R | .
J x“log X 4. . J Yx log x
X

<«

5 dx, bestaat!
+ 1

5 0 % + 1

(integrand continu, d(|1og x|) (x » 0, d(x_5/4) (x » =)).
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R*(Iog R + )

Rz-—-l

1A

| J f(z)dz| 7R =+ 0 als R » = ,
|z[=R
Im z>0

Gé(llogrﬁl + 1) 8
1 -5

A

| J f(z)dz| +0 als § + 0 .

|z|=¢
Im z>0
-5 rs
J £(2)dz = J 1/§(lo§ x + lﬂ)(_dx) N
-R R X + 1

o] 0

.1 J vx log x dx - 1 j Yx dx

R+, §+0)
0 'x2 + 1 0 x2+ i ’

Combinatie van alle limieten levert

o

” 2 2
(1 +1) J vVx é?g X g = 1 J /g-dx _ n4/5 i - ﬁé/f )
0 X +l} 0 :

x +1

zodat (imaginaire delen!)

=]

J Vx log X dx = nz/f

y
o x2 41 4

met nevenresultaat

oS

f vx dx _ /2

OJ x2+ | 2

. Noem de polem van f resp. a (orde k, residu 1) en b (orde &, residu 0), Dan
is uiteraard a # 0, b # 0, k 2 1, & 2 2, en heeft de functie g, gedefinieerd
door
' l k '
g(z) := —j(z - a) (z~ b)gf(z)
z
in het eindige z-vlak nergeas polen of nulpunten., Uit het poolvrij zijn van
g volgt dat g een gehele functie is

oo

gz) = ] cz' (alle z) ,
r=0

. Lt R R e e R R P e S

ERc

G e s e

L
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waarbij

1 g{z)
Cr T Zmi J zr+] dz .
|z|=R
Merk op dat f in z = = een enkelvoudig nulpunt heeft, dus dat L :=1im zf(z)
bestaat (# 0). e

(R+la])k(Rﬂbl)R 2|L] 1 (R » «)
2

R r+1

< %? 27R
R R

ol =

zodet c = 0 (als r +4 >k + 2 + 1),

Bijgevolg is g een veelterm van graad < k + & = 3, De enige nulpuntvrije

veeitermen zijn echter constanten C, dus k + 2 =3, k=1, ¢ = 2

sz

5 C#0 .
(z~a)(z-b)

f(z} =

De numerieke waarden van de residuen leveren nu

ca® _, Sk-2a) _,
oy = 1, S -
(a-b) (b-a)

bijgevolg b = 2a, en C = 1,

4, /2.
5 = (1 + ')E_:_l
LW Do -
.2 8
6. 2n1(§-* "i).
s

Antwoorden tentamen juni 1977

l__eiz N -iz)
71 ¢

Als z = zn(n + §) + it (t reéel), dan is

i

[. a}) sin =z
. n-n' - l -
oz . iz eilﬂ(n+2)(e €, et)
dus |sin z| =cosh t = 1.
Als z = +in{n + ) + t (t reéel), dan is
. _I - —l 1 - l
lelz C e 12‘ > ||elz| - le 1z|1 _ |eﬁ(n+2) - e n(n+2)l >

=1
S LI

> 1 .
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1 1 z — sin z
) sinz z zsinz ° De teller heeft een nulpunt van orde 3, de noe

mer van orde 2 (volgt uit Taylor—ontwikkeling). Dus de breuk heeft een

nulpunt van orde 1, m.2.w. een ophefbare singulariteit £(0) := 0.

K .
. ) N o ) s N i
c) lim (z - km) (sin - -E) : lim w(sin - W+kTT) (-7 #0 i
z+kr -« w0 i

140 z-kT=w

dus is km (k # 0) eerste orde pool met residu (—l)k voor de functie f,

d) [Ew)| = 1+ ;117{ < 2o0p K (zie a)) .

I 1

w(w - z)l < 1 0’(—1'—) (n > =, z vast) ,

nr(nr - [z]) = n2

1 .1
dus .|1n| S - 8n(n + Dd(_z) 20 (@ o> .
n .
e) Volgens de residustelling is In gelijk aan -

f{w)

I = Z Resai m .

n .
a.binnen K
1 ol

f (w)

Alle singulariteiten # 0 van ] zijn enkelvoudige polen, daar f
slechts enkelvoudige polen heeft en w(w - z) alleen een enkelvoudig nul-
punt heeft in z (# ky). w = 0 is een ophefbare singulariteit, daar tel-

ler en noemer een nulpunt van orde 1 hebben.

£(w) _ £(z)
Resw=z(w(w- z)! oz
Res (£ 1k
S =kr W =20 knlkn-zy °
k#0
. k
o 2(=1)
dus Resk1r + Res-‘kw = —-—-—-——-—-kzﬂz - Zz (k # 0)

Voor n » —%—1- ligt z binnen Kn’ dus dan is

D o, K v - ____.k
1 = 52 + Y ﬂé_(-fl-)_——f , maw. £(z2)=-z ) 3(21) 7 el -
n # k=1 k"7 ~ 2 el ki -z

Voor n + = geldt In + 0 en volgt het gevraagde resultaat.

2. Uit het gegeven voor f volgt: f is analytisch binnen de eenheidscirkel, e

) f(n)

a = ,_ET.&Q_Z. (n geheel > 0). Voor g geldt een analoge uitspraak. ;

Bijgevolg is fg ook analytiseh binnen de eenheidscirkel en heeft als Taylor- s

coefficiénten (Leibnitz)
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' (n) n n
f 0 1 k =k
: o k=D
. Beschouw de functie g, gedefinieerd door

I | 2

g(z) :=-—§(z - 1Iy(z + 1)7£(2)
z

Blijken de orde gegevens i) en iv) van f in z =0, 1 en ~! heeft g aldaar

ophefbare singulariteiten, die geen nulpunten zijn na continue voortzetting,
en is g velgens i) een gehele functie, Voor z - « geldt £(z) = d(]z]) dus
glz) = 6([2[2), bijgevolg is g een polynoom van graad < 2. (Geef integraal-

schatting van Taylorcoéfficiénten). Resumerend vinden we voor £ de vorm

zz(Az2 + Bz + C)

f(z) =
(z - )z + D2

Uit ii} volgt dat Res, + Res_. nul is. Volgens Cauchy is (eerste resp. twee-

] ]

de crde pool)

2
Res, = [(a+58+0C)_ A+ B +0C)
22

2 2
z (Az“ + Bz + C) = }(7A - 5B + 3C) !

- T
Res"] = ( z—1 )z=-l |

zodat 2A - B + C = 0, m.a.w.

zz(Az2 + {(2A + Oz + 0)

f(z) =
(z - 1)(z + )2

De kwadratische vorm in de teller mag geen nulpunten hebben in z =0, 1 en

-1, Dit levert als extra voorwaarden C # 0, 3A + 2C # 0 en A # 0,

. cos ! + 2 sin !,
T

. —={2e - 1),
6e2

(G- Ne™2 41y,
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Antwoorden tentamen januari 1978

. De functie Y -—T—Ji———- waarbij z% := exp(} log z), log z :=log|z| +1iargz,

zi(z +1)
- % < arg z < %F is op en binmen K de analytische voortzetting van
log x
xR* .

R(xZ + 1)
De enige singulariteit treedt op voor z = i (enkelvoudigé pool); volgens

Cauchy is hier het residu

log z _logi = .
Res E/2(1 - 1)
i(z+1)(z— i) igéi 8

dus (residustelling)

J-—!—]ﬁg-i—dz = 2ni "gz(l _q) =1 ‘/2(1 + 1)
(z=+ 1) : . .

Z

K

We splitsen de integraal in vier stukken, en nemen vervolgens limieten (& .0,

R + «)

R R P
0 Jr= f_i__d“ j__lag_zf__dx (540, R o
s /2 5 1) Yx(x“+ 1)

limiet bestaat, want de integrand is continu,

ﬁ(x_z} {(x » o), d(x—%) (x+0) .

ii) Langs de grote cirkel is de |integrand| te majoreren door l%g~%—t—ﬂ en
. . R*(R" -
heeft de integratiewep de lengte 7nR, dus R~ 1)
~R
] J | = d(R 1og R) + 0 (R + =) (schattingsstelling).

R

'iii) Langs de kleine cirkel is analoog

)
| [[_Ji?iil_;l ns = 6(st|10g 8]) + 0 (5 + O
O )
iv) Langs de‘negatieve redle as is (stel z = -x, R 2 x 2 §)
log z  _ log;x + ai

;gkzz-+l) i/;(x2-+l)

dus

R T e e

Saitis s
o

S e e

Y
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-3 R e w

!- { . . ¢ ]
l - J log x2+ Loy o - J lo% X _dx + ¢ J gx

) . . \ — Lo
; | —x 5 ivx{x®+1) 0 Ve(x+ 1) 0 Yx{x"+ i)

(beide integralen bestaan, ga dit na).

De totale balans levert

p o 0 )
A/ TN [_JQ%_de(l_i) g J_gx__
0 Yx(xE+ 1) 0 Yx(x“ + 1)

Galijksiellen der imaginaire delen geeft

” 2
J 10% X gx = - ﬂéﬁi
(=" + 1)

0
met als revanresultaat

=]

[
e dx = V2 .

OJ Vitxz-il)

2, De functie f is overal analytisch behalve daar waar fal = 0, m.a.w.
z=7i(2k+1) (k € Z), Deze punten zijn tweede orde polen omdat Tz e geen
nulpunten geeft en Yz (ez-rl) slechts enkelvoudige nulpunten kent.

Volgens de residustelling is, daar 7i als enige singulariteit binnen L ligt,

34
e

J f{z)dz = 27i Res“i-*—;—-—§ .
L (e”+ 1)

Voor de berekening van dit residu stellen we z = wi + h en passen we macht~

reeksontwikkeling rond h = 0 toe,

) - ea(nl+h) ) eani eah =
(e':r1+h + 1)2 (eh - 1)2
2 2
71 2h -2 h h =2
= "1 +ah+°‘2,_ R LI C I R SO B
De coefficiént van h-l bedraagt (ga dit nal) eaﬂl(u - 1) zodat
J £(z)dz = 20ie® (@ - 1) .

L
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Nu splitsen we de integraal in vier stukken en passen limietovergang toe

(R + =).

+R +R o
. eax f eax
. 1) J f(Z)dZ = J —-——;—————2' dx -+ J —-)—{-—-—-*—"-2- dx .
_R _R‘ (e +1) — (e +1)
(a-2)x

De integraal bestaat, want de integrand is van de orde e als x » o

(o < 2) en van de orde ™ 415 x + —w (¢ > 0) en de integrand is continu,

R+27i R
ii) | [ £(z)dz| < 2q —%—7 =8By Lo (R w).
R (e"-1) .
(schattingsstelling)
[ -R e-aR —aR
iii) I : f(z)dz[ < 27 — R 3 = d(e ) >0 (R + =)
—R+27i (I-e ™)
“R2mi fR e21riu+ax
iv) J f(z)dz = - J ( 2ni+x*_])2 dx =
R+27d R\
R +oo 4x
- f aAx . r
_ _eZwla J i 5 dx > he2ﬂlu J i 5 dx .
g e+ &7 1)
Totaalbalans geeft
B X
. o .
(1-e2ﬂlu) J —~ji—-~§ dx = 2ﬁieaﬂl(a-l)
(e¥+ 1)
zodat
e X
- a L]
J Ju-ji————f dx = 7{a—-1) . 21 — = q (i ) .
(ex + 1) e“nla__e+ﬂla sin mo

-

N.B. Voor @ = ! is de laatste vorm niet gedefinieerd. Wel is de limiet 1 als

o » 1. Rechtstreekse berekening geeft

Fco ' @

- %
(<] dx - dt = 1
X 2 x 2 ?
' T DT t=e” o (t+1)

een geruststellende verificatie.




3. a) Voor alle n is op G de functie Tz log(z :
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+ . '
n) analytisch, omdat de loga-

n .
ritme analytisch is behoudens op de snede {x + iy | vy =0 A x € -n}, die

geheel buiten G ligt.

Neem R > 0, wvast} |z| £ R, n>R+1 dan is |z +n| > 1 en

n

|log(z + n)| lloglz +n| + 1 arg(z + n) |

1A

log|lz + nf + 7 < log(R+ n} + m .,

(N.E. 1og|u| is voor |u| 2 1 monotoon stijgend.)

Onder de gegeven voorwaarden geldt dus

llgg(22+ n)l < log(R + g) + o d(n_3/2)

n 13

dus de reeks

) log(22+ n) convergeert uniform voor |z| < R en de som

n>R+1 n
stelt een analytische functie voor (Weierstrass). De eindige som
lEEﬁEEi_El is ook een analytische functie op G n {z | |z| < R}, dus
n<R+1 n
is f analytisch op G n {z | |z| < R} voor alle vaste R dus ook op G.
b) z = -1 is voor alle T }fﬁﬁfii_ﬂl (n = 2) een regulier punt.
i n log(z + 1)
De singuliere bijdrage komt van ~—ii——7?—~— : een logaritmisch vertakkings-
punt, !
. . . L, 1 -1
z = 1: enkelvoudige pool, residu 5 e .
z = ~i: enkelvoudige pool, residu - %—el.
z = 0: essentiéle singulariteit, residu 1 = sin 1.
-iz + 2
W om e,
2z + i
2nil4d =~ 1).

Antwosorden tentamen maart 1978

Z

1~ (nz)
g o= i‘% die beide op de gegeven snede liggen (n € WN). Bijgevolg is iedere

De furnctia fn’ fr(z) 1= is analytisch in € behoudens de pumten

f analvtisch op A. Merk op dat

fn(z) =
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voor |z| = § (8 > O vast gekozen), n > %-, geldt

: 1 1 1 4
£ (2)]| < = < =
" 8 q2- ('33—)2 (S(nz- {nz) 36n2

dus }fn(z)l wordt uniform gemajoreerd door de overeenkomstige term van een

!
3
4

convergente reeks. Dus (Weierstrass) is ¥ —2% analytisch op
n>2/8 1= (nz)
{z | |z| = 6}, Toevoeging van de eindige som 2 maakt derhalve

n<2/6 1 - (nz)2

F(z) := O)? —

0=1 1 - (nz)2
analytisch op A n {2z [ lz] 2 3} voor willekeurige &, dus (& + Q) ob A. De

integraal f F(z)dz wordt dankzij de uniforme convergentie verkregen door
lz[=2
termsgewijze integratie., Daar

J e dz = 2ni(- li) (Hoe ziet U dat snel?)
i2|7=2 i - (nZ) n
. ) 3,
is | F(2)dz gelijk aan 2mi(- %) = - == .
|

lz]=2

Daar f een gehele functie is, convergeert zijn Taylorontwikkeling om U voor
alle z.

£(z) = E cnzn .

n=0

De integraalvoorstelling van ¢ luide

c = "lﬁ' £(z) dz (R willekeurig) .
n 2ni zn+1
|2i=R

Integraalschatting m.b.v. ii) levert

2 + 3R

—;E:T* (R willekeurig) .

1
.
!cnl < 5 21R
Laten we R » = dan zien we dat c = 0 voor n z 2.
Dus is f een lineaire functie, die door het gegeven i) ondubbelzinnig is vast~

gelegd als £(z) =t - 2z,

Opmerking. De coéfficiénten 2 en 3 in gegeven ii) zijn bij de integraalschat- ki
ting niet wezenlijk gebruikt. Toch moet het uiteindelijke antwoord wel aan

ii) voldoen. Dit eist een aparte (triviale) verificatie!
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3. Blijkens het gegeven a) heeft £ in i een eerste orde pool met residu i. Dus

heeft Tz elzf(z)log £ aldaar ook een eerste orde pool wmet residu

. . iz _ . -lwi o
lly\(z i)f(z)e Tlog z = ie =T g

21

De functie Vz elzf(z)log z is verder op en binnen K analytisch zodat de re-

sidustelling leidt tot

iz Cp s = _ —ud
J e "f(z)log z dz = 2ni o = -

K
We splitsen de integraal in vier stukken.

1) De grcte bhalfcirkel. Voor R > 2 geldt hier

10

[£(z)] < 377 ¢ [log z| < log R + xv ,

R
en |elz| = etmz 1, en daarom
f(z)elzlog z dz| = 27R 10(log R + m) >0 (R > «)
, R3/2
|2{=R
Im z=0

2) De kleine halfcirkel, Omdat f analytisch is in z = 0, geldt If(z)| £ B wvoor
een of andere B en lz{s i. Verder hebben we ook hier ]elz) < 1 en
|log z] < |log §| + w, en dus

-

| f(z)elzlog z dz| < 2n6B{| log §| + 7 »0 (3 + 0)

|2]=5
Im z=0
R R
r . -
3) | f(z)elzlog z dz = j f(x)elxlog x dx
i
§ §
-& R
4) £f{z)e*%log z dz = f(x)e F(log x + wi)dx
2
-R 8

immers £{(z) = f(-x) = £{(x).

Beide integralen hebben een limiet (R -» =, § + 0). Dit is een gevolg van de
coatinuitéit van de integranden opﬁm+ en hun grootte-orde {schatten!}., Na

limietovergang vinden we de totaalbalans
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J £(2)E(e™ + e M)log x + mie F¥lax = - Egi .

0

Bedenk nu dat f£(x) reéel is (x ¢ R) en neem links en rechts het imaginaire
deel

T

o

i J f(x)cos x dx = - L L

0 i

dus
o0

(

) f(x)cos % dx = -

o[

0

Opmerking. Het gegeven b) stelt ons in staat f analytisch voort te zetten

in €\{i,-1}: Definieer

g (z) = £(z)  (z ¢ B\{i}) .

B 4 e

gz(Z) = f(~z) (-z ¢ H\{i}) .

g, en g, zijn beide analytische voortzettingen van f, stemmen voor
{z | |Im 2| < 1} overeen dankzij b), en geven dus samen een analytische

voortzetting in C\{i,-i}. Noem deze functie g. Ga na dat

~2
g(z) = .
zz+l
I (lal <2); 1 - ta (la] > 2)

i

=

£(z) = A(z - }i), waarbij |A| = 2,

s _
S

AT

o K3

—Zﬂz + 8y - 8.

Antwoorden tentamen mei 1978

Zie dictaat,

. sin mz . . s
bDe functie fz P (n ¢ N) heeft in z = n een ophefbare singulariteit
. : » n . . . .
(lim —— = sin mz = w(=1)") en is verder in € analytisch, met nulpunten in

etk

S

ZT
Z\{n}. De functie Yz log(1l + ﬁ) is amalytisch in €\{x + iy | y = 0 Ax< -n}
dus zeker in het rechterhalfviak,

log(l + z/n) i

Elk van de termen sin rmz g is derhalve analytisch in het rechter- o

halfvlak.
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Neem nu R > 0, vast en bekijk alle z in het rechterhalfvlak,|z| < R.

Merk op dat 1im.19ﬁii;1~ﬂl = 1 dus

w-0

3550 Y, lwizs [llog(t + W] < 2[w|] .

5 ‘
Kies zo'n &, zeg §, en neem n 2 Max(ZR,E;J. Dan is |Eﬂ < R-2 =36 » dus
0 60 n R 0
z 4 R
103(1 + E) . ZIE\ 2";1- _ iB_
zZ - n “n-R " n- jn n2 *

Verder noemen we A(R) := Max lsin ﬂz{.
|z|<R
Resumerend vinden we dat voor voldoend grote n

, z
I31n mz log(l + E) . 4RAR)
zZ=-n - 2
n

op {=z ] Re z > 0 A iz| £ R}, waardoor uniforme convergentie van de reeks en
daarmee analyticiteit van F gegarandeerd is op alle begrensde deelgebieden
van het rechterhalfvlak, dus in het gehele halfvlak,

Alle sommanden zijm voor z = n berekend in het voorgaande, en we verifieren

onmiddellijk dat F(n) = (—l)nh log 2 (n e ).

3. De functie f, gedefinieerd door

1
—j-logz

£(2) 1= s, log z := log|z| + i arg z, (-7 < arg z < w)

(z- 17
is analytisch op (€\{1})\{x + iy | x < 0 A y = 0} en kan van boven en van
onder links van 0 analytisch worden voortgezet over de reéle as (met ver-
schillende voortzettingswaarden) zodat met inachtneming van deze voortzet-

tingen binnen K de residustelling kan worden toegepast.

J f(z)dz = 271 Reslf(z) .
K

z = 1 is voor f een peol van orde 2 met residu (Cauchy)

1 1
3 log =z

(e 'y == ) =

dus
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We splitsen de integraal in vier stukken

i) de grote cirkel

% log =z % Re(log =z) %
2 - - x |
dus 1/3 (
R _ -2/3 _ :
1 f(z)dz| < 2R ——— =R 7)) >0 (R > =) . 4
|2]== ®=1
iLl)  De kleine cirkel. Analoog is (schattingsstelling) ;%
1/3
| J £(2)dz| < 2m6 S = 66*H 50 4 0) . | 1
] -
2] oo
iii) Het stuk reéle as "boven", z = -x + i0, R 2 x 2 § .f
1 '
R z(log x + wi) I, R g
! e3 3™ g QE &
f(z)dz = } dx = e J 7 dx h
(~x - 1)° (x+ 1)
"boven" 8 5
met als limiet (§ + 0, R + =) de waarde
1 i o ?_
3 [
&3 J —E— dx
0 {(x+ 1) %
(integraal bestaat, ga dit na). g
iv) Het stuk redle as "onder", z = -x - i0, § < x < R ﬂ
R.%(log x - wi) ﬁ
f(z)dz = - f e dx k
2 _;!
"onder' 5 (-x=1) ‘{x
.
1 o0 ‘l

AR

_.__-n'i
+-e3 J—-—}:—-’z——dx (R +w», §+0) .

0 (x+ 1)2

i

Totaal afrekening wordt (§ ¢ 0, R » «)

PR

1 . I . w
= 7l ~ = Tl
(e3 —e )Jizdx=-§2i,
o (x+1)
zodat '
J__}_—?i_—-_d = I = 21T
. (x+1)2 3511:1-;-1r 3/3
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Opmerking. De laatste integraal kan ook door partiéle integratie worden ver-

kregen m.b.v., lettervraagstuk R.

Antwoorden tentamen januari 1979

Uit i) en ii) volgt dat f{(z) overal locaal begrensd is behalve eventueel in
z = 0. Op grond van het gedrag van een analytische functie in de buurt van
een singulariteit mogen we daarom concluderen dat f analytisch is in C\{0},
dus om z = 0 een Laurent ontwikkeling heeft van de vorm

o3

f(z) = Z cnzn 0 < |z| <) .

n=-ow
Voor e geldt de integraalveoorstelling
£(z) 4

1
€a T 271 J zn+l Z >
[z|=R

zodat we lcnl kunnen schatten m.b.v. 1i)

5/2 5/2
R
+ 1 = 40 R +1

Rn+2 Rn+1

1
|cnl < "2—1'1_" 27R.40 .
Deze ongelijkheid geldt voor 0 < R < =,
Als n £ -2 (laat R + 0) dan is c, = 0; analoog: voor n = 2 {laat R +~ ®} is

¢ =0, dus
n

f(z) = é{c_ + ¢z + ¢ zz) .

l 0 1

Uit iii) volgt dat alle c; reéel zijn, en met iv) dat £(z) te schrijven is

als

A
£(z) =2z - B (4,8 ¢R) .
v) legt nu nog de waarden van A en B vast. Er zijn twee oplossingen

2
£(z) = i2(§tl) .
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i
.t z’log z . . . .
2, De functie Tz 5 1s behoudens in z = 2i overal op en binnen K analy-
z-+ 4
tisch. We passen daarom de residustelling toe, in aaonmerking nemend dat

p(z)

Resz=a vl p(a) voor een in a analytische functie e

% 1
J z'log z .. _ 2ﬁi(z"‘log.z) N

2 z+21 ‘z=21i
4
K z +
(1+1i)(log 2+EZ£
= 27i

T = $7{(log 2 - im) + i(log 2 + im)} .

We berekenen de integraal over de afzonderlijke stukken.
a) De grote cirkel. Hier is

1
lz log z| < R*(log R + m)

z7+ 4 R2'-4

d(R—%log R) >0 (R » =),

b) De kleine cirkel. Nu vinden we als integraalschatting

1t

dus de integraal

| | < ns (J1og o] ; n) 5 = 6(63/2|10g §|) =0 (5§ +0) .
121=s 4 - s

Im z=0

c) Het positief reéle stuk

R

J /E;log X dx f /Qélog X dx
X+ 4 x“ + 4
0
(integraal bestaat, waarom?).
d) Het negatief reéle stuk
“61 R
2 3 -
J z éog Z 4, - .J 1/§(13g x + 7i) dx >
-R z7 + 4 z=—x6 X + 4
oo oo
Si J /¥ log x dx - 7 J vx dx (640, R+w) .
0 X+ 4 X +4

Maken we de balans op voor § + 0, R » » dan blijkt
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(1+1) J izilgﬁzi dx - J 5; dx = in(log 2~ 4n) +iin(log 2+ 3m),
X"+ x"+ 4
0 0

zodat na het nemen van de imaginaire delen
o0
[ /x log x dx = 47 log 2 + } 2

i
0 x2 + 4

met als nevenresultaat

@

‘[2‘/;{ dX=%1r.
o % + 4
3. a) De reeks, gegeven in de definitie van F is een machtreeks in e21% Lot

convergentiestraal | (ga dit na), die op de rand niet absoluut convergeert,

Derhalve is het definitiegebied van F:

{z e | |EZiZ| <1} = {z l Re z > 0} .

b) Op {z ¢ T | Re 2 2 § » 0} (§ vast) geldt voor alle n

2ing
1(_1)n+] e . | é_%(e—Za)n < (e—26)n .

Het rechterlid is de algemene term van een convergente meetkundige reeks,
waarin de individuele waarde van z niet meer voorkomt, m.a.w. die aangeeft
dat de reeks met z uniform convergent is in het door & vastgelegde gebied.
Op grond van het Weierstrass kenmerk is de functie F analytisch in het ge-
hele bovenhalfvlak (waarom?) en kan F' gevonden worden door termsgewijze

differentiatie van de reeks, m.a.w.

® . 2iz
F'(z) =~i+ (“1)n+]21 e21nz = (meetk. reeks) =-i+2i *—E—iiz =
n=1 I +e
e2iz”1
= i 5z —tan z (Imz >0) .
|+ iz
e

¢) In het gegeven enkelvoudig samenhangende gebied is de functie Tz tan z
overal analytisch (de singulariteiten van tan z liggen in de punten
(k + I)m k ¢ Z), dus hangt de uitdrukking —fg tan w dw in dit gebied

niet van de integratieweg af. tan w is er bovendien continu, dus is H,
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z
H{z) := - J tan w dw
0

een analytische functie van z, H'(z) = -tan z, dus H(z) = F(z) + C (C
constant) in het bovenhalfvlak. G(z) := H(z) - C is de gevraagde analy- §
tische voortzetting. /
d) Het definitiegebied van G is puntsymmetrisch t.o.v. 0. Neem naar —z en

+z integratiewegen die elkaars spiegelbeeld t.o.v. 0 zijn.

-z

[ Wfrv
G(~z) = j (—tan w)dw + C = J ~(~tan v){-dv) + C =
0 0
l.Z
= J (~tan v)dv + C = G(z) .
0
mTe -1
4, A .
s 21 1/5
5, =2mi {1l + 5z e ).

6. Het gemeenschappelijke buitengebied van de cirkels (allemaal met straal 1)

om de punten 0, 2, 1+4i en 1-i, rand inbegrepen.

Antwoorden tentamen maart 1979

1. Zie dictaat/boek.

-z
2, De functie ?Z 2 is overal analytisch behalve in de enkelvoudige polen
z — 1

*] en #i waarvan er &&n, nl. z = 1 binnen K ligt. Volgens de residustelling

geldt daarom

I3 -2Z e—z
J - dz = 2741 Res1 % — = Z27i 1lim
K z -1 z -1 z+] z -1

z-1 -z
e =

Tl

e

gl
)

o e e R

e

We werken de integraal langs ieder van de drie stukken integratieweg uit:

Daarom R —+ =,

§»%33§

a) De cirkel (met straal R/2!)

;

dus
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~R
] e RE L e
kwartcirkel 2R~ D)
'b) Het lijnstuk in het eerste kwadrant
z=x(l +1), Rz2x=20
e % = e—x(cos x -1 sin x), 24 = —4x4 ]
De integraal wordt
R -x
(1+1) j e (cos x - 1 sin x) dx -
0 4x4-+1
uo_x( . ) )
- (1+1) J cos Z isin ) 4y (R » @)
0 4x +1

(integrand continu en d(e—x) (% + =) dus integraal bestaat).

c) Het lijnstuk in het vierde kwadrant

3. a)

z=x(1-1), 0 £ x s R
e ” = e“x(cos X+ 1L sin %), z4 = —4x4 .
De integraal wordt
R -X
—(i-1) J e “(cos Z + 1 sin x) dx -
0 dx + |
® ..
> (-1+1) J e (cos X + i sin x) dx (R + =) .
0 Gx + 1
Samengevoegd is het resultaat als R + =
" . .
21 e "(cos x — sin x) ix = T
4 4 e
0 x +1
De gevraagde integraal heeft dus de waarde-zg .

Alle termen uit de reeks zijn gehele functies. Rest ons aan te tonen dat

voor iedere vaste R > O in het domein {z ¢ T |z| < R} de reeks uniform

convergeert, Dan is volgens Weilerstrass f een gehele functie.
W
Merk op dat 1im-5——:—l =
w0 v

1, dus



W
3550 Y, | <6 Cle” - 1] < 2|w]|] .
' R .
Neem (bij vaste R) n zo groot dat-faszTT < &. Dan is
_z
' - '
(a- l)[{e(nﬂ)' _ ll < 2{n~ 1! ZJ 2R

@+ DT *a@+D

Het rechterlid is de algemene term van een convergente reeks waarin z
niet voorkomt, hetgeen de uniforme convergentie verzekert.

b) Volgens Weierstrass wordt f'(z) verkregen door termsgewijze differentia-

tie. Dus

fl(o) = Z (n_] 0 1 | i

). - -
L, @EnT® TTIYTI3 IR T

S NN R S
3G+ 3
Voor { geldt de Taylorontwikkeling

(bekijk partiéle sommen;

£(z) = £(0) + f;SO) 2 + £1(0) 22 +

— cee
Dus £(z) = 0 + 1.z + 6(|z|2) (z - 0).
b4, Zﬂi&% + %} =-% mi.
5. v5, 0.
_3 I N S |
6. a =5 log 2 7} b = A

Antwoorden tentamen mei 1979

1. We behandelen twee methodes
A, Uit het gegeven volgt dat f een Laurentontwikkeling heeft van de vorm
[+

f(z) = ) cnzn 0 < |z| <=) .

n=-w

Voor de aoéfficiénten ¢ geldt

1
“n T Tl

i1 42 R >0) ,

j £(z).
z|=k *

zodat met de schattingsstelling voor integralen

P
.
Tl
A
3
A
A
)
il

D
L
I":fﬁ
R
|
:

ot

B R e

e Y BT

o

)
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3
le_| 5-12-; 2R 2t Iﬁ‘;g Bl @ >0
m,d.W. R
i) le | = SR R -+ =)
ii) le | = 6 |log R)) (R +0) .

Uit i) volgt c = 0 (nz21) en wit ii) concluderen we c, = 0 (n < -1), dus

f(z) = ¢

B. Beschouw voor willekeurige verschillende a,b # 0 de integraal

. f(z) _ f(z)
I i= 5 J % - =) dz

zZ—a z—-b ’

|z|=R
waarbij R > Max(|a]|,|b]).
Met de schattingsstelling voor imtegralen vinden we, onafhankelijk wvan R

(kanaalmethode)

1 a-b
III=|§Ej J f@)(z—aﬂz—b)dﬂ <
|z|=R
1
S'%E 2R (R%.|;|J%§%.Tg¢)la - b| = d(RH%) (R~+w), dus T =0

Anderzijds vinden we als toepassing van de residustelling

£(z)

L= (Res + Resb + Reso)(f(z) z-—b) =
= £(a) - £(b) +<§%I (ﬁs?; f(z))d (s < Min(|a[,|b]) .

|2]=s

De laatste integraal laat zich onafhankelijk van § in absolute waarde majo-

reren door

;
1 8%+ |log
7 2% s |-a)(lb| 6)|a—b| = d(5|log §}) (5 + 0) .

Bijgevolg is deze integraal nul en krijgen we als eindresultaat

0 = f(a) - £(b) + 0, dus f(z) = constant.

iz

. 1. . "
. De functie ? ——5— 15 analytisch op en boven de reele as, behoudens een

Z 2
z(z"+1)
ophefbare singulariteit in z = 0 en een pool (orde 1) in z = i.



‘. elz- 1 1+1
‘_11) [ —-——-—-—-—dz]san——-———-s-O(R-»oo).
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elz - 1 e—'1 -1 _e- 1

Resz=i(z(z+i) (z-i)) - -2 2e "

Splitsen we de integraal in twee stukken

+R . +R R o
et ¥ cos x-1 i sin x }
5 [t [lesenry, [(iaasx, ;
g ORETHD g T+ g XET+1) :
4
+R +oo 3§
f ; ! i i
=0+1i J—S—l-;—x-udx+i J—Eig-—x—dx. i
-R x(x"+ 1) . x(x"+1)
Alle integralen bestaan, omdat de integranden continu zijn en #( 1 3)
x|

(x + #»). Het nul zijn van de cosinusintegraal is het gevolg van het feit

dat de integrand een oneven functie is).

e a5 SER e
S e e T e

IZI=R 2(22+1) R(Rz— 1)

Dus na limietovergang (R + =) krijgen we (residustelling) :

oo ,i§
. e — 1 . f sin x ]
2mi 5 =1 J —_—dx + 0
¢ (x"+ 1)
dus -
oo
J 312 X 4y = n(eé-l) ]
et X7 1)
a) De reeks der absolute waarden (een machtreeks in [E—:fjﬁ) convergeert als
2 .
Iz = 1} < I en divergeert als Iz E ]] 2 | (d'Alembert criterium).

Het definitiegebied van ¥ is daarom
{z e I \z - ll > 2} .

b) Omdat uniforme convergentie optreedt voor {z ¢ Tt | |z - 1] =2+ 6} (s

vast, positief) en alle termen analytische functies zijn,wordt F'(2) in

het boven aangegeven gebied verkregen door termsgewijze differentiatie
“{Welerstrass)
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n=1 (z - )
= - 2 2+ 4 3™ 8 4+...(convergente meetkundige
{z-1) (z-1) (z~1) reeks) =
2
N
= (Z_;) = - 22 (lz—ll >2)
1 + 27 -1
z - 1
¢) Door
Z
G(z) := - J dw + F(a)

w -1
a

a vast, |a - 1| > 2 wordt F analytisch voortgezet in het gegeven gebied.

Immers, de integrand is analytisch (dus continu) en een gesloten integra-

tieweg omsluit &6f gé€&n singulariteiten van 6f beide (met residusom

w -1
nul) dus is de integraal onafhankelijk van de weg.

d) Gemakkelijkste oplossing: F(») = 0, dus
0
2

G(0)=—J 7 dw 3 -'[—-——2-2—-—-—1'.dt=—1ri.
o W -1 w=it e

=]
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