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Inleiding

Waarschijnlijkheidsrekening en statistiek worden tqegepast op verschijn~
selen die van het toeval afhankelijk zijn. De studie van de waarschijn—
lijkheidsrekening of kansrekening is begonnen in de 17e eeuw, geinspireerd
door problemen die zich voordeden bij het spelen met dobbelstenen. Ken-
merkend voor de situaties waarin de kansrekening wordt toegepast is dat

het kansmechanisme bekend is en dat de kansen op bepaalde uitkomsten kunnen
worden berekend. Moderne toepassingen van de kansrekening worden o.a. ge—
vonden in informatietheorie, statistische mechanika, reliabilitytheorie,
regeltechniek, voorraadproblemen, wachttijdproblemen. De statistiek, die we
weer kunnen opvatten als een toepassing van de waarschijnlijkheidsrekening,
is ontstaan uit de theorie van waarnemingsfouten, waaraan vooral in de
astronomie behoefte bestond. Bélangrijke bijdragen werden vooral geleverd
in het begin van de 19e eeuw. De moderne statistiek is sterk gestimuleerd
door toepassingen in de landbouw en wordt nu.overal gebruikt waar conclu-
sies uit waarnemingen moeten worden getrokken, zoals in de fysische weten-
schappen (astronomie, meterologie, geologie, chemie, fysica), de sociale
wetenschappen en de biologie. De laatste decennia hebben vooral toepas-—
singen in de industrie, zowel op het gebied van de produktie als op dat

van marktonderzoek een grote vlucht genomen.

N.B. 1. Bij de bestudering van dit kollege is het Statistisch Compendium
een onmmisbaar hulpmiddel. Dit Compendium geeft behalve tabellen een over-
zicht van de behandelde theorie (en nog veel meer). Bij het tentamen kan men

gebruik maken van het Compendium.

N.B. 2. Even onmisbaar is de bij dit kollege behorende vraagstukken-
verzameling. Hierin 2ijn met name veel problemen opgenomen die toepassing

van de behandelde theorie op enigszins praktische situaties vergen.
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We zullen beginnen de term

Hoofdstuk 1. Kansen

In dit eerste hoofdstuk wordt een theorie opgebouwd waarmee eksperimenten
beschreven kunnen worden, waarvan de uitkoms; in zekere mate door het toe-
val wordt bepaald. Deze opbouw geschiedt op soortgelijke wijze en met een-
zelfde soort doel als bij de vlakke of Euclidische meetkunde die een be-
schrijving geeft voor landmeetkundige problemen of bij de vektoranalyse
voor stromingsproblemen en bijvoorbeeld elektrostatische velden. In de

theorie zullen we gemakshalve aan de praktijk ontleende termen gebruiken.

- Dit gebeurt trouwens ook in de vlakke meetkunde en de vektoranalyse, waar

de termen punt, lijn en bijvoorbeeld potentiaal gebruikt worden voor strikt
wiskundige begrippen. Het risiko van verwarring tussen theorie en praktijk
wordt daarbij op de koop toe genomen. Bij de problemen die ons hier inte-

resseren zijn de kernwoorden kans en uitkomst, We komen ze tegen in zinnen

als:

De kans op de uitkomst 'dubbelzes" bij het werpen met 2 dobbel-
stenen is klein.
"uitkomst" wat nauwkeuriger te omschrijven.
Daarna worden precieze afspraken gemaakt over wat verstaan zal worden onder

de kans op een uitkomst.

§ 1. Uitkomsten

Bij de eenvoudigste toevalsproblemen, zoals het werpen met een of meer
dobbelstenen, het trekken van de "honderdduizend" in de Staatsloterij, een
keer spelen bij de roulette zijn er eindig veel mogelijke resultaten, Zo
ook bij wat minder frivole problemen zoals een enquéte naar politieke
voorkeuren onder een zeker aantal Nederlanders, het testen (goed of slecht)
van een steekproef uit een partij, het overseinen van een boodschap in

bijvoorbeeld een binaire kode.

Voor zulke problemen hoeven we onze theorie dus slechts te baseren op een
eindige verzameling. Zo'n verzameling wordt eenf{eindige)diskrete mogelijk-

hedenverzameling genoemd.

“Definitie: een (eindige) diskrete mogelijkhedenverzameling U is een ein-

dige verzameling met elementen LIEL PR S

Notatie : U =l{u1,u2,...,un}.

I
i
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genoemd.




Voorbeelden: tossen heeft u, = "kruis", u

werpen met een dobbelsteen: u

5 = "munt", dus n = 2.

= ll‘lll

1
de voetbaltoto met 13 wedstrijden: n = 313 = 1,594.323.

seeesly = "6", dus n = 6.

Bij een meting geeft men er veelal de voorkeur aan met een kontinue schaal

R PR R S L L A

te werken., De verzameling R der reele getallen zou bijvoorbeeld als moge-

lijkhedenverzameling gebruikt kunnen worden of een gedeelte van R. Elk redel
getal of althans elk getal in zeker interval, is een mogelijk resultaat van
de meting. Maar ook zijn er eksperimenten waarbij verschillende grootheden ig%

worden gemeten op een kontinue schaal bijv. bij meting van het aardmagne- gL

tisch veld: sterkte, deklinatie en inklinatie. Dan zou de R, dus als moge~

lijkhedenverzameling kunnen optreden. Ook kan het voorkomeanat sommige
grootheden volgens een diskrete en andere volgens een kontinue schaal worden
waargenomen. Er kunnen dus allerleli typen mogelijkhedenverzamelingen op-
treden. We zullen beginnen onze theorie op te bouwen voor het geval van een
diskrete mogelijkhedenverzameling en voor het geval R (of een interval in R)

de mogelijkhedenverzameling is. R en intervallen in R worden kontinue moge-

lijkhedenverzamelingen genoemd. De punten van R of van het interval heten

mogelijkheden of mogelijke resultaten. Daarna zullen ook algemenere gevallen

beschouwd worden, zoals Rn (n=2,3,...) in § 7.

Niet alleen de kans op een bepaald mogelijk resultaat is van belang. We
willen ook kunnen praten over de kans op een even worp met een dobbelsteen
en de kans dat een meetresultaat groter dan 12 gevonden wordt. De theorie
moet dus zo opgebouwd worden dat dit kan. Daarom voeren we m.b.v. de moge-

lijkheden ook nog het begrip uitkomst in:

Definitie: Bij een diskrete mogelijkhedenverzameling U is een uitkomst
(Engels: event) een deelverzameling van U.
Bij een kontinue mogelijkhedenverzameling U is een uitkomst
een deelinterval of een verzameling bestaande uit een aantal
deelintervallen. De uitkomsten die precies uit &&n mogelijk-

heid bestaan worden ook wel elementaire uitkomsten genoemd.

Alle andere uitkomsten zijn opgebouwd uit elementaire uitkom-

sten.

Voorbeelden: Bij het werpen met een dobbelsteen geldt:

"even" = {2,4,61.




Bij het meten van een verdampingswarmte v zijn uitkomsten:
[30,40) , (het interval 30 < v < 40).

{30, =) , (het interval v = 30).

(30,40] of (50,60) of {73}.

Deze definities worden als volgt gebruikt: we zeggen dat de uitkomst A op~
treedt, als de mogelijkheid die het resultaat is van het eksperiment juist
element is van de verzameling A. Zo is er ruimte geschapen voor het be-

schouwen van een grote verscheidenheid van gebeurtenissen, van de meest ' é
eenvoudige (elementaire uitkomsten, dus de mogelijke resultaten zelf) tot
zeer samengestelde. Op deze wijze zijn dus de mogelijkheden echt de bouw-

stenen van de theorie.

Belangrijke konsekwenties van deze afspraken zijn de volgende:
1. als A een uitkomst ié, dan is ook een uitkomst:
"A treedt niet op".
Deze uitkomst bevat precies dié mogelijke resultaten die geen 1id zijn
van A. Deze uitkomst wordt genoteerd met: A*. Men zegt wel: A* is de

komplementaire uitkomst van A.

2. als A en B uitkomsten zijn, dan is ook een uitkomst:
"van A en B treedt er minstens &én op'".
Deze uitkomst verenigt de mogelijkheden uit A en uit B. Deze nieuwe uit-

komst wordt genoteerd met: A u B (spreek uit: A of B; A verenigd met B).

3. als A en B uitkomsten zijn, dan is ook een uitkomst:
"A en B treden beide op".

Deze uitkomst bevat de gemeenschappelijke mogelijkheden van A en B.

Notatie: A N B (spreek uit: A en B; de doorsnede van A en B).

4, als grensgeval vinden we nog dat de verzameling U zelf ook een uitkomst
is. Deze uitkomst treedt met zekerheid op en we spreken dan ock van de

. . * .
zekere uitkomst. Maar dan 1s dus ook U een uitkomst en deze bevat geen

enkel mogelijk resultaat. Men spreekt van de lege uitkomst en noteert
1 . -

deze met: @.

Het 1ijkt wat wonderlijk om deze twee bijzondere uitkomsten in te voeren,

maar in het vervqlg'zal het gemak er van blijken. Nu zien we reeds, dat

e SN T

alleen zonder meer van A n B en A U B als uitkomsten mag worden ge-—

sproken als @ en U ook uitkomsten zijn.




Voorbeelden:
a) bij een worp met een witte, een zwarte en een rode dobbelsteen: U be~
staat uit alle rijtjes (i;j,k) met i,j,k = 1,...,6. n = 63 = 216.
"wit 6 of rood even",
"minstens &&n zes", "geen zes",

"zwart of rood 6 en wit oneven'.

b) bij een levensduurbepaling van gloeilampen: U = (0,x), dus het gedeelte
van R bepaald door t > 0.

"t > 1000" = (1000,«).

"t < 950 of t > 1050"

"t 2950 en t < 1050"

1l

(0,950) v (1050,=).
[950,10501].

1]

§ 2, Symmetrische diskrete kansvelden

Wat zijn kansen eigenlijk? In de gebruikelijke uitspraken over kansen wordt
alleen gezegd, dat ze groot zijn of klein of zeer groot of niet zo erg klein.
Daar kan men voor een goede theorie natuurlijk weinig mee beginnen. Er is
echter wel een goed middel om dergelijke uitspraken te objektiveren: de

reele getallen. Geef een kans weer door een getal.

In het algemeen is het systeem van uitkomsten dat gegeven is tamelijk kom-
pleks en dat heeft natuurlijk konsekwenties voor de kansen: als de kans op
- * - , *

A groot is, kan de kans op A niet ook groot zijn: Dat stelt dus eisen aan

het systeem van kansen dat ingevoerd wordt.

Laten we nu eerst proberen voor een eenvoudig voorbeeld een stelsel wvan
kansen te definiéren. Neem het werpen van een dobbelsteen. Daarbij zijn de
mogelijkheden duidelijk fysisch gelijkwaardig: geen enkele heeft ook maar
in enige mate de voorkeur. Het ligt dus voor de hand de elementaire uit-
komsten in dit geval gelijke kansen toe te kennen, zeg p:

"

de kans op de elementaire uitkomst is p.

Notatie: P(1) = p. (P en p vanwege probability, probabilité&.)

Maar ook P(2) P(3) = ... = P(6) = p.
Hoe nu de kans op "even" te kiezen? "Even'" treedt op in de gevallem "2", "4"

en "6". In een lange reeks wvan worpen komt de fraktie keren dat een bepaalde
uitkomst gerealiseerd wordt op den duur dicht in de buurt van een vaste waar-
de, die we nu even de "limietfraktie" van die uitkomst zullen noemen. Dit is

uit ervaring bekend. Men spreekt wel van de ervaringawet van de grote aantal-

len., Dit geldt evenzeer voor de uitkomst "even'", als voor de uitkomsten '"2",

"YW oen "6'.

=
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De limietfrakties voor de elementaire uitkomsten zullen ulteraard
gelijk zijn. De limietfraktie voor de uitkomst "even" zal dus 3 maal zo
groot zijn als die voor "2", Vandaar dat de keuze 3p voor de kans op de

uitkomst "even" zinvol 1ijkt.

Notatie: P {even) = P(2,4,6) = 3p.
Zo komen we voor een uitkomst A die uit k mogelijkheden bestaat tot de af-
spraak:

P(A) = kp.

In het bijzonder: P(§) = 0, P(U) = 6p.

Het kansstelsel kan nu volledig vastgelegd worden door de keuze van P(U),
de kans op de zekere uitkomst. Meestal wordt hiervoor het getal 1 gekozen.
Dan is p dus % en de kans op de uitkomst A is juist de fraktie van het
aantal keren dat A naar verwachting zal optreden in een grote serie worpen.
Bij de keuze 100 stelt P(A) het percentage van dat aantal keren voor. Wi}
zullen het getal | kiezen, maar in het bijzonder in de opgaven zal wel eens

in de taal van de keuze 100 gesproken worden.

In het algemeen kan men op deze wijze voor een diskrete mogelijkhedenver-
zameling U van mogelijke resultaten die fysisch gelijkwaardig geacht worden,
een kansstelsel definieren, door alle elementaire uitkomsten de kans 1 toe
te kennen. Een willekeurige uitkomst krijgt daarbij als kans %- vermenig-
vuldigd met het aantal elementen. Merk op dat de vraag of de aanname van
gelijkwaardigheid van de mogelijkheden een niet-wiskundige vraag is. De wis-
kundige levert een model, de vakdeskundige (fysikus, technolocog, socioloog

enz.) moet beslissen of het toepasbaar is in zijn konkrete situatie.

Definitie: Een symmetrisch diskreet kansveld bestaat uit

een diskrete mogelijkhedenverzameling U = {u],...,un}
met daarbij voor elke uitkomst A een getal:

de kans op de uitkomst A, genoteerd door P(A).

En wel zo, dat voor elke uitkomst A die uit k moge-
lijkheden bestaat, geldt:

P(A) é% :




Problemen waar een dergelijk kansveld (Engels voor kansveld: probability
space) als beschrijving verstandig lijkt, vindt men in het bijzonder bij
loterijen, roulette, steekproeftrekkingen.

De volgende eigenschappen volgen direkt uit de definitie:

Stelling: 0 < P(A) < 1.
P(§) = 0, P(U) = 1.
P(A*) = 1 - P(A).

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B)
i.h.b. als A n B = @: P(A u B) = P(A) + P(B).

P(A) = P(A n B) + P(A n BY).

Om bij symmetrische diskrete kansvelden kansen uit te rekenen moet men goed
kunnen tellen. Hoe groot is bijv. de kans dat bij bridge alle vier spelers

een aas krijgen?

§ 3. Intermezzo: de kunst van het tellen

Stel gegeven zijn n verschillende objekten (bijv. kaarten). Deze kunnen op
een aantal manieren op een rij gelegd worden. Zo'm rangschikking noemt men
een permutatie. Bijv. alle permutaties van de getallen 1, 2 en 3 zijn de
volgende: 123, 321, 213, 312, 132, 231. Dit zijn er 6.

Stelling: n objekten laten n! permutaties toe.

Het bewijs hiervan kan geleverd worden met volledige inductie:
1 objekt heeft ook maar | permutatie. Stel dat n-l objekten
{n—-1)! permutaties hebben, dan kunnen door toevoeging van I
objekt uit elk van die permutaties n rangschikkingen van n
objekten gemaakt worden. Zo krijgt men n! permutaties.
Stel, uit n verschillende objekten kiest men er k en vervolgens rangschikt
men die k objekten in een rij. Zo'n rangschikking noemt men een variatie
van k objekten uit n. Bijv. alle variaties van 2 uit de 3 getallen 1, 2 en

3 zijn: 12, 21, 13, 31, 23, 32. Dat zijn er 6.

’ 1
Stelling: er zijn ?E%iTT variaties van k objecten uit n.




Het bewijs leveren we met behulp van de vorige stelling:
iedere permutatie van de n objekten levert een variatie

door de eerste k wvan de rij te nemen. Echter alle permuta-
ties met op de eerste k plaatsen dezelfde rangschikking leve—
ren zo dezelfde variatie: (n=k)! permutaties leveren dezelfde

variatie.

Ook kunnen er uit n verschillende objekten k gekozen worden zonder naar
rangschikking te kijken, alleen naar groepsindeling: wordt een objekt wel
of niet gekozen. Een dergelijke keuze noemen we een kombinatie van k ob-
jekten uit n. Bijv. alle kombinaties van 2 uit de 3 getallen |, 2 en 3

zijn: 12, 13, 23, Dat zijn er dus 3.
Stelling: er zijn (;) kombinaties van k objekten uit n.

Iedere variatie van k objekten uit n levert een kombinatie,
maar er zijn steeds k! variaties die dezelfde kombinatie geven.
T

Er zijn dus volgens de vorige stelling ?E:i%+ET kombinaties

van k uit n. Zo is het aantal mogelijke "handen" dat uit een
volledig spel kaarten te halen is: (?g) .

Enige andere telregels vindt men op blz. 6 van het Statistisch Compendium,
In.de bij dit kollege behorende opgavenverzameling vindt men legio voor-
beelden waarbij de genoemde telregels handig gebruikt kunnen worden. Een
type probleem wordt hier nog vermeld: Stel er zijn twee soorten objekten
(bijv. rode en zwarte kaarten) en wel k van de ene soort en n-k van de
andere. Deze kunnen op (n) manieren op een rij gezet worden: de n objekten
leveren n. permutatles, echter de k obJekten van de eerste soort kunnen in
elke permutaties nog weer gepermuteerd worden zonder dat de rij verandert;
idem voor de n-k overige objekten. Bijv. het getal 1 en twee keer het ge-

tal 2 leveren de volgende rijtjes: 122, 212, 221. Dat zijn er 3 oftewel (?).

§ 4, Ve:groving en diskrete kansvelden

Met een dobbelsteen kan best getost worden! Bij uitkomst "even" wint de ene
partij en bij "oneven' de andere. Als er toch alleen maar belangstelling is
voor "even" en "oneven", maar niet voor de precieze worp, dan kunnen ook
best "even" en "oneven" als mogelijke resultaten gekozen worden. Dus

U := {"even'","oneven'}.

J
E
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In het oude kansveld hadden de uitkomsten "even" en "oneven'" ieder de kans
3 1 . .. .
3 = 5 dus dat oude kansveld induceert op heel natuurlijke wijze een sym—

metrisch diskreet kansveld met n = 2.

Deze procedure zou vergroving genoemd kunnen worden: er wordt minder detail-
listisch gekeken, er wordt met grotere bouwstenen gewerkt. Zo'n vergroving
kan een grote vereenvoudiging geven. Bijv. als in een vaas 100 knikkers
zitten en er worden er twee na elkaar getrokken, dan zijn er (variaties!)
99.100 = 9900 mogelijke resultaten. Maar als alleen de kleuren van de ge-
trokken knikkers van belang zijn en er zitten gele en blauwe knikkers in de
vaas, dan kan men zich beperken tot de grovere mogelijkhedenverzameling met:

u, = "blauw,blauw"

u, = "geal,blauw"
u, i= "blauw,geel"
u, 3= "geel,geel” , dus n = 4.

Echter zo'n vergroving hoeft niet altijd een symmetrisch kansveld te indu-

ceren. Stel dat in de vaas uit het voorbeeld 40 blauwe en 60 gele knikkers

zitten:
39,40 ) _60.40 59,60
Plup) = 3550 » PQey) = Pug) = 5555 » P(u,) = 550 -

Wel blijven alle in de stelling van § 2 genoemde eigenschappen gehandhaafd.
Er is dus alle reden om zulke niet-symmetrische diskrete kansvelden ook te
accepteren. Dit te meer owdat lang niet bij alle toevalseksperimenten door
verfijning makkelijk een symmetrisch kansveld kan worden gevonden. Denk bij-
voorbeeld aan het tossen met een knoop of met een onzuiver muntstuk. Het kan
wel, maar het is vrij gekunsteld. Dankzij het voorgaande kan nu eenvoudig
ingezien worden hoe algemene diskrete kansvelden gedefinieerd kunnen worden:
hecht aan elke elementaire uitkomst een niet-negatief getal en definieer de
kans op een uitkomst A als de som van de kansen op de elementaire uitkomsten

die in A bevat zijn; zorg ervoor dat de kans op U gelijk is aan 1.

Definitie: een diskreet kansveld bestaat uit

een diskrete mogelijkhedenverzameling U = {u],...,un}
n
pX

1

en getallen P sPysreresPy (pi > 0 en

P. 1).

1 1

1]

i
Daarbij is voor elke uitkomst A een getal gedefinieerd:

de kans op de uitkomst A, genoteerd door P(A). En wel zo

dat peldt:
: P{A) = I P(ui) = I p

;-
Ujeh uiEA
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De in de stelling van § 2 genocemde eigenschappen van symmetrische diskrete
kansvelden gelden ook voor algemene diskrete kansvelden. Dit wordt eenvoudig

aangetoond. ;

Voorbeeld: Bij 10 worpen met een zuiver muntstuk lijkt het redelijk aan 5
alle mogelijke rijtjes van 10 werpresultaten zoals MMK ... MK gelijke kans

-10

toe te kennen, dus 2 '~ voor elk rijtje. Als men zich alleen interesseert

voor het aantal keren "munt" dat is opgetreden, krijgt men een grovere
mogelijkhedenverzameling U = {0,1,...,10}, met p; = P(i) = (;0)2—i0. Er

zijn nl. (;0) rijtjes met precies i keer "munt".

Opmerking: De definitie staat toe dat sommige .elementaire uitkomsten de
kans 0 krijgen toebedeeld, Dit lijkt overbodig, want dan zou men die ele-
mentaire uitkomsten ook weg kunnen laten. Later blijkt het echter toch
handig te zijn, dat deze mogelijkheid door de definitie is opengelaten.,

Merk op dat hierdoor niet geldt:
als P(Ay B) = P(A) + P(B), dan An B = @,

wat voor symmetrische diskrete kansvelden wel juist is.

§ 5, Kontinue kansvelden

Nu het geval van een kontinue mogelijkhedenverzameling: U = [0,27).

Een wijzer draait horizontaal om een asje. De wijzer krijgt een zet, draait
vele malen rond en komt langzaam tot stilstand. Maar waar? Er is bij een
goede konstruktie geen voorkeur voor een bepaalde plaats. De plaatsen kun-
nen aangegeven worden door de hoek ¢ van de wijzer met een vaste lijn, dus
0 < ¢ < 2n. De kans om ergens te stoppen wordt natuurlijk weer gelijk aan 1
gesteld:

P(U) = P([0,27m)) = 1.

Uit frekwentieoverwegingen 1ijkt het ook hier verstandig om de kans dat de
wijzer in een bepaald gebied stopt evenredig te nemen met de grootte van

het gebied. Het gebied met lengte 2m krijgt kans 1, dus in het algemeen:
P(A) = | - d
2n %
A

Bij deze afspraak gaat de stelling van § 2 weer op.

Deze afspraak wijst meteen de weg om andere kansvelden te definieren: bij
symmetrische diskrete kansvelden kijkt men naar het aantal elementen en

analoog daaraan vonden we voor een kontinue mogelijkhedenverzameling:
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integreer een konstante funktie over het gebied. Bij algemene diskrete
kansvelden is voor ieder van de elementaire uitkomsten een kans gegeven
en de kans op een willekeurige uitkomst vindt men door het optellen van
de kansen op elementaire uitkomsten. Zo zouden analoog voor een kontinue
mogelijkhedenverzameling kansen gevonden kunnen worden deor integratie

(= "optelling") van een gegeven funktie op U.

Definitie: een kontinu kansveld bestaat uit

gen kontinue mpgelijkhédenverzameling U

en bovendien een integreerbare en niet-negatieve

funktie £ op U, zodat J £(x) dx = 1.

U
Daarbij is voor elke uitkomst A een getal gedefinieerd:
de kans op de uitkomst A, genoteerd door P(A). En wel zo,
dat geldt:

P(A) = J f(x) dx.
A
De funktie f wordt de kansdichtheid (Engels: density of

density function) van het kansveld genoemd.

Ook voor ieder kontinu kansveld geldt de stelling van § 2. £(x) bij een
kontinu kansveld komt overeen met P; bij een diskreet kansveld, bedenk
echter wel dat de kans op de uitkomst x niet gelijk is aan f(x) maar aan 0.
f stelt echt een dichtheid voor, zoals blijkt uit het volgende:
Stel A is klein, dan geldt:
a
BP(la - 4,a]) = J f(x) dx ~ £(a) . A .
a-A

Dus de kans om in een klein intervalletje bij a terecht te komen is ongeveer

gelijk aan f(a) vermenigvuldigd met de lengte van het intervalletje.

X
i)
B
M
e
)
P
X
o
i
:
)
1
3
5
k]
P
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Voorbeelden:

1) het uniforme of homogene kansveld:

l

voor a = x £b

o
1
W

f(x) =
0 elders.

a en b zijn hier gegeven getallen met b > a.

De draaiende wijzer uit het begin van deze paragraaf leverde een homo-
geen kansveld met a = 0 en b = 2.

2) het eksponentiele kansveld:

Ax
Ae VoOor X

1%
o

£(x) =
0 wvoor x < 0.
A is hier een gegeven positief getal.

Dit kansveld kan bijv. gebruikt worden voor de tijdsduur tussen twee

binnenkomende gesprekken in een telefooncentrale.

f(x)

3) het normale kansveld:

4

-

b
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Hierin zijn y en 0 gegeven getallen, waarvan ¢ positief. Dit kansveld wordt
bijvoorbeeld veelal gebruikt om metingen die behept zijn met een toevals-

fout te beschrijven. In het geval er geen systematische fout gemaakt wordt,
en m de te meten waarde is, wordt gesteld dat de waarneming een trekking is
uit een normaal kansveld met u = m. De waarde van ¢ is dan een maat voor de
nauwkeurigheid van de meetmethode. De dichtheid van het normale kansveld ﬁﬁ

staat bekend onder de naam: kromme van Gauss.De funktie f is eentoppig en ‘4

symmetrisch rond de waarde u. ¢ is de afstand van yu tot de buigpunten:

£" (u+o) = £"(u-0) = 0.

In tegenstelling tot de vorige voorbeelden kost het hier enige moeite om te
bewijzen dat

[+ 4]

J f{x) dx = 1.

-

. . . X~
Een trucje brengt uitkomst. Substitueer eerst: —EH = u, levert:

o © 2

J F(x) dx = ——
Yor

-0 -0

We rekenen nu uit:

o - 12
L Je?du_—.‘—
ar Var
: 2“ oo—.]"--_2 m-—ﬁ —-.r..._z..oo
= %— J J e 2 r drde = J e 2 r dr = -e 2 = 1.
i 0
0 0 0

In het tweede hoofdstuk zal blijken waaraan het normale kansveld zijn naam
te danken heeft.

Het normale kansveld met uy = 0 en ¢ = | wordt standaard normaal genoemd.

Dit kansveld speelt een bijzondere rol bij het berekenen van kansen in
andere normale kansvelden zoals nog zal blijken in het vervolg van deze

paragraaf.

Meestal is men bij kontinue kansvelden geinteresseerd in kansen op inter-
vallen. Deze kansen moeten door integratie worden uitgerekend. Ook echter

kan men eenvoudiger &én keer een andere funktie berekenen waaruit de kansen
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op alle mogelijke intervallen gemakkelijk volgen:

Reken de kans uit op alle intervallen van het type (-=,al :

a

P((-=,al) = J f(x) dx.

—0

SRR

Noem deze kans F(a).

Uit deze funktie F kunnen allerlei kansen berekend worden: de kans op de

R
4
%
4

uitkomst (a,~) is gelijk aan
1-F(a). Maar ook op [a,=).
de kans op de uitkomst (b,al is gelijk aan F(a)-F(b).
Maar ook op [b,a) enz.

De funktie F wordt de verdelingsfunktie van het kontinue kansveld genoemd

(Engels: distribution function of cumulative distribution functiomn).

F is een monotoon niet-dalende funktie. F is kontinu en lim F(x) = 1,

Ry B!
lim F(x) = 0. "ﬁ
X+ . ﬁ

In punten waar f kontinu is, is F differentieerbaar en

F'(x) = f(x) . fi
Voorbeelden: }
1) het homogene kansveld heeft: 0 wvoor x <a
F(x) = %E% voor a < x < b
1 wvoor x>b .
2) het eksponentiéle kansveld heeft: 0 wvoor x <O
F(x) =

Ax
) l-e voor x =2 0 .

Om konkrete waarden van deze verdelingsfunktie te vinden kan gebruik ge-

maakt worden van tabel 9.5 in het Statistisch Compendium.

x - (§'H)2
2
3} het normale kansveld heeft: F(x) = 1 J e 20 dg .
av2m _

oo
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l[a;?, | —p X

De verdelingsfunktie van een ekponentieel kansveld

met parameterwaarde A. F(% log 2) = 4.

— tmm— m— p— —

+I—D-——- — g —

(8] I_L+20 —pX

De verdelingsfunktie van een normaal kansveld met
parameterwaarden y en 0.

F(u) = 0,5
F(u - o)
F(u - 20)
F(u + o) ~
F(u + 20)

0,1587
0,0228
0,8413
0,9772

R Mk AT ot T
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Deze integraal laat zich niet uitdrukken in elementaire funkties. Echter

substitutie van EEE = u levert:
X~y
o _u?
1
F(x) = —— J e % du.
Y2 -

—

Door middel van dit verband kunnen de gewenste kansen berekend worden, mits
een tabel voor de verdelingsfunktie van het standaardnormale kansveld ter
beschikking staat. Een dergelijke tabel is opgemomen in het Statistisch

Compendium (tabel 1.1),

§ 6. Voorwaardelijke kansen en onafhankelijke uitkomsten

In de vorige paragrafen zijn twee soorten kansvelden ingevoerd: diskrete

(§ 2 en § 4) en kontinue (§ 5). Er kunnen ook nog wel andere soorten worden
gedefinieerd; in de volgende paragraaf zal daar iets van blijken. Mede als
inleiding daarop zal nu eerst getoond worden hoe een kansveld op een heel
natuurlijke wijze andere kansvelden kan voortbrengen. Zo'n natuurlijke
voortbrenging is in § 4 al gedemonstreerd, nl. vergroving van de mogelijk-

hedenverzameling. Hier is echter een andere methode aan de orde.

Stel eens er is een kansveld gegeven (denk bijv. aan het trekken van een
kaart uit een volledig spel) en H is een uitkomst (bijv. "harten") met
P(H) > 0. Nu zou een nieuw kansveld gemaakt kunnen worden waarin alle uit-
komsten die niets met H gemeen hebben kans O hebben en alle die binnen H
liggen dezelfde kans als vroeger. Maar dat kan niet want dan geldt niet
meer P(U) = 1 doch de nieuwe kans op de zekere uitkomst is pelijk aan de
oude P(H). Dit kan gekorrigeerd worden door alle kansen door de oude P(H)

te delen. Voor het nieuwe veld met kansen Po(A) geldt nu:

PO(A) =0 als AnH=2¢§,
P_(4) := ggﬁ; als AnH =g .

Dit is nog geen kansveld, want hoe groot is P (A) als An H # @ en bovendien

AnH # 7 Er moet natuurlijk gelden:

*
PO(A) = PO(A n H) + PO(A NH).
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Dus definieer PO(A) aldus:

P (@) = PAAOH) , o E(AnH

P(H) T T P(RH)

In het voorbeeld geeft het nieuwe kansveld een beschrijving van 'trekken uit
de hartenkaarten". De overgang van het oorspronkelijke op het nieuwe kans-
veld geeft aan hoe het kansveld gewijzigd wordt als een stuk van de mogelijk-
hédenverzameling wordt uitgesloten (hier H*) maar voor de rest alles bij het
oude blijft en het toevalsmechanisme op dezelfde wijze blijft werken. Daar-
mee vormt het nieuwe kansveld ook een goede beschrijving van het probleem:

‘er is een kaart getrokken en het is een hartenkaart, maar welke zou het zijn?

Bij het nieuwe kansveld weten we dat een elementaire uitkomst uit H optreedt,
maar de verhouding tussen de kansen op de elementaire uitkomsten is gelijk

gebleven.

Nu een nette definitie:

Definitie: Gegeven een kansveld met een uitkomst H. P(H) > O.

PAOH g (voorwaardelijke) kans op de uit~ i

Dan wordt PR &

komst A onder de voorwaarde H genoemd.

P(A n H)
P(RH)

Voor de kans PO(A) uit het voorgaande wordt dus in het vervolg geschreven

Notatie: =: P(A I H).

P(A | H).

Dit gebeurt omdat in één tekst voorwaardelijke kansen bij verschillende

voorwaarden kunnen optreden.

Stelling: Gegeven een kansveld'met mogelijkhedenverzameling U. Zij H een
vaste uitkomst. P(H) > 0. Met de kansen P(A | H) vormt U weer
een kansveld. Een diskreet kansveld levert zo weer een dis-—
kreet kansveld en een kontinu kansveld weer een kontinu kans-

veld,
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Bewijs: Bij een diskreet veld vindt men:

0 als u, ¥ H

1
P(u, | B) =
Py
;ﬁ?ﬁf als u € H.-

Bij een kontinu veld vindt men:

F(x) dx

B A

P(A | H) =

o STy
SRkt

e

f(x) dx

Rt otk

Dus neem éls_nieuwe kansdichtheid g(x):

;ﬁ

0 als x X H '%

&

g(x) := 4
. ;
_E@ xen. :

J f(x) dx k

b

H

Toepaésing: Met behulp hiervan kan eenvoudig worden aangetoond dat het ekspo-

o Al

nentiéle kansveld gebruikt kan worden voor een beschrijving van de levensduur

TR

i

T4
&

N
b

van een apparaat waarin geen slijtage optreedt, maar dat stuk gaat.
door een incident. Dit houdt in, dat de kans dat het apparaat stuk gaat
tussen T én T+t als het op T nog ﬁerkt, slechts van t afhangt:

Voor de kans dat het apparaat nog werkt op tijdstip t geldt:

At

P(t,®) = 1 = F(t) = e (t 2 0).

Hoe groot is nu bij het gegeven dat het apparaat nog werkt op tijdstip T,

de kans dat het nog werkt op tijdstip t+t?

Welnu:

P((trr =) _ e AT

P((r y®)) E_J\T

At
=e -,

P((t+1,=) [ (1,=)) =

Het is wat lastiger om aan te tonen dat eksponentiele kansvelden de enige

ey

SRR

kontinue kansvelden zijn met dezé eigenschap. Een bepaald levensduurprobleem o
met slijtage wordt bijvoorbeeld beschreven door het kansveld met verdelings- d

funktie. -
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F () =
0

0 voor t < O .

(Wat is de kansdichtheid?) Nu geldt:

- 2
P((trr, @) | (r,00) = BLEFT) _ e MEDT ez gy
Ly ] P((T,W)) e‘-ATz .
. , -At2 |
Deze kans is kleiner dan e = P((t,=)).
Voorbeelden:
1) het trekken van een kaart, met H = "harten".

Dan geldt: de kans op het trekken van een "schoppenvrouw" (Sv) was -
maar B(S_ | H) = 0;

de kans op het trekken van een "hartenzeven" (H7) was
1
maar P(H, | H) = 3

de kans op het trekken van een "boer" (B) was %5 = %3 en
ookP(B]H)=-:—3.

2) Het uit laten draaien van een tolletje met een wijzer (§ 5) met H het

Lnl--
N

interval [0,n].
Dan geldt: de kans op ‘A = [w,2r] was gelijk aan },
maar P(A [ H) = 0 ;

de kans op B [%w,gﬂ] was gelijk aan 1§,

en ook P(B [ H) = §;

de kans op C
maar P(C | H) = 1},

[0,ir] was gelijk aan },

Konklusie: Door de informatie H wordt de kans op sommige uitkomsten kleiner
(Sv en A}, op andere groter (H7 en C). In die gevallen hebben we dus iets aan
de informatie. In grensgevallen verandert de kans niet door de voorwaarde

(B in beide voorbeelden) :
P(B | H) = P(B) .

Het optreden van B wordt niet beinvloed door de beperking H. Men zou kunnen
zeggen: B is onafhankelijk wvan H.
Hieruit volgt:

P(B n H) = P(B) P(H) .
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En omdat in de voorbeelden P(B) > 0:

P(B n H)
P(B)

Dus als B onafhankelijk is van H, dan is H ook onafhankelijk van B. Men kan

= P(H | B) = P(H) .

dan zeggen: B en H zijn onafhankelijk van elkaar. Omdat de produktregel

symmetrisch is in B en H en de onafhankelijkheid in beide richtingen eruit

R oy T L S P S

volgt nemen we de produktregel als definitie. Bovendien zijn in de produkt-

regel linker— en rechterlid altijd gedefinieerd, ook als P(H) of P(B) gelijk

is aan Q.
Definitie: In een kansveld heten twee uitkomsten H en B omafhankelijk,
als de produktregel geldt:
P(H n B) = P(H) P(B).
,;:f:'
Stelling: Als H en B onafhankelijke uitkomsten zijn en P(H) > 0, dan geldt: #

P(B | B) = P(B) .

)
§ 7. Deeleksperimenten .g
o
Dankzij het concept van de voorwaardelijke kans kan systematisch een kans-— ;%
veld worden opgebouwd voor een eksperiment uit de kansvelden van deelekspe- 7¥
B

rimenten. Stel bijv. er zijn twee vazen M en K. M bevat 6 gele knikkers en g
4 blauwe, K bevat 2 gele knikkers en 12 blauwe. Eerst wordt met een muntstuk
gegooid, bij "munt" wordt een knikker getrokkenm uit vaas M en bij "kruis"
uit vaas K. Hoe groot is de kans op een gele knikker uit vaas M? Duidelijk

moet gelden:

6
P(geel ] M) = 10 ° en
POD) = =
2’ :
Dus P(M en geel) = P(M) P{geel | M) = % . %6 = 0,3 .

Zo de kans op geel: P(geel) = P(M en geel) + P(K en geel) =

Als in beide vazen m knikkers zitten zou men met deze methode een symmetrisch

o s e R BRIt g 0 e e

kansveld met 2m elementen vinden.
Voor 2 trekkingen zonder teruglegging uit vaas M krijgt men:
P(eerst blauw dan geel) = P(dé'eerstevblauw) f(de tweede geelleerst blauw) o
- 4 6 A
1 ’ 9 15 ° i
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Door een symmetrisch kansveld aan te nemen met n = 90 wordt dezelfde
waarde gevonden (vergelijk het voorbeeld in § 4).

Nu met teruglegging. Na de eerste trekking wordt de oude situatie hersteld
en wordt onbevooroordeeld opnieuw getrokken. Dan mag de uitkomst van de
eerste trekking dus geen invloed hebben op de uitkomst van de tweede en met

name:

P(de tweede geel | de eerste blauw) = P(de tweede geel).

Oftewel de uitkomsten: "de eerste trekking is blauw" en

"de tweede trekking is geel "

moeten onafhankelijk zijn:

P(eerst blauw dan geel)

P(de eerste blauw) P(de tweede geel)

P(blauw) P(geel) = %6 . %6

Van een goed kansveld voor het gekombineerde eksperiment moet dus geeist

= 0,24,

worden dat alle mogelijke uitkomsten A en B, waarvan A alleen betrekking

heeft op het eerste deeleksperiment en B alleen op het tweede, onafhankelijk
zijn.
Zo ook voor drie keer trekken met teruglegging:

P(1 geel 2 blauw 3 geel) = P(1 geel 2 blauw) P(3 geel [ 1 geel 2 blauw).

Maar de derde trekking trekt zich niets aan van de eerste twee, dus een goed

kansveld voldoet aan:
P(3 geel | 1 geel 2 blauw) = P(3 geel).
Dus P{l geel 2 blauw 3 geel) = P(! geel) P(2 blauw) P(3 geel).

Nu kan de konsekwentie getrokken worden: als deeleksperimenten elkaar niet
beinvloeden, moet de produktregel gelden voor uitkomstem die op verschillende

deeleksperimenten betrekking hebben:

Definitie: Stel een eksperiment bestaat uit m deeleksperimenten. Deze

deeleksperimenten worden onafhankelijk genoemd, als de produkt-—

regel geldt voor elk stel uitkomsten A "’Am waarvan Ak al-

1*°
leen betrekking heeft op het k-de deeleksperiment (k = 1,...,m)
dus

P(A1 nNA, n ... Am) = P(AI) P(Az) .o P(Am).

2
We gebruiken dit door van deeleksperimenten die we fysisch omafhankelijk
achten, te stellen dat ze ook kanstheoretisch onafhankelijk zijn.Dus geldt

de produktregel voor het kansveld dat het totale eksperiment beschrijft.
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Merk op, dat door deze benaderingswijze voor herhaalde worpen met munt of
dobbelsteen en voor herhaalde trekking met teruglegging hetzelfde kansveld

wordt verkregen als door gelijkwaardigheid van mogelijkheden te onderstellen.

Als een eksperiment is opgebouwd uit m deeleksperimenten die elk een diskrete
mogelijkhedenverzameling hebben, dan heeft ook het grote eksperiment een
diskrete mogelijkhedenverzameling {(met nmn, ...on elementen).

Als een eksperiment is opgebouwd uit m deeleksperimenten die elk een kontinue
mogeli jkhedenverzameling bezitten, dan is de mogelijkhedenverzameling van het
grote eksperiment (een gedeelte van) de Rm. Eerlijkheidshalve moet hier bekend
worden, dat kansvelden in de R.Iu nog niet eens gedefinieerd zijn, maar dat is

vlug gedaan: net als in R, worden als uitkomsten toegestaan alle deelverzame-

1
lingen die als integratiegebied van een m-voudige integraal kunmnen optreden.

Definitie: een m—dimensionaal kontinu kansveld heeft de Rm als
mogelijkhedenverzameling.
Het kansveld wordt verder bepaald door een integreer-

bare en niet-negatieve funktie f op Rm, die voldoet aan

J f(xl,...,xm)dx1 - dxm = 1,

R
m

Daarbij is voor elke uitkomst A een getal P(A) gedefini-

eerd, door:

P(A) := J f(x],...,xm)dx1 ‘s dxm .
A

De funktie f wordt de kansdichtheid van het kansveld

genoemd.

Ook dit m—dim. kontinue kansveld bezit de eigenschappen van de stelling van
§ 2. Op soortgelijke wijze kunnen natuurlijk ook allerlei andere soorten
kansvelden gemaakt worden, bijv. gemengd diskreet en kontinu.

Analoog aan het |-dimensionale kontinue kansveld (§ 5) kunnen m-dimensionale

kontinue kansvelden vastgelegd worden door een verdelingsfunktie:

i St TR

O N R R T AT

SO
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F(x],xz,...,xm) tm P((-m,xl] n (—w,xz] n ...(*m,xm]) =

X X
1 m

= J van J f(ﬁl,...,Em) dEl e dEm .

—00 -0

In alle punten waar f kontinu is geldt:

3F (%, 5000, )
! LN E(X sevesXx ) &
9%, +esu. OX | A
] m
F is kontinu en bovendien in elke X, monotoon niet dalend, terwijl
lim F(X, 4Xy,0000x ) =1,
lim F(x, 3% 3+00,%X )} =0,
X Py ey X e 1"z m
Stelling: Voor m onafhankelijke deeleksperimenten met kontinue kansvelden

geldt
F(xl,...,xm) = F](x])Fz(xz) . Fm(xm) en

f(xi,...,xm) = fl(xl)fz(xz) cos fm(xm), overal waar alle f's
kontinu zijn.

Ook andersom volgt uit elk van beide produkteigenschappen (voor
alle x],...,xm) de onafhankelijkheid van de deeleksperimenten.
Voor F volgt het gestelde meteen uit de definitie van onafhanke-
lijke deeleksperimenten. Voor f uit

BmF(xl,...,x )

m

X, veees X
1 m

= f(x],...,xm) .

Voorbeelden:

1) £(x,y) 1= —— exp[-(x2- xyv2 + y2)].
T2

Deze dichtheid kan niet geschreven worden als produkt f(x)g(y). De deel-

eksperimenten zijn niet onafhankelijk,
x2 = xy/2 + y2 = (} - /D) (x + y)2 + (3 + }/2)(x ~ ¥)2, dus £(x,y)

heeft als niveaulijnen ellipsen met lange as x = y en korte as x = -y.

R e T
B e I L

S e T

QRS e
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LH. Liscioven

o

=)

Kansvelden van dit type kunnen gebruikt worden als model van bijv. een

eksperiment als lengte— en gewichtsmeting van een willekeurig aangewezen

Nederlander.
2) f(z,y) = % expl-(x* + y2)]
—_—l 4
Fx,y) == X . L o L rme .
v v

Hierin zijn f(x) en f(y) de kansdichtheden van het normale kansveld met
u=0enoc= /2,

Dit kansveld kan dus gebruikt worden als model voor een eksperiment dat
bestaat uit het twee keer uitvoeren van een deeleksperiment, met name
een herhaalde fysiche meting. Ook voor het model van het schieten op

een schijf kan deze kansdichtheid dienst doen.

§ 8. Het binomiale en het Poisson kansveld; een wet van de grote aantallen

Het eenvoudigste (en meteemn erg belangrijk) voorbeeld van onafhankelijke
deeleksperimenten is de m—voudige herhaling van een eksperiment met 2 moge-
lijke resultaten. Gemakshalve krijgt de een de naam Sukses en de ander heet
Mislukking. Vb.: het tossen met een muntstuk, het keuren (goed- of afkeuren)
van een steekproef uit een grote partij. Stel bij &&n keer uitvoeren geldt:
P(S) = p. Veelal zal men zich alleen interesseren voor het aantal suksessen
in de m herhalingen: op de mogelijkhedenverzameling die bestaat uit alle
mogelijke rijtjes van m letters M en S, bv. MMSM ... SM, kan dus vergroving
worden toegepast door de rijtjes met gelijke aantallen suksessen op een hoop
te vegen: dan wordt de mogelijkhedenverzameling: {0,1,...,m}.

Hoe groot is nu de kans op k suksessen P(k)?

De kans op een bepaald rijtje SS ... SMM ... M met precies k suksessen is
gelijk aan pk(I-p)m—_k vanwege de onafhankelijkheid van de deeleksperimenten.
Dan is P(k) gelijk aan Nkpk(l-p)nrk, waarin N het aantal rijtjes van m

k
letters M en S is met precies k keer S, want al die rijtjes hebben kans

k -k
p (-p)™ . N

k is volgens § 3 gelijk aan (E), dus

pa) = ) e 0-p™F .

m
Inderdaad weten we uit WSK 10: I (E) pk(l—p)m ko (p+l—p)m =1 =1.
k=0

e e T e L e

L
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Vanwege dit verband met het binomium van Newton wordt van het binomiale kans-~

veld gesproken.

Het binomiale kansveld met parameterwaarden m en p is het diskrete kans-

veld met
U

It

{0,1,.4.,m} en

= B0 k- 0,1,..0,m)

De toepassingen van dit type kansveld zijn legio zoals met name blijkt uit
de opgaven bij dit kollege. Voor het berekenen van kansen kan gebruik wor-
den gemaakt van tabel 5.1 en 5.2 in het Statistisch Compendium. Voor enige
voorbeelden (p = % » m =25, 10 en 20) zie de figuur aan het einde van
deze paragraaf.

u

Een limietstelling: Stel u > 0, kies p = o’ dan geldt
m, k m~k - uk
1lim (k) p (1-p) =e " e mits y en k vast zijn .
m=+ © ‘

Deze stelling geeft de mogelijkheid kansen uit een binomiaal kansveld te
k
benaderen en wel door e © ﬁT met U = mp, mits m maar groot is en p klein,

Deze benadering is voor vele praktische doeleinden bruikbaar zodra p < 0,1,

Dit wordt geillustreerd met een paar voorbeelden voor p = 0,05:

m=25 m =10 m = 20
k exact benaderd exact benaderd exact benaderd
0 7738 .7788 .5987 6065 .3585 .3679
1 «2036 . 1947 .3151 . 3033 3774 . 3679
2 .0214 .0243 L0746 .0758 . 1887 .1839
3 .0011 .0020 .0105 .0126 .0596 .0613
4 . 0000 .0001 .0010 .0016 .0133 .0153
5 . 0000 .0000 .0001 .0002 0022 .0031
6 .0000 .0000 .0003 . 0005
7 .0000 0001
8 .0000 .0000

g R i B i
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Als een binomiale kans zonder benadering in een tabel opgezocht kan worden,
verdient dat natuurlijk de voorkeur! Het voordeel wvan het benaderen is, dat
de 2 parameters m en p vervangen zijn door 1 parameter p en dat maakt het ;

tabelleren gemakkelijker. :

Als we nu de mogelijkhedenverzameling U = {0,1,2,...} beschouwen, met als |}. b
uitkomsten alle deelverzamelingen, dan kunnen we op de volgende wijze een

kansveld definieren:

" .
kies P ‘T e H %T voor k = 0,1,2,... 3

neem voor de kans op de uitkomst A:

P(A) := I p, .
k e A k

Dit wordt het Poisson kansveld genoemd.

[ ]

Men verifieert eenvoudig: I 1.

k=

Bovendien gelden ook voor dit kansveld de eigenschappen genocemd in de stel-

p =
0 k

ling van § 2. Voor tabellen zie het Statistisch Compendium 6.1 en 6.2,

Dit kansveld kan zoals gezien gebruikt worden in plaats van het binomiale
als m groot is en p klein (bv. bij kwaliteitskontrole met geringe kans op
afkeuren per trekking),

Daarnaast leidt het Poisson kansveld ook een zelfstandig bestaan als model
in een situatie waarin "incidenten" optreden in de tijd en waarbij aan de

volgende voorwaarden is voldaan:

- voor elk. klein intervalletje is de kans dat een incident optreedt evenre-
dig met de lengte van het intervalletje,

- de kans dat in een klein intervalletje twee of meer incidenten optreden is
veel kleiner dan de kans op €&n incident,

- het optreden van een incident is onafhankelijk van voorgaande incidenten.

Voorbeelden: draadbreuken op een spinmachine, binnenkomende klanten in een
supermarkt, binnenvallende deeltjes in een G.M.~teller, binnenkomende gesprek-

ken in een telefooncentrale. Dat in dergelijke situaties, waarbij de drie

bovengenocemde aannamen redelijk vervuld zijn, het Poisson kansveld als model
goed bruikbaar is, is als volgt in te zien: oy
Beschouw een tijdsinterval met lengte 1. Maak m intervalletjes met lengte %-.

Dan is voor elk intervalletje de kans dat een incident optreedt gelijk aan

% (4 is een evenredigheidskonstante)., De situatie is dus alsof onafhankelijk

van elkaar voor
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alle intervalletjes met kans ﬁ-wordt geloot of er een incident plaats vindt.
Het aantal incidenten wordt dan beschreven door een binomiaal kansveld met
P

% . Hieruit volgt:

P (i ; y o E_k ) H_m-k ) ‘ﬁ ﬁk
. imm (W& a-) e’ T -

Uit deze beschouwing volgt ook meteen dat voor een tijdspanne ter lengte t
de evenredigheidsfaktor ut bedraagt. Zoals te verwachten en ook door een
eenvoudig bewijs wordt aangetoond, geldt dat de tijdsduur t tussen twee op-
eenvolgende incidenten door een eksponentieel kansveld kan worden beschre-
ven (met A = p).
Dit bewijs gaat als volgt:

P(tijdsduur groter dan t) =

P(geen incidenten in tijdspanne ter grootte t) =

o
-ut (ut)” . -ut
e M = e

~ut Ht

dus P(tijdsduur hoogstens t) = 1 - e = F(t) en £(t) = pe .

Ter afsluiting van deze paragraaf wordt nog een "wet van de grote aantallen"
geformuleerd en bewezen. De "ervaringswet van de grote aantallen" zegt dat
bij een lange serie worpen met een zuiver muntstuk de fraktie keren dat
"kruis" optreedt vrijwel zeker op den duur dichtbij } gaat liggen, en ook
dat bijvoorbeeld bij een lange serie worpen met een dobbelsteen vrijwel
zeker in ongeveer een zesde van de gevallen "1" geworpen wordt. Het "vrijwel

zeker" en het "ongeveer" hieruit kunnen nu gepreciseerd worden:

Wet van de grote aantallen: Van een eksperiment met kans p op een uitkomst A

worden m onafhankelijke herhalingen uitgevoerd (p vast). Zij € > O, Pm is
de kans op de uitkomst "de fraktie van het aantal keren dat A optreedt,
wijkt meer dan ¢ van p af".
Dan geldt:

lim Pm = 0.

m > <«
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Bewijs:

k -k
P = Z Q) e (1-p)"
m , A

Kk 2 -k
> e, @ e a-p”
k me
—_— - >
5o
. _
k-mp, 2 k -k
s 1 &R )y e a-p)t
k=0 me '-l”:
i%
m E'é;
1 K -k ._
= T (k2 - 2mpk + mzpz)(:) p(1-p" lﬁ
mZeg2 k=0 %
N
3
p(l-p 4
= = p(l-P) = ( ) . \‘3
m2e? me ;

Het voorlaatste gelijkteken wordt gerechtvaardigd door de volgende over-
wegingen:

m

k k
() a-p)T =
k=0
m m
k ~k
I kG P (-p)" = X
k=0 k=1

m. | k m—k
D @or P 4P

m—1
m—1 L m—1-2
=mp 2 (2)p(1-p) = mp
2=0

m m m
k =k
p 120D o0 = I kG P-4 1 k(D) 2 )™ -
k=0 k=0 k=0
- 2
= m(m-1) p* + mp.

Een uitbreiding van deze stelling volgt nog aan het slot van het tweede
hoofdstuk.




28‘

In onderstaande figuur wordt de wet van de grote aantallen gelllustreerd
door voor 5, 10 en 20 worpen met een dobbelsteen de kansen op k zessen
uit te zetten (Pk) en daarbij uit te rekenmen hoe groot in elk van de ge-

vallen de kans is dat de fraktie zessen minder dan 0,1 van % afwijkt.

0.4018

77777747771 | ) .

0 1 2 3 4 5

m=10

P

k
T el

| 177}7777;7771 . :

0 1 2 5 6 7 8 9 10
D 0.7677 m =20

k

A Yi¥/ril L s /L | I . . . —
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Hoofdstuk 2. Toevalsgrootheden of stochastische grootheden

In het vorige hoofdstuk is een elementaire inleiding in de kansrekening ge-
geven. Hierop kan in verschillende richtingen worden voortgebouwd. De voort-
zetting die in dit hoofdstuk wordt gegeven is in het bijzonder van belang
voor de statistiek, dus voor de kunst (of kunde) van het trekken van kon-
klusies uit waarnemingen.

Bij toevalseksperimenteﬁ is men meestal geinteresseerd in allerlei numerieke
grootheden die met zekere kansen bepaalde waarden aannemen. Het on-

derwerp van dit hoofdstuk is het rekenen met zulke door het toeval bepaalde
grootheden.

8 9. Stochastische grootheden (Engels: random variables of stochastic
variables

Frans : variables al@atoires)

Stel er is een eksperiment (kansveld) gegeven. Stel aan alle mogelijke re-
sultaten wordt een getalwaarde toegekend; wiskundig gezegd: er is een recel-

waardige funktie gegeven op de verzameling U.

Voorbeelden:

1) bij 10 keer werpen met een muntstuk bestaat de mogelijkhedenverzameling U
uit alle mogelijke rijtjes MKKM...KM. Bij elk rijtje kan men het getal be-
schouwen dat het aantal K's aangeeft.

2) in een tijdsinterval ter lengte T worden bij een G.M.-teller de tijden
genoteerd waarop een deeltje invalt, De mogelijkhedenverzameling U be-
staat nu uit rijtjes tijden., Bij elk rijtje tijden kan het aantal be-

schouwd worden, maar ook bijv. het verschil tussen de eerste twee.

3) bij 10 onafhankelijke metingen van zekere fysische konstante, bestaat de
mogelijkhedenverzameling U uit (een deel van) de RlO' Bij elk punt kan
]
worden gekeken naar bijv. de derde komponent of naar het gemiddelde van

de 10 komponenten of naar de som van de kwadraten of enz,.

De kansen waarmee bepaalde waarden optreden, kunnen uit het kansveld worden
berekend. Dit kan gebeurem door weer het vergrovingsprincipe toe te passen.
Veeg mogelijke resultaten met dezelfde funktiewaarde op een hoopje en maak
van deze hoopjes de nieuwe mogelijkheden. Elk hoopje kan gekarakteriseerd
worden door een getal (de funktiewaarde). Als nieuwe mogelijkhedenverzame-

ling U' kan dus steeds een deelverzameling van R gekozen worden (of R zelf).

SR v A R e T
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£ et S A et E AT = TR SR e
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We zullen hierbij de volgende situaties beschouwen:

a) de nieuwe mogelijkhedenverzameling U' bestaat uit gehele getallen en is

dus diskreet als we daarbij gemakshalve ook aftelbaar oneindige verzame-

lingen toelaten.
vb. | met U' = {0,1,..,.,10},

vb. 2 voor het aantal invallende deeltjes met U' = {0,1,2,...}.

b) de nieuwe mogelijkhedenverzameling U' is kontinu.
vb., 2 het tijdsverloop tussen het eerste en het tweede invallende
deeltje met U' = [0,TI.

vb. 3 als het gebied voor elke waarneming [-10,10] is:

voor de derde komponent u' = [-10,10]
voor het gemiddelde u' = (-10,10]
voor de som van de kwadraten U' = [0,1000].

Een formele definitie zou kunnen luiden:

een toevalsgrootheid of stochastische grootheid bij een kansveld
o

(Grieks: otoxaouoc = gissing) is een numerieke funktie op de
mogelijkhedenverzameling
of een vergroving van het kansveld waarbij de nieuwe mogelijkheden

getallen zijn.

Let op het paradoksale karakter: een stochastische grootheid is in de toe-
passingen een grootheid (aantal, temperatuur, gemiddelde e.d.), maar wis-
kundig een funktie,

Stochastische grootheden met een diskrete mogelijkhedenverzameling U' (type a)

noemen we diskrete stochastische grootheden. Van kontinue stochastische

grootheden wordt gesproken bij stochastische grootheden met een kontinue
mogelijkhedenverzameling (type b).
Op &&n kansveld kunnen in het algemeen vele stochastische grootheden gede-

finieerd worden (vb. 3).

Bij kansvelden waarop een stochastische grootheid is gedefinieerd is men vaak
geinteresseerd in uitkomsten als: '

"de waarde van de grootheid is hoogstens 12",
Het blijkt handig te zijn dit af te korten tot:

k £ 12,

Uit de onderstreping blijkt dat het om een stochastische grootheid gaat.

Steeds zal zo voor een stochastische grootheid een letter met een streepje

i

e

==

AT

hefm s

2%
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eronder gebruikt worden: bv. voor een tijd t, voor een lengte &, voor aan-

tallen vaak k. Voor de voorbeelden in het begin van deze paragraaf betekent

dit:

10~k

v 1 Bk =) = QOMD'E, «=0,1,2,...,10

vb.

vb.

dus de vergroving levert een binomiaal kansveld met

m=10en p = }.

k
Pk =k) = ¢ ' 17, (k = 0,1,2,...)
t
M ~u
P(t > t) = e (mits e " klein).

Merk op dat in dit geval het oorspromkelijke kansveld niet
eens precies is uitgewerkt, alleen de vergrovingen komen ter

sprake.

Als in een dergelijk geval iets over de kansvelden bekend is,

dan is het over de individuele metingen: noem ze ESFTRERY $P8
Hierdoor wordt het grote kansveld vastgelegd, als tenminste
onafhankelijkheid van de metingen verondersteld wordt. Het

gemiddelde %6 (§]+ ees * §40) wordt vaak genoteerd door X .

10
De som van de kwadraten is 5% + ...+ X2 = I x% . Het
i=1

is in het algemeen vrij lastig de nieuwe kansvelden die door
deze stochastische grootheden voortgebracht worden te bere-
kenen. In het vervolg zal blijken dat er toch wel iets nut-

tigs over te zeggen valt.

§ 10, Kaﬁsverdelingen

De nieuwe kansvelden, die ontstaan door de introduktie van stochastische

grootheden, kunnen volgens het voorgaande worden vastgeiegd door

een rij niet negatieve getallen p, met Zpk = 1 voor een diskrete

stochastische grootheid k, hierbij is P(k = k) = Py

een kansdichtheid f of een verdelingsfunktie F voor een kontinue

X

stochastische grootheid x, hierbij is P(x < x) = F(x) = J f£(e)de,

-0

U
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Men zegt dat de getallen P, Yesp. de funktie f of de funktie F de kansverdeling

van de stochastische grootheid k resp. x bepalen.

Enige voorbeelden van kansverdelingen zijn de volgende:

diskreet:

1) symmetrische verdeling: n opeenvolgende gehele getallen hebben ieder kans

e - S R L

% » alle andere hebben kans 0.

* (vb. dobbelsteen, roulette).

2) binomiale verdeling: Pk = k) := (E) ];;k(l-p)m-k voor k = 0,1,...,m
' (m en p gegeven).

k

“H ET- voor k = 0,1,2,... (u gegeven, > 0).

3) Poisson verdeling: P(k = k) :=e

kontinu: 3%
1) uniforme of homogene verdeling: f(x) := Eé;-voor a<x<b, elders 0 ?
- ‘ i A

' (a en b gegeven, a < b) A

2) eksponentiele verdeling: f(t) := Ae_lt voor t 2 0, elders 0

(A gegeven, A > 0)

3) normale verdeling: f(x) :=

1 2 |
expl= —— (x - u)°] (u en ¢ gegeven, ¢ > 0),
o2 202 :

Voor andere voorbeelden zie het Statistisch Compendium blz. 10, 12, 14,

Opm.: Ook voor diskrete stochastische grootheden is invoering van het begrip
verdelingsfunktie zinvol:

F(x) := Pk < x) = I pk .
kex

F(x) is konstant voor k < x < k + 1,

Vandaar dat in de tabellen 5.2 en 6.2 van het Statistisch Compendium voor de
verdelingsfunkties van binomiaal resp. Poisson verdeelde stochastische
grootheden F alleen voor gehele argumenten is opgenomen. Deze tabellen zijn
van belang omdat men vaak geinteresseerd is in uitkomsten in de vorm van
intervallen; de kansen op di£ soort uitkomsten worden m.b.v. de verdelings-

funktie eenvoudig berekend.

§ 11. Verwachting; momenten, variantie

Een stochastische grootheid wordt gekarakteriseerd door zijn kansverdeling,

Er bestaat echter ook behoefte aan een karakterisering door enkele getallen,




33.

Deze geven dan natuurlijk minder informatie maar zijn makkelijker om mee te
rekenen en overzichtelijker.

Een nuttig begrip is de verwachting van een stochastische grootheid, deze

geeft het zwaartepunt aan van de "kansmassa" zoals die over R verdeeld is:

Definitie: E k := I kP(k = k) als k diskreet,

o0

‘EE 1= J xf (x) dx als x kontinu (E vanwege expectation).

-
Deze som of integraal bestaat niet voor elke stochastische gwootheid, Als
de reeks resp. integraal konvergeren, konvergeren ze ook absoluut en mag

er dus vrijelijk met bijvoorbeeld de sommatievolgorde gemanipaleerd worden.

m
vb. binomiaal : f& = I k(::) pk(l—p)m"k = mp (vgl. het bewijs van de
k=0 wet van de grote aan~
tallen in § 8)
o k
Poisson :‘a-l_c_# I keuﬁ—=u.
k=0 '
. ~At 1
eksponentieel : EE = thie dt = 3
0
normaal : EE = J xf(x)dx = u .
b
, x _ b+a
uniform : g_:g J r— dx 7
a

Als x een stochastische grootheid is, dan wordt met _152 de stochastische
grootheid bedoeld die de waarde %2 aanneemt als x de waarde x heeft. Zo kan
algemeen een grootheid y = g(x) gedefinieerd worden. Voorbeelden: 2x + 1,
=], e .

Van al deze stochastische grootheden kan ook de verwachting bepaald worden

{(mits deze bestaat). Er geldt nu de belangrijke stelling:

b
h.
Lk
Y
5
&
. 1“‘
K
e
K
¥
R
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Stelling: x en y zijn stochastische grootheden en y = g(x), dan geldt

1) fl = J g(x)f(x)dx als x kontinu verdeeld is met kansdicht-

- heid £ en g integreerbaar. !

2) {y=1g®P&=k) alsx diskreet verdeeld is.
k

Zeker van de tweede bewering is het bewijs eenvoudig.
Zo geldt bv. faz = afz.

De verwachtingen van een bijzonder soort funkties van x, namelijk machten,

k
dus x worden momenten van x genoemd:

k
W= £_1_{_ heet het k-de moment van x.

k

In het bijzonder: b, = 1 (oninteressant) en u, = EE De laatste wordt

1
meestal met u of u(x) genoteerd.

De verwachting u van een stochastische grootheid x geeft aan waar het zwaarte-

punt van de kansmassa ligt, maar zegt niets over de 'uitgespreidheid" van die

kansmassa. Daartoe wordt meestal ingevoerd de verwachting van het kwadraat

van de afwijking van x:

Definitie: 8(5 - 1)2 noemt men de variantie van X.

Notatie: 0?2 of cz(x) .

o of o(x) (2 0) heet de standaardafwijking van x.

We geven nu enige eigenschappen van verwachting, momenten en variantie:

1) Ea__:g=a£35,
£E+b )

a? (li_) ’

2) E@x + b)

3) 62(x + b)
4) o?(ax) = a%0?(x) ,

5) c(a_:i) = |la] o(x) ,

6) o?(x) = u, ~u?,

2
7)u22u .
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Deze eigenschappen zijn handig bij het berekenen van varianties, verwachtin-

gen en momenten.

Bewijzen: 1), 2) uit vorige stelling.

3) uit 2).
4) vit: o2 (ax) = g(alc_ - ap)? = gaz(_:g - w2 = a2 5(35 - w2,
5) uit 4).
6) uit: § (x - we = E(ﬁz- 2ux + p2) = By = 2p2 + 2,
7) uit 6).
Voorbeelden:
. . 2 o 2 m k mk
binomiaal :0c(k) = I (k-mp) (p) p (1-p) = mp (1-p)
k=0
(verg. § 8) b
Poisson : g2 (k) = u.
o o ] E
eksponentieel : o2 (t) = — , -
L \2 ‘
normaal : g2 (x) = o2 .
. 1 g
uniform 2 02 (x) =33 (b-a)2 . &

s i

In het bijzonder aan de waarden voor normale en uniforme verdeling kan men
goed zien dat p de globale plaats van de kansmassa bepaalt en ¢ de massa-

spreiding.

p(s) := E'e_s-E is als x kontinu verdeeld ié, een tweezijdige Laplace getrans-—

formeerde van f. Voor diskreet verdeelde x is hiermee een soort gegenerali-

seerde Laplace transformatie ingevoerd. We nemen als bekend aan dat.p(s)
omgekeerd de kansverdeling van x bepaalt. Als er gevaar voor verwarring be-
staat, dan schrijven we de stochastische grootheid waar ¢(s) betrekking op

heeft er bij:'¢x(s).

Voorbeelden:

binomiaal t p(s) = (1 - p +pe H". :
-3 ' »
Poisson o g(s) = eu(e D . o

s megii

- 2.2
normaal tp(8) =e sutio®s .
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In het algemeen geldt:

(8) = CZ e-s(a£+b) _ e_-quJx(Sa) ]

q].':1.x+b

Bi] de meest voorkomende kansverdelingen bestaat ¢(s) voor minstens een

interval van s—-waarden.

Dat de karakterisering van een kansverdeling door eerste moment en variantie
ook bezwaren heeft, blijkt uit het volgende voorbeeld.
Stel x heeft een normale verdeling met parameters u en o. Stel y= e= . De

stochastische grootheid y heeft dan de 2zg. lognormale verdeling (log y is

normaal verdeeld). Deze verdeling wordt o.a. gebruikt voor inkomensverde-
ling, deeltjesgrootte, aantallen gekochte artikelen per klant in supermarkets.
Nu geldt: '
k ku+ k202
El = ekiﬂfi’x(‘k)=~eui 7

2
Dus g.l = eu+£0 =

Hieruit volgt o.a.:
P(1> ul) = P(§> n+ ioz) =P(E> io) .

Deze kans is gelijk aan 0,3085 voor ¢ = |
0,1587 woor o= 2,

1= M0 —y

Bij een dergelijke "scheve' verdeling hoeft de verwachting niet aan te geven
waar het grootste gedeelte van de kansmassa ligt. In het voorbeeld ligt de
verwachting in de rechter staart. Een bruikbaarder lokalisering van de kans-
massa kan in een dergelijk geval geschieden door de mediaan M, gedefinieerd
door

P(y SM) = P(y 2 M) = 0,5 .
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In het voorbeeld: M = eu . j

Indien ook inzicht moet worden verkregen in de 'spreiding" kunnen bijv. de !

0,25 en 0,75 - punten opgegeven worden: )
P(y < Ml) = 0,25, P(y < Mz) = 0,75 .

]
i
In het bijzonder bij de beschrijving van populaties waar betrekkelijk weinig §
items sterk van het gebryikelijke afwijken levert het gebruik van de mediaan

en andere zg. kwantielen de mogelijkheid om de algemene situatie goed weer

te geven.
§ 12. Relaties tussen stochastische grootheden ?
In een kansveld kumnnen meerdere stochastische grootheden gedefinieerd worden. J

Het meest voor de hand liggende voorbeeld vormen de afzonderlijke metingen

bij een eksperiment bestaande uit een aantal onafhankelijke metingen. 5
Vaak geeft de waarde die de ene stochastische grootheid aanneemt informatie ﬂ
over de andere (verg. § 7). Als bijv. van een willekeurig gekozen Neder- .3
lander schoenmaat en lengte worden bepaald, dan maakt een grote gekonsta-

teerde schoenmaat een grote lengte zeer waarschijnlijk:
P(L > 180 | s = 48) > P(% > 180) .

In een grensgeval geeft de waarde van de ene stochastische grootheid nooit

informatie over de andere, dan geldt dus:
P(xe Aény € B) = P(x € A)P(y ¢ B) voor alle A en B.

Men zegt dat x en y onafhankelijk stochastische grootheden zijn. Algemeen

wordt, analoog als in § 7 voor deeleksperimenten, gedefinieerd:

Definitie: X, ,X.,...,x heten onafhankelijke stochastische grootheden, als
Delinitie: XpsXys--esXy

voor elk m~tal deelverzamelingen AI’AZ""’Am van R de volgende

produktregel geldt:

en x,, € A

Plx, € A 2 € f

en ... en x ¢ Am) = P(;il € A]) ...P(zIn € Am)'

Opm.: Er kan ook volstaan worden met deze eis voor verzamelingen Ai van het

type (-m,ai]:

P(zc_l < a en ... en X < am) = F(al,...,am) = Fl(al)FZ(aZ)"'Fm(am)’

waarin Fi de verdelingsfunktie is van X, -
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Natuurlijk geldt ook weer als alle X; kontinu verdeeld zijn:
a a, a

F(al,...,am) = J J .o J f(xl,...,xm)dx P dx

m

-—ac ] —C0

met f(x],...,xm) = fl(x])fz(xz) fm(xm) . (verg. 8 7).

Enige eigenschappen van verwachting en variantie bij meerdere stochastische

grootheden worden hieronder genoemd: 3

1) €(§+X)=€3{_+ EX_

X T e v X
2)‘2, - 0 =, als 85k=u(k=l,...,m).'
3) f’,_:g_z = 63:_ Sx » als x en y onafhankelijk.

4) o2(x + y) = 6%(x) + 0%(y) , als x en y onafhankelijk.

x + L +x

5) o2 (= oy .

1l 2
m m

o<, als de X onafhankelijk ﬁ

en gi{-k = u, Uz(ik) = g

voor k = 1,...,m.

De bewijzen worden uitgeschreven voor diskrete stochastische grootheden,

de andere gevallen gaan analoog:

Bewijzen:

1) &H(x+y) =1 (k+#2)P(x=k en y=¢) = k P(x=k) + I & P(y=¢) .
k,% k L
X, + ...+
2) g—] —m=—l'€(§l+...+§m)=imu.

3) £xy= ¢ ki P(x=k en y=£) = £ I k& P(x=k)P(y=L) =
kR k &

=% k P(x=k) £ & P(y=4).
k 2

{(bij het tweede =— teken is de onafhankelijkheid gebruikt).
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L]

4) o2(ery) = & Gepre)? = Een? Egru)e € o)

1

02 (x) + o%(y) .

3(_1+...+,x 1
5) o2¢ _m)=-—2-02(x ..+

m

%(E_— ux)(z - Hz) = 0 als X en y onafhankelijk (en ook in sommige andere
gevallen), Deze verwachting wordt covariantie genoemd.

Notatie: cov(x,y). Dit begrip speelt in veel toepassingen een belangrijke rol,

evenals de correlatie coefficiént die gedefinieerd wordt door:

cov(x,y)

“o®o(y)

p(x,5) :

S T

27 DR et St A i G L e
S P 3 i : VGErgE A

Oy o

Toepassingen:

el

1) om bijv. u en 0 van een binomiaal verdeelde k te vinden is nu geen reken-

werk meer nodig; want k = 54 SN Em waarin de ki onafhankelijk zijn,

met kans p de waarde 1 hebben en met kans 1-p de waarde 0:
¢k =p, 9o%k) =p(D) ;

dus €k =mp, o’(®) =mp(-p). L %’“f qz(%)i P("F)

2) door middeling van herhaalde meting blijft het verwachte resultaat yu,
maar de variantie neemt af. Dit feit.vindt met name systematische toe-
passing in de statistiek. Door het middelen van voldoende vaak herhaalde
waarnemingen wordt de invloed van toevallige afwijkingen zover terugge-~

bracht als maar wenselijk is.

3) foutenvoortplanting.

en x, onafhankelijk.

Stel y= 51 _)52 met El 9

Dan geldt:

of(p) =€xf xf - wluf = 0f + D]+ uD) - whug

= qlq2 2.2 22 v e
9192 * ¥307 * Wio3 (uy = €xp)
o (x) v
Dus als o3 =: V(x) (variatiecoefficient):
. i(x X

V2(y) = V2(xDVE(x,) + VE(x)) + V2(x,) .
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Voor metingen van redelijke kwaliteit geldt dat-ﬂ klein is, dus

2 ~ g2 2
VI = VE(x)) f VR,
de bekende rekenregel voor voortplanting van de relatieve fout in produkten.

Algemener, stel y = f(lc_l X ,...,lcn). Als de kansen op grote afwijkingen wvan

de s voor de X, klein zijn, geldt:

y- £ z”(EI - ul}fl + (52 - uz)f2 + oue. + (En - u )f

n n
. _ - . of
vaarin  up = £ x £ = £Quheenun) , £ (‘axi)(ul,...,u ) :

dus %X = £,
en als de X; onafhankelijk zijn:
n

o?(y) =~ & fiog ,
i=1 1

als de_Ei niet onafhankelijk zijn: i

n n t
62(y) = I -I f.f. & (x. - w)(x. - u.) .
¥ PR s X T )& uJ) 1

Vergelijk ook blz. 29 van het Statistisch Compendium. i

Als x en y kontinu verdeelde onafhankelijke stochastische grootheden zijn, R
dan geldt voor de Laplace getransformeerde van de kansdichtheid van

z=xry

0 (s) = £eT3ED L ” RACHOESEENOINON

R,

Zo bewijst men algemeen voor m onafhankelijke stochastische grootheden

K oyseepX met 2z =x + ... + X 1
=1 —m - -1 —m

¢Z(S) =9, (s} +.. v, () .
- =1 —m

In het bijzonder kan hiermee bewezen worden:

Stelling: x en y zijn onafhankelijke stochastische grootheden, beide met een
normale verdeling (parameters resp. Hys O €Dy, 02).
a en b zijn reele getallen, dan geldt:

ax + by heeft een normale verdeling met p = au, + buz,

e AR b N TR SR

2 = 242 22
0¢ = a<gc + bhcg< .,
1 2
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Bewijs: z = ax + by
-sayp +i02 252 —sbu2+ic§szb2
mi(5)=tpa£(s)mbX(S)wE(sa)q)x(sb)-e . e
- 12 (a2024h 202
.. s(au]+bu2)+is (a cl+b 02)

Als x en y kontinu verdeeld en onafhankelijk zijn, geldt volgens het voor-

. PRl M e e g e

gaande voor zZ =X +y:
mE(S) = @E(S)tpl(s) .
Stel z,x,y hebben kansdichtheden f,g,h. %
Dan: ¢z(s) = J f(z)e 2%z = j g(x)e “Sdx J h(y)e T °dy '%
) J J g(x)h(Y)e-(X+Y)sdydx ‘f
= j J g(x)h(z-x)e-zsdzdx ;&
- -0 .‘:i%

{subst., x+ty = z)

= J J g(x)h(z-x)dx |e “°dz .

- -0

R Rl Pt R
i A e

o -

Konklusie: f(z) = j g(x)h(z-x)dx, de kansdichtheid van z is het kon-

-0

£

AL st n L T Ll T Ve A o

e

volutieprodukt voor x en y (verg. Wiskunde 30 blz. 28).

2

Merk op, dat als g en h gelijk aan 0 zijn voor negatieve argumenten, dat dan

Z

f(z) = [ g(x)h(z-x)dx .
' 0

- cn T
oy

Voor diskrete x en y geldt overeemkomstig: P(z = k) = I P(x = L) P(y =k ~ 2).
2L
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In het bijzonder voor diskrete stochastische grootheden is het resultaat ook

eenvoudig direkt in te zien.

§ 13. De wet van de grote aantallen

Eerst wordt een (grove) afschatting gegeven van de kans om in de staarten &

van een verdeling te komen:

o2 (x)

De ongelijkheid van Bienaymé - Cebycev: P(|§_- ul 2 e) < (als e > 0).

E

S U

Bewijs: Voor een kontinu verdeelde X gaat het bewijs als volgt (voor dis-

AR A

krete x analoog):

¢

o)
<

4

- 2
P(|x -~ u] 2 ¢) = J £(x)dx < J (Eggﬁ f(x)dx = l; o%(x) .
e

Ix—ulae lx-ulze

Gevolg: Stel pserrX zijn onafhankelijke stochastische grootheden met
dezelfde kansverdeling. We kunnen nu de ongelijkheid van Bienaymé-Cebycev toe-

xl + .0 X
- m 3 2 - 2‘
s dan geldt ‘E’Ei u, © (3:_]._) (s G

passen op hun gemiddelde: x := —

P([E—u] zeg) £ — ,
ne?
Dus lim P(IE -yl 2e)=0,
T - @«
of lim P(lg - u| <g)=1.
n -+ «

De kans dat het gemiddelde van n onafhankelijke waarnemingen minder dan ¢ van

¢ afwijkt nadert naar 1.

De stelling uit § 8 is een bijzonder geval hiervan, Namelijk: de fraktie keren da

LS .
A optreedt is gelijk aan ;;= - met Ei = pend (Ei) = p(i~p)

en alle Ei onafhankelijk.

TR e e 15

o

o B S T

e

Toepassing:
De wet van de grote aantallen geeft een verklaring van de snelheid waarmee
een hoeveelheid radio—aktief materiaal vervalt. Volgens fysische theorieén

is voor een deeltje de levensduurverdeling vanaf tijdstip T onafhankelijk
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van T. Voor elk deeltje kan het vervaltijdstip dus (zie § 6) beschreven
worden door een eksponentieel kansveld:

P(het deeltje "leeft" nog op tijdstip t) = efAt .

Nu bevat de hoeveelheid materie heel veel deeltjes, daarvan zal dus met zeer
grote kans op het tijdstip t nog een fraktie e_lt niet uiteengevallen zijn.
Evenzo is de fraktie deeltjes die in een tijdsinterval (t,t+A) uiteenvalt
ongeveer gelijk aan AAefAt. De radio—aktieve straling neemt dus af volgens

een e-macht.

§ 14, De centrale limietstelling

In deze paragraaf zal duidelijker worden, waarom bij toevalseksperimenten
de normale kansverdeling zo'n centrale rol speelt. Eerst wordt een formule-
ring en bewijsschets van een eenvoudige vorm van de centrale limietstelling
gegeven. Deze zegt dat de som van een groot aantal onafhankelijke gelijk-

verdeelde stochastische grootheden ongeveer een normale kansverdeling heeft:

Centrale limietstelling: Stel XyseeosX zijn onafhankelijke stochastische

grootheden, alle met dezelfde verdeling. i X; = U, G(Ei) =g .

— El + L ] + x
Dan geldt voor de kansverdeling van x := - = .
— a  x2
=M 1 -7
lim P¢ £a) = — I e dx .
n -+ w a/vn Yam .
x-u
e - - = 1. i t
Bewijs z s -3 EE%I 0, c(En) 1. Dus als werkelljk‘gn voor grote n

ongeveer normaal verdeeld moet zijn, dan toch zeker een normale
verdeling met parameterwaarden 0 en I. We pakken dit aan door

naar de Laplace getransformeerde van de "dichtheid" te kijken.

X e v x X - X, T |
- ————— “ee ——— + ... *+
z = n H _ g * * ¢ _ I z-n
= = ) ’
- o/vn Vo vn

waarin £ ¥, = 0, ozﬁzi) =1,

s

s SR
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Nu geldt:
o, (s) = ¢ E) =" .
4 P ARER D A Vn .
Hierin is ¢ = ¢__ .
Z)
Met de formule van MacLaurin voor tp(TS/—_) : ‘
n ¢
9(%) = 9(0) + 2= 9'(0) + 5= " (0 ) (Oses1) . 3
/n n % s

-

i

"
o

p(0) =1 .

A -8y
¢'(S)=§; €e l=€-1]e , dus CP'(O):_%:XI =0
(mits onder de integraal of som mag worden
gedifferentieerd).

Bus:
2
s s
w(“'“) B Cle B
Vn
Ook: ¢"(0) = gf =g (y_] . i
i
Onder zwakke voorwaarden is ¢" kontinu voor s = 0, dus 5
¥
: " s - :‘:3‘
lim ¢"(® —) = 1 (voor elke s) Py
n—+ vn 5
‘\2
2 n b
8 " 8 i
= + — —_ ;
o, () P+ o=97(8 y ) ] .
-n n
52
, - 2 1 -
Dus lim v, (s) = e , de Laplace getransformeerde van — e .
n + « -1 2-"-

Opmerking: Het is eigenlijk handiger om met de Fourier transformatie gelsi
te werken in plaats van met de Laplace transformatie £e® —. De eerste be-

staat nl. voor elke stochastische grootheid x en is, als (852 bestaat, wel

zo netjes, dat de stappen van het bewijs gerechtvaardigd kunnen worden.

Deze stelling wordt als volgt gebruikt:
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x-w

afvn

is volgens de stelling ongeveer N(0,1) verdeeld voor grote n, dan is g
n

ongeveer normaal verdeeld met als p—waarde u en als o-waarde o/vn .

Toepassingen:

1)

2)

k is binomiaal verdeeld (m,p),
dus k = 54 +..0.t En (som van onafhankelijke grootheden),

dus k is voor grote n ongeveer normaal verdeeld met u = np en ¢ = Ynp(l-p):

a

1 —éxz k ~ np
P(lc_sk):-— J e dx met as ——,
am Ynp(l - p)

Deze benadering is voor de meeste doeleinden bruikbaar als voldaan is aan
np = 5 en n(l - p) 2 5. Echter indien een eksakte tabel beschikbaar is ver-
dient deze uiteraard de voorkeur, in het bijzonder zolang np < 10 of

n(l - p) < 10.

De benadering is soms iets beter als genomen wordt a = k+ ) -op (diskon~—
vop(1 - p)

tinulteitskorrektie).

k is Poisson verdeeld met parameterwaarde ﬁ:(stel voor het gemak 1 geheel),
dan geldt k = 31 ot Eu (sqm van onafhankelijke stochastische grootheden,
alle met Poisson verdeling (1 = 1)), dus k heeft ongeveer (voor grote 1)

. 2
een normale verdeling met n-waarde p en ¢ —waarde w:

a 2
P(k < k) = i J e_ix dx met a= ol .
van u
Deze benadering is in het algemeen bruikbaar voor u 2 10.. S . .
Een iets betere benadering levert soms: a = k +V"'- L,
u

T SN

SN R e
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——.—?A ; eV

0 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10 11 12 13 4 —=k

Binomiale verdeling met m = 20, p = 0,3, benaderd door een normale ver-

deling met p = 6, 02 = 4,2 .,

De geformuleerde versie van de centrale limietstelling kan goed uitgebreid
worden door verzwakking van de eisen van gelijkverdeeldheid en onafhanke-
lijkheid. Dan krijgt men zo ongeveer: de som van veel min of meer onmafhanke-

lijke stochastische grootheden heeft ongeveer een normale verdeling.

Deze stelling maakt enigszins verklaarbaar waarom men in praktijkproblemen
zo vaak normale verdelingen tegenkomt (meetfouten, lichaamslengten bijv.)
en dient bovendien als argument voor het werken met normale verdelingen in

situaties waar men de verdeling niet kent.

e s R T e B o AT £ 8 S g i d o

PERPCE SN S i 1
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Hoofdstuk 3. Statistiek

In de beide voorgaande hoofdstukken hebben we ons met de kanarekening bezig
gehouden, dat wil zeggen dat, uitgaande van een model in de vorm van een
gegeven kansverdeling, de kansen op uitkomsten in een experiment werden be-
rekend,

In de statistiek interesseren we ons voor het omgekeerde probleem: welke
konklusies kunnen over een kansverdeling worden getrokken als de uitkomsten

van een eksperiment gegeven zijn?

§ 15, Steekproeven

De belangrijkste begrippen in de statistiek zijn wel populatie en steekproef.

Onder de populatie verstaan we de verzameling van elementen waarop het sta-
tistisch onderzoek betrekking heeft. De elementen van een populatie hoeven
geen materiele objekten te zijn zoals gloeilampen, maar het kunnen ook ge-
beurtenissen zijn, zoals draadbreuken in een textielfabrigk of denkbeeldige
resultaten van wegingen of metingen enz. Wel moet duidelijk omschreven zijn
waaruit de populatie bestaat, van elk element moet kunnen worden vastgesteld

of het al of niet tot de populatie behoort.

Zeer vaak zal men een kenmerk waarin men geinteresseerd is niet aan de hele
populatie kunnen waarnemen., Een van de redenen kan zijn dat de waarneming
destruktief (smaakproef van bliksoep, levensduurbepaling van een gloeilamp).
Maar ook als dit niet het geval is zal volledige waarneming wvaask te tijd~

rovend en te kostbaar zijn.

We zullen alleen steekproeven beschouwen die verkregen worden door aselecte
trekking uit de populatie, dat wil zeggen dat de keuze van elk element on-
afhankelijk is van de eigenschappen van het element die voor het onderzoek
van belang zijn. Dit kan bij een eindige populatie gerealiseerd worden door

loting met gelijke kansen.

Een praktische moeilijkheid die zich vaak voordoet is dat niet de gehele

populatie voor trekking beschikbaar is. Wil men bijv. de opbrengsten van twee

tarwerassen op Nederlandse kleigrond met elkaar vergelijken dan zal men
slechts een beperkt aantal proefboerderijen ter beschikking hebben waarop

proefvelden kunnen worden aangelegd. Bovendien zal men de konklusie ook

willen betrekken op de opbrengsten in toekomstige jaren. Men mag nu de steek-

proef van proefvelden alleen als aselect beschouwen als men kan aannemen dat

oAl
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het waargenomen kenmerk (het verschil in opbrengst tussen de twee rassen)
dezelfde kansverdeling heeft op alle boerderijen op de Nederlandse klei,

terwijl deze verdeling ook van jaar tot jaar gelijk blijft.

Bij een eindige populatie moet verder onderscheid worden gemaakt tussen

trekking met teruglegging en trekking zonder teruglegging. In het eerste

geval wordt het getrokken element weer aan de verzameling toegevoegd, zo-
dat bij een volgende trekking hetzelfde element opnieuw kan worden aange-
wezen. Bij trekking zonder teruglegging kan elk element maar &&n keer wor—

den aangewezen (steekproef van een aantal uit een partij goederen).

Tenzij het tegendeel uitdrukkelijk wordt vermeld zullen wij in het volgende
alleen steekproeven beschouwen waarvan de elementen kunnen worden opgevat
als aselecte trekkingen met teruglegging uit de populatie., Dit is gelijk-

waardig met de volgende definitie:

Definitie: Een aselecte steekproef ter grootte m van de stochastische varia-
bele x is een vector (51,...,§n) van onafhankelijke stochastische variabelen,

die alle dezelfde kansverdeling hebben als X,
De simult&ne kansdichtheid van x.,...,x 1is dus:
=1 -n
g(xl,...,xn) = f(x]) . f(xz) vea f(xn),

als £(x) de kansdichtheid van x is.

§ 16. Statistische grootheden

Zoals reeds in de inleiding van dit hoofdstuk werd opgemerkt is het doel van
de statistiek uit een steekproef konklusies te trekken over de kansverdeling
van de populatie. Deze konklusies kunnen ook betrekking hebben op de aard

van de verdeling. Zo kan men zich bijv. afvragen of een steekproef afkomstig
kan zijn uit een Poissonverdeling. In dit kollege zullen wij alleen gevallen
bespreken waarbij de verdeling van de populatie bekend is op &én of meer

parameters na of waarbij het er om gaat parameters van verschillende verde-

lingen met elkaar te vergelijken.

De klassieke problemen op dit gebied zijn schéttings- en toetsingsproblemen.

De eerste groep wordt nog weer verdeeld in het geven van een puntschatting

en een intervalschatting voor de parameters van een verdeling.
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Bij al deze methoden werken we met functies van de uitkomsten in de steek-—

proef, Zo ligt'het voor de hand om het steekproefgemiddelde

E
0

%
1.

o |
=]

i
te gebruiken ter karakterisering van de verwachting of populatiegemiddeldegggg

Zo'n funktie van (X, ,...,Xx ) heet een statistische grootheid (Engels:

statistic).

§ 17. Puntschattingen

In veel kansverdelingen komen &én of meer onbekende parameters voor, waar-

voor we uit een steekproef een schatting willen berekenen. De statistische

L e i

iR e e A e A i S o R

grootheid d1e we hiervoor gebruiken heet schatter.

De waarde d1e deze grootheid in een bepaalde steekproef aanneemt is de
schattlng van de onbekende parameter.

Willen we bijv. het gemiddelde p van een verdellng schatten dan is het
steekproefgemiddelde 5 een schatter en een realisering X hiervan een

schatting voor y. ,
Om de kwaliteiten van verschillende mogelijke schatters te kunnen vergelij-~

e

ken gaan we nu een aantal eigenschappen van schatters definieren.

Definitie: Een schatter T(§!,...,§n) voor de populatiegrootheid & heet

S

zuiver (Engels: unbiased) als geldt:

B Bt

iT(g—{-],...’-}'(n)f= 9'

Definitie: De onnauwkeurigheid van een schatter T voor & wordt gegeven door i

\/_f(T(_}g_l,...,zc_n) - 8) . 1’;
Opmerking: Voor een zuivere schatter is de onnauwkeurigheid gelijk aan de

standaardafwijking.

Definitie: Als er twee schatters T1 en T, voor 8 zijn dan heet T nauwkeuri
_ i L DAUWKEUL)

2 =1
ger dan T, als de onnauwkeurigheid van' T, kleiner is dan die van I,
Hoe is het nu gesteld met x als schatter voor yu? In §12 werd reeds de stel-

1 :
ling bewezen dat<€§'= uoen g (x) iy 02, als 02 de variantie van de kansver«%
;

deling is. Dus x is een zuivere schatter voor u en de onnauwkeurigheid van

x nadert tot nul voor n > ®, _ : i
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Verder kunnen we nog de volgende stelling bewijzen.

Stelling: Het steekproefgemiddelde g:is de nauwkeurigste zuivere schatter

voor het populatiegemiddelde van de gedaante

T=ax, +...+tax .
- 1—1 m™n

Bewijs: Wil T zuiver zijn, dan moet gelden

n n
SE= .2 au =, dus _Z a; = 1.
i=] i=1
I n
o2(T)= I a20?2 =02 1 ai {(volgens § 11),
i=1 *t i=]
i n n
Stel 2, = — + 6, met, vanwege Z a., =11: I 4§, =0.
n i . i . i
1=1 i=1]
n ] | n
2 = n2 2 2 = 2 (i 2
AW =t I Gt T 6D,

Dit is minimaal als Gi = 0, dus a; ,,% (1=1,.0.,0).

Willen we de variantie o? schatten, gedefinieerd door gi(g - )2, dan ligt

het voor de hand, als u bekend is, als schatter te nemen

2 =

n
- 2
82 E (. = W< .

1
e TF

Dit 1s een zulvere schatter voor,cz, want ﬁ Qgi - w2 =021 =1,...,n).
Meestal moet echter y ook uit de steekproef worden geschat. Als nu _in de
formule voor §3 M door g wordt vervangen blijft de schatter niet zuiver,

, \ . . . 2
Wel is dit het geval als we als schatter de stéekproefvariantie s nemen:

Definitie: De steekproefvariantie s? wordt gedefinieerd door:

il

R g

it

PARREC L e

%
1
i

-
7
o
a
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Stelling: ‘Z,_s_z' = o2, dus s’ is een zuivere schatter voor o2.

n n |
Bewijs: 51‘:::1 x; - X)2 = £ I G —w) - x-wi? =

i=1

n 11 - _
€3 (g ~we-26] & ~WG&E-wW+n €G- w2~

i=1 iw] ]
€z @i“u)2“2n8(§-u)2+n & -2 - .
A

=ng2 - n— = (n-1)g? . E
n _ ﬁg

Dus: § 82 = —— €1 (x. -x)2 =2, i
- n—1 . -1 - g

i=1 i

i

FR

Opmerkingen:

Heits

1. Het is niet zo dat s een zuivere schatter is voor ¢. Dit is eenvoudig in te®

zien door var(s) te beschouwen. Immers var(s) is positief en
var(s) = & 82 - (£8)2 = o2 - (£35)2 > 0.
Dus (63)2 < g2 en E‘i" G

2. Wil men uit een kleine steekproef (n < 5) uit een normale verdeling een
schatting hebben van de standaardafwijking o, dan wordt soms een andere
methode gevolgd. Men bepaalt eerst het verschil tussen de grootste waar=~
neming X en de kleinste waarneming E(]). Dit verschil w heet de sprei-

dingsbreedte (Engels: range):

25 my T Fy

digen, dus

g =dw

i
waarbij dn wordt gevonden uit het volgende tabelletje : %T‘
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steekproefgrootte n dn i
2 0,886

3 0,591

4 0,486 ¥

4

5 0,430 ki

3

Deze schatter is zuiver, echter alleen geldig voor de normale verdeling.-f

Voor grotere n wordt de onnauwkeurigheid te groot tengevolge van het

L

feit dat niet alle informatie uit de steekproef wordt gebruikt. Beschik-

ken we over meerdere steekproeven van dezelfde grootte dan wordt 8 be-

W
4y
5

rekend door de gemiddelde spreidingsbreedte w met dn te vermenigvuldigen.

e e g L et e s b
o R b e R R MR T MR e R e X
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§ 18. Het toetsen van een hypothese

Het nemen van een steekproef heeft vaak tot doel om na te gaan of de

Populatie aan bepaalde eisen voldoet om daarna, afhankelijk van de uitslag "

T i L

van de waarnemingen een beslissing te nemen. Men wil bijvoorbeeld weten of
een verandering in het produktieproces van gloeilampen de gemiddelde

levensduur verandert, of door het gebruik van een andere pakmachine de

e

spreiding van de gewichten van pakjes margarine wordt verminderd enz.

Wij zullen de in deze situatie gevolgde methode eerst bespreken voor het
volgende geval: De stochastische variabele X heeft een normale verdeling

met onbekend gemiddelde u en bekende standaardafwijking 0. Op grond van

een waargenomen waarde x moet worden beslist of de hypothese n = , juist
kan zijn., Het ligt voor de hand dat de hypothese p = My zal worden ver-

worpen als de gevonden waarde x ver van o afwijkt.

l Ho r
fig. 18.1
Er worden nu 2 grenzen £ en r gekozen (zie figuur i18.1). Als x < £ of als

X > r wordt de hybothese B = Mo verworpen. In het geval & < x < r wordt de-f

hypothese niet verworpen. Dit heet het toetsen van een hypothese. De hypo-

these p = M, heet de nulhypothese, veelal aangeduid met Ho' De getallen g

en r heten de kritieke waarden.

De waarden x £ £ en X > r vormen het kritieke gebied of de kritieke zZone,

De kans dat H0 verworpen wordt als ze juist is wordt de ombetrouwbaarheid

van de toets genoemd:

a*P(_J_:sR,Ofic_zrlu=uo).




54'

De keuze van a is arbitrair. Gebruikelijke waarden zijn 0,05 of 0,01.
Door de keuze van « wordem r en L vastgelegd, tenminste als ze symmetrisch
t.0.V. M, worden gekozen. Uit de keuze o = 0,05 volgt bijv. & = Hoo 1,96 ¢

en r = U + 1,96 o. H

Men kan de kans, dat HO ten onrechte wordt verworpen, verkleinen door de
kritieke waarden verder uit elkaar te nemen. Een eventuele afwijking van
de nulhypothese wordt dan echter minder snel vastgesteld. Er kunnen name-

1lii}k twee soorten fouten worden gemaakt:

1) De nulhypothese verwerpen als ze juist is. Dit heet het maken van een

fout van de eerste soort. De kans hierop is gelijk aan de onbetrouw-

baarheid a.
2) De nulhypothese niet verwerpen als ze onjuist is. Dit is een fout van

de tweede sport. De kans B hierop hangt af van de waarde van y:

B=P(2<V_)_<_<r|u).

Het complement wvan de kans op een fout van de tweede soort, dus de kans g

w = 1-B dat H0 wordt verworpen heet het onderscheidingsvermogen )

van de toets. In figuur 18.2 is het onderscheidingsvermogen van de boven

beschreven toets getekend als functie van u. o

Wiy

o Q

Ko — U
fig. 18.2

Bij gelijkblijvende o kan B worden verkleind, en dus het onderscheidings~

vermogen  worden vergroot, door als toetsingsgrootheid niet &&n waar-—

neming x te nemen, maar het gemiddelde x van een steekproef van n waar-

'ﬁ
g
,%

nemingen.

In § 12 werd bewezen dat als X en y onafhankelijk normaal verdeeld zijn &

met parameters resp. (ul,ot) en (“2’02)’ elke lineaire combinatie a.x + b.
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ook normaal verdeeld is met verwachting ap, + bu2 en variantie

820? + bzcg. Hieruit volgt door volledige inductie, of direct door toe-

passing van dezelfde bewijsmethode, onmiddellijk het analogon voor n

variabelen X ,...,X . Wij passen dit toe op het gemiddelde x van een
=1? —n =

steekproef uit onze verdeling. Dit gemiddelde is dus normaal verdeeld met
2
gemiddelde p en variantie %— .
Bij a = 0,0S worden de kritieke waarden dan
g = My~ 1,96 a//n en r = Mo + 1,96 ¢/vn .
In de figuur 18.3 is het onderscheidingsvermogen getekend voor ¢ = 1 en

enkele waarden van n.

1
Wi

fig. 18.3

De hiervoor beschreven toets is tweezijdig, dat wil zeggen dat zowel af-

wijkingen van y naar beneden als naar boven tot .verwerping zullen leiden.

Anders gezegd: de nulhypothese p = I wordt getoetst tegen de alternatieve

hypothese p # By Er zijn situaties waarbij alleen afwijkingen naar &én
kant interessant of zelfs mogelijk zijn. Dit is bijvoorbeeld het geval
wanneer meoet worden onderzocht of een ander produktieproces de levensduur
van het produkt verlengt. Nu wordt de hypothese y = M, getoetst tegen het
alternatief p > ot Wanneer de nulhypothese niet kan worden verworpen
wordt het bestaande produktieproces gehandhaafd, waarbij het niet van be-
lang is of ﬁ = u, dan wel y < Hy+ In dit geval is er maar &&n kritieke

waarde. Bij o = 0,05 is dit, onder de aanname van een normale verdeling,

r =y + 1,645 a/vn.
o

AT s i




56.

Bij &enzijdige toetsing kan, bij eenzelfde onbetrouwbaarheid, dus eerder

tot verwerping van Ho worden besloten dan bij tweezijdige toetsing.

De hier besproken toets voor het gemiddelde van een normale verdeling met

bekende ¢ kan ook worden toegepast voor het vergelijken van de gemiddel-

den van twee populaties met bekende spreiding. Stel dat x en y normaal

EahFral

verdeeld zijn met gemiddelden B, en H, en standaardafwijkingen o] en 02. !

De steekproefgemiddelden‘g en z van steekproeven ter grootte n, en n, zijn

dan normaal verdeeld met verwachtingen W, en u, en standaardafwijkingen

R EIEN et

cr]/v’nl en 02//112. Het verschil x - E is ook normaal verdeeld. De ver-

R R

RPN

waéhting M7 Hy en de standaardafwijking \| — + — .

[ ]

Dit verschillg - E:kan dus als toetsingsgrootheid worden gebruikt voor de

hypothese H0 P, = Hos ofwel p

. My =M= 0. o

1 2

Als de standaardafwijking niet bekend is, maar, evenals de verwachting,
moet worden geschat uit de steekproef, wordt de normale toets vervangen i
door de zogenaamde ''Student'-toets die hier echter niet kan worden be-

sproken. 7 ) o

Er is nog een andere benaderingswijze mogelijk dan het alleen maar kijken
of de toetsimgsgrootheid, in ons geval g, al of niet in het kritieke ge-

bied ligt. Bepaal, onder HO, bij een realisatie g = x, de volgende kansen:
P, = Plx <x | Hyl en P, = P[x 2 x ] Hyl .

Bij een tweezijdige toets is van belang P = MIN(P]’PZ): H. wordt verworpen

0
[+
als P 3 5
Bij een links&&nzijdige toets wordt H0 verworpen als Pl < o,
bij een rechts@énzijdige toets wordt HO verworpen als P2 £ a.

R s s el s “;_’ ? - , el o,

P, resp. Pl en P2 worden overschrijdingskansen gencemd.

Voorbeeld

P e e A B i S

Een fabrikant van slaolie wil controleren of de machine die de flessen wvult
goed staat afgesteld. Op de flessen staat vermeld dat de netto inhoud 700 g
bedraagt. Het is bekend dat de vulmachine werkt met een standaardafwijking
van 5 g en er mag worden aangenomen dat de kansverdeling van de netto

inhouden normaal is. Wij veronderstellen verder dat de fabrikant om een
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conflict met de Keuringsdienst voor Waren te vermijden, gemiddeld een
overwicht van 5 g wil geven. ‘

Om na te gaan of inderdaad met de gewenste instelling van 705 g wordt
gewerkt wordt van 10 flessen de netto inhoud bepaald. Het gemiddelde van
de 10 gevonden waarden is 704,3 ¢g.

Bij een tweezijdige toets voor de hypothese u = 705 met onbetrouwbaarheid

0,05 zijn de kritieke waarden (n = 10):

%= 705 - 1,96 == = 705 - 3,1 = 701,9
Y10

r =705 + 1,96 = = 705 + 3,1 = 708,1.
/10

Bij het gevonden gemiddelde 704,3 kan de nulhypothese dus niet worden

verworpen,

Een tweezijdige toetsing is hier op zijn plaats omdat de fabrikant zowel
een afwijking naar beneden wil signaleren in verband met mogelijke klachten *ﬁ
over ondergewicht als een afwijking naar boven om onnodige overwichten te f
kunnen c;réiéergn. - |
Een ambtenaar van de Keuringsdienst voor Waren daarentegen zal in de eerste
plaats willen weten of de flessen niet te weinig bevatten.

Gaat hij van het standpunt uit dat de inhoud van de flessen voldoende is,
tenzij het tegendeel is bewezen, dan toetst hij de hypothese: p = 700
tegen het alternmatief y < 700. Bij een onbetrouwbaarheid van 5 Z is de

kritieke waarde

2' = 700 - 1,645 —== 700 - 2,6 = 697,4.
Y10
Dat de hypothese niet wordt verworpen bij een gevonden‘gemiddelde van
704,3 was van te voren in te zien zonder ¢' te berekenen.
Wij kunnen ons nu bijv. afvfagen wat de kans is om met de laatstgenoemde
toetsingsmethode een afwijking van I g van de nominale inhoud vast te
kunnen stellen. We nemen dus dan dat ﬁ = 699. Er wordt ingegrepen als het

gemiddelde van 10 flessen onder 697,4 ligt. Dit gemiddelde komt uit een

verdeling met stahdaardafwijking-—i— = 1,58. De kritieke waarde ligt dus A
/10 E

699 - 697,4 i
———l 3 T = !

1,58 .I,OI b
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maal de standaardafwijking onder het gemiddelde. De kans dat deze waarde
of een lagere wordt gevonden is 16 Z. Omdat deze kans wel wat laag is,
kunnen we vragen hoe groot de steekproef zou moeten zijn om een kans van
80 7 te hebben de afwijking te vinden.

De kritieke waarde is weer te vinden met de formule

g = 700 ~ 1,645 > .
vn

Dit moet gelijk zijn aan

699 + 0,842-2— ’

Vn

omdat bij een normale verdeling met gemiddelde 0 en standaardafwijking 1
geldt:
Plx < 0,842] = 0,80,

Er geldt dus:

700 - 1,645 2~ = 699 + 0,842 - |
/n vn
of
1 = 2,487 5_ 3
/n
vn = 12,435 ,

n = 154,6 .

De steekproefgrootte moet dus minstens 155 zijn om het gevraagde resultaat

te bereiken.

& 19. Betrouwbaarheidsintervallen

Beschouwen we nogmaals de situatie van de vorige paragraaf. Fen normaal

verdeelde stochastische variabele x met parameters u en 02 (u onbekend,

o2 bekend), waaruit een aselecte steekproef XisererX wordt genomen.
e )

Het gemiddelde x == iﬁ]'zi 18 normaal verdeeld met parameters u en o4/n.
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We hebben in paragraaf 18 de nulhypothese Ho PR= U getoetst tegen ver-
schillende alternatieven (u # Kos M > uo) met g als toetsingsgrootheid.

Beperken we ons nu tot de tweezijdige toetsing Ho P W= tegen ¥ Moo

Veronderstel dat de waarde My niet is gespecificeerd. Toch willen we op
basis van de realisatie x = X iets zeggen over de werkelijke p-waarde.
De puntschatting x voor u is een weinig bevredigende informatie omdat deze
nooit exact gelijk is aan u. Waarom zouden waarden in een omgeving van x
ook niet een goede schatting zijn ?

Meer informatie kunnen we verkrijgen door alle y~waarden (-= < p < ®) bij
deze gegeven realisatie E = X en een .onbetrouwbaarhéid o« ‘te toetsen. Er
ontstaat dan een interval van p-waarden die als nulhypothese bij deze

‘g = X en & niet verworpen kunnen worden, terwijl de overige u~waarden wel
verworpen worden.

Populair gezegd: het interval bevat die p-waarden, waarbij - naar onze

maatstaven — het optreden van x = x ons nog aanvaardbaar voorkomt.

De steekproef is uitgevoerd en:g heeft de waarde x gekregen. Veronderstel
dat we een u = M hebben, die als nulhypothese door deze E = x niet ver-
worpen wordt bij een onbetrouwbaarheid o, Dat wil zeggen: x 1ligt niet in

het kritieke gebied bij u = M.

linkergrens rechtergrens

Y

]

Ho

fig. 19.1
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Indien we ﬁ ten opzichté van laten toenemen, terwijl de ¢ constant
blijft, zal de normale verdeling (van x) zich langs de as naar rechts ver-
plaatsen. De "kansmassa", het centrum van de verdeling verplaatst zich,

de "vorm" blijft hetzelfde. Ook de linker- en rechterkritieke grens ver-
plaatsen zich evenveel naar rechts als y omdat ze bij iedere ﬁ (als nul-
hypothese getoetst) op een constante afstand :_u(alz) . o/v/n hiervan tig-
gen (¢ en ¢ vast). Op een ge%even moment valt £:= X samen met de linker- 5
kritieke grens %. Dat wil zeggen: x ligt voor het eerst in het kritieke b
gebied. Die p—waarde, waafbij dit gebeurt wordt dus als nulhypothese op
grond van'E = x bij een onbetrouwbaarheid o verworpen. Noemen we deze

B = e Voor alle p > Y, ligt E = x zeker in het kritieke gebied, indien
deze p als nulhypothese worden getoetst, zodat ze dan ook verworpen
worden.

Analoog aan het bepalen van de rechtergrens u, van het gezochte interval

2

wordt de linkergrens u, gevonden. Verklein u ten opzichte van H, zover dat

1
X = X samenvalt met de rechterkritieke grens r. Noem de bijbehorende

LRI Deze p—waarde wordt — als nulhypothese -~ verworpen omdat x in het
kritieke gebied ligt. Alle u~waarden kleiner dan M worden als nulhypothesen_ 4

eveneens verworpen. . \

L) bW T Ty g

f(Lh):l(le)

<1  betr int. >

fig., 19.2

2
L4 s . v
Constructie van het betrouwbaarheidsinterval 4

3
1 :
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Het voorgaande luidt in formule:

Bepaal M zodanig dat

-_— — %

Pﬂg 2 x| u|] = af2, x = rechterkritieke grens.

Bepaal My zodanig dat

n

Pﬁg < x| u 1 =a/2, X =linkerkritieke grens.

L)

Bijvoorbeeld bij a = 0,05 :

- - ' x—p
Plx > x| u=ud=PBu>—L|u=yu7=0,02,
‘ o/vn
waaruit X - Wy = a/vn . 1,96. My =x- 1,96 ¢/vn
Evenzo wordt Myt My = x + 1,96 o/vn

Het resultaat is een interval van y~waarden: p, < p < uz.

1 .
We noemen dit interval een betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheid a.

Opmerkingen

1) Op dezelfde manier als hiervoor een tweezijdig betrouwbaarheidsinterval

tot stand komt, wordt een &Enzijdig interval opgesteld (€&n begrenzing
voor y). Indien bijvoorbeeld y = M, getoetst wordt tegen p < M, met on-—
betrouwbaarheid o hebben we een linksé&énzijdig kritiek gebied. Om nu de ”%

M=oy, te vinden die, als nulhypothese, bi] een gegeven E:= x als

eerste verworpen wordt {alle u > o worden zeker verworpen), verschuiven
we de verdeling van:g ZOo, dat x als linkerkritieke grens optreedt. Alle
Bo< Uy die het betrouwbaarheidsinterval vormen, worden als nulhypothese

bij deze E = X met een eenzijdige toets niet verworpen.

2) Niet alleen bij de normale verdeling, maar bij elke verdeling, waarvan

B o et SR S R

e
A

een bepaalde parameter § met een of andere toetsingsgrootheid t wordt

-t

getoetst, kunnen we bij een realisatie t = t een dergelijk interval

PR S R N

vinden.

Het is daarom zinvol een formele definitie van een betrouwbaarheids-

interval als volgt te geven:
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Definitie: Een betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheid o bestaat
uit alle parameterwaarden 8 die bij een gegeven realisatie t
van de toetsingsgrootheid t met onbetrouwbaarheid a niet
verworpen. kunnen worden.

Samenvattend:

.
>
n

Tweezijdige toets van H eo@tweezijdig betrouwbaarheidsinterval

Eenzijdige toets wvan Ho 1 8= Bo'?°eenzijdig betrouwbaarheidsinterval
tegen 1B < 90 met bovengrens Hy
Eenzijdige toets wvan Ho 1 8= 60‘=°eenzijdig betrouwbaarheidsinterval

tegen HI - I 60 met ondergrens u

e
Terecht kan men zich afvragen waarom we in een dergelijk interval ge-
interesseerd zijn. Welke informatie levert dit meer op, behalve een ver-
zameling van niet verworpen parameterwaarden.

In § 17 is gesproken over puntschattingen. Zoals reeds opgemerkt, is een

vervelende eigenschap van puntschattingen dat ze nooit precies gelijk zijm
aan de te schatten parameter. Soms geeft men er daarom de voorkeur aan in
plaats van &&n waarde, twee grenzen aan te geven waartussen - of &&n grens
waarboven resp, waaronder — de parameter ''met redelijke zekerheid" ligt.
We zullen laten zien dat het hierv38dr gevonden betrouwbaarheidsinterval
voor dit doel goed kan worden gebruikt, waarbij een meer exacte betekenis

aan de uitdrukking "met redelijke zekerheid'" zal worden gegeven.

. n
Het steekproefgemiddelde g -1 z X; is een zuivere schatter voor p.

Roi=g
Bovendien is g:normaal verdeeld met parameters u en a?/n.

We wensen twee grenzen, een tweezijdige intervalschatting voor u.
Er geldt bij een bepaalde u(onbekend) en o{(bekend):
Plp - 1,96 o//n < x < u + 1,96 6/Vnl = 0,95.
De ongelijkheid:
- 1,96 o/Vn <X,
is equivalent met:

W<x+ 1,96 0/v/n .

ES L v C RTINS R Rl L

el

e

g

i
=t
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Lezernal
Ceniraiz L :isthank
LH. Eind:oven

En de ongelijkheid:

E< ¥+ 1,96 o/vn ,
is equivalent met

u >_§_-— 1,96 o/vn .

Door combinatie vinden wij dus:

P[X - 1,96 o/¥n < u < x + 1,96 o/vn] = 0,95 .

De betekenis hiervan is dat védr de steekproef wordt getrokken er een kans

S e g

van 0,95 bestaat dat dit stochastisch interval:

e T

van E— 1,96 o/vn  tot £+ 1,96 a/vn ,

de onbekende, vaste, p zal bevatten.

Hebben we nu een realisatie x van:g dan is het interval:
van x - 1,96 ¢/¥n tot x + 1,96 o/vn ,

juist het eerder geconstrueerde betrouwbaarheidsinterval. Verondersteld is
dat o bekend is. : N

We zeggen nu dat de uitspraak:
x- 1,96 o/vn < u < x + 1,9 ¢/vn,

een betrouwbaarheid van 0,95 of 95 Z heeft. k

Dat wil dus zeggen dat bij herhalingen van steekproefrealisaties de uit-
spraak eens op de 20 keer onjuist zal zijn, dat het gerealiseerde interval

eens op de 20 keer de ware waarde y niet bevat.

Het betrouwbaarheidsinterval met ombetrouwbaarheid a opgesteld bij £:=‘§

is dus een intervalschatting voor y, waarvan "de redelijke zekerheid dat

p er in ligt", de betrouwbaarheid, (l-a) bedraagt.

Dit geldt bij elke wverdeling f(x;68), waarbij voor de parameter 0 met een

schatter t een betrouwbaarheidsinterval wordt opgesteld. ﬁ

Voorbeeld:

Wil de fabrikant in het voorbeeld van de flessen slaolie, besproken in § IBIE

een betrouwbaarheidsinterval opstellen voor het onbekende gemiddelde yu met

betrouwbaarheid 0,95 dan gaat dit als volgt. Er geldt

Ply - 1,96 o/vn <:§ <y + 1,9 o/v/n] = 0,95 i
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waaruit het interval
x - 1,96 o/v¥n <y <x + 1,96 o/vn .

Het gevraagde interval wordt:

704,3 + 1,96 —— = 704,3 + 3,1 = 701,2 tot 707,4.

= /o z g

Dit is een zogenaamd tweezijdig interval. De fabrikant wil namelijk zowel

een ondergrens als een bovengrens weten. i

Uit dit voorbeeld zal hierna blijken dat op volkomen gelijke wijze ook een
eenzijdig betrouwbaarheidsinterval een interval blijkt te zijn, waarin de

ware u-waarde met ''redelijke zekerheid" ligt.

Vervolg voorbeeld:
De ambtenaar van de Keuringsdienst voor Waren zal alleen belangstelling
hebben voor een bovengrens. Als de geeiste betrouwbaarheid opnieuw 95 Z is,

dan is de redenering als volgt:

Plx > u ~ 1,645 o//n] = 0,95 ,

fi

Ply < x + 1,645 o/v/n] = 0,95 . i

De gevraagde bovengrens is in dit geval: !
704,3 + 1,645 5/Y10 = 704,3 + 2,6 = 706,9.

De bovengrens in het eenzijdige geval is dus, zoals te verwachten was, klei- ;%
ner - dan de bovengrens van het tweezijdige interval. Deze laatste grens,
707,4, als bovengrens van een &énzijdig interval genomen, geeft hieraan A

een betrouwbaarheid 0,975 omdat

Plx > u - 1,96 o//n] = 0,975.

Het interval u < 706,9 is een intervalschatting met een betrouwbaarheid 0,95. 1

§ 20, Toetsen en betrouwbaarheidsintervallen bij de binomiale verdeling

R

Iets gecompliceerder dan bij de normale verdeling is het toetsen van de

hypothese p = p, voor de kans p op succes bij een binomiale verdeling met

m trekkingen. We hebben hier namelijk te maken met een discrete verdeling
waardoor, zoals zal blijken, niet altijd precies een bepaalde onbetrouw—

baarheid kan worden bereikt.
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Voorbeeld:

Een presidentskandidaat meent dat hij 65 % van de uitgebrachte stemmen zal
krijgen., Hij laat dit toetsen door een bureau voor opinie—onderzoek. Dit
bureau telt in een aselecte steekproef van 10 kiezers het aantal personen

k dat op deze kandidaat wil stemmen.

Men wil toetsen H0 :p= 0,65,
tegen H_:p # 0,65 .

Evenals bij de normale verdeling is er ook hier een tweezijdig kritiek
gebied. H0 wordt verworpen als k 2 r of k < &, waarin & resp. r de linker-
en rechterkritieke grenswaarden zijn. Bij een te groot of te klein aantal

voorstemmers wordt H "ongeloofwaardig".
De onbetrouwbaarheid van de toets is:
Plksfofk2r | p=0,65]c<a.

Bij de normale verdeling bepalen we £ en r zodanig dat deze kans precies
de door ons voorgeschreven waarde o bedraagt.
Door het discrete karakter van k moeten we ons tevreden stellen met £ en r

waarden die deze kans, fout van de le soort, hoogstens gelijk aan o maken.

Hierbij zij opgemerkt dat we niet toelaten dat de onbetrouwbaarheid groter

dan o wordt.

Uitwerking van het voorbeeld:

.o
=}
!

= 0,05
p = 0,65
p # 0,65

m

.

Het betreft een geval van tweezijdige toetsing.
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~
o a:kritiek gebied bij de tweez. toets ,
& b:kritiek gebied bij de eenz. toets j

0.251

0.20

0.151

010 | |

006t | |
a d
/

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

fig. 20.1
Kritieke gebieden bij het toetsen van p = 0,65

il
,‘g

a
”%
3

linkerkritieke grens:

Pk < 2 | p = 0,65] < 0,025.

2

Et

AL e SR

Tabel 5.2 % = 2 (tabellen in compendium)
Pk s 2| p=0,65] = 0,0048 << 0,025.

Opmerking: % # 3 want P[k < 3 | p = 0,65] = 0,026 > 0,025,




67.

rechterkritieke grens:

Plk 2r | p = 0,65] < 0,025.
Tabel 5.2 r =10
Pk 210 | p=0,65] =Pk =10} p=0,65] =0,0135 < 0,025.

Opmerking: r # 9 want P[k > 9 | p = 0,651 = 0,086 > 0,025.

Oﬁbetrouwbaarheid:

P[k £ 2 vk 2 10] = 0,0183 << 0,05 = de maximaal toelaatbare
onbetrouwbaarheid.
Indien de presidentskandidaat van mening is dat hij minstens 65 % van de
uitgebrachte stemmen krijgt zal het opiniebureau de toetsing van deze

mening éé€nzijdig uitvoeren.

B: o=20,05
: =

Ho P 0,65

Ha i p < 0,65,

Uitsluitend bij een "te klein" aantal vddr-stemmers in de steekproef van

10 kiezers wordt H ongeloofwaardig.

linkerkritieke grens:

o
—~
-
A
-
o

I

K = 0,65] < 0,05.
Tabel 5.2 & = 3

ac)
—
=
1A
W
o
!

= 0,65]

0,026 < 0,05

Onbetrouwbaarheid: Plk < 3 | p = 0,65] = 0,026.

Opmerking: Het kritieke gebied bij p = 0,65 bestaat uit k < 3. Dat wil
zeggen dat de kans op de uitkomst k < 3 onder p = 0,65
- de onbetrouwbaarheid - hoogstens gelijk aan 0,05 is. Bij p-
waarden met p > 0,65 zal deze onbetrouwbaarheid = P[§§3|p=po>0,65]
kleiner zijn dan bij p = 0,65. Dientengevolge worden ook deze p-
waarden bij een realisatie van k, met k < 3, verworpen.

H0 wordt in zijn geheel bij k < 3 verworpen.

C : Overschrijdingskans

o = 0,05.
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Ook de overschrijdingskans kan als criterium worden gehanteerd.

Stel dat de realisatie van de steekproef k = 3 heeft opgeleverd.

Volgens de definities op blz. 56 is

P

P,

Pk < 3| p = 0,65] = 0,0260 ,

1l

Plk 23 | p = 0,65] = 0,9952

en

P= MIN(PI,PZ) = P1 = 0,026 .

P = 0,026 > 0,025 = a/2 zodat in het geval van de tweezijdige toets geen re-

den tot twijfel aan HO is.

P] = 0,026 < 0,05 = @ zodat in het geval van de (links) é&nzijdige toets re-

den tot twijfel aan H, is. Verwerpen van H

0 0*

In het algemeen worden bij een tweezijdige toets met ombetrouwbaarheid o de

% en r, en bij een eenzijdige toets met onbetrouwbaarheid ¢ de % resp. de r

zo bepaald dat:

Tweezijdig Eenzijdig L
P[552|p=pOJSa/2 P[552]p=p015a ﬁ
en respectievelijk %

Plk2r | p= p0] < /2 Plk 2 ¢ | p = pO] < o

Keuze van de toets is geheel afhankelijk van de nul- en alternatieve hypo-
these, waarbij k het aantal successen in een steekproef ter grootte m is,
De methode der overschrijdingskans luidt algemeen:

Bepaal bij een realisatie k = k:

pl=P[1_¢-skIp=p0], P=P[k2k|p=p0]en

P = MIN(P‘I 'B,)e

.,ll."

G

&2
i
S

Vergelijk P met 0/2 bij een tweezijdige toets: als P < a/2 is, wordt H, ver-

0
worpen. Bij een links@&nzijdige resp. rechtséénzijdige toets wordt H, ver-

worpen als Pl £ O resp. P2 $ o is.

Betrouwbaarheidsintervallen

PP

Evenals bij de normale verdeling is het in het geval van de binomiale verde-

R

ling mogelijk bij een gegeven realisatie van het aantal successen k = k.
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in m herhalingen, een betrouwbaarheidsinterval op te stellen. Hierin liggen
volgens de definitie alle p-waarden, die met onbetrouwbaarheid o op basis
van de waarde k voor de toetsingsgrootheid k niet verworpen kunnen worden.
Tweezijdige en eenzijdige toets corresponderen met een tweezijdig

P, <P <P, respectievelijk eenzijdig (p > P, of p < p2) betrouwbaarheids—

interval.

Tweezijdig betrouwbaarheidsinterval

Ter illustratie behandelen we een concreet geval. In een steekproef ter
grootte m = 10 zijn k = 5 successen gevonden. Bepaal de grenzen p1 en p2

(pl < p2) van het betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheid 0,05.

Voor p = Plsucces] = 0,05 en p = Plsucces] = 0,95 wordt in fig. 20.2 de
kansverdeling van de grootheid k gegeven.

Indien p toeneemt "verschuift' de kansverdeling over de mogelijke k-waarden
naar rechts, dat wil zeggen: de grote kanswaarden komen bij grotere k-
waarden te liggen. Dit is equivalent met het gevolg van de toenemende u bij

de normale verdeling. De "kansmassa" verschuift daar over de Re-as
(

Op een bepaald moment zal p = p, 20 groot zijn, dat de gerealiseerde k = 5

mogelijkhedenverzameling) naar rechts.

precies de linkerkritieke grens zou vormen, indien p = p, als nulhypothese

met onbetrouwbaarheid 0,05 werd getoetst.

TS

I SE N

L

e BT
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0 1 2 3 4 5 & 7

fig, 20.2

Plk <5 | p = py» m = 10] = 0,025

8 9

Met interpolatie volgt uit tabel 5.2 van het compendium:

Evenzo wordt P, gevonden. Bij afnemende p "verschuift" de kansverdeling

P, = 0,817

Plk s 5] p=0,817, m = 10] = 0,025.

10

~ Kansverdeling over k bij p = 0,05‘resp. 0,95 en m = 10

over de mogelijke k-waarden naar links en op een gegeven moment, als

P =P vormt k = 5 precies de rechterkritieke grens.

Plk 25 | p = p,» m = 10] = 0,025.

%
i

e T

e e T i

R e T

':F; 3

—

e T
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Met interpolatie volgt uit tabel 5.2 van het compendium:

P, ~ 0,183

Pk 25 | p = 0,183, m = 10] = 0,025,

Het betrouwbaarheidsinterval voor p bij m = 10, k = 5 en o = {,05 wordt:

0,183 <p < 0,817

In fig. 20.3 is de constructie in beeld gebracht.

N A

V, linker krit.,

i;a;/;//gebbﬁpfﬂﬁ17
rechter krit. N

N/ geb. bij p,=0.183§\

P-0183 b,=0817
10p.<183 i

L_/ ’_/C///:(: \<tS:EQN\ S Ié
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 k .

P(k k)

- de e, T

RIERER i W R e T S L L o e TR T ke o prid

'Lﬂbetnintvoor10xp. N

fig. 20.3

T e A

Opmerkingen

1) Alle p-waarden met p < P of p > P, behoren niet tot het betrouwbaar~

heidsinterval omdat ze als nulhypothese bij m = 10, k = 5 en @ = 0,05

Lo L e R i

verworpen worden; k = 5 behoort voor al deze p-waarden tot het kritieke

gebied.
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Voor p-waarden in de "directe omgeving" van P of p, en niet in het be-
trouwbaarheidsinterval kan k = 5 bij toetsing van deze p-waarden toch

als kritieke grens optreden. We mogen evenwel deze p-waarden'(< pl of ﬁ
> p2) niet als begrenzing voor het betrouwbaarheidsinterval nemen omdat 1
het bij toetsing ontstane deel van de onbetrouwbaarheid < 0,025 is.

De P, en p, worden juist geconstrueerd zodanig dat dit gelijk is aan
0,025.

2) Het eenzijdige betrouwbaarheidsinterval ontstaat op analoge wijze. Het
heeft een bovengrens als de bijbehorende toets linkseenzijdig is, en

een ondergrens als de toets rechtseenzijdig is.

Het wvoorbeeld

m = 10 k=5 »a = 0,05

Pk <5 | p=1p,]=0,05

Met interpolatie volgt uit tabel 5.2 van het compendium kA

p, = 0,781

waardoor het betrouwbaarheidsinterval wordt

p < 0,781 3

Algemeen beschreven wordt een betrouwbaarheidsinterval als volpt opgesteld

bij een steekproefgrootte m, aantal successen k = k en o:

Tweezijdig Eenzijdig
P, Pk =2k | p = p,1= af2 Pk 2k | p = p, 1=«
en respectievelijk
Py Pk <k | p= p2] = 0/2 Plk sk | p = p2] = a

Rest nu de vraag:
Mogen we het betrouwbaarheidsinterval -~ met betrouwbaarheid (1-a) -

P, <P <P interpreteren als een intervalschatting?

Is de uitspraak over de werkelijke p-waarde , P; <P < Py, betrouwbaar?
Noodzakelijk hiervoor is dat v80r realisatie van de steekproef, er een
kans is, minstens gelijk aan de betrouwbaarheid l-u, dat een interval ge-

vonden wordt waarin de werkelijke p-waarde ligt.




73.

We schetsen als illustratie voor alle k-waarden bij m = 10 en a = 0,05 de

betrouwbaarheidsintervallen.

k

kel — = = = - -

l
PR, P’ P
fig. 20.4

Stel dat de ware parameterwaarde P, is. Volgens figuur 20.4 ligt P, in de

betrouwbaarheidsintervallen behorend bij kl tot en met k2' Dat de kans op

deze aantallen:

P[k] <k< k2 | po] > 1 - a is constateren we nu als volgt.
De ondergrens p' van het bij k2+| behorend interval is zo gekozen-dat
Plk 2k, + 1 [ p=p']=Plk >k, | p=p'l=al2.
Maar P, < ﬁ', dus
Pk >k, | p=p_] < af2,
Aan de andere kant geldt voor de bovengrens van het bij k]-l behorend
interval

Pk <k -1]p=p"1=Pk<k |p=p"]=al2

1
Maar p_ > p" dus
Pk <k, | p=7p,] < al/2

waarmede

v
5

o

o

R
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Plk < k V_l£>k2|p-p°]<cx

en

P[k1555k2|p=po]>l-u

zodat er een kans groter dan I-a is op een interval dat de werkelijke p-

waarde bevat.

Het betrouwbaarheidsinterval met betrouwbaarheid 1-a is een "goede"

intervalschatting.
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Appendix (Wiskunde 31)

Gammafunktie

De gammafunktie van Euler I'{r) wordt voor r > 0 gedefinieerd door

r(c) = J vl e V. (1
4]

t

Deze oneigenlijke integraal (limiet van J ve ' e Vdv die de onvolledige

0

gammafunktie wordt gencemd) berekenen we door partieéle infegratie. Dan volgt:
r{z) = {r - 1) I'{(x = 1) (r-1>0). {(2)
En omdat I'(l) = | volgt voor natuurlijke r:
T(r) = (r - 1) 3)

Dit geeft ons de mogelijkheid om de definitie van n! ook voor niet natuur-
lijke n uit te breiden door (1). Bijvoorbeeld:

PG%) = J Ve 'dv = J -2Y2 e_yzdy W = y)
0 0
en
3,2 R - T 22 -ty .
{F(EJ} = ( J Yv e "dv) x ( J Yu e du) = J J 4x"y" e dxdy =
0 0 0 0
© n/2 5
=4 J dr J r4c082¢ sinzm e © rdp =
0 0
n/2 - 5
= 4 J cosz¢ Sinzmdp.%- J r4 e dr’ =
0 0
zodat

1@ =5 /7 (ant 1) > 0) = £1(H)

en dus 1"(%) = Vr.

i A A

e LN O SR D EI T

S

ik
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Betafunktie

De Betafunktie van Euler wordt gedefinieerd door

1

B(p,q) = J tp_l(l - t)q_ldt voor p> 0O engq >0 . (4) i
g

S;elling: é
I(p)I'(q) o

B . = —E———.g,._ . (5 Q
®.D = T+ 0 ) 3
Bewijs: (voor p,q natuurlijk) i
¥

1

B(p,q) = J Pl - 0% e (e = sin®e, 0 < ¢ < 1/2)
/2 -%

- - &

= 2 J sin2P lrp.coszq lmdm = 1%

0 i

., L2p =2t (29 - 2)!! - x.12y %

=2 . Gr + 24 = )T - 1 (zie Wiskunde 20 pag. X.12) ;

- D! (-1 _ Ip) I'(q) 4
(p+a-1: ~ T(+q 4

Eventueel bewijs van (5): >
T(p).T(q) = J Xp—le_xdx . J YQ‘-le"ydy (x + xz’ y - yz) !
0 0

- - =

2 2 i

= 4 J xZP ]e X ax . j yzq ]e y dy = ‘%

0 0 §

o o0 _ ) _ 2 2 L g

= 4 J J x2P lqu le (x +Y )dxdy (x =rcosg,y=r sin w) "é

o 0 | i

A

w m/2 2 ‘%

= 4 J' J e * r2(p+q-l)0032p-l¢ sinzq_]¢ rdpdr = %

0 0O
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=, /2
= 2 J e * rz(p+q—])dr2 J coszP_lm sinzqm1¢d¢ (Sian = t)
0 0

P Tdn T T R

AR e e

1

=T(p +q) . J (1 - t)p_ltq_]dt =T{(p + q).B(q,p) =T(p + q)B(p,q).
0

Gammaverdeling

ioZ

We definieren voor A > Oenr> 0

X
1 J Tl e

e
i
4
}

I'(x;A,r) := e t e dt (0 £x <=, (6)

0

Dit zullen we een gammaverdeling noemen met parameters A en r. Dit wordt ge-

rechtvaardigd door

-1 =X g
' = y(x3x,r) = rzr).lrxr e 20 €) i

en door
F(=;2,r) = 1, T(0;A,x) =0,

Heeft x een gammaverdeling, dan is zoals gebruikelijk
P(x <x) = F(x;l;r) .

We bepalen de Laplace getransformeerde van de dichtheidsfunktie van x:

og

1 J tr—}ArefLA+s)tdt -

¢§(5) " To
o

r = L :

- A 1 J.{‘A . s)t}r 1e (A+s)td((kwas)t) -

R r(r) 6

r
A

(+ )

=
14

en vervolgens de verwachting van x, en de variantie.

g
R
ke
L
o
b ]
i
A
g
&
-

4zt
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o

&_: = I‘](r) J ATeTe Mae = F(;I,J'rl) -3 (8)
. AT

EXZ I(r+2) _r(r+1)

Army 0 a? J

zodat

var(x) = 02 (x) 52- .
A

De kansdichtheid y{x;A,r).

i
I

We bepalen voor r mnatuurlijk de modus van de kansdichtheid, dit is de waar-

de van x waarvoor y(x;A,r) maximaal is.

r

dy _ 2% -ax, , r-l -2 AL r-2 ((x - 1) =A%) -

— -— -+ - = |

x  Tm © (== (x - Dx" ) r(x) x ekx @

zodat voor r 2 2 in x = 0 een minimum 4
en in x = = ; L een maximum optreedt, (9) .

en voor r = | een maximum in x = 0 wordt aangenomen.

N.B. Bij een eentoppige symmetrische verdeling zoals bijv. de normale verde- B
ling vallen het zwaartepunt ﬁz, de top (of modus) en de mediaan samen.
Bij een scheve verdeling zoals de gammaverdeling of de exponentiéle
(d.i. een gammaverdeling met r = 1) meestal niet.

Een vuistregel is dat men bij een willekeurige eentoppige scheve verde-

ling, waarbij mean, median enmode verschillend zijn, de x-codrdinaten
van mean ((EE), median en mode vindt in alfabetische volgorde als de .
verdeling een ''lange staart" heeft naar links, of net andersom bij een  %
lange staart naar rechts zoals bijv. bij de I verdeling.

We zullen zodra we de mediaan bepalen zien dat daarvoor geldt:

r ~ 1
A

it s s

. . T
< median < T

We gaan een aantal grafieken tekenen van de kansdichtheid bij verschillende

waarden van r en beperken ons voorlopig tot verdelingen met gemiddelde I

waarbij dus A = r.

T e e i N,
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De plotter van de EL-X8 levert ons de grafieken van

1 r-l r -rx
X re

Y(xir,r) = ) voor r = 1,2,3,4,8,15 ,

=

/N

- N

8]
e

10+) 32 (x) 43 (%) 34 () ;8 (¥} 4TS (R)

N
N

H8 ] \

7

P h
) / \\x\ \“\\
AT
L

y

oy

A
W%

b2 u4 ' h6 08 ]hU 132 }04

1 le=1) xrtexexp (~rxx) /gamma (] voor r

Merk op dat de top (modus) samenvalt met x = r- | en dat de verdeling bij
toenemende r meer symmetrisch wordt.

De grafiek van de kansdichtheid bij r = 8 en A = 4 is uwit y(x;8,8) als volgt
te verkrijgen. Het gemiddelde wordt nu 2 zodat de x—codrdinaten met 2 wor-

den vermenigvuldigd maar de hoogte wordt gehalveerd. i
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Algemeen geldr:

Xr A
Y(-)-L—;l,r) =7 y(x;r,r)
en

xy(x3A,r) = % Y(x3A,r+1) , :
een relatie die al bij (8) 1is gebruikt,
In opgave 13,11 wordt de verdeling gevraagd van x + y als x en y exponenti-
eel en onafhankelijk verdeeld zijn (met dezelfde 1). R

We geven drie oplossingen:

t t=x
. . . =\t -t
i) F(t) =P(x+y=st) = j dx j f(xX)f(y)dy =1 - e - Ate .
0 0
Door diff, volgt:

£t) = \2te Mt (0 st<w . i
ii) M.b.v. de convolutie (pag. 41) ;
.’|
t t -_ﬁ
£(t) = J_ re X .‘AefA(t_x)dx = Aze_lt [ ldx = Azte_lt ug
4
° ° 4

S

1ii) M.b.v. de Laplace getransformeerde

oo o« |
_ ~x{A+s) A “t. - _A :
@E(S) = Jle dx m Je dt 3>+ 38 °
0 0
Dus
)\2

¢§+I(S) = ¢§(5) . ¢E(S) = E;—:—;;E

Dit is de Laplace getransformeerde van y(t;i,2).

Toepassing van iii) op Xy F Ky et X levert de volgende

Conclusie (Zie Appendix E van dictaat Bedrijfseconometrie):

De som van r onafhankelijke exponentiele verdelingen ST SOTRRYE {allen

met ﬁ = % s 02 = lio is een I' verdeling met
: A
' r 2 r
E(gi Ry et gr) B en ¢ (gl +o..t gr) IE . :




Lessrag) 81.
Centrale 52inthaek
L. Eindtoven

Som van twee gammaverdelingen.

De vraag per maand x, die continu wordt verondersteld, volgt een I' verdeling ,ﬁ

r(x;A,r). Dan is ook de vraag in twee maanden I verdeeld.

Want
zij x| de vraag in de 1° maand
en x, de vraag in de 2® maand,
dan 1is
P N
o (8) = G2 =9, (s) .
] . Zq
Zij £ = X+ X, de vraag in twee maanden, dan
by 2r
¢E(S) =‘Qx1:—g) )
dus | b
P(t < t) = I(t3),2r) . (o)

OBmerking: %

Het bewijs van (10) zonder Laplace getransformeerde. Bepaal £(t) met de con- @

volutie:
t
f(t) = Q‘i——JZ Arxr—]e-kx . Ar(t - x)r_le_k(t_x)dx =
r(x) - ,
0
t
2r =it ~ _
=_A_2_?___ J Xr l(t_x)r ldx (%=T)
r“(x) 0
2y =zt 2r-] 1
e 3 = J Tr*l(l - t)rﬂldr =
r“{r) 0
o 2 2r =t 2r-1! B(r,r)
ATt T T (met (4))
L 2r =it 2r-l -E
AT e t 5
T(2r) (met (5)) :
= y(t;;A,Zr) . (met (7)) \j




De vraag per maand is I verdeeld (y), dan is ook de vraag per dag (x), per
week en in bijv. 5.9 maanden T verdeeld als we aannemen dat de vraag per

dag gelijk verdeeld en conafhankelijk is.

Want
X r : 30
(8) = (——=) = (s) = {p_(8)}  ,

tpz A+ s ¢§I+§2+"'+§30 Q’.E )

zodat
_ A \r/30

CPE(S) = (m) .

Conclusie:

Als de vraag per tijdvak T verdeeld is, is de vraag over elk ander rationaal
veelvoud van dat tijdvak T verdeeld. Zonder bewijs nemen we aan dat dit ook

algemeen waar is.

N.B. Er geldt niet: als de vraag per maand I verdeeld ig, dat dan de vraag
over een stochastisch tijdvak I' verdeeld is. Voorbeeld: stel de lever-
tijd voor een bepaald product is | maand met kans } en 2 maanden met
kans 4. De vraag per maand is I' verdeeld. Ga na dat de vraag gedurende

de levertijd niet I' verdeeld is.

Gebruik van tabel 3.la (Statistisch Compendium, blz. 40a).

De gammaverdeling wordt uitgebreid toegepast o.a. bij levensduur, bij voor—
raad- of vervangingsproblemen. De populariteit komt voor een deel voort uit
het feit dat bij een willekeurige eentoppige scheve verdeling, door geschik-
te keuze van de parameters A en r, een gammaverdeling kan worden aangepast
waarbij de verwachting en de variantie overeenstemmen.

Om niet een heel boek te moetem gebruiken voor de gammatabel, nml. bij elke
r en A een andere tabel,zullen we net zoals bij de normale verdeling stan-—
daardiseren,

Hier kunnen we alleen bereiken {door vermenigvuldiging met %Ddat het gemid-
delde gelijk aan eén wordt. De spreiding blijft variabel.

Heeft x een gammaverdeling I'(x;X,r) dan heeft v = %ﬁ-ook een gammaverdeling

T(vir,r) met ‘(-:-E - l en 0" (v) 5 =T

A e e st R R o

N

TR vgmi-é’\?gﬁ:

TS
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Want
X v T
P(v S v) = P(;— < v) = B(x < ) = T(F531,1) =
w
X
1 r,r—1 =it r
r(r).th e dt  (t TT)
0
v
= Pzr) J rrrr-le-erT = I'(vir,r) .
0

We hebben dus alleen een tabel nodig voor de gammaverdeling van v (met Eg =1) %

|

waarbij we om numerieke redenen ¢ =
hebben.

— als ingang (i.p.v. r of r"l) gekozen

<)

Voorbeeld:
Zij x gamma verdeeld met parameters A = 4, r = 16,

a) Gevraagd de kritieke waarde van x zodat P(x < x) = 90Z. b
Oplossing:
Bepaal x zodat T(x;4,16) = 90Z.
r(x34,16) = T (&X

. hx
16°
dus x = 5.32.

16,16),dan volgt uit de tabel bij r-i = 0,25 dat 16 = 1-33,:1

b) Bereken P(x < 6).

Oglossing:

P(x < 6) = [(634,16) = (2"

£316,16) = I'(1.5;16,16) = 0.963.

Nog enige opmerkingen over de gammatabel.

a) De tabel is zo geconstrueerd dat lineaire interpolatie in een kolom een
antwoord geeft dat in twee decimalen correct is.

b) Hoewel voor r > 16 een gammaverdeling globaal te benaderen is door een

normale (zie grafiek y(x;A,15)) zitten de grootste afwijkingen in de

staart. Daarom zijn de waarden veor é: < 0.25 toch vermeld,
r
Speciaal is r = «» (hoewel statistisch zonder betekenis) gegeven om te

kunnen interpoleren voor zeer grote waarden van r.
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¢) Deze tabel komt qua indeling overeen met die welke is gegeven in het dic-
taat Bedrijfseconometrie op pag. 167. De percentagepunten zijn opnieuw
en nauwkeuriger berekend.

d) Een rij, nml., die met r = 1, is m,b.v. tabel 9.5 (exponentiéle verdeling)
onmiddellijk te verifieren.

e) Is men geinteresseerd in lagere percentagepunfen dan 0.90 dan moet men
zijn toevlucht nemen tot de xz—verdeling (Chi~kwadraat ale €&n symbool

te beschouwen) (formule x2 op pag. 12, tabel op pag. 40 van het Compendi-

um),
Voorbeeld:
Bepaal x zodat I'(x3;2,5) = 0.50.
Oplossing:
r(x32,5) = [(2x31,5) = P(x:;'o < 4x).

Uit tabel 3.1 volgt 4x = 9.34,dus x = 2,34 = mediaan.
We wisten al dat EE = 2,50 (met (8))
en de modus = 2.00 (met (9)),

zodat mode < median < mean (zie blz, 78).




85,

Samenhang tussen Poissonverdeling en exponentiele verdeling.

Zij X; het aantal gebeurtenissen in een tijdsinterval ter lengte T en t de
lengte van het tijdsinterval tussen twee opeenvolgende gebeurtenissen. Dan:
Xp is Poisson verdeeld met
parameter uT (waarin y = t is exponentieel verdeeld
E(aantal gebeurtenissen per met parameter .

tijdseenheid)) .

Bewijs "=" (zie blz. 26):

P(t > t) = P(aantal gebeurtenissen (in een tijdsinterval ter lemgte t) = Q) =
-ut ( t)0 -ut
ety e M s - F () (62 0) .
Dus
0 (t = 0)
£(e) =
-yt
pe " (t > 0) .

Bewijs "<=" (m,b.v. Laplace getransformeerde):

0 (t < 0)
Uit f(t) =
et (tz0)
volgt
mE(s) - Eest J pe” HFSIEy, E—ﬁ%:; .
0

Beschouwen we nu een tijdsinterval ter lengte T. We berekenen de kans op ma-

ximaal n gebeurtenissen in dit interval: P(x, < n).

o <
T

i e 2 13 1 ¥ 1+n-1 on iens1—>

0 J L L J J

i1 btz Y Lien tanet

S et P e 0 U

Fhaye D
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Zij Esk de lengte van het tijdsinterval tussen de (i+k—l)e en de (i+k)e ge~

beurtenis en

= - + tl +|'.+ ] -
En+] E:L+1 =i+2 El+n+l

Wegens de onafhankelijkheid van t,

eeegk. i aplace getransformeer-
i+1’ ’El+n+l is de Lap g

de van u :
: -n+]

1 )

9,(s) = (=™ (zie blz. 40),
-+ s

-n+l

waaruit voor de kansdichtheid g van u volgt (zie blz. 77):

n+1 -n+l
g @ = e w20
Dus
+ -
P(u+]>T)—?ll-,- Ju“l“ Pl = 1
T

Omdat geldt:

Hn+l>T<='>}£TSn
is

P(ET £ n) = P(t_ln+1 >Ty =1 |,
Dan

P(x, = n) = P(}_{T < n) - P(}_{T < n=1) = In - In- =

27 1
el § n “Hu, _ 1 n n—1 -uu -
- J (uu)™ d(e ™) IR J nu du
T T
© n -uT
l: ) "% = (—ut—[:l;;?— {n=1,2,...),
T L ]
(g, =0) = I, = J ne Yy = [—e’““] = T
: T
T

S R e e

T

]
A
b
%)
»
i
By
*
i
b
ey
-

ih

GET A e

e

o

S




87.

Een eigenschap van de exponentiele verdeling (zie blz. 17).

P(t > t+s)
P(t > s) = o —-A8

P(t > t+s t >s8) =

= et - P(t > t)

d.w.z.: de kans dat het apparaat nog functioneert op tijdstip t + s, onder
de voorwaarde dat het nog functioneert op tijdstip s, is onafhankelijk van s.
M.,a.w. op elk tijdstip s (waarop het apparaat nog werkt) is de kansverdeling
van de (resterende) levensduur dezelfde als de "oorspronkelijke' kansverde-
ling. Er treedt geen veroudering of slijtage op (Lack of memory).

"Zolang het apparaat nog werkt, is het geheel nieuw".

We berekenen nog de voorwaardelijke verwachting van de levensduur.

De voorwaardelijke kansdichtheid is: :
0 _ voor t < s i

By | . 2

~At el

£Ct) _ e - e A(t-s) voor t » 8 .

« it ;

J f£(t)dt §

8 i

Dus ,1i
o . !

e lero - J aee M Ege - - J t ae M6 o

= g + els J e-ltdt =g + — ,

s 1

|

of ‘

o e R A A i i B

i it
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Omgekeerd: als voor een continue stochastische grootheid t geldt
(o) P(t <0) =0

(8) P(t > t+s | £ > 8) = P(t > t) (voor alle t,s > 0)
dan is t exponentieel verdeeld.

Bewijs: Schrijf 1 - F(t) = P(t > t) = p(t) dan luidt (B):

p(t + s) = p(t) p(s) (t,s.2 0)
of

plt; + t,) = p(t)) p(ty)) (t,,t, 20) .

Maar dan is p(tl tr, ¢+ t3) = p(tl) p(t2 + t3) = p(tl) p(tz) p(t3) enz..
Met volledige inductie (Wiskunde 10, blz. III.l):

8" p(f.l tty teeer t) = p(e) pley) wew P(ED) (Eihee,t 20, n 2 1),

Stel nu dat er een getal s > 0 is met p(s) = 1, dan volgt uit (B'):

p(ns) = {(p(e)1® =1 wvoorn=1,2,...

of F(ns) = 0, wat in strijd is met lim F(t) = 1.
o

Stel er bestaat een getal s > 0 met p(s) = 0, dan volgt uit (B8'): 7§
0 = p(s) ='{pC§)}n, dus p(%) = 0 voor n = 1,2,...

of F(%) = 1, wat in strijd is met (o) en de continulteit van F(t).
We concluderen:

0 < ple) <1 voor alle t > O,

Stel p(1) = a, dan volgt uit (B'):

p(n) = {p(1)}" = 2"
1
p@) = " (a = p(1) = {pD)I™
B
ny I.n_ m
pG) = (pD} = a .

Om p(to) te bepalen voor niet—rationale tys COnstrueren we een rij van ratio-

nale UisUnyess met lim u = t

n-e 0
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\.“.'-
i
Daar p(t) continu is (immers F(t) is continu) geldt
p(t,) = lim p(u ) .
0 - n’? !
zodat ﬁ
p(t) = at voor alle t 2 0 , .i
4
Met A = ~log a (dus A > 0), volgt %
F(t) =1 ~p(t) =1 - (98 /T o j - A (¢ 5 0y,
_ Ae-kt {20
£(t) = ,
0 (t <0 .

Hiermee is bewezen dat het exponentieéle kansveld het enige comtinue kansveld

is dat de eigenschappen (o) en .(8) bezit.

Het (discrete) geometrische kansveld:

Px=n)=pl - p)® ' (<p<1,n=1,2,...)
heeft overeenkomstige eigenschap:

ao

-1
P(x > n + m) £=n§m+l p(l - p)
P(x >n+m X > m) = —~ =
Plx > m) 2-1
I p(1-p)
L=m+1
(1 -p™" n 3
- —-_'Lm = (l - p) = P(}.E > n) : E ..E .';
, ) (] - p) : - L 4
(voor alle nat. n,m).

Zo ook:

7 oep( - p)t!

o | x> m = ] :
) -1
7 o0 - p)t
2=m+1

Hierin is: .%
@ _ ® . _ _\mt] ‘§é
p [ at-pflip gl ] amte R .
f=m+1 ‘ mt1 P P &

r e TR wi A
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-—-(1-p)m(m+1+%—1),

zodat

iz >m=n+i=n+C® @20 .

1
P
Omgekeerd: Als voor een discrete stochastische grootheid x geldt

P(x <0) =0

P(x

n) > 0 (n=l,2,...)

-
'a;f‘é
]

Px>n+m | x>m) = P(x > n) (voor alle nat. n,m)

dan is x geometrisch verdeeld.

Bewiis: ‘s _ .
ewijs: Schrijf P(x > n) P,

Uit
Posm = Pn Pm iﬁ
volgt _%
_ n .Q
Stel §
P(x=1) =p
dan P
'
P] = P(}-E > l) = ] - P {
zodat :
_ _ n
p, = (1 -p) .
Nu

P(x=n) =P(x>n-1) - P(x>n) = Ph-1 T P4

- - -pt=pa-»"" @=1,2,...).

1

p # 1, want uit P 0 volgt P(x > n) = 0 voor alle nat. n, wat in strijd is

met het gegeven.,

p # 0, want uit P 1 volgt P(x > n) = I voor alle nat. n, wat evemeens in

strijd is met het gegeven.

De overeenkomst in het bezit van de eigenschap "lack of memory' voor de geo-

metrische en exponentiele verdeling is wel te verwachtenm.
We demonstreren dit door een vergroving in te voeren in het exponentiéle
kansveld., We zijn nu niet meer geinteresseerd in de vraag: hoe groot wordt

t, het tijdstip waarop het apparaat ophoudt te functioneren precies, maar
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slechts in de wvraag: in welk interval wvalt dat tijdstip.

Daartoe voeren we een (discrete) stochastische grootheid x in, zodanig dat
x=n (n=1,2,...) correspondeert met (n - 1)s < t < ns (s constant, wille~
keurig). ‘ ¥

Dan is

ns

P(x =n) = P((n = 1)s < t <ms) = ‘e "rdt =

R L

(n-1)s g
- e-(n-l)ls - o TTAS e-(n-l)As (a - e“ks) ) ; 

—-As

Stellen we P(£ < 5) =1~ e =P dan 0 < P, < 1 wegens As > 0, zodat

Px=m) = p (1 - 0" (n=1,2,...) .

Dus x is geometrisch verdeeld.

4
Failure rate é
Zij t een continue stochastische grootheid met kansdichtheid £(t) (t 2 0) dan %
A
EHALE 4
£(t)dt ki
4 .
P(t<t<t+at]e>e)=2E —— . .
f(t)dt
.

We definieren de failure rate door

t+At
J f(t)de
h(t) := lim S—nu
At>0
At, J £(t)dt
t
dus
h(e) = il F'(t)

T =F(t) 1 = F(D) °
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EIEs - A

t

log(l - F(t)) =" - J h{t)dx
0 i
- j h(t)dr :
g
F(t) =1-¢e ° (1 &
Voorbeeld 1: Een apparaat.paat kapot tengevolge van een incident; de kans op |
het optreden van een dergelijk incident wordt constant verondersteld, dus i

h(t) = A,
Nu uit (1)

1-e (¢20)
F(t) =
0 (t < 0) g
Voorbeeld 2: Veronderstel dat wel veroudering optreedt: h(t) afhankelijk wvan j
t. (monotoon stijgend). ﬁ
Stel bv. h(t) = At. . S
Nu E:
1= e a0 'f
F(t) = 1 | .
o (t < 0)
rxtefiltz (t = 0)
f£(t) =
10 (t <0)

{(dit is een Weibullverdeling).

e
R

S TR AT
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