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0. Inleiding

0.!. Introductie.

De statistiek wordt overal toegepast waar numerieke waarnemings-—
resultaten worden verwerkt, met name in de sterrenkunde, biologie, natuur-
en scheikunde, de technische wetenschappen, de sociologie en de psychologie.
De kansrekening is als basis voor de statistiek onmisbaar. Verder wordt
de kansrekening direct toegepast in gebieden als informatietheorie, regel-
techniek, reliability, wachttijd- en voorraadproblemen en problemen in de
natuurkunde, o.a. bijdeeltjestellers.

Stellingen, definities en formules zijn in dit dictaat per hoofdstuk
genummerd. Waar over de nummering verwarring zou kunnen ontstaan, is bij
de verwijzing het bladzijnummer toegevoegd.

Het is duidelijk dat in een college van 9 of 14 maal anderhalf uur
maar een heel bescheiden introductie in de kansrekening en statistiek kan
worden gegeven. Voor hen die zich wat verder willen oriénteren volgt hier
een lijstje van (meest engelstalige) boeken, gerangschikt in afnemende
overeenkomst met dit dictaat, en een lijst van veel voorkomende engelse
termen. In de genoemde boeken Staan vele verwijzingen naar verdere litera-
tuur.

Verdere hulpmiddelen bij de bestudering van de collegestof zijn de

Vraagstukkenverzameling en de Statistische Tabellen.

0.2. Literatuur.

(1] Paul L. Meyer, Introductory probability and statistical applicatioms,
Addison-Wesley, 1972 (ca. # 35,-~).
{2] C. Mack, Essentials of statisties for Scientists and Technologists,

Plenum Press, New York, 1967 (ca. £ 25,--).

[3] K.L. Chung, Elementary probability theory with stochastic processes,
Springer, 1974 (ca. f 45,--).

[4] A.J. Stam, Inleiding tot de waarschijnlijkheidsrekening, Technische

Uitgeverij H. Stam, 1964 (ca. # 45,--).

5] W. Feller, An introduction to probability theory and its applicatiomns,
Vol. | (3e editie) Wiley, 1968 (ca. f 35,--).




0.3. Lijst van Engelse termen.

bias

bias(s)ed

conditional
confidence interval
critical region
density (function)
dependence

dependent

disjoint

distribution
distribution function
estimate

estimator

event

expectation

Gaussian

independence
independent
intersection

interval estimate
joint density

joint distribution
joiﬁt distribution function
law of large numbers
level of significance
moment generating function
null hypothesis

power '
probability
probability density
probability space (- field)
random

random sample

- i -

onzutverhetd

onzutver

voorwaardelijk

be trowwbaarhetidsinterval
kritiek gebied

dichtheid(s) funetie
afhankelijkhetd

afharke ik

disjunct

verdeling

verdelings functie

schatting

gchatter

gebeurtenis

verwachting

normaal (genoemd naar Gauss)
onafhankelijkheid
onafhankelijk

doorenede (van verzamelingen)
intervalschatting (betr. interval)
gimultane dichtheid
stmultane verdeling
simultane verdelingsfunctie
wet van de grote aantallen
betrowbaarheidsdrempel
momentenvoortbrengende functie
nulhypothese
onderscheidingsvermogen
kans, waarschijnlijkheid
kansdichtheid

kansruinte (~veld)
stochastisch, aselect

aselecte steekproef




Taiak o on

random variable
rectangular distribution
sample

sample mean

sample space

sample variance

sampling with (without) replacement

statistic

test (of significance)
test statistic
unbias(s)ed

uniform distribution
union

variance
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gtochastische grootheid
homogene verdeling
steekproef
steekproefgemiddelde
witkoms tenruimte

steekproefvariantie

trekken met (zonder) terugleggen

statistische grootheid
toets-
toetsingsgrootheid
zutver

homogene verdeling

vereniging (van verszamelingen)

variantie
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1 Kansvelden

Experimenten en kansvelden.

In de kansrekening houden we ons bezig met de studie van modellen
van situaties (experimenten, verschijnselen), waarbij "het toeval' een
rol speelt. Bij deze modellen blijfct het begrip "toeval" onbesproken en
dikwijls ook het mechanisme achter de verschijnselen dat tot het model
leidt. Het model geeft meestal alleen aan welke gebeurtenissen kunnen op-
treden en wat de kansen op deze gebeurtenissen zijn. Soms kan uit de be-
schrijving van de beschouwde situatie een volledig model worden afgeleid,
maar meestal zijn extra gegevens (bijvoorbeeld uit vroegere ervaring) of
aannamen nodig om een model compleet te maken (zie Voorbeeld 4). We zullen
een algemeen model introduceren aan de hand van enkele eenvoudige voor-

beelden.

Voorbeeld | (dobbelsteen) : iemand gooit 8&n maal met &&n dobbelsteen.

Vraag: wat is de kans op minstens 3 ogen?

Voorbeeld 2 (wachten op een bus) : iemand komt bij een bushalte aan en

leest daar "l5-minutendienst". //

Vraag: wat is de kans dat hij langer dan 10 minuten moet wachten?

Voorbeeld 3 (toevalstreffer) : een zeer matig schutter mikt op een cir-

kelvormige schijf totdat hij deze treft.

Vraag: wat is de kans dat zijn treffer dichter bij het middelpunt van de schijf

terecht komt dan bij de rand?

Voorbeeld 4 (scherpschutter) : een zeer goede schutter schiet &&n maal op

dezelfde schijf.

Vraag: als bij voorbeeld 3.

Bij elk van de voorbeelden is een verzameling van mogelijke (toegelaten)
resultaten of uitkomsten. Zo'n verzameling noemen we uitkomstenruimte en

geven we aan met U. In de voorbeelden hebben we achtereenvolgens:




Vb. 1 : U= {1,2,3,4,5,6}

Vb, 2 : U= (0,15)

Vb, 3 : U= {(x,y) | x2 +_y2 < 1} (straal van de schijf gelijk aan | gekoker)
Vb. 4 : U - & = {(x,9) | ~2o < x <o - ® <y < w}

In het laatste voorbeeld laten we de mogelijkheid toe dat de scherpschutter
de schijf mist (al zal de kans daarop klein zijn). Voor alle zekerheid (en
ook terwille van wiskundige stroomlijn) nemen we alle punten van het platte

vlak in U op.

Opmerking: de elemeénten van de uitkomstenruimte zijn in alle voorbeelden
min of meer abstracte beelden van de werkelijke resultaten; zo schrijven
we in Vb, 1 {1,2,...} i.p.v. {e,%es.s.}.

In elk van de voorbeelden bestaat het optreden van de gebeurtenis,
waarvan de bijbehorende kans gevraagd wordt, daarin dat de uitkomst van
het experiment in een bepaalde deelverzameling, zeg A, van U terecht komt,

nl. achtereenvolgens

Vb. 1 : A= {3,4,5,6) = "minstens 3 ogen'.
Vb. 2 : A= (10,15) = "meer dan 10 minuten".
Vb, 3/4 : A= {(x,y) | 7x +y2 < 4} = "afstand tot middelpunt kleiner dan }".

Het ligt nu voor de hand om gebeurtenissen met de bijbehorende deel-

verzamelingen te identificeren, dus
gebeurtenis = deelverzameling van U.

De elementen u € U, of ook wel de &én-punts-deelverzamelingen {u} van U
noemen we elementaire gebeurtenissen.

Het model werkt nu als volgt: door een {dikwijls onbekend) "toevals-
mechanisme" komt een element u ¢ U als uitkomst van het experiment te
voorschijn. Als u een element van A is (u ¢ A), dan zeggen we dat A op-
treedt. Dikwijls wordt "A treedt op" i.p.v. met u ¢ A met alleen A aange-
geven. In plaats van de verzamelingstheoretische terminologie gebruiken
we dikwijls een terminologie die aansluit bij de interpretatie van ver-

zamelingen als gebeurtenissen:




Notatie  Verzamelingen Gebeurtenissen
ueA u is element wvan A 4 gebeurt
A deelverzameling A (van U) gebeﬁrtenis A (on: A gebeurt)
AuB vereniging van A en B A of B(gebeurt); minstens &én
U Aj vereniging van Aj's minstens &&n van de Aj's {gebeurt)
AnB doorsnede van A en B A en B(gebeuren); beide
of AB
n Aj doorsnede van Aj's Aj's (gebeuren) allemaal

% A" complement (t.o.v. U) A (gebeurt) niet; niet-A

E

jf u hele verzameling zékere gebeurtenis

? 9 lege verzameling onmogeli jke gebeurtenis
AnB=4@AenB zijn disjunct A en B sluiten elkaar uit
AcB A is bevat in B B A impliceert B (als A gebeurt

dan gebeurt B ook)

Eigenschappenl) van gebeurtenissen (verzamelingen):

l.AnU=Au®=4, AuU=U; An@g=2¢9

*
2. A= ABUABY ; AuAT=U;ANA =
b 3. (A nB) =AY uB%; (AuB) =A% n3B”
4, AuB=A4AUy A*B = B y AB"

5. (A u B)C = AC u BC; (U Aj)C = U (AjC)
1 1

,_;:. 1)

Voor overige eigenschappen zie Wsk. 10.
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Wat nog aan onze modellen ontbreekt is de kans op de daar optredende
gebeurtenissen. Omdat gebeurtenissen deelverzamelingen zijn (van U),zal

voor de kans, die we aangeven met P, moeten gelden:
P is een functie op de deelverzamelingen van U.

We introduceren nu de eigenschappen van de functie P aan de hand van Voor-
beeld 3., Onze schutter schiet zo slecht, dat het "volmaakt toevallig' is
in welk punt van de schijf de treffer terecht komt: de kans dat de treffer
binnen een gebied (deelverzameling) A van de schijf valt, hangt niet van de

plaats van A af, maar alleen van de grootte van A. We geven dit weer door

a. P(A) is evenredig met opp(a).

‘

Omdat de schutter dbdodorgaat tot hij de schijf (U) raakt, is het zeker dat

dit gebeurt. Deze zekerheid geven we aan met
b. P(U) =1

Soms wordt zekerheid ook weergegeven met 100 (%). Omdat opp(U) = m, volgt
uit a. en b. dat

I
c. P(a) = ;-opp(A).
Het model voor Woorbeeld 3 is nu compleet. We kunnen nu ook de daar gestel-
de vraag beantwoorden: ‘ '
P(treffer dichter bij middelpunt dan bij rand) = P({(x,y) I x2-+y2 < %}) =

1 . 1, I I
p opp(cirkel met straal 5) *TIT T

Opgave: ga na dat de door c. gegeven kans de volgende eigenschappen heeft:
(i) P(U) = |

(1) (i1) PCA) = 0O

il

(iii) P(AuB) = P(A) + P(B) als ArB = §;

hierbij zijn A en B gebeurtenissen, dus deelverzamelingen van U,




We geven nu zonder veel commentaar de kansen bij de overige voor-

beelden en antwoorden op de daar gestelde vragen

Vb, 1 : P(A) =M=%#(A).
# ()

waarbij # (A) het aantal elementen van A voorstelt.

Antwoord: P(minstens 3 ogen) = P({3,4,5,6}) = % W ({3,4,5,6}) = %.

waarbij ¢(A) de "lengte" van A voorstelt : R(A) = f du.
A 15
Antwoord: P(meer dan 10 minuten wachten) = P {(10,15)) = T%- du =-%.
10

Vb. 3 : We kunmen P(A) cok schrijven als (zie c¢. , blz. 4).

P(A) = J J % dxdy.
A

Vb. 4 : P(A) = -—-1-—2-f f e‘(x2+y2)/(2°2)dxdy.

2ng A
Dit model volgt natuurlijk niet zonder meer uit de beschrijving op blz. I,
Het voldoet echter aan de volgende redelijke eisen: het verandert niet bij
rotatie van de schijf; de kans op treffers is het grootst in het midden van
de schijf; bij geschikte keuze van ¢ is de kans om de schijf te missen

klein: 0,00! als o= 0,269, Bij deze waarde van 0 is de gevraagde kans:

P({(x,y) | x2+ y2 < -ll:}) = 0,822.

Opgave: ga na dat de functie P in de voorbeelden 1,2 en 4 ook aan (i) vol-
doet.

We geven nu, naar analogie van de behandelde voorbeelden, een formele
definitie van het begrip kansveld { of kansruimte), d.i. een model voor een

experiment, waarbij het toeval een rol speelt.

Definitie 1: Een kansveld bestaat uit een verzameling U, ultkomstenruimte
(waarvan de elementen de mogelijke uitkomsten van het beschouwde experiment

voorstellen} en een functie P gedefinieerd op deelverzamelingen van U,




(gebeurtenissen), die voldoet aan

il

(i) P(U) 1

(i) P(A) =z 0 voor alle gebeurtenissen A

()
(iii) P(Auy B) = P(A)+ P(B) als A nB =@

(iii') P A,) = Y P(a,) als A, nA, = @ voor i # j;
] J 1 J 1 J

een functie die aan (1') voldoet heet een kans.

Uit de eigenschappen (1') kunnen een aantal andere, veel gebruikte

eigenschappen worden afgeleid.

Stelling I: een kans heeft de volgende eigenschappen:

a, 0 £ P(a) =1

b. B(A¥) = | - P(&)

c. P(A) = P(AB) + P(aB")

d. P(A u B) = P(A) + P(B) - P(AB)

e. P(AUB UC) = P(A) +P(B) +P(C) - P(AB) ~P(AC) - P(BC) +P(ABC).

Hierbij zijn A,B en C willekeurige gebeurtenissen.
Opgave: bewijs Stelling I.

1.2. Discrete kansvelden, combinatoriek

Definitie 2: een discreet kansveld is een kansveld, waarbij U eindig of -
aftelbaar veel elementen heeft, dus U = {ul, u2,...}. De kans wordt vast-

gelegd door

waarbij
(3) p.20eny p. = 1.




Gevolg: voor een discreet kansveld geldt

(4) P(A) = ) Ps

u.cA
]

waarbij ) de som voorstelt over alle waarden van j waarvoor u. € A.
u, €A J
J

Opgave: ga na dat (4) veolgt uit (2) m.b.v. (I")
Zpgave

We komen in paragraaf 1.3 op deze discrete kansvelden terug. We be-

kijken nu eerst een nog specialer geval.

Definitie 3: een symmetrisch kansveld is een discreet kamsveld, waarbij U
eindig veel elementen heeft : U = {ul, uz,...,uN}, terwijl voor de pj geldt

=1 ;=
(5 PJ- X G 1,2,...,N),

Gevolg: in een symmetrisch kansveld geldt

(6) p(a) = 2448
# (U

Opmerking: in een symmetrisch kansveld geldt dus: de kans op gebeurtenis

A is gelijk aan het quotient van het aantal uitkomsten daf aanleiding geeft
tot A (d.w.z. tot A behoort) en het totaal aantal uitkomsten. In 1814

werd al een soortgelijke definitie gegeven door Laplace: "de kans op een:
gebeurtenis is de verhouding van het aantal voor die gebeurtenis gunstige
gevallen tot het totale aantal gevallen, mits alle gevallen even waarschijn-
lijk zijn." Deze definities sluiten aan bij de intuitieve interpretatie

van het begrip kans als f?aétie: als we vaak met een dobbelsteen gooien,

zal de fractie van het aantal worpen dat een zes oplevert, ongeveer gelijk
zijn aan de kans op een zes. Deze uitspraak wordt later gepreciseerd in de

wet van de grote aantallen (paragraaf 4.2 ).

In een symmetrisch kansveld komt het berekenen van kansen neer op het
tellen van aantallen uitkomsten. Dit tellen noemt men wel combinatoriek en

het bijbehorende onderdeel van de kansrekening combinatorische kansrekening.




Voorbeeld: wat is de kans op precies 9 ogen bij een worp met twee dobbel-

stenen ?

Arttwoord: als model gebruiken we een symmetrisch kansveld met 36 uitkomsten
{(xl, xz) | % = 1,2,.0.4,6; X, = 1 2,...,6} en {dus) voor
P({(xl, xz)}) 5— voor iedere (x , X ) € U, Als nu A = prec1es 9 ogen',

dan is dus A = {(3,6), (4,5), (5’4)3 (6:3)}: zodat P(A) = ‘5‘6‘ #* (A) = '3'%‘ &= -]9-.

Opgave 1: wat is de kans op minstens 9 ogen ?

Opgave 2: we goolen met twee dobbelstenen, I en II. Door welke verzameling
wordt de gebeurtenis "I levert 5 ogen' voorgesteld ? Wat is de kans op deze

gebeurtenis 7

We bespreken nu een aantal veel voorkomende situaties, waarbij symmetrische
kansvelden als model worden gebruikt, n.l. het trekken van een steekproef.
Hierbij gaan we uit van een verzameling van n verschillende (althans, oﬁder—
scheidbare) "objecten” of "elementen" (dit kunnen in de praktijk knikkers,
studenten, transistoren, ongelukken of pakjes boter zijn, e.d.}. Uit deze
n objecten wordt een keuze gemaakt van k stuks, die in de steekproef wor-
den opgenomen. De uitkomstenruimte U bij dit experiment bestaat dan uit alle
mogelijke k-tallen en het eerste probleem is om # (U) te berekenen, Omdat in
het model van het symmetrische kansveld al deze steekproeven (k-tallen) dezelf-
de kans hebben, spreekt men wel van aselecte steekproeven. Hierbij onderscheiden
we vier verschillende situaties, die ontstaan door de indeling in: trekken met

of nonder terugleggen en geordende of ongeordende steekproeven.

Bij trekken met terugleggen wordt telkens een objekt gekozen, ge-
régistreerd (d.w.z. in de steekproef opgenomen) en weer teruggelegd, zodat
een object meer dan eens in de steekproef kan voorkomen; bij trekken zomder
terugleggen verdwijnt het gekozen object uit de verzameling, zodat elk ob=~
ject maar &&n keer gekozen kan worden: alle elementen van de steekproef zijnm

dan verschillend.

Twee geordende steekproeven noemen we gelijk, als zij dezelfde objecten
bevatten en als die objecten bovendien in deselfde volgorde gekozen zijn.
De objecten worden hier dus &&n voor &én gekozen en hier is bijv.
{a,b,c} # {a,c,b}. Twee ongeordende steekproeven noemen we gelijk als zi}
dezelfde elementen bevatten; we 1etten hierbij niet op de volgorde en de

steekproefelementen kunnen hetzij &an voor &én of (bij trekken zonder terug-

;
i
G
4
i
3

\‘




leggen) alle tegelijk gekozen (gedacht) worden. Hier geldt dus {a,b,c} = {a,c,b}
eti.

We formuleren eerst zonder bewijs de volgende voor de hand liggende

Telregel: Als men k maal een keuze doet, waarbij het aantal mogelijkheden
bij de le, 2e,...,ke keuze resp. N,y Nyyeee,Dy bedraagt, dan is het totaal

aantal mogelijke keuzen myMy ety .

Uit deze regel volgt gemakkelijk

Stelling2:het aantal geordende steekproeven van de grootte k bij trekking

zonder terugleggen uit een verzameling van n objecten is

1)

.n|

n® e n@- D@2 kD) = Tm‘)"

. - e e
Bewlijs: er zijn voor het I, 2e,...,k element van de steekproef resp.
e BN J

n, n~1l,...,n~k+ 1 mogelijke keuzen.

Gevolg: het aantal rangschikkingen (volgorden, "permutaties”) van n ob-

jecten bedraagt n! = n(n-1)(n-2)...2.1.

Bewijs: dit aantal is gelijk aan het aantal geordende "steekproeven" van
de grootte nm bij trekken zonder terugleggen uit n objecten. Neem dus k = n

in Stelling 2.

Stelling 3: het aantal geordende steekproeven van de grootte k bij trekking

met terugleggen uit een verzameling van n objecten is

k
n .

Bewijs: bij ieder van de k keuzen zijn er n mogelijkheden.

Stelling 4: het aantal ongeordende steekproeven van de grootte k bij

trekken zonder terugleggen uit een verzameling van n objecten is

n
G

1 ..
)In L := R wordt L door R gedefinieerd.

{




_10..

n! nm=D...(n~k+1)
ki(n~-k)! k!

waarbij (1) t=

Bewijs: bij de n(n=-1)...{n -k +1) geordende steekproeven komt ieder k-tal
elementen in alle k. volgorden voor (vergelijk Gevolg van Stelling 2).
Omdat we bij ongeordende steekproeven al deze k! k-tallen als gelijk be-

schouwen, moeten we het resultaat van Stelling 2 door k! delen.

. . n .
Gevolg 1: uit een verzameling van n elementen kunnen we op (k) manieren k

elementen, d.w.z. een deelverzameling van de grootte k, kiezen:
Gevolg 2:

o
(@arp)™ =) (Ha"
k=0

(vergelijk Wsk. 10),

Opmerking: het geval "trekken met terugleggen en ongeordende steekproeven'

ligt als model minder voor de hand en wordt hier niet behandeld.

Opgave: uit een verzameling U met n elementen kan op 2" manieren een deel-
verzameling worden gekozen (U en @ meegeteld). Bewijs dit op twee manieren:

1€ direct m.b.v. de Telregel en 2% m.b.v. Gevolg | en Gevolg 2.

Stelling 5: als uit een verzameling van N elementen, waaronder M elementen
van type I en N~Mvan type II, een aselecte steekproef ter grootte n wordt
genomen, dan geldt: de kans dat de steekproef precies k elementen van type
I bevat (en dusn -k van type II)is gelijk aan (zieStelling 2 voor notatie
onder (b)).

n-k
(a) (E) ('E") (1 - %) bij trekken met terugleggen
en geordende steekproeven
M., N-M
G Gk a, M%) q-ufmk) -
(b) —_— " (k) o) bij trekken zonder terugleggen
(o) N (zowel bij geordende als bij

ongeordende steekproeven)

Bewijs: 'Zij A = "steekproef bevat precies k elementen van type I" =




_ll.-

de verzameling van steekproeven van n stuks met precies k elementen van
type I. U ="zékere gebeurtenis" = de verzameling van alle steekproeven
van n stuks. Volgens (6) is P(A) = # (A)/ # (U). In geval (a) is volgens
Stelling 3 #. (U) = N". Om # (A) te vinden, splitsen we de keuze van de
steekproef in drie achtereenvolgende keuzen : 1® kies de k plaatsen in de
steekproef waar de elementen van type I komen , 2® kies de elementen van
type I met terugleggen uit de M aanwezige elementen van type I, 3% kies
overige n~k elementen met terugleggen uit de N~M elementen van type Il.

Dit levert o.g.v. de Telregel

# (A) = nln'2n3,

waarbilj n, = (E) {zie Stelling 4), n, = Mk en ny = (N-—M)n_k
(zie Stelling 3). Dit levert

# @ = M -

en deling door N? levert de onder (a) gevraagde kans. De kans onder
(b) vinden we in het geval van geordende steekproeven op dezelfde manier en
in het geval van ongeordende steekproeven direct d.m.v. de Telregel. In

beide gevallen gebruiken we natuurlijk ook (6).

Voorbeeld: wat is de kans op 'precies 11 goed” bij de voetbaltoto als we

één kolom "op goed geluk'" invullen ?

Antwoord: we nemen als model: dertien trekkingen met terugleggen uit de

elementen g, f,, f,, waarbij g 'goed" is en £ en £, "fout" zijn. Het

l)
antwoord wordt dan o.g.v. Stelling 5, (a)

“

P(11 goed) = (D3 B* = 0,0002.

Opgave 1: Bereken P(minstens 11 goed)

Opgave 2: In een vijver zittem 200 vissen. Men vangt er 100, merkt ze en
zet ze terug. Vervolgens vangt men (zonder terugleggen) 20 vissen. Wat is

de kans dat onder deze 20 minder dan 10 gemerkte vissen voorkomen ?

q,
3

AR
i
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. n . .
Opmerking: men kan (k) opvatten als het aantal manieren om een verzameling
vdn n elementen te splitsen in twee groepen: &&n van k elementen en &&n

van n-k.-Analoog geldt

Stelling 6: het aantal manieren waarop een verzameling van n elementen kan
worden gesplitst in k groepen met resp. Dphyyeen By elementen (nl+...+ n = n)

is gelijk aan

Opgave 1: bewijs Stelling 6 m.b.v. de Telregel. Als er onder de getallen

Ny Bypeees®y gelijke voorkomen, ontstaat een complicatie; welke ?

Opgave 2: a. Op hoeveel manieren kunnen we 52 speelkaarten onder vier spe-
lers verdelen (elke speler krijgt dertien kaarten).
b. Op hoeveel manieren kunnen we 52 kaarten in 4 stapeltjes van 13 stuks

verdelen ?

1.3. Reele kansvelden, stochastische grootheden.

In de meeste praktische gevallen zijn we gelnteresseerd in de getalwaarde
van grootheden die bij een experiment optreden, zoals lengte, gewicht, tijds-
duur, aantal etc. We houden ons daarom voornamelijk bezig met kansvelden,
waarbij de uitkomstenruimte bestaat uit reéle getallen, paren reele getallen

of, algemener, uit reéle vectoren (xl,...,xn).

We bekijken eerst het geval n=1 en beperken ons tot twee veel voor-

komende gevallen, het zgn, discrete geval en het zgn. continue geval.

Definitie 4: Een disereet reéel kansveld is een discreet kansveld (zie
Definitie 2), waarbij de uitkomstenruimte U uit eindig of aftelbaar veel
reeel.

reéle getallen bestaat : U = {u],u }, met u;,u

2,--. 2,--.

Zo'n kansveld is een model voor een experiment waarbij een grootheid
wordt waargenomen, die met kansen PysPosees de waarden Uyslpyens aanneemt.

We noemen zo'n grootheid een diserete toevalsgrootheid of discrete

stochaetische grootheid. We geven stochastische grootheden aan met onder-
streepte letters : X, ¥, 4, vV, W, etc. In plaats van P({qj}) = pj schrijven

we nu liever
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P(u=u.) = p.
(t_x_uJ) Pj

en algemener als A een verzameling reéle getallen is, P(u ¢ A) i.p.v. P(4),

dus (zie (4))

N Pue A) = )} p..
u,ch 3
J
Hierbij is natuurlijk (zie Definitie 2) pj = 0 en z pj = |, Als de ver-
zameling U gegeven is, dan wordt door iedere rij P sPysees met deze eigen-—
schappen een regel discreet kansveld gedefinieerd en een daarbij behorende

stochastische grootheid.

Een voorbeeld van de bovenbeschreven situatie is Voorbeeld 1 op blz. |
(gooien met een dobbelsteen). Het aantal gegooide ogen is hier de stochastische
grootheid : P(u = j) = % voor j = 1,2,..4,6. Verder geldt bijvoorbeeld:

P(u is even) = P(y ¢ {2,4,6}) = %. Bij discrete reéle kansvelden is de bijbe~

horende stochastische grootheid dikwijls een aantal, dus : U = {0,1,2,...}.

Definitie 5: een continu redel kansveld is een kansveld waarbij U = (-=,«)

en waarbij de kans gegeven wordt door

(8) P(A) = J f(u)du.
A

Hier is f een functie waarvoor f(u) = 0 voor alle u, terwijl f f(u)du = 1
(beide eigenschappen volgen uit (8) en (1'), blz.6}. - -
De functie f heet kamsdichtheid.

Een continu reeel kansveld is model voor een situatie waarbij een toe-
valsgrootheid optreedt die continu kan varieren, zoals lengte of tijdsduur.
We noemen een dergelijke grootheid een comtinue stochastische grootheid en
geven deze weer aan met een onderstreepte letter. In plaats wvan P(A) schrij-

ven we weer (vergelijk (7))

(9)  Puce A) = f £ (u)du.
A

o

Iedere functie f met f(u) 2 0 en [ f(u)du = | bepaalt een continu recel




kansveld met een bijbehorende stochastische grootheid. Een voorbeeld van
een continu reéel kansveld is Voorbeeld 2 op blz. 1 (wachten op een bus);
hier is f(u) = T%-voor 0 < u <15 en gelijk aan nul voor alle andere waaf<
den van u. De stochastische grootheid is hier de wachttijd van het moment

van aankomst tot de komst van de bus.

Opmerking l: als speciaal geval van (9) hebben we

b
P(a< usg b) = f f{u)du,

a
a

en voor a = b dus : P(u = a} = J f(u)du = 0. Bij een continue stochastische
a

grootheid is de kans op iedere vaste waarde gelijk aan nul.

Opmerking 2: als een stochastische graotheid alleen waarden kan aannemen ip
een interval (ul,uz) dan kunnen we dit in ons model weergeven door of

U= (u],uz) te kiezen i.p.v. U = (~=,=) of door £(u) = 0 te nemen buiten
(u},uz). We zullen het laatste als regel kiezen. Omgekeerd kunnen we in
Definitie 4 ook -i.p.v. U = {ul,uz,...} nemen U = (-=,»}, als we P{A) = O
definieren voor iedere A die geen enkele van de uj bevat. Dit is in over-

eenstemming met formule (7), als we voor de ''lege som' nul lezen.

Definitie 6: als f een kansdichtheid is, dan noemen we de functie F gede-

finieerd door

X

(10) F(x) = f f{u)du

-

een verdelingsfunctie. Als f de kansdichtheid is van een stochastische

grootheid u, dan heeft F(x) de interpretatie

(1) P{u £ x) = F(x).

De reden dat men de verdelingsfunctie invoert is juist dat deze, in tegen-
stelling tot f(x), een kans voorstelt. Uit (10) volgt direct, voor waarden

van x waar f continu is (zie Wiskunde 10),

(12) f£(x) = F'(x)

en uit (11) (vergelijk Stel%ing !, c, blz. 6)

(13) P(a <u <b)a jE'(u)du =~ F(b) - F(a)

a
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f(x)

F(x)

b
P(a <u<b) = J £(x)dx = F(b) - F(a)

a

Ock bij discrete kansvelden kunnen we m.b.v. (11) een verdelings-
functie invoeren (vergelijk (7))

F(x) . Plu<x) = ) p
uij

j;
dit heeft echter weinig voordelen, omdat de P; al kgnsen zijn. Men doet het
soms toch, om beide gevallen gemeenschappelijk te kunnen behandelen, en om-

dat men in kansen van de vorm P{u < x) geinteresseerd is.

Notatie: kansdichtheden en hun verdelingsfuncties worden aangegeven met

f,gyh,... resp. F,G,H,... . Dikwijls zullen we kansdichtheden en verdelings-

functies behorend bij stochastische grootheden x,u,v,... aangeven met
fg’fg’fy""’ resp. FE?FE'FZ"'. Vaak gebruiken we dan corresponderende
letters als variabele: Fx(x) = P(x < x) etc.

Opgave: ga na dat een verdelingsfunctie F de volgende eigenschappen heeft:
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8. F(x) is niet-dalend

b. lim F(x) = 0

K=¥ e=co

c, 1im F(x)} = 1
r)m

Opmerking: de functie P(A) = P(ueA) noemt men de (kana=)verdeling van u;

deze geeft aan hoe de totale kans | over (~»,=) verdeeld is. Bij discrete

u spreekt men over een discrete verdeling, bij continue u over een con-

tinue verdeling. De kansverdeling van u wordt Bepaald door P(g-uj) (G=1,2,...),
door fu of door Fu.

Voorbeelden’

1. Discrete homogene verdeling

, ,
P(g=xk) ==~ (k = 1,2,...,0).

2. Binomiale verdeling (als n ! ook Bernoulli-verdeling genoemd)

P(u=k) = (E)pk(lﬂ.P)“'k (k = 0,1,000o03 02 p s 1)

(vergelijk Stelling 5 (a), p. 10).

3. Poisson ~- verdelin&

k
p(g=k)=e“§T (k = 0,1,2,..05 u > 0).

4. Geometrische verdeling

P(u=k) = a-pFlp (k= 1,2,3,..05 0<p 1),

5. Homogene verdeling op (a,b)

i
a<x<b»m
f(x)=[ b-a
0 anders
_ 1 0 X < a
ﬁu F(x) = { : — : as<x<hb
¥ | l x 2 b.

PR e
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6. Gamma - verdeling (ook wel: Erlang-verdeling)

. 0 _ x <0
f(x) = ' (n=1,2,...3 A>0)
n n-1 =ix :
A X e >0
(n-ls . ) x
0 (x < 0)
F(x) =
n-1 k
-] el (x > 0)
k=0 "

7. Exponentiele verdeling (neem n = 1 in Vb. 6)

- 1)
£(x) = re X (x > 0)
-Ax
F(x) = 1-e (x 2 0)
8. Normale verdeling
2
(x-w~ .
f(x) = 1__ e 20 ; F(x) = J-f(u)du .
av2m .

2

Speciaal met 1 =0 en 02 = 1: o(x) := —lw—e‘ix

oy

. 2 ..
Als % een normale verdeling heeft met parameters Y en ¢ , dan schrijven we

wel "x is N(u,oz)-verdeeld" of kortweg "x ~ N(u,cz)". We definiéren nog
2
(%) :=-—l— J e bu du .

De functie & is getabelleerd in de Statistische Tabellen.

Opgave 1. Als x ~ N(u,dz) is, dan is (x = w)/o-~ N{(C,1); als y ~ N(0,1), dan
. 2
is oy + p ~ N(u,07).

1)

Dikwijls geven we alleen het gebied aan waar f(x) > 0 is.
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Opgave 2: controleer dat in de Voorbeelden | t.m. 4 geldt

Z'P(E = xk) =1 of ) P(u = k) =1
k k

en teken P{u=k) als functie van k.

Opgave 3 : controleer (zie Wiskunde 10 en 20) dat in de wvoorbeelden 5 t.m. 8§
geldt

o

J f(x)dx = 1

-0

en schets telkens de grafieken van £(x) en F(x).
Opgave 4 : laat zien dat ¢ (- x) = } - ¢ (x).

OEmerkingleeEIe kansvelden en de bijbehorende stochastische grootheden ont-
staan soms uit meer gedetailleerde kansvelden, zoals in de volgende voor-

beelden:

Voorbeeld (gooien met 2 dobbelstenen): We hebben een symmetrisch kansveld
met U= {(x,y) ‘ = 1,2,..0,6; v =1,2,...,6}, waarbij x = aantal ogen
met de eerste steen en y S'aantal ogenmet de tweede steer. We noemen het

totaal aantal ogen k. Blijkbaar is k = x+ y en voor k = 1,2,...,13

Pk = k) = P({(x,y) | x +y =k}) = 6—_§é-lil (ga na).

Voorbeeld (toevalstreffer ; zie blz. |) : we hebben een kansveld met
U= {(x,y)'| x2‘+y2 < 1} en PA) = %- opp (A). Zij z de afstand van de tref- -
fer tot (0,0), dan geldt 5-\’x2+y2 en

F e =BGz <2 =Py | ey’ s =2d ©0szs)

{ga na), en dus

fz(z) = 2z (0 <2z < 1),

In deze voorbeelden kan de stochastische grootheid beschouwd worden als
een funotie op de uitkomstenruimte U. In veel gevallen is een dergelijk
gedetailleerd model niet beschikbaar en werken we direct met de Definities
4 en 5.
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2 Voorwaardelijke kans en onafhankelijkheid

2.1. Voorwaardelijke kans.

Voorbeeld: We gooien met twee dobbelstenen (zie Voorbeeld op blz.8 ).
We kijken niet, maar iemand vertelt ons 'er ligt minstens &&n zes bij'".
Wat is onder deze omstandigheden de kans op "minstens 9 ogen"? Deze 'kans"
is eigenlijk niet gedefinieerd, maar de volgende redenering ligt voor de
hand : het aantal uitkomsten met "minstens &én 6" is 1); hieronder zijn
er 7 met minstens 9 ogen, n.l. (3,6), (4,6), (5,6), (6,6), (6,5), (6,4)
en (6,3). De gevraagde kans is "dus" T%% Deze redenering komt hierop neer:
zij C = "minstens &&n 6" en A = "minstens 9 ogen'; noteer de gevraagde kans,
d.i. de kans op A pegeven C als P(AJC); voor P(AJC) hebben we genomen
ool s . ncbons S 6 Mlieden S

(1) P(A|C) = W ~ Aondal  wimitew P

Door teller en noemer van (1) te delen door # (U) = 36 vinden we
(P(An C) = #(An C)/36, P(C) = # (C)/36)

(2) P(A]C) = PA nC)

P(C)

We definiéren nu algemeen

Definitie 1: Als P(C) > O is, dan definiéren we P(A|C), de voorwaardelijke

kans op A onder de voorwaarde (of : gegeven) €, door

P(A nC)

(2) PAIO) = S5

Stelling 1: Een voorwaardelijke kans is een kans.
Bewijs: de bewering houdt in , dat P(A[C) voor vaste C voldoet aan de eisen
(i) t.m. (iii') van Definitie 1.1 . Ga dit na (schrijf voor het gemak even

P (&) i.p.v. P(a]0)).

Stelling 2: Als P(Al f A2 N oers N An—l) > 0, dan geldt
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(3) P(A; Ay Nee nA) = PADP(AJADP(A; [ A na) . P(A | A na A D).

2
Opgave 1! bewijs (3) met volledige inductie (gebruik : P(AnC) *P(C)P(AIC)).

Voorbeeld 1: Uit een bak met 50 knikkers, 30 rode en 20 witte, trekt men
zonder terugleggen 2 knikkers. Bereken P(R1r1 Wz), waarbi j Rl « "1® knikker

is rood" en W2 = 2% knikker is wit".

1 . = = -gg 2.9.
Oplossing: P(R, n W,) P(RI).P(WZ' R) = 5 7o

Opmerking 1: We gebruiken hier als model "kies bij iedere trekking met ge-
lijke kansen uit de nog resterende knikkers'". Dit model is equivalent met
het symmetrische kansveld , waarbij U = alle geordendé paren. Ook hier

vinden we

# Ry n W) 5590
. 50.49"

P(R} n Wz) =

Opmerking 2: In de meeste gevallen zijn de voorwaardelijke kamsen niet
de grootheden die we willen berekenen, maar (zoals in Voorbeeld 1) mo-—

delgroothedern, die we gebruiken om onvoorwaardelijke kansen te berekenen.

g ’n ]

Opgave 1: bereken in de situatie van Voorbeeld 1 P(WI n W2 n R3 n WA)'_

Stelling 3: Als Al’ A2’ ven An gebeurtenissen zijrlmet P(Aj).> 0 (j=1,...,n),

n . .
UA, =Uen Ai‘n Aj = @ voor 1 ¥ j, dan geldt voor een willekeurige ge-

éebeurtenis B

n
(4) P(B) = § P(B|A,)P(A,) (ock met n = «)
j:] J J
: n n
Bewijs: B = B n U (zie Eigenschap 1, blz., 3), dus B = B U Aj =y BAj’
1 |

met BAj n BA, = # voor i s j. Definitie 1.0 (iii')} levert dan

n 0
P(B) = ] P(BA,) = ] P(B|A)P(A,),
i J 1 ] J
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waarbij in de sweede overgang Definitie | wordt gebruikt.

Toepassing (n=2): in de situatie van Voorbeeld } geldt

19 20 20

= . B e Wy —— -3-9-:2-2:‘: i
P(wz)-P(Wz|w])P(Wl)+P{W2|RI)P(R]) 555+ 75 5 =5 =PV

Opmerking: In het symmetrische kansveld vinden we ook (nu o.g.v. symmetrie)

aantal paren (x,y) met y = W _ asntal paren (x,y) met X=W_j .y
e

P(WZ) - aantal paren aantal paren

Analoog geldt algemeen P(Wn) = P(Wl) : de kans dat de n-de kmikker wit is,

is gelijk aan de kans dat de eerste wit is.

Voorbeeld !} In Voorbeeld 1.1 (wachten op de bus) kan de man zich ma 5 minu-
ten wachten afvragen wat de kans is dat hij nog minstens 5 minuten moet

wachten, We noemen de wachttijd w en vinden als antwoord (ga nal)

By 2100 5/45 | ]
Plw = 5y 10715 2" -

P(w 2 10 | w2 5) =

Voorbeeld 2: een veelgebruikt model voor de beschrijving van de levensduur
t van technische apparatuur is de exponentiele verdeling (zie Voorbeelden

op blz. 17). Hiervoor geldt

AL

P(t >¢t) =e (t > 0),

dus de kans op een levensduur groter dan t is e-kt. Vragen we nu naar de
kans dat de apparatuur , gegeven dat ze op tijdstip s nog "leeft", nog lan-

ger dan een tijd t na s zal leven, dan blijkt (ga na) dat

P(t >t+s | £>s) = e,

dus de zgn. rest-levensduur op tijdstip s heeft dezelfde verdeling als de
totale levemsduur. Dit verschijnsel is karakteristiek voor de exponentiéle
verdeling en wordt soms geinterpreteerd als het ontbreken van slijtage: als
de apparatuur op tijdstip s nog werkt, dan is ze nog 'als nieuw"” (in dit
model).

Opgave: Bewijs onder de veronderstellingen van Stelling 3 de zgn.

P(B|Ai)P(Ai)
kegel van Bayes: P(Ai]B) == .
ey P(B]Aj)P(Aj)

o, e T ey s
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2.2. Onafhankelijkheid

Voorbeeld: we trekken &&n kaart uit een spel van 52 en bekijken de volgends
gebeurtenissen : Z = "zwarte kaart", § = "schoppenkaart”, H = "hartenkaart"

en V = "vrouw". Nu is (ga na)

P(S)*—:;. P(s | Z) =+, P(S | B) = 0 en P(S | V) =.£.,

Blijkbaar kan P(A [ C) groter dan, kleiner dan of gelijk aan P(A) zijn.
Als P(A | C) = P(A), dan heeft het optreden van C geen invloed op de kans
dat A gebeurt: A is onafhankelijk van C. Nu is ook C onafhankelijk van 4,
want als P(A | C) = P(A), dan is ook P(C | A) = P(C), immers beide gelijk~
heden zijn equivalent met P(A n C) = P(A)P(C) (als P(A) = 0 en P(C) > 0).

We definiéren nu -

Definitie 2: twee gebeurtenissen A en B heten (onderling) onafhankelijk

(afkorting: o0.0.} als

P(A n B) = P(A)P(B).

Definitie 3: de gebeurtenissen A Az""’An heten o.0. als

I’

P(A; n Aj) = P(Ai)P(Aj) voor alle paren 4, Aj met 1 # j;

P(Ai.n Aj n Ak) = P(Ai)P(Aj)P(Ak) voor alle drietallen Ai’ Ajf'Ak

met i, J en k verschillend ,...

P(A1 nNAaA, n ... n An) = P(AI)P(AZ) . P(An)'

2

In het"experiment" van Voorbeeld 1, p. 20 worden zonder terugleggen twee
knikkers getrokken. Dit experiment bestaat uit twee (deel-) experimenten:
het trekken van de eerste knikker en het trekken van de tweede knikker. We
zagen al dat
20 19
50 ° 49

20

P(Wi) = P(WZ) =35 Verder is P(Wl n WZ) = ¥ P(W])P(WZ),

zodat W, en W, afhankelifk zijn.

Als we het experiment uitvceren met terugleggen, dan blijken Wl en WZ

onafhankelijk te zijn: P(Wl n Wz) = P(WI)P(WZ) = (%%pz. Op dezelfde manier
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»

zijn dan ook W, en R,s Rl en W, Rl en R, onafhankeiijk. Alle gebeurtenissen

I P
mb.t. het eerste experiment zijn: WI’ R‘, Uen @, die m.b.t. het tweede

experiment: U en . Elke gebeurtenis m.b.t. het eerste experiﬁéﬁﬁ

Wyr Roo
is onafhankelijk van elke gebeurtenis m.b.t. het tweede experiment. Experi~-

menten met deze eigenschap noemen we (onderling) onafhankelijk.

Definitie 4: als n experimenten E}, EZ""’En gegeven zijn en als Ej de
verzameling is van alle gebeurtenissen die alleen betrekking hebben op
(onderling) omaf-

2’-00,
hankelijk, als voor iedere keuze van de gebeurtenissen AlezE sA e:Ez,...,A,e E,

experiment Ej (j=1,2,...,0n), dan heten El’ E
de gebeurtenissen Aps AZ""’An 0.0. zijn (zie Definitie 3).

Opgave: ga na dat bij het voorbeeld '"gooien met twee dobbelstenen'(zie blz.8)
de experimenten,''gooien met de eerste steen" en '"gooien met de tweede

steen' onafhankelijk zijn.

Opmerking: meestal wordt onafhankelijkheid in het model gedist, d.w.z. men
definieert het model zo, dat de beschouwde experimenten onafhankelijk zijn.
Als voor elk experiment de kansen P(A ) met AJ € Eﬁ bekend zijn, dan defi-
nieert men eenvoudig P(A A ) = P(A )P(A }, P(A A, Ak) = P(A JP(A. )P(Ak) etc. .
Dikwijls gaat het hlerblj om onafhankellgke herhallngen van £én experiment,

zoals in het volgende voorbeeld,

Voorbeeld: we beschouwen n o0.0. experimenten, elk met .kans p op succes(S)
en kans | -p op mislukking (M). Voor elk experiment geldt dat P(S) = p
en P(M) = 1 -p. De uitkomsten van het samengestelde experiment zijn rijtjes

M -en en § -en :

U= {(x)pevesx) |'x1 e {8,M},...,x_ ¢ {S,M}].

0. g v. de onafhankelljkheld geldt nu P(SSM...SM) = P(S)P(S)P(M)...P(S)P(M),'
= p (l p) s voor een rijtje dat precies k S-—en bevat, Als we het totale

aantal successen k noemen, dan geldt (zie formule (7), p.13).

P(k=k) = ZP(x],...,xn), waarbi j z de som is over alle rijtjes die
k k

precies k keer S bevatten. Dit zijn er (:) (zie Gevolg ! van Stelling 1.4.)
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en elk zo'n rijtje heeft kans pk(l-p)n-k. We vinden dus voor k

Pt = () 2 -p" (k = 0,1,.00,0),

d.w.z. een binomiale verdeling. Deze verdeling komt in allerlei situaties

niet getabelleerde waarden van n en kleine waarden van p (p < 0,10), kan men
de binomiale verdeling benaderen m.b.v. de Poissonverdeling met u = np

(zie Voorbeeld 3 op blz. 16). Hiervoor geldt

Stelling 4: als p = %, dan is (voor vaste u en k)

k
. n, k. . _ .o~k = -py
Lim ()P (1-p) e &y
Bewijs:
™ k(l N )nrk = (1 - H)n uk n{n=1)...(n=-ktl) (- Hg-k
kP P o’ k! k n ¢

n
Het ecerste deel van deze uitdrukking gaat voor n+~ naar e ¥ %T, het tweede

n
deel gaat naar 1. Gebruik: lim (1-*55 = ¥,
fr+oo n

Opmerking: als we heel veel o.o. experimenten beschouwen, waarbij met kleine
kans een gegeven gebeurtenis (''succes") optreedt en met grote kans die gebeur~
tenis niet optreedt ("mislukking'), dan leidt een soortgeiijke»toepassing

van Stelling 4 tot het zgn. Poisson-proces, dat het aantal gebeurtenisseﬁ
{bijv. aanvragen voor telefoongesprekken, schademeldingen, emissies van een
radio-actief deeltje etc. ) Beschrijft dat in de loop van een tijd t optreedt.

Voor dit aantal, k(t), geldt dan

k
ut)

(5 P(k(r) = k) = e & A

De aantallen gebeurtenissen die in disjuncte tijdsintervallen optreden
zijn onderling onafhankelijk (zie volgende paragraaf voor definitie). In de

Appendix vindt u een wat uitgebreidere behandeling van het Poisson-proces.

Stochastische vectoren, onafhankelijke stochastische grootheden

We willen dikwijls twee (of meer) stochastische grootheden tegelijk

{simultaan) bekijken, zoals lengte en breedte bij metingen of concentraties
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van verschillende stoffen in @én oplossing e.d. Daarom definieren we
analoog aan de kansverdeling van &én stochastische grootheid de (sfmuil~

tane) kansverdeling van twee (en meer) stochastische grootheden.

Definitie 5: een paar stochastische grootheden (x,y) heeft een dzscrete
(51mu1tane) verdeling, als geldt

(6) P((x,y) € &) = Z y Pis
' : ,y )EA
waarbij pij =P(x = X0 ¥ < yj) 20 en z z piJ =
1]

Vergelijk (7) op blz. 13. We schrijven P(§=xi, x=yj) i.p.v. P(x = Xy én g=yj).

Definitie 6: een paar stochastische grootheden (x,y) heeft een continue

(simultane) verdeling, als geldt

(7) P((x,y) < A) = J J f(x,y)dxdy,
A
waarbij f(x,y) 2 0 en J J f(x,y) dxdy = 1.

De functie f heet de (simultane) kansdichtheid van x en y. We schrijven ook

wel fx i.p.v. £,

XY

Definitie 7: De(simultane) verdelingsfunctie F of Fx v van x en y wordt
. Hy

gedefinieerd door

x(x,y) =P(x<x,¥y<y) ¥

Fx (x,y) = P((x,y) ¢ R) (zie figuur)
=L (x,y)
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We gebruiken de verdelingsfunctie alleen in het continue geval. Dan geldt

x
(8) F(x,y) = f f f(u,v)du dv

00 -0

en (als f(x,y) continu is)

2
(9) f(x,y) = M

dxdy

De belangrijkste eigenschappen van de verdelingsfunctie geven we in

Stelling 5.

*

W F )

FE(X)

(i) F, (=)

Fz(y)

]
—

{iii) FE’

z(°°,°°)
(iv) FE’I(-m, y) = FE:Y(X’ -w) = (,

Hierbij is F(x,») = }ig F(x,y) etc.

Opgave: t stellin jai ] oor te F e inter en
pgave: Ga na da g 3 juist 1s d lkens x t terpreter

X
als een kans. Zo is F {(x,) = P(x s x, y<=) =P(x<x)=F_(x).
S T x

Gevolg: uit (i) en (ii) volgt in het continue geval

(i") fa(x) = J fﬁ’z(x,y)dy

—r0

o0

(ii") fx(Y) = J fE!I(x’Y)dx

-0

De verdelingsfuncties F; en FX van x resp. y alléén (in (i) en (ii))
noemt men de margipg}gﬂyggdéléggsfunctiqg van x en y. De kansdichtheden

£ en f (zie (i') en (ii')) heten de marginale kansdichtheden . Analoog

aan (i') geldt voor een paar discreet-verdeelde grootheden x en y
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1"y P(x = ) = Pl{x = - .).
1" Plx = x § =%,y =y,
Ock hier noemt men de verdeling van x alleen de marginale verdeling van x.

Op geheel analoge wijze definieert men de (simultane) verdelingsfunctie
en de (simultane) kansdichtheid van meer dan twee stochastische groot-

heden. We gaan hierop niet nader in. Formules (6) en (7) worden nu resp.

(6") P((Xyser:3X ) € A) = z P(X, ™ X, ,000,X = X )
! n (x],...gxn)e A ! ! TR n

(7" P((EI""'En) € A) = fgl’...’xn‘(xl,...,xn) dxl...dxn.

(xl,...,xn) € A

In het vervolg zullen we dikwijls te maken hebben met onderling onaf-

hankelijke stochastische grootheden. We geven daarvan nu de definitie:

Definitie 8: Twee stochastische grootheden x en y heten (onderling) onaf-

hankelijk (afkorting o.0.) , als

a. P(§=xi, z-yj)_ = P(§=xi)P(}{=yJ.) i=1,2,0003 3=1,2,.04)
in het discrete geval.

b. fx.z(x.y) = fl((x)-fx(y) (- »<x< = - wry < )

in het continue geval.

Geveolg: x en y zijn alleen dan o.o0. als

P(x € A,ye B)=P(x ¢ A)P(y ¢ B) (alle A en B)

gt

of als

Fx’z(x,y) = FE(X)'FI(y) (alle x en y).

Analoog heten X 2eeesX 0.0 als resp.
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P(x

1”‘1""’1‘:_1=xn)=P(’-‘1'x1) ces PQxo=x)  (alle (x),000,%))

fﬁl'...’xn(xl,...,xn)==f§l(xr)....f§n(gn) (alle (xl,..;,ﬁn))

Voorbeelden.

1. Homogene verdeling op een cirkelschijf

% x2+y2 S_I

flx,y) = { :

0 . anders

2. Homogene verdeling op een vierkant

I 0=zx=1,0=y =i
f(x,y) = {

0 anders

3. Normale verdeling (x en y o.o.)

2 2 2
£Gr,y) = =ty o” O ¥V
2ng

4, Normale verdeling (x en y afhankelijk)

2 2
, - v}(x -Zny*yz)/(l-o )
e .

fix,y) = ————m———o (0 < le] < 1)

/2
27y 1=
5. Exponentiele verdeling (x en y o0.0.)
2 =x{x+y)
_ Ae D <x<mw, 0 <y<wm
£(x,y) =
0 anders

Opgave l: ga na dat.de marginale kansdichtheid van x (en dus van y) in de
voorbeelden 3 en 4 normaal zijn met parameters (zie Voorbeeld 8, blz. 17)

w =0 en oFjy resp. u = 0 eno = 1,
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Opgave 2: ga na dat de stochastische groothedeﬁ met dichtheden zoals in bo-
yeénstaande voorbeelden afhankelijk zijn in de gevallen | en 4 en onafhanke-
127k in de gevallen 2,3 en 5. Zie Definitie 8.

Functies van stochastische grootheden

In veel gevallen zijn we geinteresseerd in functies van de waargeno-

men grootheden.

Voorbeeld 1: de diameter x van een bepaald type stalen kogels heeft de vol-

gende kansdichtheid (homogene verdeling op (1,2))

] I < x < 2
f (%) =
X 0 anders

Wat is de kansdichtheid van het volume v van de kogels?

3 .
mx . Om fv te vinden berekenen we eerst Fv:

[0 I

Antwoord: we weten dat v =

/3 - 1/3
F (V)=P(v<VJ=P(-ﬂx <v) =P(x< (-—) )=Fx((-;;) ) =

1/3 :
- by, L us am.
= ( ﬁ) ! (6 v 3)'
LA
2 —1

Omdat fv(v) = F;(v) vinden we

1 13 _
fy(v)-'=‘3'(g—) v 2/3 (-E<v_<£37l).

Het is duxdelle dat = 6 <y < %; en het is nuttig dit te constateren al-
vorens met het rekenwerk te beginnen. Voor waardenvan v buiten (6' ——9 is
fv(v) natuurlijk nul.

Dikwijls zijn we geinteresseerd in functies vanmeer dan €&n stochas-

tische grootheid.

Voorbeeld 2: twee gloeilampen hebben een brandduur (in maanden) x resp. y

waarbij x en y 0.0. zijn en exponentieel verdeeld:
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AX

P(x £ x) =P(y <x)=1l-e (x 2 0).

Wat is de kans dat de totale brandduur van beide lampen samen (de tweede

lamp wordt ingedraaid als de eerste uitvalt) minder dan 3 maanden bedraagt ?

Antwoord: de gevraagde kans is {zie formule(7) op blz. 25)

3-x
P(x+y<3)= [ j )\zemxxe_hydxdy= j?\e—;\x { JAe-Aydy } dx =
x+y=3
3 -3
= J Aenlx(l ‘~e_A(3*x))dx= J ()\e-lx-)\eﬁsl)dx
0 : 0
= l-eﬁﬂ— SAe_BA. (zie voorbeeld 6, blz.17)

Voor A = | vinden we bijvoorbeeld P(x+y < 3) = | - 4e_3 = 0,801.

Opgave 1: als s Xoreees¥, 0.0. zijn en alle dezelfde verdelingsfunctie

F hebben, dan geldt voor M ==max(;_c],§2,...,§ ) resp, m:i= min(;:.l,gz,... ,}_cn)

M=
e . i d
(F(x) 3 {-H - O F"C/‘)E-{? (_X} ﬁ.b -

It

Fh_d(x)

. iy M"‘ <
P00 = 1= (= Fe N B, x““*mfi- “C’“)J ) e

Waarom ? Bereken cok f£f,, en f_ .
M m

-

Opgave 2: Bereken P(x+y > 0) als (x,y) homogeen verdeeld is op een
cirkelschijf (zie Voorbeelden ,’l, blz.28).

Opgave 3: Bereken FX*I en fx+z s als (x,y) homogeen verdeeld is over

het eenheidsvierkant (Voorbeelden, 2),

Opgave 4: z en y zijn N(O,1) en o.o. (zie blz. 17). Bereken fx vy’
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3. Verwachting

De kansverdeling (gegeven door P(x = xi) voor alle i of door fx(x) vaor
alle x) geeft een volledige beschrijving van het gedrag van x. Dikwijls
neemt men echter gencegen met een onvolledige beschrijving d.m.v. &&n of
twee karakteristieke getallen, zoals men in de mechanica soms alleen de
plaats van het zwaartepunt van een lichaam opgeeft of van een inkomensver=-
deling alleen het gemiddelde inkomen. Wij gaan uit van het begrip gemiddelde:

als N getallen Xy % «+»Xy Begeven zijn, dan is het gemiddelde X van die

20
getallen

Zit—
—] 2
-

%)
W

(D

Komen de getallen in groepen voor: k] maal Xy k2 maal x2""’kn maal X

met k]-fk +... +kn = N, dan wordt het gemiddelde

2

=

- n
) x= =) xk.,
I

1]

n
of als we de fracties kj/N aangeven met fj,-zodat Z fj =1,
i

_ et
(i) x = x.£. .
I

Analoog (hier treedt weer de analogie kans-fractie op) geven we voor

discrete stochastische grootheden

Definitie I: als x een discrete stochastische grootheid is, met

P(x = xj) = pj (j = 1,2,...) dan definiéren we Ex, de verwachting van x
door
(2) Ex = X.P.

X s z JPJ

i=1
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- Voor continue stochastische grootheden hebben we analoog

Definitie 2: als x een continue stochastische grootheid is met kansdichehedd

£+ dan definiéren we E x, de verwachting van x, door

oo

(3) E J x.fg(x)dx .

S
il

s

Voor. een functie van een stochastische grootheid x definiéren we
Definitie 3:

z h(x.)P(x = x,) (discrete geval)
j=1 h| j

(4) Enh(x) = ® _
‘ J h(x)fx(x)dx (continue geval) .

~—n

Opmerking: Eigenlijk was E h(x) al gedefinieerd: als we schrijven h(x) = s
dan kunnen we in het continue geval £ uitrekenen en in het discrete geval
P(z = yj) en vervolgensiEz berekenen volgens (3) of (2). Omdat deze
methode altijd hetzelfde oplevert als (4) is Definitie 3 toegestaan. Een

soortgelijke opmerking is van toepassing op de volgende definitie,

Definitie 4: als x en y stochastische grootheden zijn, dan is

Z h(xi,yj)P(§ =X, y= yj) (discrete geval)

+

L3
(3). Eh(ﬁl!) =

=] o

j I hix,y) fx y(x,y)dxdy {continue geval) .
!_ T

—c0 -0

Opgave 1: laat zien dat in Voorbeeld | (blz. 29) geldt
4n/3 2

Ev = J vf!(v)dv = % [ x3f§(x)dx .
/6 I
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Veel gebruikte speciale gevallen zijn de volgende.

Definitie 5:

u(“ = Exg'
X X

(1

heet het i-de moment van Xx. In plaats van My gchrijven we dikwijls My of

alleen u.

var x i= B(x-wu)

heet de variantie van x. We schrijven ook wel Gi ) 02(§) of alleen a2,

o heet standaardafwijking of standaarddeviatie (soms ook "spreiding").

cov(x,y) i= E(z*u}_{)(g—uz)
heet de covariantie van (X,y).
cov(x,y)

a_ o
x ¥

p(x,y) =

heet de correlatiecoefficient van (%,¥).

Stelling 1: (i)  E(g(x) + h(x)) = Eg(x) + En(x)en E(ax+b) = akx + b;

speciaal E ax = aEx en Eb = b,
(ii) var (ax +b) = az var X. !
(iii) ver x = E x* - (E0)°.
Bewijs: fi) volgt dirvect uit (4) en (2) of (3).
(ii) var(ax+b) = E{ax + b - E (a)_g+b)}2 = E (,a;._c—aE;»_{)2

= Eaz(l:- E1~:)2 = azE(g- Egg.)2 = 32 var X.

2
E(§2"2u1_c+u ) = E:_c2 - 2uEx + u?
i

(1iD) E (g =)’

= Ex2 - uz = E:_c2 - (Elc)z.
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Gevolg: 0(ax) = fal o(x) en dus speciaal a(~x) = o(x).

Upmerking 1: de verwachting My geeft de plaats aan van het “ywaartepunt"” van

. =, . 2 ., \ .
de kansverdeling van x. De varlantie o, 18 de verwachting van de kwadra-
tische afwijking van dit zwaartepunt: een kleine variantie wijst op een

. . . . 2

grote concentratie van de kansverdeling in de omgeving van u (als Oy = 0,
dan is zelfs x altijd gelijk aan een constante: P(x = c) = I met natuurlijk
4 = c), een grote variantie wijst op een verspreid liggen van de "kans-

X
massa'.

. Opmerking 2: men gebruikt soms andere constanten dan M, om de globale lig-
ging van de kansverdeling aan te geven: le. de "modus'", d.i. de plaats waar
fx(x) zijn top heeft (als er precies &&n top is), 2e. de "mediaan", m s

waarvoor geldt

P(x<m)=P(xz2m)=}.

Men spreekt dan wel over "het mediane inkomen', d.i. het inkomen waar 50%

van de mensen "onder zit" (of: "boven zit"),

Voorbeelden (zie blz. 16)

1. Diskrete homogene verdeling:
n

n n
_ _= ,_ 1 . 1 =2 1 2 - -2
a) Eun = x := = E X, 3 var u = ~ % (xk x)" = E—% X "X .
: n + | n2 -1
b) speciaal als X = k.(k = 1,2,...,0); EE_% 5 , var u = 3
2, Binomiale verdeling : Eu = np, var u = np(l -p)
3. Poisson verdeling : Eu =fg} var u = U
. . " _1-
4, Geometrlsche verdeling : Eu 5’ var u ——52
: P
. a+b (b—af
5. Homogene verdeling op (a,b): Ex = 57 » VAr X = S (verg. 1)

‘ . n n
6. Gamma-verdeling : Ex =y, var x =3
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7. Exponentigle verdeling : Ex = % , var X ‘-Ji
A
8. Normale verdeling ' : Ex=u, var x = 02 .

. 2 .
Opgave 1: als x normaal verdeeld is met Ex = u en var x = ¢, dan 1s

X~u

-

y i= normaal verdeeld met Ey = 0 en var y = I.

-

Opgave 2: schets de grafiek van de normale kansdichtheid

i e-(x—u)?/(Zcz)
oV 21

voor de waarden (1,1), (2,1), (1,}) en (1,4) van (u,cz)a

De betekenis van de variantie komt ook tot uiting in de volgende

(bercemde) ongelijkheid.

Stelling 2 (ongelijkheid van Chebyshev):

var X

(6) P(|x~u| 2 ¢) § s (c>0) .
c

Bewijs: in het continue geval geldt

o

: 2, 2 2 f
var x = J (x=-u)"f(x)dx =2 J {x~u) " f(x)dxzc¢ J f(x)dx =
— |x~u|2c |x-ulzc
= c2P(|§-u| z ¢) (zie formule (9), blz. 13) ,

waaruit de ongelijkheid direct volgt. In het discrete geval gaat het bewijs

geheel analcog.

Opgave 3: Verifieer de uitkomsten in de voorbeelden I t/m 8 en controleer de

ongelijkhéid {(6) in deze gevallen.,

Voor functies van stochastische grootheden hebben we
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Stelling 3:
1. E(x+y)= Ex+ Ey

la. E

— 10

. n
x5 7 ) B

2. cov(x,y) = Exy - Ex Ey
3. var(xty) = var x + var y % 2cov(§,z)

n n _
3a., var(] x,) = J var x, + 2 ) cov(gi,f.) .
p d 1 i<j 3

Bewijs: deze eigenschappen volgen vrijwel direct uit de Definities 4 en 5,
bijv, '
var(x+y) = E{x +y - E(xey))? = E{(x-Ex) + (y-Ep) =

= E(g_c-“E_:-:.)z + E(X“Eg)2 + 2E(x-Ex)(y-Ey) = var x+var y +2cov(x,y).

Voor onafhankelijke stochastische grootheden geldt bovendien

Stelling 4: als EpsXgseeea X, onderling onafhankelijk zijn, dan geldt

2, cov(x ,%,) = p(X,%,)) =0

= +
3. var(gl-+§2) var x, var X,

n n
3a. var ; Ej = % var Ej

n

n
3b. var § aj¥j = § a
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Bewijs: dit volgt direct uit de definitie van o.o. stochastische grootheden

(zie Definitie 8, blz. 27 en analoegon op blz. 28), bijvoorbeeld

© <

2 f .j X%, f§l,§2(x|'x2)dxidx2

-0 -0

L]
1]

o0 o

- J J X%y £y (e, (xp)dx 8%y

— =00

(=] o

= J X fgg](xl)dxl J x, fx (xz)dx2 = EJ_:] E:_gz .

-t Ll

Zie verder Stelling 3 en Stelling 1.

Opgave: laat zien dat uit de voorgaande stellingen volgt dat voor het ge-
— ] n
middelde, x := a z §j,_van n onafhankelijke stochastische grootheden

1

_ 2
EINREREY 9 met Iigj = U en var Ej a” pgeldt

(7)

- 2
var x = 0 /n .

Voorbeeld (samengestelde verdeling): laat n, gi,gz,... onderling onafhanke-
lijke stochastische grootheden zijn, waarvan n alleen de waarden 0,1,2,...
kan aannemen, terwijl de Ej alle dezelfde discrete verdeling als een ge-

geven grootheid x hebben. We definieéren

(met x, + ... + x = 0 als p = 0) en vragen naar Ez en var z.

1 é -n

Antwoord: ook z heeft een discrete verdeling en volgens Definitie 1 (of De-

finitie 3) geldt, als Z13Zgpse de waarden zijn die z kan aannemen,

Ez = . Pz = z.),
z §ZJ (2 = 2)
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Nu is (zie (i}, blz. 27)

P{(z = z,) = Z Pn=n, z=2,) = Z P(n=n, x
J n=0 _ J n=0

= ) Po=mn,x, + ... +x_ =2z,).
n=0

Omdat n, X sXpsees 040 zijn, zijn ook n en %, *...+ % C.0., en dus geldt
P(p =n, %, +... +X = zj) = P(n = n)P(x + ... +x = zj) s
zodat tenslotte (zie Stelling 3)

Ez*z ] 2, P(a = n)P(x, +...+x = z,) =
- T B =1 ~n J

0

= E P(n=n)E(§I+...+x)= Z P{n=n)nEx = EnEx .-
n _ x n X nnx
n=0 n=0

Analoog vinden we (vergelijk iii, blz. 33, Stelling 3, la en Stelling 4, 3a)

Ezz=z ZP(n=n)P(xl+...+x =Z-)Z?=‘
O = -n. J ]

J
= ] P=mE@E, * ... +x)° =
020 1 n
= nzo P(E = n) [Var(§1+"'+§n)+{E(§l.+"'+§n)_} ] =

[+ o]

Z P(n = n) {n var :_g+n2(E ?5)2]=E£‘ var x+ Er_;z(E E‘)z ,
n=0

]

zodat (met nogmaals (iii), blz. 33 en met Ez = En Ex)

2
var z = En var x + var n(Ex) .

Voor continu-verdeelde x gelden dezelfde formules. De bewijzen zijn analoog

maar passen niet helemaal in het kader van dit college.
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Opmerking: covariantie en correlatiecodffici&nt hebben te maken met de mate
van afhankelijkheid van tﬁee stochastische grootheden: als cov(g,z) groot
igs (d.w.z. p(g,z) =~ 1) dan gaan grote waarden van g gepaard met grote waar-
den van y, en kleine waarden van x met kleine waarden van y. Als cov(x,y)
klein is (d.w.z. p(§,z) ~ ~1), dan gaan grote (kleine) waarden van x ge~
paard met kleine (grote) waarden van y. Als x en y 0.0, zijn dan is_.
p(x,y) = 0., Het omgekeerde is waar als (5,2) normaal verdeeld is, maar
geldt niet algemeen (zie Opgave 3). In Voorbeeld 4 op blz. 28 stelt p de
correlatiecoefficiént van x en y voor; als p = 0 is zijn X en y inderdaad

0.0. {waarom?). De lijnen met f {x,¥) = constant zijn ellipsen, die

. %y
langwerpiger worden naar mate lp] dichter bij. 1 komt, De lange as van

deze ellipsen heeft richtingscoefficiént 1 als p > O en richtingscoéfficient

-1 als p < 0. We vermelden nog dat steeds geldt dat lp(g,z)l <1,

Opgave 1:
ale 2%78Y x>0, y>0
f)j’x(x,y) =
0 anders .
Bereken Ex, var x, Exy en D(E'Z)'
Opgave 2:
(i(aze—ax-ay N b2e"bx-by) x20,y20
fE'X(x.y) =
0 anders .

Bereken p(%,Y).

Opgave 3: bereken p{x,y) els (x,y) homogeen verdeeld is op de eenheids-
cirkelschijf (zie Voorbeeld 1, blz. 28).
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4. Sommen van 0.0. stochastische grootheden, limietstellingen

.
4.1. Sommen van o0.0. stochastische grootheden

Sommen van stochastische grootheden komen in veel toepassingen voor,
hetzij omdat de sommen zelf van belang zijn, hetzij omdat men geinteres~

seerd is in het gemiddelde van de waargenomen grootheden.

Voorbeeld 1: men doet n metingen van een natuurconstante c. Door meetfouten
en "toevallige" omstandigheden kan men de meetresultaten beschouwen als
0.0. stochastische grootheden, X ,X,y+c+3%X » alle met dezelfde verdeling

S ] *=n

en met Elgj = ¢, zodat ook (zie (6), blz. 37) E:é = C,

Voorbeeld 2: bij n onafhankelijke experimenten elk met kans p op succes

telt men het totaal aantal successen k. We kunnen k schrijven als

k= x + ... 1t X ,
- ...l -n

waarbij X 90 eorX, 0.0. zijn en waarbij Ej het aantal successen is bij het
j-de experiment: P(}_»_:j = 1) = p en P(gj = 0) = | -p, We weten al (zie blz.24)
dat k een binomiale verdeling heeft met Ek = np en var k = np(l —-p) (zie

ook Stellingen 3 en 4, blz. 36).

In beide voorbeelden zijin we geinteresseerd in het gedrag voor grote
waarden van n; in Voorbeeld |, omdat we hopen dat meer waarnemingen tot een
nauwkeuriger resultaat zullen leiden en in Voorbeeld 2, omdat het ondoen~
1ijk is om de binomiale verdeling voor grote n te tabelleren, zodat we ge-
interesseerd zijn in een benadering.

' Voordat we X + o0t X voor grote n beschouwen, kijken we eerst naar

wat eenvoudige gevallen. In het discrete geval hebben we

Stelling 1: als k en % onafhankelijke stochastische grootheden zijn, die
alleen de waarden 0,%,2,... kunnen aannemen, met P(k = k) = Py (k=0,1,...)

en B(2 = %) = q, (&= 0,1,..4), dan geldt

n
(1 P(k+% =n) = | Pl =

QP *
ko0 Lt o~

=
I e~153
o
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P(k + L =n) = P(k =0, &

i

ndfk=1,4=n18f ...3k=n,2g=0¢=

=P(k =0, £ =n) +P(k=1,2=n"1)+...+FPlk=mn, = 0) =
! )

= P g = QP g *
k=0 k*n~k 220 L5n~%

Hierbij gebruiken we de onafhankelijkheid van k en &: P(k = k, L = n~k) =
= qun*k' De laatste overgang ontstaat door substitutie van n-k = &.
Opgave: a. als k, en k, 0.0. zijn en binomiaal verdeeld met parameters
(nl,p) resp. (nz.p), dan is 5, + 52 ook binomiaal verdeeld met parameters
(n]-fnz,p). Gebruik Stelling 1 (het kan ook met behulp van de interpretatie
in Voorbeeld 2, blz, 40}.

b. Als 51 en k, 0.0, zijn en Poisson-verdeeld met verwachting resp. Wyoen oy,
dan is EI + 52 ook Poisson-verdeeld met verwachting (uiteraard) gelijk aan
Ul + Uoe

Voor continue stochastische grootheden geldt analoog

Stelling 2: als x en y 0.0. zijn met kansdichtheid resp. fx en fy' dan geldt

2] <]

(2) f§+z(2)= J fl{(z‘y)fz(y)dy= J fE(X)fz(Z_“x)dx-

-0 -

Bewijs: we beginnen weer met de verdelingsfunctie. Zij z = x + y, dan is
(zie (7), blz. 25 en Definitie 8.b, blz. 27).
o z-%

Fg(z) = P(x+y=<z) = J J fg(x)fz(y)dxdy = J fg(x) { j fx(y)dy}dx =

X+ysz —-ca )

g

= J fg(x)Fz(z—x)dx .

-0

Differentiatie naar z (onder het integraalteken) levert de laatste integraal

in (2). Integratie in_de‘andere volgorde geeft de eerste integraal.
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Opmerking: als X en y beide positief zijn (zodat fx(x).en fX(X) nul zijn

voor X < 0) dan gaat (2) over in

z .
1] - - - ’
(2"} fx_,_z(z) J f?s(z y)fz(y)dy = J f,_c(x)f!(z x)dx ;
h 0
de integralen in (2) en (2') worden comvolutie—integralen genocemd.
. - . 1 .
Opgave: X ,X,s..»X 2z1jm 0.0. en exponentieel verdeeld met E:§j = 5 (zie
blz. 17). Bewijs met inductie dat x, + ... + x_een Gamma-verdeling heeft

(blz. 17}, d.w.2z.

n

f§1-+...-+§n(z) BT

.

zn*le*kz {z > Q)

Limietstellingen

We beschouwen nu x, + ... + X Vvoor grote n. Voor het gemiddelde (zie

1
Voorbeeld 1, blz. 40) geldt

Stelling 3 {wet van de grote aantallen). als xl,xz,... onderllng onafhanke-
lijk zijn met Elgj = | en var Ej = (J = 1,2,...) en als xn =1 El Xs dan
geldt voor iedere ¢ > O

1lim P(Ig - u| <g)y=1,

n-> n
d.w.z. het gemiddelde van XyveonsX ligt voor grote n met grote waarschijn-—

lijkheid vlak bij de verwachting.

Bewijs: uit de ongelijkheid van Chebyshev (blz. 35) en formule (6) (blz. 37)

voor Ex en var x volgt direct

2
o}
P(|§n - u] z g) S = »
ne
dus (zie Stelling 1, blz.6)
02
P([gn - u| <g) =z}l - s > 1
ne

voor n > » en iledere vaste £ > 0.
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Opmerking: de betekenis van de wet van de grote aantallen jg ook de volgende:
als men een experiment waarbij een gebeurtenis A kan optreden n ﬁaal onaf-
haitkelijk uitvoert, dan is volgens deze wet de fractie van het aantal ketren
dat A optreedt voor grote n een goede benadering voor P(A). Immers als p = P(A)"
en k het aantal malen dat A optreedt, dan is (verg: Voorbeeld 2, blz. 40)
k = x,

oo b x 0, met P(x, = 1) = pen P(:_:j = () = |l=-p en Iigj = p.
Stelling 3 zegt nu dat P(|k/n = p| < €} + 1 voor n + =, of ruwweg: k/n ~ p.

We kunnen dus P(A) goed schatten door k/n.

Om de kansverdeling van x, + ... + x te benaderen hebben we de zgn.

"Centrale limietstelling” (afgekort C.L.S.).

Stelling 4 (C.L.S5.): als X 1Xgseee 0.0, stochastische grootheden zijn met

dezelfde kansverdeling en met E2§j = |, var Ej = 02, dan geldt

z
X, *.oootx_~DY _2

lim P( i Z < z) = ¢(z) = L [ e jzdu .

e av/n 2n _

Kansverdelingen van sommen van o.0. stochastische grootheden kunnen
zeer verscheiden en zeer ingewikkeld zijn. De betekenis van de C.L.S. is dat
we al deze kansverdelingen met E€&n enkele kansverdeling, de nmormale, kunnen
benaderen. l '

a

Voorbeeld 1: als Xi3Xgsee X, 0.0, zijn en exponentieel verdeeld met

Egj = % » dan heeft z = x, + ... + X de kansdichtheid (zie blz. 17)
n
- e A n~i -z -
(3 fE(Z) T 2 e (z > 0) .

De C.L.S. zegt nu dat voor grote n (zie ook blz. '34)

z X, +00s % —~0/A
=N

=1 z=n/A

F (z2) = f £ (x)dx = P(X +...+xX <2) = P( . < )

2 ) e ! o 7 falx
rI)(z"n/)\}.

Ya/
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Als we, uitgaande van (3}, Fz(z) willen tabelleren, hebben we een tabel met
2 of 3 "ingangen' nodig; door deze benadering te gebruiken hebben we een

tabel van ¢ met maar | ingang nodig.

Voorbeeld 2: wat is bij 200 onafhankelijke experimenten elk met kans % op

succes de kans op hoogstens 55 successen?

ot
<
Pt
]
"

Antwoord: het aantal successen k = X, + ... + X,,, met EEj =p=
= p{l~p) = % . Op grond van de C.L.S. geldt dus
k - np

k) = P (e <« —KZDP y g (SRR
Yop(1-p)  Ynp(l-p) Ynp (1-p)

1A

(4) P(k

Voor n = 200, p = % en k = 55 vinden we dan

K - 200/3 .
55) = B . 55-200/3

/200,279 20/3

opmerking 1: Om de binomiale verdeling met succes m.b.v. de normale verdeling

P(k

A

) & &(~1,75) = 1 =8(1,75) = 0,0401.

te kunnen benaderen moet n niet te klein zijn en p(1-p) niet te klein. We
zullen hier de volgende regel hanteren: benader met de normale verdeling als
np = 5 én n(l—-p) 2 5; benader (vergelijk blz. 24) als p < 0,1 of als

f—-p < 0,1 met de Poisson—verdeling (resp. met ¥ = np en p = n{l-p), en na-
tuurlijk zolang de tabel 4.2 dit toelaat). Deze regel dekt de meest voorkomen—
de gevallen, maar niet alle; de regel is miet eenduidig. De Poisson-verdeling
kan op analoge wijze m.b.v. de normale verdeling wdrden benaderd als u groot
is (p > 10):
LSO Sl VPV Sl

Yu i Ju

P(k < k) = P(

o.g.v. de C,L.S., omdat k geschreven kan worden als

K=k +k, vt ko,

waarbi]j de Ej 0.0. zijn en Poisson-verdeeld met Egj = y/n (vergelijk opgave

b. blz. &1). Waar mogelijk gebruiken we een exacte tabel.

Opnerking 2. De C.L.5. doet geen uitspraak over de grootte van de fout bij
deze benadering. In het algemeen zijn deze fouten niet groter dan "van de
orde" L de meeste praktische gevallen is de benadering redelijk poed.

/o
Soms worden correcties op de normale benadering aangebracht, die er op neer-

komen dat men P(E_= k) benadert door

K + } = Tk k - § = Ek
) T T

2 (
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4.3. Momentenvoortbrengende functies .

Een handig hulpmiddel bij de bestudering van sommen van o.0. stochas-—
tische grootheden is de momentenvoortbrengende funciie. In deze paragraaf
geven we daarvan een aantal eenvoudige toepassingen en tenslotte geven we

met behulp van deze functies een schets van het bewijs van de C.L.S.

Definitie !: de momentenvoortbrengende functie g_(s) van x is gedefinieerd

-

door
p (s) = Ee™F,

dus

-

hod 8X.
Z e 3 P(x = xj) (discrete geval)
1

J e3¥ fx(x)dx {continue geval) .

Twee eenvoudige eigenschappen van ¢ Beven we in

‘Stelling 5:
b
(5) ¢a§+b(9) =e" wz(aS)
(6) m5+2(5) = ¢§(s) mx(s) alga x en y o.o. zijn.

Eigenschap (5) volgt direct uit de definitie, eigenschap (6) volgt vit het

. + .. 8 .
feit dat gs(§ ¥ . e®2 %L, vaarbij e X an e’ o.0. 2zijn omdat x em y o.o.

zijn. Gebruik nu Stelling 4.1., blz. 36.
Gevolg: als X sEgreeosXy 040 zijn, dan geldt

(7 ey (s) = ¢§1(s) eae ¢§n(s) .

i+...+x

n




Voorbeelden.
!+ Binomiale verdeling : mk(s) = (1 --p-+pes)n
. e u(es—l)
2. Poisson-verdeling : ¢k(s) = e :
3. Exponentiéle verdeling : ¢_(s) = e
. g ¢ x =g
4 Gamma—verdelin : (s) = @_A_an
. ng : ¢§ s
22
5. Normale verdeling : wx(s)-- eus+0 8”/2 .

il
=

Stelling 6: als X ,...,X ~0.0. en normaal verdeeld zijn met Iigj“

var Ej = 0?, dan is ZT ujﬁj normaal verdeeld met (uiteraard}

n n
.y var(z o.x,) = z o
i

n n
E oL.%,) = o.u
(§ 3=l § 13 1 373

Bewijs: gebruik gevolg van Stelling 5 en Stelling 5.
Lewl)s

We geven nu {zonder bewijs) twee fundamentele eigenachappen van momen-
tenvoortbrengende functies; de eerste hiervan hebben we al stilzwijgend ge-

bruikt.

Stelling 7:

1. Eenduidigheid: 9. bepaalt de kansverdeling van x, d.w.z. als v, = ¢2 dan

is Fx = Fl (EE = fz etc.).

2. Zogenaamde continutteitestelling: als ZsZ{sZyrren stochastische groot-
heden zijn, dan geldt (voor n —+ =)

(8) 9, (s) wz(s) o Fz

(2} ~ Fz(z) ,
Z, z, z

en
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Opgave 1: maak opgave 1, blz. 35 met behulp van Stelling 3.

Opgave 2: maak de opgave op blz, 4] met behulp van (6). Genefaliséer hat

resultaat tot het geval van N o.o0., grootheden.

Door differentiatie (onder som- of integraalteken; zie Definitie 1)

(eSx - Em (sx)?

en door reeksontwikkeling van 5% 0 ——ET—J vinden we nog (geen

bewijs):
Stelling 8: 1. Ex = q:ff)(o) .

en speciaal

~ o0 2 sz
2. Lp?—[(s) - 120 Ex T

Eigenschap 2 geeft de momentenvooxtbrengende functie haar naam.
Gevolg: voor kleine waarden van s geldt (we verwaarlozen hogere machten van 8)

9 0. ()~ 1 +s Ex+ s’ Bx’ .

We geven nu met behulp van (9), (7) en (5) een schets van het bewijs

van de C.L.S. (Stelling 4, p. 43). We hebben achtereenvolgens, omdat
X.~u 2

X, ~H X, - N
g 2l -9, g |“le—] = var =lee = | (zie Stelling 1, blz. 33)
g . g .

Op my (8 ¥ 14 ts (s klein)
—
o
(s) =} + —Ls2 (s vast, n groot)
CP,_(._u. n ] B
ot
ovn
{ + 8 )1’1 5 %52 )
@ En s) = (1 e e (n + =) ,
waarbi)
=§1 +,,_+mn“1‘1u= rzl _J"'u
- avn j=1 avn
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Op grond van Stelling 7 geldt dus

Fy (z) » ¢(2) .
-~ on
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5. Statistiek

5.1. Onbekende parameters en steekproeven

Tot nu toe hebben we steeds kansen uitgerekend op grond van volledig
gespecificeerde modellen. In de praktijk hebben we dikwijls te maken met
onvolledig bekende modellen en hebben we waarmemingen nodig om het model

te completeren. Dit is het werkterrein van de atatistiek.

Voorbeeld 1: Een fabrikant van kogellagers overweegt de koop van een partij
van 100.000 kogels. Een kogel is bruikbaar als hij een diameter heeft tus-.
gen de 4,90 en 5,10 millimeter en de fabrikant wil weten hoeveel van de
100.000 kogels bruikbaar zijn. Uit vroegere ervaring is bekend dat de dia-
meter , die enigszins van het toeval afhangt, een normale verdéling

heeft met een standaardafwijking ¢ = 0,05. De verwachte diameter u is niet

bij iedere partij dezelfde. De vraag van de fabrikant komt neer op: wat

is de kans dat een kogel een diameter heeft tussen 4,90 en 5,10 millimeter;
deze kans is (verg. Opmerking op blz. 43) ongeveer gelijk aan de fractie
bruikbare kogels en vermenigvuldiging met 100.000 geeft het gevraagdé aantal.
Om de gevraagde kans te kunnen uitrekenen moeten we eerst (d.m.v. een steek—

proef) iets over de onbekende parameter u te weten zien te komen.

Voorbeeld 2: een radiomonteur heeft 10.000 :transistoren nodig. Omdat er
meestal een vrij grote fractie van de transistoren defect is, zal hij-er
meer dan 10.000 moeten kopen. Hij wil er zoveel kopen dat hij een kans van
0,999.heéft om minstens 10,000 niet-~defecte transistoren te hebben. Om het
aantal dat hij moet kopen te kunnen berekenen, zai hij eerst een goede in-
druk moeten hebben van de fractie defecte transistoren in de partij waar-
van hij koopt. Om deze fractie p (= kans dat een exemplaar defect ié) te

leren kennen neemt hij een steekproef van 200 stuks.

De practische statistiek houdt zich bezig met het nemen (of voorbe-
reiden) van beslissingen op grond van waarnemingen (steekproeven); de
theoretische statistiek verschaft hiervoor de methoden. Wij zullen ons
hier bezighouden met methoden, die o.g.v. steekproeven tot conclusies
leiden over de kansverdelingen die het gedrag van een "populatie’ be-
palen. Onder de populatie verstaan we de verzameling van alle exempléren
of elementen (dikwijls zijn dit metingen of waarnemingen of zelfs hypo-
thetische of toekomstige waarnemingen) waarop het onderzoek betrekking

heeft en waarop de conclusies van toepassing Zijn. Het is niet altijd
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precies duidelijk welke elementen tot de populatie behoren. In de zo-
juist genoemde voorbeelden bestaat de populatie uit resp. 100,000 kogels
en een minder precies vastgelegde verzameling transistoren, waarvan e een
(nog onbekend) aantal gekocht moet worden. De kansverdelingen, die op
één parameter na (resp u en p) bekend zijn, zijn de kansverdeling van de
diameter van een willekeurig gekozen kogel en de kans dat een willekeurig

gekozen transistor defect is.

Er zijn verschillende redenen om alleen een steekproef te onderzoeken
en niet de hele populatie. Dikwijls zou het laatste gewoon te veel werk zijn;
soms bestaat de populatie deels uit waarnemingen die nog gedaan moeten wor-
den en wil men daarover juist voorspellingen doen; in andere gevallen wor-
den de elementen van de steekproef vernield; levensduur- en treksterkte-
bepalingen, ﬁalproeven e.d.. We geven nu een formele definitie van het

begrip aselecte eteekproef:

Definitie 1: een aselecte steekproef van de grootte n uit een populatie

met verdelingsfunctie F is een rij onafhankelijke stochastische groot-
heden, X 2%ysee0s¥,, mEL F =Fvoor k= 1,2,...,0. (In speciale ge-
vallen spreekt men ook over een steekproef uit een populatie met kansdicht-

~n

heid £, of met discrete verdeling P(xk = u } o= p ). Als X sXyseeesX
dezelfde verdeling hebben als een gegeven stochastlsche grootheid x, dan

spreekt men van een steekproef van de stochastische grootheid x.
Meestal hangt F, en dus £ (of pj) nog af wvan een onbekende parameter,

die we aangeven met 9 (in de voorbeelden 6 = p = Ex resp. 8 = p), zodat

F = F(x30), £ = £(x30) en p. = pj(s). Op grond van de steekproef willen we

3
conclusies trekken over de waarde van €. Voor een gegeven populatie heeft 6

een vaste (onbekende) waarde. De verzameling van waarden die 6 zou kunnen

hebben, de parameterrwimte geven we aan met Q. In voorbeeld 1 kunnen we ne-

men £ = (0,=), in wvoorbeeld 2: & = [0,1],
Opmerking 1: steekproeven zijn het resultaat van onafhankelijke metingen,

of waarnemingen bij onafhankelijke experimenten. Voorbeelden hiervan zijn
trekken met terugleggen uit een eindige populatie(vergelijk blz. 22) en
(bij goede benadering) trekken zonder terugleggen uit een zeer grote po-
pulatie (groot t.c.v. de steekproefomvang). In de meeste gevallen zullen

we er zonder meer van uitgaan dat we te maken hebben met o.0. waarnemingen,
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zonder te vermelden hoe die tot stand zijn gekomen. Het voorvoegsel
"aselect"” duidt asn dat we de elementen van de steekproef niet selecteren,
bijv. naar grootte of andere kenmerken, zodat de samenstelling van de steeks

proef in overeenstemming is met de samenstelling van de populatie.

Opmerking 2: nadat het experiment is uitgevoerd is een reaglisatie van de
steekproef ontstaan. We hebben dan een rijtje getallen LIFE SFREREL N (geen
stochastische grootheden), dat we de wagrgenomen steekproef of 'de waar-
nemingen" zullen noemen. We kunnen niet spreken over de kans dat dit rij-
tje getallen bepaalde eigenschappen bezit, bijv. (xl,...,xn) e A, waarbij
A een deel is van R". Wel is het 0.g.v. de wet v.d. grote aantallen z0
dat, als P((gl,...,gn) € A) = p, herhaald nemen van een steekproef bij een

fractie van (ongeveer) p van de steekproeven (xl,...,xn) € A zal zijn.

We behandelen achtereenvolgens drie statistische methoden, waarbij we
steeds uitgaan van een steekproef van X met fx(x) = £(x;0) (of P(§==xj) =pj(9),
j=1,2,..., of algemeen : met Fx(x) =‘F(x;9))aaarbij 8 een onbekende para-

meter is., De drie methoden zijn

1. Schatten van een parameter: hierbij wordt o.g.v. de waarnemingen &én’

(aannemelijke) waarde van 8 bepaald. Zo'n waarde noemen we een puntschai-
r

ting.

2. Toetsen van een hypothese: hierbij gaan we na of de aanname (hypothese)

dat & een bepaalde opgegeven waarde & heeft al of niet aanvaardbaar is,

gezien de waargenomen steekproef.

3. Methode van het betrouwbaarheidsinterval: hierbij wordt een interval

aangegeven, waarvan het, gezien de waarnemingen, aannemelijk is dat het

de onbekende parameterwaarde zal bevatten. Men noemt zo'n interval een

betrowbaarheidsinterval of een intervalachatting. Deze methode kan be-

schouwd worden als een combinatie van 1 en 2.

Schatten van een parameter

In deze paragraaf beperken we ons tot een aantal definities en een
paar voorbeelden. We geven geen algemene methode om parameters te schatten,

omdat hiervoor de tijd ontbreekt.
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Definitie 2: als X seeesX  een aselecte steekproef is van x met F (x) =F(x;0),
dan heet een stochastische grootheid t := t(x},...,x ), die een functle is

van de steekproef X ,...,x , maar niet van 8 een steekproef@roothetd of aén

tet

statistische grootheid. Als t.gebruikt wordt om & te schatten, dan heet

een schatter (of: een puntschatter) voor 0.

Opmerking |: na realisatie van de steekproef is t i= t(xl,...,xn) een ge—
tal. Dit getal noemen we een schatting (puntschatting) voor 8,

Opmerking 2: de functie t hangt ook van n af. Als dit een rol speelt, dan

schrijven we £ (en analoog En) in pldats van t (en t).

 Voordat we een paar voorbeelden van schatters bespreken, definiéren we

een paar eigenschappen die wenselijk zijn voor schatters.

Definitie 3: een schatter t = t (X,,...,% ) voor § heet zuiver als
Et = 8 (voor alle & ¢ Q) .
=n

£, heet asymptotisch zuiver als EEn“+ 8 voor m= (voor alle 9 ¢ ). Men noemt

BE - 8 de onzuiverheid.

Definitie 4: als t een schatter is voor 8, dan heet

vE(t - e)2
de onnawwkeurighetid van t. Als de onnauwkeurigheid van t kleiner is dan
nauwkeuriger dan L.

|
. . :
dus als t zuiver is, dan is VE(t=-0) =o(f).

die van'gz, dan heet t
. 2 2
Opmerking: E(t ~ @) " =wvar t + (Et-0)7,

We geven nu een paar eigenschappen van een vgor de hand liggende schat-

X..

ter voor Ex, n.l. het steekproefgemiddelde x = % X

— 3

Stelling 1: g is een zuivere schatter voor Ex.
Bewijs: zie blz. 37.

Stelling 2: van alle zuivere lineaire schatters voor Ex, dat zijn schatters

van de vorm
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met ) oy = 1, is X de nauwkeurigste.
|

Bewijs: omdat t zuiver is, moeten we bewijzen dat var t minimaal is voor

t=x, diw.z. als o, Sy T e FTO T % We schrijven Ex = u, var x = 02
en Gj = aj - -{1‘-, zodat X Gj = (., Dan geldt (zie Stelling 4, Sb, blz.36)
i .
. n n p n
- Z 2 I 2 g 2v. 2
- g N = — . n 6- .
var t Zl:aj var x, 0§(n+63) = +0¥J,

zodat var t minimaal is als &, = 62 ® .0 =6 =0, dw.z. als t= X.

S e 2
De variantie van x schatten we met de zgn. steekproefvariahntie s :

. . L2, .
Stelling 3: de steekproefvariantie s is een zulvere schatter voor var x .
. s . 2
Bewijs: #j Ex = y en varx = d, dan hebben we

(n-1Es® = E %

—r—10

- n
-p?-E} (g - w =~ - w2 =
1 _

n 2 n 2 n-
= DEG-w +] B@-w - 2EE-w ] G- w
1 i i

2

= n02+n var -ZnE(i_'c-u)Z = n02+02-202 = (n-1)0°,

; - 2
immers var ¥ = ¢ /n en

X
n —

X (gj - W) =n(x - u) (zie p. 34, voorb. la en p. 7).
1

Opmerking 1: als Ex = u bekend is, dan is

o
2 i 2

een zuivere schatter voor var x.
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Opmerking 2: omdat X een goede schatter is voor Ex, is ook (speciaal ge-
val hiervan) k/n een goede schatter voor de succeskans p, als k het aan-

tal successen is bij n 0.0. experimenten met kans p op succes (zie blz. 40)

Opgave: .2 YRR is een aselecte steekproef uit een populatie met een

homeogene verdeling op (0,8) (zie blz.16). Laat zien dat tl;! max (Ei""’ﬁn)

een zuivere schatter is voor 6 (zie ook blz. 30, Opgave 1)}.

Toetsen van een hypothese.

Als een kippenhouder een zeer groot ei vindt, dat bij preciese weging
200,107 gram blijkt te wegen is hi} zeer verbaasd. Niet omdat het ei dit
p;eciese gewicht heeft (een ei van pfecies 60,107 gram is5 ook een uitzon~
défing), maar omdat het zwaqrder is dan, zeg, 200 gram, Hij zal zich wel-
licht afvragen of er niet een gans of zelfs een zwaan op bezoek geweest is.
Op dezelfde manier is men verbaasd als men met een dobbelsteen in 100 wor-
pen 51 zessen gooit: de kans op 51 zessen is klein, maar dat geldt (in iets
mindere mate ook voor 21 zessen (kans <0,06);o00k hier komt de verbazing
voort uit het feit dat er zoveel , meer dan 50 zessen zijn gegooid. De
kans hierop is (in tegenmstelling tot de kans op meer dan 20 zessen) zeer

klein: <10 2V,

In het geval van de dobbelsteen zal men bij 5! (of meer) zessen sterk
betwijfelen of de kans (per worp) op een zes wel 1/6 is. Dit soort tﬁijfel
is de kern van de toetsingstheorie: als de kans op oversehrijding (het zij
'naar boven of naar beneden)rvan de waarde van een waargenomen grootheid,
de zgn. overschrijdingskans, bij gebruitk van een bepaald model,erg klein
is, dan geloven we niet dat dit model de werkelijkheéid weergeeft. In het
voorbeeld vah de dobbelsteen wil dat zeggen dat we niet geloven dat de kans
op een zes gelijk is aan 1/6. Ook bij 35 of zelfs bij 25 zessen zal een '
(ervaren) dobbelaar (of een statisticus) twijfelen aan de dobbelsteen. Bij
welke waarde we moeten gaan twijfelen is een kwestie van kansrekening: wat
is de kans op overschrijding van een gegeven waarde, en een kwestie van

smaak: welke kans vinden we nog "klein",

Hierboven komen twee methoden naar voren om na te gaan, te toetsen,
of de hypothese p := P(zes) = 1/6 aanvaardbaar is: we kunnen eerst 100

keer gooien en dan uitrekenen wat de kans is om het gevonden aantal zessen
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(naar boven of naar beneden} te overschrijden, 6f we kunnen eerst twee gren-
zen voor dit aantal vastleggen (door berekening'En aan de hand van een gege-
ven criterium) waarbinnen we de hypothese p = 1/6 nog accepterén. We zullen
beide methoden bespreken aan de hand van een situatie als Voorbeeld ! op
blz, 49,

Voorbeeld A. (foets voor de verwachting bij een mormale verdelingl:

Laat xl:ig;...,x waarnemlggen zijn va; een normaal verdeei&E‘EEGBEZ*"“”m"
heid x met EXx = y en var x = o , waarbij ¢  bekend is en u de onbekende
parameter. We willen toetsen of de hypothese =My (in Voorbeeld i is ug = 5
gezien de waarnemingen, houdbaar is., Omdat we iets w1llen zeggen over u = Ex
en omdat X een goede schatter is voor u (zie Stelling | en 2, blz.52, 53,
ligt het voor de hand om de waargenomen waarde X van X te toetsen aan de
waarde u, (we noemen X in dit verband een toetsingsgrootheid). We zullen

de hypothese u = verwerpen, als X "veel van Ho afwijkt, of liever: als

U
‘ 0
een van de overschrijdingskansen, d.w.z., de kansen om de gevonden waarde X
naar boven resp. naar beneden te overtreffen "klein" is. Dit "veel" en

"klein" specificeren we als volgt: we verwerpen uy als X zo groot is, dat

voor de redhter overschrijdingskans geldt
(1 P(%X 2 X; uo) sall,
of als % zo klein is dat voor de linker overschrtjdingskane geldt

uo) = U/zl

(2) P(x < X;
Hierbij betekent P(X > E, ) de kans op x > %", ultgerekend met een nor-
male verdeling met verwacht%ng G variantie © ) VOOr X ,.-X . Men
schrijft ook wel P (5 > %). Hoe klein a genomen moet worden is een kwestie
van smaak? wanneerugs een kans 'klein"; traditionele waarden zijn a = 0,05
en ¢ = 0,01. We schrijven in (1) en (2) «/2, omdat we de kans op verwerpen.
van de juiste waarde, dus de som van linker~ en rechter overschrijdings-

kans < o willen hebben; om redenen van symmetrie kiezen we de bovengrenzen

voor linker- en rechteroverschrijdingskans gelijk.

Opgave: niet beide kansen in (1) en (2) kunnen kleiner dan af/2 zijn; waarom

niet ?

Als we de toets €&n keer uitvoeren (zoals op een tentamen), dan is het
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voldoende om de overschrijdingskansen (1) en (2) uit te rekenen en te kij;
ken of é8n van beide misschien < af2 is. Als we de toeté vaker uitvoeren (of
gls dit op eeﬁ tentamen nadrukkelijk wordt gevraagd)dan'is het verstandigef:
(en handiger) om van tevoren na te gaan welke waarden van x aan (1) of (2)

voldoen; dat zijn alle x - waarden met X 2 r, waarbij voor r geldt

(3) P(X 2 15 1) = a/2

en alle x - waarden met X < £, waarbij % voldoet aan
(4) P(x S 25 By = a/2

De getallen & en r heten kritieke waarden en de verzameling van alle x - waar-
den die tot verwerping van Ho leiden heet het kritieke gebied , dat we aan-
geven met K, dus

(5) K={X| &< 2of Xx2rk

Bij gegeven o berekenen we % en r als volgt: onder de hypothese u = u0~zijn

Eyrer X N(uo,oz) en dus (zie Stelling 6, blz..46) i is N(uo,ozln) (zie
voor notatie blz.'17) zodat (zie Opgave |, blz. 35) (3-—u0)/(0/75) N(O,1)
is. Nu geldt dus

_ _ i-uo -, r-u
a/2=P(¥ 2 i uy) =P( /f > /{/')- -2
agfvn agfrn

o).

Als we i.h.a u? definiéren door

1 =96 (u.) =
( Y) Ys

Ty

0 -
/s = Yal2 of

dan is dus

(6) r = u0+0 2/'/;1,

ua/

waarbij we u kunnen opzoeken in een tabel van de normale verdelingsfunctie.
a .

/2

Op dezelfde manier vinden we (ga na)

(7 2= uy - Uualzl/ﬁ

We verwerpen dus ug als X ¢ K, d.w.z. als x < £ of X 2 r. De conclusie
is dan p # Hg* Bij niet-verwerpen zijn er verschillende mogelijkheden: men

aanvaardt y = Mg of men zet het onderzoek voort.
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Opgave 1: de fabrikant van Voorbeeld 1 (blz.49 ) neemt een steekproef van 50
stuks om te toetsen of u = 5,00. Hij vindt x = 5,02 en-gebruikt a = 0,01.
Ken hij concluderen dat p # S,QO ? (Er is gegeven dat_o(gj) = 0,05 V8ot
3= 1,2,.0.4,50). ' '

Bij het uitvoeren van bovenstaande toets kunnen twee soorten "fouten"

optreden:

Fout van de eerste soort: ub verwerpen terwijl u = Mg
De kans hierop is (per definitie, zie (3), (4) en E))

P(k € K3 ug) = P& < &5 ug) + P(x 2 75 up) = o

Men noemt o de onbetrowbaarheid van de toets.

Fout van de tweede soort: U, niet verwerpen terwijl u # g
De kans hierop hangt natuurlijk af van de waarde van j. We geven deze
kans aan met B (u). Hiervoor geldt
* -— -
B (w) = P(x ¢ K} p) = B(& < % <13 W

Men noemt B(u) = 1 ~ B*(u) het onderscheidingevermogen van de toets, dus

B(u) = P(x € K; w)

edly + g - ¢ E2Y,
o/vn o/vn

Opgave 2: ga na dat f{u) =

. _ - 2
Opgave 3: kies a = 00,0456 (zodat um/2 2), n = 100 en ¢° = 1. Teken een
plaatje van B(u) als functie van u . Laat zien dat A(u) minimaal is voor

B = g (wat is B(uo) ?). Doe hetzelfde voor n = 400.

Opmerking: in het geval dat x de diameter is van een kogel die in een lager
moet passen, zullen we y = u, verwerpen als x groot én als X klein is: zowel
te grote als te kleine kogels zijn onbruikbaar. Is x bijv. het gewicht van
pakjes boter die we kunnen kopen, met een verondersteld gewicht van Wy ™ 250
gram, dan zullen bij toetsing van g alleen kleine waarden van X tot ver-
werping leiden: we maken geen bezwaar tegen een gemiddeld gewicht van méér

dan 250 gram. We verwerpen nu Mo als X 26 is dat
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P(g < X5 uo).s o

We fioemen de toets nu eenzijdig (in dit geval links-eenzijdig). Het bijbe«
horende kritieke gebied, K', is nu ook (links-) eenzijdig:
K'={x | xs2'},

met &' 26 dat
(") P(X <25 uy) = o

dus de onbetrouwbaarheid van de toets is weer a. We verwerpen nu My als
x e K', duw.z. als X < &'; we concluderen dan u < u,. Analoog geldt bij
eenrechtseenzijdige toets (als x bijv. de hoeveelheid verontreiniging is
per cm3 lucht, die gemiddeld niet boven Mo mag komen) voor het rechts-
eenzijdige kritieke gebied K":

K' = (% | %2

met

(3" P(x 2 "5 ny) = o

We verwerpen i, als x € K" en concluderen dan u > ¥,. We berekenen L' en

r" op dezelfde manier als % en r; we vinden

(7H L' = ug ~ oua/ Yo

6™ " = “O -+ gua/ Y1i.

We geven nu in iets algemenere vorm het schema voor het toetsen van

een hypothese.

1. We gaan uit van n waarnemingen X, ,X,,...,X_ van een grootheid x met
3 3 l 2 L] n -

verdelingsfunctie Fx(x) = F(x;8) met 6 onbekend

2. We willen de hypothese H0 t 6 = BO (ook wel nul-hypothese genoemd)

toetsen tegen de alternatieve hypothese H o+ 8 # 60 (bij tweezijdige
toetsing) of tegen 6 < by» resp. 8 > 60 (bij links-, resp. rechts- eenzijdige
toetsing).
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3. We gebruiken hiervoor een toetsingegrootheid t = t(gl,...,gn) (meestal
een goede schatter voor 9 of een functie daarvan) en we verwerpen HO Yten

gunste van" Ha als &én van de overschrijdingskansen

P(t 2 ¢; H
P(t < t; H

voldoende klein is, d.w.z. @8n van beide < o/2 bij tweezijdige toetsing,
P(t 2 t; HO) < a bij rechts~eenzijdige toetsing of P(t < t; Ho) < a

bij links-eenzijdige toetsing.

4, In plaats van direct met de overschrijdingskénsen te werken, kunnen we
alle waarden van t waarvoor de betreffende overschrijdingskans voldoende
klein is (dus £ o/2 resp. = a ) bij elkaar nemen tot een kritiek gebied K
(voor de eenzijdige gevallen K' resp. K"). De kritieke gebieden K, K' en K"
hebben dikwijls de vorm K = {t | t < t of t = tz} , resp. K' = {¢t | t s ti}
en K" = {t | t 2 t2"}'

5. P(t € K Hy) = o heet de onbetrowwbaarheid van de toets en
g(e) = P(t ¢ K; 0) heet het onderscheidingsvermogen.

. . . 3 LY ’ - a . >
Opmerking: bij de eenzijdige toetsen schrijft men ock wel Ho P 828,

(i.p.v. 8 = 60) als Ha 1 6 < BQGHIHO 18 58, (i.p.v. 8 = 60) als H_ 8 > 90.

Voorbeeld B (toets voor de kans op succes bii een Bernoulli-verdeling):

We bespreken dit voorbeeld (zie ook Voorbeeld 2, p. 49) aan de hand van boven-

staand schema.

l.We hebben waarnemingen X s¥gseessX VAN % met P(x=1) =penP(x=0) =1-p,

waarbij p onbekend is.
2. We toetsen Hy i p = p, tegen H_ : p # Py

3. Als toetsingsgrootheid kiezen we k = Xy teent X, zodat k binomiaal ver-

deeld is (zie blz.16 ). We schrijven k = X, *e..t X en we verwerpen pg als
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P(k < k; py) of2

A

of
Pk 2 k; po) s af2.

4, Bij de bepaling van het kritieke gebied treedt een moeilijkheid op :

de vergelijking

® Pk < k3 By = o/2

k
heeft i.h.a. geen oplossing, omdat Zl (:) pok(l-p0)n k sprongsgewijze
k=0 _
verandert met ki' We definiSren nu K (in overeenstemming met 4.,blz. 59)

door

K={k | k<k of kzk,l,

waarbij kl zo groot mogelijk wordt gekozen onder de voorwaarde dat

€)) P(k < k;3 py) s o/2

en k2 zo klein mogelijk onder de voorwaarde dat

(1) P(k 2 k2; po) < af2

De waarden van kI en k2 kunnen worden opgezocht in een tabel van de bino~
miale verdeling (zie bijv. Statistische Tabellen).

Een gevolg van de onder 4 gesignaleerde moeilijkheid is dat de onbetroww-
baarheid P(k ¢ K; po) i.h.a. kletner dan o is, omdat in (9) en (10) i.h.a.
het ongelijkteken zal gelden. Men noemt in dit verband o wel de onbetrouw~

baarheidsdrempel: onbetrouwbaarheid < o .

Opmerking: we kunnen ook hier (desgewenst) &&nzijdig toetsen. We krijgen

dan bij de links-eenzijdige toets: verwerp p, ten gunste van p < p als
: 0
Bk <% py) <a

of als k ¢ K' met K' = {k ] k < kl'} waarbij kl' zo groot mogelijk is, maar
met P(k < kl'; po) < a. Bij de rechts-eenzijdige toets: verwerp Py»
ten gunste van p > P, als

P{k = k; po) 5 o

of als k € K" met K" = 1k | k = k2" }, waarbij k2” zo klein mogelijk is,

maar met P(k = kz"; po) £ .
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Opgave: als de radiomonteur in Voorbeeld 2 (blz. 49) in een steekproef van
20 stuks 4 defecten vindt, kan hij dan de bewering van de verkoper dat de
partij hoogstens 107 defecten bevat verwerpen? Kies a = 0,05 en toekl

rechts-génzijdig (waarom ?).

Als de steekproef groter is dan 20 stuks dan kunnen we de benodigde

kansen niet in de Statistische Tabellen opzoeken. We gebruiken dan

meestal (o.g.v. de C,L.S5.) een behadering met de normale verdeling (soms,

als p<0,10, een benadering met de Poisson-verdeling; zie Stelling 4,blz. 24).
Volgens de C.L.S. geldt (zie Stelling 4, blz. 43 en Voorbeeld 2, blz. 44 )

voor de overschrijdingskansen:

k- np,

lmpo(l - po)

P(k < ki pg) = ¢ ( )

resp.
k - npo

P(k 2 k; py) & 1 = ¢ {————t ),
0 Vb, (1 - py)

De kritieke grenzen k, en k, vinden we dan (bij benadering) uit (verg. (3),

} 2
(4}, (9) en (10))

kl “np
) = af2
Y npo(l -po)

o(

resp.

k2 - np

1 = ¢ (=) = q/2,

vap (T =1,)
zodat (weer bij benadering)
k] = np, - ua/2 Vnpo(l-po)

(11)
k, = 1Py * U0 m

(verg. met (6) en (7) en zie bl12.56 voor de definitie wvan uy).
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5

Opgave: als de radiomonteur van Voorbeeld 2 (blz. 49) een steekproef
neemt van 100 ‘stuks en 16 defecten vindt, kan hij dan de bewering "hoog-

stens 107 defect” vexwerpen ? Neem a = 0,05, zie ook Opgave op blz., 61+

Betrouwbaarheidsintervallen.

We gaan nog even terug naar de situatie van blz. 54, waar bij 100
worpen met een dobbelsteen 51 zessen werden gegodid. Het is inmiddels duide-
1ijk dat op grond van dit gegeven de hypothese p := P{zes) = 1/6 verworpen
moet worden (voor elke redelijke waarde van «). Hadden we niet met een dob-
. belsteen maar met een munt gegooid, dan hadden we op grond van de waar-
neming 51 keer kruis de hypothese p':= P(kruis) = 1/2 zeker niet verworpen.
De hypothese p" := P(succes) = 1/3 zou bij 51 successen in 100 experimen-
ten met kans p" op succes weer wél verworpen worden (ga na). We geven nu

twee equivalente definities van het begrip betrowbaarheidsinterval.

Definitie 5: een betrouwbaarheidsinterval (of betrouwbaarheidsgebied) voor
een onbekende parameter § is de verzameling van alle parameterwaarden 90
die op grond van een waargenomen steekproef xl,xz,...,xn van x met

Ex(x) = F(x;8) met een gegeven toets niet worden verworpen. Als a de
onbetrouwbaarheid van de toets is, dan noemen we I - a de betrowwbaarheid

van het betrouwbaarheidsinterval.

7e'n betrouwbaarheidsinterval bestaat dus uit alle par ameterwaarden,
die , gezien de waarnemingen, redelijkerwijs de werkelijke waarde zouden
kunnen zijn. Als de toets gebaseerd is op een toetsingsgrootheid t die
een goede schatter is voor &, dan zal de puntschatting t bevat zijn in
het betrouwbaarheidsinterval, dat men ook wel Intervalechatting nocemt. De
eindpunten 6, en 8, van het betrouwbaarheidsinterval zi jn natuurlijk fimeties van.
de waarnemingen (zie volgende definitie).Verder is het duidelijk uit '
Definitie 5 dat een betrouwbaarheidsinterval gebruikt kan worden om de
toets uit te voeren: verwerp Hy : 6 = 6, als &, ¢ (9,,8,). In de meeste

gevallen is dit echter omslachtig.

Definitie 5!':een betrouwbaarheidsinterval met betrouwbaarheid | - ¢ voor een

onbekende parameter § is een interval (81,92), waarbij B1 = Bl(xl,...,xn)
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en 82 = e“(xl""'xn) functies zijn van een steekproef 51,...,ga'van E:met
Fx(x) = F(x; 0). Hierbij geldt: als x,,...,x een steekproef is van Xx

en als 8, = 61(51”'°’§n) en §, * 62(51,...,§n), dan is

(12) P(g, <8 <8,; 08 *1-a (of > 1 ~a) .

De betekenis van (12) is, dat bij vaak herhalen van het experiment het be~
trouwbaarheidsinterval in een fractie van {(ongeveer) ! — a van de gevallen
de werkelijke (onbekende) waarde van 8 zal bevatten (wet van de grote

aantallen, blz. 42 en Opmerking 2 op blz. 51).

Wij zullen steeds uitgaan van Definitie 5 en in een voorbeeld laten zien

dat dan ook aan Definitie 5'voldaan is.
Voorbeeld A' (betrouwwbaarheidsinterval voor 1 bij normale verdeling):

We gaan weer uit van n waarnemingen XipeeeyX en gebruiken de toets
gebaseerd op het steekproefgemiddelde X, zoals beschreven op blz. 55
Welke waarden van u {(we schrijven nu p i.p.v. Mo omdat p variabel is) wor-
den op grond van de waarde x niet verworpen ? D.w.z. voor welke u geldt
% ¢ K= K(u) (zie (5), (6) en (7)), of: voor welke u geldt @ =2(u) en r=x{W))

L(p) < x <rly ?

Invullen van & en r (uit (6) en (7)) geeft
{13) u - Uua/Z/VE <x <y + Oualzlfﬁ.

Als we deze ongelijkheden oplossen naar u , dan zijn alle waarden van p die

bij toetsing niet worden verworpen, diegene die voldoen aan
% - f<u <R :

(14) x cua/Z/ n<p<x+ cquZIJE

Het betrouwbaarheidsinterval is dus (“1'“2) met

(15) up =% - Uualzlfg; My = X+ cua/Z/VE R

waarbij, zoals te verwachten was, voor de schatter x geldt dat X € (ul,uz).

Uit (15) volgt (verg. definitie 5'")
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(15") u, = E - uud/zlfﬁ, Py =4 Gualzlfﬁ.

Hoe zit het nu met de geldigheid van Definitie 5' ? We hebben achter=
eenvolgens wegens (15') en de equivalentie van (14) en {I3)
Py, <u <, s W =P~ ou jp/vn <u< X + ou o/ 7R) =

x-u

< u. )=
U/\/E U-/z

= P(p - cuu/Z//ﬁ <E <+ cﬁulz/lg) = P(- ua/£<

= ¢(ua/2) - ¢(~ ua/Z) = ¢(uu/2) -{1- ¢(ua/2) } =2 @(uulz)- 1=1=a.

zodat inderdaad aan Definitie 5' is voldaan.

We kunnen Wy en u, ook vinden m.b.v. de overschrijdingskansen:

My wordt nog julst verworpen. als
(16) P(x 2 X5 u
X - n

1 - .
dew.z. als T ua/Z’ dus als My X cuulzlJE (zie (15)). Evenzo

wordt My nog juist verworpen als
(17) P(x £ X 5 uplh= a/2,

X - u

d.w.z. als = = uu/Z’ dus als uz = X + cuulzlﬁh. Bij deze SLtuat}es

o/vn
hoort het onderstaande plaatje, waar de grafieken zijn getekend van

fg(x;ul), fz(X;NZ) en fg(x;u) VOOr een i € (u],uz); Wy em i, zljn bepaald

door de waargenomen waarde X.

¢ betr. int. -
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Opmerking: ook bij de eenzijdige toetsen horen (eenzijdige) betrouwbaar-
heidsintervallen. Bij de links—eenzijdige toets worden grote u- waarden
vétworpen., Het bijbehorende'betrouwbaarheidsintérval bevat dus kleine

u= waarden, d.w.z. is ook links-eenzijdig; het is van de vorm (-w,u'é) met
§ - - + .
MY X Uua/VE

wordt nog julst verworpen als P(i < i;ué) = g, dus als

Immners, ué'
;’c - ¥
Y2 ol
a/vn ¢

Evenzo hoort bij derechts-eenzijdige toets een rechts-eenzijdig betrouw—

baarheidsinterval (u‘ ,*) met (ga na)

Opgave: ga na dat de betrouwbaarheidsintervallen nauwer worden bij toe-
nemende n (meer informatie) en wijder worden bij afnemende o (hogere eisen

aan betrouwbaarheid).

Voorbeeld B' (betrowwbaarheidsinterval voor p big Bermoulli—-verdeling):

e hebben n waarnemingen x],...,x van x uit een Bernoulll-verdellng

met P(x = |) = p en P(x=0)=1-p, met p onbekend. We behandelen weer.
het tweezijdige geval, d.w.z. we zoeken naar alle waarden van p die op
grond van de waarde k = X, +o.o.t % niet worden verworpen (zie de tbéts

op blz.59 e.v.). We doen dit m.b.v. de overschrijdingskansen: we zoeken.pI
en p, met P; <Py zb dat p, en p, nog juist worden verworpen en dus ook
alle p met p < p, of p > Py Alle p met P <P <P, vormen dan het ge-
zochte betrouwbaarheidsinterval., We vinden P = pl(k) uit (verg. (16))

(18) P(k 2 k; p)) = of2

en p, = pz(k) wit (verg. (17))

(19) P(k < k; pzj = q/2.

De vergelijkingen (18) en .(19) hebben (in tegenstelling tot (8), blz. 60 )

wel een oplessing (tenzij k = 0 of k = n; waarom?) |
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a~j

Z & p 1 - pp

varieert continu met p; en kan iedere waarde tussen 0 en ! aannemen. (het—
zelfde geldt bij (19)). Het is echter niet mogelijk om P, en p, expllclet op
te lossen. We vinden P, en Py u1t een tabel van de binomiale verdeling

(zie Statistische Tabellen) meestal m.b.v. interpolatie, omdat maar een

beperkt aantal waarden van p in de tabellen voorkomt.
Voorbeeld: zij n = 20, k = 7 en a = 0,10, We moeten dan P, z6 kiezen dat

20 .
j 20 -

T e da-pn%0 73 = 0,05,

Lo jorl |

j=7

De tabel levert (na interpolatie tussen 0,15 en 0,20) P, - 0,1717.

Voor Py hebben we

7 a0 20 -k :
P(k s 7; pp = 1 (Ipy O~ py) = 0,05
k=0 _

of (als men .niet beschikt over tabellen voor waarden van p > 1/2)

20 12
2 20-k k 20 -
I A9a-pp%, 0 K =1 - T Eha-pps, T = 0,05,
k=13 k=0

We vinden nu (na interpolatie tussen 1-p, = 0,40 en l-—p2 = 0,45)
] -p, = 0,4392, dus Py = 0,5608. Het gevraagde betrouwbaarheidsinterval
is dus (afgerond) 0,17 < p < 0,56, Dit interval bevat natuurlle weéer

é% = 0,35 (vergelijk formule (14), p. 63).

de puntschatting
Voor grote waarden van n (en niet te kleine p)} gebruiken we weer
een benadering m.b.v. de normale verdeling. De relaties (18) en (19)

gaan dan over in

| k-np,
(18") Pk 2 k; p) ~ 1 - 8 (r——t—) = q/2
T
 resp.
: . N k—np2
(197%) P(k = k; Pz) = 3( Yy = a/2,

/npzfl-pz)
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k—np1 k-—np2

. = O] ——t—————— == ]

(""*"‘—'—"""'“—“""‘np}(]_pl) 0./2 r"'"—'""—"npz(l_pz) u,/z'

zodat bij benadering

Blijkbaar zijn P, en Py (bij benadering) de wortels van de vierkants=>

vergelijking (k —_np)? = uzm/2 np(l - p), of

2 2 2 2 2
(20) (n” + nu a/2)p -.(2kn + nu u/Z)p + k 0.
We kunnen (20) ook schrijven als
~ 2 2 ~ ~ 2 :
(20') p-p) =@ /m{pll -p) - 5=},
4(a+u”)

waarbij we u? hebben geschreven i.p.v. uza/2 en waarin ; = (pl + p2)/2,

dus

o~ w_bow . kru2
P 2a z7 "
n+u

Voor niet te kleine n vinden we dan bij (verdere) benadering

21) ¢ - 02 /30 -B)

en dus

(22) Py o~ P *u/pU-p)/n.

Voor zéér grote n geldt bij nog verdere benadering

~ K JEq -k
(23) Pl gt e gl - Pm

Opgave: Bereken voor n = 96, k' = 18 en u = 42 = 2 de (benaderde) waar-
den van P, en P, : {a) direct uit (20), (b) volgens (22) en volgens (23).
(De exacte waarden zijn P, = 0,1132 , p, = 0,2823 ).

Opmerking I hij de eenzijdige toetsen kunnen we op analoge manier de
eenzijdige betrouwbaarheidsintervallen (zie Opmerking, blz. 65 ) normaal
benaderen. We vinden dan intervallen [O,pz') en (pl', 1], waarbij pl' en

p2' resp. de kleinste en de grootste oplossing zijn van de vergelijking
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2 2 R
(k=np')" = wmp'(b-p').
Het is duidelijk dat p,' < pi en p,' > p,.

Opmerking 2: De betrouwbaarheidsintérvallen (pl,pz), [O,pz') en (pi';lj

voldoen aan Definitie 5'. Een bewijs hiervoor laten we achterwege.

Opgave 1: geef een betrouwbaarheidsinterval voor het aantal kogels dat
de fabrikant uit Voorbeeld I(blz.49 )} kan gebruiken, als hij in een steek-

proef van 100 stuks een gemiddelde diameter vindt van 5,043 (neemo= 0;01);

Opgave 2: Hoeveel transistoren moet de radiomonteur inkopen als hij in
een steekproef van 200 stuks 25 defecte exemplaren-vindt'(a = 0,001) ?
Zie Voorbeeld 2, blz. 49.
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Appendix: Poisson-proces en -Gamma-verdeling

In de laatste opgave van paragraaf 4.1, blz.742, wordt gevraagd d@

volgende stelling te bewijzen:

Stelling 1: als X,,Xy,:.0sX, onafhankelijk zijn en exponentieel verdeeld
met 13§j = 1/x (j = 1,2,...y0), dan geldt voor z := X, e X

n

A n-1 -Az
() | f, @ =Tz °© (z>0),

e}

d.w.z. z, heeft een Gamma-verdeling met parameters A en n (zie blz. 17).

In deze appendix bewijzen we Stelling 1 met behulp van het Poisson-
proces en geven we een wat algemenere definitie van de Gamma-verdeling.

Op blz. 24 hebben we het Poisson-proces ingevoerd op de volgende manier:

Definitie 1: het aantal gebeurtenissen k(t) dat optreedt in een interval (0,t]

is een Poisson-proces met intensiteit XA, als geldt

1. Voor iedere g en b met 0 < a < b heeft k(b) - k(a) een Poisson~verdeling
met verwachting A(b-a).

2. Voor iedere n en ieder n-tal 0 < b <ty < ene <t zijn de grootheden
k(tp)y k(t,) ~k(t ). E(tn)-g(tn_l) onafhankelijk.

Uit deze definitie volgt dat de tijd x tussen het optreden van twee
opeenvolgende gebeurtenissen exponentieel verdeeld is met Ex = 1/A, immers:
P(x>x) = P (geen gebeurtenis in interval van lengte x) = P(k(x) =0) = enk#.

Er geldt echter meer: het Poisson-proces kan ook worden gedefinieerd door

Definitie 2: een Poisson-proces met intensiteit A i# een proces, waarbij ge-
beurtenissen optreden op tijdstippen Tirlgseees 26 dat de grootheden

T, sl =T 0.0. zijn en exponentiecel verdeeld met verwachting 1/x.

Ipipmipizl

LIS A

Het Poisson-proces beschrijft praktijksituaties als het aankomen van
klanten, het binnenkomen van schade-claims, de aanvragen van telefoongesprek-
ken e.d. We bewijzen niet dat de Definities 1 en 2 equivalent zijn. Vergelijk

ook Voorbeeld 2, blz. 21 en Opmerking op blz. 24.
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We bewijzen nu Stelling | met behulp van deze definities (zie figuur):

=1 =2 =3 n
4 } : +— 4 : |
° Ly 12 I3 c 0 Inm In 2
]
We schrijven % = 1 " 15 (3 =1,2, <. 315" 0), dan zijn de beweringen
It . 1" " "
Xp f oo % 52 en k(z) 2 n

equivalent,

Dus geldt, met z = X, + ... *+ X en voor z > O

® - k
F, (z).=P(§l+...+§ngz)=p(1£(z)2n), Z e?\z_g\_z_z_

“n - k=n ke
(vergelijk Voorbeeld 6, blz. 17). Differentiatie levert

L k k-1 k+i k n

-z ATz A z A n~1 -z
£ (2) = ) e (5==7 - —) * =7 z & .
Z, k=n (k=1). k. (n-1).

Een derde methode om Stelling 1 te bewijzen is het gebruik van momenten-

voortbrengende functies. We bewijzen formule (1) m.b.v. Stelling 7.1 op blz. 46 :

_ n 1 =3 n - - n
e 8 ——éw—r 2" le A‘dz - A eruun lj(n—-l)! = G—%—-) =
(n~1)" (l-s)n . A-SB
L Y 0
(§l+... +§n)s z 8
‘Ee =Ee (zie voorbeeld 3, blz. 46 en (7) blz. 45).

We geven nu een wat algemenere definitievan de Gamma-verdeling.

Definitie 3: voor reéle B > O wordt de Gamma-functie, I'(8), gedefinieerd

door
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Opgave 1: bewijs dat T(B +1) = B[ (B).

Opgave 2: bewijs met inductie dat I'(n+1) = nl (o= 20,1,2,...).
' , . | -x2/2 .
Opgave 3: bewijs dat T'(}) = /1 (gebruik het feit dat 7:: e .gen kans—
sdichtheid is; vergelijk Voorbeeld 8, blz, 17). 2 '

Definitie 4: z heeft een Gamma-verdeling met parameters X en g, als

B - -
£,(2) = v(z238) := -r-’-‘(-é-)— F1gre (z>0) ,

dus als

B F
FE(z) = T(z;\:B8) := 'I"}('ET J‘ N P N (z > 0) .

0

We schrijven "z is T(A;B)~verdeeld".

Opgave 4: als ZyrZyrerorZy 0.0, Eljn en resp. F(A;Bl),...,r(l;sm) verdeeld, dan is

P(_z_1 Yootz <z) = F(Z;A;Bl R Bm).

Opgave 5: Laat zien dat voor t > 0 geldt dat

T (z3;A38) = I'(z/t;xt3B8) .

Om I'{z;X;B) te berekenen hebben we dus voldoende aan een tabel van F(z;l;B)
(A is een‘schaalparameter). In de Statistische Tabellen worden om tech-
nische redenen alleen de waarden vankég gegeven, waarvoor PO%;; rsr)=1-g
voor a = 0,100, a = 0,050, a« = 0,025, a = 0,010, a = 0,005 en a = 0,001 en

voor waarden van r met Los 0,00 (0,05) 1,40,
r

Een andere mogelijkheid om I'(z;A};B) op te zoeken is een tabel van de XZ_
verdeling. Een grootheid Ki heeft een chi-kwadraat-verdeling met m "vrij-

. 2 . 2 2 2 ‘s
1" - =
heidsgraden" (een X verdeling) als Xp = Upteestu, waarbij 91""?“ 0.0,
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zijn en N(0,1)~verdeeld. Voor de verdeling van Ef geldt
| /X
2 1 -y%/2
Fz(x)=P(ul£x)=P(-&Su </x). = — e dy =
-~ -l /—-. 1
E] 2n
| -/x
Vx
ﬁ -y%r2
=V e dy ,
0
. LAY l -i -x/2 : : 2
zodat (differentieren) f 2(x) el T = v(x;},4) en dus (zie Defini-
¥ 21
tie 4) F ,(x) = I'(x;4;34), zodat (vergelijk Opgave 4)

L
2 m
Py, < %) =T(x453) -

In de Statistische Tabellen 2ijn de waarden van x getabelleerd waarvoor
geldt P(Zﬁ < x) = Yy voor een aantal waarden van Y en voor v = 1,2,..,,30

(voor grotere waarden van v gebruiken we de centrale limietstelling).

In de praktijk wordt de Gamma-verdeling gebruikt om (bijvoorbeeld)
de vraag naar een bepaald artikel te beschrijven. Als deze vraag z per ge-
geven perioée I {};R)=verdeeld is, dan is de vraag z, over een t maal zo
lange periode (in dit model) T (A;tB)-verdeeld. Voor z en z, geldt nu (ga nal)
Ez = B/x, var z = B/l2 en Elgt = Bt/A en var z, * Bt/}\2 (vergelijk Opgave 5).
In dit model geldt dat de gevraagde hoeveelheden in disjuncte perioden onaf- -
hankelijk zijn en T'(A)-verdeeld met een B-parameter die evenredig is met de
lengte van de periode: als t= ty+..+t enals z =z +..,+Etm, waarbij de
2z, onafhankelijk zijn en T(A,Btj)—verdeeld, dan heeft z, een r(x,Rt)-verdeling,
Vd%rbeeld: de vraag per dag, X, naar benzine aan een gegeven tankstation is
I~verdeeld met Ex = 4500 liter en o(x) = 2500 liter. De pomphouder wil

benzine voor &één week in voorraad nemen. Hoeveel moet hij nemen om een kans

van 0,95 te hebben dat hij aan de vraag kan voldoen?
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Oplossing: x is I'(A;8)-verdeeld met B/A = 4500 en YB/\ = 2500, zodat

R = 3,24 en A = 0,000720. De vraag per week, y, is I'(A;r)}~verdeeld met
r = 78 = 22,68, Als we de gezochte voorraad V noemen, dan volgt V uit dd
vergelijking

0,95 = B(y < V) = T(V;X;z) .

Om de tabel van de I'-verdeling in de Statistische Tabellen te kunnen ge-

bruiken transformeren we dit tot F(%?: rijr) met U S 0,210. De

r V22,68
tabel levert (na lineaire interpolatie) AV/r = 1,37 of V = 43155 (liter).
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