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Inleiding

Dit dictaat bevat een aanvulling op Wiskunde 49 (= Wsk 31 = Wsk 64,

deel 1; dictaatnr. 2.265) speciaal ten behoeve van studenten in de
Werktulghouwkunde.

Wat de kansrekening betreft bestaat de aanvulling uit een aantal be-
grippen op het gebied van de stochastische Processen, specliaal met

het oog op de stochastische signaalanalyse. In samenhang hiermee wordt
enige aandacht besteed aan Fourier-getransformeerden van kansdichtheden
en spectrale dichtheden.

De aanvullingen op het gebied van de statistiek betreffen: foutenvoort-
planting, enkele toetsen bij steekproeven uit normale-, binomiale~ en
Poisson-verdelingen, eenvoudige gevallen van variantieanalyse en lineaire
raegressie, lets over partijkeuring.

Er wordt verondersteld dat de student vertrouwd is met de inhoud van
Wiskunde 49 voor zover die bhij de te behandelen stof een rol gpeelt;

dit betekent dat de hoofdstukken 1 en 2 van Wsk 49 bekend moeten ziin
bij het begin van dit dictaat.

Literatuur (met * aangegeven literatuur stelt wiskundig hoge eisen),

[1] C. Mack, Essentlals of statistics for scilentists and technologists,

Plenum Press, London, 1975,

[2] A. Papoulis, Probability, random variables and stochastic processes,
McGraw-Hill, New York, etc., 1965,

x [3] J. Wessels, Stochastische Processen II (collegedictaat 2.229)

* [4] E. Wong, Stochastic processes in information and dynamical systems,
McGraw-Hill, 1971.




1. Stochastische grootheden en stochastische processen

Als model voor een experiment waarvan de uitkomst van het toeval afhangt
gebruikt men een kansruimte (of kansveld, zie Wsk 49, p.5, def. 1); dit
ls een tripel (u,F,P), waarbij U de uttkomstenruimte is: de verzameling
van alle mogelijke uitkomsten van dit experiment, F een collectie deel-
verzamelingen van U, de "gebeurteniggen" en de Kans P een functie gede-
finleerd op deze gebeurtenissen. Van F wordt doorgaans geéist dat het
een g-algebra is, d.w.z. dat U ¢ F, dat A" ¢ F als A ¢ F en dat ? Aj e F
als alle Aj ¢ F. Dit betekent niets anders dan dat al deze verzamelingen
weer als gebeurtenissen beschouwd kunnen worden, waarvoor de kans P
gedefinieerd is: als A een gebeurtenis is, dan willen we ook over de
gabeurtenis A* (niet -A) kunnen spreken; het is i,h.a. niet mogelijk om
P op alle deelverzamelingen van U te definidren. Op de eigenschappen van
F gaan we verder niet in; voor de elgenschappen van P zie Wsk 49, p.é6.

Cp p. 1B van Wsk 49 zagen we dat in sommige gevallen een stochastische
grootheid op natuurlijke wijze beschouwd kan worden als een functie op u.

Wa zullen dit nu als definitie gebruiken.

Definitie 1.l1. Een stochastische grootheid X 1s een (meetbare) reéle functie

X : U= IR, dus x = x{u), gedefinieerd voor alle u ¢ U.

De toevoeging "meetbare"” betekent dat [x s al := {u|x(uw) < a} € F voor
alle reéle a, d.w.z2. dat £§ < a] steeds een gebeurtenis is. We kunnen dan

de verdelingsfunctie van x (zie Wsk 49, p. 14 en 15) definiéren door

F () = P(x s x) = P({ulx(u) s xh .

Opmerking 1.2. Als een willekeurige verdelingsfunctie F gegeven is, d.w.z.
+« F is nlet-dalend,

een functie die voldoet aan (zie Wsk 49, p. 16) : a
b, F(-»}) = 0 en c. F(») = 1, dan kunnen we een (G,?,;) vinden en functie

X = x(a) z6 dat Fx = F. Immers neem: E = (=x,w), ? zé dat (-»,a] ¢ ? voor
iedere a en P z& dat ;((—w,a]) = F(a). Als we dan x definiéren door

x{u} = u, dan is natuurliik Fx(a) = F(a) voor iedere a. Dit alles betekent
dat er geen wezenlijk verachlil bestaat tussen de manier waarop hier X

en Fx worden ingevcoerd en de manier waarop dat in Wsk 49 gebeurt: in

de praktijk rekenen we meestal met alleen F+ maar desgewenst kunnen we




x als functie van u beschouwen, zoals in definitie 1.1. De hier ge-
bruikte methode is wat algemener.,
Aanschouwelijk werkt de methode als volgt: "het toeval" wijst een u ¢ U
aan, en de waarde van x wordt dan x(u). We noemen het reéle getal x(u)
een realigsatie van X. Als we één keer met een dobbelsteen goolen, dan
is (U,F, P) volledig bekend, maar dikwijls zijn de experimenten zo in-
gewikkeld, dat het niet doenlijk i1s om de kansruimte expliciet aan te
geven., De stochastische grootheden die bij zo'n experiment optreden ziijn

dan niet als functies van u bekend.

Een gstochastische vector (51,§2,...,§n) is nu niets anders dan een rijtie
stochastische grootheden, d.w.z. een rijtje functies van u. Fen realisatie
hiervan voor een waarde u € U is de vector (xl(u),x2(u),...,xn(u)), een
punt in de n-dimensionale ruimte, We kunnen deze realisatie ook op een

andere manier weergeven, n.l. door de waarde x, (u) verticaal uit te zetten

b
in het punt j van de reéle as (zie figuur).
LJ
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De realisatie wordt dan (bij vaste u) een functie op de verzameling
getallen {1,2,...,n}. De (simultane) verdelingsfunctie van (51'52""'§n)

wordt gegeven door

F (xi,...,xn) "P(?_‘l Sxl,...,fnsxn)=P({u|§j(u) X (j'ﬂl,-..,n)})-

X,raoepX
Xyr X

3




Opmerking 1.3. Ook een steekproef 51,...,xn van x is zo'n stochastische

vector maar die zullen we i.h.a. niet weergeven als in de figuur; dit

doen we alleen in Xy (3 =1,2,...) j de tijd voorstelt.

We geven nu de definitie van een stochastisch proces.

Definitie 1.4. Een stochastisch proceg X is een geordende verzameling

stochastische grootheden:

_}_(={:_n_ct;t€’l‘}.

Hierbij stelt t doorgaans de tijd voor, terwijl meestal T = N, oi= {0,1,2,...,1},
T=2% := {...,-1,0,1,2,...}, T = R, :=[0,®) of T=R := (-=,@). De
verzameling van waarden die §t kan aannemen noemt men we% de toestandsruimte;

T heet wel het tijdgdomein. Men noemt een proces digcreet als T = N,
of T =%, continu als T = R, Of T = IR (of een ander tijdsinterval; dit

betekent niet dat xt(u) een contlnue functie van t is).

De realigatie X{(u) van X behorend bij de uitkomst u € U is nu de verzameling
X(w = {x_(u); t eT},

die bij elke t € T een getal xt(u) aangeeft; m.a.w. de realisatie is een
functie gedefinteerd op T, bijv. (zie figuur, waar T = [0,%)),

De gituatie is nu dus z6: "het toeval" wi)st een u € U aan en bij deze
u vinden we de functie (van t): xt(u). Men nocemt daarom een stochastisch
proces ook wel een stochastische functie van de tijd: de uitkomst van

een experiment (meting, waarneming) is een functie; wélke functie wordt




waargenomen hangtvan het toeval af. In principe, en dit is soms nuttig,
kan het experiment (stochastisch proces) beschreven worden met een

kangruimte (vergelijk opmerking 1.2)

waarin de uitkomstenruimte U bestaat uit alle mogelijke realisaties
van het proces; U is dus een verzameling van functies op T. Deze ver-
zameling wordt wel "ensemble" genoemd. Onder de kansverdeling P van
het proces verstaan we de verzameling van alle simultane verdelings-

functies van eindige aantallen stochastische grootheden:

;={Fx ;tjGT (j=1'2,|o.,n-) + n=1'2;.n-} H

~

op de structuur van F en P gaan we niet verder in. Hele simpele voor=

beelden van deze voorstellingswijze zijn (met T = [0,®))

a. U = {cos,sin} met P(cos) = B(sin) = &; d.w.z. een realisatie bestaat
ult cos t (t 2 0) of uit sint (t 2 0). Dit "proces"” ontstaat als

*
xt(u) = ¢cos t voor u € A en xt(u) = a8in t voor u = A met P(A) = &,

k. E = {tp; t 20, p> 0}, waarbij p homogeen verdeeld is op (0,1),
zodat B(t? < §(t) < t° voor alle £ 2 0) = b - a.

Hoewel in principe elk stochastisch proces op de bovenaangedulde manier
beschreven kan worden, is dit in de meeste gevallen onpractisch; het is
doorgaans verstandiger om het proces te beschrijven door aan te geven hoe
het zich ontwikkelt in de tijd. We geven daarvan op blz. 6 een paar

voorbeelden.

Opmerking: De verwachiing van een stochastische grootheid X hebben we
(zie Wsk 49, p. 31) gedefinieerd door




@ ' xfx(x)dx ' als x continu

- z ka(§ = xk) ’ als x diskreet

De verwachting wordt ook wel gedefinieerd als

(1.2} Ex = J x {u)dP (u)
4]

waarbij de integraal in (1.2) evenals de eerste integraal in (1.1)
een zogenaamde Stieltjes—integraal voorstelt. Men kan bewijzen dat
beide integralen steeds gelijk ziin, Soms vallen ze samen: zle op-
merking 1.2. Bij stochastische processen treedt een analége situatie

op: we hebben daar

(1.3) Ex, = [ x, (WP (u) = J Y(t)dP(u) .

v u

Hierbij wordt in de tweede integraal in (1.3) gemiddeld over alle

functies G(t) in het ensemble G; men ncemt de verwachting daarcm wel

“angamb le—gemiddelde" .

Voordat we een paar voorbeelden begpreken geven we nog de volgende

definitie:

Definitie 1.5. Een proces {Et't ¢ T} heet etrikt stationair als voor

ledere n ¢ W, iedere h ¢ IR en iedere (tl'tz""'tn) zé dat t, ¢ T

: ]
en tj +hetT (3J=1,2,...,n) geldt

FX X X = Fx x X ‘
_t '_t 'l-i’_ -t+ l- 'l-.'.- +
1 %2 ta 1T Eath

d.w.z.: het proces {x t e T} heeft dezelfde kangverdeling als het

Lesn'
procas {§t;t € T}. speciaal is de kansverdeling van &4n stochastische

grootheid x onafhankellJk van t, zodat in het bijzonder E§t niet van

t
t afhangt.




Voorbeeld 1.6, X = {51,52,...} (Ej 0.0., dezelfde verdeling).
n
Voorbeeld 1.7. X = {E gy i ® 1,2,...} (zj, 0.0., dezelfde verdeling)
(m) n+m
Voorbeeld 1.8. 2 = { z gj ; n=20,1,...} (Xj. ©.0., dezelfde verdeling;

m vast)

Voorbeeld 1.9. X = {x_: x_ = X, t 20} .

Opgave 1.10. Beschriif bij elk van de bovenstaande voorbeelden het
ensemble van het proces, (i) als alle stochastische grootheden homogeen
verdeeld zijn op (0,1) en (ii) als alle grootheden alleen de waarden 0

en 1 kunnen aannemen.

Opgave 1.11. Laat zien Qdat X stationair is 1in de voorbeelden 1.6, 1.8

en 1.9, maar niet stationailr in voorbeeld 1.7.

Voorbeeld 1.12. (Poisson-proces). Het Poigson-proces (zie wsk 49, Appendix)

kan gedefinieerd worden als het proces {Et; t =z 0} met de eigenschap, dat

rreeest, met 0=t < £ < .,,., < tk geldt

voor iedgre k € N en alle tO X 0 1

P(n =n,,n_ ~-n N,.saneed, =0 =7q )=
t1 1 t2 1 2 tk tk-l k
"3
ko-a(t~t, ) {a(e, = t, )}
B S U Il
B n, ! /
1 3
A.WeZ+ N yeesD -n zijn o.0. en Poisson-verdeeld met verwachtingen
Tt % T

J\(t1 - to),...,k(tk - tk—l)' Voor n, geldt dus in het bijzonder

n
P(gt =n) = e At iiE%— H




dit is afhankelijk van t, dus (zie dafinitie 1.5) n. is niet stationair.

Uit het gegeven blijkt echter dat het proces {Et+ -n ot 0} voor elke

h

t+s
en bovendien cnafhankelijk als de intervallen (tl,t

Yaste h > 0 wel staticnair is: de aangroeiingenn - n. zijn stationair

1 + h) en (t2,t2 + h)
disjunct zijn. Iets dergelijks gebeurt in voorbeeld 1.7; men spreekt dan

van processen met onafhankelijke en stationaire aangroeiingen.

Voorbeeld 1.13.("witte ruis"). We voeren eerst kort de "Brownse beweging"

in. Dit is een proces X i t 2 0 met onafhankelijke en stationaire

tl
aangroeiingen, en verder de volgende eigenschappen:

=0, (b) X, 1s N(O, hcz)-verdeeld. Het proces X, kan beschouwd

0 Zesn T %t
worden als een continu analogen van voorbeeld 1.7, #n het geval dat

a) X

¥1'¥2"" normaal N(O,d2)-verdeeld zijn: dan is in voorbeeld 1.7 het
proces En normaal N(O,nc2) verdeeld, terwijl Xy = 0 ("lege scm") en
- x_ een N(O,moz)—verdeling heeft (dit is het proces gém) in voor-

Zn+
n+m (1)

beeld 1.8). Als het continue analogon van het proces z. = Xl T X,

{(n = 0,1,...) zou men het proces Yy kunnen begchouwen gedefinieerd door
Y < é% Xy Dit proces noemt men (normazl verdeelde) "witte ruis". Een

moellijkheid hierbij is, dat de realisaties X, van x niet differentiecer—

t
baar zijn. Het stationailre proces Ye bestaat dus eigenlijk niet. We werken

daarom deoorgaans met de benadering

(h) _ Zean 7 Xy

=t h

voor kleine h; waar dat mogelijk is zullen we bij berekeningen h = 0

laten gaan. Het blijkt wel mogelijk om (in zekere zin) Et als de

integraal van Ye te beschouwen.




2, Foutenvoortplanting, correlatiefunctie, zwakke stationariteit

2.1. Foutenvoortplanting

Onder een meet- of waarnemingsfout verstaan we het verschil tussen de
gezochte waarde xo en de waargenomen waarde x. Omdat de meeste metingen
"toevallige fluctuaties" vertonen, gaan we er hierblj van uit dat de
waarneming x een realisatie is van een stochastische grootheid x.

In het algemeen bestaat een fout uit twee onderdelen: een toevallige

fout d met EQd = 0 en een gystematische fout 6. We hebben dus
(2.1.1) x=x_+4d+ 46,
waarbij we ¢ kunnen beschouwen als de onszuiverheid van x (vergelijk Wsk 49,

blz. 52). Als maat voor de fout in x gebruiken we onnamwkeurigheid (Wsk. 49,
blz. 52):

(2.1.2) Ag_c=/E(;_c-xO)2=l/varr_.‘_'.+62=|£arx+62

zodat (A§)2 = var x als § 0; aan dit laatste geval zullen we de meeste

aandacht geven.

Opmerking 2.1.1. De grootheid E(x - xo) is niet bruikbaar als maat voor

de fout: deze grootheid is nul als § = 0 is. De grootheid E|§ i is

in principe wel bruikbaar, maar minder makkeliik hanteerbaar dan Ax.

Opmerking 2.1.2. In plaats van de "absclute fout" Ax wordt ook de "relatieve

fout" AE/XO gebruikt. Als § = 0 is, dan is A§/x0 = 0(x)/EX, een groot-
heid die wel de variatiecoéfficiént wordt gencemd en die wordt aangegeven
met Vx.

Bij de "woortplanting" van fouten (engels: error propagation) gaat het om
de fout in een functie van één of meer grootheden die zelf met fouten
behept zijn. Als hulpmiddel om dergelijke fouten te berekenen, gebruiken
we de Taylor-ontwikkeling (zie Wsk 10 en 20), die we hier kort weergeven,




(1) Als £ een functie is van &8n variabele met een continue afgeleide,

dan geldt (voor kleine waarden van x - xo):
2.1. - ' ;
{2.1.3) f(x) =~ flxy) + (x xg) £ (xo) :

hierbij is het verschil tussen linker- en rechterlid in (2.1.3) van

"kleinere orde" dan x - xo.

(11} Als f een functie is van twee variabelen, die continu eerste afge-
leiden heeft, dan geldt:

(2.1.4) fix,y) = f(xo,yo) + (x - xo)fx(xo,yo) + (y - yo)fy(xotyo) '

waarin £ = 25 en £ = EE .
X dx ¥ ¥

(11)Voor functies van meer dan twee variabelen geldt analoog:

n

{2,1.5) f(xl,...,xn) m,f(xlo,....xno) + § (xj - xjo)ij(xlo""'xno) .

Met behulp van deze formules vinden we (zie (2.1.2)) voor de fout in f

(2.1.6)  A£(x) ~ |£'(x,)|ox ,

en analcog voor functies van meer variabelen:

2 o 22,2 2.2 _ _
(2.1.7) Af(x,y) = fo X + fyA y + 2fxny(§ xo)(Y yo) '

n
2
(2.1-8) Azf(xlr---px ) NE £ A x + 2 z Ef £ E(x
- - 1 X -

-3 x."x )
] i<k 73 "k

-

37 *50' Wy ~ Yyg
hilerbij is fx = fx(xo,yo), etc,

We kunnen (2.1.6) en (2.1.7) ook schrijven als, resp.,

(2.1.6") Azfcg) =~ {f'(xo)]z(var X + 8%)
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' 2 2 2 2 2 2 2
(2.1.7")  A"f(x,y) =~ fx(var X+ 6,) + £ (var x + 6y} +fy(var ot &)+

+ 2fxfy cov(x,y) + 6162} P

waarbij 61 en 6? de systematische fouten zijn in X en y. Op dezelfde
manier kan (2.1.8) worden herschreven., Als de systematische fouten nul

ziin, dan is 52(5) = var X en we vinden

{2.1.6") wvar £(x) =~ {f'(xo)}2 var x

" 2 2
(2.1.7") wvar fx,y) = fx var x + fy var y + 2fxfY cov (x,y)

n
" 2
(2.1.8") var £lxseeayx) =) £ varx +2 ][] £ £ SOV (Xyrevs k)

1%y Ik Xy

texwijl in geval van onafhankelijkheid de covariantie-termen nul zijn,

In de praktijk zullen de varianties niet exact bekend zijn; men gebruikt-
dan de bovenstaande formules met de varianties vervangen door schattingen
daarvoor (zie Wsk 49, blz. 53):

N
2 1 f - 2
var x g 1= _—-_ (x (k) -y ) ’
CEET A 3

N
waarin x, (1),...,x, (n) waarnemingen zijn van x,k en x,k = % Y ox, 00 .

3 3 3T TN LT
Als we overgaan op de relatieve fout, dan vinden we bijvoorbeeld (zie

opmerking 2.1.2)

£1(x,)
2 0 2 2
Ve =~ {x, ET;ET—'} vix 3

variatiecoéfficiénten zijn handig bij machten en producten (zie voorbeelden).
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Voorbeelden 2.1.3, (x en y onafhankelijk).

1. E(x) =cx® : var f£(x) = c2d2xga-2 var x of: sz(g) 2 u2V2§ .
2 2
2. fix,y) = ax + by ; var f(x,y) = a~ var X +b" var y .
2 2 2q~2 -
3. fx,y) = cxayB ; var f(x,y) ¥ ca xou ygs var x + czszxgaygsrz var y .

of: V2f(§,y) i 02V2§ + B2v2¥

Opgave 2.1.4. Bewijs het laatste resultaat in voorbeeld 3 door te werken

met log f{x,y).

Correlatiefunctie, zwakke statiocnariteilt

In Wek 49 (blz. 33) voerden we de correlatieccéfficiént p(x,y) in:

covix,y) E(x - xj)(y -y, Exy - XY,

(2.1 2D =T T T e e T owmoly

waarin Xq = Ex en Yo = Ey, Voor p(x,y) geldt

stelling 2.2.1. -1 S p(x,y) s 1 .

Bewijs. Equivalent is de ongelijkheid {cov(§,z)}2 5 02(5)02(2), die een

speciaal geval is van de volgende ongelijkheid (van Schwarz):
(2.2.2)  (Buw)? s Eu’Ey? .

Beschouw E(zu + 3)2 = 22E92 + 2zEuy + Egzs dit is een kwadratrische

vorm in z die niet-negatief is. Dit betekent dat de bijbehorende dis-
criminant € 0 is, d.w.z. 4(Egg)2 - 4E22E22 £ 0, dus (2.2.2) geldt, Als
we hierin invullen u = (x - Xy)/0(x) en vy = (y - yo)/o(x), dan vinden
we de gevraagde ongelijkheid. We gaan er hierbij vanuit dat o(xlaly) > 0

is.
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In een stochastisch proces {§t;t € T} kunnen we kijken naar de correlatie-

coéfficiént van X en X We geven in dit verband de volgende definitie.

Definitie 2.2.2. 2ij {Et’t € T} een stochastisch proces met eindige tweede

_momenten. Dan heet

pit) := Ex,  de verwachtingsfunctie ,

Ris,t) := E(:_cS - u(s))(>_<t - u(t)) de {auto-) covariantiefunctie,

pls,t) = p(§s,§t) de (auto-) correlatiefunctie.

Opmerking 2.2.3. Soms wordt ook R(s,t) correlatiefunctie gencemd, soms ook

E§9§t. Deze verwarring verdwijnt als u(t) = 0 en var Xe £ 1 , hetgeen be-

reikt kan worden door over te gaan op het proces

. wit)
) ; t e T},
g X,

Opgave 2.2.4. Ga na dat R(s,t) = R(t,s) en dat R(t,t) = var X o

Opmerking 2.2.5. Een proces {Et;t € T} 1s {natuurlijk) in het algemeen

niet bepaald door zijn auto-correlatiefunctie. Dit is wel het geval, als

nog gegeven is dat Xi rXp eeseeX  vOOX iedere n en alle (tl,...,tn)
een normale (simultane) verdeling he@ft. In dat geval is ongecorreleerd
(p(3_<t Xy ) = 0) hetzelfde als onafhankelijk.

i 3

Opmerking 2.2.6. Behalve de auto-covariantie, beschouwt men bij twee

processen {ft;t ¢ T} en {Zt;t € T} ook de kruis-covarigntie:

R X(sft) = covix_,y.) -

’

Opmerking 2.2.7. Als T = N, dan is R{j,k) = cov(gj,§k).

Opmerking ¢.2.8. Eigenschappen als continuiteit, differentieerbaarheid

en integreerbaarheid van x_ zijn direct in verband te brengen met der-

t
gelijke eigenschappen van R(s,t}. Zo geldt: X is continu in t = 1

TR,
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als R(s,t) continu is in (s,t) = (1,7). Hierbij is het limietbegrip
dat blj deze continuiteit wordt gebruikt het volgende:

2
limx, = x o limE{(x, - x ) =0 .
-t -T -t -T
t+T tt

Opgave 2.2.9. Ga na dat X, continu is in t = 1 als R(s,t) continu is
in (8,t) = {(1,1).

Opgave 2.2,10. Als I IARE onafhankelijke stochastische grootheden

zi)n met dezelfde variantie, en als S, i= X, teaat X (n=1,2,,..},
dan geldt
p(gmrgn) = 'm/n (n = 1;2;---} m = n) .

Opgave 2.2.11, Zij X, = k(t), het Poisson-proces, zoalg gedefinieerd

in Wek 49 (blz. 69); 2zie ook voorbeeld 1.12. Dan is R{s,t) = u min(s,t).

Opgave 2.2.12, Zij {ft,t 2 0} een Brownse beweging (zie voorbeeld 1.13).
Wat is Rfs,t)?

Opgave 2.2.13, Zij k(t) een Poisson-proces met intensiteit A en zij

k., met h > 0.

T ¥ Zeen T Z¢
Bewijs dat
h - |s -t als |s - t| s h
1
rR(S,t) = +
0 als |s - t| > n
2
Opgave 2.2.14. zij w, een Brownse beweging met var w, = 0 t. Dan is
Zern T Yt




een benadering voor "witte ruis". Laat zien dat

hols=tl  |s_¢ e

1 2

— R (s - t) := R(s,t) =
2

a Rh o anders

Opmerking 2.2.15. Het resultaat van opgave 2.2.14 betekent dat voor
h+20

R () > o8 ,

met & de delta-"functie" van Dirac: 8(u) = 0 voor u # 0 en j d(u)f{u)du = £(0)

-l
voor continue functies f die niet al te sterk toenemen voor Iul - o,

De definitie van (sterke) stationariteit (def. 1.5) betekent een zeer sterke

eis. We geven nu de definitie van een zwakker stationariteitsbegrip.

Definitie 2.2.16. Een stochastisch proces {§t;t € T} heet awagk stationgir
{of tweede-orde stationair) als Egi < ® en (zie definitie 2.2.2)

H(t) = p (t e

R(s,t} = R(O,t - =5) {(s,t € T)

(dit betekent dat ook Egi en var x, onafhankelijk zijn van t).

Opgave 2.2.17. Een sterk stationair proces met eindige tweede momenten

is zwak stationair,

Voorbeeld 2.2.18. Het Poilsson-proces en de Brownse beweging ziin (ook)

nlet zwak statiocnair.

Voorbeeld 2.2.19, Het proces Et in opgave 2.2.14 is een zwak stationair

proces.
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Opmerking 2.2.20. In plaats van R(0,1) wordt dikwijls R(t) geschreven.

Opmerking 2.2.,21. Het is soms handig om complex-waardige stochastische

rocessen 2z te beschom P2 =%+ met x
P n oz, eschouwen 2. X iyt X

covariantiefunctie R(s,t) wvan z, wordt dan gedefinieerd door

en zt reéel, De

R(s,t) = Elx, - wis)) (x = wi(e)) ;

hierbij geldt: als X = a+ ib, dan is Ex = Ea + iEb, terwijl g = a - ib,

de complex geconjugeerde van X.

Opmerking 2.2.22. We zullen verder steeds aannemen dat bij de beschouwde

stationaire processen T = IR is (continue geval) of T =Z ({(diskrete
geval). Dit betekent dat het proces al "oneindig lang"” bezig ig, zodat

er geen aanloopverschijnselen meer zijn.
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3. Ergodiciteit

In Wsk 49 (blz. 42, stelling 3) is de zwakke wet van de grote aantallen

bewezen: als §1,§2,... cnafhankelijk zijn met Exj = | en var xj = 02 <
(3 =1,2,...), dan geldt
n
1 P

P . . . . .. .
waarin + convergentie in waarschigjnlijkheid betekend, gedefinieerd door

(3.1) Y, >y e (Un ey -yl 2e) =0 voor elke ¢ > 0)].

Ti-»c0

2
Opgave 3.1. Als E{y - y)" » 0, voor n + =, dan geldt ¥n 5 Y -

Een wat lastiger te bewijzen stelling is de sterke wet van de grote aan-

tallen: als Xy +1X5ree- 0.0, 2ijn en dezelfde verdeling hebben met EX, = W ,

dan geldt

b.z.
X -+ uoy,

J

1
n

1

waarin 232 bijna zekere convergentie voorstelt, d.w.z. (zie blz. 1)

an;z' y ¢ [P({ullim yn(u) =y} =1].

n+w

Evenals bij de wetten van grote aantallen gaat het bij ergodiciteit om

convergentie van gemiddelden naar de verwachting.

Dafinitie 3.2. Een sterk-stationair proces {§t;t € T} met Eft = p heet

sterk ergodisch als

n
(3.2) 27w B (n + =)
0

in het geval dat T = N, of als




i
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t
(3.3} 3%- J Esds Q;z. T (t +> =)
-t

in het geval dat T = Ir.

Ergodiciteit betekent ruwweg dat verwachtingen, d.w.z, engemb le-gemidde lden
gekregen kunnen worden als (limieten van) tijdsgemiddelden van één enkele
realisatie: de eigenschappen van het proces kunnen worden  verkregen door
voldoende lange waarneming bij één experiment (zie ook opmerking op blz. 4).

Een zwakker ergodiciteitsbegrip is het volgende.

Definitie 3.3. Een zwak-stationair proces heet zwak ergodisch, als (3.2)

of (3.3) geldt met b;z’vervangen door B .

Men noemt deze soorten ergodiciteit ook wel "ergodiciteit van het ge-
middelde). Analoog definieert men bijv. ergodiciteit van de correlatie-
functie (zie opmerking 2.2.20):

t

_— t g L]

f Egerfgds 7 R e
-t

Net zo definieert men ergodiciteit van de verdelingsfuncties: de verdelings-
functies kunnen worden gekregen als limieten van de corresponderende
fractieg. We beperken ons verder tot zwakke ergodiciteit van het gemiddelde

en leiden daarvoor een voldoende voorwaarde af.

Als X +Xyeee. €ED zwak-stationair proces is met E§k = u, var % = 02 en
C°V(§j'§j + k) = R(k) (k =1,2,...), dan geldt (zie Wsk 49, blz. 36)
n n
1 1 2
var = ) x, == ) var x_ + == ) ) cov(x_ ,x ) =
R I Y 3%k
2 5 cr2 5 n-1
=%+ S TTRk-9=2+=% 7§ (a-mRm .
n 2 n 2
n j<k n m=l
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n
1
Nu geldt dus dat var ;‘z §j + 0 voor n + =, als
1

(3.4) % ) (- %)R(m) »> 0 (n + =) .,

Dit is een deel van het bewijs van de volgende stelling (die we niet

varder bewijzen):

Stelling 3.4. Een zwak stationalr proces {xt;t € T} is dan en alleen dan

zwak ergodisch als (3.4) geldt in het geval dat T =%, of als

t

(3.5) lim & f (1 - Syr(s)ds = 0
t_m’to t

in het geval T = IR, en analoog (zie formule (3.4)) als T = N,

n-1
Opgave 3.5. Laat zien dat )} J R(k - 3) = J (n - }IR(]) .
1=j<ksn =1
Opgave 3.6. Zij Et een Poisson-proces en zij X, = Et+h - Et' Laat zien |
dat het proces X, aan {3.5) voldoet (zie ook opgave 2.2.13),
Opgave 3.7. Zi3} x een stochastische grootheid met Ex = y en var x = 02 < o,

Definieer een stochastisch proces {§n;n e IN} door En =X n ¢ W).

Laat zien dat dit proces niet ergodisch is.

Het is duidelijk dat men van één realisatie van het proces in opgave 3.7
niet veel kan leren: het proces is immers constant en in wezen niet meer
dan de realisatie van één enkele stochastisch grootheid. Bij een ergodisch
proces vertoont €én enkele realisatie alle eigenschappen van het proces;
met name zal (practisch) iedere realisatie alle waarden moeten aannemen

(of bij benadering aannemen) die voor het proces mogelijk zijn.

Opmerking 3.8. Sterke ergodiciteit (definitie 3.2) is een wiskundig veel

diepere elgenschap en kan niet met eenvoudige middelen worden behandeld.
De twee soorten ergodiciteit worden in de literatuur niet altijd duidelijk

onderscheiden; dikwijls spreekt men kortweg van ergodiciteit.
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4. Fourier-getransformeerden: karakteristieke functie en spectrale dichtheid

4.1, Karakteristieke fuhcties

In Wsk 49, blz. 45 hebben we de momentenvoortbrengende functie mx van

een grootheid x ingevoerd:

ox
@E(s) = Ee .

Een bezwaar van deze functie is dat hij niet voor alle reéle s gedefinieerd
' is, en voor sommige x alleen voor s = 0. Als bijvoorbeeld x de kansdicht-

heid

(4.1.1) fx(x) = .1 5
= (1l + x)

o

x
| heeft, dan divergeert de integraal f e® fx(x)dx voor ledere s # 0. We

werken daarom liever met de z.g. karakteristieke funetie Ex(tj =¢x(it),

dus -
J eltxfx(x)dx (§ continu)
—_—0 -
(4.1.2) £ (t) = gel™® = .
X
s o itxk
| j e P (§==xk) (x diskreet)

Opmerking 4.1.i. Omdat |eltx|

= |cos tx + i sin tx| = Jéosg tx-+sin2 tx =1,
bestaat E;(t) voor alle t ¢ IR.

Als % een kansdichtheid fx heeft, dan is Ex de gewone Fourler-getrans-—

formeerde van fx' We hebben dan (zie Wsk 36)de omkeerformule

[+-]

1 -itx ¢
(4.1.3) fE(X) = e J e fx(t)dt ’

-
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als de integraal in (4.1.3) absoluut convergeert. Voor fx uit (4.1.1}

geldt nu (vergelijk ovpyave 4.1.7)

(4.1.4) £ () = & [ R S L
X T 2

Opmerking 4.1.2. In plaats van de beide uitdrukkingen in (4.1.2) schrijft

men wel
(4.1.5) E () = f eitxdF =)
X %

waarin Fx de verdelingsfunctie is van x en de gebruikte integraal een
zogenaamde Stieltjes-integraal. Voor karakteristieke functies geldt de

volgende algemene omkeerformule, waarvan (4.1.3) een speciaal geval is:

1
{4.1.6) Ff(b) - Fx(a) = lim +—

2m
= Ao

B _jta  itb
e -
[ —%

f (t)at .
X
-A

Uit (4.1.6) volgt natuurlijk ook de eenduidigheid van de transformatie:

F =F &©f =Ff |,
X L x Y

Opmerking 4.1.3. Als x een diskrete verdeling heeft met P{x = xj) =p

b
voor j = 1,2,..., dan is Fx een trapfunctie met sprongen pj in x = x

X 3
veor 3 = 1,2,.... We kunnen dan (4.1.5) ook schrijven als
[+ -] (= -]
o itx o
~ j it it
£ (t) = E p.e 3= Zp. f et Fo(x - x Jdx = I e T (x)dx '
X ' 13 3

mat £{x) =

=1 g

ij(x - xj), waarin § de delta-functie van Dirac voorstelt

(zie opmerking 2.2.15),.




T
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In de volgende stelling geven we enkele eigenschappen van karakteristieke
functies.

Stelling 4.1.4. Als f = ?x de karakteristieke functie is van x, dan geldt

(1) ;(O) =1, [%(t)| <1, E(—t) = E(t) {complex geadjungeerde),
~ itb = ~ =

o o§ = . - = f (-

{(ii) £ oap (B e ff(at) ; speciaal: f"f(t) 5( t) o

(1ii) als x en y-o.o. zijin, dan is f§+z(t) = ff(t)fX(t) .

Bewijs: Ga na; zie ook opmerking 4.1.1 en Wsk 49, blz. 45, stelling 5.

Opgave 4.1.5. Als f de kansdichtheid is van x, dan geldt

(4.1.7)  £(-x) = £(x) « £(-t) = £(t) (d.w.z. F is redel) .

Opmerking 4.1.6. Omdat voor onafhankelijke X en y geldt: fx+y = fx * fy'

met

[ea]

(4.1.8) £ x g(2) := J flz - x}£(x)dx ,

=00

de comvolutie van £ en g, volgt uit (iii) van stelling 4.1.4

~

(4.1.9) h=f*geh=¢f-*g

en analccg voor bijvoorbeeld drie functies

(4.1.10) k=f *g*he k=7 g+ h .

-AX

Opgave 4.1.7. Zij £ _(x) = Ae”"" (x > 0). Dan is Ex(t) = A/(A - it) en

f__(£8) = 2/(1 +it) . Als x en y o.0. zijn, terwijl y dezelfde verdeling

heeft als -x, dan is




£ (z) = lﬁe“klz| (z ¢ IR)
X+y 2
. ) A2
(t) = —————— (t € IR) .
X+y >‘2 + t2
Opgave 4.1.8. Als f(x) = 3%-(-a < x < a; en verder nul), dan is o) = 51:tat *

Opgave 4.1.9, Zij g = £ = £ met £ als in opgave 4.1.7. Bereken g en S.

Opgave 4.1.10. Als g een kansdichtheid is, h(x) = si:xax en £ = g *x h,
dan is
g(t) -a < t < a
L) = .
0 anders

4.2. Spectrale dichtheid en covariantiefunctie

Védr we de spectrale dichtheid invoeren, geven we een interpretatie wvan
de Fourier-getransformeerde van een "signaal" x(t). We hebben (zie om-
keerformule (4.1.3)) '

_it ~ .
x(t) = —L-J e vx(v)dv ’
27

-0

QeW.2Z. X bepaalt welke frequenties in welke mate in x aanwezig zijn. Zo

hebben we bijvoorbeeld (vergelijk opmerking 4.1.3)

- -it\)o
fa. x(v) = §(v - vy) & x(t) = e / (21)
b. x{v) = L{&({v + vo) + §(v - uo)} o x(t) = cos tvo/(z-rr)
(4.2.1) 4
N 1 V, <V < v -it{v,+v,)/2 sin(v_ - v )t/2
lc. x(V) = 1 2 “* x(t) = e 12 ni 1 .
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We kunnen nu een signaal x(t) transformeren tot een signaal y{t) m.b.v.
(=]
een lineaire transformatie ("filter"): y(t) = f_m hi{t - wx(u)du ,

waarbij natuurlijk geldt (convolutierelatie (4.1.9)),

~

(4.2.2) y=h#xey=nh+x.

Als we bijvoorbeeld h zé kiezen dat

. 1 vl <y Sv2
(4.2.3) h(v) = '

0 anders

dan worden uit x alle frequenties buiten het interval (vl,vz) "weggefilterd".

213 nu {gt;t € IR} een zwak stationair stochastisch proces met Ex, = 0 en
var x, = 1. Dan geldt (ziedefinitie 2,2.,2) dat R(t) = E§s§s+t = p(§s,55+t),

terwijl R voldoet aan (zie stelling 2.2.1)

(4.2.4) RI0) =1, |R(t)| £1 en R(-t) = R(t) .

Als we (4.2.4) vergelijken met (i) van stelling 4.1.4 en met (4.1.7),
dan ligt het voor de hand om te vercnderstellen dat R de Fourier-getrans-

formeerde is van een symmetrische kansdichtheid ¢(Vv), d.w.z. dat

[+.+]

(4.2.5)  R(t) = R (t) = f e vyav .

00

We kunnen in ieder geval, als R absoluut integreerbaar is, p = mx

definiéren door

w

_ 1 itwv .
(4.2.6) wx(v) = 5 J e Rx(t)dt :

-0

de relaties (4.2.5) en (4.2.6) staan bekend als die van Wiener en Khintchine,

Om een idee te krijgen van de betekenis van ¢ bekijken we naast het proces

X, het gefilterde proces Yyt
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oo

Y = f h(t.— u)§udu .

-0

waarvoor dan geldt (als we integratie en E mogen verwigselen, bijv. in

geval van absolute convergentie)

RX(t) = EYs¥s+t = J J hi(s = u)h{t + 5 - V)E§ugvdudv =
(4.2.7)
= J [ hi(s - wyh(t + 5 - V)Rx(u - vidudv = h_ * h * Rx(t) ’
waarbij h_(t) = h(-t). Nu is dus (omkeerformule en convolutierelatie)
1 ~ ~ =-itv itv
Ry(t) = -2?[ h(-v)h(v)g_(v)e dv = E:T-l-f |h(\J)| ® (v) av
zodat voor t = 0 en met E(v) als in (4.2.3)
v2 o
(4.2.8) 532 = R (0) = J ¢ (v)dv = J o _(vidv ,
s b4 x b4
-C0
V1
waar uit volgt dat wx(v) niet-negatief is voor alle V. Als we RX(O) = EEi

interpreteren als de gemiddelde energie van het stochastisch proces
{signaal) Et' dan is RY(O) de gemiddelde energie wvan Yt' d.w.2z., van x
beperkt tot frequenties tussen vy en v,. Dit betekent dat mx(v) de

2
energiedichtheid is voor de frequentie v,

Definitie 4.2.1. De in (4.2.6) gedefinieerde functie ¢ heet de spectrale

dichtheid van het proces Xy .

Opgave 4.2.2. Verifieer de laatste gelijkheid in (4.2.7).

Qpmerking 4.2,3. Men kan R (t) in het algemene geval (dus als Ex £ 0

of var x, # 1) definiéren als R (t) = Ex X = =
) Xort of als Rx(t) p§(t) : p(§s,§s+t)
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het verschil bestaat uit een lineaire transformatie. Wij zullen verder

Rx(t) = E§s§s+t gebruiken; deze conventie wordt niet in alle boeken
géhanteerd.

2
Opmerking 4.2.4. Een moeilijkheid treedt op als Ex_ = Rx(O) = w, Dit

t
is het geval bij z.qg. "witte ruis" (zie opgave 2.2.14). Daar hebben we
R(t) = 8(t) met "&(0)" = lim L. . Dit betekent dat witte ruis geen zwak
h+0

stationair proces is (zle definitie 2.2.16). Voorde spectrale dichtheid
van witte ruis geldt nu (vergelijk (4.2.1,a) en opmerking 2,2.15): g (v} =
voor alle v € IR, d.w.z, de spectrale dichtheid is constant. In werke-—
lijkheid is de energie van een signaal natuurlijk eindig; men werkt in de

praktijk met spectrale dichtheden die over een groot interval constant

zijn.

aAls Rx(t) voor t * = niet naar nul gaat, dan heeft het spectrum een
diskrete compenent., Als bijvoorbeeld Rx(t) =z 1, dan is ¢x(v) = §(v)
(vergelijk opmerking 4.2.4 en de omkeerformule). Analoog-aan formule

(4.1.5) schrijven we dan (4.2.5) als
(4.2.9) R (t) = | e ™as (v
e x0T x !

waarin ¢x de spectrale verdelingsfunctie is van Ko

Voorbeeld 4.2.5. zij X, =X sin 27t + y cos 27t met X en y onafhankelijk

en Ex = Ey = 0, var x =var y = 1. Dan is (ga na) Rx(t) = cos 27t en
0 v < =27
2ﬂ¢x(v) = 4k =21 £ v < 27 ,
- 1 v =z 2nr ,

d.w.z. 2ﬂ¢x(u) = 4%8(v + 27) + K&(v - 2m) .

Y
2n
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Voorbeeld 4.2.6. Zij k(t) een Poisson-proces met intensiteit A, dan

geldt voor X, = k(t + h) - k(t) (zie opgave 2.2.13)

. 2.2
R () = Exx o= h - el + 2n”
2 2
_Ah ) sin hv 2
1 00) = s ) 4 )T

(vergelijk opgave 4.1.8), De constante component A2h2 geeft aanleiding

tot een sprong in v = 0 bij ¢x.

Opmerking 4.2.7. We zouden eigenlijk liever in plaats wvan mx of ¢x de

Fourier-getransformeerde van X. zelf willen bekijken, dus het proaes

~ it
X = J e Vx dt .

Deze integraal bestaat echter in het algemeen niet. Wel kan bewezen

worden (zie bijv. [1], [2] of [3]) dat x, geschreven kan worden als

waarin gv een proces is met ongecorreleerde (orthogonale) aangreoeiingen
(vergelijk opmerking 2.2.5), en de integraal een Stieltjes-integraal

voorstelt (zie (4.2.9) en (4.1.5)). Verder geldt nog (cok geen bewijs)

cok hieruit blijkt dat Py de energie van X in het frequentiegebied (vl,vz)

beschrijft
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Waarnemingen uit normale verdelingen

Inleiding

vVeel van de methoden die in de toegepaste statistiek worden gebruikt,
ziJn gebaseerd op de normale verdeling.

In Wiskunde 49 (hoofdstuk 5) hebben we reeds kennis gemaakt met toetsen
en betrouwbaarheidsintervallen voor de verwachting u van een normale
verdeling met bekende variantie.

In de meeste practijkgevallen zal ook de variantie 02 uit de waarnemingen

geschat moeten worden.

Een gteekproef uit een normale verdeling met onbekende variantie

Toets en betrouwbaarheidsinterval voor de verwachting

We gaan uit van een steekproef xl,...,xn van x met

1 .- {x-u) 2/202

f (x) = [
x

oven

waarin zowel U als 02 onbekend zijn.

We willen de nulhypothese u = Hy toetsen tegen één van de alternatieven
uo# Ugr W < Ko of u > uo. De in Wsk 49 gebruikte toetsingsgrcotheid g is
niet zonder meer te gebruiken; want in de verdeling van x, die N(u,0"/n)
is, komt de onbekende 02 voor,

Men zou nu in (5 - uo)/(o//532 kunnen vervangen door 8. Het resultaat

is echter niet N(0,1) verdeeld. Toch gebruiken we

g - Hg
v - s/;n

als toetsingsgrootheid. De stochastische grootheid Ev heeft een symmetrische
verdeling, die alleen afhangt van het aantal "vrijheidsgraden” v, waarop

2
de schatter s~ van 02 is gebaseerd. In het beschouwde geval is v = n - 1,

n
de factor waardoor de kwadratensom thfj - §)2 meet worden gedeeld om de

steekproefvariantie §2 te krijgen.

De kritieke waarden van de t-verdeling (of Student-verdeling) 2ijn te wvinden
in tabel s.C. 2.1.

Voor ¥ = ® (en dus n -+ ®) nadert de Student-verdeling tot de standaard-
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normale verdeling, zoals ook uit de kritieke waarden bij verschillende

a's blijke.

Voorbheeld 5.2.1.1.

In een laboratorium is van 7 monsters uit een partij steenkool het zwavel-
gehalte bepaald.

De waarnemingen zijn
3,18; 3,20; 3,22; 3,14; 3,09; 3.10; 3.10;
We onderstellen dat dit een steekproef is uit een normale verdeling en

1 I
met als onbetrouwbaarheid o = 0.05. Zoals opgemerkt in Wsk 49 (pag. 59)

willen de hypcthese toetsen HO : = 3,10 tegen het alternatief H

zeggen we hier ook wel: H ¥ £ 3.10. We kunnen ons b.v. voorstellen

dat 3,10 een grens is dieoin verband met mogelijke luchtverontreiniging
nlet naar boven overschreden mag worden. Dus als u S 3,10 is hoeft geen
actlie te worden ondernomen en als u > 3,10 moet worden ingegrepen.

Hlet berekenen van de toetsingsgrootheid gaat gemakkelijker als we de
waarnemingen eerst coderen door alle met 3 verminderde waarnemingen

met 100 te vermenigvuldigen. Ga zelf na dat de steekproef normaal verdeeld

blijft en dat de toetsingsgrootheid hierdocor niet verandert. De serie is

na deze codering:
18 20 22 14 9 10 10

en HO luidt: u £ 10.

We berekenen:

. 103
x = Jx,/7 = == 14,7
en I )2
- 2
i - X7 = L= - —— - 1685 - 1515,6 = 169,4 ,

zodat de toetsingsgrootheid wordt:

(14,7 - 10) V7
/169,4 /6

= 2,34 > t6(0,05) = 1,94 .

w > 3,10
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De nulhypothese wordt dus verworpen. Het met deze eenzijdige toets
corresponderende dénzljdige betrouwbaarheidsinterval bestaat uit die
waarden van 4, die op grond van de toets niet zouden yworden ver-

worpen. Dat zijn de yu-waarden die voldoen aan

(14,7 - W7

< 1,94 ,
v169,4/6
of
169,4
u o> 14,7 - 1,94 6*; = 10,8 .
In de oorspronkelijke eenheden:
p > 3,108 , behoudens een onbetrouwbaarheid van 0,05 .

Toets voor de verwachtingen bij gepaarde waarnemingen

We beschouwen nu de paren waarnemingen

» X

_2j (j = 1,...,n) .

§1j

We veronderstellen dat alle 2n waarnemingen onderling onafhankelijk normaal

verdeeld zijn met de zelfde onbekende variantie 02' terwiijl

Egij = Uij (i = 112F j = 1,0.-,“) .

De te toetsen nulhypothese is

H = l’ounfn) .

0 My u2j {3

De mogelijke alternatieve hypothesen zijn: ulj # u2j' ulj < pzj en
ulj > u2j' Hierbij dient te worden opgemerkt dat, in het geval ulj # Hoy
het verschil ulj - “2j voor j = 1,...,n het zelfde teken heeft.

Door de verschillen

gj = Xy T %y (3 =1,...,n)

te beschouwen brengen we het probleem terug tot een toets voor &én

gemiddelde, namelijk tot een toets voor
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tegen de alternatieven Ed # O, Ed < 0 of Ed > 0.

De schatting voor var(d) wordt gevonden uit

s (d) =

- en de toetsingsgrootheid wordt

o

s@//a

met, onder HO' een tn_1 verdeling, immers de d, zijn weer onafhankelijk en

3

normaal verdeeld,

Voorbeeld 5.2.2.1. Van 10 hartpatiénten werd zowel in 1950 als in 1962 de

systolische bloeddruk (mg Hg) gemeten. De resultaten zijn in de volgende

tabel samengevat.

patiént 1950 1962 verschil dj
1 115 144 -29
2 128 148 -20
3 110 166 -56
4 120 108 12
5 .112 124 -12
6 110 126 -16
7 134 168 =34
'8 120 136 -16
| 9 130 118 12
10 120 118 2

We willen de nulhypothese H. : Ed = 0 toetsen tegen het alternatief

0" "=
Ed < 0 (bloeddruk is toegenomen) met onbetrouwbaarheid o = 0,05.
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We berekenen:

d, = =157 .d? = 6481 d = ~15,7
Ja, Ja? |

, .
s (d) = 446,23 s(d) = 21,1 v =9,
De toetsingsgrootheid is

t =....._1._5L._=..2'35‘

° 21,170

De linksé&énzijdige kritieke waarde is volgens tabel S5.C. 2.1 gelijk aan
-1,83.

De nulhypothese wordt dus verworpen.

Een betrouwbaarheidsinterval voor Ed bestaat uit die waarden die op

grond van de waarnemingen niet worden verworpen, dus:
-15,7 - Ed
21,1/¥10

> -1,83 ,

of:

Ec_l < -3;5 -

Toets en betrouwbaarheidsinterval voor de variantie

2 <z
be nulhypothese ¢ = GO kan worden getoetst tegen één van de alternatieven
2 2 2 2 2

2
>
¢ # co, g < GO of g Ofe ,
We maken hilerbij gebruik van de X -verdeling (chi-kwadraat). Deze wordt als
volgt gedefinieerd (zie Appendix, Wsk 49, blz. 71 e.v,):
Een stochastische grootheid 32 heeft een X -verdeling met v vrijheidsgraden

als

2
X = u, 4+ ou, +...+ uy,

=2

waarblj El""'Ev onderling onafhankelijk standaard normaal verdeeld zijn.
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Als xl,...,§

2 .
g, dan is

n ©-0- normaal verdeeld zijn met verwachting u en variantie

standaard normaal, zodat

E (51 - H)2
i=1 ©
2 : oy , -
een X =verdeling met n vrijheidsgraden heeft. Als we in deze formule
vervangen door E, dan kan worden bewezen dat
- 2
L (n~1)g Ks
.Z = =—3 )
i=1 a g
2 . . . .
een x verdeling heeft met v = (n - 1) vrijheidsgraden. Dit bewijs valt

buiten het bestek van dit college.

2
Kritieke waarden van de ¥ -verdeling zijn te vinden in tabel S$.T. 2.2,

Voorbeeld 5.2.3.1.,

Voor de serie waarnemingen uit voorbeeld 5.2.1.1 (na codering) geldt:

Ks = 169,4 , 52 = 28,2 , s =53, V=6,

' 2 2
Voor het toetsen van H, : ¢ = 30 tegen H o # 30 geldt dan

0 1

2 . 169,4
=--—L=
Xg = 5,65 .

De kritieke waarden bij o = 0,05 (tweezijdig) zijn volgens tabel S.C. 3.1
1,24 en 14,4. De nulhypothese kan dus niet worden verworpen,

Een betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheid 0,05 wordt gevonden
uit V

1,24 < lé%;i < 14,4
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ern

3,4 <0 < 11,7 .

Met behulp van tabel 5.C. 3.2 wordt dit laatste resultaat ook gevonden,

nl.

3,4 = 0,64 x 5,3 <g<2,20x5,3=11,7.

Twee normale verdelingen met onbekende varianties

We beschouwen nu de situatie dat er twee onafhankelijke series waarnemingen

}'El] ’ (J = 1'---ln1_)
en
§2j ' (7 = 1,...,n2}

zijn, elk atkomstig uit een normale verdeling met verwachting en variantie

2
resp. ¥,,0, en u,,d, .
Er bestaat voor kleine steekproeven geen eenvoudige toets voor de hypothese

= tenzi 2 _ 42
Ul = u2, nzij 01 = 02 .

2
We behandelen daarom eerst een toets voor de hypothese of = 02.

Toets voor de gelijkheid van twee varianties

2
De toets voor de nulhypothese H. : o, = 02
2 2 2 ' 0 ! 2

2 2 2 .
9y # Ogr 0y < 0, of 0y >0, berust op de in 5.2.3 besproken eigenschap dat

tegen de alternatieven

de kwadratensom van een steekproef uit een normale verdeling, op een
2 2
factor ¢ na, een yx -verdeling heeft met v = n - 1 vrijheidsgraden.

Dat betekent dat

2 2
- ] -
(n1 1)_1 (n2 1)5_.2
5 en
9y a,
2
beide een x -verdeling hebben met respectievelijk (n1 -~ 1) en (n2 - 1)

vrijheidsgraden,




- 34 -

De verdeling van het guotiént

2 z
X X

Y1 Vo Vi
T
V1 Vo 2

wordt een F-verdeling gencemd met 01 en v, vrijheidsgraden. Rechter
kritieke waarden van deze verdeling zijn te vinden in de tabellen S.C.

4.1 - 4.4,

Het quotiént

2 2 2 2
1,5 5% 9
=/ 22 =
°t % %2 9

heeft dus een F-verdeling met (n1 - 1) en (n2 ~ 1) wvrijheidsgraden.

2
5

Ondex HO heeft het guotiént :% een F-verdeling.
s
-2

Uit de definitie van de P-verdeling volgt direct dat

v
1
F o = ,
V2 V2
Fv'(l - o)
1
v
waarin Fv (o} wordt gedefinieerd door:
2
v v
1
perl 2 F () =
2 T2
2 2 2 2
De hypothese g, =90, wordt verworpen ten gunste van 01 # 9, als
92 v ‘
1 1
2 = sz(ﬁa)
2

of als

v
= F 2(%&) ’
Yy

0 I 7
= RN N
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ten gunste van U? < 0; als

—
[ R 3

Voorbeeld 5.3.1.1. Beschouw de (gecodeerde) serie waarnemingen van voor-

beeld 5.2.1.1:

18 20 22 14 9 10 10
en de serie
20 19 18 27 24 .,

Hiervoor geldt:

KS1 = 169,4 s 28,2 v, = §

KS, = 57,2 s- = 14,3 v, =4 ,

NN -

. 2 2 :
De hypothese H a, =0, kan bij onbetrouwbaarheid 0,05 niet worden

4]
verworpen ten gunste van het alternatief of # 02, want
2
s1 28,2 &
—:—*’—: =
5 14,3 1,97 < F4(O,025) 9,20 .
%3

We hoeven uiteraard alleen te kijkén naar het quotiént met de grootste 52

in de teller, daar een quotiént < 1 zeker niet de kritieke waarde zal

overgchrijden.
Het 95% Dbetrouwbaarheidsinterval voor cf/cz vinden we uit:
U2
& 1 1 28
F,(0,975) = =33 < 14'§ -—j— < Fi(o,025) = 9,20,
F6(0,025) ! f 9y
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Dit levert op:

0,22 < oi /cg < 12,3 .

Toets voor de geliikheid van twee verwachtingen

We beschouwen het toetsen van de nulhypothese p. = ) tegen de alterna-

1

2
tieven u, # Mo r My <y of H, > H, onder de onderstelling dat cf =0,
Nu zijin 82 en s¢ onafhankelijke schattingen van dezelfde 02 en ze

1 2
kunnen gecombineerd worden tot &én schatting:

2 2
52 _ vlsl + v252 ~ KS1 + K52
v, + v '
1 2 n1+n2-2
met Vi + Vo =y o+ n, - 2 vrijheildsgraden.

De toetsingsgrootheid

(x, - x.)

E - -1 =2
1 1
V== + —

y 2

heeft een t-verdeling met v = vy + v2 = n, + n, - 2 vrijheidsgraden.

Voorbeeld 5.3.2.1. Neem de twee series waarnemingen uit voorbeeld 5.3.1.1

en toets de hypothese ul =u, tegen ul # My met o = 0,05. De veronder-

stelling dat o?==o§ is in voorbeeld 5.3.1.1 gebleken wel gerechtvaardigd

te zijn. De schatting van de gezamenlijke variantie 02 is

2 %5 KRS, 69,4 + 57,2
8 = = = 22,7 ,
vyt v, 6 + 4

zodat & = 4,76. De gemiddelden zijn ;1 = 14,7 en §2 = 21,6, De toetsings-
grootheld is dus
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De kritieke waarde t10 (0,025) = 2,23, dus de nulhypothese wordt ver-

worpen. De grenzen van een 95%-betrouwbaarheidsinterval zijn:

-6,9 ¢ 2,23 x 4,76\/ + % =-6,9t 6,2,

zodat het interval is:

~J]

-13’1 < ul = u2< -0'7 .

k_steekproeven uit normale verdelingen (k > 2)

We hebben nu te maken met k series waarnemingen

(1 =1,...,k; 3= 1,e00,n, Zni = n)

%15 i

Deze vormen k aselecte onafhankelijke steekproeven uit k verdelingen met
verwachting My {1 = 1,...,k) en gemeenschappeliike variantie 02.

Deze laatste veronderstelling wordt veelal niet getoetst. Als er twijfel
is aan de juistheid van deze veronderstelling kan de in het volgende
besproken methode niet worden toegepast.

De hypothese die wij willen toetsen is

HO H ul = u2 RN uk .
We splitsen hiertoe de waarnemingen als volgt (met §1:= EL'Z xij'
% = 1 Y oox, ) St
.e n 1,3 ij
Xpg = (Ryg mxg ) F Bk mx )+ x o,
of:
g 73X ) = gy mx )+ kg mx )
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De afwijking van het totaalgemiddelde is dus gesplitst in twee

componenten, nl. in x Ei = de afwijking binnen de steekproef en

o i3 -
in X, —x = de afwijking tussen de steekproeven (elgenlijk tussen

de steekproefgemiddelden).

Daar iz.(xij - xi_)(xi. - x_.) = 0,
geldt: '’
- 2 - - .2 -~ 2
o, - x )= lox, -x )%+ Yo, -x )7,
i'j ij .. 1 i i. e i,j ij i-

In woorden: Totale kwadratensom = kwadratensom tussen steekproeven +

kwadratensom binnen steekproeven:

= + .
KST KSt KSb

De bijbehorende splitsing in vritheidsgraden is:

X .
(n - 1) = (k - 1) + Z(ni-1)=(k-1)+(n-k).
i=1

De statistische theorie leert nu dat onder de nulhypothese de kwadraten-

2 2
sommen KS._ en KS onderling onafhankelijk zijn en verdeeld als o X met
resp. (k ~ 1) en (n - k) vrijheidsgraden.

De verdeling van het quotiént van de gemiddelde kwadratensommen

S ByG-bh
EEb : §§b/(n ~ k) -n~k

is dan een F-verdeling (vgl. § 5.3.1).

Onder HO geldt:

= g . = 52
EGK (= A EG5 g

Als achter H0 niet waar is en de ui's verschillen, dan is nog steeds

2
EG& =d
maar
Eni(ui - q )2 2
EGK, = k-1 T
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2 - Ingu,
dus greoter dan ¢°. In de laatste uitdrukking 1is u = ” .

Daarom is de tocets gebaseerd op F éénzijdig, alleen als GKt > GKb kan

HO worden verworpen,

De kwadratenscommen worden als volgt berekend:

x2
_ 2 i.
RS, = z_ xS ) ==*,
i,] i i
x2 x2
i. [}
ks, = ] Lo . e,
t i ni n
waarin
X = E X , X r= Z x .
il i -n
J ] i,] 13

Voorbeeld 5.4.1.

Een laboratorium bepaalt volgens 4 methoden het zwavelgehalte van steenkool.
De gecodeerde waarnemingen en tevens de nodige rekengrootheden zijn gege~-

ven in de volgende tabel,

2
methode waarnemingen ni X, §xij xi./ni Ksi
1 13 15 20 3 48 794 768,00 26,00
II 20 19 18 27 24 5 io8 2390 2332,80 57,20
III 14 18 13 3 45 689 675,00 14,00
v 18 20 22 14 9 10 10 7 i03 1685 1515,57 169,43
n=18 | x =304 5558 5291,37 266,63

Wa zlen dat

KSb

KSt

f

5558 - 5291,37 = 266,63 ,

5291,37 - (304)2/18 = 157,15 .

De resultaten worden veelal weergegeven in de volgende varlantie-analyse-

tabel:
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variatiebron KS GK F
tussen methoden 157,15 3 52,38 2,75
binnen methoden 266,63 14 19,04

totaal 423,78 17

De rachter kritieke waarde ig F§4(O,05) = 3,34. Er 1is dus geen reden om

HO te verwerpen.

Regressieanalyse

Bij veel problemen wordt een stochastische grootheid Y waargenomen die
afhangt van een aantal in te stellen of hauwkeurig te meten grootheden
XyressrX, en van een aantal parameters 61,...,Bp.

Zo kan y b.v. de opbrengst zijn van een chemisch proces, terwijl xl,...,xk
temeperatuur, druk, concentratie, roersnelheid e.d. zijn, waar de opbrengst

van afhangt. Men kan schriijven;

E!=f(X1;.-.,xk; Blplo-'B'p)
of

y = g(xlponuka; 51,.--,89) + E f]

met Ee = 0,

Is £ een lineaire functie van de parameters, dan spreken we van lineaire
regressie en we onderscheiden verder enkelvoudige (k = 1) en meervoudige
{k > 1) lineaire regressie.

We moeten ons hier tot de enkelvoudige lineaire regressie beperken.

De regressievergelijking is dan

y=9a+Bx+e.

Om de parameters o en f te kunnen schatten moeten bij wverschillende

waarden xl,...,xn van x waarnemingen aan y worden verricht:

yi = g <+ BX (i = 1,.-.,n) -

y 1 vée

i
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Meestal wordt, behalve Egi = 0, verondersteld dat de covarianties

Egigj = 0 ziin.

Om te kunnen toetsen wordt verder vaak aangenomen dat de e, normaal

verdeeld zijn met variantie 02.

Het achatten van de parameters o en B

Men kan bewijzen dat men de nauwkeurigste lineaire zuivere schatters

voor o en B krijgt door de methode van de klelnste kwadraten toe te

passen.
in paragraaf 5.2 van Wiskunde 31/49 zijn we hiervan reeds het speciale
geval § = 0 tegengekomen (stelling 2).
Dan 1s het model nl.: Ezi = o. De kleinste kwadratenmethode komt dan
neer op het minimaliseren van

n

) (y; - a)2 .

i=1
Dit minimum wordt bereikt voor a = x, dus het steekproefgemiddelde is
de kleinste kwadratenschatter voor de verwachting Ey.
In het geval van de lineaire regressie houdt de methode in dat de som
van de kwadraten van de afwijkingen van de waarnemingen y; van de ge-
schatte waarden minimaal is. Deze afwijking (yi - 9) heten de residuen.

Dug
. 2 2 2
Z(Y -g)° = z(y -~ a-bx,)" = nin Z(y - a = Bx,)
i 1 i i 1 1 o,8 1 1 :

Voor het bereiken van een minimum is nodig dat de partiéle afgeleiden

naar o en f gelijk zijn aan 0:

-2 ) (y, —a=~bx) =0,
i

-2 ) % (y, - a- b} =0,
i ‘

ofwel:
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na + bzxi = Zyi
aZx + bzx2 = Yx
i 10 LYy

Hieruit kunnen we b en a oplossen;

Z(xi - x) (v, - ¥ N inyi ~ ':T Exizyi

Tox, - 0° in - %%Exi)z

b =

a= ; - bx .

Opmerking. Dat deze waarden inderdaad een minimum cpleveren, kan worden

nagegaan door ook de tweede afgeleiden te beschouwen.

Het schatten van 02

Hiervoor berekenen we de som van de kwadraten van de residuen.

" 2
KSJ.’.' = E{Yi - Yi) ’

de zogenaamde restkwadratensom.

Men kan namelijk bewijzen dat, in het beschouwde model dat twee parameters
bevat,
2
EKS = (n - 2)g~ .
L

, 2
Len zuivere schatter voor o 1s dus

Onder de veronderstelling dat de e, onderling onafhankelijk normaal ver-
deeld zijn geldt verder dat

2
ve

2

q

ean xi—verdeling heeft, met v = n - 2,
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Om de restkwadratensom in de practijk uit te rekenen is de hierboven ge-
geven formule minder geschikt. We gaan daarom de volgende herleiding

ultvoeren:

_ _ _ 2 Ty o Tyq2 _
KSr = g(yi a bxi) = zf(yi v) b(xi x) ]

_ o2 = - 2 ) ~
—E(yi ) 2b ] (x, X)(y, = ¥) +b );(xi X< =

- - 2
[Yx, - Ay, =97
=z(yi-’§)2- i _2 ’
i , Lx, - %)

waarbij weer Z(yi - ;)2 wordt berekend uit
i

2
2 - (3y,)
yi n '

enz.

5.5.3. Betrouwbaarheidsintervallen en toetsen

In Wiskunde 31/49 (stelling 6, pay. 46) is bewezen dat een lineaire
combinatie van onafhankelijke normaal verdeelde variabelen waeer normaal

verdeeld 1s. Nu is

Lix, - X)(y; - ¥ E(x;L - Xy,

i -
L_): — = —~ =25y,
Z(xz -5 Yix, - e of o
i i
met
X, - %
8§, := L
1
Jix, - 32
]
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Dus, onder de eserder gemaakte vercnderstellingen, is b normaal verdeeld,

maet
Eb =) § (a+ Bx) =8
i
en
2
var b = 2 Gicz z g .
i (x, -~ x
{ i
' -2
(b - B) (xi-x}
Dus 5 1s standaard-normaal verdeeld.

Wordt nu ¢ vervangen door 8 (uit 5.5,2), dan krijgen we de statistische

grootheid

(b - B)Y J(x, -
- I i

S

die een student-verdeling met v = (n - 2) vrijheidsgraden heeft, Hiermee
kan men dus een hypothese betreffende B toetsen of een betrouwbaarheids-

interval met betrouwbaarheid (1 - o) opstellen:

b — < B < b+ t

S
/E (x, /5 x, - 52
L

Voor de parameter a kunnen op een goortgeliike manier een toets en een

betrouwbaarheldsinterval worden afgeleid. Immers

mat

Darhalve is ook a normaal verdeeld met
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Ea = E§ - EEQ = (a + BX) - BX = o

en
~2
22 i X 2
Varg—-zeic = [ + ———m—s]o” .
i Z(xi -~ X}

In dit verband is het verder nog interegsant om te kijken naar de variantie
van de geschatte waarde ¢ bij een willekeurige x (niet noodzakelijk geliijk

aan &één van de X (i =1,...,n) .

L]
]

a+ 13x=Z(ei * 8,0y, =
L Y

fl

1 -
Ug+ 6, (x -y, .

i
Dus
1 = 2v,.2. 2 1 (x-%)2 . 2
var § = [=+ (x - X) Zﬁijc = [z + —lo .
- Yix, - x)
i 1

De variantie is dus minimaal als x = x,

Voorbeeld 5,5.1.

Gegeven de leeftijd x en bloeddruk y van 12 personen:

x 1 56 42 72 36 63 47 55 49 38 42 68 60
y + 147 125 160 118 149 128 150 145 115 140 152 155

We gaan de regressielijn § = a + bx bepalen.

We barekenen nu eerst

n = 12 in = 34416
2

Ix, = 628 lyj = 238822

Ly, = 1684 inyi = 89894
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Vervolgens worden berekend

1
89894 - <=.628.1684
b = 12 = 1784.87 _ 4 438

34416 - -1—12—(628}2 1550,67

a = %.1634 - 1,138.-2628 = 80,78

12
1 2 (1764 67)2
= - E——— - =
KSr (238822 12(1684) 1 -ngafg?——

2500,67 - 2008,20 = 492,47 .

De geschatte varianties van a en b zijn:

~32 2
2, . _ 2.1 X _ 492,47 1 (52,3%
o (a) = s+ =71 =710 U3 * 556,670 = 9108
Z(xi - X}
52 (b) = &7 1 o 492,87 oo

s =
Z(x _ x)2 10,1550,67
i
Hat betrouwbaarheidsinterval voor B met onbetrouwbaarheid 0,05 is
1,138 - 2,23Y0,0318 < B < 1,138 + 2,23 v/0,0318

0,74 < B < 1,54 ,




- 47 -

6. Binomiale, hypergeometrische en Poisson verdeling

Toetsen en betrouwbaarheldsintervallen voor de parameter p, de kans op
succes, blj een binomiale verdeling zijn behandeld in Wiskunde 31/49.
Voor de verwachting u van een Poisson-verdeling kunnen toetsen en
betrouwbaarheidsintervallen worden afgeleld volgens dezelfde principes.
Als aanvulling hierop behandelen we toetsen voor de gelijkheid van twee
kansen en van twee Poisson verdelingen.

Voor een exacte toets voor de vergeliijking van twee kansen hebben we de

hypergecmetrische verdeling nodig.

6.1. De hypergeometrische verdeling

Stel dat we uit een populatie van N elementen, waarvan M een bepaald
kenmerk A hebben (b.v. defect zijn) een aselecte steekproef trekken van
n elementen zonder teruglegging. Stelling 5 van Wiskunde 49/31 (pag. 10}

geeft de kans op X elementen met kenmerk A in de steekproef.

My (NM
p(x = _ . x" ‘n-x’ n.MI(N - n)o(N - M.
¥ = x) = N WX M- 0 (0N - K- n ¥

n

We merken op dat "kenmerk A hebben" (of "defect" zijn), en "tot de steek-
proef behoren" verwisselbaar zijn. Dit blijkt ook uit de formule, want het

is direct in te zien dat geldt:

n, ,N=-n

() Gymse)
- N
(M)

Voor X gelden de grenzen:
max{0, M+ n ~ N) < x £ min{M,n) .

Het ligt voor de hand dat, als n klein is t.o.v., N, er weinig verschil
is tussen trekken met en trekken zonder teruglegging. In het eerste

geval is x binomiaal verdeeld met aantal trekkingen n en kans p = %-.
Inderdaad nadert de hypergeometrische verdeling tot de binomiale als N + =
an % = p constant. Een soortgelijk geval doet zich voor als M << N.

pe volgende benaderingen zijn mogelijk:
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Voorwaarde (n) Benadering
< M
1) n < Q,1IN binomiaal (n,p = )
2) M= 0,IN binomiaal (M,p = %&
3) {: < 0,1N Poisson, M = %%
< 0,1IN
nM M(N ~n) nM
- 2 5, -_— z 5 Normaal, ¥ = TT
4)
n(NN-— M o, o, (N-n)N(N i) IR I =VnM(N-M) (1;-:1)
(N~-1)N

Blij enquétes, zoals cpiniecnderzoeken, zal vaak aan voorwaarde 1) zijn
voldaan en ock vaak aan 4).

Bij partijkeuring in de industrie is meestal aan 3) voldaan: de steek-
proef is klein t.o.v. de populatie en de fractie defecte producten is

eveneens klein.

Exacte waarden van de bypergeometrische verdeling kunnen worden berekend
met een tabel van log n! (5.C. 9.3) of van binomiaalcoéfficiénten

{(5.C. 9.4.). Verder is er een boek met tabellen:

G.J. Lieberman en D.B, Owen, Tables of the hypergecmetric probability
distribution, Stanford University Press, 1961,

Tenglotte een voorbeeld, waarin de exacte verdeling met de binomiale en

met de normale benadering wordt vergeleken.

N= 100, M= 40, n = 10
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x Exact Bin(10;0,4) |Normaal (4;1,477)
o |0,004355 | 0,0060 0,0077
1 |o0,034161 0,0403 0,0364
2 |o,115201 0,1209 0,1097
3 |0,220431 0,2150 0,2126
a |0,264312 0,2508 0,2650
s |0,207606 0,2007 0,2126
6 |o,108128 | o0,1115 0,1097
i 7 |0,036856 0,0425 0,0364
8 {0,007863 0,0106 0,0077
9 |o0,000048 0,0016 0,0011
10 {0,000049 0,0001 0,0001

€.2. Toatsen voor de gelidkheid van twee kansen

Uitgaande van de waarnemingen X, en X, bij steekproefgroottes van resp.

2

ny enn willen we de volgende hypothese toetsen:

2
H0=91=P21

tegen de alternatieven Py # Pyr Py < Py of Py > Py-

Een exacte toets kan worden gevonden met behulp van de hypergeometrische

verdeling. Onder H. geldt namelijk:

0 n n
Cho?o
X-x
P(x, = X X, + x X) = ! 1 .
-1 1 -1 -2 (n1+n2)
Immers, als Py =Py, =t P geldt:
Plx, = x |x, +x, = %) = s e W S Ml =
-1 1'=1 =2 P(§1 + X, = X)
ny xl nl-xl n2 x—xl n2-x+x1
- (.'p (1 - p) (-, 'p (1 -p)
P)§1 x1 en X, X xi} } xl x x1
= + Nq+ns-—
P(x, + x, = x) M1¥Pgy X (1 - py1FR2X
n n X
2
(2
- 1 1
n, +n,
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Hy wordt nu verworpen, b.v. ten gunste van Hy : p, < p, als

P(x, = Xy I X, tx, =x) <q,

1 1 2

of als X, kleiner dan of gelijk is aan een linker kritieke waarde L(x),

waarbi j

Px, s L@ |x = x<a met X i= X, + X, .

Dit is een zogenaamde voorwaardelijke toets. Maar ook geldt dat de on-~

voorwaardelijke onbetrouwbaarheid P(§1 SA(x)) fa .,

Immers

Pix, = 2(x)) = z Plx, < R(E)IE =Xx) . P(X=X) S« E P{x = %) =qa .
x x

Een zelfde redenering gaat op voor de tweezijdige en voor de rechtséén-

zlidige toets.

Vogrbeeld 6.2.1.

In de volgende tabel staan de aantallen patiénten waarbij een bepaald
ongewenst neveneffect werd waargenomen na het gebruik van &én van de

geneesmiddelen A of B.

neveneffect

Geneesmiddel wel niet | totalen

A 5 10 15

B 24 11 35
Totalen 29 21 50

In dit geval is

n, = i5 ; xl = b5
n2 = 35 ; x2 = 24 ,

Onder de nulhypothese dat de kansen op een bijwerking biij de twee geneceg-
middelen gelijk zijn, heeft x, een hypergeometrische verdeling (onder de

voorwaarde x = 29},

-1 2
Wij merken op dat het zelfde geldt veor X, en, onder de voorwaarde

+ X

n, +n, - x X, = 21, ook voor n

1 2 "% T X% 1 T %y 8RNy T X,
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De tabellen van Lieberman en Owen bevatten de waarden voor P(§ < x),
waarbij (in de notatie van § 6.1 M < &N en n < M.

Dat wil zeggen dat we in ons voorbeeld de volgende kans kunnen opzoeken:

P(n1 - X

p $9 [ ny +ny - x -x, =21) =0,977153

en dus geldt, onder dezelfde voorwaarde,

P(n1 - X z 10) = P(§1 £ 5) = 0,022847 < 0,025 .,

Als we voor een tweezijdige toets (alternatieve hypothese Py # pz) als

onbetrouwbaarheidsdrempe1 o = 0,05 kiezen, wordt H0 dus verworpen.

In dit voorbeeld kunnen we ook de normale benadering toepassen, omdat
aan voorwaarde 4} 1s voldaan (§ 6.1).

Gemiddelde en standaardafwijking van %y zijn resp.

g =\/15.29.2;.35 = 1,6155 ,
49.50

Met toepassing van de continuiteitscorrectie (vergelijk wWsk 49, Opm. 2,

blz, 44) wordt de toetsingsgrootheid:

_ 5= 8,7

k= =T%mr = -1L.98.

De bijbehorende €énzijdige overschrijdingskans is
P{u = ~-1,98} = 0,0239 ,

Een zeer goede overeenstemming dus met het exacte resultaat.

Het vergelijken van twee Poisson verdelingen

Stelling. Als X, en X, onderling cnafhankelljk Poisson verdeeld zijin met

verwachtingen resp. u1 en uz, dan is
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n, *1 Y
Pty =%y fxy v x, =0 = (Mpla-p b,
met
P = ui
My ToHy
Dus onder de voorwaarde dat X + 52 = is §1 binomiaal verdeeld (en
ulteraard X, ook) .
Bewi:s:
= X en X, + X, = n)
- e 1 S ~
Plxy =%y | ¥t 2y =n)= P(x, + x. = n) =
=1 =2
=u -y n-x
_. . _ 1 x 2 1
P(§1 ='x, en X, = n xl) ul le u2 nt
= ! - ] - o+
P(§1 + X, n) X, {n xl). (ul uz) n
e (u1+u2)
~ (n)( ul \xl( 1J2
= '] »
T T R P P
Op deze stelling kunnen we een toets baseren voor de hypothese HO : u1 = u2

tegen dealternatieveniﬁ # Hor ul

Immers, onder H eldt dat, als

o9

ST X ot X X X

< u2 of u1 > U

2.

Kritieke waarden kunnen voor n = 1,...,50 worden gevonden in tabel 7.1

van het 5.C.

Veor n s 20 kunnen overschrijdingskansen worden gevonden in tabel S.T. 3.2

Een andere toets 1s gebaseerd op de normale benadering. Onder H_ is

var (x, = X,) = var x,

De schatting veoor 2u 1is

+ var X

0

=2u_
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k:é—:—_?:(z—
- \‘X1+§2

is dus bij benadering N(0,1) verdeeld.

Zelfs voor kleine waarden van U (g 2 2) 1s deze toets goed bruikbaar.

Voorbeeld 6.3.1. Op een bepaald kruispunt worden in een jaar 14 aanrijdingen

geregistreerd. Na het aanbrengen van verkeerslichten is het aantal aan-
rijdingen in het daarop volgende jaar teruggelopen tot 6. We nemen aan dat
het aantal aanrijdingen Poisson verdeeld is., We toetsen de hypothese

H = > = .
HO Hq M, tegen het alternatief My My {a 0,05)

De exacte toets levert

Pk £ 6; n = 20) = 0,0577 .

HO wordt net niet verworpen.

De normale benadering geeft

kK = —— 1,79 ,
V20

P(u 2 1,79) = 0,0367 .

HO zou wel worden verworpen.

Met continuiteitscorrectie vinden we

k = M4 -6-% 1,68 ,
V20

Plu 2 1,68) = 0,0465 .
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7. Bteekproefkeuringen in de industrie

Alle massaprodukten moeten aan zekere kwaliteitselsen (specificaties)
voldoen. Elk automatisch productieproces is aan verloop onderhevig en
moet van tijd tot tijd worden bijgeregeld. Bovendien zullen kleine
variaties optreden ten gevolge van schommelingen in de grondstof-
kwaliteit en procesomstandigheden. Als geen foute producten mogen worden
geproduceerd dan is dat alleen te bereiken door de procesnauwkeurigheid
aanzienlijk groter te maken dan de ge@iste tolerantie. Dit leidt tot

zeer hoge fabrikagekosten, hetgeen niet in het belang 1s van de afnemer.

Men zal daarom bij veel producten accepteren dat een klein percentage

afwijkingen voorkomt. Men zou zich kunnen voorstellen dat deze afwijkende

of defecte exemplaren door een 100% controle achteraf worden opgespoord

en verwljderd. De ervaring heeft geleerd dat ook dit niet practisch

ultvoerbaar is,

Meestal is deze controle een geestdodende arbeid hetgeen tot verslapping

van de aandacht leldt en soms worden door de controle nieuwe fouten ge~

introduceerd,

Men zal dus meestal een zeker percentage foute exemplaren accepteren en

ter controle regelmatig steekproeven aan een zeer precieze keuring onder-

warpen.

Wlj onderscheiden hierbij twee situaties.

a) Procesbewaking of kwaliteitsbeheersing, waarbij op geregelde tijden,
b.v. om het uur, uit de lopende productie een kleine steekproef wordt
gencmen van b.v. 4 tot 10 stuks teneinde tijdig vast te kunnen stellen of
het proces :~et worden bijgesteld,

b) Keuring van gehele partijen van een massaproduct op het moment dat de

partij door de leverancier aan de afnemer wordt afgeleverd.

Wij beperken ons tot deze tweede situatie,

" 7.1. Partijkeuringen

De eanvoudigste steekproefkeuring geschiedt door middel van een enkel-
voudige steekproef waaripn het aantal foute exemplaren wordt bepaald. Is

dit aantal, x, kleiner dan of gelijk aan een opgegeven criterium ¢ dan wordt
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de partij goedgekeurd. Is x > c dan wordt de partii afgekeurd,
De vraag is dus, hoe moeten de steekproefgrootte n en het goedkeur=-

criterium ¢ worden gekozen.

De hiervoor beschreven keuring heet attributief, dat wil zeggen dat

van een product alleen wordt vastgesteld of het goed of fout is, Zo

wordt b.v. door middel van kalibers geconstateerd of een asdiameter

binnen het tolerantiegebied valt of niet. Men zou ock de diameter nauw-

keurig kunnen meten en uit een steekproef gemiddeld en variantie van de

partil}) schatten en op grond daarvan een beslissing nemen over goed-

of afkeuren.

Bij een dergelijke keuring op variabelen kan men in het algemeen met

een kleinere steekproef volstaan. Daar staat tegenover dat:

a) de meeste schemas voor keuring op variabelen gebaseerd zijn op een
normale verdeling van het te meten kenmerk.

b} zowel de meting als de verwerking van de resultaten meer tijd “ost dan
bij een keuring op attributen het geval is.

¢) het niet mogelijk is om op meerdere foutensoorten tegelijkertijd te
keuren,

Wi} behandelen alleen de attributieve keuring.

Keuringskarakteristieken

De kromme die voor een gegeven steekproefschema de goedkeurkans, Pg, weer-
geeft als functie van het percentage foute exemplaren in de partij heet de

keuringskarakteristiek {0.C. curve of Operating Characteristic Curve).

In de overgrote meerderheid van de gewallen ig
n<0,1N en p < 0,1 = 10%

en kan men voor de berekening van de keuringskarakteristiek van de Poisson

verdeling gebrulk maken.
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Fig. 7.2.1.1. De keuringskarakteristiek voor het enkelvoudige

schema n = B0, ¢ = 3.

e kruisjes zijn bepaald met behulp van §.C. 8.1, de punten met S.T, 4.2

e

Fig. 7.2.1.2. Keuringskarakteristieken voor 3 verschillende

enkelvoudige steekproefschema's
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Pgg = Risicopunt voor de producent (Producer's Risk Point} = percentage

foute exemplaren, p, waarbi j Pg = (0,95.

tontrolepunt (Indifference Quality = I.Q.) = de waarde p waarbij

Pig = Risicopunt van de afnemer (Lot Tolerance Percent Defective = LTPD) =

de waarde p waarbij Pg = 0,10.

Fyp Woidt ook in ons land vaak de LTPD genocemd.

Flg. 7.2.1.1 geeft de keuringskarakterilstiek voor n = 80, ¢ = 3, welke kan
wordsi geconstrueerd met behulp ven $.C. 4.2 of S.C. B8.1.
Fig. 7.2.1.2 geeft een drietal karakteristieken die 1llustreren welke vari-

atles optreden wanneer we n eun ¢ variéren.

i) steekploefkeuringen loopt men steeds risi¢o's op onjuiste beslissingen

el dese keuringskarakteristieken illustreren dit. Bij n = 100, ¢ = 2 wordt
maximaal 2% foute exemplaren in de stuekproef toegestaan. Bevat de partij

2% dan locpt die partij een kans van ongeveer 32% te worden afgekeurd, terwijl
een parti) met 3% foute exemplaren nog een kans van ongeveer 12% heeft te
worden goedgekeurd. Dergelijke risico's ziin onvermijdeliik; men kan ze

wel veckleinen door grotere steekproeven te nemen; zie n = 200, ¢ = 4,

De kauringskarakteristieken zijn altijd krommen van eenzelfde vorm zodat

ze¢ practisch vastliggen wanneer twee punten op de karakteristiek zijn ge-
gevern.

Twee punten die hiervoor zeer algemsen worden gebruikt zijn

Pg = 0.95%, p = Pye

en Pg = 0,10, p = Pig *

Pg = 0.95 resp. 0.10 zijn algemeen geaccepteserde standaardwaarden: Pgg ©n
Py worden dan beschouwd als parameters woarmee een keuringskarakteristiek
le vestygelegd ei die de keuze van 2en steekproefschema bepalen. De benamin-
gen die in gepruik zijn, zijn na  Flg. 7.2,1.2 vermeld.

Be loverancier weet dat wanneer de door hem gelevarde partijen een percenta-
ge foute exemplaren p < Pg5 bevatten, hij zelden last zal hebben met afge-
keurde partijen. De afnemer weet van zijn kant dat partijen net p » plO
zeldes dvor de keuring heen zullen slippeu,

Eén methode om een steekproefschema te construeren bestaat nu daarin dat
voOY 995 e Pig in overleg door de leverancier en de afnemer waarden werden

vastgesteld. Stel men komt tot
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P.. = 2.5%, P, = 6% ,

95 10 2.4

P1o/Pgs =

dan zoekt men in S.C. 8.1 laatste kolom de eerste regel op waarvoor
P o/Pgs S 2.4. Dit geeft

c =11, Hgs = 6,924, n= 0. 035 = 277 ,
of
- _ 16,598 _
Mg = 16,598, n = _3753“ = 277 ,

hetgeen men in de praktijk zal afronden op n = 275 of 280.

Een bezwaar van deze methode is dat men gemakkelijk tot grotere steekproeven
komt dan men in de praktiik bereid is te aanvaarden. De eisen in het zojuist
gestelde geval lijken niet onredelijk, maar tegen steekproeven van 280 stuks
kan men achteraf bezwaren maken omdat de capaciteit van de afdeling die de
keuring moet uitvoeren niet toereikend is.

Een alternatief is dan

_ P10 " Pgs
Pso Z

te stellen en n en ¢ te bepalen aan de hand van de relatie
npgy = ¢ + 2/3
die zeer nauwkeurig geldt; zie 5.C. 8.1. Dit biedt dan de mogelijkheid de

steekproefgrootte aan de capaciteit aan te passen.

Dubbele steekproefschema's

Een dubbel steekproefschema werkt als volgt: Keur eerst een steekproef van
ny stuks; zij x; het aantal foute exemplaren in deze steekproef dan wordt de

betreffende partij:

goedgekeurd, wanneer Xy < cl,
afgekeurd, wanneer X, > Gy

en een tweede steekproef genomen wanneey €, < % < c,.

Worden in de tweede steekproef van n, stuks X, foute exemplaren gevonden,

dan wordt de partij
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goedgekeurd, wanneer X, +t %, 8 Gy

afgekeurd, wanneer X, + x2 > c3.

Het voordeel van deze methode st dat uitgesproken goede of slechte partijen
reeds door de eerste steekproef worden onderkend en dat alleen in twijfel-
gevallen tot een tweede steekproef wordt overgegaan. Men kan de 5 para-
meters, nl,nz,cl,cg,c3,,zé kiezen dat de keuringskarakteristiek praktisch
volledig samenvalt met de karakteristiek van een gegeven enkelvoudig schema.
Het dubbele schema vereist ‘dan gemiddeld een geringer aantal waarnemingen.
Daar staat tegenover dat het aantal waarnemingen dat moet worden verritht

niet vast is; soms is het n,, soms (n1 + n2).

Dubbele steekproefschema's worden vrij veel toegepast. Zeer globaal kan
men, vergeleken met een gelijkwaardig enkelvoudig systeem, het aantal
keuringen op die wijze met 25% reduceren.

De berekening van .de keuringskarakteristiek van een dubbel steekproefschema
ig wat gecompliceerder dan van een enkelvoudig schema, doch levert geen
principiéle moeilijkheden op en kan met behulp van S.T. 4.1 en 4.2 worden
uitgevoerd.

Er bestaan tenslotte ook meervoudige steekproefschema's waarbij meer dan 2
steekproeven kunnen worden genomen en telkens na iedere steekproef opnieuw
wordt besloten tot goedkeuren, afkeuren, of een volgende steekproef nemen,

maar die worden praktisch niet toegepast en laten we buiten beschouwing.

Steekproeftabellen

In de praktijk wordt verreweg het meest gebruik gemaakt van steekproeftabel-
len waaruit het toe te passen steekproefschema kan worden gelezen als
functie van de partijgroctte en een parameter die op het percentage foute
exsmplaren betrekking heeft. Eén van deze tabellen, het Philips Standaard
Steekproef Systeem, is hieronder weergegeven.

Deze tabel heeft steekproefschema's voor 10 klassen van partijgrootten en 8
cpklimmende waarden van Pgye Voor partijen met N > 1000 zijn dubbele steek-
proefschema's toegepast. De keuringskarakteristieken zijn toegevoegd, alsme-
de een tabel waarin de waarden van p95 en Pig zijn opgenomen. Door toevoe-—
ging van deze tabel kan het systeem op verschillende manieren worden toege-
past, en de variléteit van schema's 1s groot genoeg om aan de meest voorko-
mende situaties te kunnen worden aangepast.

Een tweede internationaal in gebruik zZijnde tabel staat bekend als de
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Military Standard 105d (Mil. Std. 105d) . Deze tabel is gebaseerd op de par-
tijgrootte N en de AQL = Acceptable Quality Level, '

Da AQL is gedefinieerd als: het maximaal toelaatbare gemiddelde percentage

foute exemplaren in de aangeboden partijen, en wordt cok in ons land alge~

meen de AQL genoemd.

Belangrijk is dat 995’ pSO en plO in wezen kenmerken van een steekproefsche-
ma zijn, terwijl de AQL in wezen een kwaliteitseis is die aan het geleverde
produkt wordt gesteld en ook nog zinvol is, ook al wordt geen steekproef-

keuring toegepast,
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STEEKPROEFVOORSCHRIFTEN VOOR PARTIJKEURING

Philips standaard steekproef systeem (s.s.s.}

Keuze van de steekproefgrootte n en het afkeurcriterium ¢

P oo ig het foutenpercentage waarbij de partl) 50% kans heeft 1e worden goedgekaurd.

A batekent: de hele partij moet worden gekeurd.

N Controle punt P. o
Partijgroctte . ’
1 1/4 S l/z % 1% % 7% 10%
Enkelvoudige
Steekproef n n [+] n [~ n o n [ n [+ n c n c
< 100 A A - 45 0 kT4 & 19 ] HA b 9 0 6 0
101 -200 A 90 0 55 '] 30 -0 50 1 in 1 23 i 16 1
201-500 195 110 ] 150 1 80 1 55 1 ‘15 1 35 2 25 2
501-1060 215 305 -1 te0 1 80 1 80 1 55 2 50 3 35 3
Dubbele .
Steakproef n, € % noc &N & c, nog S| | S2] M sl mo5 c Ay
1001~ 2000 330 9 150 0 1 11¢ 0o 2 S5 0 2 45 ¢ 3 25 0 31 30 1 5 iz 1
2001~ 5000 425 0 200 @ 2 |35 0 3 70 0 3 70 1 S 45 1 5 55 2 10 40 2
5001 -1 0000 525 O - 260 0 3 p220 1 5 1o 1 s 125 2 10 75 210 75 315 55 3}
10001 -20000 875 1 440 1 5 §380 210 130 210 180 3 1% 110 3 15§ 100 4 20 75 412
20001 -50000 1500 2 750 2 10 | 540 3 15 270 3113 240 4 20 P40 4 24 120 5 25 85 52
50001 En meer 2200 3 1180 3 15 | 700 4 20 350 4 20 | 290 5 25 175 5 25 145 6 30 150 63
Bi] dubbele steekproefschema's neemt men eerst een steckproef groot n; stuks en wordtde ;.nrtlj
goedgekeurd wanneer m| § €] en ofgekeurd wanneer my > c3. Is ¢y < m g €2 dan wordt een twee-
de steekproaf genomen van nz = 2n; stuks en de partd) uiteindelijk goedgekeurd wanneer m g c2 en
afgekeurd wanneaer m > cz . Hierbij is m; het aantal defectieven in de eerste steekproef en m het
aantal 1n beide steekproeven tezamen.
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STEEKPROEFVOORSCHRIFTEN VOOR PARTIIKEURING

(VERVOLS
Fracties defectieven p o5 en p 10 voor het P.S.S.8.
B oy 18 het foutengeicentage wuorbi| de parti) 95% kans heeft te worden goedgekeurd.
P iy s het lowenpercentage waurbij de partly 10% kans heeft te worden goedgekeurd.
N Cuntrolapant
Purtirooie by Yh e 1% % 3%, 5% 7% 10%
Pk oudia Pys Pig | Pys o Poes Poio) Poes Pael Pes Poao| Paes Poaoel Poes Puao | Ples Pl
< 100 ¢.25 2.1 | 0.50 s.4 | n.50 8.3 | 0.65 14.0| 0.85 19.6 [ 1.1 28,0
P01 -2 0.10 1.2 | 014 2.7 | o.20 5.6 | 0.75 6.3 | 1.2 10.5] t.7 14.7 2.4 210
200 500 u.04 0.65|0.00 .o 'wv.28 2.t | 0.50 4.2 | 6.70 6.6 [ 1.2 11.0| 2.3 3.6} 3.3 19.5
LUl -1 ung 0.03 0.79 | 0.15 1.0 ] o.25 2.1 | 0.50 4.4 | 1.0 1.7 9.8| 2.8 12.6 [ 4.0 18.0
Dubbet Pys Poo | Poes P01l Poos Yol P.as Poio] P.es Poaof Poes Poae| Poes Pao | Pes Flo
16Ui - 2900 v.04 0.61 | o0.09 1.2 |o6.25 2.1 | 0.5 4.2 | 1.0 s, 1.7 9.7 | 2.9 12.6 | 4.1 18.0
200 - S400 0.07 0.55 | 0.14 1.1 | o0.35 2.0 | a.v0 3.9 | 1.2 s.4 | 2.1 9.0 3.9 10.2]5.5 14.5
5001 - naar 9.04 0.50{0.17 1.0 {0.40 1.8 | 0.80 3.6 | 1.7 4.4 | 2.8 7.3 5.4 9.4]|6.3 13.5
LOOLT - 20600 v.iv 0.45 | p.20 o090 o.ss 1.8 | 1.0 2.9 1.8 4.1 | 3.1 6.8 4.8 9.1 [6.8 13.0
20401 -50000 0.14 0.35 ] 0.30 0.75] o0.65 1.4 | +.3 2.7 | 2.1 3.9 f 3.4 6.5| 5.6 8.8]|7.F 12.5
SO00L en meer | 3.16 0,35 | 0.30 0.70 [ 0.70 1.3 | 1.4 2.6 | 2.1 8136 65| 5.1 87|73 12.4
N1 2001-5000
20 FL
N25001 -~ 10000
2 -
N:10001-20000
;-
N1 20001~ 50000
30 25
N: >50000
% 2§
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