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Telol,

1.1,2,

Hoofdstuk |, Fourier transformatie

Fourierreeksen, Fourierintegralen

Ter inleiding herhalen we een aantal begrippen en resultaten uit het college
Wiskunde 30, hoofdstuk 3.
Zij de functie f(t) gedefinieerd op (-~,) en periodiek met periode T, d.w.z.
f(t + T) = f(tj voor elke t; f(t} beschrijft bijv. een "signaal" als functie
van de tijd t. In het vervolg is toegelaten dat £{t) een complexe functie is,
tenzij uitdrukkelijk vermeld is dat f(t) reeel is. Laat f£(t) integreerbaar
zijn over de periode [-iT,iT]. De functie f(t) is dan te ontwikkelen in de
volgende Fourierreeks {(met periode T):

w

£(t) ~ laj + ¥ {a cos(nuyt) + b sin(nwyt)] .
n=.

Hierin is wg = 2n/T de zg. grondfrequentie, terwijl de Fouriercoefficiénten

a s bn worden gegeven door
iT iT

a = %- J f(t)cos(nmot)dt, bn = J f(t)sin(nmot)dt .
=iT -iT

Hfro

Het' "~"-teken in 1.1.]1 is slechts voorlopig en geeft aan dat de Fourierreeks
"behoort" bij de functie £(t). Merk op dat de functies cos(nwot), sin(nmot)

pericdiek zijn met periode Zﬁ/wo = T,

De formules 1.1.2 voor de coefficienten a s b zijn als volgt formeel af te
leiden. De functies {l,cos(wot). sin(w,t), cos(2wyt), sin(2wyt), ...} vormen
een orthogonaal stelsel op [~}T,4T], d.w.z. de functies voldoen aan de or-

thogonaliteitsrelaties

iT 0 als m#¥n,
cos(mmot)cos(nmot)dt =447 alsm=mn#0,
-iT T alsm=mn=20,
iT
cos(mmot)sin(nmot)dt =0,
_iT
3T

0 alam#n ,

J sin(mmot)sin(nmot)dt
-t iT alsm=n,




1.1.3.

l.1.4,

Ter bepaling van bijv. a veor m 2 1, vermenigvuldigen we 1.1.1 (met "~" ver-
vangen door het gelijkteken) met cos(mmot) en integreren termsgewijs over
[-iT,4T], dan volgt

AT iT JT

o

f(t)cos(mwot)dt'=ia0 J cos(mmot)dt + Z a J cos(mmot)cos(nwot)dt +

-1 -4T p=l Ty

iT

+ z b

ne] o

'iT

cos(mmot)sin(nmot)dt = iTam ,

op grond van de orthogonaliteitsrelaties, Evenzo zijn de coeéfficienten a_, en

bm te bepalen., °
Merk op dat in de formules 1,1.2 de integralen ook over een willekeurige pe-
ricde [to,t0-+T] mogen worden genomen omdat £(t) periodiek is met periode T;
zie de "versleepstelling" in het college Wiskunde 30, 3.3.5.

Over de convergentie van Fourierreeksen is in het college Wiskunde 30, 3.2.4,

3.3.4 de zg. hoofdstelling bewezen die we hier iets gewijzigd herhalen.

Definitie. Een functie f£(t) heet stuksgewijs glad op een interval [a,b] in-

dien

(i) f(t) continu differentieerbaar is op (a,b), eventueel met uitzondering
van een eindig aantal punten e (i =1,2,...,m) waarbij
f(cit) = lim f(ciih) en f'(cit) := lim f'(ciih)
ht0 h40

bestaan;
(ii) £(a+), £(b-), £'(a+) en f'(b~) bestaan.

Opmerking. De voorgaande definitie verschilt van die in het college Wiskunde
30, 3.6,9, waar tevens nog geeist werd dat f(t) continu is op {a,b]. Een
functie die stuksgewijs glad is op [a,b], voldoet overal op [a,b] aan de

Dirichlet-condities als ingevoerd in het college Wiskunde 30, 3.1.8.

Btelling. (hoofdstelling der Fourierreeksen)., Zij £(t) periodiek met periode
T en stuksgewijs glad op [-4T,}T]. Dan is de Fourierreeks van f(t) convergent

voor elke t met som

bay + nzl [a_cos(nwyt) + b sin(awge)] = JLECEr) + £(e-)] .



Opmerking., Indien f£(t) tevens continu is in t, dan is £(t+) = £(t-) = £(t)

en de som van de Fourierreeks is gelijk aan f£(t}.

Voorbeelden., 1) Zij £f(t) = |cos(£m0t)| met wy = 2n/T; £(t) is periodiek met

periode T. De functie £(t) is even zodat bn = 0, terwijl

iT iT
a =% J cos(imot)co:s(mot)dt =% J [cos((n + D"’Ot) +cos({n - &)mot)]dt =
0 0

_{30 _ia\D PN .
S22 DDt )

wOT n+ 4+ 0=k n(nz - *

Omdat £(t) continu en stuksgewijs glad is op [-}T,4T], volgt met de hoofd-

stelling (1.1.4) voor de Fourierreeks van f£(t):

2 "
™ 2

[cos(imot)| = -
n =3

] o
- ;.nzl cos(nmot) voor elke t .

2) Zij £(t) periodiek met periode T en gegeven door
1 wvoor 0 < t < T,
£(t) =

0 woor iT <t < T,

We berekenen de Fouriercoefficienten wvan £(t):

iT 3T
-2 dt = 1 =2 ( t)dt = 0 = }1,2,3
ag = 7% » & T % cos (nw, s N 22935000,
0 0
iT
9 ] 2 1-(-1" 0 wvoor n even ,
bnﬂ',f 51n(nm0t)dt=-;—,r-——?——= 2.
0 0 oy Voor m oneven .

Omdat f£(t) stuksgewijs glad is op [0,T], volgt voor de Fourierreeks van
£(t):

= sin((Zn-rl)wot)
=0 2n + 1

£(t) =-;—+

EN N

In de discontinuiteitspunten t = imT, m geheel, moet £(t) in de laatste

formule worden vervangen door I[f(imT+) + £(imT-)] = {.




R RENEY

De Fourierreeks 1,1.1 beschrijft de splitsing van £(t) in tijd-harmonische
componenten, De n-de term ancos(nmot) + bnsin(nwot) heet wel de n-de harmo-
nische van het signaal f£(t). In het geval van een stroom f{t) noemt men de
term iao in 1.1.1 de "gelijkstroomterm".

Voor de Fouriercoéfficiénten a_,b_ geldt de gelijkheid van Parseval;

AT -
1.1.5. —% I £2(t)dt = 1a§ .} g (arz1 + bi) i
-iT n-—l

Afleiding. Vervang &&n der factoren £(t) in de integrand door zijn Fourier-

reeks en integreer termsgewijs, dan volgt

iT AT

a

1 2 0
5 [ £7(t)de = 5% I f(e)de +

-iT 4T
o & 3T b 2T
+ 3 [1§- f f(t)cos(nwot)dt-+~2- { f(t)sin(nmot)dt] =

n=1 T
-iT =47

2 T, 2 .2
=£a0+5nzl (ag + b) . 0

Opmerking. De voorgaande afleiding is formeel in die zin dat niet nagegaan
is onder welke voorwaarden de verschillende operaties geoorloofd zijn. Der-
gelijke formele redeneringen die ook later herhaaldelijk gevolgd zullen wor-
den, worden in dit college aangegeven door “afleiding" in plaats van "bewijs".
In de afleiding van 1.1.5 zijn de toegepaste operaties inderdaad geoorloofd
als £(t) stuksgewijs glad en continu is; zie college Wiskunde 30, 3.6.11.,
Evenwel, de gelijkheid van Parseval geldt ook onder de zwakkere voorwaarde
dat £(t) integreerbaar is over [~}T,}T].

' Het linkerlid van 1.1.5 is te interpreteren als het gemiddelde vermogen van
het signaal f(t). Dit gemiddelde vermogen is volgens 1.1.5 gelijk aan de som
van de gemiddelde vermogens der afzonderlijke Fouriercomponenten van f(t);
de vermogensbijdrage door wisselwerking tussen verschillende componenten is

gelijk aan O,



llll6.

I.1.7,

Voorbeeld, 3) Pas de gelijkheid van Parseval toe op de Fourierreeks uit voor-

beeld 2, dan volgt

11 2 S i 72
1777 L ——7> I —— =%
n=0 (2n+l) n=0 (2n+1)

De functies cos(nmot), sin(nmot) in !.1.1 zijn uit te drukken in ekp(tjnmot).

De Fourierreeks t.l.! neemt dan in complexe schrijfwijze de volgende vorm

aan:

£(ct) ~ z cnexp(jnmot)

n=—

met w, = 2n/T en coefficiénten c_ gegeven door

iT
i .
c, =7 J f(t)exp(-Jnmot)dt .
_iT

Met de som van de reeks in t.l.6 wordt de zg. hoofdwaarde bedoeld, gegeven

door ] = lim ) . De formule 1.1.7 voor de coéfficiénten c, is formeel
n=—®  N+* p=-N
af te leiden door vermenigvuldiging van 1,1.6 met exp(-jmwot) en termsgewij-—

ze integratie over [=}T,4T]:

T i1

f(t)exp(-jmmot)dt = X e J exp(j(n-—m)wot)dt = Tcm .
—iT

1=—ce

_iT
De coefficiénten c, zijn ook af te leiden uit de vroegere Fouriercoefficien~
ten a_,b_ volgens
n’ n

Ca T iaor Ca ™ i(an - jbn)s C_n = i(an + jbn)s D= 1,2,3,... &

Een periodiek signaal kan nu op twee manieren worden beschreven, namelijk
door £(t) als functie van de tijd t (beschrijving in het tijddomein), en

door de coéfficiéenten c (beschrijving in het frequentiedomein). De coeffi-

cient . als functie van n (of als functie van de hoekfrequentie w = nmo)
heet het frequentiespectrum van f(t). Aangezien deze functie alleen gedefi-

nieerd is voor gehele waarden van n, spreekt men van een discreet frequentie-

spectrum of lijnenspectrum, De (complexe) coéfficiént ¢, is voor te stellen

door




111.8.

c = Icn|exp(j¢n)

en men noemt |cn| en 9_ als functies van w = nw,, resp. het amplitudespectrum
en het fasesgectruﬁ van f(t).

Voor een reele periodieke functie f(t) is e, = c: (c: is de complex geconju-
geerde van cn); daaruit veolgt |C—nl = |cn|, 9_

n ¥a

De gelijkheid van Parseval (vergelijk 1.1.5) luidt in complexe schrijfwijze:

4T «
Lo teeitaes T el

hierbij mag f(t) een complexe functie zijn.

Zij de functie £(t) gedefinieerd op (-=,») en niet periodiek. Men kan dan

niet £(t) ontwikkelen in een Fourierreeks die voor elke t de functie £(t)
voorstelt. In plaats daarvan is £{t) voor te stellen door een Fourierinte-
graal zoals we hierna zullen afleiden. Bij de afleiding wordt verondersteld
dat £(t) stuksgewijs glad is op elk eindig interval [a,b], en dat ffm |£(t)|at
convergent is,

Voer in de hulpfunctie fc(t) gegeven door

£(t) wvoor [t| £ ¢,
fc(t) =
0 voor [tf > ¢ .
Beschouw fc(t) op het interval [-}T,}T] met iT > c, en ontwikkel fc(t) in
een complexe Fourierreeks met periode T. De functie fc(t) is stuksgewijs glad
op [-4T,4T1, zodat op grond van de hoofdstelling (1.1.4) voor de Fourierreeks
van fc(t) geldt:

oo

Z cnexp(jnwot) = i[fc(t"') + fc(t-)]- I f(e+) +£(t=)] voor —c <t <c,
n=-w
met wy = 2n/T. De coefficienten ¢ worden gegeven door
3T | c uy
e =T J fc(t)exp(-jnmot)dt==-,i,- If(t)exp(-—jnmot)dt=§? F(nmo)
-iT -

onder invoering van de notatie



]Illgl

1.1.10.

1.1s11.

c
F(w) = I f(t)exp(~jut)dt .
-c
Substitueer deze coefficiénten e, in de Fourierreeks, dan ontstaat er
o

ITf(ee) + £(t=)] = %? z wOF(nwo)exp(jnmot) =

n=—=uo

w
0 . .
= 5 ... + F( 2w0)exp(—23w0t) + F(—uo)exp(—ont) +

* F(0) + F(uglexp(juyt) + F(2uwy)exp(2juwyt) +o40]

voor -¢ < t < c. De laatste som is op te vatten als een soort Riemann-som be-
horend bij de functie F(w)exp(juwt) en het interval (==,=) verdeeld in deel-

intervallen [(n-—l)mo,nmoj (n geheel) met lengte Wy Intuitief verwachten we

dat voor T + =, Wy > 0, deze som overgaat in de integraal, waarna volgt

o

ILECes) + £(t-)] = %; J Flw)exp(jwt)dw weor -¢ <t <c .

Bedenk dat de parameter ¢ willekeurig is, Neem nu c + = dan vinden we het
paar integralen

o

F({w) = J f{t)exp(~jutr)dt ,

L

0

ILE(L+) + £(t-)}] = %F I F(w)exp(jwt)dw voor elke t ,

-0

en door combinatie
oD (-]

i[f(t+)-+f(t-)]==%? J exp (jwt)dw J f(t)exp(~jut)dr voor elke t .

— -0

De integralen 1.1.9 en 1.1.10 heten Fourierintegralen. Merk op dat de inte-

graal 1.1.9 convergent is omdat |f£(t)exp(~jwt)|=[f(t)|voor elke t en (vol-
gens veronderstelling) ffmlf(t)|dt convergent is.

Het eindresultaat 1.1.1] staat bekend als de integraalstelling van Fourier.

De voorgaande afleiding van l.1.11 is verre van streng en voornamelijk heu-

ristisch bedoeld. Een bewijs van de stelling wordt gegeven in 1,2.3,

IR



Blijkens 1,1,10 is £(t) voor te stellen door een "som" van tijd-harmonische
componenten F(w)exp(jwt) met hoekfrequentie w. Een niet~periodiek signaal kan
dan op twee manieren worden beschreven, namelijk door £(t) als functie van de
tijd t (beschrijving in het tijddomein), en door F(w) als functie van de hoek—

frequentie w (beschrijving in het frequentiedomein). De functie F(w) heet het

(complexe) frequentiespectrum van f(t). Aangezien F(w) gedefinieerd is voor

. . *
elke w, spreekt men van een continu frequentiespectrum. ) De (complexe) func-~

tie F(w) is voor te stellen door
F(w) = |F(w)|exp(jo(u))

en men noemt lF(m)] en 9{w) als functies van w, resp. het amplitudespectrum

en het fasespectrum van f(t),

1.2, Integraalstelligg_van Fourier

Als voorbereiding geven we eerst een tweetal hulpstellingen.

1.2.1, Lemma.

- -1/2 voor a <0,
J s:.niax) dx = %, sgn{a) =40 voor a = 0 ,
0 /2 voor a > 0 .

Bewijs. Het is voldoende om het lemma te bewijzen voor het geval a > 0. On-

der de substitutie ax = t gaat de integraal over in

x o
sin{ax) dx = sin t dt
X t ’
0

d.i. de integraal met a = 1.

Voer nu in de integraal I(p) gegeven door

I(p) = J e Pt 33%“5 dt, p > 0.
0

*) Het begrip continu heeft hier niet de gebruikelijke wiskundige betekenis:

F(u) hoeft niet een continue functie van w te zijn.



1.2,2,

Differentieer deze naar p onder het integraalteken, dan volgt
' “pt_. . i
I'(p) = - J e " sin t dt = -Im J exp((-p +j)t)dt = - > .
0 0 p-+1

Integratie van deze uitkomst levert
I{p) = C - arctan p ,

waarin de integratieconstante C bepaald wordt door de eis lim I(p) = 0. We
vinden dan P

L T
Cs= 7 I(p) = T arctan p .

Neem tenslotte de limiet van I(p) voor p + 0, dan volgt

o«

lim I(p) = JE-L%—Edt=%. 0

p+0 0

Lemma (lemma van Riemann-Lebesgue), Zij f(t) stuksgewijs glad op [a,b], dan
geldt
b

lim Jf(t)e”‘tdt =0 .
A>boo

Bewijs. Volgens 1.1,3 is f(t) continu differentieerbaar op (a,b), eventueel
met uitzondering van een eindig aantal punten ey (i =1,2,,..,m) waarbij
f(cit) en f'(cii) bestaan; tevens bestaan f(a+), f(b~), £'(a+) en f'(b-),

Beschouw de integraal over een deelinterval [ci,ci+]] en integreer partieel:

c, ¢,
i+l i+l

J f(t)eJAtdt-=%K{f(ci+]-)exp(jkci+l) —f(ci+)exp(jlci)] -%x- [ f'(t)e

C. c.,
1 1

IAt4e,

Voor A + #t«, nadert het rechterlid tot 0, zodat

C.
1+]

lim J f(t)e
At

LT
;
Evenzo kan men aantonen dat ook de integralen over [a,clJ en Ecm.b] tot 0 na-

deren als A + t~, Hiermee is het lemma bewezen. !




&

1.2.3.

- 10 -

Opmerking, Uit het lemma volgt dat ook

b
. cos
1._3;1; J f(t)sin(lt)dt =0 ,
a

Stelling (integraalstelling van Fourier)., Zij £(t) gedefinieerd op (-»,») en
stuksgewijs glad op elk eindig interval [a,bl, en zij ffm[f(t)|dt convergent,
Dan is de integraal

[--)

F(u) = J £(0)e 39 %4r

0

convergent voor elke w en er geldt

-]

IE(e+) + £(t=)] = %; J F(w)ejmtdm voor elke t ,

-0

Bewijs. Uit de betrekking lf(T)e-JwT| = |£(1)| voor elke t, en de conver-
gentie van fim|f(t)|d1 volgt (zie college Wiskunde 10, 4.4,16) dat
ffw f(1t)e %7341 (absoluut) convergent is voor elke w,

Beschouw nu voor @ > 0 de volgende integraal:

Q Q w
ol jut, 1 Jut -juwt
In(t) ol J Flw)e’ "duw T J e’ dw J f(t)e dr .
-0 -0 .
Verwissel hierin de integratievolgorde (deze verwisseling is geocorloofd op

grond van de convergentie van ffmlf(r)ldr), dan volgt

® Q
Io(t) = -fﬁ J f£(T)dt J IO (ET)y o
-0 _s‘z
1 sin((t - 1)) 1 sin{0x)
== J'-----—--—-——--t — £(t)dr = J —— f(t +x)dx

onder toepassing van de substitutie T - t = x, Splits de laatste integraal
o . . -
in f?m + IO en vervang in de eerste van deze integralen x door -Xx, dan ont

staat er



- 11 =

-]

I,(6) =;‘T- Jﬁ—il‘-}-(cﬂ’i)-{f(ux) + £(t-x)1dx .

0

Te bewijzen is dat Ig(t) + 4[f(r+) + £(r-)] als Q@ + =, Schrijf daartoe

behulp van 1.2.1,

-]

WE(t+) + £{t~)] =-:7 Jf’g‘éix-)-{f(u) + f(t~)Idx .
o

Vorm dan het verschil

I(t) - JLE(e+) + £(e-)] =-;- Js—i“%"l[f(nx) - £(t+)1dx +
]
+'1!r_ I E-i'-l}-é-ﬂ—,-‘l{f(t-x) - f(t~)ldx

0

en noem de twee integralen in het rechterlid I, en Iy

De integraal I is als volgt af te schatten:

§ A

met

IIII < %J sin(ﬁx)f(t +x)x-f(t+) dx| + _}r_J Sin(ﬂx) -

0 $

+ 1 j .i‘..i.‘..‘.}%s}..xl.f(t +x)dx +lf(;+)_l J sin{Rx) dx‘

i) X
A A

waarin § en A, met 0 < § < A, nog nader vastgelegd zullen worden.

Kies nu een willekeurige ¢ > 0. Neem & zo klein dat

) .
|l J sin(ﬂx)f<t+x) —£(t+) dx
‘I'T X
0

8
< '1]? J |£7 (e +ox)|ax < %;

hierin is met behulp van de middelwaardestelling geschreven

£(t+x) - F(t+]
X

£'(t +8x) voor zekere 8 ¢ (0,1) ,

f{t+x) -£f(t+) dx

+



Neem A zo groot dat

o -]

L J £18050) £ (¢ 4 x)ax
X

o

1 1
< ox Jlﬂt+mlm=-;g Jlfu)mx<§;

A A t+A

ki

dit kan omdat ffm |£(x)|dx convergent is.

Vervolgens bestaat er een getal Ql zodat

o

J sin{0x) dx

1£¢en) | < JEGen |
bl - T

< E
X X 4

L--3
sin x
J dx

224

voor {4 > Ql’ op grond van de convergentie van fg EEE—E dx.

Tenslotte bestaat er een getal 92 zodat

A
\l- J sin(ﬂx}f(t'ﬁx) -~ E(er) dx
T X
8

<

o

voor £ > 92, omdat de betreffende integraal tot O nadert als 9 - = op grond

van 1.2.2. Combineer nu de voorgaande resultaten, dan is lIil < & voor

0> max(ﬂl,ﬂz), d.wez. 1im Il = (,
o
Evenzo kan men aantonen dat lim I2 = (.
{0
Daaruit volgt dat
Y] o
lim I,(t) = lim -%-— J F(w)e*]wtdm=l— J F(m)eJmtdmr- JLE(e+) +£(t~) 1
T 2n
{i-po0 {0 -0 —o D

Opmerking. Uit het bewijs blijkt dat ftm F(m)eJmtdm moet worden opgevat als

de zg. hoofdwaarde van de integraal, gedefinieerd door

oo Q

J F(m)ertdm = 1im J F(w)ejwtdm '
Qe

-] —Q

Vergelijk dit met de algemene definitie van een oneigenlijke integrasal van

het type ff :

o AZ

J g{x)dx = lim J g(x)dx ,
Apshy -4,

waarin A v oy Ay >, onafhankelijk van elkaar.

-0
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Indien ffm g(x)dx convergent is volgens deze algemene definitie, dan bestaat
ook de hoofdwaarde van de integraal en deze is gelijk aan de integraal zelf.

Het omgekeerde geldt niet zoals blijkt uit het voorbeeld -—5—5 dx. De
¥ 1 +x

laatste integraal is divergent volgens de algemene definitie, terwijl de

hoofdwaarde van de integraal gegeven wordt door

A

1im J X dx =0 .
Ay -A 1 +x

Fourier transformatie, eigenschappen en voorbeelden

Zij de functie £(t) gedefinieerd op (~~,~). Conform 1.2.3 veronderstellen we
dat £(t) stuksgewijs glad is op elk eindig interval [a,b], en dat fim|f(t)|dt
convergent is.

De "Fourier transform" (Fourier getransformeerde) F(w) van f£(t) wordt nu ge-

definieerd door

o«

F(w) = J F(r)ye I9tg¢ |

-

De toevoeging f£(t) - F(w) heet Fourier transformatie.

Omgekeerd volgt met de integraalstelling van Fourier (1.2.3) de inverse

Fourier transformatie

@

ILE(E+)y + £(t=)] = —:1:-_”- J Flw)e

-0

Jwtdw .

We nemen aan dat in een eventueel discontinulteitspunt van f(t) geldt

£(t) = J[E(L+) + £(t=)] ;

door zonodig herdefinieren van f(t) is dit steeds te realiseren.

Dan volgt

<«

f(t) = %? [ F(m)ejmtdw

—C0

voor elke t en we noemen f£(t) de inverse Fourier transform van F{w).
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Zoals eerder opgemerkt moet ftm F(m)ertdw in 1.3.2 worden opgevat als de

hoofdwaarde van de integraal. Gemakshalve zullen we ook in 1,3.1 de hoofd-

waarde van de integraal nemen,
Met nadruk wordt erop gewezen dat de veronderstellingen: (i) £(t) is stuks-
gewijs glad op elk eindig interval [a,bl, (ii) ffm l£¢e) |dt is convergent,

voldoende voorwaarden zijn voor de geldigheid van de integraalstelling van

Fourier. De stelling blijft ook geldig onder zwakkere voorwaarden voor f£(t)
waarbij bijv. fim f(t)dt slechts convergent en niet absoluut convergent hoeft
te zijn; zie voorbeeld | van deze paragraaf. In het vervolg zullen we stil-
zwijgend aannemen dat £(t) voldoet aan zodanige voorwaarden, dat F(w) als ge-
definieerd in 1.3.1 bestaat voor elke w en de inversieformule 1.3.2 geldig
is.
De toevoeging van F(w) aan f(t)} en omgekeerd, zullen we kort aangeven door
E(t) ++Flw)

of ook door

F(w) = F{£(t)}, £(t) = F—I{F(m)} .

In het algemeen is f(t) een complexe functie, te schrijven als

£(£) = £,(8) + JE,(8) ,

waarin fl(t) en fz(t) resp., het reéle en imaginaire deel van f(t) voorstel-

len, Evenzo is F{w) te schrijven in de vorm
F(w) = R(w) + jX(w) ,

met recel deel R{w) en imaginair deel X(w).

De Fourier transformatie 1.3.1 gaat dan over in

<0

R{w) + jX{w) = J LE,(t) + jf,(£)1lcos(wt) ~ j sinwt)ldt

en door gelijkstelling van resp. de reéle en imaginaire delen links en rechts
volgt
R(w) = J [fl(t)cos(wt) + fz(t)sin(mt)]dt .

-0

X(w) = - J [fi(t)sin(mt) - fz(t)cos(mt)]dt .

—00
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De inverse Fourier transformatie 1,3,2 gaat over in

s+

£,(¢) +if,(t) = %;' I [(R{w) + jX(w)JlcosCut) +j sinfwt)lduw ,

—_

waaruit volgt

-]

fl(t) = %? J [R(w)cos(wt) ~ X(w)sin(wt)Idw ,
1.3.4. -
fz(t) = %; J [R{w)sin(wt) + X(w)cos(wt)ldw .

-—

We onderzoeken nu de betrekkingen 1.3.3, 1.3.4 in de volgende twee speciale

gevallen:

(i} £(t) reeel, Dan is f(t) = fl(t)' f2(t) = 0, en R{w), X(w) worden gege-

ven door

<] ©

R(w) = [ f](t)cos(wt)dt; X(w) = - I fl(t)sin(wt)dt .

—CO et

Het is duidelijk dat R(w) een even functie is en X(w) een oneven func-
tie is, duw.z, R{(-w) = R(w), X(-w) = ~X(w), of samengevat F(-w) =Fj(w)
(F*(w) is de complex geconjugeerde van F(w)); men noemt F(w) dan hermi-
tisch. Omgekeerd, als F(-w)=rF*(w), dan is de integrand R(w)sin(wt) +

+ X(w)cos(wt) in 1.3,4 een oneven functie van w, zodat fz(t) = 0;

f(t) = fl(t) is dan reégel.

Indien £(t) = fl(t) een even functie is, dan is X(w) = 0, F{u) reéel,
en omgekeerd.

Indien f(t) = f](t) een oneven functie is, dan is R(w) = 0, F(w) zuiver
imaginair, en omgekeerd.

Voor reele f(t) kan de inversieformule 1.3.4 worden geschreven in de
vorm

«©

£(0) = £,(0) = 3 J [R(w)cos(ut) - X(w)sin(ue)ldw =

=?]; J [R{w)cos(wt) - X{w)sin{wt) ldw = .1'1. Re J F(w)ejmtdw '
° 0




...l6_.

(ii) f£(t) zuiver imaginair, Dan is £(t) = jEy(E), £,(8) = 0, en R(w), X(w)

worden gegeven door

« -]

Rlw) = J fz(t)sin(mt)dt, X(w) = J fz(t)cos(mt)dt .

-Co -0

In dit geval is R(w) een oneven functie en X(w) is een even functie,
d.w.z. R(-w) = -R(w), X(—w) = X(w), of samengevat F(-u) = —F*(w); men
noemt F{w) dan scheef-hermitigch. Omgekeerd, als F(-w) = -F*(w), dan is
de integrand R{w)cos{wt) - X(uw)sin(wt) in 1.3.4 een oneven functie van

w, zodat fl(t) = Q3 £(t) = jfz(t) is dan zuiver imaginair.

Indien £(t) = jfz(t) een even functie is, dan is R{(w) = 0, F(w) zuiver
imaginair, en omgekeerd. Indien f(t) = jfz(t) een oneven functie is, dan
is X(w) = 0, F(w) reeel, en omgekeerd.

Voor zuiver imaginaire f(t) kan de inversieformule 1,3.4 worden geschre-

ven in de vorm

£(t) = jE,() = %; I [R(w)sin(wt) + X(w)cos{wt)ldw =
= %- J [(Rw)sin(wt) + X(w)cos{wt)ldw = %-Im J Flw)e
0 0

Jwtdw .

We vatten de voorgaande resultaten nog samen in de volgende tabel.

£(t) F(w)
reeel hermitisch
zuiver imaginair gscheef-hermitisch
even even
oneven oneven
reeel, even reeel, even
reéel, oneven zuiver imaginair, omeven
zuiver imaginair, even zuiver imaginair, even
zuiver imaginair, oneven reéel, oneven
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1.3.5, Definitie. Een functie £(t) heet causaal indiemn f(t) = Q0 wvoor t < O.

Zij £(t) een reéle causale functie. Volgens 1.3.3 worden het reéle en imagi-

naire deel van F(w) dan gegeven door
- -] (=)

Rlw) = I f(t)cos(ut)dt, X(w) = - J f(t)sin(wt)de .
0

:'Jé
Daar R(w) een even functie is en X(w) een oneven functie, is de inverse trans-—
formatie 1.3.4 te herleiden tot i

£f(t) = % I [R(w)cos(wt) ~ X(w)sin(wt)ldw ,
0
geldig voor elke t. Speciaal voor t = Q geldt

@

J R(w)dw = 1f(0+) .
0

£(0) =

A -

Beschouw nu de voorgaande inversieformule voor t > 0 en voor t < 0, Vervang
in het laatste geval t door -t en bedenk dat £(=t) = 0 voor t > 0. We vinden %
dan

o

f(t) = %r J [R{w)cos(wt) - X(w)sin(wt)ldw woor t > 0 ,
0

Q= %‘ J [(R(w)cos(uwt) + X(w)sin(wt)ldw wvoor t > 0 ,

0
waaruit door resp. optellen en aftrekken volgt

o0 (-~

£(t) = % J R{w)cos(wt)dw = -~% J X(w)sin(wt)dw wvoor t > 0 .
0

Voor een reéle causale functie f(t) zijn R(w) en X{w) niet cnafhankelijk van
elkaar, Door substitutie van f(t) als boven in de formules voor R(w) en X(w)

vinden we een &énduidig verband:

o«© [-=] ’ [- -]

R(w) = J f(t)cos(ut)dt = - J cos(ut)dt J X(uw)sin(ut)du ,
0 0 0

E1LS




- 18 -

X(w) = - [ f(t)sin(ut)dt = —% J sin(ut)dt f R(uw)cos(ut)du .
0 0 0

We komen hierop terug in 2.2. Daar wordt aangetoond dat R(w) en X(w) samen-

hangen door de zg. Hilbert transformatie,

We geven een aantal eigenschappen en rekenregels voor de Fourier transforma-
tie, Hierbij is steeds verondersteld dat f(t) ++F{w), d.w.z. £(t) en F(w)

hangen samen volgens 1,3.1 en 1.3.2.

1.3.6. Eigenschappen en rekenregels

1) Lineariteit i alfl(t) + azfz(t) +> alFl(m) + aze(m).

2) Reciprociteit F(t) < 27f(-w).

Afleiding., Verwissel in 1.3.1 en 1.3.2 de symbolenr w en t en vervang daar-
na @ door -w, dan volgt

27 (~w) = J F(t)e 1°%at, F(t) = ‘ﬁ J 2w (~w)ed“tau ;
dug F(t) +>27f(-w). g
3 Conjugatie f*(t) “r F*(-w).
Afleiding.
oo . ) -] . t * .
Fis* ()} = [ £ (ye ¥t = [ J £(t)el® dt] = F (-w) . 0
. 1 w o
4) Schaalverandering f(at) < T;T-F(;D voor ree;e a ¢ 0.
Afleiding. Indien a > 0 volgt met de substitutie T = at:
s s -
F{f(at)} = J fat)e I¥%at -;'; J £(r)e 197/a4; o = FE) .

Indien a < O krijgt het eindresultaat een min-teken omdat bij de substitu-
tie de integratiegrenzen -« en « verwisseld worden. 0

Als speciaal geval van 4) hebben we f(-t) ++F(-w).
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7)

8)
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Verschuiving in de tijd f(t-—to) “~ F(w)exp(-jwto).

Afleiding. Onder de substitutie t--t0 = T isg

F{f{t - to)} = J £(t -~ to)e_jwtdt = J £(t)exp(~ju(T + to))d't =F(m)exp(-jwt0) .
- sy -y B

AR it e I e

Verschuiving in de frequentie : f(t)exp(jmot) + F(m-—mo).
Afleiding.

«Q

)
TR =Y

F{f(t)exp(jmot)} = J f(t)exp(—j(m-—mg)t)dt = F(u-—mo) .

e d

Uit 6) volgt eenvoudig het zg, modulatietheorema

f(t)cos(wot) =5f(t)[exp(jwot)-+exp(—jw0t))++§[F(m-wo) +F(w +w0)].

In het geval dat f(t) reéel is beschrijft de functie f(t)cos(wot) een am-
plitude-gemoduleerd signaal met omhullende £(t) en drager cos(mot) met

hoekfrequentie w

0.
Differentiatie naar de ti.jd
£'(t) + juF(w) mits lim £(t) = 0 ,
t>iw

f(n)(t)-**(jm)nF(m) mits lim f(k)(t) =0 wvoor k= 0,1,...,n=1 ,

t+te

Afleiding. We beperken ons tot het geval van f'(t). Door partiele integra-
tie volgt
FLE' (t)} = Jf'(t)e-Jmtdt=f(t)e-Jmt * juw Jf(t)e'J“’tdc=ij(m).

-—C0 -t [:l

Integratie naar de tijd

t -1
J £(1)dT HE-J%—) mits J f(t)dt = F(0) = O .

—C) —C)

Afleiding. Stel g(t) = wa f(t)dt, dan is g'(t) = £(t) en g(t) + 0 als

t + =, Door partiéle integratie is dan af te leiden

w o«

Flg(t)} = J g()e 0% a- L pepyeive] L L J f(tye 19tq, JE(W)
Ju — W Jw
- OO -0 D
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9) Differentigtie naar de frequentie (~i)PE(L) F(n)(w).
Afleiding. Ga uit van

(-]

J f(t)e dt = Flw)

-

en differentieer deze betrekking n keer naar w:

ad

F{(”jt)nf(t)} = J (-Jt) f(t)e dt = F(n)(w)

-

De hierbij tcegepaste differentiatie onder het integraalteken is geocor-

loofd onder de voldoende voorwaarde dat fjw |tnf(t)|dt convergent is, []

Opmerking. Let op de "symmetrie" tussen de regels 5) en 6), en tussen de re-
gels 7} en 9). Deze symmetrie is in overeenstemming met de reciprociteitsre~
gel 2).

Voorbeelden. 1) De rechthoekige puls pa(t) (a > 0) wordt gedefinieerd door

1 voor |t] < ja,
p () =
4 0 voor |t] > fa .

Voor de Fourier transform van pa(t) vinden we

o ia
Flp (03} = J pa(t)e-Jwtdt = J o-duty o 2 Slni aw)

o -}a

Omgekeerd geldt dan op grond van de reciprociteitsregel 1.3.6,2):
1 voor [m[ < a,
F{E&ELEEl} = p,, (®) = a>0.
0 woor ]m] >a,

Dit resultaat is ook rechtstreeks af te leiden met behulp van 1.2.1:

F{sin(at)} _ 1 sin(at) e-jmtdt 22 sin(at)cos{ut) dt =
Tt ﬂ t T t

2L J sin((a+w)t) 4 . 1 J sin((a-wt) 4. .
m t m t

0 0
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1 voor ]w] <a,
= } sgn{a+w) + } sgn(a-w) =414 voor |u| = a ,

0 wvoor lu| > a.

Merk op dat voor w = a de Fourier transform gelijk is aan
l[pza(a+) +p2a(a-)] = }, en evenzo voor w = ~a, We merken voorts op dat

de integraalstelling van Fourier hier geldig blijkt te zijn ondanks het

feit dat ffm lflgé%zlldt niet convergent is; vergelijk met 1.2.3.

De driehoekige puls qa(t) (a > 0) wordt gedefinieerd door
i *itl/a voor lti < a,

q (t) =
a voor |t| > oa .
Onder Fourier transformatie geldt

4 sin®(jaw)
qa(t)++ 2 '
aw

De afleiding wordt aan de lezer overgelaten,

De (eenheids)stapfunctie u(t) wordt gedefinieerd door

0 woor t <O,
u(t) =
| voor t > 0Q .

Beschouw de functie

—at 0 voor t < 0,
f(t) = e " uft) = a>0,

-at
e voor t > 0,

We bepalen het frequentiespectrum (Fourier transform) van £(t):

Flu) = | e 2tei0fqy o - 2XRC(atI0)E) =
a + ju 0 a+jw

0
Hieruit volgt voor het amplitude- en fasespectrum van £(t):

1

Ja2 + w?

, p{w) = arg F(w) = ~arctan(§0 .

IO

Evenzo geldt
0

F{eatu(-t)} = [ eate_jmtdt =

—0

exp((a -~ jw)t) 0 1

a - juw . a=jw

1 a>0.

Door optelling van de voorgaande Fourier transforms volgt nog

SRR e Nl G RS SRS
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F{e—a,tl} — a>0
2 2
a“ + w

Men kan gemakkelijk nagaan dat de resultaten van dit voorbeeld geldig
blijven voor complexe & met Re a > O,

3) In het college Wiskunde 40, p. 98-99, is berekend de integraal

’ ) ipa ~u28 w a2
I= Je e duﬂ-‘fg-exp(-z-s-, g >0,

Met behulp van dit resultaat is af te leiden

(-]
2 . 2
F{exp(-atz)} = [ e 8t e er'clt: “‘{gf exp (-~ %—a-), a>0.,.

Men noemt exp(-atz) wel een Gausse functie; de bijbehorende Fourier trans-

form 1s eveneens een Gausse functie.

We vatten de resultaten van deze voorbeelden nog samen in de volgende tabel

van Fourier transforms,

1.3,7. Tabel
£(t) —}+—> Flw)
I voor |t] < la, 2 sin(law)
p(t) = a>0 w
0 wvoor ]tl > la,
. 1 voor |ml < a
sin(at) ,a>0 p2a(m) =
= 0 wvoor lw| > a
1-lel/a voor le] < a, 4 sin“(Jaw)
q,(t) = a>0 2
0 voor |t| > a, aw
1- 2a) voor |w| S 2a
len o [t/ ol
nat 0 voor [u| > 2a
_ 2
e a't', Rea=>20 2 :
a’ +w
~at !
e u(t), Rea > 0 a+iw
1
eatu("t)a Re a > 0 a-juw
b w2
exp(—atz), a> 0 \/; exp (= =) .




- 23 -

Onder toepassing van de rekenregels 1.3.6 is de voorgaande tabel nog verder

ulit te breiden.

Voorbeeld, 4) Met behulp van het modulatietheorema 1.3,6,6) volgt

sin(fa(w -w,))  sin(la(w +wg)) j
y 8> 0,

P, (t)cos(uyt) +> T T g

e—atcos(ht)u(t) - —3-:-%2--—— , Re a > 0 .
(a+juw)“+Db

e
Bl N CTOR,

e

Met behulp van de reciprociteitsregel 1.3.6,2) is af te leiden

1 1
27173

a +¢t

e—a‘u|' Re a > 0, K

en vervolgens met het modulatietheorema

cos(bt) Hl[e-alm-bl + e'aluﬂ'bl]' Re a > 0.

a2 + t2 2a

Op grond van 1.3.6,9) is

n-1 .n-1 n-1| 1

-at d 1
(n-1)7 € u(t)ﬂ(n-l (&E) [a+ﬁ]-

, Re a > O,

(a+jw)™ o oy,2,3,... .

Een rationale functie T(jw)/N(jw) met gr(T) < gr(N) is te splitsen in partiéle

breuken van de vorm !/(a~+jm)n met n = !,2,3,.,. en in het algemeen complexe a.
De inverse Fourier transform van de functie is dan te vinden met behulp

van de tabel 1.3.7,

Voorbeeld. 5) Gevraagd wordt te bepalen de inverse Fourier transform

-1 ~1 +5jw }
F = f(t) .
{(Z-jw)(l +iw)?

Splits de functie in partiele breuken:

-1 +5jw o ] 2
. . A2 2~ 1+ .2
(2= jw) (1 + juw) T I+ jw)

dan volgt met de tabel 1.3.,7 en voorbeeld 4,
2t
e

_ _ veor t < 0 ,
£(t) = e*fu(-t) +e Fu(e) - 2te Su(r) =

(1 -2t)e—t voor t > Q ,
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t.4. Convolutie, correlatie, bemonsteringstheorema

1.4.1. Definitie. De convolutie van twee functies fl(t) en fz(t) is de functie h(t)
gegeven door

H{t) = I f](r)fz(t-r)dr .
Notatie: h(t) = f](t) * fz(t).
Voldoende voorwaarde voor het bestaan van fl(t) * fz(t) is dat fl(t) of fz(t)
begrensd is, en dat resp. fiw ]fz(t)]dt of ffmlfl(t)ldt convergent is. Met de

substitutie t-1 = ¢ volgt

= o

J f](T)fz(t -1)dT = J fz(o)fl(t-o)dc .

00 -l

zodat fl(t) * fz(t) = fz(t) * fl(t); de convelutie is dus commutatief,
Indien f](t\ en f,(t) causale functies zijn, d.w.z, fl(t) = fz(t) = § vaoor
t < 0, gaat de convelutie over in
0 voor t < 0
t

f](t) *f2(t) = t = J f](T)fz(t"T)dT uft),
f fl(r)fz(t-r)dr voor t > O 0

0

i.e. fl<t) * fz(t) is eveneens een causale functie; vergelijk dit met de de-

finitie van convolutie in het college Wiskunde 30, 4.2.4.

Voorbeelden. 1} Met de notatie u(t) voor de stapfunctie is

o t
£(t) *» u(t) = J f(t)u(t -1)dt = J f(t)dt ,
- 0 voor t < O
{f(t)u(t)} * ult) = J f(Du(t)u(t-t)dt = ¢
— J f(t)dt wveor t > 0
0
t

= [ f(t)dt u(t)
0
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2) Beschouw de rechthoekige puls pa(t) (a > 0) als gedefinieerd in 1.3, voor-

beeld 1.

De convolutie van pa(t) met zichzelf wordt gegeven door
w0

p;,i(t) * pa(t) = J pa(r)pa(t-r)dT .

Lol

Merk op dat pa(T) = 0 buiten het interval [~ia,}al en pa(t ~T) = 0 buiten
het interval [t - a,t +}al. De convolutie-integraal is dan 0 als t-ta>ia

oftewel t > a, en als t+4a < ~}a oftewel t < -a, Voor 0 < t £ a is
w Ja
J P, (Dp, (e-T)dT = J dT=a=~-t,
- t-}a
en voor —a < t £ 0 is

b t+ia
J p (Dp, (£ -T)dT = J dt = a + t .
oy _ia
Samengevat vinden we

a-lt‘ voor It| £ a
p,(t) xp (£) = = aq_(t)
& 2 0 voor |t| > a 4 ’

waarin qa(t) de bekende driehoekige puls voorstelt.

1.4.2. Stelling (convolutiestelling in het tijddomein). 2ij fl(t)-P+F‘(m),

fz(t)'P+F2(w), dan geldt

£,06) * fz(t) > F,(w)Fz(m) .

Afleiding. Bepaal de Fourier tramsform van £,(t) « £,(t) als volgt:

oo =] oo -4

Flg (2) #£5(0) ) = J e I9%qe J £, (D (e -T)dr = J £, (r)dr J fz(t-t)e-jmtdt=

—c0 —c0 ey —

o
J fl(T)Fz(w)e dt Fl(m)Fz(m) .
Hierbij is (formele) verwigseling van de integratievolgorde toegepast en ge-

bruik gemaakt van 1.,3.6, regel 3). O
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1.4.3, Stelling (convolutiestelling in het frequentiedomein). Zij fl(t) > Fl(u),
fz(t) “r Fz(w), dan geldt

-]

fl(t)fz(t) ++-%?-Fl(w) * Fz(w) = %; J Fl(u)Fz(w'-u)du .

-0

Afleiding. In de Fourier transform

0

F{f,(t)fz(t)} = [ fl(t)fz(t)e—jmtdt

substitueren we

oo

1 Jjut
fl(t) =5 J Fl(u)e du .,

-

Dan volgt onder verwisseling van de inctegratievolgorde,

F{f](t)fz(t)} = %}"1? J fz(t)e-jmtdt J Fl(u)ejutdu =
= %F J Fl(u)du J fz(t)exp(uj(w..u)t)dt =

= L J Fl(u)Fz(m-u)du = -%-;Fl(m) * Fz(w) .

00

£

Voorbeelden. 3) De convolutie pa(t) * pa(t} = aqa(t) uit voorbeeld 2 gaat on-
der Fourier transformatie over in

, 2
Fla (0)) = SFp (0))1? = Ssin{iaw)

aw

in overeenstemming met tabel 1.3.7.
4) Uitgaande van e—atu(t) “— 1/(a-+jw)-met Re a > 0 (zie de tabel 1,3.7), is

op grond van de convolutiestelling 1.4.2,

t

P }= e % (e)} = fe 2 u(e) } = J e 2T g y(e) = ee 2 Pu(e)
(a + ju) 0
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+

5) Een signaal f(t) wordt toegevoerd aan een ideaal laagdoorlatend filter
waardoor in het frequentiespectrum F(w) de hoogfrequente compomenten met
lw| > a worden afgesneden. Het uitgangssignaal f2a(t) heeft dan het fre-
quentiespectrum

F{w) voor |m| < a,

F, (@) = F{w)p,_ (w) =
2a 2a 0 voor [ul > a .

Met behulp van SIniit) > pza(w) en 1.,4.2, vinden we

[-=]

sinat) _ ff(T\sin(a(t--t)) dr
mt : '

£, (£) = £(t) * e

Beschouw vervolgens het effect van afsnijden in de tijd, waarbij £(t)

wordt vervangen door
£(t) voor |t| < a,
£(t)p, (t) =
2a 0 voor lt] > a .

Met behulp van (t) <+ (2/w)sin(aw) en 1.4.3, vinden we voor het fre-
P2a

quentiespectrum,
1 2 sin(aw) - \sinfalw -u))
f(t)pza(t) ~ = F{w) * S J F(u) o =D du .

-0

Zij fl(t) > Fl(w), fz(t) > Fz(m), dan geldt op grond van de convolutie-

stelling 1.4.3,

oo o

J f](t)fz(t)e—jwtdt = %F J Fl(u)Fz(w‘-u)du .

Stel hierin & = O en vervang daarna de integratievariasbele u door w, dan ont-

gstaat er

-] &

J fl(t)fz(t)dt = %F J Fl(m)Fz(—m)dw .

-0 -0

Teneinde tot een meer symmetrische uitkomst te komen, vervangen we f2(t) door

f;(t) met bijbehorende Fourier transform F;(—w) (zie 1.3.6, regel 3)):

Th AL T I R
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oo -]

J fl(t)fZ(t)dt - %{ J Fl(w)F;(w)dm .

- -

Neem tenslotte fl(t) = f2(t) = £(t) wmet bijbehorende Fourier tramsform F{(w),
dan volgt de gelijkheid van Parseval:

oo o

J 206} 2ar = & J £ () | 2 .

00 -

Vergelijk deze betrekking met de gelijkheid van Parseval uit de theorie der

Fourierreeksen als gegeven in 1.1.5, 1.1.8.

Het linkerlid van 1.4.4 is te interpreteren als de energie-inhoud van het

signaal £(t). De functie |F(w)]2 wordt het energiespectrum van f(t) genoemd,

De gelijkheid van Parseval is o.a. te gebruiken voor de berekening van be-

paalde integralen.

. 2
Voorbeeld., 6) Uit de tabel 1.3.7 citeren we 55255 > ﬁqz(w). Met hehulp van
de gelijkheid van Parseval volgt dan t
o« 4 @ 2
i 2
J Belar =3 f [q, () 12du = J (1 -y aw = 25,
t
-y -

Laat fi(t) en fz(t) reele functies zijn met eindige energie-inhoud, d.w.z.

ffm ffl(t)lzdt en ffw Ifz(t)|2dt zijn convergent. De kruiscorrelatie Dlz(t)
van f](t) en fz(t) wordt dan gedefinieerd door

oo

plz(t) = Jf](T)fz(t+T)dT .

-0

Vervang in deze integraal t door -1, dan is plz(t) te schrijven als een con-~

volutie:
Dlz(t) = f}(‘t) * f2(t) .

De kruiscorrelatie is niet commutatief. Voor de kruiscorrelatie pZI(t) van

fz(t) en fl(t) geldt namelijk
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=]

pzl(t) = j f2(T)f1(t +t)dT = fz(-t) * fl(t)

0

en het is duidelijk dat plz(t) # p2l(t) is; er geldt wel
P () =Py (=t) &

Zij fl(t) > Fl(w), fz(t) - Fz(w), dan volgt met de convolutiestelling

(1.4.2) voor de Fourier transform van de kruiscorrelatie:
* *
0,5() = Fl@F,(), 0,y (£) +> Fy(@F, @) .

Bedenk hierbij dat fl 2(—t) «~* Fl 2(-w) = FT 2(w), op grond van 1.3.6, regel
3 ’

4) en het gegeven dat fl(t) en £,(t) reéel zijn (zie p. 15, punt (i)).

De kruiscorrelatie van een (reéle) functie f(t) met zichzelf heet de auto-

correlatie van £(t) en wordt derhalve gedefinieerd door

o0

p(t) = J f(r)E(t+1)dt =£(-t) » £(t) .

p—_ey
Uit de definitie volgt dat p(t) een even functie van t is:

p(t) = p(-t} .

zij £(t) <> F(w), dan gaat p(t) onder Fourier transformatie over in

o(t) — F (WF ) = [Fw)|?,

d.i. het energiespectrum van f(t). Door uitschrijven van deze betrekking

volgt het theorema van Wiener-Khintchine:

IF(N)lz = J p(t)e-jwtdt ,

I jwt
p(t) = 5= [ |F(w)|29‘]Lu dw .

—-—co

Stel t = 0 in de laatste formule, dan volgt opnieuw de gelijkheid van Parseval,

o0 M o

p(0) = J £2(t)de = ;_w J |F(w) | %de .

— -
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Uit dezelfde formule volgt ook

o

jp(t)] s = j |F(w)|%de = 0(0) ,

-—C0

i.e. de autocorrelatie p{t) is maximaal voor t = 0,

1.4.8, Stelling (bemonsteringstheorema in het tijddomein), Zij £(t) +»F(w), en zij

F(w) = 0 voor ’ml > w, (men noemt £(t) dan een bandbegrensde functie), Dan

geldt
oa sin{w (t -nT)) @ sin(w _t —nm)
= < — on. <
£(e) = ] £ oo Z $H(Zm) e,
n=-w c n=—c c ¢

waarin T = w/wc.

Afleiding. Wegens F(w) = 0 voor lw| > w,s geldt

w
Cc

£(t) = F"’{F(m)} = %? J F(m)ejmtdw .

="
[+

Ontwikkel de functie F{(w)} op het interval [—wc,wc] in een complexe Fourier-
reeks met periode 2mc {vergelijk l.1.6, 1.1.7):

oo

F(uw) = z cnexp(jan) voor ]w] <w, o,

n=-w
met T = n/w_ . Hierbij zijn de coefficienten c, te herleiden tot

W
C

& 5&: J Flw)exp{(~-jnuwT)dw = 5: £(~nT) .

W
c

Na vervanging van n door -n vinden we dan voor de Fourierreeks van F{w):
Fuw) = E&- § f(aT)exp(-jnuT)  voor lu| < W, .
¢ n=-w

Substitueer deze reeks in de inversieformule als boven en integreer terms-—

gewijs, dan volgt
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W

. ® ¢ o0 sin(“c(t"nT))
f£(t) =§r—' Z £(nT) J exp(jo(t —n))dw = nz_m f (nT) mc(t ——r) ‘D
-
(o4

ToeverinE._De stelling drukt uit dat een bandbegrensde functie f(t) &ééndui-
dig bepaald wordt door haar waarden f(nT) (bemonsteringen) in equidistante

punten op afstand T = ﬂ/w . Men kan dit resultaat nog als volgt uitbreiden.

Indien F(w) = 0 voor |w| > W, dan is ook F(w) = 0 voor | | > Wy, VvOOT elke
Wy 2 W Toepassing van de stelling 1.4.8 leidt vervolgens tot
E sin(wo(t - nT))
£f(t) = f(nT) —
ne—e mo(t_ uT)

waarin nu T = n/mo < w/mc, Hieruit volgt dat een bandbegrensde functie als in
1.4.8 volledig bepaald wordt door haar bemonsteringen in equidistante punten

op afstand T = ﬂ/mc.

Stelling (bemonsteringstheorema in het frequentiedomein). Zij f£(t) <> F(uw),

en zij £(t) = 0 voor |t] > T (£(t) beschrijft dan een signaal van eindige
tijdsduur). Dan geldt

[=-]
nn) sin(wT - nmw)

Fw) = ) F(=

T wT - an

n=s—"

Afleiding. Wegens £(t) = 0 voor |t] > T, geldt
T
F(w) = FIE(E)} = J £(t)e 3%%e
=T
Ontwikkel de functie f(t) op het interval [-T,T] in een complexe Fourierreeks

met periode 2T (vergelijk 1.l.6, 1.1.7):

@

£(t) = § cnexp(jnnt/T) voor |t} < T,

n=-
waarin de coéfficiénten = te herleiden zijn tot
T
1

1 ) nrw
c, =57 J f(t)exp(-jant/T)dt = o F(-T—>
-T

e A R i L TR T s B B A L R S s e i ] e
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Substitueer deze Fourierreeks in de Fourierintegraal als boven en integreer

termsgewijs, dan volgt

T

Fu} = 32"? ) F(‘I-E'IE) [ exp(j(~w +nm/T)t)dt = } F(.‘}r_“) ._Sizéwfn;ﬂ“) . 0
ns-—-x =
=T

Opmerking. De stelling drukt uit dat voor een signaal met eindige tijdsduur
2T, het frequentiespectrum F(w) é&énduidig bepaald wordt door de waarden
F(nt/T) in equidistante punten op afstand #/T. Dit resultaat is nog uit te
breiden op dezelide wijze als 1.4.8,

1.5, Delta-functie, gegeneraliseerde Fourier transformatie

De delta-functie van Dirac wordt veelal gedefinieerd door de volgende eigen-

schappen:

3(t) = O voor t # 0, 6(0) = =, J §(tydt = 1 ,

-

Mathematisch is deze definitie onbevredigend omdat de genoemde eigenschappen
strijdig zijn., Als namelijk een functie overal nul is behalve in é&&n punt,

dan is de integraal van de functie noodzakelijk gelijk aan nul, De delta-func~
tie ie dan ook geen functie in de gewone zin. Een uitweg uit deze moeilijk-
heid biedt de theorie der distributies afkomstig van Schwartz (1950). In deze

theorie wordt ingevoerd het begrip distributie of gegeneraliseerde functie

dat een uitbreiding vormt van het klassieke begrip functie. De delta-functie
blijkt dan een distributie te zijn. Aangezien een behandeling van de theorie
der distributies niet goed mogelijk is in dit college, geven we de volgende
meer elementaire opzet.
Beschouw de verzameling van functies pa(t) gedefinieerd door
1
~  wvoor !tl < o,
o
p (t) =
0 wvoor |t| > ja,
met parameter o > 0. De functie pa(t) beschrijft een rechthoekige puls met
hoogte {/a en tijdsduur o. Merk op dat de notatie pa(t) hier een iets andere
betekenis heeft dan in 1,3, voorbeeld 1.
In plaats van een definitie van 6(t) geven we nu een tweetal regels voor het

opereren met de delta-functie,
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1.5.1. Regel. Zij v(t) een continue functie, dan is

o -]

J §{t)e(t)dt = lim J p {(tie(t)dt .
atd _ @

—0C

1.5.2, Regel. Laat dl(t) en dz(t) uitdrukkingen zijn welke delta-functies en andere
functies bevatten., Dan is d]<t) = dz(t), indien geldt

-] o0

J dl(t)w(t)dt = I dz(t)¢(t)dt

~C0 —

voor elke continue functie ¢(t) waarvoor de integralen bestaan,
Op basis van deze regels zullen we hierna een aantal eigenschappen en reken-
regels voor de delta-functie afleiden.
Op grond van !.5.1 schrijft men wel

$(t) = "lim" pa(t) ’

o+0

waarin "lim" betekent de limiet in zg. distributie-zin, Deze definitie van
8(t) is intuitief duidelijk: &(t) is de "limiet" van een "rij" van pulsen
met toenemende hoogte en afnemende tijdsduur, zodanig dat het product van
hoogte en tijdsduur steeds gelijk aan 1 blijft. Men noemt de functie &(t)

ook wel (eenheids)-—impulsfunctie of (eenheids)stootfunctie,

1.5.3, Eigenschappen en rekenregels

o

1) J §{t)de = 1 .

Afleiding. Uitgaande van

o0 ia
1
f pa(t)dt == j de = voor elke a > O ,

— ~}a
volgt mer 1.5.1,

«© oo

I §(t)dt = lim [ pu(t)dt =1, il
avQ _

-
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Zeefeigenschap

ax -

J §(e)f(r)de = £(0), J é(t-to)f(t)dt = f(co) .

Xy -0

onder de voorwaarde dat f(t) continu is.

Afleiding. De eerste betrekking volgt op grond van

@ id
lim J p (£)£(t)dt = lim = J £(t)de = £(0) .

a+Q e at0 ~}a

Hierbij is gebruik gemaakt van de middelwaardestelling der integraalreke-
ning, zie college Wiskunde 10, 3.4.9,

De tweede betrekking is tot de eerste terug te brengen:

J G(t-—to)f(t)dt = lim J p (t'-to)f(t)dt =
— ot o o
= lim f p (t)f(c-rto)dc = J 6(t)f(t-+t0)dt = f(co) . [1
P .
Convolutie f£(t) » 6(t) = f£{t).

Afleiding, Overeenkomstig 1.5.2 is te verifiéren dat

-] o

I [£(t) * a{t)lp(t)dt = J f(t)p(t)dt

-—C) —C)

voor elke continue functie ¢(t) waarvoor de integralen bestaan. Werk het
linkerlid uit en verwissel de integratievolgorde, dan volgt onder toepas-

sing van de zeefeigenschap 2):

o« oo o

[ [£(t) » 8§(t)1g(t)dt = J gl{t)dt J £(T)6(t —1)dt =

g —co 00

o -] oo

J f(t)dr [ §(t -T)p(t)de = J F{t)e{t)dr . O

—_— -—r -—
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t
4) J S(1)dt = u(t) ,

waarin u(t) de stapfunctie is.
Afleiding.
- -
J §{t)dt = J S(u{t —~1)dt = §(t) * u(t) = u(t)

op grond van eigenschap 3).

5) t8(t) = 0, £()8(t-ty) = f(t0)5(t-t0) R

onder de voorwaarde dat f£{t) continu is.

Afleiding. Met de zeefeigenschap 2) volgt

L]

J té(t)p(t)dt = O

e O

voor elke continue functie ¢(t); volgens 1.5.,2 is dan té(t) = 0.

Evenzo geldt

oo oo

f f(t)a(t-to)w(t)dt = f(to)w(to) = J f(tO)G(t-tO)m(t)dt

-0 —Q0

voor elke continue functie 9(t), zodat f(t)G(t-—tO) = f(to)ﬁ(t -to).

. 1 .-
6) Schaalverandering §(at) = T;T &§(t) voor reele a # O,
in het bijzonder S§(-t) = 6(t).
Afleiding. Overeenkomstig 1.5.2 is te verifiéren dat

(-] on

J §(at)p(r)dt = T%T l s(t)o(t)dt

-0 -0

voor elke continue functie g(t). Met !.5.]1 en de substitutie T = at is

het linkerlid te herleiden tot

J d(at)p(t)dt = lim f p (at)ep(t)dt =

o at0 . o

= lim J 12 (1)9()dr = l [ §(1)o(Ddr = 1 9(0)
A A P D% T T

-0 -

[
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op grond van de zeefeigenschap 2). Voor het rechterlid vinden we dezelf-

de uitkomst eveneens met de zeefeigenschap. 0

Voor een continue functie f£(t) geldt

t
I f(r)dr = g(t) = £(t) = g'(t) .

-0
In analogie hiermee schrijven we

t
J §(1)dt = u(t) =» &(t) = u'(t) ,

waarbij u'(t) de afgeleide in gegeneraliseerde zin gencemd wordt. Merk ap

dat u(t) niet differentieerbaar is in de gewone zin in t = Q.

Beschouw vervolgens een functie f(t) die continu is behalve in t = ty waar

ze een eindige sprong vertoont, Men kan dan f(t) voorstellen door

£(t) = gty + [£{gy#) - f(to-)]u(t-to) .

waarin g{t) continu is. Als g(t) tevens differentieerbaar is, dan heeft f(t)

de afgeleide in gegeneraliseerde zin

£1(e) = g" () + [f(t %) - £(ey-)18(E-t,) o

De zeefeigenschap 1.5.3, 2) is kenmerkend voor de delta-functie en in de
theorie der distributies wordt ze als definitie van de delta-functie gebruikt.

De afleiding van de zeefeigenschap berustte erop dat

[+

lim J p (t)f(t)dt = £(0}
a¥d @

voor continue £(t). Beschouw nu algemeen een verzameling van functies Qa(t)
met parameter a > 0, met de eigenschap dat

o

1im f p (e)f(t)dt = £(0) .
o+0 o &

Indien deze limiet geldt voor een zekere klasse van functies f(t) (bijv.

continue functies), dan schrijven we
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"1im" @a(t) = 6(t) ,
a+Q

waarin "lim" weer betekent de limiet in distributie—zin. Voorbeelden van der-

gelijke verzamelingen van functies met "limiet" &(t) zijn, naast uiteraard

Fu(t)l
P (t) = b d g (1) = —— exp( t2) e >0
, I R ot ,
N S o

‘ . i o
Lemma. "lim'" — —p————= = §(t).,
at0 " u2 + t2

Bewijs. Te bewijzen is
. ! o
lim J =y f(t)dt = £(0) ,
av0 _ ¢+t

waarbij we veronderstellen dat f£{t) continu en begrensd is, d.w.z. er bestaat
een getal M zodat If(t)l £ M voor elke t.
Met gebruikmaking van de integraal

oo

1 a 1 t
J s dat = y arctan(;)

—co " 32 + ¢ .
vormen we het verschil
L) = | 4oef f(r)ae - £(0) - & [ KL= 4
m 2 2 [ 2 2
~ @« +t . a + t

Dan is te bewijzen dat I{a) -+ 0 als a + O,

Kies nu een willekeurige ¢ > 0. Daar £(t) continu is, laat zich bij deze ¢

een getal & > 0 vinden zodat
[£(t) - £(O)] < %- voor [t| = &,

Splits de integraal I(a) in drie stukken,

-& 8 @
g £ - £0)
I{a) ~ ( J + J + J ) az - t2 dt ,

en noem deze integralen resp. I I, 13.
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De integraal I, is af te schatten door

5
o l£¢e) - £C0)] € o dt ¢
IIQ.IST[ J 3 dts-g-;r- J ....é..

a® + t ot + ¢

=8

In de integralen I, en I, 1is |£(t) - £(0)| < 2M, waarna volgt

1

a0

o dt M. § M o
[Il,Bl < ?-M; J 5> —ﬂ—[— arctan(a-)] = -“—arctan(g) .

2
50L+t

Het rechterlid van deze ongelijkheid nadert tot O als a + O, Er bestaat daar-~

E
om een getal LS zodat [11'3] < =3 voor 0 <a=x< @qe

Combineer nu de voorgaande resultaten, dan is lI(a)| < € voor } < a < %5
d.w.z, lim I{a) = 0. Hiermee is het lemma bewezen. a
avQ

We bepalen de Fourier transform van de delta~functie. Met behulp van de zeef-

eigenschap vinden we

Fis(t)} = J s(tye I%ae = 1 .
Op dezelfde wijze is

Flo(e -t} = I 8(t -co)e“j““dc s exp(-juty) .

-}

We merken op dat de comvolutiestellingen 1.4.2 en 1.4.3 geldig blijven in-
dien e&n der functies fl(t) of fz(t) een delta-functie is. Zij £(t) —F(w),

dan volgt door rechtstreekse Fourier transformatie van 1.5.3,3) en 5},
F{f(t) * 6(e)} = F{E(t)} = Fw) ,
F{f(t)é(t—to)} = f(to)F{G(t—to)} = f(to)exp(—jmto) .
Dezelfde uitkomsten worden ook verkregen onder toepassing van resp. l.4.2,
1.4.3:

FIE(t) * &(£))} = Flw)+*! = F(w) ,

@

F{s(t)s(t - to)} =;—“ Flw) * {exp(-jwto)} =%-1-T- J F(u)exp(=~j(w ~u) to)du =

=f(t0)exp(-jwt0).
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De Fourier transformatie
Flw) = F{E(t)} = J £(tye 9% ¢

en haar inverse

o

£{t) = F_I{F(m)} = %; [ F(w)e

-0

_]mtdw

hebben slechts betekenis als de betreffende integralen convergent zijn. Voor

een aantal belangrijke functies is niet aan deze voorwaarde voldaan. Zo heeft
- . . o —jut
bijv. de constante functie £(t) = 1 geen Fourier transform omdat f_m e e

divergent is:
A
. -jut .
lim J e dt = lim

Ao —A Ao

2 sin(Aw)
w

bestaat niet,
. . -1 .
Ook de inverse Fourier transform F {1} heeft geen betekenis.

We zullen nu het begrip Fourier transformatie uitbreiden. Daartoe definiere:.

we de gegeneraliseerde Fourier transform van een functie f(t) door

F(m) = F{f(t)} = 1im J e-a,tlf(t)eﬁjmtdt ,
a+0 _

waarin zo nodig de limiet in distributie-zin wordt opgevat. Men kan bewijzen
dat de gegeneraliseerde Fourier transform samenvalt met de gewone Fourier
transform als ffw ]f(t)ldt convergent is. We zullen daarom de notatie F{f(t)}
blijven gebruiken voor de Fourier transform in gegeneraliseerde zin. Evenzo

definiéren we de inverse Fourier transformatie in gegeneraliseerde zin door

[

FUFW)Y = 1im-%-1-r— j e_ulmlF(m)ejmtdw )
at0

-—00

Pas nu de definitie 1.5.7 toe op de constante functie £(t) = 1, dan volgt met

behulp van de tabel 1.3.7,

- )
F(1} = lim eralel dutg gy 2
atQ _ - vl a” +w

<]

R
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Volgens 1.5.4 is de laatste limiet in distributie-zin gelijk aan 216(w), zo~

dat we vinden
F{1} = 2m8(w) .

Omgekeerd is

o«

Floms(w)} = J s(w)ed“taw = 1,

-0

d.i. de ocorspronkelijke functie, zodat de integraalstelling van Fourier gel-
dig blijft in dit geval, De gegeneraliseerde inverse Fourier transform van

de constante functie F(w) = 1 wordt volgens [.5.8 gegeven door

@

F'l{l} = 1lim L f e.alwleJ tdm = lim 2
m
atD

o
= §(t) ,
at+0 u2 + t2

-

d.i. de oorspronkelijke functie in },5.5. Samenvattend zijn hiermee gevonden

de twee Fourier transform—~paren
S(t) <+ 1, 1 = 2n8(w) ,

in overeenstemming met de reciprociteitsregel 1.3.6,2),
De verschuivingsregel 1.3.6,6) blijft geldig voor de gegeneraliseerde Fourier

transform, zodat

F{exp(jwot)} = 2#6(m-—w0) .

Uit dit resultaat en 1.5.6 volgen op dezelfde wijze als voren de correspon—

denties

G(t-—to) > exp(-jwto), exp(jmot) “+ Zﬂé(w-—wo) .

Analoog aan het modulatietheorema 1.3.6,6) geldt voorts

coa(wot) “«+ w[é(M'-wO) + 5(m-+m0)] .

We bepalen vervolgens de (gegeneraliseerde) Fourier transform van de signum-
functie sgn(t) gedefinieerd door
-1 wvoor t <0,

sgn(t) =
| voor t > 0

eventueel definieert men wel sgn(t) = 0 voor t = 0O, Uitgaande van de defini-

tie 1.5.7 vinden we
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Flsgn(t)} = lim J e—a|t|sgn(t)e—3mtdt = lim I e *Fe IWE L o819 4t =
at0 ad0
—_—0 0
. 1 1 . -2jw 2
= lim [ — - ] = lim —de = =,
abg tiw a-juw 540 0:2+w2 jw

Bij de inverse transformatie F_]{éa} stuiten we op een divergente integraal:
de functie %; heeft een niet-integreerbare singulariteit in w = 0. Om deze
moeilijkheid op te heffen zullen we de integraal opvatten als hoofdwaarde
met betrekking tot w = 0 en ook met betrekking tot w = «, conform de vroege-

re afspraak. Deze hoofdwaarde wordt gedefinieerd door

o0 -€ A
F_l{-?—} =L J -l— eJmtdw = lim l( J + [ )l— eJmtdw .
Jw ™ jw c40.Ases T Jw
—= ’ €
Na herleiding volgt
A o
F_l{ga} = 1lim %- J 535£9£l dw = %- f Eigéﬂsl-dw = sgn(t) ,
] €40, Asw 0

op grond van 1,2.1, Hiermee is gevonden de correspondentie

sgn(t) > 32; .

Opmerking. Laat de functie g(x), gedefinieerd op [a,b], een singulariteit
hebben in x = ¢ € (a,b). Dan wordt de hoofdwaarde van f: g(x)dx gedefinieerd
door

b c—€ b

J g(x)dx = lim ( J + J)g(x)dx .
€40

a a Cc+E

Vergelijk dit met de algemene definitie van de betreffende oneigenlijke inte-

graal:
b c—¢ b

1
J g(x)dx = lim ( I + [ )g(x)dx
el,sz+0

a c+g

2

waarin el ¥ 0, e, ¥+ 0, onafhankelijk van elkaar.
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Indien f: g(x)dx convergent is volgens deze algemene definitie, dan bestaat
ook de hoofdwaarde van de integraal en deze is gelijk aan de integraal zelf.
Het omgekeerde geldt niet zoals blijkt uit het voorbeeld IE] x-]dx. De laat-
ste integraal is divergent volgens de algemene definitie, terwijl de hoofd-

waarde van de integraal gegeven wordt door

lim ( J + J )£§ = lim |log|x]
e+ -1 c e+0

+ log|x|
-1

= log 2 .

Beschouw tenslotte de Fourier transformatie van de stapfunctie u{t). Deze is

uit te drukken in de signumfunctie,
u(t) = § sgn(e) + 4,

waarna onmiddellijk volgt

u(t) < %E + mé{w) .

Opmerking. De Fourier transform van u(t) is ook rechtstreeks te bepalen uit-

gaande van de definitie 1.5.7:

o

F{u¢t}} = lim J e*ute—Jmtdt = lim

at0 abp & T3
. o jw 1
==11m[ - 1=- md{w) + — .
a0 az + w2 a2-+m2 Jw

1 . .
- = — tot een incorrecte uitkomst voert.
o+ jw Jw

Merk op dat de overgang lim
at)

We vatten de voorgaande resultaten samen in de volgende tabel van Fourier

transforms die een aanvulling vormt op de tabel [.3.7.
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1.5.9. Tabel

£(t) i F(w)

§(t) |

1. 2n8(w)

G(t-to) exp(—juto)

exp(jmot) 2n6(w-m0)

cos(mot) g[ﬁ(m -mo) + §(w +w0)}
sgn(t) EE

u{t) -;—m- + 78 (w)

Men kan bewijzen dat de convolutiestellingen 1.4.2 en 1.4.3 geldig blijven
indien &én der functies fl(t) of fz(t) een constante functie, signumfunctie
of stapfunctie is. Hierbij is zo nodig de Fourier transform in gegenerali-
seerde zin te nemen, terwijl de integralen moeten worden opgevat als hoofd-

waarden.

Voorbeeld. 1) In 1.4, voorbeeld 1 is afgeleid

t
f(t) = u(t) = J f(t)dt .

zij £(t) «+> F(u), dan volgt onder toepassing van 1.4.2,
t

J £(r)dT < F(m)[%; + ()] = Fgﬁ) + MF(0)6(w) .

-0

Dit resultaat vormt een uitbreiding van 1.3.6, regel 8), waar veronder-

steld werd F(0) = 0,
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Hoofdstuk 2. Toepassingen van de Fourier transformatie

Lineaire systemen

De overdracht van signalen in communicatie— en regelsystemen vormt een be-—
langrijk probleemgebied in de electrotechniek, Bij zo'n (overdrachts)systeem
bestaat er een eenduidige oorzaak-gevolg-relatie tussen ingangssignaal of
excitatie en uitgangssignaal of responsie van het systeem. In de hierna vol-
gende analyse van systemen gaat het vooral om deze relatie tussen ingangs-

en uitgangssignaal waarbij wordt afgezien van de interme structuur van het
systeem. De analyse is dan ook algemeen bruikbaar voor fysische systemen
waarbij ingangs~ en ulitgangssignaal bepaalde relevante fysische grootheden
voorstellen; zo kan men bijv. voor een mechanisch systeem de verplaatsing op-
vatten als responsie van het systeem bij excitatie door een uitwendige kracht.
De ingangs— en uitgangssignalen zullen functies van de tijd t zijn., Indien
deze functies gedefinieerd zijn voor elke t, spreekt men van een tijd-conti-
nu_systeem. Indien de signalen slechts gedefinieerd zijn op discrete tijd-
stippen (bijv. door bemunstering van een continu signaal), spreekt men wvan
een tijd-discreet systeem. Een tijd-continu systeem is sch?matisch voor te
stellen door een "black box" (zie figuur) met ingangssignaal £{t) en uit-

gangssignaal g(t).

Ingang SYSTEEM bfunqanq
f(t) gt

De functie g(t) wordt hierbij eenduidig bepaald door de functie f(t), d.w.z.

er bestaat een transformatie T zodat

T{£(e)} = g(t) .
Door deze transformatie of operator T wordt het systeem volledig gekarakte-
riseerd,

We voeren nu een aantal begrippen in die van belang zijn voor het verdere

onderzoek varn systememn,
Een systeem heet lineair als uit T{f](t)} ~ g, (t), T{fz(t)} = g,(t) volgt

T{alfl(t) + azfz(t)} = a]gl(t) + a,g,(t) ,

waarbij a;»a, willekeurige constanten zijn, De operator T is dan een lineaire

operator. Voor een lineair systeem volgt eenvoudig: T{0} = 0; men noemt het
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systeem dan wel bromvrij.

Een systeem heet tijdinvariant als uit T{f£{t)} = g(t) volgt

T{f(t-—to)} = g(t—to) .

waarin t, een willekeurige constante is.

Een systeem heet Eﬁéﬁl als voor f(t) reéel, ook T{f(t)} = g(t) reeel is.

Een systeem heet causaal als uit f](t) = fz(t) voor t < to volgt dat voor de
responsies T{fl(t)} = g, (%), T{fz(t)} = g,(t) gelde: gl(t) = g,(t) voor t <t,.
Deze definitie drukt uit dat de responsie g(to) op het tijdstip ty slechts
afhangt van het ingangssignaal f£(t) voor t = Ly dus van het "verleden" van
f(t). In het geval van een lineair systeem is de voorgaande definitie te her-

leiden tot

El(t) -f2(t) =0 voor t < ty -y T{f](t) —fz(t)} =gl(t) 'gz(t) =0 voor t < o
zodat we kunnen schrijven:

Een lineair systeem heet causaal als uit £(t) = 0 voor t < t, volgt dat ook
T{E(t)} = g(t) = 0 voor t < tye

Fysisch realiseerbare systemen zijn reeel en causaal. In deze paragraaf be-

perken we ons tot het onderzoek van lineaire tijdinvariante systemen.

Voor een lineair tijdinvariant systeem geldt de volgende belangrijke eigen-

schap:
T{eJmt} = Kert s
waarin K een complexe constante is die in het algemeen van « afhangt. De ei~

i
elvt

genschap drukt uit dat voor een tijd-harmonisch ingangssignaal f(t) = .

de responsie eveneens tijd-harmonisch is met dezelfde frequentie w,
.. jut Ca . .
Bewijs. Noem T{e’" "} = g(t), dan volgt op grond van de tijdinvariantie 2.1.2,
T{exp(jw(t-bto))} = g(t-kto) .
Anderzijds is ook met behulp van 2.1.1,
T{exp(jw(t-+t0))} = exp(jmto)T{ert} = exp(jwto)g(t) R

zodat we vinden

gle+ty) = exp(jutylglt) .

B s e T R e e
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Stel hierin t = 0, dan volgt

g(to) = g(O)exp(jwtO) ’

geldig voor elke to. Vervang nu tO door t, dan is

T{eI¥ty o g(t) = g(O)ert T

waarin K = g(0) een constante is. 0

Jwt

Op grond van 2.1.,3 noemt men e een eigenfunctie van de operator T, beho-

rend bij de eigenwaarde K. Omdat K afhangt van w, gebruiken we voortaan de
notatie K = H{w), zodat

2.1.4, T{ejmt} = H(m)ejmt :

H(w) wordt de overdrachtsfunctie of systeemfunctie genoemd.

De responsie van een lineair tijdinvariant systeem op een willekeurig in-
gangssignaal £(t} is nu te bepalen met behulp van 2.1.4 en Fourier transfor-

matie. Zij namelijk £(t) <+ F(w}, dan is

<o

f{t) = %; J F(w)eJMtdm s

=0

i.e. £(t) is voor te stellen door een oneindige "som'" van tijd-harmonische
componenten,

De bijbehorende responsie wordt gegeven door

w0 x

g(t) = T{E(e)] = %? J F(N)T{eth}dw = %; [ Flw)Hw)ed® do .

Hierbij is stilzwijgend aangenomen dat 2,1.1 (lineariteit) geldig blijft voor

een oneindige "som",
Voer nu in F{g(t)} = G(w), F_]{H(w)} = h(t), dan is de voorgaande uitkomst

te herleiden tot

G(w) = F(w)H{w), gt} = £(t) » hit) = J £{t)h(t - 1)dT ,

bl -]

op grond van de convolutiestelling 1.4.2.
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De functie h(t) heet de impulsresponsie of stootkarakteristiek van het sys-

teem. Nemen we namelijk f(t)} = 6(t), dan is

0

T{8(t)} = 8(t) * h(cr) = J §{t)h(t - 1)dt = h(t) ,

-0

i.e. h(t) is de responsie op de impuls of stoot 6(t).
Omgekeerd kan men bij de analyse van lineaire tijdinvariante systemen ook
uitgaan van de impulsresponsie. Noem daartoe T{8(t)} = h(t), dan is op grond

van de tijdinvariantie 2,1.2,

T{d{t-1)} = hi{t-T1)
voor elke T. Een willekeurig ingangssignaal f(t) is nu voor te stellen door
de convolutie (zie 1,5.3, regel 3))

o3

£Qt) = £() * 8(t) = J £(1)6(e - T)dt
-0
waarna de bijbehorende responsie gegeven wordt door

o oo

g(t) = T{f(t)} = J f(TIT{&(t ~t)}dt = J f{t)h(t - 1)dt

-0 -0

als voren.

Samenvatting. Een lineair tijdinvariant systeem T{f(t)} = g{t) is op twee ma-

nieren te beschrijven:

(1) beschrijving in het tijddomein

a0

2.1.5, g(t) = £(t) * hit) = J f(r)n(t -t)dr ,

-

waarin h(t) de impulsresponsie is;

(ii) beschrijving in het frequentiedomein

2,1.6, G(u) = F(u)H(w ,

waarin H(®) de overdrachtsfunctie of systeemfunctie is,

In deze beschrijvingen wordt het systeem eenduidig gekarakteriseerd door h(t)

resp, H{(w); h{t) en H{w) hangen samen volgens h{t) > H(w).

JEEIE S SR
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Opmerking. De bruikbaarheid van de Fourier transformatie in de voorgaande
beschouwing berust op de eigenschap 2.1.4 welke geldt voor lineaire tijd-
invariante systemen. Bij de analyse van niet-lineaire systemen of van tijd-

variabele systemen is de Fourier transformatie van weinig betekenis.

De (complexe) overdrachtsfunctie H(w) is te schrijven als
H{w) = R(w) + jX(w) ,

waarin R(w) en X(w) resp., het reéle en imaginaire deel van H(w} voorstellen.

Daarnaast wordt ook gebruikt de voorstelling
H(w) = exp(-a(w))exp(~j6(w))

met dempingsconstante a{w) = —long(w)[ en fasehoek 8(w) = —arg H(w).

Voor een regel systeem is h(t) regel, en omgekeerd. Voor de overdrachtsfunctie
H(w) geldt dan H{-w) = H*(m); zie p. 15, punt (i).

Voor een causaal systeem is h(t) = 0 voor t < 0, i.e. h(t) is een causale
functie. De consequenties voor H(w) worden besproken in 2.2, De betrekking

2.1.5 gaat nu over in

t @
g(t) = J f(t)h{t-t)dT = J £f{e -h{t)dr .
-0 0

Omgekeerd, als h(t) een causale functie is, dan is het systeem causaal. Im-
mers voor een ingangssignaal f(t) met £(t) = 0 voor t < tg, volgt eenvoudig

met de voorgaande formule dat ook g(t) = 0 voor t < tj.

Opmerking. Uit de voorgaande formule blijkt nog eens dat voor een causaal
systeem de responsie g(t) bepaald wordt door het ingangssignaal £(1) voor

T € t, waarbij de factor h(t -1) als een soort "geheugenfunctie" fungeert.
Indien bijv. h{(t) = 0 voor t > tg, wordt g(t) bepaald door £(1) over het in-
terval t -ty S T £ €} het systeem heeft dan een "geheugen' dat teruggaat over
een periode ty. Inm het geval dat h(t) = K&(t) met constante K, volgt uit 2,1.5:
g(t)==Kf(t),enhetsysteamheeftgeengeheugemDebijbehorende overdrachtsfunc-
tie H(w) = K is dan frequentie-onafhankelijk. Algemeen geldt dat er een sa-
menhang bestaat tussen de geheugenwerking van eean causaal systeem en de fre-

quentie-afhankelijkheid (dispersie) van de overdrachtsfunctie.
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Definitie. Een systeem T{f(t)} = g(t) heet stabiel als voor elk begrensd

ingangssignaal f£(t), de responsie g(t) begrensd is.

2,1.7, Stelling. Een lineair tijdinvariant systeem met impulsresponsie h(t) is sta-

biel dan en slechts dan als ffm |h(t)[dt convergent is.

Bewijs. (i) Zij ffw lh(t)!dt convergent, Laat f(t) begrensd zijn, d.w.z. er
bestaat een getal M zodat [£(t)| s M voor elke t, Met 2.1.5 volgt voor

de bijbehorende responsie g(t):

(-] <0 o«

lg(e)]| = l Jf(r)h(t—t)dr < J [E¢0) | In¢e ~ ) |dr smj Ih(tyfdr .

—o0 =00 —c0

De functie g(t) is dus begrensd en het systeem is stabiel.

(ii) Zij ffm [h(t)|dt divergent. Neem dan als ingangssignaal

*
£(e) = %ITE':_?W als h(-t) ¥ 0; £(t) = 0 als h(~t) = 0 .

Dit signaal is begrensd: be(t)] = 1. Met 2.1.5 vinden we voor de bijbe-
horende responsie op t = 0:

o o o«

*
g(0) = J £(1)h(-T)dT = J%ﬂ dr = J Ih(x) |t =« .

—l0 —C -l

De responsie is dus niet begrensd en het systeem is niet stabiel, 0

We bespreken nog de responsie van een lineair tijdinvariant systeem op een

drietal speciale ingangssignalen.

10 Responsie op een periodieke functie. zij £(t) periodiek met periode T,

dan is f£(t) voor te stellen door een complexe Fourierreeks (zie 1.1.6,
T.1.7)

(=<

£(t) = } cnexp(jnmot)

n=—c
met wy = 2n/T en coefficiénten ¢ gegeven door

iT

c_ = f(t)exp(—jnmot)dt .

L
n T
-'iT
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De responsie van het systeem op £{t) is dan

g(t) =T{E(L)} =n£_m ch{exp(jnmot)}ﬁnE_m e H{nw)exp(jnu t)

onder gebruikmaking van 2.1.4. Deze responsie is eveneens periodiek met

periode T,

2, Responsie op een tijd-harmonisch signaal ingeschakeld op het tijdstip
. . jwt
t = 0, Neem als ingangssignaal f(t) = el u(t), dan wordt de responsie

van het systeem gegeven door {zie 2,1.5)

o

g(t) = {el®Fu(e) I h(t) = J 9T (¢ ~ 1)dr =
0
t t
= J exp(Gult - 1))h(r)dr = &I¥F Jh(‘t)e-JwTd‘r )
Merk nu op dat
t ) © )
lim f h(t)e ¥%ar = f n(t)e ¥%dt = Hw) .
t—)m

-0 w00

We vinden dan

g(t) = T{ejmtu(t)} ~ H(w)ejwt, t > e

waarbij de notatie "~ betekent gelijkheid in de limiet voor t > =, Deze

limiet beschrijft de zg. stationaire toestand van het systeem waarbij al-

le inschakelverschijnselen zijn uitgedempt, In de stationaire toestand is

. .. . . jwt

de responsie dezelfde als de responsie op een tijd-harmonisch signaal e’
ingeschakeld op t = ~=, zie 2.1.4.

3, Responsie op een stapfunctie. De responsie van een systeem op de stapfunc-

tie u(t) wordt stapresponsie genoemd en aangegeven door a(t). Met behulp

van 2.1.5 volgt eenvoudig

o -] t

2,1,8, a(t) = T{u(e)} = J u{t)h(t ~T)dT = J h(t ~t)dt = J h{t)dr .

-0 0 =00

Voor t -+ = gaat a(t) over in
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L]

a(w) = J h{t)dt = H(O) .

Ll

In het speciale geval van een causaal systeem is h(t) = 0 voor t < 0,

waarna voor a(t) volgt

t
a(t) = J h(t)dt wult) .
0

Overeenkomstig de tabel 1.5.9 is
u{t) «*> %; + w8{w) .

Met 2.1.6 vinden we dan voor de Fourier transform van a(t):

H(w)
juw

a(t) + Aw) = [-5?-&- + 18(w) H(w) = + TH(0)S (w) .

De responsie g(t) op een algemeen ingangssignaal £(t) kan worden uitge-

drukt in de stapresponsie a(t). Daartoce schrijven we

o

£(t) = £(—=) + J £'(t)dr = f(-=) + J £ {7)u(t —)dr

onder de aanname dat f(~«) bestaat en f£f(t) differentieerbaar is. Met be-

hulp van de responsies

o oo

T{f(==)} = £(-=) J h(t -1)dT = £(-=) f h(t)dr = £{—=)}H(0) ,

T{u{t-1)} = a(c - 1), (tijdinvariantie)

vinden we dan voor de responsie g(t),

oo

g(t) = T{E()} = £(-=)H(0) + J £'(r)a(t ~1)dr .

hant -4

Deze uitkomst blijft geldig indien f£(t) discontinu is in bepaalde punten,
mits voor £'(7) de afgeleide in gegeneraliseerde zin wordt genomen. Laat

bijv. f£(t) in t = t, een eindige sprong vertonen, dan bevat de gegenera-

0
liseerde afgeleide de extra term [f(t0+) - f(to—)]G(t-tO). De bijdrage

van deze term tot g(t) 1is
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-]

J [f(t0+) 'f(to‘)JG(T'-to)a(t-r)dr = [f(t0+) ‘f(to—)]a(t-t

-—ti

o)

d.i. precies de responsie op de stapfunctie [f(t0+) - f(to-)lu(t-to).
In het speciale geval van een causaal systeem is a(t=~t) = 0 voor t > t,

waarna voor g(t) volgt

t
g(t) = £(-=)H(0) + I f'(t)a(e -r)dr .

-co

Laat vervolgens f£(t) een causale functie zijn, d.w.z. £(t) = 0 voor t <0,

Dan is f(~=) = 0 en f'(1) bevat de impulsterm £(0+)8(T), waarna de voor-

gaande formule overgaat in

t
g(t) = £(0+)a(t) + J £'{t)al{t -t)dt .
0+
. e s s t . t
Hierin is de integraal te nemen volgens JO+ = linm Ie'

e+0

Voorbeelden, 1) Een systeem heet vervormingsvrij indienm de responsie g{t) op

een ingangssignaal £(t) gegeven wordt door

g{t) = Kf(t-to) R

waarin K en ty constanten zijn met K > 0, £ z 0; o 2 0 betekent dat het
systeem causaal is., Vergeleken met het ingangssignaal is de responsie van
dezelfde vorm en vertraagd over een tijd tye

Voor een dergelijk vervormingsvrij systeem wordt de impulsresponsie gege-

ven door

h(t) = Ka(t"to) y

en de bijbehorende overdrachtsfunctie is

H(w) = K exp(~jmt0) .

Voor de amplitude en fase van H{w) vinden we

|B(w)| = K, 8(w) = -arg H(w) = wty

i.e. |H(w)| is constant en de fasehoek 8(w) is een lineaire functie van w.
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Alpemeen, indien voor een systeem met overdrachtsfunctie H{w) de amplitude

|H(w)| niet constant is maar van w afhangt, spreken we van amplitude-vervor-

ming. Evenzo, indien de fasehoek 8{w) niet lineair van w afhangt, spreken we

van fase—vervormin&.

2) Een ideaal filter is een systeem dat signalen met frequentiespectrum bin-
nen een bepaalde frequentieband vervormingsvrij overdraagt., De overdrachts-
functie H(w) heeft een constante amplitude over deze frequentieband en de
fasehoek 6(w) is daar een lineaire functie van w, Buiten de frequentieband
is H{w) = 0,

Als voorbeeld beschouwen we het ideale 1aqg§oor1atende filter met overdrachts-

functie gegeven door

exp(-jwt,) voor lw| < w
H(w) = 0 e
0 voor |w| > w,

w, heet de afsnijfrequentie van het filter.
Door inverse Fourier transformatie vinden we voor de impulsresponsie van het
filter,

t

« o4

!

) sin{w {(t-t,)})
h(t) = % J H(w)eJmtdmr—-—— [ exp(jm(t—to))dw= < a

'rr(t-to)

2n

—c0 -

c

de functie h(t) is weergegeven in onderstaande figuur.

h(t) 4

w/TT

A

De impulsresponsie h(t) heeft een maximum mC/w in t = tys rond t = tO ligt
de hoofdpuls van de responsie met tijdsduur 2n/wc. Merk op dat niet geldt
h(t) = 0 voor t < 0, zodat het systeem niet causaal is.

De stapresponsie van het filter volgt door integratie van h(t) (zie 2.1.8):

3
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w (t=-t.)
¢ t sin(wc(r -to)) : ¢ 0 cin x .
a(t) = J hit)dt = { T Ty dt = = J —— dx

onder toepassing van de substitutie wc(r -to) = X,

We voeren nu in de sinus-intepgraal Si(y) gedefinieerd door

y
Si) = [ HIE g
0

Deze functie is uitvoerig getabelleerd*) en heeft o.m. de volgende eigen-

schappen:

(1) Si(y) is een oneven functie, d,w.z, Si(-y) = -Si(y) voor elke y;
(ii) si(0) = 0, si(=) = /2, Si(-«) = ~-7n/2, zie 1.2.1;

(iii) Si(y) heeft opvolgende maxima en minima in y = mn, m geheel, m # O.

Met behulp van de sinus-integraal is de stapresponsie a(t) te herleiden tot

|-

a(t) =-12-+ Si(wc(t-to)) ;

de functie a(t) is weergegeven in onderstaande figuur.

»

alt) .
$ -—helling w/m

109 e a L

1 ___________________ -

Al . :

2 A
- o' ~—" 4, ; t

~—t—

Merk op dat a(to) = } en dat de begin- en eindwaarden a(-«) = 0, a(«) =1,

oscillerend benaderd worden. De maximale "overshoot" treedt op voor

t=t, + n/mc en bedraagt 9%Z. De stijging van a(t) is te karakteriseren door

0
de stijgtijd to d.i. de tijd nodig om van 0 naar | te stijgen met hellin%
a'(to); zie de figuur. Met behulp van a'(to) = h(to) = mc/n vaolgt eenvoudig

L, = n/wc. Als w, * = gaat de staprespounsie over in

*) Zie bijv. M., Abramowitz and I.A. Stegun (editors), Handbook of Mathemati-
cal Functions with Formulas, Graphs and Mathematical Tables, National Bureau
of 8tandards, Washington, 1964, chapter 5.
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1 .
= §i(==) = 0 wvoor t < t,,
a(t) =
Si(=)y = 1 voor t > t, ,

oftewel a(t) = u(t-to), overeenkomend met een vervormingsvrij systeem,
De responsie van het filter op een willekeurig ingangssignaal f(t) wordt ge-

geven door

sin(wc(t “ty "~ 1))

g(t) = £(t) * h(t) = Jf(r) dt .

—0

w{t - t0 - T)

We bepalen nog de responsie op de volgende speciale ingangssignalen:

(i) Zij f(t) bandbegrensd met frequentiespectrum F(w) = 0 voor |w} > W

Dan geldt voor de responsie g(t):
G(w) = Flw)H{w) = F(w)exp(—jmto) ,

g(t) = f(t-ty) ,

i.e. de overdracht van het signaal £(t) is vervormingsvrij.
(ii) Zij £(t) periodiek met periode T en gegeven door de complexe Fourier-

reeks

oo

f(t) = z cnexp(jnwot) ,

n=—@

waarin wy = 2n/T. De responsie op exp(jnmot) is volgens 2.1.4 gelijk aan

exp(jnmo(t-t0)) voor Ian[ <u s
H(nmo)exp(jnmot) =
0 voor [nmol > w, .
Laat N het gehele getal zijn eenduidig bepaald door Nugy < w, < (N-+I)w0.

Voor de responsie g(t) op het periodieke signaal f£(t) volgt dan

N
g(t) = z cnexp(gnmo(t-to)) = EN(t-tO) ,
n=-N
waarin fN(t) de N-de partiéle som van de Fourierreeks van f{t) voorstelt.

3) Het Thierna getekende RC-netwerk kan worden opgevat als een systeem met

ingangsspanning v](t) en uitgangsspanning vz(t).
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Noem de stroom in het netwerk i(t), dano is

t t
v (£) = Ri(t) +% J i(v)dr, v,(t) =~(-'-5 J i(tydr .

. .} -0

Door eliminatie van i(t) volgt dat het verband tussen vl(t) en vz(t) beschre~-
ven wordt door de volgende differentiaalvergelijking:

dv2
RC T + vz(t) = Vl(t) .

Pas nu Fourier transformatie toe met v](t) ~* V‘(w), vz(t) > Vz(m), dan vin-
den we met behulp van 1.3,6, regel 7),

1

JwRL Vz(m) + Vz(u) = Vl(u), Vz(w) = W

Vl(m) '

Hieruit is onmiddellijk de overdrachtsfunctie van het netwerk af te lezen,
namelijk

H(w) = T*:-Eaia .

De impulsresponsie h(t) van het netwerk volgt door inverse Fourier transfor-

matie van H(w)}. Met behulp van de tabel 1.3.7 vinden we
h(t) = L exp{- L u(e)
RC RC
Merk op dat h(t) = 0 voor t < O; het systeem is dus causaal.
De stapresponsie a(t) van het netwerk wordt volgens 2.1.8 gegeven door
t t

a(t) = J h{t)dr = %E J exp(- %E)dr u{t)y = [1 ~exp(~ %EJJu(t) .

- 4]

Ve responsie vz(t) op een willekeurige ingangsspanning vl(t) wordt gegeven

door
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t
vo(t) = vi(t) * hit) = %E J v](f)exp(-

-—o0

t

-T
e ydt .

Zij bijv. vl(t) - e-Btu(t), dan is, onder invoering van de notatie o = %E :
t t
-Bt : -0t _
vz(t) =g e  ul(t)exp(-a(t-T1))dT =ae exp{(a - B)1)dT u(t) =
- 0

E%E{e_at-e-at]u(t) als B # o ,

ate_atu(t) als B = a .

Tenslotte bepalen we nog de responsie van het netwerk op de periocdieke in-
gangsspanning v!(t) = ICOS(£mOt)| met periode T = 2w/m0. Overeenkomstig 1.1,

voorbeeld | is vl(t) te ontwikkelen in de Fourierreeks

oo - n
2 1 -»H" 1 (1) .
vi(e) =2 - = [ =3 cos(nugt) = = »= ] =% - exp(jnugt) .
n=i n° - 1} n==* n- -1

Met behulp van 2.1.4 volgt dan voor de bijbehorende responsie vz(t):

Iv (-H"
v, (t) === 1
2 2t n==o (n2-%)(l +jnw0RC)

exp(jnwot) ’

welke nog te herleiden is tot de reéle vorm

o _1yn

EYEN]
El

vy(t) =

Een RLC-netwerk samengesteld uit weerstanden, spoelen en condensatoren, kan
worden opgevat als een lineair tijdinvariant systeem. Als ingangssignaal van
het systeem fungeert de bronsterkte van de spanningsbron of stroombron waar-
door het netwerk geexciteerd wordt. Het uitgangssignaal kan zijn de spanning
tussen twee knooppunten van het netwerk of de stroom in een bepaalde tak van
het netwerk. In afwijking van de tot dusver gebruikte notatie zullen we het
ingangs- en uitgangssignaal voorstellen door resp. x(t) em y(t). Het RLC-sys-

- - : » U -
teem is schematisch weergegeven in de navolgende figuur,

st e W i, Y St
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o

RLC - 3

+
x(t)q yit)
T e NETWERK

In de netwerktheorie wordt afgeleid dat het verband tussen het ingangssig-

naal x(t) en de responsie y(t) beschreven wordt door een lineaire differen-

tiaalvergelijking met constante reele coéfficiénten van de vorm

dm dm—l d
By Tt An ooy teet A TE YRy
dt R T
n n-l
= b_ 2—% *b d n_T *ooot b %% * bgx .
dt dt

Pas Fourier transformatie toe op deze differentiaalvergelijking en laat

x(t) <« X{(w), y{t) <> Y{w) zijn. Dan volgt met behulp van 1.3.6, regel 7),

RN ] N o .
[am(JW) +a _, Gw *ooet aju + agI¥(w)

_ .oa T . n-l .
= [bn(Jw) + bn_l(Jw) oot b]Jw + bo]x(w)

Hieruit is de overdrachtsfunctie of systeemfunctie H(w) eenvoudig te bepalen:

RS RS o) .
b (ju)” + b (Gw)" " ...+ b ju + by _ B(jw)
Aljw) *

oY)
X(w)

H{w)

Y| . G- .
a (ju)" + a _ (ju) Foeat aju +oag

waarin B(ju) en A{jw) korte notaties zijn voor resp. het teller— en noemer-

polynoom; H{w) is dus een rationale functie,

De impulsresponsie h(t) van het netwerk wordt verkregen door inverse Fourier

transformatie van H(w). Daartoe wordt H(w) gesplitst in partiéle breuken op

de volgende wijze,

Ontbind het noemerpolynoom A(jw) in factoren van de eerste graad volgens
AQjw) = a (jw - q (v - gy)...(Gw = qp) »

De (complexe) getallen CIELPYTRRRT Sy zijn de nulpunten van A(jw); deze heten

ook polen van H(w)., In de netwerktheorie wordt bewezen dat voor een netwerk
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met positieve R's, L's en C's geldt Re qy < 0, k=1,2,...,m, We zullen ons
hier beperken tot netwerken waarvoor Re q < 0, k=1,2,...,m. De qk s liggen
dan in het complexe vlak links van de imaginaire as. Merk op dat de coeffi-
cienten 3gs@; s+« 58, Vvan het polynoom A(jw) reeel zijn. De nulpunten g, zijn
dan of reeel f in paren toegevoegd complex,

We_ﬁemen nu voorlopig aan dat de qk's onderling verschillend zijn (enkelvou-
dige nulpunten) en dat n <m, i.e. gr(B(jw)) < gr(A(jw)}. Dan is H{(uw) te

splitsen in partiéle breuken volgens

m c
k
H(w) = [ ———
k=1 3% 7%

met coefficiénten ¢, gegeven door

¢ = lim (jw - qk)H(w) .
(.D""qk

Voor de impulsresponsie h(t) vinden we nu met behulp van de tabel 1,3,7:

m
h(t) = } ¢ exp(q, t)u(t)
k=1
Indien A(jw) een meervoudig nulpunt 9 met multipliciteit w bezit, treedt in
de ontbinding van A(jw) een factor (Jm-qk) Tk op. De splitsing van H(w) in
partiele breuken bevat dan termen van de vorm ckz/(Jm qk)z, L= 1,2,...,mk.

De inverse Fourier transformatie van een dergelijke term is behandeld in 1.3,
voorbeeld 4:
-1 I

W exp(qkt)u(t) s T
' (jo-q,)

Indien n = m, kunnen we H{w)} door deling herleiden tot de vorm

_m _ B(iw
H(UJ) = E;" + .A(jw) ’

waarin g(jm) een polynoom is met graad < m. Het quotieént E(jm)/A(jm) is dan
te splitsen in partiele breuken als voren. Met de constante bm/am correspon-
deert een bijdrage (bm/am)6(t) tot de impulsresponsie h(t).

Het geval van een rationale overdrachtsfunctiemet n>mwordt niet besproken,

omdat voor de meeste RLC-systemen geldt n s m,

N S U NP

SR A T

PR i

CR R L A R

S E R A NP R N S



- (0 -

Voorbeeld. 4) Het hieronder getekende netwerk wordt gevoed door een span-
ningsbron met bronsterkte x(t). Het uitgangssignaal y(t) is de spanning tus-

sen de aangegeven knooppunten,

x(t)C) R c= o= |y

Het verband tussen x(t) en y(t) wordt beschreven deor de volgende differen-

tiaalvergelijking:
2.2 d* d dx
R°C —-%+3RC—£+y=RC—+x;
at dt dt

zie H.J. Butterweck, Elektrische Netwerken, Prisma-Technica 56, Utrecht, 1974,

Met behulp van Fourier transformatie vinden we voor de overdrachtsfunctie

van het netwerk,

JWRC + 1
(ijC)2 + 3jwRC +

H{w) =

Ontbind het noemerpolynoom in factoren,

(jwRC)Z + 3j0RC + 1 = (jWRC + -32-+ %@)(ijc s 3=,

dan is vervolgens H{w) te splitsen in partiéle breuken:

H(w) = ) 5+ /5 s 5 ~ V5
w)_-l-b.. 3 I‘/— . 3 1‘/—
JLORC+-2—+-2-5 JNRC-P——-Z-S

v
2

Met behulp van de tabel 1.3.7 vinden we de impulsresponsie

h(6) = k(5 + Drexn(= 2B 4 (5 - Hew- LB

2.2, Causale systemen, Hilbert transformatie

Een lineair tijdinvariant systeem wordt volgens 2.1.5, 2.1.6 eenduidig geka-
rakteriseerd door de impulsresponsie h(t) resp. de overdrachtsfunctie H(w);

h(t) en H{w) hangen samen door Fourier transformatie: h(t) <+ H{w). Voor een
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reeel causaal systeem is h(t) een redle causale functie, d.w.z. h(t) is reeel

en h(t) = 0 voor t < 0. De bijbehorende systeemfunctie H(w) is te schrijven

in de vorm
H(w) = R{w) + jX(w) ,

met reeel &eel R{w) en imaginair deel X(w). Zoals afgeleid onder 1.3.5, geldt
dan:

R{w) is een even functie, X(w) is een oneven functie;
[-+]

% J R{w)dw;
0

ih(0+)

h(t} =

ERLN

J R{w)cos(wt)dw = - %— J X(wysin(wt)dw voor t > 0 ,
0 0
Uit de laatste betrekking blijkt dat R(w) en X{w) niet onafhankelijk van el-
kaar zijn. In deze paragraaf zullen we het verband tussen R(w) en X{w) nader
onderzoeken. De af te leiden betrekkingen tussen R{w) en X{w) gelden algemeen

voor de Fourier transform van een causale functie.

Zij h(t) een causale functie met Fourier transform H{w) = R{w) + jX(w)., We

nemen aan dat h(t) geen impulsfunctie 6(t) bevat, zodat

h(t) = h{t)ul(t) .
Pas Fourier transformatie toe, dan volgt met behulp van u(t) %E + T8 (w)
en de convolutiestelling 1.4.3:

B = 4= B * T + 7891 = 2 B@) * 5+ W)

1 I
Hlw) = < H(w) * I

oftewel uitgeschreven

R + §X(@) = 77 J——-J-——R(“)m*_ RO

-

Door gelijkstelling van resp. de reéle en imaginaire delen links en rechts

vinden we

o [+=]

R{w) = % J é%g% du , X(w) = - % J %4%% du ,

—0 -

T T e e
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d.i. het gezochte verband tussen R(w) en X(w). De integralen in 2.2.1 mceten

worden opgevat als hoofdwaarden zowel met betrekking tot u = w als ook met

betrekking tot u = «, d.w,z.

b w=e A

1 X{u) - . I X(u)
T Jw-—u du ehé:z-w“(_ I * [)E,-_udu

en evenzo voor de tweede integraal.

Toevoeging. We beschouwen nog het geval dat h(t) een component K&(t) bevat
waarin K een reele constante is., De voorgaande resultaten zijn dan toe te
passen op de functie h(t) - Ké{t) met Fourier transform

H(w) - K = R{w} - K + jX{w). Aangezien

© W-g A

1 waudum lim %(J N “w‘fudu=
€40, Abeo '

—C

= lim =[-log e+loglw+Aa| -1loglu-4A| +1log €1 =0,
il
€40, 4

velgt uit 2,2.1:

] X(u) 1 R(w)
R{w) = K + T J =T du, X(w) = - J == du .

Blijkens 2.2.1 hangen R(w) en X(w) samen door een integraaltransformatie,

Hilbert transformatie gencemd. In korte notatie schrijven we

R(w) = -H{X ()}, X(w) = H{R)} ; ' \

R{w) en ¥(w) zijn de Hilbert transforms van resp., —X(w) en R{w).

Relaties van de vorm 2.2.1 worden in de fysica dispersierelaties genoemd.

Zulke dispersierelaties treden op bij problemen waar de causaliteit een rol
speelt. Als voorbeeld noemen we de Kramers-Kronig relaties die het verband
geven tussen het reéle en het imaginaire deel van de complexe permittiviteit

van een dielectrisch materiaal.
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Voor een causale functie h(t) met Fourier transform H(w) = R(w) + jX(w) vol-

doen R{w) en X{w) aan 2.2.1. We schrijven 2.2.1 nu in de vorm

1, 2. 1 2
R{w) = ot jX(uw) * T5 JX(w) = 5 R{w) * ST

en passen inverse Fourier transformatie toe. Noem F_I{R(w)} =r{t),
F_l{jx(m)} = x(t), dan volgt met behulp van sgn(t) ++-%E en de convolutie-

stelling 1.4.3:
2.2.3, r(t) = x(t)sgn(t), x(t) = r(t)sgn(t) .

De betrekkingen 2.2.3 zijn afhankelijk, ze volgen uit elkaar., Dit betekent
dat ook de oorspronkelijke betrekkingen 2.,2.1 afhankelijk zijn: als R(w) en
X(w) voldoen aan &én der betrekkingen 2.2.,1, dan voldoen ze ook aan de
andere.

Als omgekeerde van het voorgaande resultaat geldt: Zij F{h(t)} = H{w) =

s R(w) + jX(w) en laat R{w) en X{(w) voldoen aan &én der betrekkingen 2.2.!,
dan is h(t) causaal. Immers, laat R(w) en X(w) voldoen aan de eerste der be-
trekkingen 2.2,1, dan is r(t) = x{(t)sgn(t) volgens 2.2.3. Voor h(t) vinden

we dan
h(t) = F_]{R(w) + X)) = r(t) + x(t) = x()[1 + sgn(t)] ,

waaruit volgt h{(t) = 0 voor t < 0, i.e., h(t) is een causale functie,

Door de betrekkingen 2.2.1 wordt een eenduidig verband gelegd tussen R{uw) en
X(w). De uitwerking van 2.2.! in concrete gevallen kan tot moeilijke inte-
gralen voeren. Deze moeilijkheid is te omzeilen door gebruik van Fourier
transformatie als volgt. Laat bijv. R(w) gegeven zijn en X(w) te bepalen.
Bepaal dan eerst r(t) = F_I{R(m)}, vervolgens is x(t) = r(t)sgn(t) op grond
van 2.2.3, waarna jX(w) = F{x(t)}. De benodigde Fourier transforms zijn even-

tueel te contlenen aan een tabel.

Voorbeelden, 1) Van een causale functie h(t) met Fourier transform H{w) =
= R(p) + jX(w) is gegeven R(w) = mé(w). De bijbehorende functie X(w) is
te bepalen met 2,2.1:

L]

X(w)#--;rl- Jg-é-_-(_-%duz——.

We vinden dan H{(w) = n6(w) + %E , en vervolgens met de tabel 1.5;9,

h{t) = u(t).
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2) We beschouwen een vervormingsvrij systeem met impulsresponsie

3)

h{t) = G(t-to) en overdrachtsfunctie H(w) =exp(—jwt0); zie 2.1, voorbeeld 1.

Het reele en imaginaire deel van H(w) worden in dit geval gegeven door

R(w) = cos(mto), X(w) = -sin(mto) .

Voor t0 > 0 voldoen R(w) en X(u) aan de betrekkingen 2,2.1, bijv.

[=:] <o oo
1 R(u) 1 c05(ut0) 1 cos((w-—u)to)
- du=- — du=- — du =
w w-u T Wwe-u T u
' mcos(uto) | uusin(uto)
=== cos(wto) J du = sin(mto) J ——— du =

= -sin(mto) = X(w) ;

hiermee is nog eens bevestigd dat het systeem causaal is.

Voor tO = 0 geldt R(w) = 1, X(w) = 0, waarna de betrekkingen 2.2.2 met

K = ] van toepassing zijn.

We bepalen nog de inverse Fourier transforms van R{w) en jX(w) met behulp

van de tabel 1.5.9:

r(t) = F“]{cos(wto)} = jla(t+ey) + 8(e~-td],

x(£) ==F '{j sin(uty)} = H-6(t+ty) + 8(c-t)] .

Men kan gemakkelijk verifiéren dat r{t) en x(t) voldoen aan de betrek-
kingen 2.2.3,

We beschouwen een ideaal laagdoorlatend filter met overdrachtsfunctie gegeven
door

! voor le W, s
H{w) =
0 voor [w| > W, 3

zie 2.1, voorbeeld 2. In dit geval is R(w) = H(w) en X(w) = 0. De functies
R(w) en X(w) voldoen niet aan de eerste der betrekkingen 2.2.1 (en dus ook niet

aan de tweede), zodat het systeem niet causaal is.



- 5 =

2.3, Randwaardeproblemen voor partiéle differentiaalvergelijkingen

Tot dusver is bij de Fourier transformatie f(t) <> F(w) verondersteld dat
£(t) een functie van de tijd t is, waarna w geinterpreteerd wordt als een
frequentie, Meer algemeen beschouwen we nu de Fourier transformatie van een
functie f£(x) waarbij x een variabele van "willekeurige soort" is. Zij f{(x)

gedefinieerd op (-«,=), dan wordt de Fourier transform F(s) van f(x) gedefi-

nieerd door

@

2.3.1, F(s) = Fle(x)} = J fex)e 5%ax ,

—0

analoog zan 1.3.1. Omgekeerd geldt dan de inverse Fourier transformatie

2.3.2. £(x) = F{F(s)} = %? J F(s)ejsxds ,

—c0

analoog aan 1.3.2.

De Fourier transformatie is een waardevol hulpmiddel bij de oplossing van
beginwaardeproblemen en randwaardeproblemen voor partiele differentiaalver-
gelijkingen. Beschouw bijv. een partiéle differentiaalvergelijking met con-
stante coefficiénten waarin een onmbekende functie u(x,y) voorkomt en &&n of

meer partiele afgeleiden van u: Uos Uiy Uy Uy uyy' enz. Laat u(x,y) ge-

y X Xy
definieerd zijn op de strook == < x < », a <y < b, Voer dan in de Fourier
transform naar x van u{x,y) gegeven door

o

2.3.3. U(s,y) = J u(x,y)e J°%dx

-

en merk op dat deze Fourier transform een functie van y (en van s) is.

De inverse van 2.3.3 wordt gegeven door

o0

2.3.4. u(x,y) = %;' J U(s,y)ejsxds .

Y

Onder deze Fourier transformatie gaan de partiele afgeleiden van u(x,y)

over in
ux(xly) -+ jSU(SlY): uy(x:Y) g UY(S;Y) ’

.2 )
uxx(x,y) + (js)U(s,y), uxy(x,y) > Jsz(S.Y). uw(x,y)-*Uyy(S,y). enz,

A T R e,

2 P YD

JEg Pt
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met behulp van 1.3.6, regel 7}. Elke differentiatie %; gaat over in een ver-—
menigvuldiging met js.

De partiéle differentiaalvergelijking voor u(x,y) gaat nu over in een getrans-
formeerde vergelijking voor U(s,y), waarin naast U(s,y) enkel afgeleiden naar
y optreden: Uy' Uyy’ enz. Deze vergelijking is dan op te vatten als een gewo-
ne differentiaalvergelijking voor U(s,y) als functie van y, wat een wezenlij~
ke vereenvoudiging betekent ten opzichte van de ocorspronkelijke partiéle dif=-
ferentiaalvergelijking. De functie U(s,y) moet verder nog voldoen aan zekere
begin- of randvoorwaarden welke volgen door Fourier transformatie van de over-—
eenkomstige voorwaarden voor u(x,y). Het aldus verkregen getransformeerde pro-
bleem voor U(s,y) is meestal eenvoudiger dan het corspronkelijke probleem voor
u(x,y). Nadat U(s,y) bepaald is vinden we u(x,y) door inverse Fourier trans-—

formatie volgens 2.3.4.

Als voorbeeld bespreken we het volgende beginwaardeprobleem voor de &&n-di-

mensionale golfvergelijking:

=0, = <x<®, >0,

XX

1
u - —=u
c2 tt

u{x,0) = 9(x), ut(x,O) = §(x), -» < x < =, (beginvoorwaarden)

Het probleem beschrijft de trilling van een oneindig lange snaar; u(x,t) is
de uitwijking van de snaar ter plaatse x en ten tijde t; ¢ is de voortplan-
tingssnelheid, De gegeven functiesg(x) en Y(x) beschrijven resp. de begin-
uitwijking en de beginsnelheid op het tijdstip t = 0. Hetzelfde beginwaarde-
probleem wordt in het college Wiskunde 40, 2.3.,1, opgelost met de methode
van d'Alembert, We geven hier de oplossing met behulp van Fourier transfor-
matie,

Voer in de Fourier tramsform naar x van u(x,t) gegeven door

[+

U(s,t) = J u(x,t)e_jsxdx ’

-0

dan geldt voor de partiele afgeleiden van u(x,t),
. (2
u (x,8) > U (s,8), u (x,8) > (i) V(s,), u  (x,8) ~ U (s,8) .

Definieer verder de Fourier transforms
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o o

¢(s) = J ¢(x)e_jsxdx, ¥(s) = J w(x)eﬂjsxdx .

—0e -

Het oorspronkelijke probleem voor u(x,t) gaat dan onder Fourier transforma-

tie over in het volgende getransformeerde probleem voor U(s,t):

22
Utt +¢sU0U =0, t>0,

U(s,0) = ¢#(s), Ut(s,O) = ¥(s) .

De (gewone) differentiaalvergelijking voor U(s,t) heeft de algemene oplos-
sing

U(s,t) = A cos{cst) + B sin(ecst) ,
waarin A en B willekeurige constanten zijn die van s mogen afhangen. Door
toepassing van de beginvoorwaarden volgt

A = ¢&(s), csB = ¥(s8) ,

zodat

1 ¥(s)
s

U(s,t) = ®(s)cos(cst) + < sin(est) .

Hiermee is het getransformeerde probleem opgelost.
De oplossing u(x,t) van het oorspronkelijke probleem wordt verkregen door
inverse Fourier transformatie van U(s,t): u(x,t) = F-I{U(s,t)}. Met behulp
van 1,3.6, regel 5) vinden we

F (e (s)cos (est) } = §F {0(s)ed®5E1 + 4F 1 (a(s)e 305} =

= fjo(x+ct) + dp(x-ct) .

Voor de tweede term van U(s,t) schrijven we

¥(s) -jcst}

s

sin(est) = %E-g—[w(s)eJCSt - ¥(s)e

1
c js

Met behulp van sgn(x) <+ %; en de convolutiestelling 1.4.2 volgt dan

F*l %'W(:) sin(cst)} = %E sgn(x) * [w(x-fct) ~P(x-ct)] =

[==] w0

J sgn(E}p(x +ct ~£)dE -Z—C J sgn(E)P(x ~ct - E£)dE =

—c0 -c

1

1
4e

e ien

RIS
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X+ct

(=]

=-ll;-g JEsg.n(:cw“ct-ﬁ)-sgn(x—cn—lz)]zp(g)de;--;-E J W(EYE .

—y X"'ct

Voor de oplossing u(x,t) vinden we tenslotte
x+ct
!
u(x,t) = pp(x+ct) + lo(x ~ct) + 5= v(E)dE
x-ct

in overeenstemming met het resultaat in het college Wiskunde 40, p. 91.
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Hoofdstuk 3., Laplace transformatie

Theorie van de Laplace transformatie

Zij de functie f(t) gedefinieerd op {-—=,*) en integreerbaar over elk eindig

interval [a,b].

De tweezijdige "Laplace transform'" {Laplace-getransformeerde) FII(p) van f{t)

wordt nu gedefinieerd door

[--3

- - —rt
FII(p) —-Cn{f(t)} = f f(t)e *dt ,

— 0

mits de integraal convergent is, De toevoeging f(t) —+ FII(p) heet tweezijdige

Laplace transformatie.

De grootheid p in 3.!.1 is een complexe variabele. Indien t de tijd voorstelt
heeft p de dimensie van een frequentie; men noemt p dan de complexe frequen-

tie. Schrijven we p = ¢ + jw, dan volgt

(=]

Fi (0 +j0) = J f(t)e

-0

Cte_jwtdt = F{f(t)eﬁot} .

i.e. de Laplace transform van f£(t) is gelijk aan de Fourier transform van
f(t)e—ct. Met behulp van de inversieformule 1.3.2 voor Fourier transformatie

volgt dan de inverse tweezijdige Laplace transformatie

-]

t

-ot _ 1 ., jwt
f(t)e = 5 J FII(0-+Jw)e dw ,

—0

oftewel, met ¢ + jw = p gesteld,

-1 1 pt
£(t) = EII[FII(p)} = 57 J FII(p)e dw .

—»
De aldus gevonden inversieformule is nog te herleiden tot een contour-inte-
graal in het complexe p-vlak; de behandeling valt echter buiten het bestek
van dit college,

De tweezijdige Laplace transformatie vormt een uitbreiding van de Fourier
transformatie en bevat de laatste als bijzonder geval, Indien namelijk de
Fourier transform F{f(t)} = F(w) bestaat, dan bestaat cok de Laplace trans-

form LII{f(t)} = FII(p) voor p = jw en er geldt FII(jm) = F(w). De tweezij-
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dige Laplace transformatie is toepasbaar op een grotere klasse van functies
dan de Fourier transformatie, Zo heeft bijv. de stapfunctie u(t) geen Fourier
transform (wel in gegeneraliseerde zin), terwijl de Laplace transform gegeven
wordt door
o
£ {u(t)l = | & Pfar =- & -
II
0

voor Re p > 0 .

Overeenkomstig 1.2.3, 1.3.1 bestaat de Fourier tramsform F{f(t)} = F(w) on-
der de voldoende voorwaarde dat ffm ]f(t)|dt convergent is. Daaruit velgt als
voldoende voorwaarde voor het bestaan van de Laplace transform EII{f(t)} =FII(p):
Als ffm lf(t)]e'ctdt convergent is voor zekere reéle o, dan bestaat FII(p)
voor p = 0 + jw. De laatste voorwaarde is duidelijk ruimer, d.w.z. vervuld
voor een grotere klasse van functies f(t), dan de voldoende voorwaarde voor
het bestaan van F(w).

We geven nog een andere voldoende voorwaarde voor het bestaan van de Laplace
transform.£II{f(t)} = FII(p): Veronderstel dat er reele constanten a,f en bij-

passende positieve constanten KI’KZ bestaan, zodat £(t) voldoet aan

K eat

1 voor £ > 0,

|£(e) =
Kzest voor t < O ;

zij voorts o < B, dan is de Laplace-integraal 3.!,1 convergent voor a <Re p<§,
i.e. FII(p) bestaat in de strook o« < Re p < B. Merk op dat de linkergrens a
van deze convergentiestrook bepaald wordt door het gedrag van f(t) voor t>0;
evenzo wordt de rechtergrens 8 bepaald door het gedrag van f(t) voor t < O.

Ter afleiding van dit resultaat schrijvem we 3.1.1 als
4] ©

F o (p) = J F(t)e Plac + J £(t)e Prdt .
—c 0

Stel nu Re p = o, dan zijn deze integralen convergent voor resp. 9 < B en

g > o. Immers, op grond van 3.1.2 is

0
{ -
J f(e)ye Prae

-C0

0

< K, { exp((R~o)t)dt =

—_—0

K
g -

voor 0 < B,

o« o0

J f(t)e—Ptdt
0

¥

1 Voor o * o

0

g -

<K [ exp{{a ~o)t)dt =




_7]_

Indien er voor elke @ ern B bijpassende constanten KI'KZ bestaan zodat £(t)
voldoet aan 3.1.2, dan is de integraal 3.l.1 convergent voor elke complexe p;
FII(p) bestaat dan in het hele complexe p-vlak, Indien f(t) causaal is, d.w.z.
£(t) = O voor t < 0, kan men B willekeurig kiezen zodat FII(p) bestaat in het
halfvlak Re p > a. Evenzo, indien f(t) = 0 voor t > 0, kan men & willekeurig
kiezen zodat FII(p) bestaat in het halfvlak Re p < B.

Indien de convergentiestrook a < Re p < B de imaginaire as bevat, kan men

in 3.1.1 stellen p = jw. Dan volgt FII(jw) = F(w), waarbij F(w) de Fourier
transform van f£(t) is.

Er bestaan ook functies f(t) waarvoor de Laplace—integraal 3.1.} divergent

is voor elke complexe p; f(t) bezit dan geen Laplace transform.

Voorbeelden, 1) Zij f(t) = e_a‘ti met a > Q. Bereken nu de integralen
0 0 0
J f(t)e-ptdt = J eatewptdt = exp((a ~pit) = , Re p < a,
a=-p - 27P

w 2]

J f(t)e_ptdt = [ e_ate-ptdt -.expi=(a +p)t) - , Re p > ~a,
a+p 0 a+p

0 0

De Laplace transform FII(p) = EII{e"altl} bestaat in de strook -a<Re p<a

en wordt gegeven door

i i 2a
F_.(p) = —— + = .
II a-p a=+p a2__P2
Merk op dat f£(t) hier voldoet aan 3.1.2 met a = -a, B = a. De convergen-

tiestrook —a < Re p < a bevat de imaginaire as. Stellen we p = jw, dan
volgt

. - 2
FII(Jm) = Fle a[tl} - 2
a +w

in overeenstemming met het resultaat uit de tabel 1.3.7.
2) We bepalen de Laplace transform van f(t) = exp(—atz), a > 0. Voor reéle
p is
” i 2
[ exp(-atz)e-ptdt = J exp[}a(t-+g;pz + %;]dt =

- —00
-]

2
exp(%;) J exp(“xz)dx = /.E. eXp(%g)

~—0

B

i
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e
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onder toepassing van de substitutie va(t + %E) = x, terwijl de laatste in-
tegraal ontleend is aan het college Wiskunde 20, 4.6.3, voorbeeld 4. De
Laplace~integraal is tevens convergent voor elke complexe p en men kan be-
wijzen dat de voorgaande uitkeomst geldig blijft voor complexe p. We vin-

den dan

2
ﬁII{Exp(-—atz)} =<\/§ exp(-z-é-)

voor elke complexe p. Men kan verifiéren dat £(t) hier voldoet aan 3.1.2

voor elke o en B en bijpassend gekozen K],K . Stellen we p = jw, dan gaat

2
de tweezijdige Laplace transform over in de Fourier transform

2
F{exp(—atz)} =-V/gjexp(- %;) s

in overeenstemming met het resultaat uit de tabel [,3.7.

De functie f(t) = exp(atz) met a > {, bezit geen Laplace transform. De
Laplace~integraal is namelijk divergent voor elke complexe p. In dit ge-
val bestaan er geen constanten a en § zodat f{t) voldoet aan 3.].2,

3) Zij £(t) = cosh(at) met a > 0, Bereken dan de integralen

0 0
J CDSh(at)eﬂptdt = 4 J (eat'+e—at)e-ptdt==£(

—— -0

1 1

a~“p a+p

)s Re p<-a,

J cosh(at)e_ptdt = J (eat-+e-at)e_ptdt==£(—
0 0

1 1
+

a-p a+p

}, Re p>a,

Aangezien de halfvlakken Re p < —a en Re p > 2 een lege doorsnede hebben,
zal de Laplace transform fll{cosh(at)} niet bestaan, Merk op dat f(t) hier
voldoet aan 3.1.2 met o = a, f = —a; de voorwaarde a < B is echter niet

vervuld.

In de onderstaande tabel geven we een aantal eigenschappen en rekenregels
voor de tweezijdige Laplace transformatie. De afleiding is analoog aan die
van de overeenkomstige eigenschappen en rekenregels voor de Fourier trans-

formatie, zie 1.3.6.
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B!
]
%
i
&
¥
&

£(t) FII(p) = -CII{f(t)}
] B
f(at), a # 0 T;T FII(a)
£(t - to) FII(p)exP(-ptO)
f(t)eXp(pot) FH(p - Pg)
ey, n=1,2,3,... p“FII(p)
t F_.(p) ;
1l 3
J £(t)dr > ;
~OPE(t), n = 1,2,3,... Fig)(p) §

We bespreken vervolgens de &Enzijdige Laplace transformatie zoals hierna ge-

definieerd in 3.1.4, 3.1.5. Deze transformatie vindt toepassing bij proble-
men waarbij we geinteresseerd zijn in de oplossing alleen voor t > 0. Als
voorbeeld noemen we de berekening van inschakelverschijnselen in RLC-netwer-—
ken bij excitatie door een bron die wordt ingeschakeld op het tijdstip t =0;
te bepalen zijn dan de spanningen en stromen voor t > 0. Het "verleden" t <0
van het netwerk speelt slechts in zoverre mee dat de begintoestand op t = 0-,
d.i. onmiddellijk v3dr het inschakelen, bekend dient te zijn. '

We zullen nu de &&nzijdige Laplace transformatie als volgt invoeren. Zij de
functie f£{t) gedefinieerd op ["Eo,w) voor zekere £y > 0, en zij £(t) inte-

greerbaar over [—EO,A] voor elke A > 0, De &é&nzijdige Laplace transform

FI(p) van f{t) wordt dan gedefinieerd door

A a0 3 i Ko il B ot T i B i B T TR B

@ -]
3.1.6. Fi(p) = £ {£()} = lim J £(t)e Pat = J £(ee Plat k
ev0 X
- 0 — }
4
mits de integraal convergent is. In het vervolg zullen we gemakshalve de in- ‘3

dex I weglaten. We noemen F(p) = L{f{t)} kortweg de Laplace transform van

L 4

£(t), met weglating van het adjectief "&énzijdig".
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N.B. In de notaties F(p) voor de Laplace transform en F(w) voor de Fourier

transform heeft, strikt genomen, de functie F niet dezelfde betekenis.

Laat bijv. £(t) een causale functie zijn, dan is

F{E(t))} = [ £(t)e 19tge ,
0-.

L{f(t)} = [ £(t)e Ptar .
0..

F(w)

F(p)

Daaruit blijkt dat de Fourier transform F(w) gelijk is aan de Laplace
transform F(jw).
In 3.1.4 is met opzet de integratiegrens O~ (in plaats vam 0) gebruikt, op-
dat ook de delta-functie &(t) een Laplace transform bezit: met de zeefeigen-
schap volgt eenvoudig £{&(t)} = 1, Indien f(t) geen impulsfunctie §(t) be-

vat, mag de integratiegrens 0- worden vervangen door 0. Dan volgt

L]

F(p) = L1£(t)]} = j £(eye Plac |
0

mits de integraal convergent is. In het volgende zullen we, voorzover geoor-
loofd, uitgaan van 3.1.5 als definitie van de Laplace transform; zie ook het
college Wiskunde 30, 4.2.1. De functie £(t) hoeft dan slechts gedefinieerd
te zijn op [0,=). Evenwel, indien f(t) een component K&(t) bevat met K con-
stant, dienen we terug te gaan tot de corspronkelijke definitie 3.1.4.

In 3.1.4, 3.1.5 is p een complexe variabele, Men kan bewijzen dat de Laplace
transformatie £{f(t)} = F(p) een inverse heeft, de inverse Laplace transfor-
matie, genoteerd als ﬂ_]{F(p)} = £(t) voor t > 0. Uit 3.1.5 blijkt dat F(p)
bepaald wordt door f£(t) met t = 03 f(t) hoeft niet gedefinieerd te zijn voor

t < 0, Het heeft daarom geen zin de inverse L—I{F(p)} te beschouwen voor

t < 0, De inversieformule (d.i. de formule voor E—l{F(p)} bij t > 0) bevat
weer een contour-integraal in het complexe p-vlak; de behandeling valt bui-
ten het bestek van dit college., Voor de practische uitvoering van de inverse
Laplace transformatie zullen we daarom gebruik maken van een tabel zoals
bijv. 3.1.7.

We geven een voldoende voorwaarde voor het bestaan van de Laplace transform
L{£(t)} = ¥(p), analoog aan 3.1.2: Veronderstel dat er een reele constante &

en een bijpassende positieve constante K bestaat, zodat £(t) voldoetr aan

|f(t)] < ket voor t > 0 ;
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dan is de Laplace-integraal 3.1.5 convergent voor Re p > a, i.e. F(p) bestaat

in het halfvlak Re p > o. De afleiding van dit resultaat is bevat in de over-

eenkomstige afleiding voor de tweezijdige Laplace tramsformatie.

Onder verwijzing naar het college Wiskunde 30, 4.2, doen zich drie mogelijk-

heden voor ten aanzien van de convergentie van de Laplace-integraal 3.1.5:

1) De Laplace-integraal is convergent voor elke complexe p;

voorbeeld: f(t) = exp(—atz), a> 0.

2} De Laplace-integraal is divergent voor elke complexe p;

voorbeeld: f(t) = exp(atz), a > 0.

3) Er bestaat een reeel getal aq zodanig dat de Laplace-integraal convergent

is voor Re p > @y en divergent voor Re p < e De existentie van een der-—

e s av

s

i

G e e,

i

gelijk getal ey wordt hier niet bewezen.

Het getal o heet de convergentie-abscis van de Laplace-integraal. In de ge-

vallen 1) en 2) stellen we de convergentie—abscis gelijk gan -~ resp. #»,

Uit het college Wiskunde 30, 4,2,2, citeren we de volgende tabel van functies

met hun Laplace transforms, aangevuld met L{6(t)} = 1,

2 o EREERE pEE

3.1.7, Tabel
£(t) F(p) = £L{£(1)} conv.~abscis
at ]
e a
p - a
n
t 1
;!',n=0,1,2,.-. n+] 0
P
n
t at i
-nﬂ.-e o =0,1,2,... vy a
(p-a)
cos{bt) —_— 0
2 2
p- +b
sin(bt) > b > 0
p” +b
eatcos(bt) #—P—:ﬁ a
(p-a)  +b
eatsin(bt) 3 a
(fp-a) + b
§(t) 1 —wo
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In deze tabel zijn a en b reéle constanten, Men kan gemakkelijk verifidren
dat deze resultaten ook gelden voor complexe a; de betreffende convergentie~
absels wordt dan Re a.

In veel leerboeken wordt aan de functies £(t) in de eerste kolom van tabel
3.1.7 een factor u(t) toegevoegd (behalve aan 6(t)); de bijbehorende Laplace
transforms veranderen daardoor niet, Bij gebruik van de tabel 3.1.,7 voor in-

verse Laplace transformatie is te bedenken dat £_1{F(p)} = f£(t) alleen voor

t > 0, dus bijv. f_l{p i a} = e yoor t > 0.

We geven vervolgens een aantal eigenschappen en rekenregels voor de Laplace

transformatie, Hierbij is steeds verondersteld dat F(p) = L{f{(t)}., De aflei-
ding wordt grotendeels achterwege gelaten, onder verwijzing naar het college
Wiskunde 30, 4.2.3, en naar de afleiding van de overeenkomstige eigenschap-—

pen en rekenregels voor de Fourier transformatie, zie 1.3,6.

Eigenschappen en rekenregels

1) Lineariteit £{aifl(t) + azfz(t)} = alFl(p) + aze(p).
2) Schaalverandering L{f(at)} = %-F(ED voor a > 0,

Opmerking. De functie £(t) hoeft slechts gedefinieerd te zijn op [0,=).

Voor a < 0 heeft f(at) dan geen betekenis; vandaar de voorwaarde a > 0,
3) Verschuiving in de tijd £{f(t-—t0)u(t-t0)} = F(p)exp(-pto) voor t,z0.
4) Verschuiving in het p-domein f{f(t)exp(pot)} = F(p - pg)-

5) Differentiatie naar de tijd

£E7(£)} = pF(p) - £(0-) mits lim £(t)e P" = 0

[ g g

L3

ce® 1 < p% (o) - £ (0-) — pe T (0-) -1 - pB 7 E(0-)

mits lim f(k)(t:)e_pt = 0 voor k = 0,1,...,0n"1 ,
t—)co

L{E(H)(t)} = pnF(p) als f(t) causaal is .

Afleiding. Zij € > 0; door partiéle integratie volgt

[--] -] oo

J £'(c)e Prae = £()e PT|  +p f £(t)ye Plar = -f(-)eP" +p J £(t)e Prat.
>

- - £




- 77 -

Neem hierin ¢ + 0, dan vinden we met gebruik van de definitie 3.1.4,
L{E' (L)} = pL{£(L)} - £(0-) = pF{(p) - £(0-) .

Op dezelfde wijze volgt het resultaat voor L{f(n)(t)} door n keer parti-
eel integreren. Als f£(t) causaal is, geldt f(k)(O—) = 0 voor k=0,1,.,..,0~1y
zodat L{f(n)(t)} = pnF(p). O
Opmerking. In regel 5) mag f(t) discontinu zijn in t = O met eindige sprong.
Voor f'(t) moet dan de afgeleide in gegeneraliseerde zin worden genomen,
met impulsterm [£(0+)} -~ £(0-)18(t}. Dit mogelijk optreden van de delta-
functie verklaart waarom bij de afleiding van regel 5) gebruik gemaakt is

van de definitie 3.1.4; zie ook het navolgende voorbeeld 1.

6) Integratie naar de tijd f{fg f£(t)dt} = Eigl .

7) Differentiatie naar p LUC-0 ()} = F(n)(p).

Voorbeeld. 1) Beschouw de functies fl(t) = eat voor elke t, en fz(t)==eatu(t),

welke dezelfde Laplace transform bezitten: F,(p) = F,(p) = 5 l ~ + Voor

de afgeleiden van fl(t) en fz(t) geldt

at

£1(t) = ae®", £3(t) = aefule) + 8(v) ,

waarbi] fi(t) de afgeleide in gegeneraliseerde zin is. Met behulp van de

tabel 3,1,7 volgt eenvoudig

LE(O) = =20, £lE(0)) = =2 1 = 2o

p - a - a p-a’

Dezelfde uitkomsten worden ook verkregen met gebruik van 3.1.8, regel 5);

hierbij is te bedenken dat fl(O—) =1, fz(O-) = 0,

In 1.4,1 is de convolutie van twee functies fl(t) en fz(t) gedefinieerd door

oo

fl(t) * fz(t) = J fl(t)fz(t - 1)dT .

Indien fl(t) en fz(t) causale functies zijn, gaat de convolutie over in

t
£ () % £,(8) = J £, (D, (t = 1T u(®) ,
0

i.e. fl(t) * fz(t) is eveneens een caugsale functie.

27

i

S S e

PR
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3.1.10. Stelling (conveolutiestelling). Laat f](t) en fz(t) causale functies zijn met

Laplace transforms £{fl(t)} e Fi(p)’ £{f2(t)} = Fz(p), dan geldt
L{g,(0) » £,(60)} = F (p)F,(p) .

Voor het bewijs van deze stelling wordt verwezen naar het college Wiskunde 30,

4,2,5; zie tevens de daar gegeven voorbeelden.

Zij L{f(t)} = F(p). We geven nu een tweetal stellingen waarmee resp. de "be-
ginwaarde" f£(0+) en de "eindwaarde" f(«) van f{t) rechtstreeks bepaald kun-—

nen worden uit F{p) zonder uitveoering van de inverse Laplace transformatie.

J.i.11. Stelling (beginwaarde-eigenschap). Laat f£(t) voldoen aan |ECt)| = Ke®© voor

t 2 0, waarbij o reeel en K > 0 is; zij £{£f(t)} = F(p). Indien lim £(t) =: £(0+)

bestaat, dan geldt t+0

lim pF(p) = £(0+) .
p—)@

N.B, p » = impliceert hier dat p reéel is.

Bewijs. We schrijven f£(t) als
£(t) = £(0+) + g(t) ,
dan is
pF(p) = pL{£(0+)} + pL{g(t)} = £(0+) + pG(p) ,

waarin G(p) de Laplace transform van g(t) is.

Te bewijzen is nu dat lim pG(p) = O.

poree
Uit de gegevens voor f£(t) volgt voor g(t):

a

(i) lim g(t) = 0; (ii) |g(t)| = ke®" + |£(0+)] voor t 2 O .

t40

Kies een willekeurige ¢ > O. Op grond van (i) laat zich bij deze € een getal

A > 0 vinden zodat

(iii) |g(e)| < e voor 0 < £ < A .
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Splits de Laplace-integraal voor g(t) in fg + j: en neem aan dat p >max(0,a)
is. Met behulp van de ongelijkheden (ii)en (iii) is pG(p) als volgt af te
schatten:

A ©

lp6p)| s p J lg(t)|e Prat + p J lg(t)|ePae s
0 4
A @ . -]
< dep J e Pfar + Kp J exp({a = p)t)dt + |£(0+)|p [e_ptdt =
0 A : A

- je(1-e Py + 5‘—‘._1’; exp((a -p)a) + |£(0+) [P .

De uitdrukking in de laatste regel nadert tot 4e als p + w=. Er bestaat daar-

om eern getal A, zodat |pG(p)' < g voor p > A. Hieruit vwolgt lim pG(p) =0, [
‘p-H:D

Opmerking. De stelling 3.1.1!1 kan gebruikt worden voor de berekening van

£f(0+) rechtstreeks uit F(p), mits bekend is dat de limiet £(0+) bestaat. Men

kan voorbeelden geven van functies waarvoor lim pF(p) wel bestaat, maar
p—H‘-D

t+0

Stelling (eindwaarde-eigenschap). Laat f{t) begrensd zijn voor t 2 0, en zij
L{f(t)} = F(p)., Indien lim £(t) =: £(=») bestaat, dan geldt

o

lim pF(p) = £(=) .
pt0

N.B, p + O impliceert dat p reéel is,

Bewijs. We schrijven £(t) als

£(t) = f(=) + g(t) ,

‘dan is

pF{p) = pL{f(=)} + pL{g(t)} = £(=) + pG(p) ,

waarin G(p) de Laplace transform van g(t) is.

‘'Te bewijzen is nu dat lim pG(p) = O.

pt0
Uit de gegevens voor f£(t) volgt voor g(t):

e SRR bt e T D e, b s

oA Tk

o R AR SRR i A A

SEEEL S S
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(i) lim g(t) = 0; (ii) g(t) is begrensd voor t 2 0, i.e. |g(t)| €M voor t20.

Kies een willekeurige € > 0. Op grond van (i) laat zich bij deze ¢ een getal

T > 0 vinden zodat
(1ii) lg(t)| < de voor t 2 T,

splits de Laplace-integraal voor g(t) in Ig + f; en neem aan dat p > 0 is,
Met behulp van de ongelijkheden (ii) en (iii)is pG(p) als volgt af te schat-
ten:
T o
P J lg(e)]e Pfae + p J lg(t) |e Ptat <
0 T
T o
Mp J e Plat + fep J e Piit =
0 T

1A

|pG(p) |

A

M(1 - e_PT) + £ee-pT .

De uitdrukking in de laatste regel nadert tot Je als p + 0. Er bestaat daar-

om een getal §, zodat |pG(p)| < ¢ voor O < p < &. Hieruit volgt lim pG(p) =0.0]
p+0

Opmerking. De stelling 3.1.12 kan gebruikt worden voor de berekening van f(=)
rechtstreeks uit F(p), mits bekend is dat de limiet f(») bestaat., Voor bijwv.

de functie f(t) = sin(wt) met Laplace transform Fip) = 5 bestaat wel

lim pF(p) = 0, maar niet lim £(t). p tuw

pt0 tbeo

Tenslotte bespreken we nog de Laplace transformatie van een periodieke func-

tie. Zij de functie £(t) gedefinieerd op {0,») en periodiek met periode T,
d.w.z. £(t +T) = £(t) voor elke t = 0. De Laplace transform L{E(t)} = F(p)

is dan als volgt te herleiden:

© o {m+1)T
F(p) = J f(t)e Prae = J £(t)e Plae =
0 2=0
w T
= Z e—mpT J f(T)e-pTdr »
m=0 0

waarbij de substitutie t = mT + 7 is toegepast en gebruik gemaakt is van de
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periodiciteit £(mT +T) = £(r). Met de bekende somformule voor een meetkundi-

ge reeks volgt

z e-mpT - 1
m=0 1 -e

voor Rep > 0 .,

We vinden dan

F..(p) T
F(p) = L{£(t)} = —% =T Folp) = J £(e)e Prae ,
1 —e
0

voor Re p > 0. De Laplace transform van een periodieke functie is dus uit te

drukken in de Laplace-integraal over &&n periode.

Voorbeeld. 2) Zij f(t) = t voor 0 < t < T en verder periodiek voortgezet met

periode T. Via berekening van de integraal

T
- - T - T _ —pT
Fr(p) = [ te Pfar = - L o PET oL pty 1o (1 +pDe ’
p 2 2
0 0 p 0 P
vinden we
- -pT
e} = Lt ERE o LT -
p(l-e®) P p(1 -e PH)

Toepassingen van de Laplace transformatie

De Laplace transformatie vindt toepassing bij het oplossen van lineaire dif-
ferentiaalvergelijkingen c.q. lineaire stelsels differentiaalvergelijkingen,
met constante coefficienten; zie college Wiskunde 30, 4.2. Onder Laplace
transformatie gaat de differentiaalvergelijking over in een algebraische ver~
gelijking, terwijl het stelsel differentiaalvergelijkingen overgaat in een
lineair stelsel algebraische vergelijkingen. Beide zijn eenvoudig op te los-
sen waarna de oplossing van de oorspronkelijke differentiaalvergelijking(en)
volgt door inverse Laplace transformatie.

De Laplace transformatie is voorts te gebruiken bij de analyse van systemen.

We beschouwen een lineair tijdinvariant systeem met ingangssignaal £(t) en -

uitgangssignaal T{f£(t)} = g(t); zie 2.1. Overeenkomstig 2.1.5 is het systeem

in het tijddomein te beschrijven door

T

‘;‘;"""3‘ _,,‘ T e

el



3.2.1,

3.2.2,

3'2.30

_82_

a

g(t) = £(t) * h(t) = J f(t)h(t ~1)dT ,

-0

waarin h(t) de impulsresponsie is, d.i. de responsie op de impuls &(t).
We beperken- ons nu tot het geval dat het systeem tevens causaal is; dan is

h{t) = 0 voor t < 0, Laat ook het ingangssignaal f£(t) een causale functie

zijn, dan volgt voor de responsie g(t),

t
g(t) = £(t) = h(t) = J f()h(t - t)dt ul{t) .
0

Pas nu Laplace transformatie toe en noem L{f(t)} = F(p), L{g(t)} =6G(p),
L{h(t)} = H(p). Met behulp van de convolutiestelling (3.1.10) vinden we dan
voor het systeem de volgende beschrijving in het p~domein:

G(p) = F(p)H(p) .

De functie H(p) wordt weer de overdrachtsfunctie van het systeem gencemd,
Strikt genomen is deze functie niet helemaal dezelfde als de overdrachtsfunc-

tie H(w) ingevoerd in 2.1. Immers

J n(t)e Pde .
0—

j h(t)e 1%%ac ,
0_

H(p) = L{n(t)}

H(w) = F{h(t)}

waaruit blijkt dat de vroegere functie H{w) overeenstemt met de hierboven
ingevoerde functie H(jw); vergelijk met de aantekening op p. 74.
De analyse van systemen op basis van 3.2.2 is verder analoog aan die op ba-

sis van 2.1.6 (beschrijving in het frequentiedomein),

In vervelg op de behandeling in 2.! beschouwen we nogmaals het geval van een

RLC-systeem beschreven door een lineaire differentiaalvergelijking met con-

stante reecle coeéfficignten van de vorm (zie 2.1.9)

m m-1

a X4, —1 Q—E:% oot gy %% *agy =
Tad® " ae
n n-1
d'x d dx
= b —= 4+ bn—l ; +aaot bl T box R t >0 .



3.2.4.

_83._

Hierin is het ingamgssignaal x(t) de bronsterkte van de spanningsbron of
stroombron waardoor het RLC-netwerk geexciteerd wordt. Het uitgangssignaal
y(t) kan zijn de spanning tussen twee knooppunten van het netwerk of de
stroom in een bepaalde tak wvan het netwerk.
Pas nu Laplace transformatie toe en noem L{x(t)} = X(p), L£{y(t)} = Y{(p). Op
grond van 3.!.8, regel 5) is

k-1

ex® ey = o5k - 7 o %M 00

=0

en analoog voor £{y(k)(t)}. Onder Laplace transformatie gaat de differenti-

aalvergelijking 3.2.3 over in

m k-1
oot a ptagli(p) - ZO a, ] p< 1y (M oy -
k=

-1

[a pm+a pm
m m—1

2=0
n k-1
- k-1-2 (&
= (b p"+b _ p"  +..4bpeb K@ - ] b ] p =% 0oy .
k=0 2=0

Hieruit is Y(p) op te lossen, waarna de responsie y(t) gevonden wordt door
inverse Laplace transformatie van Y(p). Merk op dat y(t) op deze wijze &én-
duidig bepaald wordt door het ingangssignaal x(t) en de "beginwaarden”
y(O—),y'(O-),...,y(mnl)(O-) op t = 0-,

We veronderstellen nu dat x(t) = 0 voor t < 0, i.,e. de spanningsbron of
stroombron wordt ingeschakeld op het tijdstip t = 0, enr y(t) = 0 voor t < O,
i.e. het netwerk verkeert voor t < 0 in de rusttoestand., Onder Laplace

transformatie gaat 3.2.3 dan over in

m m-1
[amp ta P +o.otap +a0]Y(p) =

= [bnpn-+bn_lpn_] +...+b]p +b01X(p) .

Hieruit is de overdrachtsfunctie H{p) eenvoudig te bepalen:

n n-l
Y(p) _ bnp +b P +o.0F b]p + b0

x(p)

n- _ B(p)
-1 A(p) ?

H{p) = I R
P m—1 vee 1P 0

waarin B(p) en A(p) korte notaties voor resp. het teller- en noemerpolynoom

zijn; H(p) is dus een rationale functie,
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Opmerking. Na vervanging van p door jw stemt 3.2.4 overeen met de uitkomst
2.1,10 voor de vroegere overdrachtsfunctie H(w). De uitkomst 3.2.4 voor H(p)
is ook rechtstreeks af te leiden door substitutie van x(t) = X(p)ept,
y(t) = Y(p)ept in de differentiaalvergelijking 3.2.3; vergelijk ﬁet

H.J. Butterweck, Elektrische Netwerken, Prisma-Technica 56, Utrecht, 1974,
par. 3.6, 4.7,

De impulsresponsie h(t)} van het netwerk wordt verkregen door inverse Laplace

transformatie van H(p). Daartoe wordt H(p) gesplitst in partiéle breuken op

de wijze als aangegeven in 2.1, zie p. 58-59,

Ontbind het noemerpolyncom A(p) in factoren van de eerste graad volgens
A(p) = a (p=q)(Pp-qy)--(p-q) .

De (complexe) getallen Qyalgre ey zijn de nulpunten van A(p); deze heten
ook polen van H(p). Daar de coéfficienten 3318 ye+s,a; Vvan het polynoom A(p)
reéel zijn, zijn de nulpunten Q. k =1,2,...,m, of reeel &f in paren toege-
voegd complex.

Veronderstel nu eerst dat de qk's onderling verschillend zijn {enkelvoudige
nulpunten) en dat n < m, i.e., gr{8{(p)) < gr(A(p)). Dan is H(p) te splitsen

in partiéle breuken volgens

met coefficienten ¢, gegeven door

o = lim (p ~ q H(p) .

Pq
Voor de impulsresponsie h(t) vinden we nu met behulp van de tabel 3.1.7:

m
h(t) = & l{H(p)} = ) cexp(q t) voort >0.
k k
k=1
Indien A(p) een meervoudig nulpunt q, met multipliciteit m bezit, treedt in
de ontbinding van A(p) een factor (p -qk)mk op. De splitsing van H(p)} in par-
" L
tiele breuken bevat dan termen van de vorm ckE/(p - qk) s L= 1,2,...,mk. De
inverse Laplace transform van een dergelijke term is te vinden met behulp

van de tabel 3,1.7:

-1 1 ti-l

= t>0.

L { 2} TRV exp(qkt) voor
(p~ q)




Indien n = m, kan men H(p) door deling herleiden op dezelfde wijze als in _;
2.1, zie p. 59. Het geval van een rationale overdrachtsfunctie met n > m is
van weinig practisch belang, omdat voor de meeste RLC-systemen geldt n £ m,
Uit het voorgaande blijkt dat de impulsresponsie h(t} van een RLC-systeem

bestaat uit een som van termen van de vorm

-1
t
exp{(q,t) of T -7 exp(qut), £ = 1,2,0c0um, £ >0,

waarbij q enkelvoudig resp. mk-voudig nulpunt is van het noemerpolynoom A{p).
Een systeem heet stabiel als voor elk begrensd ingangssignaal ook de respon—

sie begrensd is, Overeenkomstig 2.1.7 is het voorgaande RLC-systeem stabiel

dan en slechts dan als IZ |n(t)]dt convergent is. Beschouw nu de integralen

van de absolute waarden der afzonderlijke termen van h{t): 1%

= | !

J exp(Re(qk)t)dt, J TIE:_TTT exp(Re(qk)t)dt H %

0 0 3
deze integralen zijn convergent als Re q, < 0 is. Het is duidelijk dat de
‘voorwaarde Re q < 0, k= 1,2,...,m, voldoende is opdat fz [h(t)|dt conver-
gent is. Men kan bewijzen dat deze voorwaarde tevens nodig is voor de conver-—
gentie van IE |h(t) [dt. Het RLC-systeem is dus stabiel dan en slechts dan
als Re q < 0, k=1,2,...,m, i.e. de polen van de overdrachtsfunctie H(p)
liggen in het complexe vliak links van de imaginaire as. ]
Het bégrip stabiliteit wordt ook wel op een andere wijze gedefinieerd. Een h@
systeem heet stabiel als de impulsresponsie begrensd is. Onder deze defini- |
tie is het voorgaande RLC-systeem stabiel mits Re qy £0, k=1,2,...,m, ter- i
wijl de eventuele nulpunten g, met Re qy = 0 enkelvoudig dienen te zijn., Im-
mers, in het geval van bijv. een tweevoudig nulpunt 9 met Re qy = 0, bevat E
h{t) een term t exp(qkt) en deze is niet begrensd voor t > 0, Voor een sta-
biel RLC-systeem liggen nu de polen van de overdrachtsfunctie H(p) in het
complexe vlak links van de imaginaire as 6f op de imaginaire as, terwijl dé
eventuele polen op de iﬁaginaire as enkelvoudig zijn. Het is duidelijk dat

de laatste definitie van stabiliteit ruimer is dan de eerste. Een stabiel

RLC-systeem waarvoor de overdrachtsfunctie H(p) één of meer zuiver imaginai-

re polen heeft, wordt wel marginaal stabiel genoemd.
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Voorbeelden. 1) Het hieronder getekende RC-netwerk wordt gevoed door een span-—
ningsbron met bronsterkte vl(t), ingeschakeld op het tijdstip t = 0, Het
uitgangssignaal vz(t) is de spanning over de condensator C. V3dr het in-
schakelen van de spanningsbron is de condensator opgeladen tot de spanning
Vor i.e. v2(0-) =y

R

—AMAM— o4
|

i(t)

+
v(t) C) =—C w(t)

Zoals afgeleid in 2.}, voorbeeld 3, wordt het verband tussen vl(t) en
vz(;) beschreven door de differentiaalvergelijking

dv

2
RC -d--t-— + VZ(t) = Vl(t) .

Pas nu Laplace transformatie toe en noem £{v1 2(t)} = Vl 2(p). Bedenk dat
? »

v2(0~) = Vg» dan volgt met behulp van 3.1.8, regel 5),
pRCV, (p) - RCvy + V,(p) = V,(p) ,

RCvo

1
Vo) =T i) o
Zij nu vl(t) = Eu(t) met constante E, dan is Vl(p) = Efp, en vervolgens

RCv RC(VO - E)

E . o__E,
(pRC + 1)p pRC+ 1 p pRC + | *

V,(p) =
Met behulp van de tabel 3.1.7 vinden we dan
-1 t
vz(t) =L {Vz(p)} = E + (vo ~ E)exp( 5 voor £t > 0 .

Indien Vo = 0, kan men omnmiddellijk de overdrachtsfunctie van het netwerk

aflezen, namelijk

I
B = xe+ 1

De bijbehorende impulsresponsie volgt met behulp van de tabel 3.1.7:
-1 1 t
h(t) =L "{H{(p)} = xC exp( EE) voor t > 0 ,

in overeenstemming met het resultaat uit 2.1, voorbeeld 3.
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2) In de hieronder getekende serie RLC-schakeling is een spanningsbron opge—

nomen met bronsterkte e(t), welke wordt ingeschakeld op het tijdstip t=0.
Als uitgangssignaal wordt beschouwd de stroom i(t) in de schakeling. Voor

t < 0 zal de schakeling in de rusttoestand verkeren,

+
e(t)() = s

Het verband tussen spanning e(t) en stroom i(t) wordt baschreven door de

differentiaalvergelijking

a’i

dt2

de

L ™ H

ol

di
+R'a—E+

zie H.J. Butterweck, Elektrische Netwerken, Prisma-Technica 56, Utrecht,
1974, par. 3.3.

We passen Laplace transformatie toe en schrijven £{e(t)]l = E(p),

£{i(t)} = I(p). Bedenk dat e(0-) = 0, i(0=) = i'(0-) =0, dan volgt met be-
hulp van 3.1.8, regel 5),

[p’L + pR + ZI1(p) = pE(p) .

Hieruit vinden we voor de overdrachtsfunctie H(p) van de schakeling,

H(p) = =) P

B 2 4 or o+ 1/c

Merk op dat H(p) hier gelijk is aan de admittantie van de schakeling;

I/H(p) is gelijk aan de impedantie, _
. . -1 .

We bepalen nog de impulsresponsie h{t) =L {H(p)}. Ontbind daartoe het

noemerpolynoom in factoren van de eerste graad volgens

2
=R 1{5__ - L

Dan is H(p) te splitsen in partiele breuken volgens

Q-

sz + pR +

1 q

H =
(p) - q,) (p -

P - . )
L(p - q)(p - q,) L(q 9 P -4qy’
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waarna we met behulp van de tabel 3.1,7 vinden

1
h(t) = Er-E-‘-:-l--l---:—-‘-:-l--;)--[qle:r;p(q]t:) - q,exp(q,t)]  voor t > 0

Bij de verdere uitwerking van h(t) onderscheiden we drie gevallen:

(1)

(ii)

(iii)

2 . .. . .
R™ » 4L/C. In dit geval zijn q, en q, negatief reeel en verschillend.

De impulsresponsie h(t) is dan de som van twee exponentieel gedemp-
te functies en we sprekem van een aperiodiek inschakelverschijnsel,
R™ < 4L/C. In dit geval zijn q, en q, toegevoegd complex, en voor

te stellen door

2
. : R 1 _R

q; ="+ ju, q, = ~e~jwmeta =3+, w =157 —5 -
4L

De impulsresponsie h(t) is dan te herleiden tot
—at

h(t) = %E{(—a ¢ wyed¥t - (- jw)e-—jmt] }

ot Va? +w? -

e . t
= -Eir{m cos(uwt) - o sin(wt)] = —— e cos{wt +9), t > O,

waarin 9 = arctan(o/w). De responsie h(t) heeft in dit geval een

gedempt periodiek verloop.

R2 = 4L/C. In dit geval is qy =49, =~ %f =: —a, De overdrachtsfunc-
tie H(p)} is dan te schrijven als
1 o
H(p) = —F—s = - ;
Lp + @2 R 0 g?

waaruit met behulp van de tabel 3.1.7 volgt
h{t) = f-l{H(p)} = %{1 - at)euat voor t > 0 ,

De impulsresponsie is hier aperiodiek, we spreken van het aperio-

dieke grensgeval of ook wel van kritische demping.

Als laatste toepassing van de Laplace transformatie bespreken we de Tespon-

sie van een RLC-systeem op een causaal periodiek ingangssignaal x{t). Het

verband tussen het ingangssignaal x(t) en de responsie y(t) wordt beschreven

door een differentiaalvergelijking van de vorm 3.2.3. We nemen aan dat het

systeem voor t < 0 in de rusttoestand verkeert. De overdrachtsfunctie H(p)

van het systeem is dan een rationale functie gegeven door (zie 3.2.4)



- 89 ~

n n-1
- bnp + bn-lp Fa0 0t blp + bO _ B(p)
H(p) = e YOI
amp + am_‘p +ooat alp + ao
Gemakshalve zullen we veronderstellen dat de nulpunten Q) k=1,2,.,..,m,

van het noemerpolynoom A(p} onderling verachillend zijn, terwijl voorts zal
gelden Re qy < 0, k=1,2,,..,my en 0 £ m,
Zij nu L{x(t)} = X(p), L{y(t)} = ¥(p), dan is volgens 3.2.2,

B(p)

ap) *®)

Y(p) = X(p)H{p) =

Uit Y(p} volgt de responsie y(t) door inverse Laplace transformatie. Het zal
aanstonds blijken dat voor een periodiek ingangssignaal x(t), de responsie

y(t) te schrijven is als y(t) (t) + yst(t) (tr = transient, st = sta-

=7
tionair). De component ytr(t) besEZat hierbij uit &&n of meer exponentieel
gedempte functies en er geldt ytr(t) + 0 als t + », De component yst(t) is
periodiek met dezelfde periode als x(t). In de limiet voor t + =, d.w.z. in
de stationaire toestand van het systeem waarbi] ytr(t) is uitgedempt, geldt

y(t) = yst(t). We noemen yst(t) de stationaire responsie van het systeem. We

zullen nu de componenten ytr(t) en yst(t) van de responsie bepalen in de vol.-

gende twee gevallen:

1%, Responsie op een causaal tijd-harmonisch ingangssignaal x(t) = eJmtu(t).

Met behulp van de tabel 3.1.7 bepalen we de Laplace transform

]
p—Jjuw

X(p) = L{x()} =

dan is vervolgens

Y(p) = X(MHG) - priTy -

De noemer van de laatste uitkomst heeft nulpunten juw en Qs k=1,2,..,m,
en deze zijn onderling verschillend. Dan is Y(p) te splitsen in partiéle

breuken volgens

m c c
0

k
Y{p) = Z — + ——
k=g P79 P~ jw

met coefficiénten ¢, »Cy gegeven door

e

A T R ey T L 2 e BRI £ iy B

i

e B i P
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(p - q,)B(p) B3
. {jw) .
% = 10 Y6 Wy v S0 T a7 R

P,

De responsie y(t) volgt nu door inverse Laplace transformatie met behulp

van de tabel 3.1.7:

m .
=1 .
y(e)y =L {y(p)} = Z ckexp(qkt) + H(Juu)e'wt voor £t > (O ,
k=1
Bedenk dat Re q < 0 is, dan zijn de componenten ytr(t) en yst(t) een-

voudig af te lezen, namelijk

m .
= - . Jut
¥, (t) kzl e expla ), y_ (6) = H(jw)e™™, >0 .
De aldus gevonden stationaire responsie stemt overeen met het resultaat
op p. 50, geval 20, afgeleid voor een algemeen lineair tijdinvariant
systeem, Hierbij is te bedenken dat H(jw) gelijk is aan de vroegere func-—
tie H(w) als gebruikt im 2,1,

o

2 . Responsie op een causaal periodiek ingangssignaal x(t) met periode T,

Overeenkomstig 3.1.13 is de Laplace transform van x(t) in dit geval te
herleiden tot
T
Xp(p) = j x(tye Prde
0

XT(p)

=£ T etete—————
X(p) = £{x(t)} T

Vervolgens is dan

B(p)X(p)

Y(p) = X(p)H(p) =

~pT.
APY(1 - e P
In vele gevallen is deze Y(p) te herleiden tot de vorm

Bl(p) . Bz(p)
Al(p)

Y(p) =

Ay(p) (1 - e P

waarin AI,Z(p)’ Bl,Z(p) polynomen in p zijn._l

Voor de berekening van de responsie y(t) = £ {Y(p)} splitsen we

B,(p)/A; (p) en B,(p)/A,(p) in partiéle breuken op de bekende wijze. De
inverse f-lfBl(p)/Al(p)} is dan te bepalen met behulp van de tabel 3.1.7.
Veronderstel nu dat Bz(p)/Az(p) gesplitst is in breuken van de vorm

d/(p -~ r), waarin d een constante is en r een {enkelvoudig) nulpunt van

de noemer Az(p). Te bepalen is dan de inverse Laplace transform van
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d d E e-mpT
- = — »
(- )0 - P me0 P~ T
waarbij de factor (1 - e_pT)-l ontwikkeld is in een meetkundige reeks.

Met behulp van de tabel 3.,1.,7 en 3.1,8, regel 3) vinden we

f_]{ < }-= d ] exp(r(t - mT))u(t - mT) .
(p-1)(1 - e P n=0

Zij nu nT < t < (n+1)T, n= 0,1,2,..., dan is de voorgaande uitkomst te

herleiden tot

ol d o
——=d } exp(r(t - wl)) =
(p~ 1)1 -e P w=0

(n + 1)d als r = 0,
oIt 1 - exp(~(n+1)rT) nT < t < (n + 1)T ,

[ - e-rT

d als r # 0,

onder gebruikmaking van de bekende somformule voor een meetkundige reek..

Op deze wijze is de responsie y(t) in principe te bepalen., De component
ytr(t) is dan de som van de exponentieel gedempte termen van y(t), ter—~
wijl de overige termen van y(t)} samen de stationaire responsie yst(t)

vormen, Men kan bewijzen dat yst(t) periodiek is met periode T; zie ook

het navolgende voorbeeld 4,

Voorbeelden. 3) Beschouw het RC-netwerk uit voorbeeld ! en laat RC = | zijn.

De coverdrachtsfunctie H{p) van het netwerk wordt dan

H(p) =

.

p+ ]

Bij een ingangsspanning v](t) = 5 cos(2t)u(t) is de responsie vz(t) als

volgt te bepalen met gebruikmaking van de tabel 3.1.,7:

U (p) = L{v (D)} = =B

]
pz + 4
5 ] 4
Volp) =V, (p)Rlp) = Pz B 2p T oy—
(p+1)(p° +4) P P +h  poal

vo(t) = £-]{V2(p)} = —e_t + cos(2t) + 2 sin(2t) voor t > 0 .

T A
R B

E | i . " e

e
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e responsie vz(t) bestaat nu uit de componenten

t

v2,tr(t) = -e , Vz,st(t) = cos(2t) + 2 sin{2t) , ¢t > 0 .

. 50 2j -2j . . .
Uitgaande van v, (t) = E{e T4 e Jt]u(t) is de stationaire responsie ook
rechtstreeks te bepalen:

_5 ya2]t v a—2ity o
v2,st(t) -E[H(ZJ)e + H(=2j)e ]

5 e2jt e-2jt '
= -2-[1 rE + ]_2j]= cos{2t) + 2 sin(2t) voor t > 0 .,

4} Beschouw nogmaals het RC-netwerk uit voorbeeld | en schrijf de overdrachts-

functie H(p) als

H(p) =

p ta

Neem als ingangsspanning een zaagtand-signaal gegeven door vl(t) = t voor
0 £t < T en verder periodiek herhaald met periode T. Overeenkomstig 3.1,

voorbeeld 2 is dan

Vy(e) = £y, ()} = 2T o e
P p{l-e ™7)
waarna volgt
(1 + pT) _ aT

Vy(p) = V (p)H(p) = 5 =
p(p+a) plpra)(l-e

T
5
Splits de twee rationale functies in partiéle breuken, dan vinden we

] 1 = aT 1 -aT T I
V,(p) = = - * - 5T, " ~pTy
2 p2 90 eera) G Py agy e P

De inverse Laplace transform van de eerste drie termen van Vz(p) is een-
voudig te bepalen met de tabel 3.1.7. Voor de laatste term van Vz(p)

schrijven we

®© ~mpT
T =T e

(p+a)(1 -e_pT) m=0 P ¥

dan volgt met behulp van de tabel 3.1.7 en 3.1.8, regel 3,

£-l{ z g } =T E exp(-a{t ~mT))u(t - mT) .
(p+a)(1-e Ph) n=0
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ZijaT <t < {n+1)T, n=0,1,2,.,., dan is deze uitkomst te herleiden tot

t

- o o .
’ l{ - pT }“ T ] exp(-a(t-mD)) 1 SXRLEE (n+DT) e
)

t
(p+a)(i-e =0 T -

Evenzo is af te leiden

'C_l{ T_T}= (n+1)T wvoor nT < t < (n+1)T .
p(1-e P

Totaal vinden we op deze wijze voor de responsie vz(t):

-aT 1 -aT -at
e e =]

vz(t)=£-l{V2(p)}=t—l — . —(n+ )T+

exp(—al(t - (n+1)T) - e_qt
euT -1

+T

voor nT < t < (n+1)T. Isoleer hieruit de exponentieel gedempte termen, dan

volgt

1 =aT T -at
V2,tr(t) [ - eaT-l]e , £t >0 .

De overige termen van vz(t) vormen samen de stationaire responsie

T
Tem

T exp(-a(t-nT)), nT < t < (n+1)T .
e

1
,St(t)ut nT -c?-t' "

Va

Inderaad is Vo st(t) periodiek met periode T,
3

RSB SN

e Lo s e
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Hoofdstuk 4. Z-transformatie

Theorie van de Z-transformatie

21j de functie f{n) gedefinieerd voor n geheel, n = 0,%1,%2,..., d.i. voor
discrete waarden van het argument. De functie f(n) beschrijft bijv. een
(tijd-)discreet "signaal" als functie van de tijdindex n,

N.B. De notatie f(n) staat zowel voor de functie als geheel, als voor de
functiewaarde bij argument mn.

Ter inleiding tot de Z-transformatie beschouwen we een discreet signaal dat
verkregen is door bemonstering van een (tijd-)continu signaal fc(t) op equi-
distante tijdstippen t = uT, n geheel, waarna gesteld wordt fc(nT) = f(n).

Beschrijf de bemonstering door de functie

£(t) =£.(t) ] &(t-nT) = } £ (aD)8(t-nT) = } £(@)é(c-nl) ,
n"_'—w n==—ax n!:-w

dan wordt de Laplace transform (tweezijdig resp. &&nzijdig) van fb(t) gege—

ven door
£ AE (0} = J £ (e ac = [ e,
n=-®
-CI{fb(t)} = Jfb(t)e"pt at = J f(n)e"PnT .
n=0

0-

pT

Stel hierin z = e, dan ontstaat er

= -n I: = -n .
Lo ()} Y fwz ", REROY Zf(n)z
n=-co n=0
Geleid door deze resultaten voeren we nu de Z-transformatie als volgt in.
Zij de functie f(n) gedefinieerd voor n geheel, n = 0,t1,%x2,... .

De tweezijdige "Z-transform" (Z-getransformeerde) FII(z) van f(n) wordt ge-

definieerd door

Frp(@) =2 {E@r= [ £z,

nuv—m

mits de reeks convergent is.
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De éénzijdige "Z-transform" (Z-getransformeerde) FI(Z) van f(n) wordt gede-

finieerd door

Frz) = 2 {6} = § £z ",
n=0
mits de reeks convergent is.
In 4.1.1 en 4.1.2 is z een complexe variabele. De toevoeging f(n) - FII(z)

resp. f(n) - FI(Z) heet tweezijdige resp. €énzijdige Z~transformatie. De

- Z__.—transformatie voor discrete signalen vormt het analogon van de tweezij-—

II
dige Laplace transformatie en de Fourier transformatie voor tijd-continue

signalen. Analoog aan de &&nzijdige Laplace transformatie vindt de ZI—trans—
formatie vooral toepassing bij problemen waarbij we geinteresseerd zijn in
de oplessing alleen voor tijdindex n = 0; denk bijv. aan inschakelverschijn-
selen in tijd~discrete systemen.

Opmerking. De voorgaande definitie van de Z-transformatie is de meest gang-
bare in de electrotechnische literatuur. Daarnaast komt in de wiskundige

literatuur ook voor de definitie

oo

ZII{f(n)} = Y f(ez", ZI{f(n)} = 7 fm)z",
ns=—c n=0

n ., n, .. : -1
met z 1i.p.v. z ; €&n en ander komt mneer op vervanging van z door z.

De functies FII(z) en FI(z) heten ook genererende functies of voortbrengende

functies van de rij (f(n)). Genererende functies werden reeds toegepast in

de waarschijnlijkheidsrekening door De Moivre in 1730,

We onderzoeken het convergentiegebied van FII(z) en FI(z). Schrijf daartoe

o -1 © o
FII(z) = z f(n)z © + E fn)z © = 2 f(n)(z"l)n—k ) f(-n)z" .
n=0 n=—w n=0 n=1

. . -1
d.i. de som van twee complexe machtreeksen in z en z.

In het college Wiskunde 10, 5.4.9, 5.4.10, is gesteld dat voor een complexe

oo

machtreeks E anzn €én van de volgende uitspraken geldt:
n=0
1) De machtreeks is convergent alleen voor z = 0 en divergent voor alle z #0.

2) De machtreeks is absoluut convergent voor alle z.
3) Er bestaat een (reeel) getal R > 0 zd dat de machtreeks absoluut conver-

gent is voor |z| < R en divergent voor {z| > R.

iy e
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g
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Het getal R heet de convergentiestraal van de machtreeks; in de gevallen 1)

en 2) stellen we R = 0 resp. R = o,

-]

Noem de convergentiestralen van de machtreeksen Z f(n)(zhl)n en Z f(-n)z"

resp. I/kl en R2, dan geldt: n=0 n=l

T -lyn , -1

} f(n)(z” )" is convergent voor |z '| < ]/Rl oftewel voor |z| > R,

=0 . -

n en divergent voor |z I] > l/R1 oftewel voor |z]| < RI;

) £(-n)z" is convergent voor {z| < R, en divergent voor |z| > R,.
n=1
Door combinatie van deze resultaten volgt:
FII(Z) is absoluut convergent in het gebied R, < lz] < RZ’ mits R, < RZ’

en divergent voor alle z indien Rl > RZ;

FI(z) is absoluut convergent in het gebied |z| > Ry» mits R, # w,

en divergent voor alle z indien Rl = o,
De vermelding van het convergentiegebied is belangrijk, in het bijzonder bij
FII(z). Zo kunnen twee verschillende discrete functies dezelfde ZII—trans—
form hebben, echter met verschillende convergentiegebieden; zie voorbeeld 4.
Men kan bewijzen dat de Z-transformatie ZII{f(n)} = FII(z) resp. ZI{f(n)} =

= FI(Z) een inverse heeft, de inverse Z-transformatie, genoteerd als

ZE{{FII(Z)} = f(n) resp. ZEI{FI(z)} = f(n) voor n 2 0. De inversieformule

{(d.i, de formule voor Z;i{FII(z)} resp. ZII{FI(Z)} bij n = 0) bevat een

contour—integraal in het complexe z-vlak waarbi) de integratiecontour ver-

loopt in het convergentiegebied van FII(Z) resp. FI(z); de behandeling valt
buiten het bestek van dit college. Voor de practische uitvoering van de in--

verse ZI-transformatie zullen we daarom gebruik maken van een tabel zoals

bijv. &4.1.4.
Voorbeelden. 1) Zij de functie f{n) gegeven door

n
a voormz220,

f(n) = a complex,
0 voorm<O0O,

dan is

- n -n 1] - _Z
FII(z) FI(z) E az < 7-=° lz| > fai .
n=0 i -az

De functiewaarden f£{(n) vormen een meetkundige of exponentiele rij. De
functie f(n) is het discrete analogon van de tijd-continue functie

-~-a . . . ..
fc(t) = ¢ OF u(t) en is daaruit door bemonstering te verkrijgen.
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2) Zij de functie f{n) gegeven door

0 voormz20,
f(n) = b complex,
b voor n < 0 ,

dan is

, . -1
FII(Z) - z bnz n _ E b nzn - b =z - _ _Z lz| < |bi .
n=1

l—b_lz z-b

n=-

3) Zij de functie f(n) gegeven door

a" voor n = 0 s
f(n) = n a en b complex.
b” voor n < 0 ,

Door optelling van de resultaten van de voorbeelden | en 2 wvolgt

= E -2 ;
FII(z) —— -, lal < |zl < |b|l , mits |al < |bl .

Indien |al 2 (b} is FII(z) divergent voor alle z.

4) De twee functies

a” voor m 2 0 . ¢ voormz20Q,
f(n) = g(n) =
0 wvoor m < QO , -a wvoor n < 0 ,
hebhen dezelfde ZII-transforms
z =I—t-z_—
Frple) ==, lzl > tal 5 G (2) = =, lz| < lal,

echter met verschillende convergentiegebieden.

We geven een aantal eigenschappen en rekenregels voor de Z-transformatie.

Hierbij is steeds verondersteld dat 2 {f(n)} = Foy I(z). Als de eigen-—
3

II,I
schap zowel voor de tweezijdige als de &&nzijdige Z-transformatie geldt, is
de index II,I weggelaten. Vergelijk deze eigenschappen en rekenregels met

1.3.6 en 3.1.8.

Eigenschappen en rekenregels

1) Lineariteit Z{af{n) + bg(n)} = aF(z) + bG(z).
2) Schaalveranderin& Z{anf(n)} e F(%D voor complexe a # 0,

Afleiding. We beperken ons tot het geval van de Z. ~transformatie:

II

TR A M e

R - A
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2 la ()} = nz_m a"f(n)z " = nz_m S =& . 0
3) Verschuiving ZII{f(n—k)} = z—kFH(z), k geheel;

ZI{f(n—k)} = z_kFI(z) +z—k[f(—l)z+f(-2)z2+ +f(—k)zk], k geheel en = 0;

2 £ +k)} = 2F(2) -2 TEO) +£C1)2 ' + ... + (k- 132 %11, k geheel en

W
Q

Afleiding. Onder de substitutie n-k = m is

@ ]

' -n -m~k -~k
2 -} = ] f-kz = ] f@mz 2 Fp(e) .
n=—w me—o
Op analoge wijze is af te leiden
b -m-k

Z f(n-k)z“n = ): f(m)z

ZI{f(n -k)}
n=0 o=~k

o -1
= 7 @z E ] otz ™
m=0 m=~k

- z'kFI(z) 2 K-z +E(-2)2 + oL +E(-K)Z5T ;

-m+k

it
It

z f(n+k)z-n= 2 f(m)z

ZI{f(n +k)}
n=0 m=k

o k-1
= 7 oz ™o ) fme ™ -
m=0 m=0

ZkFI(Z)-zk[f(O)+f(l)z—1+.._+f(k_l)z—k+]] ] 0

4) Differentiatie naar z Z{nf(n)} = -zF'(2),

k kF(k’)(z) ,

Z{n(a+1)} +++ (n+k=1)f(n)} = (-1) "z k geheel en 2z 0.

Afleiding. We beperken ons tot het geval van de ZII-transformatie. Diffe-

rentieer

z f(n)z—“ = F

nB—W

11¢?)
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naar z en vermenigvuldig met -z, dan ontstaat er

-z ) f(n)(—n)z“n_1 = § af(n)z "= - zFiI(z) .

nﬂ 00 n=-—-—ca

ZII{nf(“)} = - zFiI(z) .

De tweede regel volgt door k keer differentiéren naar z en vermenigvuldi-

ging met (-l)kzk:

oo

I n@s) e (areeDE@zZ™ = (<X ) O
nl=-w
De discrete stapfunctie u(n) gedefinieerd door
i voornz 0,
u{n) =
0 voorm <0,
heeft de Z-transform
Zu@t = § 2=l Z g5,
1 z-1
n=0 -z

De discrete delta-functie of Kronecker delta-functie §(n) gedefinieerd door

1l voorn =20,
§(n) =
0 voorn #0,

heeft de Z-transform

o

Z{8§(n)} = z G(n)zﬁn = 1 wvoor alle z .

n==w

Voor belde functies vallen de Z__— en Z_~transforms samen.

II I

Voorbeelden. 5) Uit Z{u(n)} = z/(z-l) volgt met de differentiatieregel

4.1.3, 4):

Z{““(“)}"“zfg(zf,)“ z 7 lzl > 13
(z-1)
k k
Z{n(n+1) v« (avk-Du@)} = (DEFI (2 ) o ki oz
k 'z-1 e+l
dz {(z-1)
k geheel en = 1,

fz}

>

1.
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Deze resultaten gelden zowel voor de ZI — als de Z_-transformatie, reden

I I
waarom de index II,I is weggelaten.

Toepassing van de verschuivingsregel 4.1.3, 3) in het laatste resultaat

leidt tot
L}
ZH{(n—k+lr)(n—k+2) «es pu{n~k+1)} = —kez , k geheel en 2 1, |z| > 1,
k+1

(z-1)

oftewel
n Ny, _ z
ZII{(k)u(n-k+l)} = ZI{(k)} = ];szjzzT s k geheel en 2 0, lz| > 1.

Hierbij wordt herinnerd aan de definitie van de binomiaalcoefficient (zie

college Wiskunde 10, 0.8.9):

(n) - n! - n{n-1) *+* {n~-k+!)
k ki{n-%k). ki ’

n2Kk; (§)=o, n<k.

Vervolgens is met de schaalveranderingsregel 4.1.3, 2) af te leiden

-1

ZI{nan} = Z{na"u(n)} = E? 5 = 2z 5 > lzl > lal ;
(za -1) (z~a)
n, n za ) atz
Z{()a} = - = , k geheel en 2 0, lz| > fal .
Ik (za I l)k+l (z _a)k+l

6) Met de verschuivingsregel 4.1.3, 3) volgt

-1
z

z_1’|z|>]:

ZI{u(n-Z)} =

3

Z {un+2)} = 2 - 21 +271] =

z
z-1

szl > 1,

welke resultaten ook eenvoudig rechtstreeks zijn af te leiden. Evenzo is

oo

ZII{G(n-*k)} = 3 Sta-K)z " =z

n=-

~k

ook af te leiden met de verschuivingsregel.

We vatten de resultaten van de voorgaande voorbeelden nog samen in de volgende

tabel van ZI—transforms.
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4.1.4, Tabel

i
B ‘II
3
4
e
i

s

f(n) FI(z) = ZI{f(n)} conv.gebied
u(n) zfl lzi > 1
§(n) 1 alle z
n z
a — lz| > lal
: na" —22 izl > lal
(z-a)
n, n akz
(k)a , k=0,1,2,... T lz] > |aj
(z - a)
|
Ten behoeve van later gebruik bespreken we de inverse ZI—transformatie van ]
een rationale functie R{z) van de vorm .ﬁ
%
n n-1] "
B(z) boz + b]z + ...+ bn_]z + bn
R(z) = A(z) = m m-1
a.z + a,z + ... + a z + a
0 1 m~] m

met convergentiegebied {z| > R]; hierbij is R] zodanig te kiezen dat het
convergentiegebied geen polen van R(z) bevat {zie onder). Te bepalen is de

discrete functie r(k), gedefinieerd voor k = 0,1,2,..., zodanig dat

v -k
ZI{r(k)} = § r(k)z = = R(z2).
k=0
We veronderstellen n £ m, i.e. gr{B{(z)) < gr(A(z)); deze veronderstelling is

nodig opdat de inverse Z_—transformatie van R(z) inderdaad mogelijk is. ﬁ

I
Analoog als voor de inverse Fourier en Laplace transformatie (zie p. 58-59,

p. 84) gebruiken we de methode van splitsing in partiele breuken, hier toe-

gepast op de functie R(z)/z. Ontbind het noemerpolynoom A(z) in factoren van Co

de eerste graad volgens
A(z) = ag(z~q)(z~-q,) »+- (2-q)

De {complexe) getallen QpsQgs ey zijn de nulpunten van A(z); deze heten 5
ook polen van R(z). Voor de convergentiestraal R, (zie boven) is dan te ne- A

men R] = max lqil’ zodat de polen van R(z)} alle binnen of op de cir-
i=1,2,...,m
kel |z| = R, liggen en niet in het convergentiegebied |z| > Rl.
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Verconderstel nu eerst dat de nulpunten qQysdpseresqy onderling verschillend
en # 0 zijn (enkelvoudige nulpunten), dan is R(z)/z te splitsen in partiéle

breuken volgens

R(z) _ B(z) o, ? i
z aoz(z-ql)‘e--(z—qm) z i 2795
met coefficienten cg» ©; gegeven door
¢y = lim 2z E%fl = R{0) , ¢; = 1lim (z-qi) Eiil .
z-+0 z9q z

Hieruit volgt voor R(z) de breuksplitsing

m
R(z) = cq + .E iZ2-q; °
1=] 2

De inverse ZI-transformatie is nu eenvoudig uit te voeren met de tabel 4.1.4:

rk) = c 8(k) + ¥ oe c;af voor k 20 .
i=]
Indien A(z) een meervoudig nulpunt q; # 0 met mu1t1p11c1te1t m, bezit,
treedt in de ontbinding van A(z) een factor (z-—q ) i op. De SplltSLHg var
R(z)/z in partigle breuken bevat dan termen van de vorm c, l/(z-q )
L= I,2,...,mi, in de splitsing van R{z) worden deze termen e z/(z-—q )
De inverse ZI—transform van een dergelijke term is te bepalen met behulp van

de tabel 4.1.4:

-1 z k | k-i+]
ZI {"—f} = (z—l)qi voor k z 0 ,
(Z_qi)

Tenslotte, indien A{z) een nulpunt 9 = 0 bezit m?t multipliciteit m,,
m.+
treedt in de ontbinding van zA(z) een factor z 1  op. De splitsing van R(z)

. [ d 2’
in partiele breuken bevat dan termen van de vorm COZ/Z s & 0= 0,1,...,mi. De

inverse Z -transformatie van een dergelijke term is triviaal,

I

-1. -2 1 wvoor k =28 ,
2 {z "}=d(k-2) =
0 voor k#4¢, kz 0,

Door samenvoegen van de deelresultaten is ZEI{R(Z)} = r(k) te bepalen.
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De inverse ZI-transformatie van een rationale functie R(z) is ook uit te
voeren met de methede van staartdeling, waarbij de deling verloopt naar af-
dalende machten van z. Deze methode is alleen bruikbaar indien men slechts
in een beperkt aantal functiewaarden r(k) = Z;l{R(Z)} geinteresseerd is; zie

voorbeeld 7.

Voorbeelden. 7) De rationale functie

is te splitsen in partiele breuken volgens

R(z) _ ___ 2z+1  _ _4/3,_2 _ 2/3
2z -2z +3) LI
7 (z+3 ) 7
R() = -3 - 2o
z—-2- z+-2-

Met de tabel 4.1.4 volgt

r(k) = Z;I{R(z)} - - % §(k) + (-;-)k“ - %-(—521)“ voor k = 0 .

Met de methode van staartdeling vinden we

22+z—%/2z+1 \Zz—l—z—z-i--g—z_e'-.....
3 -1
l+§z

-1 - z_l+%z_2
é_z—l _ 3 z—2
2 A
3 z-l + 2_2-2 _ 15 2—3
2 2 8

LI R N R N N N

waaruit is af te lezen: r(0) = 0, r{l1) = 2, r(2) = =1, r(3) = % s v

L

B

T

B
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8) De rationale functie

Zz

R(z) = 5
(z-D(z-1)

is te splitsen in partiecle breuken volgens

R(z) _ l R S
2 -p-nd FTE ozl o’
4z bz 2z
R(z) ® == - — .
z-3 z=1 (z__l)z

Met de tabel 4.1.4 vinden we

r(k) = Z;]{R(z)} e 4D - 4 + 2(‘1‘) =2k -4 + 252 Loerkzo0.

Definitie. Een functie f(n) heet causaal indien £(n) = 0 voor m < 0.
Voor een causale functie f(n) geldt ZII{f(n)} = ZI{f(n)}. De stapfunctie u(n)

en de delta-functie §(n) zijn voorbeelden van causale functies.

Definitie. De convolutie van twee discrete functies f(n) en g(n) is de func~

tie h(n) gegeven door

o

h(n) = z f(gln~-k) .
k=—co
Notatie: h{(n) = £(n) *g(n).
Met de substitutie n-k = & volgt

o -]

I f®glm-k) = } g)fm-2),
k== pa—w
zodat f(n) xg(n) = g(n) * £(n); de convolutie is dus commutatief.
Indien f£(n) en g(n) causale functies zijn, d.w.z. f(n) = g(n) = 0 voor n < 0,

gaat de convolutie over in

n
E f(k)g{n-k) wvoornz=0 0
f(n} xg(n) = k=0 = ¥ f®eln-Kul) ,
k=0
0 voor n < O

i.e. f(n) »g(n) is eveneens een causale functie.
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4.1.7. Stelling (convolutiestelling). Zij ZII{f(n)} = FII(z), ZII{g(n)} = GII(Z)’
dan geldt

Zp () xg(n)} = FH(z)GII(Z) .

Laat f(n) en g(n) causale functies zijn met Z

ZI{g(n)} = GI(z), dan geldt

I-transforms ZI{f(n)}'= FI(Z):

2yf(n) »g(n)} = ¥ (2)G,(2) .

Afleiding. Bepaal de ZII~transform van f(n) » g(n) als volgt:

z (g} = § 2% ] flge-® = ] £ [ g-kz ' =
n=-—c . k== k=~ n=-—«
- kz_w )z Gy (2) = FL(2)6 () .

Hierbij is (formele) verwisseling van de sommatievolgorde toegepast en ge-
bruik gemaakt van 4.1.3, regel 3).
Als f(n) en g(n) causale functies zijn, is ook £{(n) » g(n) causaal. Voor cau-

sale functies valt de ZII—transformatie samen met de ZI—transformatie zodat

ZI{f(n) *g{n)} = FI(z)GI(z) . n

Voorbeelden. 9) Uit

L] n
£(n) *u(n) = §  f(Kuln=-k) = ] £(k)
k=—w k=—w

volgt met de convolutiestelling 4.1.7,
B z
ZII{ Z_m f(k)} = ZII{f(n)}ZII{u(n)} =507 FII(Z) .
10) De convolutie van u(n) met zichzelf wordt gegeven door
n n
u{n) xu(n) = z u{k)u(n - k)u(n) = z 1eu(n) = (n+1}uln) .
k=C k=0

Onder Z-transformatie gaat deze convolutie over in

i S S e e

AL I E T DT L

A et

=
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2
Z{(a+ Du(m?} = [Z{u(@)}1? = —E—, 2zl > 1
(z-1)
dit resultaat is ock af te leiden met de tabel 4.].4.
11) Analoog aan 1.5.3, eigenschap 3) geldt

oo

f() *6(m) = § £@Sn-k) = £(n) ,
kﬂ—m

en vervolgens

2. A£(0) +8(0)} = 2 {E@)z (6} = 2, {E(m)) .

Zij ZI{f(n)} = FI(z). We geven nu een tweetal stellingen waarmee resp. de
"beginwaarde" £(0) en de Heindwaarde" f£(») van f(n) rechtstreeks bepaald
kunnen worden uit FI(z) zonder uitvoering van de inverse ZI—transformatie;
vergelijk met de overeenkomstige stellingen 3.1.11 en 3.1.12 uit de theorie

van de Laplace transformatie.

4.1.8. Stelling (beginwaarde-eigenschap). Laat ZI{f(n)} = FI(z) convergent zijn

voor |z| > R, met R] eindig, dan geldt

)

lim FI(Z) = £(0) .

e

.. © -n . .
Bewijs. De machtreeks FI(z) = nZo f{n)z = is uniform convergent voor
lz| > R,, zodat de volgende limiet termsgewijs mag worden genomen:
1 g

lim FI(z) = 2 £f(n) lim z %= £(0) . O

Z=c0 n=0 Zr0

4.1.9. Stelling (eindwaarde~eigenschap). 2ij ZI{f(n)} = FI(z). Indien iim f£(n)

-

= f(=) bestaat, dan geldt

lim (z-—l)FI(z) = f=) .

z+]

Bewijs. Vorm de ZI—transform van £(n+1) - f{n) met gebruikmaking van 4.1.3,
regel 3):

2 {E@+1)-£} = [ [Em+1)-£mI2 " = (z- DFy(2) =2£0) .
n=0
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Neem hierin de limiet voor z - | en merk op dat de reeks

o0

N
J [E(a+1)-£(n)] = lim ) (f(a+1)-£(n)] =
n=0 N+ n=0

= lim [£(N+1) - £(0)] = £(=) — £(0)
N
convergent is. Op grond van de stelling van Abel (zie college Wiskunde 10,
4.5.13) is dan

lim E [f(n+1) -£(n)lz © = z [f(n+1)-£f(n)] = £(=) - £(Q)
z>1 n=0 n=0

oftewel

lim [(z-—l)FI(z)-zf(O)] = f(=) -£(0) , lim (z-—l)FI(z) = f(=) . {

z+1 z+1

Opmerking. De stelling 4.1.9 kan gebruikt worden voor de berekening van £f(=)
rechtstreeks uit FI(z), mits bekend is dat de limiet f(=) bestaat. Voor
bijv. de functie f(n) = (~-1)n met ZI-transform FI(Z) = z/(z-rl) bestaat wel

lim (z-—l)FI(z) = 0, maar niet lim f{n).
z>] n-ee

Toepassingen van de Z-transformatie

Zoals de Fourier en Laplace transformatie een belangrijk hulpmiddel vormen
bij de analyse van tijd-continue systemen, vindt de Z-transformatie toepas-

sing bij de analyse van tijd-discrete systemen. Bij een tijd-discreet sys-

teem zijn de ingangs- en uitgangssignalen functies van de tijd welke slechts
gedefinieerd zijn op discrete tijdstippen. Een tijd-discreet systeem is
schematisch voor te stellen door een '"black box" (zie figuur) met discreet

ingangssignaal f(n) en discreet uitgangssignaal g(n).

Ingang uitgang

SYSTEEM
f(n) g{n)

RSN RS W L T i

e

SR

o AR e

2 i
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De functie g(n) wordt hierbij eenduidig bepaald door de functie f(n), d.w.z.

er bestaat een transformatie T zodat
T{f(n)}} = g(n) .

Door deze transformatie of operator T wordt het systeem volledig gekarakte-
riseerd.

Analoog als bij de behandeling van tijd-continue systemen (2.1, p. 44-45)
voeren we de volgende begrippen in:

Een systeem heet lineair als uit T{f](n)} = gl(n), T{fz(n)} = gz(n) volgt
4.2.1. T{alfl(n) +azf2(n)} = algl(n) + azgz(n) s

waarbij a s a, willekeurige constanten zijn. De operator T is dan een line-
aire operator.

Een systeem heet tijdinvariant als uit T{f(n)} = g{(n) volgt

6,2.2, T{f(n-ny)}t = gln-ng) ,

waarin n, een willekeurig geheel getal is.
Een systeen heet reeel als voor f£(n) reeel, ook T{f(n)} = g(n) reeel is.

Een systeen heet causaal als uit fl(n) = fz(n) voor n < n. volgt dat voor de

responsies T{fl(n)} = gl(n), T{fz(n)} = gz(n) geldt: gl(n? = gz(n) voor n <ng,.
Uit deze definitie wvolgt net als op p. 45:

Een lineair systeem heet causaal als uit f(n) = 0 voor n < n, volgt dat ook
T{f({n}} = g{u) = 0 voor n < my.
Fysisch realiseerbare systemen zijn reeéel en causaal.

We beperken ons verder tot de analyse van lineaire tijdinvariante systemen.

Daartoe voeren we in de impulsresponsie of stootkarakteristiek van het sys-

teem
T{§(n)} = hi(n) ,

i.e. h(n) is de responsie op de delta-functie 6(n).

Op grond van de tijdinvariantie 4.2.2 van het systeem is dan
T{6(n-k)} = hin-k)

voor elke gehele k. Een willekeurig ingangssignaal f(n) is nu voor te stel-

len door de convolutie (zie 4.1, voorbeeld I1)
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oo

£(n) = f(n) *6(n) = } £(k)s(n-k) ,

=—g0

d.i. een superpositie van delta—functies. Op grond van de lineariteit 4.2.1

van het systeem vinden we dan voor de responsie op het ingangssignaal f£(n):

g{n} = T{f(n)} = z f(k)T{e{n-k}} = z f(k)h(n-k) = f(n) *h{n) .
k=—xo k==

Onder toepassing van de Z_. ~transformatie gaat de convolutie over in een ge-

. I1
woon product (convolutiestelling 4.1.7). Voer in de notaties

ZII{f(n)} = F(z) , ZII{g(n)} = G(z) , Z;{h(n)} = K(z) ,

dan volgt
G(z) = F(z)H(z) .

De functie H(z) wordt de overdrachtsfunctie of systeemfunctie genoemd.

Samenvatting. Een lineair tijdinvariant systeem T{f(n)} = g(n) is op twee

manieren te beschrijven:

(1) beschrijving in het tijddomein

--}

g(n) = f(a) *h(n) = § £@)h{n-k) ,

=0

waarin h{n) de impulsresponsie is;

(ii) beschrijving in het z-domein
G(z) = F(2)H(z) ,

waarin H(z) de overdrachtsfunctie is.

In deze beschrijvingen wordt het systeem eenduidig gekarakteriseerd door
h(n) resp. H(z); h(n) en H(z) hangen samen volgens

2 (b} = I bz "= Hz) .
n=-w
Vergelijk deze samenvatting met 2.1.5, 2.1.6, 3.2.1, 3.2.2.
Toevoeging. De responsie op het ingangssignaal f(n) = z" wordt gegeven door

oo

gin) = zn'*h(n) = h(n) *xzh = z h(lr.)zn_k = H(z)zn ,

k=

RSN e

L T e
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oftewel
T{z"} = H(2)z" ,

te vergelijken met 2.1.4. De discrete functie z" is een eigenfunctie van de
operator T, behorend bij de eigenwaarde H{z). De overdrachtsfunctie H{z) is

ook door deze eigenschap te karakteriseren.

Voor een reéel systeem is h(n) reéel, en omgekeerd.
Voor een causaal systeem is h(n) = O voor n < 0, i.e. h(n) is een causale
functie. De betrekking 4.2.3 gaat dan over in

n

gn) = f(m) *h(n) = ¥ £&hl(n-k) .

k=—w
Hieruit blijkt dat voor een causaal systeem de responsie g(n) bepaald wordt
door het ingangssignaal f(k) voor k < n. Omgekeerd, als h(n) een causale
functie is, dan is het systeem causaal. Immers voor een ingangssignaal f(n)
met £(n) = 0 voor n < ng» volgt uit de voorgaande formule dat ook g(n) = 0

voor n < no.

Definitie. Een systeem T{f(n)} = g(n) heet stabiel als voor elk begrensd in-

gangssignaal f(n), de responsie g(n) begrensd is.

4.2.7. Stelling. Een lineair tijdinvariant systeem met impulsresponsie h{(n) is sta-

biel dan en slechts dan als ) |h(n)| convergent is.
n=-~w
s . !
Bewijs. (i) 2ij E |h{n)| convergent. Laat f(n) begrensd zijn, d.w.z. er
n=-

bestaat een getal M zodat lf(n)[ < M voor elke gehele n. Met 4.2.3

volgt voor de bijbehorende responsie g{(n):

lem)| = | § £@h-k)| < § [£&)]|[nln-k)| smkz Ih(k)| .
k= ks-w =—co

De functie g{n) is dus begrensd en het systeem is stabiel.

(ii) zij § |h(n)| divergent. Neem dan als ingangssignaal

n:—m

*
£(n) = ﬁ%‘% als h(-n) # 03 £(n) =0 als h(-n) = 0.
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Dit signaal is begremsd: |f(n)]| = 1. Met 4.2.3 vinden we voor de bijbe-
horende responsie op n = 0O:

80) = ] fGon-iy = | RLRRER . T fhao] <.
k= e BRI kz-w

De responsie is dus niet begrensd en het systeem is niet stabiel. g

Opmerking. Vergelijk 4.2.6, 4.2.7 met de overeenkomstige definitie en stel-

ling 2.1.7 voor tijd-continue systemen op p. 49.

In het voorafgaande is de overdrachtsfunctie H(z) gedefinieerd door

(-]

H(z) = 2 {h(} = ] h@)z " .

n=-o
Deze ZII—transform zal in let algemeen een convergentiegebied van de vorm
<
Rl < |z| < R2 hebben., Laat nu het systeem stabiel zijn zodat E Ih(n)l con-
t tadee]
vergent is volgens 4,2,7., Daaruit volgt dat de reeks E h(n.l;z»—n absoluut
02 =—00
convergent is voor |z| = 1. Voor een stabiel systeem ?igt de ecirkel |z| = 1

dus in het convergentiegebied van H(z).

Beschouw nu de functie H(z) op de cirkel |z} = 1. Stel z = ed? met p reeel,

dan wordt H(eJ¢) de frequentiekarakteristiek of frequentie-responsie van het

discrete systeem gencemd. Uit 4,2.5 volgt T{eI"?} = H(eJm)ean; de functie
H(el®) bepaalt dus de responsie van het systeem op het ingangssignaal
f(n) = ejnw, d.i. de bemonsterde versie van een tijd~harmonisch tijd-continu
signaal. De frequentiekarakteristiek H(el®) is kennelijk periodiek met peri-
ode 2n. Uit de definitie van H(z) volgt
- L] +
H(e?) = z hi(n)e ane
n=-—w
Deze reeks is op te vatten als de complexe Fourierreeks van H(el?) met

Fourier coefficienten h(n). Volgens 1,1.7 is dan

i
h(n) = EL J H(ed P)ed™® 4y ,
™
il
welke betrekking te lezen is als de inverse Zlftransformatie van H(er) terug

naar de impulsresponsie h(n). Indien het discrete systeem tevens reeel en

W
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causaal is, is H(eJ )} te splitsen in een reeel en een imaginair deel,

H(ed%) = R(p) + jR(0) .

met

R(¢) = ) h(n)cos(ng) , X(g) =- § h(n)sin(ng) .
u=0 n=1

Tussen de functies R(g9) en X(¢) bestaat dan weer een verband analoog aan
2.2.1.

De frequentiekarakteristiek H(ejm) van een discreet systeem vormt in veel
opzichten het analogon van de overdrachtsfunctie H(w) van een tijd-continu
systeem, als behandeld in 2.1. De frequentiekarakteristiek is vooral van be-
lang bij gebruik van een discreet systeem als simulator van een tijd-continu
systeem; zie A. Papoulis, Signal Analysis, McGraw-Hill, New York, 1977,

Secs 1-3, 5-3,

Als belangrijke deelklasse van lineaire tijdinvariante systemen beschouwen

we nu systemen beschreven door een lineaire differentievergelijking (of re-

currente betrekking) met constante reele coefficieénten van de vorm

aoy(k) + a]y(k-l) + ... 4 am_ly(k-m+l) + amy(k-m) =

= box(k) + blx(k-l) + v.. + bn_lx(k-n-+l) + bnx(k-n) . kz0,
of
m n
QZO a,y(k-2) = zzo bx(k-2) , k=z0.

In afwijking van de tot dusver gebruikte notatie worden hier het ingangs- en
uitgangssignaal voorgesteld door resp. x(k) en y{(k), k geheel. De differen-
tievergelijking 4.2.8 vormt het discrete analogon . van de differentiaalver-
gelijking 2.1.9, 3.2.3, voorkomend bij de beschrijving van RLC-systemen. In
4.2.8 zijn m en n vaste gehele getallen 2 0. We vercnderstellen a + 0,

bn # 0 en a, # 0. De laatste veronderstelling is essentieel opdat het sys=
teem causaal is, zoals straks nader toegelicht wordt. Men kan bewijzen dat
een tijd-discreet systeem beschreven door een differentievergelijking van de
vorm 4.2.8 te realiseren is met een eindig aantal vertragingselementen, ver-
menigvuldigers en optellers; zie A. Papoulis, Signal Analysis, McGraw-Hill,

New York, 1977, Sec. 2-3.
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Herschrijf 4.2.8 als volgt,

aoy(k) = - ? azy(kn-L) + § bzx(k-ﬂ) . kz0.
f=1 2=0
Indien ag # 0 wordt hierdoor y(k) uitgedrukt in de voorgaande waarden
y(k=1},...,¥(k-m), en in het ingangssignaal x(k),x(k-1),...,x(k~n). In-
dien a, = 0 en a, # 0, zou op dezelfde wijze y(k- 1) uitgedrukt kunnen wor-—
den in y(k=2),...,y(k ~m), en x(k),x(k~-1),...,x(k-n); y(k-1) zou dan af-
hangen van x(k), d.i. het ingangssignaal op tijd k, waardoor het systeem
niet causaal zou zijn. We veronderstellen daarom a, # 0. Voor k=10
vinden we y(0) uitgedrukt in de zg. beginwaarden y(-1},y(-2),...,y(-m), en
in het ingangssignaal x{0),x(-1},...,x(-n). Voor k = | vinden we vervolgens
y(1) uitgedrukt in voorgaande waarden en ingangssignaal, etc. Samengevat,
door de differentievergelijking 4.2.8 wordt het uitgangssignaal y(k), k 2 Q,
in principe volledig bepaald, uitgedrukt in de beginwaarden y(-1),y(-2),..
«.»,¥(~m), en in het ingangssignaal x(k), k 2 -n.
Voor de practische bepaling van het uitgangssignaal is gebruik te maken van
de Z_-transformatie, met ZI{x(k)} = X{(z), ZI{y(k)} = Y(z)} te noemen. Op

I
grond van 4.1.3, regel 3) is

o) -2 § i
z {x(k-2)} = 2 "X(z) + z Y x(-i)z
i=1
en analoog voor ZI{y(k-E)}. Onder ZI-transformatie gaat de differentiever-
gelijking 4.2,8 over in
-1 -m+1
zZ

[ao-ta Z +...+a

-m m —y % .
| +az "1¥(z) + § az - ] y(-i)z' =

2=0 i=]

= []304-blz_l + ... -i-bn_]z_n"'l +bnz‘njx(z) + § bEz_i _§ x(—i)zi .

=0 i=1

Hieruit is Y(z) op te lossen, waarna de responsie y(k) gevonden wordt door
inverse ZI—transformatie van Y(z). Het is duidelijk dat y(k), k = 0, op deze
wijze éénduidig bepaald wordt door het ingangssignaal x(k} en de beginwaar-
den y(-1),y(=2),...,y(-m).
We veronderstellen nu dat x{k) = 0 voor k < O, i.e. het ingangssignaal wordt
ingeschakeld op het "tijdstip"” k = 0, en y(k} = 0 voor k < 0, i.e. het sys-

teem verkeert voor k < O in de rusttoestand. Onder ZI-transformatie gaat

N e




- 114 -

4.2.8 dan over in

=1
a, +az  + ... +a

ot 3 Y(z) =

- ! -n+1l !
[bo + blz + ... tDb z + bnz 1X(z)

Hieruit is de overdrachtsfunctie H{z) eenvoudig te bepalen:

-1 -n+l -n
iz = ¥(z) _ +bIz + .. +bnw]z +bnz ]
X(z) ~ a +az le..va 284, D
0 1 m- 1 m

n-1

mmn boa' +byz" t...¥bogz¥b, R By g,
=1 A(z) n-m ’
aoz +alz +"'+am—IZ+am z A(z)

waarin B(z) en A(z) korte notaties zijn voor resp. het teller— en noemerpo-

lynoom; H(z) is dus een rationale functie. Merk op dat gr{(teller) < gr(noemer)

wegens &, # 0; het <-teken treedt op als b, = 0.
De impulsresponsie h(k) van het systeem wordt verkregen door inverse ZI—

transformatie van H(z),
ZEI{H(Z)} = h(k) wvoor k2 0 .

De inverse ZI-transformatie van de rationale functies H{z) 1s uit te voeren
met de methode beschreven in 4.1, p. 101-102, Volgens deze methode dient
eerst het noemerpolynoom A(z) te worden ontbonden in factoren van de eerste

graad volgens
A.(Z) = ao(z-ql)(z-qz) bl (Z‘f-]m)

waarbi] GpsQgs=+=sqy polen van H(z) heten. Na splitsing van H(z) in partiele
breuken en inverse ZI-transformatie van deze breuken, vinden we dat de im-

pulsresponsie h(k) bestaat uit een som van termen van de vorm

k k  k—2+1 .
95 5 (E—l)qi s L= 1,2,..00,m §{k-2), £=20; wvoork=20.

De eerste twee soorten termen corresponderen met 93 # 0 enkelvoudig resp.
mi—voudig nulpunt van A(z); de derde soort correspondeert met een (meervou-
dig) nulpunt z = 0 van de noemer van H(z).

Het tijd-discrete systeem beschreven door de dlfferentleVergelxjklng 4.2.8

zal overeenkomstig 4.2.7 stabiel zijn dan en slechts dan als E Ih(k)|
k=0
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convergent is. Beschouw nu de som van de absolute waarden der afzonderlijke

termen van h{k):

&

k © .k k=241 °
q. s G )lg: : S(k-4) .
kZ(J' il kZ-O 193] ' kzo

De laatste reeks is altijd convergent, terwijl de eerste twee reeksen con-

vergent zijn als lqil < | is. Het is duidelijk dat de voorwaarde [qil < 1,
[~ -]

i=1,2,...,m, voldoende is opdat z Ih(k)] convergent 1is. Men kan bewijzen

. k=0 w
dat deze voorwaarde tevens nodig is voor de convergentie van |} |h(k)|. Het
k=0

tijd-discrete systeem beschreven door 4.2.8 is dus stabiel dan en slechts
dan als ]qil <1, i=1,2,...,m i.e. als de polen van de overdrachtsfunctie

H(z) binnen de eenheidscirkel in het complexe vlak liggen.

Voorbeelden. !) Beschouw een tijd-discreet systeem beschreven door de diffe-
rentievergelijking
y(k) - ay(k-1) = x(k} , k=20,

met beginwaarde y(~1) = b, De realisatie van het systeem is schematisch

weergegeven in onderstaand blokdiagram.

x(k)o— >

T &) - oy(k)

-

Hierin is een eenheids—vertragingselement (unit delay),@is

een opteller en (:)is een vermenigvuldiger met de factor a,

Pas nu Z. -transformatie toe en noem ZI{x(k)} = X(z), ZI{y(k)} = Y(z). Met

1
gebruik van 4.1.3, regel 3), en van de beginwaarde y(-1) = b, volgt dan

Y(z) - az-I Y(z) - ab = X(z) ,

Z_ X(z) + abz .

Y(Z)Ez*a Zz—a

D R e e e e b s = St

S e d s e, Y

S e e e N W A

ER e

S S o e

Sovamy

T A AR A A T s
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Zij nu x(k) = u(k), dan is X(z) = z/(z-—l), en vervolgens

2 abz 1 ¢ az z Y+ abz

z
Y(z) = +
(z) (z-a)(z-1) z-a a-~] z-a z-1 z+~a ’

aangenomen dat a # 1 is. Inverse ZI-transformatie met behulp van de tabel

4.1.4 leidt tot

voor k = 0 .

y(k) = (ab + ——)a” ~ ——

Indien y(-1) = b = 0, kan men onmiddellijk de overdrachtsfunctie van het

systeem aflezen, namelijk

z
H(z) = — -

De bijbehorende impulsresponsie volgt met behulp van de tabel 4.1.4:

hik) = ak voor k 2 Q0 .

Merk op dat het systeem stabiel is mits lal < 1 is,
Beschouw een tijd-discreet systeem beschreven door de differentieverge-
1ijking

y(k) - 5y(k—-1) + 6y(k-2) = x(k} - 3x(k-2) , k=20.

Het systeem is te realiseren met een eindig aantal vertragingselementen,

vermenigvuldigers en optellers; zie onderstaand blokdiagram.

x{k)o———m >

(F) T &) T +) »——oy(k)
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Het ingangssignaal x(k) wordt ingeschakeld op het tijdstip k = 0, terwijl

het systeem voor k < 0 in de rusttoestand verkeert. Pas ZI—transformatie

toe (of ZII—transformatie, dat is hier hetzelfde) en ncem ZI{x(k)} = X(z),
ZI{y(k)} = Y(z). De differentievergelijking gaat dan over in

1

(-52" 4627 2)¥(2) = (1 -32"9)X(z) ,

waaruit de overdrachtsfunctie H{z) eenvoudig te bepalen is,

Y(z) | - 372

- - 22-3
X(z) 1 -52_1 +62_2 zz-—ﬁz+6

H(z) =

Via de splitsing in partiele breuken

H(z) - 22-3 o 4 3 2 v
P 2(z-2)(z-3) z z=-2 z=-3°*

—_
—
]
o]
N

H(z) =

2
vinden we met behulp van de tabel 4.1.4 voor de impulsresponsie

h(k) = Z;I{H(z)} e =380 - 254 203% voorkzo.

Het systeem is kemnelijk niet stabiel zoals ook reeds volgt uit het feit
dat H(z) polen z = 2 en z = 3 buiten de eenheidscirkel heeft.

De differentievergelijking
y(k) - 3y(k=-1) + 3y(k-2) -~ y(k-3) = x(k=-2) , k20,
met causale functies x(k) en y(k), gaat onder ZI—transformatie over in

(lf~32_1 +3z_2-z_3)Y(z) = z_2 X(z)

waarin X(z) = ZI{x(k)}, ¥(z) = ZI{y(k)}. De bijbehorende overdrachtsfunc-—
tie wordt dan

-2
z z

1--3z_1+32_2-z"3 (z-l)3

H(z) =

waarna voor de impulsresponsie volgt met de tabel 4.1.4,

h{k) = (g) = }k(:-1) wvoor k=10,

;
4
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Als tweede toepassing bespreken we, aan de hand van enige voorbeelden, het
gebruik van de Z-transformatie bij het oplossen van lineaire differentiever-
gelijkingen (recurrente betrekkingen) met constante coéfficiénten in het

algemeen, ook als de vergelijking niet voortkomt uit de beschrijving van een

tijd-discreet systeem. Deze toepassing is analoog aan die van de Laplace
transformatie bij het oplossen van lineaire differentiaalvergelijkingen c.q.
lineaire stelsels differentiaalvergelijkingen met constante coefficienten;

zie college Wiskunde 30, 4.2,

Voorbeelden. 4) De rij van Fibonacci (x{n)) voldoet aan de recurrente batrek-

king

x(n+2) = x(n) + x(n+1) , n=0,1,2,...,

met beginwaarden x(0) = 1, x(1} = 1. Na uitwerking vinden we de rij be-

ginnend met
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... .

De rij komt voor bij Leonardo van Pisa (bijgenaamd Fibonacci) in 1202 als
model voor de groei van een konijnenpopulatie, Een meer serieuze toepas-—
sing wordt gegeven in het college Wiskunde 41, 1.1.4: Langs een communi-
catiekanaal wordt een boodschap gestuurd bestaande uit een opvolging van
signalen Sl en SZ’ met een tijdsduur van &&n resp. twee seconden; een bood-
schap kan bijv. zijn SISZSISISZSI met een totale tijdsduur van 8 seconden.
Laat x(n) het aantal verschillende boodschappen zijn met een tijdsduur
van n seccnden, dan is af te leiden dat x(n) gelijk is aan het n-de
Fibonacci getal als boven.

De recurrente betrekking is op te lossen met ZI—transformatie. Noem

ZI{x(n)} = X(z), dan volgt met behulp van 4.1.3, regel 3),

2% X(z) - x(0)22 - x(1)z = X(2z) + 2X(z) - x(0)z .
Substitueer hierin x(0) = x(1) = 1, en los X(z) op:

2
(22— z- 1K) = 22, X(z) = 2 )

z--z~1

Via de splitsing in partiéle breuken

1+v5 z _1- Y5 z

X(z) =
) 25 z-}-}/5 2/5 z-}+3/5
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en inverse ZI—transformatie met behulp van de tabel 4.1.4, vinden we

n+li n+l
x{n) = -/1-: [(l +2/§) - (1 ‘2/5) ] voor n 2 0 ,
5

5) Het hieronder getekende laddernetwerk bestaat uit N mazen; alle weerstan-—

den zijn gelijk aan R. Het netwerk wordt gevoed door een spanningsbron

met constante spanning v.

v, V. V. V- v A V- v
0 1 2 1 n 1 N-1 N
- ' A

Vé) RS R R§ R R R§ R

D R

De spanning in de knooppunten wordt voorgesteld door v R = 0,1,...4N;

zie figuur. Uit de Kirchhoff-stroomvergelijking voor het n—de knooppunt

volgt
Va-1"'n Yn " Vn+l Ya
R = R + < Vn+l-3vn'+vn~l =0, n=1,2,...,8=1.
Voor het N-de knooppunt vinden we
v -v v
N-i N N =
R T NV 70

Voorts is gegeven de beginwaarde Vg = V- Hiermee zijn in principe de
spanningen (en ook de stromen) in het netwerk vastgelegd.
De recurrente betrekking voor Vo beschouwd voor n 2z 1, is op te lossen:

. . , ey s -n .
met ZI-transformatle. Vermenigvuldig de vergelijking met z =, sommeer van

- @« _n
n =1 tot », en noem ZI{vn} = 2 vz = Viz):
n=0
- - -n _
¥ Vo412 T 3 X vz o+ Z vz = o,
n=1 n=1 n=1
s -n+l -1 -n—1
Z 3 E v z + E z =0,

el G R R 5 e e

Pl EIRGT eis very aT TagpheSed enniL e
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z[V(z)—vO-v z-l] - 3[v(z) —VOJ + z_l v(z) =0 .,

1
Hieruit is V{(z) op te lossen,

vy +V, -3v0 z(voz tv - 3v0)
v(z) = = = 3
z-3+z z- =3z +1

uitgedrukt in de beginwaarden Vg =V env, (nog onbekend). Splits V(z) in

partiele breuken volgens

V) = (3+|/§)VO—2Vl 2 ) (3_€)V0-2VI
2/5 z-3+5/5 25 z-3-5/5

dan volgt via inverse ZI--transformatie met de tabel 4.).4,

(3-i-vf§)\.r0-2vI 3= /5\P (3-@)\:0-2\)'] 3+ /5\"
vn = 5 - 5 voor nz0.,
2/5 2/5

-v = () oftewel

Deze oplossing moet nog voldoen aan de eindrelatie Zv N-1

N

(3+/3)v, - 2v _aN-T (3-8, ~2v N~-1
0 I (2_@)(3 zfs“) _ 0 ] (2+/§)<3+2/§) 0.
2vs 2/5

Hieruit is v, te bepalen uitgedrukt in (S

G+ a+oHY - a-ma-mY!
G2+ - (4-2/5) -

VO.

Met deze waarde van v, is v, voor n 0,1,...,N volledig bepaald.

We bepalen nog de ingangsweerstand Rin van het laddernetwerk:

v .
= R_D R R. = R ’
in 0

N R Y ¢ RS M Cr S i)
in @+ - 3-/5HY

Interegssant is voorts het limietgeval N » =, corresponderend met een on—

eindig laddernetwerk. Wegens 3+v5 > 1 en 0 < 3=-/5 < 1, is

; 1 + /5 3-/5
lim vl = vo = R VO .
N-+o 4 +2/5
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De oplossing voor v, vereenvoudigt dan tot

3 - /5\"
vy ( > ) Vg Vvoor m z 0,

waaruit blijkt dat v 0 voor n + =, De ingangsweerstand van het onein-
dige laddernetwerk is op dezelfde wijze te bepalen als tevoren:

M Y5

0 1 +7¢5 R

R; = =R =— .

Dit resultaat is ook af te leiden door een limietovergang N - = in Rin

voor het eindige netwerk.

s i

= !

i

AL

=

37
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w

Tabel Fourier transformatie F(w) = J' f(t)exp(~jwt)dt , i(t) = ;—"J F(w)exp(jwt)dw ‘
£(t) —> F(w) .
4
“1ovoeor |t < da, ;’
po(L) = a -0 7...".'.“,',‘;,!_‘59.) g
a (1) . .p§
0 voor |t} » fa, !
1 - (|t}/a) wvoor |t} <a, 5
4 si 2“ ) 5
q,(t) = - a>0 LI AR i
0 voor |t| > a, aw :
—alt} 2a ’;
e Re a > 0 7 7 K
a + I
n
%,—eatu(t) Rea>0, n=0,1,2,... ! e l?
: (a + jw) o
¥
2 T wz g
exp(-at”) , a>0 3 exp(- vy o4
5
8(t) 1 '
u(t) — + 18(w)
2
sgn(t) 3-‘;

Tabel Laplace transformatie

F(p) = J f(t)e PYdr  (&énzijdige Laplace transform)

0_
‘l
£(t) F(p) conv.abscis i
at 1 Re a
p-a "
n
t at _ 1 b3
—r-I-'re , n=0,1,2,... o Re a
(p - a
cos(bt) , beR 0
p2 R b2
. b
sin(bt) , b eR 3 5 0
p +b &
S(t) 1 - ‘
i
Tabel Z-transformatie FI(z) = z f(n)z-n (éénzijdige Z-transform) \
=0 !
f(n) F1(2) conv.gebied )
: z 4
u(n) 7 [z} > 1 z\
6<n) i alle 2z i
|
n 2 :
a’l PR Jz| > |al i
(a" k=0,1,2,... 2z lz| > |al
< k+1
(z = a)
]
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Laplace 73
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Fourier 39
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