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HOOFDSTUK I. LINEALRE ALGEBRA

5§ 1. Lineaire afbeeldingen en matrices

In de colleges Wiskunde 10 en Wiskunde 20 zijn de begrippen vectorruimte en
lineaire afbeelding besproken. We herhalen dat, als V en W vectorruimten

zijn, de afbeelding
Ny >y

lineair heet, als voor alle x ¢ V, y € V en alle getallen o geldt:

A +y) = fx+ Ry,
A (ax) = alkx .
We noteren lineaire afbeeldingen met geschreven hoofdletters. Verder beper-

ken we ons in het vervolg tot het geval dat W =V, d.w.z. we beschouwen al-
leen A: V > V.

Voor lineaire afbeeldingen V -+ V kunnen we nu ook een optelling en een ver-
menigvuldiging met een scalar invoeren:
Als J&: V>V en B: V>V, dan

(K + B)x = Az + Bx
(aﬂ)z 1= uA:E

voor alle x € V .

(:= betekent "wordt gedefinieerd door".)

Stelling 1.1. De lineaire afbeeldingen V + V vormen een vectorruimte.

Bewijs. We moeten in de eerste plaats bewijzen, dat J + R en avl lineaire

afbeeldingen zijn., We doen dit slechts voor adf:

@R+ 3) = alk(x + y) = alhx + Ry) =

aJ%_:E + uﬁ.i = (asﬂ)i + (a-ft)z s
(a ) (Bx) = ak(Bx) = a(8Bhx) = (aB)fhx = Blafhx) = Ba)x .

Vervolgens moet bewezen worden, dat de axioma's van een véctorruimte vervuld

zijn. Dit voeren we niet uit.




Bijzondere lineaire afbeeldingen V + V zijn ,J ('Ldentzeke afbeelding) en (¥
(nulafbeelding), gedefinieerd door:

Iz :
Ox =0

X
voor alle x e V .,

Verder is er nog als operatie het na elkaar uitvoerenm van twee lineaire af-

beeldingen, ook wel produkt genoemd:
(AB)x 1= AR x) voor alle x ¢ V .
Let wel dat &P betekent: eerst B, dan ﬂ.’

Stelling 1.2. Het produkt van twee lineaire afbeeldingen is een lineaire af-

beelding. Verder geldt:

RAB)C = ARG, AR+ C)= AB+ AC |
R +B)C=RC+BC, AR - A =a@D)

LI e i A R e g A

Het bewijs van deze stelling slaan we over. 1

Uit de hierna volgende vaorbeelden blijkt, dat A= :BJQ: niet hoeft te
gelden.

Voorbeeld 1.1, Laat V het platte vlak R2 zijn, J de rotatie over i, B de

projectie op de x-as. Stel verder e e, = (1 ,0), g, i= (0,1), dan 1is

ﬁ—.?sg J{e = g,s maar B.ﬁ,e (3

Voorbeeld 1,2. Laat V de ruimte R3 zijn, K de rotatie over iv om de x-as,

B de rotatie over im om de y-as. Stelt men e, i= (1,0,0), e, = (0,1,0},
eq i= (0,0,1), dan 1s &Be = R(- -e ) = e2, maar B.ﬁe = Be = - g4
Verder geldt S = O R*B2? - B J’L

Het beeld van een lineaire afbeelding A : V + V bestaat uit die vectoren

¥y € V, waarvoor een X ¢ V bestaat, zodat le = y. Het beeld van A hoeft

niet de hele V te zijn, zoals blijkt uit voorbeeld 1.1, waar J3 als beeld
de x-as heeft. Van de nulafbeelding (" bestaat het beeld zelfs slechts uit




| de nulvector 0. Wel is voor iedere lineaire afbeelding het beeld een deel-

ruimte van V; daarom noemt men het beeld ook wel de beeldruimte.

Als V een eindige dimensie heeft en het beeld van de lineaire afbeelding

f: V >V de hele ruimte V is, dan is er bij iedere y € V &én en slechts &én

X € V, waarvoor geldt ﬁczc_ = y; we noemen deze x = f'\;—lz. Hiermee hebben we

een afbeelding Klhiyay gedefinieerd, waarvoor geldt JQJ¥-11.= y voor al-

le y €V, d.w.z.

RA-L .1

-1 . . . . N .
Deze A& ° is ook lineair en is genaamd de Znverse van M. De inverse van

S 1 is weer J¥:

Ag =, T - A

Als & en B beide een inverse hebben, geldt (AB)-] = B_lﬁ,—l.

Als de vectorruimte V eindige dimensie n heeft, dan bezit V een basis

€larerss dat is een stelsel van n onafhankelijke vectoren, waarvan iedere

vector van V lineaire combinatie is.

Als 8s.-.5g een basis van V is, x € V en

dan schrijven we de KpperosX onder elkaar als een n x | matrix X, genaamd

de kolom van x t.o.v. de basis SPRRRIN- S

Stelling 1.3. Als z = gx + By en als X, Y, Z de kolommen van X, ¥, 2

t.0.v. een basig, dan is Z = aX + BY.

Bewijs. Als

§'=
1

Il o~13
"
I~
fl

Il o~
«
I

.E.
P

zijn

1




dan is
n
z = ax + By = Z (ox. + By.de. ,
- - = . 2 ] J°=]
=
dus
ax, + Byl X ¥y
Z= : =alt | + 8| | =o0Xx+ BY.
X, ¥ Byn *n Yn

Deze stelling is direkt uit te breiden tot een lineaire combinatie van meer

dan twee vectoren.

De lineaire afbeelding R : V + V heeft t.o.v. de basis €pse++,g  Van V een

n X n matrix A, die verkregen wordt door als kolommen achtereenvolgens te

nemen de kolommen van de vectoren Jlgl,...,J%gn t.o.v. de basis PR

r N

a“ 312 * s aln
321 322 0 azn
A = . . . ’
kanl anz L N annJ
4 +
Re, Re ee. Re
e e, -n
d.w.z.
n
Ag = a8 +ay g * ot ae = izl 4181
A . i
82 T 3198 T A% * ... tappe, = izl 21284
n
J&gn = 4n8 o e BRI N -3 ='i§l 3ingi -

Al gemeen:




Voor j = l,...,n .

Opmerking. In Wiskunde 20 werden een lineaire afbeelding en haar matrix met

dezelfde letter aangeduid. Dit kon, omdat met een vaste basis werd gewerkt,

Wij kunnen deze conventie niet handhaven, omdat we binnenkort het effect van
een verandering van basis zullen bestuderen. Wij duiden een lineaire afbeel-

ding met een schrijfletter enm haar matrix met een corresponderende druklet-

ter aan.

Stelling 1.4. Als x kolom X heeft en R matrix A, dan heeft Ax kolom AX, E

alles t.o.v. dezelfde basis, (Met AX is het matrixprodukt van b
A en X bedoeld.)

Bewijs. Als

) )

X = x.e. , Re, = a,.e. , :

=745 S A & :

dan is ’ o
7 n , " n 4
Rex = R( z x.€.) = Z x, Ae.

en dit heeft op grond van stelling 1.3 als kolom:

fé . ra N r 3
Pt 12 q1n
421 292 49n
S RS B Y B BRI Y I
\anlj \anZJ [ nnj
fa + + + N 4 Ny 7 3
11%1 T 3% e T 23Xy 0 U I I R R P B
32]xl + a22x2 + ... + aann a21 322 vas a2n x2
= = . . . . = AX .
a .X. *+ a ,Xx, + .,. +a x a a vsas d X
 ni™l n2"2 nn o n | nl n2 nnj | “nj :
Voorbeeld 1.3. In Rg zijn de vectoren tripels (x],xz,x3). De natuurlijke ba~ @

sis is L3




= (1,0,0)
= (0,1,0)
(0,0,1) ,

[o]
I

]
[

3
&) T Fgy T x
1
51

Xq _
Als nu A: Rq +-R3 lineair is, dan betekent de matrix A to.v., de natuurlijke

dan is (xl’xz’XB) = x e, en de kolom van (xl,xz,x3) t.o.v. de

1 3

X

natuurlijke basis is [x

basis hier, dat

A(],0,0) = (311’3213331)
\&(0’]!0) = (alzsazzlaBZ)

A(0,0,1) = (a)3,373,34,) - k.

Als .g
x= (X],Xz 5x3) X] Yl >:
Ax =y, , X = [%| s Y= |y,|, Y=aX, |
Y = (Fy5745¥2) !
12¥22Y3 x5 Y4 f
Yy 0 212 3%
Yol © 321 222 223(|%2] »
Y3 431 37 333/|%*;
dan

v = a . x, +a x,+ a]3x3
Yo = 8p1%) T 859Ky ¥ ayq%y

Yy = 8g1X; ¥ a3p%y * 54X,

Voorbeeld 1.4. R zij in R, de projectie op de x—~as. Natuurlijke basis.

(1,0) 1 0 1 0| [x X
A= s

(0,0) 0 0 0 0f ly 0

Voorbeeld 1,5, A zij in R, de spiegeling in de lijn y = x. Natuurlijke ba-

R(1,0)
A0, 1)

]

sis.




A (1,0) = (0,1)
R(0,1) = (1,0)

Voorbeeld 1.6, A zij in R, de draaiing over im. Natuurlijke basis.

]

A(1,0)
A0,1)

(0,1)

(-'l )0)

SN VR

Stelling 1.5. Als A matrix A en J3 matrix B heeft, dan hebben o/, J/& + B

en & matrices oA, A+ B en AB, alles t.o.v. dezelfde basis.

Verder heeft

3 matrix I

(=}
o
[e=]

en O matrix 0 =

.

=]
L]
[=]

i

Al heeft matrix Afl, die voldoet aan A_]A = AN = 1.

Voor matrices gelden dezelfde rekenregels als in stelling 1.2

voor lineaire afbeeldingen vermeld.

Het bewijs van deze stelling slaan we over,

Voorbeeld 1.7.

1 0
A= 0 1
0

Voorbeeld 1.8.

’

dan A2 =

en A% =

o
o
o o o

dan AB = s BA = .




5 2, Basisovergang

Laat €)reeerg €N ei,...,g; twee bases zijn van dezelfde vectorruimte V, i

Iedere vector is lineaire combinatie van €yaeres s dus ook g;:

T o= + ...+
£17 fnigr T %% *n1%n g
en evenzo met gé,...,g&. Algemeen:
T =
g5 1581 * %2382 Toeee ¥ *njsn

De met deze s..
1]

€pseevs€ OP de basis gi,-..,g&. De j-de kolom van S is de kolom van 93

gevormde matrix S heet de overgangsmatrix van de basis

-t.o.vl E]’...,En.

Binnenkort bewijzen we, dat voor de overgangsmatrix T van de basis g;,...,gé
op de basis PEREETI- geldt T = S_]1

Voorbeeld 2,1. In R, zij e e, de natuurlijke basis en gi = (4,3), el = (5,4).

Dan 1is

|
—
o

en inderdaad is

(1,0)

0,1

4(433) - 3(5:4) ’

- 5(4,3) + 4(5,4) .

3

Voorbeeld 2,2, In R, zij g1:€, de natuurlijke basis; g;,gé ontstaat uit

e,»g, door draaiing over een hoek ¢, Dan is

9; = {cos ¢, sin @) , gé = (- sin ¢, cos ¢)

en

cos ¢ - sin ¢

sin ¢ cos ¢

Voorbeeld 2.3. In R, zij g = (2,1), g, = (-1,1), e} = (1,5), e} = (3,0). i

Gevraagd de overgangsmatrix S.




(],5) = 511(291) + 52](_131)

Zsyy = 8y =

e s S| < 2, Sy1 = 3. 3
11 7 %21 i
(3,0) = 512(2':]) + 522("131) ‘E
28,9 ~ Syp = 3 . | | . *
. -0 12 - ' S22 :
S12 7 %22
2 1 1
g = , S ! ——.]é— . ""
3 -1 3 -2 3
Stelling 2.1. Laat S de overgangsmatrix zijn van de basis .
& seesg) OP de basis gi,...,gé. Voor de kolom X t.o.v. f
€pserergy €D de kolom X' t.o.v. g;,...,gé van een vector X uit 53
V geldt X = SX' en X' = s 'x. .g
a
Bewijs. Stel x = X x!gj. Pas hierop stelling 1.3 toe: jﬁ
J=1 Bk
1 ]
1 ®In S¥r e T 3
5 8 $ ,X! 4+ ... + 8 !
nl nn ni"l nmn
. T
1 o0 Eml|®
= v = §x!'
]
®ni **v ®mf*a
Zij nu T overgangsmatrix van de basis g;,...,g; op de basis

TR - dan geldt, zoals hierboven bewezen, X' = TX, dus X = SX' = STX.

Kies nu x = e dan is

it
h? i
X
)

;
ki
4
i
i

B
i
3
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+ ]

dus STX = j-de kolom van ST en X = j—de kolom van I. Omdat dit voor alle

3= 1l,...,n geldt, is ST = I, dus T = s! en x' = 571x,

We passen dit toe op de reeds eerder behandelde voorbeelden. In voorbeeld

2.1 geldt

x = 4x' + 5y' x' = 4x - 5y ?
y = 3x' + 4y' y' = - 3x + 4y ’ ;i
en in voorbeeld 2.2 geldt %
x=x"cos ¢ -y' sin ¢ x'' = x cos ¢+ vy sin g -E
vy =x" sin ¢ + ¥' cos o y' = = x gin ¢ + ¥y cos g _%

want

s e e

cos ¢ sin ¢

- sin ¢ cos o

We hebben nu ook bewezen:

Stelling 2.2.De overgangsmatrix S van de basis € 2+vrse OD de basis

g;,...,g; is regulier. De overgangsmatrix van de basis

. . -1
g;,...,g; op de basis g ,...,e is § .

We behandelen nu wat er gebeurt met de matrix van een lineaire afbeelding

bij basisovergang.

' \\I‘!:
b

Stelling 2.3. Laat S de overgangsmatrix zijn van de basis €1s+--28, Op de

basis g;,...,ga. Laat verder de lineaire afbeelding /& de ma-

trix A t.o.v. e

ST b5

[l SR

2+ r0g, en de matrix A' t.o.v. g{,...,g& heb~ -

ben, dan geldt A' = S”lAs.




- 11 -

Bewijs. Beschouw de vector ﬁ%g} deze heeft kolom AX t.o.v. €pseevse €N ko-
lom A'X'" t.o.v. e
dan A'X' = § 'AX

,g; op grond van stelling 1.4. Uit stelling 2.1 volgt
“'ASX'. Door nu X = gj voor j = 1,...,n te nemen volgt

hieruit op analoge wijze als in het bewijs van stelling 2.1, dat A' = s™las.

’.
Er geldt nu ook A = SA'S ™.

Voorbeeld 2.4, Neem e)s € e;, e) als in voorbeeld 2.1, dan ook S en S-]

2% - 2 :
als in dat voorbeeld. Definieer /& door 'ﬁ

A(1,0) = (0,-1) o -1
dan A =
A0,1) = (-1,1) -1 1
Volgens de formule is
-1 4 =5+ 0 =1}l4 5 -7 -1
A' =8 'AS = = .
-3 4f (-1 1413 4 5 8

Ter controle rekenen we f¥§]

eerst in ongeaccentueerde coordinaten uit:

0 -1l{a -3

-1 1143 -1

T T E

-
WA TN SR QR A,

dat is dus (-3,-1). Nu in geaccentueerde coordinaten:

-7 -11j]1 =7

s

5 g0 5

inderdaad is - 7(4,3) + 5(5,4) = (-3,-1).

Voorbeeld 2.5. e = (1,0), e, = (0,1), e! = (1,1), gé = (1,-2). Verder is

3 0
van J& de matrix t.o.v. g;,gé: Al = . Gevraagd de matrix A t.o.v.
0 -t
€289
1 (3 o2 1 5 4
A=sas! = 3 3.1
1 -2 - -3
0 1 3 3 8 1
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§ 3. Eigenwaarden en eigenvedtoren

Een vector v heet eigenvector van een lineaire afbeelding /%, als v #0 en
als er een getal A bestaat, zodat ﬁ%3_= Av. Het door de vector v op deze
wijze vastgelegde getal A heet de eigerwaarde van & behorende bij de eigen-
vector v.

Voorbeeld 3.1. J% is projectie op x-as in R,. Dan is J{gl = &,, dus g, is

1
eigenvector bij eigenwaarde 1; fkgz =0 = ng, dus €y is eigenvector bij ei-

genwaarde O,

Opmerking. Eigenwaarden mogen nul zijn, eigenvectoren niet!
Verder als v eigenvector van R is bij eigenwaarde A, dan is voor alle ge-
tallen o # 0 de vector av eigenvector van /¥ bij eigenwaarde A,

Voorbeeld 3.2, & is spiegeling in y = x in Ry.

(1,1) 1is eigenvector bij eigenwaarde 1, omdat A& (1,1)

(1,1);

(-1,1) is eigenvector bij eigenwaarde -1, omdat A (-i,1) = (1,-1) = =1(-1,1).

Stelling 3.1. Laat Viseees¥ eigenvectoren zijn van de lineaire afbeelding A&

met bijbehorende eigenwaafdeﬁ i;;,,, A . Als A,,...,A twee
1 *m" . 1 m

aan twee verschillend zijn, dan zijn Yiseees¥y onafhankelijk,

Bewijs. We passen volledige inductie toe naar het aantal m. Als m = 1, dan
is er maar &én v, # 0, die onafhankelijk is. Veronderstel nu de stelling

Juist voor een zekere m. Laat yl""’2m+l
den Al""’xm+] (twee aan twee verschillend). Dan zijn Yyaeees¥y eigenvecto-

eigenvectoren zijn met eigenwaar-

ren bij eigenwaarden Xl,...,Am (twee aan twee verschillend) en volgens in-
ductieveronderstelling zijn Yiseeos¥) onafhankelijk.

Veronderstel nu, dat v

een lineaire combinatie is van v,,...,v_:
~m+1] -1 -

m
m
E]II."‘] - jgl uj!j ’

Nu is szm#l = Am+]gm+1. Invullen geeft:

e i e e

S R
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m
= A . = . . .
Am+13m+1 mt] E aj!J jg aj%m+1!J

Gelijkstellen geeft

=]

Il t~

(A, - . =0.
aJ( ; lm+])gJ 0

j=1

Omdat echter Vyseees¥y onafhankelijk zijn, volgt hieruit aj(kj - Am+1) =0
voor j = i,..,,m, maar lj # lm+l’ dus dj =0 voor j = l,...,m, Dus

v =

ey * L 05 0

1 371

Il ~1B8

i

in strijd met het gegeven dat LA eigenvector is. De veronderstelling, dat

v lineai ombinatie is wvan . is dus onjuist . Du
Yo+l aire c Yoo sV ] gebleken. Dus Yo+

is geen lineaire combinatie van v .,...,v en v.,...,v 2zijn onafhankelijk en
=1? ’<m =1’ ~m

= i ol

daaruit volgt, dat ¥iseean¥

Yo+ onafhankelijk zijn, waarmee de stelling bewe-

ol e g s

zen 1is.

Stel £: V > V en dim V = n. Als het lukt om n verschillende eigenwaarden

ll,;..,Kn van J& te vinden, dan zijn bijbehorende eigenvectoren Yiserer¥,

onafhankelijk en kunnen dus als basis van V worden gekozen. Het zoeken van

eigenwaarden gaat als volgt: Kies een basis CPERRR - in V. Als nu J%E_? Av,

V is de kolom van v en A is de matrix van K t.o.v. &s++-se , dan is

R

-
o

i

5
dp ¥

n
AV = AV of jél a; vy = Av, (i=1,...,0) . 3

Voor iédere vaste keuze van A is dat een stelsel van n homogene lineaire ver-—
gelijkingen in de onbekenden VisesesV met coefficiéntenmatrix A - AI. Dit

stelsel vergelijkingen heeft dan en slechts dan een andere dan de nuloplossing
det(A - A1) = 0 ,

hetgeen een n-de graadsvergelijking voor A is, genaamd de kgrakteristieke
vergelijking van J&. De reéle wortels van deze vergelijking zijn eigenwaar~ E
den van J%. o
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Stelling 3.2. De karakteristieke vergelijking is onafhankelijk van de basis-

keuze.

Bewijs. Ga over op een andere basis gi,...,g; met overgangsmatrix 5. De ma-

trix van J& t.o.v. g;,...,g; is dan A' = STIAS en de karakteristieke verge~
L

lijking, berekend met e;,...,gn

det(A' - AI) det(S_]AS - AL) = det(S-l(A - AL)S) =

det 8! vdet(A - AT) + det S

en dit is det(A - AI), omdat uit S-IS = T volgt

]l =det I = det(S—IS) = det S-l sdet S .

Voorbeeld 3.3. In voorbeeld 2.4 hebben we gezien dat

matrices zijn van eenzelfde lineaire afbeelding t.o.v. verschillende bases.

~A -1
det(A - AI) = =32 -\ -1
-1 1-x
-7-x =11
det(A' - AI) = =32 -Ax-1,
5 8-
: .. 1 V5
Elgenwaarden Zi]n 2 .

We keren terug tot een basis Yyserer¥ van eigenvectoren van &, zo die be-

staat. Dan is Jﬂg] = Alg], ceey J&gn = XA v_en t.o.v. deze basis Vyseres¥,

n-n
wordt de matrix van J%:

’A] 0 ces
R P
A= Do
0 0 A
n/

e e D i

st Tl

p

A

ix
L
i
i



_IS_

een diagonaalmatrixz met eigenwaarden op de hoofddiagonaal. Dit levert de

volgende stelling.

Stelling 3.3, Als de karakteristieke vergelijking van de lineaire afbeelding

J&: V >V (dim V = n) n verschillende reéle wortels heeft, dan
is er een basis van eigenvectoren van JY en is de matrix van S

t.o.v. deze basis een diagonaalmatrix met eigenwaarden op de

i i ol S e ¥ B

hoofddiagonaal.
We vertalen dit nu in matrixtaal:

Stelling 3.4. Als B een n x n matrix is, zodat de karakteristieke vergelij-

king van B n verschillende reéle wortels Al,...,ln heeft, dan

bestaat er een reguliere matrix 5, zodat

”
S i < e

.. . . . . . N 0.y,
Bewijs. Vat B op als matrix van een lineaire afbeelding £ R, >R t.o.v
de natuurlijke basis IR - N Dan zijn Al,...,An eigenwaarden van 3 en

bijbehorende eigenvectoren 31,...,3 vormen een basis van Rn. Laat S de

overgangsmatrix zijn van de basis Eyseer8 OP de basis Yl""’!n’ dan geldt

voor de matrix van é@ t.o.v. de basis v!,...,vn.

Voorbeeld 3.4. Laat J&: R, * R, t.o.v. de natuurlijke basis gegeven zijn

7

v
-
Py

Bpe
3
‘i
LS

A

i3
A

8 3
door haar matrix A = . Karakteristieke vergelijking:
~18 =7
8- 3 !
=S A2 -A-2=0=-2)(A+1) = 4
-18  -7-A !

.:: % 52 Lo
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Eigenwaarden zijn Al =2, 12 = -1; we weten al dat t.o.v. een basis van bij-
2 0 |
behorende eigenvectoren de matrix van A de gedaante krijgt. Ter -

o -1j A
controle berekenen we de eigenvectoren: y

N 6v1 + 3v, = 0 } (vl,vz) = of],=2)
! - 18v, - 9v, = 0 | dus bijv. v, = (1,-2) ;
N 9v, + 3v, =0 } (vl,vz) = a(l,-3)
2 - ..
: - 18vl - 6v2 =0 dus bijv. ¥, = (1,-3) .
1 1 - 3 1
S = , § ' = .
-2 -3 -2 -1
. 3 1 8 31 1 1 2 0 g
S "AS = = . :
-2 -1jt{-18 =-7)1-2 -3 0 -i P

Voorbeeld 3.5. R3 + R3 is de spiegeling in het vlak x + y + 2z = 0, E

Het is hier niet verstandigeen matrix van S uit te rekenen, omdat de eigen— g

vectoren hier direkt meetkundig te vinden zijn. B

Een vector loodrecht op het vlak is eigenvector bij eigenwaarde -l en een
vector # 0 in het vlak is eigenvector bij eigenwaarde 1.

We kunnen dus de volgende basis kiezen:

v, = (1,1,2) bij Al = =]
v, = (2,0,-1) bij X, = |
¥y = 0,2,-1) bij 2, = 11J.

3

T.0.v. deze basis heeft A de matrix

-1 0 0
A= 120 1 ol .
0 o 1

af, Laat S de overgangsmatrix van 21’22’23 naar 21’92’23 zijn, dan is

A' = s71AS en




1 2 0 2 2 4
-1 -1 - -
s ' = {1 0 2|, S=95 |5 ] 2| .
2 -1 =1 -1 5 =2
1 2 ol[-t o o 2 2 4 2 -1 =2
-1 1 _ 1 _
S 'AS = |1 0 2110 1 Ofg5 |5 boo-2f =5 |- 2 21,
2 -1 =1410 0 1 -1 5 =2 -2 -2 -1

hetgeen de matrix van & is t.o.v. de natuurlijke basis. Dit resultaat kan
gecontroleerd worden door rechtstreekse berekening van Jlg], J@gz, J&gB.

De methode van stelling 3.3 lukt alleen als de karakteristieke vergelijking
twee aan twee verschillende reele wortels heeft. De methode kan falen, door-
dat de vergelijking complexe, niet-reele wortels heeft. Men zou dan complexe
vectoren kunnen invoeren; daarop gaan we niet in. De methode kan echter ook
falen, doordat de vergelijking meervoudige (reele of complexe) wortels heeft.
Zelfs als alle wortels reeel zijn, kan het dan gebeuren, dat we eigenvectoren

te kort komen.

Voorbeeld 3.6, R is draaiing over i7 in R,. Meetkundig is het duidelijk,

dat er geen eigenvectoren zijn.

0 -1 -X -1
=22 4+1=0

]
]

s wortels i en -i.
1 0 1 =X

Voorbeeld 3.7. Neem /& met matrix

11 -

A = , = (A -1)2 =0 ; dubbele wortel A = 1.
0 1 0 1-A
We zoeken eigenvectoren bij A = 1:
Vo = 0
(v]5vy) = a(1,0) .
0 =20

Er is maar &&n richting van eigenvectoren. Er is geen diagonaalmatrix van J&.
Overigens leert voorbeeld 3.5, dat het ook mogelijk is, dat er bij optreden
van meervoudige wortels van de karakteristieke vergelijking wel voldoende on-

afhankelijke eigenvectoren bestaan.
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Er bestaan speciale klassen van lineaire afbeeldingen en matrices, die veel
gebruikt worden en die alle diagonaliseerbaar zijn. Om deze in te voeren

hebben we een metriek nodig, die we in de volgende paragraaf bespreken.

§ 4. Vectorruimten met inprodukt. Orthonormale bases

In R.n hebben we lengten van vectoren en hoeken tussen vectoren bepaald. Het

hulpmiddel daartoe was het inprodukt: X = (xl,...,xn),‘z_= (yl,...,yn) geeft

n
(X,3) =%y, + .o0 *xy = ) xy. .

In een vectorruimte V geven we een axiomatische karakterisering van het in-
produkt.
Een vectorruimte V heeft een improdukt, als aan ieder paar vectoren x en y

uit V een reéel getal (x,y) is toegevoegd, zodat voldaan is aan

(1 x,y) = (¥,x)

(2) (x,y + 2) = (x,y) + (%x,2)
3 (x,ay) = a(x,y)

(4) als x # 0, dan (x,x) > 0 ,

voor alle x € V, y € V, 2z € V en alle reele getallen a.

Als (x,y) = 0, heten x en y orthogonaal.

n
Voorbeeld 4.1. Het inprodukt (x,y) = Z xjyj in Rn voldoet aan bovenstaande
axioma's. 1=1

Voorbeeld 4.2. De continue functies op [0,1] vormen een vectorruimte, waar-—

voor het bij twee functies f en g behorende getal

1

J f(t)eg(t)de ,
0

een inprodukt is. De functies f en g gedefinieerd door f(t) := t en

g(t) =3t - 2 voor 0 <t £ 1 zijn orthogonaal, want

R 2w

SRS

T
Tl
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I
Jt(3t-2)dt= 0.
0

Het orthogonale complement W van een vector v in een vectorruimte V met in-

produkt bestaat uit de vectoren van V, die orthogonaal zijn met v:

W:={§_]§€V, (v,x) = 0} .

Stelling 4.1. In een vectorruimte V met inprodukt is het orthogonale comple-

ment W van een vector v # 0 een deelruimte van V. Als € o eer8y

een basis van W is, dan is €1se++s8 sV €€ basis van V.
Bewijs. Als w, € W, W, € W, 0 en a, reéel, dan is (v,w,) = (¥,u,) = 0.
(!:a}‘_’f] + uz".fz), = a](‘_’s"ll) + 0"2(‘_”‘_'2) =0,

dus 0 ¥, * ayw, € W, dus W is een deelruimte. Stel nu Esee+sg €en basis

van W; we bewijzen eerst, dat Brreees,¥ onafhankelijk zijn. Stel

ae + ... roe By =0

0= (,0) =a,(¥,g) +...+0e,e)+ BV =8V,

maar (v,v) > 0 wegens v # 0, dus 8 = 0, dus ae) F e voge = 0. Omdat
€psrea8y onafhankelijk zijn, volgt daaruit u, = '

Neem nu een x € V en probeer x = y + av met y € W te schrijven. Dan geldt

==0tk=0.

@,x) = (v,y) + alv,v) = a(v,v) ,

dus a = (v,x)/(v,v). De schrijfwijze

X = X - v +
- = v

voldoet nu inderdaad, want

(vox) | (vsx)
v) = (v,x) - D)

(vax (v,v) = 0.

CRD)

ledere vector van W is echter als lineaire combinatie van €laeeesgy te

schrijven, dus

AR SO

e




38

- 20 ~-

-x-=
i

[
Fel
+

Dit voltooit het bewijs, dat € sev+58,V €D basis is van V.,

Uit de stelling volgt dat dim W= dim V - 1,

Stelling 4.2. Een vectorruimte van eindige dimensie met inprodukt heeft een

basis bestaande uit twee aan twee orthogonale vectoren.

Bewijs. Volledige inductie naar dim V. Voor dim V = 1 is er niets te bewij-
zen. Veronderstel de stelling juist voor vectorruimten met dimensie n. Stel
nu dim V = n + 1. Kies een vector v # Q in V; neem het orthogonale comple-
ment W van v, dan geldt dim W = dim V - | = n. Volgens inductieveronderstel-
ling heeft W een basis Errerea bestaande uit twee aan twee orthogonale
vectoren. Volgens stelling 4.1 is €y s++4r8 »V¥ een basis van V. Omdat
Bireesal in het orthogonale complement van v liggen, zijn de vectoren van

de gevonden basis van V ook twee aan twee orthogonaal.

Voorbeeld 4.3. Laat V de deelruimte van R3 zijn, opgespannen door

e = (2,2,1) en e, = (1,-3,1). In V is door het gewone inprodukt van Ry een
inprodukt gedefinieerd. Kies als eerste vector v, =g = (2,2,1) en probeer

¥, = gy + 0g zO te bepélen dat (gz,gl) = 0.
0= (22321) = (22391) + a(glsﬁl) >
dus .

(21992)

0 = = 0=,

(e, .e,) '
£;:%5 -3 = (3 _7 ﬁ
RN s BT R SUCDIREC RS B

Nu is Y)Y, een basis van V en (31,32) = 0.
Noem Y(v,v) de lengte van v. Als v # 0, dan is er een getal o, zodat av

lengte 1 heeft: 1 = (av,av) = az(zyz), dus a = 1 voldoet.
(vy¥)

LSt v“—agﬂg Ty

o £

AR e

3
:
i
i)
i

BErT
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Als men in een basis van een vectorruimte een vector met een getal # 0 ver-—
menigvuldigt, ontstaat weer een basis van de vectorruimte. In een vector-

ruimte met inprodukt kan men zo aan elke vector van een basis lengte 1 ge-—

ven; door deze vermenigvuldiging wordt eventuele orthogonaliteit der vecto- o

ren niet wverstoord.

Een basis gys+++18, Vvan een vectorruimte met inprodukt heet orthonormaal,
als alle gj lengte 1 hebben en twee aan twee orthogonaal zijn (d.w.z.

(Ej,gk) =0als j#ken=1als j = k). E
De voorgaande opmerkingen en stelling 4.2 leveren de volgende stelling.

Stelling 4.3. Een vectorruimte van eindige dimensie met inprodukt bezit een

orthonormale basis.

Stelling 4.4. Voor de kolommen X en Y van de vectoren

[t }=]

n
x;g, en ¥ = 7 v.g.

x = ;8
j=1 J j=1 J 4
t.o.v. een orthonormale basis Bpoee By geldt: g
%
(x,y) = x + + Xy = XTY :
—,1 ly] LK N ] n n -
Bewijs.
) ) )
(x,y) = ( X:B.s v,.8 ) = .y, (8.58,) =
FESTE e A= Bt PR SR At R
4
t: T
= 'z xij = (Xl [ xn) : = XY . ,‘i
J_l ;.:\g
Yo 4

I
S

I.ﬁr

[

f@
R
W
1

4

Opmerking. Omgekeerd geldt ook dat, als t.o.v. een basis voor alle vectoren

T

x en y geldt (x,y} = X'Y, de basis orthonormaal is. Zo is bij de gebruike-

lijke keuze van het inprodukt in R de natuurlijke basis orthonormaal. Meet-

kundig hebben we in R, en Ry de natuurlijke basis ook altijd laten corres-

3
ponderen met de keuze van een rechthoekig coordinatenstelsel.
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Voorbeeld 4.4. Stel een lineaire afbeelding A en vectoren X en y. Als

t.0.v. een orthonormale basis J& matrix 4, x kolom X en y kolom Y heeft, dan
geldt:

(Rx,y) = (A0)Y = XAy ,

(x, Ay) = XT(AY) = XTAY ,

Stelling 4.5. De overgangsmatrix van een orthonormale basis op een orthonor-

male basis is een orthogonale matrix.

Bewijs. Laat S de matrix zijnm, B1se+-2B8, €0 gi,...,g; de bases. De kolommen
van S zijn de kolommen van g;,...,gé t.o.v. de orthonormale basis ByseeesBy"

Omdat echter ock g;,...,g; orthonormaal zijn, geldt voor de kolommen X en Y

van S:

{ 0 wvoor verschillende kolommen
XY =

1 wvoor gelijke kolommen.
Hieruit volgt STS = I, dus § is een orthogonale matrix.

Opmerking. Omgekeerd geldt ook dat, als de overgangsmatrix orthogonaal is en

é&n van de bases is orthonormaal, de andere basis dan ook orthonormaal is.

Voor een orthogonale matrix S geldt det S = * 1. In ons geval:

det § = D(g;,...,g;) =+1,

Als det S
als det S

I, heten de bases g ,...,g en g,..+,8 gelijk georiénteerd;

-1 heten ze tegengesteld georiénteerd,

Voorbeeld 4.5. In R, nemen we

3
g, - ,00 ) g-é&.3. 9 ]
83 = (O:O,I) J gé = (- %., l., %)

T

i
)
3
2
!
,

i >.~:._;_“
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2 -1 -2 2 2 1
1 -1 T_1 1. _
S = 3 2 2 1], 5 =8 = 3 1 2 20 .
1 =2 2 -2 1 2
det S =1 .

Voorbeeld 4.6. Stel in R3 orthonormale bases 51,52,53 en 51,32,53 Als alJ

de hoek is tussen g; en g dan is (g 79 ) = cos ulj. Verder volgt uit
t

Bj 1531 2352 3 g3’ dat (E sE ) = ij.-Dus
cos (111 cos 012 cos 0‘13
S = |cos %y cos 0y, o8 Gyql -
cos GSI cos (132 coSs 0:33

Van een orthogonale matrix S zijn de kolommen orthonormaal, maar dan is ook

-1 T

= §° orthogonaal, dus ook de rijen van S zijn orthonormaal.

Stelling 4.6. Als Bys+++sB, ©en orthonormale basis van V is, dan geldt voor

iedere x €V:
n n

x= ) (x,8.)g; en x,x) = 1 (x,8.)% .
j=1 ] ™] j=1 J

{Stelling van Pythagoras.)

Bewijs. Stel x =

e~

x.g., dan is
18y

i=1

n
(EQEJ) = j_é] Kl(gl,aj) = xj
Verder 1is
T n n
xx) =Xx= ) xt= ] (xg.)°
j=] ] j:] 1

Laat V een vectorruimte met inprodukt zijn en W een deelruimte van dimensie
m van V en Byse-rsg, een orthonormale basis van W. We proberen een wille-

keurige x ¢ V te schrijven in de vorm X = y + z met y € W en z orthogonaal

A

T B R R i, P e 3

SRR, sk e e R RS B e T T

T s

ERET
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op alle vectoren van W, d.w.z. y = V.151 + ...t VB en (E,Ej) = () voor alle

j =

Probeer dus y = Z (E,gi)gi; die voldoet, want y € W en (z,gj) = (E!gj)’

dus (x - z,gj) = 0. We noemen y de projectie van x op W. Voor deze geldt

(y,y) = (x,x), want 4

het gelijkteken geldt dan en slechts dan als x € W. Dit levert de volgende
stelling.

Stelling 4.7. Als in een vectorruimte V met inprodukt W een deelruimte met

0= (_Z_,gj) = (x - }L:Ej) = (_{,gj) - (z,gj) = (z.gj) =Y .

(x,x) = (¥ + 2,y + 2) = (y,y) + 2(y,2) + (z,2) = i

l,...,m. Dan is

]

m

i=]

= (¥,y) + (2,2) =z (¥,¥) ;

orthonormale basis - SNRTRYY -4 is, dan geldt voor de projectie y

op W van een vector x € V: 3

m
y= 1 (®g)g: »
jz] J J
m
'Z (_;E_,gj)2 < (EJE) {ongelijkheid van Bessel).
3=1 :

Voorbeeld 4.7. In R3 zij W opgespannen door g = (2,2,1), g, = (1,-3,1). Ge-

vraagd de projectie y van x = (9,-5,-5) op W.

Eerste methode. Schrijf x = y + z, y € W, z orthogonaal op W.

+He, = (2A + U,2% ~ 3u,k + ) .

Y= Re )

1
X -y =(9 -2k = p,=5=2%+3u,~5 =%~
moet orthogonaal zijn met e, en g,. Dit levert:

-9+ 3p - 3

‘k met oplossing A = 1, u =2 .,
- 19

C3A -~ 1y

y = (4,-4,3) .
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Tweede methode. Zoek eerst een orthonormale basis in W. In voorbeeld 4.3

hebben we al orthogonale wvectoren in W bepaald:

v, = (2,2,1)

Sewmsesail o -

A
3! 3’3)'

1<

[ g¥]
[
~
{

Ze hebben geen lengte i. Dit verhelpen we:

T A s e

(0]
1]
<
Wl
-
wilto
wl
N’

o = (S 7 4
g s ’
2 319 3/10 3Wio

Nu is

60 rm— ¥
(x!g ) = l ’ (x, ) s —— 2 1 . “:!
= =8’ " e

f
2 2 1 5 7 4 '
= (X808, * (X,8.08, = (5, % » 7 + 2I0(—— , - —— , —) = (4,-4,3) .
L7 BRE T SR T 50503 /10 3/T0 3/10

De tweede methode verdient de wvoorkeur, als van meer vectoren de projectie _ -

op dezelfde W moet worden bepaald.

§ 5. Symmetrische matrices en lineaire afbeeldingen

Een matrix M heet symmetrisch als ML = M.

Als V een vectorruimte met inprodukt is, dan heet een lineaire afbeelding

A: V + V symmetrisch als

(Ax,y) = (x,Ry)

voor alle §_é V, yeV.

Stelling 5.1. Een symmetrische lineaire afbeelding heeft ten opzichte van

i
i@

iedere orthonormale basis van de vectorruimte, waarop zij

=

S L

e e TR

werkt, een symmetrische matrix. Als er een orthonormale basis
bestaat, ten opzichte waarvan een lineaire afbeelding een sym—

metrische matrix heeft, dan is de afbeelding symmetrisch.
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Bewi]js
1. Stel A : V + V symmetrisch, g2+ +18, €en orthonormale basis van V en A

de matrix van J& t.o.v. -SERRRRY -0 Dan is

Bl e T

(ﬂcgj,gk) = (gj.:ﬁcgk) .
Maar
(sj’AEk) = (0 L] 0 ; O s 0) : = ajk ] “ Is
i ak ;
(o) ,
0 '
k > 1
K )=(a....a.)O
B0k ST U
: “
) bﬂ
10} Y?

= . T _
dus ajk = akj voor alle j en k, dus A A,

2. Stel A : V>V, s+ g cen orthonormale basis van V, A de matrix van
R t.o.v. ITRERRY-H en AT = A, Laat t.o.v. deze basis x kolom X en y ko-

lom Y hebben. Dan heeft ﬁ.ﬁ kolom AX en .ﬂl kolom AY en

(Rx,y) = @7y = x"aTy

il

XTAY i

en uit AL = A volgt (A_}g,_y_) = (_}5_,1}_1), dus /4 is symmetrisch.

Opmerking. Uit de stelling volgt dat, als van een lineaire afbeelding de ma-
trix t.o.v. &&n orthonormale basis symmetrisch is, dit t.o.v. iedere ortho-

normale basis het geval is. Dit is ook makkelijk rechtstreeks in te zien:

Uit AL = A en S orthogonaal volgt (s™'as)T = (sTas)T = sTal(sTHT = sTas =

1

= S AS.
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Voorbeeld 5.1.

a b *, Yy
A= , X = s Y =
b ¢ *2 2
ay) * by,
@Ry = 2Dy vy, | T EI@Y YY) x By eyy)
¥y :
(Jkglz) = (axl + bx2 bx1 + cxz) v, = (ax1 + bxz)y] + (bx1 + cxz)yz . :
Beide zijn gelijk aan ﬁ
ax .y, + b{x,y, + x,¥,) + cx,y, = (x, x,) > P 71 = XTAX = XTATY .
171 172 271 272 1 2 N

Stelling 5.2. Alle wortels van de karakteristieke vergelijking van een (reé-

le) symmetrische lineaire afbeelding zijn reeel.

Bewijs. Laat J4 t.o.v. een basis een (uiteraard reéle) matrix A hebben en
laat A = o + if (o en B reéel) een eventueel complexe wortel van de karakte-—
ristieke vergelijking det(A - XI) = 0 zijn, dan heeft het stelsel lineaire
vergelijkingen (A - AI)V = 0 een eventueel complexe, van de nuloplossing

verschillende oplossing

vy X Ty ) Y
v=|.|= . =X+ iY met reele X = (! |enY=|. |,
‘ Vi *n * 1yn *n Yn

waarvoor geldt -

AX + 1Y) = (o + iB) (X + iY) ' A

AX + iAY = (oX - BY) + i(BX + oY)

Gelijkstelling van reéle en imaginaire delen levert:

AX oX - BY
BX + oY .

AY
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Voor de vectoren x en y die de kolommen X resp. Y hebben, geldt dan

Jx = ox - By
Ay = ex + ay »
Pas hierop (A x,y) = (x,Ry) toe:
(Rx,y) = (ox = By,y) = a(x,y) - B(y,y)
(x,&y) = (x,Bx + ay) = B(x,x) + a(x,y) .

Gelijkstellen levert B{(x,x) + (y,y)} = 0. Maar (x,x) + (y,y) > 0, immers
beide termen zijn z 0; nul kan de som dus alleen zijn als x = y = 0, maar

dan is X = Y = 0, dus V = 0, hetgeen niet zo is. Dus 8 = 0 en X is reeel,

Voorbeeld 5.2.

a=xi b
=(a=-AN=-A =-b2 =232 - (a+c)r+ac-b?,
b c—A

Discriminant:

(a+¢c)? - 4ac—-b2) =(a=-c)2 +4b2 20 .

Stelling 5.3. Als Jk: V + V een symmetrische lineaire afbeelding is van een

vectorruimte V met inprodukt van eindige dimensie, dan bezit V

een orthonormale basis, bestaande uit eigenvectoren van J% .

Bewijs. We passen volledige inductie toe naar dim V. Het geval dim V = 1 is
duidelijk. Stel dat de stelling juist is als dim V = n. Veronderstel

dim V = n + 1. Kies in V een basis en bepaal de matrix A van A t.o.v. die
basis en de karakteristieke vergelijking det(A - AIL) = 0 wan graad n+ 1.
Volgens de hoofdstelling van de algebra heeft deze minstens &&n complexe
wortel A, die echter op grond van stelling 5.2 reeel is. Daarbij behoort een
eigenvector v: J\X = Av; we kunnen v zo kiezen, dat (z,z)‘= 1. Uiteraard is
XA% 0. Bepaal het orthogonale complement W van v, dan is W een deelruimte
van V en dim W = n (stelling 4.1). Verder geldt voor x € W, dat ﬁbi €W,

want

(W, Ax) = Ay,x) = (Av,x) = 2(v,x) = 0, ondat x ¢ W .
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Laat men R nu alleen op vectoren van W werken (restrictie van & tot W),
dan levert dit een lineaire afbeelding W + W, die uiteraard symmetrisch is.
Omdat dim W = n, mogen we de inductieveronderstelling toepassen. Dus er is
een orthonormale basis Yyseee»¥, van W bestaande uit eigenvectoren van J}.

Dan is ¥,»>--+»¥ ,¥ een orthonormale basis van V bestaande uit eigenvectoren

van Jt.

Uit de stelling volgt, dat bij een symmetrische lineaire afbeelding A een
basis van eigenvectoren bestaat, die bovendien zelfs nog orthonormaal kan

vorden gekozen. T.o.v. deze basis krijgt A als matrix een diagonaalmatrix
Al 0
O A

met de wortels van de karakteristieke vergelijking als diagonaalelementen.

De karakteristieke vergelijking is namelijk onafhankelijk van de basiskeuze,

dus

det(A - AI) = (A

O T A

.S NP O S § T

In matrixtaal vertaald krijgen we:

Stelling 5.4. Bij iedere (reéle) symmetrische n X n matrix B met wortels

Al,...,hn van de karakteristieke vergelijking bestaat een or-

thogonale matrix S, zodat

Opmerking. Door zo nodig een kolom van S met -1 te vermenigvuldigen kunnen

we zorgen dat det § = |,

Voorbeeld 5.3, Breng in diagonaalvorm met behulp van een orthogonale matrix:
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41 -12
B = .
-12 34

41-%  -12 g
= 22 = 75X% + 1250 = (A - 50)(r» - 25) =0 , k
-12 34=2 i
%
ﬁ
dus Al = 50, AZ = 25. De gevraagde diagonaalvorm is 4

50 0

0 25
We zoeken echter ook nogeen orthogonale S5 waarvoor i
S5 'BS =
0 25 A
Daartoe bepalen we eigenvectoren: .f
- v, - 12v, =0 ‘&
A, = 50 (vysv,) = of4,-3) . I
1 | i

- lZv1 - ]6v2 =0

De hierop orthogonale vector (3,4) moet eigenvector zijn bij eigenwaarde 25.

Controle:

R B R A A R L

l6vl - 12v2 = 0
A, = 25: (vi,vy) = a(3,4) .
2 1272
- 12V] + 9v2 4]

e g ST

Maak er eenheidsvectoren van:

oo

i "-7%‘-4 Ty

(g-, - %) . eigenwaérde 50,

(é s 4 . e}genwaarde 25,

<)

R

g b T

[T 1 JPCR V.1 .8
uvife  »ie
ui| s~ W

& wifw
-
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Controle:

4 =-3){ 41 -12 4 3 50 0] ;
~1 i 1 _ :
S BS == | 3 = . y
3 4f{-12 34 -3 4 0 25 .

Voorbeeld 5.4. Ar: Ry ~ Ry is gegeven door

&(1’0’0) = (-]’032) r
A(0,1,0) = (0,1,2) 44
A0,0,1) = (2,2,0) .

T.o.v. de natuurlijke basis is de matrix

A e R e

V)
o
el

dus S is symmetrisch. Karakteristieke vergelijking:

~1-1 0 a
0 I-x 2l ==-23+a==-2(0-3)(x+3)=0, g

4

2 2 -\ g

dus A = 0, Az = 3, AB = -3, Eigenvectoren:

=1 0 2
ll = 0: 0 | 2| met oplossing a(2,-2,1), eenheidsvector Y,
§ 2 0
-4 0 2
Az = 33 0 -2 2| met oplossing a(1,2,2), eenheidsvector v
2 -3

Inderdaad zijn v, en v, orthogonaal. De eigenvector bij A3 = -3 moet ortho-

gonaal zijn op v, en v, en moet dus de richting hebben van v, x v

1 I 7

= (- %-, - % ’ 2) = ¥y Bij deze keuze is ook de determinant = 1.
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Controle:
13 =-3: [0 4 2| met oplossing a(-2,-1,2) .
2 2 3)
2 1 =2) o o0 o
s=x |2 2 -1], s'=s", slas=]o 3 of.
1 2 2 0 0 -3

Tot slot maken we enkele opmerkingen over kwadratische vormen, dat zijn ho—
mogene veeltermen van graad 2, dus bij twee veranderlijken van de vorm

ax? + bxy + cyz. Bij n veranderlijken zou men ze kunnen schrijven:

E aixi + E

i=1 i<j

b,.x.x.

ij7i)

Door a; nu b,. te noemen schrijven we het als &&n som . ) bijxixj' Het is
i<j

echter makkelijker om afzonderlijke sommaties over i en j te hebben, dus

n n
iets van de gedaante I Z aijxixj' Doet men dat, dan is er behalve een
i=1 j=1

term a12%;Xy ook een term a5 1%7% s dus b]2 = aj, + ay,3 algemeen

b.. = a;. *+ aji voor i < j. Hoe men de waarde van bi' over aij en a,. ver-

ij h| ‘ ] ji
deelt is willekeurig; een gelijke verdeling aij = ag; blijkt een praktische
n o i
keuze te zijn. We vormen dus Z Z a; 3%5%; met symmetrische matrix AT = a,
i=1 j=1
X, i
Bij keuze van de kolom X = | | is dit te schrijven als XTAX.
X
n

Vatten we kolom X en matrix A op als kolom van een vector x en matrix van
een lineaire afbeelding /X t.o.v. een orthonormale basis van een vectorruim—

te met inprodukt, dan is

T

KAK = (x,Ax) = (Ax,x) = X'

ATx .

Daarom definieren we een kwadratische vorm op een vectorruimte met inprodukt

als (.R_)E,_:_c_) met een symmetrische lineaire afbeelding J&.

B

Fd almanelola T

s e e

e
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In de vectorruimte bestaat dan een orthonormale basis ten opzichte waarvan

de matrix van J& een diagonaalmatrix wordt:

Verder is X = SX' en A' = S 1AS = sTAS.

Stelling 5.5. Bij een kwadratische vorm X Ax bestaat een orthogonale matrix

n
$, zodat, als men X = SX'stelt, XTAX = z Aixiz, waarin
i=1
Alseresr_ de wortels van de karakteristieke vergelijking van A
1 n

zijn.

Voorbeeld 5.5. Kwadratische vorm 413? - 24x1x2 + 34x§. Op grond van de re-

sultaten van voorbeeld 5.3 vinden we: als

_ by 3
X = 55Xt %
T i '
S T S

dan is

2 _ 2 _ 12 12
41x] 24x1x2 + 34x2 SOXl + 25x2 .

Meetkundige interpretatie: 41x? - 24x]x2 + 34x§ = 1 is een kromme, die door

orthogonale transformatie van variabelen overgaat in SOxf + 25x§ = 1 en dus

een ellips is.

=9

i
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HOOFDSTUK I1I. FUNCTIES VAN MEER VERANDERLIJKEN

§ 1. Continuiteit. Differentieerbaarheid

In een functie f(xl,...,xn) van n variabelen vatten we (xl,...,xn) op als
een vector x in R f£(x) is een afbeelding van R, in R,.
Evenzo kunnen we een stelsel van m functies van n variabelen tot &&n functie
samenvoegen:
— = q
v, = fl(xl""’xn) £,

Vo = £o(xpsenn,x) = £,(x)

¥

= Ea X)) = £ )

-

Vat nu (yl,...,ym) op als een vector y in R , dan is y = f(x) een vector-
functie f: R, > R. f,,...,f heten de componentfuncties van f.
Zoals vaak in de analyse hoeft zo'm functie niet in de hele R.n gedefinieerd

te zijn.

Voorbeeld 1.1, f(x) = log x is alleen gedefinieerd voor x > 0, f(x,y) =
=Vl - xZ - yZ is alleen gedefinieerd binnen en op de cirkel x2 +y2 =1,

Men spreekt wel van geocorloofde waarden en ook van de definitieverzameling
V. Deze laatste is de deelverzameling van R, waarop de vectorfunctie gede-

finieerd is:

f: V- R  met Vc R .,
- m n

" Ter inleiding tot het begrip continuiteit voeren we het begrip omgeving in.

Als a ¢ R oenWcR, dan heet W een omgeving van a, als er een getal § >0

bestaat, zodat voor alle x ¢ Rn met \5_— 31 < 6 geldt, dat x € W. Deze laat-

ste voorwaarde kan ook als volgt worden geschreven:
{lxer,lx-al <slcw.
Merk op dat in het platte vlak (resp. de ruimte) de verzameling der x met

|§ - 3| < 6 het binnengebied is van de cirkel (resp. bol) met middelpunt a

en straal §.

R R B AR L

St

I
S
i
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Als V © R,» £: V>R en W <R, dan

fFw) = {£(x) | x € Vn W} (beeld van W onder f).

De vectorfunctie f: V + R, (Vv c Rn) heet continu in a, als a € V en als er

e

bij iedere omgeving W, van f(a) een omgeving W van a bestaat, zodat

£W) < w .

Als U < R.n en f: V>R V e Rn) is continu in a voor iedere a ¢ U, dan heet

£ continu in U ( uiteraard geldt dan U < V).

Stelling 1.1. Voor f: V » Rm Vv c Rn) en a € Rn geldt dat f dan en slechts
dan continu in a is, als 2 € V en als er bij ieder reeel getal
€ > 0 een reeel getal 8 > 0 bestaat, zodat voor alle x eV,

waarvoor IE - El < § geldt, ook If.(.’i) - _f_(g_)l < g geldt.

Opmerking. Voor een functie f: V > R, (V < Rn) stemt het hier ingevoerde Q
continuiteitsbegrip overeen met het in Wiskunde 10 ingevoerde continuiteits-—

begrip.

Stelling 1.2. Een vectorfunctie f is continu in a dan en slechts dan, als al

haar componentfuncties continu in a zijn.
De bewijzen van stelling i.1 en stelling 1.2 slaan we over,

Voorbeeld 1.2.

u=x"a+y2 }

vV=Xx +y.

Stel u = (u,v), x = (x,y), dan krijgen we een functie u = £(x): Ry + Ry,
V= RZ' Het beeld £(R2) is het binnengebied van de parabool v2 = 2u. Dit
vinden we, als we proberen bij gegeven (u,v) bijbehorende (x,y) te bepalen.
Stel y = v - x; substitutie geeft 2x? - 2vx + vZ - u = 0, hetgeen oplossin~
gen voor x heeft als 2u - vZ = 0.

Als 2u - v2 > 0, vinden we twee waarden voor x en voor y, die twee punten
leveren die gespiegeld liggen t.o.v. de lijn y = x.

Als 2u = vZ = 0, dan x = y = }v.
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Voorbeeld 1.3.

u=x+y
vex-y :
w = x?, ;

Dit is een afbeelding: R2 +> R3 met als beeld'{(u,v,w) | bw = (u + v)z}-

Een speciaal geval van een f: R >R _is een lineaire afbeelding A: R >R.

i

Bt

Stelling 1.3. Als A R > Rm een lineaire afbeelding is, dan bestaat er een ﬁ
constante M > 0 zodat %

|J¥x| = M|x| voor alle x € R - 1%

= o o

A

n i

Bewijs. Laat CIRTERTY-N de natuurlijke basis van R, zijn en x = Z xjgj, dan ?
is |§J z Ixj| en 3=l x
n n n i

[Ax| = |} xRe | = ] Ix;|lRe.| s |x| ] [|Re.| <ux|, A

= L i i L 1 ] = .z -3 = 7

J_l J 1 J 1 G

als we bijvoorbeeld voor M kiezen: 5
n ;!

M:=1+ ) |fRe.l>0. i

P =] A

j=1 g

Stelling 1.4. Een lineaire afbeelding A Rn > Rm'is continu in Rn' Vﬁ
Bewijs. Neem a € R » dan geldt voor alle x « R, dat :
Mx - Aa| = |Ax - a)| sM[x-a], %

E

waarin de M gekozen is als in stelling 1.3. Als nu ¢ > Q gegeven is, kiezen _é

we § = /M, dan volgt uit |§ _.il < § dat

|Ax - Aa| < M[x - a| <m

= m
]
m

Voor de introductie van differentieerbaarheid herinneren we eraan, dat de

differentieerbaarheid van een functie f: Ry » Rl in a betekent, dat bij pas—

R e e R AT S,

sende keuze van een constante A en een functie e(h) geldt:
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f(a + h) = £(a) + Ah + he(h) en 1lim e(h) = 0 .
h-+0
De constante A is dan de afgeleide f'(a). Verder is de betrekking ook goed

voor h = 0, zodat we de voorwaarde lim €(h) = 0 ook kunnen vervangen door:
h-»0
£{0) = 0 en £ is continu in 0. Voor vectorfuncties vervangen we de vermenig-

vuldiging met de constante A door een lineaire afbeelding A.

De vectorfunctie f: V -+ R, (v < Rn) is differentieerbaar in a, als V een om~
geving van a is en als er een lineaire afbeelding A R~ R111 en een functie

e(h) bestaan, zodat:
£+ = £@ + Ab+ |nle®
voor alle h, waarvoor a + h ¢V, _g(_q) = 0 en e(h) continu is in 0.

Opmerking. Door f en a zijn JX en e vastgelegd; hierbij speelt de omstandig-

heid, dat V een omgeving van a is, een rol.

Stelling 1.5. Als f differentieerbaar is in a, dan is f continu in a.

Bewijs., f(a + h) - £(a) = -A:_l}_ + l_l'_l_lg_(_lgl_), e{0) = 0 en e(h) continu in 0.
1 geldt IE(}I)| < 1.
Er bestaat een M > 0, zodat |J°c_1_1_| < M|_Il| Voor |h| < 51 geldt dan

Er bestaat een 61 > 0 zodat voor |R| < 8

|f@ + h) - £(@)] = [Ah + |nle®m)| < [ARn| + |n|le] < ¢t + D]n| ,

en hieruit volgt de continuiteit op analoge wijze als in het bewijs van

stelling 1.4.

De f uit de definitie van differentieerbaarheid heet de functionaaloperator
van f in a; de matrix A van M t.o.v. de natuurlijke basis heet de functio-

naalmatriz van f in a.

Stelling 1.6. De vectorfunctie f is differentieerbaar in a dan en slechts

dan, als al haar componentfuncties differentieerbaar in a

zijn. Verder is de functionaalmatrix dan

e e i e e 3 i s Y
NIRRT T E RO S R

R

i e b a T

o
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‘Bfl o 3 |
Bxl sz an
352 sz afz
axl sz axn ,
of of af
= = . L

waarbij alle partiele afgeleiden genomen zijn in a.

Bewijs., We bewijzen alleen de bewering over de functionaalmatrix.

Neem h = hgj, dan is
£+ h) - £(a) = hfeg, + [hle .

Neem de i-de component:

fi(al,llo,aj"'h"--.’an) - fi(al,oa-,an) = haij + Ihlei(ll.) N

fi(al,...,ajﬂ’l,...,an) = fi(a],...,an)

= g.. ¥ e.
o a13 el(g) .

Neemt men hiervan de limiet voor h + 0, dan vindt men

Als m = n (evenveel functies als variabelen), is de matrix vierkant en kan
men de determinant van de matrix vormen, genaamd de functionaaldeterminant

(of Jacobiaan of determinant van Jacobi) van f in a; notatie:

a(fl""’fn)

3(xl,...,xn) -

Als f differentieerbaar is in ieder punt van een verzameling W, dan heet f
differentieerbaar in W; als f differentieerbaar is in zijn definitieverzame-

ling, dan heet f differentieerbaar.

. .:;E’z}vg.m PR

vt s TR S R P i el i e e B S N

RRNEN- P
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A en A hangen behalve van f ook van de keuze van a af; dit komt overeen met
of,

s 1 ,
het feit dat e zelf weer een functie van XyseeesX 18,

J

Voorbeeld 1.4.

i
&
X =T cos ¢ } -ﬁ

y = r sin ¢ . ]

]

Transformatie op poolcodrdinaten. (x,y) = £(r,q), £: R, + RZ' Functionaalma- 5
trix: 7@
e ox cos ¢ -1 sin o : g

3 3¢ 3(x,y) i

= ] s a(r'q)) =1 . '::":‘:j'

3y 9y sin ¢ r cos ¢ i p!

or aQ %

Voorbeeld 1.5.

X =1 sin 9 cos ¢ g
y = r sin 6 sin ¢
zZ =1 cos 6.

Transformatie op bolcoordinaten. (x,y,z) = £(r,8,9). De volgorde der varia-

belen is belangrijk voor de volgorde der rijen en kolommen in de matrix en 4

voor het teken van de determinant. Matrix:

sin 8 cos ¢ r cos © cos ¢ - r sin 6§ sin ¢
. . . . 3 , ‘
sin 9 sin ¢ r cos O sin ¢ r sin 9 cos ¢}, 3(x,5,2) = sin 8 ,
3(r,0,0)

cos O - r sin 6 0

Voorbeeld 1.6. Een kromme in R3 kan gegeven worden met een parametervoor-—

stelling x = x(t), dat is een vectorfunctie R, ~ R3. De functionaalmatrix

dx]
dt

dy .
dt

EE
LdtJ

dx

is een kolom, geschreven E% . Deze kolom is op te vatten als een vector, die

de richting van de raaklijn van de kromme bepaalt.
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Men schrijft, evenals bij functies van &&n veranderlijke, differentialen.

Neem een vector dx ¢ R Als y = £(x), dan is dy := A (dx). We schrijven 3
dy ;
daarom ook J& = — . 3

dx : P
Om de kettingregel te behandelen voeren we het begrip samengestelde functie

in., Laat gegeven zijn:

VeRr, f: V>R

We Rm, 8 W Rp

Gemakshalve veronderstellen we £(V) ¢ W. Dan is de samengestelde functie

gef: vV > Rp gedefinieerd door (gef)(x) := gl£(x)).

Stelling 1.7. Als f differentieerbaar is in a met functionaaloperator A en

g is differentieerbaar in b = f£(a) met functionaaloperator f3,
dan is geof differentieerbaar in a met functionaaloperator RA

(kettingregel).

Het bewijs slaan we over. Uiteraard worden niet alleen de functionaalopera-

toren, maar ook de functionaalmatrices met elkaar vermenigvuldigd.

Voorbeeld 1.7, Stel

z = 2(x,y) en x(u,v) }
7 y= Y(u’v)
dan is
B
GEE 3zy _ QEE 2z, {du v
du v Ix 3y

| oy By
u oV

hetgeen resulteert in de uit Wiskunde 10 bekende kettingregels:

2z _ 3z 9%, Dz By
Ju

3% Bu 3y ou

3z 3z 3x , 32 3y
av  3xX 9V dy v
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Voorbeeld 1.8, Kromme x = x(t). Ga over op de keuze van een andere parameter
dx dE-dt dx dx
s door t = t(s); x = x(t(s)). Dan geldt Pl el el d.w.z. Fril TS heb-

ben dezelfde richting. Meetkundig betekent dit, dat de keuze van de parame-
ter geen invloed heeft op de richting van de raaklijn.

Neemt men €&n functie van n veranderlijken ¥ = f(x],...,xn),dan is de func-

tionaalmatrix een rij: G%;— savey %%u), op te vatten als een vector, genaamd
n

de gradidnt van f. Notatie: grad f of Vf.

Stel nu f differentieerbaar in a. Kies een rechte lijn door a met richtings-
vector v; kies LEI = 1. Een parametervoorstelling van deze rechte is dan

X = a + tv; hierin stelt |t| de afstand van het punt op de lijn tot a voor:

lE -_5| = |t]. Vorm nu de samengestelde functie g(t) = £(a + tv); dit is de
restrictie van f tot de rechte lijn met t als coordinaat op die rechte. De

kettingregel levert nu:

V1
d of of .
g - L E] |- e,
£=0 i n)x=a|" x=a
v
n

hetgeen de richtingsafgeleide van f in de richting v in het punt a genoemd

wordt.

Om hiervan een meetkundig beeld te krijgen nemen we nn = 3, Dan is £(x,y,z) =
= constant een oppervlak: een nivequvlak van de functie. Het raakvlak aan

zo'n niveauvlak in het punt a = (a,b,c) heeft als vergelijking:

[%%] ) (x - a) + {%5} ) (y - b) + [%g} ) (z~-c)=0.
x=a x=a x=

Hieruit volgt, dat de vector (grad f)x=a locodrecht op het niveauvlak staat.
De richtingsafgeleide is (grad £,v) i—rgfad flcos 9, als ¢ de hoek is tussen
v en grad f. De richtingsafgeleide is dus maximaal als ¢ = 0, d.w.z, in de
richting van grad f; grad f is de richting van de sterkste toeneming van de
functie f. Loodrecht op grad £ is de richtingsafgeleide nul; de richting

raakt dan aan het niveauvlak.

B R R it b 3 oot 7w
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Niveauvlakken snijden elkaar uiteraard niet. Krommen loodrecht op alle ni-
veauvlakken heten orthogonale trajectorién; hun raaklijnen hebben richting
grad f. 3

Als n = 2 vinden we niveaulijnen in plaats van niveauvlakken.

Voorbeeld 1.9, £(x,y) = xy. Niveaulijnen zijn orthogonale hyperbolen met x-

as en y-as als asymptoten,

grad f = (y,x). Orthogonale trajectorien:

dx
dr
dy _ %
dx y’
4y _
at %
2

met als oplossingen: x° - y2 = C, dat zijn orthogonale hyperbolen met y = x

en y = -x als asymptoten.

§ 2. Extrema

Een deelverzameling V van Rn heet open in R » als voor iedere x € V geldt,
dat V omgeving van x is.

Fen deelverzameling V van R heet gesloten in Rn’ als het complement van V
t.o,v, Rn open is.

Een deelverzameling V van Rn heet begrensd in Rn, als er een constante r > 0

bestaat zodat [x| < r voor alle x € V.

Als V een omgeving van a is, noemen we a een inwendig punt van V.
Een verzameling V is dan en slechts dan open, als alle punten van V inwendi-

ge punten van V zijn.

Voorbeeld 2.1. R is zowel open als gesloten in R .

In R2 zijn de verzamelingen der punten die voldoen aan

2 +y2 <1

]<x2+y2

A

2

open, niet

: niet open, niet gesloten, begrensd.

gesloten, begrensd,

-1 «ex <1 : open, niet gesloten, niet begrensd,

-1 £2x=<1! : niet open, niet gesloten, niet begrensd, A
x2 + y2 » 1 : niet open, gesloten, niet begrensd, %
x =z 1 : niet open, gesloten, niet begrensd, i
x+y>0 : open, niet gesloten, niet begrensd, &
x2 + y2 = 1 : niet open, gesloten, begrensd, %
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Stelling 2,1. Zij V < R, f: VR continu,

1

]

Als V gesloten is, dan is {z_l £(x)
x| £

Als V open is, dan is {x l f(x) > O} open.

0} gesloten en

v

0} gesloten.

Opmerking. Alle beweringen gelden, als V = R .

Stelling 2.2, Als V ¢ Rn’ f: V> R, continu, V gesloten en begrensd, dan

1
heeft f een globaal maximum en een globaal minimum.

Van de stellingen 2.1 en 2.2 geven we geen bewijs. Stelling 2.2 doet een
uitspraak over het bestaan van extrema. Schakelen we differentieerbaarheid
in, dan kunnen we uitspraken doen over de plaatsen waar extrema worden aan-

genomen,

Stellingr2.3. Als f in a een lokaal extremum heeft, als a een inwendig punt

is van de definitieverzameling van f en als f in a differenti-

eerbaar is, dan is

(grad f)x=;E =0.

Bewijs. Kies v = gj, dan is f(i + tv) = g(t) een functie van &&n variabele t

met O als inwendig punt van de definitieverzameling, die in 0 een lokaal ex—

tremum heeft en differentieerbaar is met afgeleide g'(0) = [%%l] , die = 0
j’ x=a

is volgens een bekende stelling over functies van &&n variabele. Omdat dit

geldt voor iedere i =1,...,n, geldt (grad £f)___ = 0.

Opmerking. Vermelding van de voorwaarde dat a een inwendig punt van de defini-

tieverzameling van f is in stelling 2.3 is strikt genomen overbodig, omdat deze

voorwaarde opgesloten is in de voorwaarde dat f differentieerbaar is in a. Zij

is ten overvloede toegevoegd om er nadruk op te leggen.

Voorbeeld 2.2. f(x,y) = x2 + y2, grad £ = (2x,2y). Het enige punt, waar

grad £ = 0, is (x,y) = (0,0); in dit punt heeft f een minimum.

Stelling 2.3 leert, dat van de inwendige punten van de definitieverzameling
van f waar f differentieerbaar is, alleen de punten, waar graf f = 0, in

aanmerking komen voor een lokaal extremum. Lokale extrema kunnen ook optreden

EREE ST el i

AT

)

I
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in niet-inwendige punten van de definitieverzameling van f en in inwendige
punten van de definitieverzameling, waar f niet differentieerbaar is. Dit

laatste treedt op in voorbeeld 2.3.

Voorbeeld 2.3. £(x,y) = x? + yE heeft, evenals de functie van voorbeeld

2.2, een minimum in {0,0), maar is daar niet differentieerbaar.

‘Een inwendig punt van de definitieverzameling van £, waar grad f = 0, hoeft

anderzijds geen punt te zijn, waar f een extremum heeft.

Voorbeeld 2.4. f(x,y) = xy, grad f = (y,x). Het enige punt, waar grad f = 0,

is (0,0) en £(0,0) = 0. Echter is f positief in het eerste en derde kwadrant
en negatief in het tweede en vierde kwadrant: (0,0) levert geen extremum

(het is een zg. zadelpunt).

Voorbeeld 2.5. f is gedefinieerd door f(x,y) := 1 — (x? + y2) in de verzame-

ling {(x,y) | x% + y% < 1}. De definitieverzameling is begrensd en gesloten.
Volgens stelling 2.2 moet er dus een maximum en een minimum zijn. Inwendige
punten zijn de punten met x% + y% < 1. We zoeken eerst de mogelijke extrema
in inwendige punten.

grad £ = (-2x,-2y), dus het punt (0,0) komt in aanmerking.

Voor x2 + y2 =1 is £(x,y) = O en voor x2 + y2 <1 is f(x,y) 2 0. In alle
punten van de cirkel x% + y2 = | is de functie minimaal en = 0; in (0,0)

moet de functie dus een maximum hebben (waarde 1).

Voorbeeld 2.6, f(x,y) = (x - y)(x% + y2 - 1).

of
T 3x?2 - 2xy + yZ -1

of

E='x2+21‘y—3y2+1-
of _ 3f _ .
%5y 0 levert de punten:

6% vZ, % JE}, waarde 0; (—-% Y2, - %-/53, waarde 0;

(% s, _'é_ 76), waarde -% 6 (- % 76, % Y8), waarde % /6.
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Om na te gaan of hier maxima of minima optreden tekenen we een hoogtekaart
met de niveaulijnen £ = 0, dat zijn de rechte y = x en de cirkel x2+y2=1,
Uit de hoogtekaart leest men direkt af, dat (}v2,}v2) en (~}v2,-3v2) zadel-

2+ y2 <1 is gesloten en begrensd. De

punten zijn. De verzameling x <y, x
functie heeft in die verzameling dus een maximum en een minimum. In die ver-
iameling is £(x,y) 2 0 en op de rand ervan is f(x,y) = 0. In de punten van
de rand heeft de functie dus een minimum, dat echter geen minimum blijft,

als we de beperking tot die verzameling laten varen. Het maximum moet in een

R R B e R e o oL

inwendig punt van de verzameling komen en dus in het punt (—-é fE; l.fgj,
dat t.o.v. die verzameling een globaal maximum oplevert, maar als we de be-
perking tot die verzameling laten varen slechts een lokaal maximum. Met een

analoge redenering ziet men, dat (%.JZ: —-% v6) een lokaal minimum oplevert.

Voorbeeld 2.7. f(x,y) = x + y2 voor x% + y® < |,

Inwendige punten: xZ + y2 <1, grad £ = (l,2y), hetgeen nergens 0 is. Defi-

nitieverzameling is begrensd en gesloten. Er moet dus een maximum en een mi- g

2+ y2 = | moet optreden. Voor die punten

2

nimum zijn, dat in punten met x

2

geldt y2 =1-x%en ~1 £x £ 1 en dus f(x,y) = - x*“ + x+ 1 voor -1 <x <1,

Deze functie van X heeft

S s e i 5 U L e

een globaal maximum %-voor x = }; daarbij horen de punten (},}v3), (},-4V3),

R

een lokaal minimum 1 voor x = 1; daarbij hoort het punt (1,0),

een globaal minimum ~1 voor % = —1; daarbij hoort het punt (;1,0).

Dit geldt echter slechts bij beperking tot punten, waarvoor x2 + yZ = 1. Op
grond van stelling 2.2 is er een globaal maximum en een globaal minimum;
deze kunnen geen andere zijn dan het globale maximum-% in (1,13 en (4,-4v3)
en het globale minimum —{ in (-1,0). Om na te gaan wat er in (1,0} aan de
hand ié,benaderenwe dit punt via de x-as: f(x,0) = x £ 1 = £(1,0). In het
punt (1,0) is er dus geen extremum.

Men kan dit nog duidelijker maken door de niveaulijn f(x,y) = | te tekenen,
dit is de parabool x - 1 = — y2 en vast te stellen, dat er zowel punten bin-
nen de parabool (f£(x,y) < 1) als punten buiten de parabool (f(x,y) > 1) in
het definitiegebied dicht bij (1,0) liggen.
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§ 3. Extrema met nevenvoorwaarden

Vaak wordt van een functie een extremum gezocht, waarbij de definitieverza-
meling bepaald is door een aantal nevenvoorwaarden van de gedaante

g(xl,...,xn) 2 0 of g(xl,...,xn) = 0. We behandelen eerst een hulpstelling.

Stelling 3.1. Zij f differentieerbaar in a én v een vector # 0. ,i
Als ((grad f)__ ,v) > 0, dan bestaat er een § > 0, zodat voor |
0 <t <8 geldt £(a + tv) > £(a). g
Als er een 6 > 0 bestaat, zodat voor 0 < t < § geldt
f(a + tv) 2 £(a), dan geldt ((grad f)x=a’z) = 0.

Bewijs.

£(a + h) = £(a) + ((grad £),_.,h) + |hle(n)

X=a

met e(0) = 0 en e(h) continu in Q. Kies nu h = tv, t > O:

£(a + ty) - £(a) = t{((grad £) _ ,v) + |vle(tm)} ,

waaruit de eerste bewering van de stelling makkelijk volgt. De tweede bewe-

ring bewijst men dan uit het ongerijmde.

Voorbeeld 3.1. Beschouw £(x,y) = x% - y in het punt (1,1); £(1,1) = O,

grad f = (2x,-1), hetgeen (2,-1) is in het punt (1,1) en (grad f,v) =
= 2v1 = Ve

Voor 2v1 -V, 0 wordt f£(x,y) > 0.

2 0 wordt £{(x,y) < 0 (mits (x,y) voldoende dicht bij (1,1)).

0 wordt f(x,y) > 0 (raaklijn).

A"

A

Voor 2vl -v

Voor 2v1 - v,
We beginnen nu met het geval, dat alle nevenvoorwaarden van het type g = 0
zijn en het extremum een minimum is. We zoeken dus een lokaal minimum van
f(x), waarbij x beperkt wyordt tot die waarden, waarvoor gl(i) z 0,...
..,ngﬁ) 2 0. We veronderstellen, dat in het punt, waar het minimum op-
treedt, f,g],...,gm differentieerbare functies zijn.

In een punt, waar een minimum optreedt, zullen sommige gj = 0 en sonmige

8y > 0 zijn. Als gj > 0, dan blijft dit zo in een voldoend kleine omgeving




- 47 -

van het punt. Bij beperking tot zo'n omgeving is de variatie van x dan ge-
heel vrij wat betreft die nevenvoorwaarde. We laten die daarom voorlopig
buiten beschouwing,

Stel f heeft een lokaal minimum onder nevenvoorwaarden 812 0,...,gk=2 0 in
een punt X, waar g, = ... = g = Oﬂ Alle afgeleiden en gradiénten zijn in

dat punt genomen. Als voor een vector v geldt:

[ =13

n
EITVj >0 Voori-——l,...,k,

dan bestaat er, op grond van stelling 3.1, een § > Q0 zodat voor 0 <t < §
geldt:

gi(§_+ tv) > gi(E) =0 wvoori=1l,...,k.

Deze x + tv voldoen dus aan de nevenvoorwaarden, zodat we mogen concluderen

tot £(x + tv) 2= £(x), waaruit, wederom op grond van stelling 3.1, volgt:

18

%%— v. 20 ,
1 %%

3

]

We hebben dus gevonden:

Uit (grad gi,z) >0 wvoor i = 1,...,k volgt (grad f,v) 2 0.

Hierin zijn de vectoren grad g; en grad f vast en v variabel. Deze inwendige
produkten zijn zg. lineaire vormen (a,x) = a.x. + ... + a X . Daarvoor geldt

i1
de volgende stelling,

Stelling 3.2. Als By secesdy en b vectoren in R, zijn, als

EOERQ: (élszo) > 0:---’(§k9§0) >0,

en als

V;eR : uit (§1’§) > 0,...,(§k,§) > 0 volgt (b,x) 20,
="

dan:

P 3

Nt~
ot
(M

, : b=
sassy b
Alao Akzo

i

N

7 R SR P

TN

SR S L P

it

;
|
1



- 48 -

Opmerking. Een ietwat gewijzigde versie van deze stelling staat in de line-
aire algebra bekend als stelling van Farkas. We geven geen bewijs van deze

stelling.

Om deze stelling op bovenstaand geval te kunnen toepassen moet voldaan zijn

aan:

(*) Er bestaat een vector ¥y zodat (grad gi,go) >0 voor i =1,...,k.
We hebben de volgende stelling gevonden:

Stelling 3.3. Als f een lokaal minimum heeft onder nevenvoorwaarden
gk=0’
Brey 0,...,gm > 0, waar f,g],...,gm differentieerbaar zijn

8 z 0,...,gm > 0 in een punt, waar By = +e0 =

en waar {*) vervuld is, dan bestaan er getallen Al z 0,00

"’Ak z 0, zodat
¥ % EEi =0 wvoor j =1 | n
X, . i 9x. ] prrieT s
1 1=l
Opmerking. Deze laatste gelijkheden vormen, tezamen met g, = ... = g = o,

n + k vergelijkingen met als n + k onbekende grootheden xl,...,xn,kl,...,xk,

terwijl bovendien nog moet voldaan zijn aan A; 2 0 voor i=1,...k en

g > 0 voor k+¥1 s 1 < m,

De betrekkingen in de laatste regel van de stelling worden gencemd naar Kufm—

Tucker. Het zijn noodzakelijke voorwaarden voor een lokaal minimum in een
punt, dat aan (%) voldoet. In een maximum gaat alles analoog; alleen geldt

dan Ai <0 wvoor i=1,...,k.

Voorbeeld 3.2. f£(x,y) (x + 1)2 + y2 onder de voorwaarden x =z y en x = -y,

£(x,y) = (x + D2 + y2 , grad £ = (2(x + 1),2y) ,
g (xy) =x -y, grad g; = (1,-1) ,
gz(x:Y) =x+y, grad 82 = (1,1) .

Er zijn vier gevallen, naargelang g en g, > 0, dan wel = 0 zijn:
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1) 2{x+ 1) =0

(-1,0) is geen oplossing (buiten gebied).

2) 2(x + 1) - A
2y + A =0

1]
[=]

(~4,-4;1) is geen oplossing (buiten gebied).
x=-y=20

x+y >0

it

3) 2(x+ 1) - A=0

2y = A =0 . . . .
(=1,4;1) is geen oplossing (buiten gebied).

x-y>0

x+y=0

4y 2+ 1) -A-u
2y + A -~ u =0

1
o

(0,031,1) komt in aanmerking voor een minimum.
x=-y=90
x+y =0

Meetkundig is duidelijk, dat (0,0) een minimum levert.

Voorbeeld 3.3. f(x,y) = (x + 12 + y2 onder de voorwaarden x < y en x 2 -y.

We vinden nu: eventueel minimum in (-},}), dat werkelijk globaal minimum is;

in (0,0} vinden we A <0, >0, dus geen extremum.

Voorbeeld 3.4. £(x,y) = (x + 1? + y2 onder de voorwaarden x £ y en -x 2 y.

We vinden nu: eventueel extremum in (~1,0), dat werkelijk globaal minimum
is; eventuele maxima in (-%,-}) en (~},}), die in werkelijkheid geen maxima

zijn; eventueel maximum in (0,0), dat werkelijk een lokaal maximum is.

Als de veoorwaarde (*) niet vervuld is, kan een bestaand extremum met deze

methode gemist worden. Dit blijkt uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 3.5. f(x,y) = (x + 1)2 + y2 onder de voorwaarden x° 2 y en x° 2 -y

heeft een minimum in (0,0), dat met de methode van Kuhn-Tucker niet gevonden

wordt.

gk il s

i et s
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In voorbeeld 3.5 heeft het gebied in het punt (0,0) een "spits". Er is geen
richting, die met alle gradiénten een scherpe hoek maakt. Er is geen rich-

ting, die echt het gebied inwijst, niet rakend aan een rand.

Opmerkingen.

1) Als alle nevenvoorwaarden lineair zijn (eventueel inhomogeen), dan is (%)

overbodig. De bijvoorwaarden zien er dan uit als X ... Fax 2 b.

2) De voorwaarden van Kuhn-Tucker zijn niet voldoende. Dit is aan

bovenstaand voorbeeld 3.4 te zien, maar ook aan voorbeeld 2.7,

dat ook met Kuhn-Tucker onder meer het punt (1,0) voor een eventueel maxi-

nmum oplevert, dat in werkelijkﬁeid geen maximum is.

3) Als f en alle g lineair zijn (eventueel inhomogeen), zijn de voorwaarden
van Kuhn—-Tucker wel voldoende. De probleemstelling wordt dan meestal ech-

ter anders geformuleerd (lineaire programmering).

Tenslotte bespreken we nog nevenvoorwaarden van het type g = 0. Deze zijn op
te vatten als combinatie van g 2 0 en -g = 0. Past men hierop Kuhn-Tucker
toe, dan vindt men een bijdrage van de vorm:
_ 9g °g  _ _ og
A 5%, T ¥ x, (=) ox,
]
waarin bij een minimum geldt XA =2 0, u Z 0; nu kan echter y — A alle waarden
aannemen. Er komt dus een analoge voorwaarde, maar zonder clausule over het
teken van A. Bovendien is (*) nooit vervuld, omdat (grad g,v) > 0 en

- (grad g,v) > 0 met elkaar in strijd zijn. Toch loopt het soms goed af.

Voorbeeld 3.6. f(x,y) = (x + 1)2 + y2 onder nevenvoorwaarde y? = X.

Neem g(x,y) = yz - X.

2{x+ 1)+ 2 =20
2y - 22y = 0 Oplossing (0,0;-2).
x = y?

Het is een minimum; dit is niet te zien aan het teken van A.
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Voorbeeld 3.7. f£(x,y) = (x + 1)? + y? onder nevenvoorwaarde y2 = x3,

2(x + 1) + 3xx2 = 0

2y - 2hy = 0 Dit heeft geen oplossing.
x3=y2

Toch is er een minimum in (0,0).

De volgende voorwaarde kan hier in plaats van (*) gebruikt worden:

(**) grad gys+-+rgrad g zijn onafhankelijke vectoren.

Dit levert de volgénde stelling.

Stelling 3.4. Als f een lokaal extremum heeft onder nevenvoorwaarden

g) = «.. =g, =0 in een punt, waar f,g],...,gm differentieer-—
baar zijn en waar (**) vervuld is, dan bestaan er getallen

.Al,-..,lm, zodat geldt

m dg.
of i .
a—xj- iZl li-ﬁ-;{-j—-o voorJ—l,...,n.

Opmerking., We vinden in dit geval n + m vergelijkingen voor n + m onbekende

grootheden x ,...,xn,A

] -
stelling worden gencemd naar Lagrange. We geven geen bewijs van de stelling.

],...,Xm. De betrekkingen in de laatste regel van de

In voorbeeld 3.6 is (%) ﬁel en in voorbeeld 3.7 is (**) niet vervuld in het

extremum.
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HOOFDSTUK III. GRAFENTHEORIE

g 1. Inleiding

Een graaf bestaat uit een aantal punten (knopen) en een aantal verbindingen
tussen die punten (takken). Voorbeelden zijn: hoekpunten en ribben van een
kubus, hierarchie in een bedrijf, goederenstroom in een fabriek, prioritei-
tenschema van aktiviteiten in een proces, electrisch schakelschema, chemi-
sche structuurformule, stadsplattegrond, telefoonnet, blokdiagram voor een

.computer.

Soms zijn de takken van een richting voorzien, bijv. in een prioriteiten-
schema of een blokdiagram en bij eenrichtingsverkeer in een stadsplatte-

grond.

Precisering van het begrip vindt plaats door twee verzamelingen K (knopen)
en T (takken) te kiezen. Bij elke tak horen twee knopen, al dan niet in een

gegeven volgorde (gerichte of ongerichte graaf).

Een gerichte graaf is een tripel < K,T,9 >, waarin K en T eindige verzame-
lingen zijn en ¢: T + K x K een afbeelding. Als ¢(t) = (b(t),e(t)), dan heet
b(t) het beginpunt van t en e(t) het eindpunt van t. Elementen van K heten

‘knopen, elementen van T takken.

Een ongerichte graaf heeft een analoge definitie; alleen is het paar, dat
door ¢ aan een tak t wordt toegevoegd een ongeordend paar. Men kan dan ook

geen beginpunt en eindpunt onderscheiden, doch slechts twee randpunten van

een tak.

Bij iedere gerichte graaf hoort een bijbehorende ongerichte graaf, die ont~

staat door van de volgorde van b(t) en e(t) af te zien.

Een graaf wordt getekend door de knopen als stippen te tekenen en de takken
als verbindingslijnen; bij een gerichte graaf worden deze takken van een

pijl voorzien.

Het is toegestaan, dat tussen twee knopen meer dan &&n tak loopt, in dezelf-

de of tegengestelde richting:
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Zelfde richting: takken t, en t, met t, # t, en toch ¢(t1) = ¢(t2).
Tegengestelde richting: takken t, en t, met b(tz) = e(tl), b(tl) = e(tz).

Beginpunt en eindpunt van een tak mogen gelijk zijn: b(t) = e(t) is toege-

staan. Een dergelijke tak heet een lus.

Een gerichte graaf < K,T,¢ > heet enkelvoudig, als uit t, # ty volgt p(t,) #
# 9(t,) voor alle t; € T, t, € T en als b(t) # e(t) voor alle t ¢ T.

Let wel dat twee tegengesteld gerichte takken tussen dezelfde knopen wel

zijn toegestaan bij een. enkelvoudige gerichte graaf.

Een enkelvoudige ongerichte graaf heeft een analoge definitie: meer dan &&n

tak tussen twee knopen evenals lussen zijn verboden.

Bij een enkelvoudige gerichte graaf is een tak vastgelegd door zijn begin-
punt en eindpunt. Bij ieder geordend paar (x,y) van knopen hoort geen of &én
tak met beginpunt x en eindpunt y. We kunnen de graaf dus ook bepalen door
een verzameling knopen en een verzameling paren knopen, nl. de verzameling
van die paren, die verbonden zijn: < K,T, > met T, < K x K. Er geldt dan

nog: (x,x) ¢ T,» omdat er geen lussen zijn.
Een analoge bepaling is mogelijk bij een enkelvoudige ongerichte graaf.

De gerichte graaf < K,T,p > heet isomorf met de gerichte graaf < K',T',p ' >,
als er afbeeldingen f: K~ K' en g: T > T' bestaan, die beide 1-1 en op zijn,

zodat voor alle t ¢ T geldt:
(b"(g(t)),e'(g(t))) = (£(b(t)),f(e(r))) .

Bij enkelvoudige gerichte grafen kan dit eenvoudiger geformuleerd worden:

<K,Tl>is isomorf met < K',Tf > als er een afbeelding f£: K + K' bestaat, die

1-1 en op is, zedat

t

(x,y) € T] dan en slechts dan als (£(x),f(y)) € TI .

It

< K',T',9' > heet een deelgraaf van < K,T,q >, als K' < K, T' =< T en ¢'(t)

= p(t) voor alle t € T'. De deelgraaf heet vol als

T'' ={t | t ¢Ten p(t) € K' x K'} .

i
nbeEniSs

=t
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I
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Voor iedere deelgraaf geldt uiteraard, dat @(t) ¢ K' x K' voor alle t ¢ T'.

In een gerichte graaf heet een rij takken tys...,t, , zodat e(t;) = b(t; )
voor i = },,..,n-1, een weg. b(t,) heet het beginpunt b van de weg, e(t )
heet het eindpunt e van de weg, n heet de lengte van de weg. De weg heet een
weg van b naar e.

Als Liseeest onderling verschillend zijn, heet de weg een pad.

Als e(t]),...,e(tn_l) onderling verschillend zijn en ook verschillend van
b(tl) en e(tn), heet de weg een boog. Als voor een boog geldt b(t]) = e(tn),
dan heet de boog een gesloten boog of een cykel of een kring.

Uiteraard is iedere boog een pad.

Stelling 1.1. Als er een weg van x naar y bestaat, dan bestaat er ook een

boog van x naar y.
Het bewijs is eenvoudig (veolledige inductie naar de lengte van de weg).

Bij ongerichte grafen worden de begrippen weg, pad en boog op analoge wijze

gedefinieerd.

Bij de studie van grafen wordt van matrices gebruik gemaakt. We noemen &&n

van de gebruikte matrices.

Als een gerichte graaf n knopen heeft, nummeren we de knopen met de getallen
l,...,n. We vormen een n x n matrix A, waarvoor geldt: aij = aantal takken
met beginpunt i en eindpunt j. Deze matrix wordt de knopenmatrix genoemd.

Bij een ongerichte graaf wordt de matrix symmetrisch.

Stelling 1.2, A€ heeft als (i,j)-de element het aantal wegen van lengte k

van knoop i naar knoop j.
Het bewijs is eenvoudig (volledige inductie naar k).

Een ongerichte graaf heet samenhangend als er voor ieder tweetal knopen a en

" bmet a # b een weg van a naar b bestaat.

Een niet-samenhangende graaf bestaat uit een aantal samenhangende stukken,

die componenten heten. Twee knopen behoren dan en slechts dan tot dezelfde

B e R
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component, als ze door een weg verbonden zijn. Een samenhangende graaf heeft

één component, i

Voor gerichte grafen worden de begrippen samenhangend en component voor de %
bijbehorende ongerichte graaf gedefinieerd. Het is zeer wel mogelijk, dat
twee verschillende knopen a en b van een samenhangende gerichte graaf in de

gerichte graaf niet door een weg verbonden zijn.

§ 2. Bomen

Een ongerichte graaf zonder kringen heet een bos. Een samenhangende onge-

richte graaf zonder kringen heet een boom.

Stelling 2.1. Elke component van een bos is een boom, Een bos (en dus ook

een boom) is een enkelvoudige graaf.
Dit is evident.
Een knoop, waarin precies &&n tak uitkomt, heet een eindknoop.

Stelling 2.2, Iedere boom met twee of meer knopen heeft minstens twee eind-

knopen.

Bewijs. Als alle knopen van de boom eindknopen zijn, is de stelling juist.
We mogen dus aannemen, dat de boom een knoop a bevat, die geen eindknoop is.
We passen volledige inductie toe naar het aantal knopen n. Stel dat het aan-
tal takken, dat van a uitgaat, k is, dan is k 2 2, want k = 0 is onmogeliik,
omdat de graaf samenhangend is en n22 en k=1 is onmogelijk omdat a geen eind-
- knoop is. Laat nu de knoop a en die k takken weg. De resterende graaf is een
bos en de k andere randpunten van die k takken liggen in verschillende com~
ponenten, omdat er anders in de oorspronkelijke graaf een kring zou zijn ge-
weest (verbinden via a). Elk van deze k componenten bevat tenminste &é&n
knoop, die eindknoop is in de oorspronkelijke boom. Immers als zo'n compo-
nent uit slechts &én knoop bestaat, dan is deze knoop in de oorspronkelijke
boom slechts met a verbonden en dus een eindknoop. Als zo'n component ten-
minste twee knopen bevat, kunnen we op die component de inductieveronder-

stelling toepassen, omdat het aantal knopen zeker < n is, en concluderen,

|
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dat deze component tenminste twee eindknopen bezit, waarvan er tenminste &én
in de oorspronkelijke boom niet met a verbonder is en dus daar ook een eind-
knoop is. Op deze wijze vinden we in de boom k eindknopen, hetgeen het be-

wijs van de stelling voltooit, omdat k 2 2.

Stelling 2.3. Iedere boom met n knopen heeft precies n - 1 takken.

Bewijs. We passen volledige inductie toe naar n. Het geval n = 1 is duide-
lijk. Als n 2z 2, is er een eindknoop a met aanliggende tak t. Laat a en t
weg. De resterende graaf is weer een boom, omdat voor twee knopen x en y in
die boom een pad in de oorspronkelijke boom, dat van x naar y loopt, de tak
t niet bevat en dus een weg in de resterende graaf is. Volgens de inductie-

veronderstelling heeft de resterende boom n - 2 takken en de gegeven boom

dus n - 1 takken.

Stelling 2.4, Een bos met n knopen en k componenten heeft n - k takken.

Stelling 2.5. In een boom is ieder pad een boog. Als a en b verschillende

knopen in een boom zijn, is er &&n en slechts &&n pad van a

naar b. i

Het bewijs van deze stellingen in eenvoudig.

Een deelgraaf van een samenhangende, ongerichte graaf, die alle knopen van
de corspronkelijke graaf bevat en tevens een boom is, heet een gkelet van

die graaf.

Stelling 2.6. Iedere samenhangende, ongerichte graaf bezit een skelet.

Bewijs, We passen volledige inductie tce naar het aantal takken, Als de
graaf geen kring bevat, is hij een boom en dus zijn eigen skelet. Als de
graaf wel een kring bevat, is de deelgraaf, die ontstaat door &&n van de
takken van een kring weg te laten, samenhangend. Immers een weg in de oor-
spronkelijke graaf, die de weggelaten tak bevat, kan vervangen worden door
.een weg in de deelgraaf met hetzelfde begin- en eindpunt, door telkens die
ﬁak'te vervangen door de rest van de kring, waarvan hij deel uitmaakt. De
deelgraaf is dus samenhangend en heeft een tak minder en bezit dus volgens

inductieveronderstelling een skelet, dat uiteraard ook skelet van de ocor-

spronkelijke graaf is.
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Opmerking. Uit het bewijs volgt, dat men een skelet kan vinden door herhaal-

delijk schrappen van een tak in een kring. Verder kan een graaf meer dan &én
skelet hebben,

§ 3. Gerichte grafen

In gerichte grafen is het vaak belangrijk dat kringen ontbreken. Zao zijn in
prioriteitenschema's kringen ongewenst. We behandelen een criterium voor het

ontbreken van kringen.

Stelling 3.1. Voor een gerichte graaf zijn de volgende beweringen equivalent.

1) De knopen kunnen genummerd worden, dusdanig dat voor iedere

tak t geldt:
nummer van b(t) < nummer van e(t).

2) Iedere niet-lege verzameling A van knopen bevat een knoop
a, die geen eindpunt is van een tak met beginpunt in A.

3) De graaf bevat geen kringen.

Bewijs.

1 => 2. We denken de knopen genummerd als in 1) gegeven. Als A een niet-lege
verzameling knopen is, kiezen we voor a de knoop in A met het laagste num-
mer. Van iedere tak met eindpunt a heeft het beginpunt een lager nummer en
ligt dus niet in A,

2 => 3. Als de graaf een kring heeft, kiezen we voor A de verzameling der
knopen, die in de kring voorkomen. Dan is iedere knoop in A eindpunt van een
tak met beginpunt in A, in strijd met 2).

3 = 1. Als de graaf geen kringen heeft, is iedere weg een boog en dus heeft
iedere weg een lengte < totale aantal knopen min 1. Noem r(x) := lengte van

langste weg met eindpunt x (rang van x). Nummer de knopen als volgt:

eerst de x met r(x) = 0 in willekeurige volgorde,

dan de x met r{x) 1 in willekeurige volgorde, enz.

Dan geldt, dat uit r(x) < r{y) volgt: nummer van x < nummer van y. Neem nu
een tak t. Er is een weg met lengte r(b(t)) en eindpunt b(t)., Voeg aan deze
weg de tak t toe, dan ontstaat een weg met lengte r(b(t)) + | en eindpunt

e(t). Dus
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r(b(t)) < r(b(t)) + 1 <rlelt)) ,

nummer van b(t) < nummer van e(t).

§ 4. Transportnetwerken

We nemen een gerichte graaf en denken ons hierop een stroom, die in iedere
tak een bepaalde waarde heeft. In de knopen mag geen opeenhoping ontstaan en
geen produktie plaats vinden; daarom is de totale stroom in de naar de knoop
tbelopende takken gelijk aan de totale stroom in de van de knoop aflopende
takken. Een uitzondering vormen twee knopen i (ingang) en u (uitgang). In i
mag meer stroom in uitgaande takken zitten dan in de inkomende takken en in
u omgekeerd.

We beschrijven de stroom met een functie f, die aan iedere tak een recel ge-

tal toevoegt.

Als < K,T,9 > een gerichte graaf is, f een afbeelding, die aan iedere tak

van de graaf een reéel getal toevoegt, A ¢ K, B < K, dan stellen we

£(A,B) = )  f(t) .
teT
b(t)€A
e(t)eB

Als A uit &&n element x bestaat, schrijven we f(x,B) en analoog in andere

gevallen. Er geldt dan

£(A,B) = ) E(x,B) = | E(A,y) = ) £(x,¥) .
XEA veB XeA
: yeB

Als < K,T,¢ > een gerichte graaf is, als i € K (ingang) en u € K (uitgang)},
dan heet een afbeelding f, die aan iedere tak een reéel getal toevoegt, een

stroom als geldt:

£(x,K) - £(K,x) = 0 voor alle x ¢ Kmet x # i en x # u.

Stelling 4.1. Voor een stroom f geldt:
f£(i,K) - £(K,1i) = £(K,u) - £(u,K) .

Deze grootheid noemen we de stroomsterkte v van de stroom.
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Bewijs.
£(i,K) - £(K,i) = £(i,K) - £(K,i) + ] (£(x,K) - £(K,x)) =
: xeK
x#1
x#u

= £K,K) - £(u,K) - £(K,K) + £(K,u) = £(K,u) - £(u,K) .

We nemen nu aan, dat elke tak t een zekere capaciteit c(t) heeft en dat de
stroom in zo'n tak niet groter kan zijn dan de capaciteit van de tak. Het is
verder geen ernstige beperking van de algemeenheid als we de graaf emkelvou-

dig en samenhangend aannemen.

Een transportnetwerk is een enkelvoudige, samenhangende, gerichte graaf met
aangewezen knopen i (ingang) en u (uitgang) en een afbeelding ¢, die aan ie-

dere tak t een reeel getal c{t) > 0 toevoegt, genaamd de capaeciteit van t.

Een stroom f op een transportnetwerk heet een toegelaten stroom als voor al-
le takken t geldt:

0= £(t) = e(t) .

We zoeken in een transportnetwerk toegelaten stromen met maximale stroom-—
sterkte. Om deze te bestuderen voeren we het begrip snede in. Daartoe verde-
len we de verzameling K dér knopen in twee complementaire verzamelingen A en
B, dusdanig dat i € A en u € B, De bij deze verdeling behorende snede is
de verzameling der takken met beginpunt in A en eindpunt in B. De capaciteit

van de snede is de som van de capaciteiten van haar takken.
Stel AUB=K, AnB=#@, i€ A, ue€ B. Dan is

S(A,B) := {t | t € T, b(t) ¢ A, e(t) € B} (snede van A en B),

) c(t) (capaciteit van snede).
teS(A,B)

c{A,B) :

Stelling 4.2. Voor iedere toegelaten stroom met stroomsterkte v en iedere

snede geldt:

v = f£(A,B) - £(B,A) < c(A,B) .

e et o e R S

e W
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Bewijs.
v = £(i,K) - £(K,i) = £(i,K) - £(K,i) + ] (£(x,K) - £(X,x)) =
X€A
x#i

I

£(A,K) - £(R,A) = £(A,A) + £(A,B) - £(A,A) - £(B,A) =

)
A

1A

£(A,8) ~ £(B,A) < £(A,B) < c(A,B) .

De ongelijkheid v £ ¢ geldt dus voor iedere toegelaten stroom en veoor iedere
snede en dus ook voor een snede met minimale capaciteit. Er is een stelling
(Ford-Fulkerson), die zegt dat er een toegelaten stroom bestaat met stroom—
sterkte = minimale capaciteit van een snede. Deze stroom heeft dan uiteraard
maximale stroomsterkte. We bewijzeh deze stelling niet, maar schetsen wel

een algoritme om in een gegeven transportnetwerk een stroom met maximale

stroomsterkte te vinden.

Laat een toegelaten stroom f gegeven zijn. Als er een boog van i maar u is,
zodat op iedere tak t van die boog geldt: c(t) - £(t) > 0, dan kunnen we een
toegelaten stroom verkrijgen door in alle takken van de boog de stroom met
het minimum m van deze c(t) - f(t) te vermeerderen. De stroomsterkte van de=~
ze nieuwe stroom f] is m groter dan de stroomsterkte van f. Op minstens &én
der takken van de beschouwde boog geldt c(t) - fl(t) = 0. Zo'n tak heet ver-—
zadigd. Een boog van i naar u met minstens &één verzadigde tak noemen we ook
verzadigd. _

Als alle bogen van i naar u verzadigd zijn, heet de stroom compleet. De

stroomsterkte hoeft dan evenwel nog niet maximaal te zijn.

Stel nu dat er een boog in de bijbehorende ongerichte graaf van i naar u is,

eventuecel met tegenliggende takken in de gerichte graaf, waarvoor geldt:

voor alle -+ takken: c(t). - f(t) > 0,
voor alle < takken: f(t) > 0 .

Nemen we nu het minimum m van al deze c(t) — £(t), resp. f(t), en vermeerde-
ren we de stroom met m op de -+ takken van de boog en verminderen we de
stroom met m op de <« takken wvan de boog, dan ontstaat een toegelaten stroom
met een stroomsterkte, die m groter is dan de stroomsterkte van f.

We herhalen dit proces net zo lang tot het niet meer kan. We bespreken eerst

twee voorbeelden,
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Veorbeeld 4.1. K = {i,xl,xz,x3,u}. De takken van de graaf zijn gegeven in de

tweede kolom en hun capaciteiten in de eerste kolom van de volgende tabel.

c _ f f £

1 2 3 4

6 i ox 0 2 5 5

2 i x4 0 0 0 2

2 X, Xy 0 2 2 2

3 X| Xg 0 0 3 3

10 X, u 0 2 2 2
6 Xy u 0 0 3 5

v 0 2 5 7

We beginnen met f1 identiek nul. We zoeken bogen door de graaf en houden het

mogelijk toe te voegen bedrag bij.

i - X, 6
Xy -r X, 2
x, + u 2 .

f2 door verhoging langs boogmet 23 X, %Xy verzadigd.

i - E 4
X) 7 Xy 3

x3 +u 3.

f3 door verhoging langs boogmet 3; Xy X, en X; Xg verzadigd.

i = % 1
i - Xq 2
Xq > u 2.

f4 door verhoging langs boogmet 23 X; Xy, X X3 €n i Xq verzadigd.
i-x, 1, breekt af.
De stroomsterkte van f4 is maximaal; v = 7.

In dit voorbeeld is de gevonden complete stroom maximaal. In het volgende

voorbeeld is dat niet zo.
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Voorbeeld 4.2, K = {i,xl,xz,u}. Takken en capaciteiten staan in de tabel.

c f1 f2 f3 f4
2 i X, 0 2 2 2
5 i ox, 0 0 | 3
3 x| Xy 0 | 2 2 0
4 x, u 0 0 0 2
3 X, u g 2 3 3

v 0 2 3 5

i = X, 2
xl - X, 2
x, +u 2.

f2 door verhoging langsboog met 2; i Xy verzadigd.

i - X, 5

Xy > u 1.

f3 door verhoging langs boogmet 1; i X, en X, u verzadigd.

De stroom f3 is compleet, maar niet maximaal.

i - xi 4
X, € % 2

X, +u 2.

f4 door verhoging (resp. verlaging) langsboogmet 2; i X, en x, u verzadigd.

i+ x

2 2 , breekt af,

De stroomsterkte van f4 is maximaal; v = 5.

We bewijzen niet, dat de algoritme altijd na een eindig aantal stappen af-

breekt, doordat u niet bereikt kan worden. Als echter de algoritme afbreekt,
dan trachten we in een laatste stap, uitgaande van 1 zoveel mogelijk knopen
op voorgeschreven wijze te bereiken. We vinden dan een verzameling A van be-

reikte knopen, waarvoor geldt i € A en u ¢ A. Laat B het complement van A
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t.o.v. K zijn, dan geldt u € B, Voor de takken van A naar B geldt
c(t) - £(t) = 0, voor de takken van B naar A geldt f(t) = 0, Als dat name-
lijk niet ze zou zijn, zouden we het toevoegen van takken hebben kunnen

voortzetten. Nu geldt echter

v = £(A,B) - £(B,A) = c(A,B) .

We hebben dus een snede gevonden, waarvoor de stroomsterkte gelijk is aan de.

capaciteit van de snede. De stroomsterkte is dus inderdaad maximaal. We be-

schouwen de stand van zaken in de behandelde voorbeelden.,
In voorbeeld 4.1 is A = {i,x]}, B = {xz,x3,u},
s(a,B) = {i X3,X) Xy,X, x3} ’

c(A,B)

2+2+3=7,

In voorbeeld 4.2 is A = {i,xz}, B = {xl,u},
S(a,B) = {i X%, ul ,
C(A,B) =2 +3 =5 .

De algoritme levert dug niet alleen een stroom met maximale stroomsterkte,

maar ook een snede met minimale capaciteit,
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