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Hoofdstuk I. Lineaire Algebra

§ 1 . #

Bewijs dat voor elk tweetal matrices

a b c d
A= en B =
b a d Ci

geldt AB = BA,

lengz .

Wat zijn de kolommen ten opzichte van deze basis van de volgende vectoren?

In R, zijn gegeven de basisvectoren e

axeg

b=e

L )
d'@f4'%%'

De lineaire afbeelding A R3 -+ R3 heeft de matrix:

2 -1 1
A= |-1 2 1 .
1 0. 1

Gevraagd:

‘a) dimensie beeldruimte
b) dimensie nulruimte

c) de vergelijking van de beeldruimte

1
d) de kolom van X, als tﬂz de kolom |1]| heeft,
. : |

Gegeven zijn twee lineaire afbeeldingen \ﬁ'en 5 van R, in R, met matrices

3
{2 1 - 2 -1 1)
A= |1 -2 3 en  B=[-11 8 -7| .
-2 -4 5 -8 6 -5

Bepaal de matrices behorende bij de afbeeldingen D en JDSE-,




Zij AR R34 7R3 de ioodrechte Projectie op het vlak opgespannen door de vectoren,_'

Gegeven is de lineaire afbeelding S Ry > R3 met de matrix:
0o o0 g
A= |1 0 0 .

Bepaal de kolom van alle vectoren x, die op zichzelf worden afgebeeld.

. 1 1 x|
a en b, die resp. kolommen (0| en (2! hebben. De vector x heeft de kolom |y
I 1 1 . .z
a) Toon aan dat M een lineaire afbeelding is,
b) Bepaal de kolom van de vector .ﬂa_e_i voor i = 1,2,3,
c¢) Bepaal de matrix van (ﬁ'
d) Bepaal de kolom van het beeld van X.

e) Heeft /¥ een inverse?

f) Bewijs Lﬂg = uf

Zij tﬂ' t Ry > R3 de spiegeling aan het vlak opgespannen door de vectoren a

l 1 :
en b, die resp. kolommen |-1{ en | 0| hebben, V is het vlak (p,x) = 0, waar-
0 -1

P .
bij p de kolom |q| heeft.
r

a) Toon aan dat deze afbeelding lineair is.
b) Wat is de matrix van zﬂ»?
c) Wat is het beeld W onder de afbeeldingtﬁ- van het vlak V?

p
d) Als p de kolom |-l| heeft, voor welke waarde(n) van p is dan W 1 V?

0
e) Bewijs Lﬁ-z = j

e AR L T R DR et




8.

10,

Zij V de vectorruimte van de polynomen at3 + bt2 + ¢t + d van ten hoogste de
derde graad.
De polynomen 1, ¢, t2, t3 vormen een basis van V,

De afbeelding 8 is gedefinieerd door

£(-at3 -l-bt2 +ct +d) = 3a‘.t2 + 2bt + c .

a) Toon aan dat 3 een lineaire afbeelding is.
2 3

-b) Wat is de matrix Dvan£ t.o.v, de basis I, t, t°, t~?

c) Wat zijn de matrices vanﬁz, 33 en ﬁ?

Zij V de vectorruimte van de polynomen at3 + bt2 + ¢t + d van ten hoogste de
derde graad.

De afbeelding g/: V >V is gedefinieerd door
fT’ 3 2 3 2
(at™ + bt + et +d) =a(l +t) +b(l+t) +c(l +¢t)+4d.

a) Toon aan dat g/een lineaire afbeelding is.

b) Wat is de matrix T van,J/t.o.v. de basis 1, t, tz, t3?

c) Toon aan dat 1, l+t, (l+t)2, (1+t)3 ook een basis van V is.

d) Heeft J een inverse? Zo ja, wat is de matrix vangl_] t.o.v. de basis

1, 1+t, (1+£)%, (1+t)3?

§

V is de vectorruimte der op [0,1] continue functies met de gebruikelijke op-

telling en scalaire vermenigvuldiging.
! . * .
De afbeelding ﬁ': Vv - Rl is gedefinieerd door (ﬂ'f = £(0).

a) Toon aan dat l/a'een lineaire‘afbeelding is.

b) Wat is de nulruimte N van J‘-?

c) Heeft /% een inverse?

d) Als de functie f een oplossing van de vergelijking Hx = is, dan vinden
wij alle oplossingen van de vergelijking door te nemen x = f + n met n € N.

i

Bewijs dit.




11, Zij JE Ry > R3 een lineaire afbeelding met de matrix

a ¥ a
A=18 6§ b ;
0 0 ¢
t.o.v. een basis &0 &y &4 -

V is het vlak opgespannen door gy en g, en W het beeld van V onder de afbeel-

ding ;2 |

a) Wanneer is de beeldruimte W een deel van het viak V?

b) Wanneer is W een 2-dimensionale deelruimte?

¢) Wanneer heeft & een inverse?

d) Wanneer gaat V punt voor punt in zichzelf over?

e) Toon aan dat voor (a - 6)2 + 4By 2 0 er steeds een vector x# 0 is uit Vv,
die in een veelvoud van zichzelf over gaat,

f) Wat zijn de eigenwaarden van /4 als B = 0 is?

S

Bo 8 <

P
!
K




- Bepaal de overgangsmatrix-_ S van &, maar £

§ 2I

In R, is een basis e, gegeven.

1 heeft t.o.v. g de kolom (5).

] de kolom (x).

Een andere basis f

Een vector x heeft t.o.v, e

l.
Wat is de kolom van x t.o.v. £,?

in R2 is een basis e,» e, gegeven, i 2
F.en andere basis El’ £2 heeft t.o.v. e &, resp. de kolommen , en , .
Bepaal de overgangsmatrix S van e|» e, naar £]’ -f-2'

Wat is de kolom t.o.v. f-l’ _:§2 van een vector x, die t.o.v. e 3'2 de kolom
_x heeft?

Yy

Maak dit duidelijk in een tekening voor het geval x = 4 en y = 7,

In R3 is een basis 2)s 8,5 24 gegeven. De vector x heeft t.o.v. deze basis

i
de kolom (21,
|

Een andere basis -f—l’ £2, £3 heeft t.o,v. de basis e
[ I 1

s €

1 220 &

3 resp. de kolom-

Wat is de overgangsmatrix S van &;s &5 &y DaAr £, £,, £,2

- 1* =2" =3
Wat is de kolom van x t.o.v. -f-l’ _f_2, £3?

Gegeven is de lineaire afbeelding S Ry + R, met de matrix

1 2
1 2
0o -1 3

t.0.v. een basis ey &5, €3¢

Men gaat over op een nieuwe basis il’ -f'-2’ _f_3 met resp. de kolommen

(0 I 2
s IE| en |3
1 0

t.o.v. de oude basis,

Gevraagd de matrix van A t.o.v. de nieuwe basis.

i
=

) T o s
R a2 BT i S R SR AT



5. Gegeven is de lineaire afbeelding 1/;— : R3 - R3 met t.o.v. de basis g1r &ys

&3 de matrix

TR,
TEEINEAT AT

4

1 1 3
5 = 2 1
o 1 1
behoort. _
Wat is de matrix van % t.o.v. -f-l’ £, £3? |
De vector x heeft t.o.v. 24' EQ’ 33 de kolom 1] .

_ 1 _
Wat is de kolom van de beeldvector u@g t.o.v. de oude en t.o.v. de nieuwe

basis?

6. Gegeven zijn de afbeelding A en de vectoren 2 en b van vraagstuk 6, §l

(blz, 2).
1
De vector c heeft de kolom | 0| .
-1
T.o.v. de basis a, b, ¢ heeft S de matrix

1 0 0
0O 1 of .
o 0o ¢

Ga dit na.

7. Gegeven zijn de afbeelding (4 en de vectoren 4 en b van vraagstuk 7, §1

(blz. 2).
1
De vector ¢ heeft de kolom |1 .
. 1
Wat is de matrix vann[@ t.o.v. de basis a, b, c?




8.

In Rn zijn drie bases Blseeeslos _f_l,...,_i_fn e gryeeesg gekozen,

De overgangsmatrix van 51""’511 naar £1""’£n. z1] S en die wvan El"f"-an
naar il""’-f-n zij T,

De lineaire afbeelding M heeft t.o.v. Byseeral de matrix A,

Druk de matrix B van J4 t.o.v. BysecesB, uit in A, S en T.

Zij V gedefinieerd als in de opgaven 8 en 9, §1 (blz. 3) en de afbeeldingen£
en 37 eveneens.
Laat zien dat de matrix D' vancB op de basis 1, I+t, (1+t)2, (I+t)3 is ge-

geven door D' = T_]DT.




5§ 3.
De lineaire afbeelding ¢ : Ry > R3 heeft t.o.v. een basis 21 &y &4
trix
3 -2 0
-2 2 -2 .
o =2 1

Bepaal een onafhankelijk stelsel eigenvectoren.

Van een lineaire afbeeldingn)% : R, ~> R, zijn gegeven de eigenwaarden A

3
en_?\2 = ~2. De kolommen van de hierbij behorende eigenvectoren zijn resp.
1 1
1{ en |-2 .
|1 4
[0
Verder is 0| de kolom van het beeld van de eerste basisvector.
-6

Bepaal:

a) de matrix wvan ug‘t.o.v. de gebruikte hasis;

b) de derde eigenwaarde en de kolom van de bijbehorende eigenvector.

De lineaire afbeelding A R3 > R3 heeft op 215 85y 84 de matrix

3 2 2
A= 1 4 1 .
-2 -4 -]

Bepaal de eigenwaarden van J&en de kolommen der eigenvectoren U, u
t.o.v..sl,.gz, 23.
Neem.El, 4y, Uy als nieuwe basis voor R3 + Zij S de overgangsmatrix.

-1 . L,
Controleer dat S AS een diagonaalmatrix is.

220 Y3

de ma-




4,

Bepaal de eigenwaarden en de kolommen der eigenvectoren van de afbeeldingen
A uit de vraagstukken 6 en 7, §1 (blz. 2).

Wat is de meetkundige interpretatie hiervan?

Bepaal een matrix $ zodanig dat S—IAS een diagonaalmatrix is en bereken
-1
S5 'AS voor

3 -2 0 1 0
a) A= |-2 2 =2 b) A=10 0 1 .
o =2 1 -6 5 2

De lineaire afbeelding S R3 - R3 heeft op een basis e1r 855 &4 de matrix

a) Bepaal de eigenwaarden van Sen de kolommen der eigenvectoren.

b) Wat is de matrix van de lineaire afbeelding (ﬁ]?

Zij N de nulruimte van de lineaire afbeelding tﬂ' R > R .
Ln'heeft een eigenwaarde A = 0 dan en slechts dan als dlmensie N 21 is.

Bewijs dit.

A en D zijn lineaire afbeeldingen R > Rn met een gemeenschappelijk stelsel

onafhankelijke eigenvectoren iseee,l . Hoe zien de matrices van J¥ en :b er

uit op de basis Yysesesl ?

Toon aan dat tﬁ&) w-ﬁ'

. . . . . . . t 2t
V is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies e en e

® is de lineaire afbeelding die 2an een functie uit V zijn afgeleide naar t
toevoegt.

Wat zijn de eigenwaarden van ¢9 ?

L
1
Td
o




10,

1t,

13,

_10_

De reguliere lineaire afbeelding A Rn -+ R heeft eigenwaarden 7\],.. .,)Lk.
Wat zijn de eigenwaarden van UQ'“

Wat zijn de eigenvectoren hierbij?

uﬂ‘ en:b zijn lineaire afbeeldingen R > R, die voldoen aan AD - 3#,
A is een eigenwaarde van V¥ met elgenvector V.

Als ®E # 0 is, dan is fb_\_r_ ook een eigenvector wvan Lﬁ'bij de eigenwaarde ).
Bewijs dit.

# is een lineaire afbeelding R3 > R, met op zekere basis de matrix

1 %2 %3
A= fayy 2y Ayl -
%31 %32 %33
3
Het spoor van A is gedefinieerd door sp(A) = .):] ag.
i=

Zij S de overgangsmatrix naar een andere basis.

Bewijs dat sp(A) = J A; als A, Az en 13 de eigenwaarden van J& zijn.

Bewijs dat sp(A) = sp(S“!AS).

Zoudt U het spoor van de lineaire afbeelding J# kunnen definiéren?

. n
Het spoor van een n X n matrix A wordt gedefinieerd door sp(A) = z a .

(verg. vorige opgave). i=}

a) Laat zien dat sp(AB) = sp(BA) als A en B n x n matrices zijn.

b} Laat zien dat voor twee lineaire afbeeldingen iﬁ' en tﬁ van R -+ R niet

kan geldenﬂ-@ :B‘ﬁ' j

i
i
i
i



—]]_

§ 4‘

. Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X en y uit een vectorruimte met inpro-

duct geldt:

a} |G| o< Ix] 1yl

b) lz+ yl < x| + |zl

o) o+ yl® e x-yl® = 20x)® v 2ly)?

Wat is de meetkundige betekenis?

2. De vectoren Apreresdy uit een vectorruimte zijn onderling loodrecht em alle
ongelijk de nulvector.

Bewijs dat Apseeerd onafhankelijk zijn.

3. In R3 wordt een vector X geprojecteerd op het vlak opgespannen door de vec-—
teren a en b. Als de projectie y geschreven wordt als y = aa + Bb, toon dan
aan dat

(x,2)(b,b) - (x,b)(a,b)
o= — —
(3,2)(b,B) = (a,b)°
en

(2,3 (b,b) ~ (a,b)”

4. Voor een vector x uit de vectorruimte V geldt dat (x,y) = 0 voor alle vec-
toren y uit V.

Bewijs dat x = 0.

5. De vectoren x en y zijn van gelijke lengte.
Bewijs dat x - y en x + y loodrecht zijn.

Wat is de meetkundige betekenis?




1
6. In R3 heeft een vector E_de kelom (1] t.o.v. een orthonormale basis.
|

Construeer een basis van onderling loodrechte vectoren waar a deel van uit-

maakt.

7. V is de vectorruimte der op [-1,!] continue functies. Ga voor elk van de on-

derstaande definities na of (f,g) voldoet aan de eisen voor een inproduct.

2) (£,8) = J £(t)g(t)at
-1
1
b) (f,g) = J 2E()g(t)de
-1
1
) (£,g) = J 25 (t)g(t)de .

0

8. V is de vectorruimte van alle polynomen op het interval [0,1].

Er is gedefinieerd

(£,8) = J £(t)g(t)de .
0

a) Is V een vectorruimte met inpreoduct?
b) Vindt een polynoom in de deelruimte L opgespannen door de polynomen t en
I-t, dat loodrecht staat op t.
¢) Geef een tweedegraadspolynoom aan, dat loodrecht staat op L.
d) Bepaal de projectie van t2 op L.
9. V is de vectorruimte van alle lineaire combinaties van de functies e® en e2t.
| i
Construeer een basis van functies die volgens het inproduct J f(t)g(t)dt
0

(ga na dat dit inderdaad een inproduct is) loodrecht zijn.




10.

11,

12.‘

13,

—.13_

V is de vectorruimte van alle polynomen van de graad < 2 op [0,«).

Er is gedefinieerd

o

(£,g) = J e “e(t)g(t)de .
0

a) Ga na dat (f,g) een inproduct is.

b) Bepaal een basis van onderling loodrechte vectoren.

W is een k-dimensionale deelruimte van de n-dimensionale vectorruimte V.
Wi is de verzameling van vectoren uit V, die loodrecht staan op alle vecto-

ren uit W,

: Wi heet het orthogonale complement van W.

a) Toon aan dat Wi een deelruimte van V is.
'b) Toon aan dat W en W-L alleen de nulvector  gemeen hebben.

c) Wat is de dimensie van Wi?

In R5 wordt de deelruimte U opgespannen door de vectoren met kolommen

= BN W
[1+]
=1
—D-—nv—l—

t.0.v. een orthonormale basis.

a) Bepaal een basis van het orthogonale complement van U.
8
— : 0

b) Bepaal de loodrechte projectie op U van de .vector | 2| .
-7
-4

In R4 zijn gegeven drie vectoren met kolommen en t.c.v. een or-

—— - e

L= p —
O = —_Ww

thonormale basis.,
Construeer een orthonormale basis voor de deelruimte opgespannen door deze
drie vectoren.

Hoe zoudt U de gevonden basis aanvullen tot een orthonormale basis wvoor R4?




_..14-.

14, Een lineaire afbeelding J: Vs V heet orthogonaal als voor elke x ¢ V geldt
x,x) = (fAx,dx) .
Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X en y uit V geldt

ABx,Ay) = (x,5) .

15. Een vierkante matrix A heet orthogonaal als geldt Al = AT.

Een orthogonale afbeelding heeft t.o.v. een orthomormale basis een orthogfo—
nale matrix,

Als een lineaire afbeelding t.o.v. een orthonormale basis een orthogonale
ﬁlatr:_ix heeft, dan is de lineaire afbeelding orthogonaal, |

Bewijs dit., Zie ook Wiskunde 20.

16. De afbeelding & : R~ R is orthogonaal.

Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X en y uit Rn geldt ‘*%

Wx,y) = G,y .

17. In R, zijn twee vectoren X en y gegeven met respectievelijk kolommen

1 1v6
1 en 0
1 -1v6

t.o.v. een orthonormale basis,
De draaiinng‘ beeldt x op'x af. De draaiingsas staat loodrecht op X en y.

Bepaal de matrix van A.
]

Wat is de matrix van & op de basis X, ¥, 2z als z de kolom |-2| heeft?
1

18, Een orthogonale afbeelding (A : V + V heeft als reele eigenwaarden +1 of -I.

Bewijs dit.

19. De lineaire afbeelding ‘4 : Rn + Rn heeft t.o.v. een orthonormale basis de
matrix A,

uQ-T is de lineaire afbeelding die t.o.v. deze basis de matrix AT heeft.

Toon aan dat (ﬂ'T(ﬂ- t.o.v, deze basis een diagonaalmatrix heeft dan en slechts

it
4
.};
4
o
R

=

%

dan als de kolommen van A onderling loodrecht zijn.

A




_]5_

§ 5,

De afbeelding A n - R is lineair en symmetrisch.
Is de matrix van (ﬁ- ap elke basis symmetrisch?

Zo neen, construeer dan een tegenvoorbeeld.

De lineaire afbeelding lﬁ‘: Rn -+ Rn is symmetrisch.

Toon aan:

a)(ﬂ_ is symmetrisch als Y o regulier is,
b):B '-A“B is symmetrisch als B:r > R orthogonaal is.
$ n
c) :B‘/a‘ is symmetrisch als 3 : Rn - Rn symmetrisch is.
V is de vectorruimte der op [0,1] oneindig vaak differentieerbare functies £,
die aan de randcondities f£(0) = £(1) = 0 en £'(0) = £'(1) = 0 voldoen.
De afbeelding J: 1 V>V is gedefinieerd door JSf =~ (rf")' + sf, waarin r
en s gegeven, niet-negatieve functies uit V zijn.

Verder is gedefinieerd

1
(f,g) = J f(t)g(t)de .
0

a) Laat zien dat V een ruimte met inproduct is.
b) Laat zien dat o(f. een lineaire symmetrische afbeelding is.
c) Laat zien dat (oﬁ.f,f) >0 is.

Laat zien dat de 1ine_:aire afbeelding A uit opgave 6, §1 (blz, 2) symmetrisch

is en dat (:ﬁ-v,v) 2z 0 voor alle v uit R3

Wat is van d:.t laatste de meetkundlge betekenls‘?

Algemeen geldt z1] .@- R -+ R3 de loodrechte projectie op een vlak V door de

oorsprong dan is W) symmetnsch en (.ﬂv v) 2 0 voor alle v uit R3.

Toon dit aan.

k]
b
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5. Laat zien dat de lineaire afbeelding .ﬂ-uit opgave 7, §1 (blz. 2) symmetrisch

is. Geldt algemeen dat spiegeling aan een vlak door de oorsprong in R, een

3
symmetrische afbeelding is?

6. Van een symmetrische lineaire afbeelding lﬂ-: Rn - Rn is de nulruimte het
orthogonale complement van de beeldruimte.

Toon dit aan.

7. Een lineaire afbeelding S R >R is gegeven met matrix A t.o.v. een or-
‘thonormale basis e, ... e .
T =1 i

# is gedefinieerd als de lineaire afbeelding van R in R s die op deze ba-

sis de matrix AT heeft.

a) Laat zien dat de definitie van M—T onafhankelijk van de keuze van de or—

thonormale basis is.

b) Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X en y uit Rn geldt

T
(tﬂ-_:g,z) = (x,A Yy . _
¢) Bewijs dat Asyumetrisch is dan en slechts dan als A= (ff

8. Zij tA—: Rn + Rn een lineaire afbeelding. De afbeelding tﬂnT is gedefinieerd
als in opgave 7.

Toon aan:
a) ‘ﬂ-Tl/‘- is symmetrisch.
b) (\n-TLﬂg,_:E) 2 0 voor alle x uit Rn.

¢) de eigenwaarden van LA-Tlﬁ- zijn 2z 0.

9. De lineaire afbeelding D : R = Rn is symmetrisch en alle eigenwaarden van
3 zijn = 0.
Toon aan dat er een afbeelding A R >R, bestaat, zodanig dat M- B is,

R
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10. De lineaire afbeelding ﬂ( R, > R heeft t.o.v. een orthonormale basis een
matrix A, waarvan de kolommén,\onderling loodrecht zijn.

Toon aan

a) A = AIAZ’ waarbij A een orthogonale matrix is en A2 een diagonaalmatrix
b) JJ— = UQ—I(A' , waarbij 'ﬂ'l' een orthogonale afbeelding en AZ een symmetri-

sche afbeelding is.

1. Gegeven de lineaire afbeelding A R > R. _
Kies een orthonormale basis, bestaande uit eigenvectoren van de symmetrische
afbeelding (A-TUQ' .

Toon aan dat de matrix A vanbe' t.o.v. deze basis onderling loodrechte kolom-
men heeft (zie ook opgave 19, § 4 (blz. 14)).

12, Elke lineaire afbeelding tﬁ‘: Rn > Rn is te schrijven als het product van

een orthogonale afbeelding en een symmetrische afbeelding. (Combineer opgaven
10 en 11,)

e et

13. N(U#) en B(A) zijn respectievelijk de nulruimte en de beeldruimte van een

Sk

lineaire afbeelding (& : Rn > R.. De afbeelding AT is gedefinieerd als in
opgave 7.

Toon aan:

ay N-(iﬂ-T) is het orthogonale complement van B((ﬂ)
b) B(\ﬁ-T) is het orthogonale complement van N((ﬂ-).

14, (H-: Rn -+ Rn is een symmetrische lineaire afbeelding.

Toon aan:

max (‘A'E-E) = grootste eigenwaarde van (4,
x|=1

lmin (‘R‘E’EE) = kleinste eigenwaarde van &,
x|=1




15, Voor de symmetrische lineaire afbeeldingemﬂ- en B van Rn - Rn geldt
| WHx,x) 2 D x,x)

voor alle x uit Rn'

Toon aan:

~a) de afbeelding A -B heesft eigenwaarden = 0;

'b) de grootste eigenwaarde van A > de grootste eigenwaarde van B .
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Hoofdstuk II. Functies van meer veranderlijken

-¢) het eerste kwadrant van het (x,y)“vlak.{

.d)‘de cirkel x2 + y2 = 1

Een vectorfunctie van R, in R, is gedefinieerd door de betrekkingen:

2 2

2 2
u=x -y
v = 2xy .

Schets in het (u,v)-vlak de beelden van

a) het halfvlak x
b) het halfvlak y

v

[\

v
(=]

X

v
o

y

Correspondeert met elk verkregen punt (u,v) &én punt (x,y)?

“Een vectorfunctie van R, in R, is gegeven door de betrekkingen:

2 3

u=x+y
v=Ex-y
2
w=xX .
Schets de beelden van
a) het (x,y)-vlak

b) het halfvlak x 2 0

¢) het halfvlak y = 0
. x < 0

d) het derde kwadrant van het (X,Y)-vlak'{
y<0

Bewijs dat bij elk verkregen'punt {u,v,w) slechts é&n punt (x,y) hoort.

Een vectorfunctie is gegeven door de betrekkingen:

u = x(1 - rz)-£=

v=y(l - rz)-i met r2 = x2 + y2 + z2 <1,
w=z(l - 1:2)-i
Bereken:

3(u,v,w)
a(x,y,2z)

3

#

SR

SERES



uit in u en v.

. Een kromme in R3 is gegeven door de parametervoorstelling:

. Bewijs dat alle raaklijnen aan de kromme met parametervoorstelling

—20_

Een complexe functie w = f£(z) van een complexe veranderlijke kan men opvat-

ten als een vectorfunctie (u(x,y), v(x,y)) van R, in R2 door te stellen

2
w=u+ivenz=x+ iy,

Beschouw de functie w =4% = ;—é—;; . Schrijf u en v als functies van x en y.

Bewijs dat de Jacobiaan van deze functie gelijk is aan -|z[—4 en druk x en y i

3

xe) = Gt L, 0.

G —

Bereken de punten van de kromme waarin de raaklijn evenwijdig is aan het vlak
X+ 3y - 4z = 0, »

R R e R T e

x(t) = (sin t + cos t, sin t — cos t, e t)

het (x,y)~vlak op de cirkel x2 + y2 = 4 snijden. g

Bereken de extrema van de volgende functies:

a) f(x,y) =-x -y voor 0 $xs<1, 0<y<]! k-

)

“b) f(x,y) = 2x2 + 2x + y2 voor x2 + y2 < 1 !
c) f(x,y) = 5x4 - 4x5 + 5y4

a) £x,y) = (32 + x)2(9 - 8x)
e) f(x,y) = (y - x2)<y - sz)
cx-D -t

£) f(x,y)

g) £(x,y) = 25 - x° - 29> + y*
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8. Bereken de extrema van de volgende functies onder de gegeven bijvoorwaérden:

a) £(x,y) = x3y + xy3 - 2xy - x - yz + 23 x4 y2 =1

N 2 2

b) f(x,y) = xy 3 x +y =1

o 2 2

c) f(x,y,2z) = xy + yz 3 X +y =2, yz =2
d) £(x,¥,2) = |x + y + z| ; 32 +y? et ay

e) f(x’Ysz) = (xyz)z H xz + yz + z2 = 3

£) £(,y,2) =X + y° + 20 s x+y+zml

9. Bepaal de extrema, hun aard en hun waarde, van de volgende functies op de

gegeven verzamelingen:

a) f(x,y) =sinx + siny+ sin(x+y); x20,y20, x+y = %
b) | f(x,y) = x(x2 + y2 - 2%) . ; x2 + y2 < 4
c) £(x,y) =-:-§-x3-x2y ;x2 + y251
d) f(x,y) = 4(x - 1)2 - yz ; x2 + y2 < 4
e) f(x,y)=—§i-z-'2— 11 S x +y2£4
:  +y
£) f(x,y) = xzy - 2y3 : x2 + y2 $1.

10. Bepaal het punt op de kromme

'x2 - xy + y2 - 22 = 1
L2 2
X +y =1

met de kleinste afstand tot de oorsprong.




1.

12-

l3l

14.

15.

16.
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Bepaal de punten op de ellips
x+y=1
x2+2y'2+22=1

met maximale en minimale afstand tot de oorsprong.

Bereken de kleinste afstand van het punt (0,a) tot een willekeurig punt op

de parabool 4y = xz.

Laat zien dat de afstand wvan een vast punt (a,b,c) tot een willekeurig punt
in het vlak ox + By + Yz = 8 minimaal is als de verbindingslijn van die pun-
ten loodrecht op het vlak staat., Bereken die minimzle afstand (de afstand

van het punt tot het vlak).

Gegeven zijn 5 getallen ey €y ey, €, en ec.

Bepaal een kwadratische functie f(x) = ax~ + bx + c zodanig dat
{£(-2) - e]}z + {£(-1) - e2}2 + {£00) - e3}2 +
£ LEQ) - e4}2 + {£Q2) - e5}2
minimaal is. (Methode der kleins;e kwadraten.)
a) Schets enige niveaulijnen van de functie f gedefinieerd door:
' 2
f(x,y) =x + Yy .

b) We beschouwen f nu alleen op de cirkel met middelpunt (0,1) en straal I.

Bepaal de extrema van f op deze cirkel.

Op de verzameling G gevormd door de punten (x,y) die voldoen aan

A

=1

x
0=sy=x

is een functie gedefinieerd door f(x,y) = x2 + yz - v

Bepaal de extrema van f op G.




17,

18.

lgI

20,

21,

22,

23,

X 2
‘Bepaal alle extrema, hun aard en waarde op het gebied xz + vy
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Onderzoek in welke punten van het gebied aangewezen door x2 + y2 < 1 de fune~
tie 4x3 + 4xy2 + x2 extrema heeft.

Van welke aard is elk van deze extrema?

Bepaal de extrema en hun aard, die f(x,y) = x2(1 - yz) aanneent op de verza-

meling x2 - 1<y,

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie

(x + y)(x2 + y2 - 2)

op het gebied

x2 + y2 -3x-3y-8=<0.

Gegeven:

2 2
fix,y) =x -y - 2y .

. 2
Bepaal alle extrema, hun aard en hun waarde op het gebied x2‘+ y < 4.

Gegeven:

22 2 2
flx,y) =xy -x -y .

IA
o

Gegeven:

fix,y) = (x+y-=2)(x~-y).

A
(98]

Bepaal de extrema, hun aard en waarde op het gebied |x| + |y|

Gegeven:

x2 +9 2
f(x,y) = ——-}21— .
I +y

Bepaal de extrema, hun aard en waarde op het vierkant

'{—3 £ x <3
-3 zy=<3.
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24, Bepaal de extrema van de functie f gedefinieerd door

2
fix,y) = xy~ .

25. Bepaal de extrema van

f(x,y) = xy(x2 + y2)
2

1A

‘in het gebied <2+ y 1.

26. Bepaal de extrema van

x2) (1 + y2)

f(x,y) = (1

in het gebied x2 + y2 < 1.

27. Bepaal aard en plaats van de extrema van at
£(x,y) = xy oo

in het gebied X% + vy 1, :

28. Gegeven: _ ”E

2 2 2
y = x - 1)".

f(an)

Bepaal de extrema, hun aard en waarde op het gebied x2 + y2 < 4,

29, Gegeven is in R2 het gebied G, bepaald door y2 £ x <54,
Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie f(x,y) = y2 - x2y2

op G.

30. Een fabriek maakt producten van &&n soort en wil zijn winst maximaliseren.
Het aantal geproduceerde en verkochte producten is x. De verkoopprijs V per
stuk en de totale productiekosten p zijn voor 4 < x < 14 bepaald als func-

ties van x door:
V(x) = 56 - 2x

p(x) = x2 - 4x + 100 .
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a) Bepaal het aantal producten dat de fabriek moet maken opdat de winst ma-

b)

c)

ximaal is. Bepaal tevens deze maximale winst.

Veronderstel nu dat de fabriek gedurende twee perioden de winst wil maxi-
maliseren en dat de verkoopprijs v, in de tweede periode afhangt zowel
van het aantal geproduceerde en verkochte artikelen in de eerste periode

X als in de tweede periode y door middel van de functie
7
Vz(x,y) =56 - 2y - 1,2(x - 5) .

De kosten p, van de in de tweede periode geproduceerde artikelen hangt al-
leen af van y, d.w.z.

2
pz(y) =y“ - 4y + 100 ,

P s . 5
Vanwege renteverlies is de winst van de tweede periode 3 deel waard van

de winst van de eerste'periode.

Bepaal het aantal producten dat de fabriek gedurende beide perioden moet
maken opdat de totale winst maximaal is. Bepaal deze maximale winst.
Veronderstel dat de fabriek besluit om eerst in de eerste periode de winst
te maximaliseren en daarna pas in de tweede periode. Bepaal het aantal pro-

ducten dat de fabriek gedurende beide perioden moet maken. Bepaal tevens
de winst in dit geval.

b gr s S e Yo
ol e TR L i 2T

L ek
i e
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Hoofdstuk III. Grafentheorie

Het bepalen van de afstand tussen twee knopen in een enkelvoudige, samenhan-

gende, gerichte graaf,

Zij gegeven een enkelvoudige, samenhangende, gerichte graaf G.

 Een eenvoudige algoritme om de afstand te vinden tussen een knoop A van G en

een wi11ekeurige_andere knoop van G die vanuit A bereikbaar is, is de wvolgen-
de algoritme:

Nummer A met O.

1€ slag nummer de knopen, die afstand 1 vanuit A hebben, met 1.

In het algemeen: .

n® slag nummer de nog niet genummerde kﬁbpen, die afstand | vanuit een met

n—-1 genummerde knoop hebben, met n.

Bepaal bij de volgende grafen de afstand van A naar B en de afstand van B
naar A,

Teken in elk van de gevallen een deelgraaf van G zonder kringen, met dezelf-
de knopen als G en zo min mogelijk takken waarvan elke knoop vanuit A bereik-
baar is langs de kortste weg.

Zie bv. A, Kaufmann, Graphs, dynamic programming and finite games, blz, 255.

b)

:
i

Senalit el

=

[T ok
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c)

d)

e)

2. Het bepalen van een optimale boom,

Op een enkelvoudige, samenhangende, ongerichte graaf G is een afbeelding C
gedefinieerd, die aan iedere deelgraaf g van G een geheel getal C(g) toe-
voegt, genaamd de kostprijs van g. De kostprijs van een deelgraaf van G is
de som van de kostprijéen van de tot de deelgraaf behorende takken, De kost-

prijzen van de takken van G worden in een symmetrische matrix C genoteerd.

Het matrixelement Cij geeft de kostprijs aan van de tak xixj; indien X. en

X niet verbonden zijn, staat op de plaats Cij het symbool <,
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Een eenvoudige algoritme om een samenhangende deelgraaf van G te vinden zon-
der kringen, die alle knopen van G bevat en minimale kostprijs heeft (opti-
male boom), is de volgende algoritme:

Maak allereerst een bos, die slechts uit é&n tak van G bestaat en wel uit de
tak van G met de laagste kostprijs. Voeg vervolgens telkens een tak toe aan
het bos en wel de tak, die van de resterende takken van G de laagste kost-
prijs heeft en die g&én kringen veroorzaakt. _
De algoritme is afgelopen als alle knopen van G in het bos zijn opgenomen en
het bos samenhangend is.

Bepaal van de onderstaande grafen, die met behulp van de kostprijsmatrix C
gegeven zijn, een optimale boom,

Zie bv. A, Kaufmann, Introduction 3 la combinatorique et une des applications
blz. 440.

a) 03 o 8 9 10 11 3 8
02 o4 0 4 = 12 7 4

ol o7 0 5 8 = 6
06 o5 C = o 9 9 7

0 13 9

0 o0

\ 0)

02 : (0 4 10 9 o 5 @«

ol 03 0 11 12 6 4 13
o4 0 7 9 = 10

o6 C = o 9 9 9

o5 0 2 =

o7 0 9

L 0/

c) o] ! 0 9 10 = 11 12 )
°3 , 0 2 11 6 8 6

02 o4 0 6 5 8 9w

°5 o6 C = 0 3 8 4

o7 o 7 2

0 o

| 0,

it Tt P TFE BIAA L3 e et Lo e el

Y

s 4
e
5
M
S 9
?
o
o
i
ol
8
i
3
SR
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d) 02 (0 9 10 5 12 o 5) ‘
ol 03 0 11 8 13 11 w

YA 0 4 = 10 9

o7 c = 0 10 9 8 3

o5 o 1 2 5

o6 0 3 8

L

L 0/ Lo

3. Het bepalen van de rang van de knopen van een graaf _ ‘ %

Zij gegeven een eindige, enkelvoudige, samenhangende, gerichte graaf G zonder

kringen.

'De rang van de knopen van G kan als volgt bepaald worden

= bepaal de knopen waarin géén takken binnenkomen; ken deze knopen de rang 0

toe,

- verwijder alle takken die uitgaaqﬁvan een knoop met rang 0,

In het algemeen als we tot en met knopen van rang (n~1) gekomen zijn,

- bepaal de knopen die nog geen rangnummer hebben en waarin gé&én takken bin-
nenkomen; ken deze knopen de rang n toe,

= verwijder alle takken die uitgaan van een knoop met rang n,

Bepaal de rang van de knopen van de grafen die gegeven zijn in opgave 4.
Stemt de op deze wijze bepaalde rang overeen met die volgend uit de definitie

van rang op pag. 37 van de college syllabus?

4. Nummer de knopen in de volgende grafen zodanig, dat voor iedere tak geldt:

nummer b(t) < nummer e(t).

a)




b)

c)

d)

Bevatten bovenstaande grafen kringen?

‘Zie college syllabus.

5. a)
b)

c)

_30_

B i e e T e o £ Tk Sl S o L
F T SR e B T i e 1 L TR e S e 2

Stel de knopenmatrix K op van de grafen uit opgave 4.

Bepaal de rang van de knopen met behulp van de in opgave 3 beschreven al-

goritme. Gebruik daarbij uitsluitend de matrix K.

Wat gebeurt er als de graaf kringen bevat? Ga dit na aan de hand van de

o ren e STt e St n e L P et e e e
pEBIEE il i el S S

volgende grafen.

A e e e, L SR




31

G T AT S R T




_32_

6. a) Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

sk e

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

iR

minimale capaciteit.,

b) Gegeven is het volgende transportnetwerk

. AL s
A e SRR

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

minimale capaciteit. *

c) Gegeven is het volgende transportnetwerk ' 1

X 3 0%

x2 3 KA

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

minimale capaciteit.
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d) Gegeven is het volgende transportnetwerk

2 3 A

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

minimale capaciteit.

e) Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

minimale capaciteit.
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Antwoorden Hoofdstuk I. Lineaire Algebra

3.a) 2; b)1; e)2x+y-32=0; d) X={1|+ | 1 .

0 -1
1 0 0
4, AB=BA =10 1 0
0 0 1
(1
5. X = A|1
2
4 0 i i 0 i ix + 1z
6. b) 10} , 1| , |0] 3 ¢} A= |0 1 0] 3 d) aX = y ; e) nee.
iy (0 } b o0} bx + bz
(1 -2 -2) ‘
7. b)A=% ~2 1 =2 3 ¢) het vlak (J),p,:_:)*o; d)p=-2i‘/§.
L_2 —2 1
0o t+ 0 0], 0O 0 2 0 0 0 0 6
- 0 0 2 0 ) 0 0 0 6 3 0 0 0 0
8.B)D=1s 4 g 3]3 DD =10y 4 o oD =lg o o of:
0 0 0 0 0O 0 0 o0 0O 0 0 O
4 .
D = nulmatrix.
1 1 1 1 1 -1 1 =)
0 1 2 3 0 1 =2 3
9. B) T = 0 1 3 s d) ja, 0 i -3] -
0 0 ! 0 0 1
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10. b) de deelruimte van functies f uit V met £(0) = 0; «c) nee.

11. a) altijd; b) o§ # By; c) aS #RByenc #0; d)a=686=1enp = Yy = 03

f) a, § en c.

§ 2.

1. 8= (5) ; (x/5).

(1 . 2 -3x + 2y
2. S = ’ -
12 3 2x =y
f1 1 1 0
.s=01 o 1] |-1].
0 11 2
0o 2 6
4- A' = _l 5 ]1 .
1 -1 0
-12 =26 =44 -8
s.A'=§ 9 20 32| ;AX=l6|, A'x' =1 6|.
37 10 8 2
10
7. 0 l
0 -
-1 -]
8. B =1s last”! .
5 3.
| 2 2




ST e T3 de eigenvectoren van /¥ bij AI,...,A

.-..36....

0 1 0 1
a) [0 0 1| ; b)3, [3].
-6 2
I -2) (o
Al=l,U]= 0 ;A2-=2, U2= 1 ;A3=3, U3=l] .
-1 OJ -1
(1 1 1
Vraagstuk 6, § 1: Al -‘Az = 1, a|0|] + B|2 ; 13 = 0, 0 .
1 ! -1
(1 | 1
Vraagstuk 7, § 1: A]=A2= 1, a|-1| + 8| O H A3=-l, 1] .
LO -1 1
(1 2 2 -1 0
ays=2 1 -2 , s'as=]0 2 ol ;
2 -2 | 0 5
(1 1 -2 0 0
bys=10-2 1 3] , s'as=lo 1 o .
(1 1 1)
a)A1=A2-3,a-I+BO ,l3=0, 3
| 0 1 "'IJ
2 -1 1)
b) (-1 2 ] .
1 1 ZJ
11O NG
A ¥y
A = d B = 5 . = A.u, Bu. =
. s . met ﬂt_xl Algl en %51 MY
O 'xn O LN (i1 =1,2,...,n).
1 en 2.

1 1

k"

o
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§ 4.
5. Dediagonalen van een ruit staan loodrecht op elkaar.
7. a) en b) voldoen; ¢) voldoet niet.

8. a) ja3 b) bijv. I -3 €5 e) bijv. 6t% - 6t ++1; ) t ~ L .

2 6
3
9, Bijv. et en e2t -2 e et .
. 3 2
e - 1
‘s 2
10, Bijv. I, t - 1l en t™ - 4t + 2 ,
1. c)n-k .
(1Y (ol (o (5}
1 3
12. a) bijv. | 0| , [ o}, | 1] ; B % 1.
-2 -1 0; 2
St A ) B Y 1)
1 -2+/6  1+2/8| (0 -
17. é ~2-/6 4 -2+/8| ; |1 o o .
1-2/6 ~2-/6 | o0 0o 1
§ 5.
0 |
t. Nee; bijv.: VA R2 > R2 met matrix A = 1 0 t.o.v. een orthonormale
basis gyr &y T.o.v. de basis £l = 2g], §2 = e, heeft A de matrix

b

4. De hoek tussen v en A v is <

TR ]

5. Ja.




Antwoorden Hoofdstuk II. Functies van meer veranderlijken
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ll

" ¢) het halfvlak v = 0.

3.

~ b) globaal maximum 4 in (1,0), globaal minimum -} in (~},0)

a) en b) het hele (u,v)-vlak. De rechte x = c(onstant) heeft als beeld de

parabool 4c2u = 4c4 - vz. De rechte y = ¢ heeft als beeld de parabool

4c2u = v2 - 4c4.

d) tweemaal de cirkel u2 + V2 = 1,

Nee, want (x,y) en (-x,-y) hebben hetzelfde beeld.

a) de parabolische cilinder met vergelijking (u+v)2 = 4w,
b) deel van de cilinder met u + v 2 0.

¢) deel van de cilinder met u 2 v,

fu £ -v
d) deel van de cilinder in het "kwadrant" w<v
.. . 2 N ..
Bij gegeven (uo,vo,wo) met (u0+v0) 4w0 vinden wij X §(u0+v0) en
= _ . 2 _ 2 _
Yo = i(u0 VO). Maar dan is ook Xy = f(u0+v0) Wy
_ 2
(l—rz) 2 .
. (
X +y u +v
9 <
v
M) v
L x +y 1 u+v
1 1 : 8
('4' ’ 3 ’ 1) en (4, - 5 ’ _2) .

a) globaal maximum 0 in (0,0), globaal minimum -2 in (1,1)

¢) locaal minimwm 0 in (0,0)
d) locaal minimum O in (0,0)

e) geen extrema

f) globaal minimum 0 in (1,1)

g) locaal maximum 0 in (0,0), globale minima - % in 2(4,1) en *(4,-1).

B
‘§
i
3
K
#
i
‘r
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8. a) globale maxima = in +4Y2(1,-1), globale minima } in +}v2(1,1)

‘!
b) globale maxima } in *}v2(1,1), globale minima -} in #3/2(1,-1) b

w = P

c) globale maxima 3 in #(1,1,2), globale minima 1 in +(1,-1,-2) %
d) globale maxima v3 in %/3(1,1,1)
+y+z=0

x
globale minima O op de cirkel {xz + yZ + z2 -1

e) globale maxima 1 in =(1,1,1), #(1,1,=-1), +(1,-1,1) en #(-1,1,1)

]
LS

x=0 vy =0 en z=0
lobal ini i :
globale minima O op de cirkels y2 + z2 = 3 x2 N z2 - 3 x2 + y2

f) locaal minimum% in -Ij (1,1,1).

9. a) globaal maximum 1 + V2 in % {1,1), globaal minimum 0 in (0,0)

b) globale maxima 2 in (I, t/g)
globaal minimum =16 in (~2,0)

.. 32, 4
locaal minimum - 77 in (3 ,0)

:c) globaal maximum %?/g in %/g (2,-1)
globaal minimum - {%JE in é/g (=2,1)
locaal maximum %/5 in V2 (-1,-1)
locaal minimum - é/f in /2 (1,1)

locale maxima 0 in (O,y) met 0 < y < 1

locale minima 0 in (0,y) met ~1 <y < 0

d) globaal maximum 36 in (-2,0)
globale minima - -'-59 in % (2, +/2T)
locaal maximum 4 in (2,0)

e) globaal maximum v/Z in §/2 (1,1)
globaal minimum -v2 in §v2 (-1,-1)

f) globaal maximum 2 in (0,-1)
globaal minimum -2 in (0,1)
locale maxima % in % (x2v/2,1)

locale minima - % in % (£2VZ, -1).




IOI

11.

12,

14I

Va2 4 g2 4 42
a=-=(2e, -e, -2, ~e, + 2e)
14 2% T %2 T 83 T &, ¥ &g
: ] g
b Tl ( 2e, e, te + 2e5) o
1 ‘kj",u;..
¢ =35 { 3e] + 12e2 + l7e3 + 12e4 3e5).- ,‘E
!
9 3 g
b} globale maxima i in (¢ 13, 2 ‘ﬁ
globaal minimum 0 in (0,0) f%
locaal minimum 2 in (0,2). 1£

16.

17.

18.

19.

..40_

Er zijn 4 punten met minimale afstand tot de oorsprong: *(1,0,0) en *(0,1,0).

maximale afstand | in (1,0,0)

minimale afstand %/5 in % (1,2,0) .

la] als a < 2
2va~1 als a > 2,

aa + Bb + ye = §/

s e S e B s e e L

globale maxima 1 in (1,0) en (1,1)

globaal minimum —,% in (i, 1).

globaal maximum 5 in (1,0)

globaal minimum ~3 in (-1,0)

. 1. ]

locaal maximum Tog in ( 6 0).
. 32 . 2 1

globale maxima 33 in (* 3V3, 3)

locale maxima 0 in (0,y) met y > 1

locale minima 0 in (0,y) met ~1 s y < 1,

globaal maximum 240 in (4,4)
globale minima -3 in (1,-2) en (-2,1)
locaal maximum g/? in (- %/3, - %/3)

b

i
£

lﬁcaal minimum - g/g in (%/3, 1/3).

JRcse




20.

21,

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

_41_

globale maxima % in (¢ §/15, -})
globaal minimum -8 in (0,2)

locaal minimum 0 in {0,=-2).

globale maxima 8 in +(2,2) en *(2,-2).
globale minima -8 in (% 2¢2, 0) en (0, *2v2)

locaal maximum O in (0,0).

globaal maximum 15 in (-3,0)
globaal minimum -15 in (0,-3)
locaal maximum 3 in (3,0)

locaal minimum -3 in (0, 3).

globale maxima 9 in (+ 3,y) met -3 <y < 3

globaal minimum 0 in (0,0).

locale maxima 0 in (x,0) met x < 0

locale minima 0 in (x,0) met x > O,

globale maxima § in +(}V2, }v/2)
globale minima -} in +(4v2, -}/2).

globale maxima 2 in (0, 1)

globale minima 0 in (£ 1{,0).

globadle maxima } in #(}v2, §/2)
globale minima -} in *(}v2, -—&/5).

globale maxima % in +(4v2, 1Y14) en +(3V2, -}/14)
globale minima -9 in (+ 2,0)

locaal minimum =1 in (0,0).

globale maxima %/?T in (%/ﬁ, * 3"£)
globale minima =60 in (4, *2)
locale maxima 0 in (x,0) met | < x £ 4

tocale minima O in (x,0) met 0 < x < 1.

a) aantal producten 10, winst 200
b) x = 8, y =9 of x =y = 9, winst in beide gevallen 311
¢) x = 10, y = 9, winst 305% .

3
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Antwoorden Hoofdstuk III. Grafentheorie

1. a)

dist (A,B) = 10
dist (B,A) = 8

b)

Ao

dist (A,B) = 9

A is niet bereikbaar vanuit B,




c)

d)

dist (A,B) =
dist (B,A)

L] |
—
o W

dist (A,B) = 23
dist (B,A) = 17 .

§
\1.
g
{
]
3
EX

E

¥
L
4

oY




e)

. a)

b)

¢)

d)

= 19
)
(‘A’B

t ( » )




3 en 4. a)

b)

c)

d)
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Tentamenopgaven

12

juni 1971

In

b)

c)
d)

In

De

a)
b)
c)
d)

R, is de lineaire afbeelding J4 bepaald door
J4(4,0,1) = (0,-2,1)
SAG,1,1) = (-1,-1,1)
J4(1,2,0)

(-3,0,0) .

Bepaal de matrix vanJ¥ t.o.v. de natuurlijke basis.

Bepaal de eigenwaarden vanJ¥ en een bijbehorende basis van eigenvectoren
LR VRDAT

Bepaal de matrix van JE t.0.v. Y 3¥ys¥g -
Is J# een symmetrische afbeelding? Motiveer Uw antwoord.

R3, met het gebruikelijke inpraduct, is gegeven een vector a met lengte 1.

afbeelding J$: Ry > R3 is gedefinieerd door

ix = x - 2@_,35)3 .

Bewijs dat J# een lineaire afbeelding is.
Bewijs dat J% een orthogonale afbeelding is.
Bewijs dat J% een symmetrische afbeelding is.

Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van J%.

Bepaal de extrema, hun aard en waarde van de functie

op

F(x,y) = (x - D2+ y?

het gebied G dat bepaald wordt door

vy ixs hyte2,

PRI




4,
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Gegeven is het volgende transportnetwerk

&~

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een Snede met mi-

nimale capaciteit.

2! juni 1971

In Ry is de lineaire afbeelding da'bepaald door
v (2,0,-1) = (1,-1,0)
AR (2,1,0) = (1,0,~1)
R(1,2,3) = (-1,0,1) .

a) Bepaal de matrix van 4 t.,o.v. de natuurlijke basis.

b) Bepaal een basis Ej,gé,gé ten opzichte waarvan 4 een diagonaalmatrix
heeft,

c) Bepaal de overgangsmatrix S bij'overgang van de natuurlijke basis naar de
basis Ei’fé’f% .

d4) Zij_e;l,glz,g3 de natuurlijke basis. Bepaal de kolom van e, t.o.v. de basis

1
2]22p:83 -

Zij V de vectorruimte van polynomen van de graad < 2, gedefinieerd op de po-

sitieve reele as.

De relatie (f,g) wordt voor alle f en g uit V gedefinieerd door

o

(£,g) := J et £(r)g(e)at .
0

."‘3

SRR P . Ry
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a) Bewijs dat (f,g) een inproduct is.

b) Bepaal een orthonormale basis van V.

( J e b Mt = n!)
0

3. Bepaal de extrema, hun aard en hun waarde van de functie

2 2
f(x,y) = x" +y~ - xy

A

op het gebied G dat bepaald wordt door x2 + y2

4. Gegeven is het volgende transportnetwerk

E]

i "2
De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan,

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

minimale capaciteit.

17 januari 1972

1. In de drie-dimensionale Euclidische ruimte R, is een vector a= (al,az,a3)

3
met lengte 1 gegeven. De lineaire afbeelding A van-R3 in R3 is gedefini-

eerd door

A(x,y,2) = (x + y + 2)a .

a) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van u@,

b) Bepaal een nodige en voldoende voorwaarde,op te leggen aan a,zodat er een
orthonormale basis van eigenvectoren bestaat,

c) Bepaal in het onder b) genocemde geval een orthonormale basis van eigenvec-

toren van V& en de matrix van & ten opzichte van de gekozen basis.




2. Zij A : Ry » R3 een symmetrische lineaire afbeelding. ; ;
a) Als (J@E,E) z 0 voor alle x ¢ R3,bewijs dan dat alle eigenwaarden van(AL
niet-negatief zijn,
b) Als alle eigenwaarden van V4 niet-negatief zijn, bewijs dan dat GALE)E) =0
voor alle x ¢ R3,
¢} Bewijs dat aan de voorwaarden onder a) en b) genoend voldaan is dan en

slechts dan als er een symmetrische lineaire afbeelding 99 : R, -+ R, be-

3 3
staat zodat lﬁ = 532 '

3. In R, is het gebied G gedefinieerd door:

X + < 4

v

(]

H]

v
[ B

De functie f(x,y) is op G gedefinieerd door:

£x,7) = (1 - x2) -y .

Bepaal de extrema van f(x,y) op G.

4. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De gijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

a) Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte.
b} Bepaal een snede,waarvan beide componenten uit temminste vier knooppunten

bestaan,met minimale capaciteit.




1. Van een afbeelding./aﬁ R3 - R3 is gegeven dat voor elke vector X €R

..53_

29 januari 1972

3
Ax = x - alx,n)n

waarbij o een gegeven reeel getal en n een gegeven vector met lengte | is.

a) Bewijs dat A cen lineaire afbeelding is.
b) Bewijs dat Y een symmetrische afbeelding is.

¢) Bepaal o zodanig dat J# een orthogonale afbeelding is.

Van de lineaire afbeeldingen JE: R3 + R3 en{B : Ry R3 is gegeven de ma-
trix .

1 2 2
AR = |2 1 =2

2 ~2 |

ten opzichte van de natuurlijke basis e,, e,, e..
-7 =27 =3
Verder is gegeven dat Lﬂ-orthogonaal is en dat D = aj waarin j de identi-

teit voorstelt en o een positief redel -getal is.

a) Bepaal de matrix van(/g en de matrix van\js ten opzichte van de natuurlijke

basis.

b) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van(Ja‘en~13 . Ten opzichte van
welk vlak is UQ-een spiegeling?

c) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van<jbda1

d) Is het mogelijk een basis te vinden ten opzichte waarvan zowel de matrix

van (/J'als de matrix van ~B een diagonaalmatrix is? Verklaar Uw antwoord.

In R2 is het gebied G gedefinieerd door:

IA

xz - 2% - 2y 1

1A

y P .
De functie f(x,y) is op G gedefinieerd door:
fx,y) = (x - 1)y ~ 1) .

Bepaal de extrema van f£(x,y) op G.

S

&
o

. Simn SrelaFinih




i

i

b

—- i
i

4, Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

a) Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte.

b) Bepaal een snede met minimale capaciteit.

10 juni 1972

1o In R3 zijn gegeven de vectoren

= (1, o, 0)
= (3, 2, 0)
= (1, 2, 3).

it 1

e

De lineaire afbeeldingﬂ : Ry > R, is bepaald door

3
ﬂg = (0, 0, 3)
@b = (0, 2, 3)
fc= (5 4, 3).

a) Bepaal de matrix vancﬁ ten opzichte van a, b, ¢ .
b) Isﬂ een symmetrische afbeelding?

Motiveer Uw antwoord.

2. In R3 met het gebruikelijke inproduct is gegeven de vector n met lengte 1

en de vector a met de eigenschap (a,n) # 0.

De afbeelding M : RB > R3 is gedefinieerd door

Mx =5~ 4xna.

a) Bewijs dat ¥ een lineaire afbeelding is.
b) Bepaal de eigenwaarden en de bijbehorende eigenvectoren vanog

c) Bepaal a zodanig dat /& een orthogonale afbeelding is.
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3, Bepaal de extrema, hun aard en hun waarde van de functie
£(x,y) = (x-1)(y-12
op het gebied G dat bepaald wordt door
(x-—l)2 +y 34

3x - 2y <0
x 2z 0.

4. a) Bevat onderstaande gerichte graaf kringen?

Motiveer Uw antwoord.

b) Bepaal in deze graaf de lengte van de kortste weg tussen de knopen
A en B.

17 juni 1972

1, Van de lineaire afbeelding A : R3 + R

L, 1, 1) = (2, 1, 2)
R, 2,-1) = (0, 2, 0)
£(;l:-ln2) = (1,-1, 1).

is gegeven dat

3

#

a} Bepaal de matrix A van.JQ ten opzichte van de natuurlijke basis.

b) Bepaal een orthonormale basis van R3, ten opzichte van het gebruikelijke
inproduct, zodat de matrix van & ten opzichte van deze basis diagonaal~
vorm heeft. '

¢) Bepaal de matrix van JF ten opzichte van de onder b) bepaalde basis.
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2ij V een n-dimensionale vectorruimte met inproduct (x, ¥).
2ij T een symmetrische lineaire afbeelding van V in V.

Definieer voor x ¢ V, y ¢ V

[’_‘s ¥l := (T’_{sz)-

Bewijs dat [x,y] een inproduct is dan en slechts dan als alle eigen-

waarden van J positief zijn.

Bepaal de extrema, hun aard en hun waarde van de functie

£(x,y) = 5
X +y +1

op het gebied G dat bepaald wordt door

x2 + 2y2 < 4,

a) Nummer in de volgende gerichte graaf de knopern zodanig dat voor
iedere tak het nummer van de beginknoop kleiner is dan het nummer

van de eindknoop.

b) Keer nu de pijl tussen B en C om.

Lukt het weer om zo een nummering als onder a) gevraagd te geven?

Z0 nee, waarom niet ?
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januari 1973

1. In R, is de lineaire afbeelding & ten opzichte van een orthonormale basis

8118:8378, bepaald door de matrix

a)

b)

De

a)
b)
c)
D)

0

0 -1
0

[T o B = N -
LU, I en Y \C N o

Bepaal een orthonormale basis van R4’ ten opzichte waarvan de matrix van

J%'diagonaalvorm heeft,

Zij a =g, +t g, + 8y * 8, Druk J%E uit in de oude en in de nieuwe basis.

vectoren B|s8ps++«»§, VOrmEn een orthonormale basis in Rn'

afbeelding S R,n + R is gedefinieerd door

Rx =

[ k=

i+1
| (-l)l+ (5,81)51 ’ X € Rn ,

i
Bewijs dat Jt een lineaire symmetrische afbeelding is.
Bewijs dat J¥% orthogonaal is.
Bepaal eigenwaarden en eigenvectoren van J%.

wat stelt /& voor n = 3 meetkundig voor?’

3. Bepaal de extrema, hun aard en hun waarde van de functie

£(x,y) = x° + y% - 2(x+y)

op het gebied

(x-2)%+y2 < 4 .
G:

X2y

4. Gegeven 1is de vblgende graaf




a) Nummer de knopen zodanig dat voor iedere tak geldt:
numuer b(t) < nummer e(t).

b) Wat is de lengte van de kortste weg tussen A en B? Motiveer Uw antwoord.

27 januari 1973

Van de lineaire afbeelding f: Ry = R, is gegeven

J‘L(G,?’S) = (2,1,3)
S(0,3,3) (-4,-3,1)
/&(1:_1’0) (5,5,2) .

a) Bepaal dematrixvaﬁﬁctenopzichtevande basis (1,2,3), (3,2,1) en (2,3,1).

b) Is /& een orthogonale afbeelding? Motiveer Uw antwoord.

In Ry, met het gebruikelijke inproduct, zijn gegeven de vectoren a en b met

de eigenschappen

(a,a) = (b,b) =1
en _
(a,b) =0 .

De lineaire afbeelding N R, » Ry is gedefinieerd door
Ax = (@x)a - @xb .

a) Toon aan dat K een symmetrische afbeelding is.
b) Bereken de eigenwaarden en eigenvectoren van K.

. , 2
c) Bereken de eigenwaarden en elgenvectoren van AL,

i

Bepaal de extrema, hun aard en hun waarde van de functie

f(x,y) = xy(l -x2)

op het gebied
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4, Gegeven is het volgende transportnetwerk

s o0

T T

7

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

minimale capaciteit.

9 juni 1973

1. In R3 is de lineaire\afbeelding.fk ten opzichte van de natuurlijke basis A

' g],gz,g3 bepaald door de matrix

1 -2 =2
1
A=§-2 1 =21 .
-2 =2 1

a) Bepaal een orthonormale basis B)»8s8, Van R3 ten opzichte waarvan de ma-
trix van J& diagonaalvorm heeft.

b) Bepaal de overgangsmatrix S bij overgang van de basis 158,583 OP de ba-
sis BysByr8q:

c) Druk g, uit in g, g, en By

d) Wat stelt /& meetkundig voor?

2. Een lineaire afbeelding : R = Rn is gegeven met matrix A ten opzichte van
een orthonormale basis BysBys- 98,
R is gedefinieerd als de lineaire afbeelding van R in R, die ten opzichte

van deze basis de matrix AS heeft.
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a) Laat zien dat 53 onafhankelijk is van de keuze van de orthonormale basis.

b) Bewijs dat voor elk tweetal vectoren X en y uit Rn geldt
(Rx,y) = x,By) .

c) Bewijs dat & symmetrisch is dan en slechts dan als /& = Q .
d) Zij N(IB) en B(/) resp., nulruimte van TZ en beeldruimte van 4.
Bewijs dat N(f}) het orthogonale complement van B(.R) is.

Bepaal de extrema, hun aard en hun waarde, van de functie

f£(x,y) = (x+y)(x +y2)

op het gebied

"
1A

]
1A
.

Van een ongerichte graaf zijn de kostprijzen van de takken genoteerd in on-

dersteande matrix C.

(0 1 2 2 4 2 6 2 3
. 0 2 4 3 1 5 2 6
: 0 3 2 4 1 2 6
01 3 5 4 1
c = 0 2 5 3 1

.9 " .1 W2 .6
0 5 6 3
0 4 2
0 3

oD 3 7

| 0

-~

a) Bepaal de goedkoopste weg van knoop 2 naar knoop 7.
b) Bepaal een optimale boom.

Bepaal in deze boom de goedkoopste weg van knoop 2 naar knoop 7.

d
:
A
"
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juni 1973

De

a)
b)

. In

en

De

a)
b)
c)
d)

Op

is

lineaire afbeelding.ﬁl: R3 + R3 is gedefinieerd door

(3,3,5) = (2,2,4) 5"

AL2,1,2) = (1,0,1)  £
JU1,1,3) = (2,2,4) . . f

Bepaal een basis ten opzichte waarvan M een diagonaalmatrix heeft.
Is er een orthonormale basis ten opzichte waarvan & een diagonaalmatrix

heeft? Verklaar Uw antwoord.

R3 zijn gegeven de vectoren a en b. Zij a := (a,b). Er geldt

la] = |B| =1

la] # 1.
lineaire afbeelding K Ry > R3 is gegeven door

(x,2) ~ a(x,b) (x,b) - “(.’i’i).
X = a + b L]
= p) = p) 2
1 - a 1 - a

Bewijs dat J¥ symmetrisch is.

Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van S,

Bepaal de matrix van JX ten opzichte van a, b, a x b,

Zij €118,184 de natuurlijke basis.

Is de overgangsmatrix van deze basis naar a, b, a x b orthogonaal?

Verklaar Uw antwoord.

het gebied G bepaald door

x 20

y 20

1 = x2 + y2 < 4
lyz-x?'l < 1

de functie f gedefinieerd door

b
. L;‘”E
£
e
ﬁ
o
&b
4

Cout




f(x,y) = ZLZ -
X +y

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie f op het gebied G.

4. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de takken geven de capaciteiten aam.
a) Bepaal een stroom met maximale stroomsterkte,

b) Bepaal een snede met minimale capaciteit.
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Antwoorden tentamenopgaven

12 juni 1971
-1 =4 4
1
a) 3 2 1 2
0 0 3

b) Al =1, AZ =1, A3 = -13 ¥, = (1,0,1}, ¥, = (0,1,1), v

1 0 0
c) {0 1 0 .
0 0 -1
d) nee.
d) AI = -] : aa (o # 0)
Az = A3 = 1 : alle x # 0 met (a,x) =0 .

globale maxima 13 in (4, % 2)
globaal minimum 0 in (1,0)

locaal maximum 1 in (0,0).

[M]
i, | 4 2 |2
ix, [2| 0 |2
xx, |21 2 |2
Xx3 | 4] 0 |2 s = {ix,, xx,}.
XX, 2 0 0
XX, 2 0 2
xqu 3 0 0
x,u 4 2 4
2 4
2! juni 1971
0 I ~1
a) |- 2 -1
1 -3 2

b) bijv. E; = (1,1,1), gé = (1,0,-1), Eé = (1,1,-2)

= (2,],0)
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c) § =11 0 1

— ) e

d)

L=

2, b) bijv. 1, t - 1, 462 - 2¢ + 1 .

3. globale maxima g in i(i/E, -4/2)

globaal minimum ¢ in (0,0) .

I I O &

s *.{1x2, X Xy x]x3}.

L W W NN W W
N O N O I O N
o NN I

~ o ™M

N
B~
~J

17 januari 1972

in het vlak x + y + z = 03

% 0)

1. a) ARy < 0: alle x # 0
a (o

AB = a, + a, + a3: aa

b) a loodrecht op het viak x + y + z = 0, dus §=i%\/§ (1,1,1)

l

e) bijv. /2(1,-1,0), ¢

3/3 (1,1,1); 10

/-é (1,1,-2),

3 o o




3,
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globaal maximum 9 in (2,2)
globale minima =15 in (0,4) en (4,0)

locaal maximum 1 in (0,0) .

c
ix, | 4 | 3| & | & | & | 4
ix4 5 0 0 1 3 3
xx, | 3 | 31 3 ) 3 |3 |3
X X, 2 0 1 1 1 1
x,u T O T B
X%, 1 o | 1 1|1 |1
X Xe 1 0 .0 1 1 1
XgXg 2 0 0 0 2 2| 8= {xzu,x3x6,x3x8,x4x5}.
X, X, 3 0 0 1 3 3
X, X 2 0 0 0 0 2
XX, 1 0 0 0 0 0
XX, 2 0 0 0 0 2
X X, 2 0 0 ] 1 1
X,%g 3 0 0 ] 1 3
Xgu 5 0 0 1 3 5
3 4 5 7 9

januari 1972

(3
.a)A*%Z 1 -2{; B=]0 3 o0
0

c)a=0oc0fa=2.

b) JQ.: A=A, e I: alle x #0 in het viak x -y - z = 0}

2
)\3 = =1: a(l,~1,-1) {(a # 0)

u%zkl=k2=)\3=3: alle x # 0;

/Q.is een spiegeling aan het vlak x -~y -~z =0

]
c) 591Q-= 3JQ, dus eigenvectoren van 5BJQ dezelfde als de eigenvectoren van‘jg %
en eigenwaarden van A A My =M, T 3, By = -3 ?
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d) ja; t.o.v. de basis (1,1,0), (1,0,1), (1,-1,-1) is de matrix

1 0 0 3 0 0 -
van JQ 0 1 0| en de matrix van JB 0 3 0 . _ﬁ
¢ 0 -1 0 0 3

3. globaal maximum §/§ in (1 - g/g, - %)
globaal minimum - g/g in (1 + %/5, - %)
locale maxima 0 in (x,]1) met ] < x £ 3
locale minima 0 in (x,1) met -1 < x < 1 .
4, c
ix, |2 |2 |2 |2z |2z |2
ix, 3 0 1 1 1 3
ix, 3 0 0 2 3 3 !
X%, 6 2 2 2 3 5 i
x2x5 4 0 1 1 1 3 ]
XaX 5 0 0 0 1 3 8§ = {1x],1x2,1x3}. b
x,u 2 L2 |2 |z |z |2
x4x3 4 2 2 0 0 0
x,u 7 0 0 2 3 5
XoXq 8 0 0 €] q 2
X u * o {1 |1 |1 |1
2 3 5 6 8
10 juni 1972
2 -1 1
1. a) I-1 0 1
} I 1
b) nee ; bijv. 9 = (fa,c) # (a,#c) = 5.
2. b) A=Ay e 1: alle x # 0 in het vlak (x,n) = 0;

Ay =1 - 4(a,m): oa (a £ 0)

c) a=in.
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3. globaal maximum 2 in (2,3)
globaal minimum -2 in (0,3)

locaal maximum ! in (0,0)

De graaf bevat géén kringen. Er is een nummering van de knopen

mogelijk zodat voor elke tak geldt nummer b(t) < nummer e(t).

b)

" dist (A,B) = 8 .

AT

4
v
Pl
HN
b
]
:
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juni 1972
1 0 1
a) A= 1{0 1 0
1 0 1

b) bijv. &‘/-2-(1'0"])' (0,1,0), &5(1,0.1)

globaal maximum 1 in (0,0)

globale minima é in (#2,0) .

a)

b) Er is nu een kring BCEFAB.

Daarom is het niet mogelijk om een nummering als onder a) te geven.

[
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15 januari 1973

l.oa) 8] =B 8y = 120878,y 83 7 By & T 1V2(g v gy

b) Jté.' 431 + 782.- g3 + 734 = 45; - 55 + 7gi VZ. |
2. 0) A =1t X mog *aggs tagg ... x ¥ 0, ;

AB_]:.§=3232+0.&B&+36S6+o_-l ’ 5*2-

d) Spiegeling aan het (x,z)-vlak als B[ 28,184 de natuurlijke basis van R, is.

3, Globale maxima 0 in (0,0) en (2,2);

globaal minimum -2 in (1,1).

4. a)

Zie voor de algoritme blz. 29 (rang bepalen).

b)

R e R R R e B B R U o

el D
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We schrijven bij elke knoop de afstand vanuit A tot die knoop.

In pseudo—Algol:

k :=0; A 1= 03

for k := k + | while (niet alle knopen genummerd) do

nummer de nog niet genummerde knopen, die afstand 1 vanuit een met

k - | genummerde knoop hebben, met k;

27 januari 1973

. a) |0 1 0] .

b) Nee; bijv. |f(1,-1,0)| = v¥Z5 + 25 + & = V34, |(1,-1,0)] = /2.

b)Y A = -1: BB (B#O),
A= 0:yaxb (y #0),
A= 1: aa (a £ 0).

: c) A= 1 aa + BE ((0-’3) # (0’0))9

“globale minima - —— in % (— , -

A= 0:vaxb (v #0).

‘ . 4 . | |
Globale maxima —— in * (— , — + 1);
5¥5 55

4 I

1
» _ 1);
55 5 /5

locale maxima O in (-1,y) met 0 <y £ 2 en in (1,y) met ~2 <y < 0;

" locale minima 0 in (-1,y) met -2 Sy < 0 en in (l,y) met 0 <y s 2.

e v e AR e e A 0 ek o e _4 . . e
e R R o S T e R S A et e Vo S e e T e B O A




1,

-7 -

=~
ix, | 74122212
ix2 2 111 2
ix3 1 1]
X%, 8 4 7 7 7 7
XyXy 8 |41 7)818]|38
XqXg 9 14171819189
XX, 4 |4 414143
X%, 5 313([3] 4
xx [ 3] |3]2]3]2
Xgu 10 |4 )17 18 ([9]9
A X 4 313 |3]|3
X4 4 1
4 171819 |10

§ = {ixl,ixz,iXB} .

ce(8) =7+2+1=10,.

9 juni 1973

a) Bijv. g = :%E (1,-1,0), g, = A (1,1,-2), gy = :%: (1,1,1).

V6 3

(N S T B

V2 '3 3
b) § = |- L L L
vz "3 V3

0o -= 1

{ CRERE)

1 | 1

c) e, = — + m— +
- I AR

d) Spiegeling in het vlak (33,5) = 0,

AT

e i e T e R e e

B o s s i e

i

AT T
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3. Globaal maximum 4 in (1,1),

globaal minimum =1 in (0,-1),

locaal maximum %-% in (-1, -%),
locaal minimum - EL in (-i ,l).
4 8°'2

4. a) 2 3 4 5 6 7 8 9

fo 1 2 2 4 2 6 2 3

—9—2 4 3 1 5 2 6

3 2 i 2 6

0 1 3 5 4 1

C = 0 2 b 3 1

0 b 6 3

] 4 2

0 3

. 0)

In &&n stap van 2 naar 7 kost 027 = 5.

W 0 =~ W

In twee stappen van 2 naar 7 kost minimaal 3 (zie matrix).

In meer dan twee stappen van 2 naar 7 kost mé&r dan 3. Immers

C
c

i7 2 5 (1 #3)
37 * c3j 23 (G£7) .

b} b.v.
of

C(2+1+3+7) = 4

C(2+3+7) =3
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16 juni 1973
1. a) Bijv. (1,1,1), €1,0,1), (0,1,1).
b) Nee.

; 2. b) A= 1: x=o0a + 8b ((a,8) # (0,0)),
A=0:x=vyaxb (v #0).

1 0o o)
&) {o 1 ol .
0 0 0

d) In het algemeen niet, want &, b, a x b hoeft geen orthonormale basis te

zijn.

3. Globale maxima } in (x.x) met /2 < x < V2,

: globale minima O in (1,0) en (0,1). _  §
E @
| 4o 8) € 2
; ix |10 | 11|18 *@
ix, | 1 Li1|1
ix6 2 212
XXy 9 1 I 1 8
' xpkq [ 8 [ 1|1 |18 ;
XqXe 8 7 .i
xu [ 111|112 3
X, %, 8 1 118 ”§
| XX, 7 7
KXy 1
Xg%y | 10 1|3 |10
X,xg 12 1 3 (10
Xgu 13 1 3 1o
1 2 4 {11

b) § = {ixa,ixﬁ,x2$3} ,
c(S) =1 +2+8=11,

|\‘.
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