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Hooddstuk 1. Recurrente betrnekkingen
Inlediding

Laat szlfl4*R.voor k=0,l,s0. . Als RppXpsee X reéle getallen zijn,
dan kan men een oneindige rij getallen XgsXyseeo construeren d.m.v. het voor-
schrift

(1.1.1)  x (k= 0,1,...) .«

Kb o Fk(xk'xk+1""'xk+n—l)

Het is duidelijk, dat er precies &&n rij getallen (xk):=0 = (xo,xl,...) be-
staat met gegeven waarden van RyseresX die voldoet aan (1.1.!1). We noemen

(1.1.1) een recurrente betrekking van de n-de orde en de rij (xk) een oplos-

sing van (1.1.1). Soms spreekt men ook wel van een differentievergelijking.

Heel vaak ontstaat een recurrente betrekking in een situatie waarin men een
grootheid op discrete equidistante tijdstippen 0,T,2T,3T,... beschouwt. De waar-
de van deze grootheid op het tijdstip kT geeft men dan aan met X, . Op deze
manier krijgt men een oneindige rij (xk)a Als nu de waarde Xy 4p OP €en een—
duidige manier is bepaald door L PPEERS ST heeft men een recurrente betrek-

king van de vorm (l.1.1).

(1.1.2) VOORBEELD. Een van de bekendste en oudste voorbeelden van een recur-
rente betrekking werd geformuleerd door Leonardo van Pisa in zijn boek "Liber
Abaci". Hierin telde hij het aantal nakomelingen van een konijnenpaar. Hij
ging daarbij uit van de veronderstelliﬁg dat elk konijnenpaar vanaf de twee-
de maand van zijn bestaan, elke maand een paar jonge konijnen kreeg. Laten
we het aantal konijnenparen in de k-de maand aangeven met X, . Als er op het
begintijdstip &én konijnempaar is, dan is Xg = % = !, Het aantal konijnen-
paren op het tijdstip k+2 is gelijk aan het aantal‘konijnenparen op het
tijdstip k +1 vermeerderd met het aantal pasgeboren konijnenparen en dit aan-
tal is gelijk aan het aantal konijnenparen op het tijdstip k. (We veronder-

stellen hierbij dat er geen komijnen doodgaan.) In formule uitgedrukt is dit:

(1.1.3) x = X +Xx (k = 0,1,2,..4)

k+2 k k+1

hetgeen een voorbeeld is van een recurrente betrekking. Uit (1.1.3) en de
beginwaarden Xg = %X = 1 vinden we voor de getallen XgsX sKgpees achtereen-—

volgens

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,00, +




Daar Leonardo van Pisa als bijnaam Fibonacci had, staat deze rij bekend on-
der de naam: rij van Fibomacci, De getallen van deze rij worden aangegeven

met FO'FI’F

2'0.- . D

De getallen x, in de recurrente betrekkimg (l1.1.1) hoeven echter niet altijd

k
de waarde van een grootheid op het tijdstip k voor te stellen. De recurrente

betrekking heeft ook andere interpretaties.

(1.1.4) VOORBEELD. We beschouwen een communicatiekanaal waardoor twee ver-
schillende signalen S, en S, (bijv. punten en strepen in het Morse-alfabet)
kunnen worden gestuurd. Laten we aannemen dat voor het signaal Sl &én een-
heid van tijd en voor S2 twee eenheden van tijd nodig zijn. Een boodschap is
dan een opeenvolging van signalen die door het kanaal worden gestuurd. Voor
de boodschap 51828281 is bijvoorbeeld een tijdsduur van 6 eenheden vereist,
We willen berekenen hoeveel boodschappen er bestaan die een tijdsduur k no-
dig hebben. We noteren dit aantal met Xy We geven aan wat X,,X,,Xy is en

welke boodschappen in de tijdsduur 1,2,3 kunnen worden verstuurd.

x, =1 3 S1

Hd
ft
)

"
]
w

: S]SIS],S]'SZ,SZS‘1 .

Verder leiden we een recurrente betrekking af voor de rij (xk). De verzame-
ling van boodschappen met tijdsduur k +2 kunnen we verdelen in twee klassen,
nl. boodschappen eindigend met S, en boodschappen eindigend met SZ' Het aan-
tal boodschappen met tijdsduur k+2 die eindigen met Sl,is gelijk aan het
totaal aantal boodschappen met tijdsduur k+1!, d.w.2z. aan X a1 We kunnen im-
mers alle boodschappen met tijdsduur k +2, eindigend op 5 verkrijgen door
-achter een willekeurige boodschap met tijdsduur k +! een S1 te plaatsen, Op
dezelfde manier is het aantal boodschappen met tijdsduur k +2 die eindigen

op Sz,gelijk aan x, . Voor het totaal aantal boodschappen met tijdsduur k +2

vinden we dus

X =X *tXx (k = 1,2,004) &

k+2 k+1

Als we x, = 1 definiéren geldt deze relatie ook voor k = 0., We zien dat (xk)

de rij van Fibonacci is.




Als het signaal S,drie in plaats van twee tijdseenheden nodig heeft, vinden

2
we de betrekking

xk+3=x + X

die van de derde orde is. t

Soms heeft de recurrente betrekking alleen maar zin voor een eindig aantal

k's, bijvoorbeeld voor k = 0,...,N~2,

(}.1,5) VOORBEELD., Twee persomnen A en B spelen herhaaldelijk een spel waar-
bij ofwel A ofwel B kan winnen; De kans dat A dit spel wint is p, de kans dat
B wint is 1 ~p. Hierbij is O < p < 1, Na ieder spel betaalt de verliezer een
gulden aan de winnaar., De rij spelen wordt beéindigd als een van de spelers
geen geld meer heeft. Neem aan dat A en B tezamen N guldens hebben. Dit be-
drag verandert niet gedurende de rij spelen. We geven met x, aan de kans dat
A uiteindelijk wint omdat B op een gegeven ogenblik geen geld meer heeft,
waarbij k het aanvangskapitaal van A is (dus 0 < k £ N), Het is duidelijk
dat xo = 0 en Xy = I. Speler A heeft een kans p dat hij na het eerste spel

k + 1 guldens heeft, waarna hij de kans x heeft om uiteindelijk te winnen.

k+1
De kans dat A het eerste spel wint en daarna de totale overwinning behaalt

is daarom px (We nemen aan dat de spelen stochastisch onafhankelijk zijn).

k+1'
Op dezelfde manier zien we dat de kans dat A het eerste spel verliest en

daarna uiteindelijk wint, gelijk is aan (1-—p)xk_1. Derhalve geldt
X, = pxk+j + (1 -p)xk_1 (k = 1,.0.,N-1) ,

hetgeen we als volgt in de vorm {l.}.1) kunnen schrijven:

1 |

E-x

X2 5 Fiel 5 Xy (k = 0,...,N=2) .,

Het heeft hier geen zin om x, te berekenen voor k > N, Ook in dit voorbeeld

stelt k niet een tijdstip voor. 0

Tenslotte merken we op dat men soms recurrente betrekkingen heeft waarin Fk
niet overal is gedefinieerd. Dan kan het zijn dat men de berekening van de
rij (xk) niet voor alle k kan uitvoeren omdat voor zekere k het punt
(xk""’xk+n-l) buiten het domein van Fk ligt. Men zegt dan dat de recurren-
te betrekking afbreekt.
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(1.1.6) VOORBEELD, De recurrente betrekking

breekt af zodra x, < 1. Dit moet voor elke waarde van X, eenmaal gebeuren.

s 2 .y -
Als namelijk X 2 1 voor alle k zou gelden, dan was Kpl S ¥ 5% 1 en
dus
X Sx5 -k (k=0,1,...) ,
hetgeen onmogelijk is. §

Het is soms mogelijk dat een recurrente betrekking niet overal is gedefini-
eerd en toch niet afbreekt mits men de beginwaarde maar geschikt kiest., Als
bijv. D c R en F ¢ D+ D voor alle k dan heeft de eerste orde recurrente be-

trekking

X4 = Fk(xk)

een oplossing (% )oo als maar x, € D.
P k’ k=0

0

(1.1.7) VOORBEELD. De recurrente betrekking

X = l{x
k+1 ~ 2

2
+.}-E—) (k=0,l,--.)

koox

heeft, als x, > 0 altijd een oplossing, daar }(x+2/x) > 0 voor x > 0, We
kunnen hier dus D = (0,») kiezen, Deze recurrente betrekking treedt op bij

de berekening van V2 met de procedure van Newton-Raphson. a

(1.1.8) OPMERKING, Men noemt recurrente betrekkingen ook wel differentiever-
gelijkingen. In dat geval gebruikt men ook een andere notatie. Als (xk) een

rij is, geeft men de differentie van deze rij aan met

(l.ilg) Axk Hd Xk+l - Xk .

Ock voert men hogere differenties in zoals bijv.

Azx = Ax - Ax, = (X

k k+1 k kr2 " K1) T K 7%

dus

2
(1.1.10) & Xy =X Zxk+l + Xy o

SRR et IR



1.2.

Zo kan men ook Anxk voor n = 3,4,... berekenen. Een differentievergelijking

is nu een relatie tussen xk,Axk,... « Bijv.

Azxk + aAx, + bx, =0 -

k k

wordt m.b.v, (1.1.9) en (1.1.10):

X + (a-2)x + {1 +b~ a)xk =0 ,

k+2 T+l

De eenvoudigste manier om differentievergelijkingen te behandelen is ze om
te werken tot een recurrente betrekking in de vorm zoals wij ze tot nu toe
hebben gebruikt. O

Bifzondere hlassen van recwviente betnekhingen; begin- en randwasrdeproblemen

De recurrente betrekking (1.1.1) heet autonoom als Fk niet van k
afhangt. De voorbeelden van 1l.]1 zijn allemaal autonome recurrente betrekkin-

gen., Voorbeelden van een niet-autonome recurrente betrekking zijn

(1.2.1) VOORBEELD.

. 2
i) Xl 1 + xk/(k + 1),

ii) X =X * k . 0
Een autonome recurrente betrekking van de eerste orde noemt men een iteratie,
Deze spelen een belangrijke rol bij het numeriek oplossen van vergelijkingen,
zie voorbeeld (1.1.7). Zie ook Wiskunde 10, § 3.3. In de volgende paragraaf

zullen we enkele eenvoudige eigenschappen van iteraties afleiden.

Een recurrente betrekking van de vorm

(1.2.2) = +,00% a b (k = 0,1,..4)

n+k 21, K nke a, k% © Pk
noemt men lineair. Als bk = 0 voor alle k, dan noemt men de lineaire recur=-
rente betrekking (1.2.2) homogeen en anders inhomogeen. Als ai,k niet van k

afhangt, dus als
ai’k=ai (i‘ 1,.-.,n;k°0,],..‘)

dan noemt men (1.2.2) een lineaire recurrente betrekking met constante coef=

ficienten. De betrekking (1.2.2) heeft dan de vorm

(1.2.3) % ot aX g oot ax = L




l‘3l

De recurrente betrekking van Fibonacci (voorbeeld (1.1.2)) is een voorbeeld
van een homogene lineaire recurrente betrekking met constante coefficiénten.

Lineaire recurrente betrekkingen worden behandeld in het volgende hoofdstuk,

Oplossingen van recurrente betrekkingen zijn niet eenduidig., Men kan de op-

lossing eenduidig vastleggen door extra voorwaarden op te leggen aan de rij
00

(xk)k=0' Het eenvoudigste extra voorschrift is de waarde van X, voor

k =0,1,...,n~1, Dan krijgen we een zogenaamd beginwaardeprobleem. Zoals in

het begin van de vorige paragraaf is opgemerkt, heeft het beginwaardeprobleem
altijd een eenduidige oplossing (als de functies B overal zijn gedefinieerd).
Moeilijker wordt de situatie waarin ander voorwaarden aan de rij worden op-

gelegd, We beschouwen bijv. een tweede orde recurrente betrekking

(1.2.4) xk+2 = Fk(xk’xk+l)

en we vragen naar de oplossing hiervan met Xy en X voorgeschreven. Hierbij

is N een natuurlijk getal, In dit geval spreekt men van een randwaardepro-

bleem. Gewoonlijk is men hier alleen geinteresseerd in de waarden van x.
voor k = 0,...,N. Een voorbeeld van een randwaardeprobleem is (1.1.5). Een
randwaardeprobleem hoeft geen oplossing te hebben. Als er een oplossing be-
staat hoeft zij niet eenduidig te zijn. Een manier om een randwaardeprobleem
op te lossen is de volgende: Men stelt X, = a, een voorlopig nog onbekende
parameter, Dan kan men achtereenvolgens XoseessXy berekenen. Deze grootheden

zijn functies van a«. Tenslotte moet men o bepalen uit de vergelijking xN(u) = Xy

1teraties
Het gedrag van de oplossing van de iteratie

{1.3.1) x = F(xk)

k+1

kan men illustreren aan de hand van de grafiek van F.

(1.3.2) VOORBEELD. Als F(x) = V1 + x voor x = =1, dan luidt de iteratie

= Vi + x .

xk+1 k




T

Zij bijv. xg = 0. De figuur geeft dan onmiddellijk zanleiding tot de uitspra-—

ken
(1.3.3) 0sx <& (k=0,l,...) ,
(1.3.4) x < x (k= 0,1,.04) ,
en

(1.3.5) xk+E (k > =),

waar £ de oplossing is van de vergelijking £ = F(E) = V1 + £, dus
E = 11 + ¥5). Het bewijs van (1.3.3) en (1.3.4) gaat met volledige inductie:
(1.3,3) is duidelijk voor k = 0. Als (1.3.3) geldt voor k = n dan is

0<x . = F(xn) <F(E)=§& ,

omdat F(x) > 0 voor x 2 0 en omdat F stijgend is voor x = 0. Zo hebben we
(1.3.3) bewezen voor k = n+1, Op analoge manier vindt men dat (1.3.4) duide~

lijk is voor k = 0 en als (1,3.4) geldt voor k = n dan is

X

= Flx) < Flx ) =x

n+l + n+2

zodat (1.3.4) ook geldt voor k = n+1, Om (1.3.5) te bewijzen merken we op

dat de monotone naar boven begrensde rij (xk) een limiet £ heeft en dat

£ = lim x, = lim x = lim F(x ) = F(E)
o & jow TS0

op grond van de continuiteit van F. Hieruit volgt £ = &, 0

(1.3.6) VOORBEELD. Beschouw de recurrente betrekking (1.1.3) van Fibonacci:

a2 T Pk T Fpar
Als men deze vergelijking door e deelt en
T ® xk+§/xk

stelt, dat vindt men voor Yy de iteratie
y1;+1 =1+ l/yk *

gmdat F{y) := 1 + 1/y niet stijgend, madr dalend is, kunnen we de in het vorige

voorbeeld gevolgde redenering niet direct gebruiken. Als we echter de functie

it
B
Pl
o
4
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&
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i
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invoeren, dan zien we dat G(y) stijgend is. Verder geldt
yk+2 = G(Yk) .

Op analoge wijze als in voorbeeld (1.3.2) kan men hieruit afleiden, dat als
0 <yg<gi= (i + /5) , dan

YO<Y2<y4<"'<E’

yl > y3 P sea P E s 1 % /z? 17—*-‘. :
yk+ £ (k + =) . ,é,'(’ I: :: E
e o ;
‘s T HY 1
De rij (yk) alterneert om £ en convergeert naar £, 7, V¢ ¥,
Uit dit voorbeeld volgt dat voor de rij (Fk) van Fibonacci geldt
Fk+l/Fk + £ (k> =), O

(1.3.7) VOORBEELD, (Economische 3:oei). We beschouwen een economisch systeem,

waar m.b.v. beschikbaar kapitaal en werkkracht een inkomen wordt verdiend
dat gebruikt wordt voor consumptie en verdere kapitaalsuitbreiding (inves-
tering)., We beschouwen de waarden van de volgende grootheden op de tijdstip-

pen t = 0,1,-.-

Kt: kapitaal

Lt: werkkracht

Xt: consumptie

It: investering

P inkomen (gedurende de periode [t-1,tl) .

We nemen aan dat er de volgende relaties bestaan tussen deze grootheden:

i)  Het inkomen in de periode [t,t + 1] hangt af van het kapi-
taal en de werkkracht op het tijdstip t:-

(1.3.8) Yt+l = F(Kt’Lt) .

ii) Het tinkomen wordt Dbesteed aan consumptie en investering

(1.3.9) Yt = Xt + It '

iii) De hoeveelheid werkkracht neemt elk jaar met een constante factor toe

(1.3.10) L, = oL,

met p = 1 (we laten toe dat L, constant blijft).

i

o

PRI




iv}) Het kapitaal neemt af tengevolge van waardevermindering (bijv. door
slijtage, veroudering van gereedschap) en neemt toe tengevolge van in-
vestering

1. N -— = -~
(131D Ky - Ko =Ty~ ek

waar 0 <y < 1,
v} De consumptie is evenredig met de hoeveelheid werkkracht

(1.3.12) Xt = ALt .

We nemen hier aan dat de productiefunctie F de volgende gedaante heeft:

(1.3.13) F(X,L) = L'

waar 0 < o<1 (F wordt de Cobb-Douglas functie genoemd). Deze functie heeft

de eigenschap dat zij bij vaste L weliswaar toeneemt bij stijgende K, maar dat
dit effect kleiner wordt naarmate K groter wordt (dus 3F/3K -+ 0 (K + =)). Een
analoge eigenschap geldt als we de rol van K en L verwisselen. Als we K en L

evenredig laten toenemen, dan neemt F(K,L) overeenkomstig toe, Dus:
F(uK,ul) = wF(K,L) (u > 0) ,

(Men zegt dat F homogeen is.)

We kunnen de vergelijkingen (1,3.8) t/m (1.3.12) omwerken tot recurrente be-
trekkingen voor Lt en Kt:

(1.3.14) L., =pL

o, 1-a
(1.3.15) Kt+I (1 U)Kt + KtLt pAL

t L]
De eerste vergelijking geeft aan dat Lt = ptL0 hetgeen (als p > 1) een expo-
nentiéle groei van de hoeveelheid werkkracht impliceert. Als we de hoeveel-

heid kapitaal per eenheid werkkracht

ky = K. /Ly
invoeren, kunnen we (1.3.15) herschrijven als

(1.3.16) &, = gk,)




- 10 -

waarbij

-1 -1
g(k) :=p (1 -wk+p Kk =21,

De functie g is stijgend en concaaf (g" < 0). Er geldt g(0) = -4,
g'(k) »® (k + 0) en g'(k) > (1 = u)/p (k > =), Hiervit volgt dat g(k) < k

geldt voor grote k en voor kleine positieve k. Er zijn drie mogelijkheden:

I.

II.

g(k) < k voor alle k.

-A

Dan breekt de iteratie af na een eindig aantal stappen, doordat kt <0
wordt. Zo'n economisch systeem kan dus niet blijven bestaan.

g(k) = k voor k =k en k = k' waarbij k < k. Op grond van de concavi-
teit van g geldt g{k) < k voor k > k" en k < kK, g(k) > k voor

K <k<k',

Nu vinden we:
Als ko < k , dan breekt het proces af.
Als kg > k , dan geldt k, > k' (t > ®) en wel stijgend als ko < k¥ en

dalend als ko > k¥, Dit economisch systeem kan blijven bestaan als het

' beginkapitaal maar groot genoeg is.
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*
III, In het gremsgeval is g(k) = k voor precies &én getal k , Dan geldt

*
kt -+ k* als k, > k*. De iteratie breekt af als kO <k .

0

. *
Uit de manier waarop g van A afhangt volgt dat er precies &én A > O bestaat
*
waarvoor III. optreedt. Als X > 2" dan hebben we geval I. en als X < A ge-
val II. Merk op dat A de consumptie per eenheid van werkkracht is.

We kunnen A" en k= vinden uit de vergelijkingen

glk) = k
g'(k) = 1.

Dit levert

A L R Yo u 0

(1.3.17) VOORBEELD. (Spinnewebverschijnsel). We beschouwen een economie met

één artikel, De vraag d naar het artikel is een dalende functie d = D{p)
van de prijs p. Het aanbod s is een stijgende functie s = S(p) van de prijs.

De evenwichtsprijs p* wordt bepaald door de vergelijking D(p) = S{(p).

d,s?

Nu is het vaak zo dat het aanbod niet instantaan kan reageren op prijs—
fluctuaties, maar dat er een zekere vertraging optreedt. In dat geval is

een meer dynamische beschrijving noodzakelijk. We beschouwen de vraag, de
prijs en het aanbod op de tijdstippen t = 0,1,2,... waarbij, het tijdsinter=-
val tussen twee tijdstippen zo is gekozen, dat het aanbod op het tijdstip

t +1 bepaald wordt door de prijs op tijdstip t. Op elk tijdstip wordt de
prijs bepaald door de voorwaarde Dlp.) = S,y W.a.w, de prijs stelt zich
zodanig in dat alle aanbod wordt verkocht. We zien dat de grootheden dt' P,
en s voldoen aan de volgende vergelijkingen:

d = D(p




Als we de inverse functie van D met P aangeven, duan is dus
pt = P(st) .

We kunnen dan een iteratie voor (st) afleiden:

St4] ='F(st)
waar F 1= § o P, de samengestelde functie is. Uit de gegevens volgt dat
F dalend is. -
N
7
______________ e
Ve

A

,4.,\[._-_____..__.....-
1
i
¥
1
1
- ——
V
1
'
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We krijgen dan een situatie analoog aan voorbeeld (1.3.6). Het is ook
mogelijk de iteratie in de oorspronkelijke D - S-tekening aan te geven.
De naam spinnewebverschijnsel vindt zijn verklaring in de figuren die

hierbij ontstaan, 0

]




1.4. Stabibitelt

In de voorbeelden van § 1.3 hebben we gezien dat oplossingen van itera- %
ties de eigenschap kunnen hebben dat ze convergeren naar een limiet en
dat convergentie van de oplossing afhankelijk kan zijn van de beginvoor-—
waarde.
Bijvoorbeeld, als in voorbeeld (1.3.7) II op blz 10 de beginvoorwaarde
k0 groter dan k gekeozen wordt dan geldt kt + k+ en als ko kleiner dan k
gekozen wordt convergeert de oplossing van de iteratie niet,
Nu is in de praktijk dat convergerend karakter vaak van groot belang. Zo'n
punt dat limiet is van een iteratie kan vaak opgevat worden als een zoge-
naamd werkpunt van een of ander proces, bijvoorbeeld een groeiproces zcals
beschreven is in voorbeeld (1.3.7).

+

Laten we er vanuitgaan dat het proces in een zodanige toestand is dat kt =k

voor 0 s £ £ ¢ Stel u verder voor dat k voor zekere t_ verstoord wordt

a*
tO o

door een oorzaak waarvan het effect niet is opgenomen in het model voor deze
economie. Veronderstel verder dat we er belang bij hebben dat kt’ voor t > tO
(het tijdstip waarcp de storing plaatsvond) toch weer naar k+ convergeert.
M.a.w. we willen graag dat kt zo dicht mogelijk bij k+ blijft, ofwel dat de
aconomie niet volledig ontregeld raakt doox zo'n verstoring. In het voorbeeld
{1.3.7) kunnen we zien dat als die verstoring maar wel al te groot is, (dus
als kto nog voldoende dicht bij k' ligt) er zal gelden dat kt0+t > xt

We zeggen dan dat de economie stabiel is t.a.v. verstoringen in de eigenschap
die door kt wordt uitgedrukt. Anders gezegd: de economie kan zekere verstoringen
verdragen zonder daardoor volledig ontregeld te raken.

We zullen deze ideeen nu iets meer formaliseren en we gaan daarbij als volgt

te werk.

De voorbéelden in § 1.3 suggereren dat voor convergentie van een rij, gede-
finieerd door een iteratie X 11 = F(xk), de hellingshoek wvan de grafiek wvan

F in de snijpunten met de lijn y = X van groot belang is.

Om dit te onderzoeken bekijken we nog eens .de iteratie

(1.4.1) Xl = F(xk) (k = 0,1,...}.

(1.4.2) DEFINITIE. Fen stattonair punt van (1.3.1) is een oplossing van de

vergelijking x = F(x). U

et

S

Laat § en stationair punt zijn van (1.4.1). Veronderstel dat F differentieer-

baar is op het intexval I = (E - r, £+ r) voor zekere r > 0. We hebben dan de

e




volgende stelling waarin het"convergentiegedrag" gerelateerd wordt aan de

afgeleide van F in een stationair punt.

(1.4.3) STELLING. Wanneer |F'(x)| < M < 1 voor alle x € I, dan voldoet de

oploseing (u ) van de iteratie (1.4.1) met begimvaarde u, € 1 aan
(1.4.4) |u_ - &] = o | u - £|
t k B 0 '
(1.4.5) lim u_ = E.
koo x

Bewijs. Als u0 € I, dan volgt met de middelwaardestelling (Wisk. 10, 3.2.5)
dat
lu, = &l = [Fa) - g =[5 (®) (- 0] <mlu, - &l

waarin 8 ¢ (u.,E) © I. Gebruik volledige inductie en vercnderstel dat

' k21
by = gl s g -8

. Dan geldt

Mk--lI

lw =&l = [P _p - el=lFrr@m_, -0 <n u, - &l

daar 9 ¢ (uk*I;E) c I. Hiexrmee is (1.3.4) bewezen. Omdat 0 = M < 1, geldt

k
lim -~ Els lim M ju, = £i=0
kwluk | luy - &l

Koo

waarmee ook (1.3.5) is bewezen.

(1.4.6) OPMERKING. De aanname u

€ I kan worden vervangen door uk e I,
° 0

voor zekere ko.

(1.4.7) DEFINITIE. Een begrensde opleossing (uk);:.O van de iteratie (1.4.1)

heet stabiel als er een r >0 en een kO bestaan zodat
lim ( - Yy =0,
B, *x “k0+k

voor elke oplossing (x ) met begimoaarde x, zodat ENE | <r.
8]

Stabiliteit wvan de oplossing (uk) betekent het volgende. Als de beginwaarde

% maar dicht genceg wordt gekozen bij Y ¢ Voor zekere kO‘ dan lijkt de

0
staart van de rij (xk) steeds meer op de Staart van de rij (uk +k). De re~-

den dat wij het getal k. (een verschuiving) invoeren zal blijkgn wanneer pe=-

0
riodieke oplossingen worden bestudeerd. Voorlopig kunnen wij k0 = 0 kiezen.
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Iteraties (1.4.1) waarvoor F voldoet aan dg voorwaarde van stelling {1.4.3)

geven stabiele oplossingen (uk) veor u. € L. Inderdaad, voor elke oplossing

0

(xk) met x. € I geldt

0
lim (xk - uk) =f=£=0,
koo

In het bijzonder is de constante oplossing w = E, k=20,1,2,...,stabiel;

men neemt £ dan een stabiel punt (ocok wel limietpunt).

De situatie is aanmerkelijk ingewikkelder wanneer F niet voldoet aan de
voorwaarde van stelling (1.4.3). Wij zullen dit geval ontmoeten in § 1.5.

We zullen het begrip stabieleoplossing en stabiel punt nu illustrepen aan

de hand van voorbeelden in § 1.3.

Het punt £ in voorbeeld (1.3.2) is een stabiel punt en de oplossing x, = £
voor alle k is een stabiele oplossing want zoals gemakkelijk is in te zien
geldat |F'(£)]| < 1 en zelfs |F' (x)] S*% voor x 2 0 zodat is voldaan aan de
voorwaarden van stelling (1.4.3).

Beschouw nu voorbeeld (1.3.6). Ook hier is het punt £ een stébiel punt en de
cpleossing Yy = £ voor k = O,i,Z,... is een stabiele oplossing. Dit zien

we als volgt in

F'(y} = - i} en dus geldt F'(E) = = 4 o zodat
: v (1 + v5)
]F'(E)| < % in een interval I = (£ - r,§ + r) voor r voldoende klein, immers

F is continu voor y > 0.

3
i

%
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1.5, Bifurcatie

Wij bestuderen bifurcatie aan de hand van de volgende iteratie met begin-

waarde xo:

1.5.1 = - = el .
( ) X1 axk(l xk) (k = 0,1, )
(1.5.2) VOORBEELD. In een populatie van vaste grootte N komt een (niet fa-
tale) besmettelijke ziekte voor. Zij %, het aantal zieken en G, het aantal

k k
gezonden op het tijdstip k. Laat de besmetting verlopen volgens het model

(1.5.3) Zk+1 = aZka (k =0,1,...)

Hierbij is aangenomen dat er geen incubatie-periode is en dat de ziekte
slechts één periode duurt; zieken kunnen echter direct opnieuw ziek worden.

Schrijf de vergelijking (1.5.3) als

Z

aZk(N - Zk) {(k =0,1,...) ,

ket 1

Z Z Z

K+l k k _

= aN —(1 - -9 (k=0,1,... ,

dan is een betrekking van de vorm (1.5.1) verkregen.

Het onderzoek van de betrekking

{1.5.1) Xq axk(l - xk) (k =0,1,...)

wordt beperkt tot 0 < a < 4. Inderdaad, voor o < 0 heeft de betrekking geen
betekenis, voor o = 0 voldoet slechts de nuloplossing, en voor o = 4 bestaat

geen interessante dynamica. Wij onderzoeken eerst de grafiek van de functie
(1.5.4) F(x) = ax(l - %), 0 <x=<1.

Voor x = % wordt het maximum %o van F(x) bereikt. Het snijpunt # (0,0) wvan

de grafiek met y = x heeft x-codrdinaat £ met

(1.5.5) £ =F(E) = = ; ! ' F'(g) =2 ~a .

Wij onderscheiden de volgende gevallen:

i) 0<asl,
ii) 1 < a = 2,
iiiy 2 < a < 3,
iv) 3 = o < 4.




Voor 0 < o £ 1 is (0,0) het enige snijpunt met y = X,
voor 1 < o £ 2 geldt 0 < £ £ 5 en 0 = F'({E) <1,
voor2<a<3geldt—12-<€<%en—1<F'(E)<0,
voor3Su<4geldt%£€<f13—enF'(£)£-1-
)
- |
b
i) ' ii)
L -
o X' Xo !
(R R
== ST
o i 'y
vt AN
— : ¢ | i
1 ! I t t[
! L
1 i i I—’-L“'*— .
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Wij illustreren de gevallen iii) en iv) nog met de volgende "vergrotingen”

,
1
"Ié

rond het punt (§,F(f)), waarbij de stippellijn de raaklijn voorstelt en £

loodrecht op y = x staat.

iii}! iv) !
-1 < F'(£) <0 FU(E) < -1

Wij bespreken de vier gevallen met behulp van stelling (1.4.3) en de defini-

ties (1.4.2) en (1.4.7).

i) Voor elke 0 < x, < 1 is.de rij (xk) dalend en geldt lim x

0 K = 0. Elke
. . . koo
oplossing is stabiel,
ii} Voor elke 0 < Xy < £ is de rij (xk) stijgend en geldt lim.xk = §. Voor

ko
Xy = 0 geldt lim x, = 0. De nuloplossing is niet stabiel, de oplossin-
koo

gen met limiet £ zijn wel stabiel.

k

iii) Wanneer.xO voldoende dicht bij £ ligt is voldaan aan de voorwaarden van

stelling (1.4.3) en geldt lim %X = £. Elke oplossing van deze soort is
stabiel. ke
Jiv)  In dit geval is niet meer voldaan aan de voorwaarden van stelling {1.4.3).

Uit de grafiek blijkt dat er convergentieproblemen zijn, en dat het niet

meer juist is dat lim X, = £ als Xg voldoende dicht bij £ ligt (behalve
Ko
natuurlijk wanneer Xg = £}. Wij onderzoeken dit geval nader.

De grafiek suggereert dat, in het geval de rij (xk} niet convergeert, de

volgende situatie zou kunnen optreden:

Xk+2 = xk, voor voldoend grote k, wvoor spe01ale_x0 .

Deze situatie treedt op wanneer

(1.5.6) Hpyn = F(xk+1l = F(F(xk)) =X - .%

Daarom onderzoeken wij de rij s




Xyr¥y e X

0 gt ¥t -

Na substitutie yk 1= x2k wordt uit X1 T F(xk) verkregen

Vg = Koo = F(F(x2k)) = F(F(y)) ,

dus in ons voorbeeld

(1.5.75 Vg1 = a(ayk(i—yk) (l—ayk(l-yk))) .

Voor de convergentie van de rij (yk) is nodig dat de volgende vergelijking

reéle oplossingen heeft:

(1.5.8) y = azy(l -y} (1 - ay{l - vy)) .

Nu weten wij reeds dat deze vergelijking de wortels 0 en 2 heeft. Na de- i'ﬁ

Aot L

ling door y(y - & 1) komen wij tot de vierkantsvergelijking %
2 3

o 2 iy

- + = - o

a+1 ¥ oy 1 0 ;

Al g

Deze vergelijking heeft slechts reéle wortels wanneer

2 4@2

Ta o+ 1

>0,

dus wanneer o 2 3. De conclusie is als volgt:

iii) voor -2 < o < 3 zijn er, behalve 0 en £, geen andere stationaire punt-
ten voor (1.5.7), dus geen andere limietpunten voor de xrij (xzk).
!

iv} woor 3 £ g < 4 zijn er, behalve 0 en £ = a , Nog twee andere wor-

tels van {(1,5.8), zeg n en g.

De grafiek van de functie

oly (1l - v) (1 - ay(d - y1)

heeft met de rechte onder 45 behalve voor 0 ‘en voaor § = . nog twee

snijpunten, namelijk voor n en Z.
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R
e e - = o e e
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N |

De rij (yk) kan geen limietpunt £ hebben omdat F'(£) > 1. De rij (yk) kan
wel limietpunt n resp. g hebben wanneer geldt -1 < F'(n) < 0 resp.

-1 « F'(n) < 0., In zo'n geval kunnen wij op grond van stelling 1.3.3 be-
sluiten dat de rij (yk) convergeert naar n resp. [ wanneer ¥} voor zekere

k dicht genoeg ligt-bij n resp. . Terugkerend tot de ocorspronkelijke ite-
ratie ' '

1

¥ = ox (- x) (k.=0,1,...)

concluderen wij dat voor sommige o met 3.2 g < 4 (zie ook de volgende fi-
guur) en voor geschikte beginwaarde Xy de rij (xk) "convergeert"” naar een

perlodieke oplossing met periede 2:

= k=0,1,2,...)
X 4ok - % Kk =0.1,2,
0 0

Wanneer‘xk wvoldoende dicht bij r ligt, dan geldt
0

lim x P
Joseo ko+2k

Bovendien geldt dan dat

lim x . = F(g) =n
o Botektl

Inderdaad, F(z} = 71 omdat n het enige in aanmerking komende punt is; F(Z) =¢

is ommogelijk want dan zou g = £, en F(g) = 0 is onmogelijk want dan zou

r = 0. De rij
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clnlgln'cln"“

is dan een stabiele oplossing van de oorspronkelijke iteratie,

|
|
|
l CHAOS
|
|
I
}
1
|

0,3

1,5 3 35 357 o

¥ij vatten samen aan de hand van bovenstaande figuur, waarin de staticnaire
punten van F(x) zijn weergegeven bij toenemende o. Het punt £ = {a-1)/a

is stabiel voor 1 < g < 3, maar instabiel voor 3 < o {zie stippellijn}.
Voorbij ¢ = 3 ontstaan twee stationaire punten n en £ van F(F(x)) die sta-
biele oplossingen van pericde 2 geven, d.w.z. waartgssen de rij X alter-
neert in een stabiele rij van periode 2. Het stabiele punt £ vorkt in de
twee stabiele punten n en £: bifurcatie. Na verdere toename van o wordt ook
de rij van periode 2 instabiel en ontstdat een rij van pericde 4: de punten
n en g vorken wederom.

Wij schetsen hoe het verder gaat. Naarmate o toeneemt ontstaan rijen van
pericde 2k, k =0,1,... . De intervallen voor o die corresponderen met ho-
gere perioden worden echter steeds kleiner. Uiteindelijk, ongeveer bij

a = 3.57, treedt een geheel nieuwe situatie in. Voor waarden o > 3.57 tre-

den ock rijen wvan periode 3 op, dus oplossingen van

X4y = F(F(F(xk)j} (k. = 0,1,2,...]
en ook vele andere rijen van willekeurig grote periode (waarvan voor vaste

o slechts &én stabiel kan zijn) . De chacs is compleet.
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Hoogdatuk 11. Lineaire recwurente betrekhingen

Algemene theonrie

k|
-

. N . oo
Zoals in hoofdstuk I, gebruiken we de notatie (xk), (xk)kno of (xo,xl,...)

oo

voor rijen. De verzameling van alle rijen (xk) van reele getallen x, ge-

k=0
ven we aan met S, In S is op een voor de hand liggende manier een optelling

en een scalaire vermenigvuldiging gedefinieerd door
(x) + (y) 3= (x + y) ,

A(xk) 1= (Axk) .

de zgn. termsgewijze optelling en scalaire vermenigvuldiging. Met behulp

hiervan wordt S een vectorruimte {(zie Wiskunde 20 (3.3.1)). Het nulelement
van S is natuurlijk de rij (0,0,0,...).

Beschouw nu de homogene lineaire recurrente betrekking

(2.]-1) X +.4:t a = 0 (k=0,1,...) [

k+n 21,1 k+n-1 n, K’k

De verzameling van rijen (xk) die oplossing zijn van (2.1.1) geven we aan
met V. Er geldt dus V ¢ S, Het is gemakkelijk in te zien dat V een lineaire
deelruimte van S en dus zelf een vectorruimte is, d.w.z, als (xk) en (yk)
oplossingen van (2.1.!) zijn en o een reeel getal, dan zijn ook (xk + yk)

en (axk) oplossingen.

Als men wil nagaan of een m~tal rijen(x]’k),...,(%nﬁg onafhankelijk zijn moet

men onderzoeken of de relatie

(2.1.,2) plxl,k + pzxz’k S pmxm’k = (k = 0,1,2,...)

kan gelden met coéfficiénten Pyse-s,p niet alle gelijk aan nul. Voor rijen

uit U hoeft men dit slechts te verifiéren voor k = 0,,.,.,n-1?

(2.1.3) LEMMA, Een m-tal oplossingen(xl k),...(xm k) van (2.1.1) g onafhan-
kelijk dan en slechts dan ale de vectoren

- - _ _ - -
1,0 *2,0 *m, 0

(2.1.4)

X
’lll’_n‘

cease H

¥
W
x
i

L B )

*1,n-1 *2,n-1] *m,n-1]

in R" onafhankelijk zign.
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BEWIJS. Als de oplossingen(xlk),...xxm k)afhankelijk zijn dan besgtaan er
! ] ]
getallen PraesesPy niet alle gelijk aan nul waarvoor (2.1.2) geldt, Dit houdt i

in dat

(2.115) pl:_il +-|-+.pm§m=9_ .

Als er omgekeerd getallen PysesesPps niet alle gelijk aan nul, bestaan waar-

voor (2.1.5) geldt en als we definieren

zk = plx]'k +eaat pmxm'k (k = 0,1,.0.)

dan is (zk) een oplossing van (2.1.1) met Zy = Z; Seee= 2 = 0, Hieruit

n-1

volgt 2z, = 0 voor alle k, d.w.z. (2.1.2). 0

k

In plaats van EIERTRY: 3 zijn onafhankelijk" kunnen we ook zeggen: 'de ma-
trix

xl,O LN xm’o

(2.1.6) X :=

X
y0~1 myn=1

heeft rang m".

Uit (2.1.3) leiden we onmiddellijk het volgende resultaat af.
{(2.1.7) STELLING. dim V = n,

BEWLJS. We laten eerst zien dat n+1 oplossingen afhankelijk zijn: Als

(x],k)"°'(xn+l,k) oplossingen zijn dan zijn de n+ 1 vectoren

%1,0 *n+1,0
E yeeegy 5
*1,n-1 Xa+l,n-1 B
in R® afhankelijk. Volgens (2.1.3) zijn daarom ook de rijem (x, ,),..,(x )
1,k n+l,k

afhankelijk., Hieruit volgt dim V £ n, Vervolgens laten we zien dat er n on-

afhankelijke oplossingen zijn. We gevén met (u, aan de oplossing met

1,k)k=0
beginwaarden
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1.1]..’k = ] als k = 1

u =0 alsk¢$i, 0sks<sn-1|

i,k

voor i = 0,1,...,n-1. De.n oplossingen (uO,k)""'(un-l,k) zijn onafhanke-

- 1ijk daar
“o,0 “1,0 'ttt Uner,0 N
. : : 0% |
. : : S TN 0
) ) : l N
“o,0-1 “1,n-1 " Yp-1,n-1 Q----- A

Stelling (2.1.7) is belangrijk omdat zij ons een methode aan de hand doet om
de algemene oplossing van (2.1.1) te vinden. We zoeken een n-tal onafhanke-
lijk 0plossingen(xl kL""G% k)van (2.1.1). De algemene oplessing is dan

L ?

{(2.1.8) z, = 0,

k +.l.+ anx

1,k n,k °

Om te controleren of een gegeven n-tal oplossingen onafhankelijk zijn kan men

gebruik maken van (2.1.3) of van rang X = n, waar X gegeven wordt door (2.1.6).

Tenslotte beschouwen we een inhomogene lineaire recurrente betrekking

(2.1.9) =, + ST UPRL I e b -

Als (§ ) een oplossing is van (2.1.9) en (x ) een oplossing van de correspon-
derende homogene vergelijking (2. 1.1) dan is ook (x )+ (xk) een oplossing
van (2 1.9). Verder kan men, als men eenmaal een particuliere oplossing (x )
van (2.1.9) gevonden heeft de algemene oplossing van (2.1.9) vinden door b13
(Ek) de algemene oplossing van (2,1.1) op te tellen, Net zoals in de theorie

van lineaire differentiaalvergelijkingen heeft men hier dus dat

.algemene oplossing particuliere oplossing algemene oplossing|
inhomogene . = ! inhomogene R + {homogene .
vergelijking vergelijking vergelijking

Lineaine necurrente betrekhingen met constante coBfficiénten

Zoals uit het voorafgaande blijkt, is er een grote analogie tussen de theo-
rieén over differentiaalvergelijkingen en recurrente betrekkingen, Deze ana-
logie zal nog sterker tot uiting komen als we lineaire recurrente betrekkin-

gen met constante coefficiénten beschouwen.
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VOORBEELD.,

(2.2.1) xk+2 = 5xk+l + 6xk = 0 (k = 0,],-0-) .

Dit is een homogene lineaire recurrente betrekking van de tweede orde met
constante coefficienten. We proberen een oplossing hiervan te vinden van de

vorm x, = Ak, substitutie hiervan in (2.2.1) levert

k+2 k+1

A2 Lokl gk g

dus

A2-5l+6=0|

Dit is de karakteristieke vergelijking van (2.2.1). Oplossingen zijn A = 2

en A = 3, Daarom zijn de rijen X, = Zk, vy = 3k beide oplossingen van (2.2.1).

De rijen zijn onafhankelijk want

1 1| -
=1*0-
2 3

17
Derhalve luidt de algemene oplossing

x, a2k 4+ g3* |

De oplossing U met beginwaarden ug = 1, u, = 0 vinden we door o en B op te

lossen uit de vergelijkingen

0204+ 8% ag+B8=1

02! + 83t =20 + 38 =0
hetgeen levert a = 3, B = ~2, Dus

u, = 3025 - .3k, 0

Beschouw nu een algemene homogene lineaire betrekking met constante coeffi-

cienten

(2.2.2) «=x +

+!.|+
k+n T 21 ¥k+n~1 anr

k=0 (k=0,1,000)

. . k ,
Als men hierin substitueert X, = A7, dan vindt men

(2.2.3) AP+ alxk+“" P ankk =0 (k=0,1,.0s) -




- 26 -

Hieraan is voldaan dan en slechts dan als A voldoet aan de karakteristieke

vergelijking :

(2.2.4) An + alxn_l L a = 0.

Dit is in feite (2,2,3) met k = O, Stel dat deze vergelijking n verschillen-
. iy . _ ok .
de. oplossingen Apseaesdy heeft. Dan zijn de oplossingen (xlk)-(kl),..,(xnk)

= XE onafhankelijk. Dit volgt uit het feit dat de zogenaamde Van der Monde

matrix

1 I

ll ———————— Xn ‘

A2~—-‘-—~»*~A2 f
n :

. _ . . i:;;:{:

o :

L n 5

niet singulier is, Immers als de rijem van deze matrix afhankelijk zijn, dan

i LR i A e

bestaan er getallen PgseeerP niet alle nul, zo dat

1

n=-1
Ppri  *eeer Py P,y =0

voor i = l,.,.,.,n, Dit betekent dat het polynoom

p(A) := pohnml S P
de getallen A],...,An als nulpunten heeft. Aangezien ll,...,ln verschillend
zijn en de graad van pten hoogste n=1 is, is dit een contradictie.
Als de karakteristieke vergelijking meervoudige oplossingen heeft dan moeten
we bij elke wortel X van multipliciteit m ook m onafhankelijke oplossingen
vinden, willen we in totaal n onafhankelijke oplossingen bepalen. Men kan
verifieren dat, als A een m-voudige oplessing is, de rijen(Ak),(kkk),..,
...,(km-llk) oplogsingen zijn van (2.2.2) en dat, als we op deze manier n
oplossingen construeren, deze oplossingen ook onafhankelijk zijn., We zullen
het bewijs hier achterwege laten. Tenslotte is het mogelijk dat er complexe
oplossingen van de karakteristieke vergelijking =zijn. Als A een complexe
oplossing is dan is ook A een oplossing. De rijen (Ak) en (Xk) zijn dan com—
plexe oplossingen van (2.2.2), Reéle oplossingen zijn (xk) en (yk) gegeven

door

e e e R
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x, = 10X + 75y = Re A :

g

1 "k k X
yk:=-§-{()\k-l)=1mk .

Als A = re1¢ , dan 1is

k
X, = rcos ko
(2.2.5) K
Yy = T sin k¢ .

Men kan laten zien dat men, door voor elke complexe wortel de corresponderen-
de complexe oplossingen (zk) en (Ek) te vervangen door (Re zk) en (Im zk),

een stelsel van n onafhankelijke oplossingen van (2.2.2} krijgt.

(2.2.6) OPMERKING. Er treedt hier een klein verschil op met de theorie van

O

lineaire differentiaalvergelijkingen. Als men daar nl. een complexe A vindt

schrijft men deze met behulp van het reele en imaginaire deel. In formule

(2.2.5) hebben we A in poolcoordinaten geschreven. D

We geven een aantal voorbeelden.

(2.2.7) VOORBEELD. Beschouw de recurrente betrekking van Fibonacci (zie

(1.1.3))

(2.2.8) X -x

K2 -%x_ =0,

k+1 k
De karakteristieke vergelijking luidt

12 -x2=1=0

met als oplossingen

Al=;(1.-ﬁ),x2=g<x+/§).

We zoeken de oplossing (Fk) met beginwaarden F0 = Fl = }, Daartce moeten we

o en B oplossen uit

o+ B =1

ull+8A2=l.

We vinden

: zﬁ




pe2” 1= M
— r

AT 2V5 5

B:l_llzl+‘/§=ig.
AT M W5 /5

We vinden dus

k k1
Fj = ok, + By = —(

k /5

k+1 k+1
o T A )

Uitgeschreven

¥ g.l_ I + v5|k+l _ {L=95 k+1
k JE 2 2 '

Merk op dat het op grond van deze uitdrukking niet ommiddellijk duidelijk is

dat F, een geheel getal is! U :
(2.2.9) OPMERKING. We hebben in voorbeeld (1.3.6) gezien dat F, _ /F + E=1}, | 5
voor k =+ =, Dit kunnen we ook uit de door ons gevonden formule voor F, aflei- i
den: {;
|
F A2 Ak+2 L = (/2 )k+2 2
kvl , .2 l__ = .2 > A (k + =)
F k+1 k+1 2 k+1 2
k Xz ll 1 (ll/AZ)
daar |A | < [a,]. C

(2.2,10) OPMERKING, Beschouw nog eens voorbeeld (I1.1.4), Het aantal boodschap-
pen ter lengte k is daar F, . Shannon heeft de capaciteit van een communicatie-
kanaal gedefinieerd door

2log xk
k ’

C := lim
koo
als Xy het aantal boodschappen ter lengte k en 21og L de logarithme van %
met grondtal 2 voorstelt., Voor het communicatiekanaal beschreven in voorbeeld
{1.1.4) geldt

2log F

C = lim .

koo

= log 1, = 0,694... . 0
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(2.2.11) VOORBEELD, Gevraagd wordt de eigenwaarden en eigenvectoren van de

n X n-matrix

7
o—~~--———0O

fo-----~-—-0
rd
Ve
’

o
e

| . .

| te bepalen., Daar deze matrix symmetrisch is, zijn alle eigenwaarden reeel.
‘ De vergelijking Ax = ax luidt (met x = [xl,...,xn]T):

b4 o= Zaxi

X, + x3 = 2ax2

(2.2,12) .

a2 T ¥ T 20mn—l

- Jax .
n-1 n

Als we nog invoeren: X = 0, X4 = 0, dan kunnen we in plaats van (2.2.12)
schrijven
(2.2.13) Xppn "~ 2axk+] +x, = 0 (k = 0y4.0,n-1)

%0 * *ner T 0.

Dit is een randwaardeprobleem, De karakteristieke vergelijking van deze be-~
trekking is
A2 - 200+ 1 =0

met als oplossingen

ll = o + Y2 -1, lz =g - V/a% -1,

‘als |a] > 1,

A, = o + i/l - a2, AZ =g - i/l = ¢?

1
als |a| <1, en

k] = hz =

als |a] = 1.




Als x, = 0, dan volgt onmiddellijk uit (2.2.12) dat x = 0,in strijd met de E
definitie van eigenvector. We nemen dus aan dat Xy # 0 en we mogen zelfs aan-
nemen datfx! = 1 (als x een eigenvector is dan is ook ijl een eigenvector).

|
Als we (onder aanname dat |a| # 1) de algemene oplossing met - g

.

_ k
X, = akl + blz

k

aangeven, dan vinden we voor de oplossing met beginwaarden Xg = o, X, = l:

k k
] ll - A2
k ll - Az

X

De eigenwaarden o van A voldoen aan de vergelijking X 41 = 0, diw.z.

n+l n+l
A] lz .

Aangezien Ar, = 1 (zie de karakteristieke vergelijking) volgt hieruit e

ll][ = |12| = |, Het is gemakkelijk te verifiéren dat dit onmogelijk is als

la] > 1.

Als o = 1 dan is de algemene oplossing X = ak + b, De oplossing met begin-

waarden X, = 0, x, = 1 is X, = k. Blijkbaar is x ¥ 0. Op analoge wijze

n+1
kan men aantonen dat voor a = -1 de oplossing met beginwaarden Xy = 0, X =1

niet kan voldoen aan X" 0. Derhalve vinden we dat a voldoet aan |a| < 1.

+1
We kunnen daarom ¢ zo kiezen dat o = cos 9, en 0 < ¢ < 7, Dan vinden we
ip

Al = cos @ + 1 gin ¢ = e

en

Dit is in overeenstemming met het feit dat AAg = I en i, = Xl' De algemene

oplogssing van (2.2.13) luidt

% = a sin ko + b cos ko .

De voorwaarde %y = 0 levert b = 0 en uit x, = 1 volgt a = 1/sin ¢. Merk op

dat sin 9 # O omdat 0 < ¢ < v, We vinden dus

A

- sin ko

xk Sin(p ’ (k' 0,.--,“"’1) .

_es'?-:l

P,
-
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De grootheid & (en dus ¢) moet zo worden gekozen dat xn+l = 0, diw.2,
sin{n + 1)g = 0 .

We vinden

9 = (ﬁﬂl,...,n) .

n+l

{Bedenk dat 0 < ¢ < 7.) Derhalve zijn

- Al
0'-2’-—('.08 ) (2"=]"--nn)

de eigenwaarden van A, De eigenvectoren worden gegeven door:

.}5(2) = !:x](z)’...,x(l)].r (.Q. = l,...,n)

waar
. kem
Iy Sln(—:_'-r) .
xli)n—:-—-!li?—’ (k“]’ncn’n) . D s
sin(GEp) !

{2.2.14) VOORBEELD. We beschouwen weer voorbeeld (1,1.5)., Van de recurrente ﬁ
betrekking

Py ~ Xy T (1 7 RIX = 0

is de karakteristieke vergelijking

pA = A+ (1=p) =0

met als oplossingen A, = | en X, = (1 - p)/p.

Als p # § dan is de algemene oplossing

X

= 1= pyk
= ot =D

De voorwaarde Xg = 0 geeft ons o + B = 0 en uit Xy = 1 volgt

o + B(-L—;-'_R)N:: 1
Als we p := (1 - p)/p definiéren vinden we:

a = -g = (1~ pN)—l

PR e

en

-t ot LR

k
X a]——-‘LN (k=0,...,N) .
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Als p = }, dan is de algemene oplossing

X, = o + Bk .

De randvoorwaarden leveren dan o = 0 en o + BN = 1, Dan vinden we

X = k/N (k= 0,...,N) . W
We beschouwen nu enkele voorbeelden van inhomogene betrekkingen. Hier vinden
we de algemene oplossing door eerst een particuliere oplossing te bepalen en

daarbij de algemene oplossing van de  homogene vergelijking op te tellen.

(2.2.15) VOORBEELD. femand gaat een lening aan van f100.000,~~ die hij op ba-
sis van annuiteit door jaarlijkse betalingen aflost., Dat wil zeggen, dat hij
de aflossing zo regelt dat hij elk jaar hetzelfde bedrag (= aflossing + ren-
te) betaalt. Als zijn lening na 30 jaar moet zijn afgelost en als’/de rente-
voet 107 bedraagt, hoeveel moet hij dan per jaar betalen?

We noemen de beginwaarde van de lening K, het aantal jaren waarin de lening
wordt afgelost N en de rentevoet 100p (in bovenstaand getallenvoorbeeld is

K = 100.000, N =30, p=0.1). Verder geven we de waarde van het in het jaar

k verschuldigde bedrag aan met x, . Dan geldt dus

k

(2.2.16) x, =K, x_,=0.

0 N

Als we het jaarlijks te betalen bedrag met w aangeven, dan wordt na afloop

van het k-de jaar'het volgende bedrag afgelost

w-pxk

zodat de rij (xk)zHO voldoet aan de volgende relatie

LR Oy )
dus

{2.2.17) = ;= (1 + p)xk - .

k+

De algemene oplossing van de homogene vergelijking is

x, = (1 +p)kc .

e
i
x|
Py
i
i

de P

AR

A
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Een particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking is

xk=W/p .

Derhalve luidt de algemene oplossing van (2.2.17),

w

(2.2.18) x_ = (1 + )’ + 2,

k

(Gewoonlijk is p > 0, zodat deze uitdrukking correct is.)

De getallen ¢ en w worden bepaald uit (2.2,16). Dus:

{1 + p)Nc + % =0,

waaruit we vinden:

K
(1 +p)N -1

c :® -

w=o(K=2c).
In het bovenstaande getallenvoorbeeld vinden we w = 10607,92, Als we de waarde
X, van het kapitaal verschuldigd in het jaar k willen, weten moeten we de ge-
vonden waarden van ¢ en w in (2.2,18) substitueren. Dit levert

- 1 - {1 + p)k“‘N K
ko (1 + p)'N

X

(2;2.19) VOORBEELD. (voorraadbeheer}. In een land wordt de totale productie
van goederen verdeeld in goederen bestemd voor de verkoop en goederen be-~
stemd voor het aanvullen van de voorraad. De tijd wordt onderverdeeld in
tijdseenheden (bijv. jaren), genummerd t = 0,1,2,... . We geven de hoeveel-
heid goederen bestemd voor de verkoop op het tijdstip t aan met u,_ en de
hoeveelheid goederen geproduceerd voor de voorraad met St Verder nemen we aan
dat er elk jaar een vast bedrag v in bedrijven wordt geinvesteerd. Het to~
tale inkomen Ye wordt derhalve gegeven door

{(2.2.20) Yo = Y ts . tv (t =0,1,2,...) .

. O

1
4
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Een producent baseert zijn keuze van u, op de in de periode t -1 werkelijk
verkochte hoeveelheid goederen. We nemen aan dat deze werkelijke verkoop evenredig
is met het inkomen van de .consumenten en daarom evenredig met het nationale in-
komen; dus Byt-l' Verder nemen we aan dat producenten u, gelijk kiezen aan

de hoeveelheid in de periode t - ! werkelijk verkochte goederen.

Dus

(2.2.21) u, = Byt—l (t=1,2,,04), 0 <B< 1 .

De hoeveelheid 5. wordt ook azan het begin van de t-de periode vastgesteld en
daarbij wordt een poging gedaan de voorraad conmstant te houden, d.w.z., als

er in de periode t ~1 meer verkocht is dan u_ ,, dan wordt het verschil ge-

t-1
produceerd als s, en als er minder verkocht is dan bedoeld, dan wordt het

overgebleven gedeelte het volgende jaar voor de verkoop gebruikt, De groot-
heid S, wordt dus gelijk aan de hoeveelheid werkelijk verkochte goederen ver-

minderd met de hoeveelheid goederen geproduceerd voor de verkoop. In formule:
St T BVemy T Uiy T BV T BV

(op grond van (2.2.21)). Combineren we dit met (2.2.20) dan krijgen we de

volgende recurrente betrekking:

(2.2.22) y_,, = 28y, * 8y, =V (t=0,1,...) .

We beschouwen eerst de homogene vergelijking:

Xy~ 28xt+I + th = (0,

De karakteristieke vergelijking luidt:

3\2"28A+B==0

met als wortels

A =B+ i/B- 82, A, =8 - i/8 - 82,
Dus
= iq’ = - iq’
ll re”’, kz re

waarin r = V8 en ¢ is gegeven door

—
cos ¢ = JE; sin ¢ = ¥1 - R, g
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De algemene oplossing van de homogene betrekking luidt dus

X, = aBt/2

t cos(tp + 6) {(t = 0,1,2,...) .

We zoeken een particuliere oplossing van (2.2,22) die constant is: Ve = v.

Dan vinden we

yul"B.
Derhalve is de algemene oplossing van (2.2,22):

+ aBtlz

Ve ® 3 z g cos(ty + 8)

Omdat 0 < B < 1 dempt de tweede term uit als t + =, zodat voor elke oplossing
geldt Ve ¥ = v/(1 = B), Merk op dat de oplossing oscilleert om de evenwichts-
stand,

Verder zien we dat S, 0 (t + =), De voorraad nadert dus tot nul, hetgeen

een gevolg is van het feit dat y, tot een stationaire waarde nadert, zodat

de voor de verkoop gemaakte goederen op de duur ook werkelijk worden ver-—

kocht., K|

TR e
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Hoofdstuk T11. Stelsels van recwvrente betrekkingen

Algemene theorie

De algemene gedaante van een stelsel lineaire recurrente betrekkingen met

constante coéfficienten is

+.40t 2

1,0%,k * °1,K

x2,k+1==az,lx],k Friesenesasnsant aZ,nxn,k + b2,k

L T2 0%, T3, 0%k

(3.1.1)
- xn,k""] nan,]xl,k +ll¢lll.l.llrl+ an'nxn.k + bn’k

voor k= 0,1,... .
We kunnen zulk een stelsel handig aangeven met behulp van vector- en matrix-

notatie, Als we invoeren de vectoren

1,k 1,k
LI E- 3P I

Lk X0,k

en de matrix

all alz L N aln

an :
A- . : ’

a . . » L J a

_rﬂ nn |

dan luidt (3.1.1):

(3-1.2) §k+1 = AJ.Ek + Ek .

Het is ommiddellijk duidelijk, dat de rij vectoren (Ek) op een eenduidige
manier uit (3.1.2) kan worden berekend, zodra de vector X bekend is.

Lineaire recurrente betrekkingen van hogere orde met constante coefficiénten, zoals
deze behandeld zijn in hoofdstuk II, kunnen worden herleid tot stelsels van

de vorm (3.1.2), Biji een recurrente betrekking van de tweede orde

X + ax + bx, = ¢

k+2 k+] k (k = 0,1,2,---)

k

. !
R
i.-
H :}“)
:
X

4
.;>_-

vindt men na de substitutie

*1
§k= % (k=0,],2,...)
k+1
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de relatie

X X ' 0
k+1 k+l
X = = | - + = Ax + b (k = 0,1,2,...)
k+1 Xy pn L_axk_'_! bxk N k k
waar
0 [0 1
b, = y Aim .
k “x -b -a

Fen dergelijke substitutie kan men ook uitvoeren
gen van hogere orde dan twee,
Verder is het duidelijk dat men ook stelsels wvan

met niet-constante coefficiénten kan beschouwen,

X

et = A T By

k =~k
We beschouwen eerst cen homogeen stelsel
Eer1 Akﬁk *

In analogie met hoofdstuk II geven we met Sn aan

(3.1.3)

voor recurrente betrekkin-

recurrente betrekkingen

dus stelsels van de vorm

de verzameling van rijen

(§k>;=0 van vectoren in R" en met Vn de verzameling van oplossingen van

(3.1.3). Evenals in hoofdstuk II kan men een (termsgewijze) optelling en sca-

laire vermenigvuldiging op Sn definieren waarmee

Sn een vectorruimte wordt.

Qok hier kan men eenvoudig inzien dat Vn een lineaire deelruimte is wvan Sn.

Het volgende resultaat is analoog aan (2.1.3):

(3.,1.4) LEMMA., Een m—tal oplossingen (X, ,)seeey{x_.) van (3.1.3) is onaf-
i,k <m,k

hankelijk dan en glechts dan alg de veectoren X gree X
¥

Lijk aign.

NI .
0,0 in R onafhanke

BEW1JS. Als (El,k)""’(Em,k) afhankelijk zijn bestaan er getallen PysesssPys

niet alle gelijk aan nul, waarvoor

(3.]-5) Plﬁl’k +i0at ‘pm]_{m’k = 2

Substitutie van k = 0 levert

(3.].6) p]}jl’o Faaet Pm§m,0 = 2

(k= 0,1,000) &

zodat (El 0),...,(§m 0) afhankelijk zijn. Als omgekeerd (3.1.6) geldt, dan
]

definieren we

2 T Py

(k = 0.1,2.-.:) .

"
*
il
LN
e
P
A
ﬁ
s
1
&
i
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Dan is de rij (Ek) een oplossing van (3,1.3) met 2y = 0. Met inductie ziet
men gemakkelijk in dat z = 0 voor alle k. Er geldt dus (3.1.5) waaruit volgt
dat (gl,k)""’(Em,k) afhankelijk zijn, 0

Op dezelfde manier als in hoofdstuk II volgt hieruit

(3.1.7) STELLING. dim V_ = n. Een n~tal oplossingen (X, . ),vee,(x ) 18 een
n _l'k ’ ’ -n,k

basis voor Vn dan en slechte dan als 51'0 verer Ep g onafhankelijk zijgn.

We beperken ons verder tot recurrente betrekkingen met constante coefficien-

ten, Beachouw de betrekking

(3.1.8) %, = A% .

Als x4 = c is gegeven, vinden we achtereenvolgens

p = A% =

g = A% = Ac

»
L]
L]

1%

Ag

k
T A TAS

1M == R

De algemene oplossing van de homogene betrekking is dus

(3.1.9) %, =a% (k=0,1,...)

0 = L en ¢ eZRn.

waarbij A
Als we in het bijzonder ¢ = es (de i-de eenheidsvector) substitueren, vinden
we dat X de i~de kolom is van Ak. We zien dat de rijen (§k), waarbij §k'de
i=de kolom van A is voor i=1,,,.,n, oplossingen zijn van (3.1.8), Het komt

er dug op neer dat het oplossen van (3.1.8)equivalent is met het bepalen van
Ak (k=0,1,...). Inde twee volgende paragrafen zullen we enkele methodenhiervoor

aangeven,

Substitutie en diagonalisering
We proberen een oplossing van (3.1.8) te vinden door substitutie van

G2y x =A% k=0,1,..0) .

Dit levert

(3.2,2) Ac = )c .
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De rij X = AEE is een oplossing van (3.1.8), dan en slechts dan als A en ¢
aan (3.2.2) voldoen. We zijn uiteraard alleen geinteresseerd in op-
lossingen die niet identiek nul zijn. Daarom zoeken we alleen oplossingen

van ¢(3.2.2) met < # 2, Als voor zekere A er een vector E.* Q_bestaat met de

eigenschap (3.2.2), dan noemen we A een eigenwaarde van A en ¢ de bijbehoren- ki
de eigenvector (zie Wiskunde 20, 3.7.1). De eigenwaarden van A kunnen we ,f

vinden uit de karakteristieke vergelijking

Alg deze vergelijking n verschillende reele wortels Apseansd heeft dan zijn

de bijbehorende eigenvectoren Cyseeessy onafhankellgk (Wlskunde 30/39, stel-
ling 1.3.2). Derhalve zijn dan ook de oplossingen (Alc] k 0,...,(A cn)k =0 °
afhankelijk, De algemene oplossing van (3.1.8) luidt dan

k k k
(3.2.4) % = alklg_l + aZAZEZ R anAnEn (k= 0,1,000) &

Als er n verschillende oplossingen van (3,2,3) zijn die niet allemaal reéel
zijn, dan is (3.2.4) nog altijd de algemene oplossing, maar deze is dan com~
plex. Willen we reéle oplossingen vinden dan moeten we reéle en imaginaire
delen van oplossingen nemen. Deze zijn dan ook weer oplossingen van (3.1.8),
Als bijv. A een niet-reele oplossing van (3.2.3) is en c de bijbehorende eigen-

vector, dus
Ac = Ac
dan is ¢ ook complex en
A = )g .
De vectoren ¢ en ¢ zijn dan onafhankelijk en dus ook de oplossingen (AEE) en

(XFE). Daarom zijn ook de oplossingen

X = Re(k#g) = Q(AEE + i%é)

en
k 1,k =ke,
\_;k=1m()x£)--2-§-(?x£-)\_c_)

onafhankelijk. Bovendien zijn deze oplossingen reéel. In plaats van twee on-

afhankelijke complexe oplossingen hebben we nu twee onafhankelijke reéle op-

lossingen gevonden.
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Als X een meervoudige eigenwaarde is, bijv. m-voudig, dan is het mogelijk
dat er m onafhankelijke eigenvectoren Crreeesl bij A zijn. In dit geval vin-
den we m onafhankelijke oplossingen (Akg]),...,(lkgm) van (3.1.8). Als er

bij een eigenwaarde minder onafhankelijke eigenvectoren zijn dan de multipli-
citeit van A, dan komen we oplossingen te kort. Zo'n eigenwaarde noemen we
defectief. (Merk op dat een enkelvoudige eigenwaarde altijd niet~defectief
is.) Bij een defectieve eigenwaarde X moeten we oplossingen van de vorm
Ak(ki + w) of eventueel zelfs Ak(k%2‘+ kw + u} enz, zoeken. Laat A bijv. een
dubbele eigenwaarde met &&n onafhankelijke eigenvector ¢ zijn. We zoeken een
oplossing van de vorm

Ek & lk(kx + _‘_J_) ’

met v ¥ 0. Substitutie hiervan in (3.1.8) geeft

Nk o+ Dy W) = Ay W
Hieraan wordt voldaan als

kAv + Aw = Xkv + Av + Aw
dus als

Av = Ay =0
en

Aw = dw = Av .

We kunnen v = ¢ kiezen. Men kan bewijzen dat dan de vergelijking voor w een
oplossing heeft, |
Op deze manier kan men bij een m-voudige eigenwaarde m onafhankelijke oplossin-
gen aangeven.,
We maken nog enkele opmerkingen over het geval dat A = 0 een eigenwaarde is,
Als X = 0 enkelvoudig is, met eigenvector ¢ (zodat dus Ac = 0), dan is de
opldssing die daarmee correspondeert, d.w.z, - Akg gelijk'aan:

Xy =S XK < 0 (k= 1,2,.:4) o

en dit is een oplossing die niet identiek nul is, (We hebben hier dus 00 = ]

gesteld). Iets dergelijks geldt als A een meervoudige niet-defectieve eigen-
waarde is. Als X = 0 een defectieve eigenwaarde is, dan levert bovenstaande
procedure ons g€&n oplossing. Immers als bijv., A = O tweevoudig is met &én
eigenvector v, dan wordt de vergelijking voor W Aw = 0, d.w.z., w is ook
een eigenvector en derhalve afhankelijk van v. In dat geval kan men eenvoudig
inzien, dat

1<

Xy =8, X v F =0 (k=2,3,..0)

een oplossing is. Hierbij v de eigenvector, terwijl u bepaald wordt uit de

1<

|

AL T
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vergelijking Au = v,
(3.2.5) VOORBEELD. Theon van Smyrna beschreef de volgende methode om v2 te

berekenen, Hij bepaalde rijen (xk) en (yk) door de volgende relaties

X =¥ =1 3

(3.206) v, =X *y i
Kbl = Ve T iy

kooox T
o 1 1
1 3 2
2 7

3 17 12
4 41 29
5 99 70

Het bleek dat x /y, - Y2 (k + =),
We kunnen (3.2.6) herleiden tot een betrekking van de vorm (3.1.8) door de

eerste betrekking in de tweede te substitueren., We willen nl. Eper? Yial

uitdrukken in X.s ¥+ Dan vinden we

i e i S S s R
R 0 AR R

b4 =X + 2y
(3.2, b kK

Yi+1 kT k¢

Dit is de betrekking (3.1.8) met

De karakteristieke vergelijking luidt

a=1 -2
det(AI ~ A) = det = {
=1 A=~1
dus

a-na2
met als oplossingen
e+ /2,

Bij de eigenwaarde A= 1 + V2 vinden we de eigenvector ¢, uit de volgende

1
vergelijking

vz -2]fe,, 0 ‘g
-1 /2|{%12 o | :




. - 42 -
We zien dat

¢, = [VZ,11°

een eigenvector is bij A = 1 + V2,

Op analoge wijze vinden we de eigenvector

e, = [/Z,-11"
bij A = 1 = V2.
De algemene oplossing van (3.2.7) is dus
X VZ 2
(3.2.8) | K=o + /DX |+ 80 - D | .
¥ -
k 1 1
De getallen o en B kunnen worden bepaald uit de voorwaarde Xg = Vg = 1, Dit
levert
) vz i
o + B = ¥
1 -1 1
Dus
o+ B=1//2
a -8 =1

met als oplessing

1+ V2 21 - V2
2V2 2/2

o =

Dus:

x, = HO + D+ a - D

=g s D - -k,
7k 27

Hieruit kan men laten zien dat inderdaad xk/yk + Y2 (k + =), Dit geldt ech~-
ter niet alleen voor de oplossing van (3.2.7) met beginwaarde Xy = ¥y 7 i,

maar voor elke oplossing met & ¥ 0 (zie (3.2.8)). Voor zulke oplossing geldt

inderdaad
X k
_Esi_iﬁﬂi,/f-)-ﬁ (k + @)
Y o - Bp
waar p 3= (1 = Y2)/(1 + /2) » =0,17. C

OPMERKING., Dat xk/yk-+ /Z geldt, kan eenvoudiger bewezen worden doorde twee verge~ | i

lijkingen van (3.2.7) op elkaar te delen. Voor O xk/yk vinden we dan de

eerste orde recurrente betrekking
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B T LA L e s - e

A ik
k+1 2y + 1
die we met de methode van § 1.3 kunnen behandelen, O

(3.2.9) VOORBEELD. Beschouw een soort kevers met het volgende gedrag. Ge-
middeld de helft van de kevers die worden geboren, overleeft het eerste
jaar. Deze kevers produceren in het tweede jaar gemiddeld ieder een nieuwe
kever. Verder overleeft slechts een op de drie kevers het tweede jaar. In
het derde jaar produceren de kevers ieder drie nieuwe kevers (gemiddeld).

Geen kever wordt ouder dan drie jaar. Hoe verloopt de bevolking van kevers?

Als we het aantal eerste-,tweede~ en derdejaars kevers in het k-de jaar aan-

geven met resp. X, ¥y, Z» dan vinden we de volgende betrekkingen:

]
et T 7 %K

Zevl1 - 37k

Bl = Vi ¥ I

D.w.z., er geldt vergelijking (3.1.8) met

wlv—-o P
Lo T o Y 1

De karakteristieke vergelijking det(AI - A) = 0 luidt hier

M-p-4=0.
We zien onmiddellijk dat A = 1 een oplossing is. Deling door A -1 geeft

2

A+ a+ 1l =0

met als oplossingen
143 E3mi/4

A= = .

VZ

[ g

3

R

Als we de notatie 0 = e3ﬂ1/4//5 gebruiken, dan zijn dus 1, o, ¢ de eigenwaar—

den. Voor de eigenvectoren vinden we: &

e
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Bij A = 1: [6,3,117,
Bij A = o: [602,30,13T,
Bij A = o: [652,35,117,

Met de twee complexe wortels corresponderen de volgende complexe oplossingen

2 =2
x 60 X 60
= = |30 gk' 3 = = 35. &-k‘
e Y » Ek Yk .
Zy 1. zk 1

De reele oplossingen

k2 o2 W22 0 3 + 2)m/4

60
Re x = Re 3ot a3 D200 300+ yn/a]
ck 2_k/2 cas 3ki/4
6'2—(k+2)lzsin 3k + 2)1/4

In x = 300" /2000 a0 4 1ynsa
2-'1{/2 sin 3kn/4

zijn onafhankelijk. De algemene oplossing is dus

X, - 6az” (*2)/ 200 2 2 DT g2 O+ 25, Be 2 DT L
= app D2 3G ¥ DT —(k+1)/2_. 3@ + D

Y * a2 cos A + 382 sin St + 3y

2, = GZ-k/z cos 2%1 , 32'k/2 sin 3§ﬂ iy,

Uit deze algemene oplossing is af te lezen dat

6
X + yi3 (k > =) .
1

De getallen a, B,y worden bepaald uit de vergelijkingen

=38 + 6y = %, f
3
- Za+ 36+ 3y = ¥

o +'\(=zo.

S il g e S

e R

R,

EXTL O
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Hieruit kunnenwe y berekenen als X ¥g02g zijn gegeven:
1
Yy = Tg(xo + 2y0 + 320) .

Als de beginpopulatie bijvoorbeeld 1000 kevers is van elk jaar dan is de li-
mietpopulatie 2400 eerstejaars, 1200 tweedejaars en 400 derdejaars kevers.
In § 3.5 zullenwedit resultaat op een veel eenvoudigere manier kunnenvinden. [J
De tweede methode om (3.1,8) op te lossen is nauw verwant aan de eerste,

Neem aan dat de matrix A n verschillende reéle eigenwaarden ll""’kn heeft.

Dan bestaat er volgens stelling (1.3.5) van Wiskunde 30/39 (1975) een inver-
teerbare matrix S zo dat

(3.2.10) s 'as = b :=

Hieruit volgt

A=spst, A% =sps'sps”! = spis”!

Met inductie kan men bewijzen

a¥ = sp¥s7!

Nu is gemakkelijk in te zien (ook met inductie), dat

zodat we voor de oplossing - Ak§0 hebben

Al‘ 0
N -1
(3.2,11) :_ck=S \\kS Xg ¢ o

0 ln .;%

Merk op dat de kolommen Syre++18, Van de matrix S eigenvectoren van A zijn: ' é

Als we de matrix met kolommen §1""’§n met [gl,...,gnjiaangeven, dan geldt
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vanwege AS = SD:
AS = A[El,olo’ﬁn] = [Aél’ocu,Aén] = SD = [Algl,--n’xnan]

en dus

We zien dat deze methode om Ak te bepalen in essentie gelijk is aan de eer-
ste methode. De hier gegeven beschrijving is echtér soms overzichtelijker,
De methode kan ook worden toegepast als er samenvallende eigenwaarden zijn,
mits er maar n onafhankelijke eigenvectoren zijn, (bijv. als A symmetrisch

is).

(3.2.12) VOORBEELD.
Xeap T X
M R
De matrix
A =
i 5
heeft de volgende eigenwaarden en eigenvectoren:

3

2 W)
D i= ,
0 6
en -
3 1
S = .
-1 1
Dan is
ST L
S ﬂz
1 3

en dus

W oemene o1,
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N TR 1 - ) B PP LR (10 4
Ak L L =1 . a -
o1 1o efl|1 3] 4ek-ok K42

3.3, Stefting van Cayley-Hamilton

Als A een n X n-matrix is en

m m~-1
p(z) = Pz * P2 et P1? + P

een polynoom dan definiéren we

Am_] +oout P

P(A) = pya” + p, o

A+ me .

Het is gemakkelijk te verifiéren dat de volgende eigenschap geldt.

(3.3.1) EIGENSCHAP., Als u(z) = p(z) + q(z), v(z) = p(z)q(z), dan is
u(a) = p(A) + q(A), v(a) = p(A)q(A).

Op grond van deze eigenschap kan men met polynomen van matrices werken als
met gewone polynomen. Belangrijk en minder eenvoudig in te zien is het vol-

gende resultaat:

(3.3.2) STELLING. (Cayley-Hamilton). Zij A een n x n—matrix en
p(z) := det(zI - A) het karakteristieke polynoom van A. Dan geldt p(A) = 0.

We bewijzen deze stelling hier niet.

(3.3.3) VOORBEELD. A = [;? é}. Dan is det{zI - 4) = 22 + 1 en dus volgens
stelling (3.3.2): AZ = 1. Dit is uiteraard gemakkelijk te verifieéren., Nu
geldt

A2k - (—I)k - (‘l)kI

22 o ke -nka
waarmee we AF voor alle k hebben bepaald. O

3
i
7

g

=

e d i R

o A
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(3.3.4) VOORBEELD.

1 1 0
A= |0 1 1}
0 o 1

0 1 0
B=1{0 0 1|.
0 0 O
Er geldt
0 1
BZ = |0
0
an
83 =0.

Dit laatste is in overeenstemming met de stelling van Cayley-Hamilton als we

bedenken dat det(AI - B) = A3, Dug, volgens het binomium van Newton:

Ik fkk-1)
k k 2
A"« (I1+B) = IT+kB+ik(kk-1)B" = [0 1 k . 0
0 O 1
in het algemeen kan men de stelling van Cayley-Hamilton als volgt gebruiken.
Als p(z) het karakteristieke polynoom van A is, probeert men voor elke k het

pelynoom zk te schrijven als
. k
(3.3.5) =z p(2)q, (2) + 7, (2)

met gr(rk) <n of r, = 0. Dit kan op grond van bekende delingseigenschappen
van polynomen. We zijn hierbij alleen geinteresseerd in het polynoom L Uit

(3.3.1) en de stelling van Cayley-Hamilton volgt nl.
k
A" = p(a)q (&) + r (A) = r, (&) .

Het polynoom r; kan men bepalen door voor 2z in (3.3.5) de eigenwaarden van A
te substitueren (zo deze verschillend zijn). Men vindt dan de waarde van
L in n verschillende punten J\l,...,)\n. waaruit T eenduidig is te bepalen. Als
de A's niet allemaal verschillend zijn kan men T, proberen te bepalen door

(3.3.5) te differentiéren.

i
5
i

i
%
¥
3
.
i
i
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(3.3.6) VOORBEELD. We beschouwen nog eens voorbeeld (3.2.12). Het karakteris~

tieke polynoom van
3 3
A=
I 5

p(z) = z2 - Bz + 12 .

is

Substitutie van 2 = 2 en z = 6 in (3.3.5) levert
_ ,k - ok
rk(Z) =2, rk(6) 6" .
Het polynocom I, is van de vorm
rk(z) =a + bkz .
Er gelden dus de vergelijkingen

a + 2 = 2k

a_ + 6b, = 6

voor a, en bk' Hieruit volgt

a = 13 x 2 - 6, b = 4(6° - 25 .

Dit geeft
- 65 + 3 x 2F 3 x (6% - 25y
k
A =ar+bA=} . 0

6k - ok 3 x 6K 4 2K

(3.3.7) VOORBEELD. Zij

Het karakteristieke polynoom is p{(z) = (z - 3)2. Als we z = 3 substitueren in

:' “! 3
s
i

Hain,

(3.3.8) zk = p(Z)qk(Z) ta o+ bkz

vinden we

= sk
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Als we (3.3.8) differentiéren:
k28l = 2(z - 3)q (2) + (2 - 3 (2) + b
9 U k

vinden we na de substitutie z = 3:

k=1
‘ bk k3 .

Dus ay * “(k - 1)3k en

¥ 2 a1 +ba=3" . 0

k K -k 3+k

Inhomogene vergelijhingen
De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking

(3.4.1) R4 A% b

vindt men als de som van de algemene oplossing van de homogene vergelijking
en een particuliere oplossing. Een particuliere oplossing kan men proberen
te vinden door eenvoudige oplossingen te substitueren met eventueel een aan-

tal nader te bepalen parameters.

(3.4.2) VOORBEELD., Een drinkwaterfabriek maakt grondwater geschikt voor leve-
ring aan een waterleidingleiding door het viermaal een periode van biologi-
sche zuivering te laten ondergaan. Deze vier perioden zijn even lang. Het be-
drijf beschikt over vier bassins, genummerd 1,2,3,4 waarin achtereenvolgens
de eerste, tweede, derde en vierde zuivering plaats vindt, Alle vier bassins
2ijn gelijktijdig in bedrijf. Na afloop van elke zuiveringsperiode wordt wa-
ter overgepompt van bassin 4 naar het waterleidingbedrijf, wvan bassin 3 naar
bassin 4, van 2 naar 3 en van 1 naar 2. Bij het overpompen van water uit bas-
sin i (i = 1,2,3,4) blijft een vast deel d van de inhoud in bassin i achter,
een vast deel b komt in de volgende productiefase, en de rest 1 -b=-d gaat bij
het overpompen verloren, Tenslotte wordt voordat de nieuwe periode ingaat,

P m3 onbewerkt grondwater in bassin I gebracht. Met xi,t geven we aan

het aantal m3 water dat zich gedurende periode t in bassin i bevindt, Dan
geldt '

4
o
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l,e41 T e

o, e+l - ot 1,t
3,041 T ¥3,t 2,t
h,te1 dx4,t * be,t *

In vectornotatie:

(3.4.3) x_, =Ax +b

-t+1 -t
waar
xl,t d 0 ¢ 0O P
xZ,t b d 0 0 0
-t = ¥ A= » E. = .
x3’t 0 b d 0 Q
%y, 0 0 b 4 0]

Hierbij nemen we aan dat 0 < d < 1.
We willen de oplossing van (3.4.3) bepalen en in het bijzonder het gedrag

van die oplossing voor t » «, Eerst beschouwen we de homogene vergelijking:

ESt-i-l = A-}Et )

Er geldt A = dI + bN, waar

¢ o 0 O
N = 1 0 0 0 .
0 1 0 0
0 0 1 04
We merken op dat
o ¢ o O 0O o0 o0 O
0O 0 o 0 o 0 0 0O
N = LN = ~
1 0 0o o|* 0O o 0 -0
0 it 0 O I 0 ¢ 0O

en N4 = 0 (vgl, voorbeeld (3.3.4)).
Voor t = 1,2,,.. geldt dus

s
i
.
B
4
b
b}
P
Y
;
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At = dtI + (?)dt_!bN + (;)dt'zszz + (;)dt_3b3N- -
at 0 0 0
e at 0 0
(;)dt“zb2 (f)dt’lb gt 0

Omdat 0 < d < 1 wvolgt hieruit dat

At » 0 (t »=) .,

De oplossing van de homogene vergelijking nadert naar nul, hetgeen natiur-
lijk intuitief duidelijk is. Een particuliere oplossingvarnde inhomogene ver-
gelijking zoeken we van de vorm x = y (constant).

De vergelijking voor y is

L=4&+*b
dus
y=a-0".

Merk op dat I - A inverteerbaar is. Het getal d is nl. de enige eigenwaarde

van Aen d # 1. De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking luidt:

X = At_c_;_ + (I - A)_Ili .
Blijkbaar geldt
x> @-8" @+,
voor elke oplossing van (3.4.3). De speciale oplossing

-]
z_;_t (I-A)h

heet de stationaire oplossing van (3.4.3)., Het is gemakkelijk te bereke=

nen dat

@-a""p=p0 - a7
pb(1 - d) %
o2 (1 - 977
o3 - 7 .

De hoeveelheid die bij de stationaire oplossing steeds aan het waterleiding-

bedrijf wordt geleverd is

bx4’

Ck
&
¥

o

:

.= pb (1 - o4, 0
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3.5, Asymptotische gedrag van de oplossingen

We beschouwen nu de homogene lineaire recurrente betrekking

(3.5.1) Kol = Agk .

In veel van de voorbeelden die we hebben gezien bleek dat het gedrag van X, voor
k + « van belang te zijn. We proberen nu, zonder de oplossingen van (3.5.1)

te bepalen, te onderzoeken of &&n of meer van de volgende eigenschappen gel-
den:

I. «alle oplossingen X

II. alle oplossingen X, - convergeren voor k - =,

atjn begrensd,

ITI. alle oplossingen x, convergeren naar Q.

k

In het geval II willen we ook graag l:i.m':_:k berekenen. Daar de algemene oplos—
ko

sing van (3.5.1) de gedaante £ " A%g heeft en daar omgekeerd de rijen gevormd
door de kolommen van A™ oplossingen zijn van (3.5,1), zijnde beweringen I, II, T1T,

equivalent met

', AF e begrensd,
1, af convergeert voor k + «,
11’ A% > 0 (k + =).

We zijn gewoonlijk alleen geinteresseerd in het gedrag van de veéle oplossin-
gen van (3.5.1). Bij het bewijs van de stellingen in deze paragraaf is het ge-~
makkelijker te werken met complexe oplossingen. Dit is echter zonder meer mo-
gelijk, daar elk van de eigenschappen I, II, III dan en slechts dan voor alle com-
plexe oplossingen geldt als zij geldt voor alle reéle oplossingen. Als bijv.
alle complexe oplossingen begrensd zijn, dan zijn natuurlijk alle reele op-
lossingen begrensd. Omgekeerd als alle reéle oplossingen begrensd zijn en als
(§k) een willekeurige complexe oplossing is, dan zijn (Re gk) en (Im §k) re—
ele oplossingen van (3.5.1) en dus begrensd. Daarom is ook (§k) begrensd. Op
analoge manier kan men bij IT en III inzien dat men met complexe in plaats
van reéle oplossingen mag werken.

Het gedrag van de oplossingen voor k + « wordt grotendeels bepaald door de
ligging van de eigenwaarden van A. Als ) een (eventueel complexe) eigenwaar-
de is en ¢ een bijbehorende eigemvector, dan is X, = AFE een oplossing van
(3.5.1). Als [A| > 1 dan is AK en daarom ook AEE onbegrensd. Als |A| = 1 dan
is lkkl = 1 en daarom is AEE begrensd maar er geldt niet k%2-+ 0 (k » =), Als
[A] <1 dan geldt A%E + 0.
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(3.5.2) DEFINITIE., 27j A een n x n-matrix., De spectraalstraal van A is

r(a) := max{{A| | X ie een eigermwaarde van A} .
Op grond van bovenstaande definitie komen we nu tot de volgende resultaten,

(3.5.3) STELLING. Er geldt

AR >0 (k>

dan en slechts dan als r(A) < 1,

BEWIJS, We hebben gezien dat er oplossingen (§k) zijn waarvoor geldt Xy #0
als er een eigenwaarde A van A is met [A] 2 1. Als 11] < 1 voor alle ei-
genwaarden geldt dan is de algemene oplossing van (3.5.1) een li=~

neaire combinatie van termen van de gedaante A

k

of (als Aj een defectieve
. . . 2.k
eigenwaarde is (zie § 3.2)) kkjg, k Ajg etc. Elk van deze termen, en dus ook de

X-P
3=l
algemene oplossing, gaat naar nul voor k + =, 0

(3.5.4) STELLING. AF is begrensd dan en glechts dan ale aan allebei de volgen-

de voorwaarden is voldaan

i) r(a) =1,
ii) Elke eigenwaarde A met |\| = 1 is niet-defectief.

BEWLJS. We hebben al gezien dat er onbegrensde oplossingen zijn als er een
eigenwaarde A is met [A| > 1. Voorwaarde i) is dus noodzakelijk. Ock ii) is
nodig, want als er een eigenwaarde X is met |A[ = | die defectief is, dan is er
ook een oplossing van de vorm Kk(kg + d). Daar ¢ ¥ Q en llk| = | iz deze op-
lossing onbegrensd. Als omgekeerd aan i) en ii) is voldaan en kl,...,lm zijn
de (niet noodzakelijk verschillende) niet-defectieve eigenwaarden van A met
]Ail = 1, dan is de algemene oplossing van de gedaante

p

=k

Lk
<
[ Feeet @ doc + (termen met Al <1y,

= ull¥2

Daar de termen met |A| < 1 naar nul naderen is X begrensd. ]

e A P UL N L T
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(3.5,5) STELLING. lim Ak bestaat dan en slechts dan ale een van de volgende
Ty

situaties zieh voordoet

(1) r(a) < 1.

(2) A = 1 g een niet-defectieve eigerwaarde, terwijl voor alle andere eigen-

waarden A van A geldt |A] < 1.

BEWLJS. Als lim Ak bestaat, dan is Ak begrensd, zodat aan de voorwaarden i)
en ii) van stelling (3.5.4) is voldaan. Om aan te tonen dat (1) of (2) geldt
moeten we daarom laten zien dat er geen eigenwaarde A met (Al =1 en 2 #1
bestaat. Als zo'n eigenwaarde A wel bestaat dan bestaat lim Ak niet en
daarom ook niet lim AES' Niet alle oplossingen hebben dan een limiet. Hier-
meé is aangetoond dat (1) of (2) noodzakelijk zijn.

Als aan (1) is voldaan dan is lim Ak = 0 (zie (3.5.3)). Laten we aannemen dat

(2) geldt. Dan is de algemene oplossing van de gedaante

X = 0c, +osat amsm + (termen met |A| < 1) .

Hierbij is verondersteld dat A = | een m-voudige eigenwaarde is met onafhan-

kelijke eigenvectoren ¢,,.s«,¢ . We zien dat
=] =m

(3.5.6) lim x

2 0. ¢, tiaet G C 0
[e3e0 1= m=m

k 1

Tenslotte willen we onderzoeken hoe we de limiet van X, kunnen bepalen zonder de op-
lossing expliciet te berekenen. In het geval (1) van (3.5.5) is, zoals we

hebben gezien, altijd lim X = 0. Beschouw nu verder gevél {2). Dan wordt

lim X, gegeven door {3.5.6) waarin de coéfficiénten @ yee,d afhangen van

de oplossing (§k), d.w.2. van Xy ‘

We beperken ons verder tot het geval dat A = | een enkelvoudige eigenwaarde

is met bijbehorende eigenvector ¢. Dan is volgens (3.5.6)

lim = Q¢ .
ko & =

We willen nu de coéfficient o uitdrukken in de beginwaarde X,. Daar t§
det(AI ~ A) = det(AI = Ai), is A = 1 ook een eigenwaarde van AT. Laat d een @
bijbehorende eigenvector zijn, zodat A?ﬂ = d, dus E?A =,§T. Dan geldt f%
i
t T T
) L+ 4 A’.Ek 4 =k ‘

dus é?gk = g?§0 voor alle k, Derhalve geldt ook




- 5§ =

= lim g?§ = aﬂ?g .

ko

(3.5.7) 4"

=0 k

We merken op dat _CETE_ ¥ 0, Immers, als g._Tg = 0 dan zou _@_T:_co = 0 gelden voor
alle Xys hetgeen niet het geval is (neem bijv. X = d). Daarom kunnen we o

uit (3.5.7) oplossen: a = 9?50/2?5' en dus

dx
lim B == c .
koo d'e

(3.5.8) OPMERKING, Het geval dat X = | een meervoudige niet-defectieve ei~
genwaarde is kan men analoog behandelen. Als bijv. A een m~voudige eigenwaar-
de is, zodat (3.5.6) geldt, dan kan men bewijzen dat A = 1 ook een m=-voudige
niet-defectieve eigenwaarde van AT is. Laat 91""'9m onafhankelijke eigen—

vectoren van A” zijn, Dan geldt in amalogie met (3.5.7)

T T T .
algigl Foaot amﬁism = gi§0 (i=1,.,.,,m)

Dit zijn m vergelijkingen in de m onbekende coéfficienten ul,...,am.Menkan
laten zien, dat deze vergelijkingen onafhankelijk zijn, zodat de ai's hieruit

kunnen worden berekend. {

(3+5.9) VOORBEELDEN. We onderzoeken de voorbeelden uit dit hoofdstuk op de
eigenschappen I, II, III. In voorbeeld (3.2.5), (3.2.12), (3.3.7)
zijn er eigenwaarden A met |A] > 1. De recurrente betrekkingen hebben daar
dan ook onbegrensde oplossingen.
In voorbeeld (3.3.4) is | de enige eigenwaarde. Deze is echter defectief, zo-
dat Ak onbegrensd is. In voorbeeld (3.3.3) zijn de eigenwaarden X = i, A =-i,
Daar deze enkelvoudig zijn, zijn ze niet-defectief. Daarom is Ak begrensd.
lim Ak bestaat echter niet.
In voorbeeld (3.2.9) is A = | een enkelvoudige eigenwaarde, terwijl voor de
andere eigenwaarden geldt Ill < 1., Derhalve bestaat lim X, voor elke oplos~
sing. Volgens de zo net beschreven methode is lim X, ™ YC waar 5-=[6,3,1]T
een eigenvector bij de eigenwaarde 1 is. De vector d = [I,Z,S]T is een eigen-
vector van A: behorend bij A = 1. Volgens bovenstaande geldt dus

TE?E = E?-o

lelZC

15y = x. + 2y0 + 3z

0 0

Wit
11

4
R
|
A
i
sl
i

M{i
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e e T . SAE
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zoals we ook in voorbeeld (3,2,9) hebben gevonden, zij het met zanzienlijk

meer rekenwerk, il

(3.5.10) VOORBEELD (zie Wiskunde 20, (1975), voorbeeld (3,6.40; 4)). In een
land trekt elk jaar 2,5% van de plattelandsbevolking naar de stad en vestigt
zich 1% van de stadsbevolking op het platteland., In het jaar t = 0 bevindt
zich 607 van de bevolking in de stad, 407 op het land. We nemen aan dat de
bevolking van het platteland en de stad niet door andere oorzaken verandert,
zodat de totale bevolking N van het land constant is.

Laat S0 L4 het aantal personen voorstellen dat in het jaar t in de stad,
resp. op het land woont. We geven de vector [st,lt]T aan met X, Volgens bo~-

venstaande is dan

Zeer T A}-Et
waar ‘
0,99 0,025 1-p q
A= -
0,01 0,975 p  l-g

waar p := 0,0l; q = 0,025, De eigenwaarden van A zijn A = l en X =1 - p~q.
Bij A = 1 ig ¢ = [q,p]T een eigenvector van A en d = [l,le een eigenvector
van AT. Daar |! —p-q| < 1 kunnen we stelling (3.5.5) toepassen volgens welke

lim %, bestaat. Er geldt lim X, = 0c, waar o wordt bepaald uit de vergelij-

king

ad’c = d'x
dus

a(p + q) = 55 + 20 =N .,
Dus

lim s¢ - N==N

Merk op dat de eigenschap Q?gt - 2?50 in dit voorbeeld niets anders zegt dan

dat de totale bevolking constant is! a

;
£
o
&
i
|
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We beschouwen nu de inhomogene betrekking met constante inhomogene term:

(3-5-]]) }—:k'f'l =A}£k+£ ]

Stel dat r(A) < 1. Dan kennen we een constante particuliere oplossing van
(3.5.11), De vergelijking x = Ax + b heeft nl. als oplossing x = (I —A)*IE
waarbij I - A inverteerbaar is, omdat A = | geen eigenwaarde van A is (zie

(3.5.2)). De algemene oplossing van (3.5.11) is dus

X = AFE + (I - A)_IE_.

Uit de vorm van de oplossing volgt dadelijk dat

x, ~ (1 - 07 (ke

daar Ak > 0 (k > =), We hebben dus gevonden:

(3.5.12) STELLING., 4ls x(A) < 1, dan geldt voor elke oplossing van (3.5.11):

limx, = (I- & b .
T
We hebben hiervan een voorbeeld gezien in (3.4.2). Ook hier zien we dat we

lim x, kunnen bepalen zonder de oplossing expliciet te berekenen.

k

Recurnente betrekkingen met nief-negatieve coéfficiénten.

Bij vele practische problemen zijn de cocefficienten 85 en de inhomogene ter-—
menbj k_(in (3.1.1)) niet-negatief. Voor zulke betrekkingen gelden bijzondere
L]

eigenschappen, die we in deze paragraaf willen onderzoeken.

(3.6.,1) DEFINITIE, Fen matrix A heet niet-negatief (notatie A 2z 0) als alle

elementen van A niet-negatief zijn en pogitief (notatie A > 0) als alle ele®
menten positief zijn. Een analoge terminologie en notatie wordt gebruikt voor

veetoren,

Voor vectoren gebruiken we dus de notatie x > 0 resp. x > 0 om aan te geven
dat x niet-negatief, resp. positief is. De uitdrukking x > y betekent x -y >0.
Op analoge manier gebruiken we notaties als A 2 B, A < 0 etc. Het is duidelijk
dat uit A 2 0, B 2 0 volgt AB 2 0 (als het matrixproduct is gedefinieerd) en
A+ B2z 0 (als de som is gedefinieerd). In het bijzonder volgt uit A 2 0 dat

Ak =z 0 voor alle k (als A een vierkante matrix is).
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(3.6,2) STELLING. 2%Zj A 2 0 en zij ¢ > Q zodanig dat

Ac £ ¢,

Dan i8 Ak begrenad,

BEWIJS. Met volledige inductie ziet men eenvoudig in dat

e <o (k=1,2,..0) .

(k)

Als we de elementen wvan Ak aangeven met aij (i,j = lyse.,n) en als @ en B

positieve getallen zijn met de eigenschap 0 < a < cj <8 (j =1,...4n), dan

volgt
n n
o z Fg) z Sg)c £ ¢ =8
=1 1] . =1 1 7] i
en dus
n
1 a.fljf) < B/a (L= lyee.,n) .
1=1

In het bijzonder

(k)

aij < B8/a (1,5 = lyu.e,n; k=0,1,2,...) . 0

We trekken een aantal conclusies uwit dit resultaat,

(3.6.3) GEVOLG. Als A2 0, ¢ > 0 en als
be < ¢

dan geldt A* + 0 (k + =),

BEWLJS., Als b := Ac, dan geldt b, < c. (i = 1,...,n), dus bi/ci < 1. Kies

p > 0 zo dat max bi/ci < p < 1, Dan geldt
izl’lll.n N

en dus

Alg B := ple, dan volgt hieruit Bc = pﬁlg < c, zodat Bk volgens (3.6.2) be-

grensd is. Daar Ak = pkBk en 0 < p <1 volgt hieruit dat Ak + 0 (k » =), )

4
o
]
m
o
%
&

S SRy

e S
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(3.6.4) GEVOLG. Z7j A 2 0 en 32j ¢ > 0 een eigenvector van A. Als X de bij-
behorende eigenwaarde is dan is A 20, Verder geldt

i) Als A < 1, dan geldt A% > 0 (k > =),

ii) Ale A =1, dan is ¥ begrensd, maar er geldt niet Ak + 0,

iii) Ale A > 1, dan is Ak onbegrensd.

BEWIJS. * 2 0 is duidelijk. i) volgt uit (3.6.3), ii) volgt uit (3.6.2) en
(3-5.3), iii) Volgt uit (3.5.4). D

Op grond van deze eigenschap kan men onmiddellijk nagaan of Ak al dan niet

begrensd is of naar nul nadert zodra men een positieve eigenvector heeft.

(3.6,5) OPMERKING, Let wel dat het in (3.6.2), (3.6,3), (3.6.4) essentieel
is dat ¢ echt positief is. Als ¢ slechts niet-negatief is, dan zijn de bewe-
ringen niet juist,

Als bijv.

dan is Ac = ¢, maar
K 1 0
A" = K
0 2

is niet begrensd,
Daar in (3.6.3) geldt Ac = 0, kan daar aan de ongelijkheid Ac < ¢ alleen door
positieve ¢ voldaan zijn. Merk op dat ¢ in (3.6.2) en (3.6.3) geen eigenvec~

tor van A hoeft te zijn! 0

(3.6.6) GEVOLG. ZZj A 2 0.

i) Beschouw de vijeommen
ri H z ai- (i = l,-.-,n) .

Alg xry s 1 (i =1,..4,n) dan s ak begrenad., Ale t
dan geldt A5 0 (x> =),

i < 1 (i = l,...,n)
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ii) Begchouw de kolomsommen

n

k, := -Z aij (j = l,...,n) .
i=]

Als k; s 1 (j = byuvu,n) dan ia A" begrenad. 4le kg <1 (5= 1,000,m)
dan geldt a¥ » 0 (k + =),

BEWLJS,

i) Pasr (3.6.2) en (3.6.3) toe op E = [],cnn,]]Tu
.. T.k k. T k . T.k
ii) Er geldt (A™)" = (A™)", dus A" is begrensd dan en slechts dan als (A™)
begrensd is,en Ak + 0 (k »+ «) dan en slechts dan als (AT)k + . Pas nu
. T
i) toe op A", . 0

Als A echt positief is dan kan men zonder alle eigenwaarden uit te rekenen

tot de existentie van lim Ak besluiten, Dit berust op

(3.6,7) STELLING. (Perron-Frobeniug). 2ij A > 0. Dan is Ag = T(A) een posi-

tieve enkelvoudige eigerwaarde met een positieve eigenmvector g. Voor alle
ardere eigemsaarden X geldt |A| < A,

Het bewijs van deze stelling laten we achterwege., We concluderen

(3.6.8) GEVOLG. Z7j A > O en r(A) = 1. Dan bestaat lim AX.
ke

Daar in de situatie van (3.6.8) de eigenwaarde ) = 1| enkelvoudig is,

kan men de limieten van oplossingen van de recurrente betrekkingen Xip =

berekenen met behulp van de in § 3.5 aangegeven methode,

A e

;




7
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(3.6.9) VOORBEELD. We beschouwen n landén die onderling handel drijven. In

#

het jaar t exporteert het i-de land voor een bedrag uij(t) naar het j-de
land, Verder wordt er in het i-de land in het jaar t het bedragvi(t) geinves-
teerd in het bedrijfsleven, Derhalve is het totale inkomen in het jaar t in

het i-de land gelijk aan

(3.6,10) xi(t) =

i e—1g

uij(t) + vi(t) .

3=1

We nemen aan dat de import uij in het land j uit het land i in het jaar t
bepaald wordt door het inkomen van het land j in het voorafgaande jaar en

wel volgens de relatie

{3.6.11) uij(t) = aijxj(t -1 .

Het getal aij geeft de neiging aan van het j-de land om uit het i-de land

te importeren, We veronderstellen dat aij onafhankelijk is wvan t. Uiteraard

is aij z 0. Verder nemen we aan dat

:
a,, <1, g
i=1 *d

hetgeen betekent dat het totaal aan uitgaven d.m.v. import kleiner is dan

het inkomen van het vorige jaar. Substitutie wvan (3.6.,11).in (3,6.10) levert

n
x. (t + 1) = a,.x.(t) + v.(t + 1) .
i : jzl ii73 i
Tens lotte nemen we aan dat de investering in elk land constant is: vi(t)==vi.

Dan vinden we in vectornotatie
(3.6.12) x(t + 1) = Ax(t) + v .

De veronderstelling dat
n
k, 1= 2 a.. <t wvoor j=1,...,n

houdt veolgens (3.6.6)(ii) in, dat Ak + 0 (k + «) en derhalve (zie (3.5.3))
dat r{A) < 1. In het bijzonder volgt hieruit dat X = ] geen eigenwaarde is
van A, d,w.z. dat I - A inverteerbaar is. Daarom heeft (3.6.12) een constan—

te oplossing x(t) = x waar x voldoet aan

X=Ax+V

deW.Z, %
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_:5=(I-A)_l_g. )

De algemene oplossing van (3.6.12) is dus

x(t) = afe+ @ - a7y,

Blijkbaar geldt

1

x(t) > (T=~4) v (t>=)

voor elke oplossing van (3.6.12). We vinden dat het jaarlijks inkomen van
elk land een limiet heeft voor t - =, Deze limiet is onafhankelijk van de
beginwaarden van de inkomens en wordt alleen bepaald door de matrix A en de

investeringsvector v. il

(3.6.13) OPMERKING. Als v 20, A 20, r(A) <1, x(0) 2 0 en x(t) voldoet aan
(3.6.12) dan volgt met volledige inductie dat x(t) 2 0. Hieruit leiden we af
dat

1 - a7y = 1inx@) 2
¥

o

Deze ongelijkheid geldt voor elke v = 0. Als we in het bijzonder v = €
d.w.z, de %-de eenheidsvector kiezen, dan zien we dat (I - A)_lgz, diw.z. de
2~de kolom van de matrix (I - A)—] niet-negatief is, We zien dat de matrix

(r - A.)-l niet-negatief is. Dus: Als A= 0 en vr(A) <1, danw is (I-A)_l = 0.0.

(3.6.14) VOORBEELD., We specialiseren voorbeeld (3.6.9) tot een getallenvoor—
beeld, Zij n = 2 en

0,8 0,2
0,1 0,7

De kolomsommen zijn hier inderdaad kleiner dan é&én. Hieruit volgt dat voor
elke eigenwaarde Avan A geldt |A| < 1. Inderdaad kan men verifieren dat
A= 0,6 en A = 0,9 de eigenwaarden zijn. Blijkbaar geldt A 5o (k + =). Men

kan berekenen dat

©,6)% + 200,0%  -2(0,6)* + 2¢0,0)*
Ak = s .
3
=(0,6)% + (0,9)k 2(0,6)% + (0,9

....
e R Y

et TR
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Ook zien we dat

i
Ty
¥

2

| 0,2 -0,2|"" 0,3 0,2

(I -4 = = 25 )
-0, 1 0,3 0,1 0,2

1

Inderdaad blijkt (I - A)" ' 2 0. Als bijv. v = [100,20017 daw is

- 1750
1250

(3.6,15) VOORBEELD. We beschouwen een aantal producenten Pl""’Pn' We nemen
aan dat producent Pi alleen het goed Gi produceert, en wel een vaste hoeveel-
heid per jaar, laten we zeggen &&n eenheid, Voor de productie van zijn goede-—
ren zal Pi een zekere hoeveelheid goederen gebruiken wvan de andere producen—
ten. Laat voor de productie van &&n eenheid Gi de producent de hoeveelheid

aij van goed Gj nodig hebben (7] = 1304.04n) (we sluiten niet uit dat Pi ook

een zekere hoeveelheid van goed Gi gebruikt bij de productie van een eenheid

G, Als dit niet het geval is dan is a;y = 0). Er geldt uiteraard
(3.6.16) aij = 0 .

We nemen aan dat niet de totale hoeveelheid van goed Gj wordt gebruikt door de

producenten P],...,%I. D.w.z.

n
(3.6.17) ) a. . <1,

i=1 M
Verder geeft producent Pi elk jaar voor een vast bedrag bi uit aan goederen
ingevoerd van buiten het systeem, aan salarissen en andere onkosten. Laat
p; de prijs van €én eenheid van goed G, zijn., Dan is het jaarlijkse inkomen
van producent Pi gelijk aan
n
P; - X a,.p. - bi .

j=1 1171

We gebruiken vectornotatie
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Dan is de vector van de jaarlijkse inkomens 2

E
4

R-Ap-b.
We zeggen dat het systeem in evenwicht is als het jaarlijkse inkomen van

iedere producent nul is:
(3.6.18) p =4Ap +b .

Uit (3.6.16) en (3.6.17) volgt dat r(A) < 1, zodat de matrix I - A inverteer—
baar is en niet-negatief. Hieruit wolgt dat er een eenduidig bepaalde prijs-

vector p is waarvoor het systeem in evenwicht is, nl.
-1
p*= (I-4) b.

Zo'n prijs zou bijv. door een overkoepelende organisatie kunnen worden
vasgtgesteld op grond van gegevens over het systeem, Als zulke organisatie niet
bestaat of als de gegevens over het systeem niet voldoende bekend zijn, dan
zal iedere producent Pi zijn eigen prijs P; vaststellen, De prijsvector die

op deze manier ontstaat zal waarschijnlijk gé&én evenwichtsprijs zijn, zodat
na .afloop van het jaar sommige producenten een positief en sommige producen-—
ten een negatief inkomen hebben gehad. Stel nu dat de producenten zonder met
élkaar overleg te plegen op de volgénde manier tot een evenwichtssituatie
proberen te komen. In het jaar t +1 stelt producent Pi zijn uitgaven van het

jaar t als prijs voor zijn goed vast. Dus

(3.6.19) p,_,, =42 _*+Db

in de veronderstelling dat hij dan in het jaar t+1 inkomen nul overhoudt
als zijn uitgaven weer hetzelfde 2zijn. Zijn uitgaven zijn natuurlijk niet
hetzelfde zodat hij het jaar daarna zijn prijs moet bijstellen. Op deze ma~
nier krijgen we een rij prijzen, die voldoen aan de recurrente betrekking

(3.6,19), Op grond van het feit dat r(A) < 1, zien we dat

p > (I-87% (>

onafhankelijk van de beginprijs. O

{3.6,20) DEFINITIE. Een matrix A 2 0 met de etigenschap

1 a; ; = ] (G = 1,e0e3n)

Il b~

i

heet een rutlmatriz.




- 66 -

Stelsels van recurrente betrekkingen waarvan de coéfficiéntenmatrix een ruil-
matrix is komen voor iq de volgende situatie. Stel dat een bepaald goed (of
een bepaalde populatie)overeen.aantallocaties S1s+40,5 is verdeeld. De tijd
wordt verdeeld in perioden, Aanhet eind van zo'n periode wordt het goed her-
verdeeld over S],...,Sn. Daarbij is de hoeveelheid goed die van S. naar Si
overgaat evenredig met de hoeveelheid die zich in Sj bevindt en wel met een
evenredipgheidsfactor aij (we laten toe dat a;. > 0, hetgeen betekent dat

een gedeelte van het goed dat zich in 8: bevindt, er blijft). Daar al het
goed, dat zich in Sj bevindt zich na de herverdeling in een van de plaatsen

Sl""’Sn moet bevinden geldt

, aij =1 (3 = l,a.,n) .

it e~18

i
Verder geldt blijkbaar aij z 0, zodat de matrix A met elementen a;; een ruil-

matrix is. Als de hoeveelheid van het goed dat zich in S, voor en na de her-

verdeling bevindt resp. met x; en y, wordt aangeduid, dan geldt

§
¥, = a..X, ,
i 5=1 i373

of in vectornotatie

y = Ax .

Als we de hoeveelheidsvectoren op de tijdstippen t = 0,1,2,3,... achtereen—
volgens aangeven met ZysEyseens dan geldt blijkbaar de volgende recurrente

betrekking

(3.6.21) x ., = &% .

(3.6.22) VOORBEELD. Bij een proef wordt het geheugen van ratten onderzocht.
Men laat de ratten door een gang lopen die zich vertakt in drie gangen. In
de linker gang ondervindt de rat een electrische schok., De middelste gang
loopt dood (zonder bijverschijnselen) en aan het eind van de rechter gang
vindt de rat een stuk kaas. Bij deze proeven gedragen de ratten zich als
volgts Van de ratten die nog niet aan een proef hebben meegedaan gaat 307%
naar links, 407 rechtdoor en 307 naar rechts. Dit geldt eveneens voor rat-—
ten die de vorige keer in de middelste gang zijn gelopen. (We nemen aan dat

de ratten zich niet meer kunnen herinneren wat de keer daarvoor is gebeurd.)

A
4
4

bl
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Van de ratten die de vorige keer naar links zijn gegaan gaat 20% naar links,
40% rechtdoor en 407 naar rechts en van de ratten die de vorige keer naar
rechts zijn gegaan, gaat 20%Z naar links, 30% rechtdoor en 50% naar rechts.
We geven met %s Vs %, aan het aantal ratten dat bij het k-de experiment
resp, naar links, rechtdoor, rechtsaf gaat.

Voor de vector x = [xk,yk,zk]T vinden we dan de recurrente betrekking

(366.23) }"k.‘*l Al{k. *
waar

0,2 0,3 0,2
A=1{0,4 0,4 0,3] . 0
0,4 0,3 0,5

Zije = [1,],...,1]T ¢ R®, Als A een ruilmatrix is dan geldt per definitie
EFAJ=EF, d.w.z,. A?g = e, Uit (3.6.2) wvelgt nu dat (AT)k en dus ook A¥ pe—
grensd is. Hieruit concluderen we dat r{A) < 1| en dat de eigenwaarden ) van
A met |[A\| = 1 niet-defectief zijn. Uit de relatie A?g = e volgt dat A = 1
een eigenwaarde van AT is met eigenvector e. Het getal 1 is daarom ook een
eigenwaarde van A. Dit houdt in dat r(A) = 1, zodat A niet tot nul nadert
als k + =, Het is mogelijk dat lim Ak bestaat. Maar dit geldt niet voor alle

ruilmatrices.

(3.6.24) VOORBEELD.

0 1 0
A= |0 0 1 .
1 0 0
Er geldt
0 ! 0l|x v
Ax = |0 Itly| = 12 .
1 0|z x

Het effect van de matrixvermenigvuldiging is dus een verwisseling (of permu-

tatie) van de compoﬁenten van X. Men noemt A daarom een permutatiematrix. Het
. . ‘. N .. .

is duidelijk dat 1lim A xnietbestaat (tenzij x=y==2). Dit kan men ook conclu—

deren wit stelling (3,5.5), daaxr det(AL - A) = A3 - 1, zodat Ay = 1,
_ 2wi/3 -27i/3
AZ = e ’ 13 = e

eigenwaarden zijn wvan A. O

s

S L I

=5

b
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Als X = 1 de enige eigenwaarde met |A| = | is, dan bestaat volgens (3.5.5)

lim Ak. Dit betekent, dat 1lim X bestaat voor elke oplossing van de recur-
koo koo

rente betrekking Xael = Agk. Als X = 1 een enkelvoudige eigenwaarde wan A

is, dan ig lim ¥ van de vorm ac, waar ¢ een eigenvector van A is bij eigen-
k>0

waarde 1, d.w.z.

Ac = c .

Volgens de theorie van § 3.5 kunnen we de constante o vinden m.b.v. een ei-
T,.. _. .
genvector van A" bij eigenwaarde 1. We kennen zo'n eigenvector, nl, e. Der-

halve vinden we voor elke oplossing van

(3.6,25) Kol = A§k
dat lim X T 0g, waarbij o bepaald is door de vergelijking

T T
o = ¢
£ T E X

Met andere woorden de som van de componenten van £l is constant. In het bij-
zonder is de som van de componenten van de limietvector gelijk azan de som
van de componenten van de beginvector, Deze eigenschap is intuitief duidelijk
voor de situatie beschreven na definitie (3.6.20), daar hier de som van de
componenten van X, gelijk is aan de totale hoeveelheid goed.

In het bijzonder geval dat alle elementen van A positief zijn, kunnen we de
stelling van Perron-Frobenius gebruiken, die zegt dat als A > 0, de eigen-
waarde A = 1 de enige is met |[A| = r(A) = 1, In dat geval hoeven we om de
limiet van oplossingen van de recurrente betrekking (3.6.25) te bepalen geen

eigenwaarden te berekenen, naar slechts een eigenvector ¢ > 0 bij A = 1.

(3.6.26) VOORBEELD., In voorbeeld (3.6.22) vinden we als eigenvector
c = [21,32,36]T. Als N het totale agantal ratten is dat aan het experiment
deelneemt, dan geldt voor elke oplossing van (3.6.23):

21 0,236

limg_ck==-g-§-32 = N[0,359| .
ko 36 0,405

Deze wvector geeft aan hoe op den duur het totale aantal ratten verdeeld is

over de drie mogelijkheden. b
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Hoogdstuk TV. De z-transfoumatie

Definitie en elementaine eigenschappen van de z-thansgormatie

We zullen in dit hoofdstuk cen analogon van de Laplace~transformatie bespre-
ken, In de technische literatuur gebruikt men hiervoor de term z-transforma-

tie. We zullen ook de term voortbrengende functie gebruiken.

(4.1.1) DEFINITIE. Een rij getallen IYLIPRE heet exponentieel begrenad als

er getallen M en o bestaan aso dat

[akl < Mak .

De rijen (klo), (ehk), (Ak),(l/(kn+1))zijn-exponentiee1 begrensd, de rijen
(k1) en (&%), (ek?) niet.

(4.1.2) DEFINITIE. ZiJ ans8 5 gON exponentieel begrensde rij getallen,
Onder de voortbrengende functie van deze rij verstaat men

[+
d(z) := z akzk = a, + az+ a222 +ova
k=0

d(z) wordt ook wel de z-getransformeerde van de rij (a,) genoemd.

©

Als de rij (ak) exponentieel begrensd is, dan is d(z) een convergente macht-
reeks in een omgeving van de oorsproné. Inderdaad, zoals men gemakkelijk ve-

rifieert, als lak| s Muk, dan convergeert de machtreeks &(z) voor |z| < t/a,

(4.1.3) OPMERKING. In de technische literatuur definieert men gewoonlijk de

z-transformatie door

2 ‘f -k a
3(2) = a, & = a Foemm b Lo .
k=0 k 0 z

Formules en eigenschappen van deze z-transformatie kan men verkrijgen door

-1
overal z door z ° te vervangen. 0
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(4.1.4) VOORBEELDEN.

1) a = 1 (k = 0,1,2,...). Dan is

a(z) = } 2 = 7 1 (voor |z| < 1) .

L -z
=0
_k

2) a =a. Dan is

a(z) = z akzk = == (voor |z| < 1/a) .

K=o oz

Zak(az)k = alaz) .

o

~
N

s
]

o118

<
g8
]

Voorbeeld 2) is hiervan een bijzonder geval,

4) Als bk = kak, dan is

Z k zk = z I k zk--1 =
k=0 * k=0 *

b (2)

%% Iz dz k=0 A '

Dus

o'y
~
N
e
il
N

5) Als b

Q(z) = z 4 1. Z 5 .
(1 - 2z)

dz 1 - z

6) Als b, = ka®, dan volgt uit 3) en 5) dat

oz

g(z) T e ——
{{ - az)2

%

7) Als bk = k2 dan volgt uit 4) en 5) dat ;%
'@r

- it

b(z) =z-g-z- Z 5 =z(] +z; . f;

-2 (- 2) @

8) Als 6, = 1, 6 =0 (k=1,2,...), dan ic §(z) = 1. 0

o
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Uit bovenstaande voorbeelden zien we hoe we soms uit bekende voortbrengende
functies nieuwe kunnen construeren. De nu volgende eigenschap geeft een
aantal van dergelijke constructies, die erg belangrijk zijn voor de toe-

passing van de z-transformatie,

(4.1.5) EIGENSCHAP.

1) Als a, = bk * e dan 18 d(z) = B(z) + €(z); als a, = Abk dan is
i(z) = AB(z) .
D.w.z., de z-transformatie is een lineaire afbeelding.

2}y Als bk = a (k = 0,1,2,444), dan Zs

ktl

5(z) = z ) (&(z) - ag) -

Ala b, = a

k= B4y k=0,1,2,.00) , dan is

B(z) = z_z(a(z) - &y - aIZ) .
Algemeen: Als bk = 8.0 dan ise

B(z) = z "{a(z) - (ag + 23,2 +...% a

BEWLIS. 1) is duidelijk.

2) We beschouwen direct het algemene geval: Als bk =a .. dan is

b.+b. z + 5D 22 +,.=a + a +22 LT

5(z) 0" 2 T Ay T g

z + a
n

~-n n n+1 . _-n _
z (anz + 2 1% +f'.) =z {(aO + a,z torn)

n-1 =~ . n-
- (ag +ajz +it a2 Yl =z {3(z) (ay + a;z +...t a_,2

SRR R A e T

SR

i
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Men kan verder elke uit de analyse bekende machtreeksontwikkeling gebruiken
om voortbrengende functies te bepalen (zie Wiskunde 10, § 4.5 en § 4.6 (1975))
in het bijzonder (4.6.14)). Zo is bijv. eZ de voortbrengende functie van

a = 1/ki. Uit cosh z = Zsz/(Zk)I volgt dat cosh Yz de voortbrengende functie
is van a = 1/(2k)!. Op analoge manier kan men voortbrengende functies van de
rijen (1/(2k+1)]), ((—I)k/(Zk)!), ((-l)k/(Zk-+l)!) bepalen, Uit de formule

4.1.6) (1 +of= 7§ (E)xk
k=0

kan men door de specialisatie p = -n~1, x = -z en m.b.v,

k (n+)@m+2)...(n+k) _

- LEplCe e G20 L 5
k, n+k
= DR

vinden dat
-n-1 _ v n+k, k
=27 = ("5~
k=0
Op analoge wijze volgt door substitutie van y = =}, x = =4z in (4,1.6) dat

(1~ 42)‘5 = 7 (
k=0

)zk .

We vatten de gevonden formules samen in een tabel.




(4.1.7) TABEL.

_ 93 -

rij z-getrans formeerde
a a(z)
ray Aa(z)
a + b i(z) + b(z)
- i) - 2}
&y 2 Ha(2) - (ay + 2,2)}
a z Maz) - (ag + a;z teotoa n-l)}

da
kak z v
akak i(dz)
i

L ] - 2
k Z

. (- Z)Z
s 1

1 - az

2 z(l + z)

k 3
(1 - 2z)

Gk 1
1/k! e
iak = 1/k (k 2 1) ~log(l - z)
ao =
ﬁcﬂ(z)(k=0,“,n) (1 + z)®
a = O(kzn+ 1)
G a -z
(zt) (- l+z)”i

.
i
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4.2, Toepassingen van-de z-transgormatie op recwuente betrekkingen

3. B

We zullen oplossingen van recurrente betrekkingen bepalen m.b.v. de z-trans-

formatie. Daartoe is de volgende eigenschap essentieel:

4

(4.2.1) STELLING. Laat (xk)-'een oplossing aijn van een lineaire recurrente
betrekking met constante coéfficiénten:

(4.2.2) Xen ¥ 2 %eqer et A% b

Als de rig (b, ) exponentieel begrensd is, danie ook (2, ) exponentieel begrensd.

We laten het bewijs achterwege.

Om nu de recurrente betrekking (4.2.2) op te lossen, transformeren we deze

betrekking m,b.v. de z-transformatie. Dit levert een eenvoudige vergelijking
voor de voortbrengende functie mits de beginwaarden KyserosX bekend zi jn.

Als we de voortbrengende functie hieruit opgelost hebben moetenwe haar terugtrans—

formeren tot derij (ﬁQ-Om de teruggetransformeerde te vinden, maken we ge-— -'%
bruik van tabel (4.1.7). Verder speelt, net als bij de Laplace-transformatie, E
breuksplitsing hierbij een belangrijke rol. fﬁ

Schematisch kunnen we de oplosmethode als volgt aangeven:

recurrente betrekking 5 oplossing van
met beginwaarden recurrente betrekking
z-transformatie terugtransformatie
gewone lineaire expliciete uitdrukking
vergelijking : oplossen | | voor de
4 .
voor de z~ge- .. z-getransformeerde
| transformeerde

Opdat deze methode correct is moet de z-transformatie injectief zijn. D.w.z.

;3

als (ak) en (bk) twee verschillende rijen zijn moeten ze ook verschillende

voortbrengende functies hebben. Het is echter gemakkelijk in te zien dat aan

deze voorwaarde is voldaan, daar men de termen van de rij (ak) expliciet in
d(z) kan uitdrukken:
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(A(k)

a is de k-de afgeleide van 3).

{4.2.3) VOOREEELD. X 49 " 5xk+‘ + 6xk =1 ¢k =0,1,004)3 Xy = X = 0.

De z-transformatie levert

]
It~ 8
N

-

Z zk -5 E zk + 6 z zk
L *e+2 & Tt L L

dus

znz(i(z) - Xy T xli) - SZ-l(i(zi -,xo) + 6%(z) = e

=2

(2" - 5271 4 8)R(2) =

1 - 2

2 2
z Z

(622 = Sz+ 1)(1 = 2) (1 - 2)(1 - 22)(1 - 3z) °

x{z) =

Breuksplitsing geeft

I S }

%(2) -2z 1-2z T-3z°
Daar T_é—a? de voortbrengende functie is van o (zie tabel (4.1.7)), vinden
we

® = %-- 2k 4 % 3, B

.. R .
We noemen een rij vectoren X,,X;,X,,... in IR" exponentieel begrensd als voor elke

i de rij van de i-de componenten X 0% oo exponentieel begrensd is. Voor
] 1]
een exponentieel begrensde rij vectoren definieren we de voortbrengende func-

tie door
(@) = (%, @), ., % (DT

waar

-~ 5 k .
X. (z) = Xx. z (l = l “e 1'1) .
1 kZO ik T

We schrijven ook wel
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o A ok ki

o

x(z) = E gkzk—-x + X,Z ool

Uit (4.1.5,(1)) volgt gemakkelijk dat als A: R® -~ R™ een lineaire afbeelding
is en % = Al‘k: dan §(z) = A:}_:-(z). Ook geldt het analogon van stelling

- . oa -1,

(4,1.5,(2)), nl.: als S dan is §(z) = z (X(2) - :_{0). Tenslotte heb-

ben we net als in (4.2.,1) het volgende resultaat:

(4.2,4) STELLING. Als (lck) een oplossing 18 van de recurrente betrekking

G2 mey = An

en derid (gk) 18 exponentieel begrensd, dan 18 derij (%) ewponentieel begrensd.

Op grond hiervan kunnen we de z-~transformatie ook gebruiken bij het oplossen
van stelsels wvan recurrente betrekkingen. Voor de voortbrengende functie van

de oplossing van (4.2.5) met beginwaarde x. geldt

0
@) - x) = AR(2) + 5(2)

dus
(1 - z8)&(2) = x; + 2zb(2)

ern

|

R —
R(z) = (1 - 28) (x, + 2b(2)) l

waaruit we ¥, kunnen vinden door terugtransformatie.

(4.2.6) VOORBEELD. Beschoww de recurrente betrekking (4.2.5) met

7 % 8
A=.!- -B-’E-)-ka;.b-= -3’xo—9-.
2 5
Dan is
l-lz -'-g-'-z-l 1-‘-3-2 -2-z
-1 2 5 1 5 5
(oah) s —-lz l-l'-:j-z 8{z) -‘-z l*lz
2 5 2 2

< - 2. 0- - L
waar A(z) t=det{I - zA) = 1 52t 5 2 (1 z) (1 T z). Dus

T

j
}J
4




4.3,

- 77 -

- -
'l—-—-z —_-Z 6
s -———— 77 T

("Z)““To‘z)L 1 2|

1

We hebben hier gebruikt dat voor de constante rij hk = b geldt Eﬁz) =(1-z) b.

We winden
i [ 6z - 2%-22
x(z) = NI

2 )] 9
(- 2 Taz)|_3z+-2- z

Breuksplitsing levert

6z - Ei z2
R )2(15- L 14-/3 AL :4—0ﬁ7z
z ﬁ 4 ( Z) 10
-3z ¢ '92' =* 5/3 140/27
2 1 2 1 -z 1
(l = 3) (I "T‘a'z)_ (]“Z) l--]—oz

Uit tabel (4.1.7) volgt dat ©(z) = (1 - z)-'2 de voortbrengende

functie is van de rij ¢ = k + 1. Derhalve vinden we

4 104 _ 140 | -k
X =gk + ) Fgr -5 100,
5 185, 140 , -k
X =3kt D) —gg 57 10 L

Enkefe andere foepassingen

Soms kan men de z-transformatie gebruiken bij het oplossen van recurrente be-
trekkingen met niet-constante coefficienten. Als de coefficienten polynomen
in k zijn, dan volgt uit voorbeeld {(4.1.4.4) dat de z-getransformearde

van een oplossing voldoet aan een differentiaalvergelijking. In eenvoudige

gevallen kan men deze differentiaalvergelijking oplossen.

(4.3.1) VOORBEELD. Bepaal de oplossing van

(k + 2)xk+2 = (k+l)xk+1 - Xk (k = O,l,n.n), xo = l’ xl =0 .
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Noemen we de rij kx_ =y,, dan vinden we

T2 T Tkrr T %
en dus

22G@ -y -2 =2 G -y - k@)
Exr geldt Y9 © 0 en y, =% = 0, dus

2
z

| =z

§(z) = - %(z) .

Anderzijds volgt uit (4.1.4.4) dat § = zd%/dz.

Dus

dx _ Z .
- T %(z) .

Deze differentiaalvergelijking lossen we op met scheiding van variabelen

d% ~z K
f k3 I =z 42

log|&(z)| = z + log|l = z| + C s
dus
£(z) = ¢l - z)e% .
Daar %(0) = Xq = 1 vinden we € = 1, dus
X(Z)“(]-Z)e =(]-ZEZET"'1+Z (-1-{—!--‘—(—1{—:-]—-)-—!-)4—
k=0 k=1
-] z‘k
=1+ ) =(l -Kk).
kl
k=1
We vinden
x =1

k~ 1
xk= -i(—.'_ (k' },2,.-.) .

Het blijkt dat we kunnen schrijven

xkﬂ—u——r-—kk-l (k=0,1,2,...) .

.

8,
—=.
i
4
bt
B
b
k

¥




Ook kunnen we
twee indices:

versie van de
%(z,

Als we echter
bi} elke vaste
betrekking tot
k wvoor §k(z

met een van de

(4.3.2) VOORBE

(4.3.3) X

met beginvoorwaarden

*k,0

*0,8

Bij vaste k beschouwen we X o als een ri) met index £. Van die rij is de
L]

voortbrengende

% (2

De betrekking

]

z”](ik+](z) " %1, 0) = Hea @ - z’l(ik(z)-— %.,00

Daar xk 0 =0
]

(4.3.4) §k+l

We vatten (4.3.4) op als een recurrente betrekking waarin de parameter z

voorkomt . De

Daar X5 ¢ = ]
¥
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de z-transformatie gebruiken bij dubbelrijen d.w.z. rijen met
% g (k,2 = 0,1,2,...). We kunnen dan een twee-dimensionale
H

z-trans formatie invoeren:

)=} ) z'§ .
LI

van het voorafgaande gebruik willen maken kunnen we beter L)
k als een rij met index % beschouwen. De z~transformatie met
de index % geeft dan een recurrente betrekking met &&n index
). Deze recurrente betrekking kunnen we proberen op te lossen

ons bekende methoden,

ELD. Beschouw de recurrente betrekking

AT Nert,n T X ey &R =0,1,000)

=0 (ke

R x;""““ WL g :'\:“._f:

= ] (2

il [}

— o
-» -

[ —
- -

. [\
L] -
. N
Nt -
.

- g

s R

functie

S L
)y = z .
EEO et

(4.3.3) luidt na z-transformatie

(k = 0,1,.,..) volgt hieruit
1 ~
(2) = (= 7% (2) .

oplossing is

l kl\
T2 HE

(2 =1,2,,..) en x0,0 = 0, geldt

J
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[}
ner~18
]
=
]

2,(2)
dus
2 (2) = ¥z - )7k,

_Uit tabel (4,.,1.,7) zien we dat

a - z)-k-l - z (kzl)zﬁ.
=0

De reeksontwikkeling van ik(z) is dus

-]

~ k k 2-] A
W@ = 1D ¢ he

Zo zien we dat de oplossing van de recurrente betrekking met beginwaarden
wordt gegeven door

k. k+2-1
xk’z = (~1)7( k ) 2 21)

xk,O =0 ,

R

?
3
£y
;
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Hoofdsiuk V. Grafentheonie

Inleidende begrippen, gerichte gragen

Een gerichte graaf bestaat uit een aantal punten (knopen genoemd) en een aan-
tal gerichte verbindingen (takken) tussen die punten, Voorbeelden zijn: hier-
archie in een bedrijf, goederenstroom in een fabriek, prioriteitenschema van
activiteiten in een proces, electrisch schakelschema, blokdiagram voor een
computer.

We preciseren dit begrip als volgt: Laat K en T twee verzamelingen zijn.
Elementen van K noemen we knopen en elementen van T takken. Bij elke tak

hoort een beginpunt en een eindpunt.

(5.1.1) DEFINITIE. Een gerichte graaf is een viertal <K,T,b,e>, waarin K en

T eindige veraamelingen zijn en b: T + K, e: T > K afbeeldingen., Elementen
van K heten knopen, elementen van T takken. b(t) heet het beginpunt en e(t)
het eindpunt van t. We szullen het viertal <K,T,b,e> vaak aanduiden met de
letter G.

Een gerichte graaf kan men tekenen door de knopen als stippen te tekenen en
de takken als verbindingslijnen d.m.v. een pijl van richting voorzien, De

vorm van de verbindingslijn is hierbij niet van belang.

(5.1.2) VOORBEELD.

De in deze figuur getekende graaf heeft 5 Enopen en 8 takken, Er geldt bijv,

b(t3) = Xy e(ta) =X, 0

i 7

&
kS
“Izl
@
3
g
I
i




5.2.

'e(t]),...,e(tn_l) onderling verschillend zijn en ook verschillend van b(t!)
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(5.1.3) DEFINITIE. In een gerichtegraaf G heet een yrij takken (tl""’tn) met
de etgenschap

e(ti) = b(ti+l) i =1,...,n"1)

een weg. De knoop b(tl) heet het begingunt b van de weg en e(tn) het eindgunt
e. Het getql n heet de lengte van de weg. We noemen (tl""’tn) een weg van b
naar e.

Als tys.e.,t  onderling verschillend zijn heet de weg een pad. Als

en e(tn) heet (tl,...,tn) een boog. Als voor een boog geldt b(tl) = e(tn)
dan heet de boog een kring (of cykel, gesloten boog).

Het is duidelijk dat iedere boog een pad is.

(5.1.4) VOORBEELD. In de graaf van (5.1.2) is (tl’tB’tT’tB’tB) een weg maar
geen pad. x, is het beginpunt en x; het eindpunt van deze weg. (tz,t],t3) is
een pad maar geen boog, daar het punt x, twee keer voorkomt. (tl,t3,t7) is

een boog. (t],tz) is een kring. a

De volgende eigenschap is eenvoudig in te zien.

SRS L e A e Sl T

(5.1.5) STELLING. Als er een weg van x naar y bestaat dan bestaat er ook een
boog van x naar y.

e N

We kunnen nl., als e(ti) = e(tj) en i < j, het stuk van de weg tussen t; en
tj+l weg laten.

Ondenzoek naan het bestaan van kringen 4in een graaf

In gerichte grafen is het vaak belangrijk dat kringen ontbreken. Zo zijn in
prioriteitenschema's kringen ongewenst. We behandelen een criterium voor het

ontbreken van kringen.

(‘
3

[y
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We gebruiken de volgende notatie

Ny i= I v {0} = {0,1,2,...} .

Een afbeelding van de knopenverzameling K in n%) noemt men een fummering van
de knopen van K. We zullen i.h.a. niet eisen dat een nummering injectief is,

Twee verschillende knopen mogen dus hetzelfde nummer hebben,

(5.2.1) STELLING, Voor een gerichte graaf G zijn de volgende beweringen equi-
valent:

1) Er bestaat een nwmmering r: K > W, zodanig dat voor elke tak t geldt
r(b(t)) < r(e(t)).

2) Iedere niet-lege verzameling A van knopen bevat een kncop a, die geen eind-
punt is van een tak met beginpunt in A,

3) De graaf bevat geen kringen,

BEWIJS. 1 = 2, We denken de knopen genummerd als in |). Als A een niet-lege
verzameling knopen is, kiezen we voor a een knoop in A met het laagste num-
mer, Van iedere tak met eindpunt a heeft het beginpunt een lager nummer en
ligt dus niet in A,

2 =» 3, Als de graaf een kring heeft, kiezen we voor A de verzameling der kno-
pen, die in de kring voorkomen. Dan is iedere knoop in A eindpunt van een tak
met beginpunt in A, in strijd met 2).

3 = 1., Als de graaf geen kringen heeft, is iedere weg een boog. Daarom is de
lengte van iedere weg kleiner dan het totale aantal knopen. We definiéren
r(x) als de lengte van een langste weg met aindpunt x (rang van x). Neem nu een
tak t. Er is een weg met lengte r(b(t)) en eindpunt b(t). Voeg aan deze weg
de tak t toe, dan ontstaat een weg met lengte r(b(t)) + | en eindpunt e(t).

Dus

r(b(t)) < r(b(t)) + 1 < r(e(t)) . O

Gragen en matnices

Bij de studie van grafen wordt van matrices gebruik gemaakt.

(5.3.1) DEFINITIE. Laat de knopen van een gerichte graaf G injectief gemum-
merd zijn van 1 tot en met n, De n X n-matrix A waarvoor a; het aantal tak-

ken ig met beginpunt i en eindpunt j wordt knopermatrix van de graaf genoemd,

]

We noteren de knopermatrix van G ook wel ale volgt: A(G).
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(5.3.2) VOORBEELD. Van onderstaande graaf is gegeven de knopenmatrix A.

(oo TR (5 I e B - |

4
Merk op dat de knopemmatrix afhangt van de gekozen nummering van de knopen-

verzameling. Als we in de graaf van voorbeeld (5.3.2) een andere nummering

kiezen krijgen we een andere knopenmatrix.

(5.3.3) VOORBEELD, Als we de knopen met nummers 2 en 3 van nummer verwisselen

krijgen we de matrix B als knopenmatrix.

Belangrijk is de volgende eigenschap:

(5.3.4) STELLING. Als A de knopermatrix is van de graaf G, dan ise het (i,j)-
de element van de matrix Ak gelijk aan het aantal wegen van lengte k van
knoop i naar j.

BEWLJS, We bewijzen het resultaat met volledige inductie naar k. Voor k = 1
volgt het gestelde ommiddellijk uit de definitie van A. Laat het gestelde nu
bewezen zijn voor k-1 en laat i en j twee knopen voorstellen., Een weg ter
lengte k van i naar j kunnen we splitsen in een weg met lengte k-1 van i
naar een knooppunt 2 en een weg met lengte 1 van % naar j. Als omgekeerd, %
een willekeurig knooppunt is en als we een weg met lengte k-1 wvani naar 2

hebben en een weg met lengte |1 van £ naar j, dan kunnen we deze samennemen

tot een wég met lengte k van i naar j. Als % een vast knooppunt is dan is op

grond van de inductieveronderstelling het aantal wegen met lengte k-1 van i
(k=1)
it

met lengte 1 (dus het aantal takkem) van £ naar j is gelijk aan aaj. Het aan-

naar % gelijk aan a , het (i,2)-de element van Akﬁl. Het aantal wegen

tal wegen met lengte k van i naar j dat we op deze manier krijgen is gelijk

aan agt_‘)azj. Het totaal aantal wegen van i naar j krijgen we als we somme-
) n {k-1) - (k)
ren over alle knooppunten £. Het resultaat 1is 22_] as, azj aij . O

o 1 1 0
. g |t O 0 2
0o 0 1 0
o 0 1 0 0

R
B
1
e
&
&
B
-
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(5.3.5) VOORBEELD. Hoeveel wegen met lengte k zijn er in de volgende graaf

van | naar 37

2
1 1 1 0
A={0 0 1{.
110

3
We moeten Ak berekenen. Daartoe maken we gebruik van de stelling van Cayley-

Hamilton (3.3.2). Het karakteristieke polynoom van A is

p(z) = z3 - 22 -z .

Volgens Cayley~Hamilton geldt dus

A3 = a2 44,

e}

We vermenigvuldigen dit met k-] (k = 1,2,...). Dan vinden we

Ak+2 = Ak+l + Ak (k- = 1.2,3]15.) .

T AR

Dit betekent dat de elementen van AX voldoen aan de recurrente betrekking

van Fibonacci. In het bijzonder geldt dit wvoor afg):

.
!
(k+2) _  (k+1) (k) W
213 3 Y #3 - '_%
Om afg) te berekenen moeten we af;) en afg} weten, Uit de matrix of uit de -;@
graaf kunnen we gemakkelijk zien dat {%
(y _ 2) _
ajy" = 0, a s, 1.
. (k) . .
Dus, voor k = 2 is a4 het (k -2)-de Fibonacci getal
®)
213" ® Fiep

Op analoge wijze kunnen we de andere elementen van Ak berekenen. We vinden

Fiel T Fra2
K
Ae|p_, B, F_, k = 3)
Fem1 Fmr Fi 0

Uit (5.3.4) leiden we de volgende voorwaarde af voor het niet bestaan van

kringen in een graaf.




5.4,

wij ook: y ig vanuit x bereikbaar.
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(5.3.6) STELLING. Z<Jj A de knopenmatrix van een gerichte graaf G. De volgen- #

de beweringen zijn equivalent .

i) De graaf bevat geen kringen.
ii) A" = 0, waar n het aantal knooppunten van de graaf is.

iii) A = 0 18 de enige eigemwaarde van A.

BEWIJS. i) = ii). Als een graaf geen kringen bevat, zijn er geen wegen met
lengte gelijk aan n. Stel nl. dat zo'n weg wel bestaat. Dan zou hij n+1
knooppunten moeten bevatten. Er zou dan nminstens &&n knooppunt twee of meer
keer op die weg liggen, hetgeen onmogelijk is als er geen kring is.

ii) = i). Als er een kring is, dan zijn er wegen van willekeurige lengte in

de graaf. We kunnen nl. de kring zo vaak doorlopen als we willen., Als dus

A" = 0 is, dan zijn er geen kringen.
ii) = iii). Als A een eigenwaarde is met eigenvector c, dan geldt AEE = AEE, ﬁ
zoals men gemakkelijk met inductie kan bewijzen. Uit A" = 0 volgt dan Afg={g

en daar ¢ ¥ 0 zien we dat A = 0,

iii) = ii). Als A = O de enige eigenwaarde van A is, dan is p(z) = 2" het ka- .ﬁ
rakteristieke polynoom van A. Volgens de stelling van Cayley-Hamilton geldt

daarom A" = 0. d

Een n x n-matrix A waarvoor geldt A" = 0 heet nilpotent.

Pe bereikbaarheldsmatrix

Als een graaf een sociale of organisatorische structuur aangeeft, kan het
van belang zijn te weten of bepaalde delen van de graaf bereikbaar zijn van-

uit andere delen. Het is van belang te weten welke samenhang de graaf heeft.

(5.4.1) DEFINITIE. 2%J x een knooppunt van de gerichte graaf <K,T,b,e>, De

vanuit x bereikbare verzameling ie de verzameling van knooppunten ¥y met de

eigenschap dat er een weg van x naar y bestaat. Deze verzameling wordt aan-
gegeven met R(x). We spreken af dat x e &(x), In plaats van y € ®(x) zeggen

(5.4.2) DEFINITIE. Een gerichte graaf <K,T,b,e> heet sterk samenhangend als

voor elk paar X,y van knopen geldt y e R]R(x).
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Een graaf is dus sterk samenhangend als elk punt vanuit elk punt bereikbaar

is. Een equiﬁalente voorwaarde ig: Voor alle knopen x geldt R(x) = K.

(5.4.3) VOORBEELD. Onderstaande graaf (a) is sterk samenhangend, De graaf O

2 - :
t g P 1
d///fj\\\x> {ii\\;;;;;? J/f/ii\iﬁb {K\\\;;;/? |
‘ * | i 3 > 5
(a) (b) _

in figuur (b) is niet sterk samenhangend. Er geldt weliswaar ®(1) = K, maar

A(6) = {4,5,6} # K en R(3) = {2,3,4,5,6). O *
OPMERKING. We hebben afgesproken dat steeds x ¢ 6(x). We kunnen zeggen dat A
er een weg van X naar x loopt met lengte 0, In bovenstaand voorbeeld geldt %
dus inderdaad &(1) = K voor de graaf van figuur (b), O ?
i i 3 . . 5

We kunnen de bereikbaarheidseigenschappen van een -graaf tot uitdrukking bren- . A
gen in de bereikbaarheidsmatrix van de graaf. }%
.

(5.4.4) DEFINITIE. Laat de knopewverszameling van een graaf G genurmerd zijn ‘%

zoala in (5.3.1). De bereikbaarheidsmatriz R(G) van G wordt gedefinieerd als

R 1

bl e 3

de n *x n-matrix met elementen rij’ waar .
rij s= 1 als j € &(1) ,
ry; 0 als j ¢ &(1) ,

Uit deze definitie volgt onmiddellijk dat

&) =43 | ryy= 13

A

EEPER o et

en dat G sterk samenhangend is dan en slechts dan als alle elementen van

R(G) gelijk aan 1 zijn.

o O
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W I N e R

(5.4.5) VOORBEELD. Van de graaf in figuur (b) van voorbeeld (5.4.3) is de be-

reikbaarheidsmatrix (bij de in de figuur gegeven nummering)

1 l 1 1 1
1 0 I 1 1
1 1 1 1 I
0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 |5

ol

R(G) =

0
0
0

fo o o o ©

Merk op dat vanuit ! elk punt kan worden bereikt en dat de punten 4,53,6 van-

uit elk punt kunnen worden bereikt. O

We kunnen R(G) berekenen uit A = A(G). We weten immers dat agﬁ) (het (i,j)=de

element van Ak) het aantal wegen aangeeft van i naar j met lengte k. Het to-

taal aantal wegen met lengte < n=1! van i naar j is dus

- (2) (n~1)
bij : Gij + aij + aij Foaat aij

waar Gij = 0 als i #¥ jen §,; = 1. De term Gij is toegevoegd om ook de weg

met lengte O te tellen als i = j,

We zien dat de elementen van de matrix

(5.4.6) BxT+A+A2 4,4 a0

het aantal wegen aangeven met lengte < n-1 die tussen de verschillende knoop-
punten liggen. Als j vanuit i bereikbaar is, dan is er een weg van i naar j.
Dan is er ook een boog van i naar j. Daar de lengte van een boog in een graaf
met n knooppunten ten hoogste n-1 is zien we dat elk punt j dat vanuit i be-
reikbaar is, ook bereikbaar is met een weg met lengte niet groter dan n-1l.
Derhalve geldt: j ¢ ®(i) dan en slechts dan als bij > 0. We definiéren de

functie
o:Zmo + {0,1}
door

o(0) := 0
o(k) := 1 als k> 0

en als B een n * n~matrix is, dan definieren we o(B) als de matrix met ele-

menten a(bij). Bijv.

E
i
]
A
A
h
:
A
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(5.4,7) STELLING. Voor een gerichte graaf G geldt

2P
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1 3 2 1 11 %
slo0 1 ol =]o0 1 of.
0 10 1 0 1 1

Dan kunnen we bovenstaande als volgt aangeven.

n-1

R(G) = o(I + A +.. % A ) .

Het is in feite niet nodig alle machten Az,...,An-]

nl.

te berekenen, Er geldt

(5.4.8) GEVOLG. Voor een gerichte graaf G geldt
R(G) = o((1 + &)™) .

Uit

(1 + A)n-l =1+ (n-l-l)A + (n;l)Az P An—l

volgt nl. gemakkelijk dat

o((T + ™) = 0T + 4 +.r A",

Transportnelwerken

We beschouwen een gerichte graaf en denken ons hierop een stroom, die in iedere
tak een bepaalde waarde heeft., In de knopen mag geen opeenhoping ontstaan en
geen productie plaats vinden; daarom is de totale stroom in de naar de knoop
toelopende takken gelijk aan de totale stroom in de van de knoop aflopende
takken. Een uitzondering vormen twee knopen i (ingang) en u (uitgang)., In i
mag meer stroom in uitgaande takken zitteﬁ dan in de inkomende takken en in

u omgekeerd. _

We beschrijven de stroom met een functie f, die aan iedere tak een reéel ge-

tal toevoegt.,
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Als G een gerichte graaf is dan noemen we een afbeelding f: T > R een takken-
functie. We kunnen zo'n functie aangeven door bij elke tak t het getal f£(t)

te schrijven.

(5.5.1) VOORBEELD.

Als f een takkenfunctie is en A < K, B < K, dan noteren we

£(A,B) 3= ) £(r) .
teT
b(t)eA
e(t)eB
Als A uit &En element X bestaat, dan schrijven we f£(x,B) en analoog in andere ge-
vallen., Er geldt dan
£(A,B) = ) £(x,B)= ] £(4,y) = ] £(x,y) .
XEA yeB x€A
yeB
Zo'n takkenfunctie kan verschillende interpretaties hebben. Als we £{(t) in-

terpreteren als een stroom die door t loopt, dan is
(5.5.2) p(x) = £(x,K) - £(K,x)

een grootheid die aangeeft hoeveel er meer van x weg stroomt (f£(x,K)) naar

andere punten in de graaf, dan naar x toe (£(K,x)).

(5.5.3) DEFINITIE. Een takkenfunetie f: T = R heet een stroom of een stroom-
functie als ¢(x) =0 geldt voor alle x € K met uitzondering van twee vooraf

gegeven knopen i en u.

i
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We interpreteren i als het knooppunt waar de stroom van buiten af de graaf

ingaat en u als de uitgang.

(5.5.4) VOORBEELD,

Gewoonlijk zijn stroomfuncties niet-negatief en is ¢(i) > 0, ¢(u) < 0,

{5.5.5) STELLING., Voor een stroom £ geldt

p(u) = -op(i) .

De grootheid 9(i) noemen we de stroomsterkte van de stroom £.

BEWLIS. ¢(u) = () + ] o(x) = =p(i) + ] o(x) =
xeK xeK
x#i
x#u

= wp(i) + )} {f(x,K) = £(R,x)} = =p(i) + £(K,K) - £(K,K) =
xeK

= -g(i) . g

We nemen nu aan, dat elke tak t een zekere capaciteit c(t) heeft en dat de

stroom in zo'n tak niet groter kan zijn dan de capaciteit van de tak.

Een transportnetwerk is een gerichte graaf met aangewezen knopen i (ingang)

en u (uitgang) en een takkenfunctie ¢, die aan iedere tak t een reeel getal

c(t) > 0 toevoegt, genaamd de capaciteit van t.

Een stroom £ op een transportnetwerk heet een toegelaten stroom als voor al-

le takken t geldt:

0 < £(t) < c(t) .

A



P
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@
g
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We zoeken in een transportnetwerk toegelaten stromen met maximale stroomsterk-—
te. Om deze te bestuderen voeren we het begrip smede in. Daartoe verdelen we
de verzameling K der knopen in twee complementaire verzamelingen A en B, dus-
danig dat i ¢ A en u € B, De bij deze verdeling behorende snede is de verza-
meling der takken met beginpunt in A en eindpunt in B. De capaciteit van de

snede is de som van de capaciteiten van haar takken.

Stel AUB=EK, AnB=2@, 1¢ A, ue B, Dan is

S(4,B) := {t € T | b(t) € 4, e(t) ¢ B} (snede van A en B) ,
c(A,B) := E c(t) (capaciteit van snede) .
teS(A,B)

(5.8.6) STELLING. Voor iedere toegelaten stroom en tedere snede geldt:

o(i) = £(A,B) - £(B,A) = c(A,B) .

BEWLIJS. (i) = 0(i) + 1 -o(x) = ] o(x) = .} {f(x,K) - £(X,x)} =
x:g XecA xXel
X¥F1l

£(A,K) - f(K,A) = £(A,A) + £(A,B) - £(A,A) - £(B,A) =

£(A,B) - £(B,A) < £(4,B) < ¢(A,B) . B

De ongelijkheid 9(i) £c geldt dus voor iedere toegelaten stroom en voor iedere
snede en dus ook voor een snede met minimale capaciteit. Er is een stelling

(Ford-Fulkerson), die zegt dat er een toegelaten Stroom bestaat met stroom~

sterkte = minimale capacitelt van een snede. Deze strcom heeft dan uiteraard
maximale stroomsterkte, We bewijzen deze stelling niet, maar schetsen wel

een algoritme om in een gegeven transportnetwerk een stroom met maximale

stroomsterkte te vinden.

Laat een toegelaten stroom f gegeven zijn. Als er een boog van i naar u is,
zodat op iedere tak t van die boog geldt: c(t) ~ £(t) > 0, dan kunnen we een
toegelaten stroom verkrijgen door in alle takken van de boog de stroom met
hét minimum m van deze c(t) - f£(t) te vermeerderen, De stroomsterkte van deze
niewe stroom f, is m groter dan de stroomsterkte van f. Op minstens &&n der
takken van de beschouwde boog geldt c(t)-fl(t) =0, Zo'n tak heet verzadigd.

Een boog van i naar u met minstens &&n verzadigde tak noemen we ook verzadigd.
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Als alle bogen van i naar uverzadigd zijn, heet de stroom compleet. De

stroomsterkte hoeft dan evenwel nog niet maximaal te zijn.

Stel nu dat er een "boog" van i naar u is, die eventueel tegenliggende

takken bevat en waarvoor geldt:

voor alle -+ takken: c(t) - £(t) > 0 ,

voor alle + takken: £(t) > 0 .

Nemen we nu het minimum m van al deze c(t) - f£(t), resp. £(t), en vermeerde-
ren we de stroom met m op de ~ takken van de boog en verminderen we de
stroom met m op de <« takken van de boog, dan ontstaat een toegelaten stroom
met een stroomsterkte, die m groter is dan de stroomsterkte van f.

We herhalen dit proces net zo lang tot het niet meer kan, We bespreken eerst
twee voorbeelden.

{(5.%.7) VOORBEELD. K = {i,x],xz,x »u}. De takken van de graaf zijn gegeven in

3
de tweede kolom en hun capaciteiten in de eerste kolom van de volgende tabel.

c fl f2_ f3 f4
6 i x 0 2 5 5
2 11 X3 0 0 0 2
2 X %, 0 2 2 2
3 X| Xg 0 0 3 3
10 x2 u 0 2 2 2
6 X3 u 0 0 3 5
o(l) § O 2 5 7

We beginnen met f] identiek nul. We zoeken bogen door de graaf en houden het
mogelijk toe te voegen bedrag bij.

i x; 6

X, > Xy 2

x2 > u 10 .

We vinden f2 door verhoging van de stroom langs deze boog met 2; dan is de

tak x;x, verzadigd.
i - X, 4
Xy Xq 3

x3 + u 6 .

g ,!}
]
b
u
:i
b
EH
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We vinden f3 door verhoging van de stroom langs deze boog met 3; nu zijn

x| ¥y en X X, verzadigd.

i X3 2
Xy +u

fa2
.

We vinden f4 door verhoging van de stroom langs deze boog met 2; de takken
X) X5y X| X3 en i x5 zijn nu verzadigd.
i

i x, 1, breekt af .

Zoals we dadelijk zullen zien is f4 een stroom met maximale stroomsterkte

g{i) = 7, O

In dit voorbeeld is de stroomsterkte van de gevonden coﬁplexe stroom maxi-

maal. In het volgende voorbeeld is dat niet zo.

(5.5.8) VOORBEELD. K = {i,xl,xz,u}. Takken en capaciteiten staan in de tabel.

c f £ f £

1 2 3 4

2 i X, 0 2 2 2

5 i X, 0 0 1 3
3 x] x2 0 2 2 0 i

4 X, u 0 0 0 2

3 X, u 0 2 3 3

p(i) 0 2 3 5

Weer beginnen we met f] identiek aan nul. De eerste boog geeft

i - X, 2
xl -+ x2 3
x2 <+ u 3 .

‘We vinden f2 door verhoging van de stroom langs deze boog met 2; dan is de
tak i x, verzadigd.
i - Xy 5

X, + u | S

4
i
i
£
i
4
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We vinden f3 door verhoging van de stroom langs deze boog met I; i X, en x, u

zijn nu verzadigd.

1 - x2 4 5
Xy * X, 2 )

xl-*u 4 .

Tenslotte vinden we f4 door verhoging (resp. verlaging) van de stroom langs
de "boog'" met 2; i x| en x, u zijn verzadigd.

Van deze stroom f4 zullen we ook bewijzen, dat zij maximale stroomsterkte
9(i) = 5 heeft. - :

Als de capaciteiten rationaalzijn (quoti&nt van twee . gehele getallen)enockals inde
algorithme steeds eenboog gekozen wordt waarvanhet aantal takken minimaal is, dan ;3¢
kan men bewijzen dat de algoritme na een eindig aantal stappen afbreekt. Dit '

zullen we hier niet doen. Als echter de algoritme afbreekt dan kan men inzien

dat de stroom maximale sterkte heeft, Dit zullenwe aantonen door een snede te constru~ .

eren zodanig dat de stroomsterkte ¢(i) geliik is aan de capaciteit van die
snede. Volgens stelling (5.6.6) is de stroomsterkte dan maximaal. We defini&ren A
als de verzameling van knooppunten x waarvoor er een boog (met eventueel te-
genliggende takken) van i naar x bestaat waarop we de stroom nog kunnen ver-
hogen. (Daarbij negeren we het feit dat de stroom na het punt x niet meer
noodzakelijk kan worden verhoogd.) We spreken af dat i ¢ A, Het is duidelijk
dat u / A omdat we anders de stroomsterkte volgens bovenstaand algorithme
zouden kunnen verhogen.We definiéren B als het complement van A, Dan geldt
voor de takken van A naar B dat c(t) - £(t) = 0 en voor de takken van B naar
A geldt f(t) = 0. Dit volgt uit de definitie van A. Nu geldt echter

(i) = £(A,B) - £(B,A) = c(A,B), zodat de stroomsterkte gelijk is aan de ca-
paciteit van de snede. ‘

We beschouwen de stand van zaken in de behandelde voorbeelden.

In (5.5.7) is A = {i,x,}, B = {x,,x,,ul,

S(A,B) = {i Xy X, X5,X) x3},
c(A,B) =2+ 2+ 3 =7 .

In (5.5.8) is A = {i,xz}. B = {xl’“}'

S(A,B) = {i X%, ul} ,
c(A,B) = 2 + 3 =5,

De algoritme levert dus niet alleen een stroom met maximale stroomsterkte,

maar ook een snede met minimale capaciteit.
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5.6. Optimale bogen

We beschouwen een gerichte graaf zonder kfingen waarbij aan elke tak een
reéel getal c(t) wordt toegekend. (¢ : T > IR is dus een takkenfunctie).
Dit getal geeft aan hoeveel het kost, de tak in de voorgeschreven richting
te doorlopen. De kosten bij het doorlopen van een boog vindt men door

de kosten van de takken van die weg op te tellen. Als P en q knopen zijn
van de graaf, dan willen we een boog van p naar ¢ vinden met minimale
kosten, Zo'n boog noemen we dan een optimale boog. Het is duidelijk dat
een optimale boog altijd bestaat als er ten minste een boog van p naar q
is (d.w.z. als q vanuit p bereikbaar is). We beschouwen q .als een vast
punt en we definieéren voor elke knoop x van de graaf, w(x) als het mini-
male bedrag dat het kost om van x naar q te gaén. We definieren w(x) = =

als er géén boog van x naar q is. Tenslotte spreken we af dat w{q) = 0,

Bedenk, dat er geen weg met positieve lengte van q naar q loopt, omdat
de graaf geen kringen bevat. De enige weg van q naar q is de "triviale

weg' met lengte O. , i

(5.6.1) STELLING. Als x een knoop‘is en X # q dan geldt w(x) < = dknzen-alechtsdhnf
ale er een tak t bestaat met b(t) = x en w(e(t)) < =. Als w(x) < =, dan is

w(x) = min{c(t) + w(e(t))

waarbij het minimum genomen wordt over alle takken t waarvan x het begin-
punt 18 en waarvoor geldt w(e(t)) < =. Verder 18 een tak waarvoor in (5.6.2)
het minimum wordt aangenomen de begintak van een optimale boog van x

naar q .

BEWLJS. Als er een t bestaat met b(t) = x en w(e(t)) < =, kiezen we een boog

van e(t) naar q. We laten deze boog voorafgaan door t en verkrijgen op deze

manier een boog van x naar q. Omgekeerd, als er een boog van x naar q be- ,ﬁg
staat, dan geldt voor de begintak t van die boog b(t) = x en'w(e(t)) < =, om 4

dat er ook een boog van e(t) naar q bestaat.

Veronderstel nu, dat w(x)} < «. Voor elke boog van x naar q zijn de kosten

gelijk aan de kosten van de eerste tak t vermeerderd met de kosten van het
resterende stuk van de boog, d.w.z. het stuk van e(t) naar q. Dit laatste

bedrag is niet kleiner dat w(e(t)), zodat de kosten van de totale boog niet
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kleiner zijn dan c(t) + w(e(t)). Daar dit geldt voor elke tak t met

b(t) = x en w(e{t)) < « volgt hieruit
w(x) 2 min{c(t) + w(e(t))} .

Anderzijds, moet er een optimale boog van x naar q bestaan. Als t hiervan
de begintak is, dan is het resterende stuk van de boog een optimale boog

van e(t) naar q. Derhalve geldt

wix) = c(t) + w(e(t)) = minf{e(t) + w(e(t))} . g

We kunnen stelling (5.6.1) gebruiken om optimale bogen te comstrueren.

(5.4.3) VOORBEELD.
‘ , _ 4

in bovenstaande graaf wordt de waarde van c(t) bij elke tak aangegeven. We

bepalen m.b.v. (5.6.2) dewaarde vanw(x) voor elk knooppunt x.

10 8 D

15

5

Verder geven we steeds d.m.v. een dubbele pijl aan voor welke tak in (5.6.2)

het minimum wordt aangenomen. Als we dit hebben gedaan, dan komen bij het

knooppunt a de minimale kosten te staan. Een optimale boog vinden we door in
a te starten en steeds een tak te kiezen met dubbele pijl. Merk op dat de |
optimale boog niet noodzakelijk eenduidig is. Als er bijv. in bovenstaande
graaf bijv. bij de tak t die vanuit a vertrekt en waarvoor c(t) = 4 geldt,

2 in plaats van 4 had gestaan waren er meer wegen mogelijk geweest. O
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We kunnen de methode zoal gebruikt in voorbeeld (5.6.3) formaliseren tot

de volgende algorithme.

1° Nummer de knopen door aan elke knoop zijn rang toe te kennen (zie 5.2,1).
2o De knoop met nummer n krijgt de waarde w(n) = 0 en voor de knopen met

nummers i =n - 1{, n -~ 2,..., 1 geldt

w(i) + min c(t) + w{elt))
t
b(t) =

(5.6.4) OPMERKING. We kunnen de algoritme gebruiken om te bepalen vanuit
welke punten een gegeven punt q in een gerichte graaf bereikbaar is. Daar-
toe definiéren we c(t) = 0 voor elke tak van de graaf en bepalen w(x) voor
elke knoop x.

Een andere toepassing is het bepalen van de kortste boog tussen twee punten
(neem c(t) = | voor alle t) of de langste boog tussen twee punten (c{t) ==1)

voor alle t. ]

{5.6.5) OPMERKING. De voorwaarde dat de graaf geen kringen bevat kan vervallen
als c(t) > 0 voor alle takken t, omdat dan zoals men gemakkelijk kan in-
zien, een optimale weg een boog moet zijn., Als c(t) 2 0 kan men inzien dat
optimale wegen alleen kringen kunnen bevatten waarvoor c{t) = 0 voor alle
takken van de kring.

Een algorithme, die zeer nauw bij de intuitier aansluit en die, in een ge-
richte graaf met n Knopen en een niet negatieve lengtefunctie (takkenfunctie)
(c(t) 2 0 voor elke tak in de graaf), kortste paden construeert ié de Dijkstra
algorithme. We zullen nu net als in cpmerking (5.6.5) toelaten dat de graaf

kringen bevat.

We beschrijven deze algorithme voor een graaf met n knopen, met een niet
negatieve lengtefunctie waar we de lengte der kortste paden naar een vaste

knoop q willen weten.

{5.6.6) Di{fhstra algoniithme

1° zet bij knoop g het getal w(g) =

2° pas de volgende procedure hoogstens n - 1 maal toe
Laat t een tak zijn zd dat
(1) bij b(t) staat geen getal
(11)  pij e(t) staat wel een getal, nl. wile(t))
(1ii) cl(t) + wie(t)) is minimaal
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Zet dan bij de knoop b(t) het getal c{t) + w(e(t)).

Het is evident dat na afloop van deze algorithme bij ijedere knoop de mini-

male lengte van een pad van de knoop naar g staat.

(5.6.7) OPMERKING.De procedure in 2° hoeft zeker niet vaker dan n - 1
maal worden toegepast omdat er maar n knopen zijn. Het is bovendien dui-
delijk dat er grafen zijn waarbij de procedure precies n - 1 maal moet

worden uitgeveerd. O

5.7. Ongerdichte grafen

Een ongerichte graaf onderscheidt zich van een gerichte graaf doordat de tak-

ken niet van richting worden voorzien. Aan elke tak wordt dus een ongeordend

paar punten toegevoegd, randpunten genaamd. Men kan hier dus niet spreken

R i

van begin- of eindpunten. Bij het tekenen van een ongerichte graaf voorziet
men de takken dus niet van een pijl, Definities van weg, pad, boog, enkel-
voudige graaf, isomorphe grafen, deelgrafen zijn analoog aan de overeenkom—

stige definities voor gerichte grafen.

RS SO0V N IR S Sy

(5.7.1) DEFINITIE. Een ongerichte graaf heet samenhangend als er voor teder

tweetal knopen a en b met a # b een weg van a naar b bestaat. Een niet-samen—

hangende graaf bestaat uit een aantal maximale samenhangende stukken, die

componenten heten,

Twee knopen behoren dan en slechts dan tot dezelfde component, als ze door

een weg verbonden zijn, Een samenhangende graaf heeft &&n component.

(5.7.2) DEFINITIE. Een ongerichte graaf zonder Kringen heet een bos. Een sa-

menhangende ongerichte graaf zonder kringen heet een boom.

(5.7.4) STELLING. Elke component van een bos 78 een boom. Een boe (en dus ook

een boom) ig een enkelvoudige graaf.

Dit is evident.

ok
i
S

Een knoop die randpunt is van precies &&n tak, heet een eindknoop.

(5.7.4) STELLING. Iedere boom met twee of meer knopen heeft ten minste twee

eindknopen.




(5.7.7) STELLING. In eenm boom is ieder pad een boog. Als a en b verschillen—
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BEWILJS. Als alle knopen van de boom eindknopen zijn, is de stelling juist.
We mogen dus aannemen, dat de boom een knoop a bevat, die geen eindknoop is. 1
We passen volledige inductie toe naar het aantal knopen n. Stel dat het aan-
tal takken, dat van a uitgaat, k is. Dan is k 2 2, want k = 0 is onmogelijk,
omdat de graaf samenhangend is enn 2 2 en k = | is onmogelijk omdat a geen

eindknoop is. Laat nu de knoop a en die k takken weg. De resterende graaf is
een bos en de k andere randpunten van die k takken liggen in verschillende

componenten, omdat er anders in de oorspronkelijke graaf een kring zou zijn

geweest (door het pﬁnt a). Elk van deze k componenten bevat tenminste &é&n
knoop, die eindknoop is in de corspronkelijke boom. Immers als zo'n compo-
nent uit slechts &&n knoop bestaat, dan is deze knoop in de oorspronkelijke

boom slechts met a verbonden en dus een eindknoop. Als zo'n component ten-—

minste twee knopen bevat, kunnen we op die component de inductieveronderstel- ‘
ling toepassen, omdat het aantal knopen zeker kleiner dan n is, en conclude- B
ren, dat deze component tenminste twee eindknopen bezit, waarvan er tenminste |
€én in de oorspronkelijke boom niet met a verbonden is en dus daar ook een
eindknoop is. Op deze wijze vinden we in de boom k eindknopen, hetgeen het

bewijs van de stelling voltooit, omdat k = 2. 0
§5.7.5) STELLING. Iedere boom met n knopen heeft precies n -1 takken.

BEWIJS. We passen volledige inductie toe naar n. Het geval n=1 is duidelijk.
Als n 2 2, is er een eindknoop a met aanliggende tak t. Laat a en t weg. De
resterende graaf is weer een boom, omdat voor twee knopen x en y in die boom
een pad in de corspronkelijke boom, dat van x naar y loopt, de tak t niet be-
vat en dus een weg in de resterende graaf is. Volgens de inductieveronderstel~

ling heeft de resterende boom n~2 takken en de gegeven boom dus n - | takken.[]

{(5.7.6) STELLING. Een bos met n knopen en k componenten heeft n -k takken.

de knopen in een boom zijn, is er &én en slechts één pad van a naar b.

Het bewijs van deze stellingen is eenvoudig.
(5.7.8) DEFINITIE. Een deelgraaf van een samenhangende, ongerichte graaf,
die-alle knopen van de . oorepronkelijke graaf bevat en tevens een boom is,

heet een skelet van die graaf.

(5.7.9) STELLING. Iedere samenhangende, ongerichte graaf beait een skelet.
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BEWIJS. We passen volledige inductie toe naar het aantal takken. Als de graaf

geen kring bevat, is hij een boom en dus zijn eigen skelet. Als de graaf wel

een kring bevat, is de deelgraaf, die ontstaat door &&n van de takken van een

kring weg te laten, samenhangend. Immers een weg in de oorspronkelijke graaf,

die de weggelaten tak bevat, kan vervangen worden door een weg in de deelgraaf

met hetzelfde begin~ en eindpunt, door telkens die tak te vervangen door de

rest van de kring, waarvan hij deel uitmaakt. De deelgraaf is dus samenhan-

gend en heeft een tak minder en bezit dus volgens inductieveronderstelling

een skelet, dat uiteraard ook skelet van de oorspronkelijke graaf is. 0

(5.7.10) OPMERKING. Uit het bewijs volgt, dat men een skelet kan vinden door

herhaaldelijk schrappen van een tak in een kring. Verder kan een graaf meer

dan &&n skelet hebben.

C

Stelling (5.7.9) doet een uitspraak over het bestaan van een skelet. We

kunnen dit idee nog uitbreiden naar het geval waar aan de takken van de on-

gerichte graaf getallen worden toegekend en dan een "zuinigst" skelet con-

strueren.

We gaan uit van een -samephangende ongerichte graaf met n knopen voorzien van

een niet negatieve takkenfunctie ¢ (d.w.z. c(ti) 2z 0 voor elke tak ti). We

zullen een skelet construeren zodat de som der functiewaarden c(ti) mini-

maal is. We
1 Kies
2 Kies
3 Xdies

gaan te werk volgens de volgende algorithme

een tak t

1

waarvoor c(ti) minimaal is

een tak t2 # t1 zodat'{tl, t2} eenboom is en c(t2) minimaal is

een tak ty # tyr ty # t, zodat {tl't2't3} eenboom is en c(t3)

‘minimaal is

i Kies

c(ti) minimaal is

een tak ti # tiwl""'ti # t1 zodat {tl’tZ""'ti} een boom is en

]

n - 1 Kies een tak tn"'i' % tn__2,o.n‘,tn_1 # tl Zodat {tl,tzpnc-;tn_l} een

boom is en c(tn_l) minimaal is

De takken t

gty

bepalen een skelet omdat ze een boom vormen met n knopen.

‘Bovendien is c(t1)+...+c(tn_1) duidelijk minimaal.
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