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o | +/5 n+l 1 | - /5 n+l
xn—""'("""i—“') """"'(—"2_'-) ’ n=0,1,2,... .
%l /5
Bewijs:
&) X2 = Xpey ¥ e n=0,1,2,...
b) x, = F n=0,1,2,...

4. Bewijs dat voor de rij (Fn) van Fibonacci geldt:

. Een bank geeft op een beleggingsrekening !00 p 7 samengestelde interest

. Gegeven is de rij

Hoofdstuk I.

§ .

per jaar. Jaarlijks op | januari wordt de rente met het uitstaande ka-
pitaal samengesteld.
lemand zet jaarlijks op | januari het vaste bedrag R op zijn rekening.

Hoeveel bedraagt het saldo na k jaren, aangenomen dat het beginsaldo 0

b

wasg?

waarin (Fn) de rij van Fibonacci voorstelt,

Gegeven is de rij

x=(3+/§>“+(3'~/§)“, n

n = 0,1,2,...
Bewijs:
a) ' X~ 6xn - 4xn_] . n=1,2,3,...
b) X is een natuurlijk getal , n=20,0,2,3,...
c) X, is deelbaar door 2" , n =_0,I,2,3,...

2 B n -
Fn - Fn—l Fn+l = (-1)", n=1,2,3,...




5.

Bewijs:
" a) X =X PR ., n= 3,4,5,...
b) xn=Fn+l » n = 1,2,3,1--

Gegeven is de rij

Bewijs:

Beschouw de rijen bestaande uit n nullen of enen, waarin geen twee nullen

naast elkaar staan.

Laat x_ het aantal van deze rijen zijnm.

Laat x_ het aantal rijen zijn bestaande uit n getallen, 0, | of -1, waarin
geen twee getallen 1 of -1 naast elkaar staan.

Bewijs:

X = 2% + X
!

el : n=2,3,4,...

n~1

Een lichtstraal met intensiteit I0 valt loodrecht op een plaat absorberend
materiaal. De dikte van de plaat is d.

Experimenteel is gebleken dat de absorptie in een zeer dun laagje met dikte
h bij benadering gelijk is aan XIh. Hierin is I de intensiteit van het op
het laagje vallende licht en A is een evenredigheidsconstante, die de ab~
sorptiecoefficiént genoemd wordt.

We denken ons de plaat verdeeld in n dunne laagjes van gelijke dikte h.

Noem de intensiteit van het uit het k-de laagje tredende licht Ik'
Stel een recurrente betrekking op voor I.
Beschouw I_ en bepaal de intensiteit van de uit de plaat tredende licht-

straal,

Er zijn n kooien opgesteld in een rechte lijn., In deze kooien moeten k

niet van elkaar te onderscheiden leeuwen worden ondergebracht en wel zd,




dat in een kooi hoogstens &en leeuw zit en niet in twee opeenvolgende
kooien leeuwen zitten, IR
Noem het aantal manieren waarop dit gerealiseerd kan worden XK
Bewljs:

ook - Fa-1,k T *o-2,k-1 "

De rij punten z = x + iyn (n=0,1,2,...,) op de eenheidscirkel wordt op
de volgende wijze gegeven:

zg = 1, zy = cosa+isina;z , is het spiegelbeeld yan z _y in de
lijn, die 0 met z verbindt (n = 1,2,..,), Bepaal 2z en onderzoek het ge-

drag van de rij voor

U 3n b
U-:Ov'i"'”n'"i-:'l:-

N.B. Men kan de rij z, interpreteren als de opeenvolgende posities van

een biljartbal op een cirkelvormig biljart,

S S e T
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Beschouw de autonome iteratie

§ 3, e
\
Beschouw de autoncme iteratie

xk+| = f(xk) . k=0,1,2,...

Voor welke waarden van x_. is de rij (xk) monotoon dan wel alternerend

Q

en voor welke waarden van x

0 is de xij (xk) convergent als

Fx) = o .

f(x) = 1In(l + x) .
£(x) = e * .

0 =
£(x) = x> = 6 .
£(x) =4 x + %

Beschouw de iteratie

2
xk+l = axk ’ k =0,1,2,...

a) Geef de algemene oplossing. ‘
b) Ga na voor welke waarden van a en b de rij (xk) convergeert en bepaal

.iﬁ dat geval lim x
ke

k'

' 2
Kpw] ~ 1 + ax, k= 0,1,2,..,
Xg = b, waarin b > 0O,




Ga na voor welke waarden van a en b de rij (xk) convergeert en bepaal
in dat geval lim x .
k
ke
xn+1
Bewijs, dat in § 1, opgave 7, lim bestaat.
n+e T

Bereken deze limiet.
Beschouw de differentiaalvergelijking

' 2
y =y -y

De integraalkromme van deze D.V., die door het punt (0,}) gaat kan men

numeriek benaderen volgens de methode van Euler (Zie Wiskunde 39),.

Dit procédé leidt tot de volgende autonome iteratie:
Yot = ¥ * hiy -yzﬁ
k+l 7k k k
v = 1

waarin h > 0; k= 0,1,2,... .

" Onderzoek voor welke waarden van h

lim y
oo k

bestaat en bepaal in geval van convergentie deze limiet.

o

e et S

.lé

RS
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Hooldstuk 1i.

502,

Los de volgende recurrente betrekkingen op:

2 ' = 2 =
"Rt ) 4.

xk+1

Mo+

NIRRT

'xk+]

ey

. xk+]
e S

* xk+]

"pl
P
e+
STy

* xk+l

!l

1

lxk + k, X = 0.
X + Kk, xO = ().

lxk + 2k2, X = Oy

2.+ 3, %y = L

5xk+k +_2k+_3,x0=0.

1. Bepeal lim x
koo

MH
=
+
~
o
OP'C
It

kl

ax, + k + 1, x, = 0, (vergelijk I, § 1, 5),.

T #k + 1, X = 1.

|- -
2(]+E—T—i-)}{1(+2k+4, Xo-r]_.

T R e S e T




15. Xpo = 2xk+1 tx k=0,1,2,... (vergelijk I, & t, 7). *
16, x ., = 5%, *6x =0, k=0,1,2,...
170 Xy = THy * 10K = 4k

18, X4y T A)ﬁwl - Axk - 2k+l.
19 % p = 6% + 9%, = 0.

200 Ky T2 TR S L

21, a) x ., - 4x = 5.3k,
K
b) xk+2 - Z"Kk =2

et gt s Sl e
el e R

22, xk+2+x,k= 1.

23, Xepp * 2};10’_1 + ZX.R = k.,

24, Bereken voor o reeel en -2 € o £ 2 de determinant met n rijen en n kolommen

o 1 0 01000
1« 1 0. . ..

o 1 o 1. ...

D =
0 0 | Y S
0 . . « 5o O

Aanwijzing: Leid een recurrente betrekking voor Dn af.

25. Gegeven is de recurrente betrekking

- e = =0,
Xeyp = Dx  + AT =0, A eR A F0, k=0,1,2,...

a) Bewijs:




f

als deze limiet bestaat.
b) Bepaal de algemene oplossing van de gegeven recurrente betrekking. Laat
zlen, dat

X+l

1im
k-roo

baestaat voor elke oplossing (Xk).ongelijk aan de nuloplossing.
26. Bepaal de algemene oplossing van

' ' k .
X4 + 2axk+] +oax = -0, k=0,1,2,..., a€eR, a# 0.

27. Los op voor alle o ¢ R:

Xopp T 0E (L mz)xk =0.

Voor welke waarden van a ziin alle oplossingen begrensd?
28, Los'op voor alle o ¢ R:

Xy * @k DX e = (D, k=0,1,2,00., a f 0,

29, Los op:
‘= 2 K. = 1 %, = 2
Xk'xk+2 xk+],‘ 0 » ¥y .

30, Los op:

Kepy T THep ¥ VO T 12% =0

31. Los op:

Kevh ~ a3 T2 T A PR =0, xy=x =0,

A
3
:"‘t.

CE
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32. Neem aan dat het nationaal inkomen over elk jaar is opgebouwd uit drie com- i
_ 3
pontenten: -
;
1) Ulegaven voor de consumptie.
2) Investeringen in het particuliere bedrijfsleven,

3) Uverheidsuitgaven.
Neem aan:

(1) dat de consumptieuitgaven in elk jaar evenredig zijn met het nationaal
inkomen over het voorafgaande jaar.

(1i) dat de particﬁliere investeringen in een jaar evenredig zijn met de
toename van de consumptie in dat jaar.

(iii) dat de overheidsuitgaven ieder jaar dezelfde zijn.

Stel de jaarlijkse overheidsuitgaven gelijk aan 1| (keuze der eenheid).
Laat zien, dat het nationaal inkomen Yy over het k-de jaar voldcoet aan een

betrekking van de vorm
Yo = PYyoy T Po¥ien * I, p,en p, constant .

Neem vervolgens P, = l en p, = 3,
&
Bewijs dat in dit geval ¥ een gedempte slingerbeweging vertoont en dat

lim y, = 2.

koo

33. Laat N_ de grootte Zijn van een zekere bevolking aan het eind van jaar t,

t = 0,1,2,... . De grootte.van de bevolking wordt door 2 factoren beinvloed:

(i) een relatieve groei van 2% per jaar.

(ii) bovendien een constant verlies van 10 individuen per jaar.

Neem NO = 2500 en bereken Nt’ t=1,2,3,... .
Na hoeveel jaar is de bevolking verdubbeld?




~1

Hooldstul L1L.

Los de volgende recurrente betrekkingen op.

a) x, o« R7; x = Ax

k _1\*‘; —l.\; k=0,|,2,...; A=

)
X = Ax, + b met b « R constant
Skt =k = =

k i
3 R7; R T A,g\;k + 2 .J; k= 0,1,2,..4;
0
. 0]
. . - .
B Bomyy TAR L R 02,
LY
Col
x - R”, x =-Xx+—"|' b= G,1,2
=N P B TR i SREREERRE
2] @
, 4 =2
x_::][{‘;g_‘g = Ax ; k= 0,l,2,...; A=
K k+1 k 6 =3
, ]
%o Rgomy, = An J 3o ko= 00,4000 A
0
‘_2
}_Skr_]R S —A)_(k, k O,1,2,...
-] 2 3
A = ; X, = .
-1 1 0 ]
e )3, Ax k = 0,1,z
B s T B T R i
0=-1 0
A= g Q-1 .
~1 0 0

X ﬂ]Rz; 20x = Ax, + 1 y k= 0,1,2,...
s

Bepaal bovendien lim x
ke

-kl
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3. -

10. X R™; §k+l AEL’ k O,1,2,.4
¢ !
i _ . -

A= |0 O .2 3%y [
0 0 Ul 1
Pex o Rk 0= A% k= 0,1,2,040
{1 -2 -7
t
A== \-2 1 =2/,
3
-2 =2 ]
1z Xoo- R™; Kol T Axk, k = 0,1,2,7..
b oo ]
| A= 10 1 0

0
a) %y = i1
0—
1]
b) Xy = 0
_].—
i
c) EU = 1| .
]_.<
2 l
13. Ekem;§k+l=A§k+g1 i ko= 0,101,200 A=}
0 [
3 p -
14. §ksR;§k+]=A§k;k-0,l,z,. 3 A=41 0 |
1 i a
0 1 0]
o 3- = - = 2 ==
lJI E-k £ R H E1(-}1 - A}-Sk’ k 0,’,2,1--, A * l O 1

o
lo
[P




lb,

In een land zijn 3 politieke partijen A, B en C.

Jaarlijks verliest partij A % van zijn aanhang aan partij B en % aan partij C.
Partij B verliest de helft van zijn aanhang aan partij A en verliest niet

aan C.

Partij C verliest de helft van zijn aanhang aan partij B en verliest niet

aan A,

Neem aan dat de bevolkingsgrootte constant is.

Bewijs dat de grootte der partijen A, B en C nadert tot een stabiele limiet

teestand.

.Stel dat in de 'bercepen het volgende onderscheid wordt aangebracht:

academisch, geéchoold, ongeschoold.

Uit een onderzoek is gebleken dat

(1) van de kinderen van academici-zijn 707 academicus, 20% géschoold en

102 ongeschocold.

(11) wvan de kinderen van geschoolden zijn 207 academicus, 60Z geschoold en

207 ongeschocld.
(iii) van de kinderen der ongeschoolden zijn 207 academicus, 30% geschoold en
50% ongeschoold.
Neem aan dat ieder lid der bercepsbevolking &én kind heeft in de beroepsbe-
volking. ' '
Bij het begin van de registratie waren er 16 miljoen academici, 18 miljoen

geschoolden, | miljoen ongeschoolden.

Geef de verdeling over de beroepen in het k-de jaar en bepaal de stabiele

eindtoestand.

_ 1 2 a
3
_ﬁk s R; a ¢ R; X+ = Agk; k = Q,},Z,...; A =10 1 a
‘ o ¢ i
i 2k %4
a) Bewl]js: A= 101 ke
0 0 ]
b) Geef met behulp van (a) de algemene oplossing. I -]
x, € B2, 5, = An, k=0,1,2,... a=| 0 o o.

Bereken A¥ en los daarmee het stelsel op.




.—i3 —

1010 -1

20, :_:k+l=i2 1 Tz 41, k= 0,1,2,...
0 3 0] 0
Bewijs, dat lim X bestaat. Bepaal deze limiet,
ke ‘
¢ 3 0] 1
| -
21, 5k+l-§2 | 0§k!_}_{0— 0
300 1
- Onderzoek, of lim :_ck'bestaat. Zo ja, bepaal deze limiet.
2 0 1 1
1 1
22 X =70 1 2® oty kF0,1,2,...
1 2 0 1
Bepaal lim x .
ke &
23, 11 1]
7 5 % 2
12 2
. 3 5 37 -
Bew1 T L1 o, Ko k= 0,1,2,... .
° 5 77
o 6 0 a
a) Voor welke waarden van o« zijn alle oplossingen begrensd? (a ¢ R).
b) Als Xy = {1,220, lO]T_, bepaal dan lim ¥, voor die waarden van o waarvoor
deze limiet bestaat. ko '
24, 0 1 2
' i
3—‘k+1=§1 2 ]§k,k=0,l,2,.., .
2 2 l‘ .
-Bewijs,‘ dat lim e bestaat.
: koo
25. 113
a=sll 2 0|, c=&,1,D)

Bereken Ac en bepaal lim Ak.
k>




27.

29.,

30,

..

28,

- 14 -

1 2 3
A=10 O 1
0 -1 0

Ga na of A° begrensd is en of lim Ak bestaat.

k_"”“’
L1 2]
7 3 3 2
I 1 S o
B 07 03 BBk %7 )P
11 1 1
& 3 6]

Bewijs, dat lim ¥ bestaat en bepaal deze limiet.
ko

Dezelfde vraag voor

1

X+l T

+1

2
0 1 | Ek’ 50 - ol .
2

b

Dezelfde vraag wvoor

1 1 0 ' 2
)
X4 T E-O 1 I'Ek’ X = 13,
10 1 5
0 1
A= |1 0] .
0 1 0
Bewijs, dat'Ak begrensd is, k = 0,1,2,... . Ga na, of lim Ak bestaat.

ke

Neem aan, dat in een stad twee politieke partijen A en B bestaan.

Van jaar op jaar behoudt partij A 707 van zijn aaphang, verliest 207 van zijn
aanhang aan ﬁartij B en 107 van zijn aanhang wordt partijloos. Partij B be-~
houdt 85%, verliest 107 aan partij A en 5% van de aanhang van B wordt partij-'.

loos. Van de partijlozen voegen zich jaarlijks 2000 personen bij partij A en

eveneens 2000 personen bij partij B.

Bewijs dat de grootte van beide partijen nadert tot een limiet, die niet af-

hangt van de begintoestand en bepaal die limiet.
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Hoofdstuk IV.

Los op met behulp van z-transformatie:

¢ Ry + X = 2

x, = 0,

= 4x. - 3y
=1’Y080_




12,

n,k - xn-l,k *
ne=2,3,4,...3

X =1 ; x

xn-Z,k-l ?
k=1,2,3,... ,
=0 als Lk 21

0,0 0.k
xl,O = 1-:1’l =1 ; xl,k L
= -
xn,O 1, alsn=z 2,

(k + l):\ck_'_1 + kxk = IOOXk H
xo =1,

— + k-l -
el ~ *k T T ’
X, = 1.

- 16 -

0, als k2 2 ;

k =0,1,2,...

k=0,1,2,,.s

=

A e
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Hoofdstuk V,

§ 2.

Nummer de knopen in de volgende grafen zodanig, dat voor iedere tak geldt:

nummer b{t) < nummer e(t).

a)

b)

c)

d)




2. Onderzoek of de volgende grafen kringen bevatten.

al 'xz Ry w

b)

c)




Pt cegatel s -m,.'.t_,h‘:..”*..,.',___V_‘Y-,‘,F;,M..:Hh'ép

3. a) Bevat onderstaande gerichte graaf kringen?

Motiveer Uw antwoord.

b) Bepaal in deze graaf de lengte van de kortste weg tussen de knopen A en B.

4, a) Nummer in de volgende gerichte graaf de knopen zodanig dat voor iedere tak
het nummer van de beginknoop kleiner is dan het nummer van de eindknoop.
b) Keer nu de pijl tussen B en C om, _
Lukt het weer om zo een nummering als onder a) gevraagd te geven?

Zo nee, waarom niet?




5. Beschouw de volgende graaf.

a) Bevat deze graaf kringen?

b) Bepaal de rang van de met A benoemde knoop.




§ 3 en 4.

1, Gegeven is de volgende gerichte graaf.

a) Bepaal de knopemmatrix van deze graaf.
b) Bewijs, dat in deze graaf elke knoop bereikbaar is vanuit elke andere
knoop via een weg ter leﬁgte hoogstens drie.

¢) Wat is de bereikbaarheidsmatrix van de graaf?

2. Gegeven is de gefiqhte graaf.

a) Bepaal de knopenmatrlx.
b} Bewijs dat in deze gradf geen krmngen voorkomen.

c) Bepaal de berelkbaarheldsmatrlx.
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3. Een gerichte graaf met zes knopen 8158550008, heeft als knopemmatrix

o o O O O o
o O O o O
o O o O

0 .
0 0 1
0 0 0

a2) Toon aan dat de graaf geen kringen bevat. .
b) Bereken tussen ieder tweetal knopen het aantal wegen ter lengte twee.
¢) Toon aan dat in deze graaf juist &&n weg ter lengte vijf voorkomt en geen

weg ter lengte zes,

d) Bepaal de bereikbaarheidsmatrix van deze graaf.
4, Een gerichte graaf met vier knoPén 8)s85,85,8, heeft als knopenmatrix

1 0
0 0
1 0 0 1
0 0
a} Toon aan dat de graaf kringen bevat..

| b) Bepaal de bereikbaarheidsmatrix van deze graaf.

5. Bewijs dat voor een graaf G zonder kringen geldt: R(G) = o(I - A)mI ,

waarin A de knopemmatrix van de graaf is.

6. Beschouw de grafen'GI en Gz:'




..23_.

Geef de knopenmatrices A1 en A2 van deze grafen en bewijs dat G1 en G2

geen kringen bevatten. We maken nu een nieuwe graaf met zes knooppunten

' 81,32,33,b1,b2,b3 door aq te verbinden met bi {zie tekening).

. a)

Geef de knopenmatrix van deze nieuwe graaf G en toon aan dat deze graaf
geen‘kringen bevat,

Vervolgens verbinden we b2 met a, (zie tekening). Welke consequenties
heeft dit voor de knopemmatrix van deze graaf?

Toon aan dat de laatste graaf wel kringen heeft,

Schrijf voor alle grafen de bereikbaarheidsmatrix op.

. De matrix A zij de knopenmatrix van een gerichte graaf met 8 knopen, ge-

nummerd x] tot en met xs

0 0 0 0 0 0]
1 000 0 0 0
01 0001 0 0
O 01t 000 0 0
1 0 0 0 0 0.0 O
1 0 0.0 1 0 1 0
01 1000 0
001 1 0 0 0]

Toon aan dat deze graaf geen kring bevat door'x].
Toon aan dat deze graaf geen kring bevat door Xg s

Onderzoek of deze graaf een kring bevat door Koo

‘Onderzoek of deze graaf een kring bevat door Xy,

Schrijf de bereikbaarheidsmatrix van deze graaf op.

- Teken een graaf, waarvan de knopemmatrix is:

0 1 0 0 0 b) 6 2 01 0 1 0
jo 00 1 0 oo 10000
1 001 0 4 0000 0O I
0 01 00 Joo 1 01 00
0 0 1 1 9 oo 1 1 0 0 1
| 0000100

Jlo 0 0o 0 0 1 i
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§ 6.

I. Gegeven is het volgende transportnetwerk 3

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
‘Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

. ‘nimale capaciteit,

2. Gegeven is het volgende transportnetwerk

4

1 X3 5
De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.

3. Gegeven is het volgehde transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

Bepaal een toegelaten stroom met maximals stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.
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4. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan,
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.

5. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi=

nimale capaciteit.

6. Gegeven is het volgende transportnetwerk

' De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

' Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.




7. Gegeven is het volgende transportnetwerk

CTSE Sk g

N
2

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

a) Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte.
b) Bepaal een snede, waarvan beide componenten uit tenminste vier knooppun-

ten bestaan, met minimale capaciteit.

8. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.
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s A

9. Gegeven is het volgende transportnetwerk

e

BN

g

,J

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

a) Bepaal een stroom met maximale stroomsterkte.

"b) Bepaal een snede met minimale capaciteit.

10. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

a) Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte.

b) Bepaal een snede met minimale capaciteit.
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§ 7.

1. Gegeven is de volgende graaf.

1
|
o
BﬁéﬁawhﬁéQ&‘éfr;w=’“

a) Nummer de knopen zodanig dat voor iedere tak geldt:
nummer b{t) < nummer e(t).
b) Wat is de lengte van de kortste weg tussen A en B?

Motiveer Uw antwoord.

i

2, Bepaal in de volgende graaf de goedkoopste weg van knoop A naar knoop B.

De kostprijzen zijn naast de takken aangegeven.

A

i
i




3.

.Beschouw de volgende gerichtg graaf,

- a) Ga na of deze graaf kringen bevat.

- 29 -~

Beschouw de volgende gerichte graaf:

6 ‘ 7 8

Y

]
. b

a) Bepaal in deze graaf de kortste weg van knoop | naar knoop 13.
b) Is het mogelijk in deze graaf de knopen zo te hernummeren, dat voor iede-

re tak het nummer van de beginknoop kleiner is dan het nummer van de eind-

knoop?
Zo ja, geef deze hernummering. Zo nee, geef aan waarom niet.

c) Bepaal in deze graaf de langste weg van knoop | naar knoop 13 die géén

e

S

kringen bevat.

R

De cijfers bij de takken stellen de kostprijzem van de takken voor.

b) Bepaal de'kortste.weg van A naar B.

¢) Bepaal de lengte en de kostprijs van de goedkoopste weg van A naar B.
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SRR

ﬁ
]
o
.

5. Bepaal in de volgende graaf de goedkoopste weg van knoop A naar knoop B.

De kostprijzen 2ijn naast de takken aangegeven.




10.

Antwoorden bij hoofdstuk I

8 1.

-
|

XO=

= T

= xk(l + p) + R, Xy = R.

d
K—l(

ino

0: iteratie breekt af.

+1: constante rij.

overige Xy alternerend, niet convergent.

-V2 < Xy < 0: convergent (vanaf X stijgend.

1 -2 E)' Inteusiteit van uittredende lichtstraal I

e

n

XO > 0 x, monotoon dalend, limiet O.
xy = 0: constante rij.
-1 < %y < 0: x, monotoon dalend, iteratie breekt af.
voor alle Xq* alternerend, convergent,
x. < =1: convergent (vanaf X, dalend), limiet 1,
- S T o
X5 = 1, % 3 ¢ lterat;e breekt af,
=1 < x4 <0, x4 # - g komt in de rij de waarde -1
tie af, anders convergentie (limiet 1).
Xg = 0, Xy = I: constante rij.
0 < %y < 1: stijgend, comvergent,
xq > 1: dalend, convergent,
Xy > 2: stijgend, niet convergent.
%, = 21 constante rij.
Xy < 2: dalend, niet convergent.
. x, = 0: iteratie breekt af.
Xy = +v2: constante rij.
x5 > V2; dalend, convergent.
Xq < -/2: stijgend, convergent.
0 < Xy < Y2: convergent (vanaf X dalend).

Ad

.

voor dan breekt de itera= .




2k 1 ‘
= = 4
7. 0a) x = (axy)" <. | . :
b} Is axy = +i: lim x =7 4
k-0
Is laxol < 1: lim x =0 :
| ‘| koo { w als a > 0,
Is |ax > 1: lim =
0 ks “ -2 als a < 0,
8. a > }; stijgend, niet convergent.
a=1}; voor 0 <b < 2: stijgend met limiet 2.

voor b = 2: constante rij.

voor b > 2: stijgend, niet convergent.

0 <a< }; voor 0 <b < 12 ;;-Aar; stijgend met 1imiet-L:;—%é;ii .
1 £ ¥V1=~4a .
voor b i e constante rij.
’ vOooTr l_:_—-.]—_.:-.é.é'- < b < l_t._.._]_—:_.{’_?'. : dalend met 1imiet _1...:_._}..;—4—3'- .
2a 2a 2a
voor b > l-t—%ggfﬂi ¢ stijgend, niet convergent,
9. a) 2.
b) 1 + V2.

10. in geval van convergentie: lim Vg = 1.
ke




Hoofdstuk II
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§ 2,
l.xk=2(§)k+].
2.xk=2k-k-1.
3. xk=£k2—£k
beox, = 6,25 - 2% - 4k - 6.
_8 k_ 3.1k
5.xk—§2 5(3) .
s.xk=3k+—k23k-lk3k
k k n
7.ox =0+ (17} (a-1)12%,
=1
13 k1, 4k
B.Xk 65 6( 1)°.
9. x, = (4 + Ji) 2%,
_31 k_ 1,2 5. _ 31
0. x =335 -7k -2k=-35.
. x, = (k2~k+1)(%)k,dus lim'.xk = 0.
ko
]2.a=0:xk=k.
2
a=1: = J(k°+Kk).
" k+1 | .
a # 0,# 1: = + e k- .
*x (a-])2 1 a (a-l)z
13.xk=£(k+l),k21.
x0=1.
k
1o, x, = (k+1)(-2+3.29),
15. A(1+f2")k+B(1-/§)k.

=
P
[l




20.

21.

22.

23,

24.

25.

26.

27,

a)

b)

o

o

a # |2]: Dn = cos ng +

b) X, = Akk + Bk,

L}
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A7 + BBk.

k k

A2 + B5T + k +

"

&l
.

+ Bk2¥ + {kzzk.

= A3k + Bk3k.

= A + Bk + bKZ.

X, = JULIN B(:--Z)k + 37,
_ Lk ok 1k
% = AZ + B(~2)" + 3 k2™,
=5+ A cos k 5 + B sin k 7 of X =5 + C cos(k 7+ D)
= l—k _ 4 + 2£k(A cos k LN B sin k éﬂ) of
5 25 4 4
1 4 Ik 3m
=z k 55 * 227(C cos(k‘a + D)),
— — - 2—
= aDn—l Dn—2’ D] = q, D2 o 1.

2: D =1+ n.
n
-2: D_ = D" +n).

sin np, n = 1.
4 - o

V4 < o2

sin 9 = 5 , cos ¢ = la.

g

1 of a < 0: = A(-a + VaZ = a)k + B(=a - vaZ = a}k +
e . 1

1: xk = A(—I)k + Bk(_l)k + %kz(""l)k-

1
1 - 4

a < 1: x, = A(/Z)kcos ke + B(/gsksin ko + (-l)k.

cos ¢ = =¥a, sin ¢ = V1 - a.

= (T T D)X cos kg + B sin ko)
K

cos Q¢ =

s Sin ¢ = ; begrensd als o = 0.

1+ a? V1 + a?

1

-**7;(-1)

k
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1
1 —.a

ACDE s BR(-D¥ + JZ-DE. »

ACDE + BEe)® + k(-1E,

no

®
=

-
o
I

&
It
o]
]

29. %, =27,

A%+ Br2 4+ o3k,

30.

1 T 3n
+-§/§ cos(k §-+ TTJ'

=1y - T cink X =
31, 2(1 cos k 5 sin k 2) of X

1
2

=

1

33, N_ = 500 + 2000(1,02)°F.

t
Verdubbeling na ca. 41 jaar.

T
By
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Hoofds tuk IIT 3
— . : C
: 1 1 . o
. a) X, = as® } + B(-l)k[ . 5
4 -2
- . 2b, - b :
. Wb e by
b) X, = ab + B(-1) + 3 , waarin b = .
X | 2% |
4 : -2 i 2

t

. 2 0 x 0 2y
- X = (V13)“a{cos ko + sin ko| |} + (V13)*8{cos ko + sin ke b+
-1 3 -3 -

_ - - 5
1 cos —g»(k'+ 2) sin —g-(k +2)
.§k=a('-l)k1 +8cos%k +qrsinlr3—k
! cos —g-(kw 2) gin -g-(k- 2)

I
L
)
R
P
1
wim
~
1
T
+
w0
o~
}
£
o
=
sy
o= _l'
: +
U
| 2 —l
[l |
. ]
1 4
=]
3
[
Sl
= 1
PR
SESRER: e PR e




13.

14,

150

16.

A i ing. P X, = M ‘: = =
is een spiegeling. Voor k even X, = Xob k oneven X Ago x, of

. A is een projectie,

. : I o
x. = a0 0! + g(/DE|VZ| + y(-vD¥|-vZ].

_37_

RIS

1 2 2

Xy = 1, ¥ 21, X, = of, X = g;voor k =z 3. ;
1 0 0 #

I

[ ol M

e Taf O +8p 1)+ Y(_l)k[]
-1 -1 i

1 1 0
k
x, =0 | O + BlOf + v|1].
~1 1 0
0 ] 1
a) x, = [1/,0) x, = [0, kz150) 5 = |1].
0 ' 1

A is een draaiing.

~-gin k %— cos k % 1 1 = ¥3
}_{k=a +B +v—2~ .
\ cos k = sin k 1_ 1 + /3
3 3 —
o B 1 1
Ek = mOk 1+ B(-])k -1 + Y3k I
-1 | 0 2

-1 1 L

Deze opgave leidt tot het stelsel

2 3 0

1 i .

e T2 3 E
12 06 3

De eigenwaarden van deze matrix zijn 1, AO en XO waarbij |A0| <1,

Stabiele eindtoestand: [30000 .
40000 : T
20000 . A

s




18.

19.

20,

21,

22. A2 0 en rijsommen < 1, dus lim AF = 0 (st. 3.6.6), dus lim x, bestaat.
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14] 0 =2
e k k
c X T oafl3) + 8(0,3)7 1)+ v(0,5)7 1
8 -y Ly
Stabiele eindtoestand: |14 ' l
13} 10°,
| 8
r 2K k2
b) X, = a/0] + b 1| + clka
0 0 1
Ak - 2k—lA
1 0 0
50 = c1 ol + c2 1] + c3 0
10 0 1
1 -1
_ k-1 k=1
X, T ¢ 0f2 + CZQ * e, Q 2 s k
~1 1

A>20enAc < c voorc = [1,2,3]T, dus

lim X = % bestaat,

koo

Berekenen uit: £ = A2 + [-],4,O]T; lim

Men kan ook aan de kar. verg. zien dat

Eigenwaarden berekenen levert op: r(A)

De enige eigenwaarde met |A]| = | is: 2

 Deze is enkelvoudig, dus niet defectief (zie st. 3.5.5).

Berekening van lim x
ko0

k

lim x
T

PR
R CRE T

Tmsoe

Berekenen uit £ = AL + }[1,1

met methoden op pagina 46 van de syllabus levert op:

;iJT; lim Ek = [2:2,2]T-

lim Ak - Q0 {(st. 3.6.3). Dus de

koo

4 T
r(A) < 1.

A

1.
.

1]

ko




L1 ]
X o2 2
23. A = met A = (& = =,
0 3 5 3
a
o 1 _1I
_ 5 24
Eigenwaarden van A: o, 12 A3 met A],AZ,A3 eigenwaarden van A.
A > 0 en kolomsommen van A < I dus 1im AK = 0 en dus r(A) < 1.
_ ke
i) la| > 1: dan r(A) = la| > 1 en A" is niet begrensd, dus er zijn niet-
begrensde oplossingen.
ii) |al < 1: dan r(A) < 1 en alle oplossingen zijn begrensd, zelfs lim xk—
-iii) |d| I: o is dan enkelvoudige eigenwaarde en dus zijn alle Oplgggxngen
begrensd. - _ ' '
a = -1: niet elke oplossing heeft een 11m1et.
a = 1: elke op10531ng heeft een 11m1et die berekend kan worden met de
methode op pagina 46 van de syllabus: lim X, = 10(6,-5,24,1]
ko= '
24, A= 0 en rijsommen < 1.
.k _ 1 T
25, Az20; ¢ » 0; Ac < c dus lim A™ = 0. Ac = 5{11,7,5]
26. Eigenwaarden: 1,i,~i, Dus r(A) = | en eigenwaarden X met |[A]| = 1 zijn enkel~
voudig. Dus Ak i begrensd.
A =1 is niet de enige eigenwaarde met |A| = 1, dus lim Ak bestaat niet,
koo
27. A > 0. Kolomsommen zijn I (ruilmatrix), dus Ak begrensd (st. 3.6.6(ii)), dus
r(A) £ 1, De vector [l,l,l]T is éigenVector van AT bij de eigenwaarde 1 (van
AT). Dus cok A heeft een eigenwaarde 1, dus r(A) = 1. Volgens Perron-Frobe-
nius is nu 1 een enkelvoudige, dus niet-defectieve eigemwaarde en voor alle
overige eigenwaarden A geldt |A| <1,
: Volgens st. 3.5.5 (2) bestaat nu lim Ak dus bestaat ook lim X, voor alle
ks ke
: 0plosslngen (xk) -
"‘Met de methode van pag. 46 vindt men lim X = 2[2,1,1]T.
R . ' koo
28. A = 0 en kolomsommen = 1. Dus A =1 is een eigenwaarde. % = ] is zelfs enkel-
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voudige eigenwaarde (volgt uit berekening van de eigenwaarden). Verder zoals
opgave 27. (N.B. Perron-Frobenius geldt hier niet). Zie ook syllabus pag. 58

(de alinea voor (3.6.24)).1im x, = [5,2,6]7.
Koo |




249

31,

. Analoog aan opgave 28: lim x, = —{1,1,1]

- [+U —

Bigenwaarden 1: -5+4i/3; verder als in opgave 26.

¥ T aantal aanhangers van partij A aan het einde van jaar k.

Vi idem voor B,

: 0,7 0,1 2000
X, = voldoet aan x X, +
ko bl lo,2 0,857% 2000

Kolomsommen < 1°

matrix > 0 JA" + 0 enz., analoog aan opgave 20,

lim _ [20.000
X 40,0001 "
K- -

e R v MR S i

e AN



10,

1.

12.

13,

14.
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Hootds tuk IV

‘ no_
x=2k2,nl-

. X =] - (—1)1(-

k
xk=k+l
_ 1 ]_ k___%_ k
xk"g+'§( 1) 3(2)-
3 9_'k__1_ Y
xk—z+-l;-( 1) 2k( 13-,
.xk=k
.xk=-é-(]-cosk12r—-sink—g—).

3 1, sk, Lk kT _ g oig KT
. Xk""s—""s—(/_z_) (-1) (7 cos -~ 9 sin 4.)'
|

Cx = - 2 28 - ek

L Lgk gk
Yie -§+4(2) +12( 2)".
xk=—4§--]§("2)k
24 bk
e =37 302
n-%k+1
‘X -
n,k 5 k

X, = (lgo) (N.B. = 0 voor k > 100).

]

]
xk=1—~(,-1-(——_:—1—)—!—voork21;_x0

n—k

1\

o
{

LT




]
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Hoofdstuk Vv
§ 2,
2. leder van de grafen bevat kringen.
3. a) Nee. Er is een nummering r: K - Ny zodat voor elke tak geldt
r(b(t)) <r(e(t)).

b) 8.

4. b) Nee. Nu is ABCEFA een kring.

5. a) Nee.
'b) 8.
8§ 3 en 4.
0 1 0 o0 11 1
0 1 Tl
1. a) AG) = 5 ©) R(G) = N
1 0 0 1 11 i
0o 1 1 0 S N
[0 o 1 0o 0 M o 1 o q]
1 0 |1 0 0 1 1 1 0 0
2, a)AG) =0 0 0 0 0|l;dREG =10 0 1 o ol.
1 0 1 0 0 1 0 11 o0
o 0 1 1 0] 10 11 i
0 1 2 3 4 M1 1 1
0 0 0 1 2 3 0o 1 1 1 1
) o 0 0 0 1 2 0 0 1 1 1
3.0)A" =15 4 o o o (PR =g 5 5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 !
0o 0 0 0 0 o 0o 0 o 0

4. b) R(G) =

.
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= o o
o o o
—_ 0O -
o o -
il
Pt
(|
&)
S
o~
<q
P ——

LY

{5

i

—

AG) =

=)
on =
= = =t
o O -
R |
o
I
Famt
(o] —
&)
p—_
s
LY
o o= O
Q

|

R(G) =

R(G) =

7.

Y

a)

N

¥ 3

b)




1b) {x]x
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§ 6.

Opmerking: In een gegeven transportnetwerk is de maximale stroomsterkte on-
dubbelzinnig bepaald. Vaak is meer dan een stroom met maximale stroomsterkte
mogelijk. Ook kan meer dan &&n snede bestaan met minimale capaciteit. In de

hier onder genoemde antwoorden wordt slechts de waarde van de maximale

stroomsterkte genoemd en &&n van de mogelijke sneden met minimale capaciteit.

7

{ixz,x‘u}.

5

{1x1,1x2}.

6

{1xl,1x2}.

5

{1x],1x2}.

. 5

{1x1,1x2}.

4
{ixz,x]x4}.

a) 9
{1x],1x4}.
2,x3x2,x3x8,x3x6,x4x5}.

10

-‘{ixl,ixz,ix3}.

a) 11
b) {ixa,ix6,x2X3}.

a) 18

b) {x u,xsu,x7u}.

5

o A

AT et i

DRSS

cpined
S

R e SR

K}
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b) 6,

. ACDHIB

ACDEHIB
ACDEIB
AETEB
AEHTB,

a) 1 >3>5>4~>2>7+8-> 10~ 13,
b) nee (kringen).

) 1355422567810+ 13

1 >3 +5>4+22>6+9>]1. 12 -+ 13,
a) ja.
b) ACDGHB,

c) lengte 8; kostprijs 21.

AFHEB; ATHEB.

-
A
z
%
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Examen/tentamen Wiskunde 41 op zaterdag 12 juni 1976.

MBS b b

1. Bepaal de algemene oplossing van de iteratie

e el

X <Xt DK, k= 0,1,2,... .

2. Gegeven is de iteratie

4xk + 12

Xk+]=-3';c'l:—+-—']-§, k=0G,1,2,... ,

a) Laat zien dat de rij (xk) monotoon stijgt.

b).Onderzoek of lim X bestaat.
| fomass]
Zo ja, bereken deze limiet.

3. Los op de iteratie

Xk+2 - 5xk+1 + 6xk =6, k=0,I1,2,...,

4. Gegeven is de iteratie

R Agk, k=10,1,2,..., Ek £ R™ ,
x, = [7,8,727,
AN U]
2 4 3
N R
A=1g 7 3 -
1 1 1
4 4 3
~ a) Bewijs dat lim x, bestaat.
S 0 ke
b) Bereken lim . '

¢) Bestaat er een vector ¢ > 0 waarvoor geldt: Ac < ¢? Motiveer Uw antwoord,
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5. Gegeven is het volgende transportnetwerk.

Xy 9 X4 6

p
~d

10

10

x3 9 X, 6 x9
De cijfers bij de takken geven de capaciteiten aan.

Bepaal een maximale toegelaten stroom en een snede met minimale capaciteit,

L L
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Uitwerkingen behorende bij het Examen/tentamen Wiskunde 41 op zaterdag 12
juni 1976.

k+i

. Homogene differentievergelijking: Xepy = éxk. Stel x = K dan A = %Ak

waaruit A = j. Algemene oplossing van de homogene vergelljklng (xk) -—c(l)k

Probeer als particuliere oplossing (Xk) = a(*l) a(~ l) = ja(- I)k'+( k

of -a = ta + | waaruit a = - 3 - Totale op10951ng:

-k 2
Xk = ¢c2 - 3("])k
. Andere manier voor de particuliere oplossing: Schrijf (xk) = (%)kyk (vgl. va-

.riatie van constanten). Gesubstitueerd:

Oy =1y s Dk
k
=" k
Yot T Yk T TG 2002
(2)
n-1 K
YnTY¥0 = pmVaog) * Oy mYe) Heet 5y vg) = .Eo 2(-2)" =
. ‘ k=
[ = (=)™

= z-ﬁT:TrdET— = 3{ -2)™

dus Y, =Yg * §{1-(-2)n}.
5 = (D + 53625 = G +H DR - 2Rk = cpk-2enk

bx + 12

' ;s - y
2, a) Wezbekljken TS ¥ = gmererrm . }
3x7 + 13x = 4x + 12
3x2 +9x - 12=0 Y=§y
¥ 43 -4=0
(x = 1D(x + 4) =0, 3 7
- 4% + 12 L e o e

De grafieken vany = x en y =

31{ + 13 . N W
Snijden elkaar bij K = ], X T _4' Uit / // |

de figuur zien we dat als Xy = 0 als

-&.X
gstartwaarde genomen wordt, er conver-
gentie zal optredern naar x = 1. We
trachten aan te tonen

0= %, <& (1), =1).
< Xk+| (2).
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Met Xg = 0 is aan (1) voldaan. Stel dat voor k = m voldaan is aan (1,

dan Ls
. - ) 4xn + 12 . 4E + 12 4+ 12 16 | =&
" *n+ 3+ 13 3+ 13 3+ 13 16
4x + 12 .. .
omdat F(x) = 3% 13 2 0 voor x 2 0 en F stijgend voor x = 0 (immers
F'(x) = 4(3x + 13) - (42 + 12)3 _  42-36 - 6 > > 0
(3x + 13) (3x + 13) (3x + 13)

Op grond van de'volledige inductie is aan (1) voldaan voor alle k = 0.

Xy = 7 en X, = %%—dus voor k = 0 is aan (2) voldaan. Stel dat voor k=n

aan (2) is voldaan, dan is

x = F(§n+1) > F(xn) = x

n+2 n+i

Op grond van de volledige inductie is aan (2) voldaan voor alle k > 0.
Conclusie: Met Xy = 0 stijgt de rij (Xk) momnotoon.

b) Om te bewijzen dat lim X, bestaat, merken we op dat een monotoon stijgen-
koo

de, naar hoven begrensde rij'(xk) een limiet E.heeft. Omdat aan (1) en

(2) voldaan is, heeft (xk) een limiet,

E = lim x, = lim Xpeg] = lim F(xk) = F(E)
k-0 koo ke

op grond van de contimuiteit van F. Dan E = £ =1,

3.§ﬁ2—5ﬁﬁl+6ﬁc=6;x0=6;x1=8,

Allereerst de homogene vergelijking X4 " 5xk+l + 6xk = 0. Substitueer

k k+2 _ k+1?

;
X, = s oA S5Xx + 625 =0 waaruit A7 = 51 + 6 =0 of (A-2)(A-3) =0,

k

Oplossingen van de karakteristieke vergelijking zijn A] = 2, Az = 3.

Algemene oplossing van de homogene vergelijking X = a2k + BSk. Probeer als

particuliere oplossing ¥ = ara- 5a + 6a = 6 waaruit a = 3. Totale alge~-

mene oplossing X = A2k + B3K + 3, De gevraagde oplossing moet voldoen aan

Xy = 6 = AZO + B3O +30f 6=A+B+30fA+3B=3
en | t

X, = 8 =A2 + B3 + 30f B=2A+ 3B+ 3 0f 2A + 3B =5
waaruit A = 4, B = ~1.

Gevraagde oplossing: x, = 4.27 - 37 + 3,
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e .
. a) en b). 17 manier:

— )
6~ 123 3 4
det(A=- AT) =~i§ 3 6-12x 4 =
3 3 4= 122

s S e AT L il e et A

1
—L1207+ (12026 46+ 4) = 120012+ 124 27) + {144 + 36 + 36— 72 - 72 36}) = 0

12

of
12207 16,0272 - 12051 + 36 = 0
waaruit
~48)3 4 6432 ~ 17A 4+ 1 = 0
3 2 2
H48)° - 64x% + 17A = 1 = (A= 1) (4802 = 162 + 1)
Cdus A, =1, Ay =4, . =

I 2% 3773 -
De eigenwaarden zijn dus enkelvoudig.

Conclusie: r(A) = max{l,%~,%§} = 1 dus lim Ak bestaat, omdat A = | een niet-

defectieve eigenwaarde is.

Ri =1 |6=-12 3 4 -6 3 4 -6 3 4 -6 3 4 -3 0 4
3 6=12 4 ~ 13 -6 4| ~]|9-9 0|~ 1 -1 0)J~11=-1 0
3 3 4-12 3 3 -8 -3 90
-3, +4a3 =0 o
a, - a, = 0 dus a = ul4,4,3]",
=k (6-3 3 43} (3 3 4
3 6-3 4 {~ |3 3 4~ {3 3 4y~1[1 10
3 3 4-3 3 3 -1 0 0 ~5 0 0 1) dus b=<[1,~1,0}

1 - ) -
Ag=y (671 3 4 5 3 4 [ 1 -1 0
3 6-1 4 | ~ 5 4 ~ =1 1 0|~ (-1 1 0
3 3 4-1 3 3 3 L 1 1 1 0 2 1] dus g}=0[1,l,—23T.

" Algemene coplossing

4 ! I

— Atk ki 1 \k
x = Al 41+ B(D il + 0(12) 1
3 0 -2
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7 4 I 1 GA+B+C=7 (4 1 1 7
X, = (8] =Af4] +B|~1| +C| 1| of 4A-B+C =8of [4 =1 | 8| .
7 3] Lo =2 38 - 2C =7 30 -2 7
4 11 7‘| 11 2 0 21 (0 2 0 -1 B = -}
ol
8 0 2 15| ~ [11  © 220~ [1 0 2| A =2 .
30 -2 7 30 -2 7 o 0 =2 ! C = -}
Oplossing: ;
4 i 1
k 1 \k
LA 160 A e I 16 A B Y
3 0 -2

4
lim = 214) .
k-0 K
3
a) 2% manier: Zonder alle eigenwaarden uit te rekenen:
A >0, Noem d = [],],I]T; het is duidelijk dat A?i = d omdat de kolomsom-

men van A gelijk | zijn. Dan is ook ArE k

d < d, dus volgens st, 3.6,2 is A
dus ook X begrensd. Daaruit is te concluderen dat r(A)} = 1 (st. 3.5.4).
Aangezien AT en dus ook A een eigenwaarde 1 hebben, is r(A) = 1,

Volgens Perron~Frobenius is | een.enkelvoudig, dus niet-defectieve eigen-
waarde en de absolute waarde van de overige eigenwaarden zijn kleiner
dan 1. Maar dan bestaat (volgens st. 3,5.5) de limiet van Ak. Dus heeft
ook de algemene oplossing X = Ak§0 een limiet.

b) anders:

(d,%,) -
lim x, = ca met ¢ = v——— : o = 2 dus lim x, = 2|4
k+°° -k - (g'__!_a_) koo ~k 3

¢} lim Xy bestaat en X, © Ak§o. Dus lim Ak bestaat, maar is echter # ¢, Als
ke k
A 2 0 enc >0 zodanig dat Ac < ¢ dan geldt Ak'*<0 (k » =) (zie blz. 50,

dictaat: 3.6.3). Dus er bestaat geen vector ¢ zodat Ac < c.

-




—/ De getallen bij de

7 [6] | takken in [] zijn de

stromen, de andere

(7o) "u getallen de capaci-

T 6 teiten van de takken.
6]
£9
c(t) t fl f2 fq f4 fS

10 ix1 ¢] 6 9 9 9 9
5 ix2 0 0 0 5 5 5
10 ix3 0 0 0 0 6 8
9 X%, 0 6 9 9 9 9
8 XyXg 0 0] 0 5 5 5
8 X X 0 0 0 0 0 0
9 XX 0 0 0 0 6 8
4 X, %, 0 0 0 0 0 0
6 XX 0 6 6 6 6 6
5 X, Xg 0 0 3 3 3 3
6 XgXg 0 0 0 5 5 5
5 XgXKg 0 0 Q 0 0 2
6 XeXg 0 0 0 0 6 6
7 X.u 0 6 6 & 6 6
10 Xgut 0 0 3 8 8 10
6 Xgu 0 0 0 0 6 6
v o= 0 6 9 14 20 22

i>x.: 10 i>xt4 1i->x%.:5 1i-+%.:10 1i->x:4

1 I 2 3 3
LRI E 9 Xy > X, 3 Xy > Kl 5 x3-+ et 9 Xy Xl 3
X, > Xy 6 X, > Xgt 3 Xg > gl 5 Xg +'x9: 6 Xg * Xgt 3
Ky rou 6 Xg f u: 3 Xg > us 5 Xg  ul 6 Xg > us 2
x,x, verz.,  x X, verz. ix, verz. Xgl verz. Xgu verz.
XXy Verz.

Ap = XXy xg XX, xgaxgh, By = (xguxqul.

S(A],B]) = {X4X7,x6X9,x8u}.

C(A,B)) =6 +6 + 10 = 22.
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Herkansingsexamen/tentamen Wiskunde 41 op zaterdag 19 juni 1976,

Los op de iteratie

. Gegeven is de iteratie

Xk+l = vy6 + X0

XO = -6 ,

a) Laat zien dat de rij (xk) een limiet heeft.

b) Bereken lim X -

ko0

. Bepaal de algemene oplossing van de iteratie

-2
x o = Ax o+ W k=0,1,2,... ,

waarbi j X EZR3 en

1 1

3 0 3
A=14 1 27,

1 1

7 0z

k

la) Bewijs dat A~ begrensd is.

b) Bereken lim X waarbij Xy eiRB gegeven is door
koo i

e = Agk, k=0,t,2,... ,

i S

LR e

B I

i

B
1
A
i
R
o
i
]
133
i
s
.3
)
i




5. Gegeven is het volgende transportnetwerk.

De cijfers bij de takken geven de cépaciteiten aan,

Bepaal een maximale toegelaten stroom en een snede met minimale capaciteit.

;
th
L
N
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Uitwerkingen behorende bij het Herkansingsexamen/tentamen Wiskunde 41 op

zaterdag 19 juni . 1976,

_ . . _ Lk, (k¥ Lk .
Kl = SXk, substitueer X = AT A = 5\ waaruit

\ = 5, Homogene oplossing % = ¢57. Probeer als particuliere oplossing

(xk)p= a. Gesubstitueerd: a = 5a +‘Z waaruit a = - %6 . Totale algemene op-
A k 3 . 0 3 19
1 = - =, : = = - 3. = e I
ossing x c5 T Beﬁgllzg SR 1 ch T dus C=1 + TE e
5 -

Gevraagde oplossing: X T TE .

e TR b e i R T T

. Homogene vergelijking x

3
16

. We bekijken eerst de grafiek.

y = x.snijden met y = V6 + x.

x2 = 6 + x of xz -x -6 =0.

.of (x = 3)(x + 2) =0. Alleen

de waarde x = 3 is voor ons

van belang. Nu proberen we te
bewiizen:

-6 < X < & (1)

LTI (2) als -6 < %y < 3 (19)
en x, > £ (3) -6 % *1 £=3 X X —eX

e
ESTE T (4) als Xy > 3. (2 ) /

1) Voor X is aan (1) voldaan. Stel (1) geldt voor k¥ = n dan is

-6 20 < x = F(xn) =5 + X < V6 + £ =

n+l

omdat F(x) 2 0 voor x > ~6 en omdat F stijgend is voor alle x (immers

F'(x) = 5 —

> 0). Aan (1) is nu voor k = n + 1| voldaan.

6+x
xy = V6 + Xy voor -6 = Xg < 0: X, 2 Q> Xg3 0 < X, < 317 Y6 + Xy > Xy

Dus voor X, is aan (2) voldaan, Stel (2) geldt voor k = n dan is

X = F(xn+1) > F(xn) = x

n+2 n+l

zodat (2) ook geldt voor k =n + 1.
Conclusie: Als 6 < Xy < 3 dan is (xk) een monotoon stijgende naar boven
begrensde rij en heeft dus een limiet.

2) Voor Xy is aan (3) voldaan. Stel dat voor k = n aan {3) voldaan is.

X = F(xn) = /;; +6 >VE +6=¢F .

n+1

dus aan (3) ook veldaan voor kK =n+ 1.
x, = V6 + X3 beschouw de functie v6 + x = x3; deze heeft de waarde 0 voor i

x = 3 en is monotoon dalend immers




- 57 -

%(V6+x—x)=% 1 —]<—;- ) -]=%._1_-__g_. T

vV + x Y6+ 3 :

Voor x > 3 is dan /6 ¥ x - x < 0 dus /6 ¥ %y - x; < 0 of x, < x,.
Stel nu voor k = n voldaan aan (4). x =6 + x_ < x_ wanht we weten ‘;ﬁ
nt+l n n i

;
‘
i

V6 + x_ - x_ < 0 voor x_ > 3.
n n n
Voor Xg > 3 is (xk) een monotoon dalende naar onder begrensde rij en
heeft dus een limiet.
b) Schrijf F(x) = V6 + x.
Stel de limiet van (x) is % dan is

£ = 1lim = 1lim x = lim F(x, ) = lim V6 + x, =
k_m"k i S B X o k

(op grond van de continuiteit)

=vlim (6 + x ) =,/6 + E

oo

Dus

E =+v6 + E of EZ =6+ Eof (E-3)((E+2) =0

El = 33 Ez=—2 maar deze voldoet niet aan (=2) =v6 - 2, De gevraagde limiet .

1s dus 3.

3.
det(A ~ 1I) =

I-A 1
=A% - w v 4= -2,

| =T 3-2X
A = 2 is een tweevoudige eigenwaarde. De eerste bijbehorende eigenvector

vinden we uit

ofwel —c, + ey = 0 waaruit ¢ = u[],]]T.

Om de tweede eigenvector te vinden, zoeken we een oplossing van de vorm
. .
A (kz +H)‘

- Substitutie geeft: Ak+1((k-+l)g_+ w) = AkA(kE +w) of Xkv + Av + Aw =

= kAv + Aw of k(Av - Av) = Aw - Av - )Jw. Nemen we v = c en A = 2 dan:
0 = Aw - 2v - 2w. Uitgeschreven:

1 1w 2 2w 0

- - = of —w, +w
13 [M2 |2 29,1 o P2

I
[a

Stel W, =0 dan w, = 2+ 0 dus w = d[l,I]T + [O,ZJT.
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T
Als tweede eigenvector voldoet k[l,llT + [0,2]" (0=0 genomen). De twee ba- 1
. . . T . N
sisoplossingen zijn dan: 2k[1,1]T en Zk(k[l,l] +[0,2]T).0p19551ng van de -4

homogene vergelijking is

1 1 0
x, = a2 |+ 82Nk| |+
of 1 1] 2
i o
X = a2k + BZk
RN [ k+2]
Probeer als particuliere oplossing X, = a.
a, ) 1 ] a, . =2 of{al = al+a2—2
IR R R e T R
waaruit a = 10, a, = 2.
Gevraagde oplossing:
I K 10]
Ek = azk + Szk +
1 k+2 2

Toepassing van Cayley-Hamilton voor de homogene oplossing:

k ok
z = p(z)qk(z) taz bk‘ 2 Zak + bk (1)
k-1 _ \ k-1 : P S
R A L P k20 = a (D), in (1): by = 27-2k27 .
Conclusie:
T | R L k2!
A =k2 A+(2 - 2k2 )I= =
k27! LRI L e
AT LAY L
EvLa 25+ k27!
. ooy 2K a e [2-0a
Ek = AVEO = =2 . =
%1k Zk—](2+k)_ b ~ka + (2+k)b
a -a+b a 0 _[~a+b
= 2% |+ k2! = F ] e 2K + 12K -
b -athb a |b-a ~a+b

a1 LB . 2) )k ,
i k+2 _ ]

dus van dezelfde structuur als de reeds eerder gevonden oplossing,
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. |
3 0 3 T4 - 122 0 4
A= |a 2;det(A-J\I)=—]l~z- 48 12 - 124 2 | =
1 | 6 0 3- 121
7o 4 \
- (%593{(-12)3A3 + 12232(19) - 120{36 - 12+ 48} + {144 - 288} = 0
1253 4 125 %19 - 1272 - 146 = 0
il o1 =0
123 102 s 6r v = 0=-DUZ- 0 - 1)
dus Al = ]
| A o1t Y49 + 48 7t /97
2,3 T 55
7+ A7 7 +10 7-/7 _7-10_ 1
Oty == <73 B0y > = - g

dus 0 > AB > = %—waaruit |A3| < 1,
Hieruit volgt nu ten eerste dat r(a) = max(1,|A2|,|A3|) = 1. Ten tweede,
volgt hieruit (omdat enkelvdudige eigenwaarden altijd niet~defectief zijn)
dat de eigenwaarde A = | niet-defectief is.

Conclusie: Ak heeft een limiet en is dus zeker begrensd.

b A = 1: |4-12 0 4 -8 0 4 -2 0 I -2 0 1 -2 0 0
48 0 24 | ~|2 0 1| ~|2 0 1|{~|0 0 2(~{0 0 1
6 0 3~12). 6 0 -9 2 0 -3 0 0 -2
T
dus ¢ = ul0,1,0]", T
. g-c- . . . T .
lim X S oucmeta = T waarin d de eigenvector is van A" voor de eigen-
ke . _d,}fo
waarde A = 1,
AWT-D: (4-12 48 6 -8 48 6] fo'96 -12) fo 8 -
0 12=12 0 j~| 0 © 0|~ ~
4 24 3-12 4 24 -9 4 24 -9 4 24 -9
o 8 -1 [0 8 -3 ( 8d, - dy = 0 waaruit d = 1[3,16,2]".
4 0 ~6 2 0 -3J\2d  -3dy =0 /
| o] [o] - §
o =(€3,16,2),(0,1,00) _ 16 _ _ 8 Li _8l,i .18 R
((3,16,2),(0,1,1Dy 16 +2 9 ' M X =3 ) :
koo 0 0 %

- -
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De getallen
bij de takken

in [J zijn de

c{t) t f] f2 f3 f4 f5
7 ixl 0 2 3 5 7
2 ix2 0 .
3 x]x3 0] 2
E] X X o 2 3 3
1 XX, o
3 XqX, 0 2
3 XeX, 0 2
2 XgXp 0 1
2 XgU 0 2
1 XX, 0
1 Xcu 0 1
5 X, %5 0 2
4 X,Xg 0 2 4
2 XgX e 0
6 Xgu 0 4

0 2 3 5 7

i +.x]: 71~ X8 S pirx s 44i X,

X, f X! 5 x| > Xgl 3 Xy, > Xg 2 X, T X,

Xg > u: 2 Xg > X 2 Xg > X3 2 X3 > X,

X, + us 1 X, T Xg 2 X, 7 X,
Xy > Xg* 2 Xy > Xgi
Xg r ul 2 Xg Ui

..A - {i,x’,xz,x3,x4,x5,x6,x7}; B'=‘{u,x8}.
S(A,B)
C(A,B)

Conclusie: Omdat de capaciteit van de snede gelijk

= {x5u,x6u,x7x8}.
2 +1 +4 =7,

i

sterkte, is de capaciteit van de snede minimaal en

. .e ..
[T R - ]

is
de

stromen, de

andere getal-
len de capaci-
teiten van de

takken.

i~ X, 2
x2 > XA: 1
x4 - x7: 1
breekt af

aan de gevonden stroom-

stroomsterkte maximaal,
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Examen/tentamen Wiskunde 41 op maandag 17 januari 1977.

1. a) Geef de algemene oplossing van de recurrente betrekking

xk+1 +3xk+2=0 (k = 0,1,2,...) .

b) Bepaal de oplossing van de recurrente betrekking

1 = F—
Ko Ut PR =k +2 0 (k=0,1,2,..0)

met beginvoorwaarde X = 0,

2. Beschouw voor p 2 0 de autonome iteratie

g
Xy = (xk + p) ) k =0,1,2,...

. ]
met beginvoorwaarde x, = — .

0 4

a) Voor elke p bestaat lim xk? Motiveer Uw antwoord.

ks
b) Bereken lim X, voor die waarden van p waarvoor deze limiet bestaat.
koo
3. Gegeven is de matrix
10 -1
A= -] 1 1
0 i 0

Bereken AN (k = 1,2,3,...).

4. Beschouw het stelsel recurrente betrekkingen, gegeven door Xl T A§k
(k = 0,1,2,...) waarin X, E'Rq en

]

0
0

Folto thito o —1

L
2]

a) Bewijs dat voor iedere Xy de rij} %, een limiet heeft.
b) Neem §0 = [2,1,—1]T en bereken lim X -

k-roo
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“5. Gegeven is de recurrente betrekking

i)
Xepy ~ 2xk+l - ﬁxk =5 (k = 0,1,2,...)
met beginvoorwaarden xo =0, %, = 1, Xy = 3.
Bereken X met behulp van de z-transformatie. ‘ @

6. Beschouw de volgende gerichte graaf.

//4. > : ; 1 - \\

_— —

a) Bewijs dat deze graaf geen kringen bevat.
b) Bépaal de lengte van de langste weg wvanm A naar B.

.¢) Bepaal de lengte van de langste weg in de graaf.
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Uitwerkingen behoreﬁde bij het Examen/tentamen Wiskunde 4! op maandag 17

januari 1977.

1. a) Xewp ¥ 3xk f 2 =0, : .
Xew) = —3xk geeft als karakteristieke vgl.: A==-3 dus (xk)hom = C(-3)",

Probeer als particuliere oplossing (xk)p = ai

af3a+2=0dus.a=—%;*%,

‘Algeméne oplossing:

% = C=3* -

rof—

xk=k+2

o . ., K+ 1+ ]
‘ b)'xk+l + (1 + k'+‘1)xk R I R K + 1

X X,
: vhil + k

s M raray *

= 1.

=_1;_noem Y T

Tey dant vty

' ‘= Cf- k, = a: = =1
Oedpom = €C-D75 probeer (yk)p =aja+as1of a=}.

R A e LR

() = €D + 4 en dus x_ = €1+ (-DF + Jk+ 1),
Bepaling C:

%, =0: 0=C(1+0)(-D% + J(0+1) of 0 =C + } dus C==} .

0

Gevraagde oplossing:

S St

x = 0+ DY ¢ hke D = 4G+ D0+ GDED

2. We ﬁéschouwen y=xXxeny= (x-*p)z, Merk op dat de grafieken van de functies
y = (x-*-'p)2 congruente parabolen zijn, waarvan de top bij afnemende p naar
rechts versthuift._Bepaling snijpunten uit x = (x-+p)2 of x2-+(2p-vl)x-+p2==0.
D= (2p- l)2 - 4p2 ==-4p + ] 2 0 als p £ }. We tekenen de twee grensgevallen
(p =0, p=4) en bovendien de situatie voor p = 3.

y’ N AR
P"’é/‘ P’F! ’
;" : 7
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iim l;k'bestaat voor 0 £ p £ | omdat er dan snijpunten zijn van y = X en
LD R ]

2 - .. b
y = (x+p)” en omdat de startwaarde Xy = i« [G],Gz], constante rij) waar- o

bij GI enG, de x—-coordinaten zijn van de snijpunten van y = x en y= (x-rp)2

.b_) p =} X, = (XO + %)2 = (4 + %)2 = (%)2 =} = xq dus xk+l=xk: 1];_1;‘12 )ﬁ{’:%'

; . . 2 . 2 2
0sp<i:06=1imx, = lim = 1lim (x, +p)" = (Lim x_+p)" = (G+p)
. koo e fom K

R ko k

dus

_-(2p~1) * V1-4p
$2 ' 2 ' )

o3

=_(G+p.)2 of G2 + (2p-})G+p2‘ =0 - G1

Met xb=%enp<'% volgt dat x, = (}.+,1,-e)2'= (} —e)2<J;
1 1 2 122 o1y
X, = (x *+p) = (G=8+f{~e)” = (4 - )7 < | etc. dus 0 < x < }

Als limietwaarde moeten we dus nemen; G = 1~g_p ; L= 4p .

'Dit kunnen we ook anders inzien: We maken nu gebruik van het stijgend zijn

van de functie (x+p)2 op het interval rechts van de top, dus zeker voor
x 2z 0. '
We hebben O

A

Gl <}, Bewering: X 2 G voor alle k ¢ N, want (volledige
inductie!):

1. X, z G] .

2. als % = El dan Xpw) = f(xk) P f(G]) = Gl‘

3. dus voor alle k is X * Gy,

‘Ook is voor alle k e N: 0 < Kyp € ¥ Want

1. 0 = 3 < xo _ _ .

2, als 0 = Xe < xk dan 0 < X4y = f(xk+l) < f(xk) = K

3. dus voor alle k e N is x _, < x, d.w.z. de rij is monotoon dalend.

We weten dus nu dat de rij een limiet heeft, die bovendien < i, De limiet

" moet dus de Gl zijn,

I-x 0 =1
: e " _.3..2 ‘ I 2_
det(A=2I) = |=1 1=2 1 | = =27 +27(2) = M=14+0+1}+{1-1}==-2"+22°=0
| 0 0 0-) | of A2(A-2) =0

..z,k’é _zz(z--Z)qk(z) + ak_z'2+bkz * 6 (1

k:

kX! = [22(2-2) 4 z.z}qk(z) + 2%(2=2)ql(2) + 28, 2+b_ (2).

S B R SR

JRp—




Voor k @ 23 A =Q in (1): 0 = c
A =01in (2): 0 = b,
A =2 in (3): 2K = a .4
| 1o -1if1r o -1 S S |
Adn (D A% < p2ka% = R fli=1 1 1] =12%-2 2 2ik=2
0 1 ojJlo 1 o0 -1 1 1
1 -1 =1
Al =a; %<2 2 2
~1 1 ]
, a) 1 ] T Opdat (_}gk) een limiet heeft bij iedere Xq, moet
| g 2 Ak + 0 (k » )., We kijken daartoe (immers A = ()
A==
5 0 0 naar de kolommensommen. Geldt daarvoor kj < 1 {al-
2 1 . .
5 0 -Z- le j3) dan Ay 0 (k » »). Nu blijkt dat
kl = Kz = k3 = 1 dus Ak is begrensd. Om te bewijzen dat lim X, bestaat ;?ﬁ
. N
moeten we dus naar de eigenwaarden kijken: 3
2,1, 1 112 I
det(A~AI) = *?\3+A ("5""‘”2') - )\‘[0"'"1"(')""—5"""5']’+'[0+O+O—0'0‘*5'}=0 1,’
3,7 2.5 2 Crae3 2 -
- +—]—6-?\ +]O-)\ IO—OOf 104 737 + 5A 2 =0,
= - 3 2 _ 2
A=1:r =10+ 7 +5=2=0; 10A7~70" = 5x+2 = (H=-1D0A"+3x~2)
s . =3:/9+80 IA|=|-3+/§“§I<'3+10<1,
2,3 20 R 20 20 ’
| =3+ /89 10 _ 1
|)‘3i ===l < g =g
L] k . .
iig A" bestaat dus omdat A = | een niet-defectieve eigenwaarde is terwijl
‘voor alle andere eigenwaarden van A geldt: |A] < 1.
b) x =1 > éigenvector ¢ behorende bij de matrix A:
th b l! -4 1 L]
g o2 5 5 2 -8 10 5 =4 10 0
-1T: (& - ~ 2 ]
A-1T; 5 0~1 0 -5-—"‘1 0"'“—]'*0-'4'100"“ 2 ~5 Q| ~
2 1. 2.4 1 4 0 =5 4 4 =5 j
5 03771 5 977
¢ ' - | .,.f:."?'
2 =5 0.{20,! —5c2 =0 e, = 5u = c, = ZU} c = U[5,2,4]T : }i
' g H 5
4 0 -5 401 - 5c3 =0 cy = 4y

_65_
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V=1 o eigenvector'g behorende bij matrix d:
-8 4 4 -2 } 1 -t 0 ]
A1z f10 <10 of~ |1 =1 o~ |1 -1 o] d=11,1,1
3 0 =5 1 0 -1 i o -1
T, T T T T T T _ T
Ad=d Qus d’a=4d":dx ., d Axk dx dus d X " d'x5; Vk
| d'xg = lind'y = dlac = adc
: e :
d'x (d,x ' '
o = - "'"’0 = "‘"’”"'0 = (1313_1)3(2913_¥)_ = 2 + I - _L - _g—m
qfc ey (LT, D(5,2,48) " 5+ 2+ 4 T

lim §k.¥ %7{5,2,43T.
ke ‘ .

z(2z2-F2z-+l)

ﬁ(z) = - g e ——r— B - z el
(22-1)(22% + 22+ D1 -z 7220 =2)
A By AU-2) rB(-23)
=3z " T=%

"Z.='z(*A‘- 2B) + (A + B) waaruit A

. ,.|_.er i -

{(1=2z2)(1~z)}

=1, B=1,

i . k _
+1!_z~_*xk—+](2) 1.!

P Heey T Py T A% R 55 % =0, %) = 1, %, = 3.
L < K s K Tk
E - z -2 z _ z -4 X X, 2 =5 Z 2",
Ko K*3 kg K k=0 X k=0
2 (R(2) - %y - x7 - xy2D) - 2D - x| - 4R(D) = o
ﬁ(Z)(z_3 - 227 - 4) (*;~2 - 3271 = 7 E ol
3,2 ‘ 2, _ 52
B(z)(=4z" = 227 + 1) + (-—z*3z)=m.
3 2y 1o 3,._.2.22_,23 3,..2,
*i'(z)(4z3'+222—-1) - ?z +(z+3_z)_(l__z) o5z +z zn+32 I3,z, - _Zz: +Ez_+__z
I -z i z 1 z
3 2 1 1 1 1 -
z =4 bz” + 22. ~ b b z,ﬁ-- l=5+5=1=0.
.4z3 + 222 -1 = (2z - l)(2z2‘+ 2z + 1),

M
S
b
Sk
i
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6. a) Er is een nummering aan te brengen

2 3 4
zodat r(b(t)) < r{e(t)) voor alle - - N o
N, )

takken., Dan geen kringen. ‘ { \\\

- »- - - \- 5
! . 0 10 I
N
8 6

b),c) Algorithme voor het bepalen van de rang van de knooppunten.
Bepaal de knopen waarin gé&n takken binnen komen; ken deze knopen de rang
0 toe. Verwijder alle takken die uitgaan van een knoop wet rang 0. Als we
t/m knopen van rang (n- 1) gekomen zijn: |
Bepaal de knopen die nog géén rangnummer hebben en waarin géén takken bin-
nenkomen; kan deze knopen de rang n toe,
Vérwijder alle takken die uitgaan van de knoop met rang n.
‘We lezen af: lengte langste weg van A naar B: 8.

lengte langste weg in de graaf: 10.

1 2 3
/,,,. I e Y
_ N
// N
_ Lo
0 S i ___ YV w
/
! 7
v
b 0 oo — — &
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Herkansingsexamen/tentamen Wiskunde 4] op zaterdag 29 januari 1977,

1. a) Bepaal de oplossing van de recurrente betrekking

k
Xepp t 2xk = (=27, k =0,1,2,...

0" Tt
b) Bepaal de algemene oplossing van de recurrente betrekking

met beginwaarde x

Xl 3xk + k7 =1, k=0,1,2,... .

2, Gegeven is de matrix

O N oW
O rofw rof—

Bereken Ak voor k = 2,3,4,... .

3. Beschouw de recurrente betrekking

Xy Agk, k=20,1,2,...

waarbi j
[ 1 2]
0 3
_ 12 1
A = 3 0 3
1 2
5 3 °
en X, eIRB.
a) Bewijs, dat lim._}gk bestaat voor iedere vector 50 e]R3.

koo
b) Bereken deze limiet, als gegeven is §O'= [2,5,2]T.

4, Los de volgende recurrente betrekking op:

X 43 3Xk+2 + 3xk+] -x = 0, k = (3,1,2,...

Xg = 0; X = 23 X, = 6.
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5. Gegeven is het volgende transportnetwerk.

=X
X :30 4 ;§ Xq
p y2 ™~ Y3 2 NG
5 1 2 2 '
: > <— -< u
t ) X5 g
(] 3y 2 20
> \ >
*3 15 Xg 20 %

De cijfers bij de takken geven de capaciteiten aan.

Bepaal een maximale toegelaten stroom en een snede met minimale capaciteit,

O e et
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Uitwerkingenbehorende bij het Herkansingsexamen/tentamen Wiskunde 41, 29 januari
1977. '

. a) Eerst Xt _Zxk = 0 oplossen. De oplossing is kennelijk X = (—2)kc.
Inhomogeen: probeer X = ak(ngk, omdat (—2)k'aL een oplossing is van
de hompgene recurrente betrekking. Substitutie geeft:

(=Dak+ D2 + 2ak)* = (-2)F
dus =2a = 1, a = -},

De algemene oplossing is dus

x, = =ke2)F ¢ -k

X F_C_':'f'&!

0

o A

De gevraagde oplossing is dus B

K L ke 1

g w kDS - 4 EDE = ke DED, ki =0,1,2,.0 :

b) Eerst Xewl ™ 3xk = 0, Deze heeft de oplossing X = 3kc. E
'Inhomogeen: probeer een willekeurig polynoom van graad 2: xk==pk2-+qk-+r. :ﬁ
‘Substitueren geeft: ﬁ

2 . ‘ 2 2 &

p(k™+2k+1) + q(k+1)+r-3pk”™ = 3gk = 3r+k™ = | %

(—Zp-kl)kz + 2(P1+q)k'+p-+q =~ 2r = 1 voor alle k .
Dus moet o

_2p -h-l:zp_ ‘
2(p-q) = 0 met als oplossingp=q =14, r =0,
p+q-2r=1

Particuliere oplossing is dus X = ﬁ(k2-+k) en de algemene oplossing is

%, = bkZ2 + %) + 3%, Kk =0,1,2,...

. Gevraagd: Ak, Dit kan ¢op minstens 3 manieren.

a) Definieer

1‘:

gt
4
: ‘::»TQ
A
:;‘ﬁ
o
o
g
@
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Men ziet'makkelijk, dat (in bloknotatie)

;k d
A
Ak = 0

0.0 1

ngaal dus nag Kk. We zullen dit njiet verder uitvoeren,

k

De matrix A" heeft als 1°, TEER. 2e,'r63p. 3% kolom die oplossingen van

het stelsel

.§k+l = Agklé

~die als beginvector hebben

1 : 0} 0
%5 = |0|, resp. |}|, resp. [0f .
o] 0J- Ly

Bepaal dus de algemene oplossiﬁg van dit stelgel en vgrﬁolgéns de drie

genoemde oplossingen. De karakteristieke vergelijking is

3 ., 1 . |
2 7 0 3., 1
L3 . . Lol 2 |
5 5 A _O = (1 A). i 3
7 77

= (=002 = =(1-020~2) =0 .

Ejgenwaarden dus A = 1 (dubbel) en A = 2. ;

A= ol hen'stglsel vergelijkingen heeft als matrix

B ¢ 0 10
4 ¥ 0ol ~10 0 0| met rang 1
0 0 o0 0 0 .0

uDe'éigenruimte E, heeft dus dimenaie 2, een basis. is [1,-1,01% en EO,O,IJT.

X = 2: matrix

= 3 0 T -t O
i **5 Q) ~ |0 0 1, rang 2,
0 0 -1 0 0

Basis van E, is [1,1,01%,
Algmene oplessing:

-

0 1 f
Ek = QO # B(~1| + sz 1 .
1] Q) 0
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Dus

"8y
X = -8 + ¥
| a
T
Vaar Xy = 10| moeten we dus nemen o = 0, 8 = y = }; dan is
0]
o+ 25T
n = e 2
5 )
. 'Oﬂ
VQQF:EO = (1| is 0. =0, B = ”i, Yy =} en.
-VO-‘
_“i + zk-l
s = | 4w 2!
, Lo
0] 0
Voor go = 0| isa =l epB =y = 0, dus X, * (0| Dus is
| 1] | 1]
5 + Pl - + 2?" 0
P L I N T AR
Lo o .1

Met de stelling van Cayley~Hamilton. Noém‘het kérakteristieké polynoom
p(A), Dug p(}) = ~(1 - A)z(A - 2), een 3%-graads polynoom. Dan geldt vol-

gens de delingsalgorithme voor polynomen:

2

25 = p(z)qk(z) + ﬁkz + bkz + e K = 0,1,2,...

waarin qk(z) een polynoom, s bk en ¢, constanten. We weten pu: p(l) =
= p(2) =0, p'(1) = 0 want 1 is een nulpunt van p met multipliciteit 2.
Volgens Cayley~Hamilton is het matrixpolynocom p(A) = 0. In

zZ *C

_Zk o p(z)qk(z) + akzz * by

k

. en

k2! = p"(2)g (2) p(2)a(2) + 232 + b

substitueren we z = 1 en omdat p'(2) # 0, alleen in de eprste betrekking

z = 2, Dit geeft




a = Zk -k -1
k+!
bk = =27 + 3k + 2
$ ;
Ck = 27 - 2 . : %
Verder is _ ?
.
5 3
| bl 3 0 Y
W23 s
0 0 |
In
A= an? s el fg
zijn nu alle termen bekend. Na invullen en herleiden vinden we Ak in de- 4

. a)
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1 = a, + bk + C )
kk= " ;
2 =48k + 2bk + Ck_ ;
3

Na enig (dom) rekenwerk vinden we

e e

zelfde vorm als onder b). N.B, zk'is de helft van 2k+l.

. Karakteristieke vergelijking:

W= Wl ©
win O W]~
O = wlro

i
=
1
e
—_
t
e
—
1
b
f—

> W=

L]

> Wl i

Wl wir
Waf— ot
o oo

LIRY) N
1
it f*’f’"“ L R e e e R TSR e R S TR

o

o

%}
5

e

]
Lot
—

A
B
T

2 L -
:A 3 3| (1= =

-

-y

w]— wire
Lo —
|
P
ﬂ .
w|
Laa] -

Romaiies

—
ED
g3

= (1 - l)(lz + )+

S g
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| ? + 2+ %—zijn niet reeel (discriminant < 0),

ze zijn dus toegevoegd complex: hl en Xl’ en Alil = % = |A1|2, dus

|A|| = ]lzl = %.3 < |. Dus de spectraalstraal r(A) = 1. Verder is | een

be nulpunten % en hy van A

enkelvoudige, dus niet-defectieve eigenwaarde en de absolute waarde van ;
o
de overige eigenwaarden is < 1|, ' --é
g
3

Derhalve bestaat lim Ak (st. 3.5.5), Maar dan heeft aock de algemene oplos~ ks
ko ' %

sing X = AEE een limiet voor iedere keuze van c. ;

b) 1| is een enkelvoudige eigenwaarde, dus de methode van limietbepaling van
collegedictaat pag. 46-47 is van toepassing. Zowel van A als van AT zijn

de rijsommen !, dus A en At hebben beide de eigenvector d = [I,i,l]T bij

de eigenwaarde 1. Noemen we de limietvector %, dan is volgens de theorie

(d,8) = (ds%g) en & = ad .

Dus o (Q !_F_i_)

= (g,go)
¢.3=9
a =3, e
g i
g = 14 3|1 o
T om kT '
. _ A 1%
e Hes T I T 3Ry TR 7 0 b
Karakteristieke vergelijking: ;@
g
A
Boanlan-1=0 3
a-12=0

A =1 met multipliciteit 3 .

Basisoplossingen ziin dus lk, klk, kzlk, algemene aplossing derhalve:

X, = d + Bk + Ykz .

0O, dus a = 0
2, dus B + v = 2,
6, dus 2B + 4y = 6

i

b
n

n

dus B = v = 1.
Gevraagde oplossing: x; = k(k+ 1), k= 0,1,2,..,

Tweede methode: z-transformatie

L3(k(z) - 0 - 22 - 62%) ~ 23(2) -0~ 22) + 3(X(z)-0) - &(2) = 0,
z - _ z |

. g
.
i

W

#

My

2
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CR(1 - 3z + 32% ~ 2% = 22 . i
. 22 -2 2 ;
g .= = + . ,.
(=27 G(G-22 (-2° 5;?
[+ k + k 3
xk=-2 + 2 = =201 + k) + (k + 2)(k + 1} =
k Kk |-
=(k + Dk +2-2) =%k(k + 1)
*y 19 - T4 § %5
16 : NG
| 2 V3 2¥ 4
é . —(‘ b X = Y — u
—— ””*it - i 3 >
Y6 | 3 2 0
| £ E £y £
16 ix]' 6 6 11 12
5 ix2 2 2 2
5 ix, 3 3 3
10 X %, 6 6 9 9
2 X Xg 21' 2
2. _xlxz 1
6 x2x3 5 g
15 XX 10 10 11
3 Ri¥g ' 3 3
8 X Xg 6 6 6 6
3  x5x6 3 3.
21 %% 2 2
! X5%y
20 | xg% 10 13 14
4 X 1 4 i 4 4
x7x8 2 2 2 2
Xgl - 3 2 2 2
*8*s b4
20 XgU 10 15 16 |
-stroomsterkte | 6 16 2] 22 ¥




We construeren nu de knopenverzamelingen A en B.

i A, ix] niet verzadigd, dus X, o« A,
X %, niet verzadigd, dus X, € A.

IXA niet verzadigd, dus X, € A.

X% niet verzadigd, dus Xy € A,

Negm A= {i,x xz,xa,x.}.

{overlge knopen? .
Alle takken met beginpunt in A en eindpunt in B zijn verzadigd, alle takken
(bijv, Xg 2) beginnend in B en eindigend in A zijn stroomloos. De construc—
. tie van A en B is nu klaar.

De snede § = S(A,B) bestaat uit de takken
1x3,x2x3,x xs,x g Ky¥Xg s ¥ U

t
en niet XgX,
De capaciteit van §is 5+ 6 + 2 + 3 + 2 + 4 = 22, Dus snedecapaciteit =
‘stroomsterkte. Dus de stroomsterkte is maximaal en § is een snede met mini=-
male capaciteit, want voor alle stromen geldt dat de stroomsterkte < de ca-

paciteit van elke snede is.

o
=
o

2

e
T SRR

et

LA
Rk

Lo
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Examen/tentamen Wiskunde 41 op zaterdag 18 juni 1977,

l. Bepaal de algemene reéle oplossing van de recurrente betrekking
: k - ‘
Kk+3 + x'k+2 - 4xk+] ol 4xk = (-1) ’ k = 0,],2,.-- .

2. Bepaal de algemene reéle oplossing van de recurrente betrekking

3

§k+]:= Aﬁk + - s ko= 0{‘!2’{--

"RZ en A < |} 73
(ng_:t: ¥ ¢ B en A [3 "‘1_‘|‘

3. Qggeven‘is de fecurrente.betvekkiﬁg
Vﬁ(+1.=A}-{k’ k=0,1,2,,..,

me & X € ;|R3I en

a) Bewijs dat alle oplossingen begrensd zijn.
b) Hebben alle oplossingen een limiet?

Zo neen, bepaal alle oplossingen, die een limiet hebben (motiveer Uw ant-

woord) ,

4. Gegeven is de recurrente betrekking

Ek*] = Aﬁk, k = 03132,!'- L]

;ﬁéﬁ gkreimg en
E | 1 1 3
1
A 5 P 2 1 .
3 1 1
a):Bereken A1},
it |

‘5>;BewijSQ dat alle oplossingen een limiet hebben.
©) Neem x5 = [4,0,43" en bepaal o e
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3. a) Bepaal in onderstaande graaf de goedkoopste weg van knoop A naar knoop B.

De cijfers bij de takken geven de kosten aan,

A
N Y . . S . > — e - " .
ﬁ i 2 ?? gr
: : v
Yo Y6 %; . j(
\/2
Y3 2Y L
> 7
2Y 3T Y3
2; o > .

b) Bewijs dat in onderstaande graaf geen kringen voorkomen.,

Bepaal de lengte van de langste weg in de graaf. Hoeveel wegen van maxi-
male lengte bevat de graaf?

e e A
7 v Y ¥y
. N {
V Pl e
W 4 4
\ %
> < >- <— >
7 Y Y Y L4
e —— > > >
Y T Y
}. e S

i




6, Gegeven is de autonome iteratie N
X = £, ko= 0,1,2,.., :
Xa "0, a>0, "ﬁ
0 g

met f£(x) = pxe”x;-o <p<e,

" Voor wélke'waarden van & en p is de rij (xk) convergent?

Bepaal in geval van convergentie 1im N

ko

Motiveer Uw antwoord.




2
met C,, c, en c, reeel.
. De matrix A = t; :?] heeft als karakteristieke vergelijking
1= 3 '
= Az +8=0.
3 =-1= A

‘Bij A = 21vY2 vindt men de eigenvegtoren uit hét stelsel vergelijkingen met
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Uitwerkingen behorende bij het Examen/tentamen Wiskunde 41 op zaterdag 18
juni 1977.

Eerst de homogene betrekking oplossen:

Xeag ¥ Xpap T Ay T AR =0

Karakteristieke vergelijking

oot MRS LR SEREEE

Wt o -4=0.
A+ DQ~-2)(A+2)=0,

Een basis van‘de oplossingsruimte wordt dus gevormd door de oplossingen
Kk = (,"".])-k: yk = zks z‘k [ad (."'2')1{!
Inhomogeen: daar (-1)k reeds oplossing is van de homogene betrekking,

proberen we

= Y
Kk - ak( ]) .

Substitutie leidt tot i

atk+3DED 5 g+ D EDE? - daer D EDET S hak-nE = -k

~(k+3)a + (k+2)a + 4(k+1)a - 4ka = 1
3a = |

. 1

a = -

3 L}

Dus de algemene reéle oplossing is

L k K k ok
X =5 k(=1)° & g](-l) + .2 * c3( 2)

Bigenwaarden; A = % 2iv2.

coefficiéntenmatrix

T - 21V -3
: , met rang 1 .
3 -1 - 20VZ

.
E
¥
g
ot

. ;i'
B
A
:'g
S
%
i
A
i

;

A
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Een eigenvector is [3,1-2i/§]T. 5
)

Basisoplossingen van het homogene stelsel el ™ A§k zijn dus

- ivD*
& L - 2i/2

3 3
= (ZJE)k(cos %} + 3 sin %;J
1-21/2

en de geconjugeerde hiervan

3
X = (2/§)k(cos %;-— i sin-%g)
1 +2iv2

Nu vormen Re(§k) en Im(gk) eveneens een basis van de oplossingsruimte.

Dit levert de reéle basisoplossingen

3 cos =5 3 sin =~
k k 2
(2/2) | en (2V/2)
km .k .kt : ke
cos 5= + 2¥2  sin = .fln 5 2V cos 5
Om een particuliere oplosging van het inhomegene stelsel Kol ~ AEk + ‘_2
c "
te vinden proberen we X = cl . Dan geldt
2

o ol
%] —
i
w
0o o
+
] 1
- W
S

-E] 3
(I - A) o =
L2 -4
| 3?'b1 3 3c2 = 3
- » dus -3¢, + 2¢, = =4
-3 20152 -4} 1 2 °
Dit levert c, = 2, ¢, = 1.

Algemene reéle oplossing dus:

) 3 cos %; 3 sin %;
I cos %} + 2¥/2  sin %} sin %F- 2/2 sin 5@

o
waarin d1 en d2 reeel zijn.
Opm: Een andere methode om het homogene stelsel x, . = Ax, op te lossen be-
staat in het toepassen van de stelling van Cayley-Hamilton (C~H). Noemen we

p(k)‘= Az + 8, dan houdt C-H in ons geval in: p(A) = 0.




[
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B ERSRRL el

~Toepassing van de delingsalgoritme voor polynomen geeft voor k = 0:

=23

zk ﬁ'p(z)qk(z) + akz'+ by ceeen (1)

met a, en bk reele constanten en qk(z) een reeel polyncom. Substitueer hier-

in z = * 2i/2, dan vinden we

s R it 08

K, kv . . km _ .
_ (?fg),(cos i;-+ 1 51n_7f) = ak.21/7 + bk

s e Kk : km . . k1 c _ .
§2/§) (aos w5 = 1 sin 7;0 ak.21/§ + bk .

Hieruit #olgt'ao =0, by = 1 en (tel op, trek af):

a, =.(2/§)Fplain %;_
: L _ voor k 2 |,
bk F=(2/§)kcos %;_.

Wegens (1) en C~-H is

K e
A a A+ ka ’
duys

-
-

| 1 -3 | i G
-Ak - (Zfﬁjk‘lsin-hl + (2/33kcos km , k21
: 2 2
3 -1 0 1
Een basié voor de oplgssingsruimte van het homogene stelsel wordt nu gevormd
door de kolommen van Ak (te beginnen met k = 0).

Algemene oplossing van het homogene stelsel is dus

. sin kl + 2/2 cos EE
% I 2
X, = , % = ¢, (2VD) +
0 e, !? =k 1
2 . km
_— 3 s1n 5
2
-3 sin kn
Akl : -
+ c2(2¢§)* _ voor k = | ,
‘ -sin %;-+ 2v2 cos %;
3. De matrix
1 ¢ 1
A=1{0 -1 -l
0 2 1

heeft als karakteristieke vergelijkiﬁg
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S T ¢
0 ~lr A =1 | = {1+~ )\)
0 2 ] = X

[=1=2 -1 )
: = (1-0(°+1) =

-2 1-2

' Eigénwaarden dus 1, i en =i,

d)

Blljkbaar hebbeén alle elgenwaardendg absolutewaarde !, dus de spectraalstraal

t(A) £ 1, Alle elgenwaanden ziin enkelvoudlg, dus niet-defectief. Derhal-

A K | - .
Ve is (st‘.gfi.é) A pegrensd. Daar de‘oplossxng van X, < Ax, luidt:

k

A #.A"g_.
vzijn'men‘Ak du#'gék glle oplossinggn‘begrensd
fEr aljn elgenwaarden f 1, maar met absolute waarde 1. Op grond van st,

3.5, .5 heeft nu A geeu llmlet dus hebben ook niet alle oplossingen een

;1;m1et._"'

“Men kan ook eeénvoudigweg constateren dat de oplossing B = i%z, met v een

"eigghveggor bij'i,‘gegnllimipt heeft, dus hebben niet alle oplossingen

4. a).

b)’

X
By .
By < yw (k = 4=voud + 2) pngindig vaak. Zo'n oplossing kan dus alleen

gen limjet,

De algemene_pploésihg is van de vorm

X = ulkq *ISikY + Y(”i)KW ’

waarin u, yeny elgenvectoren zijn bij 1, resp. i, resp, (-=i). Het is
duidelijk dat dg oplessingen X, = oy een limiet hebben, De oplossingen

k

:? Bi'y + Y(vi)kg‘hQVattenrde vectoren Bv + yw (k = 4=voud) en

—

.dan een 11mlet hebben als Bv * YW = -Bv - yw, dus ZBV + ZYW Q. Daar v

en w lineair onafhankalljk zijn (eigenvectoren bij verschillende eigen-

.waarden) volgt hieruit B=1v=0,
'Hlerult vqlgt dat de oplessingen van de vorm xk = au ook enige zijn die

‘gen limiet hebben. Voor u kan men nemen [1,0 0]

Uit a).blijkt-dat er een vectoy ¢ » 0 bestaat Waarvoor A¢ £ ¢ (neem

'__E_# [l,l,}Jg)..Daar Az0D volgt hieruit dat Ak begrensd is (st, 3.,6.2)

en dat dus r(A) s 1 (st. 3.5.4), Daar blijkens a) de matrix A de eigen-

- waarde | heeft, geldt dus r(A) = |, Daar A » 0, is Perron-Frobenius van

- toepassing (st. 3;6,7), die zegt, dat nu 1 een enkelvoudige (dus niet-de-

fectieve) eigenwaarde is en dat de overige eigenwaarden een absolute waar-

Sihiwer

.
3
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de hebben, Magy dan hestaat lim Ak vqlgens st, 3.5.5 (2).

,.)m
Do algemene oplossing is k

5 - Ak'p_ (. willekeurig) -

Met lim A bestaat dus pok 11m xk voor elke op10551ng (xk)
koo koo

De methode van pag. 46w47 vap de syllabug is van toepassing want 1 is een
enkelvoudlge elgenwaarde.

Een elgenvectop van A bij de e;genwaarde I is ¢ =[1, ,le (zie a)).

Een elgenvector ‘d-van AT is te vinden uit het stelsel vergelijkingen met
matrlx S

3 8 2 =10 77 No~3 1
.;_,.% .3 ~ -3 1 ~to 10 7.

3 1 B 10 =74 0 0
(IR -

Voor d kan men‘kieZEﬂ 4= Ell 75 10]T Noem de limietvector £ = lim x .

Dan is volgens de theor;e £ - ac en (d,0) = (d,x ) dus koven
afd,c) = (d xo)
28 = 84
o= 3 _
L= 301,1,000
S 12 NS y e >
“1\5‘ T )l'ﬁ‘s' T s M <
Vi 'S
. v L 4
2Y 11 2.
IR V e — —19
Y 6 13 "5 - v
Y3

I
}?
ki
o
\¥ =]
A
O
¥
S )
ey

T o 7 1

Volgens de methode van pag. 90 van de collegesyllabus bepalen we voor
elke knaop x de waarde w(x), die we naast de knoop x noteren.

Er hlijkt ééﬁ'oplossing te zijn: hegin in A en volg de dubbele pijlen.

i
E
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0 > 1 — 2 . 3 3 4
Y v Y \/
Y 2 |13 4 > P < 5
Y A2 Y
'V
5 .~ 4 e ) + [l
Y 4 Y Y
5 5 > Oy P, 12
2 g 4 - 10 1 ]
v
% A 4
712 7 13

11

Er bestaat een nuﬁmering der knopen z8 dat voor iedere tak t nummer van
b(t) < nummer van e(t). In de nummering hierboven is iedere knoop genum-
merd met zijn rang (dictaat pag. 74). De langste weg in de graaf heeft
de lengte 13, Er zijn 3 wegen ter lengte 13, De enige knoaﬁ met rang O
en de enige knoop O met rang 10 zijn door maar 8&n weg tér lengte 10 ver-
bonden, (dit ziet men direct door in O te Béginnen_eh via 9,8,7 eénz, te-
rug te lopen). Elke langste weg eindigt in T. Door gewoon goed te kijken
ziet men 3 mogelijkhédeh om van 0 riaar T te gaan: ORST, OPST en OPQT,

elk metllengte 3, Dus 3 wegen met lengte 13,
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6, (%) = pxe”x, 0 < p< e,
Xd=u“0.
Als p = 0, 1is x, =0 voor alle k ¢ W, dus lim x, = 0. Zij verder 0 < p < e,

. koo A
Dan is voor x > 0 ook f(x) > 0. Ter oriéntatie onderzoeken we de grafiek van

f en de snijpunten daarvan met y = x,

f(x) = 0 enkel en alleen voor x = 0; lim f(x) = O,

£'(x) = p(1 - x)e T, e

£'(x) = 0 alleen als x = | (voor alle p).

Daar p > 0 is f'(x) > 0 voor x < ! en £'(X) < 0 voor x > 1.

f is dus maximaal voor x = I.

Het maximum van f is pe-l = E-. Daar p £ e ligt het punt (I,EO onder de lijn
y = X, behalve als p = e,

Snijpunten met y = x:

Uit pxe*x = x volgt x = 0 of ];).e_X s 1;p= ex, x = In p (bestaat, want p > 0),
De x-coordinaat van het snijpunt buiten de corsprong is dus negatief als

0 <p <1 en positief als | < p < e, Voor p = | is er maar €&n snijpunt, en
wel in O, Daar voor p = 1, £'(0) = 1, raakt de grafiek van f de lijn y = x
dan in 0. Zo komen we tot de onderscheiding van de volgende relevante geval-’

len:

AY 0 < p < I3 B) p = 13 C) i <p < ey D) p = e.
A)

0<p <l

Uit de grafiek lezen we af dat in dit geval bij elke keuze van Xq > 0 de
rij (xk) dalend is met limiet O,
B)

]

Dok hier is (xk) monotoon dalend met limiet O voor elke Xy > 0.
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¢)

n
L]

Inp I

1

Daar 1 < p <eis 0 <1lnp < 1. Voor Xy = ln p, 1s voor alle k « WN:

% = 1n p, Voor 0 < x, < In p is de rij stijgend met lim x, = In p. Voor
k 0 Koo
In p < X, £ 1 is de rij dalend met limiet 1n p. Voor Xy > 1 is de rij
niet voor alle x, monotoon, maar wel is lim x = 1n p.
0 (oo K

D)

__! 1 =1np
Analoog aan C): ook nu is lim X = In p = 1 voor elke Xg > 0.
koo

Conclusie: Voor alle p ¢ [0,e] en voor alle %y > 0 is de rij (%) convergent.

Voor 0. < p £ 1 is lim =0, Voor | < p < e is lim
ok k%"k

1

In p.
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AR e,

Herkans ingsexamen/ tentamen Wiskunde 41 op zaterdag 25 juni 1977,

s e e

L

1. Bepaal de algemene reéle oplossing van de recurrente betrekking

2 _ =
Doy T ey * B HE =0, k=012

2. Bepaal voor alle o = 0 de algemene reéle oplossing van de recurrente be-

|

trekking

met Ek eIR:’1 en

1. 1 20
A= g ) s -
12 Ao

en b = [1,231.

w

Gegeven is de recurrente betrekking

met X, € ]R3 en
RIS
A=dl=1 1 -1] .
- 12
a) Bewijs dat alle oploss‘inggn. een limiet hebben.
b) Neem 3, = EI,O,OJT en bereken lim X .

koo

4, Los op met behulp. van de z-~transformatie
LR

Va1 7% T Yk

XO = 4, yo = -1,

k = 0,_1,2,009
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5. Gegeven is het volgende transportnetwerk,

De getallen bij de takken geven de capaciteiten aan.

u
&
‘7: — u
1 Ay 2
U /%, 3 Xy I R
X 12 X10

Bepaal de maximale stroomsterkte en een spede met minimale capaciteit.

6. Gegeven is de autonome iteratie

SRR T

Xg T 2, peR .

- Voor welke waarden van p.breekt de iteratie af?

" Voor welke waarden van_p'is de rij (xk) monotoon stijgend?
Voor welke waarden van p bestaat lim x ? '

p - o0
Motiveer Uw antwoord, k
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Uitwerkingen behorende bij het Herkansingsexamen/tentamen Wiskunde 41 op

zaterdag 25 juni 1977.

B PN TSR P S

Eerst de homﬁgeneki;ffereﬁilevergelljklng 2xk+2 5xk+] + zxk = 0, Substi_
tueer X, = AT 2X - 5X + 2)\ = 0, Karakteristieke vergelijking:
2)\2-5A+2=00f2)\2-—4)\* A+ 2=00f (22-1)(A=2) =0, )\] =4, )\2=2
dus algemene oplossing van de homogene vergelijking

x, = A + 828

Probeer als particuliere oplossmg X = ak” + bk + c.

2{a(k+2) +b(k+2)+c}—5{a(k+l) +b(k+1)+c}+2{ak +bk+c}+k

.Z{ak +fnak+4a+bk+2b+c} S{ak +Za.k+a+bk+b+c}+2{ak +bk+c}+k = 0.
'S (Za-Sa+2a+])+k(8&—+2b-]0a—5b+2b)+(8a+l&b+2c—5a-5b Sc+2¢) =0
~a+1=0=>a-=l.

~2a-b=0->b=~2a=-2,

3a-b-c=0+c=3a-b=3- (2 =5,

Algmene olplossing van de inhomogene vergelijking

K2

X, = A(DF + 52K -2k + 5,

controle: 2a(H5% + 2825*% + 2k + 2% - 4(k+2) + 10

sa ) - 53 - s % 4 10D - 25

+2A(£)k + 2132k + 2k2 4k + 10 + k2 =
(i)k{~-—+2}A+2k{8— 10+2}B+k (2~5+2+1)+k(8B=4=10+10~4) +

+ (8-8+ 10~ 5+10 25+ 10}

1

A(i)kowzko& 'k20 + k0 +0 =0,

i

Eerst homogene stelsel oplossen, De eigenwaarden van A volgen uit

I = 35X 20 9
= 250" - S5(4a + DA =0,
2 4o = 5)
boa + 1
dUS AI = O, }\2 5 .
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Eigenvectoren bij A uit het stelsel vergelijkingen met matrix

E 2o [] 2a

2 b lp 0

Een eigenvector is [f?%]. Evenzo bij Az:

[ - 4o 1 200 ] “ho
2 bo = 4o = 1 2

21

dus een eigenvector is [I
Oplossing homogene stelsel dus

_ ha+ k| I
l(k_( 5 )c] +0.(::2 .
2 !
N.B. 00 = 1.
We zoeken een oplossing van het inhomogene
genwaarde is, dus als a # 1, X = 2 .

Substitutie in het stelsel geeft

D p ! p
= A + dus (I - A)

q q 2 q
Dit levert
4 2 _
TP~ 5o ] 5%
2 4 _
TP (3 a=-1lg = 2 10x
dus .
10(1 ~a)q = 25 5
dus ¢ = 5 5
=2p + (5=4a)qg = 10

Voor a # 1 is de algemene oplossing dus

1 1

Xy =%T'-IT“E ¥ Cl(ﬁ'q'ét"l')k
2 2

-6

stelsel. Probeer, als | geen ei-

2
o P77 T-%w "
-20
0k ' ¢, en ¢, reeel
<y » € 5 .

Als o = | heeft het homogene stelsel reeds een constante oplossing., We pro-

beren nu het inhomogene stelsel op te lossen door de aanzet

Substitutie geeft

e L

5
%
oY
"
]

RV




tor bij‘delgiggpwaatde 1y dus

“1is
Yullen we in dat [a,b]7 = p(1,21% en a = 1, dan vinden we

i~dus.

p=1lenl[c, dJT moet voldgen aan =2¢c +d = (Q, We kiezen de eenvoule%te op-
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a]l  [a + el a < 1
k + *kA| | + A + .
b} [b+dl . |b a 2]
Door cpéfficiéptenvergalijking_gien we dat A[ﬁ} =‘[f], é] is dus eigenvec-

b|® |b
z =p ; voor nader te bepalen p # 0., Verder

Fdf-l]

o R TR e T ST S VO TSRS SRR

‘p ¥'c ‘1¢,+“2€ 17
l2p v a]  lze v ag) [2f

&c . Zd " -Sp o 5
-gc +d = -lQp * 10 »

Bek;]k de matr;x ‘ ‘
‘7_4 J6p+51[0 0 -45p+21
~2 1 =10p+10) - {=2 1 ~10p+10

dan zien we dat voor oplcshaavheld nodig en voldoende is ~25p + 25 = 0, dus

logsing: ¢ = 4 =0, Als partlculxere QplOSSlng hebben we dus 38 en

als algemeng cplossing .

- o ;l o . —2- |
Ek'ﬁ;k.z' + Q"Z +_g29 ' | , als a =1, ¢, enc, reeel .

"

a) -}-r(k-ﬂ 1 -l Ek'
12
Bdet(A=aD 5 | =1 d=20 -1 | = 20?4 0AA - 2343} +

2 i3 -1=0

827 #1630 = 120 4 4 = 0 of 27 = 4)
A=li 2w b4+ 3R, -

G- -2040) 5 0

1




b)

3 4 4
. = ’ b4 , -}s = .
ad B PO LS 1)

We kiezen c
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_2:’-’!‘49-8_] 1 . ’ R |
Ay T = s kg ddus [h,] = a] = /T = /5

Dit stelsel heeft dus &&n enkelvoudige dus niet-defectieve eigenwaarde

= 1 en de andere zijn in absolute waarde « 1. Conclusietlim A¥ bestaat

(st. 3,5.5 (2)). ko
Omdat, X T Ak&O’ bestaat ook ;i: X, voor alle Xy
;.'Ber-ekenin_g van de éigénve'ator ¢ van A bij A = 1:
-2 =i ST T T R
~1 i~2 =1 {~|=1 =1 =1/ ~10 0 1] dus ¢ = u(1,~1,0),
1 i 2-2 I B [1 ! 0}

-0} |
-~ IB 0 i] dus d = ©(1,-1,0).
=10l b1 o

—

ATQ = d dus g_TA
-’_d_T_J_:kH = ,gI_T(A_:_gk) 5 (Q?A)g_ck = g_Tgk dus ook .‘?.Tl‘k = g_T:_cO voor alle k.,

® 9- = '[]:-"]:OHT' .
dT

lin %, = ge.
m B ae

k-)m
1lim gT_:_:k = 1lim _clT§0 - g_Tg_cO maar ook lim dT:_:k = dTug_.
 dx , |
Com ol Sl LLGON L L gus 1im g = dr1,-1,00%,

&e (AR 0=10) 2 ke K

z-transformatie: 2 (8(s) = x,) = AR(2) of £(2) - x, = 2AR(2) of

§__(z’)"- z8%(z) = x, dus R(z) = (I - zA)“';_cO,

1 . '

' 1 -3 -4z -1 | l+z  +4z
I = zA = . R (I - ZA) = > >
L *z 1 + 2z I-2z- 32" + 427 -~z 1-3z

' Mtz 4277 4 (% +bz=bz 4
1 - : 1 ]
(=2 mz 1=3z]l-1) (1-2)"-b2~1+32) (1 -2)"|-1-

s

ieariid
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=42kz
k=1

L Took+ 12X,
k=0

Als ﬁl correspondeert met X dan is X = 4(k+ 1) of volgens de tabel

(=277 o (), dus hier (1= T e (T Sk 1

Ry(m) = —lE_ o A, B _A(-2) +3

(1= 2)2 t-2 (- zjg (1 - 2)2

dus A + B = -1} A=
-A =~1] B

5 <ry ® 1= 20K+ 1) = -2k - 1 dus (x,) = |_

{74k~v4}_
-2k~ 1

I -z

(1-2)
Cdntrole:‘

T3 4
§k+1 =

Al B B -
Andére manier van noteren:
Xwp = 3% F by, %y = 4} 2 %(2) - & = 3%(2) + 45(2)
. . -1 . -
Vel = % T Ve Yo="U 2z 19(2) + 1} = -R(2) - §(2)
X(z) - 4 = 3z&(z) + 4z§(2) (] - 32)R(z) - 4z§(z) = 4

§(z) + 1= -2z%(z) - 2§(z) ~ 28(z) + (1 + 2)§(z) = -1.

i
]

A

[12k+12-8k-4:} ‘iékﬂj ['4(k+1)+if‘
4k b+ 2k 1 =2k~ 3] =2(ke)=1)

-

b bz
2(z) = -1 A 4 + 4; - 4;‘ - 4 - 4
| I=3z =4z o322 w422 1 -2z 4 28 (1-2)°
-z 1+2z
1 -3z 4
§(2) = z 1] _-l+32-4z  =l-z _ | -z _ 2 _ 1 2
S = L Il : = : 5 = ,
(1 - 2)° -2 a-2% -22 a-2° 77 (-2
<Hieruit . -
| X, = é(k + 1) en yk_= =2k -1
A= {i,xz,x3,x5,x8,x4,xl}.
B = {x6,x7,x9,x]0,u}.
S(A,B) = {x8x7,1x6,x4xg,xlx]0}.

C(A,B) = 2 + 5 + 3 + 12 = 22,




X
4
S(A,B) bestaat uit alle takken met beginpunt in A en eindpunt in B,
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£, 5 £ B 55 E L
1] ix] 0 11 11 11 11 11 1] 11
8 ix2 0 1
9 ix, 0 1 3 4 4 4 4
5 ix6 0 5 5 5
12 X% 0 11 1212 12 12 12 12
10 XoXq 0 1 2
2 Xq¥g 0 1 !
5 X4¥g 0 1
5 xl.x] 0 1 1 ] 1 1 1
3 X, Xg 0 2 3 3 3 3
4 XgX,) 4]
1 X Xg 0 1 1
1 XX, 0
9 XX 0
7 Xcu 0 1 6 6 6
4 X u 0 1 2
2 XgX4 0 1 2
2 xgx6 0 1 1 1 1
2 Xqu 0 2 2 2 2 2
13 XY 0 11 12 12 12 12 12 12
0] "-1] 12 }4 15 20 21 22

Bij deze stroom gaat de constructie van A als volgt: i € A; omdat ixz niet

‘vérzadigd, Xy € A; zo ook Xq, Xg en Xg in A, Verder: _i_x4 niet verzadigd, dus

e A en dus ook X, ¢ A want L niet verzadigd. B bevat de overige knopen.

" Omdat de capaciteit van deze smede gelijk is aan de stroomsterkte (22) is

‘deze stroomsterkte maximaal en de snedecapaciteit - minimaal. Immers, voor

élke stroom geldt: stroomsterkte < capaciteit van elke snede.

¥k+l = f(xk) ﬁet £(x) = V2x - p, f is gedefinieerd voor x 2 B | de grafiek

2

van £ is "halve" parabool. Voor de snijpunten van y = x met y = vV2x - p geldt
1f2k -~ p = %X, dus xz—'2x+1)=0, x=z 0; (x - ])2 =1 =-p,x20;x=1=%/V1~-p,
x z 0, heeft voor p > 1 geen oplossing, voor p = | één oplossing, voor O0<p< |

2 niet-negatieve oplossingen en voor p < 0 &&n positieve oplossing,

Dit leidt tot de volgende gevallen:
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. £(x) _ :
p ™ iteratie breekt af, E
We lezen uit de grafiek af:
e ; _ (Xk) monoctoon dalend,
p =1 g ! lim x, = 1.
. : ' ko k
H b
% 2=x0
In . dit geval is
0<1+V]l -p<2en
0 <1~V -p<l
0 , X is monotoon dalend.
<P<
lim %, = 1+ V1 -'p.
ke
]+ vVl —-ps=s2
| - YT -p =0.
A . _
} Voor alle k is nu X, = 2, dus
| lim = 2,
p=0 5 kmxk
|
2=x0
1+ /T =p > 2.

De rij (%, ) is nu monotoon
K

stijgend en lim x =1 + Y1 = p.
ke

o
A .
e L

P 2ex
)




o
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Derhalve: de iteratie breekt af als p > 1; de rij (xk) is monotoon stijgend

uitsluitend als p < 0; lim *1e bestaat en is gelijk aan 1 + ¥1 - p voor ps 1.
koo '

Een formeel bewijs dat voor p < 0 de rij (xk) monotoon stijgend is en een
11m1et heeft gaat als volgt: We bewijzen eerst met volledige inductie, dat
. (x ) stijgend is:

1) x] = Vis p > Vi =2, want p < 0 dus %, > X4,

2} Als L xk ;» dan a1 = f(xk) > f(xk_l) want f is stijgend. Dus dan

geldt X X

e k+l. o Tk’
3) Dus geldt voor alle k ¢ WN: xk xk ; dow.z. de rij (xk) is stijgend.
Vg;volgens tonen we aan dat (xk) begrensd is, door te bewijzen dat voor alle

. k'niN geldt < E = 1 4 Vl - p.

'1) x c <, want 1 +VI=p>1++v1 =2, daar p < 0.
52)_A15 xk,< £, dan Keap = f(xk) < f(a), want £ is stijgend. Verder is f(E) =&,

" dus Keep < &

'3)_Dus voor alle k ¢ N is xk < £,

De rij (xk) is dus. monotoon stijgend en naar boven begrensd, dus lim X be~
e . L0

staat,

De limiet & voldget aan 2 = £(2), dus er is maar | mogelijkheid: & = 1+v1~p.
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