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Hoofdstuk I.

1.1,

Een bank geeft op een beleggingsrekening 100 p 7 samengestelde interest
per jaar. Jaarlijks op 1 januari wordt de rente met het uitstaande ka-

pitaal samengesteld.

. Nogm X het saldo per | januari na k jaren (na de storting), aangenomen dat

tevoten uet saldo op de rekening 0 was. Geef een recurrente betrekking tussen

X4y €01 X en bépaal X -

- Gegeven is de rij
R T g .
n - — ¢ 7 ) - — > ) ’ n=0,1,2,.,.. .
/5 S
Bewijs:
a) a+2 = Xpe) tE, n=0,1,2,...
b) X =F_ , n=0,1,2,...

waarin (Fn) de rij van Fibonacci voorstelt.

Gegeven ig de rij

x = (3 +/5)" RO n=0,1,2,...
Bewijs;
a) X T 6% - x|, n=1,2,3,...
‘b) X, is een natuurlijk getal , n=0,1,2,3,...
c) X is deelbaar door 2" R n=20,1,2,3,...

Béﬁijs dat voor de rij (Fn) van Fibonacel geldt:

n
Foo=Fo  Foy = DY n=1,2,3,...




5.

Gegeven 1is de ri]
%, = Ja Ti, k= 1,2,3,404

Bewijs:

xk+l = axk +k+1.

Beschouw de rijen bestaande uit n nullen of enen, waarin geen twee nullen
naast elkaar staan.

Laat x het aantal van deze rijen zijn,

Bewijs:
a) X=Xy + X o n= 3,4,5,... |
b) x =F .o n=1,2,3,...

Laat X het aantal rijen zijn bestaande uit n getallen, 0, 1 of -1, waarin

geen twee getallen |1 of twee getallen -1 naast elkaar staan.

Bewijs:

X4 = 2xn X s n= 2,34,...

Een lichtstraal met intensiteit I0 valt loodrecht op een plaat absorberend
materiaal. De dikte van de plaat is d.

Experimenteel is gebleken dat de absorptie in een zeer dun laagje met dikte

h bij benadering gelijk is aan AIh, Hierin is I de intensiteit van het op

het laagje vallende licht en A is een evenredigheidsconstante, die de ab-
sorptiecoefficiéent genoemd wordt.

We denken ons de plaat verdeeld in n dunne laagjes van gelijke dikte h.

Noem de intensiteit van het uit het k-de laagje tredende licht I,.

Stel een recurrente betrekking op voor Ik'

Beschouw I en bepaal de intensiteit van de uit de plaat tredende licht- ;

straal.

Er zijn n kooien opgesteld in een rechte lijn., In deze kooien moeten k

niet van elkaar te onderscheiden leeuwen worden ondergebracht en wel z§,



‘ dat in een kooi hoogstens &&n leeuw zit en niet in twee opeenvolgende
koolen leeuwen zitten. Beschouw hierbij de waarden n = 1,2,... en
k =0,1,2,... .

Noem het aantal manieren waarcp dit gerealiseerd kan worden Xk
H]

a) Definieer X g = 1voeor n=1,2,... en bewijs
3

n.k T Fne1,k T Fpo2, k-1

voor n = 2,3,...en k= 1,2,,,,
b) Maak een tabel en lees hieruit af aan welke binomiaalcoefficient LS
. 3
gelijk is,

c} Breng opgave 6 met het probleem van de leeuwen en de kooien in verband

en leid af:

n+ﬂ

2

F z (n—tﬂ )
0

n+1 = k=

10, De rij punten z, = x + iyn (n=0,1,2,...) oﬁ de eenheidscirkel wordt op

de volgende wijze gegeven:

zZg = [, z, = cos o+ i sin a; Z 41 is het spiegelbeeld van z 1 in de
lijn? die 0 met 2 verbindt (n = 1,2,...), Bepaal z en onderzoek het ge-
drag van de rij voor

: = I 3 =z

_ . a = 0, 7T e 7

- N.B. Men kan de rij z interpreteren als de opeenvolgende punten waar een

biljartbal tegen de rand van een cirkelvormig biljart stuit.

B e 2

F i e

an
i
i
b
2 d

b



1.3 t/m 1.5.

Bt voas

Beschouw in de vraagstukken 1 t/m 6 de autonome iteratie

Xep) © f(xk), k=0,1,2,... .

Beantwoord daarbij de volgende vragen,
a) Voor welke waarden van X is de oplossing (xk) monotoon dan wel
alternerend?
b} Bepaal stationaire punten en stabiele punten van de iteratie.
¢) Voor welke waarden van X is de oplossing (xk) convergent?
Geef de limiet voor deze waarden van X..

0
d) Welke oplossingen van de iteratie zijn stabiel?

1
1. £(x) = Pl
2. £{x) = In{l + x) .
3. f(x) = e ©

2x
4. f(x)=x+] .
5. f(x) = x° - 6 .

_ 1 1
6. f(x)-—-EX'F;.
7. Beschouw de iteratie
I —
X4 =@ k=0,1,2,...

a) Geef de algemene oplossing.
b) Ga na voor welke waarden van a en Xy de rij (xk) convergeert en bepaal

in dat geval lim x
]

k:



Beschouw de autonome iteratie

Xepp = P+ axi ’ k= 0,1,2,...

‘ . . o 3 1
a) Toon aan dat de iteratie stabiele oplossingen heeft voor - 7 <a < Z
b) Laat zien, dat voor a = - %-bifurcatie optreedt.

. 1 e .
c¢) (juni 1980) Kies a = -1 en X =g ¢ Druk xk+2 uit in X, en bepaal het

getal n waarvoor geldt: lim x

% = M (Schets een grafielk,)
Tere

Bewijs, dat in 1.1., opgave 7, lim 1 bestaat.

.. e n
Bereken deze limiet, :

Beschouw de differentiaalvergelijking

' 2
y=y-y .

De integraalkromme van deze D.V. die door het punt (0,4{) gaat, kan men

numer iek benaderen volgens de methode van Euler (Zie Wiskunde 39).

Dit proc&dé leidt tot de volgende autonome iteratie:
Y., = ¥ * by, - y2)
k+1 k k k
Yo = 4

waarin h > 0; k = 0,1,2,...

a) Toon aan dat lim Vi bestaat voor 0 < h < 2 en bepaal de limiet.
koo

b) Beschouw het geval h = 2 en laat zien dat ook dan convergentie optreedt

door aan te tonen:

~als § < Y < b dan Vi < Vypn < 1e

(Schets een grafiek,) *




Hoofdstuk II.

2.2. Los de volgende recurrente betrekkingen op:

1. 2xk+l =X + 2, X = 4,
2, X = 2xk + k, Xy = 0.

3 Ky =K ks %y = 0.

- 2 _

hoox o= 2% r 265, x5 = 0.

5 = 2 + 3—k = l

© el *x » X :
k

6. %y = 3% * kI, %= L

Toox = dx + ki, %, =0,

8 =5 +(—1)k = 2
© Rl * » % .

g. x}(,+]=2)(1{+2’x0=4'

2,9k + 3, x, = 0.

10. xk+1=5xk+k o

..k .
I % .y = 4% + k.27, x5 = 1. Bepaal lim x,.

ke

+

12. Xl ™ axkr k +-l. xq = 0, (vergelijk I, li} opgave 5).

13. Yol ST ?k + 1, Xy = .

1 =
e ey = 200+ PR * 2k H by xg = L



15. X 4o = 2xk+l * X, k=0,1,2,... (vergelijk I, 1.1,opgave 7).

5%, * 6% =0, k=0,1,2,...

o
el
+
ha

1

17. xk+2 - 7xk+] + I\Oxk = 4k.

]
o]
.

o
.
=L
+
[3%]
1

Mepy ¥ A%

I

]
=

19. xk+-2 6xk+] + 9xk

20.'xk+2 - 2xk+1 + X = 1.

21. .a) Kegn 4xk = 5,3%,
V L) Xeyn 4x.k = 2k.
22, xk+2 + xk‘= l.

23, xk+2 + 2xk_‘_1 + 2xk = k.

24, Bereken voor a reeel en -2 < ¢ < 2 de determinant met n rijen en n kolommen

o ! 0 0-..l0

1 o | . ...
D=0 1 o 1. . .
n 0 I Q .
0 . . P 1

Aanwijzing: Leid een recurrente hetrekking voor Dn af.

25. Gegeven is de recurrente betrekking

2
}cl(+2—2)\xk+] + A xk==0, X eR, A #0, k=0,1,2,,.. .

a) Bewijs:




b

als deze limiet bestaat.
b) Bepaal de algemene oplossing van de gegeven recurrente betrekking. Laat

zien, dat

e+l

lim
ko

bestaat voor elke oplossing (x ) ongelijk aan de nuloplossing.
X j 2

26. Bepaal de algemene oplossing van

k
Xepo * 2axk+] *ag = -7, k=0,1,2,..., a€ R, a+o0.

27. Los op voor alle a ¢ R:

Hrp T Bepy O &m0

Voor welke waarden van o zijn alle oplossingen begrensd?
28, Los op voor alle o < R:

X @ Dx | +ax = -DX, kK =0,1,2,... , a # 0.

29, Los op:
= x2 X, = 1, x;, =2
i T S S L ‘

30, Los op:

1l
o

T

31. Los op:

Kevg ~ 2yt 0 T2 YR =0, Xg =% = 0.



32.

33.

Neem aan dat het nationaal inkomen over elk jaar is opgebouwd uit drie com

ponenten:

1) Uitgaven voor de consumptie,

2) Investeringen in het particuliere bedrijfsleven.

3) Overheidsuitgaven.

Neem aan:

(i)  dat de consumptieuitgaven in elk jaar evenredig zijn met het nationaal
inkomen over het voorafgaande jaar.

(ii) dat de particuliere investeringen in een jaar evenredig zijn met de
toename van de consumptie in dat jaar.

(iii) dat de overheidsuitgaven ieder jaar dezelfde zijn.

Stel de jaarlijkse overheidsuitgaven gelijk aan ! (keuze der eenheid).
Laat zien, dat het nationaal inkomen Yk over het k-de jaar voldoet aan een

betrekking van de vorm
Yk T P Yk T Pp¥pn ¥ 1, P, en p, constant .

Neem vervolgens p, = 1 en P, = i,
Bewijs dat in dit geval ¥y een gedempte slingerbeweging vertoont en dat

lim Ve = 2.

Jeren

Laat Nt de grootte zijn van een zekere bevolking aan het eind van jaar t,

t = 0,1,2,... . De grootte van de bevolking wordt door 2 factoren belnvloed:

(i) een relatieve groei van 27 per jaar.

(ii) bovendien een constant verlies van 10 individuen per jaar.

Neem N0 = 2500 en bereken Nt’ t=1,2,3,... .,

Na hoeveel jaar is de bevolking verdubbeld?
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Hoofdstuk IIIL.

Geef de oplossingen (in reéle vorm) van de volgende recurrente betrekkingen.

o

2
1. a} x, e R

. X T AxG K= 0,1,2,0.05 A
b) X4y =l’ﬂ;_rk+§met‘t_JeR2 constant
9 .t 1 -2
Zg_ckr;R;)_gk+1=A§k+2 H k=0,1,2,...; A= .
0 5 3
[0 2 1
3' — = =
3. §k€R,§k+l-A§k+ 1l 3 k=0,1,2,...; A 1 2
10 1 1
2 1 -1
4. z‘kER:;; JEk'i-] =A}-‘k+ =21 k=0,1,2,...; A= -2 2 -1
‘ L2 2 3
9 4 =2
5. EkeR;}—ckH =A}_§k; k = 0,1,2, ;s A= .
6 -3
7 ] 5 1
6. x,. € R; x = Ax + s k=0,1,2,...5 A=
k ke 0 -4 1
2 -
7.J_ckel{;:_5k+l-Ax_k; k=0,1,2,...
-1 2 3
A= ; XK. = .
-1 1 0 I
8 ‘R3' Ax k 0,1,2
. Eke P K? shsdynes
u-1 0
A= 0 0-1 .
-1 0 0
2 1
9. 1_ck<~:R; 20xk+l“Axk+ , k=20,1,2,...

~6 1
A = .
2 7

Bepaal bovendien lim x
k-0

K



o
.b.)

c)

l4. %

- 11 =

« R7; }-5k+l = A}_(k, k = 0,1,2,..
0 1 1 i
4=10 0 2 ,)_c0= 1.
0 0 0 1
« R x Ax k= 0,1,z
- -V ~k* LR LS R
V-2 =2
I
= - - —2 .
A 3 2 1
-2 =2 1
€ R7; Xier] Axk, k =0,1,2,..
i 0 4
A: O ] 0
i 0 |
0]
7 !
0]
-]
x, =| 0
_.1'-
]
}_{0= .
I-<
l
V]R?"x = + k=10,1,2 A=}
€ ? Sk+] ~k | * 1iafy ey
0 1 1]
\3 «
6R;§R-+]=Ag_{k;k=0,l 2yeany A= |1 0 1
1 1 2J
, F) 1 0
ER;}_{RH=A§k;k=0,l,2,...;A=' 1 0 1
o 1 qf




6.

17.

19.
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In een land zijn 3 politieke partijen A, B en C.

Jaarlijks verliest partij A % van zijn aanhang aan partij B en % aan parti) C.
Partij B verliest de helft van zijn aanhang aan partij A en verliest niet

aan C.

Parti] C verliest de helft van zijn aanhang aan partij B en verliest niet

aan A.

Neem aan dat de bevolkingsgrootte constant 90.000 is,

Bewijs dat de grootte der partijen A, B en C nadert tot een stabiele limiet

toestand.

Stel dat in de beroepen het volgende onderscheid wordt aangebracht:
academisch, geschoold, ongeschoold.

Uit een onderzoek is gebleken dat

(1) van de kinderen van academici zijn 707 academicus, 207 geschoold en

10%Z ongeschoold.

(ii) wvan de kinderen van geschoolden zijn 207 academicus, 60Z geschoold en

20Z ongeschoold.
(iii) van de kinderen der ongeschoolden zijn 207 academicus, 30% geschoold en
50Z ongeschoold.
Neem aan dat ieder lid der beroepsbevolking &é&n kind heeft in de beroepsbe-
volking.
Bij het begin van de registratie waren er 16 miljoen academici, 18 miljoen

geschoolden, 1 miljoen ongeschoolden.

Geef de verdeling over de beroepen in de k-de generatie en bepaal de stabiele

eindteoestand.
] 2
3
§ke]R;ae]R; 1_ck+]=Az_ck; k=0,1,2,..,5 A= (0 1
0 0O
I 2k k|
a) Bewijs: Ak =10 | ka
0 0 1
b} Geef met behulp van (a) de algemene oplossing. ] -]
X EZR3, K] = Agk, k=10,1,2,...3 A= 0 © O

Bereken Ak en los daarmee het stelsel op. 0 -



Cmimlatwih L

- 1,3 —

SR

%
v
¥

P10 -1

20. X < 112 1 | §k+- 41, k =0,1,2,...
0 3 0 0

Bewijs, dat lim £ bestaat. Bepaal deze limiet.
ke

0 3 0 1

21, Xer = %-2 1 0 X X5 < 0
30 !

Onderzoek, of lim X bestaat. Zo ja, bepaal deze limiet.
kv

2 0 | |
22. §k+1:2170 I 2§k+%l,k=0,1,2,
l 2 0 i
Bepaal lim .
oo *
23. R
7 5 %7 7°
1 2 2
- £ £ .39 .
3 5 3
Xew1 ~ 1 4—’—‘14’1(:0’]’2"" ’
O 5w ?
0 0 0 a
4) Voor welke waarden van o zijun alle oplossingen begrensd? (o « R).
b) Als Xy = ft,2,0, 103T, bepaal dan lim X, voor die waarden van o waarvoor
deze limiet bestaat. kv
2. 0 1 2
§k+l=%l 2 IlE, k=0,1,2,...
2 2 1
Bewijs, dat lim X bestaat.
e300
25. 1 1 3
1 T 3
A=l 2 0. o =5, LD

o

Bereken Ac en bepaal lim Ak.
koo
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26 ] 2 3
A= |0 0 1
o -1 0

Ga na of Ak begrensd is en of lim Ak bestaat,
koo

27.

21 T

o R Eo T

Bewijs, dat lim x, bestaat en bepaal deze limiec.

oo K

28, Dezelfde vraag voor

2 2 | 13
-1 -
LS R W
2 1 2
29, Dezelfde vraag wvoor
! i 0 2
1
S LR - T e
R 0 1
30. 0 0] 1
A= 11 0 0
0 1 0

Bewijs, dat Ak begrensd is, k = 0,1,2,... . Ga na, of 1lim Ak bestaat.
koo

3l. Neem aan, dat in een stad twee politieke partijen A en B bestaan.
Van jaar op jaar behoudt partij A 707 van zijn aanhang, verliest 207 van zijn
aanhang aan partij B en 10% van zijn aanhang wordt partijloos. Partij B be-
houdt 857, verliest 10Z aan partij A en 57 van de aanhang van B wordt partij-
loos. Van de partijlozen voegen zich jaarlijks 2000 personen bij parti] A un
eveneens 2000 personen bij partij B.
Bewijs dat de grootte van beide partijen nadert tot een limiet, die niet af-

hangt van de begintoestand en bepaal die limiet.



- l4a ~

Tabel voor de z=-transformatie

r1] z-~getransformeerde
a d(z)
Aak Ad(z)
a + b, d(z) + B(z)
&, 2 (8(z) - ag}
2 2 HA(2) - (2, + a 2)}
8o z-n{ﬁ(z) *(ao tagz ot aﬁ;]zn-])}
ék—l zd(z)
kak Z %%
ukak d(az)

l 1 l z

z
‘ (1 - z)2
ak 1
1~ az
12 z(1 + z;
(1 ~ 2)

5, |

1/k! e”

a = 1/k (k2 1) -log(1 -~ z)

.ao Lo .

a = () (k=0,...,0 a+ )"

m
]

0 (k=zn+ 1)

a - z)—n-l

(r - luz)—i

i
S




Hoofdstuk IV.

Los op met behulp van z-transformatie:

Fpp P K = 2
$<0=0. '
CKpep TO% T
xO = ]

: )Lk+2_Jr 3Xk+l * ?'xk =1

X+l Xt 3yk +
Y+t T ke T Yk

Xg 7 Vo ™ 0.

xk+] 2xk yk
Vel = % T Iy

i
%

!

3

3
x




10. = x n=0,1,2,...

X

n+l ket Fnk T % kel

k = 0,1,2,..., met de beginwaarden x K= 0
n,

als n =0 of k = 0,

.. =
k- *n-1,k T ¥p-2,k-1

n=2,3,4,...; k=1,2,3,...
0 als k=21 ;

*0,0 =1 3 ¥g =
xl,0 = xl,l =13 xl,k =0, als k2 2 ;
x =1, alsn=22, (Vergelijk T, 1.1, opgave 9.)

(Aanwijzing: breng de opgave terug tot opgave 10 door de transformatie
xn,k > yn~2k+l,k+1 toe te passen, gevolgd door de substitutie m = n-2k;
bepaal vervolgens geschikte beginwaarden.)

12, (k + l)xk+1 + kxy = lOOxk ; k=20,1,2,...
Xg = 1.
k~1
13. xk+l = X + KT H k=20,1,2,,..
Xg = 1.
k+1
_ (=1)
14. Kiew | 2xk Sl » k=10,1,2,,
Xg = 0
15, = -x, 4 me =
el T %t ST » k=0,1,2,...



Hoofdstuk V.

5.2.

Nummer de knopen in de volgende grafen zodanig, dat

nummer b(t) < nummer e(t).

a)

b)

c)

d)

voor iedere tak geldt:
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2. Onderzoek of de volgende grafen kringen bevatten.

a)

b)

c) *6




3. a) Bevat onderstaande gerichte graaf kringen?
Motiveer Uw antwoord.

b) Bepaal in deze graaf de lengte van de kortste weg tussen de knopen A en B.

-4; a) Nummer in de volgende gerichte graaf de knopen zodanig dat voor iedere tak
. het nummer van de beginknoop kleiner is dan het nummer van de eindknoop.
. b) Keer nu de pijl tussen B en € om.
Lukt het weer om zo een nummering als onder a) gevraagd te geven?

Zo nee, waarom niet?




L9

5. Beschouw de volgende graaf.

a) Bevat deze graaf kringen?

b} Bepaal de rang van de met A benoemde knoop.



:(

5.3 en 5.4,

I. Gegeven is de volgende gerichte graaf,

a) Bepaal de knopemmatrix van deze graaf.
b) Bewijs, dat in deze graaf elke knoop bereikbaar is vanuit elke andere
knoop via een weg ter lengte hoogstens drie.

¢) Wat is de bereikbaarheidsmatrix van de graaf?

2. Gegeven is de gerichte graaf,

a) Bepaal de knopenmatrix.
b) Bewijs dat in deze graaf geen kringen voorkomen.

c) Bepaal de bereikbaarheidsmatrix.




T e

gL T

92 -

3. Een gerichte graaf met zes knopen al,az,...,a6 heeft als knOpenmatfix

o o o o O O
oo o o O o
Cc o o O

[ao B B o B

a) Toon aan dat de graaf geen kringen bevat.

b) Bereken tussen ieder tweetal knopen het aantal wegen ter lengte twee.

c) Toon aan dat in deze graaf juist &&n weg ter lengte vijf voorkomt en geen
weg ter lengte zes.

d) Bepaal de bereikbaarheidsmatrix van deze graaf.

4. Een gerichte graaf met vier knopen a)185584,8, heeft als knopemmatrix

01 0
sa |l 01 O
1 0 0 1|
1 0 0 0

a) Toon aan dat de graaf kringen bevat.
b) Bepaal de bereikbaarheidsmatrix van deze graaf.
-1
5. Bewijs dat voor een graaf G zonder kringen geldt: R(G) = o(I - A) ,

waarin A de knopemmatrix van de graaf is.

6. Beschouw de grafen G, en G,:
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) en G2

geen kringen bevatten. We maken nu een nieuwe graaf met zes knooppunten

Geef de knopenmatrices Al en A2 van deze grafen en bewijs dat G

al,az,a3,bl,b2,b3 door aj te verbinden met bl (zie tekening).

Geef de knopemmatrix van deze nieuwe graaf G en toon aan dat deze graaf
geen kringen bevat, ‘

Vervolgens verbinden we b2 met a, (zie tekening). Welke consequenties
heeft dit voor de knopemmatrix van deze graaf?

Toon aan dat de laatste graaf wel kringen heeft.

Schrijf voor alle grafen de bereikbaarheidsmatrix op.

- De matrix A zij de knopenmatrix van een gerichte graaf met 8 knopen, ge-

nummerd x. tot en met X

1 8
0 0 0 0 0 0 0 0]
1 000 000 0
01 0001 0O
001 00 O0GO0 ©
1 0000 0O O
1 000 1 01 0
01 1 000 0 0
001 1 0 0 1 0

Toon aan dat deze graaf geen kring bevat door xp-
Toon aan dat deze graaf geen kring bevat door Xg
Onderzoek of deze graaf een kring bevat door Xoe

Onderzoek of deze graaf een kring bevat door Xgs
Schrijf de bereikbaarheidsmatrix van deze graaf op.

. Teken een graaf, waarvan de knopemmatrix is:

a) [0 1 0 0 0 B) [0 2 0 1 0 1 0
00 0 1 0 D 0 1 00 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1|
0 01 0 0 001 0 1 0 0
0 0 1 1 o0 00 1 1 00 1

0 0 i 0 0
0000 0 1 |




é 24”;

3.5,

1. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.

2. Gegeven is het volgende transportnetwerk

1 3

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-—

nimale capaciteit.

3. Gegeven is het volgende transportnetwerk

x] 3 X3

X

2 3 Xl’
De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximals stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.
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4. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.

5. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit,

6. Gegeven is het volgende transportnetwerk

_ 4
De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit,
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7. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

a) Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte.
b) Bepaal een snede, waarvan beide componenten uit tenminste vier knooppun-

ten bestaan, met minimale capaciteit.

8. Gegeven is het volgende tramnsportnetwerk

x3 9 %

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteic.
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9. Gegeven is het volgende transportnetwerk

Xy 9 2 8 *3

Xg 1o *7 S

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

a) Bepaal een stroom met maximale stroomsterkte,

b) Bepaal een snede met minimale capaciteit.

10. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

a) Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte.

b) Bepaal een snede met minimale capaciteit.




gt
5.6,

1. Gegeven is de volgende graaf.

a) Nummer de knopen zodanig dat voor iedere tak geldt:
nummer b(t) < nummer e(t).
b) Wat is de lengte van de kortste weg tussen A en B?

Motiveer Uw antwoord.

2. Bepaal in de volgende graaf de goedkoopste weg van knoop A naar knoop B.

De kostprijzen zijn naast de takken aangegeven,

A




3.
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Beschouw de volgende gerichte graaf:

6 7 T e

a) Bepaal in deze graaf de kortste weg van knoop | naar knoop 13.

b} Is het mogelijk in deze graaf de knopen zo te hernummeren, dat voor iede-
re tak het nummer van de beginknoop kleiner is dan het nummer van de eind-
knoop?

Zo ja, geef deze hernummering. Zo nee, geef aan waarom niet.
¢) Bepaal in deze graaf de langste weg van knoop | naar knoop 13 die géén

kringen bevat.

Beschouw de volgende gerichte graaf,

De cijfers bij de takken stellen de kostprijzen van de takken voor.

a) Ga na of deze graaf kringen bevat,
b) Bepaal de kortste weg van A naar B.

c) Bepaal de lengte en de kostprijs‘van de goedkoopste weg van A naar R,

R e e

RN
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5. Bepaal in de volgende graaf de goedkoopste weg van knoop A naar knoop B,

De kostprijzen zijn naast de takken aangegeven.
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Antwoorden bij hoofdstuk I

I.1.

1 = x {1 + p) + R; = R; -p 4z P)k+] -1
b xk.,.] T X p s XO =Rox = 5 .
d . . . . L -Aid
2. Ik = Ik_l(l - A EJ. Intensiteit van de uittredende lichtstraal: Ioe .
n-k+1
8. b) Xn,k_( K )
10, 7. = ot
1.3 t/m 1.5.

[}

I. a) X, 0: iteratie breekt af.
X = *+ I: rij constant.
overige Xyt rij alternerend.
b) Stationair: 51 5 = * 1; geen van beide stabiel (volgt uit a)).
, =

c) Xg = * 1; rij constant, met limiet 1, resp. -1.

d) Geen stabiele oplossingen.

2. a) Xy > 0: (xk) monotoon dalend,

-1 < Xy < 0: (xk) monotoon dalend, iteratie breekt af.
b} Stationair: £ = 0; punt is rechts—stabiel (volgt uit a)).
c) (xk) convergent voor X, 0, limiet 0.

d) Stabiele oplossingen voor Xy > 0.

3. a) Voor alle Xy rij alternerend.

b) Stationair punt & voldoet aan § = e_g. Het punt is stabiel, want
[£1(e)| = |78 < 1.

¢) Voor alle Xt (xk) convergent, limiet £.

d) Alle oplossingen stabiel.

4. a) (xk) dalend voor Xy > 1 en vanaf Xy VOor X, < - 1;

(xk) stijgend voor 0 < x5 < 1.




b)

c)

d)

b)
c)

d)

b)

c)

d)

b)

8. a)
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Stationair €1 =1, & = 0; ff'(l)l = § < |, dus £ is stabiel punt.

(xk) convergeert naar limiet 1 wvoor Xy < -1, voor Xq > 0 en voor die
waarden X in (~1,0) waarbij geen X = —1 in de rij veorkomt; in dat
laatste geval breekt de iteratie af.

Voor Xy = 0 is de rij constant Q; limiet Q.

Alle convergente opleossingen met Xy # 0 zijn stabiel.

Xy ? 2: rij stijgend;

X~ < 2: rij dalend.

0

Stationair: £ = 2 ; £'(2) > 1, dus punt niet stabiel.
Alleen convergentie voor X5 = 2, limiet 2.

Geen stabiele oplossingen.

(xk) dalend veoor X > Y2 en vanaf x, voor 0 < Xy < V2

1

(xk) stijgend voor Xy < = /2 en vanaf x, voor —/2 < x4 < 0.

Stationair: gl 5 = * V23 |f'(£l)| = |f'(€2)| = 0 < |, dus belde punten
stabiel,
(xk) convergeert voor alle x, # 0; limiet v2 voor Xy > 0, limiet

~-VZ voor % < 0.

Alle convergente oplossingen zijn stabiel.

2k
x = (axo) ! a.
. !

Voor ax, = + 1 is lim X T

koo
voor |ax0| <1 islimx =0,

ko
voor IaxO] <1lis lim x, == als a > 0 en lim x =-=als ac< 0.

koo lerco

. . 1
Stationaire punten El 2 = EZ(I :_/1 - 4a) bestaan voor a =
3

1
5
Z2ij flx) = 1 + axz; dan is ,f'(Ez)] = lf'(jg'(] - /T <%a)y)| < 1

voor - 3. a < lw Dus £, = —L-(l - ¥l - 4a) is stabiel punt.
4 4 2 2a
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De constante oplossing X = & is een stabiele oplossing.

Voor a = %— is El = Ez = 2, met f'(gl) = 1, Dan geldt:

voor x, > 2. : rij stijgend, divergent,

voor x, = 2 : rij constant 2,

voor 0 < Xg < 2: rij stijgend, limiet 2.

£ = 2 is links-stabiel punt; de oplossingen met 0 < Xy < 2 zijn stabiel.

b) €y = E%'(] - VT = %a) is stabiel voor a > - 2 maar instabiel voor

%
‘a < - %—.
2 4 . . |
c) Kppn = 2xk - xk._Noem X,y T yk en beschouw dg lteratie Yo = 75 e°
Vsl = g(yk), waarin g(y) = 2y2 - ya. Deze heeft stationaire punten

die gevonden worden door op te lossen g(y) =y of y(y - 1)(y2 +yv ~ 1) = 0;:

=0 = 1 = - 1 4 1J/7, i iet m tabiel,
¥ s ¥y > Y3 4 51,2 3+ 4 5 Y4 en y, zijn niet meer stabie
Yy eny, wel, wegens g'(yl) = g'(yz) = 0. Uit de grafiek van f{(x) = | - x

volgt dat n = y; = 0 de limiet is van de oplossing met x

2
1
o Y0~ To -

9. 1 + /Z,

10. a) Stationaire punten EI =0, 52 = 1. 2ij f(y) =y + h(y - yz); dan is
]f'(y)| < l'iny =1 en in een linkeromgeving van v = 1 die Yo = 3

bevat, voor 0 < h <2; dus 52 = 1 ig stabiel en (yk) convergeert naar

de limiet 1 wvoor Yo = 5.
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Hoofdstuk 11

2.2.

5 = 2% 4
X = 2k -k -1,
X = 2 - ik

k

_ 8,k _ 3,1k
:-\k—§2 5(3)'

2Rk 1 2.k 1k
Xk—3 +6k3 gk3.

k k n
cxe =0+ (BT ) (n-1y12™,
n=1

_ 13k 1, K
S 5 6( 17
Cx = (b r 025,

J3k 12 5, 3
T3> ik —gk-33e
L% = (k2—1§+1)(10k,dus 1im x, = 0,

k 2 k
- Je=roo
.a=0: Xk = k.
a=1: 5 = 107k,

qk+! | a
aF 0,4 1 x =2 R R k -~ 5 -
(a-1) (a-1)

ox = gk + 1), ko0,

x() = |,
_ k
% = (k+1)(-2+3.27),
X =.A(|+./2'")k +B(1-/'2")k.
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k

16. x = A2K & B3N
k
_ ank k 5
17.Xk—A2 + B5 +k+z-.
B 18. x, = a2 + w2 4 pt2k,
ﬁ 19. % = a3% + BR3®.
‘ 20 - Jic?
.xk—A+Bk+2k.
21, a) x_ = 425 & Bk 4 3K,
b) x, = a2% + B(-2)F 4 %—k2k.
- T in Kk &~ _— T
22.xk—§+Acosk2+B51nk20fx.k 2+Ccos(k2+D).
_ 1 4 ik 3r . 3m
23.xk——5—k E+2 (Acosk4+Bs1nk4)of
_ 1 4 bk 3n
Kk'gk__2§+2 (C cos(k 7 + D)).
24, 1Y = uaD - D D=(1D=112-1
" n n—1 n-2° "1 > 72 )
a=2:D =1+ n.
n
_ a1
a-——Z.Dn—(l) (1 +n).
1&[%2:D = cos ng +—-L——sinntp,n21.
n 4 - o
. Vi = oZ 1
51ntp=———2—,coscp=2a.
25. b) x_ = Ak & Bk,
— 1
26.a>1ofa<0;xk=A(-a+Va2—a)k+B(—'a—fa2-—a)k+1——_——a(‘1)
a=1: % = A(—])k + Bk(—l)k + %kz(-l)k.
0<a<1:xk=A(\/;)kcos kcp+B(/5)ksink(p+lia(-l)k.
cos(p=—/z—i, sin £p=/lm::1_.
27.xk=(vl+a2)k(A cos ko + B sin ke¢)
cos (p=—-«—0‘—,sin (p=—-—]——;begrensd als o = 0,

T+ a” T+ a7



28.

29.

30.

31,

33.

~ 35 -

o # 1t = AGDR ¢ Bea® + L k-nk,
o= :x = ACDE+ R 1DE + 12Dk,
xk = Zk.
Xy, = Azk + Bkzk + CBk.
= l(1 - cos k ~ - gin k Iy of = l-+ i'2 cos(k = + 21)
T2 7 2 *T2773 2 TR
N_ = 500 + 2000(1,02)".

Verdubbeiiﬁg na ca. 41 jaar.
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Hoofdstuk IIL

i 1
1. a) x uSk + B(—l)k .
~k 4) -2
- b, - b
K | K 1+ 1 2 bl
b) x, = a5 [] + B(-1) ll J + 8 , waarin b = .
_k 3 — b
4 -2 b 2

i

_k 2 0 . 0 2"
2. ¥y = (V13 a{cos kv + sin ko b+ (V13 Blcos ky + gin ky
-1 3 -3 -1

1

b+

voor k - 1.

~t
1
L
It
=
o
3
~ —
| S
+
[
| e——
(o8] [w]
oo
A
™
]
o
il
=
o
[}
.
=
(V) [~
L .}
;
ko]
=
It
pore)
e [}

T . T
! cos §(k+2) sin —§(k+ 2)
k ,
8._}§k=0t(—1) 1 +Bcos% + 51n%k
] T )
cos g(k—Z)— sin 3(k 2)

! ! 1 1
2.k 1.k 1 . 1
9, x, = a(- %) + 8- ) + == | limx, =55 1-



0.

1.

A is een spiegeling. Voor k even: X, =

_37_

= 0 voor k ™ 3,

R 0 1
. k
X, =@ Oy + B 1] +v(=1)"]1
-1 -1 1
12. A is een projectie,
[ 1 - [0
k
X, = al O{ + B[O + vy
-1 14 10|
o .
a)§k=1,b)§k=0,k3|,6)v_€k"
0] 0]
13. A is een draaiing.
. T . 1
-sin k 3 cos k 3 l 1 - /3
= i + g + — .
~k cos k — sin k 4 2 1+ 3
L 3 3 -
] [ 1] 1]
14, X = ti()k 1| + [’,(~|)k -1 +Y'Jk !
:—L L O] 2|
1] 1] T
15. x, = a0®| 0] + s(v/D*1va| + y(-vDE|-/7
_;1_ L 1] 1
6. Deze opgave leidt tot het stelsel

De eigenwaarden van deze matrix zijn 1, X

Stabiele eindtoestand: |30000

1
2ev1 T 6

[S Y S S ]

3
3
0

40

0
3(x
3

000

t

20000 .

Xq5 k oneven: x

g &1 AO waarbij |A
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—

14 0 -2
k k
17. %, = af13] + 80,35 1] +v(0,5)7| |
8 -1] 1
Stabiele eindtoestand: 14
13110°,
4 L8
| 2K *o
18, b) x, = a 0| +b| 1] + c|ka
0 0 I
19, Ak = oK la
1 0
50 = 0 + Cy 1| + Cq O0¢.
0 0 1
1 -1
k-1 k=1
X T ¢ 02 + CZQ + Cq 0|2 , k= 1,2,3,
-1 1

20, A > 0 en Ac < ¢ voor ¢ = [!,2,3]T, dus lim A = 0 (st. 3.6.3). Dus de

. k_}m
lim Ek
e

Berekenen uit: & = AL + [—I,A,OlT; lim x

= &'bestaat.

_ 4 LT
W = 7o 7,60,301".

Men kan ook aan de kar. verg. zien dat r(A) < I.

I~

.
1.

21. Eigenwaarden berekenen levert op: r(A)

1§

De enige eigenwaarde met |A| = 1 is: A
Deze is enkelvoudig, dus niet defectief (zie st. 3.5.5).

Berekening van lim % met methoden op pagina 46 van de syllabus levert op:
ko

lim x, = %[2,2,3]T :

koo

22. A > 0 en rijsommen < 1, dus lim Ak =0 (st. 3.6.6), dus lim X bestaat.
Ko oo

Berekenen uit & = AL + %[],!,l]T; 1im L [2,2,2}T.
koo
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23. A =

w|— unfre L=

B

bl-— wiry B —
.

Figenwaarden van A: a, ll,k2,k met A, ,A A3 eigenwaarden van A.

3 1272
A 2 0 en kolomsommen van A < | dus lim AK = 0 en dus t(A) < 1,
oo
i) la| > 1: dan r(A) = |e| > 1 en Ak s niet begrensd, dus er zijn mniet-

begrensde oplossingen.’

ii) |a[ < 1: dan r(A) < 1 en alle oplossingen zijn begrensd, zelfs 1im §k==g.

iii) \u\ =.]: o is dan enkelvoudige eigenwaarde en dus zijn alle opl%;:ingen
begrensd.
@ = -1: niet elke oplossing heeft eén limiet.
@ = 1: elke oplossing heeft een limiet die berekend kan worden met de

methode op pagina 46 van de syllabus: lim X, = 10[6,-5,24;1]T.

Jroo

k

24. A > 0 en rijsommen < 1.

25. A% 05 ¢ 05 Ae < ¢ dus lim A% = 0. Ac = 4L11,7,51",

o

26 . Eigenwaarden: 1,i,-i. Dus r{A) = | en eigenwaarden A met 2] =1 ziin enkel-
voudig. Dus Ak is begrensd.
A =1 1is niet de enige eigenwaarde met {A{ = 1, dus lim Ak bestaat niet.
oo
27. A » 0. Kolomsommen zijn t (ruilmatrix), dus Ak begrensd (st. 3.6.6(ii)), dus
r(A) £ 1. De vector [],1,1]T is eigenvector van AT bij de eigenwaarde 1 (wvan
AT). Dus ook A heeft een eigenwaarde 1, dus r(a) = 1, Volgens Perron~Frobe-
nius is nu | een enkelvoudige, dus niet-defectieve eigenwaarde en voor alle
overige eigenwaarden A geldt |A| < 1.
Volgens st. 3.5.5 (2) bestaat nu lim Ak, dus bestaat ook lim x,  voor alle
- k }
; . ke ko
oplossingen (x).

Met de methode van pag. 46 vindt men lim x,_ = 2[2,1,1]T.

oo

k

28. A * 0 en kolomsommen = {. Dus A = | is een eigenwaarde. X = | is zelfs enkel-
voudige eigenwaarde (volgt uit berekening van de ecigenwaarden). Verder zoals
opgave 27. (N.B. Perron-Frobenius geldt hier niet). Zie ook syllabus pag. 58

{de alinea voor (3.6.24)).1im X, = [5,2,63T.
ke

o T




‘‘‘‘‘

ST
o

79, Analoog aan opgave 28: lim X =-§F1,l,]] .

i

30. Eigenwaarden l: -}+}iv/3; verder als in opgave 26.

= TR T o ST

3% = aantal aanhangers van partij A aan het einde van jaar k.
vy, idem voor B.
3&: 0,7 0,1 2000
== voldoet aan = x, +
Ty Tl T o0 0,85 % |2000

Kolomsommen < 1

matrix > 0 }A -+ 0 enz.,, analoog aan opgave 20.

y _ [20.000
m X = l40.000]"
koo ~
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Hoofdstuk IV

lox, = 1 - (-DX,

3. x, = 4+ Sk %(—2)“.

Chome =7+ 3eDR < Lrenk,

5.;. Xk = k.
;wééﬁ kk #-%(l - cos k g—- sin k %D.

Y. g = g‘- + -é_(/f)k(—l)k(T cos BT _ 9 gin KTy,

k 4
R ) L LY
8? Kk - 3 + 4(2) ]2( 2)
Lk Lk
yk -~ 3 + 4(2) + ]2( 2) .
=4 Lok
9. x =3 3(_2) .
A bk
yk - 3 3( 2) .
I'-'. n
q (k) .
' _ =k o+ ]
e s O -

12. kk'= (IEO) (N.B. = 0 voor k > 100).

.13< xk‘= I - —*@é—TST-voor k21; Xy = 1.

_' k it s
[, xk'= Z ( !) 2k Y voor k = 1.
: i=1

1 (_|)i

e , " k- .
}5ixk = (—1) + iéo W-T voor k =

1.

7.



Hoofdstuk V

5.2.

_42_

2. Ieder van de grafen bevat kringen,

3. a) Nee. Er is een nummering r: K > Ny zodat voor elke tak geldt

r(b(t)) <r{elt)).
b) 8.

4. b) Nee, Nu is ABCEFA een kring.

5, a} Nee.
b) 8.
5.3 en 5.4.
0 1 0 0
1. a) A(G) = © 0 I %} ; ¢) R(G) =
1 0 0 1
o 1 1 0
o o 1 0 0] E
i 0 1 0 0 !
2, 0) ACGY =10 0 0 0 0l;c¢) R(G) =0
10 1 0 0 |
o 0 1 1 0] i
D 0 1 2 3 4
0 0 0 1 2 3 .
5 0] 0 0] 0 1 2
3.0)A =0 4 o 0 o s O RO =
0 ¢ 0 0 0 0
o o 0o 0 0 0

4. b) R(G) =

|

I o o o o

—

o <o 2D

—

o o O ©

o o O
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.
bl

!

1]

f—

A(G) =

_OO.I.
— =
I
~~
o~
]

p —
=
P
o — O

R(G) =

7. R(G) =

F; 3

A

8. a)
b)




e b4 =

5.5.

Opmerking: Tn een gegeven transportnetwerk 1s de maximale stroomsterkte on-
dubbelzinnig bepaald. Vaak is meer dan een stroom wet maximale stroomsterkte
mogelijk., Ook kan meer dan &&n snede bestaan met minimazle capaciteit. In de

hier onder gencemde antwoordeir wordt slechts de waarde van de maximale

T Y N T

stroomsterkte genvemd en &&n van de mogelijke sneden met minimale capaciteit.

1. 7

{iXZ’Xlu}'

2.5

{1xl,1x2}.

3. 6

{1x|,1x2].

4, 5
{ixl’lXZ}'
5.5
{iX],lXZ}.
6. 4

{1x2,x1x4}.

7. a) 9

{ix],ixa}.

B) {xyx), %g%) % %g, KX 3%
8. 13

(%% xul.
9. a) 11

b) {ix4,ix6,x2x3}.

10, a) 18

b) {x5u,x u,x7u1.

6
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5.6,

h) 6,

ACDHIB
ACDEHIB
ACDEIB
ARTH
AEHIB.

LAy 1+ 3+52>4 32 >7 >8> 10+ |3.

b) nee (kringen). _
)l 3554 22563781013
[ > 3>5>4+2+>6>9 + 1]+ 12 > 13,

a) ja.
b} ACDGHB.
¢) lengte 8; kostprijs 21.

AFHEB; ATHEB.
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Examen/tentamenogggven

18 juni 1977

1. Bepaal de algemene reéle oplossing van de recurrente betrekking

= (=K -
xk+3+xk+2"4xk+]-4xk"“( 1} > k—0’|’25'

) 2. Bepaal de algemene reéle oplossing van de recurrente betrekking

3
Koy = A T Ll k =0,1,2,..

2 -
metgke,JR enA—L3 __1:].

3. Gegeven is de recurrente betrekking

§k+l=Aﬁ’ k =0,1,2,... ,

met )_(k E]R3 en

1 0 1
A=10 -1 -1
0 2 1

a) Bewijs dat alle oplossingen begrensd zijn.
b) Hebben alle oplossingen een limiet?
7o neen, bepaal alle oplossingen, dic een limiet hebben (motiveer Uw ant-

woord).

4. Gegeven is de recurrente betrekking

X =A)_§k, k=0,1,2,... ,

k
1 1 3
1
A= 3 2 2 1
3 1 1
1
aY Berelken Al

b) Bewijs, dat alle oplossingen een limiet hebben.

¢) Neem Xy = [4,0,4]T en bepaal 1lim x
k senr
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]
4
4

5. a) Bepaal in onderstaande graaf de goedkoopste weg van knoop A naar knoop B.

De cijfers bij de takken geven de kosten aan.

A
> > ——> . ‘ —4 %" ‘
g f 2 ¥ l ‘
Vi 1
.\/2
| 3 2, 2 Y3
7 ” -
¥s 2y v 2
o .
7 A 5 2
)\ 3V Y
S
> I

b) Bewijs dat in onderstaande graaf geen kringen voorkomen.

Bepaal de lengte van de langste weg in de graaf. Hoeveel wegen-van maxi-

male lengte bevat de graaf?

> > > ' >
v v Y Y
. N
, v \
N e A s o W
7 AN 7 -~ d
% Y ) Y Vv
> > > > >
Y 7 ]'

4
v




6. Gegeven is de autonome iteratie

X4 = f(xk), k=0,1,2,...

X, =0, o >0,

0

met £(x) = pxe—x, 0<pse.

Voor welke waarden van ¢ en p is de ri] (xk) convergent?

Bepaal in geval van convergentie 1lim X

- =
Motiveer Uw antwoord. k

25 juni 1977

. Bepaal de algemene reéle oplossing van de recurrente betrekking
2%, . - 5 +2x +k> =0, k=0,1,2
a2 T 7 K ’

2, Bepaal voor alle o = 0 de algemene reéle oplossing van de recurrente be-

trekking

Keop = AE  th, ki =0,1,2,00.

met §k € IR2 en

1
A=§ »
2 4o

un_l_)_=l|,2||.

3. Gegeven is de recurrente betrekking

Ko =A% k=0,1,2,000,

a) Bewijs dat alle oplossingen een limiet hebben.

4T .
b) Neem Xy = [1,0,01" en bereken lim K

Jc-veo
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4, Los op met behulp van de z-transformatie

Xy = 3 F Ay
Yol T T* T Vi

Xg = 4, yg = -1 .

5. Gegeven is het volgende transportnetwerk,

De getallen bij de takken geven de capaciteiten aan,

Bepaal de maximale stroomsterkte en een snede met minimale capaciteit,

6. Gegeven is de autonome iteratie

Xk_”:‘zxk”p’ k =0,1,2,... .

X. = 2, peR ,’

0

" Voor welke waarden van p breekt de iteratie af?
Voor welke wanrden van p is de Tij (xk) monotoon stijgend?
Voor welke waarden van p bestaat lim xk?

. ' ]
Motiveer Uw antwoord. k

SRS o T e s e
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16 januari 1978

. Bepaal de algemene reele oplossing van de recurrente betrekking:

M43 T Fee2 T Nt T X A k=002,

2, Beschouw de auvtoneme iteratie:

: w7 - . =
xk+l 2%, X, k 0,1,2,...
XU L I
Voor welke waarde{n) vin XO bestaat Mm x, 7
Kk ro )
Bepaal lim x , wanneer deze bestaat. Motiveer Uw antwoord.

k r

3. Gegeven is het stelsel recurrente betrekkingen

s
By = Aﬁk + 100; k=0,1,2,...
l ! 0
. 3 )
wadrin §k c R en A = -] O 0fl.
0 0 1

Bepaal de algemene recle oplussing van dit stelsel.

4 Gepeven s het stelsel recurrente betrekkingen

§k+l = Azk; k =0,1,2,...

b
c
]

. 3 : .
waarin X, « R” en A = o2 2

{ -2 0
a) Bewljs dat voor tedere X
T .
= }12,-2,11" ¢n bereken lim x
k- o

de ri) X een limiet heefrt.

b) Neem %

0 k-’



5. Gegeven s de volgende gerichte graaf.

A

N
- 7 '

a) Ounderzoek of in deze graaf kringen voorkomen.
b) Bepaal de lengte van de langste weg in de graaf met beginpunt knoop A en

eindpunt knoop B.

6. Gegeven is de volgende gerichte graaf.

1 2

=~
d

3 >

a) Bepaal de knopemmatrix van deze graaf.

b} Bepaal de bereikbaarheidsmatrix R.

) Bepaal voor jeder tweetal knopen x en y in deze graaf het aantal wegen
met weplengte 4 metl beginknoop x ¢n eindknoop v.

d) Geel alle wepen met lengte 4 van knoop T naar knoop 4.
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24 japuari 1978

1. Bepaal de alYgemune reéle oplossing vao de recurrente betrekking

_ X TN B .
ST S lxh = o {=~1) ko= 0,1,2,...

2. Beschouw de autonome Lteratie

J |
et T % TS k= 0,152,
Xy = P

Toon aan dat voor alie p > 0 de rij Xy convergeert en bepaal lim x

koo

*

3. Beschouw voor u ¢ R het stelsel recurrente betrekkingen

e - Aﬁk; k=0,1,2,...

1 0 §1
. 3
waarin X, -« R™ ¢en A = |0 | "
t 5 0
a) Onderzoek vour welke a iedere uvplossing X convergeert en bepaal lim .
. . . K reo
voor die waarde(n) van u en willekeurige Xg-

b) Neem u = | en onderzoek voor welke Xy de rij X, convergeert, en bepaal

lim X, Vvoor die waarden van X Waarvoor de ri] convergeert.
lg -0

4. Los op (bijvoorbeeld met behulp van de z-transformatie) het stelsel recur-
rente betrekkingen
oot T Tk T Yk T

Yeep T X T 2y, = k+1; k=10

Pl g ow b w
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5. Gegeven is her volgende transportnetwerk:

Aoy

Xy

De capaciteiten van de takken staan bij de pijlen aangegeven.

o

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte em een snede met wmi-

nimale capaciteit.
| juni 1978

I. a) Bepaal de algemene oplossing van de recurrente betrekking

X s + Xeep * {xk = 0 (k = 0,1,2,...) .

b) Bepaal de oplossing van de recurrente betrekking

x + k + 1} 1
k+1 k + 2 Tk k + 2

(k = 0,1,2,...)

met beginvoorwaarde x, = 1,

2. Beschouw de iteratie

2x. + 5
Xk+l'“m (k“0,|,2,.-.) ’
k
X, > =3 ,

a) Voor welke X, is de rij (xk) monotoon stijgend?
b) Voor welke Xq is de rij (xk) monotoon dalend?

¢) Bestaar lim X, voor x, z 07 Zo ja, bepaal deze limiet.
koo

d) Bepaal een X, zodanig dat de rij (xk) afbreekt.

=

Bl LT
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3. Gegeven is het stelsel recurrente betrekkingen

R
10
; LTS R (k= 0,1,2,...)
L
10
waarin _
1 -4 B
3 ]
Ek ¢ IR en A = NIl 4 i 41 .
8 4 1

Bestaat lim Xy ?7 Zo ja, bepaal deze limiet,
L +00

4. Bepaal de algemene reele oplossing van het stelsel recurrente be-

trekkingen

X o = Ax (k= 0,1,2,...)

2 0 'j'
“k 3 0

5. Los op met behulp van de z-transformatie

wel

»
m
=
LS
']

X ~ Fpap T ¥ T 72

mx =5,

*0 I



|
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6. In onderstaande gerichte graaf geven de cijfers bij de takken de kosten

ddn.

*7 5 *g
4 4 3 4
X,
] ) 3 ) Xg 4 xll
3 2 3
.
xl x4 3 4
5 10
1 3
x3 f YN 6
2 4
X5

a) Bewijs dat de graaf geen hringen heeft.

b) Bepaal de goedkoopste weg van X, naar x

] 117

c) Als de pijl in de tak x8x7 omgekeerd wordt, bestaat er dan een duurste

weg? Motiveer Uw antwoord.

15 januari 1979

. Bepaal de algemuene reele oplossing van de recurrente betrekking

Mg T g TAX L X (k = 0,1,2,..0)

2. Beschouw de autonome iteratie

1

el < T (k= 0,1,2,...) ,
xO > -1, k
a) Voor welke waarde(n) van Xg bestaat lim xk ?
ko

b) Bepaal lim X, wanneer deze bestaat.
k-roe

Licht de beantwoording van deze vragen met een duidelijke tekening toe,
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3. Gegeven is het stelsel recurrente betrekkingen:

Kol = AX (k = 0,1,2,...)
i waarin
R R
5 3 715, o
3 L1
:_(kr.JR_ s A T T % ‘=Tn1_c0= 8) .
L1 4
24 A

a) 18 A een ruilmalrix? Waarom jé of nee?
.. k . . .
b) Bewijs dat A beprensd is (k = 0,1,2,...). Wat is de spectraalstraal?

.. . k
c) Bewijs dat lim A  bestaat.
k-
d) Bereken lim x
-k
K-+

4. Gegeven is de matrix

k .
Bepaal A (k = 0,1,2,...) .

5, Beschouw de volpgende gerichite graaf,

e

A

F ; G H

I
a) Bewijs dat de graal peen kringen bevat.
b) Bepaal de langste weg in de graaf.
¢) Wat zijn Uw conclusies ten aanzien vaun a) en p) als de richting in de

tak BC wordt omgedraaid?
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b. Gegeven is het volgende transportnetwerk.

X, : 4 x, 7 “
7 2
K- Cx
3 8 4
64 > 3 6
2 2 i 6
3 2
- - X
x6 7
y ’ ) 7
X
- Xy 4 9 6 "0
e cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale siroomsterkte.
Geef een snede adn met winimale capaciteit.

31 mei 1979

1. Bepaal, bijvoorbeeld met behulp van de z-transformatie, de opleossing van

de recurrente betrekking

Xeez T ¥y T E{ L,k =0,1,2,...

met

Xy = 0, x, = -1, %, =1

2. Een recurrente betrekking is gegeven door de relaties

tk+1 = 2tk voor Kk oneven ,

tk+1 = 2tk + 3 voor k even ,

eﬁ de beginwaarde to.
Noem t2k = x en t2k+1’= Yy o k =0,1,2,.,. en schrijf de relaties voor tk

in de vorm van een stelsel recurrente betrekkingen

*k+1 %

Yier1 Yy

en druk de beginwaarde ;0 uit in ty-

8]
N.B. U hoeft het verkregen stelsel niet op te lossen.
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3. Gegeven 1s de matrix A

1 1
Py
I PR )
3 3
101
88

a) Bewijs dat er een vector ¢ » 0 bestaat zodat Ac < ¢ door zo'n vector te
vinden.

b) Gegeven is het stelsel recurrente betrekkingen
|r5

|
Xepr TPy Y JLO pok=0,1,2,.
0

met beginwaarde

Bestaat lim xk? Motiveer Uw antwoord.
k-
Zo ja, bereken deze limiet.

4. Gegeven is de matrix A

0 1 0
A= -1 0 of{ .
0 0 1
Bereken Ak voor k = 0,1,2,... (er wordt een antwoord gevraagd waar uitslui-

tend re&le getallen in voorkomen) .
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5. Gegeven is het volgende transportnetwerk. De getallen bij de takken geven

de capaciteiten aan. x4

Bupaal een toegelaten stroom van i naar U met maximale stroomsterkte en be-

paal een snede met minimale capaciteit.

6. Gegeven 1s de iteratie

a(l-xk)
Xk+1. = Xke r

a > G, o # 2.

3 o
= = ‘ i i 5 2
@) Neem o > - Voor welke waarden van Xy is de rij (xk)k=0 convergent?
Motiveer Uw antwoord met behulp van een grafiek.
b) vVoor welke waarden van g bestdat er een stabiele oplossing X = £ voor
k =0,1,2,...

Bepaal £ voor deze waarden van o.

Ofy
Opmerking: We herinneren er aan dat een begrensde cplossing (uk)k_O stabiel

is als er een getal r > 0 bestaat zo dat
Lim ¢ - u ) o= 0
K
ke Mk _

zo dat |xy - u,| < r.

voor elke coplossing (xk):_o met beginwaarde x 0

0

‘
ﬁ
E
)
4
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12 juni 1979

1. a) Bepaal de algemene redle oplossing van de recurrente betrekking

(k = 0,1,2,...) .

Heeft de graat kringen? Motiveer Uw antwoord.

2. Gegeven is de autonome iteratie

X 1 A x, (k = 0,1,2,...% ,

a} Voor welke waarden van a breekt de iteralie af?

L) Voor welke waarden van a bestaat lim x ¢ Bepaal de limiet in deze gevallen
. k o
Licht Uw antwoord toe aan de hand van een tekening.

3. Gegeven is het stelsel recurrente betrekkingen
Ek+1 = A§k (k = 0,1,2,...}

waarin

EE I

X o R en A = (O 1
O 2 H
d4) Bestaat lim X, voor alle 50?
ke
) Bepaal de algemene oplossing van het stelsel,
-2
¢) Als 50 = 0|, bestaat dan lim fk?

L Ko
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4. Gegeven i1s de matrix

i1
3 3 3
t i
A = —2— ) 5 .
r 1 1
303 3

a) Is Ak, k = 0,1,2,..., begrensd voor k » w?

k
L) Bestaat Lim A
. K
@) Bepaal de oplossing van de recurrente betrekking

[o
= AX -t (~1)k 1 {(k =0,1,2 )
Ek'l-i 2y LA B B 7
i L
’ 3
waarin x = O, x « IR™,

-0

5. Gegeven is het volgerde transportnetwerk.

be capaclteiten van de takkef staan bij de pijlen aangegeven.
Bepaal een stroom van i naar u met maximale stroomsterkte en bepaal een snede

met minimale capaciteit. -
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14 januari 1980

1) Bepaal de oplossing van de recurrente betrekking

X + 3x - 4 x =10 » k= 0,1,2,...

2) Bepaal de algemene oplossing van de recurrente betrekking

3
)_(k+l-AL(k+§ ,MER.R-O,I,Z.---
met
2 1 0 1
A= 0 2 0 y b= 1 .
5 4 3 1

3) Gegeven is de autonome iteratie
X = x y k= 0,1,2,...
Voor welke waarden van a is de rij (xk) convergent voor alle x, > g1

4) Gegeven is het transportnetwerk (de getallen bij de takken geven de

capaciteiten aan)

1,
b
>
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Bepaal  een toegelaten stroom van i naar u met maximale stroomsterkte en

bewijs dat de gevonden stroom maximaal is.

5) Een vaas bevat een rode, een witte en een zwarte bal. Men trekt met terug-
legging n keer aselect een bal uit de vaas en noteert de kleur van de
getrokken bal. Noem X de kans dat hierbij slechts €&n kleur is opgetreden,

-yﬁ de kans dat er precies twee kleuren zijn opgetreden en z, de kans dat

alle drie de kleuren zijn opgetreden.

a) Bepaal x, en x

I =2

b) Geef een recurrente betrekking tussen X oo &0 X voor n = 1,2,3,,..

¢) Bereken z voora = 1,2,3,...

5 juni 1980

1. Gegeven is de recurrente betrekking

Kyeo < Xy + ka =1, k=20,1,2,... .
a. Bepaal de oplossing (xk) in redle vorm voor het geval dat xo = 0 en X, = 1.
b. Noem (ik) de oplossing voor het geval dat X, = a, a # 0, en x = b, b#1,
Toon.aan dat lim (xk - Rk) = 0.

ko0
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2. Gegeven 1g het stelsel recurrente betrekkingen

_)5k+1=1\3(_k, k =0,1,2,...,

0 1

2
met x —]R3 en A= |0 N 2
x = .
1

Bepaal de algemene oplossing.

3. Gegeven is het stelsel recurrente betrekkingen

§k+1—A?—‘k' k=20,1,2,...,
1oL 1]
4 8 2
= ~{-L 1 _1
metgklm en A= ~B "2 5 -

UL T
¢ "2 8

Bewijs dat lim x, = 0 voor elke beginvector Xy -

oo

4. Gegeven is de gerichte graaf:

1 ! 2 %y
>
2 A 4 3}‘/ dy
% 7 4 x!)
2 a7 2y
4

De getallen bij de pijlen geven de kosten aan die gemaakt worden bij het

doorlopen van de betreffende tak.

Bepaal een duurste weg van i naar u.
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y
)
d

‘5. Gegeven is de autonome iteratie

Xpoy = af{l. - xk) ¢+ k=20,1,2,..., met a > 0 ,

a., Bepaal de stationaire punten El > 0 en 52 < 0.

. Toon aan, dat voor Q < a </¥ an | xol < 1 de rij (kk) convergeert,

1
s, K' = 1 2] = - . £ (> i -
c ies a en xo o (S5chets een grafiek.) Druk xk+2 uit in
X, en bepaal het getal n waarvoor geldt: 1l1im x2k =n .
ko

17 juni 1980

1. Bepaal de oquésing van de recurrente betrekking

Xe4d " Frea T Xper T ¥ = 72

waarvoor geldt x_ =1, x. = 0, x, = -1 .

{Opmerking: De z-transformatie mag bilij dit vraagstuk toegepast worden.)

2. Gegeven is het stelsel recurrente betrekkingen

Xyt = A Ek' k = 0,1,2,...,~
L .0 ¢
met 3¢kcm3-enn= 1 2 1 .
2 0 1

a. Bepaal een beginvector N ¥ 0 zodanig dat lim x = 0.
ko

b. De verzameling van beginvectoren X met de eigenschap dat X, begrensd

. 3
is voor k = 0,1,2,... is een deelruimte V van R . Geef een basis voor V.
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. Bereken Ak voor k = 1,2,...

—
[

3. a. Gegeven is de matrix A =k |1

b. Beschouw het stelsel recurrente betrekkingen

1
3 .
§k+1 = A . + -1, k=0,1,2,..., Xy ¢R , A als bij a.
2
Heeft Ek een limiet voor k -+ = voor elke 50 ? Zo Jja, bhereken dan deze
limiet.
4. Gegeven is de gerichte graaf
3 8
. - Py
L4
1 11
6
h
. 4
Y
7
12
2
<
- T
S 10

De knopen zijn genummerd van 1 tot en met 12, Noem A de knopenmatrix

behorend bij deze nummering.
a. Geef de matrix Az.
b. Toon aan dat A6 # 0.

¢. Motiveer dat de graaf geen kringen bevat.



o
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5. Gegeven 1s de autonome iteratie

X =2aVa2+x, k =0,1,2,...

k+1 k

a. Voor welke waarden van a bestaat er een stabiele oplossing voor deze
iteratie? {(Onderscheid de qevallén a=0,a>0ena < 0.) |

b. Bepaal voor elk van deze gevonden waarden van a zo'n stablele

oplossing.
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Uitweikingen, respectievelijk antwoorden van de examen/tentamen opgaven.
18 juni 1977

1, Eerst de homogene betrekking oplossen:

Merz T Keap T A%y T A% T 0

Karakteristieke vergelijking

Weatoai-4=0

G+ NG -2 +2)=0.
Een basis van de oplossingsruimte wordt dus gevormd door de oplossingen
X = -0k, Vi = 25, 7 = -2k,
Inhomogeen: daar (—])k reeds oplossing is van de homogene betrekking,
proberen we

X, = ak(-D¥

Substitutie leidt tot

alk+ ) D3 4 a2 EDE - sa + D EDFT —sak-nE = <k

—(k+3)a + (k+2)a + 4(k+1)a ~ 4ka = |
3a = 1
1

a = =5 .

Dus de algemene reéle oplossing is

A L GURE NG ¢, 2 + e (-2"

met C» C, €N Cy reeel.
2. De matrix A = [; :l} heeft als karakteristieke vergelijking
1-X ~3
=3’ +8=0.
3 -1~

Eigenwaarden: X = t 2iv2.
Bij » = 21/2 vindt men de eigenvectoren uit het stelsel vergelijkingen met

coefficiéntemmatrix

1 - 2iv2 -3
, met rang |
3 -1 - 2iV2
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Fen eigenvector is [3,1—21/§jT.

Basisoplossingen van het homogene stelsel Xy = A§k zijn dus
k| k, ki N
X, = (2iv2) = (2/2)"(cos 5t i sin -5
1 - 2i/2 _ 1 -2i/2

en de geconjugeerde hiervan

X = (2/§)k(cos %; - 1 sin %;5
1 +21i/2

Nu votmen Re(gk) en Im(gk) eveneens een basis van de oplossingsruimte.

Dit levert de reéle basisoplossingen

3 cos %} 3 sin %?
(2/535 en (Z/E)R
cos kr + 2/2  sin kn sin km . 2V2  cos kn
2 2 2 2
Om een particuliere oplossing van het inhomogene stelsel o = Agk'+ [ij
c
te vinden proberen we X = . Dan geldt
= <,
c c 3
oaa ot
2 “2 -4
¢, 3
(I - A) =
2 ~4
[o 3}[‘:11:{1 s 3c2=3}
b _ = -
-3 2 CZ_ -4 3c1 + Zc¢ 4
Dit levert c1 = 2,_c2 = 1.
Algemene reéle opléssing dus:
9 ' 3 cos %;- 3 sin %;
x = | |+ @2 +d
Tk 1 ’ k k 2 ki k
- cos =% + 2/2  sin =L sin == 2/2 sin Sif
‘ 2 2 _ 2 2
waarin d, end, regel zijn.
Opm: Fen andere methode om het homogene stelsel ew) = AER op te lossen he-

staat in het toepassen van de stelling van Cayley-Hamilton (C=-H). Noemen we

p(A) = AZ + 8, dan houdt C-H in ons geval in: p{A) = 0.




e TO -

Toepassing van de delingsalgoritme voor polynomen geeft wvoor k 2= 0:
2 = plzlq, (z) +a z +b_ ..... (1)
k. %k k

met 2, en b reéle constanten en q, (z) een reéel polynoom, Substitueer hier-

in z = * 2iv/2, dan vinden we

(2/D) % (cos l—‘jﬁ + 1 sin 1—‘271)

ak.zlfz + by

k kr . . km .
(2V/2) “(cos 5~ 1 sin TTJ ak.21/§ + bk .

Hieruit volgt ag = 0, b0 = | en (tel op, trek af):

= (/D5 Vgin %

Oy
i

Py

(ZJE)kcos %;

Wegens (1) en C-H is

Ak

akA + ka s

dus

b
|

| 3 1
L (Z/E)R“]sin km + (QVE)kCOS kn , kz 1.
2 3 -1 2 0 ]

Een basis voor de oplossingsruimte van het homogene stelsel wordt nu gevormd
door de kolommen wvan Ak {(te beginnen met k = 0).

Algemene oplossing van het homogene stelsel is dus

sin kr + 2/2 cos kmw

c 2 2
X, = ! » X = C (Z/E)k ! +
=0 c =k 1
2 3 gin X7
51 2
-3 sin &2
k-1 2
+ c2(2/§) voor k =2 1 .,
-sin kn + 2v/2 cos km
2 2
3. De matrix
1 0 1
A=10 -1 =1
0 2 1

heeft als karakteristieke vergelijking
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(1-02+1) =0,

0 2 -2 2 b=

Eigenwaarden dus 1, i en —-i,

a) . Blijkbaar hebben alle eigenwaardende absolutewaarde |, dus de spectraalstraal
r(A) < 1. Alle eigenwaarden zijn enkelvoudig, dus niet-defectief. Derhal-

ve is (st. 3.5,4) Ak begrensd. Daar-de oplossing van X4 = Agk luidt:

5 = A,
zijn met Ak dus ook alle oplossingen begrensd.

b) Er zijn eigenwaarden # 1, maar met absolute waarde 1. Op grend van st.
3.5.5 heeft nu Ak geen limiet, dus hebben ook niet alle oplossingen een
limiet,

Men kan ook eenvoudigweg constateren dat de oplossing Xy = ikX} met v een
eigenvector bij i, geen limiet heeft, dus hebben niet alle oplossingen
een limiet.

De algemene oplossing is van de vorm

% U]KE + Bi%z + Y(-i)kﬂ ’

waarin u, v en w eigenvectoren zijn bij 1, resp. i, resp., (-i). Het is
duidelijk dat de oplossingen X = U een limiet hebben, De oplossingen
X = Bi%g + y(—i)?g bevatten de vectoren Bv + yw (k = 4-voud) en

By = vw (k = 4~voud + 2} oneindig vaak. Zo'n oplossing kan dus alleen
dan een limiet hebben als 8v + yw = -Bv - yw, dus 2Bv + 2yw = 0. Daar v
en w lineair onafhankelijk zijn . (eigenvectoren bij verschillende eigen—
-waarden) volgt hieruit 8 = y = 0,

Hieruit volgt dat de oplossingen van de vorm X = oy ook enige zijn die

een limiet hebben, Voor u kan men nemen [],O,OJT.
4, a) Alll = 1],

b) Uit a) blijkt dat er een vector c > 0 bestaat waarvoor Ac £ ¢ (neem
c = [],l,l]T). Daar A 2 0 vblgt hieruit dac AX begrensd is (st. 3.6.2)
en dat dus r(A) <} (st, 3.5.4). Daar blijkens a) de matrix A de eigen—
waarde | heeft, geldt dus v(A) = 1. Daar A > 0, is Perron-Frobenius van
toepassing (st. 3.6.7), die zegt, dat nu ! een enkelvoudige (dus niet-de-

fectieve) eigenwaarde is en dat de overige eigenwaarden een absolute waar—
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5, a)
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de < 1 hebben. Maar dan bestaat lim Ak volgens st. 3.5.5 (2).

De algemene cplossing is ke

X " AEE (p willekeurig) .

Met lim Ak bestaat dus ook lim ¥, voor elke oplossing (§k).

leyoo koo
De methode van pag, 46-47 van de syllabus is van toepassing want | is een .
enkelvoudige eigenwaarde,
Een eigenvector van A bij de eigenwaarde ! is ¢ = [1,1,1]T (zie a)).

Een eigenvector d van A™ is te vinden uit het stelsel vergelijkingen met

matrix
_4 2 3
5 5 5 —4 2 ~10 [ 1
! 3 1
T F 3 1 -3 1 1 -3 1 0 10 71 .
3 1 _4 3 1 -4 0 10 -7 Lo 0 0]
L5 5 5
Voor d kan men kiezen d = [11,7,10]T. Noem de limietvector £ = lim .
Dan is volgens de theorie 2 =ac en (d,2) = (E,go) dus ke
ald,e) = (d,x4)
28a = 84
a =3
L= 3[1,1,1]T .
1 14 2 - SR T
A R 15 — > * e >
1 A\
L4
N/ 2
2 Ve >> 1 < 9
Y 13 7 v
v
v Y3
! 9 2 g
13— ——5 ‘
N2 ‘y3 :/
[ LN Sy
¥ et 7 e 6 72 T
Y f
L
2 ! \&
4 2 %—#—--30

Volgens de methode van pag. 90 van de collegesyllabus bepalen we voor
elke knoop X de waarde w(x), die we naast de knoop x noteren,

Er blijkt &&n oplossing te zijn: begin in A en volg de dubbele pijlen.
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0 -, 2 y— 3, . 4
¥ W b 4 ' 4
Y 2 13 4 > S ~€ 5
y Y Y
¥
- 5 T 4 rd Y +4 [ 8
Y 14 \
e L . N ]2 -
2 % > 2> m 17 - 12
¥
N v
1 4 2 7 1

Er bestaat een nummering der knopen 25 dat voor iedere tak t nummer van
b{t) < pummer van e(t). In de nummering hierboven is iedere knoop genum-
merd met zijn rang (dictaat pag., 74). De langste weg in de graaf heeft

de lengte 13, Er zijn 3 wegen ter lengte I3. De enige knoop met rang &
en de enige knoop 0 met rang 10 zijn door maar &&n weg ter lengte 10 ver-
bonden, (dit ziet men direct door in 0 te beginnen en via 9,8,77enz. te~
Tug te.lopan). Elke langste weg eindigt in T. Door gewoon goed te kijken
ziet men 3 mogelijkheden om van O naar T te gaan: ORST, OPST en OPQT,

elk met lengte 3, Dus 3 wegen met lengte I3,
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£(x) = pxe &, 0 £ p s e,
Ky = a > 0.
Als p = 0, is x = 0 voor alle k € N, dus lim ¥, = 0. Z1j verder 0 < p s e.

lereo
Dan is voor x > 0 ook f(x) > 0. Ter oriéntatie onderzoeken we de grafiek van

f en de snijpunten daarvan met y = x. (Stationaire punten.)

f{x} = 0 enkel en'alleen voor x = 03 lim f{x) = 0.

f'(x) = p(l ~ x)e ¥, xore

f'(x) = 0 alleen als x = | (voor alle p).

Daar p > 0 is £'(x) > 0 voor x < | en £'(x) < 0 voor x > I.

f is dus maximaal voor x = 1.

Het maximum van f is pe—1 = % « Daar p < e ligt het punt (],EJ onder de lijn
y = %, behalve als p = e,

Snijpunten met y = x:

Uit pxe_x = x volgt x = 0 of pe_X =13 p= ex, % = ln p (bestaat, want p>0),

De x-cobrdinaat van het snijpunt buiten de ocorsprong is dus ncgatief als

0 < p <1 en positief als 1 < p 5 e, Voor p = 1 is er maar &&n snijpunt, en
wel in 0. Daar voor p = !, £'(0) = I, raakt de grafiek van f de lijn y = x
dan in 0, Zo komen we tot de onderscheiding van de volgende relevante geval-

len:

A 0 <p < 1; B) p=1; C) 1 < p < e; D) p = e.
A)

0<p<1.

o = mome mwma wr-

"

1

Uit de grafiek lezen we af dat in dit geval bij elke keuze van Xy > 0 de
rij (xk) dalend is met limiet O,

B)

0ok hier is (xk) monotoon dalend met limiet 0 voor elke Xy > a.
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Daar 1 < p <e is 0 < 1np < I, Voor %5 = 1n p, is voor alle k « N:

X, = In p, Voor 0 < Xy < In p is de rij stijgend met limxk = ln p. Voor

koo
In p < Xy <1 is de rij dalend met limiet In p. Voor %y > 1 is de rij
niet voor alle X monotoon, maar wel is lim x = 1n p.
ko K
D}
1 =1np
Analoog aan C): ook nu is Ilim X = In p = | voor elke % > 0,

koo

Conclusie: Voor alle p ¢ [0,e] en voor alle Xy 0 is de rij (xk) convergent,

Voor 0 £ p = 1 is lim ¥, =0, Voor 1 < p < e is lim ¥, = ln p.
koo ko

Opmerking., In geval A (0 < p < 1) is £E= Q stabiel punt, omdat [f'(O)[ < 1.
In geval B (p = 1) is £= O rechts-stabiel punty £'(0) = | (grensgeval),
In de gevallen C en D (1 < p = e) is &= 1 stabiel punt, omdat |f'(1)i < 1,

Voor alle vier de gevallen geldt dat alle oplossingen met Xy > 0 stabiel zijn.
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25 juni 1977

2%, 4y = e + 2%+ k%= 0,
Ferst de homogent_ differentievergeli jking: 2Xk+2 -

2 k+1 k e .
tueer X, = )\ 2X - 5)\ + 207 = (., Karakteristieke vergelijking:

M2 - 5a +2=00f 202 —4r = A +2 =0 of (2A-1)(A=-2) =0, A= ds A= 2

+ 2xk = 0, Substi-

dus algemene oplossing van de homogene vergelijking

k

X, = A(%)k + B2

Probeer als particuliere op10551ng x = ak2 + bk + c,
2{a(k+2) +b{k+2)+c}~5{alk+ 1) +bk+1) +c}+2{ak +bk+c} +k? = a.
2{ak +hak+4a+bk+2b+c} - S{ak +2ak+a+bk+b+ecl+ 2{ak +bk + ¢} +k2

k (2:-1—Sa+23+1)+k(811+2b- 10a-5b+2b)+ (Ba+4b+ 2c- 3a—-5h- 5¢+2¢)

li
fan]

—a+1=0»a=1,
-2a -b=0-+b =~2a = -2,
3a-b-c=0->c¢c=3a-b=3-(-2) =5.

Algmene oplossing van de inhomogene vergelijking

xk=A(%)k+BZk+k2—2k+5.

controle: 2a(H¥*2 4 282*? 4 2+ 2)% - 4(k+2) + 10
Ssah S C st s+ D2 4 10k 1) - 25

+2A(i)k + 282K & 2k2 4k + 10 + k2 =

= (%)k{-lz;~~;-+ 2}A+2k{8- 10+2}B+k2(2—5 +2+1)+k(8-4~10+10-4) +

+{(8~8+10-5+10-25+10)

- ah¥o+82%0 + k%0 + k0 + 0 = 0.

Eerst homogene stelsel oplossen. De eigenwaarden van A volgen uit

1 - 53 20 9
= 253" = 5(4a + DA =0,

2 4oy — 5
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Eigenvectoren bij A, uit het stelsel vergelijkingen met matrix
g J A _ g g

Een eigenvector is [-?%}. Evenzo bij Ayt

1 - 4o - 1 2% [’-AQ 21 [2 —11
2 ho — bo — 1 2 -1 0 0

dus een eigenvector is [; .
Oplossing homogene stelsel dus

B -2

_ Ao+ 1.k k
= ( ) e + 0. .
%k 5 aP 2|
N.B, 0% =1,
We zoeken een oplossing van het inhomogene stelsel. Probeer, als | geen ei-
genwaarde is, dus als a # 1, X = 2 .
Substitutie in het stelsel geeft
p P ] p !
= A + dus (I - A) = .
q q 2 q 2
Dit levert
4 2 _
TP TToeq = i 5x
R S 10x
5 5
+
dus
ot m e = 2 dus q = 2 _1 en p = 5
21 - 1 - :
-2p + (5-4adq = 10 b=o 4 ¢
Voor o # 1 is de algemene oplossing dus
R i -2a]
_ 5 bo + 1.k k .
5 <% TS e + Cl( B )] + c20 » ¢y en ¢, reeel .,
2 2 1
Als o = 1 heeft het homogene stelsel reeds een constante oplossing. We pro-

beren nu het inhomopene stelsel op Lte lossen door de aanzet

Substitutie geeft
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a a+c a c 1
k + = kA + A + .
bl b +d b d 2
Door coéfficientenvergelijking zien we dat A[ﬁ] = [;], [;] is dus eigenvec—
tor bij de eigenwaarde 1, dus E = p[;} voor nader te bepalen p # 0. Verder
s
a+c c 1
=A |+ .
b +d d 2
. T T .
Vullen we in dat [a,b]” = p[1,2]" en «¢ = I, dan vinden we

ptc l- c + 2d 1
3 R
2p + d 2c + 4d 2
be = 2d = =5p + 5
=2c +d = -10p + 10 .

dus

Bekiijk de matrix
4 2 5p+5 0 0 -25p+25
=2 1 =-10p+10 -2 | -10p + 10

dan zien we dat voor oplosbaarheid nodig en voldoende is -25p + 25 = 0, dus

1

2 en

p=1en [c,d]T moet voldoen aan -2¢ + d = 0, We kiezen de eenvoudigste op-
lossing: ¢ = d = 0, Als particuliere oplossing hebben we dus x = RT

als algemene oplossing

] 1 k‘-z
x, = k + + ¢, 0 , als o= 1, ¢, ene, recel
LI ) ], 2 ) Ny
1 =1 =1
_ b _
a) xk+1 5 1 | i X,
P12
1-2% - -1
8 det(A- L) = | -1 L=2x =1 | = (=202 + 2024} - 2a(3+ 3} +
1 1 2-2x +{2+1+1+1+1-2} .
a3 e 1end — 2n th=0o0f 220 -4’2 43 -1=0

Y=1: 2 -4+ 3 -1=0.
G- 1) (222 =20+ 1) = 0.



1

i dus |)\2[ = l}\3| 5 5

1
2
Dit stelsel heeft dus &&n enkelvoudige dus niet-defectieve eigenwaarde
= 1 en de andere zijn in absolute waarde < 1. Conclusie! lim Ak bestaat
(st. 3.5.5 (2)). i
' _ .k . '
Omdat X = A Xy bestaat ook lim X, voor alle Xy
koo
b) Berekening van de eigenvector c van A bij A = 1:

-1 1~ 2 -t | ~|=1 =1 =1l ~f0 o 1] dus ¢ = p(1,-1,0),
11 0

van de eigenvector d van AT bij A = 1:

LTl Jeerene
-1 0 i1 1 0.

We kiezen ¢ = d-=

ATd = d dus aTa = 4.

I
—
—_
-
|
—_
-
o
[

T T R _ T T T
d Xeel © d (A}_ck) = (d A)ﬁ d . dus ook d X d X, Vvoor alle k,
lim X = ec.
ks
lim ii-T}—{k = lim ETgo = £1_T§O maar ook lim dTgk = dToag.
koo T ko koo
d7x
- =0 _((1,-1,0),(1,0,0N 1, . 1 T
o o= I R =~ dus lim x, = —={1,-1,0]".
dTE ((13*‘90)9(13—],0)) 2 Ko ~k 277 .

o [3 4 4
o N N T T

z—transfo‘rmatie: z_l(g(z) - }—(0) = AR(2) of %(z) ~ %,

= zAR(z) of
dus R(z) = (I - 280" 'x

0 0’

it - 3z -4z '} -1 . ' l+z  +4z
I- zA = , (I -z8) @ = —
+z 1 + 2 1-2z-32"+42z"_ -2z 1-3z

o Flez 4277 4 [h+bz-tbz T4

- B 1 : _ ] 1 :

o) = ——y H "=, —— |
{l-z) -z. 1-3z{|~] (1=-2)"l=4z- 1+ 3z (1-2z)"|~1-z}

Zk= 4 z kzk-l -

0 k=0

%(2) - 2AR(2) = x

d
— =45

li =~ 8
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=4 5 k=4 7 kenaX
k=1 k=0
Als ﬁ] correspondeert met X, dan is x = 4(k + 1) of volgens de tabel
(1~ z)-nr1-9+(n:F), dus hier (1 - z)—1_1+4-(1Tk) =k + 1.
- -1- A -
2. (z) = —1°% _ - ... _Al-2) B A+ B=-1)A=]
27 a-a? Tt gt (-l
z -A=-1)B=-2
$.(2) =t —TZ sy =1 - 2(k + 1) = -2k = 1 dus (x,) = ‘*k*ﬂ
2 1 - z 7 Yk Ex 2k-11"
(1-2)
Controle:
C3  4)f 4k+4 12k + 12 -8k - 4 Lk + 8 4(k+1)+4
}_{k+1 = L = = = R
-1 -1{{=2k-1 -4k -4+ 2k +1 -2k -3 =2{k+1)-1
Andere manler van noteren:
X = 3E + Ay, %o = 4} 2 HR(2) - 4 = 38(2) + 45(2)
_.'l - - ~
Veal = ¥ T Yk y02=-] z 1§(z2) + 1} = -%(z) — §(2)
%(z) - 4 = 3z8(z) + 42§(2) (1 — 32)%(2) — 4=zF(z) = 4
§(z) + 1 =-z%(2) ~ z§(=z) z%(z) + (1 + z)§(z) = ~1,
4 ~4z
2(z) = -1 1+z - 4 + 4z ~ 42 _ 4 - 4
1= 3z 4z ]=-2z- 3zz+~422 1 - 2z + 22 {1~ z)2
z 1+z
1- 32 4
$(z) = z =11 _—1+3z=-4z _ =l-z _ 1=z 2 I 2
= £ -— - 2 - —_ -
(1 - 22 0-22 (-2 (-2° a-2° 7% a-»?
Hieruit
X, = 4(k + 1) en Yy T -2k ~ 1
A
5. A= {l’XZ’XB’XS’XS’XA’xl}'
B = {x6,x7,x9,x10,u}.
S{A,B) = {x8x7,1x6,x4x9,xlxlo}.

3

C{A,B) 2 +5+ 3+ 12 22,



~ verzadigd, X, € A; zo ook Xq, X5 en Xg in A. Verder: ix4 niet verzadigd, dus
~ 'S(A,B) bestaat uit alle takken met beginpunt in A emn eindpunt in B.
.'.Omdat de capaciteit van deze snede gelijk is aan+de stroomsterkte (22) is

. elke stroom geldt: stroomsterkte < capaciteit van elke snede.

- wvan £ is "halve" parabool. Voor de snijpunten van y = x met y =

Bij deze stroom gaat de constructie van A als volgt: i ¢ A; omdat ixz niet

'x4 ¢ A en dus ook Xl € A want x,X

ey 7 £ mer £

‘/bb4p =k,duéx242x+p$0,x2'

T L RSNy et s T
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I, 5 £ L £ £
11 ixl 0 11 11 11 11 11 11 11
8 ix2 0 1 -2
9 ixzl Q 1 3 4 4 4 4
5 ix6 0 5 5 5
12 X!XIO 0 11 12 12 12 12 12 12
i0 Xy¥q 0 1 2
X Xg -0 1 ]
5 x3x8 0 ]
K} xl'x] 0 1 ! 1 | 1 1
3 X, Xg 0 2 3 3 3 3
4 xSXZ‘ 0
1 X Xg 0 1 1
1 XX, 0
9 XpX 0
7 Xeu 0 1 6 6 6
4 XU 0 1 2
2 XgX, 0 1 2
2 X9X6 0 1 1 1 i
2 Xgu 0 -2 2 2 2 2
13 X 0 11 12 12 12 12 12 12
0 11 13 14§15 20 21 22

4% niet verzadigd. B bevat de overige knopen.

deze stroomsterkte magimzal en de snedecapaciteit minimaal. Immers, voor

= v¥2x - p. £ is gedefinieerd voor x > &

5 » de grafiek

/Ez_zfg.geldt'
0; (x - 1)2 =l=p,x20;x=14%+V] - DPs

x = 0, heeft voor p > I geen oplossing, voor p = | &n oplossing, voor O<p«< |

2 niet-negatieve oplossingen en voor p < 0 &én positieve oplossing.

Dit leidt tot de volgende gevallen:




y=x

£(x)
iteratie breekt af.

We lezen uit de grafiek af:
(xk) monotoon dalend,

lim x, = 1.
| k

In dit geval is

0<1 +V]l-p<2en
0 <1 -Vl -p<l

Xy is monotoon dalend.

limx, = 1 + V1 = p.
k
ko

1 +vV1 - p =2
1 -¥¢Y1l-p=20,
Voor alle k is nu X = 2, dus

lim = 2.
ko xk

B o rme = a m-—

]
1
<o

/ 1 + V1 - p > 2.

' Do ri] (xk) s nu monotoon

stijgend en lim X, = 1+ Y= p.

p<0 l/// i koo
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Derhalve: de jteratic breekt af als p > 13 de rij (xk) is monatoon stijpend

uitsluitend als p < 0; lim X, bestaat en is gelijk aan 1 + V1 =~ ﬁ'voor ps 1.
. el

k
Een formeel bewijs dat voor p < 0 de rij (xk) monotoon stijgend is en een
limiet heeft gaat als volgt: We bewijzen eerst met volledige inductie, dat
(xk) stijgend is:

1) x, = 4 p > Y4 = 2, want p < 0, dus X > %,

2) Als X 7 Xlgs dan X4 = f(xk) > f(Xk—l) want f is stijgend. Dus dan

geldt x > X .

: k+1 k
3) Dus geldt voor alle k ¢ IN: x > xk_j dw.z. de rij (xk) is stijgend,
Vervolgens tonen .we aan dat (xk) begrensd is, door te bewijzen dat voor alle

k ¢ N geldt ¥ < E:=1+V1-p.

1) Xg < E, want 1 + ¥1 -~ p > 1 + ¥1 = 2, daar p < 0.
2) Als x, < &, dan % = £(x) < £(8), want £ is stijgend. Verder is £(§) =¢,

dus Xk+l < E.

3) Dus voor alle k ¢ N is X < £.
De rij (Xk) is dus monotoon stijgend en naar boven begrensd, dus lim X be-
ku
staat. . "
De limiet % voldoet aan £ = f(2), dus er is maar 1 mogelijkheid: 2 = 1+ V1 -p.
Opmerking. Men vinde £'(x) = (lx - p)~£. In het geval p = 1| Is £ = 1 stabiel
punt, hoewel £'(1) = 1 (grensgeval).
Voor p < | is het stationaire punt £ = 1 + V7 = p stabiel, omdat
[£'(t + VT = p)} < 1.
In al deze gevallen is de oplossing (met Xy = 2) stabiel.
16 januari 1978
b. Wortels van.de karakteristieke vergelijking zijn 1 (dubbel) en - 1; algemene

oplossing:

X = o+ Bk o+ Y(—l)k + k2.

2. Voot x4 = 0 of xj = 2 is lim x_= 0; voor 0 < x, < 2 is lim x, = I; de rij
. 0 . 0 k- k 0 ko xk ’
is divergent voor andere waarden van x,.




3. X = \cos %; —% + sin %E g§ )-+B (cos = _503 +
L0 0 | A 0
. '%—\ 0 OT 1
4 + sin 5 1 ) +yl 0| +k O]+ | =1 1.
* 0 ] 1 2 0

4, a. Eigenwaarden van A zijn 1, } + }i, dus lim ¥, bestaat voor elke x

koo =0’

g ; P .

b. limgk <=5 X = -8 | , waarbij d =:[1,~1,0], én vy, = £2,1,0]
koveo dv b

1 ER

(de eigenvector bij eigenwaarde 1).
5. Exr bestaat een nummering zodanig dat voor elke tak t geldt:
nummer van b(t) < nummer van e(t).

De lengte van de langste weg is 7.

6. De knopenmatrix is

oo -
OO O -
OO o

“en de bereikbaarheidsmatrix is

oSO -
cCO = =
O = = s
—_

In A4 staat op de plaats (i,j) het aantal wegen met weglengte 4 van knoop i

naar knoop j-

coO —
cCOO —~
ccom
— = N
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en de 8 wegen met lengte 4 van knoop | naar knoop 4 zijn: (1,1,1,3,4),
(l,1,2,3,4),(1,],],2,10),(1,2,3,4,4),(1,153,4,4),(],1,2,4,4),(],2,4,4,4)

en (1,3,4,4,4).

24 januari 1978

Wortels van de karakteristieke vergelijking zijn | en -2; de algemene
. ) :

oplossing is X = a+ 8(42)k + zk - %(‘l)k-

3
Het gevraagde blijkt direct uit de grafiek van de functie f(x) die de iteratie
definieert. De afgeleide van £(x) in het snijpunt van de grafiek met de 1lijn
y = x is }. (Dit maakt bovendien, dat het limietpunt een stabiele oplossing
representeert.) Men vindt lim x = 2.
Ierm
a) Als @ = 0, is ! een niet-defectieve eigenwaarde; voor alle andere o is
er een eigenwaarde groter dan 1, dus we hebben alleen convergentie voor
T.
01", als

- [ 1t
2{_0 = XOI,XOZ,KO3 .

alle x, als a = 0. lim = [x,..,x
0 oy 2k~ 017%022

b) Alleen convergentie voor die X die liggen in het opspansel van de eigen-—

vector bij de eigenwaarde 1 (de andere eipenwaarden zijn -1 en 2). Deze

eigenvector is [1,—],O]T en lim x = Xy in dat geval.
iz ase]

k
Na z-transformatie volgt %(z) = ——~—E——§ zodat X = k, en
(1 -2)"
- _ z _ i 1 _ ok
V@ T O T T TT % T TTgeedaty =2 - L

Fen toegelaten stroom met maximale stroomsterkte 9 neenmt cp de volgende
fakken de daarachter vermelde waarden aan: ix3, 5 ixz, 3; ixl,'l;
Xy, 4; XgXe, 4 X%, I; XyX, s 35 %%, 15 k4x6, 5; XpXys 3; x.u, 2;
X, U, 3. Op de andere takken heeft de stroom de waarde 0. Een snede

met winimale capaciteit is {ix3; X%, 3 x]xa}. De verzamelingen die deze

snede definiéren, zijn (in de notatie van de syllabus):

A= {i,xz,xl} en.B = {xs,xa,xs,XB,x7,u}.

l.

! juni 1978

a. De wortels van de karakteristieke vergelijkingen zijn § en -}, dus is de

algemene oplossing: x, = a(&)k + B(*%)k-




e R T

- B6 —

k
_ . - . . < L+ -1}
b. Substitueer Vi 7 (k + l)x‘k' De gevraagde oplossing is X 3 .
. . . 2 + 5 .
a., Na inspectie van de grafiek van f(x) = =3 blijkt dat wvaor

-} - §/21 < Xy < -} + }/21 de rij (xk) monotoon stijgend is.
b. Voor Xy >~} o+ 12T is (x.k) monotoon dalend.

c. Uit a. enb. blijkt (zie ook de grafiek) dat lim X bestaat wvoor Xq z 0;
oo
deze is dan gelijk aan ~ } + 4v¥21. In het snijpunt (£,£) van de grafiek
1

met de lijn y = x is £'(E) = 7
25 « V21

dus absoluuut genomen kleiner

dan 1.

d. Als X, = -3, breekt de rij (xk) af. Hieraan is voldaan voor Xq = = -lsl—t .

De eigenwaarden van A zijn 2 en - -i% (dubbel), dus bestaat lim X Noem

1o koo
1/10
de limiet a. Deze moet voldoen aan a = Aa + 0 . Oplossen van deze
- 1/10
M1

vergelijking geeft a = LO .
1

p . . . . - . T
De eigenwaarden van A zijn + %1@. De eigenvectoren zijn [1, + 2iv/37°,

De algemene oplossing is nu (er is een constante particuliere oplossing):

x = a(3¥3) (cos kn [ :{ + sin =~ [:2/3] + B(%f) cos I:Z/:;l

. km i 0
+ sin > [0:[) + [2
2
-2z - 52 + 5 B/3 4/3

Na z-transformatie vinden we X(z) = T2 (+2) (1-2) = 7T T+

:l

k

1 8 4
+1_Z.Dusxk—--5' *3'-(1)

a. Breng een geschikte nummering aan.

b, De goedkoopste weg van X, mnaar x is (x],x3,x4,x7,x9,x”); de kosten

11
bedragen 15.

c. Er bestaat geen duurste weg, omdat de graaf in dat geval een kring bevat.
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15 januari 1979

1. xk = 1+ a Bk + v (14D ¢ s(=1-vDK,

2. 8. x5 >~ 15 bo £=- 4+ 45,
3. a. Neen: kolomsommen niet gelijk aan 1.
b. A = 0 en rijsommen gelijk aan 1; c = [l,l,le is eilgenvector met A = 1,

dus Ak is begrensd (3.6.2. of 3.6,4.); r(A) = 1,

c. A >0, A =1r(A) =1 dus lim Ak bestaat (3.6.7. en 3.6,8.).
ko ’
4{
R g8 - gk 0 ]
A=t o O 0
3 _ é__ k §__ k _ ﬁi 1y k _ k
- -l

5. a. Nummering N(x) mogelijk met N(b(t)) < N(e(t)) voor alle takken t:
F=A=C~G~I~J-K-E-H-D~B, '
b. F-A-... (als bij a.); lengte i0, p
c. Er ontstaat een kfing B-C-G-I-J-H-D-B. In de graaf zijn willekeurig

lange wegen aanwezig.
6. Maximale stroom 9; snede met minimale capaciteit:
A= {i,xl,x3,xa,x5,x6,x8,x9}, B = {x2,x7,x10,u}.

31 mei 1979

__3 1 .3, .k
- =~ 1 AT TACE VA

A 40 6 .. . XO
25,07 L oa 1% * | 3| (bij voorbeeld); x, = e -

3. a. Neem ¢ = [2,2,117 .

‘o
26443 1




b.

-

b.

-~ 88 -

k ) .
A" -+ 0 voor k + w, dus lim X bestaat (3.6.3. of 3.6.6.). De limiet-

vector is [13,8,3]T. k>er
co km in &7 0
5 3 sin
k_ | _ kT km
A = sin - cos —- 0 .
_ 0 0 1
a. Voor X > 0.
b, &£ = 1 is zeker een stabiel stationair punt voor |£'(1}| = |1 - a| < 1
ofwel voor 0 < a < 2,
12 juni 1979
km . kw
a. x = ik + o + B cos 5 0t Y sin 5 .
b. Een nummering N(x) met N(b(t)) < N(e(t)) voor alle takken t is mogelijk:

begin met meest linkse knoop.

Voor - 2 < a < - 1},

Voor - | < a < 2,

Neen: A = | is defectieve eigenwaarde.
b. x =a 0| + Bl 0| + 1/6 } + v 0 -,
0 0 2/3 1
c. . lim = 0,
ke S
a, Ak is begrensd: A = 0, rijsommen = 1 (3,6.6,).
b, » = 1 is niet defectief dus lim Ak bestaat.

krron

1T 1 1 K 1
w8l [ ][] B ler

Maximale stroom 11; snede met minimale capaciteit:

le oplogsing: A = {i,xl,xz}, B = {x3,x4,x5,x6,x7,u}.

2e oplossing: A = {i,xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7}, B = {u}.
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14 januari 1980

lox, = LR T %{—A)R.

5

1l

0 I | 0 0
2. s de] ol eele] ol s 2 LIV B PL
S TN R e

3.-1<acx<l,

4. Maximale stroom: 5, snede met minimale capaciteit: A = {i,xl}.

B = {XZ,X3.’,.. ,xa,u}-.

oo T I 2 T
5. a. 3’51 = [130’0] H Ez = [-j" g’ 0] .
b.
_1 ——
3 0 0
= .2_ g 0
Zn+1 3 3 Zne
1
_O 3 IJ
. Opl ing:
c plossing —

7 L 1 2 0
_}_ch=aE2] & +s|'—1 @ v 0|, meta=3, 8223, y=1.

Hieruit volgt

_ l_nrl _ g_n—l
zn = (3) 2(3) + 1,
5 juui 1980
Loasx == 2 (VD" cos 5T+ 2,

=1 / =] -1 0 K
7. =a | 4| +8lk| 4] + | ~8 ) +y | 1 (D™,
S ! VU 0

3. B = -A > 0 heeft rijsommen %-< 1 dus Bk + 0 en ook Ak - 0 voor k -+ », Voor

elke X, is 11m._}_:k = 0,

koo




4.

.t

- 9Q -

Kosten van de duurste weg zijn 40.

-1+ vl + 4a2 ' -1 =Vl + 4a2

a. &y = P i 8y = 7a .

b. Noem £(x) = a(l - xz); |f'(gl)| < 1 dan en slechts dan als 32 < %.
Voor 0 < a < V3 is El stabiel punt. Uit de figuur blijkt dat de rij
convergent is voor |x0| < 1 (limiet &1).

2 4 . . . . .
Co X o = 2xk - K. Deze iteratie heeft vier stationalire punten,

€ 2=~ i+ 15, £y =10, & = 1. De laatste twee zijn stabiel. n = 0
]

is bhet gevraagde limietpunt voor Xy = %— .

17 juni 1980

xk=]—'kp

a. Neem b.v. x, = [1,2,-411, eigenvector bij A = i.

b. A, = 1, met eigenvector v = [0,1,-13T.

Basis voor V: {[1,2,—4]T, [0,1,—1]T}.

3.
1 0 k
A= pF e 1 e
0 0 1
b, Ak¢4)voor k + « dus limEk bestaat., Deze is [6,8,4]T.
koo
a. [0 0 0 1 1 1 1 1 0 0]
6o o 0 0o 0 0 2 0o 0 0 0 O
0 0 0 ! 0 0 0 1 ! 0 1 0
¢ 0 o 0o o0 o o0 o0 1 0 O O
0 o o 0 0 o0 o0 O 1 0 0 O
o 6 ¢ 0 0 o0 1 0 0 0 2 1
0 0 0 0] 0 0 0 0 0] 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0 O 0
o o0 o ¢ o o O O O 0O 1 O
O © 0 0] 0 4] 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0] 0 0 0 0
(o 0 0o 0 0 0 0 0 0|




b, A6 bevat het element a, ;=1 # 0. (Aflezen uit de figuur!)
. , .

'5.

c. Langste weg heeft lengte 7, dus A8 = 0 en A is nilpotent, Er zijn

dus geen kringen.

a. az0,

'b. Voor a = 0 en voor a > 0 is elke oplossing met x. = - a2 stabiel,

0 2
.0 is de limiet 0, voor a > 0 is de limiet 32(2 + 2/2),

Voor a
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