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Hoofdstuk 1. Bouwstenen der Wiskunde.

I.] Verzamelingen.

In een moderne opbouw van de wiskunde neemt het begrip verzameling een cen-
trale plaats in, Wat verzamelingen zijn is iedereen intuitief min of meer
bekend. We volstaan met enkele kanttekeningen bij dit intuitieve begrip.
Verzamelingen bestaan uit elementen. Als we alle elementen van een verzame-—
ling V kennen, is V daardoor volledig bepaald; het is daarbij niet van be-
lang hoe we de elementen aangeven. ''De verzameling bestaande uit de getal-
len 1,2,5 en 10" is dezelfde als "de verzameling van de delers van 10".

Als a een element van een verzameling V is, noteren we dit als: a ¢ V. We
zeggen: "a behoort tot V", "a ligt in V', We geven met a ¢ V aan dat a geen
element van V is. Wezenlijk begrepen in het begrip verzameling is ook dat
er verschil is tussen een verzameling en zijn elementen.

De verzameling van de clubs spelend in de eredivisie is zelf geen club. De
verzameling van de leden van de tweede kamerfractie van D66 is zelf geen
lid van de kamer; hetzelfde geidt voor de verzameling van de leden van de
tweede kamerfractie van een partij die slechts &&n vertegenwoordiger in de

tweede kamer heeft.

We zullen twee methodes gebruiken om verzamelingen aan te geven. De eerste
is: alle elementen opscﬁrijven tussen accolades en gescheiden door komma's.
Voorbeelden: {1,2,5,10}; {{1,2}}; deze laatste verzameling heeft slechts
8én element nl. de verzameling {1,2}, dat is de verzameling bestaande uit
de getallen 1 en 2. De verzamelingen {1} en {{1}} zijn verschillend; denk

hierbij aan het voorbeeld van de &&nmanskamerfractie.

De nu beschreven methode is erg onhandig als de verzameling veel elementen
bevat, en onbruikbaar indien hij oneindig veel elementen bevat. We moeten
in deze gevallen onze toevlucht nemen tot het gebruik van veranderlijken,
en dan de verzameling karakteriseren met een of ander kenmerk. Zo kunmen

we de verzameling van de miljonairs uit de gemeente Waalre noteren als:
{x | %x woont in Waalre, x is miljonair}.
Symbolisch kunnen we deze schrijfwijze dus aanduiden als {x | P(x)}, waar-

bij P(x) staat voor het kenmerk dat de verzameling definieert.

Ter illustratie van beweringen uit de verzamelingenleer gebruikt men vaak

plaatjes waarbij iedere verzameling voorgesteld wordt door het inwendige




van een gesloten kring op het blad papier. Zulke plaatjes heten Venn-dia-

grammen;

Y,

Als A de verzameling van de inwoners van Waalre voorstelt en B die van de
miljonairs, dan stelt het gearceerde stukje in het bovenstaande plaatje
voor de verzameling:

{x | x woont in Waalre, x is miljonair},
We zullen in de rest van deze paragraaf enkele begrippen uit de verzamelin-

genleer leren kennen.

Definitie. Laat A en B verzamelingen zijn, Als ieder element van A ook

element van B is dan heet A deelverzameling van B, Notatie A c B.

We zeggen ook: B omvat A, en schrijven B > A,

Als voorbeeld geldt:
De verzameling van de inwoners van Venlo c

c de verzameling van de inwoners van Limburg c

c de verzameling van de inwoners van Nederland.
Dezelfde gedachtengang die ons de juistheid van de beweringen in dit voor-
beeld laat inzien leidt ook tot:
De verzameling van de kolenmijnen in Venlo <

c de verzameling van de kolenmijnen in Limburg c

c de verzameling van de kolenmijnen in Nederland.
Hieruit lezen we twee dingen: Het is verstandig geweest dat we het begrip
deelverzameling zo gedefinieerd hebben dat voor elke verzameling A geldt:
A c A; we zullen er gemak van hebben indien we ook zullen beschouwen de ver-
zameling die geen enkel element bevat. Deze laatste verzameling noemen we
de lege verzameling. Hij wordt steeds genoteerd m.b.v. de scandinavische
letter @ .
Ook bij het opschrijven van verzamelingen als: {x | X woont in Vessem, X is
multimiljonair} hebben we gemak van de lege verzameling. Ook als de zojuist
aangegeven verzameling geen enkel element bevat, dus leeg is, is hij nog wel

een verzameling in ons systeem, nl. §.



In elke beschouwing waarin we verzamelingen gebruiken, zijn steeds alle
voorkomende verzamelingen deelverzameling van een vaste verzameling, die we

het universum van die beschouwing noemen.

Is U het universum, A < U dan heet {x | x € U, x ¢ A} het complement van A,

* .
We noteren het complement van A als A .

Definitie. We beschouwen een collectie deelverzamelingen van een uni-
versum U.

De vereniging van de collectie is de deelverzameling van U bestaande
uit die elementen die in tenminste &&n verzameling uit de collectie
liggen.

De doorsnede van de collectie is de deelverzameling van U bestaande
uit die elementen die tot elke verzameling uit de collectie behoren.
De vereniging van de verzamelingen A en B noteren we A U B.

De doorsnede van de verzamelingen A en B noteren we A n B,

U U

*
gearceerd is: A AUuB AnB

Een tweetal zeer belangrijke formules uit de verzamelingenleer zijn de vol-

gende zgn. wetten van de Morgan:

* *
A UB

* %
A nB

(A n B

(AU B)*

Twee verzamelingen A en B waarvoor A n B = @ heten disjunct.

>

{x | x € A, x ¢ B}, A\B heet veérschil van A en B.

u

We definieren ook A \ B

A\B




1,2 Getallen.

We gaan er van uit dat de verzameling van de (regle)getallen - notatieIR -
ons van de middelbare school bekend is. We kunnen twee getallen steeds op-
tellen, aftrekken en vermenigvuldigen; we kunnen delen indien de noemer niet

gelijk is aan 0.

De getallen corresponderen met de punten op een rechte;: de getallenrechte.
We kunnen van ieder getal een, misschien niet afbrekende, decimale breuk

opschrijven.

Bekende deelverzamelingen van R zijn de verzameling IN der natuurlijke getal-
len dat zijn 1,2,3,... ; de verzameling ‘¢ der gehele getallen:
ee. =3,-2,-1,0,1,2,3, ... en de verzameling Q der breuken met teller en noe-

mer in €, de elementen van Q heten rationale getallen.

Uit de decimale ontwikkelingen zien we dat tussen elk tweetal reele getallen
een getal vit @ ligt. We drukken dit uit door te zeggen dat de rationale
getallen dicht liggen op de getallenrechte.

Toch zijn er redle getallen die geen element van Q zijn; /2 is zo'n getal.

Stelling. V2 ¢ Q.

Bewijs. Stel Y2 € Q; dan zou V2 = E-met pe G, gqe G, penq geen gemeen-
schappelijke factor (anders konden we de breuk vereenvoudigen). Nu is

p2 = 2q2, dus p2 even, dus p even dus p2 deelbaar door 4, dus q2 even, dus
q even, tegenspraak. De veronderstelling V2 € @ is dus onjuist en we hebben

bewezen Vi-é Q.
De verzamelingIR is geordend; dit blijkt nl. uit het beeld op de getallen-—
rechte: als a, b € R dan geldt 6f a < b, 6f a = b, 6f b < a.
a = b betekent a < b of a = b.
Van belang zijn de volgende eigenschappen:

als a < b dan is a+c < b+c
als a <benc > 0, dan is ac < be
als a <b enc <0, dan is ac > be

als a <benb <c¢c, dan 15 a < ¢c.
Van ieder reeel getal is gedefinieerd de absolute waarde (of modulus) door:

Ial e { a als a =z 0

-a als a < 0



(We gebruiken := om aan te geven dat de grootheid staande aan de kant van
de dubbele punt gedefinieerd wordt als wat aan de andere zijde van het =
teken staat).
Voorbeelden: |5]| = 5; |-3| = 3;

a~b als a =2 b

[a—bl = :

b-a als a < b .

Op de getallenrechte stelt [a*b| de afstand tussen a en b voor,

Van de vele eigenschappen der modulus noemen we slechts:

-] = a
jasb] < |a] + [b];

la.b| = |a| . |b

Bekende deelverzamelingen van IR zijn ook de zgn. intervallen; we geven een

lijstje van de typen en hun notaties:

{x

| a <x < b} =1 <a,b>
{x | a<x <b}=: [ab>
{x | a<xsb} =t <a,bl
{x | a <x <b}=:[ab]
{x | a <x} =: <g,®>
{x | a <x} =1 [a,=>
{x | x < b} =: <=o,h>
{x | x b} =1 <-»,b].

De eerste 4 van deze intervallen heten begrensd, de andere onbegrensd,
fa,b>, <a,®> en <-»,b> heten open intervallen; [a,b], [a,»> en <-«=,b] heten
gesloten intervallen. Merk op dat de bovenstaande notaties niet betekenen

dat de symbolen = en —» getallen aangeven.

Opgebouwd met de reele getallen is ook de verzameling]JR2 bestaande uit alle
geordende paren van reele getallen. Een paar (= tweetal) heet geordend als
we weten welke de eerste is en welke de tweede, (met de grootte~-ordening in
R heeft dit niets te maken).

Als we het geordende paar bestaande uit x als eerste en y als tweede getal
noteren als (x,y) dan hebben we dus:

2

R := {(x,y) | x ¢ R, y € R},




Uit de analytische meetkunde weten we datﬁR? tevens beschouwd kan worden als

de verzameling van punten in het vlak met twee onderling loodrechte codrdi-

naatassemn.

Analoog gebruiken weiR; voor de verzameling van alle geordende drietallen
van reele getallen:IR3 = {(x,v,2) I Xx eR, yelR, z EIR}.IR3 kunnen we be-
beschouwen als de verzameling van punten in de ruimte. Het is gebruikelijk
de drie onderling loodrechte coordinaatassen zo te kiezen als in onderstaan-

de figuur is aangegeven,
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1.3 Afstand. X

Een verzameling met zijn elementen zomder meer is nog geen geschikt object
voor wiskundige beschouwingen. Willen we met vrucht wiskundige gedachten
kunnen zanwenden, dan moet er een of ander verband tussen de elementen be-
staan. Een van de wiskundig meest interessante manieren waarop een derge-
1lijk verband tussen de elementen van een verzameling gelegd kan worden is
door het geven van een zgn. "afstand" tussen elk tweetal elementen. De voor-
beelden waar we in eerste instantie mee zullen werken zijn afstanden in R,
R? enIR3; in de geest van de moderne wiskunde zullen we echter de definitie

algemeen geven.

Definitie. Laat V een verzameling zijn. We zeggen dat in V een afstand
gedefinieerd is, indien aan elk tweetal elementen p en q uit V een ge-
tal d(p,q) is toegevoegd, waarbij deze toevoeging de volgende eigen-

schappen heeft:




(al) d(p,p) = 0;

(a2) d(p,q) > 0 als p # q;

(a3) d(p,q) = d(q,p)

(a4) d(p,q) < d(p,r) + d(r,q) (driehoeksongelijkheid).

Het getal d(p,q) heet de afstand van p tot q. Een verzameling waarin een af-

We bekijken enkele voorbeelden:
1. Als we in R de afstand van x tot y nemen |x—y] =: d(x,y) wordt IR tot een
metrische ruimte.

2. InR%is a((x;,v4)> (xz.yz)) = /(x]'*:':z)2 + (y]—yz)2 een afstand, (Denk aan

de stelling van Pythagoras). De afstand van twee punten is de lengte van

het verbindingslijnstuk.

3. Evenzo inIR3 : d((xl’yl’zl)’ (xz,yz,zz)) 1= /(xl—xz)2 + (y]-yz)2 + (zl—zz)z.
4, Het volgende voorbeeld is niet van veel theoretisch belang; het kan ech-
ter dienen om ons duidelijk te maken dat het begrip metrische ruimte veel
meer omvat dan de gebruikelijke voorbeelden 1,2 en 3. We denken aan een
stad gebouwd op een groot aantal eilandjes, onderling verbonden door brug-
gen. Als elementen van onze verzameling S nemen we de eilandjes waar de
stad op gebouwd is. Als afstand tussen twee elementen van 5, dus tussen
twee eilandjes, nemen we het kleinste aantal bruggen dat men passeren
moet om van het ene eilandje naar het andere te komen. (We nemen aan dat
op de bruggen tweerichtingsverkeer mogelijk is, anders komt a3 in gevaar).

Merk op dat in dit voorbeeld de afstand tussen twee elementen steeds een

geheel getal is.

In metrische ruimten kunnen we nu de "nabijheidsstructuur" (de wiskundige
term is "topologie"), bestuderen, daarvoor dienmen we nog wel enige begrip-

pen in te voeren.

Definitie. We beschouwen een metrische ruimte V, waarin we de afstand

voorstellen door d(p,q). Laat § een positief getal zijn. De open bol

met middelpunt p en straal §, notatie B(p,§), is gedefinieerd door:
B(p,8) := {x | x e V, d(p,x) < &},

in worden: B{p,5) is de verzameling van alle punten waarvan de afstand

tot p kleiner dan § is.
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Voorbeelden: In R is B(a,8) = <a-8,a+6>; iedere open bol inR is dus een

-open interval; omgekeerd is ieder open interval een verzameling die we nu
.open bol gencemd hebben, nl. <a,b> = B(4 (a+b), %Ib-a!). InIR2 met de afstand
.uit voorbeeld 2 geldt dat B{((a,b),d8) is de cirkelschiif zonder rand met mid-
.delpunt (a,b) en straal &.

In B;'met de afstand uit voorbeeld 3 (-~ aan dit voorbeeld is de naam open

bol ontleend -) is B{(a,b,c),d) de volle bol zonder rand met middelpunt

(a,b,c) 'en straal §.

Laat p een eilandje ¢ S uit voorbeeld 4 zijn. We hebben dan dat B{(p,}) =
= B(p,1) = {p}. Terwiil B(p,14) = B(p,7/4) = B(p,2) de verzameling is be-
staande uit p en alle eilandjes die direct, d.w.z. met gén brug, met p ver-—

bonden zijn.

‘Het bewijs van de volgende twee belangrijke eigenschappen van open bollen

in een metrische ruimte is zo eenvoudig dat we het niet zullen uitschrijven:

Eigenschappen:

1. Als 61 < 62 dan is B(P,GI) c B(p,Gz)

2. Als p # q dan zijn er bollen B(p,él) en B(q,$,) zodat
B(p,8,) n B(q,8,) = #.

In het bewijs van 2 kunnen we nemen 61 =8, = id(p,q).

We kunnen nu komen tot het uiterst belangrijke begrip open verzameling.

Definitie. Een verzameling ¢ in een metrische ruimte heet open indien
er voor elke p ¢ U een open bol met p als middelpunt, B(p,8), is zodat
B(p,8) < 0.

Is O open en is q € ¢ dan heet 0 een omgeving van q.

Stelling. Tedere open bol is open.
(Dankzij deze stelling zijn we niet in terminologische moeilijkheden

hoewel we het woord open op verschillende wijzen geintroduceerd hebben).

&



Bewijs. Laat q € B(p,8). We moeten laten zien dat er een open bol
met middelpunt ¢ bestaat die geheel binmen B(p,s) ligt. Nu
is d(p,q) < 8, en dus is 8, = s—d(p,q) > O.
B(q,él) ligt nu geheel binnen B(p,§), is nl. r een willekeu-
rig element uit B(q,dl) dan is d(r,p) = d(r,q) +
+ d{g,p) < 61"+ d(p,q) = &; derhalve r ¢ B(p,8) en
B(q,8,) < B(p,9).

Voorbeelden. In]R2 (voorbeeld 2) is de ring {(x,y) [ 1 < x2+y2 < 4} een open
verzameling. In S (voorbeeld 4) is iedere deelverzameling een open verzame-

ling. InIR is het complement van een gesloten interval een open verzameling.

De belangrijkste eigenschappen van open verzamelingen worden uitgedrukt in

de volgende stelling.
Stelling. Laat V een metrische ruimte zijn. Dan geldt:

(1) V is een open verzameling, @ is eveneens open.

(2) De doorsnede van twee open verzamelingen is open.

(3) De vereniging van een willekeurige collectie open verzamelingen is
open.

(4) Twee verschillende punten hebben disjuncte omgevingen,

De bewijzen zijn niet moeilijk; we volstaan met enkele opmerkingen. Ad(2).
Als a € An B en B(a,Gl) c A, B(a,Gz) c Ben § = mih{Gl,ﬁz}, dan is

B(a,8) < A n B.

Ad(3). Als a element is van de vereniging van een collectie open verzamelin-
gen, dan is a zeker element van een open verzameling uit die collectie; er
is dan een B(a,8) die geheel binnen die oéen verzameling ligt, deze B(a,§)

is dan ook zeker deelverzameling van de vereniging.

~ Opmerking. Uit bewering (2) van bovenstaande stelling volgt dat ook de door-

snede van 3 of 4 of eindig veel open verzamelingen open is. De doorsnede
van een willekeurige collectie open verzamelingen hoeft echter niet open te
zijn. Laten we als voorbeeld bekijken de collectie open intervallen in R

1

<= o + %> voor n = 1,2,3,... . De doorsnede van deze collectie is {0} en

deze verzameling is niet open.
Opmerking. We besluiten deze paragraaf over afstanden met vast te stellen
dat we soms bij verschillende afstandsbegrippen toch dezelfde open verzame-

lingen kunnen hebben. We bestuderen dit aan de hand van een voorbeeld.




.—lo-.

In]R2 voeren we verschillende afstanden in:

@ 4y, Gy = M e gy
B Gy, Gy = maxdln gl 1y,,l)

Open bollen t.o.v. deze drie afstanden (verifieer dat in alle drie gevallen
aan (al) t/m (a4) voldaan is) geven we aan met Bl((x,y),é), Bz((x,y),é),
B, ((x,¥),8).

In de onderstaande figuur staat B]((0,0),]), Bz((0,0),I), B3((0,0),1).

‘é " ‘e’
AR SREVANN
N N2

Dit illustreert nog eens dat de drie afstanden verschillend zijn. Toch zijn

—am- X

met elke soort open bollen precies dezelfde deelverzamelingen van B open,
Dit komt omdat elke open bol van de ene soort een open bol van de andere
soort bevat en tevens zelf bevat is in een bol van de andere soort.

Zoals in onderstaande figuur geillustreerd is geldt:

B3(P,5) c BI(P,G) c B2(P,6) < B3(P,26) c Bl(P,26) = BZ(P,26).

Men beredemere zorgvuldig dat we ten op-

zichte van elke afstand dezelfde open ver-

//,' zamelingen aantreffen. Bovenstaande scha-
keling van open bollen laat ons zien dat
\\\‘ _,// _elke open bol ook ten opzichte van de an-

dere afstanden een open verzameling is.

1.4 Afbeeldingen.

Het fundamentele begrip afbeelding is een generalisatie van het functiebe-

grip.
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Definitie. Laat A en B verzamelingen zijn. We zeggen dat F een afbeel-
ding van A in B is - notatie: F: A » B - indien F een voorschrift is
volgens het welk aan elk element van A precies &én element van B wordt

toegevoegd.

Is b(e B) het element dat aan a(e A) wérdt toegevoegd dan schrijven we

b = F(a); we noemen b het beeld van a.

Merk op dat het begrip voorschrift veel ruimer is dan formule of tabel o.i.d.
We geven slechts een enkel voorbeeld. Laat N de verzameling zijn van de in-

woners van Nederland; G de verzameling van de gemeenten in Nederland.

Nu zijn

f: N+ G gedéfinieerd door: £(n) := de gemeente van inwoning van n,
en

h: G ~ N gedefinieerd door: h(g) := de burgemeester van g,
afbeeldingen.

Nog enkele begrippen. Zij F: A+ B. Is AO c A dan heet de deelverzameling
van B bestaande uit alle beelden van een element uit AO het beeld van AO;
notatie F(AO).

Is b € B of B, ¢ B dan heten de deelverzamelingen van A:

0
F (b) := {x | F(x) = blen

F+(B0) s= {x | F(x) « By}

het volledig origineel van b resp. BO.

Laat in ons voorbeeld M zijn de verzameling van alle nederlandse ingezetenen
die miljonair zijn: M © N; en laat Z zijn de verzameling van de gemeenten

in de provincie Zeeland; Z < G, dan is:

f(M): de verzameling der gemeenten die een miljonair als ingezetene hebben.

f*(Eindhoven): de verzameling van de inwoners van Eindhoven.

f#(z): de verzameling van de inwoners van Zeeland.

h(G): de verzameling van alle burgemeesters.

s ad .. P - .
h (M): de verzameling van de gemeenten waarvan de burgemeester miljonair is.
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Samengestelde afbeeldingen. Laat A;B, en C verzamelingen zijn F: A + B,

G: B * C dan is G°F een afbeelding van A in C gedefinieerd door

GeF(a) := G(F(a})). G°F heet de samengestelde afbeelding van G en F.

Fla)

A

(G ° F)(a) 1= G(F(a)) G(F(a))

In_ons voorbeeld: h ° £{(n) de burgemeester van de woonplaats van n.

f ° h(g)

1}

de gemeente waarvan de burgemeester van g inwo-

ner is.

Definitie: F : A * B heet een afbeelding van A op B indien elk element
van B als beeld van een element van A optreedt, dus indien B = F(A).
F: A > B heet &&n~8énduidig indien verschillende elementen van A ook
verschillende beelden hebben; dus indien ieder element van B beeld is

-

van hoogstens €én element van A.

F
—
A B
F: A+B is geen afbeelding op B F: A»B is niet 88n—-éénduidig

In ons voorbeeld geldt: f is een afbeelding van N op G; f is niet &&n-&&n-
duidig., h is geen afbeelding van G op N, h is wel één-&énduidig. h ° f is

niet &én-&2nduidig en niet op. £ ° h is zowel &n~éénduidig als op.

Y

Als een afbeelding F: A + B &&n-éénduidig
X (x,xzj

en op is, dan is het voorschrift:"zoek bij
b het element a waarvoor b = F(a)", een
afbeelding van B in A die de inverse van
F heet.

Voorbeeld. De afbeelding f(x) := x2 is
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een 8én-&énduidige afbeelding van de positieve getallen op de positieve ge-

tallen. De inverse is g(y) = vy.

V=x2

y=¥x

(1)

Als het over functies ( R -~ R afbeeldingen) en hun inverse gaat realisere

men zich dat de grafiek £ uit die van f ontstaat door spiegeling aan de

lijn ¥ = x.

Y=10%

v="2L0G x
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Hoofdstuk 2. De grondbegrippen van de analyse.

2.1 Limieten.

Met behulp van het afstandsbegrip uit &1.3 kunnen we nu een preciese inhoud
geven aan het begrip: "naderen tot". We moeten hierbij steeds in het oog
houden dat we om te beschrijven_hoe de "nabijheidsstructuur” rond een punt
in een metrische ruimte er uit ziet, alle omgevingen van dat punt in de be-
schouwing moeten betrekken. We zullen het begrip ''naderen tot" bestuderen

in drie verschillende maar zeer verwante situaties.

2.1.1 Rijen punten in een metrische ruimte.

We bestuderen cneindige rijen punten bl,pz,p3,... in een metrische ruimte R
(de afstand heet d). Het is niet uitgesloten dat onder PysPysees eenzelfde
punt met verschillende namen voorkomt; het is zelfs niet uitgesloten dat

Py =Py = .;. . We geven eerst een preciese inhoud aan het begrip op den
duur (afgekort o.d.d.): we zeggen nl. dat de punten P sPosers op den duur

een of andere eigenschap hebben indien slechts eindig veel punten die eigen-

schap missen.

Omdat er onder die eindig veel uitzonderingspunten &&n is dat het grootste
rangnummer heeft kunnen we ook zeggen: "pl,pz,... hebben op den duur de
eigenschap A" betekent: "er is een index N zodat voor elke n die groter dan

N is P, de eigenschap A heeft.

Voorbeelden. (alle rijen zijm rijen in R met de gewone afstand). Voor

p, := 100-3n geldt p_ < 0 o.d.d. omdat voor elke n > 33 geldt
p = 100-3n < 100-3.34 = -2,
Voor P, = %-geldt P, € < -8, 8 > 0.d.d4, voor elk getal 6 > 0,

Het 1s niet waar dat P, T (-l)n > (0 o.d.d.

‘Definitie. Zij p € R en p],pz,... een rij wvan punten uit R. We zeggen

dat de rij p ,pz,....nadert tot p indien voor elke omgeving U: van p

1 .
geldt dat p_ o.d.d. in & ligt.

Andere zegswijzen en notaties die hetzelfde betekenen: P, nadert tot p
(als n nadert naar oneindig); p, > P (n + «); de rij P, nadert tot p;

lim p_ = p; p is de limiet van P, als n + =,
n -+ «
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Voorbeelden:

. 1
lim —= 0.
n+wl

. 1 . ‘s .
lim — = 0; om dit laatste te bewijzen moeten we laten zien dat voor een

n-> w2 :
willekeurige omgeving van 0 in R geldt dat l; o.d.d. in die omgeving ligt;
2
omdat iedere omgeving een open bol (= interval) bevat is het -echter voldoen-

de om te laten zien dat voor een willekeurige § > 0 geldt. lE'< 8 o. d. d..
10

dit nu is het geval als 2% > 1/6, en dus indien n > -130 Ho :
log 2

Voor een rij in de metrische ruimte § der eilandjes (zie §1.3) geldt P, > P

dan en slechts dan indien P, =P o.d.d., immers {p} is een omgeving van p.

We legden in onze voorbeelden een sterke voorkeur voor R aan de dag, Dit
wordt gemotiveerd door de volgende eigenschap:

De rij P in R nadert tot p dan en glechts dan indien d(pn,p) nadert tot 0
in R. '
s %3 %3... is dus con-
vergent, De rij (--l)n is niet convergent (merk bijv. op dat er geen enkel

Een rij die een limiet heeft, heet convergent. De rij 1
interval met lengte 1 is waar (-1" in ligt o.d.d.).

2,1.2. lim £(x) =

X > a
Laat P, * p een convergente rij punten zijn. Laat f: R - R" een afbeelding
zijn van R in een andere metrische ruimte. We kunnen nu vragen of de rij
f(p )} convergeert.
Nu betekent f(p ) * L dat voor elke omgeving 0 van L in R" geldt dat
f(p ) o.d.d, 1n G* ligt, Hieraan nu is voldaan indien er bij elke omgeving

*
¢ van L in R te vinden is een omgeving 0" van p in R met de eigenschap: als

P, € @ dan f(pn) e 0.

P, P, |

. @ f(p,) @

. .
Yaen? "eaeet

Dit geeft ons nu in handen hoe een algemener limietbegrip te definieren:
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Definitie: Zij V ¢ R; £: V > R”; zij a e R zodanig dat elke omgeving

. *
van a punten van V bevat. Zij L € R . We zeggen:

lim £(x) = L (of "f(x) » L als x » a")
X 7 a
indien er bij iedere omgeving U* van L in R” een omgeving @ van a in

R bestaat zodat f(x) « U* voor elke i uit 0'n V met x # a.

*
Voorbeelden. We nemen R = R =1R.

2

lim x° = 4;

x* 2

lim Yx = 0, om in herinnering te houden dat de functie

<+ 0 . .

x alleen gedefinieerd is als x 2 0 schrijven we ook wel lim vx = 0. In
x +v 0

het algemeen betekent lim  £(x), resp. lim f(x) dat we spreken over de

x ¥+ a x t a
functie f gedefinieerd op zijn oorspronkelijke definitieverzameling doorsne-

den met [a,=> resp. <-=,al,

lim (1 +—) = 2.
x+3 X

Eigenschap: Als R = R" =R kunnen we zeggen: lim f(x) = L dan en slechts
: X ™ oa
dan indien er bij elke € > 0 bestaat een & > 0 =zddat |f(x) - L| < £ yoor

alle x waarvoor 0 < |x-a| < & en waarveor f gedefinieerd is. Zie figuur,

Y
[
4 |
| |
[.l l
| .
| ' X
| ja+d
4+
Nog twee voorbeelden: - Yy = x3
lim x3 = 33, want:
X+ a ) ) i |

1@ - 8] = el [vaxra?) < Jaeal Gelal[x]va?) < 7a%x-al w
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als we alvast |x| < 2|a| nemen; (dit argument werkt niet als a = Ol).
Ander bewijs: lim % = a en de onderstaande stelling, '
x> a

lim sin-L bestaat niet.
x+ 0

Y

Bij het berekenen van limieten van reeelwaardige functies maken we vaak met

vrucht gebruik van de volgende stelling:

Stelling. Als lim f(x) = L, lim g(x) = M, dan is

X <+ a X * a
lim (£(x)+g(x)) = L+M, lim £(x)g(x) = IM, lim féx) = %
X > a : X+ a X ra
mits L # 0.

2.1.3, 1lim £(x) = L en lim f(x) = =,
X -+ @® XxX+a

In deze paragraaf is steeds R = R* = R.

We kunnen het limietbegrip nog verder uitbreiden door ook te zeggen wat het
betekent dat iets naar +» of -« nadert. Dit doen we door de formele afspraak:
Een omgeving van +» is een open verzameling die een interval <a,«> bevat;

een omgeving van —» is een open verzameling die een interval <-«,b> bevat.

De verdere definities zijn nu vanzelfsprekend. We geven voorbeelden (zie

figuur)
. 1 . 1 . 1 . 1
tim -=0, 1lim ==», 1lm —= ==, 1lim -~ =0,
x> o X x4 0% xt0%* X + =
lim - bestaat niet!
x+0
lim lologut- -= (omdat de 1Ol_ongoor x £ 0 niet gedefinieerd is hoeven we
x>0 '

x niet x + 0 te schrijven).

lim lologx'm

X > @

1im 105 =0 1im 10* = =,
K > =~ X+ w




-

y = lOlﬂg X 10

g
[}

2.1.4. Insluitstellini.

De onderstaande stelling geldt voor alle drie de limietbegrippen mits

R* =R. We formuleren en bewijzen hem voor het tweede.

Stelling. Zij iiz . fl(x) = I,

en

lim fz(x) = L,
X+ a

terwijl in een omgeving ¢ van a geldt voor x # a dat
£,(x) s h(x) < £,(x).
Dan is

lim h(x) = L.
X+ a

Bewijs. Zij & een omgeving van L; zonder beperking mogen we aannemen dat

¢ = < L-e, L*e > voor zekere ¢ > 0. Nu zijn er omgevingen 0] en Ué van a

zodat voor alle in aanmerking komende x, x ¥ a geldt:
als x € Cfl dan is |fl‘(x) - L] <¢;

als x € 0’2 dan is Ifz(x) - L‘ < E.
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Als nu x € U] n Ué n 0 (wat nog steeds een omgeving van a is) en x # a dan

is: Ih(x) -’L| < ¢ (zie figuurtje) -

R ;"—E L I"' L L+E
£,(x) s fz(X)
h(x)
Voorbeeld:
lim 222X = 0 omdat - 1—5 Sl X . l—.
% > @ X X x

Voorbeeld (zeer belangrijk!)

. sin x
lim —=1.

x
x *+ 0

Bewijs. Door vergelijking van de oppervlakten van (zie figuur) AOAB, sector
OAB en AOBC vinden we voor 0 < x < %‘(x witgedrukt in radialen) de ongelijk-

heid: sin x < x < tan. x .

Hieruit volgt:

X f
<

1 € — =
sln X cos X

welke ongelijkheid ook geldt voor
- %;< x < 0.

Tevens zien we dat |sin x| < |x| (dit laatste is zelfs goed voor alle
reéle x!).

We hebben dus in een omgeving van O dat:

sin X
cos X < ——E—— < 1.
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Nu is 1im 1 = 1 en het bewijs is voltooid als we hebben laten zien dat
x>0

lim «cos X = 1.

x + 0
Y| Y,
1
R 5%/
- ”//,
X
Nu is |cos x = 1] = |cos x - cos 0] = |2 sin % {x+0) sin %—(x-0)|=
= 2(sin l-x)z £ 1 xz. Daar 0 < |cos x - II £ laxz en lim l-x2 =0 is
2 2 2 2
x + 0
lim Icos x - 1] =0, en dus lim cos x = i.
x+ 0 x-+0

2.2. Continuiteit.

Definitie. Een functie f: V » Rt waarbij V c R en R, zowel als R* me-
trische ruimten zijn, heet continu in een punt a ¢ V indien er bij elke

omgeving ¢* van f(a) in R* een omgeving O van a in R bestaat zddat:

£(0n V) c 0.

Ruw gesproken kunnen we dus zéggen dat f in a continu is als alle
waarden van f in een geschikt gekozen omgeving van a dicht bij f(a)

komen te liggen.

Als elke omgeving van a ook van & verschillende punten vam V bevat,

betekent contimuiteit in a dat:

lim £(x) = f(a).
X+ a

Deze formulering spreekt dus impliciet uit dat f(a) gedefinieerd is en

dat lim f(x) bestaat,
X >+ a



Definitie. Een functie f heet continu op V indien f continu is in elk
punt van V,

Voor een afbeelding f: R - R” betekent continuiteit dus dat voor iedere
open verzameling ¢ in R" de verzameling f+(0*) open in R is.

Voor de functies met waarden in R betekent continuiteit in x = a dat er
bij elke € > 0 een omgeving van a bestaat zédat voor alle x uit die

omgeving waarvoor f(x) gedefinieerd is geldt:
|£(x) -~ £(a)] < e,

Voor functies gedefinieerd inMR en met waarden in R betekent continuiteit
dat we de grafiek kunnen tekenen als een doorlopende kromme zonder gaten en
sprongen.

Later {(blz. 69) zullen we nog nauwkeurig continuiteit van functies in
B? en]R3 moeten bestuderen. We volstaan thans met enkele voorbeelden van

reele functies inIR.

. 2 3 . .. . o
De functies: y = x, x , X , sin x, COs X zi]jn continu voor alle reele x,

% is niet continu in x = 0 (niet eens gedefinieerd)
Y
Xx als 0 s x <1
f(x) :=
0als 1 < x <2
is niet continu in x = 17

We bewijzen als voorbeeld dat sin x continu is. Daartoe moeten we laten zien

dat voor iedere reéle a geldt

lim sin x = sin a.
X > a

Nu is echter |sin x - sin a] = 2|sin %-(x—a)l |cos % (x+a)| < |x-a|, zodat

sin x - sin a| < ¢ is indien |x-a] < ¢ is.
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Veel van de functies die we gebruiken voor de beschrijving van technische
processen zijn continu, maar niet alle.

_Discontinuiteiten treden vaak op bij beschrijvingen van gebeurtenissen waar-
in een drempelwaarde optreedt of waarbij verschillende media aan elkaar

grenzen.

2.3. Differentieerbaarheid.

2.3.1. Het begrip afgeleide.

We zullen thans een van de belangrijkste begrippen uit de wiskundige analyse
leren kennen: de afgeleide. Het zal blijken dat deze afgeleide een limiet
is van de soort besproken in 2.1.2.

Allereerst enkele voorbeelden.

Uit de mechanica. Als een deeltje beweegt langs een baan en de afgelegde

weglengte gegeven wordt als functie van de tijd door £(t) dan is de weg-

lengte afgelegd tussen de tijdstippen ty en t0+h (we nemen h > 0) gelijk

aan-:

f(t0+h) - f(to).
De gemiddelde snelheid over het tijdvak [to,t0+h] is nu

f(t0+h) - f(to)
T .

Merk op dat we f(t0+h) - f(to) moeten uitdrukken in eenheden van lengte, h
in eenheden van tijd. De zorg voor de keuze van zulke eenheden, is de taak
v..1 de beoefenaars van het vakgebied i.c. de natuurkunde en niet van de

riskunde. Wij zullen onze aandacht slechts richten op getalwaarden en niet

op het gekozen stelsel van eenheden.
Men definieert nu de snelheid ten tijde ty als:
+ —
f(t0 h) f(to)

lim .
h-+0 h

Dit is een grootheid die van het grootste belang is voor een wiskundige
beschrijving van het proces: de beweging van het deeltje. Het is een theo-
retische grootheid; wat gemeten kan worden is alleen een gemiddelde snel-

heid!
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Bevolkingstoename. In dit voorbeeld zullen we wederom een limiet van een ge-~

middelde beschouwen.
Laat y(t) de bevolking van een land op tijdstip t voorstellen, dan is de ge-

middelde bevolkingstoename over het tijdsinterval [t,,t.+h] gelijk aan:

0’70

Y(t0+h) - y(to)
o .

We definieren de toename ten tijde ty door:

y(t +h) = y(t )
0 = o .. y'(to).

lim
h -+ 0
Een goede beschrijving van een bevolkingsgroei wordt gegeven door de aan-

name dat de toename ten tijde t_ dus y'(to) evenredig is met de bevolkings-

0
grootte ten tijde ty dus:
y'(ty)
———— = k, k een constante onafhankelijk van t_.
y(ty) 0

Indien deze evenredigheidsconstante bekend is (bijv. doordat k berekend is
uit het gemeten gedrag van de functie y(t) tussen de jaren 1950 en 1970)

dan stelt de vergelijking:

y'(t) = k y(t)

ons in staat de waarde van y{(t) voor de verre toekomst te berekenen (mits
zich geen wijzigingen in het sociale patroon zullenvoordoendie de aanname dat
k onafhankelijk van de tijd is op losse schroeven zetten). Wij zullen spoe-
dig onze kennis zover uitgebreid hebben dat we dit probleem kunnen aanpak-

ken.

Soortelijke . warmte., Als Q(T) de warmte is, nodig om een eenheid wvan massa

van een zeker materiaal wvan temperatuur 0 op temperatuur T te brengen, dan

is de warmte nodig om de temperatuur van T, op T.+h te brengen:

0 1]
Q(To+h) - Q(TO). De limiet van de gemiddelde benodigde warmte:

QT *h) - Q(Ty)
h

lim
h~-+0

soortelijke warmte bij temperatuur TO.




e
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Definitie. Laat f gedefinieerd en reeelwaardig zijn in een omgeving

van a € IR.

De functie heet differentieerbaar in x = a indien

lim f(a+h)h— f(a)

h+0

bestaat. Deze limiet heet de afgeleide van f in a; notatie f'(a).
Indien de afgeleide bestaat in elk punt van een verzameling V dan heet
f differentieerbaar in V; de afgeleide £'(x) is dan een functie gede-

finieerd op V.

De afgeleide heeft een heel belangrijke meetkundige interpretatie: f£'(a) is
de richtingscoéfficient van de raaklijn in het punt (a,f(a)) aan de grafiek

van de functie £.

Z2ij h > 0. P = (a,f(a)), Q = (a+h,f(a+h)), R = (ath,f(a))

f(a+h) - f(a)
h

= tan a(h)

h < 0. ESE:E%:ELEL = tan o(h)
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"f is differentieerbaar in x = a" is dus gelijkwaardig met: de grafiek van

f heeft een niet-verticale raaklijn

in (a,f(a)).

De volgende stelling geeft ons een handzamere karakterisering van de afge-

leide

Stelling. Zij f(x) gedefinieerd in een omgeving van a. f is dan en

slechts dan differentieerbaar in x = a indien er bestaat een getal A

en een functie e(h) gedefinieerd voor h # 0 zddat:

f(a+h) - f(a) = Ah + h e(h)

en

lim e(h) = 0.
h~0

Er geldt: A = £'(a).

Bewijs (i) Laat f differentieerbaar

e(h) : m

dan geldt 1im e(h) = 0, zodat aan
h-+20
is.

(ii). Als aan de voorwaarden van de

lim f(a+h)h- f{a) = lim
h=-20 h -

zodat f differentieerbaar is in x =

= f(at+h) - f(a) - £t

in x = a2 zijn. Definieer

(a)

de voorwaarden van de stelling voldaan

stelling voldaan is geldt:

(A + e(h)) = A,
0

a met afgeleide A.

Intuitief drukt deze stelling uit dat differentieerbaarheid betekent dat f(x)

in eerste benadering een lineaire functie is:

f(a) + (x=a) f'(a) =~ f(x).

Gevolg. Als f differentieerbaar is in x = a, is f continu in x

Towijg. lim £(x) = lim (f(a) + (x=a) £'(a) + (x-a) =(x-a))

X+ a X+ a

1]

a.

f(a).

heeld, £(x) = |x| is in x = 0 wel continu maar niet differentieerbaar.
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-

Men bekijke de volgende figuren die illustreren dat x sin l-wel continu

maar niet differentieerbaar is in x = 0 en dat x2 Sin-l continu en differen-
X

tieerbaar is in x = 0. (We zagen reeds dat sin l-niet continu is in x = 0.)
x L]

Y
N ’ (e

“/‘\i _
S0
;;;‘_:1 —_
x¥

2.3.2. De techniek van het differentiéren.

We bespreken in deze paragraaf twee reeksen stellingen die ons in staat
zullen stellen van vele functies de afgeleiden te berekenen. De eerste reeks

leert ons hoe de afgeleide te berekenen van, sommen, producten, quotiénten,
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samengestelden en inversen van differentieerbare functies; deze formules
heten de regels van Leibniz {(1646-1716). In de tweede reeks staan de afge-

leiden van een aantal bekende functies.

Regels van Leibniz.

1. Als f(x) en g(x) differentieerbaar zijn in x = a, dan is ook f(x)+g(x)
differentieerbaar in x = a met afgeleide f'(a)+g'(a).

Dus (f+g)' = f'+g".

]

Bewijs. f(ath) - f(a) = hf'{a) + hel(h) en el(h) + 0 als h =+ 0

g(a+h) - g(a) hg'(a) + hez(h) en ez(h) -+ 0 als h » 0.

Maar dan ook
E(a+h) + g(ath) = (£(a) + g(a)) = h(£'(a)+g'(a)) + h(e (B) * c,(h))
en

lim (sl(h) + Ez(h)) =0,
h =+ 0

2. Onder dezelfde aannamen als in 1 geldt £{x)g(x) is differentieerbaar in

X = a met afgeleide £'(a)g(a) + f£(a)g'(a). Dus (fg)' = f'g + fg'.

f(ath)g(ath) - f(a)g(a) = h(f'(a)g(a) + g'(a)f(a)) + he(h)
waarbi
e(h) = e ,(h)g(a) + e,(B)f(a) + hf'(a)g'(a) + he (h)g'(a) +
+ hez(h)f'(a) + hei(h)ﬁz(h)
derhalve

lim e{h) = 0.
h~0

Gevolg. (fgh)' = f'gh + fg'h + fgh' enz.

. Als £ differentieerbaar is in x = a en £{a) # 0 dan is ?%ET differentieer-
£'(a)

(f(a))2

aar in x = a met afgeleide: - . Dus

.1 £
='=-=.
£ .2




|
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I [ _ f(a)-f(ath) _ “hE'(a)"he, ()

Bewijs F(atn) f(a) f(ath)f(a)

(£(a))*+hf" ()£ (a)+he | ()£ (a)

en
. —e. (h)

) 1 . . 1 1 £'(a)
lim = 0; dus 1lim = - y = o= e
h > 0 (£(a))*+he' (a)£(a)+he (W)E(a) oo R E@M) - £G) (£(a))?
4. Kettingregel. Zij g(x) differentieerbaar in x = a; g(a) =: b; zij f(x)

differentieerbaar in x = b dan is (f ¢ g)(x) differentieerbaar in x = a
met afgeleide f'(b)g'(a).
Dus (f o g)'(x) = (f' ¢ g@)(x).g'(x).

Bewijs. Z1]

g(a+h)

It

g(a) + hg'(a) + hel(h) El(h) + 0 als h~+0

f(b+k) £(b) + kf'(b) + kzz(k) az(k) + 0 als k ~ 0,

Definieer

k(h) := g(ath) - g(a) dan is lim k(h) = k(0) = 0.
h—=>20 .
Dus k(h) = hg'(a) + hel(h) en
f(g(ath)) - £(g(a)) = £(b+k(h)) - £(b) =

= k(h) £'(b) + k(h) &,(k(h)) =

= hf'(b) g'(a) + he(h)
waarbij

e(h) = ¢, (h) £'(b) + g'(a) £,(k(n)) + € (h) &,(k(h)),
zodat

1im e(h) = 0.
h-=20

5. Is f£(x) differentieerbaar in x = a, £'(a) # 0 en bestaat £ dan geldt
(met b = f(a)): f+(x) is differentieerbaar in x = b met afgeleide
_1
f'Ca) °*

Het bewijs van de differentieerbaarheid van £° laten we achterwege. De
afgeleide bepalen we met de kettingregel uit x = (f+ o £)(x). We vinden
dan 1 = (£)'(b) £'(a). |
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Omdat de grafieken van f en £ uit elkaar ontstaan door spiegeling t.o.v.
de lijn y = x geldt, indien h en k samenhangen via de relatie
k = £(a+h) - £(a) of h = f+(b+k) - f+(b) dat: de hoeken o(h) en B(k) elkaars
complement zijn dus dat
1

tanB(k) = m .
f
b+k
b

De afgeleiden van enkele bekende functies.

6. Als f(x) x> (0 € Q) dan £'(x) = axa_l (we moeten tevens eisen x > 0

indien ¢ < 03 in het volgende hoofdstuk zullen we leren dat deze eigen-

]

schap geldt woor a € JR)

Bewijs:
(i) ¢ = n € N: herhaalde toepassing van 2, (alle x!),
(ii) a = 0: f(x) = 1,£'(x) = 0,
(iii) a=-n,nelN, x# 0: £(x) = ]—n , pas 3 toe,
X
(iv) u=%,nel\1,x>0:f(x)=xlndan
f‘_(x) = x" en (f+)' (b) = nbn-I en dus
} -1 |
f'(a) = ! -1l 1 L b
-1 n a als a =
nb m 1
) Oc=%,m‘5(;,nf=':m,:K:-O:f(x)=xn=(xn)m;pasﬁtoe:
1 1, g
£f1(x) = m(xn)m—]. % x" = %— e
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7. Als f(x) = sin x is f'(x) = cos x.

Bewijs
sin{x+h) - sin x - sin x {cos h -~ 1} + cog x Sin h .
h h h
Fu volgt het gestelde uit:
lim SIE L 1 en lim 595—%—:~i = 0, daar
h-+0 h—=+20
cos h = 1 _ -2(sin jn)? _ _ hysin_{h 2
h h 2 ;h !
8. Als f(x) = cos x is £'(x) = —-sin x.

Bewijs
£(x) = cos x = sin(% = x) dus {wegens 7 en 4)
f'(x) = —cong - x) = -s51in X.
9, {(tan x) = — 1 .
(cos x)
Bewijs:

tan x = Ei%—% en 2,3,7,8.
Door combineren van de regels 1 t/m 9 zijn van zeer veel — ook ingewikkelde
functies ~ de afgeleiden te berekenen. Men moet routine in het bepalen van
afgeleiden verkrijgen door het maken van een niet te klein aantal vraag-
stukken. Zie bijv. de collectie instructievraagstukken.
Helaas is de klasse van functies die we thans kumnen differentieren nog niet
voldoende; zo is er geen bij waarvoor de verhouding van f en f' eenconstante
is (zie 2.3.1). Oock de functies 10* en 1Olog x kunnen we nog niet differen-
tieren. In het volgende hoofdstuk zullen we echter nog enkele functies nader

leren kennen (zie §3.3).
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Hoofdstuk 3. Integraalrekening.

3,1. De bepaalde integraal.

We zullen het begrip bepaalde integraal introduceren aan de hand van een
voorbeeld. Een fabriek loost afvalwater in een meer; in het afvalwater be-
vindt zich een verontreinigende stof. De hoeveelheid geloosd ten tijde t

van deze verontreiniger is £(t). Hoeveel heeft de fabriek in totaal aan af-
valstof geloosd tussen de tijdstippen t = aen t = b, (a < b)?

Het is principeel onmogelijk continu metingen te verrichten. Wat men zal doen
is het tijdsbestek verdelen in een aantal intervallen door keuze van deel-

punten: ty = a < t, < t, < ... <t = b, in ieder tijdsintervalletje &&nmaal

0 1 2
een meting verrichten, en vervolgens aannemen dat de afvallozing over het ge-
hele intervalletje gelijk is aan de ene gemeten waarde. Stel dat de meet-

.. . s < < t. (i= ). .
tijden zijn 51,52,...,En met t. , < Ei t; (i 1, n). Als benadering

van de totale hoeveelheid geloosd vuil zal men dan opgeven:

)y =: ).

Il 1

EE () = £y) + EE)(E, =€) +oouk £E I(_~ ¢ FE (L, - ¢,

1 1i-1

We zullen dit noteren als S(D,RD)(f)enspreken van de Riemann-som van f bij

1 n-1

1

: . = < < < = H e
de verdeling D: a t0 t] cos t b en tussenpunten RD E], ’En

met £, , < E, <t (i=1,..,0). De diameter van D is: §(D) := max (t,-t,_,
i=1,.,n

).

S(D,RD)(f)zal eenbetere benadering worden van de gezochte totale hoeveelheid
afval als we verdelingen beschouwen die fijner en fijner worden, d.w.z.
(D) +~ 0. Als nu "lim S(D,RD)(f)"bestaat onafhankelijk van de gekozen ver-

delingen en tussen%&g%zg dan heet deze limiet de bepaalde integraal van f

/fm

notatie: J f(e)de. Y ‘ I
a ;

|
|
!
|
|
|
[
[
|
|
1
I
I
1
i

[a,bl,
over La, g
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b

Als de integraal J f(t)dt bestaat noemen we f integreerbaar over [a,b].

a
Zonder bewijs merken we op dat als f continu is op [a,b] de integraal he-

staat. Bovendien vermelden we dat iedere integreerbare functie begrensd is,
d.w.z. dat er een getal M bestaat zodat lf(t)l £ M voor alle t € {a,b]. Als
numerieke benadering van de integraal kunnen we steeds een Riemann-som ne-
men. In het figuurtje zien we dat (f(t) is hier > 0) de Riemann-som een
' b
som van oppervlakten van een aantal rechthoekjes is, zodat we j f(t)dt
a
de "oppervlakte" tussen de t-as, de grafiek van f(t) en de lijnen t = a en
b
t = b kunnen noemen. Is £(t) £ 0 op La,b] dan is J f(t)dt juist het tegen-—
a b
gestelde van deze oppervlakte: In het hier getekende geval is J f{t)dt =
a
= Qi - Q2 waarin O] en Q2 de oppervlakten van de beide gearceerde vlakdelen

zijn.

We noemen nog een tweetal voorbeelden: De kracht werkend op een punt vari-

eert met de afgelegde rechte weg: K = K(s). Dan is de arbeid, verricht bij

de beweging van A naar B:

8
J K(s)ds.

%A
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Het volume verkregen door wenteling van de grafiek van f(x) om de x-as is

b
J r(EGx)) 2ax.

a

b

We zullen nu berekenen: J tdct.

a

a b

Verdeel [a,b] in n gelijke delen. We kunnen nu gemakkelijk de grootste en
kleinste Riemann—som opschrijven en zien dat beide naar dezelfde limiet na-
deren als n * @, Op grond van de insluitstelling is dit dan ook de limiet
voor elke rij Riemann—sommen behorend bij verdelingen van [a,b] in n . gelij-
ke delen. We gebruiken het feit dat we weten dat de integraal bestaat omdat
de functie £(t) = t continu is, en we kiezen onze tussenpunten handig,

d.w.z. in het midden van ieder interval.

(b,b}

{a,a)

{a,0) b,0)

-

BN
[

-

Nu is Ei(ti - ti—l) juist gelijk aan de oppervlakte van het trapezium met
"hoogte" t, - t,_ en middenparallel Ei. Voor elke verdeling D is de Rie-
mann-som met tussenpunten midden tussen de deelpunten dus gelijk aan de op-
servlakte van het trapezium met hoekpunten: (a,0), (b,0), (b,b) en (a,a).

118
b

| J tdt = }(a+b) (b-a) = §b> - ja’.

a
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b

We geven nu bondig een opsomming van een aantal eigenschappen van J f(t)de

a
{we nemen steeds aan dat alle opgeschreven integralen bestaan).
I J f(e)dt = J f(x)dx, ("het doet er niet toe hoe de veranderlijke
a a
heet™).
b a
II J f(t)dt heeft alleen zin als a £ b, n.b. J £(v,dt = 0,
a b a a
We definieren voor b < a: J f(t)dt = -~ J f(t)dt.
a b
b c c
IIL I f(t)de + J f(t)dt = [ f(t)dt voor alle a,b en c.
a b a
b b b
v J (AE(E) + ug(L))dt = A J f(t)dtdeJ g{t)dt (A, constant).
a a a
b b
v Als a £ b en £(t) S g(t) voor alile t ¢ La,b] dan is J f(t)de = J g(t)de.
a a

N.B. dit is alleen goed als a =< b!

VI Voor de functie f{t) = 1 vinden we J dt = b-a.

VIL Door combinatie van IV, V en VI vinden we uit |f(t)| < M voor

t € La,bl dat voor a < b geldt

b
-M(b=-a) < J f(t)dt s M(b~a)

a

en dus
b

| J £(t)dt| < M|b-al

a

welke laatste ongelijkheid ook goed is als b < a.
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In de volgende paragraaf zullen we een methode leren om bepaalde integralen
te berekenen die heel veel eenvoudiger is dan het bepalen van limieten van

Riemann—sommen,

3.2. De hoofdstelling der integraalrekening; onbepaalde integralen.

3.2.1. De hoofdstelling.

Zij £(t) integreerbaar over La,bl, dan is voor x € [a,b] door

X
J f(t)dt

a

o(x)

n

een functie gedefinieerd.

Stelling. U?x) is continu.

Bewijs. Er bestaat een M zodat |£(t)| < M op [a,b] (zie 3.1). Voor een wil-
lekeurige c € [a,b] geldt

X c xX
|gx)-8(c)| = | J £(t)dt - J f(e)ae] = | f £(e)de|  Mlx-cl.

a a c

Dus lim &(x) = H(c).
X *c

Stelling. Als f continu is dan is ¥(x) differentieerbaar met
o (x) = £(x).

_ O(x+h) - O(x)
R h

Bewijs. We definieren €(h) : - f(x), dan is

x+h
z(h) = %— J {(£(t) - £(x))dt. Bij ieder getal € > 0 bestaat er een omge-
X
7 van x zodat |£(t) - f(x)]| < gyvoor elke t in die omgeving. Als we y
. iFlein nemen dat het interval [x-|h|, x+|h|] geheel binnen die omgeving

ligi dan is |e(h)| = T%T e]|h| = ¢, dus lim e(h) = 0.

h~+20
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Hoofdstelling. Als f continu is en F' = f dan is

b
J f(t)dt

F(b) - F(a).

a

"

Bewijs. M (x) = £(x) F'(x). Dus (&-F)'(x) = 0, maar dan is 8-F constant:

het is een continue functie waarvan de raaklijn aan de grafiek overal hori-

zontaal is. (zie 84.1) Derhalve

b
J £(t)dt = d(b) = &(b) - F(a)

a

F(b) - F(a).

™

)

Voorbeeld. J sin tdt. We nemen als F{x)
0

T

-cos x, dan zien we

J sin tdt = [~cos ijzg = {—cos m) — (-cos 0) = 2.
0

3.2.2, De onbepaalde integraal.

zij f een continue functie. We vragen naar {F | F* = £}. Deze verzameling
X
is niet leeg immers o(x) = j f(t)dt is er een element van. Alle paren
a
functies uit deze verzameling hebben een constant verschil; men krijgt uit-

gaande van een element alle andere door optelling van constanten.

Definitie. De onbepaalde integraal (notatie [ f(t)dt) is een functie
met F'(x) = £(x).
..et behulp van de regels 6 t/m 9 uit §2.3,2. ziet men onmiddellijk:

-

o .1 o+1
) xdx = ar] X +C (v € @, o ¢ =1)
,
cos xdx = sin x + C
sin xdx = —cos x + C
dx = tan x + C
] 2
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In al deze voorbeelden is C een of andere constante.
De volgende eigenschappen volgen direct uit de overeenkomende regels van

Leibniz

I J (Af(x) + ug(x))dx = A J f(x)dx + ﬁ J g(x)dx

11 J (E)g' () + £' ()g(x))dx = £(x)g(x) + C

We kunmnen deze formule ook schrijven als

J F(x)g' (x)dx = f(x)g(x) - J f' (x)yg(x)dx

Deze is bekend als de formule der partiéle integratie

111 J £'(g(x))g' (x)dx = £(g(x)) + C

Deze formule is aanleiding tot de methode der substitutie bij het be-

palen van onbepaalde integralen.

| Voorbeelden, (Merk op de handige notaties ontstaan door g'(x)dx als dg(x)

te schrijven.)

A
I J x/:l dx = J (x7/2+x—]/2)dx = J x7/2dx + J x—llzdx = 2/9x9/2+2x1/2 + C.
%3

I1 J x cos 2x dx = %—J x(sin 2x)'dx =: % J_xd sin 2x :=

—l 3 —l 3 —1
=3 X sin 2x > J sin 2x dx

= 1 X sin 2x + 1 cos 2x + C

2 4
IIt J e dx =1 J (xz)' dx =: l—J dx2 = - l‘J (l—xz)‘l/zd(l-xz) =
1-x 2 ;l—x 2 1=-x 2

= = l—x2 + C.
on lette op dat bij substitutie in bepaalde integralen ook de grenzen mee-
+omen moeten worden:
| 3 11
; 2 1 2
- {2t+5)"dt = 3 g dg als g(t) = 2t+5.
! 7
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»

Evenals voor het differentiEren en elke andere wiskundige vaardigheid, geldt
voor integreren dat men de techniek slechts onder de knie kan krijgen door
oefening. Bij het berekenen van onbepaalde integralen komt als plezierige
bijkomstigheid, dat er een steeds werkende meestal tamelijk eenvoudige con-
trblemogelijkheid 1s. Men kan nl. het gevonden resultaat differenti&ren

en moet dan de functie onder de integraal terugvinden,

3.3. Exponentiéle en logarithmische functies.

We kenmen nog geen formulefunctie waarvan de afgeleide gelijk is aan l-.

Een functie met deze afgeleide is natuurlijk

X

L{x) := j -Q%
1

gedefinieerd voor alle x > 0, en daar continu wegens de eerste stelling uit

§3.2. We bestuderen nu deze functie.

—

Een aantal eigenschappen van L(x) zijn nu meteen duidelijk:
L'(x) = i-; L(I) = 0; L{x) > 0 als x > 1, -L(x) < 0 als x < 1,

L{x) is &3n-&énduidig en stijgend, want als.xl < %, dan is L(xl) < L(xz).

De grafiek ziet er in eerste

Y

benadering 2§ uit:

Stelling:

L(ab) = L(a) + L(b).
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ab a ab

‘s dt . . ..
Bewijs. J ~ = J i% + J E% + Nu vinden we door substitutie in de
] 1 a ab b
laatste integraal van az = t dat J Q% = J dz .
z
a 1

Gevolgen, L(an) = nL(a) als n€ N

L(a) + L(éO = L(1) = 0 dus L(a_l) = -L(a)

L(an) = nL{a) als n geheel, 1
Als{z;= o is L(un) = nL(®) en dus %-L(a) = L(an'). Stap voor stap verder
gaand vinden we:

am/n) _m

L{ o L{a)

en tenslotte
L(ar) = rL(a) voor alle r € Q.

Omdat L(2n) = nL(2) en L(x) continu is gaat L(x) > = als x = =, L(1/2n) =

= ~nL(2) dus L(x) > = als x + 0. We zijn nu in staat de grafiek beter te
tekenen., Merk op dat de stijging voor grote X steeds minder wordt omdat de
afgeleide % naar 0 nadert als x <+ », De y-as is een verticale asymptoot.
Omdat de functie L een &én—éénduidige afbeelding is van <0,»> op <w,w> ig
de inverse L* een afbeelding van <-«,»> op <Q,>, We duiden L* voorlopig
aan met E. Dus y = L(x) en x = E(y) zijn gelijkwaardig. De grafiek van E is

nu zo te tekenen

Y=E (X)

e e — — Y=L(X)
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Eigenschappen van E(X):

E(Q) = 1, E'(b) = i'_l(a')" als a = E(b)

dus:

E'(b) = = g =E(b). (op grond van regel 5 van 52.3.2.)

m|...|._.

Hiermede hebben we bewezen dat E'(x) = E(x); E(x) is dus een functie waar-

voor E'(x)/E(x) constant is en wel = 1,

Stelling. E(a) E(B) = E(a+B)

Bewijs: E(a) =: a,E(B) =: b dan is L(ab) = L(a) + L(b) dus ab = E(L(a)+L(bh)) =

= F{a+B).

Gevolg: E(ra)= (E(a))r (r € Q).

Als we definieren: E(1) =: e dan zien we dat E(x) = e™. E(x) is dus een
exponentiele functie. Op grond van het gevolg weten we in eerste instantie
E(x) = e” voor rationale x, maar omdat E(x) continu is en omdat e® continu
is (dit hebben we niet bewezen, we nemen het maar over van de middelbare

school) geldt de relatie E(x) = " voor alle x.

Na de vaststelling dat E(x)} = ex‘volgt dat L{x) = elog x. We noemen loga—
rithmen met grondtal e: natuurlijke logarithmen. Afwijkend van onze vroege-
re gewoonte zullen we van nu af log x := e'log x nemen en andere grondtallen
steeds vermelden.

We hebben:
(ex)' = ex; (log x}' = % .

Voor andere grondtallen volgen de afgeleiden met behulp van de kettingre-

gel en bekende formules:

X _ exloga

a dus (a¥)' = a® log a.

b 1

= log x b . S
log x Tos b dus { log x) % Tog b °
De bepaling van het getal e geschiedt bijv. uit L{e) = 1. (Teken de grafiek
van %-heel nauwkeurig op millimeter papier en tel rechts van één in verti-
cale rijen net zo lang vierkante mm tot je er 100 hebt, zo vindt men een
benadering voor e). Met nauwkeurig rekenen vindt men e = 2,718281828,.. .

We zullen er in 54,2 op terugkomen maar we kunnen nu reeds vaststellen
"(t)

76 = k volgt dat log[y(t)| = kt+C en dus dat y(t) = Dekt waarbij

uit
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D := y(0).
We besluiten dit hoofdstuk met enkele belangrijke limieten,

Nu is

log(x+th) = log x _ 1 h,.
h h log(l + x)’

laten we h -~ 0 dan nadert het linkerlid naar i-(definitie van afgeleidel).

Dus
. 1
lim h

log(1 + By =
h+0 X

1
< -
Vervangen we %-door z dan blijkt dat we hebben:

lim %1og(l + zh) = z.
h o+ 0

We verifieren dat (1) goed is voor alle z € R.

. . w s x .
Gebruikmakend van (1) en de continulteit van e  vinden we:

log(l+zh)
e =1im e D _lim (1ezn) /R,
h> 0 h+0

Specialiserend z = 1 en h beperkend tot 1, % ’ % , .1+ vinden we

lim (1 + 5P = e,
n+eo n

Dit levert een nieuwe mogelijkheid om het getal e te berekenen:

9 b4

s’ =2 0 D == 2,05 (0w pT -5 =2,97,

4 27

(1,001)]000 = 2,718....

(1)

(2)

(3)
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3.4, Oneigenlijke integralen

b )
Behalve J f(x)dx gebruiken we ook vaak J f(x)dx. Per definitie betekent

a a
k _ L
dit lim J f(x)dx. We zeggen dan ook i.p.v. J f(x)dx bestaat, dat de onei-
e
a a

(=]

genlijke integraal J f(x)dx convergeert.

a
Voorbeelden:
o0 k
J%:lim Ji:i{-=1im(1-1!€)=ls
i X o 1 b ke
B k
J ax _ 1im J dx _ lim log k  bestaat niet.
X k> X sl

Terloops vermelden we dat men op analoge wijze te werk gaat als f(x) niet
begrensd mocht zijn op <a,b>.

Een voorbeeld:

1 1
Jezﬂim J X imat -8 = 2.

0 Vx 840 /?5 540
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3.5. Opmerkingen over het berekenen van integralen

3.5.1. Herhaalde partiele integratie

I:= J e®*cos bxdx é J (e®*)'cos bxdx =

1 ax b ax .
=3 e cos bx +‘E e gin bxdx

It

W f—

J := J e®*sin bxdx J (eax)'sin bxdx =

=1 eaxsin bx - E-J eaxcos bxdx .
a a
Dus:
1 ax b _ax 2
I= 2 & cos bx-f—i e sin bx - ) I,
a a
dus
ax e2¥
1= J e cos bxdx = T (a cos bx + b sin bx) + C
a +b
ax 2%
J = J e sin bxdx = o — (a sin bx -~ b cos bx) + C .

3.5.2. Rationale functies

We beperken ons tot noemers die in &&n of twee lineaire factoren te ontbin-

den zijn:

P(x)
J‘GT;T dx,
waarbij P(x) een veelterm is en

Q(x) =x~a of Q(x)=(x-a)(x-1>).
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Deel eerst uit totdat de graad van de teller lager is dan die van de noemer:

P(x) - A
Q(x) Pl(x) * X — a
P(x) Ax + B

Q(x) - PZ(X) * (x=-a)(x-1b °

dx direct te berekenen.

Nu zijn J Pl(x)dx, J Pz(x)dx en J —

Vaoor J Ax + B dx onderscheiden we twee gevallen:

(x - a)(x - b)

1)a=b. J-——A;x_—-t—g—z-dx:Jde+J—B_+—Ai—dx=
(x - a) (

(x - a) x - a)
= A 1og|x - a] ~Btha, c .
X — a

2) a # b. De uitdrukking e ,Az);xB_ B splitsen we nu in zgn. partiele breu-

ken, d.w.z. we proberen p en q te vinden zd dat

Ax + B -
{(x — a)(x - b) x

1
+
Ra]

a x-b"°

Zulke p en q zijn te vinden:

P ,_9 _fp+qx-pb - ag

XxX=-a x-=0> (x - a){x-b) :

dus p en q moeten voldoen aan:

‘{ p+ q
bp + aq
-aA - B _bA+ B )

en deze vergelijkingen zijn oplosbaar (p = -3z 917 F =

A

-B

Veorbeelden:
d d d
Do [ [ el 1 - el 1 v
x" -1
x =1 _ x —- 1
2 [ ? d"“jcsx-l)(xu)d"'
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Stel

x - 1 = p =3
3+ 5x~2 XM x+2

dan moet p{x + 2) + qx - 1/3) = 1/3(x - 1)
= 1
p+ q = 3
% -%3q=-+ p=-2/21, q = 3/7
3 3 * '

Derhalve:

—_ﬁ.l—.d =—£— dx +2 dx =
p) x 21 | x=1/3 71 %+ 2

2 3
= - ET-loglx - l/3| 3 1og|x + 2| + C .,

3.5.3. Integralen met goniometrische functies in de integrand

Voor het berekenen van zulke integralen bestaan talrijke recepten. Men heeft
echter vaak al succes door toepassing van de goniometrische formules.
De volgende serie voorbeelden is van groot belang voor hoofdstuk 12.

Ze berusten op de formules:

cosznx $(1 + cos 2nx)

Sinznx = 4(1 - cos 2nx)

cos nx sin mx = }(sin(n + m)x - sin(n - m)x)

cos nx cos mx = }(cos{n + m)x + cos(n - m)x)

sin nx sin mx = }(cos(n - m)x - cos(n + m)x) .
Toepassing van deze formules lewert:

m

J (cos nx)zdx

i1}

]
3

(n=z1)

T
J (sin nx)2dx

=T

If
=
~
=]

v

1
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T
J cos nx cos mx dx = 0 (nz2l,mz1, m#n)
-7
m
J sin nx sin mx dx = 0 nz2l,m=21,m#% n)
-1
m
J sin nx cos mx dx = 0 mzl,m<t)
-7
3.5,4, De formule van Wallis
Dit is een formule voor:
m/2
I 1= (cos x)m(sin x)ndx

m,n
0
waarbij m en n niet negatieve gehele getallen zijn.
. 2 . 2 .
Door gebruik te maken van (cos x)~ + (sin x)” =1; (cos x)' = - sin x,

(sin x)' = cos x en partiéle integratie bewijst men (ga nal)

I (1) (m-3)(@m-5) ... (n-1)(n-3)(n-5) ... .{WIZ als m en n even zijn
m,n {m+n) (m+n=2) (m*n—4) ... ) 1 anders .

(elk van de drie rijen factoren eindigt met 1 of 2).

Voorbeelden:
T/2
J (cos x)edx=%z_:';'%='§'§'“
0
m/2
| eimola- 2o 3
0
7/2
| (ot 0% (eos fax = ey 2el L 8

0
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Hoofdstuk 4. Terassingen.

4.1. Extrema.

Stelling (geheten middelwaardestelling). Als f differentieerbaar is

op [a,b] (b > a!) dan is er een punt £ in <a,b> zodanig dat:
£(b) - £f(a) = £°() (b - a).

We zullen deze stelling niet bewijzen. Meetkundig drukt hij uit
dat er tussen a en b een punt £ ligt zodat de raaklijn aan de grafiek in
(§,£(&)) evenwijdig is aan de koorde die (a,f(a)) en (b,f(b)) verbindt.

Het is zeer goed mogelijk dat er meerdere punten £ zijn.

gk——-—————— —— -

ot-—————=—=——--

ol - ——
U — — e

Gevolg: Is £'(x) > 0 op het interval [q,R] dan is de functie f daar stij-
gend; is £'(x) < 0 dan is de functie dalend. Is f'(x) = 0 op [a,B], dan is

f(x) constant.

Bewijs. Zij £'(x) > 0, zij X, <%y dan is f(xz) - f(xl) = (xz-xl)f'(g) > 0.

De andere bewijzen zijn analoog.

Definitie. Een functie f£{x) heeft een locaal maximum in ¢ als er een
cmgeving van ¢ besﬁaat zodat £(x) < f£(e) voor alle geoorloofde x uit
die 6mgeving. Analoog voor locale minima. De functie heeft een maxi-
mum in x = ¢ indien £(x) < f(c) voor alle x uit de definitieverzame-
ling van f. In tegenstelling tot locaal maximum spreekt men wel van

globaal maximum,
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We zullen ons in deze paragraaf nagenceg uitsluitend interesseren voor loca-
le maxima en minima (extrema). Zouder bewijs vermelden we de stelling dat
een continue functie op een gesloten en begrensd interval, [a,b], een maxi-

mum en een minimum aanneemt.

Stelling. Als f(x)} differentieerbaar is in een omgeving van c en in ¢

een locaal maximum aanneemt, dan is £'(c) = 0.

Bewijs. Zowel voor h > 0 als h < 0 geldt f(e+h) - £(c) = 0 dus:

fle+th) — £{c) <

o 0 als h > 0O

fleth) - £(c)

<
o 0 als h < 0.

Beide quotiénten naderen als h + 0 resp. h + 0 naar f'(c) dus
f'(c) SQ0en £f'(c) 2 0, dus £'(c) = 0.

Opmerking. Een analoge stelling geldt voor locale minima.

Opmerking. Het is niet waar dat uit £'(c) = 0 volgt dat er in c een maximum

of minimum wordt aamgenomen. f(x) = x3 is een voorbeeld.
Afgeleide = 0 betekent horizontale raak-

lijn en meer niet. De punten waar | 'Y‘
£'(c)=0 zijn dus slechts kanshebbers voor
een extremum en moeten dus nog nader on-

derzocht worden.Tekenwisseling van de af-
geleide is iets waar we het bestaan van

een extremum uit kunnen afleiden. Denk er aan

, — -3
dat ook de rand-punten van een interval

[a,b] steeds kanshebbers voor een extreme
waarde zijn. Het bepalen van de locale

extrema is een machtig hulpmiddel bij het f (XI=X3
tekenen van grafieken. _ .

Wij bespreken in deze paragraaf enmkele

voorbeelden.

Voorbeelden:

1. Bepaal van: alle rechthoeker met een gegeven oppervlakte het exemplaar

met minimale omtrek.
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Laat de oppervlakte a2 zijn; laat de lengte van de ene zijde x zijn
X ¢ <0,=>. De lengte van de andere zijde is dan azlx. De omtrek is

2a2
f(x)=2x+-—x—-

We zien dat £(x) > 0 op <0,w> en dat f{x) + » voor x - «» zowel als voor

x +0

2
£'(x) = 2 - =2

Het is duidelijk dat f'(x) < 0 op <0,a> dus f£(x) dalend terwijl £'(x)} > 0O
op <a,®> dus f£(x) stijgend. Conclusie f heeft een minimum voor x = a;

de rechthoek met minimale omtrek is het vierkant.

2. Bepaal de snelste weg van punt A naar punt B, als gegeven is dat de snel-

heid boven de lijn % die we als x—as nemen, constant c,, onder de x-as

1’
constant c, is. Het is duidelijk dat deze weg bestaat uit twee rechte seg-
menten (waarom?);het komt er dus op aan de ligging van P te vinden. (zie

figuur). We kiezen de y—as zo dat A op de y-as ligt.
A

el X P

"B hy
- B
De lengte wvan AP is Vh2+x2 van PB is het V(a—x)2+hf. De tijd nodig is dus

£ = AZe? + 1 Sa? + 12 .
cl c2 |

De functie f(x) is voor alle x differentieerbaar en positief terwijl

f(x) + = als x + = enn X > -

£ (x) = _1__ X - 1_ . (a-x)

¢ ;E +x Co ;(a—x) +h

1

a na dat £'(x) precies één nulpunt heeft en wel voor de X Waarvoor

1 %o 1 (a=x)

ET ;E +x i E; ;(a—xo) +h
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Op grond van bovenstaande eigenschappen van £ is er voor deze Xg ook een
minimum. Dit betekent dat de minimale tijd bereikt wordt als P zo gele-

gen is dat:

= — (Brekingswet van Snellius).

Een 4m hoog standbeeld staat op een 4,80 m hoog voetstuk. Op welke afstand
moet een man met ooghoogte 1,80m zich plaatsen opdat hij het standbeeld

onder een zo groot mogelijke hoek ziet?

T X

Onder de aannamen aangegeven in de figuur hebben we:

tan B(x) = 2 ; tan(a(x) + B(x)) = L.
Dethalve:
1.3
_ tan{a(x) * g(x)) —tanpg(x) _x x _ _ 4x
tan(a(x)) = 75 tan(g(x) + B(x)) tan B(x) - 2", xz .
2
X

Nu is voor scherpe hoeken de tan een stijgende functie zodat o(x) maxi-

maal is als tan(a(x)) maximaal is. We bepalen daarom het maximum van:

f(x) = hx 5 VOOr X € L0,=>.

21 + x

—hy?
Nu i.S f'(x) =|....§.ﬂ—.....

(21+x2)2
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We zien hieruit dat f stijgend is op [0,v21] en dalend op [v21,«>. Het
maximum treedt op voor x = v21.
De maximale waarde van f is 2 v21. De daarbij behorende waarde van g is

21

de scherpe hoek waarvan de tan gelijk is aan %T v2T.

Met behulp van een logarithme tafel vinden we de volgende benaderingen:
(men voelt wel aan dat zodra de problemen of de getallen iets ingewik-

kelder worden, rekenapparatuur heel plezierig is)
V21 = 4,5826
2. /AT = 0,4364
o 23012°,

Het schetsen van de grafiek van f is niet moeilijk

Aan de uiteinden van een recht traject met lengte d staan lichtbronnen

A en B met intensiteit a resp. b.

s P
I

| |

I i

|

bt % el
d=-x

Op welk punt P van het segment AB is de hoeveelheid licht het minst? We

nemen aan dat de hoeveelheid licht die in P komt van uit een lichtbron

evenredig is met de intensiteit wvan de bron en omgekeerd evenredig met

het kwadraat van de afstand. De hoeveelheid licht uit verschillende bron-

1ten kan worden opgeteld. Als p de evenredigheidsconstante is, komt in P

S

b
f(X)=o-§-2-+p-———-—§
X (d-x)
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We zien dat f(x) + = als x + 0 en als x + d (betekent dit dat de aannamen
niet met de realiteit overeenkomen, als we tegen de lamp lopen?)

-2a 2b

—ld—x)3 3
f'(x):p[3+ 3820((dx)a+bx)

X (d-x)3 x3(d—x)3

Als x van 0 aangroeit tot d stijgt x3 en daalt (d—x)3 dus -a(d-—x)3 + bx3,
dat < 0 is voor x = 0, stijgt van —d3a tot d3b. Er is derhalve precies &&n waar-~

de van x in [0,d] waar f'(x) van teken wisselt en wel indien:

a(d-x)3 = bx3 le.Zt x— = o
Va

Het punt met minimale hoeveelheid licht ligt dus 256 dat

AP
PB

e

4.2, Differentiaalvergelijkingen.

Onder een differentiaalvergelijking verstaat men een vergelijking waarin
behalve de grootheden x en y ook een afgeleide van y voorkomt,

We houden onz thans alleen bezig met de vergelijking
y'(x) = F(x,y(x)).

De vraag is nu: te bepalen welke functies y(x) hieraan voldoen.

Een zeer eenvoudige situatie ontstaat er als F(x,y) = é%%% . Dan kan de

vergelijking worden geschreven als

gly)y' = £(x)

(we zeggen hiervan dat de variabelen gescheiden zijn).

Links van het gelijkteken staat de afgeleide naar % van

J gly(x)) y'(x)dx.

Rechts staat de afgeleide van J f(x)dx.

Dus behoudens een constante is

J g(y(x))y' (x)dx = J £ (x)dx.

Als G(y) een functie is waarvan de afgeleide naar y gelijk is aan g(y):
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G' (y) =: %% := g(y) en F(x) een functie is met F'(x) = f(x) dan hebben we

dus dat

J g(y(x)) y'(x)dx = G(y(x)) = F(x) + constante.

In veel gevallen kunnen we y dan hieruit oplossen. Maar heel vaak noemt

men slordigerwijze ook G(y) = F(x) + constante de oplossing

Voorbeelden:
1. y' = - X, we zien dat y # 0 moet zijn (zie na voorbeeld 2). Dan
2yy' = ~2x, dus door integratie vinden we
y2 = *xz + C.,

De constante C is =2 0 want C = x2 + yz. Met de aangeduide slordigheid

zegt men wel dat de oplossing is een stelsel concentrische cirkels: x2+y2=C.

Als men werkelijk functies als oplossingen aan wil geven, dan kan men
bijv. op de cirkel x2 + y2 = 1 twee functies geven: y = Y1-x" en

y = -V!-xz die beide op <-1,1> aan de differentiaalvergelijking voldoen.

2. Als tweede voorbeeld nemen we.de reeds vaak bekeken vergelijking:

y' = ky.
Hiervan is y(x) = 0 een oplossing die we niet meer vinden indien we de
vergelijking schrijven alsg

.Y-:k
y

Nu zijn de variabelen gescheiden, Integratie levert ons:

logly| = kx + C, C constant, C e <mwyo>.

We werken dit uit

ly| = "~ ekx 0<e <o
y =+ eC ekx, noem #* e =t A, we vinden:
y(x) = Aekx.

2rin kan A elke waarde in <-«,»> hebben. Merk op dat:

A = y(0).
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We merken reeds op dat de bevolking van een land y(t) ten tijde t beschreven
kan worden met een oplossing van y'(t) = ky(t). We weten nu dat hieruit

volgt:
kt
y(t) = y(O)e .

Om een idee te krijgen tekenen we grafieken van deze functies voor verschil-

lende waarden van k
k>0
bevolkingstoename

{explosie)

k=0 (constantl
k<0 afname

- Lt

Een goede manier om een idee te krijgen van groei en afname is eens na te
gaan (m.b.v. van een log-tafel bijv.) hoeveel tijd nodig is voor een ver-

dubbeling van de bevolking. Noemen we deze tijd T dan geldt dus:

kT kT
y(T) = 2y(0) = y(0)e "5 & =2
KT = log 2
_ 1 _1
T log 2 = A 0,6931
k 0,005 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
T 138,62 69,31 34,66 23,10 17,33 13,68

Deze getallen betekenen dat bij een toename van 37 per jaar verdubbeling
optreedt in minder dan 24 jaar, d.w.z. binnen een eeuw is de bevolking meer
dan verzestienvoudigd.

De thans besproken differentiaalvergelijking treedt ook op in de beschrij-
ving van vele andere processen. Als voorbeeld nemen we de radioactive des-
integratie van een stof. Als y(t) de hoeveelheid stof ten tijde t is, dan

geldt:

y' = ky.

k < 0 omdat er afname optreedt.

In plaats van met verdubbelingstijd werkt men nu met halfwaarde tijd:

log 4 _ -log 2
k k '
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Andere voorbeelden; het warmteverlies van een warm lichaam in een milieu
van lagere constante temperatuur; de verandering van de druk in een kolom

gas of vloeistof.

Als geen scheiding der variabelen teweeg gebracht kan worden is het dik-
wijls niet mogelijk de oplossing in termen van bekende functies aan te ge~
ven. Men kan echter vaak een beeld krijgen van de oplossingen door de vol-
gende meetkundige beschouwing: Als (x,y) « R2 dan is F(x,y) een getal dat
we opvatten als de tangens van een hoek tussen - — en —

2 2
tussen een lijntje door (x,y) en de positieve x-—-as voorstellen. Zo krijgt

die we alslhoek

men in ieder punt waar F gedefinieerd is een richting. Het totaal van al

deze richtingen noemen we het richtingsveld behorend bij de differentiaal-

vergelijking.y' = F(x,y).

Een functie y(x) is een oplossing als de grafiek in ieder punt een raaklijn
heeft waarvan de richting samenvalt met de richting van het richtingsveld
in dat punt.

We kunnen ook zeggen: de grafiek raakt in elk punt aan het richtingsveld.
Vanuit deze meetkundige beschouwingswijze wordt het duidelijk waarom men
veelal krommen die overal aan het richtingsveld raken (zgn. integraalkrom-
men) als oplossingen beschouwt. (Zie voorbeeld 1). Bovendien breidt men het
richtingsveld uit met verticale richtingen. (zie ook voorbeeld 1). Van
groot nut bij het bepalen van het richtingsveld zijn de meetkundige plaat-
sen van punten met een gelijke richting de zgn. isoklinen. De vergelijking
van de isokline van de richting waarvan de tangens C is, is F(x,y) = C.

We tekenen de richtingsvelden behorend bij de voorbeelden | en 2.

Bij voorbeeld 1: de vergelijking van de isokline met richting C is - — = C
dus y = - -(l? %, een rechte door ®met richting loodrecht op de richting van het
veld in zijn punten. We merken apart op dat het richtingsveld horizontaal
is in punten van de y-as en verticaal in punten van de x-as (y = 0}),

Van y' = ?-3 zijn dus de isoklinen rechten door de oorsprong; integraal-
krommen zijn cirkels met de ocorsprong als middelpunt.

“oor de figuur zie volgende bladzijde.
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e

b

[

T

Ny x
Voorbeeld 2. We nemen y' = 2y; isoklinen zijn horizontale rechten; integraal-

kromnen y(x) = y(O)ezx.

Zouden we hetzelfde willen doen voor y'

-2y dan vinden we een plaatje dat

uit het onderstaande ontstaat door aan de y—-as te spiegelen. Integraalkrommen

z1ijn nu: y(x)

Y

o
b

o %
e =)
b )

7-

.
1

o N

N[

= y(O)e—zx; dus y(x) > 0 als x + = en y(x) » o als x + —o,

-h
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Voorbeeld 3. y' = 2x,

<

OO

=/

/

ey

-
"

1
T

——
SN N

Isoklinen zijn verticale rechten; integraalkrommen y = xZ? + Yo

Voorbeeld 4. y' = - %-heeft als oplossingen y2 = -2x + C (1

(2)

X

' =y heeft als oplossingen y = De’.

y

Door elk punt van het vlak gaat een kromme van de familie (i) en van de
familie (2). Deze beide krommen snijden elkaar in dat punt onder een rechte
hoek, Men zegt daarom dat de families (1) en (2) elkaars orthogonale

trajectorién zijn.
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Yoorbeeld 5. Gevraagd de orthogonale trajectorién van de familie parabolen:
2
¥ = cX - < O < oo,

We willen dus hebben alle krommen die in elk van hun punten loodrecht staan
op de door dat punt gaande parabool.

Oplossing. De raaklijnrichtingen van de parabolen volgen door differenti&ren
y' = 2¢cx = éz . Voor de orthogonale trajectorién geldt dus:

v . X
y_zy'

De oplossingen van deze laatste vergelijking zijn:

2y2 = —x2 + C, cz0,

een familie ellipsen.

Lineaire differentiaalvergelijkingen.

Van een zeer belangrijk type differentiaalvergelijking zullen we een alge-
menere kunstgreep bespreken om tot de algemene oplossing te geraken. Het
zijn de zgn. lineaire differentiaalvergelijkingen; deze kunnen geschreven

worden als:
y' + P(x)y = Q(x).

Stel dat y(x) = u{x)v(x), dan is y' = uv' + u'v dus
u'v + uv' + Puv = Q

v(u' + Pu) + uv' = Q.

Kies nu eerst een functie u(x). (u(x) # 0) zddat u' + Pu = 0. (deze vergelij-
king is met scheiding van veranderlijken op te lossen!) Om y = uv te bepalen

moeten we nu v z& bepalen dat

uv' = Q of v'(x) = Egﬁg

waar weer de veranderlijken gescheiden zijn.

Voorbeeld 6:

Oplossing. Met y(x) = u(x)v(x) vinden we

+
(u' - Ezl u)v + viu = x - x".
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- + . ' s . s .
We bepalen eerst een u zddat u' = EEL u. Hier zijn de veranderlijken geschei-
den:

1
X X
Integreren:
loglu| = x + log|x| + C«
We zijn tevreden met &&n functie u(x). Een dergelijke functie is
x
u = xe’,
We moeten nu oplossen
2
v'(x)xex = x = X ;
v'o= (1 - x)e 5

v(x) = J (1 - x)e dx = J e Tdx - J xe dx .
Berekening van de integralen:
J e ‘dx = -e ~ + C en

-X - - - - X =X
J xe “dx = —xe + J e - dx = -xe - @ + C

(met partiele integratie) doet ons vinden:

v(x) = xe * 4+ c.

Tenslotte:

= 4 C) = x2 + CxeX.

]

y(x) xe® (xe

Voor later merken we op dat deze oplossing y(x} de som is van ya(x) := Cxe™

en yp(x) 1= x2 waarbij Yo een oplossing is van de differentiaalvergelijking

LI _}Eﬂ = - 2
y Y= x-x
a(x) de algemene oplossing is van y' - Eil y = 0,

Zeer veel van de meest belangrijke differentiaalvergelijkingen die bij de
beschrijving van technische processen optreden bevatten behalve y' ook nog

de afgeleide van y'.

Voorbeeld 7. Teken het richtingsveld van y' + 2xy = x.
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Hoofdstuk 5., Uitbreiding van de differentiaalrekening

We zullen de differentiaalrekening in twee richtingen uitbreiden. Aller-
eerst zullen we ons in dit hoofdstuk bezighouden met hogere afgeleiden en
hun toepassingen; daarna zullen we spreken over functies van meer dan een

veranderlijke (hoofdstuk 6).

5.1. Hogere afgeleiden

Bij een voor alle x differentieerbare functie f(x) hebben we in § 2.3 de

afgeleide af f'(x) ingevoerd; deze afgeleide is zelf weer een functie

dx
van x; het kan zijn dat deze functie weer differentieerbaar is.
d f'(X) . "
We noemen R de tweede afgeleide van f en noteren deze als f£"(x).

We kunnen dit soms herhalen: de afgeleide van f£"(x) heet de derde afgeleide
van f, notatie f"'(x).

Verdere notaties:

2
Lf o = £ P .
dx
Algemeen:
n
daf _ .(n) .4 @1)
— = £ (x) = = f (x) .
dx
Voorbeeld. Als £(x) = log %, geldt f'(x) = %; £f"'x) = - lf e 3
. X

n-] '
f(n)(x) = (_1) xn(n-l)c

. (N.B. k! =1 x2x3x,,, xk, 0! :=1;

1itspraak van k! is k faculteit).
Historisch overgeleverd is de vaak gebruikte gewoonte om de differen-
tiaties met punten i.p.v. accenten aan te geven als de veranderlijke waar-

naar gedifferentieerd wordt de tijd voorstelt. Zo schrijft men als y(t)

een functie van de tijd is
2
3 ---SIX.- "'-.d—.XO
Y'_dtQY'_ 2!
dt

(men spreekt ¥ uit als y flux; ¥ als y dubbel flux).



.-6]_

Zonder bewijs vermelden we het volgende intuitief duidelijke feit:

zoals differentieerbaarheid betekent dat
f(x) = f(a) + (x~a) £'(a),

20 kunnen we met de tweede afgeleide een betere benadering in de buurt van

X = a vinden nl.:
£(x) % £(a) + (x-a) £'(a) + }(x-a)® £"(a).
De functie d(x) := £(a) + (x-a) f'(a) + i(x—a)2 f'"(a) heeft:

d(a) = f(a)
d'(a) = £'(a)
a"(a) = £"(a) .

In de volgende paragraaf zullen we dit formuleren als: f(x) en d(x) hebben

in x = a dezelfde kromming (naast dezelfde waarde en dezelfde richting).

Een heel belangrijk voorbeeld van het gebruik van een tweede afgeleide is
het begrip versnelling uit de mechanica., In § 2.3.). zagen we dat als een
deeltje langs een rechte baan beweegt en de afgelegde weg als functie van
de tijd gegeven wordt door f(t) de snelheid ten tijde t gedefinieerd is

als £'(t).
f'(t0+h) - f' (¢

h

[to,t0+h ]. De limiet hiervan voor h + 0 is per definitie de versnelling

0

Nu is de gemiddelde snelheidstoename over het tijdvak

ten tijde tO; derhalve versnelling = £"(t).

Deze opmerking stelt ons in staat de bekende wet van Newton: "kracht =
massa X versnelling" op te schrijven als een differentiaalvergelijking:
(anders dan in hoofdstuk 4 hebben we nu te maken met een differentiaal-
vergelijking waarin de tweede afgeleide van de gezochte functie f(t)

voorkomt ).
K(t) = m £"(t).
We behandelen twee voorbeelden.

a) K(t) = K een constante onafhankelijk van de tijd.

We vinden dan voor de afgelegde weg

K
n = a
() =
| K
' = =
e =Xeac
£ =jstP+ce+n,
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waarin C en D constanten zijn die we kunnen uitdrukken als

¢ =£'(0), D= £(0), dewoz. C en D hebben de betekenis van de snelheid

en de plaatscoordinaat ten tijde t = 0,

b} We beschouwen f(t) als de uitwijking uit een evenwichtstoestand van een
deeltje met massa m.
Laten we zannemen dat het deeltje naar zijn evenwichtstoestand wordt
teruggetrokken door een kracht die evenredig is met de uitwijking, d.w.z.

K = =af(t) met o > Q.

Een slinger wordt woor kleine uitwijkingen goed bemaderd door bovenstaande
beschrijving. De naar de evenwichtsstand drijvende kracht is de tangentiéle

component van de zwaartekracht mg
K=-mg sin & ~ - %& s L

waarbij 9L ongeveer de uitwijking is.

De wet van Newton levert ons in dit geval:
- of(t) = m f"(t)
" 2 P 2 o
of £f'"(t) + a"f(t) = 0, waarbij a = p > 0.

In § 5.3 zullen we zien dat de algemene oplossing van deze differentiaal-
vergelijking is: (d.w.z. dat alle functies £(t) die voldoen aan
£(e) + azf(t)

n

0, geschreven kunnen worden als:)

A cos at + B sin at =V.A2 + B2 sin(at+¢)

£(t)

waarbi]
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A

. B .
= 581N @y ————= = c08 ¢ en A en B constanten zijn.
\[5 =
2 A2+B2

A2+B
Gewoonlijk schrijft men dit als: (met C :=V A2+B2 > 0) £(t) = C sin (at+g9);

een zuiver sinusvormige trilling met amplitudo C en een fase op £ =0 van ¢.

5.2. De betekenis van de tweede afgeleide

Zoals we ons in § 4.]. hebben beziggehouden met de betekenis van het teken-
verloop van f'(x) voor het gedrag van de functie zullen we nu enige aan-
dacht schenken aan het tekenverloop van £'"(x).

Als de eerste afgeleide positief is, is de functie stijgend.

Als de tweede afgeleide positief is, dan is (wegens f"(x) = (£f'(x))') de
eerste afgeleide toenemend; de raaklijn aan de grafiek draait dus naar
boven en de grafiek van f zelf is hol naar boven.

Als de tweede afgeleide negatief is, is de grafiek van de functie bol naar

boven.

Schema.
f'"(x) > 0, dan £'(x) toenemend, en f(x) hol,
£"'(x) < 0, dan f£'(x) afnemend , en £(x) bol.

Als f" van teken ~ wisselt in x = a, heeft f' een extreem in x = a en £
zelf een buigpunt, dat is een punt waar de raaklijn de grafiek snijdt in
die zin dat de punten van de grafiek links en rechts van x = a aan ver-

schillende kanten van de raaklijn liggen.

Voorbeeld., f(x) = %-x3 - x
£'(x) =-% xz -1
£"(x) =-§ X.

Bij x = 0 treedt een buigpunt op, voor x > 0 is de functie hel, wvoor
x % 0 is hij bol. Verdere details: locale extrema in x = v3, x = -/3

nulpunten in x = 0, -3, 3; richting van de buigpuntsraaklijn: -1.
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Het belang van de tweede afgeleide is dat deze een maat is wvoor het gekromd
z1ljn van een grafiek.

We zullen dit nu in een meer expliciete vorm beschrijven.

Als we twee functies f£(x} en g{x) beschouwen waarvoor geldt:

{'f(a)
£ (a)

dan betekent dat dat de beide functies in hun snijpunt bij x = a dezelfde

g(a)
g'(a)

richting hebben.
Bij iedere functie is er in ieder punt een rechte met dezelfde richting,
nl. de raaklijnj

de vergelijking hiervan is: y = f£(a) + (x-a) f'(a).
(De beschouwing is op triviale wijze uit te breiden voor verticale raak-
lijnen!)
We zullen zeggen dat de grafieken van twee functies f£(x) en g(x) in x = a

dezelfde kromming hebben indien:

f(a) = g(a)

£'(a) = g'(a)

£"(a) = g"(a).
Bij nette functies is er in ieder punt een cirkel die dezelfde kromming
heeft; (het zal duidelijk zijn dat een gedeelte van de cirkel in de buurt

van het snijpunt steeds als grafiek van een functie te schrijven is, des-—

noods met verwisseling van de x— en y-coordinaat) deze cirkel heet de
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kromtecirkel van £(x) in x = a.

De straal van deze cirkel heet de kromtestraal; het middelpunt heet het

kromtemiddelpunt,

We zullen nu een formule afleiden voor de kromtestraal (de nu volgende
berekening is tevens een bewijs voor het bestaan van de kromtecirkel!):
gemakshalve nemen we aan dat f(x) in x = a een niet verticale raaklijn

heeft,

Laat de kromtecirkel zijn (x-p)2 + (y—q)2 = r2. De opgave is dan p, Qq en T

te bepalen; in het bijzonder r te bepalen.

v f{x)
q l— v a—
fla)— — —
|
l :
P a X

Omdat we verondersteld hebben dat £'(a) < = is, is de cirkel in de buurt van
het punt (a,f(a)) de grafiek van een functie y = g(x).

In de buurt van x = a geldt dus:

(x—p)2 + (g(x)-q)2 = r2_; we differentiéren tweemaal.
2(x=p) + 2(g(x)-q) g'(x) = 0 ;
2 + 208" (x)% + 2(g(0)-q) g"(x) = 0.

We willen nu voldoen aan: ga) = f(a)
g'(a) = £'(a)
g!l(a) = f"(a)

A,w.z. dat p, q en r moeten voldoen aan
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(a-p)% + (£(a)-q)2 = £
(a-p) + (£(a)-q) £'(a) = O
I+ (E @)% + (Fa)-9) £"(a) = O.

1+ (£ (a))°

Als £f"(a) # 0 vinden we(f(a)-q) = - £ (a)

£' (a) (1+(£' @a))?)

(a—P) = f" (a)
9 3 2 3/2
] 1
en dus r2 L (£ (&); ) r = (+ (£ {a))")
(£"(a)) |£"(a) |
Als f"(a) = 0, zouden we vinden r = = het kromtemiddelpunt ligt dan "in het
oneindige" en de raaklijn en de grafiek hebben dezelfde kromming.
1 _ l£"(a) ] . .
Het getal e 3732 heet ook wel de kromming van f(x) in x = a.
2
(1+(£' (a))™)

Als de kromme y = f(x} hol is ligt de kromtecirkel boven de kromme
(f"(a) > 0; £(a) < q); bij een bolle Lkromme liggen de kromtecirkels be-—

neden de kromme.

We kunnen het kromtemiddelpunt: cok aldus vinden :
Neem de normaal op de kromme (= de normaal op de raaklijn) in (a, f(a)) en
ook in {a+h, f({a+h)). Laat Mh het snijpunt van beide normalen zijn. Het

kromtemiddelpunt is nu 1lim Mh; (de limiet in de zin van de afstand in het
h=>0

vlak; zie § 1.3; § 2.1.1).

We laten het aan de lezer over dit te verifieren.

De kromming treedt op bij de beschrijving van buiging van balken. Als de
doorbuiging klein is, kan men afschuiving verwaarlozen en de hypothese van
Bernoulli aanvaarden dat een doorsnede loodrecht op de balkas na buiging nog
vlak is en loodrecht op de doorgebogen balkas. Men probeert dan een uit-
drukking te vinden voor de zg. elastische lijn (dit is de kromme die aan-
geeft de vorm na. buiging van de vezel in balklengterichting die niet ten
gevolge van de buiging verlengd of verkort is). Als y = y(x) de vergelij-

king van de elastische lijn is, dan leidt men in de mechanica af dat:
¥y (x)

(+(y' Ny

577 - A = constante onafhankelijk van de plaats.
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Uit deze ingewikkelde differentiaalvergelijking kan men proberen y = y(x)
op te lossen.

Veelal kan men volstaan met de benadering die ontstaat door:

y"{x) = A op te lossen.

5.3. Differentiaalvergelijkingen (vervolg)

In de paragrafen 5.1 en 5.2 ontmoetten we reeds enkele voorbeelden van
differentiaalvergelijkingen waarin ook hogere afgeleiden voorkwamen.

Een zeer belangrijke klasse van differentiaalvergelijkingen zijn de zg.

lineaire differentiaalvergelijkingen, die geschreven kunnen worden als:

y + a y(n_l) + ... F a y= £f(x),

1

waarbij de coefficiénten a,, «.., a niet van x afhangen. n heet de orde

s
van de differentiaalvergel;jking. Onze kennis van de algebra is niet vol-
doende om de theorie van het oplossen van deze vergelijkingen afdoende te
bespreken., We beperken ons thans tot de orde 2.

Vanwege het feit dat de meeste toepassingen processen beschrijven die in

de tijd verlopen noemen we de onafhankelijk veranderlijke t in plaats van x
en gebruiken we de flux notatie.

De vergelijking kan dan geschreven worden als:
(1) y + 2a § + by = £(t).

Vergelijkingen waarin f{t) = 0 heten homogeen.
@ y+ 22§+ by =0

heet de bij (1) behorende homogene vergelijking.

We hebben nu de zeer belangrijke eigenschappen:
a) Als yl(t) en yz(t) oplossingen zijn van (1) dan is y!(t) - yz(t) een

oplossing van (2).

b) Is yl(t) een oplossing van (1) dan is elke oplossing van (1) te schrijven

als y](t) + yo(t), waarbij yb(t) een oplossing is van (2).

Y Zijn yl(t) en yz(t) oplossingen van (2) dan is ook C y](t) +D yz(t) een

oplossing van (2), waarbij C en D willekeurige constanten zijn.
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Op grond van a) en b) zullen we om de algemene oplossing van (1) te vinden,
kunnen volstaan met het opsporen van de algemene oplossing van (2) en het

zoeken van een (zg. particuliére) oplossing van (1)}.

We hebben intultief het idee dat de algemene oplossing van (2) twee niet
door elkaar te vervangen constanten moet bevatten. Zonder dit te preciseren
zien we m.b.v. c¢) dat we daarom klaar zijn met het oplossen van (2) als we
twee niet in elkaar uit te drukken oplossingen yl(t) en yz(t) gevonden
hebben.

De vergelijking ¥ + dy = 0 heeft als oplossing y(t) = C ekt, waarbij
A +d= 0; dit leidt ons er toe ook in het geval van (2) te proberen op-
lossingen te vinden die e-machten zijn.

Wil y = eXt een oplossing van (2) zijn dan moet:

(3) 32+ 2ar+b=0.

(3) heet de bij (1) behorende karakteristieke vergelijking.
Of deze reéle oplossingen heeft wordt bepaald door het teken van de discri-

minant A := 4a2 - 4b.
Stelling.

(1) Als a2 > b dan heeft (2) als algemene oplossing

ALt ALt
] 2
C] e + C2 e
waarbij
\/ 2
ll, 12 ==-at a -b

de wortels van (3) zijn.

(ii) Als a2 = b dan heeft (2) als algemene oplossing

—at -at
Cl e + C2t e s

waarbij ~a de enige wortel van (3) is.

(i1i) Als a2 < b dan heeft (2) als algemene oplossing

e-at(C1 sin b—32 t + 02 cos \Jb-a2 t).

We kunnen door differentiéren zonder moeite nagaan dat alles wat in de stel-
ling een oplossing genoemd wordt het ook is; we merken op dat er steeds in

de aanpegeven oplossingen twee verschillende constanten voorkomen; we laten

het bewijs dat we inderdaad alle oplossingen van (2) hebben achterwege.
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Voor het vinden van een oplossing van de vergelijking (1), (de inhomogene
vergelijking) zijn geen algemene regels te geven.,

Men krijgt wel enige routine in het proberen van een goede gissing door het
oplossen van vraagstukken.

We beperken ons hier tot enige voorbeeelden die van groot belang zijn voor
de toepassingen, Het is nl. zo dat vergelijking (1) de beschrijving is van

een grote klasse van trillingen in mechanica en natuurkunde.

Beschouwen we een lichaam met massa m, dat een rechtlijnige beweging uit-

voert onder werking van drie krachten:

a) een elastische kracht, gericht naar een evenwichtstoestand, O, en even-
redig met de uitwijking: —-ey (e>0);

b) een wrijvingskracht, evenredig met de snelheid en tegengesteld gericht:
-Wj‘? (w > 0),

c) een uitwendige kracht: f(t).

Op grond van de wet van Newton (kracht = massa x versnelling) geldt nu:

a

my=-wy-ey+ £(t);
TLw,., e 1 .
yHoF ey = £(0);
en dit is vergelijking (1) met a = gﬁ , b= ﬁ; (dus a > 0, b > Q).

Ook het eerder besproken voorbeeld van een slinger wordt in goede benadering
beschreven door een vergelijking van type (1) waarbij bovendien wrijving
nog mede in rekening gebracht zou kunnen worden.

Is de uitwendige kracht £(t) £ 0 dan spreken we van een vrije beweging;
anders van een gedwongen; het getal a heet de dempingscoefficient.

De vrije ongedempte beweging is dus de harmonische trilling (zuiver sinus-

vormige trilling) die we al in § 5.1 beschreven, want uit
y + by = 0 b >0

volgt:

v = C] sin /b t + C2 cos vb t = C sin(v/b t + ¢).

2 bekijken enkele gevallen.
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1) We beginnen met op te merken dat als (3) een of twee wortels heeft,
deze negatief zijn (omdat in de fysische betekenis a > 0, b > 0 is).
De vrije beweging is dan aperiodiek en gaat naar nul omdat

. -t . -
lim e =limte t. Q.

tre | o]
Neem als voorbeeld y + 3y + 2y = sin t;
homogene vergelijking ; + 3y + 2y = 0

karakteristieke vergelijking 12 + 3+ 2=0;
wortels A = =1, X = =2
algemene oplossing van de homogene vergeliiking:
-t -2t

y(t) = C] e = + 02 e 7,

Om een particuliere oplossing te vinden proberen we o en g z6 te bepalen
dat yl(t) =g sin t + B ¢cos t aan de inhomogene vergelijking voldoet:

91 = g cos t - B sin t;

;1 = -a sin t - B cos t}
;l + 3&1 + 2yI = (-qg=~38+ 2a) gin t + {(— B + 3a + 28) cos t.

Om aan de vergelijking te voldoen moeten o en B dus zo zijn dat

o — 38 =1

n
o

30 + B

! - -3
LT A T

Als algemene oplossing van ons probleem vinden we

- -t -2t 1 . _3
y(t) = Cl e ~ + C2 e +*qg sint 0 08 t.

Elke functie die aan de vergelijking voldoet is dus te verkrijgen door
een speciale keuze van C1 en C2.

Om te weten welke de oplossing is van het probleem die we hebben moeten,
moet meer gegeven zijn; bijv. de uitwijking en snelheid op het tijdstip

t = 0: y(0) en y'(0) (we noemen dit de beginvoorwaarden).

3
y(0) Cl * C2 10 hieruit kunnen we C, en C, oplossen
+

1 2
y' () = ~Cl ~ 2C L en uitdrukken in y(0) en y'{(0).

2 10
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13 = 1 = 3 =-!.- :—l
Is bijv. y(0) = y'(0) 0 dan is C] 5 C2 5
1 .3 Sl o= . _ ]
Omdat g Sint - Jgcest= 5 10 sin{t-p)}, waarbij cos ¢ = 0 Y10,
sin ¢ = + %6 V10 zien we dat de beweging voor grote t ongeveer periodiek

is met dezelfde periode als de uitwendige kracht en een fasevertraging

van ¢ 71° 24',

Bekijken we nu een geval waar de karakteristieke vergelijking geen reéle
wortels heeft, We nemen weer een pericdieke sinusvormige uitwendige
kracht.

In ; + 2a y +by= A sin (wt) is dan b-a2 > 0, noem dit pz(p > 0);

de algemene oplossing van de homogene vergelijking is dan:

y(t) = C1 e-at sin pt + 02 e at cos pt

en dit kunnen we schrijven als

y(t) = ¢ e % sin(pt + @), |
een harmonische trilling met periode %E-waarvan de amplitude C e at
exponentieel afneemt.

We schetsen de uitwijking van deze zg. vrije gedempte harmonische trilling.

Y
\\‘\\
S
/Y T— ce-at
St
v—-— - -Ce™at
—
/
-~ s .
L~ vrije gedempte harmonische

trilling

We nemen aan dat a # 0 (als a = 0 is er geen demping en dan moeten we iets
anders doen dan wat volgt, om een particuliere oplossing te vinden in het

geval dat w = p).

We proberen nu g en g zo te bepalen dat yl(t)= o sin wt + B cos wt aan de
inhomogene vergelijking voldoet; beter nog proberen we B en § (met B > 0
en =1 £ § < 1) te vinden z& dat yl(t) = B sin (wt+8) aan de vergelijking

voldoet.
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Dan moet:
-Bm2 sin(wt+§) + 2aBw cos(wt+8) + b B sin(ut+s) = A sin wt
B(b-mz)(sinmt cosé + coswt sin 8) + 2aBu{coswt cosd - sinwt sind) =

= A sinwt.
De coefficiént van coswt in het linkerlid moet = 0, die van sinwt moet = A

zijn; we vinden:

—2aw —{

cos § = b
2 2
V(b-wz) +4a2m2 V;;-wz) +4a2w2

waaruit § te berekenen is; (merk op dat sin & < 0 dus -7 < § < 03

sin 6 =

de fase blijft achter) en

B = A .

\j(b-mz)z

In de algemene oplossing:

+4a2w2

y(t) = B sin(ut+d) + C e 2t sin(pt+g)

. s . . -at
zijn C en ¢ willekeurige constanten. Omdat a > 0 gaat e naar O.

Voor grote waarde van t is de oplossing dus ongeveer:
y(t) = B sin(ut+s).

Een zuiver sinusvormige trilling met dezelide frequentie als de uitwendige
kracht en een achterstand in fase.

2.2 227}
We bekijken de amplitudo van de gedwongen beweging: B = A{(b-w ) +ha"w"} .
Deze is afhankelijk van w; we zoeken voor welke waarde van w de B maxi-
maal is; daartoe moet (b-wz)2 + 4a2w2 minimaal zijn; dit is het geval

2 2 . .

voor w~ = b-2a”. De maximale B is dan:

= 2
max 2ap

Als de demping gering is (a klein) kan deze zeer groot zijn; men spreekt
van resonantie tussen uitwendige kracht en het trillende systeem.
Indien de demping afwezig is (a = 0) wordt resonantie zeker catastrofaal,

omdat de amplitudo van de gedwongen beweging dan naar oneindig nadert.
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Onze oplossingsmethode ging uit van a # 0, daarom bekijken we dit geval

apart in het geval b = wz.
; + wzy = A sin wt.

We proberen nu yl(t) = Bt sin{wt+8) en vinden als oplossing:

- - A
Yy = T t cos wt.
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Hoofdstuk 6. Functies van meer dan &&n veranderlijke.

6.1. Hoogtekaart, continuiteit.

Hoewel we in hoofdstuk 2 limieten en continuiteit bestudeerden in de alge-
mene situatie van metrische ruimten, hebben we ons vanaf hoofdstuk 3 be-
perkt tot reele functies van &én reéle veranderlijke. We zullen in dit en het
volgende hoofdstuk de theorie uitbreiden tot reéle functies van meer reele
veranderlijken.

Om de notatie simpel te houden zullen we ons bijna steeds beperken tot
functies van twee veranderlijken; z = f(x,y); bij de overgang naar drie of

meer veranderlijken zijn geen essentieel andere begrippen nodig.

Als men van een functie z = f(x,y) een "grafiek" zou willen tekenen dan
3

wordt dat een oppervlak in IR

2 2
Z=X4Y’ 2=X-Y

Vanwege het lastige tekenen, maken we meestal een zg. hoogtekaart, d.w.z.

we tekenen in het platte vlak een aantal krommen, waarop de functie constant
is.

Deze wijze van voorstellen is volledig analoog aan wat in de topografie

gebruikelijk is.
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Voor de voorbeelden waarvan we de grafieken wel getekend hebben zien de

hoogtekaarten er aldus uit.

z=0-1-2-3-4 Y

2 2
Z=X +y z.x2_ y2
Analoog aan de hoogtelijnen op een hoogtekaart, zou men u = £(x,y,2)
kunnen voorstellen door een stelsel wvan niveauvlakken.

Voorbeeld: u = x% - y% + 22,
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Omdat de afstanden d] en d2 in H@ van blz. 10 dezelfde open verzamelingen
opleverden kunnen we nu.de definitie van continuiteit zoals op blz. 20

gegeven naar believen op de volgende beide wijzen interpreteren:

f(x,y) 1s continu in het punt {(a,b) indien er bij elke & > 0 bestaat een

§ > 0 zodanig dat:

1£(x,¥) - £(a,b)| < ¢ voor alle (x,y) uit het definitiegebied met

Vix-af? + ly=b]? < &

of:

dezelfde bewering maar met \/]x—-a]z + |y'~b]2 < § vervangen door:

[x-a] < § en |y-b| < 6.
De normale eigenschappen (som van continue functies is continu, e.d.)
blijven geldig. Het is belangrijk dat men discontinuiteiten leert vinden
uit de hoogtekaart.

Een voorbeeld:

£(x,y) = _ZHLE (x,y) # (0,0
x +y

£(0,0) = 0.

De functie 1s wvoor alle x en vy gedefinieerd. We tekenen de hoogtekaart

(althans iets er wvan)

Y
-1 0 1
X
1 IO <1

In elke omgeving van & komt dus zowel de waarde | als de waarde -! voor.

De functie is in & niet continu !
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Alle andere hoogtelijnen zijn rechten met vergelijkingen y=ux.steeds met uit-

zondering van het punt (0,0); de waarde op zo'n rechte is 2@2 (een getal
tussen -1 en 1 !), t+a
Daarentegen is de functie
"‘x3'
g(x,y) = L= (x,3) # (0,0)
X +y
g(0,0) = 0 s
wel continu in (0,0); immers:
x3 x2
ey - 20,0 = | 25| - 5 E [xyl < Iyl
: X +y X +y

In termen van het vorige voorbeeld kunmnen we ook zeggen:

letx,y) - £(0,0)] = 5
X +y

2 2 2
Ix© - ——-EQL——‘ = Ix ]f(x,y)| en
we zagen uit de hoogtekaart van f dat f begremsd is (-1 < f(x,y) <1 !).

6.2. Differentieerbaarheid van functies van twee veranderlijken

Meetkundig zal differentieerbaarheid van f(x,y) in het punt (a,b) betekenen
dat het oppervlak z = f£(x,y) in het punt (a,b, f(a,b))een niet-verticaal
raakvlak heeft. We generaliseren de karakterisering van differentieerbaar-

heid zoals gegeven op blz. 25.

Definitie. Zij f(x,y) gedefinieerd in een omgeving van (a,b).
f is differentiecerbaar in (a,b) indien er bestaan getallen A en B en een
functie e(h,k) gedefinieerd voor (h,k) # (0,0) zodanig dat:

Eath, bHk) - £(a,b) = Ah + Bk +\[n24k2 & (h,k)

en
lim e(h,k) = 0.
(h,k)+(0,0)
Hierbij moet lim begrepen worden in de zin van blz. 16.
(h,k)~+(0,0)

Om de betekenis te achterhalen van de A en B in deze definitie nemen we
k = 0, en daarna h = Q.

Met k = 0 volgt er uit
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£ (a*+h,b)—£(a,b)

A= lim

-]
10 h
met h = 0
B = lim ‘f(a,‘b+kl)(—‘f(a,‘b) ,
k+0

d.w.z. A is de afgeleide van de functie f£(x,b) (omdat b vast is, is dit een

functie van x alleen) in x = a, B is de afgeleide van ffa,y) in y = b.

We noemen deze afgeleiden waarbij slechts &&n van de argumenten varieert

partiéle afgeleiden. We gebruiken de notaties:

1im EathyD)=f(a,b) |8 en by ey 3E by =2 £ (aub);
h 9x % X
10
evenzo

3 v, Of -
35 £(@ib) =t o= (a,b) i=t £ (a,b).

De meetkundige betekenis van partiéle afgeleiden blijkt uit de volgende

beschouwing:

z = f(x,y) stelt een oppervlak voor dat gaat door P = (a,b, £(a,b));

als we dit doorsnijden met het vlak y = b is de doorsnijdingsfiguur een
kromme; fx(a,b) is de richtingscoefficient van de raaklijn aan deze kromme
in P (en uiteraard in het vlak y = b).

Evenzo 1s fy(a,b) de raaklijnrichting in P van de doorsnijdingskromme van

vlak x = a met het oppervlak z = £(x,v).

Eveneens ziet men meetkundig dat de vergelijking van het vlak door beide
raaklijnen, dat tevens het raakvlak in P aan het oppervlak is, als ten-

. inste het oppervlak in P een rsakvlak heeft, als vergelijking heeft:

z - f(a,b) = fx(a,b) (x-a) + fy(a,b) (y-b). (1)

Zo zien we dat differentieerbaarheid inhoudt dat de functiewaarden in de
buurt van (a,b) '"goed" benaderd worden door de waarden van een eerste

graadsfunctie.

Elke rechte déor P = (&a,b,f(a,b}) in het vlak (1) is een raaklijn aan”het
oppervlak. Als S = (a+h, b+k, f(ath,b+k)) en Q = (a+h,b+k,f(a’b)+fx(a,b)h+
+fy(a,b)k)dan is Q in (1) en S op het oppervlak. Het verschil van de tangen-
ten van de hoeken die PS5 en PQ met het xy—vlak maken is [s(h,k)[. Omdat dit
naar 0 nadert als (h,k) > (0,0), raakt PQ aan het oppervlak,



De gehele situatie is getekend in de volgende figuren.

Z

z=f(x,y)

tana- (ab) tan,B- (abl
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Als we na partiele differentiatie het punt (a,b) laten variéren krijgen we

. , of o of _ If of
functies van % en y: T (x,¥); sg-(x,y), meestal kortweg fx’ fy of =’ 3y

genoteerd.

Het berekenen van partiéle afgeleiden gaat geheel met de differentieer-

techniek die we reeds kennen; we beschouwen alle veranderlijken behalve die

waarnaar gedifferentieerd wordt als constanten,

En:

Voorbeeld.
f(x,y) = 1og(l+x2+y4)
of ]
9 1 .y £ (1,1) = 2/3
% 1+x2+y4 X
3f by
—=—-—2L-Z £ (1,1) = 4/3.
¥ +x +y ¥
£(1+h, 1+K)=£(1,1) o %—h - f_,:- k .

4

(Deze laatste uitdrukking (% h t3 k) wordt wel de totale differentiaal

van £ in (1,1) gencemd; het is een functie van twee veranderlijken, nl.

h en k.)

Opmerkingen.

1. Evenals op blz. 25 volgt uit de definitie van differentieerbaarheid in

{a,b) niet alleen het bestaan van de partiele afgeleiden in (a,b), maar
ook dat £ in (a,b) continu is.

Wees er op bedacht dat uit het bestaan van partiele afgeleiden nog niet
volgt dat f differentieerbaar is. Voor het reeds eerder bekeken voor-

beeld:

£(xy) = 2L (x,3) # (0,0); £(0,0) = 0
X +y

geldt:
fx(0,0) = fy(0,0} = (0, doch £ is in (0,0) niet eens continu,

laat staan differentieerbaar.

Partiéle afgeleiden zijn in het algemeen weer functies van X en y;
deze kunnen vaak zelf weer partieel gedifferentieerd worden. We bekijken

alleen de notaties:
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eerste partiele afgeleiden: %i-(x,y); %% (x,y)

: fxx(x,y) t=: f s

n

Als we hebben f£(x,y) met
dan
o af _ 3%
X  9x 3x2
3 2f _, 3%
3y o9x 3yox
3 af _, o
X oy X0y
o at ok
Jdy 9oy 8y2

XX

: fxy(st) = fxy ’

1 £ X =: f
yx( ' ¥) yx ’

s f b4 =3 f .
yy( »Y) vy

Als de tweede partiele afgeleiden continu zijn geldt steeds dat

£ =1
xy ¥y

< (het bewijs laten we achterwege!) zodat de tweede partiele

afgeleiden onafhankelijk zijn van de volgorde waarin de differentiaties

worden uitgevoerd.

Met het voorbeeld: f(x,y) = log(1+x2+y4) vinden we:

4

2

f =2(]—x+);f = f =——$ﬂ.—.—_;
XX 2 4% W 2, 4.2

(1+x7+y ) (1+x"+y ")
£ = 12y2(l+x2)~4y6
yy 2 42

(1+x"+y )

-2, - - _ 20

Dus: fxx(l,l) =3 fxy(l,l) fyx(l,l) -3 fyy(l,l) -5

Evenals in § 5.1 kunnen we naast de benadering van "functie door raak-

vlak" nl.:

f(x,y) ~ f(a,b) + (x—a) fx(a,b) + (y-b) fy(a,b),

een betere benadering ir de buurt van (a,b) vinden door als benaderende

functie er een te nemen die niet alleen de waarde en eerste partiéle

afgeleiden met f gemeen heeft, maar waarvan ook alle tweede partiele

afgeleiden met die van f overeenstemmen. We krijgen dan (als f

a £ )
¥x Xy

£(x,y) = £(a,b) + (x~a) £ (a,b) + (y-b) fy(a,b) +

+ daea)® £ (a,b) + (x-a) (7-b) £, (&) + Ly £ (a,b).
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4, Zonder de (overigens standaard-) bewijzen uit te schrijven vermelden we

nog enige toepassingen van de kettingregel:

Als z = £(x,y)3 x = 9(t), y = ¢(t) dan is z = £(p(c), Y(t)) ook een
functie van t ¢

Er geldt:

dza_a'i(_izs —B-E--g.z= - c'
dt 3% dt T dyde  fTx T FrE V.

Is bijvoorbeeld z = xy en is x = x(t); y = y(t) dan is

g2 2 L x(e) 7)) = k(6) y(&) + x(6) §(t) . (Zie blz. 27.)
Een ander voorbeeld laat ons het belang zien van duidelijk onderscheid
in de notaties: gﬁ-en 2z,
T dt at *

Door z = x+y2, y = log x is z zowel gegeven als functie van x en y, als
ook als functie van x (nl. z = x+(log x) ) Er geldt nu:

_a.?..n]’i‘.'.E:‘l-p_..__Lzlox.
dx X

3%

Een ander gebruik van de kettingregel is het volgende:
Als z = £(x,y); x = p(u,v), ¥y = y(u,v) dan is z = £(p(u,v), ¥(u,v)) dus
ook een funectie van u en v.
Nu geldt:
9z 9z ¥x 8z ¥y , Bz _ 3z 3x , 3z By
su ax Ju 3y du v X 3v ¥y v
in andere notatie:

zZ =z x +z 12 =z X + % .
u X u y Yot 2y X v y Yy

Als voorbeeld nemen we er een waarin de x en y zeer bekende functies
zijn van twee veranderlijken die r en ¢ heten (zie blz., 98).
Als z = f(xX,y); X = r cos ¢, Yy = r sin ¢, dan is

3z

v = fx-cos ¢ + fy-sln )

= =~f ., r.ginog+f . 1r - cos gp.
30 x Ty ¢
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Zonder enige essentieel nieuwe ideéen te introduceren is de voorafgaande
theorie uit te breiden tot functies van 3 of meer veranderlijken. Veel

in de praktijk voorkomende fysische problemen bevatten vier veranderlijken,
waarvan drie de coordinaten in de ruimte, X, ¥, z, zijn en de vierde de
tijd, t. In het algemeen zal men proberen, bijvoorbeeld door het gebruiken
van symmetrie—argumenten, het aantal veranderlijken in een probleem zo

klein mogelijk te laten zijn (zie § 7.2).

Een toepassing van het partieel differentiéren is het differentiéren van
zg. impliciet gegeven functies (dat we overigens zonder het te vermelden
in § 5.2 al gedaan hebben).

Door een vergelijking F(x,y) = 0 kan voor sommige waarden y als functie van x

beschouwd worden. Zo zijn door x2 + y2 - 1 = 0 de functies Y, (x) = —x2

en yz(x)" -\h-x bepaald (beide op [-1,1]), terwijl de verenlglng van de

grafieken wvan y!(x) en yz(x) de verzameling is van alle punten die aan
x2+y2-l = (0 voldoen. We zeggen dat de functies yl(x) en yz(x) door

2 2
X +y -1

I¥

0 impliciet gegeven zijn. Vaak is het handig over de afgeleiden
van dergelijke impliciet gegeven functies te beschikken zonder ze eerst
expliciet te maken (d.w.z. zonder ze te schrijven als yl(x) = L... EDNZ.).
Dit differentieren van impliciete functies is niets anders dan het toe-

passen van de kettingregel op

F(x, y(x)) = 0.

oF aF ' x) = 0.

We krijgen: ax

Uit x2+y2-l = 0 volgt: 2x+2y y' = 0 dus y' = -x/y. (Controleer dat yl(x)

en yz(x) hieraan voldoen op <-1, 1> !l}.

We bespreken nog een voorbeeld: x3+y3-3xy = 0,
We proberen te vinden de punten op de kromme waarvan dit de vergelijking
is waar de raaklijn horizontaal is:

Daar 3x° + 3y2 y' -3y - 3xy' =0, is

2
v -x
Horizontale raaklijnen kunnen dus optreden als y = xz, d.w.z. in verband

met de oorspromkelijke vergelijking als x6 = 2x3 dus voor x = (} en

3 . . 2
x = VY2, Het punt (0,0) is een bijzonder punt omdat daar ook y —x = 0.
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3 3
Het andere punt is ( /E, /Za.

We merken op dat er symmetrie is, d.w.z. gls kgnshebbers voor verticale
raaklijnen vinden we weer (0,0) en ook ( V4, ¥2). Om de grafiek te kun-
nen tekenen pebruiken we deze symmetrie en snijden de kromme met lijnen
loodrecht op de symmetrie—as: y = -x+p.

Er komt: x2(3p+3) - 3xp(p+l) + p3 = 0, Voor p=-1 is er geen snijpunt,
voor p = 0 is (0,0) een dubbel snijpunt terwijl uit de discriminant:
3p2(p+l)(3-p) blijkt dat er slechts snijpunten optreden voor -} < p £ 3,
De grafiek is nu na enig gepuzzel te tekenen; de kromme heet Folium van

Descartes.

AN

De besproken methode van het differentieren van impliciet gegeven functies

kan uitgebreid worden naar meer veranderlijken en meer vergelijkingen.

Zo kan men zich door F(x,¥,z) = 0, z gegeven denken als functie van X en

y; de partiele afgeleiden van z zijn dan te berekenen uit:
Fx+Fz-zx=0; Fy+Fz'zy=0.

Uit:

»
)
o
n
-
=]
]
)]

0 volgt: 1 - e’ cos za z = 0,
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dus
dz 1

ax
eycos 4

etc.

Als aanduiding van de uitbreiding naar meer vergelijkingen merken we op

dat men deoor

F(x,y,2)
G(x,¥52)

z en y beide als functies van

0

x kan beschouwen; dan is

3F  3F dy , OF dz_ g
9x dy dx 9z dx
E+.§E _d_)_f_+£ E:O
dx dy dx 9z dx

een stelsel vergelijkingen voor y' en z'.

6.3. Toepassingen van partieel differentiéren

In hoofdstuk 4 bespraken we toepassingen van het differentieren van functies
van een veranderlijke. Als toepassingen van het differentieren van functies
van meer veranderlijken vermelden we dezelfde, nl.: differentiaalvergelij-—

kingen en extremumbepalingen.

Differentiaalvergelijkingen met partiele afgeleiden, zg. partiéle differen-

tiaalvergelijkingen zijn voor de toegepaste wiskunde van het allergrootste

belang; het oplossen is echter in het algemeen zeer moeilijk; we kunnen er
hier niets aan doen; veelal zal men voor iedere vergelijking ad hoc een op-

lossing moeten vinden; we vermelden alleen enkele voorbeelden.

a) De warmte-vergelijking. Beschouwen we een lichaam waarvan niet alle punten

dezelfde temperaturen hebben. Zij U(x,y¥,2,t) de temperatuur op tijdstip t

in het punt (x,y,z) dan is onder zekere veronderstellingen:

2 2 2

< ¢ |27V, 2%, 3

2 2
9x a3y 0%

14

ot

U
2

waarin C een positieve constante is; uit deze vergelijking volgen alle

mogelijke temperatuursverdélingen.

b) De uitwijking u(x,t) van een trillende snaar langs de X-as ten tijde t

in het punt met coordinaat x voldoet aan
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2 2

é_% - C Eﬁ% c > 0).
at 9x

Talrijke andere verschijnselen leiden tot dezelfde vergelijking.

Golfvoortplanting in drie dimensies voldoet aan:

u = + + .
tt C(uxx uyy uzz)

¢) De vergelijking van Laplace.

u + u + u = (.
xX vy z2

Deze vergelijking, ook wel geheten potentiaalvergelijking (omdat de tijd-
onafhankelijke electrische potentiaal er aan voldoet) speelt een rol in
tal van problemen. Wij zien uit wvoorbeeld a) dat stationaire (d.w.z.

tijd cnafhankelijke) temperatuurverdelingen er aan voldeen.

Oplossingen van de vergelijking wvan Laplace heten harmonische functies.

Meer aandacht zullen we kunnen besteden aan extremumbepaling bij functies
vapn méer veranderlijken. 7

Eerst enige begrippen:

We beperken ons nagenoeg geheel tot R, k?, R3 met de gebruikelijke af-
standen. Op blz. 8 hebben we leren kennen het begrip open verzameling.

Nu definiéren we:

Een verzameling V in een metrische ruimte R, heet gesloten indien het com-
plement van V in R, v o= R\V open is. Voorbeelden van gesloten verzame-
lingen in m?:

(xyy)]  xPeyPeid;

A&y |x|=1, |y|si).

ia R is het zo dat een gesloten interval een gesloten verzameling is

(zie blz. 9).

Ook definiéren we:

Een verzameling V in een metrische ruimte R heet begrensd indien er bestaan
ae Ren & > 0 z5 dat V c B(a,d).

In R, m?, B? geldt dan: een verzameling is dan en slechts dan begrensd
indien er een & > 0 bestaat 28 dat de verzameling bevat is in <-6,6>

(in R) resp. {(x,y)|x2+y2<62} (in BY) resp. {(x,y,2)|x +y>+22<621 (in B);
we kunnen nl. het middelpunt van de omvaftende bol steeds in de corsprong

nemen,
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Verzamelingen in R, R2 of R3 die zowel gesloten als begrensd zijn hebben
de belangrijke eigenschap dat een continue functie op een dergelijke ver-
zameling een maximum en een minimum heeft.

Deze bewering bewijzen we niet, het is een uitbreiding van een ~ evenmin
bewezen — stelling, die we op blz. 48 vermeldden.

We noemen gesloten begrensde verzamelingen in R, RZ of R3 ook wel compact.

Een ander begrip dat we nodig hebben is het begrip inwendig punt. Een punt P
in een deelverzameling V heet inwendig punt van V indien er bestaat een

§ > 0 zd dat B(P,S§) c V.
Van een open verzameling is ieder punt inwendig punt.
Voor het vinden van extrema is de volgende nodige voorwaarde van belang:

Stelling. Als f{(x,y), resp. g(x,v,z) differentieerbaar is in een omgeving
van (a,b), resp. (a,b,c¢), en in (a,b), resp. (a,b,c,) een locaal maximum

of minimum heeft, dan is
fx(a,b) = fy(a,h) =0

gx(a,b,c) = gy(a’b’c) = gz(a,b.C) = 0.

"Bewijs". In het geval van f£(x,y) bekijken we het oppervlak z = £{(x,y).
De voorwaarden fx(a,b) = 0, fy(a,b) = ( betekenen nu dat het raakvlak

in (a,b, f(a,b)}} horizontaal is. Het is meetkundig duidelijk dat in het
geval van een extreem het raakvlak horizontaal is. Een echt bewijs laten
we achterwege; natuurlijk berust het er op dat als niet alle partiele
afgeleiden nul zijn de uitdrukking

hgx(a,b,c) + kgy(a,b,c) + 2gz(a,b,c) voor (h,k,%) in een omgeving van
(0,0,0) zowel positief als negatief zijn kan, en dat deze uitdrukking in

eerste benadering gelijk is aan g(a+h, b+k, c+&) - g(a,b,c).

Punten waar alle partiele afgeleiden nul zijn heten stationaire punten.

We bewezen dat een inwendig punt waar de functie extreem is, een stationair
punt is. De stationaire punten zijn dus kanshebbers voor extremen; er

hoeven echter geen extremen te zijn.
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Beschouwen we (zie blz. 69 en 72):

2 2
f(x,y) = x +y

2 2
glx,y) =x -y .

Dan geldt: fx(x,y) = 2x, fy(x,y) = 2y, het enige stationaire punt van f is
(0,0) en hier heeft f een minimum. Eveneens gx(x,y) = 2x, gy(x,y) = =~2y;
het enige stationaire punt van g is (0,0) en hier heeft g geen extreem.

We noemen zo'n punt als (0,0, g(0,0)) een zadelpunt van de functie g.

Samenvattend kunnen we dus zeggen: een functie op een verzameling V kan
extremen hebben:

a} in alle punten van V die niet inwendige punten zijn;

b} in die inwendige punten van V die statiomaire punten van de functie

zijn.

Enkele wvoorbeelden:

a) Zoek de extremen van z = 1 - x2 - y2 op de verzameling
Vo= {(x,y) | xz + y2 < 13,
V is compact, er moet dus een maximum en een minimum zijn. z 2 0 en
z = 0 op elk punt van de rand van V (het begrip rand is intuitief duide-
1ijk); in alle punten {x,y) met x2 + y2 = ] heeft z dus een minimum. Er
moet ook een maximum zijn; er is slechts &&n stationair punt, nl. (0,0).

Daar is het maximum.

b) Bepaal de extremen van f(x,y) = (x-y)(x2+y2-1) in Rz.
Er zijn 4 stationaire punten,nl.Pl=(i/§, 1V2); P2 = (-1v2, -1V2);
Van de hoogtekaart van f tekenen we alleen de nul-niveau-lijn,
Deze bestaat uit een rechte (vergelijking x = y) en een cirkel (x2+y2=1),
in de gebieden waarin het vlak door het nul-niveau verdeeld wordt is de

functie tekenvast.
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Uit het tekenverloop blijkt ogenblikkelijk dat er in PI en P2 geen ex-
tremen zijn. Op de bovenste halve cirkel inclusief rand

( = {(x,y) { ¥ 2 X, x2 + y2 < 1}) moet de functie een maximum en minimum
hebben, omdat deze verzameling compact is. Het minimum is nul en wordt

op de hele rand aangenomen. Bijgevolg moet er in P, een maximum optreden;

analoog in P3 een minimum. )
Zoek de extremen van f(x,y) = x + y2 op de verzameling

[y) | x° + ¥ s 11

fx =1, fy = 2y; er zijn dus geen stationaire punten. Het maximum en het
minimum, waarvan het bestaan uit de compactheid van de cirkelschijf volgt,
wordt dus op de rand aangenomen.

Het probleem is dam ook zc te formuleren

Vind: de extremen van f(x,y) = x + y2 als tevens voldaan is aan de neven-
voorwaarde x2 + y2 = 1.

Extremumproblemen met nevenvoorwaarden komen in de praktijk wveel voor;

de ingewikkelde theorie is in de meeste gevallen te omzeilen door ver-
standig gebruik wvan de hoogtekaart, of ligging der niveauvlakken (in Ra).
Zo ook in ons voorbeeld.

De niveaulijn met waarde a is een parabool met vergelijking x + y2 = aj;
y2 = a - x; de as is de x—-as, opening naar links; top in (2,0). In de
nevenstaande figuur zijn enige niveaulijnen en de cirkel x2 +y =1

getekend.

e
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We zien dat het minimum optreedt in A = (-1,0), de waarde van het minimum
is -1; er zijn twee maxima,nl. in B en C; om die te berekenen moeten we
vaststellen welke van de parabolen: y2 = a - x aan de cirkel raakt.
Snijden x2 + yz = 1

{yz = a=-x levert: x2 -x+a-1=0.
Er moeten twee samenvallende x-coordinaten van snijpunten zijn:
dus discriminant 1 - 4(a-1) =0, a = 5/4.
Het maximum is 5/4; dit wordt aangenomen in de punten B = (4, }/3) en

C= (4, =4VD).

We bespreken nog een voorbeeldje van een extremumprobleem met een neven—

voorwaarde.

Bepaal het punt op de ellips x2 + 4y2 = 4 dat de grootste en het punt dat
de kleinste afstand heeft tot de rechte x + y = 4.

Merk op dat (x + 'y — 4) overal op de ellips < 0 is. De afstand van {p,q)

tot de rechte is §/Z | p + q - 4|. Het probleem is nu: vind de uiterste

waarden van /2 | X+ty- 4] onder de nevenvoorwaarde x2 + 4y2 -4 = 0.
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De hoogtelijnen van de functie zijn rechten evenwijdig aan x + y = 4.
Het maximuym en minimum worden bereikt in A resp. B raakpunten van

niveaulijnen aan de ellips. Uit de elementaire analytische meetkunde

volgt:

A= ("% V5, ;-% Y5} afstand tot L : Q/E (4 + /5)
B = (+3 15, 3+ /%) atstand tot 2 : $/7 (4 - /5).
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Hoofdstuk 7. Aanvullende opmerkingen over analytische meetkunde

7.1. ‘Paramétervoorstellindg_e_n__

Tot op heden stelden we krommen in het platte vlak steeds voor met een functie
y = £(x) of impliciet met F(x,y) = 0. Vaak is het handiger de kromme op

een andere manier voor te stellen, nl. met een hulpgrootheid die we para-
meter noemen. In plaats van &&n der coardinaten_in de andere ult te drukken,
of een verband tussen beide coordinaten op te schrijven kunnen we beide
coordinaten x en y uitdrukken als functies van een derde veranderlijke,

zeg t, de parameter.

Zo gtelt het paar functies {x

x(t)
y(t)

y

een kromme voor als de parameter t bepaalde waarden doorloopt. Als men de
parameter elimineert komt er een vergelijking, maar dit is vaak lastig en
meestal onhandig!

Enkele voorbeelden:

X = acos t 0<t < 2n
y=asint
. . . R 2 2 2
is een parametervoorstelling van de cirkel met vergelijking x +y = a .
{x = acos t 0 <t < 2n
y=bsint
2 2
. P X ¥ _
stelt voor de ellips met vergelijking =3 + 5 = I.
a b

Meetkundig ziet men dat t nu is de hoek tussen de positieve x-as en de ver-
s s ‘s . 2 2 2
bindingsrechte van (0,0) met het snijpunt van de cirkel x~ + y = a met de

v rticaal door het punt.

Y

{o,b)

(a,0)

Ps{acost,bsint)
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et +
J et -

=% < t < o

Voorbeeld. { X
t

-
y e

5
)

is een parametervoorstelling van de hyperbool x2 - y2 = 1., Men noteert:

C -t . . -
l(e” + e ") =: cosh ¢t (cosinushyperbolicus); E(et -e t) =: sinh t (sinus-

hyperbolicus). Het is niet moeiljik de grafieken van deze functies te tekenen.

1 + 3¢t

-0 < t < o

y=2+t

is een parametervoorstelling van de rechte x + Jy + 5 =0,

Een probleem dat zich voordoet is hoe de raaklijnrichting te vinden van een

]

kromme gegeven door een parametervoorstelling:
dy

x = x(t)
y = y(t) .
dy _ ., _ dt .. ¥

We vinden voor de kromme: il Al ax =:

dat
als y = y(x) een functie is die een deel van de kromme als grafiek heeft.
Om dit in te zien denken we ons t opgelost uit x = x(t) als t = t(x), sub-
stitutie in de tweede vergelijking levert y = y(t{(x)) en de kettingregel:

dy . dy gt

dx dt dx

Uit de inverse functiestelling (blz. 28, 29) volgt

de 1
dx  dx °
dt

Horizontale (verticale) raaklijnen treden zeker op in punten waar %% =0

dx dx
en-a—t-#o (

dx dy.
T 0 en Ic £ 0).

Parametervoorstellingen zijn ondermeer handig bij het in formule brengen var
een meetkundig gegeven kromme. We bekijken als voorEeeld een cycloide. Een
cirkel met straal 1 ligt op de x-as, het middelpunt M is in (0,1). De cirkel
gaat langs de x—as rollen (zonder slip!), gevraagd de kromme die beschreven
wordt door het punt dat oorspronkelijk in & was. We nemen als parameter de
hoek t tussen de lijn van het middelpunt naar het betreffende punt (P) en de

verticaal.
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T X, A

Afwezigheid van slip betekent nu dat OA = boog AP.
Nu geldt x, = Ky * (xP - XM) =t -sgin t

Yp =¥y * (yp = YM) =1 = cos t.

Als parametervoorstelling hebben we nu:

X=t-sint
y=1=-cos t
c9x L4y _ oo 9y sint Tt
dus: ac 1 cos t; ac sin t; T =05 T tan (2 2).

De raaklijn in P is dus gericht naar het hoogste punt van de cirkel die bij

de stand P behoort.

We tekenen de kromme,

) : 27 4n X

Oppervlakken beschreven we tot nu toe met z = f{x,y) of F(x,y,z) = 0,
ook deze zijn met parameters te beschrijven. Voor een oppervlak zijn i.h.a.

twee parameters nodig en X, ¥y en z worden dan functies van die parameters.
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x =acos ¢ sin 8 (0 £ 9 < 2m)

y =asing¢ sin @ (06 <7)

Z = acos ®
. . ‘i 2 2 2 2
1s een parametervoorstelling van de bol met vergelijking x + y + z = a .

X =p cos ¢ 0 <¢ <27

y=psing 0<p <o

2
z=p

. . 2 2
1s een parametervoorstelling van z = x + ¥y ,

Het vinden van de coéfficiénten van de vergelijking van een raakvlak (dit

zijn %% en %%) uit een parametervoorstelling is lastiger.
Laat "x = flu,v)

y = g(u,v)

z = hiu,v)

de parametervoorstelling zijn. Evenals in het geval van een kromme denken we
ons u en v uit de eerste twee vergelijkingen opgelost en in de derde gesub=

stitueerd. We vinden:

z. =z +
x u Y %y Vx

zy =z, uy + z, vy .
De moeilijkheid is nu het vinden van ux, vx, uy, vy. Bedenk dat er geen
analogon van de inverse~functiestelling bestaat voor partiele afgeleiden.
Vargelijkingen voor u env, vinden we door de eerste twee vergelijkingen

te differentieren naar x:

1

f u + £ v

u X v X

0=g u + g v _en deze op te lossen; evenzo voor u_en v_.
u x v X y y

Als we dit toepassen op z = x2 + y2 (zx = 2x, z, = 2y) en de besproken para-

metervoorstelling dan komt er voor 2z :

z = +

zZ_ p immers z_ 3 2p} z_= 0.
x p Tx ,

Zcp p

Om p_ te berekenen differentiéren we x = p cos ¢ en y = p sin ¢ naar x:
x

9, = 2P Py

1 = p, cos ¢ = p sin ¢ » ¢

0= px‘sin ¢+ p cos ¢ - L
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Oplossen levert px = 'cos ¢, dus z = 2P px = 2x.
. $in ¢ Y .
Merk op dat-q)x = - =X . terwijl x@ = - p sin g, zodat 9 " :«:(p # 1.

7.2. Coordinaten

Tot nu toe hebben we de analytische meetkunde bedreven met cartesische coor-—
dinaten in mz en R3 (x,y resp. X,¥,z). Als men problemen bestudeert met

"ecirkel of bol-symmetrie" dan zijn andere codrdinaten vaak handiger.

Poolcodrdinaten in Rz.

We leggen een punt P in het vlak wvast door zijn afstand tot @ = (0,0) en
door de hoek die de verbindingslijn dP maakt met de positieve x—as.

De afstand heet gewoonlijk r, de hoek ¢} uit de aard van dé keuze volgt dat
r 2 0, ¢ slechts bepaald tot op veelvonden van 27 ((r,p) en (r,p+2r) is het
zelfde punt) en ¢ onbepaald in &

& noemt men wel de pool, de positieve x-as de poolas , r de voerstraal van P

en ¢ het argument wvan P,

Het verband tussen cartesische coordinaten (x,y) en poolcoordinaten (r,p)

&x = r o8 @
y = r s8in ¢. Y

is

1
i
|
]
i
:
1
X X

Een kromme r = r(p) kan meteen als parametervoorstelling in cartesische

coordinaten geschreven worden door:

{

zodat we de theorie van § 7.1 kunnen tcepassen.

i

r{p) cos ¢

r{g) sin ¢ .
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Voor problemen waarin cirkelsymmetrie voorkomt zijn poolcoordinaten erg
handig:

De cirkel x2 + y2 = 32 heeft als vergelijking in poolcoordinaten: r = a.
Krommen r = constant zijn cirkels om 0; krommen ¢ = constant halve rechten
door ¢ (0 zelf uitgezonderd).

We bekijken enkele voorbeelden:

1
a r =— > {0,
) 0 s @

We zien dat r + « als ¢ ¥+ O maar daar y = r sin ¢ = 513 2 geldt y > 1

als ¢ + 0; er is dus een horizontale asymptoot bij y = 1. De kromme heet
hyperbolische spiraal,:

dx x

1/

b) r = 2(1 - cos ¢) cardioide

Deze kromme ontstaat als de baan van het punt P op de rechter cirkel
als deze cirkel (met straal 1) zonder slip langs de vaste cirkel met

middelpunt (-1,0) rolt.
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symmetrie-as

In cartesische coordinaten is de vergelijking van de cardioide:

('.1ac2+yz+'2:1c)2 =4 (x2+y2) hetgeen veel Ingewikkelder is.

Cylindercoordinaten in B .

Deze zijn de, uitbreiding van poolcodrdinaten in het (x,y)-~vlak met een

z-coordinaat. Z

N

P (l" Q’Z‘

- ey e m— o — — . — . a —

X

De cylindercoordinaten van P zijn (r,e, z);

de samenhang met cartesische coordinaten is:

X =7 cos g
y=1rsingy

zZ=z.
Cylindercoordinaten zijn gemakkelijk bij meetkundige figuren die cirkel-
sympetrie hebben (omwentelingsfiguren.).

De cylinder x2 + y2 = 32 heeft als vergelijking in cylindercoordinaten:
re=a,

De halve kegel z = sz + y2 heeft als' vergelijking z = r.
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Bolcoordinaten in R3.

Voor figuren met een punt van symmetrie (bolsymmetrie) zijn de volgende

codordinaten erg handig. Z

Plp, 0, 6)

X

Een punt P in:m3 wordt bepaald door: afstand p tot O, hoek ¢ van de projec~
tie van OP op het XY-vlak met de positieve X~as, hoek 6 van OP met de posi-

tieve Z-as.

Krachtens definitie is p 2 0, ¢ bepaald tot op veelvoud van 27 en & tussen O

en M te nemen.

De omrekeningsformules zijn: [x = p sin © cos ¢
vy = p sin 8 sin ¢
z=p cos 6.

p = constant is een bol om O = (0,0,0)

9 = constant is een halfvlak door de Z-as

8 = constant is een halve kegel met de Z-as als as.




Hoofdstuk 8, Uitbreiding van de integraalrekening

b
We zullen in dit hoofdstuk een uitbreiding geven van het begrip J f(t) dt
a
dat we in hoofdstuk 3 invoerden. De uitbreiding bestaat er in dat we het
interval [a,b] vervangen door andere soorten verzamelingen. De behandeling
zal volkomen intuitief zijin. En passant zullen we onze techniek voor het

berekenen van integralen met diverse nuttige substituties uitbreiden.

8.1. Meervoudige integralen

Allereerst moeten we invoeren het begrip I-, 2- of 3-dimensionaal gebied,
De algemene definitie is lastig; we volstaan met voorbeelden
I-dimensionale gebieden: [a,b] in'R; [a,=) in R;
aen stuk van een kromme in Rz of R3
2-dimensionale gebieden: een cirkelschijf, een massieve veelhoek in.mz;
een stuk oppervlak in R3
I-dimensionale gebieden: een massieve bol, een massief veelvlak,

een willekeurig lichaam in R3.

We zullen nu algemeen het begrip J f invoeren: de bepaalde integraal over
G
een gebied G. Als dit gebied 2 of 3 dimensionaal is spreken we van een

meervoudige integraal.

De wijze van werken is als in hoofdstuk 3. We proberen het gebied te ver-

delen in kleine elementaire pebiedjes, die we brokken noemen. Van deze

elementaire gebiedjes (in hoofdstuk 3 waren dat de deelintervallen van een
verdeling) is een maat (in hoofdstuk 3 de lengte) gedefinieerd. Van twee-
dimensionale ﬁrokken is de maat de oppervlakte; van driedimensionale brok-
ken is het de inhoud. De maat van een elementair gebiedje E geven we aan
met p(E). Bij een verdeling van een gebied G (het gebied zal niet steeds
precies gelijk zijn aan de vereniging van de elementaire gebiedjes; als
het na lim;etovergang maar goed is zijn we tevreden), nemen we in ieder

elementair deelgebiedje een punt, en berekenen de Riemann-—som:

n )
iil £(P.) W(E)
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waarbij El""’En de elementaire gebiedjes zijn waarin we G "verdeeld"
hebben, en Pi het in Ei gekozen punt is;.f(Pi) is de waarde van de functie
in P,.

i
Indien nu de Riemann—-sommen voor steeds fijnere verdelingen een limiet heb-

ben (die onafhankelijk is van de gekozen verdelingen en tussenpunten enz.)

dan noemen we dit de integraal van f over het gebied.

Een notatie is J fdp; ook wel JJ fdﬁ of JJJ fdﬁ als G 2- of 3-dimensionaal

is. Maar we zullen meestal andere notaties gebruiken. Voor nette functies

(bijv. continue) en nette gebieden (niet te wilde begrenzingen e.d.)

bestaat J fdyu. : ’
G

We bekijken enkele soorten 2-en 3-dimensionale brokken en berekenen hun maat
(ten naaste bij; het is voldoende een getal te hebben dat met de maat d.1i.

oppervliakte of inhoud overeenkomt als de afmetingen naar nul naderen).

Tweedimensionale brokken

a) In RZ is de rechthoek {(x,y) | X, < X< Xy ¥ <Y< Y2} als

AX ¢ X, — X, en Ay := y2 - yi een brok E met maat

2 1
u(E) = Ax Ay.

Als deze brokken gebruikt zijn schrijft men
J fdy =: JJ f(x,y)dxdy.

(N.B. De integraal moet onafhankelijk zijn van de gekozen brokken.)

b) In Rz is het sectorstuk (poolcoordinaten) := {(r,0) [ r <r < T,

9, <9 < ¢2} als Ar:= r, - r;en Ag = 9y = 9 klein zijn een brok met

maat i(wz-ml)(rzz—rlz). Als r een getal tussen r enr, voorstelt is dit
ongeveer:

TArdg.

We noteren: J fdu =: JJ f(r,p) rdrdy .
G G
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Twee-dimensionale: brokkan:

Driedimensionale brokken

_ getal tussen p

Een' recht balkje met Kleine: ribbenlengten Ax, Ay en Az is een brok met
maat. AXAYAZ..
Notatte:

JJJ f(x,y,2) dxdydz.

G-

Een. wigstuk. in: cylindercoordinaten: {(x, ¢, 2) | r, < T <T,,
9y <9 < 9y Zp <2< zi} is, als Ar-i=T, =T, Ap := 0, = 9>

Az 1=z, — z. klein zijn;een‘broknﬁet maat ongeveer rArigAz (r is weer

2 1

een. getal tussen. r; en;ré).

JJJ f(r; ¢, z) rdrdpdz.
G

Een blokachtig stuk in. bolcoordinaten:

{(p’ P e) l p] < p <.p2_’ ‘Pl < ¢ < cpz' el <8 < 62} isﬁals

Ap. 3= py T Py Ay =0, T 9,3 fi\: :=-82 - 6] klein zijn,een brok, die bij

benadering is een balkje. met zijden: Ap , plAa en p, sin GlAm. Als p een

en p,, 9 -een: getal tussente1 en 6. voorstelt is de

1 2

maat van deze brok in benadering

pz sin-8 fp A6 Ag,
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Vandaar:

JJ £lp, ©, 6) p? sin 6 dp do dgp.
G

_ <>

s e e o

ya\
77
\/

1}

VAR

Drie~-dimensionale brokken

Voor de bepaalde integraal J fdu gelden de eigenschappen I, IV, V, VI
G
en VII, die we op blz. 34 voor de integraal over een interval formuleer-

den, nog steeds mits we maar overal lengte door maat vervangen.
Voorbeelden van meervoudige integralen:

Zij G een schijf in R2 met massa verdeling f(x,y) = 0 dan is de totale

massa

JJ f(x,vy)dxdy = JJ f(r cos ¢, r sin. ¢} rdrdep.

De integraal stelt ook voor het volume van het lichaam in R2 begrensd

door G, het oppervlak z = f(x,y) en de cylinder op de rand van G.

§Y 4
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2y 2ij G eenwlichaamuin-ﬂg met een:massa verdeling f(x,y,2z); zij £(r,0,z):=
f(r cos ¢, r sin ¢, z)'enw?(p,m,aj i=-f£(p sin B cos'¢, p sin ® sin ¢, p cos B)
dan is dextotale-massa: :
"IJJ f(x;y;z)dxdyd2'=fJJJ ffr;m;z)'rdrdmdz
G

G

?D’¢,8)'p2 sin 8 dpdpde.

rll

Dé-inhoud wvan G is dus:

JJJ dxdydz = JJJ rdrdmdz.='JJJ=pzsinG-dddmde.
G G G

3.

Het statisch moment van schijf G metimassadichtheid f£(x,y) t.o.v. de y-as is
JJ xf (x,y)dxdy.

4) Bet traagheidsmoment t.o.v., de z-as van een lichaam L met massadichtheid

£{x,y,z) is:

JJJ (;2+y2)f(x,y,z)dxdydz = JJJ rzf(r,mz)rdrdwdz.

5) Het traagheidsmoment t.o.v. het vlak z = 0 van een lichaam L met massa

verdeling m(r,p,z) is:-

"JJJ zzm(r,m,z)rdrdmdz. .
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6) Uit de momentenstelling volgt voor de coordinaten van het Zwaartepunt

(EynsZ) van een lichaam L met massaverdeling m(x,y,z):

M =jJJ X m(x,y,z) dxdydz;
L

Mn= JJJ y m(x,y,z) dxdydz;
L

Mg =

JJJ z m{x,y,2z) dxdydz,
L

waarbij M de totale massa vén L is, dus M ='JJJ m(x,y,z) dxdydz.
L

8.2, Herhaalde integralen

Met alle formules uit § 8.1 zijn we nog niet in staat om iets uit te rekenen.
We zullen een methode bespreken om integralen als in § 8.1 uit te rekenen
door herhaald gebruik van de hoofdstelling (blz. 36). Daartoe beschouwen we
ook gebiedjes waarvan maar é&én afmeting klein is; deze noemen we repen.

. . . 2
Voorbeelden van tweedimensionale repen in R” met hun maat:

Y2

Y1 ra

Ax
p={Y2-v1)Ax =r{gy-04 Ar =5 (r.‘;-fg)AlP
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3 . P e .
In R” kunnen we verschillende scorten driedimensionale repen aangeven;

we volstaan nu met twee voorbeelden:

Z

maat = (yz-yl)(zz“zl) AX 3 maat = r(wz-ml)(zz—zl) Ar

De berekening van meervoudige integralen zullen wij nu terugbrengen tot de
berekening van een aantal enkelvoudige integralen. Daartoe verdelen wij het

gebied G niet in brokken, doch in gelijksoortige repen. Aan elke reep kennen

wij toe de functiewaarde J f . De berekening geschiedt dan met behulp van
reep
de volgende enigszins vaag geformuleerde en in de huidige opzet moeilijk be-

wijsbare, maar wel plausibele stelling:

Stelling. Jf = J Jf .
G over alle will.reep
repen in G
Deze stelling drukt uit, dat men de integraal van f over G niet alleen als
limiet van een som van bijdragen van een verdeling in brokken, maar ook als
limiet van een som van bijdragen van een verdeling in repen kan beschouwen,
waarbij de bijdrage over een reep zelf weer als limiet van een som te be-

schouwen is. Wij lichten dit op twee manieren toe voor de dubbelintegraal

JJ f(x,y) dxdy .
G
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le interpretatie. Interpreteer de dubbelirntegraal als inhoud van de door de

grafiek van f(x,y) afgeknotte ecylinder boven de schijf G in het xOy-vlak,

waarbij wij ons G ingesleten denken door de krommen
y =y, eny=y,(x),

die gedefinieerd zijn voor a < x s b, Verdeel G in repen evenwijdig aan de
y-as met breedte Ax, dan is de integraal van f(x,y) over zo'n reep, dus de

inhoud van de plak boven de reep
¥, x)

J f =~ Ax J f(x,y) dy .
reep . yl(x)

z

\ \\\Rj

Deze integraal is afhankelijk van de x—-coordinaat van de reep. Vervolgens

integreren wij over x, dus over de repen, en komen zo tot
"JJ f(x,y) dxdy = J dx ' J f£(x,y) dy | .
G a yl(x)
Wanneer wij ons het gebied G ingesloten denken door de krommen

X = xl(y) en x = xz(y) R

die gedefinieerd zijn voor ¢ £y < B, en wanneer wij G wverdelen in repen
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evenwijdig aan de x—as met -breedte 4y, dan krijgen wij op analoge wijze

8 X, (v)
"JJ f(x,vy) dxdy = J ~dy ‘ J fix,y) dx
G a x,: ()

De dubbelintegraal is dus op twee manier herleid tot een hérhaalde inte-

graal, die op de gewone wijze kan worden berekend.

Y

Yz‘x}

2e interpretatie. Interpreteer .de dubbelintegraal als de totale massa van de

schijf G met massaverdeling f(x,y). Dan is Jf de totale massa van de
reep
teep. Ook hier vindt men als -de herleiding van dubbelintegraal tot herhaalde

integraal:
JJ f(x,y) dxdy = J dx J f(x,y) dy = J dy J f{x,y) dx.
G a ¥, (%) o x ()

We bespreken veel voorbeelden.
Voorbeeld 1.
2 x2 ye
JJ xy dxdy met G : = + 15 < 1 . Antwoord: O.
a b

G

: . . 2
Voorbeeld 2., 2ij G het kwart 1in eerste kwadrant van x2 +y =< 1.

x2+ 2
Gevraagd wordt JJ & 7Y xydxdy .

G
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VivZ X

Verdeel G in repen evenwijdig aan de x-as. Dan

- 2
2 b

x2+y2 y x2 2 Lo1- 2
JJ e xydxdy = J y e dy j x e dx = J v ey dy.E(e y -1) =
' 0
| 1 2
2
-4 [ Tt ede-ge-beg
0 0

1]
NfL_
Nm——

Voorbeeld 3. Zij G de driehoek die in het x0Oy-vlak wordt ingesloten door de

rechten y = 2x, 2y = x, x + y = 3.

omJJ xydxdy over dit gebied te berekenen verdelen wij G eerst door de

rechte x = 1 in twee gebieden G en G

1 29 die wij elk in repen evenwijdig aan

de y—as verdelen.
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‘ ]
G Gl G2 D E_—x i .ix
1 2
| : 2
= dex ‘-‘E(lﬂi - -}‘- xz') + dex . -%[(3"1:) -%}-xz] =
0 |
1 2
15 f .3 1 3.,,.2 _ 13
Y j xdx + 3 J (3x7=24x"+36x)dx = ol
0 ]
) /2
Voorbeeld 4. Gevraagd J dx J sin(x+y)e51n ydy .
0 0

De binnenste integraal is zeer moeilijk. Wij schrijven de herhaalde inte-
graal eerst als dubbelintegraal over het gebied G: de rechthoek 0 < x < m,

0<vy < T, Vervolgens verdelen wij G in repen evenwijdig aan de x—as, dan

-2
m /2 /2 T
J dx { f{x,y) dy = JJ_ f(x,y) dxdy = J dy J f(x,y) dx =
0 0° G 0 0
/2 'l w2
= J dy.esln ¥ J sin{x+y)dx = - J 51 Y dylcos(n+y)-cos y]l =
0 0 0
/2 in sin %_ o
= 2 e Yeos ydy = 2 [e -e ] =2(e"1) .
0
Voorbeeld 5. Gevraagd' I y5 dy J dx8 .
' 0 gt 1
Y

Daar de binnenste integraal te moeilijk is, schrijven wij eerst een dubbel-
integraal. Het gebied G is het gebied boven de x-as, dat rechts van de
_parabool yz = x ligt. Dit gebied verdelen wi] in repen evenwijdig met de

y-as, dan
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dx 3 dx 5
y d'y = _L. dxdy = y dy =
]+x8 l+x8 1+x8
0 yz 0 0
@ [- -] -] “/2
e ax® 1 [ 2ot [ a-g
8§ 24 s 24 | 2 24 48 *
0 T+x 0 1+x 0 1+t 0

waarbij: x4 = t = tan ¢.

Voorbeeld 6. Gevraagd J __9552_5 over G: 4x° + Y2 = 1
G (x2+y2)

Wij voeren poolcoardinaten in., De vergelijking van de ellips 4x2 + y2 =1 in

- . 2 2 . . .
poolcoordinaten is ¢ (& cos ¢ + 51n2¢) = ]. De integraal paat over in

[ ot e ] s

G 6 TR A
TT/2 o 11'/2 w

=4 J do J -2 J do |~ -
0 1 T 0 r 1

2 .2
\/4 coszm+sin2¢ \Q cos g+sin‘g

/2
= 2 J (4 coszm+sin2¢)d¢ " %l .

0
Voorbeeld 7. Gevraagd de inhoud die wordt ingesloten door de cylinders
x2 + y2 = | en x2 + z2 = ]. Wij beschouwen het lichaam als de cylinder op
x2 + y2 = | in het x0y-vlak, die wordt afgeknot door de grafiek van
z = I-x2. De gevraagde inhoud is dus

QJJ I—x2 dxdy ,
G

waarbij G het eerste kwadrant van x2 + yz <1 is,

Verdeel G in repen evenwijdig aan de y-as, dan

l-x2 1

8 JJ 1—x2 dxdy = 8° J 1--x2 dx J dy = 8 J (l-xz)dx = 8 - %.-
G 0 0 : 0

16
3
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Voorbeeld 8. Gevraagd de inhoud. van het lichaam dat wordt bepaald door

0D=z=s1, 0‘522"'xzh'y2.

Dit lichaam blijkt te zijn een kegel met & als top en de z-as als as.
De grondcirkel is de cirkel in z =1, die als projectie op het xQy-vlak
heeft de cirkel x2 + y'2 = 1.

Noem deze projectie G, dan is de gevraagde inhoud (als functies worden z = |

en z =V x2+y2 beschouwd)
(f\[ 2. 2 _
l.dxdy - x"+y" dxdy = m - r ¢« rdrdyp =
G G G

/2 1
=T -4 J dy J rzdr =F - 4 , %—.
Q 0

T .

==

1
3

Door de stelling van deze paragraaf toe te passen op een drievoudige inte-

graal vinden we:

four [ [ ]

over alle willekeurige
repen in G. reep
Op de binnenste integraal passen we de stelling nogmaals toe, Het resultaat

kan beschreven worden als wvolgt.

G zij het gebied in R?. Op G zij gedefinieerd f(x,v,z).

Laat G liggen tussen en geraakt worden door de vlakken X = a en x = b,
beide dus loodrecht op de x—as.

Breng aan een willekeurig vlak loodrecht op de x-as en laat de doorsnede

van dit vlak met G liggen tussen. en geraakt worden door de vlakken
y=y&x) en y=y,(x .

Breng aan een willekeurige verticale rechte in het willekeurige vlak en

laat deze rechte de doorsnede met G snijden in de punten
z = zl(x.Y) en z = zz(x,y) .

Dan is
yz(X) zz(x,y)

JJJ f(x,7,2z)dxdydz = J dx J dy J f(x,v,z)dz.
G a yl(x) zl(x,Y)
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P -y,

'J’ z1(x'v)

X\

Voorbeeld 9, GevraangJJ'-—jggbﬁya—- over het gebied G in het eerste octant
(xty+z+1)

dat wordt begrensd door de coordinaatvlakken en het vlak x+y+z = 1.

.1 1-x 1-x-y
Ul dudyds ix dy J R S
(x+y+z+1) x=0 y=0 2=0 (x+y+z+l)
1 I-x i z=l-x-y
= J dx f dy L. 5 =
0 0 26cty¥2+ 1) he0
] 1=x 1 1-x
= "'513‘ J dx J dy + -;— J dx J 4y 5 =
0 0 0 0 (xy+1)
1 1 _
__1 (-x)dx + L 4 el y=1-x )
8 x)dx T 3 xty+l -0
0 0
1
16 2 2 w2 16
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Voorbeeld 10. Gevra;agdf”} L; dxdydz over de oneindig lange balk, die wordt
X

beschreven door 0 <y s 1, 0 sz <1, | £x.

. N . 1 1
'H}ngxdydz = lim j % f ydy J zdz -—~21—.
0

X N+co] X 0

Voorbeeld t}., Gevraagd het traagheidsmoment t.o.v. de z~as van de homogene
kubus |x| <4, |y| <h, |z| < b

]
i

JJJ (x2+y2)dxdydz = J dz J dy J (x2+y2) dx =

h
2h dy & nleony?) =18
3 3
~h

Voorbeeld 12, Gevraagd ” _._L‘EEXEE.__? over G ! [z[ > 3.,

(x2+y2+zz)

le manier: met cylindercoordinaten x = ¥ cos ¢, ¥y = r sin ¢, z = z.

Dan
ca 2 w©
J rdrdgd; 3 J dz J do rdr -
€ (z*+r2) 3 0 0 Glerd)
o 21 Zmco o
I - dz _ 21
=-szJ 5 dcp—21rJ 7 =3
0 274 | Lup Ty Z

72 manier: met bolcoordinaten x =p sin 0 cos ¢, y =p sin € sin ¢, z = p cos 8

9 2n n/2 ©
p sinbdidpdo _ sin @ -
J” A =2 de do — dp
G e 0 0 3/cosf P
/2 ® n/2
=4‘rr'J de sin g -1 =%1I-J sin 8 cosﬂde“—'%l.

p .
0 3/cosd 0




Voorbeeld 13. Gevraagd het traagheidsmoment t.o.v. de z-as van het lichaam G,
dat door het vlak z = x wordt afgesneden van de omwentelingsparaboloide

x2 + y2 = 2., Wij voeren cylindercoordinaten in; dan is de vergelijking van
het vlak z = r cos ¢ en van de paraboloide z = rz.

Voor de projectie van de snijfiguur geldt r = cos ¢.

m/2 cosg rcosg

2 2 3 3
T = JJJ (x"+y )dxdydz = JJI r drdedz = 2 J dg J r dr J dz =
r
/2 cosg /2
= 2 do dr[r4 cos ¢-r5] =1 cosGmdw = {zie 3.5.4).
15 96
0 0 0

Stelling van Guldin (1577-1643)

De inhoud van een omwentelingslichaam is gelijk aan het product

van de oppervlakte van een meridiaandcorsnede en de lengte van
de baan die het zwaartepunt van de meridiaandoorsnede bij de

wenteling aflegt,

Bewijs. Stel dat het omwentelingslichaam L ontstaat door wenteling om de
z-as van de in het x0z-vlak gelegen schijf G. Wij gebruiken cylinder-—

coordinaten.

Inhoud = JJJ dxdydz = JJJ rdrdgdz = 2n JJ rdrdz = 2n JJ xdxdz .
L L G

G

Voor de x-coordinaat £ van het zwaartepunt van G geldt

£ JJ dxdz = JJ xdxdz , dus
G G

Inhoud = 27¢ . Opp. G.

Voorbeeld 14. Gevraagd de inhoud van het lichaam, begrensd door

C x2+y2 - a]2+ 22 = b2 s (a > b).

Uit het onderzoek van de doorsnede met x = 0 en met z = § blijkt, dat het

lichaam een torus is. De inhoud is dus

2ma . ﬂb2 = anab2 .




8.3. Etkele formules vdor ‘leugte §TIOI’P”€TV1*akte

Naast de reeds behandelde veorbeeldén funnen we, uitgadande van hetzelfde
teginsel van verdelingen in brokkeén en limietovergang, formules afleiden
voor de lengte van gebogen krommen -én voor de oppervlakte wvan ronde opper-

vlakken. We sommen hier de formules Zonder meer op.

1. De lengte van de kromme met vergelijking y = £f(x) tussen de punten
(a,£¢a)) en (b,f(b)) met a < b is:

2. Is x = x(t), ¥ = y(t) een parametervoorstelling van een kromme dan is

de lengte tussen

(x(a), y{a)) en (x(B), ¥{B8)) met & < B:

.- g

o

— -
)

3. Is r = r(¢) de vergelijking van een kromme in poolcodrdinaten dan is

de lengte tussen (ml,r(¢1)) en (¢2;r(m2)) met 9, < @,

q’z I > 2.
o = J \/[%J + (x(e)) do.

?

4, Is x = x(t), vy = y(t), z = z(t), Ly Stst

de parametervoorstelling van
3 .

2

een kromme in IR” dan is de lengte:

5, Is z = £(x,y) met (x,y) € G een oppervlak dan is de oppervlakte boven G:

2 2"

oo I ) e

6. In cylindercodrdinaten is dan z = £(r cos ¢, r sin ¢) en

2 2

9z 1 Az
”- UV‘* [ﬁ] v [‘aﬂ rdrdy.
G r
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Hoofdstuk 9. Reeksen

9.1. Convergentie en divergentie

Eindig veel getallen 85+ e0s8y hebben een som, zeg SN' Dus

Beschouw nu een oneindige rij getallen a58y585500 €N VOTM de rij van de

zgn. partiéle sommen:

SI t= a, 3 S, :=a_ + a, 3 S8, 1= a] +a, t a, je00 3

De uitdrukking

oD
a ta, + aq +,.. (= znél an)

- de yon .
noemen we een (oneindige) reeks; de N = partiele som SN is dus de som van de

[+ <]
eerste N termen uit de reeks I a .
n=1 n

Definitie: Als lim S bestaat en gelijk is aan S dan heet de oneindige reeks

Mo N
a + a, + a, +...F a +... convergent met som S; als lim SN niet bestaat dan
N
heet de reeks divergent en dan heeft hij geen som.
Voorbeelden:
N
2 n-1 1 -r . a4
1) 1 + ¢+ +iea3 a = r H SN T VOoOoT T # 1. De oneindige meetkun-
. o e n-| . _ ]

dige reeks Zn=1 a En=l r is convergent als |r| < | met som S = T

en 1s divergent als lr[ > 1,
DL+ +1+1 +,.. a = 1; SN = N is divergent

1 =1+ 1 =1 +.0a3 a = (_1)n~l; SN afwisselend 0 en 1

(8y = 3+ (—I)N_li) is eveneens divefgent.
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A

3) Ook de oneindige rekenkundige.reeks ! +.2 + 3 + 4 + 5 +...; a = n;

Sy = #N(N + 1) is divergent omdat S > = als K > =

4) 1 + %ﬁ+ + % +ee43 @, =:— , de harmonische reeks. Deze is divergent om~

1
n n- s e ——
‘ .- k+1

N LR R ERS NS TR TR VRN E N A R |
du?+z>5,g+€t?£?>q,hhmEFZHH>2.DM
Szk+1'> (kzl) . Hieruit~velgt_SN +.® als N + =,

l 1 ! 1 1 ] ] ]

*...3 8 = == -

.23 3.8 5 n REFTD n n+ 1"y N+ 1 °

. . @ 1.
. = N X 5 18 X i . Z ———— = .
ilm SN 1. De reeks. is dggqupyggggnt‘en n=l 2la ¥ 17 1

L

5)

Een van de eerste doeleinden die we. nastreven is stellingen te bewijzen die
ons in staat stellen tot convergentie of divergentie van een reeks te be-
sluiten op grond van direct te controleren. eigenschappen van de termen a_en
met omzeiling van het vaak moeizame uitrekenen van de partiéle sommen Sy
Een voorbeeld van zo'n stelling: is; de volgende.

Stellin&;‘Als de reeks a, *‘32 t.ay +... convergent is dan is lim ay = 0.

3 . N+

Bewijs: lim SN = lim SN&I = 5 3

N e -
dus

3y =Sy "8y, *8=5=0 als N=»-=.

Opmerking: We kunnen deze stellinmg alleen gebruiken om van sommige reeksen

de divergentie te bewijzen; als nl. a_ niet tot 0 nadert als N + * dan is de

N
‘eeks divergent. (Zie voorbeelden 2 en 3.) Het omgekeerde van de stelling

("als 1im a_, = 0 dan Ean convergent'') geldt miet zoals blijkt uit het voor-

N
beeld van de harmonische reeks (voorbeeld 4).

We zullen bij het convergentieonderzoek gebruik maken van de velgende plau-
sibele (maar op ons niveau van fundering van het begrip "reele getallen"

niet te bewijzen) uitspraak over rijen reeéle getallen.
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ing: ij < < e <
Stelling: (Van de begrensde monotone rij). Als a a 2, fa Sa

€ ... €N a, < M voor elke n dan bestaat
lim a en lima =M.
n n

nre nre

Opmerking: Er geldt een analoge uitspraak voor monotoon niet-stijgende rijen:
Als a. 2 a, 2 a_2 ... en a_ 2 M dan bestaat
1 2 3 n

lim a, en lima 2 M,
e n*re n

We gebruiken de voor zich sprekende symbolen voor monotoon niet dalende en
niet stijgende rijen anf en an\.

We bespreken nog &&n voorbeeld.

Voorbeeld 6:

Nu geldt:

Sl>33>55>"'>0

82 < 34 < 86 < ... <1 .

Wegens de zojuist vermelde stelling bestaan de limieten

S0 t= 1lim 8 en § = 1im S

o C2N-1 e T L Son
1 .. . aq
Omdat S, - SZN—II =35 2ijn S, en S_ gelijk en convergeert de reeks.
Noemen we

_ ™ _gs0-l =1
§, =8,=5 2n=l (-1)" 'n

dan blijkt bovendien dat |S - SN‘ < ﬁ_l__

i Later (§ 9.4) zullen we vermel-

den dat

= log 2 .

B
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We besluiten deze paragraaf met enige opmerkingen.

Als we in een convergente (divergente) reeks een eindig aantal termen wijzi-
gen dan is de zo gevormde reeks weer convergent (divergent); hetzelfde geldt

voor het toevoegen of weglaten van eindig veel termen. (Opgave: bewijs dit!)

We noemden de termen van de reeks a1 58ys0 . SOMS is het handiger (zie §9.4)

2

de nummering van de termen met 0 te beginnen: ag *a, +a, t... = Z:=0 a -

9.2, Reeksen met uitsluitend niet*negatieve termen

Stelling: Een reeks met niet-negatieve teérmen is convergent dan en slechts

dan als de rij van de partiéle sommen begrensd is.

Bewijs: De rij van de partiéle sommen is monotoon niet-dalend, zodat het te
bewijzene een directe toepassing is van de stelling van de begrensde monoto-—

ne rij.

N.B. Alle reeksen im deze paragrazaf hebben niet-negatieve termen; alle stel-

lingen gelden alleen voor reeksen met niet-negatieve termen.

Stelling: (Ve:gelijkingsstelling)

1) Als £, a convergeert en b_ < a_ wvoor alle n dan is ook . . b_ conver-
n=i n 43 n n=] "n

gent.
2) Als I ¢ divergeert en d_ > ¢_ voor alle n dan is ook T . d diver-
n=l n n n n=1 n
gent.
Bewijs:
1) Als Zn=] a = S dan zijn de partiele sommen van L= bn begrensd door S
want
bl toaut bN < da; +e.. ag < s .
2) Als E:=1 e divergeert dan betekent dit dat de partiéle sommen naar « na-

deren (cn is immers = 0!).

Omdat dl PR dN Z etk ocp geldt hetzelfde voor de partiele sommen

van z:=1 dn die dus ook divergeert.
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Voorbeelden:
1 1 1 . . . 1 1 oo s .

D1+ —+-—+—+,,, is divergent, omdat — 2 — en I =17 divergent is,
I /3 va ¢
1 1 1 . 1 i ] 1 1 1

2) 1 + 5+ — +~— +,.. is convergent, want — < —= , —5 < == , — < = ,
2 s * L2 .3 .
2 32 42 22 1.2 3 2.3 42 3.4
® .

en I__, ORI I convergent (5§ 9.1 voorbeeld 5).

Als op den duur a_ < b_ dan noemen we £°_ . b een majorant van . . a » €0

- n n n=1l 'n —_— n=l n

Th=g &, ©en minorant van Zn=l bn' Aangezien convergentie/divergentie niet be-

invleed wordt door de begintermen van de reeks kunnen we de vergelijkings-
stelling herformuleren als: "een reeks met een convergente majorant is zelf
convergent; een reeks met een divergente minorant is zelf divergent'. (Be-
wijs deze herformulering.)

De beide volgende voorbeelden zijn zo belangrijk dat ze in § 9.4 als stellin-

gen geformuleerd zullen worden.

3) (Cauchy). Als lim \y';n = £ bestaat dan is La convergent als £ <1 en
]

divergent als £ > 1. (N.B. Als lim a niet bestaat of gelijk is aan 1

kan geen conclusie getrokken worden.)

(i) Laat & < 1, dan is % < %(‘L + 1) < 1. Op den duur (zeg voor m 2 N) is
n n
dan \/';n < {2 + 1) =: d dus a < da, Zan heeft een convergente

meetkundige reeks als majorant.

(ii) Laat £ > 1, dan is op den duur \V;n > 1, dus a, > 1 en het is niet

zo dat an+Oals n-> e,

a
4) (d'Alembert). Als lim o+l £ bestaat dan is Zan convergent als £ < | en
n+ n
divergent als £ > | (N.B. zie boven).
a
(i) Laat £ <1 dan is 1 op den duur (zeg voor n 2 N) kleiner dan
n
2 k
d := §(& + 1). Dus By < day By © daN+l <d By seeer By < dage,
a
algemeen a < a" —g . Zan heeft een convergente meetkundige reeks
d

als majorant.

(i1 Als & > .
(11} Als 1 dan is 2.1

zodatan'*Oalsn’*“’e

op den duur groter dan a  en dan is het niet
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Voor het toepassen van de vergelijkingsstelling zijn twee dingen nodig: al-
lereerst moeten we vooraf een idee hebben of de reeks convergeert of diver-—
geert omdat we anders niet weten of we naar een majorant of een minorant
moeten zoeken; ten tweede moeten we de beschikking hebben over reeksen waar-
van we al weten of ze convergeren of divergeren om ze als bekende leden in
de vergelijking te gebruiken.

Voor het eerste helpt ervaring, voor het  tweede de volgende stelling

Stelling: (Integraalkenmerk). Laat f(x) een continue, monotoon dalende, niet-

negatieve fumetie zijn op [1,®), dan is E:= f{n) dan en slechts dan conver-

N

gent als lim j f(x)dx bestaat.
N3 1

1

Bewijs: ézie figuur). Als we wederom £(1) + £(2) +...+ £(N) =: SN noemen en

IN 1= J f(x}dx dan zijn de-;LJenfsl,Sz,Sa,... en 11,12,13,... beide mono-
!
toon niet dalend. De begrensdheid (en dus convergentie) van een van beide

heeft de begrensdheid van de andere tot gevolg omdat

1 <8 < f(1) + 1

N+1 N N

\'\-

1 2 3 N N+
N+1 N
J E(x)dx < £(1) + £(2) 4...¢ £QN) < £(1) + J £(x)dx .
1 !
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Met behulp van de terminologie uit § 3.4 blz, 41 kunnen we ook zeggen: If(n)

convergeert dan en slechts dan als f(x)dx bestaat,

Voorbeelden:

Sy 1 + -'—2— + —'-5 +... is convergent omdat

N
Jg-}zi=l—%-’-l als N> =,
X
1
6) 1 +]—+I—+... is divergent omdat
2 V3 :
N

J‘£=2(‘/ﬁ--l)+m als N =+ =,
I/:?

73 1 + L % +... is divergent omdat

J

Stelling: Z -!B- is convergent als p > | en divergent als p < 1,
n=1l n

N

|8

= log N+ = als N> =,

1

Bewijs: Als p > O is -l? een dalende functie., Voor p > 0, p # 1 is
X

N :
dx _ 1 I-p _ ]
I

P

als p = 1, zie voorbeeld 7; voor p < 0 is het niet zo dat nl +0alsn~+ o,
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oo

De reeksen X 3 zijn naast de meetkundige reeksen de meest gebruikte in de
n=1 n

vergelijkingsstelling.

We besluiten deze paragraaf met nog enkele voorbeelden.

1
. , 51n —i-
8) I sin - is convergent. Immers: lim 1 2. =1; dus op den duur is
n=] n nre —
2
n

.1 1
sin — < 2-—7 :
n

n
35 is convergent en volgens de vergelijkingsstelling is Z sin lj
n n=1 n

ff~18

dus ook convergent.

b I sin %
9) X sin o is divergent. Immers: lim T = l dus op den duur is
n=1 nre -—
n
. 11
— P - 4
Sth ey 72n’
vl v 1
¥ 7 is divergent en volgens de vergelijkingsstelling is Z sin E-dus
n=1 n=1

ook divergent.

]

] . 1 1
3 18 convergent, want ———— < ~— en

n=]l 1 +n 1 +n n n

10)

[ e

15 is convergent, We
In

kunnen dit ook behandelen met het integraalkenmerk. We moeten dan laten

[+4]

zien dat J ——25—5 bestaat. Een dergelijke integraal hebben we al eerder
1 + x
1

ountmoet (blz. 108). Als we substitueren x = tan t gaat de integraal over
L

in J dt = %/4, {(Zie ook § 9.4 voorbeeld 15.)
/4
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9.3. Absolute convergentie

We beschouwen nu ook reeksen die negatieve termen hebben.

. - *® » L o«
Definitie: De reeks En= a_ heet absoluut convergent indien I _, |an| conver=

1

gent is,

Stelling: Een reeks die absoluut convergent is, is convergent.

oo

oo
wijs: L z e iin; ten ijzen dat dan E a
Bewl ] aat n=1 lanl convergent zijn; we moe bewijzen dat da n=1 %

convergeert, d.w.z. dat SN = Z§=I a_ naar een limiet nadert als N - o,
We definiéren:
N
PN 1= En=l |an| .

Dan is PNT en krachtens het gepeven is de rij PN convergent, zeg

PN -+ P. Beschouw:

Q = (s + !al!) + (ay + lay]) +oir (g + o) = s+ Py
Nu is QN’ terwijl de rij QN tevens begrensd is, daar
Qe < Clay| + la; [y + la,| + |32|) oot Uagl + lag) = 2p < 20 ;

dus lim QN bestaat.
e

Omdat lim PN bestaat en lim QN bestaat, bestaat ook
Nrreo Moo

lim S, = lim (Q, - P} .
Noo N Moo N N

Ogmerkingen:

1} Het is niet zo dat een convergente reeks ook absoluut convergeert., Als
voorbeeld nemen we 1 --% + % - % + %-... waarvan we in § 9.1 voorbeeld 6
1 1

aangetoond hebben dat deze convergeert, terwijl 1 + Tt divergeert
(8 9.1 voorbeeld 4).
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2} Het onderzoek naar absolute convergentie kan geschieden met de hulpmidde-
len uit § 9.2. Het onderzoek naar convergentie van reeksen met niet mood-
zakelijk positieve termen is in het algemeen zeer lastig. Voor onze doel-
einden zal het bijna steeds voldoende zijn slechts de absolute convergen=-
tie te onderzoeken. Slechts &&8n stelling zullen we leren kenmen (in § 9.5)
waaruit de convergentie van sommige reeksen volgt, zonder dat er van ab-

sclute convergentie sprake is.

9.4, Machtreeksen

Een oneindige reeks heet een machtreeks in x als hij luidt:

a, +ax+a xz + a x3 + (N
0 1 2 3 ot

De (N+I)e term van de machtreeks is aNxN.

Merk op dat elke partigle som een veelterm is

N
a, + a]x +aeait aNx .

We zullen zien dat machtreeksen als voorstellingen van een grote klasse func-
ties gebruikt kunnen worden. Allereerst onderzoeken we het convergentiege-

drag voor verschillende waarden van x.

Stelling: Als de machtreeks convergeert voor x = § dan convergeert deze ab-

soluut voor elke x met |xl < IE

' n
_— - . . . ) 5 _
Bewijs: Voor & = 0 valt er niets te bewijzen. Stel dus & # 0. Daar ang con

vergeert, is lim anEn = 0. Op den duur is dus |an€n| < |. Maar dan is
n+e

n| _ n| |xX|n Xn
Ja®] = la gL (21 < 12

Voor elke x in <-|&|,|£|> heeft E|anxn| dus een convergente meetkundige reeks

als majorant; voor zulke x is Z]anxn] dus convergent. g.e.d.
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Gevolg: Voor een machtreeks zijn er dus drie mogelijkheden:

1) De machtreeks convergeert alleen voor x = 0
2) Er is een getal R > 0 2§ dat de machtreeks absoluut convergeert voor al-
le x € <-R,R> en divergeert voor [x| > R.

3) De machtreeks convergeert voor alle x.

Het getal R in het geval 2 heet de convergentiestraal van de machtreeks; in
de gevallen ! en 3 zeggen we ook wel dat de machtreeks convergentiestraal 0

resp. « heeft.

Voorbeelden:

D1+x+ 2+ GDHE + GHxY +... .
(N.B. n! = 1.2.3...n). Deze machtreeks heeft convergentiestraal 0; als
x # 0 is m|x| > 1 voor voldoend grote m, zodat (n!)|x|" + « als n » «.

2) 1 + x + xz + x3 .00

Deze machtreeks is een meetkundige reeks met reden x; R = 1, want er is
convergentie voor |x| < 1 en divergentie voor [x| > I.

2 3
D T+ xFFr I b, .
Deze reeks convergeert voor elke waarde van x, dus R = =, Om de absolute

convergentie te bewijzen, merken we op dat:

|xln (o = 1)1 _ |x] >0

n. n~1 n als n > =,
||

-

zodat de convergentie wvolgt uit § 9.2 voorbeeld 4 (d'Alembert).

We merken op dat voor |x| = R in het algemeen (R > 0) nietS gezegd kan wor-

den. Dit blijkt uit de volgende drie voorbeelden.

X xz x3
4) l = == +,.,. .
2 2% 3

Deze reeks convergeert absoluut voor [x]| < 1 (dit volgt uit eerdere re-

. , !xln .
sultaten) en divergeert voor |x| > 1 (als |x| > 1 gaat 5— niet naar 0
I |n+l 2 n2 n
7 Tx] " lx| — > | op den duur). We
(n+ 1) x n 4+ 2n + 1

als n > = omdat

hebben dus R = 1 en de reeks convergeert tevens voor x = R en x = -R.
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2 3
5) 1 —x+x - x +.0. .
Meetkundige reeks; deze convergeert voor |x| < ! en divergeert voor
x| 2 1. Dus R = 1 en de reeks divergeert voor x = R en x = -R,

2 3
6) X + Zm + F- ... .,
2 3 <[P n
Deze reeks convergeert absoluut voor |x| < 1 (omdat = < |x|7) en diver-
geert voor Ix] > 1, Hier is dus R = 1, en we bewezen eerder dat de reeks
divergeert voor x = R en convergeert voor x = -R.
N
Hoe is het gedrag van z ~4E-— ?
n=1

De waarde van de convergentiestraal is vaak niet meteen te zien. We bewijzen
nu twee stellingen die in wezen herformuleringen zijn van voorbeelden uit
£ 9.2,

We beschouwen nog steeds de machtreeks (1).

Stelling: (Cauchy). Als voor de coefficienten a uit (1) geldt

lim Q?!a,l = 4
n

n-)-m

dan is de convergentiestraal van (1) gelijk aan % .

.. 1 . . \n/' o}
LR < - : < . 1d 3 -
Bewijs: Als lxl 7 dan is lim Ianx I 1 en volgens 9,2 voorbee con

I
. Als x| >-l-is op den duur €>|a xnl > 1 dus a_x nadert
L n n

. n . .
niet naar 0 en Zanx is divergent.

n
vergeert E[anx

Opgave: Ga na dat bovenstaande stelling ook juist is voor £ = 0 en £ = =,

1T mee ' _ o g .

St=1ling: (d Alembert). Als voor de coefficienten a uit (1) geldt
la__ |

1im ol '3

a
n** n

dan is de convergentiestraal van (1) gelijk aan % .



la_, ="
Bewijs: Als |x | <-% dan is lim nt| <1 en volgens 9.2 voorbeeld 4 con-
e |ax |
n 1 | +1"n+ll
vergeert Zlanx . Als x| > 3 is op den duur T n[ > 1 zd dat anxn niet
a_x
n

n ..
naar (0 nadert en Zanx divergeert.

Opmerking: Ock deze stelling heeft zin voor £ = 0 en £ = =,

Voorbeelden:
oy
7 En=] (Zn + 3n)xn. Dan is Q?:(Zn + 3n) + 3 als n + =, Volgens de stelling

van Cauchy geldt dus dat de convergentiestraal gelijk is aan 1/3.

+ 1 als n + =, Volgens de stelling van

8) Z a ; 1 %", Dan is 2 —

n=1

++
Lo L]

n
+ 1

d'Alembert geldt dus dat de convergentiestraal gelijk is aam I.

Opmerking: We zullen veelvuldig te maken krijgen met reeksen die machtreeks

zijn in een van x verschillende vorm.

Voorbeeld:

o n -
9) Z LE——izl— . We vonden reeds dat deze reeks convergeert voor |x - 2| <1
n=1 .n

dus | £ x £ 3 en divergeert voor alle andere waarden van X.

We beschouwen nu een machtreeks met convergentiestraal R > 0:

2 3
ag + a;x tax b ayk 4.,

voor waarden van x die voldoen aan |x| < R.
Voor elke x uit het interval <—R,R> heeft de machtreeks een som; noemen we

deze S(x), dan is S(x) dus een functie op <-R,R*>, Als voorbeeld vermelden we

de reeds eerder genoemde meetkundige reeks 1 + x + x2 +.00 = S(x) = — -

De nu volgende stelling is van het allergrootste belang; we zullen haar be-

wijs evenwel achterwege moeten laten,
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Hoofdstelling: Laat ay *+ ax + azx2 + a3x3 +... convergentiestraal R > 0 heb-

ben, dan pgeldt:

2 3 . . . .
1) s(x) = a, + alx + a,.x +-a3x +... 18 continu en zelfs differentieerbaar

2
op <R,R>.

2y 8'(x) = a + 2a2x1 + 333x2 +aus voor =R < x < R.
X
3) S{t)dt = a.x + l-a x2 + 1 a x; + voor R < x <R
' ' (4} 2 1 3 72 e :
0

x
4) De machtreeksen voor S'(x) en J S(t)dt, die volgens 2} en 3) door termsge-
0
wijze differentiatie resp. integratie ontstaanzijn, hebben dezelfde con-

vergentiestraal R als de reeks voor S(x).

5) Als de machtreeks ook convergeert voor x = R dan is S(x) continu op [0O,RI].

We zullen ons in hoofdstuk 10 bezighouden met de vraag welke functies als

som van een machtreeks kunnen worden voorgesteld.

Voorbeelden:
1
(1 - x)

Deze formule ontstaat nl. door differentiatie van

10) 1 + 2x + 3x2 + 4x3 +.40 = voor ,x’ < 1.

2

1
P -x °

n

2
l+x+x + eas

11) Als we bovenstaande meetkundige reeks integreren komt er:

=~ log(l - x) woor |x| < 1.

2 3 4
X +«§— + %—-+ %—-+... = J dt



12)

13)

14)

15)
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Eveneens volgt uit 1 - x + x2 - x3 *oaa = T“%—; dat

2 _x
log(l + x) = x - 5ty -3 *-.. voor lx| < 1

(Terzijde: uit bewering 5) van de hoofdstelling volgt dat dit ook nog goed

is voor x = 1, dus log 2 =1 = lei_ % +..., zie § 9.1 voorbeeld 6.)

2 3
2 3 4
X X ps X

T3 + 3735 25 +.., heeft convergentiestraal R = 1. We proberen

de som te bepalen door uit te gaan wvan:

2 3
x+§—+l3{"+... = - log(l - x) wvoor |x| <1 ;

x
+ X _ L X +,,, = — J log(l - t)dt =
0

- x log(l - x) + x + log(l - x) .

De te bepalen som is dus voor x # 0, |x| < I gelijk aan - log(l - x) +

1 + 10 (; - x) ; voor x =.0 is de som O.

2 4 5 7 8 10

X b X X X X s
Bepaal x + >t T 5 + 7 + ) + IR Deze som is voor |x| <1
gelijk aan
x2 x3 x4 x5 x6 x7 x3 x6 xg
A e S ST i e

= - log(l - x) + % log(l - %) .

We bespreken nog een heel belangrijk voorbeeld.
Beschouw:

5 7 9

X X x X
f(x) X 3—'+5— 7_+9_ LI )

De machtreeks heeft convergentiestraal R = 1. (Bewijs dit m.b.v. d'Alem

berts stelling toegepast op een machtreeks in le)
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Als we differentieren vinden we:

ff(x) =1 - xz + x4 - x6 + x8 s =

dus

X

f(x) = J de 7 s voor"[x! <1,

0 I + ¢t

Een dergelijke integraal hebben we eerder (blz. 113) behandeld met de substi-

X
tutie t = tan ¢. Als y = J ——EE~EV, dan- zullen we laten zien dat x = tan y
0 I+t
m m .
en dat - 7Y <5 Uit
t=x
y = J dt
2
=0 I+t
volgt
tan ¢ = x tan ¢ = X
y= dq)=cp .
tan p = 0 tan ¢ = 0

We zien hieruit dat als we ¢ zo kiezen dat tan ¢ = 0 correspondeert met

¢ = 0 dat dan y het dichtst bij O gelegen getal is waarvan de tangens x is.
We concluderen dat f(x) is de inverse van de functie tan x op - % < x < %—.
Notatie: f(x) =: arctan x. De manier waarop wij aan de inverse functie van
de tangens op <-7/2,m/2> gekomen zijn is tamelijk gekunsteld. Natuurlijker
is het na de opmerking dat tan een &én-éénduidige afbeelding van <~-m/2,m/2>
~p R is, de arcustangens als de inverse te definiéren en de afgeleide m.b.v.

de inversefunctiestelling (blz. 28-29) uit te rekenen. We krijgen dan het

volgende.
Als arctan a = b {(d.w.z. - % <b < %~en tan b = a) dan is
{(arctan a)' = —-—-L-——r = (cos b)2 = i = !
(tan b) 1 +I(tan b)2 1 + 32
Als g(x) = arctan x dan is derhalve g'(x) = ! 5 .
1 +x

(Opgave: Schets de grafiek van arctan x!)
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Als gevolg van voorbeeld 15 geldt de beroemde (maar tamelijk onpractische)
gelijkheid:

U 1 1 1 1 _ .
s 1 3 + 377 + ] Faue (Wallis) .

9.5. Numerieke berekeningen

Als we tot taak zouden krijgen de som van een oneindige reeks te bepalen door
optelling van de termen, is dat een ommogelijke opgave. We zijn slechts in
staat de som van eindig veel termen uit de reeks te bepalen, In feite zullen
we dus in plaats van de som S, door optelling slechts benaderende particle
sommen, SN’ kunnen berekenen., Het is van groot belang dat we een schatting

hebben van de grootte van de gemaakte fout door de bepaling van S_ i.p.v. S.

Deze fout, de zgn. afbreekfout, is dus |SN -s]. !
We zullen in deze paragraaf drie methoden leren kennen om deze afbreekfout
te schatten; in § 10.3 zullen we een vierde methode zien. We wijzen erop dat
als we de berekende SN door middel van een eindige decimale breuk proberen
weer te geven, we in het algemeen weer een fout maken, de zgn. afrondfout.
Ook deze zullen we moeten kunmen schatten. In het algemeen kunnen we opmer-
ken dat men afbreekfouten kan verkleinen door meer termen te beschouwen; af-
rondfouten kan men verkleinen door meer decimalen te berekenen.

De eerste methode om een afbreekfout te schatten berust op de vergelijkings-
stelling: Vindt een majorant van Bey *oBgen t oy teeo die een meetkundi-

ge reeks is, die we expliciet kunnen sommeren.

Voorbeeld 1: Bereken log 0,9,

1 _ 1 1 1
log 0,9 = - log(l - =) = o) + v

1
—_—t,,. .
10 10 3

1
30
Wanneer we al na de tweede term afbreken vinden we

-1—2= 0,105 .

1 1
“log 0,9 & == + —
10 2 10




1 1 1 1 ] 1 ]
Ledew Lou -1 :
10 10 0 a0t T Fae? - L 00

We merken nog op dat de afrondfout in dit voorbeeld nul is.

Voor een tweede methode merken we op dat in de gevallen waar we convergentie
"'met het integraalkenmerk konden bewijzen ook de afbreekfout als integraal te

schatten is.

Voorbeeld 2: Bereken

1 1 1 1
] + — 4+ = o ke
22 32 42 52

. -2,
met een fout die hoogstens 10 ~ is,

Als -1-2- de laatste term is die we mee optellen dan geldt voor de afbreekfout:

N
! = J%< 1 2+ ] 2+,..<[g.§.=.]__
N+ x N+ 1) {N + 2) X N

N+1 N

Als we daarom als benadering van de oneindige som nemen

l + = 4., 4% == + === = § +

1 1 1 1 |

22 NZ N+ 1 N N+ 1
dan is de gemaakte fout <1l__1 1
& N T+l NN+ °
= . . 1 1
Als N 10 dan is dit 70 < T
DuSSzl-l'-l-"'..--!- I '.'--I-—-

4 100 11 °°
Als we dit als een decimale breuk willen schrijven moeten we zoveel decima-
len uitrekenen dat de afrondfout kleiner is dan %-— - l_}f)- . Mogelijkerwijs

is het verstandig enige termen meer te nemen om grover af te kunnen ronden.

Terzijde: Uit de Fouriertheorie (§ 12.1) volgt dat

2
1 1 1 1
RS T T 1 SRR

=5
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De derde methode berust op de volgende stelling,

Stelling: (Leibniz). Als a monotoon naar nul daslt indien n + <, dan conver-—

geert
31-824'33‘&41'35—&6*"...
en
v n~1 ¥ n-1
- - - <
nzl G0 e nzl D7 | A

Bewijs: Geheel analoog aan § 9.1 voorbeeld 6 geldt:

S2 < S4 < S6 < S8 < ... €a

S1 > 83 > S5 > S7 > o0 >0,

;ig S2N =: Se en lim SZN*! =: §, bestaan dus, terwijl

N>

Se - S0 = lim (S2N - SZN-I) = = lim ay = 0.

N+ N>

Noem de som S, dan is:

Is - syl = ag,) = 8y, * ayy ~ag, * Aes e
= agey T Cagey *agg) + (ag, *agl)

Voorbeeld 3: Als we met de reeks van Wallis 7 willen berekenen door te stel-

len

=y -1yl 1.1
= 1 3+5 7+9 L

I

dan geldt voor de gemaakte fout:
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We zien dat we veel termen moeten nemen om een Tedelijke nauwkeurigheid te
bereiken. Langzdam convergerende reeksen 'als die van Wallis zijn numeriek
onplezierig,

Veel handiger is het om op te merken dat:

L 1 1
" arctan 5 + arctan T
(Is nl. arctan %—= o dan is tan o = %-en 0 <a <-£ ; is arctan %«= B, dan is
=1 <@g < o tan o+ tan B _ I
tan 8 = 3 en 0 <g T - tan(a + B) " tan o ten B len 0 <a+B <7,
dusﬂ+8=-—£-.)
Nu is
arctan 5 =5 - ——g ¥ g ==+ =g - s
3.2 5.2 7.2 9.2
arctan%=-:1;- 13+ 15- 17+ 19—+ .
3.3 5.3 7.3 9.3
dus bijv.

™ ! 1,1 ] 1,1 1
723G+ —alm ) g+ D) .
A 273 3,3 ;? 5,5 39

Met slechts deze drie termen is de fout al kleiner dan

L. l-7-) < 0,0013 .
23

Op deze wijze heeft men gevonden:
T = 3,14159265358979323846264338327950288 ...
We bekijken nog een voorbeeld van een berekening.
Voorbeeld 4: Als we log 2 willen berekenen dan blijkt x = | invullen in de

reeks:

x2 3 4
log(l + x) =x—-2——+.-§—-z;—+..

een zeer langzaam convergerende reeks op te leveren.
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Als we echter van deze reeks aftrekken:

Xz X3 XA
log(l - x) ST X T ST 3T T
dan vinden we
1 + x x3 x5 x7
log(l +x) - log(l-x) = log o = 2[x+-—3-+-—5—+-7—+ eeal (1=l < 1),

Als we log 2 willen hebben moeten we in de laatste reeks x = 1/3 substitue-

ren en de reeks

2[% + 13+ ]5+ l7+ 19+...]
3.3 5.3 7.3 9.3

convergeert wel snel.

Bij afbreken na bijv. de Sde term is

1 i |
+ +--n:| C m— _+lao]=
11.3'7 13,313 1.3 32 b

il
Lyl
™M

0 < fout

= 2 g-z 0,0000011 .
~11 8
11.3

We vinden zo log 2 = 0,6931458, waarbij nog wel afrondfouten geschat zouden

moeten worden.
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Hoofdstuk 10, Reeksontwikkelingen

10.1. De formules van Taylor en MacLaurin

Stelling: Als f(x) een veelterm is van graad < N, en a is een vast getal dan
geldt:

2
£60) = £(a) + BT pr(a) + B8 gnay 4 s

N
-~ N
.--“"(—X—Ni—al“f( )(a) . (])
Bewijs: Noem x - a = h, dan is £(x) = f{a + h) een veelterm in h wan graad
< N dus
fa+h) = A, + Ah +...+ hN
0 : ees AN .

Neem h = 0; dan vinden we AO = f(a).

Differentieer naar h:

' - N-1
f'(a + h) Al + 2A2h +...+ NANh .

Neem weer h = 03 er komt dan A, = £'(a).

1
Nogmaals naar h differentiéren:

£'(a + h) = 24, + 2.3A5h +...+ N(N - I)ANhN-Z X

Voor h = 0, krijgen we f'"(a) = 2A2.
Wederom differentigren levert:

£"(a + h) = 2.3A. +...+ NN - 1)(N ~ z)ANhN'3 i

3
En voor h = 0

£""(a}) = 2.3.A enz.

3
Formule (1) heet de formule van Taylor voor veeltermen. Voor willekeurige
functies als ex, sin %, cos x geldt deze formule niet. Om toch een scortge-
lijke voorstelling te krijgen definiéren we voor een willekeurige functie

RN(x,a)-door:
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2
£(x) = £(a) + (L;—i—al £'(a) + ..(-"—;rf)— £7(a) +. ..+

N
ot if_ﬁTil_.f(N)(a) + Ry(x,a) . (2)

Ry heet de restterm. We hopen dat voor sommige functies, sommige a en sommige

x geldt:
lin =0,
N+ RN
Wanneer dat nl., zo is dan convergeert de reeks
ot n
£ + [ B8 (M, (3)
n=1 :

| met gom £(x). We hebben dan f(x) voorgesteld als een machtreeks-in (x - a).
De reeks (3) heet de Taylorreeks van f rond x = a. Neemt men in het bijzonder
a=10 in (3) dan komt er:

vox" (o)

£(0) + 1 £
n=1 nl

(0

en deze reeks heet de MacLaurinreeks van f({x).

Het gedrag van RN(x,a) {en RN(x,O)) wordt beschreven door de volgende stel-
ling., Als in (2) voor RN de uitdrukking (4) wordt ingevuld dan heet (2) de

formule van Taylor (of van MaclLaurin indien a = 0).
Stelling: (Taylor). Er bestaat een & ¢ <0,1> zodat in (2) geldt:

N+1
Ry = 2 D@y o - a)) (4)

]
Opmerking: Men kan (4) herformuleren als:

N+1
Ry(x,a) = &b (D)

waarbij & een punt is op de X-as tussen a en Xx.
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Zo is ook duidelijk dat de stelling van Taylor een generalisatie is van de
middelwaardestelling uit hocfdstuk 4 (blz. 47), Het bewijs kan zonder erg
veel moeite uit dat van de middelwaardestelling worden afgeleid; we laten
het echter achterwege. We wijzen er op dat de stelling van Taylor ook de mo-
tivering is van beschouwingen op blz. 61, Convergente Maclaurin en Taylor
reeksen heten ook wel reeksontwikkelingen van f(x) rond O resp. a.

Uit de hoofdstelling van § 9.4 volgt dat als

8(x) = ay + a;x + a2x2 +... voor |x| <R,

de machtreeks tevens de MacLaurinreeks is van de functie S(x) (ga nal).
We zullen nu de reeksontwikkelingen van een aantal belangrijke functies le—
ren kennen.

1) £{x) = e*. Dan is £f1(x) = ex, f'"x) = e etc.

De formule wan MacLaurin luidt dus

x x2 x3 xN xN+l ox
e =ltxtsr¥ygrtr T m IO
xN+1 6x
Nu is lim - e =0 voor elke x (bewijs!), derhalve:
N+ 1))
Neo
X %% T X"
e=l+x+f+... l+£;1'.r.

n=1

2) £(x) = sin =x.

£'(x) = cos x3 £'(x) = ~sin x 3 £"'(x) = =cos x ; £ (x)

= gin X .
£10) =1 3 £°(0) = 0 S EM10) = - £y =0,
De formule wvan MacLaurin wordt dus:
x3 x5 m—-1 x2m-1 m xzm+l
1 = - — —— - - —— e - —————— 8 .
sin x = x = 3y + 5T +ou0t (=1) Gn = 1)1 + (=1) O+ 197 cos 0Ox

Merk op dat
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4)
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2m+1 X 2m+1

X
<
T cos 6x| < Om+ 17

m
| ¢-1) T T

0 als m -+ « ,

Voor elke x geldt derhalve:

x3 x5 x7 x9
SinX=X‘—:‘+?r-7—!+§!-‘+.+
£(x) = cos x.
£'(x) = -sin x; £"(x) = —cos x; "' (x) = sin x; f(A)(x) = co5 X .
£10) =0 ;£ =-1 ;0 =0 ;£%0 =1
x2 x4 m me m+1 x2m+2
cos x =1 —-2—:+E+...+ (-1) W+ -1 mcos 9x .
De reeksontwikkeling luidt:
. x2 x4 x6 x8
cos x =1 - 5T + T BT + 7 taa

Deze reeks convergeert voor elke waarde van x.

fx) = (1 + x)d; d willekeurig constant.
Als d een natuurlijk getal is, is RN(x,O) = 0 voor N 2z d. De MacLaurin-
reeks breekt dan af.”

Laat d niet natuurlijk zijn. We berekenen:

£r(x) = a1 + 03! £1¢0) = d
£'(x) = d@d - D + x93 £7(0) = d(d - 1)
£ (x) = d(d - 1)(d - 2)(1 + x)973 £71(0) = d(d - 1){d - 2)

4

£ cda@-n@-2@-30+0%% £y = a@-DwE-2)-3)

Men kan bewijzen dat de restterm naar nul nadert als N + = voor lx] < 1.

Voor le < 1 hebben we dus de MacLaurinreeks:

(1 + x)d = 1 + %r x + d(dZT 1 x2 + d(d - éz(d ) x3 +

+ d(d -~ 1})(d - 2)(d - 3)

7 X 4.




[

Vanwege het grote belang is het nuttig de belangrijkste reeksontwikkelingen
van buiten te kennen, Dit zijn de zojuist afgeleide reeksen voor ex, sin x,
cos x en (1 + x)d en de in § 9.4 afgeleide reeksen voor log(l + x) en
arctan x. Van deze hebben de reeksen van ex, sin X en cos x convergentie-
straal «=; die van (I + x)d, log(l + x) en arctan x hebben convergentie-
straal 1.

Bij het opstellen van reeksontwikkelingen maakt men vaak met profijt ge-

bruik van het feit dat men machtreeksen als veeltermen kan vermenigvuldigen:

Stelling: Als

f(x) =a. +axt+a x2 + a x3 N

0 1 2 3
en
2 3
z(x) = bo + blx + b2x + b3x S
dan is
2
f(x)g(x) = aobo + (aob] + albo)x + (aOb2 + albl + azbo)x +
+ (a b, + a b, +ab + a/b )x3 +
03 12 271 370 et
Voorbeelden:
X 2 3
a X X 2 3 1 2 1 3
1) - (1 + x + 3T + 3T .00 —x+ x - x +...) =1+ 7X -3 X+
Deze ontwikkeling geldt voor-ix] < 1.
2) De ontwikkeling als machtreeks van-———l-— krijgen we door in de MacLau-
1 - x
rinreeks voor (1 + x)d voor d = -} te nemen en x door ~x2 te vervangen.
_L20- _ly. 2 Lo 331 22
A=) =14 (P + D P (x4
1., 3y, 51 _.2.3 S DY - WA A H 2.4
+ - DEDE g x4 - PEPEPE Py (D

2 1.3 4 1.3.5 x6 + 1.3.5. 8
2.4

X Ftoer

5.7
.6.8
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0: (1 + x)d = | + dx dus

3) In eerste benadering geldt in de buurt van x
bijve VI + x = 1 + %-x.

4) Ontwikkel 5
4 + x
2 4 6
1 1 x,2,~1 1 X X X
——— =l + (F) =l ~ -+ === +..)
4L+ x2 4 2 4 4 16 64

deze ontwikkeling is geldig voor |x| < 2.
5) Voor x > | geldt:

I A T T |
( 2) x * 2

1
T X x X X x
Dit is een machtreeks in'% + Voor x < -1 geldt
2 - 1 | N ] 1 3 5
o -nte-ta-ytlolo Lo S
x 2x 8x 16x
X rond x = log 2 staan ons twee

6) Als gevraagd wordt de Taylorreeks van e

wegen open.

x _ Jog 2 x-log 2 _,.t met t = x ~ log 2, zodat uit

(1) e =
t 1,2 ] 3
e=1+t+5't +?f't_+cc-
volgt
x (x - log D% (x - 108 2)3
e’ = 2(1 + x-log 2 + 57 + 3,5 +.00) W

(ii) Uit de formule van Taylor volgt, daar

d x e1og 2 _ 5

x=log2

dat

eX =2+ 2(x - log 2) + 2 L& 208 2) 4, ggg 2°,
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7) Het loont vaak de eenvoudigste uitdrukking van de te ontwikkelen functie

te zoeken.

X2 X4 X6 X3 Xs X7
cosxsinx = (l=qrrgr e IS TIT ) C
1 | 3 1 | 1 5
=x- Grrgpx ot GrtgmTtspx e

Veel eenvoudiger is het echter op te merken dat

3 5
. 1 . _ 1 _ (2%) (2x)” _
cos x sin x = 5 sin 2x 2{2x 37— * 3T +.00} .
8) Ontwikkel sin x rond x = % .
(1) f(x) = sin x; £'(x) = cos x; £"(x) = —sin x; £f"'(x) = ~cos x;
(4) o
f (x) = sin x.

e Y VTl AT R W i L N VT S T 2
ens

sinx=5/'z'(1+(x—%)--‘Z-T(x-%)z—-lg:—(x-%)3+-‘53—<x--2—)‘*+

i = U TN
(ii) f(x) = sin(x - %-+ %J = sin(x — %Jcos %-+ cos(x - %Jsin %-.

T
Als we x ~ 7 afkorten als t staat er:

}/2(sin t + cos t) =

f(x)

t3 t5 t2
%\/-2.(1:“-3-}-+'3'T+.-.+]"?!""'ZT--..)"

N

3

%ﬁ(l+t—%-%—+ﬁ+§—!*—++...) .

I~
LA
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10.2, Toepassing van reeksontwikkelingen bij het bepalen van limieten

Eerst voorbeelden:

7

. X ., . .
1) 1lim — = 0 want voor positieve x is
X
X*® e

X X x7 8!
0 < == 5 < - ;L +0 als x + =,
© e+t x+.rZ e, X
8! 87
2) lim'12&~§ = 0 want voor x > 1 is
o Vx
log x log x log x 8
< = = o
0 S 3 log x 1 1 2 < log x >0 als x>,
x e 1 + E-log x + §-10g X toas
Stelling:

i) Voor elke p geldt:

lim lgg_f =0,
X*® X

Bewijs:

i) Als p £ 0 is het triviaal. Laat q een natuurlijk getal zijn dat groter

is dan p dan is voor x > 0

q q
eX = 1 4+ x o+ sl >z—,;
%P %P 1
0 < =< =3 q: = —%ﬁ;'* 0 als x> = omdat q ~ p > 0 is.

e X X
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ii) In analogie met voorbeeld 2 brengen we deze terug tot i)

g JOEX o gyp LOBX o g4 B oo g

o log x
X x X e g £t ge

als t = o log x; merk op dat t > « als x -~ womdat o > 0.

Meer voorbeelden:

log x
3) 1im%=lime x =e0=l .
x—)-m X-)-CD
4) 1imx10gx=1im:}-gg—-t—:-=0 alst=-1-.
t X
x+0 t e
xz x3
x-"—+—'... 2
5) lin 208U 2 X) _ gy 2 3 = lim (0 -5+ 3 -0 =1
x~0 * x+0 x>0
x2
ex-l 1+x+-2—,+. -1
6) lim =—— = lim _ : = lim (1 + 3y +...) = 1
x>0 * x+0 x i *
9 15
3 3 X X 4
) (x3_sin(x3))4 ) X X +‘3—.r —r-s' ... ~
I)) lim 5 = ]im ’ g =
x>0 (1 - cos(x7)) x>0 (1 -1+% % 4 ]9
6
1 _ x 4 1.4
"llm[-é—r 57 ¢ -] =(6) =25
2 x3 x2 x4
8) lime_COSX=lim1+x+E'E'+§T+.-.-1+?"Z-!—+...=
x+0 x2 x+0 x2
= 1im 2R X_Fere o o14p 1+ x *. bestaat niet.
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10.3. Numerieke berekeningen (vervolg)

We zullen in deze paragraaf aan de hand van enige voorbeelden laten zien dat
ook de restterm uit de formule van MaclLaurin (ev. Taylor) zeer geschikt is

om de afbreekfout bij numerieke berekeningen te schatten.

Voorbeelden:

1) Bereken e met een fout van ten hoogste 10_4. We hebben

X x2 x3 XN xN+l 0x
e=l+x+2_:+ﬂ-+..’+ﬁ+—(N+]):e ’
dus
e
1 1 1 e
e=1+1]+ 5T Y 3T Feet [T + wWs DT
2]
e

We willen nu N zo groot hebben dat W+ DT < 10_4. Daar e.e < e < 3, is
3

hieraan voldaan als TﬁnInTjT < 10_4 dus als (N + 1)! > 30.000 dus N = 7.
Als we dus stellen

1 1

e%1+]+5+_6_ + 1 1 1 _13700

L.. + + =
24 120 720 5040 5040

+

. 3
is de fout ten hoogste 20320 °

We hebben dus gevonden:

13700 . e < 13700 + 3 )

5040 5040 = 40320

Willen we op decimale breuken overgaan dan houden we de afrondfout volle-
dig onder controle als we het linkereindpunt van het gevonden interval
naar beneden afronden en het rechtereindpunt naar boven; we vergroten dus

het interval. In ons geval:

2,71825 < e < 2,71833 ,

want
13700 13700 3
2,71825 < =% n 2,71833 > —=575 * %6320
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3)

- 150 -

1
Bereken sin Ta-met een fout van ten hoogste T%ﬁﬁ » De restterm in de reeks

van de sinus is in absolute waarde

1 1 1 1

9
i T cos -“I £ .
(2m + 1). 102m+l 10 Cm + 1}, 102m+l
co s . 1 _ 1 1 .1
en dit is al kleiner dan 7500 als m = | want 5500 < 1005 ° Dus sin 5~ 0,1

1
6000 °
In dit voorbeeld is de afschatting m.b.v. de restterm van MacLaurin dezelf-

en de fout is hoogstens

de als die m.b.v. de stelling van Leibniz.

Het volgende voorbeeld laat zien dat de schatting met majorerende meetkun-—
dige reeksen scherper kan zijn dan die met de restterm van MacLaurin.
We berekenen weer

eﬁl+1+-!2-,—+...+

.Z‘"—‘

De ene (in voorbeeld ! gebruikte) schatting is nu:

ee 3

0<f0ut<(N+l)!<(N+l)!o

Met een majorerende meetkundige reeks krijgt men:

1 1

0<f0ut= (N-i- 1): -+ (N+2}! L
1 1 i ! N + 2
WD v o3 o+ )2 ted T wE DTN Y

10.4. Machtreekssubstitutie in differentiaalvergelijkingen

+ illustreren aan enige voorbeelden het gebruik van machtreeksen bij het

oplossen van differentiaalvergelijkingen. Historisch zijn pogingen oplossin-

gen van een speciale vorm van differentiaalvergelijkingen te vinden, aanlei~

ding geweest tot de introductie van het begrip machtreeks.
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Voorbeelden:

1) y" - xy = 0.

(Terzijde: deze differentiaalvergelijking is ook met scheiding van veran-

2
derlijken op te lossen. De oplossing is y(x) = y(O)eix <)

Probeer nu ao,al,a zo te bepalen dat

2,---

y(x) =a, +ax+a x2 +.
0 1 2 *t

een oplossing is.

y'(x) is dan volgens de hoofdstelling uit § 9.4 gelijk aan

2 .
a] + 2a2x + 3a3x +,., als R > 0 is.

Als we in y' - xy = 0 substitueren komt er:

2 3 2 3 _
a] + 2a2x + 3a3x + 4a4x Fous — aox alx azx a3x e = 0.

Stellen we de coefficiénten van xo,xl,xz,... alle gelijk aan nul dan vin-

den we:

a, =0, 2a

1 9 = 35s 3a3 = al, 4a4 =2, sees a =2 3 e

Hieruit wvolgt:

al=a3=a5=_..=0

1 1 1
2n 24§ """ 2n-2"Tm %0 o, °
De oplossing luidt dus:
x2n ixz

yv(x) = a, Z = a_e (n.b. 0! :=1) ,
0 n=0 2%n!

2
)y =x+y , y0) =1,
We proberen

2 3
y(x) ag + alg +oayxt +t.agxt 4+ ...
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dan is

vy (x) = 2, + 2a2x + 3a3x2 o,

y(0) =1 = a,

en

x+ {a.a, + a,a_+ a.a )x2 +.0,

22
(y(x))" =a_, + 2a 2 02 124 2%

0 071
. . 2. . g N . s
In de ontwikkeling van (y(x))  is de coefficient van x gelijk aan

apay * 3y teeot aa, .

Als we dit iny' = x + y2 substitueren vinden we door vergelijking van de

coefficiénten van

0 == 2 = ]
xl' 2a, =1 + 2a.a :
) 2 071 °?
xz' 3a, = a,a, + a2 + a. 3
X : 3 % 2% 1 7 8% 3
‘N :
x 2 (N + Da =aa_+ a +...+ a_a

N+1 0N 1 N-1 N0 °

We kunnen hieruit alle coefficiénten de een na de ander berekenen:

a. =13 a =1: a =3 ; =4, iz, .93,
’ ; 7 83533 8 T3 25 T gp i

We vinden zo als mogelijke oplossing:

2 3 4 5

_ 3 4 17 93
y(x) =1 + x + 5 X + 3 X + TE—X + 20 % U

Om echter te kunnen stellen dat de gevonden y(x) ook werkelijk een oplos-
sing 1s, moeten wWe nog bewijzen dat de gevonden machtreeks een positieve
convergentiestraal heeft. We geven slechts een grove schatting. We zullen
bewijzen dat 0 < a < G%)n voor alle n. Voor n = 0,1,2 is dit in orde;

als we het bewezen hebben voor a s8y dan volgt wvoor a dat:

0,-.. N+l



- 153 =

0 < N+ Dag,, = agag +o.t 2@y < @ DY + SOV

+ @V - e Y

dus

0 <y = @ Q)

Voor x > 0 heeft de gevonden reeks dus als majorant:

3\ N+1

o 3 YW+ 35+ (% x)2 toen s

Ln=o 7 ¥ P

. , 2
Deze laatste meetkundige reeks heeft convergentiestraal 3. De gevonden
2 . .
reeks convergeert dus zeker voor |x| < 3-(maar ook misschien nog voor meer
waarden van x).

We bespreken nog &&n voorbeeld.

3) y" =y -y log(l - x)
Als we ons beperken tot |x| < 1 en stellen

2
yv(x) = a, + a.xXx + ax +...

1 2
x2 3

dan geldt, daar 1 - log(l - x) =1+ x + T %— +...

y(x) (1 - log(l = x)) =a, + (a, +a)x + (a, + a v 1oy

0 1 0 2 1 2°0 e
+ (a_+ a ML ..+ La )X+
s n n-1 2 n=2 """ n "0 e
terwijl:
" = 2 L
y" (%) 1.2a2 + 2.3.a3x + 3.4a4x +...+ (n+ 1)(n + 2)an+2x Foeo o

Coefficientenvergelijking na substitutie in de differentiaalvergelijking

levert:

l.2a2 = aO

2.3a3 =3 + a

3.4a4 =a,+a + 1a
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(N + 1)(N + 2)a a_ t a + +aaat

_ 1
N+2 - 2N T -1 T 7 -2

Zoals we van een tweede orde differentiaalvergelijking verwachten, kunnen we
twee constanten kiezen, We kunnen nl. a, en a, willekeurige waarden geven en
de overige coefficiénten van de reeks in a, en a uitdrukken, Zoeken we de
oplossing y(x) die voldoet aan de beginvoorwaarden y{(0) = 1, y'(0) =1 dan

moeten Wwe nemen a, = I, a, = 13 we berekenen dan:

I 1 1 1 1 !
= = — T e— e — = — LY .

8, %7 2333, =gz Gl =g e

Het is in dit voorbeeld heel gemakkelijk om met een argumentatie analoog aan

die in voorbeeld 2 aan te tonen dat de gevonden oplossing:

y(x) =1+ x + l-xz + 1 x3 1 x4 o

2 3 6 '
convergeert voor |x| < 1. We kunnen nl. laten zien dat 0 < 2 £ 1 voor alle n.
Voor ag, 4, en a, is dit waar en als we hebben laten zien dat 0 < a, < 1 voor
n=20,l,...,N dan volgt direct

0 <N+ 1N+ Da <1 +1 + 1 +...+

i
— *
N+2 2 F<N+13

1
dus 0 < ag ., S§¥+32

is erg grof; het heeft echter in het geheel geen zin subtielere schattingen

< 1. De schatting van de coéfficienten in dit voorbeeld

te proberen omdat de reeksontwikkeling van -log(l - x) ook slechts voor

[x| < 1 geldig is.
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Hoofdstuk 11. Iteratiemethoden

Het komt vaak voor dat we van een probleem niet in staat zijn een oplossing
direct aan te geven, terwijl we wel over een methode beschikken om uitgaan-
de van een benadering van de oplossing een betere benadering te vinden. In
zulke gevallen herhaalt men dan de bewerking telkens met de benadering die
in de vorige stap gevonden is. Zulke methoden komen in veel gebieden van de
numerieke wiskunde voor; men noemt ze iteratiemethoden (ook: feed back, suc-
cessieve approximaties). Zonder op de achtergronden of bewijzen in te gaan

bespreken we drie voorbeelden.

11.1. De methode van Newton

Dit is een methode voor de benadering van wortels van vergelijkingen. Laat
X, in de buurt van de wortel liggen. De raaklijn in het punt P(xo,f(xo)) aan

de grafiek van y = f(x) snijdt de X-as in x,. Onder zekere omstandigheden is

1

x. een betere benadering voor de wortel danm x

: (Zie figuur)

0"

f(x)

e — - —— =~ —

o
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De vergelijking van de raaklijn in P luidt:
- = £! -
y - £(xy) = £1(x)(x = x5) .
Voor het snijpunt (xl,O) met de X-as is

—f(xo) = f'(xo)(x] - xO)

dus
f(xo) f(xl) f(xz)
X 5%~ ?TTEET s Xy T X B ¥q 7 Xy 7 ?1(x2> »oee

Het is niet steeds zo dat x, een betere benadering van de wortel is. In sommige

gevallen convergeert de rij Xge X)X echter naar de gevraagde wortel als

PIREE

n > o,

Voorbeeld: f(x) = x =-a=0 (a > 0).

Als %, > 0 dan is

0
2
fix.) X. - a
X, = X. - 0 _ - X, - —2 = ix, + )
1 0 f'fxos 0 2x0 0 X, *

daaruit x, enz. Algemeen is

Uit x] vinden we Xy 3

_ a
X T i(xn—l X ) -
n-1

Om V2 te benaderen, nemen we a = 2, Kies Xy = 1

=1 =2 =

x = 2(1 + 2) = > 1,5
—1-3_ i=..l-z.~

x, = 5+ 3 " T7 R 1,42

1,17 . 24 577

Xq ='§(T§'+ 19 = 708 & 1.41422
_ 1,577 816, _ 665857
x, = 3G5g * 557 = T5oasy & 1041421356237 enz .
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We proberen nog iets te weten te komen over de fout: X - V2, Nu is
2 Y
1 2 x 1 * 2 - 2V2 x -1
x - V2 = =(x + )y - /2= 2 LA
n 2 n-1 2x
n-1 n~1
- /2
- (xn“I 2)
2% '

n-1
Hieruit volgt dat X~ Y2 2 0 voor n > 0; we benaderen ¥2 "van boven af".
Hieruit volgt:

x - <l x =,

n 2/ n-1
Onze benaderingen convergeren zeer snel naar /E; want iedere fout is hoog-
stens gelijk aan het kwadraat van de vorige. Dit betekent dat als na een aan-
tal stappen 5 decimalen goed zijn, na een stap meer 10 decimalen goed zijn
en bij de dan volgende stap 20 decimalen. Alle opgeschreven decimalen van X,

zijn goed.

11.2. Contracties

Laat f een afbeelding zijn van een interval [a,b] in zichzelf (d.w.z. voor
elke x met a < x £b is a £ £(x) £ b). Een dergelijke afbeelding heet een
contractie indien er bestaat een getal q met 0 < q < 1, zddat voor alle X,

en x, uwit La,b] gelde:

2
l£Gep) = £ | < aqlxy - %,

Het woord contractie betekent samentrekking. Door de afbeelding f worden al-
le afstanden verkort tot hoogstens q-maal de oorspronkelijke waarde, waar—
bij q een van f afhankelijk getal < 1 is,
Stelling: (Contractie-stelling).
(i) Als f een contractie van [a,b] is, dan heeft de vergelijking

x = f(x)

precies &én oplossing in [a,bl.
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(ii) Als £ de oplossing van x = £(x) in [a,b] is en Xg € la,b] willekeurig
dan convergeert de rij Xgs Xy 1T f(xo), X, 1= f(xl), Xy 3% f(xz),...

naar E&.

Ir de situatie van de contractie-stelling kunnen we ook fraaie schattingen

geven van de gemaakte fout.

Immers:
‘xn - &l = |xn B Xn+1l ¥ Ixn+l -l
= x| = 166 ) -t | < alx - x|
|xn+] - g = JEx) - £(g)| s qlx - gl s
dus
I - el < alx__, - x | +alx - £
zodat
|x - ¢&] < ——%—— Ix - x|
n 1 q n—1 n

Dit is een schatting van de fout ]xn - &| uitgedrukt in de grootte van de

laatste stap.

Voorbeeld: Zoek de oplossingen van x = e* - 2.

We kunnen de vergelijking ook schrijven als x + 2 = e, We tekenen eerst gra-
fieken.

Bij eerste beschouwing blijkt al dat er twee oplossingen zijn &€&n in [-2,-1]
en &én in [1,2].

f(z) = eX - 2 is een contractie van [-2,-1], want:

‘a) als =2 £ x £ -1 dan is -2 £ £(x) £ -1 (ga nal) .
X

(b) voor X, en x, in [-2,-1] is f(xl) - f(xz) =el -e 2. ed(x1 - x2) we-—

gens de middelwaardestelling, waarbij d tussen x|, en %, is gelegen, dus

=2 d =1 . .
e = e £ e , Hieruit volgt

=1 2
|f(X1)‘" f(x2)| <e le - x2| <-§|x] - x2| .
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We passen nu de contractiestelling

X, = =]

x = f(xo) ce ! -2
%, = f(xl) - e-1,632 _
xy = f(gz) - e-1,805 -
x, = f(x3) - e*1,835 _
xg = f(x4) - e-I,840 _

Volgens de foutenschatting is

x5 — &l < 7 Ixs -

X4

toe:

,632

-1,805

-1,835

=1,840

I

-1 ,841
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(Twee opmerkingen: we spraken niet over afrondfouten; de foutenschatting kan
aanzienlijk verscherpt worden). Voor het vinden van de oplossing van

x+2=c¢e" in [1,2] schrijven we de vergelijking als x = log(x + 2). We mer-
ken op dat £{x) = log(x + 2) een contractie is van [1,2]: wederom volgens de

middelwaardestelling is
1
|log(xl *2) - logx, + 2)| = 37— |x] - x2| met 1 < d < 2
dus
£ = x| < 3 1%, = x|
1 2 3 1 2

Iteratie volgens de contractiestelling levert:

Xy =1

x = log 3 = 1,131

X, = log 3,131 = 1,141
X, = log 3,141 = 1,145
X, = log 3,145 = 1,146
Xy = log 3,146 = 1,146 .

Zonder meer decimalen is het proces hiermede afgelopen.

i1.3. De methode wvan Picard .

Dit is een iteratieve methode om benaderingen te vinden van de oplossing

y{x) van
y' = £(x,y) , y(a) =b .,

Ye herschrijven eerst het probleem: gelijkwaardig met het gestelde probleem

is het vinden van een oplossing y(x) van de volgende integraalvergelijking:

x
y(x) = b + J £(t,y(£))dt .

a
Als yo(x) een benadering is van de oplossing dan kan het zijn dat

X

yl(x) t= b + J f(t,yo(t))dt

a
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een betere benadering is. Iteratie van de genomen stap betekent nu:

X

yz(X) i=b + J f(t,yl(t))dt .

a
Algemeen:

X

YN+1(X) = b + J f(t,yN(t))dt .
a

Het kan zijn dat de rij functies yo(x), yl(x), yz(x),... convergeert naar
een oplossing van de uitgangsvergelijking.

We gaan niet op de theorie in maar bespreken &&n voorbeeld.

'

2
y'=x+y , y(0) =0,

0 dan:

Beginnen we met yo(x)

X X

y, () =0+ J (& + (7penHat
0 ' 0

n
———
r
o
r
[
taf -
]

X

2
X

5
b4

J (t + % t4)dt =
0

1 1
Y2 (X) '2— + ?6

X

- r o4 1 7 1 .10
y3(X) = J (t + Tt *35 t’ o+ 700 t’ )dt
0

fl

2 1 5 1 B 1 11

1 .
S7X YW X Y660 * TFzoo *

enz .

Opgave: Behandel de vergelijking y' = x + y2, v{(0} = 0 ook met machtreeks-
substitutie. Het stelsel vergelijkingen waaruit de coefficienten berekend
worden vonden we in § 10.4 voorbeeld 2.

Controleer dat we dan vinden:

1 2 ! 5 1 8 7 11
y(x) E‘x + X +—x +wx

20 160 Faouo o
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Hoofdstuk 12. Fourierreeksen

Naast de partiéle sommen van machtreeksen waarmede men functies in de buurt
van een punt (denk aan de Taylorreeks) kan benaderen, wil men soms ook be-
naderingen vinden die over een heel interval volgens een zeker criterium
goed zijn., We zullen in dit laatste hoofdstuk kennismaken -~ zij het helaas
zeer summier en met weglating van alle bewijzen - met een van de belangrijk-

ste methoden die hiervoor ontwikkeld zijn.

12.1. Fouriercoefficiénten

Opmerking: Alle functies die in dit hoofdstuk voorkomen hebben de eigenschap
dat ze gedefinieerd zijn in intervallen en dat in elk inwendig punt x wvan

het interwval

lim £(x + h) =: £(x + )
hi0

en

lim £(x ~ h) =: £f{(x ~ 0)
h+0 '

bestaan. In de randpunten bestaan alleen eenzijdige limieten.

Bij zo'n functie f(x) definiéren we de functie "f(x)" door:
"E(x)" = $(E(x + 0) + £(x - 0)) .

Als f(x) continu is, is derhalve "£{x}" = f(x). Voor niet continue functies
is "£(x)" in de sprongpunten juist het gemiddelde van de waarden aan 'weers-—

zijden" van de sprong.

V-orbeeld: Laat f£(x) gedefinieerd zijm voor 0 < x 5 2 door:

It

fFx) = x als 0 < x 5 1

A

£(x) 3-x als 1 <x <2,

dan is "£(1)" = 3/2,
Definitie: Een functie f(x) heet periodiek met periode p (p > 0) als voor
alle x geldt:

f(x + p) = £(x) .
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Voorbeelden: sin x, cos X, tan x zijn periodiek met perioden 2w, 4w, 6m,...;

tan x bovendien met pericden w, 3m,... .

‘ Definitie: Een trigonometrische reeks is een uitdrukking:
| o
| o + Z (2 cos nx + b sin nx) .
n n
n=1
Een convergente trigonometrische reeks heeft als som een periodieke functie
met periode 27m. Laat f{x) nu gegeven zijn voor -7 < x < 7. We vragen nu of
we f(x) voor kunnen stellen als som van een trigonometrische reeks.

Nu berekent men m.b.v. de integralen uit § 8.4.3 dat uit

N

S{x) = o + Z (a cos nx + b sin nx)
a1 n n
volgt
5
J S(x)dx = 2mo
-7
T
J S(x)cos nxdx = ma_ (n21)
-7
T
J S(x)sin nxdx = ﬂbn nz1).
i

We komen er nu toe te definiéren de Fouriercoéfficiénten van f£{x):

T
1
a =T J f(x)cos nxdx n=20,1,2,...
-7
T
1 .
bn == J f(x)sin nxdx n=1,2,... .

-1
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De trigonometrische reeks met als coefficiénten de Fouriercoéfficiénten van

£(x) (met dien verstande dat o = éaol) heet de Fourierreeks van f{x).

De hoofdstelling van de Fouriertheorie die we overigens niet precies zullen

formuleren, laat staan bewijzen, zegt nu dat onder een aantal voorwaarden

geldt:

a0

1) "Ex)" = %ao + nE] (an cos nx + bn sin nx)} ,

waarbij a_ en bn de Fouriercoefficiénten van £(x) zijn.
2) Voor [a,B] c [~m,n] geldt:

B - B
J PE(x)"dx = j f(x)dx = %aO(B -0) + E (an J cos nxdx +

n=1
o o o

R}
+ b J sin nxdx) .
n

Ok

3) Als f(x) differentieerbaar is op <-T,T] met een afgeleide die een conver-—
gente Fourierreeks heeft en als f(-n+0) = £(r-0) dan is:

"E(x)T = Z (nb_ cos nx — na_ sin nx) .
2 n n

De beweringen 2 en 3 drukken uit dat men de Fourierreeks onder zekere voor-

waarden term voor term mag integreren dan wel differentierem.

_pmerking: De som van de Fourierreeks is buiten <-m,7] een periodieke voort-
zetting met periode 27 van "f(x)". Als de oorspronkelijke functie al perio-
diek met periode 2w op de hele R gedefinieerd was convergeert de Fourierreeks

dan overal naar "f(x)".

Voorbeelden:
1) f(x) = x -1 < X < 7.
T
a = 1 J X cos nxdx = 0 .
n T

=1
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(Voor alle oneven functies zijn alle a's gelijk aan null)
g

m T

o
]
i

L J X sin nxdx = 3 J = {cos nx)'dx =
n m m n

=2
T™n

-2 n
= ....._n (—1) ’
zodat

)n-l 5in nx

- < X < .
- (-n )

f(x) =2 ) (-1
n=1

Voor x = n merken we op dat £(r = 0) = 7; £(r + 0) = -7 (van de periodie-
ke voortzetting van f£) dus "f(w)" = 0; ook de som van de reeks is 0 als
X = 7.

Als we voor x = = nemen, vinden we:

(S

'%'+ll.=

L El

1 1
l-3*3
(Vergelijk dit met § 9.4 voorbeeld 15.)

2) £f(x) = x2 voor |x| < n en verder periodiek met periode 2r. Dan is voor
alle x: £(x) = "f{x)".

™
b =1 I xzain nxdx = 0 n=1l,... .
n

-7
(Van elke even functie zijn alle b's gelijk aan nul!l)

m T

i 2 2 2, 2
ay = = J X dx - Py J X dx = 37T -
-1 0

Voor n =z 1 1is
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n T

1 2 2 2
a = — X cos nxdx = — X" cos nxdx =
n m ™
- 0
9 ™
2 x sin nx-T & \ _
s = P2 - — X sin nxdx =
T n 0 ™
0

4 [¥X cos mxqT _

——a

™ n 0

fi

. . 2
Vanwege de continuiteit van x  geldt nu

2 -3
Felvn [ (DRSS pcxsw,
n=1 n

Voor x = T resp. x = 0 komt er:

P laT e ;e 2
7°% P ) 2
n=1 n n=1 n

(zie § 9.5 voorbeeld 2).

3) £(x)

{c voor =% < x <0
d wvoor 0O =x=m,
¢ en d zijn constanten. We berekenen de Fouriercoéfficieénten van £(x):

™

ay = %- J f(x)dx = %—(Wc +7d) = ¢c + d
-7

0 i1
a =L c J cos nxdx + 1 d J cos nxdx = 0
n m m

-1 0
. L)
0 T
_ 1 . 1 . _ec=~d .0 _

bn ==-c J sin nxdx + = d J sin nxdx = — ((-1) 1)

-1 0
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0 als n even is
Dus b =
=2(c - d)
™

als n oneven is.

Als we nu de hoofdstelling toepassen vinden we:

e+ a) -2 = d) [og, 44 8in3x, sindx g
i 3 5
c als -7 < x <0
=Jd als 0 <x <7

d(c+d) als x=0, x=+7.

12.2. Fourierreeksen met periode 2L. -

Als f(x) periode 2L heeft kunnen we er door een substitutie een functie met

periode 2T van maken:

Als f(x) gedefinieerd is op <-L,L] en y := %%E = E% dan is g(y)
definieerd op <-m,m],
Dus
f(x) = g(y) = an + ) (a_cos ny + b_ sin ny) =
=] P n
_ nnx . NTX
= iao + Z (a_ cos 5t bn sin _f_) R
n=1
waarin
ﬂ L
- ol nTx
a == J g{v)cos nydy T J f{x)cos I dx ,
- -L
™ L ‘
_ 1 . -1 . nTX
bn = J g{y)sin nydy = T I f(x)sin —Ir-dx .

- =L

1= f(%z) ge-




Voorbeelden:

0 -5 «<x <90
1) f(x) =

3 0 =x =5,

Zetten we f(x) periodiek voort dan ontstaat een functie met periode 10.

De Fouriercoéfficienten zijn:

5 5
} nmx 3 n1x 0 als n # 0
g = = f{x)cos === dx = = cos —— dx =
n > 3 3 3 3 alsn=20
=5 0
5 5
1 . nnx 3 . nix 3 5 nixX -5
= e ——d = - —— = - =, — =
b, =3 J f(x)sin = dx = ¢ { sin — dx 5 nﬁ[cos = ]0
-5 0
- 3{1 - cos nw)
nm *
Voor de Fourierreeks geldt derhalve:
3 m 3(1 - cos o) ., nx
n oo = =
f(x) 3 + Z = sin T
n=1
3 6 ., TX 1 . 3mx I . 5mx 1 . 7mx
= §-+ F'(Sln T + 3 sin =~ +-§ sin —3—-+ 7 sin < +..4)
2

2) f(x) = x°, 0 < x £ 21 en periodiek met periode 2n. Bepazl de Fourierreeks

van f(x).

(i) Op <-n,7] wordt £(x) gegeven door:

IA
<

(x + 2TT)2 voor —% < X

A
=

X voor 0 < x

En verder volgens § 12.1.




- 169 -

(ii) Omdat voor elke periodieke functie met periode 2L geldt:

a+2l,

g(x)dx = J gx)dx = J g(x)dx ,
a 0 -L

zijn in ons geval de Fouriercoefficiénten van f£(x) te berekenen uit;

™ 2m 2m
1 1 1 2
a, =7 J f(x)cos nxdx = J f(x)cos nxdx s J x cos nxdx .,
-1 0
. 8ﬂ2 . 4
Veor n = 0 vinden we: &y = —3~ : voor n # 0 komt er uit a =3 3
n
T 2%
_ | . _ 1 2 . _ _ 4w
bn == J £(x)sin nxdx = = J X sin nxdx = ~ n = 1 .
-T 0
Resultaat:
2 _ 4n2 + E ( _ 4T ) 0 < < 2
X =3 & ;7 Ccos nx - sin nx) , X T W

21 is "E(x)" = 2ﬂ2.

Merk op dat op 0 < x < 7 de functie x2 dus als som van verschillende

Voor x = 0 en x

Fourierreeksen kan optreden: de bovenstaande reeks verschilt van die

van voorbeeld 2 uit § 12.1.

3) Beschouw f£(x) = x2 op 0 < x < T maar nu periodiek met periode 7, Oock nu

kunnen we de Fourierreeks wvinden uit:

™
a = iﬁ- J xzcos 2nxdx , n=0,1,2,...

0

™

bn = i;- j xzsin 2nxdx , n=1,2,... .
0
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We vinden: a, =-ji—.

a = 2 (X gin 2nx + 5 cos 2nx - L sin 20xTT = L ,
n T 2n 2 3 x=0 2
2n 4n n
2 x2 X . 1 X=1 m
b =%2T[-2 cos 2nx + —= sin 2nx + —5 cos 2nxl = - -,
n 7 2n 2 2 x=0 n
n 4n
Resultaat:
R T
X7 = g + z (—5 cos 2nx - sin 2nx) , O <x<m.
n=l =n
L " 1" 1 2
Voor x = 0 en x = 1 1s "£(x)" = 57

12.3. Sinusreeksen, cosinusreeksen

Beschouwen we de functie f(x) gedefinieerd door:

—x2 -T < x <0

xz 0O<=x=sn

fix) =

en verder periodiek met periode 2w, We bepalen de Fourierreeks. De functie

is oneven dus alle a, zijn nul

T m
1 . 2 2,
b === f(x)sin nxdx = — x"sin nxdx =
n T T
-7 0
2 [ X cos DX gg sin nx + 2 cos nx]ﬂ -
n 2 3 a
n n
2 n+l m nz _2q_
?[(—]) -+ (1) 3 —3'-] =
n n
Resultaat
2 2
x2 =21 - 4) gin x = T sin 2x + E-[E— —-i—]sin 3% ...
T T 3 27
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Vergelijken we dit resultaat met § 12,1 voorbeeld 2 en § 12.2 voorbeeld 3,
dan komen we tot de volgende conclusie. Als we een functie, gegeven op het
interval <0,al, willen voorstellen door een Fourierreeks dan kunnen we deze
functie periodiek met periode a voortzetten en dan de Fourierreeks bepalen,
Deze bevat dan in het algemeen termen cos E%ﬂ X en termen sin EEE x, We kun-
nen ook: eerst f(x) als even functie voortzetten tot <-a,a] en daarna perio-
diek met periode 2a, De Fourierreeks wordt dan een reeks in cos gﬁ-x. Deze

reeks heet de cosinusreeks wvan f(x).

We kunnen eveneens f(x) oneven voortzetten tot <-a,al en daarna periodiek

. ‘s . . nm .
met periode 2a, Dan krijgen we een reeks in sin e X, de sinusreeks van f(x).

Opmerking. Dat f(x) gegeven is op een interval <0,al is volkomen willekeu-
rig. Als het interval <c,d] geweest zou zijn dan passen we de verschuiving

y i= X - ¢ toe g(y) := f(c + y) is dan op <0,d-c] gedefinieerd .

Nog enige voorbeelden:

1} Bepaal van f(x) = | op 0 < x < 2 de sinusreeks en de cosinusreeks, en ook
de Fourierreeks met periode 2.
Om de sinusreeks te verkrijgén zetten we f(x) voort tot een oneven func-
tie, die we weer f(x) noemen.

De sinusreeks is dan de Fourierreeks van
-1 -2 <x<0

f(x) :=4 O x =0
1 0

A
n

A
48]

We wvinden:

2 2
J f(x)sin o xdx = J sin %1 xdx = %F (1 - (-l)n) ,
=2 0

1

by=3

4 . R
dus bn = o als n oneven is en bn = 0 als n even is.
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Resultaat:
_ 4 . ™ 4 . 31r 4 - 511'
I = = sin % X + P sin 5 x + e sin 5~ X t.ee 0 <x <2 .

(Vullen we x = 1 in dan krijgen we weer de reeks van Wallis.) De cosinus-

reeks is de Fourierreeks van f£(x) = 1 op <-2,2]. Derhalve
2

a9

1]
N
h‘—\
fu
]
]
[

4]

n
TN
‘—‘—I
0
[=]

w
|5

A

]

I}
S—
0
o}

4]
bl
[a Y
"
]
o

Derhalve: 1 = 1,

Voor de Fourierreeks met periode 2 berekenen we:

2
a = J cos nrxdx
n
0
2
b = J sin nrxdx
n
0
dus
ay = 2, a, = o, bn =0, n=1,2,...
en weer: 1 = 1,

2) Bepaal de sinusreeks van f(x) cos x (0 < x < 7)., We moeten bepalen de

Fourierreeks van een functie, weer geheten f(x), en gedefinieerd door:

- cos X ~T < x <0
f(x) = 0 x=0,x =17

cos 0O <x<mT.

E]

We berekenen:

T %
b, = 2 J cos X sin x dx = 1 J sin 2xdx = 0 .
| m T

¢] 0



- 173 -

Voor n > 1 is:

w w

bn =-% J cos x sin nxdx = % J (sin(n + 1)x + sin(n - Dx)dx =
0 0
+1 n-1
S R ) 1 - (-1 _ 2 _(\D
sl 1= a1+ n’
m{n”~ - 1)
Voor oneven waarden van n is bn gelijk nul.
cosx=z-—-8k—-sin2kx, 0 <x <m.

k=1 m(4k% - 1)

Op analoge wijze berekent men de cosinusreeks wvan sin x (0 < x < 7); dit is

de Fourierreeks wvan lsin x' (-7 < x % 7). Het resultaat is:

|sin x| =-2TF- Z ———-—-%—-—-—cos 2kx .
k=1l 7(4k"” - 1)

Deze laatste gelijkheid geldt zelfs voor alle waarden van x.

12,4, Het isoperimetrisch probleem.

Omdat het optellen van de termen van een trigonometrische reeks fysisch neer-

komt op superpositie van harmonische trillingen begrijpt men dat er vele be-

langrijke toepassingsgebieden zijn van de theorie der Fourierreeksen. In de—
ze toepassingen gaat het meestal om het vinden van oplossingen van partiele
differentiaalvergelijkingen, die tevens voldoen aan enige nevencondities,

In het huidige college is er geen tijd hieraan iets te doen.

Om toch een toepassing van Fourierreeksen te hebben bespreken we een wvan

A. Hurwitz (1902) afkomstige behandeling van het isoperimetrische probleem.

Dit probleem dat reeds in de oudheid de wiskundigen bezig hield heeft lang
op zijn definitieve oplossing moeten wachten. Het probleem is, zoals bekend,
het vinden van de vorm van de gesloten kromme met lengte % die de maximale
oppervlakte omsluit. Reeds in de oudheid vermoedde men dat dit de cirkel zou

zijn,
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Analytisch kunnen we de kromme voorstellen door een parametervoorstelling:
K=X(S), y=3’(5), OSSSQ.’

waarbij de paramerer s de booglengte tussen het beginpunt (x(0),y(0)) en het
punt (x(s),y(s)) aangeeft.

Dat de kromme gesloten is betekent:
x(0) = x(1) , y(0) = y(&)

(Een touwtje ter lengte £ ligt eerst langs de s—as, beginnend bij s = 0, en
daarna in een lus in het vlak waarbij het punt dat eerst op S5 lag, nu op
het punt (x(so),y(so)) terecht komt.) We nemen de orientatie bovendien zd
dat het omsloten oppervlak links ligt als we met oplopende s langs de kromme
gaan.

We nemen aan dat de functies x(s) en y(s) afgeleiden hebben die in een Fou-
rierreeks ontwikkeld kunnen worden. (Men kan laten zien dat krommen waarvoor
dit niet geldt zeker geen oppervlakte kunnen omsluiten die groter is dan de
oppervlakte comsloten door krommen waarvoor dit wel geldt.)

Beschouwing van de volgende figuur maakt duidelijk dat de oppervlakte omslo-

ten door de kromme K als integraal uitgedrukt kan worden:
L
= J x(s)y'(s)ds .
0
Volgens blz. 113 formule 8§.3.2 geldt:
L

%= J Jx' (12 + (3 (s)) 2ds .
0

Omdat s de booglengte voorstelt is echter /1#')2 + (y')2 =1 (ga nal).
Hieruit volgt:
£
-2 J (' ()% + 3 (1) Das .
0
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(x(a + ds}, y(a + ds))

. Q
dy (o) ///,
P

1]

(x(a), y(a))

P v = (x(8), y(B))
y(B
~————————-4D>h\3\:‘iiff + ds), y(8 + ds))

0 <a<p <4

oppervlakte PQQ'P' = x(a)dy(a) = x(a)y'(a)ds

x{B) (-dy(B)) = -x(B)y'(B)ds .

134

oppervlakte WVV'W'

u

£
O/= J x{(s)y'{(s)ds .
0
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Laat x(x), x'(s), y(s) en y'(s) als Fourierreeksen geschreven kunnen worden

zodanig dat:

o0 (a 2nns 2nns

x(s) = iao + En=l n cos-——z— + bn sin . )
y(s) = lon + Em (o cos EEEE + g_ sin Zﬂns) .
‘ 0 n=1 n 2 n ’
' - @ Zmn Zrns _ 2om . 27ns, |
x"(8) n=1 (bn T €08 % n - Sin T Y ;
o 2mn 2Tns ~ 2mn _, 2mns
' = —
y'(s) En=] (Bn T 8 —¢ o —g Sin —3 Yo

We berekenen dan U{

L L
¥ = J xy'ds = %ao J y'(s)ds +
0 0
2
T o 27ns . 2Tns 21k 27ks
+ z z J (an cos —— + bn sin = )(Bk =~ cos —— +
n=1 k=1 0
2rk ., 27mks
o, =5 sin =5 yds
Nu is
£
J y'(s)ds = y(&) - y(0) =0 .
0
. 2ms
In de andere termen substilitueren we t = g 5 er komt @
20
TS ¢ 2mk . .
J = Z Z 37 T J (an cos nt + bn sin nt)(Bk cos kt - a, sin kt)dt .
n=1 k=1
0
2% T
Zogals uit de integralen van 8.4.3 blijkt (n.b. J = I in alle hier voorko-

0 -
mende gevallen) zijn alleen die termen ongelijk aan nul waarin n = k. Het re-

oo

sultaat is & = = Z n(anBn - bnun). Om ook 22 uit te drukken in de Fourier-
n=1
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coéfficiénten van x(s) en y(s), substitueren we ook de Fourierreeksen in de

formule
'A
2
) J (=" ()% + "N Hds .
0
We vinden:
- )
2 _ 2tn 21k 2tns . 2mns
e = g z T { J (bn cos 7 a_ sin — )
n,k=1 0
2rks . 2rks
(bk cos 7 a, sin — )ds +
£ .
2rns . 2mns 2rks . 2rks
+ J (Bn cos = @ sin —_E_)(Bk cos = o, sin — Yds}.
0
We substitueren weer t = s ; alle termen in de som met n # k zijn 0; op de-

L
zelfde manier als bij de berekening van ¢ vinden we:

2

2 2 @
n) :

A = v L nz(a2 + b2 + az + B
n=1 n n n

We weten (-merk op hoe we er naar toe werken het vermoeden over de oplossing
van het isoperimetrische probleem dat de oude grieken al hadden te bewijzen-)
2

dat een cirkel met omtrek £ als straal heeft %F en als oppervlakte %F .
2

. '3 .
We komen er daarom op het verschil v - o te beschouwen
¥ - &E = -1 E [nz( 2452 4+ 0?4 32) = 2na B_ + 2nb a ] =
4 2 %n n n n "82"n ™n%n

=1

t 2
=--g— ) [(na - 8)

1 # b+ o)+ (@ - D+ 8D

Omdat elke term uit de som zelf een som van kwadraten en dus 2 0 is volgt

hieruit

02
L

N

o - <03 ¢ <

Bl
=
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De cirkel is dus een kromme die een maximale oppervlakte omsluit, Zijn er
% 2 y
meer krommen waarvoor & = i 7 Neen, want als v - %F = (0 dan zijn glle ter-

men uit de reeks = 0. Voor n = 2,3,... betekent dit

¢, = B, = a =bh =0,u = R, = a = h =0,_..’

2 2 2 2 3 3 3 3
voor n = | is de enige voorwaarde a, = B]; b! = =0,
Noemen we
a =B =ta; b =-a =tb; la;=:p, tn, =g

dan is de parametervoorstelling van de kromme:

x(s) = p + a cos 2%5“+ b sin 3%5 s
2us . 7S <
y(8) = q - b cos =5t asin—/, 0<s <28,

Eliminatie van s levert:

2 2
-2+ (v- o =a”+1?,

zodat we inderdaad vinden dat K een cirkel is.
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Het tellen van verzamelingen en afbeeldingen

Het aantal elementen van een verzameling A noteren we als # A.
Stelling. Het aantal deelverzamelingen van A met # A = n is 2",

Stelling. Als # A = n, # B = m dan is het aantal afbeeldingen van A in B
gelijk aan m",
313

Voorbeeld. Er zijn (= 1594323) manieren om de voetbaltoto in te vullen.

Definitie. nl 3= 1 x 2 x 3 x .,. x n3 0! := 1.

Stelling. Is # A = n dan is het aantal &&n-éénduidige afbeeldingen van A op
A gelijk aan n!. Het aantal mogelijke volgordes om n objecten te rangschikken

is n',

Voorbeeld. Het aantal mogelijke volgordes van de kaarten in een spel van 52

is 521, (52! » 2.1007).

s ‘s m. e a1 s
Stelling. Is # A = n, %4t B~=m, m 2 n dan zijn er ICEE M één-éénduidige

)

afbeeldingen van A in B.

Voorbeeld. Er zijn 9!/4! (= 15120) getallen bestaande uit 5 verschillende

cijfers uit de collectie 1,2,3,...,9.

Stelling; Het aantal deelverzamelingen met k elementen uit een verzamelin
g g o g
kif{n - k)!

met n elementen, n = k, is gelijk aan

n

Notatie. ); binomiaalcoefficiénten.

n, . n n

Ba" + (Ma™ b + (Da ?

n-
n_l)ab

-2 2 1
Voorbeeld. {(a + b)n = ( o 2b o0t ( + (z)bn.

Binomium van Newton.

Stelling. (E) = (nfk)' (nll) = (2) + (kfl), (Pascal; driehoek).
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Voorbeeld. Er zijn (lg) = 220 manieren om een delegatie van 3 leden uit een

vergadering van 12 te kiezen.

Stelling. Zij ## A =n, B = {bl’b2""’bm} en laat kl’kZ""’km geheel en
niet-negatief zijn met k] + k2 toout km = n, dan is het aantal afbeeldingen
van A in B waarbij k] elementen van A op bl’ k2 elementen van A oi'
etk
m

b2""’km elementen van A op bm worden afgebeeld gelijk aan k1:k2

¥
Voorbeeld. Er zijn —224—Z-mogelijkheden om de kaarten van een bridgespel over

(131)
de vier spelers te verdelen.

Voorbeeld. Het aantal mogelijkheden om van een rij met 10 huizen, 4 huisdeuren

r
rood, 3 huisdeuren wit em 3 huisdeuren blauw te verven is Z%%%ET = 4200.
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Formulelijst tentamen Wiskunde 27

1. Cartesische- Cylinder- Bolcodrdinaten

wr cos ¢ =op cos ¢ sin B
= r sin ¢ = p gin ¢ sin ©
p cos @

dxdydz s ¢ drdedz = pzsin 6 dpdbde

z = Z

2, Reeksontwikkelingen

x3 XS X7
sin x = x - FrrET -gT ot Te.

5. 7.
2 4 x6 _
cosx=l-12‘-r+%r-€r+—... - & x < w
2 3 4

ex = ] + x + %T + %T + %T-+ e

d(d—l)xz+d(d-1)(d-2)x3+ 2

(l+x)d-l+dx+ 7T 37

2 3 4 3

v X x~ _ X x* _ <
log(l + x) e I R il i sl ST ? |x| 1
x3 x5 x7 xg
arctanx-x-3—+5——7—+—9—-+...

3, Formule van Taylor

fex) = £f(a) + £'(a)(x — a) + £%§§l (x - a)2 +o0

(N) (N+1)
f {a) N f (a + 6(x - a)) - N+
...+-—N!——(x-a) + (N+])! (x a) '
0<ea<1,
4, Methode van Newton
f(xn)

Xarl = *n f'(xni -
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5. Goniometrische formules

2
2 cos nax = | + cos 2nx

, 2
2 sin‘nx = | - cos 2nx
2 cos nx cos mx = cos{n + m)x + cos(n = m)x
9 cos nx sin mx = sin(n + m)x - sin(n -~ m)x

-2 sin nx sin mx = cos{n + m)x - cos(n - M)x .

6. Fouriercoéfficiénten van een functie f(x) met periode 2L

L X+l
a -4 f(x)cos DX gy = 1 f(x)cos
n L L L
-L Xq
L x0+2L
_ 1 . nmx = 1 .
bn =1 J f(x)sin T dx T J f(x)sin
~L . xO
ey = L 5 nix [, BTX
fix) 5 8 + Z (ancos T + bn51n T Y .

n=1

nmrx
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