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Hoofdstuk 0. Inleiding

Enige notaties
Voor het aangeven van verzamelingen zullen we gebruik maken van de volgende
symbolen: '
? de lege verzameling
N de verzameling der natuurlijke getallen, dit zijn de getallen i,2,3,...
z 1" " " gehele ] ’
Q " " " rationale - "
]R " it " re;le . Tt

Verder gaan we de volgende symbolen uit de verzamelingenleer gebruiken:

£ a €
£ a ¢
< AC
o A D
n An
v Ay
\ A\B
X A X

W W W S

a is een element van V

a is geen element van V

A 1s een deelverzameling van B

B is een deelverzameling van A

de doorsnede van A en B

de vereniging van A en B

het verschil van A met B

het cartesisch product van A en B, dus de verzameling van
alle mogelijke paren (a,b) met eerste element a uit A en
tweede element b uit B, |

AxB x(C, Ai X Ay X oeus X A.n voor n = 2,3,4,.,.. worden
analoog gedefinieerd.,

R x R wordt vaak afgekort tot IR?', R xR xR tot 1R3, enzo-

voort.

Eindige verzamelingen zullen we ook aangeven door, tussen accoladen, alle

elementen op te schrijven,

Voorbeelden:

{1,2,5}, de verzameling bestaande uit de getallen I, 2 en 5;

K= {1,2,3,...} (dit is een voorbeeld van een niet-eindige verzameling).




Bij een gegeven verzameling A beschouwen we soms de deelverzameling B be-
staande uit die elementen van A, die een bepaalde eigenschap a hebben.
Notatie: B = {a ¢ A | a heeft eigenschap al.

Voorbeelden:
{acR |a> 0}, de verzameling van alle positieve reéle getallen

{xeZ | $x e N}, de verzameling van alle positieve even getallen,

Aan de logica ontlenen we de volgende symbolen, die we slechts bij‘wijze van
afkorting gebruiken:

A en

v of (in de zin van: en/of)

- niet

v voor alle ...

3 T 15 ...

EN er is precies &&n ... .

A := B betekent dat A per definitie gelijk is aan B.

Met het teken [] geven we het einde van een bewijs aan.
O.1.2, Opgave. Ga na dat de volgende uitspraken juist zijn.

1) {2,3,4,5} = {3,5,2,4)}

2) Het aantal elementen van de verzameling {2,3,7,3,1,2,3,4} is 5.

I NcE

4) N ¢« N

3) @ e

6) 0 / N

7) =3 ¢ &

8) {xe]R]x2+]=O}=0
9) {x eN | 1 <x < 3} = {2}

10) Laat A, Ben C willekeurige deelverzamelingen zijn van een vaste verzame-

ling U. Dan geldt

a) AnB={xeU| xeAnArzxeB)

b) AUB={xeU]| xeAVxeB}

c) AB={xeU| xeAnzx}#{B}

d) als Ac Ben Bc C, dan geldt A < ¢
e) (A\B) nB = §

) (A\B) v B

AUB




0.2,

0.2.1,

0.2.2,

2

) Ver (X - Dx+ 1) = x" = 1)

12) L aydR {y > x

D m A Y 050

4) {éx,y) € Hg I x2 + y2 = 1} is de cirkel 6m de ocorsprong met straal | in
R

15) er bestaan verzamelingen A enBmet (A\B) u (B\A) # A u B.

Gemakshalve zullen we een aantal slordigheden in de notaties begaan.
Zo schrijven we bijvoorbeeld {2n | n ¢ N} in plaats van {n ¢ N | SméN (n =2m)},
{(x,xz) | % ¢ R} in plaats van { (x,y) EZR2 Iy = xz},terwijl uitspraken als

s R
(x-+1)2 = x” +2x+1 bij afspraak steeds zullen betekenen:
2 2
me ((x+1)" = x"+2x+1) .

Spreken we over getallen, zonder aan te geven wat voor Soort getallen, dan

zijn reele getallen bedoeld.

Getalverzamelingen

Wanneer we de verzamelingen N, Z en @ vergelijken, zien we: binnen N kunnen
we optellen en vermenigvuldigen, maar in het algemeen niet aftrekken, niet
delen; binnen Z kunnen we optellen, vermenigvuldigen en aftrekken, maar in
het algemeen niet delen; bimnen @ kunnen we optellen, vermenigvuldigen, af-
trekken en delen (behalve door 0}. Bovendien is er in deze verzamelingen een
volledige ordening volgens grootte: voor ieder tweetal elementen x en y geldt
steeds hetzij x <y, hetzij x = y, hetzij x > y, De uitbreiding van N naar Z
en verder naar @ is zinvol, omdat we daardoor meer rekenoperaties onbeperkt
kunnen gebruiken., De verdere uitbreiding naar R heeft echter ook een andere
reden: de verzameling der reéle getallen bezit een eigenschap meer dan die
der rationale getallen, en wel dat hij "volledig" is in een bepaalde zin,We
kunnen daar in dit bestek niet nader op ingaan; we volstaan met de opmerking, dat de
bedoelde “volledigheid" gevoelsmatig overeenkomt met het opvullen van de gehele

getallenrechte, zonder nog ergens ''gaatjes" achter te laten.

Vaak zullen we gebruik maken van verzamelingen van aaneengesloten reéle ge-
tallen, zogenaamde intervallen. We onderscheiden de volgende typen interval-

len: (a en b zijn reéle getallen, a < b)




{x ¢« R f a < x < b}, notaties (a,b)
{x e R | a< x<b}, notatie: [a,b)
{x e R | a < x<b}, notatie: (a,b]
{x eR | as x <bl, notatie: [a,b]
{x e« R | x> a}, notatie: (a,=)
{x e R | x 2 a}, notatie: [a,=)
{x eR | x < b}, notatie: (=»,b)
{x e R i x £ b}, notatie: (~=,b]

R, cok wel genoteerd door (-«,=) ,

De eerste vier van deze intervallen heten begrensd, de andere ohbegrensd. De

intervallen (a,b), (a,»), (-=,b) en (-~,~) heten open intervallen; [a,b],

La ,=), (=<,b] en (-=,~) heten gesloten intervallen,

In het vervolg zullen we bij het gebruiken van de notaties (a,b), [a,b),

(a,b) en [a,b] steeds stilzwijgend aannemen dat a < b,

In deze inleiding bespreken we vervolgens een tweetal vaak voorkomende be-

wijsmethoden,

0.3. Bewijs uit het ongerijmde

0.3.1. Neem aan dat we een stelling van de volgende vorm willen bewijzen: "Ineen bepaalde‘
situatie geldt, dat een of andere bewering B waar is",Soms kunnen we een be~-
wijs hiervoor als volgt handig inkleden: Neem aan, dat B niet waar is. Toon
vervolgens aan, dat deze aanname in die situatie tot een tegeﬁspraak leidt,
Dan moet de aanname dat B niet waar was onjuist geweest zijn, zodat B waar

moet zijn.,

0.3.2. Voorbeeld. Het getal /2 is niet rationaal: vZ ¢ Q.

Bewijs., Neem aan dat v2 rationaal is. Dan is vZ = B met peNengqel,

Hieruit volgt: p2 = 2q2. Ontbind nu het getal p2 eg het getal 2q2 in facte-

ren. Dan heeft p2 een even aantal of geen factdrenZ, en ;2q2 een oneven aantal fac-
toren 2. De gelijkheid p2 = 2q2 is dus onmogelijk, Uit deze tegenspraak '
volgt: V2 £ Q. 0



. 0.3.3. Voorbeeld. Wanneer voor twee getallen a en b geldt Ve'>0 (a <b + ¢), dan-
is a < b.

Bewijs. Stel a > b. Dan is a~-b > 0. Kies voor ¢ het getal € = }(a-b), dan is
e, > 0. Uit het gegeven, met ¢ = €, y+ Dus a-b < f(a-1).

Dit is onmogelijk, zodat de aanname a > b onjuist is. Dus a < b, 0

yvolgt nu: a-b < ¢

0.4, Bewijs door volledige inductie

C.4.1. Wanneer we willen bewijzen, dat een bepaalde bewering B(n) .waa’_r is voor alle

natuurlijke getallen n, dan kunnen we dit als wvolgt doen:

a) verifieer dat B(l) waar is;

b) bewijs dat voor iedere n ¢ N geldt: Als B(n) waar is, dan is B(n + 1) waar.

Uit a) en b) volgt dat B(n) waar is voor iedere n ¢ N. Immers, B(!) is waar,
dus uit b) met n=1 weten we dat B(2) waar is. Weer uit b), nu met n = 2,
volgt: B(3) is waar. Hiermee krijgen we uit b): B(4) is waar, dan B(5) is

waar, enzovoort,

Opmerking. De bewijsstap: "Als B(n) waar is, dan is B(n+1) waar" heet de in-
ductiestag. De aanname dat B(n) waar is tijdens het bewijs in de ihductiestap

heet de inductieveronderstelling,

U.4,2. Voorbeeld. Voor alle n ¢ N geldt: n2 +n is deelbaar door 2. We bewijzen dit

i met volledige inductie,

Bewijs.

a) Voorn = 1 isn® + n = 2, dit is inderdaad deelbaar door 2,

b) Laat n een natuurlijk getal zijn. Neem aan (inductieveronderstelling) dat
n2 + n deelbaar is door 2, Er geldt: (n + 1)2 +(n+1) =n2 +3n+2 =n2 +n+

+ 2{n+ 1) en dit is dan dus ook deelbaar door 2.

Volgens het bewijsprincipe van volledige inductie geldt dan n2 + 1 is deel-

baar door 2 voor alle n ¢ N, _ 0




0.4.3. Voorbeeld. Voor alle n € N geldt: 1+2+,,.+n = in(n+1),

Bewijs. Voor n = 1 is het linkerlid 1, het rechterlid }.1.2 zodat de bewering
juist is voor n = 1, Zij n € N, neem aan dat 1 +2 +...+n = in(n+1). We zul-

len bewijzen, dat dan ook geldt:
1+ 2+ .+n+(n+1)ad(n+1)(n+2).
Bewijs: 1+ 2 +...+n+@@+D=in@+1)+@m +1) = m+1n+1) =
=jm+)(n+2) ,

Uit het principe van volledige inductie volgt het gestelde nu voor alle n ¢N.[]

U.4.4, Voorbeeld. We bewijzen de z.g. ongelijkheid van Bernoulli: ZijheR, h 2 -1,
Dan geldt voor alle n ¢ N; (I -l-h)n 2 | +nh,

Bewijs. Voor n = | geldt het gelijkteken. Als de ongelijkheid geldt voor n,
dew.z, als (1+h)™ 2 | +nh, dan is '

(1 + h)r).+l

(+n) Q+m™ 2 (1 +h) (1 +nh) =

1 + (n+1)h+nh2 2 1+ (n+1)h

zodat dan de ongelijkheid ook geldt voor m+1., Via volledige inductie geldt
hij dus voor alle n ¢ N, O

0.4.5. Opgave. Bewijs, dat voor alle n ¢ N geldt:

+ 27 +,..4n =-é-n(n+i)(2n+l) .

0.4.6, Opmerking. Soms wil men een uitspraaﬁ B(n) bewijzen niet voor alle natuur-
lijke getallen n, maar voor alle gehele getallenn = N, waarbij N een gege-
| ven geheel getal is. Men kan dan analoog te werk gaan, waarbij dan in onder-
deel a) uit 0.4.1 de juistheid van de bewering voor n = N i.p.v. voor n = |

wordt aangetoond, en in onderdeel b) de stap vann op n+1 voor n 2 N bewe=

zen wordt.




J.4,7. Voorbeeld. Voor alle n ¢ N met n 2 4 geldt: 2" 2 nz

L]

Bewijs: Voor m = 4 geldt het gelijkteken. Neem aan dat voor een n e N met
n = 4 geldt: 2t u2. Dan is “

ntl 2

2.2% 2 2% = 0?40 > 0 44n =

It

2

n2 +2n+2n = n2 +2n+8 > n2 +2n-+l‘= (n-+l)2 .

Via volledige inductie geldt de formule dus voor alle n e N, n 2 4,

0.5. Afbeeldingen

J.5.1. Definities. Laat A en B verzamelingen zijn. Een afbeelding f van A naarB

- notatie f: A > B -~ is een voorschrift volgéns hetwelk aan elk element van
A precies €&n element van B wordt toegevoegd.

Is b (¢ B) het element dat aan a (¢ A) wordt toegevoegd, dan schrijven we

b = f(a). We noemen b het beeld van a.

A heet de definitieverzameling of het domein van f, notatie: DOM f,

De afbeelding f: A + B is gelijk aan de afbeelding g: C > D indien:

i) A=C;

il) B = D
| iii) f(a) = g(a) voor alle a ¢ A,

Notatie: f = g.
i Gemakshalve spreekﬁ men vaak over "de afbeelding f" i.p.v. over "de afbeel-
ding f: A - B". '

"Functie" is voor ons synoniem met “afbeelding".

.

. ' a

| ~—::::;:::;fi _;M—«*""‘P‘ ) -
‘ \
e ' o ' _4/

|-
bty

éfbeelding geen afbeelding geen afbeelding




0.5.2, Bij een afbeelding f: A -+ B behoort een grafiek, dit is de volgende

zameling van het cartesisch product van A en B:

{(x,y) e AxB | y=£(x}.

Het voorschrift in de afbeelding f: A - B kunnen we als volgt in de

deelver-

grafiek

aflezent zoek bij a ¢ A het paar (é,b) uit de grafiek; b is dan het beeld

van a.

[l
1
1

-

i

AxB i
}

[

I

|

|

*‘—‘*:_O______T__:_,_\_J
i l * A
) ! !
A

¢.5.3, Het beeld van een deelverzameling A0 van A bij een afbeelding f: A -+ B is

per definitie {£(x) | x e AO}.

Notatie: f(AO)' Merk op dat f(AO) < B.

B

» [ - [ ] L ]

'f(AO)

fom = m e — =

!
l
[
|
|
!
!

irdy

[ -

Dy

Bt

S

Een afbeelding f: A + B heet injectief (of &&n-éénduidig, ook wel een injec-

tie) als voor alie x € A, y ¢ Amet x ¢ y geldt: f(x) # f£(y). Anders gezegd:

als voor alle x ¢ A, y ¢ A geldt: uit £(x) = f(y) volgt x = y.



Een afbeelding f: A
op B af) als £(a)

* B heet surjectief (ook wel een surjectie; f beeldt A
B. Anders gezegd: als geldt

n

VbeB 3aéA (£¢a) = b) .

Een afbeelding die zowel injectief al:

- surjectief is heet bijectief, ook wel
een bijectie,

-
9’/ [ S S S— \‘ ]
= o \\
- N | N % ' M e i
o o ><
o [ o \o o I .
o
surjectief injectief ' ' bijectief niet injectief
niet injectief niet surjectief

niet surjectief

0.5.4. Voor afbeeldingen f: A - B met A c R en B < R kan men de eigenschappen injec—

tief, surjectief, bijectief zijn in de grafiek herkennen:

B

We snijden de horizontale lijn met vergelijking y = b met de grafiek van f;
dit doen we in gedachten voor iedere b ¢ B. Er geldt:

f is surjectief wanneer er steeds minstens &&n snijpunt is,
f is injectief wanneer er steeds hoogstens €&n snijpunt is,

£ is bijectief wanneer er steeds precies &&n snijpunt is.

Merk op, dat uit de definitie van afbeelding reeds volgt, dat elke verticale

lijn % = a met a € A precles &&n snijpunt met de grafiek heeft,




#.5.5, Voorbeelden.

f: R - R met f:lR-»IRmet f: R+ R met f: R >R met

f(x) = -x2 + ) f{x) = x3 - x f(x) = 2% f(x) = x3
niet injectief niet injectief wel injectief wel inj,, wel surj
niet surjectief wel surjectief niet surjectief dus bijectief

0.5.6. Opgave. Ga grafisch na of f: R + R al dan niet injectief, surjectief of

bijectief is, als f wordt gedefinieerd door

a) f(x) = sin x
b) f(x) = 2x + 3

1 als x # 0
c) fix) = x

o als x =0
d) £(x) = In(jx| + 1) .

Dezelfde vraag voor f: [-1,11 + [0,1] als £ is gegeven door

a) £(x) = |xl

b) £x) = }]x]

c) £() = §(x + 1) |
d) f£(x) = |

Hx + 2) ,

0.5.7. Samengestelde afbeelding. Laten A, B en C verzamelingen zijn en f: A+ B en

g: B -+ C afbeeldingen., De samengestelde afbeelding is dan de afbeelding

g o f: A~ C, gedefinieerd door (g ¢ £)(a) = g(f(a)) voor alle a € A,

Merk op dat niet hoeft te gelden f(A) = B.



0.5.8,

Voorbeeld, f: R =+ [1,*) met f(x) = xz + 1, g: [1,») +[0,) met g(x) = In x
dan g o £i R + [0,2) met (g ¢ £)(x) = In(x® + 1). ‘

Merk op, dat als g ° f gedefinieerd is, f ° g nog niet behoeft te bestaan.
Voorbeeld: f: [0,1] - R, g: R + [2,3], Wanneer toevallig zowel f o g als

g ° f bestaan, zijn deze in het algemeen niet aan elkaar gelijk. Voorbeeld:
f: R>R met £(x) = x2; g: R+ met g(x) = 2x + 3, Dan (g o £)(x) = 2x2+3
en (f o g)(x) = (2x + 3)2 = 4x2 + 12x + 9,

0.5.9. Opgave. Geef g o f als:

0.5.10C.

O.s.]ll

a) f1 (0,=) + R met f(x) - In %, g: R +R met g(x) = x+ 1,
b) f: Z\{0} -~ N met £(x) = |x|, g: N+ Q met g(x) = ix,

Geef g o f en f o g als:

a) f: Z + £ met f{x} = 2|x1, g: £+ £ met g(x) = xz.
b) f: R - [0,=) met f(x) = xz, g: [0,°) *R met

In x als x > 0,
glx) =
0 als x = 0,

Beschouw nu een bijectieve afbeelding f: A + B, Daar f surjectief is, treedt
ieder element van B als beeld op. Omdat f injectief is, geldt dat ieder ele-
ment van B beeld is van ten hoogste &&n element van A. Dus ieder element van
B is beeld van precies &én element van A, Bij iedere b ¢ B bestaat er zodoen-—

de 88n a ¢ A met f{a) = b. Dit geeft ons een voorschrift, dus een afbeelding,

van B naar A.

+ oy
Definitie., 2Zij f: A ~ B een bijectie. Onder f : B - A verstaan we die af-

beelding waarvoor £ (b) = a dan en slechts dan als f(a) = b. De afbeelding £

noemen we de inverse van f£.
s re—

< > ——
/_:".:\ S f: A->B
< T -
T - -
'___’-——h—\__\ - —“’
(_ ‘> *‘ f . B +A
-._____‘*_’
A "B
Ca .n <dat een inverse afbeelding van een niet-bijectieve afbeelding niet zin-

vol gedefinieerd kan worden.




- ]2 =

0.5.12, Voorbeeld. De afbeelding f: Z + Z met f(x) = x + 5 is bijectief. De inverse
afbeelding is £: 2+ £ met £ (x) = x - 5.

De bijectieve afbeelding f: R + (0,) met £(x) = 2* heeft als inverse

£ (0,2) +~ R met £ (x) = 2log X, De bijectie f: [0,») + [0,») met £(x) =x2
heeft als inverse f & [0y>) > [0,°) met f+(x) = Vx,

U.3, 13, We beschouwen nu de grafiek van een bijéctieve afbeelding f: A+B en die van zij

inverse f : B -+ A, De grafiek van f is {(a,b) € A x B | f(a) = b}, De gra~

fiek van f  is
{(b,a) ¢ B x & | £ (b) = a} = {(b,a) e Bx A | f(a) = b} .

We krijgen dus de grafiek van £ uit die van f door in alle paren (a,b) de

coordinaten te verwisselen.

InR xR kunnen we de verwisseling van de coordinaten zien als de spiegeling

t,o.v, de lijn v = x.

0.5,14. Opgave. Schets de grafiek van de inverse afbeelding van f: R -~ (0,) met
f(x) = 2% resp. g: [0,=) + [0,») met g(x) = xz, uitgaande van de grafiek van

f resp, g.




0-6.

0.6.1., De afbeelding £: [-%-,-g—] +~ [=1,1] met f(x) =

0.6.,2.
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Cyclometrische functies

sin x is bijectief. Zijn inver-
se afbeelding £ [-1,1]1 ~» [-%,%] heet de arcsinus, notatie: arcsin, Dus

. . .- m m .
arcsin x 1s dié hoek y, tussen =% en % ,waarvoor geldt dat sin y = x.

arcsin x

=

sin x

-_’x

=1

=
2

Merk op dat arcsin x slechts gedefinieerd is voor -1 £ x £ 1, en dat voor

zijn functiewaarden geldt: - -E- < arcsin x € -;-
Voor de cosinus kunnen we hetzelfde doen, echter op een ander definitiege-
bied: f: (0,71 » [-1,1] met £(x} = cos x is bijectief, De inverse afbeelding

heet de arccosinus, notatie: arccos. Dus arccos X = y betekent cos y = x &n
0sys=m,

arccos x1

w
cos x*.
1

7
/ e
0 T
—x -1 0 I —x
-1
Er geldt: arccos x is gedefinieerd slechts voor =1 £ x < |, terwijl

0 £ arccos x £ T,




. . T ki) . ' . .. . '
0.6.3. De functie f: 5,5 >R met £(x) = tan x is bijectief. Zijn inverse heet

de arctangens, notatie: arctan, Dus arctan x is dig hoek, tussen-% en-%,

waarvan de tangens gelijk is aan x,
|
|
i arctan xT
| ;

, 1| 2
7 iz
|~ x 0 - X
/

I —
| K
| Z

De functie arctan x is gedefinieerd voor alle x ¢ R; verder is
- 1 < arcfan x <« T
2 2"

0.6.4, Voorbeelden,

1) Te berekenen: arcsin }, Stel arcsin } = p, dan is sin p=1 en-%rs p < %n
Dusp=-61-1r. )

2) Te berekenen: arccos(-}). Stel arccos(-}4) = q, dan is cos q = -} en
0=2q=m, dus q =-% T,

3) Voor alle x ¢ [-1,11 geldt: arcsin x + arccos x =‘%.

Bewijs: stel arcsin x = p en arccos x = q, dan is

= g1i -J < I
Xx=sinpen-5<p <5
x=cosqgqen0sqs=<saa,

ofwel
x-—-sin(;-—q) en-%s%-qsg.

Hieruit volgt p = % - q. a
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. ! l 1 1 '
4) Te berekenen: arctan % + arctan 3 Stel arctan 7 = P en arctan = = q,

dan is

|
tanp=72-en--;-<p<-2.'ze1fso<p<.271

I
tanq=-§en—%<q<g-,zelf50<q<-g-.

We zoeken p +q. Daar tan p en tan q bekend zijn, kunnen we tan(p +q) vin-

den:

tan p + tan g _
l-tan p tanq

tan(p + q) =

Omdat 0 < p + q < =, isdusp+q=-£-.

0.6.5. In het vervolg zullen we vaak wat slordiger omgaan met het begrip afbeelding.
Met name spreken we hier af, dat we een afbeelding f die we slechts geven door
een of andere formule, zullen beschouwen als een afbeelding van de verzame-
ling van die waarden van x, waarvoor de formule zinvol is, naar R,

Cok zullen we kortweg over de functie 2% spreken in plaats van over de
functie f met f(x) = 2%, '
Voorbeeld. De functie —:{- is een functie van R\{0} naar R. £(x) = 1ln{x + 2)

is een afbeelding van (-2,») naar R. sin x is een afbeelding van R naar R.

0.7. Nog enige notaties

O.7.1. Van een eindig aantal getallen ;550058 Noteren we het grootste door

max(at,...,an) en hetkleinste door min(al,...,an).




0.

a.

7.2I

7. 3.

. 7. a.
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Voorbeeld. max(1,-3,0,2,7) = 7; min(1,-3,0,2,7) = =3; max(l,-1) = 1;

0 als x s 0

min(O,xzi-x) = x2 - x als 0 <x <1

0 als x 2 1,

De absolute waarde van een getal x, notatie: |x|, defini&ren we door:
B »

o x  als x 2 O.
= |

X als x < 0 ,

Opgave. Ga na, dat de volgende regels gelden:
a) x% = |x|2
b) V%2 = | x|
c) |yl = [x]]y]
d) ~1x] s x5 |x} en ~|x] = -x < |x|
e) |x| = max (x,-x)
Pay? | = Iyl
£) X Sy dan en glechts dan als |x v

Eigenschap (driehoeksongelijkheid). Voor alle a e R en b « R geldt:

[lal = 1oll s |a+b] s [a] + o] .

1A

Bewijs. -lab| < ab lab|, dus

-2|al|b]

1A

2ab < 2[a]lb] .
Door optellen van a2 + b2 (= |a]2 + [b]?):
mﬁ-zuuu+|mzsf+zn+bzshﬁ+zhum+|u2

dal = [o)? < @+ 2% < (Ja] + D2 .
Worteltrekken levert met vVx2 = lxl:

[fal = Ioll < Ja +b] s |a} + [b] .
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0.7.6.

0,7.7,

Het bewijzen van ongelijkheden vraagt vaak enige vaardigheid in het herken=
nen van kwadratische vormen., Bij wijze van voorbeeld behandelen we de vol-
gende ongelijkheid, die zegt dat het rekenkundig pemiddelde minstens even

groot is als het meetkundig gemiddelde: Voor alle p>0enq >0 geldt

+
IL7?J1 > Vpq .
Bewijs. (Vp - ‘/5)2 > 0, dus p+q 2 2/p/q ofwel B%_‘l z v/pq. ' 0

Opgave. Bewijs dat voor alle a,b,c ¢ R geldt:
az + b2 + c2 Z ab + ac + be .

Laat a,,a,,040,8) (niet noodzakelijk verschillende) getallen zijn. Voor hun

som a; + a, *...+ a, voeren we de volgende notatie in:

I t~13

k=1 %
Voorbeelden,
5
kZI T taytagta tag
2 1
k£1 T3t 2y kzl B T A1
; ) ) )
a, = a, + a, + a,; a, = = ) a,.
jep =023 a0 T g LI

n
Merk op dat de k in Z a slechts als hulpvariabele wordt gebruikt; de som

hangt er niet van aflf=I

Op dezelfde wijze definieert men

n n n

n
E z b E ; Z a,, s €Nz,
k2 K pog K ey Kl Cae




_]8_

Voorbeelden.,
) ) ‘
- g+ veor n 2 2 ;
k=] & ! k=2 *
n-—l n ‘Zn n So-n
+a = ] R
E-TRRLU R SR P SN kel 2671 oy T2k
n n+l n n—-1 n n
D o= ] a_; ) a =a + | i ) ca =c | ;
ker K ey Rl % RS- L L M S
n
Z a = na,
k=l
i o+ ]
} (a, +b) = + b, .
TR R A
0.7.8, Oggave. Bereken
k) 4 7 n K n n
Doasn, Tk, J 1, ] 0% § a+n- J k.
ka|] k=0 k=] k=i k=1 k=1
n
Met behulp van volledige inductie kunnen we vaak bewijzen, dat een som Z ay
' }

een bepaalde waarde heeft. . ke

0.7.9. Voorbeeld. Voor alle n ¢ N geldt:

n
I k(k+1)(k+2) = fn(n+1)(a+2)(n+3)
k=]

Bewijs. Voor n = ! is de som 1.2,3 = 6, het rechterlid is eveneens 6. Neem
aan dat voor een n ¢ N geldt:

n
I k(k+D®&+2) = fn(a+1)(n+2)(n+3) .

k=1

Dan is
n+l n '
P kk+1D&+2) = § k(k+1)(k+2) + m+1)n+2)a+3) =,
k=1 k=1

In+1D@+2)0+3) + M+D@m+2)(n+3) =

I+ D Mm+2)(n+3)(m+4) .

Via volledige inductie geldt de formule nu voor alle n ¢ N. 0



0.8, Kegelsneden

0.8.1.
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Definitie. Laten a en c gegeven reéle getallen zijn met 0 £ ¢ < a, Laten F,

en F, punten in het platte vlak zijn met een onderlinge afstand 2c. De ver—

zameling punten in het platte vlak, waarvan de som van de afstanden tot F,

en tot F, gelijk is aan 2a, heet de ellips met brandpunten F, en F, en halve

c e e s .
lange as a. Het getal ¢ =3 heet de excentriciteit van de ellips (merk op:
0 <e<1),

]

S

0.8.2, De 1lijn door F1 en F, en de middelloodlijn van het lijnstuk F F. heten de

12
hoofdassen van de ellips; hun snijpunt M heet het middelpunt van de ellips,

De ellips snijdt van de lijﬁ door F, en F, een stuk af, groot AB = AF]-+AF2=
= 2a. Van de andere as wordt een stuk CD afgesneden, groot Zb met b =vaZ < ¢Z
Omdat b < a, wordt AB de lange as en CD de korte as van de ellips genoemd.
Merk op dat wvoor ¢ = 0, dus Fl = FZ’ de ellips overgaat in de cirkel om F!

met straal a, Voor de cirkel is de excentriciteit ¢ = 0,

0.8.3. Met gebruikmaking van de notaties als hierboven en van een assenstelsel als

aangegeven in de figuur, heeft de ellips tot vergelijking

x2 2
'—2' + '27 = l Y
a b

Bewijs. Zij P een punt met coordinaten (x,y). De afstand van P tot F, is

Y{x + c)¢ + y*, die van P tot F, is V(x - ¢)® + y*, Volgens de definitie be-

staat de ellips uit alle punten (x,y) met

V(x + c)° + y% + V(x - ¢c)° + y° = 2a

gfwel




(x - c)2 + y2 = 4a2 = 4aV(x + )% + yZ + (x + c)2 + y2

4a/(x + )2 + y2 = 4a° 4+ 4ox
az(x + c)2 + a2y2 = (a2 + c:x)'2

2x2 2.2 aZbZ

b + 3 y = y"

dus xz yz .
z4 =t - 0
a b !

Merk op dat in het geval van de cirkel geldt b = a, zodat de vergelijking

dan wordt: xz + y2 = az;

Opgave., Ga na, dat bij het kwadrateren in bovenstaand bewijs géén punten zijn

ingevoerd.

0.8.4. Definitie. Laat a en c getallen zijn met 0 < a < ¢. Laat F] en F2 punten in
het platte vlak zijn met onderlinge afstand 2¢. De verzameling punten, waar-
van het (in absolute waarde genomen) verschil van de afstanden tot F1 en F2
gelijk is aan 2a, heet de hyperbool met brandpunten F, en F, en halve as a.

Het getal ¢ =~% heet de excentriciteit van de hyperbool (N.b. € > 1).

0.8.5, De lijn door Fin en de middelloodlijn van FIFZ heten weer de hoofdassen,
hun snijpunt M het middelpunt. De hyperbool snijdt de lijn door Fl en F, in
de punten A en B die een onderlinge afstand 2a hebben. Analoog als
bi} de ellips kan men de vergelijking opstellen. Met het geschetste assen—

stelsel is deze



0.8,6.

0.8.7.

2
55 - ZE = 1, waarin b = v/cZ - a2 ,
a b

Snijden we de hyperbocl met de lijn y = px,

dan vinden we uit deze vergelij-
king

2
xz(-l-z-—pj-) =1,
a b

zodat er in het algemeen twee verschillende waarden voor x (met bijbehorende

waarden voor y = px), voldoen. Maar voor Ef 2 lf y dus voor lp] Z %-. zijn er
b &

geen snijpunten. De lijnen y = % Xeny= - %-x zijn asymptoten van de hyper-
boolo

Definitie. Laat in het platte vlak een lijn £ en een punt F met F £ L gege-
ven zijn; zij p de afstand van F tot %. De verzameling van alle punten, die
gelijke afstanden tot % en tot F hebben, heet de parabool met brandpunt F en

richtlijn £. De excentriciteit van een parabool is per definitie gelijk aan 1.

% YA/
P

r ¢

ip ip

Op een coordinatenstelsel als aangegeven in de figuur is de vergelijking van

de parabool y2 = 2pX.

Bewijs. Zij P een punt met coordinaten (x,y). De afstand van P tot £ is dan

x + ip, de afstand van P tot F is V(x - Ip)? + yZ, De parabool bestaat dus
uit alle punten (x,y) met : '

X+ 4p = V(x - ip)° + y°
ofwel

(x + £p)2 = (x - ip)z + y2

2px = y?% , {J
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Hoofdstuk |. Een tweetal onderwerpen uit de discrete wiskunde

.l.t}. Combinatoriek

1.1.1, Definitie, Voor n ¢« N definiéren we n! (spreek uit: n-faculteit) als volgt:
1.

Dus O!=1, 1i=1, 2] =2, 3! =6, 4! =24, enz. Merk op dat nl=n(m-1)! voor
alle n ¢ N, -

n! = 1.2...n. Verder definiéren we Q!

1.1.2, Definitie, Laat V een eindige verzameling zijn. Een permutatie van V is een
bijectieve afbeelding van V naar V. '

1.1,3, Voorbeeld, We kunnen een permutatie aangeven door onder elkaar de elementen
van V en hun beelden op te schrijven. Zo  is (.: 3 2 Z) de permutatie wvan

vV = {a,b,c,d} waarbij a overgaat in b, b in d, ¢ in zichzelf en d in a.

l.1.4, Wanneer we de elementen van V een bepaalde wolgorde geven, dan geven hun
beelden bij het toepassen van een permutatie een nieuwe volgorde. Ook de af-
beelding, die de elementen van V op hun plaats laat, is een permutatie, de
zg. identieke permutatie. Uitgaande van een vaste volgorde in V kan men een
permutatie dus gegeven zien door de volgorde van de beelden van de elementen
van V. Het woord "permutatie" wordt daarom vaak ook gebruikt in de zim van

een "volgorde' van de elementen.

i.1.5, Voorbeeld. Alle permutaties van de verzameling {a,b,c} zijn:

(a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (c,b,a) .

1.1.6. Stelling, Zij n ¢ N. Het aantal permutaties van een verzameling van n ele-
menten is n!

Bewijs. Laat de verzameling zijn: {al,....an}. Voor het beeld van a, zijn er

1
n mogelijkheden, Na ieder van deze keuzen zijn er voor het beeld van a, nog
n~- | mogelijkheden over. Zo doorgaand vinden we na iedere keuze voor de beel-

den wvan dygeesyd o 10 2 mogelijkheden voor het beeld van a terwijl daar—

n—-1*
na het beeld van a_ vastligt, In totaal zijn er dus n(n~1)...2.1 = n] moge—

lijke permutaties, O

i.1.7. Voorbzeld., In een stok speelkaarten met 52 kaarten kunmen de kaarten op 52!

verschillsnde volporden liggen.
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t.1.8. Opgave. Elke dag ontbijten er acht mensen op een rij op een bank. Ze beslui-
ten elke dag in een andere volgorde te gaan zitten., Na hoeveel jaren zijn al-

le mogelijkheden uitgeput?

l.1.9. Definitie. Voor elk tweetal gehele zetallen n en k met 0 € k S n defini&ren

we (E) (spreek uit: n over k) als volgt:

n!

n
() = ORI M

Deze getallen (:) heten binomiaalcoefficiénten.

Gevolg.
@ = n! _onl o™ = n, l; ™ = n. - n:
07 "0l wf = 7 W Talor T B Y eyt

n .
(o) = =T =0 -

. n n
In het algemeen is (k) = (n-k)’ want

n! - n.
ke (n -.k)! n=-k)itn- (n =Ky *

1.1.10. Opgave.
a) Bereken (), (), ), () ) en Q).

b) Verifieer dat geldt:

(:) - = 1) "i,(n —kr D) voor ] £k <n .

I.1.11. stelling, Voor n,k ¢ Z met 0 s k S n-1 geldt:

n : n n+l
(k) + (k+1) = (k+l)‘ (Pascal)
Bewijs.

n n., _ nl nl

W) RSO T DTE ST ¢
< k+Dnl? + (an-k)n! . {(n +1)n! -

k+DJI(n=-k)! k+1)i(n-k)!
- (n + 1)! . (O+]
K+ DI +1)~{k+ )T (k+l) ' {




d.1.12. Door van deze eigenschap en van (8) = (2) = 1, gebruik te maken, kunnen we
snel een schema maken van alle (2) voor n niet te groot,
0
1 = 0
n ()
| 1
! = !
1 n () oy
2 2 2
1 2 s 2
1 n @ P D
- 3 3 3 3
! 3 3 i n=3 (g P (2) (3)
- 4 b 4 4 4
1 4 6 4 I n=4 () () () Q) ()
s A A A A A A o b A
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=0 k=1 k=2 =3 k=4

In iedere regel zetten we links en rechts een 1, verder is ieder getal de
som van de twee getallen die er schuin boven staan. Dit schema heet de drie-

hoek van Pascal.

1.1.13. Definitie, Laat n en k gehele getallen zijn met 0 £ k¥ S n. Een combinatie van
k elementen uit een verzameling V van n elementen is een deelverzameling van

V met X elementen.

N.B. Bij een combinatie wordt dus niet op de volgorde van de elementen gelet.

1.1.14, Voorbeeld, Als V = {1,2,3,4}, dan zijn alle combinaties van 3 elementen uit
V:

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4]}.

1.1.15, Stelling, Zijn ¢ Z, k ¢ Z met 0 < k < n, Het aantal combinaties van k ele-

. . , n
menten uit een verzameling V van n elementen is (k).

Bewijs. De stelling is juist woor k = 0, daar de enig mogelijke deelverzame-
ling met nul elementen de lege verzameling is. Als k > O (en dus ook n > 0)
verloopt net bewijs als volgt: We tellen eerst het aantal manieren waarop we
k elementen kunnen kiezen en een volgorde kunnen geven, dus het aantal manie-
ren waarop we k plaatsen in een rij kunnen bezetten met elementen van V. Voor
de eerste plaats zijn er n mogelijkheden, daarna voor de tweede plaats nog
n-1,..., voor de k® plaats n~-k+ 1. In totaal n(n-...(a=k+1) = -(-nf_l—';{n-
mogelijkheden. Nu is iedere combinatie echter zo vaak‘geteld als h}j gepermu—

teard kan worden, dus k! maal. Het aantal combinaties is dus Tc.rrr?—lwg (z)-D



1.1.16.,

l.1.17.

lllilsl

1.1.19,

Opgave. Verifieer door natellen de juistheid van bovenstaande stelling voor
n=5enk-=3,

Stelling, Voorn e Z, n 2 0, x ¢ R geldt

n S n, k
(1+x)" = 7§ (k)x
k=

»

dus

U+xf1=1+nx+nm;1)x2+nm-lé®-2)x3h.mn£rl+£1.

We lezen hierbij 50 = 1, ook als x = 0.

Bewijs: Voor n = 0 staat links en rechts 1, Voor n > 0: Bij uitwerken van
(1 + x)n s (1+x)(1+%x) ..o (1+x%) (n factoren)

krijgen we xk door k maal een x en de overige n-k maal een | te gebruiken
uit de diverse factoren. Het aantal manieren waarop we xk kunnen krijgen is
dus het aantal manieren waarop we k factoren uit de n factoren kunnen nemen,
dus het aantal deelverzamelingen van k elementen uit n elementen, Dit aantal is (E) s
zodat de coéfficient van xk na uitwerking (E) moet zijn. Door sommatie
volgt nu het gestelde. ' 0

Laat A een verzameling bestaande uit n elementen zijn (n € N). Een deelver—
zameling van A kunnen we karakteriseren door bij ieder element van A aan te
geven of het al dan niet tot deze verzameling behoort. We kunnen dit aan-~
schouwelijk voorstellen door in n hokjes de woorden "ja' of "neen" in te wvul-
len naar gelang de betrokken elementen van A tot deze deelverzameling behoren.
Bij iedere deelverzameling behoort zo een rijtje van n woorden "ja" of "neen"
en omgekeerd, Het totaal aantal mogelijke deelverzamelingen van A is dus het
aantal mogelijke rijtjes "ja/meen"; dit is 2.

Het voorafgaande is ook als volgt in te zien. Er zijn (g),(?),...,(g) deel-

verzamelingen van resp. 0,1,...,n elementéen. In totaal dus

. n
M+ M+a+e =7 =2
0 1 n k=0 k

deelverzamelingen (neem x = 1 in 1.1.17).
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1.1.20, Stelling (Binomium van Newton). Voorn ¢ £, n 2 0, a e Ren b ¢ R geldt:

(n)an-kbk .

a
@rom- 1oa ;

k=0

Bewijs. Als a = 0 staat er links en rechts b". Voor a # 0: Stel x =-% , dan

is volgensl,1.17.

1+ ™= ] M,
k
k=0
dus
n n
b n, b,k , -k, k
G+ 2%= 1 @ = ] ha b,
k=0 k=0
Na vermenigvuldiging met a" is het bewijs voltooid, 0
1
1.1.21. Opgave. Schrijf het binomium van Newton uit voor n = 1,2,3,4,5 en 6, Gebruik

desgewenst de driehoek van Pascal.

1.1.22, Ogmerkin . Het binomium van Newton kan ook als volgt met volledige inductie

bewezen worden., Voor n = O enn = ] is het gestelde evident. Laat de
formule juist zijn voor n ¢ W, d.w.z.

n
@+ = ] D"k,

k=0
Dan 1is
(a+ )™ = ata + ) + b(a+ b)® =
n n _
- E (E)an k+lbk + X (:)an kbk+1 -
k=0 ' k=0

n n-
- an+1 . z (E)an k+Ibk + E_ (

k=1 k=1

(n+l)ap+l-kbk
k -*

B
b~y

n
- an+l + z (nzl)an+l kbk + bn+1 -
k=1 '

Hierbij is gebruik gemaakt van de relatie (uit 1.1.11)

il n+ 1t

G+ Gop = O




1,2, Inleiding tot de grafentheorie

Een graaf bestaat uit een aantal punten (knopen) en een aantal verbindingen
tussen die punten- (takken). Voorbeelden zijn: hoekpunten en ribben van een
kubus, hiérarchie in een bedrijf, goederenstroom in een fabriek, prioritei-
tenschema van activiteiten in een proces, electrisch schakelschema, chemi-

sche structuurformule, stadsplattegrond, telefoonnet, blokdiagram voor een

computer,

Soms zijn de takken van een richting voorziem, bijv. in een prioriteiten-

schema of een blokdiagram en bij eenrichtingsverkeer in een stadsplattegrond,

Precisering van het begrip vindt plaats door twee verzamelingen K (knopen)
en T (takken) te kiezen. Bij elke tak horen twee knopen, al dan niet in een

gegeven volgorde (gerichte of ongerichte graaf).
Een gerichte graaf is een tripel < K,T,9 >, waarin K en T eindige verzame-

lingen zijn en ¢: T > K x K een afbeelding. Als ¢(t) = (b(t),e(t)), dan heet
b{t) het beﬁingunt van t en e(t) het eindgunt van t, Elementen van K heten
knopen, elementen van T takken. '

Een ongerichte graaf heeft een analoge definitie; alleen is het paar, dat

door ¢ aan een tak t wordt toegevoegd een ongeordend paar. Men kan dan ock
geen beginpunt en eindpunt onderscheiden, doch slechts twee randpunten van

een tak,

Bij iedere gerichte graaf hoort een bijbehorende ongerichte graaf, die ont-

staat door van de volgorde van b(t) en e(t) af te zien,

Een graaf wordt getekend door de knopen als stippen te tekenen en de takken
als verbindingslijnen; bij een gerichte graaf worden deze takken van een

pijl voorzien.

Het is toegestaan, dat tussen twee knopen meer dan &&n tak loopt, in dezelfde

of tegengestelde richting.

Zelfde richting: takken t., en t, met £, # t, en toch ¢(ti) = m(tz).

1 2

Tegengestelde richting: takken t_ en t2 met b(tz) = e(tl), b(tl) = e(t2).

1
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“'Beginpunt en eindpunt van een tak mogen gelijk zijn: b(t) = e(t) is toege-

staan. Een dergelijke tak heet een lus,

Een gerichte graaf < K,T,¢ > heet enkelvoudig, als uit t, # t, volgt
¢(t|) # ¢(t2) voor alle t, € T, t2 € T en als b(t) # e(t) voor alle t ¢ T,

Let wel dat twee tegengesteld gerichte takken tussen dezelfde knopen wel

zijn toegestaan bij een enkelvoudige gerichte graaf.

Een enkelvoudige ongerichte graaf heeft een analoge definitie: meer dan &8n

tak tussen twee knopen evenals lussen zijn verboden,

Bij een enkelvoudige gerichte graaf is een tak vastgelegd door zijn begin-

punt en eindpunt. Bij ieder geordend paar (x,y) van knopen hoort geen of &é&n
tak met beginpunt x en eindpunt y., We kunnen de graaf dus ook bepalen door
een verzameling knopen en een verzameling paren knopen, nl, de verzameling
van die paren, die verbonden zijn: <K,T]> met_Tl c K x K, Er geldt dan

nog: (x,x) ¢ Tl’ omdat een enkelvoudige gerichte graaf geen lassen heeft.

Een analoge bepaling is mogelijk bij een enkelvoudige ongerichte graaf.

<K',T',0'> heet een deelgraaf van <K,T,¢>, als K' c K, T' € T en
o' (t) = ¢(t) voor alle t ¢ T', De déelgraaf heet vol als

T' = {tlt € T en ¢{t) ¢ K' x K'}.

Voor iedere deelgraaf geldt uiteraard, dat ¢(t) ¢ K' x K' voor alle t  T'.

In een gerichte graaf heet een rij takken tl,...,tn, zodat'e(ti) = b(ti+l

voor 1 = |,...,n~l, een weg. b(tl) heet het beginpunt b van de weg,'e(tn)
heet het eindpunt e van de weg, n heet de lengte van de weg, De weg heet een

weg van b naar e.

)

Als tl,...,tn onderling verschillend zijn, heet de weg een pad.

Als e(tl),...,e(tn_l) onderling verschillend zijn en ook verschillend van
b(tl) en e(tn), heet de weg een boog. Als voor een boog geldt b(tl) = e(tn),
dan heet de boog een gesloten boog of een cykel of een kring.

Uiteraard is iedere boog een pad.
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1.2.1. Stelling. Als er een weg van x naar y bestaat, dan bestaat er ook een boog

l'2l2l

van x naar y.

Het bewijs is eenvoudig (volledige inductie naar de lengte van de weg).

Bij ongerichte grafen worden de begrippen weg, pad en boog op analoge wijze

gedefinieerd.

Een ongerichte graaf heet samenhangend als er voor ieder tweetal knopen a en

b (met & # b) een weg van a naar b bestaat.

Een niet-samenhangende graaf bestaat uit een aantal samenhangende stukken,
die componenten heten. Twee knopen behoren dan en slechts dan tot dezelfde
component, als ze door een weg verbonden zijn. Een saﬁenhangende graaf heeft

€én component.

Voor gerichte grafen worden de begrippen samenhangend en component voor de
bijbehorende ongerichte graaf gedefinieerd. Het is zeer.wel mogelijk, dat
twee verschillende knopen a en b van een samenhangende gerichte graaf in de

gerichte graaf niet door een weg verbonden zijn.

Het bepalen van de afstand tussen twee knopen in een enkelvoudige, samen-

hangende, gerichte graaf

Z2ij gegeven een enkelvoudige, samenhangende, gerichte graaf G. Verder zijn

a en b een tweetal knopen van G. Als er een weg is van a naar b in de gerichte
graaf, dan verstaat men onder de afstand van de knopen a en b de lengte van
een kortste weg van a naar b. We noteren deze afstand met dist(a,b). In het
algemeen is dist(a,b) # dist(b,a). Als er in de gerichte graaf geen weg is

van & naar b, dan spreken we af dat dist(a,b) = «,

Een eenvoudige manier om de afstand te vinden tussen een knoop a van G
en een willekeurige andere knoop van G die vanuit a bereikbaar is, is de

volgende algoritme:




Nummer a met O,
e ) . _ :
| _slag:nummer de knopen, die afstand ! vanuit a hebben, met 1,
In het algemeen:
e . . .
n__slag:nummer de nog niet genummerde knopen, die afstand | vanuit een met

n-1 genummerde knoop hebbeh, met n,

Als deze nummering is voltooid is het niet moeilijk een deelgraaf van G
zonder kringen aan te geven, met dezelfde knopen als G en zo min mogelijk
takken en waarin elke knoop die in G vanuit a bereikbaar is, nog steeds

te bereiken is langs de kortste weg.

Opmerking. Voor de bepaling van de afstand tussen twee knopen in een enkel-
voudige, samenhangende,ongerichte graaf kan een analoge algoritme gebruikt
worden.

Voorbeelden. We voeren dit uit voor wegen van a naar b en voor wegen van b

naar a in de nu volgende grafen.

Yet wrsultaat 1s:



1)

2)
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dist (a,b) = 10
dist (b,a) = 8

dist (a,b) = 9
a ia niet bereikbaay venuit b, dist(b,a) = =.
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Bomen

Een ongerichte graaf zonder kringen heet een bos. Een samenhangende onge~

richte graaf zonder kringen heet een boom.

Stelling. Elke component van een bos is een boom. Een bos {(en dus ook een

boom) is een enkelvoudige graaf.
Dit is evident.

Een knoop, waarin precies &én tak uitkomt, heet een eindknoop.

Stelling. Iedere boom met twee of meer knopen heeft minstens twee eindknopen.

Bewijs. Als alle knopen van de boom eindknopen zijn, is de stelling juist.
We mogen dus aannemen, dat de boom een knoop a bevat, die geen eindknoop is.
We passen volledige inductie toe naar het aantal knopen n. Stel dat het aan~
tal takken, dat van a uitgaat, k is, dan is k 2 2, want k = 0 is onmogelijk,
omdat de graaf samenhangend is en n22 en k=1 is onmogelijk omdat a geen eind-
knoop is. Laat nu de knoop a en die k takken weg. De resterende graaf is een
bos en de k andere randpunten van die k takken liggen in verschillende com-
ponenten, omdat er anders in de oorspronkelijke graaf een kring zou zijn ge-
weest (verbinden via a). Elk van deze k componenten bevat tenminste &én
knoop, die eindknoop is in de ocorspronkelijke boom. Immers als zo'n compo-
nent uit slechts &&n knoop bestaat, dan is deze knoop in de oorspronkelijke
boom slechts met a verbonden en dus een eindknoop. Als zo'm component ten~
minste twee knopen bevat, kunnen we op die component de inductieveronder-
stelling toepassen, omdat het aantal knopen zeker < n is, en concluderen,
dat deze component tenminste twee eindknopen bezit, waarvan er tenminste &én
in de oorspronkelijke boom niet met a verbonden is en dus daar ook een eind~-
knoop is. Op deze wijze vinden we in de boom k eindknopen, hetgeen het be-

wijs van de stelling voltooit, omdat k 2 2. 0
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1.3.3. Stelling. Iedere boom met n knopen heeft precies n-1 takken,

1. 3.3,

103.6.

Bewijs. We passen volledige inductie toe naar n. Het geval m = 1 is duide-
lijk. Als n 2 2, is er een eindknoop a met aanliggende tak t. Laat a en t
weg. De resterende graaf is weer een boom, omdat voor twee knopen % en y in
die boom een pad in de oorspronkelijke boom, dat van x naar y loopt, de tak
t niet bevat en dus een weg in de resterende graaf is. Volgens de inductie-
veronderstelling heeft de resterende boom n - .2 takken en de gegeven boom

dus n - 1 takken, 0

StellinE. Een bos met n knopen en k componenten heeft n -k takken,

Stelling. In een boom ig ieder pad een boog. Als a en b verschillende knopen_

in een boom zijn, is er &&n en slechts &&n pad van a naar b.

Het bewijs van deze stellingen is eenvoudig; daarom laten we ze achterwege.

Een deelgraaf van een samenhangende, ongerichte graaf, die alle knopen van

de oorspronkelijke graaf bevat en tevens een boom is, heet een skelet van

die graaf,

Stelling. Iedere samenhangende, ongerichte graaf bezit een skelet,

Bewijs. We passen volledige inductie toe naar het aantal takken. Als de
graaf geen kring bevat, is hij een boom er dus zijn eigen skelet. Als de
graaf wel een kring bevat, is de deelgraaf, die ontstaat door &én van de
takken van een kring weg te laten, samenhangend. Immers een weg in de oor-
spronkelijke graaf, die de weggelaten tak bevat, kan vervangen worden door
een weg in de deelgraaf met hetzelfde begin~ en eindpunt, door telkens die
tak te vervangen door de rest van de kring, waarvan hij deel uitmaakt. De
deelgraaf is dus samenhangend en heeft een tak minder en bezit dus volgens
inductieveronderstelling een skelet, dat uiteraard ook skelet van de oor-

spronkelijke graaf is, a
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Opmerking, Uit het bewijs volgt, dat men een skelet kan vinden door her-
haaldelijk schrappen van een tak in een kring, Verder kan een graaf meer

dan &&n skelet hebben.

Het bepalen van een optimale boom

Op een enkelvoudige, samenhangende, ongerichte graaf G is een afbeelding C
gedefinieerd, die aan iedere deelgraaf g van G een geheel getal C(g) toe-
voegt, genaamd de kostprijs van g. De kostprijs van een deelgraaf van G is.
de som van de kostprijzen van de tot de deelgraaf behorende takken., Laat de
knopen van G zijn ay..0a . De kostprijzen van de takken van G kan men no-
teren in een driehoekig schema waarin in de eerste rij staan de kostprijzen
van de takken a8,y 81855000y 3j3 als deze in G voorkomen en = op de
plaatsen waarvoor de corresponderende punten niet verbonden zijn.

Op de tweede rij staan de kostprijzen van 3y8450053 an (eventueel =), enz,

Voorbeelden van een dergelijk schema zijn de afstandztabellen die men in
spoorboekjes en zakagenda's aantreft, (Evenals voor afstandstabellen gebruikt
men i,p.v. het driehoekige schema vaak een vierkant met 0 ... 0 op de diago-
naal. en linksonder het gespiegelde van rechtsboven; precieser: op de plaats
in de ide rij en jde kolom staat de kostprijs van a.a. (of =) evenals op de
plaats in de jde rij en ide kolom), Omgekeerd kan m:nJuit het kostprijs-
schema de graaf reconstrueren,

Een eenvoudige methode om een samenhangende deelgraaf van G te vinden zonder
kringen, die alle knopen van G bevat en minimale kostprijs heeft (optimale
boom), is de volgende algoritme:

Maak allereerst een bos, dat slechts uit €&n tak van G bestaat en wel uit een
tak van G met de laagste kostprijs. Voeg vervolgens telkens een tak toe aan
het bos en wel een tak, die van de resterende takken van G de 1éégste kost~
prijs heeft en die g&é&n kringen veroorzaakt,

De algoritme is afgelopen als alle knopen van G in het bos zijn opgenomen en
het bos samenhangend is,

Beschouwen we als voorbeeld een graaf met zeven knopen gegeven door zijn

kostprijsschema.
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% 8y 83 & 35 & a,

a |8 9 10 11 3 8
a2 . . a4 1

a2 4 w 12 7 4

2l e 87 e a 5 8 o« 6
3

a 9 9 7
» L 4

% &5 a 13 9

6.6 L

We brengen nu eerst de verbinding a,a, aan (kostprijs 3):; daarna a,a, en
a,a, (kostprijs 4); vervolgens aa, (kostprijs 5), maar de in kostprijs nu
volgende aqa, wordt niet aangebracht omdat daardoor een kring zou ontstaan;
a,a, (kostprijs 7) wordt evemmin aangebracht; a,8¢ (kostprijs 7) wordt wel
aangebracht; van de takken met kostprijs 8 (nl. aa,, a;a, en asas) wordt
alleen 2424 aangebracht; daarmee is een optimale boom bepaald, We geven in

de volgende figuren 1, 2, 3, 4 opeenﬁolgende stappen aan,

a3. a,
3.2. a4 . 82 a4 .
4 47 8 .
7
a aS . .
6 a ag
£ig. 1 fig.?2
43
) %
a
al a7 1
»
3 25 ‘
fig.3 fig.4

In het aigemeen zijn er meerdere optimale bomen mogelijk.
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Voda Gerichte;g;afen

In gerichte grafen is het vaak belangrijk dat kringen ontbreken. Zo zijn in
prioriteitenschema's kringen ongewenst. We behandelen een criterium voor het
ontbreken van kringen. Alvorens dit resultaat te geven, merken we het vol-
gende op. Als een gerichte graaf geen kringen heeft, is iedere weg een boog
en dus heeft iedere weg een lengte < totale aantal knopen min 1. We voeren

nu de volgende definitie in.

- Definitie. Als x een willekeurige knoop is van de beschouwde gerichte graaf
zonder kringen, dan verstaan we onder de rang van x, aangegeven met r(x),

de lengte van een langste weg met eindpunt x.

l.4,1. Stelling., Voor een gerichte graaf zijn de volgende beweringen equivalent,

1) De knopen kunnen genummerd worden, dusdanig dat voor iedere tak t geldt:
nummer van b(t) < nummer van e(t).

2) Iedere niet-lege verzameling A van knopen bevat een knoop a, die geen

eindpunt is van een tak met beginpunt in A.

3) De graaf bevat geen kringen.

Bewijs.

1 == 2., We denken de knopen genummerd als in 1) gegeven. Als A een niet-lege
verzameling knopen is, kiezen we voor a de knoop in A met het laagste num—
mer. Van iedere tak met eindpunt a heeft het beginpunt een lager nummer en
ligt dus niet in A,

2 = 3. Als de graaf een kring heeft, kiezen we voor A de verzameling der
knopen, die in de kring voorkcmen. Dan is iedere knoop in A eindpunt van een
tak met beginpunt in A, in strijd met 2).

3 = . Nummer de knopen 515 volgt (vgl. bovenstaande definitie voor de rang
van een knoop}:

eerst de x met r(x)

0 in willekeurige volgorde,

It

dan de x met r(x) | in willekeurige volgorde, enz.
Dan geldt, dat uit r(x) < r(y) volgt: nummer van x < nummer van y. Neem nu
een tak t. Er is een weg met lengte r(b(t)) en eindpunt b(t). Voeg aan deze
veg de tak t toe, dan ontstaat een weg met lengte r(b(t)) + | en eindpunt
e{t}. Dus

r(b(t)) < r((t)) + 1 £ r(e(t)) ,

GuedLey ven b(i) < nummer wvan e{t) . U
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Het bepalen van de rang van de knopen van een graaf

Zij gegeven een enkelvoudige, gerichte graaf G zonder kringen. Zonder beperking
van de algemeenheid nemen we verder aan dat de graaf samenhangend is.

De rang van de knopen van G kan als volgt bepaald worden:

~ bepaal de knopen waarin gé&n takken binnenkomen; ken deze knopen de rang 0

toe,

- verwijder alle takken die uitgaan van een knoop met rang 0.
In het algemeen,als we tot en met knopen van rang (n~1) gekomen zijn:

- bepaal de knopen die nog geen rangnummer hebben en waarin g&én takken
binnenkomen; ken deze knopen de rang n toe,

- verwijder alle takken die uitgaan van een knoop met rang n.

Transportnetwerken

We nemen een gerichte graaf en denken ons hierop een stroom, die in iedere
tak een bepaalde waarde heeft. In de knopen mag geen opeenhoping ontstaan en
geen produktie plaats vinden; daarom is de totale stroom in de naar de knoop
toelopende takken gelijk aan de totale stroom in de van de knoop aflopende
takken. Een uitzondering vormen twee knopen i (ingang) en u {(uitgang). In i
mag meer stroom in uitgaande takken zitten dan in de inkomende takken en in
u omgekeerd.

We beschrijven de stroom met een functie f, die aan iedere tak een reéel ge-

tal toevoegt.

Als < K,T,p > een gerichte graaf is, f een afbeelding, die aan iedere tak

van de graaf een reéel getal toevoegt, A < K, B ¢ K, dan stellen we

F(A,B) := ]  £(t) .
teT
b{t)cA
e(t)eB

Als A uit &én element x bestaat, schrijven we F(x,B) en analoog in andere

gevallen, Er geldt dan

F(4,B) = ] F(x,B) = ]| FA,y) = | Flx,y) .
X€A yeB XeA
y<B
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Als < K,T,9 > een gerichte graaf is, als ieK (ingang) en u € K (uitgang),

dan heet een afbeelding f, die aan iedere tak een redel getal toevoegt, een
stroom als geldt:

F(x,K) - F(K,x) = 0 voor alle x € Kmet x # i en x # u.
15,1, Stelling. Voor een stroom f geldt:
F(i,K) - F(K,i) = F(K,u) - F(u,K) .

Deze grootheid noemen we de stroomsterkte v van de stroom,

F(i,K) - F(K,i) = F(i,K) - F(K,i) + ) (F(x,K) = F(K,x)) =
| iy
xfu
= F(K,K) - F(u,K) - F(K,K} + F(K,u} = F(K,u) - F(u,K) . 0

We nemen nu aan, dat elke tak t een zekere capaciteit c(t) heeft en dat de
stroom in zo'n tak niet groter kan zijn dan de capaciteit van de tak. Het is

verder geen ernstige beperking van de algemeenheid als we de graaf enkelvou-

dig en samenhangend aannemen.

Definitie. Een transportnetwerk is een enkelvoudige, samenhangende, gerichte graaf
aangewezen knopen i (ingang) en u (uitgang) en een afbeelding c, die aan ie-

dere tak t een reéel getal c{t) > 0 toevoegt, genaamd de capaciteit van t.

Een stroom f op een transportnetwerk heet een tpegelaten stroom als voor al-
le takken t geldt:

0 < f(t) < e(t) .

We zoeken in een transportnetwerk toegelaten stromen met maximale stroom-
sterkte. Om deze te bestuderen voeren we het begrip snede in. Daartoe verde-
ien we de verzameling K der knopen in twee complementaire verzamelingen A en
B, dusdanig dat 1 € A en u € B. De bij deze verdeling behorende snede is
de verzameling der takken met beginpunt in A en eindpunt in B. De capaciteit

van de snede is de som van de capaciteiten van haar takken.

me
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StelAuB=K, AnB=¢,1i¢ecA, uec B. Dan is
S(4,B) :={t | t € T, b(t) € A, e(t) € B} (snede van A en B),

C(A,B) :

)]

Z c(t) (capaciteit van snede).
teS(A,B) .

Stelling. Voor iedere toegelaten stroom met stroomsterkte v en iedere

snede geldt:

v = F(A,B) ~ F(B,A) < C(A,B) .
Bewijs.
v = F(i,K) = F(X,i) = F(i,K) - F(X,i) + ) (Fx,K) - HK,x)) =
XecA
x#i

]
i

F(A,K) - F(K,A) = F(A,A) + F(A,B) - F(A,A) - F(B,A) =

C(A,B) . o o

1A

F (A,B) - F(B,A) < F(A,B)
De ongelijkheid v<C(A,B) geldt dus voor iedere toegelaten stroomen voor iedere
snede en dus ook voor een snede met minimale capaciteit. Er is een stelling
(Ford-Fulkerson), die zegt dat er een toegelaten stroom bestaat waarvan de stroom~
sterkte gelijk is aan de minimale capaciteit van een snede. Deze stroom heeft dan
uiteraard maximale stroomsterkte. We bewijzen deze stelling niet, maar schetsen
wel een algoritme omin een gegeven transportnetwerk een stroom met maximale

stroomsterkte te vinden.

Laat een toegelaten stroom f gegeven zijn. Als er een boog van i naar u is,
zodat op iedere tak t van die boog geldt: c(t) - f(t) > 0, dan kunnen we een
toegelaten stroom verkrijgen door in alle takken van de boog de stroom met
het minimum m van deze c(t) - £(t) te vermeerderen. De stroomsterkte van de-
ze nieuwe stroom fI is m groter dan de stroomsterkte van f. Op minstens é&én
der takken van de beschouwde boog geldt c(t) - fl(t) = 0, Zo'n tak heet ver-
zadigd. Een boog van i naar u met minstens één verzadigde tak noemen we ook
verzadigd.

Als alle bogen van 1 naar u verzadigd zijn, heet de stroom comgieet. De

stroomsterkte hoeft dan evenwel nog niet maximaal te zijn.
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Stel nu dat er een boog in de bijbehorende ongerichte graaf van i naar u is,
eventueel met tegenliggende takken (aangegevén met <« takken) in de ge-

richte graaf, waarvoor geldt:

voor alle + takken: c(t) - f{(t) > 0 ,
voor alle + takken: f(t) > O .

Nemen we nu het minimum m van al deze c¢(t) - £{t), resp. f(t), en vermeerde-
ren we de stroom met m op de + takken van de boog en verminderen we de
stroom met m op de + takken van de boog, dan ontstaat een toegelaten stroom
met een stroomsterkte, die m groter is dan de stroomsterkte van f.

We herhalen dit proces net zo lang tot het niet meer kan. We bespreken eerst

twee voorbeelden.

1,5,3. Voorbeeld , K = {i,xl,xz,x3,u}. De takken van de graaf zijn gegeven in de

tweede kolom en hun capaciteiten in de eerste kolom van de volgende tabel.

¢ fl f2 f3 f4
6 i x 0 2 5 .5
2 i Xy 0 0 0 2
2 X, %, 0 2 2 2
3 X %q 0 0 3 3
10 X, u 0 2 2 2
6 Xy U 0 0 3 5

v 0 2 5 7

We beginnen met f] identiek nul. We zoeken bogen door de graaf en houden het

mogelijk toe te voegen bedrag bij.

1 *+x 6
X, -+ Xy 2
xz'""u 2-

f2 door verhoging langs boogmet 2; Xy ¥y verzadigd.

i - X, &

X, > Xq 3

x3 +ou 3.



f3 door verhoging langs boogmet 3; X} %5 en X, X4 verzadigd,

A

f4 door verhoging langs boogmet 2; X X9, Xy X5 en i Xq verzadigd.

i~ X, I , breekt af.
De stroomsterkte van f4 is gelijk aan 7, Beschouw nu de complementaire ver-
zamelingen 4 = {i,xl} y B = {x2’x3’U}' We hebbeh

S(a,B) = {ixa,xlxz,xlx3},

C(A,B)‘=2+2_+3=7.

Op gron'd van de stelling van Ford-Fulkerson volgt nu. dat de stroomsterkte van_.f 4

S e—
———

e

maximaal is.
In dit voorbeeld is de gevonden complete stroom maximsal. In het volgende

voorbeeld is dat niet =zo.

1.5,4, Voorbeeld . K= {i'xl'XZ’“}' Takken en capaciteiten staan in de tabel.

c f} f2 f3 f4
2 i %, 0 2 2 2
5 i X, 0 0 | 3
3 X, %, 0 2 2 0
4 X, u 0 0 0 2
3 x2 u 0 2 3 3

v 0 2 3 5

i X, 2
x, > x, 2
Xy +u 2 .

f2 door verhoging langsboogmet 2; i X, verzadigd.

i - X, 5

X, *u 1

£, door verhoging langs boogmet 1; i x]'en X, u verzadigd,

De stroom £ is compleet, maar niet maximaal. Dit ziet men ails volgt in.
I
i X, 4

X, * X 2




f4 door verhoging (resp. verlaging) langsboogmet 2; i x, en x, u verzadigd.

1 2

i X, 2 , breekt af.

De stroomsterkte van f4 is gelijk aan 3. Daar we een snede kunnen aangeven waarva

de capaciteit gelijk is aan 5, volgt uit de stelling van Ford-Fulkerson dat de
stroomsterkte van f maximaal is.

We bewijzen niet, dat de algoritme altijd na een e1nd1g aantal stappen af—
breekt, doordat u niet bereikt kan worden. Als echter de algoritme afbreekt,
dan trachten we in een laatste stap, uitgaande van i zoveel mogelijk knopen
op voorgeschreven wijze te bereiken. We vinden dan een verzameling A van be-
reikte knopen, waarvoor geldt i € A en u ¢ A. Laat B het complement van A
t.o.v. K zijn, dan geldt u € B. Voor de takken van A naar B geldt

c(t) -~ £{t) = 0, voor de takken van B naar A geldt £(t) = 0. Als dat name-
lijk niet zo zou zijn, zouden we het toevoegen van takken hebben kunnen

voortzetten. Nu geldt echter
v = F(A,B) - F(B,A) = c(A,B)

We hebben dus een snede gevonden, waarvoor de stroomsterkte gelijk is aan de
capaciteit van de snede. De stroomsterkte is dus inderdaad maxlmaal. We be-

schouwen de stand van zaken in de behandelde voorbeelden.
In voorbeeld 1,5,3i5 A= {i,xl}, B = {xz,x3,u},

S(A,B)

{i Xg,X| X9,X, x3} .

C(A,B) =2 +2+3=17,
In voorbeeld 1.5.4 is A={i,x,}, B = {x ,ul,
S{A,B)Y = {i Xy5X, ul} ,

C(A,B) = 2 + 3 =35,

De algoritme levert dus niet alleen een stroom met maximale stroomsterkte,

maar ook een snede met minimale capaciteit.
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Hoofdstuk 2. Differentiaal- en intEE;aalrekening

Dit hoofdstuk bevat een aantal onderwerpen uit de analyse, die een nood-
zakelijke aanvulling vormen van hetgeen op het V.W.O. behandeld is. We
beginnen met een beknopte samenvatting van de V.W.0. stof, die voor dit

hoofdstuk relevant is.

Eigenschappen van functies

In deze paragraaf releveren we een aantal eigenschappen van

functies. Alle te beschouwen functies zullen de gedaante f: A -+ B hebben met
Ac<RenBcR,

Definitie, Een functie f heet begrensd op een verzameling V < DOM £, indien

N (e = m

Een functie f heet begrensd, indien f begrensd is op DOM £,

2

Voorbeelden. f(x) = sin x, g(x) = e X , h(x) = arctan x, L(x) = /1 = x2 zijn

voorbeelden van begrensde functies., De functie £(x) = e * is begrensd op
{x e R | x >0}, de functie is echter niet begrensd op de gehele reéle

getallenrechte.

Definitie. Een functie f heet monotoon stijgend op V © DOM f, wanneer voor

alle %,y ¢ V met x <y geldt: £(x) < £(y). De functie f heet monotoon stij-

gend wanneer hij monotoon stijgend is op DOM £, Een functie f heet monotoon
niet-dalend op V © DOM f, wanneer voor alle X,y € Vmet x < y geldt:

f(x) < £(y); f heet monotoon niet—-dalend wanneer f monotoon niet-dalend is
op DOM £,

De begrippen monotoon dalend en monotoon niet-stijgend worden analoog gede-
finieerd. Een functie heet monotoon wanneer hij momotoon stijgend, monotoon
niet-dalend, monotoon niet-stijgend of monotoon dalend is.

Een functie heet strikt monotoon wanneer hij monotoon stijgend of monotoon

dalend is, Merk op, dat een monotoon stijgende functie ook monotoon niet-da-

lend is, en een dalende functie ook niet-stijgend,

Voorbeelden,
1) £: [0,1] + R met
1 als 0 2 x < }
f(x) =
0 als $ s x<1

is een monotoon niet-stijgende functie.
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2) £: [- % » %J + R met £(x) = sin x is een monotoon stijgende functie.

2, ,
3) £: R >R met £(x) = x~ is monotoon dalend op (==,0] en monotoon stijgend
op £0,=}..

Definitie. Een functie f heeft een globaal maximum in c ¢ DOM f, indien

£(x) s f(c) voor alle x ¢ DOM f. Een functie f heeft een globaal minimum

in c ¢ DOM f, indien f(x) 2 f{c) voor alle x ¢ DOM f.

Voorbeelden.

1) £(x) = x2 heeft een globaal minimum in 0; er is geen globaal maximum.

2) f: [0,27]>[-1,1] met f(x) = cos x heeft een globaal maximum zowel in
0 als in 27 en een globaal minimum in =. '

Definitie. Een functie f heeft een locaal maximum in ¢ ¢ DOM £, indien er

een n > 0 bestaat zo dat f(x) < f(c) voor alle x ¢ DOM f met x ¢ Un(c) (voor
de betekenis van Un(c) vervijzen we naar 2.3.1). Analoog wordt het begrip

locaal minimum gedefinieerd. De locale maxima en minima tesamen worden de

extrema van de functie genocemd. (Merk op dat de globale maxima en minima

hier ook toe behoren.)

Functielimieten voor x + «

Definitie. Zij f een functie die gedefinieerd ie voor alle x > b, waarbij
b e R (dus f is een functie met Bbem((b,m) cDOM £f)). Zij L ¢ R. We zeggen

f(x) gaat naar L voor x + » (notatie: f(x) » L (x + ») of lim f(x) = L)

K00
wanneer geldt: voor iedere ¢ > 0 bestaat een N ¢ R zd dat voor alle x > N

geldt f£(x) ¢ (L - e, L + €). Anders gezegd:

Yoo Iner VaoN (|£(x) - L| < ¢).

Voor functies die gedefinieerd zijn voor alle x < a, waarbij a € R, kan op

analoge wijze het begrip lim f(x) gedefinieerd worden.
X
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Vanuit het V.W.0. zijn de volgende standaardlimieten bekend (hierbij zijn p
en a vaste reéle getallen): '

.
Voor p > 0 is lim == 0,
e

. . 1
Voor 0 < a < ! is lim a®¥ = 0 (in het bijzonder lim —— = 0),

X=O

. . In
voor p > 0 is lim
Are X

(dus op den duur stijgt x* veel sterker dan In x, hoe dicht p ook bij 0 ligt).

. ' Xp
voor alle p ¢ R is lim = = O,
. x
X e

(dus op den duur stijgt e™ veel sterker dan xp, hoe groot p ook is).
Merk op dat uit de laatste limieten ongelijkheden volgen, bijvoorbeeld

In % < ¥x als x voldoende groot is,
2* > x1296 als x voldoende groot 1is,

Op een aantal van deze limieten komen we in hoofdstuk vier (4.5.2) terug.

Functielimieten voor x -+ a

Definitie., Zij € > 0 en a ¢ R. De e-omgeving van a is het interval

(a~ g, a +¢€); notatie: Ue(é). Dus Ug(a) ={xeR | |x - al < el,

Definitie, Laat f een functie zijn en a een reeel getal, zo dat f gedefini~
eerd is tenminste op

lim £(x) = L, dat er
x*+a

X e Uﬁ(a)\{a} geldt: f£(x) E_UE(L). Anders geformuleerd:

staat er een § > 0 zo dat voor alle x met 0 < |x - a| <

Un(a)\{a} voor een of andere 1 > 0, Dan betekent

voor iedere € > 0 een § > 0 bestaat zo dat voor alle

voor iedere ¢ > 0 be-
§ geldt: |f(x)-L| <e

in a zelf) liggen de

Slordig uitgedrukt: dicht bij a (maar niet noodzakelijk
functiewaarden dicht bij L.
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2.3.3. Opmerkingen.

1) Merk op dat het voor de definitie van lim f{x) = L irrelevant is of
' ' X+a
a2 € DOM f of a ¢ DOM f, en dat, als a ¢ DOM f, hetniet ter zake doet
welke waarde f{a) heeft.

2) Op welbekende wijze worden ook de oneigenlijke limieten lim f(x) = o en
lim f(x) = -» ingevoerd. Geef zelf de definities., x>a
x>a

2.3.4. Eﬁfiﬂififﬂ Laat f een functie zijn en a een redel getal, zo dat f gedefini-

eerd is tenminste op (a,a +n) voor zekere n > 0, Dan betekent 1lim £(x) = L,

Xta
dat er bij iedere € > 0 een 6 > 0 bestaat zo dat voor alle x € (a,a+48) geldt

I(x) ¢ Ue(L). Deze limiet heet de rechterlimiet van f in a,

2.3.5, Definitie., Laat f een functie zijn en a een reéel getal, zo dat f gedefini-

eerd is tenminste op (a ~ n,a) voor zekere n > 0., Dan betekent lim £(x) = L,

xta
dat er bij iedere ¢ > 0 een 6 > 0 bestaat, zo dat voor alle X ¢ (a=-46,a)

geldt £(x) ¢ UE(L). Deze limiet heet de linkerlimiet van f in a,.

2.3.6. Uit het V.W.0. zijn de volgende eigenschappen bekend:

1) 1lim f(x) = L dan en slechts dan als lim f(x) =L én lim f(x) = L,
X+a Xta xta
2) als f(x) = y(x) < g(x) voor x e Un(a) \ {a} voor een n > 0, terwijl
lim £(x) = L, 1im g(x) = L, dan is lim y(X) = L (Insluitstelling).
xX*a ¥+a Xra ’
3) als lim f(x) = L en lim g(x) = M, dan is lim (£(x) + g(x)) = L + M.
X+a xra **+a
4) als lim f£(x) = L, dan is lim Af(x) = AL.
x*a xX*a
53) als lim £(x) = L en lim g(x) = M, dan is lim f(x)g(x) = LM,
x*a x+a . xﬁi
6) als lim g(x) = M, M # 0, dan is lim OREE
x+a x+a &% M

(Merk op dat uit M # O volgt dat g(x) # O in Us(a)\{a} voor voldoende

kleine positieve €),

7) als lim f(x) = L en 1lim g(x) = M, M # 0, dan is lim E%ﬁ% ='% .
x-+a x-+a x+a & . '
8) als £(x) 2 A in UE(a)\{a} voor zekere ¢ > 0, en lim f(x) = L, dan is L>A.
x-+a

Evenzo met < in plaats van 2,
9) als f monotoon niet-dalend is op (a - §,a) voor zekere § > 0, terwijl

lim f(x) = L, dan is f(x) < L voor a = § < x < a. Is f monotoon niet-

xta .

dalend op (a,a + §) voor zekere § > 0 en geldt lim f€x) = L, dan is
xéa

f(x) 2 L voor a < x < a + &, Soortgelijke uitspraken gelden voor mono-

toon niet-stijgende functiaes f,
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of door lip , : x*+a

-.-.[.7...

10) lim cr‘ .. 1
= ¢ limx = a, 1ig xP = P
y lim x° = 2% yoor a > i i
¥?a Lin Lim a >0, als p > 0 dan is lim xP =0,
im cos x = i i i i ot
- X = cos &, lim sin x = gip 4, lim In x = 1n a voor 3 > 0
, X x7a x>a ’
lim ™ = g4,
a .
x»0 X

Bovendi indi
ndien gelden 2) t/m 7) ook, indien overal 1im vervangen wordt door lim

xta x¥a

2.3.7. Voorbeelden.

Xz—

1)  lim Xopim o2& D g x
>l %2 - | g EFDE=TY x+1 X ¥ 1
. 1 = cos 2x 2 sinzx i i
2) lim = lim = lip 2 S X SIn X _,
x>0 X x-+0 x %0 x X
3) lim Yl + x ; vVl - x - 1lim (1 +x) - (1 - %)
®+0 x0 x(V1 + x + /1 = x)

= lim Z = 2
i+

0 VI + x+ /1T - x !

Continuiteit

Definitie. f heet continu in a ¢ DOM f indien voor iedere € > Oeend > 0O be-

staat, zo dat voor alle x € DOM f met x ¢ Ud(a) geldts f(x) € Us(f(a)). An-
ders geformuleerd: voor alle x ¢ DOM f met |x - a| < & moet gelden

| £¢x) - £(a)} < &. Slordig gezegd: dicht bij a liggen alle functiewaarden
dicht bij f(a). |

f heet continu op V < DOM f indien f continu is in ieder punt van V,

f heet continu wanneer f continu is op DOM f.

In het vervolg van deze paragraaf beschouwen we slechts functies, die tot
definitiegebied hebben een (al dan niet begrensd) interval, hiervan eventu-

eel een eindig aantal punten uitgezonderd.

Stelling. Zij a € DOM f. Er geldt: f is continu in a dan en slechts dan als

lim £(x) = £(a)., Hierbij moet 1lim door lim vervangen worden wanneer a linker~

X+ra X+a X¥a
eindpunt van DOM f zou zijn, en door lim bij rechtereindpunt van DOM f.
xta
Pewijs. Volgt direct uit de betrokken definities. ‘ D

Concinuiteit van f in a kan nu ook als volgt gezien worden:

iim £(x} = f(a) = £(lim x) ,

x+a x+a

dus "limiet" en "[unctie® umogen verwisseld worden.,
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2.4.4, Voorbeelden. De functies £(x) = ¢, f(x) = x en verder xp, cos %, sin x, 1n x

en e* zijn continu, zoals met 2.4,2 uit 2.3.6.,10) volgt. De functie f met

SINX voor x #°0

f(x) =
1 voor x = 0
is continu.
De functies f(x) #-% en £(x) = tan x zijn continu,
De functie f met -

0 als x < Q

x2 + 1 als x2 0

f(x) =

is niet continu in 0, omdat lim f(x) niet bestaat (lim f(x) = 0, lim £(x) = 1).
x>0 x*0 %x+0

2.4,5, Uit 2.3.6, 3) t/m 7), volgt dat som, veelvoud, product, omgekeerde en quo-
tiént van continue functies weer continue functies oplevert. Merk hierbij op
dat het nul worden van g(x) béj bijvoorbeeld het quotiént E%E% geen probleem
oplevert voor de uitspraak — is continu. Is n.l., g(a) = 0, dan is £ (x)

f(x) 8()

niet gedefinieerd in a, dus a ¢ DOM Pyl sen bij continuiteit stellen we
slechts eisen voor punten uit het domein.

2.4.6. Laat f een functie zijn die gedefinieerd is op een gesloten interval [a,b]
en die daar continu is, Op grond van het "vlceiend" verlopen van de grafiek
is gevoelsmatig duidelijk dat £ begrensd moet zijn en bovendien een globaal
maximum en een globaal minimum moet hebben. Dit wordt geformuleerd in de vol-

gende stelling. Deze stelling zullen we niet bewijzen.

2.4.7, Stelling (Weierstrass)., Zij f: La,b] + R een continue functie, Dan heeft f
een globaal maximum en een globaal minimum, d.w,z. er bestaan punten

C1sCy € La,b] zodat f(cl) s f(x) < f(°2) voor alle x ¢ [a,b].




2.4.8. Opmerking. Als f niet continu is op [a,bl,dan hoeft f geen globaal maximum

2.5,

2.5.1.

te hebben. Beschouw bijv., de functie f gedefinieerd op [0,1] volgens
x als 0 5 x < 1
£ (x) =-{
0 als x = | ,

Dan heeft f geen maximum op [G,1].
Ock 2als het interval begrensd maar niet gesloten is, kan men een voorbeeld
geven van een continue functie d1e geen maximum heeft; f(x) = tan X, gedefi-

nieerd op [0,4n), heeft geen maximum,

Differentieerbaarheid; bepaalde en onbepaalde integralen

Het begrip afgeleide

Allereerst enkele voorbeelden,

Uit de mechanica. Als een deeltje beweegt langs een rechte baan en de afgelegde
weglengte gegeven wordt als functie van de tijd door f(t),dan is de weg-
lengte afgelegd tussen de tijdstippen t, en to-fh (we nemen h > 0) gelijk

adrn.

f(t0+h) - f(to) .
De gemiddelde snelheid over het tijdvak [to,to-fh] is nu

f(t0 +h) - f(to)
h L]

ﬁerk op dat we f(t0-+h) - f(tO) moeten uitdrukken in eenheden van lengte,

h in eenheden van tijd, De zorg voor de keuze van zulke eenheden is de taak
van de beoefenaars van het Vakgebied,i.c. de nétuurkunde,en niet van de
wiskunde. Wij zuilen‘onze aandacht slechts.richten op getalwaarden en niet

op het gekozen stelsel van eenheden,

Men definieert nu de snelheid ten tijde ty als:

. f(t0'+h) - f(to)
lim = .
h-+0

Dit is een grootheid die van het grootste belang is voor een wiskundige
beschrijving van het proces: de beweging van het deeltje, Het is een theo-
retische grootheid; wat gemeten kan worden is alleen een gemiddelde snel-
heid!
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Bevolkingstoename. In dit voorbeeld zullen we wederom een limiet van een ge-
middelde beschouwen,
Laat y(t) de bevolking van een land op tijdstip t voorstellen, dan is de ge-~

middelde bevolkingstoename over het tijdsinterval [to,t0+h] gelijk aan:

y(tgth) = y(ty)
- :

We definieren de toename ten tijde t, door:

y(egth) = y(t)
h

lim

=: y'(t. ).
h+~0 0

Een goede beschrijving van een bevolkingsgroei wordt gegeven door de aan-
name dat de toename ten tijde to,dus y‘(to),evenredig is met de bevolkings-

grootte ten tijde to,dus:

y'(tO)

v(E) ks

waarbij k een constante is, onafhankelijk van t

— — 0 )

Indien deze eveﬂredigheidsconstante bekend is (bijv. doordat k berekend is

uit het gemeten gedrag van de functie y(t) tussen de jaren 1950 en 1970),

dan stelt de differentiaalvergeliikigg

y'(t) = k y(t)

ons in staat de waarde van y(t) voor de verre toekomst te berekenen (mits
zich geen wijzigingen in het sociale patroon zullen voordoendie de aanname dat
k onafhankelijk van de tijd is op losse schroeven zetten). We weten

. kt . . :
dat y(t) = y(0)e ~ de oplossing is van bovenstaande differentisalvergeliij-
king.

Soortelijke warmte. Als Q(T) de warmte is, nodig om een eenheid van massa

van een zeker materiaal van temperatuur O op temperatuur T te brengen, dan
is de warmte nodig om de temperatuur van T0 op T0+h te brengen:

Q(T0+h) - Q(TO). De limiet van de gemiddelde henodigde warmte:

QTG - Ty

lim T

h+0

wordt gedefinieerd als de soortelijke warmte bij temperatuur Tge
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Definitie. Laat f gedefinieerd en reéelwaardig zijn in een omgeving
van a € R.

De functie heet differentieerbaar in x = a indien

iim f(a+h)h~ fla)

h—+0

bestaat. Deze limiet heet de afgeleide van f in a; notatie £'(a) of %§ x=a
Indien de afgeleide bestaat in elk punt van een verzameling V, dan heet

f differentieerbaar in V; de afgeleide £'(x) is dan een functie gede-

finieerd op V.

De afgeleide heeft een heel belangrijke meetkundige interpretatie: f'(a) is

de richtingscoéfficient van de raaklijn in het punt (a,f(a)) aan de grafiek
van de functie f.

Zij h > 05 P = (a,f(a)), Q = (a+h,f(a+h)), R = (a+h,f(a}),

f(a+h) - £(a)
h

= tan afh) .

h < 8 _E_(é_il_l%:f_{_@_l = tan o(h),.
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"f is differentieerbaar in x = a" is dus gelijkwaardig met: de grafiek van

f heeft een niet-verticale raaklijn in (a,f(a)).

De volgende stelling geeft ons een handzamere karakterisering van de afge-

1eide .

Stelling. Zij f(x) gedefinieerd in een omgeving van a. f is dan eﬁ slechts
dan differentieerbaar in x = a indien er een.getal A bestaat en een |

functie e(h), gedefinieerd voor h # 0, zodanig dat:

f(a+h) = f(a) = Ah + h e(h)
met

1im  e(h) = 0,
h~>0

Er geldt: A = £'(a).

Bewijs (i)iLaat £ differentiecerbaar in x = a zijn. Definieer

e(h) := f(a"'h)h- f(a) - f'(a)’

dan geldt lim &(h) = 0, zodat aan de voorwaarden van de stelling voldaan
h=+0 :
is.

(ii). Als aan de voorwaarden van de stelling voldaan is,geldt:

lim f(a+h)h— f(a)

h=-+0

= lim (A + e(h)) = a4,
h-+0

zodat f differentieerbaar is in x = a met afgeleide A.

Intultief drukt deze stelling uit dat differentieerbaarheid betekent dat f(x)

in eerste benadering een lineaire fumctie is:
I(x) ~ f(a) + (x-a) £'(a) .

Gevolg. Als f differentieerbaar is in x = a, dan is f continu in x = a.

Bewijs. lim £(x) = lim (£(a) + (x-a) £'(a) + (x-a) e(x-a)) = £(a).
= x-*a X =+ a

Een coutinue functie behoeft daarentegen niet differentieerbaar te zijn.

Om dit te illustreren beschouwen we het volgende

Voorbeeld. £(x) = |x| is in x = O wel continu maar niet differentieerbaar.
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—- =

_-x

Men bekijke de volgende figuren die aannemelijk maken dat x sin % wel continu

. . . . . 2 .1 . .
maar niet differentieerbaar is in x = 0,en dat x~ gin e continu en differen-

tieerbaar is in x = O.

Y)
N | Aax
| /;
\\ / 1
N /] }
e V1
R

: 2
YA // Y=x

““""\M'i

N

/ -2-l
/\ﬁ__ﬁ — Yax“sing
///1; /”

\y- -X 2

2.5.2. De techniek van het differenticren

We geven in deze paragraaf twee reeksen stellingen die ons in staat zullen

stellen van vele functies de afgeleiden te berekenen. De eerste reeks leert

ons hos de afgeleide te berekenen van sommen, producten, quotieénten, samen-

gesvelden en inversen van differentieerbare functies; deze formules heten
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de regels van Leibniz (1646-1716). In de tweede reeks staan de afgeleiden
van een aantal bekende functies (vgl. de tabel op p. 57).

Voor de volledigheid geven we de al van het V,W.0. bekende bewijzen nogmaals.

Regels van Leibniz,

1. Als f(x) en g(x) differentieerbaar zijn in x = a, dan is ook f£(x)+g(x)
differentieerbaar in x = a met afgeleide £'(a)+g'(a).

Dus (f+g)' = f£'+g".

Bewijs. f(a+h) - f(a) hf'(a) + hel(h) en el(h) + 0 als h =+ 0,

g(a+h) - g(a) = hg'(a) + hez(h) en ez(h) + 0 als h = 0.

Maar dan geldt ook
f(ath) + g(a+h)- (f(a) + g(a)) = h(£'(a)+g' (a)) + h(e,(h) + g,(h))
en

lin (e, (h) + ,(B)) = 0. ot
h=+20

2. Onder dezelfde aannamen als in ! geldt:f(x)g(x) is differentieerbaar in

x = a met afgeleide £'(a)g(a) + £(a)g'(a). Dus (fg)' = f'g + fg'.
Bewijs. | |
£(a+h)g(a+h) - f(a)g(a) = h(f'(a)g(a) + g'(a)f(a)) + he(h) ,
waarbi j

€(h) = e, (h)gla) + e,(h)f(a) + hf'(a)g'(a) + hel(h)g'(a) +
+ hsz(h)f'(a) + hsl(h)ez(h) .

Derhalve geldt

lim €(h) = O. O
h> 0

Gevolg. (fzh)' = f'gh + fg'h + fgh', enz.

. P s 1 . .
3: Als f differentieerbaar is in x = a en f(a) # O,dan is K30 differenticer- |

' i
baar in x = a met afgeleide:--—guggli . Dus !
' (£(a)3 ‘
SATT. 2
(f) 2'

f
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1 1 _ E(a)=E(ath) _ “hf'(a)-he, (b)

Bewi]s- f(a+h) - f(a) B f(a+h)f(3)

(f(a))2+hf'(a)f(a)+hal(h)f(a)

en

B 1, 1 1 £'(a)
lim : = §; dus lim —( - ) = - —222 [
h o+ 0 (f(a))2+hf'(a)f(a)+hel(h)f(a) h o P E@th)  £(a) (£(a))>

4, Kettingregel. Zij g(x) differentieerbaar in x = a; g(a) =: b; zij f(x)
differentieerbaar in x = b,dan is (f ¢ g)(x) differentiecerbaar in x = a

umet afgeleide f'(b)g'(a).
Dus (f ° g)'(x) = (£' © g)(x).g"(x) = £'(g(x))vg'(x).

Bewijs. Zij
g(a+h)

it

gla) + hg'(a) + hel(h) Elfh) + 0 als h > 0,

f(b+k) f(b} + kf'(b) + kaz(k) ez(k) -+ Q.als k + 0.

Definieer

k(h) := g(a+h) - g(a), dan is lim k(h) = k(0) = O.
h—>0

Dus k(h) = hg'(a) + hsl(h) en
f(g(ath}) = f(g(a)) = £(b+k(h)) - f(b) =

= k(h) £'(b) + #(h) e, (k(h)) =

= hf'(b) g'(a) + he(h),

waarbij
e(h) = e (h) £7(b) + g"(a) e,(k(h)) + e, (h) e, (k(h)),

zodat
lim e(h) = 0. | 0
h+0

5. Is f(x) differentieerbaar in x = a, f'(a) # 0 en bestaat f+,dan geldt
{met b = f(a)): f+(x) is differentieerbaar in x = b met afgeleide
N
f'(a) °
Het bewijs van de differentieerbaarheid van f laten we achterwege, De
afgeleide bepalen we met de kettingregel uit x = (f+ o £)(x). We vinden
dan 1 = (£)'(b) £'(a). ' |
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Omdat de grafieken van f en f° uit elkaar ontstsan door spiegeling t,o.v.
de 1ijn y = x,geldt, indien h en k samenhangen via de relatie

k = f£(a+th) - £(a) of h = £ (b+k) ~ f (b), dat de hoeken a(h) en B(k) elkaars
complement zijn; dus dat

)]
tana(h) °

tanf(k) =

We geven nu een tabel van de afgeleiden van een aantal bekende functies.

Volledigheidshalve zijn ook enkele functies opgenomen die pas in 2.7 ge-

introduceerd zullen worden, Met 1ln 1is steeds bedoeld de natuurlijke

logaritme.
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(zie 2.7)

Tabel
f (x) £'(x)
o a-1
X ax"
gin X cos X
COs X - gin x
tan X 1
cos8 X
gsinh x cosh x
cosh % sinh x
| g
tanh x
cosh x
-
. 1 '
arcsin x
‘/ 2
| -x
-1
arccos x
' / 2
1 -x
l
arctan x
1 + x
1n|x| L
x
x X
e e
Js(x)dx g(x)

Met behulp van devoorafgaande regels voor het differentiéren en

deze tabel van afgeleiden zijn we in staat om de afgeleiden van een groot

aantal functies te berekenen.
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2.5,3. Extrema

Een continue functie f gedefinieerd op een gesloten interval (a,b], heeft volgens d
in 2.4.7 genoemde stelling van Weierstrass op [a,b] een globaal maximum en een
globaal minimum. Een belangrijke stelling die het zoeken naar extrema ver-

gemakkelijkt is de volgende.

Stelling, 2ij f gedefinieerd op [a,b]l. Als f een locaal extremum (vgi. 2.1.6)heeft i

c ¢ (a,b) en f is differentieerbaar in ¢, dan is £'(c) = 0,

Bewijs. Onderstel dat £ in c een locaal maximum heeft, Dan is er een omge-

ving U van ¢ zodat f(x) < f£(c) voor alle x ¢ U. Daaruit volgt voor de af-

geleide in c:

f'.(c) = 1imMS 0 ’
X-c
X¥e
en tevens
£'(c) = 1im££-}5-2-—:-£(—c-)—2 0.
- X-c
xtc
Dus £'(c) = 0. Voor een locaal minimum is het bewijs analoog. 0

Volgens deze stelling is "f'(c) = 0" een nodiﬁe voorwaarde opdat een (dif-

ferentieerbare) functie f een locaal extremum heeft in ¢, De voorwaarde is

echter niet voldoende zoals blijkt uit het volgende tegenvoorbeeld: voor de

functie £(x) = x3 is £'(0) = O,maar f heeft geen extremum in O,

Is de functie f continu op [a,bl,dan zijn alleen de randpunten a,b, de punten
waarin f niet differentieerbaar is en de punten waarin de afgeleide f' gelijk
is aan nul, kandidaten voor extrema. Zij f'(c) = 0,dan is met behulp van het
teken van de afgeleide in een omgeving U van ¢ vast te stellen of

f in c een extremum heeft. Als f'(x) > O voor x ¢ U en x < ¢ en _

£'(x) < 0 voor x € U en x > ¢, dan heeft f in c een 1ocaa1Amaximum; als

f'(x) <O voor x e Uenx <cen £'(x) > 0 voor x ¢ U en x > ¢, dan heeft f
in ¢ een locaal minimum; zie ook 2.5.6.
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Stelling (Rolle). zij £ continu op {a,b] en differentieerbaar op (a,b).
Als f(a) = £(b), dan is er een ¢ ¢ (a,b) met £'(¢) = 0,

Bewijs. Als f{(x) = £(a) voor alle x ¢ la,b], dan kunnen we voor £ ieder.
getal vit (a,b) nemen. Anders gebruiken we de in 2.4.7. vermelde stelling
van Welerstrass.

Als f(xl) > £{a) voor zekere X, € (a,b), dan heeft f een globaal maximum in
p € (a,b),

dan heeft f een globaal minimum in een punt £ ¢ {a,b), en £'(£) = 0, a

een punt £ ¢ (a,b), en £'(§) = 0. Als f(xl) < £(a) voor zekere x

Stelling (middelwaardestelling). Zij f continu op [a,b] en differentieerbaar
op (a,b), dan is er een £ ¢ (a,b) zodat f{b) - f(a) = (b-a)f'(g).

Bewijs. Zij ¢ : [a,b] - R de functie, gegeven door

£(b) :af(a) (x-a) .

Yp(x) = £(x) - o

Dan is ¢ continu op {a,b] en differentieerhaar'op (a,b). Voorts geldt dat

Y(a) = y(b) = f(a), dus volgens stelling 2.5.4 is er een £ ¢ (a,b) met

f(b) - f(a) . 0

= ! = ! - -
0=y’ (8) = £'(£) Yy
Cevolgen. Als £'(x) > 0 voor alle x ¢ (a,b), dan is f monotoon stijgend op
(a,b). Als £'(x) < 0 voor alle x ¢ (a,b),dan is f monotoon dalend op (a,b).
Als £'(x) = 0 voor alle x ¢ (a,b),dan is f een constante op (a,b).
Immers, zij a < X) <X, < b, dan is er een § ¢ (x],xz) zodat
f(xz) = f(xl) + f'(g)(xz-xl). In de drie gevallen zal dan gelden resp.
£(x,) > £(x,), £x,) < £(x,), f(xz) = £(x,).

De bepaalde integraal

We zullen het begrip bepaalde integraal introduceren aan de hand van een
voorbeeld., Een fabriek loost afvalwater in een meer. Fn het afvalwater be~
vindt zich een verontreinigende stof. De hoeveelheid van deze verontreiniger
geloosd ten tijde t is f(t). Hoeveel heeft de fabriek in totaal aan af-
valstof geloosd tussen de tijdstippen t =aent =b (a < b)?

Het is principeel onmogelijk continu metingen te verrichten. Wat men zal doep
is het tijdsbestek verdelen in een aantal intervallen door keuze van deel-

punten: t, = a < £y Sty el € t = b,in ieder tijdsintervalletje &&nmaal
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een meting verrichten, en Gervolgens aannemen dat de afvallozing over het ge-
hele intervalletje gelijk is aan de ene gemeten waarde. Stel dat de meet-

tijden zijn 51,52,...,En met ti-l < Ei < ti (i = 1,...n). Als benadering

van de totale hoeveelheid geloosd wvuil zal men dan opgeven:

n. )
Y= L EED (- gy ).

i=]

E(E (e, = ) + £EN(E, = £) +out £E (e -

1 ta-1 -1

We zullen dit noteren alsS(D,RD)(f)enspreken van de Riemann-som van f bij

! s = < <.ID.< = : L I
de verdeling D: a to tI tn b en tusgenpunten RD E], ,En

< ‘—: i = [ L] i i :6 := .=C.
met t. . < Ei ti ¢! lyo.,0), De diameter van D is (D) ?fT n(t1 tl-l
RN R )

).

S(D,RD)(f}zal eenbdetere benadering worden van de gezochte totale hoeveelheid
afval als we verdelingen beschouwen die fijner en fijner worden, d.w.z. als

S$(D) = 0, Als nu "lim S(D.RD)(f)"bestaat;onafhankeli
(D)0

delingen en tussenpunten dan heet deze limiet de bepaalde integraal van f

over [a,b]l. b

Notatie: J f£(t)de,

{§{t})
, ./

e e e s e e — e  —
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b

Als de integraal J f(t)dt bestaat noemen we f integreerbaar over La,b].
a
Zonder bewijs merken we op dat als f continu is op [a,b] de integraal be-

staat. Bovendien vermelden we dat iedere integreerbare functie begrensd is,
d.w.z, dat er een getal M bestaat zodat If(t)| £ M voor alle t € [a,b]. Als
numerieke benadering van de integraal kunnen we steeds een Riemann-som ne-
men. In het figuurtje opp. 60 (£(t) is daar >0) zien we dat de Riemann-som een
' | b
som van oppervlaktenr van een aantal rechthoekjes is, zodat we J f(t)dt
a
de "oppervlakte" tussen de t-as, de grafiek van f(t) en de lijnen t = a en
b
t = b kunnen ncemen, Is f(t) £ 0 op [a,b],dan is j f(t)dt juist hét tegen-
a . b
gestelde van deze oppervlakte: In het hieronder getekende geval is I f(t)de =
a
= Ql - Qz,waarin 01 en Q2 de oppervlakten van de beide gearceerde vlakdelen

zijn.

We noemen nog een tweetal voorbeelden: De kracht werkend op een punt vari-
eert met de afgelegde rechte weg: K = K(s). Dan is de arbeid, verricht bij

de beweging van A naar B:

s

B
J K(s)ds,

°A
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Het volume verkregen door wenteling van de grafiek van f£(t) om de t-as is

.
2 .

J n(£(t))"dt. 'Z

b

We zullen nu berekenen: J tdt.

a

a

a b

Verdeel [a,b] in n gelijke delen. We kunnen nu gemakkelijk de grootste en
kleinste Riemanﬁ—som opschrijven en zien dat beide naar dezelfde limiet na-
deren als n » =, Op grond van de insluitstelling (vgl. 2.3.6)is dit dan ook de limi
voor elke rij Riemann-sommen behorend bij verdelingen van [a,b] in n gelij-

ke delen. We gebruiken het feit dat. we weten dat de integraal bestaat omdat

de functie £(t) = t continu is, en we kiezen onze tusseﬁpunten handig,

d.w.2z. in het midden van ieder interval.
{b,b)

P

(a,a)

|
;

. (a, 0] b,0)

Nu is Ei(ti -t 1) juist gelijk aan de oppervlakte van het trapezium met

1 " -
hoogte ti ti-l

mann—som met tussenpunten midden tussen de deelpunten dus gelijk aan de op-

en middenparallel Ei. Voor elke verdeling D is de Rie—

pervlakte van het trapezium met hoekpunten: (a,0), (b,0), (b,b) en (a,a).

Dus
b

J tdt = }(atb)(b-a) = }b° - ja’.

a



_63-

b

We geven nu bondig een opsomming van een aantal eigenschappen van J f(t)de

a.
(w2 nemen steeds aanbdat alle opgeschreven integralen bestaan).
b
1 J f(t)dt = J f(x)dx ("het doet er niet toe hoe de veranderlijke
a a |
heet'). _
b : a
11 J £(t)dt heeft alleen zin als a < b, n.b. J i(t)de = 0.
a b aa.
We definieren voor b < a: J f(t)dt I= - J f(tr)de,
a . b |
b c c ‘
ITL J f(t)dt + J f(t)dt = J f(t)dt voor alle a,b en c.
a b a
b b b
v J (Af(e) + Ug(t))dt = i J f(t)dt+11J g(t)de (A,u consﬁant).
a a a
b b

v Als a = b en f(t) < g(t) voor alle t ¢ La,b],dan is j f(t)de < J g(t)dt.

a a
(Deze eigeﬂschap is alleen juist als a < b),

_ b
VI  Voor de functie £(t) = | vinden we J dt = b-a,

a

VIT Zij |£(t)} <M voor t ¢ [a,b]. Door combinatie van IV, V en VI

vinden we dat voor a < b geldt

b
-M(b-a) =< J f(t)dt s M(b~a)

a

en dus
b

I J( £(t)dt| < M|b-al ,
a
welke laatste ongelijkheid ook juist is als b < a.
VIII Als a £ b, dan geldt
b b
lj £(t)de! = f [£¢t) |de.
a

a
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Zoals bekend is er een methode om bepaalde integralen te berekenen die heel

veel eenvoudiger is dan het bepalen van limieten van Riemann-sommen, Daarop gaan
we nu in.

2.5.8. De hoofdstelling der integraalrekening

Zij £(t) integreerbaar over [a,bl}, dan is voor x € [a,b] door

x _
elx) := J f(t)dt

a

een functie gedefinieerd.

Stelling., &(x) is continu,

1
{
1
|
[
[
1
1
|
b

+h

Bewijs., Er bestaat een M zodat |f(t)| <M op [a,b]. Voor een wille-
keurige ¢ € [2,b] geldt

X c X

f
|o(x) -~ &(c)| = | J f(t)de - J £(e)dt| = | J f(t)dt] <M|x-c| .
a a C
Dus 1lim ©®(x) = 9{c). 0

X > ¢

Stelling., Als f continu is,dan is &(x) differentieerbaar met &' (x) = £(x).

Bewijs, We definiéren e(h) := 0(x4-h11- Ox) ~ £(x), dan is

x+h
e(h) = % j (£(t) - £(x))dt, Bij ieder getal ¢

X

1> 0 bestaat er een omgeving
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van x zodat [f(t) - f(x)| < e, voor elke t in die omgeving, Als we |h|

zo klein nemen dat het interval [x- |h|, x+ |h|] geheel binnen die omgeving
1

ligtydan is |e(h)]| < e, |h] = £,,dus lim e(h) = 0, O
Ih | 1 h s 0
Hoofdstelling, Als f continu is en F' = f,dan is

b .
J £(t)dt = F(b) - F(a) .

a

Bewijs. O'(x) = £(x) = F'(x), dus (&-F)'(x) = 0. Toepassing van de middel-
waardestelling levert nu dat @ ~ F constant is. '

Derhalve

b
[ £(t)dt = &(b) = &) ~ 0a) = F(b) -~ F(a) . ' {

a

)
Voorbeeld. J sin tdt, We nemen F{(t) = -cos t, dan zien we
0

I
J sin tdt = [-cos t]E:g = (-cos 1} = {(~cos 0) = 2,

0

2.3.9, De onbepaalde integraal

Zij f een continue functie., We vragen naar {F | F' = £}, Deze verzameling
b's
is niet leeg, immers &(x) = J f(t)dt is er een element van., Alle paren
_ a
functies uit deze verzameling hebben een constént verschil; men krijgtsuit-

gaande van &&n element,alle andere .elementen door optelling van een willekeurige

constante.
Definitie. De onbépaalde integraal (notatie | £(t)dt) is een verzameling
functies, waarvan alle elementen dezelfde afgeleide hebben, nl. f(t).

De tabel in 2,5,2 kan worden gebruikt om een aantal onbepaalde integralen
aan te geven.
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In hetgeen nu volgt is C een willekeurige constante.

De volgende eigenschappen volgen direct uit de overeenkomstige regels van

Leibniz.

1 J (Af(x) + pg(x))dx = A J f(x)dx + u J g(x)dx ;

11 J (F()g'(x) + £'(x)g(x))dx = £(x)g(x) + C |
We kunnen deze formule ook schrijven als
J £ ()8 (X)dx = E(x)g(x) - J £ (0 g(x)dx .

Deze formule staat bekend als de formule der partiéele integratie.

11t ] £ (g(x))g' (x)dx = £(g(x)) + C.

Deze formule is aanleiding tot de methode der substitutie bij het be-

palen van onbepaalde integralen.

Opmerking, Wij wijzen op de handige notatie die ontstaat door g'(x)dx te
schrijven als dg(x). De formule der partiéle integratie krijgt hiermee de

vorm

J E(x)dg(x) = f(x)g(X)jf g(x)df(x).

Voorheelden.

4

+1 - -

I Jx/_ dx =J 2 2y J T2, J 20 29020072
X

11 f X cos 2% dx = %—J x(gin 2x)'dx = %»I_xd sin 2x =

1 . 1 .
3 X sin 2x > J sin 2x dx =

n

1 . 1
5 X sin 2x + " cos 2x + C.

(xz)' 1 J dx2

III J X dx = % J dx = —
;l-x 1-x 2

1 1 2
R e X [( I
1-x 2J./l-x *

= - l~x2 + C.
len dient erop te letten dat bij substitutie in bepaalde integralen ook
de grenzen meegenomen moeten worden.

Voorbeeld., 3 11

Y 2 1 2
(2t+5) °dt = 0 J g dg als g(t) = 2t + 5.

. 7
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Evenals voor het differentiéren en elke andere wiskundige vaardigheid, geldt
voor integreren dat men de techniek slechts onder de knie kan krijgen door
oefening. Bij het berekenen van onbepaalde integralen komt als plezierige
bijkomstigheid, dat er een steeds werkende,meestal tamelijk eenvoudige,con~

tr6lemogelijkheid is, Men kan nl. het gevonden resultaat differentiéren en

moet dan de functie onder het integraalteken terugvinden.

Oneigenlijke integralen

b oo
Behalve J f(x)dx gebruiken we ook wvaak J f(x)dx., Per definitie betekent

a a
k o«

dit lim J f(x)dx. We zeggen dan ook i.p.v. J f(x)dx bestaat, dat de onei-
K
a ' a

genlijke integraal J f(x)dx convergeert,

a
Voorbeelden:
co k
J%=lim J d—;=1im(l"'%)=l,
1 X ke 1 X koo
o k

d . .
J X - 1im J -§§-= lim In k; deze limiet bestaat niet.
ko

Terloops vermelden we dat men op analoge wijze te werk gsat als f(x) niet

begrensd mocht zijn op (a,b).

Als voorbeeld kan dienen

1 1

J{i}-{*=1imjd—x=1im2(1-/6_)=2.
o vYx 840 /:'{ 840
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Hogere afgeleiden; meetkundige betekenis vap de tweede afggleide} kromiing

We zullen de differentiaalrekening in twee richtingen uitbreiden., Allereerst
zullen we ons in dit hoofdstuk bezighouden met hogere afgeleiden en hun toe-

passingen; later zullen we spreken over functies van meer dan een verander-
lijke (hoofdstuk vijf).

Hogere afgeleiden

Bij een voor alle x differentieerbare functie f£(x) hebben we in 2,5,1 de
afgeleide %% = f'(x) ingevoerd. Deze afgeleide is zelf weer een functie
van x; het kan zijn dat deze functie weer differentieerbaar is.

)
We noemen Q_g;ﬁil de tweede afgeleide van f en noteren deze als f"(x).

We kunnen dit soms herhalen: de afgeleide van £'"(x) heet de derde afgeleide
van f, notatie £''(x).

Verdere notaties:

2
-‘-‘—g- = £(x) = £3) ().

dx
Al gemeen:
n
4f . f(n)(x) -4 f(n l)(:.:) .
n dx
dx
Voorbeeld. Als £(x)= Iln x, dangeldt f'(x)=;](-, £"(x) = - 1—2 gaver s
X

n-l '
£ 5y = £ Xn(n-l).

Historisch overgeleverd is de vaak gebruikte gewoonte om de afgelei-
den met punten i.p.v.met accenten aan te geven,als de veranderlijke waar—
naar gedifferentieerd wordt de tijd voorstelt. Zo schrijft men,als y(t)

een functie van de tijd is

yoi=gti Y=g
dt

(men spreekt ¥ uit als y flux; y als y dubbel flux).
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Zonder bewijs vermelden we het volgende, intuftief duidelijke, feit:

zoals differentieerbaarheid betekent dat in de buurt van x = a geldt
f(x) & £(a) + (x-a) £'(a),

Z0 kunnen we met de tweede afgeleide =en betere benadering in de buurt van

xX=3 vinden_nl.:
£(x) x £(a) + (x-a) £'(a) + }(x-a)> £"(a).
De functie d{x) := f(a) + (x-a) £'(a) + i(x-a)2 f"(a) heeft de eigenschappen

d{a) = f(a),
d' (a) f' (a) »
d"(a) = £"(a) .

L]

In de volgende paragraaf zullen we dit formulerenm als: f£(x) en d(x) hebben

in x = a dezelfde kromming (naast dezelfde waarde en dezelfde richting).

Een heel belangrijk voorbeeld van het gebruik van een tweede afgeleide is
het begrip versnelling uit de mechanica. In 2,5.1 zagen we,dat als een
deeltje langs een rechte baan beweegt en de afgelegde weg als functie van
de tijd gegeven wordt door f(t), de snelheid ten tijde t gedefinieerd is

als £'(t).
f'(t _+h) ~ f'(to)
h

[to,t0+h 1. Pe limiet hiervan voor h + 0 is per definitie de versnelling

0

Nu is de gemiddelde snelheidstoename over het tijdvak

ten tijde to derhalve is de versnelling gelijk aan £"(t).
Deze opmerking stelt ons in staat de bekende tweede wet van Newton: "kracht =

massa X versnelling"” op te schrijven als een differentiaalvergelijking:
K(t) = m £"(¢).

(&nders dan in het tweede voorbeeld van 2.5.] hebben we nu te maken met

een differentiaalvergelijking waarin de tweede afgeleide van de gezochte
functie £(t) voorkomt.)

We behandelen twee voorbeelden.

a) K(t) = K,een constante onafhankelijk van de tijd.

We vinden dan voor de afgelegde weg

f"(t)=§’
K
t 2 e
£'({t) mt:+c’
f(t)=£§t2+Ct+D,
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waarin C en D constanten zijn die we kunnen interpreteren als

C=f"(0), D= £(0), d.w.z., C en D hebben de betekenis van de snelheid
en de plaatscoordinaat ten tijde t = O,

b) We beschouwen £(t) als de uitwijking uit een evenwichtstoestand wvan een

deeltje met massa m.

Laten we aannemen dat het deeltje naar zijn evenwichtsteoestand wordt

teruggetrokken door een kracht die evenredig is met de uitwijking, d.w.z.

K= —af(t) met a > 0,

Een slinger wordt wvoor kleine uitwijkingen goed benaderd door bovenstaande
beschrijving. De naar de evenwichtsstand drijvende kracht is de tangentiele

component van de zwaartekracht mg
K== mg sin % =~ - %ﬁ L

waarbij 9L ongeveer de uitwijking is,

De tweede wet van Newton levert ons
- af(t) =M f"(t)
of £7(t) + alf(t) = 0,

waarbij a2 1= % > . In hoofdstuk drie zullen we zien dat de algemene oplossing van
deze differentiaalvergelijking (d.w.z. alle functies £(t) die voldoen aan
£7(t) + a’£(t) = 0) is

f(t) = A cos at + B s8in at -\/Az + 32 sin(at+g) , Sy

waarbi]
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terwijl A en B constanten zijn. Gewoonlijk schrijft men (1) in de vorm

f(t) = C sin(at + g) ,

C=VA2+32>0;

dit is een zuiver sinusvormige trilling met amplitude C en een fase op t = O

waarbi j

van ¢.

2.6.2., De betekenis van de tweede aﬁgeleide

In 2.5.6 hebben we ons beziggehouden met de betekenis van het teken-
verloop van f'(x) voor het gedrag van de functie. Nu zullen we enige aan-

dacht schenken aan het tekenverloop van f'“(x).

Als de eerste afgeleide positief is, is de functie stijgend.

Als de tweede afgeleide positief is, dan is (wegens f"(x) = (f'(x))') de
eerste afgeleide toenemend; de raaklijn aan de grgfiek draait dus naar

boven en de grafiek van f zelf is hol naar boven. In plaats van hol naar boven
zegt men ook wel convex,

Als de tweede afgeleide negatief is, is de grafiek van de functie bol naar
boven. In plaatsvan bol naar boven zegt men ook wel concaaf.

Schema.
Als £"(x) > 0, dan is £'(x) toenemend en f(x) is convex.

Als f'"(x) < 0, dan is f'(x) afnemend en f(x) is concaaf.
Als f" van teken wisselt in x = a, dan heeft f' een extremum in x = a en f

zelf een buigpunt, dat is een punt waar de raaklijn de grafiek snijdt in
die zin dat de punten van de grafiek links en rechts van X ®= a aan ver—
schillende kanten van de raaklijn liggen.

Voorbeeld. £(x) = é— 3. X s

Bij x = 0 treedt een buigpunt op, voor x » 0 is de functie convex, voor
x < 0 is hij concaaf.Verdere details: locale extrema in x = Y3, x = ~/3;

auipunten in x = 0, -3, 3; richting van de buigpuntsraaklijn is ~1.
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Het belang van de tweede afgeleide is dat deze een maat is voor het gekromd
zijn van een grafiek.

We zullen dit nu in een meer expliciete vorm beschrijven.

Als we twee functies f(x) en g{(x) beschouwen waarvoor geldt:

{f(a) = g(a) »
£'(a) = g'(a),

dan betekent dit dat de beide functies in hun-snijpunt bij x * a dezelfde
richting hebben.
Bij iedere functie is er in ieder punt een rechte met dezelfde richting,
nl. de raaklijn. De vergelijking hiervan is:

y = f(a) + (x ~ a)f'(a).

(De beschouwing is op triviale wijze uit te breiden voor verticale raak-

lijnen.)

We zullen zeggen dat de grafieken van twee functies f(x) en g(x) in x = a

dezelfde kromming hebben indien:

f(a) = g(a),
£'(a) = g'(a),
£"(a) = g"(a).

Bij nette functies is er in ieder punt een cirkel die dezelfde kromming
heeft (het zal duidelijk zijn dat een gedeelte van de cirkel in de buurt
van het snijpunt steeds als grafiek van een functie te schrijven is, des-

noods met verwisseling van de x— en y—coordinaat), Deze cirkel heet de
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kromtecirkel van f(x) in x = a. De straal van deze cirkel heet de kromtestraal;
het middelpunt heet het kromtemiddelpunt.

We zullen nu een formule afleiden voor de kromtestraal (de nu volgende
berekening is tevens een bewijs voor het bestaan van de kromtecirkel!l) ,
Gemakshalve nemen we daarbij aan dat £(x) in x = a een niet-verticale raak-

lijn heeft.

" Laat de vergelijking van de kromtecirkel zijn (x-—p); + (y-—q)2 = r2. De opgave
is dan p, gen r te bepalen; inhet bijzonder gaat het daarbij om de bepaling

van r.

fix)

Omdat we verondersteld hebben dat £'(a) < = is, is de cirkel in de buurt van
het punt (a,f(a)) de grafiek van een functie y = g(x).

In de buurt van x = a geldt dus:
2 2 2
(x-p)" + (g(x)-q)" = 7,

We differentieren tweemaal en vinden

Z(x-§;A+ 2{(g(x)-q) g'(x) = 0,

2+ 2(3'(X))2 + 2(g(x)~q) g"(x) = O.
We willen nu voldoen aan: g(a) = f(a),
g'(a) = £'(a) ,
gIl(a') = f"(a) ,

d,w.,z., dat p, g en r moeten voldoen aan
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(ap)? + (@))% = 7,

(ap) + (f(a)-q) £'(a) = 0, .
I+ (Ea)? + (F(a)~q) £"(a) = 0.

Als f'(a) # 0 vinden we

| o,
o @ = l:£§(§§22"-

f'(a)(1+(f'(a))2)

(a-p) =

f"(a)
1] 2 3 et 2 3/2
en dus 12 = (I (£ (a); ) , T = (+{f'(a))™)
(£"(a)) . |£"(a) |

Als £"(a) = 0, zouden we vinden r = = het kromtemiddelpunt ligt dan "in het

oneindige" en de raaklijn en de grafiek hebben dezelfde kromming.

|£"(a) | 377 heet ook wel de kromming van f(x) in x = a.
2
(I+(£' (@)™

1 _
AHet getal T

Als de kromme y = f(x) convexis, ligt de kromtecirkel boven de kromme
(£"(a) > 0; £(a) < q); bij een concave kromme liggen de kromtecirkels be-

neden de kromme.

‘We kunnen het kromtemiddelpunt: ook aldus vinden :
Neem de normaal op de kromme (d.w.z. de normaal op de raaklijn) in (a, f(a)) en
ook in (a+h, f(ath)). Laat Mh het snijpunt van de beide normalen zijn. Het

kromtemiddelpunt is nu lim Mh; {de limiet in de zin van de afstand in het
h~+20

vlak ). We laten het aan de lezer over dit te verifieren.

De kromming treedt op bij de beschrijving van buiging van balken. Als de
doorbuiging klein is, kan men afschuiving verwaarlozen en de hypothese van
Bernoulli aanvaarden dat een doorsnede loodrecht op de balkas na buiging nog
vlak is en loodrecht staat op de doorgebogen balkas. Men probeert dan een uit
drukking te vinden voor de zg. elastische lijn (dit is de kromme &ie aan-—
geeft de vorm na buiging van die vezel in de balklengterichting die niet ten
gevolge van de buiging verlengd of verkort is). Als y = y(x) de vergelij~-

king van de elastische lijn is, dan leidt men in de mechanica af dat:
_yll (x)

(+ ' e

372 = A(x) 3

waarbij A(x) een bekende, veelal eenvoudige,functie is van de plaats.
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Uit deze ingewikkelde differentiaalvergelijking kan men proberen y = y(x)

op te lossen. In het geval dat |y'(x)| << | kan men volstaan met het oplossen

van de eenvoudige differentiaalvergelijking

¥ (x) = afx).

Be hyperbolische functies

Definitie. De functies sinushyperbolicus, cosinushyperbolicus en tangens-

hyperbolicus zijn voor alle x € IR gedefinieerd door:

x -x
inh e —-e
sinh x := 5 ,
X -x
h .. e + e
cosh x := 5 .
sinh x X - e &
tanh x := =

—x .

cosh x X
e + e

Zoals {(cos t, sin t) | t ¢ R} de cirkel met vergelijking xz + y2 =
zo is {(cosh t, sinh t) | t € R} een tak vande hyperbool xz--y2 = 1,

Dit verklaart de naam van de nieuw geintroduceerde functies.

! is,

Het is niet moeilijk de grafieken te tekenen. Allerlei eigenschappen (vgl. ook

de figuur op p. 76) zijn direct uit de definities af te leiden. We sommen er

een aantal op.
(1)

(ii) cosh is een even functie, die convex is;

cosh 0 = i, sinh 0 = 0, tanh 0 = 0;

(iii)sinh en tanh zijn oneven en monotoon stijgend.

Zoals reeds opgemerkt is, geldt (cosh x)2 =~ (sinh x)2 = ]. Voorts geldt

X . P 'S . '
e = cosh x + sinh x. Daarnaast zijn er somformules die moocier maar onbelangrijker

zijn dan in de goniometrie, bijv.

cosh(x +y) cosh X cosh y + sinh x sinh y

sinh(x +y) sinh x cosh y + cosh x sinh y.

Voor de afgeleiden geldt:

(cosh x)' = sinh x ,
(sinh x)' = cosh x ,
(tanh x)' = (cosh }:)—2 .
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Tenslotte merken we op dat cosh x > sinh x voor alle x en dat

- lim tanh x = +1, lim tanh % = ~1 ,
X+ | X

2 7.2. De inverse functie van sinh

De functie sinh beeldt R &é&n-éénduidig op B af; sinh heeft dus een op R

gedefinieerde inverse. Deze kunnen we eenvoudig bepalen; immers uit

y = sinh x volgt



2.

7.3.

- 2
y=£(ex-ex)s ex'2yex—l=0-

Hieruit volgt
e* = ¥ o+ byz-Fl {omdat X

en tenslotte

> 0)

x = Iln(y + Vy2-+|) voor alle reéle y .

De afgeleide van deze inverse functie is ——m .
52+ 1

We vinden zo ook een onbepaalde integraal, namelijk:

J—dt—“ = In(t + t2+])-+c‘.

t +1
S{x+h)
a{x+h)
Q
I S(X)
Pi-
S
x)
x x+h

Voorbeeld (kettinglijn),

Beschouw een aan zijn eindpunten opgehangen, vrij hangende ketting, die zich
slechts onder inviced van zijn eigen gewicht bevindt. Welke kromme zal de
hangende ketting volgen?

Laat deze kromme de grafiek zijn van y(x) (vgl. bovenstaande figuur). Laat a(x)
de hoek van de raaklijn in (x,y(x)) aan de grafiek met de positieve x-as zijn.
Is S(x) de spanning in de ketting in (x,y(x)) =: P en S(x + h) die in

(x + h,y(x + h)) =: Q, dan geldt voor de horizontale en verticale componenten:
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S(x +h)cos a(_x+h)-S(x)cos d(x) =0,
S(x+h)sin a(x+h) -S(x)sin a(k) = g+lengte kettingstuk PQ,

waarin ¢ het gewicht per Jlengteeenheid van de homogene ketting is.

Hieruit volgt:

(8(x)cos afx))' = 0, S _ N

(S(x)sin a(x))' = ¢ 1lim lengte kettingstuk PQ _ g '
h+0 h cos a(x)

Uit de eerste vergelijking volgt S(x)cos o(x) = C; ingevuld in de tweede geeft d

(C tan a(x))' = 333521;7 = g ‘l + (tan a(x))z ’

want
la@) | <3 .
Dus
g _ {(tan a(x))'
C [ ]

\/l + (tan a(x))ZI

Volgens 2.7.2 is nu

In(tan a(x) + Vﬂ-r(tan a(x))ZB = =x+D= % (x-a) ,

(9] 1+

tan a(x) = sinh % (x-a) = y'(x) ,

v(x) = cosh % (x=-a) + A ..

De grafiek van cosh heet daarom wel kettinglijn,

2.7.4. Voorbeeld (Hangbrug; contrast met 2.7.3). Beschouw een kabel met verwaarloos-
baar gewicht en een daaraan opgehangen wegdek met gewicht o per horizontaal
gemeten lengteeenheid. Welke kromme zal de kabel voigen?

We introduceren y(x), a(x) en S(x) als in 2.7.3.
Ontbinding van de spanning in zijn horizontale en verticale componenten

levert
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S(x +h)cos a{x+h) - S(x)cos a(x)

[}
o

S(x+h)sin a(x+h) - S(x)sin a(x) oh. .

Dus (S(x)cos a(x))' = 0, (S(x)sin a(x))' = o.
Uit de eerste differentiaalvergelijking volgt S(x)cos a(x) = C. Hiervan ge-

bruikmakend vinden we m.b.v. de tweede differentiaalvergelijking daarna

(C tan a(x))' T,

tan a(x)

i
alqQ

o}
x+D=:E(x—a),

_ G _ 82
Y"‘z"(':'(x a) + B,

Dit is de vergelijking van een parabool met verticale as.

2.8, De formule van Taylor

2. 8.1, Stelling: Als p(x) een veelterm is van graad < N, en a is een vast getal,dan

geldt:
(x - a) (x - a)2
p(x) = pla) + T p(a) + ——-2-!———p"(a) +eu
N
| B O ()

Bewijs: Noem x - a = h, dan is p(x) = p(a + h) een veelterm in h van graad
< N, dus

N

p(a + h) A, + A]h +.. .+ ANh

0

Neem h = (0; dan vinden we A0-= p(a).

Differentieer naar h:

N-1
! t—1

p'(a + h) A+ 28,0+, 04 NAGh .
Neem weet h = 0; er komt dan A] = p'(a).

Nogmaals naar h differentiéren levert

1" _ - N-2
pla+ h)= 2A2 + 2.3A3h +.0.+ N(N l)ANh .

vrer k= 0 krijgen we p'(a) = 2A2.
Wederom differentiéren levert
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p"'(a + h) = 2.3A ...t NN = (N - AR,

3

Voor h = 0 volgt

P (a) = 2.3.A3 - enz, |

Formule (1) heet de formule van Taylor voor veeltermen. Voor willekeurige

. X . .
functies als e”, sin x, cos x geldt deze formule niet., Om toch een soortge-
lijke voorstelling te krijgen ,definiéren we voor een willekeurige functie

f(x)‘dg restterm En(x,a) door:

' (x -
£(x) = £(a) + (x ;:a) £'(a) + _E_ETE__ £7(a) +...
G =80 M)y 4 r x,a - 2)
_.+———N!—--—-— a l{N ’ .

De gedaante van RN(x,a) wordt beschreven door de volgende stelling. Als in

(2) voor RN(x,a)‘de uitdrukking (3) wordt ingevuld, dan heet (2) de formule ven
Taylor.

2.8,2. Stelling (Taylor). Er bestaat een 6 ¢ (0,1) zodat in (2) geldt:

N+1
Ry = Gty £ @ro- o 3

OEmerking. Men kan (3) herformuleren als:

N+1
Ry(e,a) = Sy 1@,

waarbij £ een punt is op de X—as tussen a en X,

Het is ook duidelijk dat de stelling van Taylor een generalisatie is van de
middelwaardestelling 2,5,5, Het bewijs van de stelling van Taylor kan zonder
erg veel moeite uit dat van de middelwaardestelling worden afgeleid; we
laten het echter achterwege. We wijzen er op dat.de stelling van Taylor ook

een rol speelt bij beschouwingen in 2.6.1, p. 69 bovenaan.
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Voorbeelden.
1) De functie £(x) = e* is willekeurig vaak differentieerbaar op R met f(k)(x)“ex
veor k = 0,1,2,... . Voor alle x e R enn = 0,1,2,... is er een 8 ¢ (0,1) zodat
2 n n+l
X _ X X X ox
e’ =1 + x + 27 +ooat T + TE:TT: e .
Nu is ¥ 5 0, dus voor alle x » 0O geldt

x2 n
ex>l.+x+'2—r+...+';lx—r .

2} De functie f(x) = sin x is willekeurig vaak differentieerbaar op R met
afgeleiden £'(x) = cos x, £"(x) =-sin x, fca)(x) = - ¢OS X, f(a)(x) = ginx = f(x
enzovoort. Met volledige inductie kan men bewijzen dat algemeen geldt
f(n)(x1'= sin(x + %-nn), dus f(Zk)(O) = 0 en f(2k+l)(0)_= (-I)k voor k=0,1,2,..
Voor alle x € Renn € N is er een 0 € (0,1) zodat

x3 x5 x7 (_I)n—lx2n~l 2n
s5in x = x - 3T + 5T 5T +...+ T + 0 x + Rzn(x,O) R

waarin
2n+1 ' n 2n+]

R2n(x.0) = %EETFTTT sin(ex + (n + })m)= S:%%EngTT cos BX .

Neem n = 4; voor 0 < x < v geldt dan

3 5 7
. X X X
Slnx>x-?r+3-r--7—r.

3) De functie f(x) = cos x is willekeurig vaak differentieerbaar op R met
afgeleiden £'(x) = - sin x, f"(x) = ~ cos x, f(3)(x) = gin x, f<4)(xj==cos x=£(3
enzovoort. Ook hier kan men met volledige inductie bewijzen dat algemeen
geldt £ (x) = cos(x + §.nr), dus £200) = (-1 en £K*D gy = ¢

voor k = 0,1,2,... . Voor alle x e Renn = 0,1,2,.., is er een § e (0,1) |

zodat
2 4 6 n
=1 X L X _x (-1) 2n 2n+1
cos x = | ST Y aT T teet GoT Xt 0.x . R2n+}(x,0) .
waarin 2n+2 (-1)RH ] 2n+2
R2n+l(x’0) = T T cos (8x + (n+1)7) = TN cos Bx .

4) De functie f(x) = In(l+x) is willekeurig vaak differentieerbaar op (-1,)

met (vgl. p. 34)

k"‘] ]
£y = LD (11:-1). (k = 1,2,3,...) .
(1+x) :
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Voor alle x ¢ IR enn ¢ N is er een 6 ¢ (0,1) zodat

- = I : n+l
1n(1+x)=x—x—+5—-§--+...+( 1) L Gl D X

n+! (1+Bx)n+]
Hieruit volgt dat voor x > 0 geldt
2 .
x-l‘2—< In(l+x) < x .
Opmerking. De beschouwingen van deze paragraaf worden.in 4.5 voortgezet.

2.9. Techniek van het integreren

In deze paragraaf bespreken we grotendeels aan de hand van voorbeelden

enige kunstgrepen en methoden voor het berekenen van onbepaalde en bepaalde

integralen, Veelvuldig zullenwe daarbij de notatie dg(x) :=g'(x)dx gebruiken,vgl. [

2.9.1, De volgende formules zijn door differentiéren direct te bewijzen.

x*dx = L xa+l +C, a ¥ -1

a+] J—" lafx| + ¢

X x
e dx = e + C s

= * C, a >0, a¥l
cos X dx = ginx + C

sin x dx = =cos x + C :

= tan x + C = -cot x + C

JCOS X

Py

cosh x dx = ginh x + C

ginh x dx = cosh x + C

dx

l+x

= arctan x + C

= 1n|x + sz-azl +C

we

)

J
"“E'}Zc'“ de

J

v

dx .
J = gresin x + C

1=x

J S = In(x + x2eedy v ¢ J—%"-,
/2 2 2 2
X +a X -a

J—‘l"— = lInjtan x| + C:
sin X

2,9.2. Herhaalde partiéle integratie

VYoorbeeld 1. I = Jeaxcbs bx dx = i J.cos bx d(e?¥) =

- i e™cos bx + E Ieaxain bx dx ,




sin bxd(eax) =

ol
S———

Ji= Jeaxsin bx dx =

eaxain bx - E Je“cos bx dx .

] ax b ax b2
Dug I = e ©o8bx+—e ginbx - = I, waaruit volgt
a ' a

ax
I = Jeaxcos bx dx = —;——5 (a cos bx + b 8in bx) + C ,
a +b ‘
ax e
J = Je sin bx dx = -3——3-(3 sin bx - b cos bx) + C .
a +b
Zo is, voor a > Q, -
<« R
- : o ;N
J e 08 bx dx = lim [ a cos %; + g sin bx e-axl ] -
0 N+ a +b 0 a +b2
-X_n
Voorbeeld 2 . Bereken Je x dx =: In.
In = Ie-xxndx = -J xnd(e_g) = —x"e X 4+ q Jeﬂxxn-ldx =
n -x
L A + nIn—-l .
Dit is een zg. recurrente betrekking voor In'
Zo is bijv.
o i «© oo
J e x"dx = lim [_xne-x }4- n J X gy mn J e *x" ax =
0 Nco 0 0 0
w
= n(n-1) J x n—:Zd =
0
-] o
= n(n- l)...’2[ e xxdan(n- l)...2.‘1}f e Xdx =
0 - o
r _
= n! lim| -e ' = n!
N | 0

f

Voorbeeld 3. Bereken J(I + xz)-ndx = Jn » We hebben Jl = J

dx = arctan x+ C.
I+x




Verder geldt

2 2 | 2
J dx _fl+.x xdx-dez—dex

2 J(l+x2)2 ) (1+x7) 1+x (1+x2)?
xd(l+x2) _ ' -
= gretan x = §|— 57 =  arctan x + §{xd( ) =
(b+x7)" 1 +x°
w grctan x + -ji-i— - iJ—jE% = } arctan x + -—-5-5— + C.
2(1+x7) l+x 2(i+x7)

De berekening van Jn (n > 2) is analoog:

2_.2 2 .
J-J-dx ='Jl+x;5-x dx = J ,_dex -
n (1+x2)n Q+x5)" n-l (1+x)" ' |

2
-J_-iJ-——"Xd(“x)-J Tes Jd A -
not L I ICEN S ((I +,ux2)“")

| X 1

+ - I ..
n-1 2(n—-1) (1+x2)n—] 2(n-1} "n-1 °

= J
Aldus volgt
2n=3

- 2873 . 1 X
o 2(n=1) ‘o-1 2(n-1) (“_xf?x-l'

70 hebben we een recurrente betrekking gekregen, die ons in staa* stelt om

J

Jn te berekenén, daar J1 bekend is.

Opmerking. Prcbeer de zojuist gevonden recurrente betrekking ook af te leiden
m.b.v. de substitutie x = tan ¢ (vgl. 2.9.5).

2.9.3. Rationale integrand, splitsingﬁinjarti'éle breuken

7x-1 71 2x~2 d :
Voorbeeld 1. J-T-—- dx - JT—--— dx + 6 J X =
X =2x+5 2 X =-2x+5 X ~2x+5
JI Gty o (_ax |
b 2 2
X -2x+5 (x=1)"+4

In(x% - 2x+5) + 3]‘“5(“ = 1)
[4(x~1)1" +1

ln(x2-2x+5) + 3 arctan {(x-1) + C .

Mo~
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Voorbeeld 2. J 7x-1 5 dx = % J__iéi:i_____ dx + 6 J d; ;=
(x -2x+5) {x"~2x+5) [(x=1)°+4]

_1 [d(.x2_2x+5) +_3_[ a0Ga-1)
2 b -2+t Y-+ 1)

7

o - +

2(x* - 2% + 5)

QJ dt
Y2
_riwaarin we t = {SxF-l) gesteld hebben.,

Voor de laatste integraal verwijzen we naar 2.9.2, voorbeeld 3.

Uitkomst : 3 arctan 4(x-1) + 3x-17 +C.

8 4(x” - 2x + 5)

Alle integralen van rationale functies zijn te herleiden tot de volgende

vijf grondtypen:

a) Jp(x)dx,waarhij p(x) een polynoom is.

b) J)—(‘-‘;‘% = 1In|x-a| + C.
dx 1
c) f = - —=+ C " (n# 1),
(x--a)n (n-l)(x-a)n l

Px+Q . . 2 ' 2
d) dx met positief definiete noemer x“+px +q, dww.z. p°~4q < 0.
x“+px+q

De integraal is te herleiden tot

dx

2 2
(x+4p) " +q~1}p

i JT:?"—*P—— dx +°(Q - ipP)J

x“+px+g

De eerste integraal is gelijk aan 4P 1n@c2+px+q); de tweede integraal is te

herleiden tot een arctan-functie na de substitutie t = (q - {pz)-ﬁ(x-+§p).

e) J FxrQ o dx met positief definiete noemer x2 +px+qgenn>1,
(=" +px+q)

De integraal is te herleiden tot

ip J—Tzﬁ’; dx + (9= ipP) J

x“+px+g)”

dx
£(x+ip)2 +q-t pzln

Je ecerste integraal is direct te berekenen, terwijl de tweede integraal door

- . 2 - o
de substitutie ¢ = (q-—}pz) i(x-+%p) overgaat in f(t +1) ndt, welke in 2,9.2, voor-
beeld 3,behandeld is.




- 86 -

We beschouwen nu algemeen de integraal met rationale integrand:

m m~-1
J aox + a]x + s + am_lx + am dx n.JT(x) dx
b %" + b xn-1 + ... +b x +5Db fof
0 1 n—-1 n

De berekening van de integraal geschiedt in vier stappen.

StaE 1
Stap 2 @

StaE :

Stap 4 3

: Zorg, door deling, dat m:= gr(T) < n:= gr(N) (gr(T) duidt de graad van T(x) a

Ontbind de noemer N(x)} in reEle factoren van de eerste graad en

reéle positief definiete factoren van de tweede graad.

Schrijf T(x)/N(x) als de som van een aantal breuken, waarvan de
noemers zijn de eerstegraadsféctoren van N(x), de definiete tweede-
gréadsfactoren van N{x)}, of machten daarvaen. De teller van deze
breuken is constant in geval de noemer een eerstegraadsfactor is

of een macht daarvan; de teller is van de eerste graad in geval

de noemer een tweedegraadsfactor isAof een macht daarvan,

Deze herleiding van de integrand T(x)/N(x) heet splitsing in par-

tiéle breuken., Zonder bewijs vermelden we dat een dergelijke

splitsing altijd mogelijk is.

Integreer de afzonderlijke partiele breuken; de betreffende inte-

gralen behoren tot de vijf genoemde grondtypen.

Voorbeeld 3 J—E——XB‘PI dx = J‘:"B'.'xm‘"""'I dx .== Jx dx - JT_X-I dx =
x +1 x +1 x +1

Voorbeeld 4. J—-;(— = } J dx _ ) J dx
: i

Voorbeeld 5, J

= ixz -4 J %x dx + J de =
x +1 X +1

- ixz - iln (xz-hl) + arctan x + C.

=
x -1 x+1

X =-

=  Jinlx-1] - JIn|x+1] + C = i lnl':'i'}}" + C.

x=!

_ X~
P S dx = JW dx..

3x"+5x -
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.. x-1 _ A B .
Schrijf nu IR TR T Y dan is
x - 1 = A(x+2) + B(3x-1),
2 3
1 = A+ 3B, -1 = 2A-B, dus A = - 3 B = 3 .

De integraal wordt nu

2 dx 3 dx 2 3

'7[3;‘-—1*”“_“_1“'3""' 7 I fe2] e
x+]

x(x+5)

voudige eerstegraadsfactor bevat.

Voorbeeld 6, J dx . We merken op dat de noemer van de integrand een meer~

De breuksplitsing verloopt dan als volgt:

x+] - A + B + D
Ez ]
x(x+5) x x+5 (x+5)2
_ 2 2
x + 1 = A(x” +10x+25) + B(x" +5x) + Dx,
dus '
A+B=20, ICA+5B+D=1, 254 = 1,
H i 4
A=§3"B E’D 5.

De integraal wordt

R gk = e (3% L |dx
_"x(x+5)T X®%5% % 35 |x+3

wil

J dx -
(x +5)

1 i 4
=5 In |x| - 7T In |x+5| - TGy *

2 2
2" +x + 1 dan 2x  +x+ 1 dx .

Voorbeeld 7. J 5
‘ (x+1)(x"=2x+5)

X=X +3x+5
De breuksplitsing verloopt nu als volgt:

2x2+x+l A . Bx+D

(x+l)(xf-2x+5) x+1 x2-2x+5

2x2+:<+1 sA&2-2x+5)+ (Bx+ D)(x+1) ,
dusg '
A+B=2, -2 +B+D=1, 54+D=1,

7 1
A = |B“ZSD=_Z'

-




De integraal wordt

iJ—-“—-,—iJ—z’—J—-d
X =2x+5

7

= *.]‘nlx"'ll + g

2
In (x"=2x+5) + § arctan §(x~1) + C ;

hierbij hebben we gebruik gemaakt wvan voorbeeld 1 uit deze paragraaf.

d . .
Voorbeeld 8, J = . In dit geval bevat de noemer van de integrand een

x{x"+1)

meervoudige tweedegraadsfactor.
De breuksplitsing verloopt nu als volgt:
i A, Bx+D Ex+F

= - 4 ’
22 e D2 X 21 ()2

s AG*+ 23+ 1) + BxAD) (I +%) + (Ex +F)x,

4

dus (vgl. de coéfficiénten van x ,x3,...,x0)

A+B=0,D=0,22A+B+E=0,D+F=0,A=1,
A=1,B=E=-],D=F=0,
De integraal wordt

J.—dx_::Jd—x-J X dx—J-_E-_—dxn
x(x2+l)2 X 2 2 2

i
[
[=]

"
I
o
i
"
~~~
"
+
=
+
+
(@]

.

2.9.4. Goniometrische integralen

De integraal fR(sin k, cos x)dx,waarin R een rationale functie voorstelt,
is door de substitutie tan 4x = t te herleiden tot een integraal met ra-
tionale integrand. Immers, er geldt (ga dit na):

2

1-t dx 2

. 2t
sin x = ) COS X & = , o= = ———x ,
1 +t? p+el 9 e
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. 2 2 2
Voorbeeld 1. [T:giﬂgﬁ; dx = J 4t2 > ] > 2 5 dt = 4 J tde
« (1+¢7) -t~ 1+t 1+t
l + o
2
I+t
1 2t )
= =2 [td( 5) = - 7 +2arctant +C, = -sinx+x+C.
1+t 1 + ¢

Hoewel deze methode feilloos werkt, is zij meestal zeer omslachtig en is het
aan te bevelen om haar slechts toe te passen wanneer alle andere middelen
zijn uitgeput. Die andere middelen zijn:

(i) eenvoudige substitutie:

(i1) gebruik van goniometrische formules;

(iii) graad verlagen door overgang op sin 2x, cos 2x;

(iiii) substitutie tam x = t.

L2
Voorbeeld 2. J—jin-i- dx = J(l cos x) (1 +cos x) dx = x - sin x + C.

1 +cos x ] +cos x
Voorbeeld 3, JT:?%EEEE'dx = - dea-:o:oi x) - In(l+ces x) + C.

Vaoorbeeld 4, Jsin px sin qx dx = } Jcos(p—q)x dx - } Jcos(p+q)x dx =

= Sin(p-@)x _ sin(p+q)x
23p-q§ §1p+q§' * 6

mits p # q en p ¥ -q is (Onderzoek zelf de gevallen p = q en p = -q).

Voorbeeld 5. J 5 3 dx 3 == L?.J Vi ! d‘; =
a2 sinx+bcos ' x b a 2 Cos x
—2- tan x +1 .
b
1 d(% tan x) a
= ’ey J ] = b arctan [E-tan x1 + C,

'22 tan x + 1
b

(Eigenlijk hebbenwe hier de substitutie tan x = t toegepast. )
In het volgende voorbeeld blijkt dat de substitutie tan }x = t ook wel eens

meevalt.
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dx ] 2 dt
Voorbeeld 6. J = J dt = 2 J -
AL T .I+2 cos X l+2(l-tT) l+t2 3-t2
pee?
_L{J dt +J dt ]__l_ 1n’/37+tan x|,
BLIGE-¢ 1/3+ed /3| /I-tan ix

Voorbeeld 7. Jcosax dx = %J(l+cos 2*)2dx = % J(l+2 cos 2x-+c0522x)dﬁ =

= % de + % Jcos_Zx dx + %J(l +cos 4x)dx =
=§x+lsin2x+-l—sin4x+c
8 A - 32 :

Voorbeeld 8. Jcossx dx = Jcosax cos X dx = J(l-singx)zd(sin X) =

= J(l =2 sin2x+sin4x) d{(sin x) = sinx -% sin3x + % sinsx +C.

dx Jsinzx-kcoszx
= dx =

Voorbeeld 9. J A
cos X cos X

2 d 2
= Jtan b4 d; + J ’2‘ =[tan xd(tan x) +[d(tan x) =%tan3x+ tan x
cos X cos X ‘ |

2,9.5, Integrand R(x,#ax2+bx+c)

De integraal fR(x,Jax2+bx+cﬁhgwaarinE{een rationale functie voorstelt, is

door kwadraat afsplitsen te herleiden tot een van de volgende drie typen:
a) fR(x,/lfxz)dx;verdere herleiding door de substitutie x = sin ¢.

b) fR(x,fxz-l)dx; verdere herleiding door de substitutie x = o5 v

c) fR(x,¢x2+1)dx; verdere herleiding door de substitutie x = tan g¢.

N.B. Let op het teken wanneer wortels worden getrokken,




-.9]_

We beperken ons tot het geven van enige voorbeelden van bepaalde integralen.
1
2
Voorbeeld 1. I=-x~ dx.
0
Substitueer x = sin ¢ en neem ¢ 20, dat het integratie-interval 0 < x < 1
overgaat in 0 < ¢ < {n. Op dit interval geldt \/l-x2 = coszm = cos ¢.

De integraal wordt dan

1 - o o im
V/ 2 2
1-x" dx = cos p dop = 4 (l+cos 2¢)dg =
0 0 0

kn

= [lo + { sin 2¢) = {n ,

'0
De integraal is te interpreteren als deé oppervlakte van een kwart cirkel met

straal 1.

0.

Voorbeeld 2, J dx (a>0).
4 /2 2
a x va"+x

Substitueer x = a tan ¢ en neem ¢ zo, dat het interval a < x < = overgaat

in dm < p < dw,

De integraal wordt dan

T I T s | h(i 20yd(
X cos . -sin 9}d(sin @)
J W I —t dg = J "4 =
x ]/a +x * 81in ¢ a *" - 81n @
“1[_ L, ! ]5"=2-/E.
:T 3 sinp 'R ¥y 3a

dx - J dx
0 (X+4)V;2+4x 0 (x+4)V(x+2)2-4

Substitueer x+2 = 2/cos ¢ en neem ¢ zo, dat het interval 0 S x < = overgaat
in 0 s ¢ < iw,

Voorbeeld 3.

De integraal wordt dan
i n

d d
J m%'n'oj — == 4 bo

in

- .

0 0
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2.9,6, De formule van Wallis

Vaak kan men bepaalde integralen herleiden tot integralen van de vorm

Tf2
e m, . _\0, .
Im,n 3 (cos x) (sin x) dx
0
waarbij m en n niét-negatieve gehele getallen zijn.
Door gebruik te maken van (cos x)2 + (sin X)2 = 1, {(cos x}' = =sin x,
(sin x}' = cos x en partiéle integratie kan men bewijzen dat geldt
I _ (m=1) (m=3) (m~5) .., (n=1){(n=3)(n-5) ,.. m/2 als m en n beide even zijn
m,n (m+n) (m+n—-2) (m+n~4) ,,, 1 in de andere drie gevallen

(elk van de drie rijen factoren eindigt met 1 of 2).

Deze formule wvoor Im n heet de formule wvan Wallis.
Ll

Voorbeelden:
/2
J {cos x)6dx= 2.2;%=-§-§n o lm o= 6,. n = 0)‘,.
0
w/2
J (sin x)7dX?'§':g§—,';§TT=‘lj‘g' (m=0,n=17),
0
n/2 .
J (cos:c)a(sin x)sdx=%%=§%—5 {(m =4, n=25),

0
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2.10. Numerieke integratie

b
2.]0.1. De Riemann-integraal f f(x)dx is niet altijd in
. a 1 :
Zo kunnen we bijvoorbeeld f e * dx niet bepalen omdat er geen elementaire
. ' 0 : 2
functie blijkt te bestaan die primitieve functie is van e - . We bespreken

gesloten vorm te berekenen.

daarom nu enige numerieke integratiemethoden voor de berekening van een be-
b

nadering van f f(x)dx. We beperken ons daarbij tot twee eenvoudige integra-
a

tieformules, namelijk de rechthoekregel en de trapeziumregel., Voor beide re-

gels zullen we onderzoeken tot wat voor fout zij leiden, in vergelijking met
b ;
de werkeliike waarde van f f (x)dx.
a

2510.2. Men kan bewijzen (wij zullen dat hier niet doen) dat voor
een continue functie f op {a,bl geldt '
b
J f(x)dx = £(£)(b - a) voor zekere £ ¢ (a,b) .

a

Een voor de hand liggendé benadering van £ is het midden van het interval

La,b]l, dus ji{;ji . We krijgen dan de rechthoekregel:

b
f £(x)dx = f(-é-l—%—b) (b - a) + E. » (N

a

waarin Er de (werkelijk gemaakte) fout voorstelt die optreedt wanneer we
b

f f(x)dx door fGi-%uh)(b - a) benaderen. De invloed van (afrondings)fouten

a
bij het berekenen van de functiewaarden van f laten we buiten beschouwing.
b
Merk op, dat als f(x) > 0 de integraal f f(x)dx wordt benaderd door de opperviakte

a
van de rechthoek met basis b ~a en hoogte f(=& ; b).

Men kan bewijzen dat voor tweemaal continu differentieerbare functies f
geldt:
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B, = ";'Z; (b - a)3f"(n) voor zekere n ¢ [a,b] . (2)

b

2.10.3. Een voor de hand liggend alternatief is een benadering van f f(x)dx door de

2.10.4.

a
oppervlakte van het rechthoekig trapezium met basis b ~a en zijden f(a) en

£(b). We krijgen dan de trapeziumregel

b
o f(a) + £(b)
[ fax - 2R EO) ¢ - g 45, )
a
o b £(a) + £(b)
waarin Et de fout is die bij de benadering van f f(x)dx door —————= (b -
gemaakt wordt. ' @

Voor tweemaal continu differentieerbare functies f geldt

= e ] - 3 I
E, 53 (b - a)"f"(5) voor zekere 7 ¢ [a,b].. (2)

Opmerking. Wanneer we weten dat E en ook E de volgende vorm heeft:

Cb = a)pf(q) (E) voor zekere £ ¢ [a b], dan kunnen we de precieze u:.tdrukkrng

ervoor afleiden.

/E/T

: & |
NNK |

b a _ b |
rechthoekregel trapeziumregel

Het is duidelijk, dat bij de rechthoekregel de integraal benaderd wordt door

. . . + -
de integraal van een constante functie (namelijk f(-a—rb)) en bij de trape-

ziumregel door de integraal van een lineaire functie (namelijk

f(a) + —f—(hz-—f(f-)- (x - a))., Uit meetkundige overwegingen blijkt direct, dat !
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beide regels exact zijn (dit is: fout O hebben) als f een lineaire functie

is. Hieruit volgt dat q 2 2 is voor beide regels. Met £(x) = x2 vinden
we voor de rechthoekregel

b
. 2 b,2 1
Er== dex— (i-}—) (b-z:l)-l-z-(b-a)3
a
en voor de trapeziumregel
b
2, a® +p? 1 3
E = dex——-—z——(b—a)=*—g(b-a) .

a

Hieruit volgt voor de rechthoekregel

en voor de trapeziumregel

1
1=2,p=3,C=-33

waarmee de formules (2) van 2.10.2 en 2.10.3 zijn ontstaan;

We mogen verwachten, dat we in het algemeen een betere benadering voor
b

[ f(x)dx zullen krijgen wanneer we het integratie-interval [a,b] verdelen
a

in een aantal deelintervallen en voor ieder van die deelintervallen de recht=-

hoekregel of trapeziumregel toepassen. In het nu volgende passen we een ver-

b -

deling toe in n deelintervallen met dezelfde lengte h = 2, dus in de

deelintervallen [a,a +h], [a+h, a+2h]l,...,[a+ (n=-1)h,b]. Ter afkorting
schrijven we £, voor f(a), fi voor f(a + ih), f, voor f(a + h), in het alge-

meen ft voor f{a + th). We vinden zo de samengestelde rechthoekregel:

b

[ f(x)dx = h[f-]/2 + f3/2 tooot fn-(l/2)3 + ER(h) (1)

a

en de samengestelde trapeziumregel

b

j £(x)dx = $nlf, + 2L, + 26,y 4.0+ 2f 4 £f1+E() . (2
4
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Merk op dat de samengestelde réchthoekregel een benadering voor de integraal

geeft met een Riemann-som, Is f tweemaal continu differentieerbaar, dan geldt

En(h) = ;—5 h3(f"(nl)'+...+ £(n ) (3)
waar n; € la+ (J-Dh,a+jh]l (j = 1,.,.,n) en
Ep(h) = = 13 B2 (E" (1)) +ouuk £9(7)) (4)

waar Cj € [a + (j -l)h'a+th (j = l.o|0|n).
Als m en M het minimum en het maximum van " op [a,b] zijn, dan is dus (met
nh = b - a) |

1 2 1 2
r (b-2a)h™nm < ER(h) < 5 (b-a)h'M
en

7 - %M S E @) s-tr - ap?m .

Wanneer we voldoende weten van de functie f, kunnen we hiermee grenzen voor
de gemaakte fout vinden, Het is duidelijk, dat deze grenzen dicht bij 0 lig-
gen wanneer h voldoende klein, dus het aantal deelintervallen voldoende

groot, gekozen wordt.

Voorbeeld. We berekenen m met behulp van numerieke integratie van dx,

0 1-+x2

We delen het integratieinterval [0,1] op in 1,2,4,8 en 16 deelintervallen., We
schrijven R(h) en T(h) voor de benadering met de rechthoekregel en de trape-

ziumregel bij deelintervallen ter lengte h. Daar

b ),,=24x2-—8
1 + x (1+x2)

. 2 1 .2
is m = -8 and M = 2 zodat de grenzen voor de fout 21Jn:-—l-h en == h~ voor |

|
ER(h)l --é- h2 en % h2 voor ET(h). ’ .
h R(h) -% n’ -:-5 b2 T(h) —% h? -g- n®
! 3,200 000 | -0,33 0,083 | 3,000 000 | 0,17 0,67
0,5 3,162 353 | -0,083 | 0,021 | 3,100 000 | -0,042 0,17
0,25 3,146 801 | -0,021 | 0,0052 | 3,131 176 | -0,010 0,042
0,125 | 3,142 895 | -0,0052 | 0,0013 | 3,138 988 | -0,0026 | 0,010
0,0625 3,140 942 | -0,00065 | 0,0026 :

We kunnen concluderen dat 3,1402 < m < 3,1436; vergelijk dit met de exacte
waarde 3,14159265 ... .
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2.10.7. In de praktijk zijn de grenzen voor de gemaakte fout, zoals hierboven beschre-
ven, in de regel zeer pessimistisch: de werkelijke fout is veel kleiner dan
op grond van de grootte van de grenzen aangenomen mag worden. Bovendien is in
de praktijk veelal te weinig van de functie f bekend, om van f" het minimum m
en het maximum M te kunnen geven, In de praktische numerieke wiskunde wordt
daarom een andere methode gevolgd. Deze methode leidt voor voldoend "nette"

functies tot een realistische schatting van de fout: een benadering van de

numerieke waarde van de fout, die in vele gevallen de juiste orde van grootte
heeft. Deze realistische schatting van de fout kan dan gebruikt worden ter
correctie van de verkregen benadering voor de waarde van de integraal, De
"netheid" die vereist is voor de nu te behandelen methode is, dat de tweede
afgeleide f" slechts langzaam varieert, d.w.z. op ieder deelinterval constant

geacht map worden.,

2:10.8. We behandelen het verkrijgen van een realistische schatting van de fout bij
de samengestelde trapeziumregel. De hiermee verkregen benadering voor de in-
b
tegraal I = f f(x)dx bij n deelintervallen ter lengte h = b - 8 is
a

T(h) = bl £y + 2£, +.00+ 2f _, + fn] .

We verdubbelen nu het aantal deelintervallen en krijgen

= 1
T(ih) ‘h[fo + 2f]/2 +2f, 4 2f3/2 a0t 2fn_ +

1 2fn_(1/2) + fn].

Merk op dat T(4h) = 4(T(h) + R(h)), zodat we voor het berekenen van T(}h)
nadat T(h) al bekend is, kunnen volstaan met het berekenen van R(h). Uit

2.10.5, formule (4) volgt dat
" "
£ ) e+ £ )

1 .3 " gt s - 1 2 -
ET(h) = - "1'"2"‘ n (f (CI) +o.-+ f (;n)) —12 h (b a) n
en " ] Wyen ' 1 g

2n ’

1 2
Ep(3h) .= = 55 (4h)"(b - a)

waar ij,Ci,C; € La+ (j-Dh,a + jhl,
Indien we f" per deelinterval La + (j—1)h,a + jhl vrijwel constant mogen

onderstellen, krijgen we

ET(h) = aET(ih) .

Wegens

I =Tl +E () =TUR) +E;(4h) ,
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is
T{4h) - T(h) = ET(h) - ET(ﬁh) z 3ET(ih)

zodat

|
Ep(1h) = 5(T(h) = T(m)) .
Een vermoedelijk betere schatting voor de integraal is dus

T"(h) = T(4h) + 3(T(Hh) - T(W) .

2.10.9. Opmerking. Men kan afleiden dat deze T*(ih) samenvalt met de samengestelde
integratieformule die men verkrijgt door op elk deelinterval de functie f

te benaderen door een parabool. Deze integratieformule heet de Simpsonregel.

1

2.10.10. Voorbeeld. We bereckenen nogmaals 7 via f 5 dx.
0 1+ x

h T | +(Tah) - T0) | TV UR)

| 3,000 000 0,033 333 3,133 333
0,5 3,100 000 0,010 392 3,141 568
0,25 3,131 176 0,002 604 3,141 592
0,125 | 3,138 988 0,000 651 3,141 593
0,0625 | 3,140 942

Vergelijk weer met

gen nauwkeurigheid

de waarde

met die in 2.10.6.

3,14159265 ,.. voor 7, Vergelijk ook de verkre-
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Hoofdstuk 3, Differentiaalvergelijkingen

Wij zijn in het V,W.0. en ook in het vorige hoofdstuk af en toe op differen-
tiaalvergelijkingen gestuit. In dit hoofdstuk geven we een systematische be-

handeling van enige van de eenvoudigste gevallen,

Inleiding; meetkundige interpretatie van de eerste orde vergelijkingen

Een gewone differentiaalverﬁglijkiﬂﬁ van de eerste orde is een relatie van

de vorm

y' o= £(x,y) . (1

Hierbij is f een functie van twee variabelen, die aan elke (x,y) uit een
verzameling in R? een reeel getal f(x,y) toevoegt. De verzameling waarop
f(x,y) is gedefinieerd zullen we aangeven met DOM f. Een functie y(x) ge-
definieerd en differentieerbaar op een interval (a,b) heet een oplossing van
(1) op (a,b), als (x,y(x)) < DOM £ en y'(x) = f(x,y(x)) geldt voor alle

x € (a,b), Op analoge wijze noemen we

(n)

¥y = f(x:yfiynn"-:y(nﬂl))

een gewone differentiaalvqgselijkin& van de n-de orde.

Voorbeelden, 1) y' = -y/x, Alle functies van de vorm y(x) = C/x, waarbij C

een willekeurige constante is, zijn oplossing op (0,») en op (-=,0).

2) De functies sin x en cos x zijn op R oplossingen van de tweede orde

differentiaalvergelijking y" = -y,

3) De vergelijking van Van der Pol (1927)

2
y - u(d=yyt 4y =0
heeft als oplossing onder andere y(x) = 0 voor alle x., Er bestaan ook

andere oplossingen van deze vergelijking, maar deze zijn niet in een een-

voudige gesloten vorm weer te geven (althans als y # 0).

Een differentiaalvergelijking van de vorm

a, 0y ™ v a @y e e a ey = 200
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heet een lineaire differentiaalvergglijking. De functies an(x),...,ao(x)

heten de coefficienten., Als deze constant zijn en a # 0, dan spreken we

van een n-de orde lineaire differentiaalvergelijking met constante coeffi-

cienten.

Als £(x) = 0 voor alle x, dan heet de vergelijking homogeen, anders inhomogeen.
De differentiaalvergelijking uit voorbeeld 1) is dus lineair homogeen van de
eerste orde, met niet-constante coefficiénten, De vergelijking uit voorbeeld 2)
is lineair homogeen van de tweede orde met constante coefficiénten. De ver-
gelijking van Van der Pol uit voorbeeld 3) is niet lineair (in dit geval
spreekt men niet over homogeen of inhomogeen en over al dan niet constante

coefficiénten).

Het blijkt dat een differentiaalvergelijking in het algemeen vele oplossingen
heeft. Vaak kan men alle oplossingen van een eerste orde vergelijking aangeven

in &én formule, waarin y behalve van x ook van een parameter C afhangt:
y = ¢(x,C) .

We zeggen dan dat deze formule de algemene oplossing van (1) voorstelt.

Indien we voor C een bepaalde waarde substitueren,dan vinden we een zg.

particuliere oplossing van de differentiaalvergelijking.

De differentiaalvergelijking‘(1) wordt vaak vergezeld door een zg. begin-
voorwaarde van de vorm y(a) = Yo0 waaraan de oplossing moet voldoen. Door
deze voorwaarde wordt in het algemeen de parameter C vastgelegd,

Bij een differentiaalvergelijking van de n-de orde hangt de algemene oplos-—

sing van n parameters af:
y = ¢(x,Cl,C2,...,Cn) .

Deze parameters kunnen worden vastgelegd door het voorschrijven van n begin~

(n-1)

voorwaarden y(a) = Yoo y'(a) = Yiseeery (a) = Yn-1"

Differentiaalvergelijkingen van de eerste orde laten een eenvoudige meet~
kundige interpretatie toe. Door de vergelijking wordt in ieder punt

(xo,yo) € DOM f een vichting gedefinrieerd, nl, die van de rechte door

(xo,yo) met richtingscoefficient f(xo,yo). Men kan in elk punt (xo,yo)esDOMf
een lijntje of pijltje tekenen dat deze richting heeft.

Op deze manier is het vlak (voorzover de differentiaalvergelijking is gede-

finieerd) bezaald met pijltjes. We spreken daarom van een richtingsveld be-

horend bij de differentiaaivergelijking y' = f(x,y).
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Een functie y(x) is een oplossing als de grafiek in ieder punt een raaklijn
heeft waarvan de richting samenvalt met de richting van het richtingsveld
in dat punt.

We kunnen ook zeggen: de grafiek raakt in elk punt aan het richtingsveld.
Vanuit deze meetkundige beschouwingswijze wordt het duidelijk waarom men

veelal krommen die overal aan het richtingsveld raken (zg. integraalkrommen)

als oplossingen beschouwt (zie voorbeeld 4). Bovendien breidt men het
richtingsveld uit met verticale richtingen (zie ook voorbeeld 4). Van groot
nut bij het bepalen van het richtingsveld zijn de meetkundige plaatsen van
punten met een gelijke richting, de zg, isoklinen, De vergelijking van de
isokline van de richting waarvan de tangens C is, is f(x,y) = C.

We besluiten deze paragraaf met een aantal voorbeelden.

Voorbeeld 4..y' = =%. ye zien dat y # 0 moet zijn. Dan volgt 2yy' = -2x,

Iy T T
dus door integratie vinden we

y2 = -x2 + C.

De constante C is = 0 want C = xz + y2. Met een zeer gebruikelijke slor-

digheid zegt men wel dat de oplossing een stelsel concentrische cirkels

i.St x2+y2= c.

Als men werkelijk functies als oplossingen aan wil geven, dan kan men
. . . 2 2 . o/
bijv. op de cirkel x + y = | twee functies geven: y = I--x2 en

y = “Vl-—xz die beide op (-1,1) aan de differentiaalvergelijking voldoen.

In dit voorbeeld is de vergelijking van de isokline met richting

cC: - E =(C, dus y = - 1 x, een rechte door ¢ met richting loodrecht op

de richting van het velg in zijn punten, We merken apart op dat het
richtingsveld horizontzal is in punten van de y-as en verticaal in pun-
ten van de x-as (y = 0 ).

Van y' = - § zijn dus de isoklinen rechten door de ocorsprong; integraal-
krommen zijn cirkels met de corsprong als middelpunt,

Voor de figuur verwijzen we naar de volgende bladzijde.
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Voorbeeld 5. We memen y' = 2y. Isoklinen zijn horizontale rechten; integraal-
krommen hebben de vergelijking y(x) = y(O)ezx (vgl. onderstaande figuur).
Zouden we hetzelfde willen doen voor y' = -2y,dan vinden we een plaatje dat
uit het onderstaande ontstaat door aan de y-as te spiegelen. Integraalkrommen

zijn nu: y(x) = y(O)e_zx, dus y(x) +~ 0 als x + = en y(x) » tw= als x -+ -»,
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Voorbeeld 6, y' = 2x.

Y

T
f

1
1
_‘/A/’
1
e

/

/!

SN TSN

\
\S §
\

S~
[~

Isoklinen zijn verticale rechten; integraalkrommen hebben de vergelijking y==x2-+y0-

Voorbeeld 7. y' = - 1 heeft als oplossingen y2 = -2x + C (2)

X

De™. (3)

T

y heeft als oplossingen y

y

Door elk punt van het vlak gaat een kromme van de familie (2) en van de
familie (3). Deze beide krommen snijden elkaar in dat punt onder een rechte
hoek., Men zegt daarom dat de families (2) en (3) elkaars orthogonale

trajectorien zijn.

Y
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Voorbeeld 8. Gevraagd de orthogonale trajectorien van de familie parabolen:

2
y:cx’ -.oo<c<co_

We willen dus alle krommen hebben die in elk van hun punten loodrecht staan

op de door dat punt gaande parabool,

Oplossing. De raaklijnrichtingen van de parabolen volgen door differentidren. We
hebben y' = 2¢x = %E + Voor de orthogonale trajectorién geldt dus:

De oplossingen van deze laatste vergelijking zijn:

2y2 = -x2 + C, C

1%
(=]
-

een familie ellipsen.

Opgave. In elk van de voorbeelden 4, 5 en 6 ( en ook in voorbeeld 1)
waren de isoklinen recite lijnen, Dit is in het algemeen uiteraard niet het

geval. Teken het richtingsveld van

y' o+ 2xy = x . ' .

In 3.2 en 3,3 bespreken we twee typen van differentiaalvergelijkingen van de eer:
orde. De te bespreken theorie in 3.2 hebben we ongemerkt al in enkele
voorbeelden gebruikt, In 3.4 worden hogere orde lineaire differentiaal-

vergelijkingen met constante coéfficiénten aan de orde gesteld.

Scheiding van variabelen

Een differentiaalvergelijking van het type

(- £(x)
y ) n

kunnen we schrijven als

g(yy' = £(x) . | (2)
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Zij G een onbepaalde integraal van g en F een onbepaalde integraal van f,

dus

G(y) = Jg(y)dy. F(x) = Jf(x)dx .

Voor een oplossing y(x) van (2) geldt dan volgens de kettingregel:

T GG = YNy @ = gyG))y' @ = £(x) = F'(x) ,
zodat

G(y(x)) =F(x) +C . (3)
Door deze vergelijking is y(x) impliciet als functie van x gegeven,
Gewoonlijk gaat men bij het oplossen van (1) op de volgende formele manier
te werk, Men schrijft

dy . £
dx  g(y) ?

waaruit volgt
gly)dy = f(x)dx , : (4)
f [
|gdy = |Edx
G(y) = F(x) + C .

Hoewel (4) alleen formele betekenis heeft zien we door vergelijken met (3,
dat op deze manier toch het juiste resultaat wordt gevonden,

Een differentiaalvergelijking van de vorm
y'(x) = f£(x)h(y) (5}

wordt van de gedaante (1) als we g(y) := 1/h(y) stellen. Hierbij nemen we

dan aan dat h(y) # 0 is. Als voor zekere Yq geldt h(yo) = 0, dan is de con-

stante functie y(x) = Yo een oplossing van (5). Deze oplossing wordt niet terug-

gevonden als men de vergelijking op de hierboven beschreven wijze oplost,

Daarom moet deze oplossing apart worden vermeld,

Voorbeelden.
1) xv' -y =0,
We dealen door xy; dit geeft

dy _dx

v
'\‘_r x
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Dan volgt na integratie

Inly| = 1njx| +C,

c
vl = e"lx|

Let wel, dat y 20 (d.w.z. y=0.voor allex) ook een oplossing is, die we hebben
duisterd omdat we door y hebben gedeeld. Derhalve vinden we als algemene

oplossing
y = Dx ,
waarbij D een willekeurige constante is,

y' =1+ y2 heeft als algemene oplossing y = tan(x+C). Merk op dat geen

enkele oplossing over een interval met een lengte groter dam 7 is gede—

finieerd, hoewel de differentiaalvergelijking overal is gedefinieerd,

Laat het aantal individuen van een bepaalde (dieren~ of planten~) soort
in een gegeven milieu op het tijdstip t gegeven worden door p(t).

Een eenvoudig model van het verloop van p(t) als functie van t krijgen
we, als we veronderstellen dat de relatieve groei een positieve con-

stante 1is;

p(E)/p(E) = A .

(N.B, Differentiatie naar t, in het bijzonder als t de tijd voorstelt,
geeft men vaak aan door een punt in plaats van een accent,)

Dit levert de differentiaalvergelijking

p(t) = Ap(t) ,
die volgens bovenstaande methode kan worden opgelost. We vinden

p(e) = cert

We zien dat de populatie "expomentieel" toeneemt. Gewoonlijk zal echter
tengevolge van overbevolking de relatieve groei afnemen als de populatie
toeneemt, Een eenvoudig model daarvoor is

p(t)/p(t) = a - bp(c) ,

waarbij a2 en b positieve constanten zijn., Dan is
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p(t) = ap(t) = bp(t) .

De oplossing van deze differentiaalvergelijking wordt als volgt gevonden:

waarbij D (= #+ e—aC) een willekeurige constante is. De waarde D = 0
correspondeert met de constante oplossing p(t) = a/b, die we in boven-

staande afleiding hebben verduisterd. In de navolgende figuur zijn een

aantal integraalkrommen geschetst.

p(t}

=21

Merk op dat ﬁ < 0 als p > a/b en 5 > 0 als p < a/b, We zien dat in de

stationaire toestand de populatie gelijk is aan a/b,

4) Een kapitaal staat uit tegen een constante rente p%. Het beginkapitaal
(op tijdstip t = 0) is K,. Op het tijdstip t is de kapitaalsgroei even-

redig met het kapitaal, i.e.

f{=uK.
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De oplossing is K(t) = Koeut. We kunnen u bepalen uit

-k =K - L

k(1) - K(O)_.” Ko o 0 " Too °

dus

= In(l+p/100) < p/100 (vgl. p. 82, 4e regel van bbven).

5) De snelheid van desintegratie van een radiocactieve stof is evenredig met

de aanwezige hoeveelheid. Als dus y(t) de op het tijdstip t aanwezige

hoeveelheid radicactieve stof is, dan geldt

-y =AY .
De oplossing is y(t) = y(O)e_kt; A heet de desintegratieconstante,
halfwaardetijd Ti berekent men uit y(Ti) = iy(0), dus Ti = lnA2 .

3.3, Lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde

We beginnen met de homogene lineaire differentiaalvergelijking van de

orde:
y'(x) + £(x)y(x) = 0,

Deze vergelijking kunnen we oplossen d.m.v. scheiding van variabelen:

& = f(x)dx ,

y

In IY| = _Jf(x)dx + Cl ’
waaruit volgt

y(x) = C exp(—Jf(x)dx) .

Zij nu u(x) een willekeurige niet-triviale oplossing van (1), dus een

De

eerste
L )

(1)

(2)

functie van de vorm (2), De algemene oplossing van (1) is dan te schrijven

als
y{x} = Cu(x) ,

waarbij C een willekeurige constante is,

(3
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Beschouw nu de inhomogene vergelijking

y' ¢ £(x)y = g(x) . (4)

Deze differentiaalvergelijking zullenwe oplossenmet de methode van variatie van

constanten., Vervang daartoe de constante Cin (3) door een functie c(x) en zoek een op-
lossing van (4) van de vorm
y(x) = e(@)ulx) . (5)

Als we (5) in (4) substitueren en daarbij gebrﬁiken dat u'(x) + £(x)u(x) =0,

dan vinden we

y'=c'u+ cu' = ~fcu+ g,

dus

t

c'lu=g, c¢'=glu, _ (6)
waaruit we c(x) kunnen bepalen door integratie,

Merk op dat u(x) # 0 voor alle waarden van x € DOM £ (zie (2))., Daarom is
het geen beperking te veronderstellen, dat de oplossing y(x) van (4) van de
gedaante (5) is, Alle oplossingen van (4) zijn zo te schrijven,

We vinden de algemene oplossing van (4) door voor c(x) de algemene oplos~

sing van (6} te nemen, De algemene oplossing van (6) is van de gedaante

c(x) = co(x) +C,

zodat de algemene oplossing van (4) wordt gegeven door

y(x) = cy(x)u(x) + Cu(x) . ' (7)

3.3.1, Stelling. De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking (4) is ge-

1lijk aan eén particuliere oplossing van de inhomogene vergelijking (nl.

co(x)u(x)) plus de algemene oplossing van de homogene vergelijking (1).

Voorbeelden,

x + 1
X

1) y' - ¥y =X~ x.
De bijbehorende homogene vergelijking

y _x + 1 0
X

heeft als oplossing




2)

JEX_=Jx+1dx.
y X

lnly! = x.+ injx| +C,
¥y = Dxex .

De oplossing y = O correspondeert met D = 0, We kiezen u(x) = xe™.

Zoek nu een oplossing van de inhomogene vergelijking van de vorm

y(x) = c(x)u(x) = c(x)xex .

Na substitutie in de inhomogene vergelijking vinden we

c'(x)xex + c(x)(ex-+xex) - xrl c(x)xex =x - x2 .
waaruit volgt
x—x2 -X
c'(x) = —= (1=-x)e .

Ke

. r _ _
c(x) = J(l-—x)e ¥ix = xe * + c .

De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking luidt nu

v(x} = x2 + Cxe: .
waarbij C een willekeurige reele constante is.

Voor de differentiaalvergelijking y' + 2xy = x uit de opgave van 3.!

vinden we als algemene oplossing

2
y(x) =} + Ce—x s -

waarbij C een willekeurige constante is,
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3.4. Lineaire differentiaalvergglijkinggp met constante coefficienten

3.4.1, Vergelijkingen van de eerste orde, De vergelijking

L]

y' - ay = £ (1

waarin a een constante is, laat zich oplossen met de methode uit 3.3, We

vinden als algemene oplossing: y(x) = yp(x) + yh(x), waarbij yP een par-
ticuliere oplossing is van (1) en Y de algemene oplossing van de bijbehorende
homogene vergelijking y'~ay=0 is. Er volgt datiyh(x)==Ceax,waarbij cC
een willekeurige constante is.

~ Vaak is het eenvoudiger om een particuliere oplossing yp te bepalen door
"proberen", in plaats van met de methode uit 3.3. Zo kan men in geval

f=5b

constant, ook voor y een constante functie proberen. Substitutie

van y @ in (1) levert o= -b/a, dus yp = -b/a (als a # 0). Op analoge
wijze kan men ook voor andere rechterleden f geschikte functies yp probe—
ren als particuliere oplossing van (1). Een en ander is samengevat in de
volgende tabel.

In deze tabel zijn p(x) en q(x) polynomen; gr p duidt de graad van p aan.
Als men op deze manier een particuliere oplossing yp gevonden heeft, luidt

de algemene oplossing van (1): y(x} = yp + ce®*,

£(x) vorm van yp(x)'
p(x), gr{p) = n, a #0 q(x), gr(q) = n
p(x), gr(p) =n, a=0 xq(x), gr(q) = n
blsin X + b, cos x Blsin X + 82 COs X
ebx, b #a aebx
o3 | xe¥
p(x)ebx, gr(p) = n, b £ a q(x)ebx, gr{q) = n
p(x)e®®, gr(p) = n xq(x)e™, gr{q) =n .
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3.4.2, Vergelijkingen van hogere orde

Lineaire differentiaalvergelijkingen van hogere orde met constante coeffi-

ciénten hebben de algemene gedaante:

(n) a y(n"l) .

y 1 .t any = f(x) 3

waarbij de coefficienten ayseeesa niet van x afhangen.

In dit stadium beschikken we niet over voldoende kennis van de algebra omde theorie
van het oplossen vandeze vergelijkingen afdoende te behandelen. Wijwijzen op de

analogie met 3.4.]1 en beperken ons thans tot differentiaalvergelijkingen vande or
twee. : ' |

Vanwege het feit dat de meeste toepassingen proceéﬁéﬂ béschriﬁven die in
de tijd verlopen, noemenwe de onafhankelijk veranderlijke t in plaats van x
en gebruiken we de flux notatie. ‘

De vergelijking kan dan geschreven worden als:

g+ 2ay + by = £(t). )
Vergelijkingen waarin £(t) = O heten homogeen.

y+2ay+by=0 (2)
heet de bij (1) behorende homogene vergelijking.

Er gelden nu de zeer belangrijke eigenschappen (ga dit zelf naj):
a) Als yl(t) en yz(t) oplossingen zijn van (1),dan is y](t) - yz(t) een

oplossing van (2).

b) Is yl(t) een oplossing van (1),dan is elke oplossing van (1) te schrijven

als yl(t) + yo(t), waarbi] yo(t) een oplossing is van (2).

¢) Zijn yl(t) en yz(t) oplossingen van (2),dan is ook C yl(t) + D yz(t) een

oplossing van (2), waarbij C en D willekeurige constanten zijn.
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Op grond van a) en b) zullen we om de algemene oplossing van (1) te vinden,
kunnen volstaan met het opsporen van de algemene oplossing van (2) en het
zoeken van een (zg. particuliere) oplossing van (1). 0ok hier geldt dus de
belangrijke stelling 3.3.1.

We hebben intultief het idee dat de algemene oplossing van (2) twee niet
door elkaar te vervangen constanten moet bevatten. Zonder dit te preciseren
zien we m.b.v. c) dat we daarom klaar zijn met het oplossen van (2) als we
twee niet in elkaar uit te drukken oplossingen_yl(t) en yz(t) gevonden

hebben.

De vergelijking y + 8y = 0 heeft als-oplossing y(t) = C e;\‘t

, waarbij
A + a= Q. Dit leidt ons er toe ook in het geval van (2) te proberen op-
lossingen te vinden die e-machten zijn. '

Wil y = elt een oplossing van (2) zijn,dan moet gelden:

A%+ 2a A+ b =0, | (3)

(3) heet de bij (1) behorende karakteristieke vergelijking.

Of deze reele oplossingen heeft wordt bepaald door het teken van de discri-

minant A := 4&2 - 4b.

Stelling.
(i) Als 32 > b, dan heeft (2) als algemene oplossing
At ALt
1 2 .
Cle +Cze Y-
‘waarbij
2

de wortels van (3) zijn.

‘s 2 _ .
(ii) Als a” = b,dan heeft (2) als algemene oplossing

~at ~at
Cl e + Czt e ,

waarbij -a de enige wortel van (3) is.

(iii) Als a2 < b,dan heeft (2) als algemene oplossing
e-at(C] sin Ub‘az t + C2 cos \}b-a2 t).

We kunnen door differentiéren zonder moeite nagaan dat alles wat in de stel-
ling een oplossing genoemd wordt het ook is; we merken op dat er steeds in

de aangegeven oplossingen twee verschillende constanten voorkomen., We laten

het bewijs dat we inderdaad z2lle oplossingen van (2) hebben achterwege.
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Voor het vinden van een particuliere oplossing van de vergelijking (1), (de inhomogeé
vergelijking) zijn geen algemene regels te geven, Men krijgt wel enige routine in
bet proberen van een goede gissing door het oplossen van vraagstukken. Men zie!
ook de tabel uit 3.4.!, waaruit blijkt dat de vorm'van een particuliere oplossing

vaak samenhangt met de vorm van het.rechterlidvan de inhomogene vergelijking.

g e

We beperken ons hier tot enige voorbeeelden die van groot belang zijn voor
de toepassingen. Het is nl. zo dat vergelijking (1) de beschrijving is van

een grote klasse van trillingen in de mechanica en de natuurkunde.

We beschouweneen lichaam met massa m, dat een rechtlijnige beweging uit-

voert onder werking van drie krachten:

a) een elastische kracht, gericht naar een evenwichtstoestand, 0, en even-
redig met de uitwijking: -ey (e>Q); - _ ‘

b) een wrijvingskracht, evenredig met de snelheid en tegengesteld gericht:
-wy (w>0),

¢c) een uitwendige kracht: g(t).

Op grond van de tweede wet van Newton (kracht = massa xversnelling) geldt nu:

my=-wy-ey+ g(t),

"
*

W e 1
yroy oy = g(t),

en dit is vergelijking (1) met a = %n-o y b =% (dus a > 0, b > 0} en £(t) =% g(t).

Ook het eerder besproken voorbeeld van een slinger (p. 70) wordt in goede benadering
beschreven door een vergelijking van type (1),waarbij bovendien wrijving

nog mede in rekening gebracht zou kunnen worden.

Is de uitwendige kracht g(t) = 0,dan spreken we van een vrije beweging;

anders van een gedwongen beweging. Het getal a heet de dempingscoefficiént. De be-
weging heet ongedempt wanneer a=0. De vrije ongedempte beweging is dus de harmonische

trilling (zuiver sinusvormige trilling) diewe alin 2.6.1 beschreven, want uit
y+by=0 (b > 0)
volgt:

] 2
We bekijken enkele gevallen.

y=¢C, sin ¥b t + C,) cos /b t = C sin(vb t + p). |
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1) We beginnen met op te merken dat als (3) een of twee reéle wortels heeft,
deze negatief zijn (omdat in de fysische betekenis a > 0, b > 0 is).
De vrije beweging is dan aperiodiek en gaat maar nul omdat

. -t . -
lim e = lim t e t. 0.

0 o
Neem als voorbeeld | ¥ + 3y + 2y = gin ¢,
De homogene vergelijking luidt Lo y + 3y + 2y =0,

De karakteristieke vergelijking heeft de vorm _12 +3 +2 =0

de wortels zijn A om =], 12 = =2,

De algemene oplossing van de homogene vergelijking is:

y(t} = Cl e b+ 02 e_Zt.

Om een particuliere oplossing te vinden,proberen we o en B 28 te bepalen
dat yl(t) = o sin t + 8 cos t aan de inhomogene vergelijking voldoet.

Met

e

&l =acost - B sint,
y, = -o sin t -~ B cos t,
volgt

;l + 391 +‘-2.yl {(—a-38+ 2a) sin t + ( B+ 3a + ZB) cos t.

Om aan de vergelijking te voldoen moeten o en B dus zodanigworden gekozen dat geldt

a~ 38 =1,
3a + 8= 0.
! - - 3

Als algemene oplossing van ons probleem vinden we
-t -2t 1 3

y(t) = Cl e + C2 e + T sin t 10 cos t.
Elke functie die 2an de differentiaalvergelijking voldoét, is dus te verkrijgen
door een speciale keuze van Cl en CZ'
Om de oplossing van het probleem eenduidig vast te leggen
moet meer gegeven zijn; bijv. de uitwijking en de smelheid op het tijdstip
t = 0: y(0) en y'(0) (we noemen dit de beginvoorwaarden).

Er volgt

'
l 2
i
Ty (0) = ~¢, = 26, *+ 15
hieruit kunren we C1 en C2 oplossen en uitdrukken in y(0) en y'(0).

_3
y(0) = *Cy =35,
+
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.. . | ]
Is bijv. y(O)‘B y'(0) = C,dan is Cl =3 02 - - 5 -
Omdat 1 sin t -3 cos t = l—-VIO sin(t-¢), waarbij cos ¢ = L Y10

10 10 10 10 ’
sin g = + %6 /10,zien we dat de beweging voor grote t ongeveer periodiek
is met dezelfde periode als de uitwendige kracht en een fasevertraging

van o ® 71° 24',

We bekijken nu een geval waar de karakteristieke vergelijking geen reele
wortels heeft. We némen weer een periodieke sinusvormige uitwendige
kracht.

In ; + 2a y +by= A sin wt is dan b-a2 > 0; stel p2 1= b--a2 met p > O.

De algemene oplossing van de homogene vergelijking is dan (vgl. iii) van p.

y(t) = Cl e_at gin pt + C2 e at cos pt

en dit kunnen we schrijven als

y(t) = C e °¢ sin(pt + @),

. eqqs . 2r . -
een harmonische trilling met periode — waarvan de amplitude C e at

exponentieel afneemt (Immers, we veronderstellen dat a > 0).

We schetsen de uitwijking van deze zg. vrije gedempte harmonische trilling.

Y

\ /T T — ca—at
ﬂ_ts:r -t
- -Ce™at

__,#-
—

L~ vrije gedempte harmonische

trilling

We nemen aan dat a &£ 0 {het vinden van een particuliere oplossing in het
geval a = 0 (geen demping) en w = p wordt behandelde op p. 117, onderaan,

en p. 118).

We proberen nu ¢ en g zd te bepalen dat y](t)=<xsin wt + B cos wt aan de
inhomogene vergelijking voldoet; beter nog proberen we B en § (met B > O

en -¢ £ § < 1) te vinden 28 dat yl(t) = B sin (wt+s) aan de differentiaal-

vergelijking voldoet.

11
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Dan moet gelden
2 . ,
~Bw~ sin(wt+é) + 2aBw cos(wt+8) + b B sin(wt+d) = A sin wt ,
B(b—wz)(sinmt cosd + cosyt sin §) + 2aBu(coswt cosé - sinwt sind) =

= A sinet,
De coefficiént van coswt in het linkerlid moet gelijk aan nul zijn, die van

sin wt moet gelijk aan A zijn. We vinden

—2aw 2
sin 6 = = cos 6 = —_—

b-w
2 | R
V(b-mz) +4a2w2 V;b—wz) +4a2w2

waaruit § te berekenen is (merk op dat sin & < 0,dus -1 < § < 0:

de fase blijft achter) en

B = A (amplitude van de gedwongen beweging). (4)

2

+4a2w2

!
V(b-wz)
In de algemene oplossing
y{t) = B sin{wt+s) + C e-at sin(pt+g)

zijn C en ¢ willekeurige constanten. Omdat a > 0,gaat e 3t naar 0 als t + o,

Voor grotewaardenvan t is de oplossing dus ongeveer:
y(t) = B sin{wt+§),

een zuiver sinusvormige trilling met dezelfde frequentie als de uitwendige

kracht en een achterstand in fase,

We bekijken de amplitude (4) van de gedwongen beweging.
Deze is afhankelijk van w ., We gaan navoor welkewaardenvan w de amplitude maxi-

maal is, Daartoe moet (b-wz)2 + 4a2w2 minimaal zijn; dit is het geval

voor mz = b~2a2. De maximale B is dan:

n.._A'...-.
max  2ap
Als de demping gering is (a klein), kan Bmax zeer groot zijn; men spreekt
van resonantie tussen uitwendige kracht en het trillende systeem.
Indien de demping afwezig is (2 = 0) wordt resonantie zeker catastrofaal,

omdat de amplitude. van de gedwongen beweging dan naar oneindig nadert.
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We bekijken dit geval.speciaal wanneer b = wz. De differentiaalvergelijking
heeft dan de vorm

. 2 . '
Y+ wy=Asin wt. _ (3)

We proberen nu yp(t) = Bt sin(wt + §) en vinden als oplossing:

= - A

De algemene oplessing van (5) is dus

A .
v(t) o t cos wt + C1 cos wt + C2 sin wt.
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Voorbeelden. (El')

- 119 -

Hoofdstuk 4. Reeksen

Enkele begrippen

Definitie. Een oneindige rij reéle getallen (kortweg: rij) is een afbeelding
van N naar R, |

Laat f: N + R een rij zijn; stel f(1) = ai,f(2) = az,...,f(n) = A ,e0. o We
kunnen de afbeelding f dan vastleggen door zijn beelden 81585985540, te ge-
ven. Vaak noteren we een rij daarom met a1385585504043 afkortingen met dezelf-

de betekenis zijn (an)néN' (an)nﬂl en (an). De getallen a; heten de elementen
van de rij,

In de praktijk denken we bij een rij in de regel niet direct aan een afbeel-
ding f van N naar R, maar aan de beelden ervan, dus aan een genummerde serie

punten a_ op de reele getallenrechte.

f(n)T

1234;»-—-«“‘0* o——s

1 1 1 1
ndq. dus ].2‘,3.?.-00; aﬂ';
+ now

(—I)n):-l’ dug —1,+1,~1,+1,~1, Lyaass a - (=
| i1 1
?)’ dus l,z‘,?"m'o-u; an “':'z L]

Opgave. Z1ij (an) de rij met
}(-n+1) voor n oneven ,
in ‘voor u even ,

Geef de verzameling van de elementen van deze rij,
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4.1.6.

4.1.7,

4.1.8,
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Definitie. We zeggen dat de elementen van een rij (a ) ne 2P den duur (afge-
kort: o.d.d.) een bepaalde elgenschap o hebben, wanneer er een getal N ¢ R

bestaat, z8, dat voor alle natuurlijke getallen n met n > N geldt, dat a, de
eigenschap o heeft. Gelijkwaardig hiermee is: a heeft op den duur elgenschap

a indien er slechts eindig veel natuurlijke getallen n zijn, 23, dat a, de

eigenschap o niet heeft.

Voorbeelden.

1) In n > 1000 o.d.d. (namelijk voor n > elOOO

)

2) = e (- ﬁ , Tclﬁ) 0.d.d. (namelijk voor n > 100).

3) Voor iedere 8 > 0 geldt: % € (-6,8) o.d.d. (namelijk voor n > %).
4) Het is niet waar, dat (-1)" > 0 o.d.d.

5) Voor iedere a > Q geldt e > n® o.4.d.

6) Voor iedere b > 0 geldt ln n < a? o.d.d,

Definitie, Laat (a ) een rij en a een reeel getal zijn. De rij (a ) conver-

geert naar a (notatle' a, - a) wanneer voor iedere € > 0 geldt:
%1e(a-e,a+e)o.md.

Equivalente formuleringen:

Yeso aNdR VmN(an € (a=-¢, a+e))

Ve:>0 ElNe]R Vn>N(|an - a| <o

Slordig gezegd: een rij (an) convergeert naar a wanneer voor grote n geldt,

dat a, zeer dicht bij a ligt.

Voorbeelden,

_ I0n + 6
n 2o+ 1 ‘ -
Werkwijze: We beschouwen de ongelijkheid |an - a! < £ en trachten hieruit

1) De rij (a ) met a convergeert naar a = 5.
e}

n op te lossen. Op klad werken we dit als volgt uit:

[ - 1 . 1
lZn + 1) 20+ 1°*70n + 1

|10n+6_ |
In + 1

2n + ] > %-, n > iG& -1 .
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4.1.9.

41104

Aan de hand van het gevonden resuitaat wordt met een gschijnbaar slim ge-
kozen getal N begonnen met het

. . . s . \ . .. i '
Bewijs. 2ij e > 0 willekeurig. Neem hierbij N =}%(E - 1). Voor iedere n>N

| 1 ' 1 i
geldt dan n > %(E - 1), dus 2n+1 > = » dus ST < 6 dus ]3;—:—T| < e,
dus |—lg‘n"'-:—E - 5| <& zodat |a_ - al < ¢ voor n > V. O
2n + 1 n

..fn” + 2 sinn
De rij 3 convergeart naar 0.
2n” + 5n + |

Werkwijze: Daar het te moeilijk is om de ongelijkheid Ian - al <€ op te

lossen, gaan we eerst schatten:

2 . 2 _ 2
n + 2 sinn < n- + 2 < n- o+ 2 2
2n °

2n3 + 5n + | _2n3 + 50 + | - 2n(n2 + 2)

2 .
n- + 2 sinn

2n3 + 5n + 1
Het eigenlijke bewijs wordt analoog aan 1) geformuleerd.

dus < € geldt zeker als %H < €, dus als n >'%E '

Eindig veel getallen al,..;,aN hebben een som, zeg SN° Dus
N
SN a, + a, +,...4+ ay = En_! a -

Beschouw nu een oneindige rij getallen a y»e» €n vorm de rij van de

{28528,
zgn. partiele sommen:

§, = a, +a, , 8,6 = a ta)*ta;,...,

SN = a + a, *ooat By seee o

De uitdrukking

a +a, ta, . (= il

| 3 an)

n=]

. . d . . -
noemen we een (oneindige) reeks; de N e partiele som SN 18 dus de som van de

. [~
eerste N termen uit de reeks znnl an .

Definitie: Als lim SN bestaat en gelijk is aan S,dan heet de oneindige reeks
N-)Oo
a +a,+ a3 *...+ a +,,, convergent met som S; als ;iz SN niet bestaat, dan

heet de reeks divergent en dam heeft hij geen som.

Voorbeelden.
2 n—-1 1 -~ rN . ae
) L+ +1r° +...3 a =r : SN = { o veorr ¥ 1. De oneindige meetkun-
. L « n-1 , 1
dige reeks L _, a =% r is convergent als [r| < | met som § = T
-r

n=1
en is divergent alg |r| 2 )

2) 1+ 1+ 1+ 1 +.,,; a = s SN = N > 315 N + », De reeks is divergent,

N _ . TS i . :
L=1+1=1+%+.,.; a = (D" Sy is afwisselend 0 en 1, heeft dus geen

Ilmiet. De beschouwde recks is divercent.




3) Beschouw deoneindige rekenkundige reeks 1 + 2 + 3 + 4 + 5 +...3 a_ = n;
n

Sy = IN(N + 1) + = als N+ o, De reeks is- divergent.

i 1 I 1 .
L) 1 + E.+ 3 + 7 Yeurs a, == de z.g. harmonlscﬁe reeks. Deze is divergent om~
K+
1 | 1 1 1 1 i | . 2 | i
— et — > = —m = = > — - —
dat 3 + 5 75 3 7 + 3 > 7 i.h.a. & k@ > 5 Dus
(k+1) a

S2k+l > ~——= , Hieruit volgt S, + = als N + «,

2 N
1 1 1 1 1 S R o -1
DTz I3t st s i T mr ) Cn ar1t ST TReT
. : ® 1 _
iiz Sy = 1. De reeks is dus convergent en EnaI-ETEj:vTY =1.

Een van de eerste doeleinden die we nagtreven is stellingen te bewijzen die
ons in staat stellen tot convergentie of divergentie van een reeks te be-
sluiten op grond van direct te controleren gigenschappen van de termen a en
met omzeiling van het vaak moeizame uitrekenen van de partigle sommen Sy-
Een voorbeeld van zo'n stelling is de volgende.

4.1.11. Stelling: Als de reeks a, + a, + a, +... convergent issdan is lim a_ = 0.

1 2 3 o N
Bewijs: lim Sy ™ lim SN-I =5,
N N
dus
ay = SN - SN*I +S8~8=0 als N+ =, ad

Opmerking: We kunnen deze stelling alleen gebruiken om van sommige reeksen

de divergentie te bewijzen: als nl. a_, niet tot 0 nadert als N » <, dan is de

N
-eeks divergent. (Zie voorbeelden 2 en 3.) Het omgekeerde van de stelling

("als lim ay =0, dan is la_ convergent') geldt niet, zoals blijkt uit het voor-
beeld van de harmonische reeks {voorbeeld 4).
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Zonder bewijs vermelden we nog een aantal eenvoudige resultaten.

: «® « + . F oo
Stelling: Als zn=lan en En=lbn convergent zijn, dan is ook Znﬂ(an + bn)

convergent en voor zijn som geldt

) () +by) = ) & * ) ba
n=| n=1 - n=]
o -

g . . _ A
Stelllng‘ Als zn=lan convergent is, dan 18 voor elke A ¢ R ook Zn=1( an)
convergent en

o

1 (a)= x)a .
a=1 " n=1 ©

. o - . L]
Stelling: Als En=lan divergent is, dan is voor elke A ¢ R met A # O de

reeks En=](han) divergent.

We zullen bij het convergentieonderzoek kebruik maken van de volgende plau-
sibele (maar op ons niveau van fundering van het begrip "reele getallen"

niet te bewijzen) uitsprask over rijen reele getallen.

Stelling: (Van de begrensde monotone rij). Als a, < a_ S a_ S...€a < a

<
1 2 3 n n+]
S ... e 3 %< M voor elke n,dan bestaat
lim a en lima <M,
n—)—m n n-m n

Opmerking: Er geldt een analoge uitspraak voor monotoon niet-stijgende rijen:

Als a 2 a, 2 a3 Z ... en a, Z M,dan bestaat

lim a en lima 2 M,

We bespreken in deze paragraaf nog &én voorbeeld (vgl. stelling 4.3.2).
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Voorbeeld 6.

Nu geldt:

8y 283> 85> ...>0,

52<S4<S6<"'<]'

Wegens de zojuist vermelde stelling bestaan de limieten

S :=1im § en § := lim S .
0" e 281 e’ ow 2N

1 - g
Omdat ISZN - SZN—II = 3F» ZHin So en Se gelijk en convergeert de reeks.
Noemen we

S =8 =8§=ag5 ol
o] e n=

dan blijkt bovendien dat ]S - SNl < -N—%—-i- . Later (4.4.4, voorbeeld 12) zullen we
bewijzen dat -

e D g0,

n=1 n

We besluiten deze paragraaf met enige opmerkingen.

Als we in een convergente (divergente) reeks een eindig aantal termen wijzigen,
dan is de zo gevormde reeks weer convergent (divergent); hetzelfde geldt

voor het toevoegen of weglaten van eindig veel termen., (Opgave: bewijs dit!)

In het voorafgaande hebben we de termen van de reeks LI STERE genocemd.

Soms is het handiger (zie 4.4) de nummering van de termen met 0 te beginnen:

[+:]
+ a, +,.,.,= L a

g * 3 2 a=0%n"
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4.2. Reeksen met uitsiuitend niet-negatieve termen

We maken eerst een opmerking vooraf. Alle reeksen in deze paragraaf hebben niet-

negatieve termen; alle stellingen gelden dan ook alleen voor reeksen met

niet-negatieve termen.

4.2.1. Stelling: Een reeks met niet-negatieve termen is convergent dan en slechts

4.2.2,

dan als de rij van de partiéle sommen begrensd is.

Bewijs: De rij van de partiele sommen is monotoon niet dalend, zodat het te

bewijzene eendirecte toepassing is van de stelling van de begrensde monotone

rij (vgl. p. 123). 0

Stelling: (Vecgelijkingsstelling)

o . ’ o
1) Als Znnl a  convergeert en bu < a  voor alle n,dan is ook Zna bn conver

1
gent .

2) Als 1 _, c_ divergeert en d_ » c_ voor alle n,dan is ook I . d_ diver-
n=l n n n : n=] n

1
gent.

Bewijs:
1) Als-E:=] a = S,dan zijn de partiele sommen van z:=| bn begrensd door §

want voor alle N ¢ N geldt

1 +, ..+ bN < a] +.. aN < § .

2) Als zn=l

deren {cn is immers > 0 ).

ey divergeert dan betekent dit dat de partiéle sommen naar e na-

Omdat d, +...+ 4 = ¢, +...+ c geldt dat de partiéle sommen

I d eveneens naar « nadefen dus I d i s di vergent D
van
n= i n 4 n=1 n g .




- 126 -

Voorbeelden.

' 1 1 1 . . ‘ 1 1 L 1 . .

D)1+ —+ — + =+ ., is divergent, omdst ~— 2 — en § -1 7 divergent is,
Z 3 O
1 1 1 . 1 | ] 1 [ 1

) 1+~ + -+ —+,,, is convergent, want — < ——= , ~= < —— | — < —
2 2 ’ * » v
2 3 42 22 1.2 3? 2.3 42 3.4
® i,

en I _| ol ¥ 1) LS convergent (4.1, voorbeeld 5).

Als op den duur a_ < b_,dan noemen we £ b een majorant van il a ; Zm a

n n’ n=1 n — n=1l n n=l n
wordt een minorant van En=lbn genoemd. Aangezien convergentie/divergentieniet be-
invloed wordt door de begintermen van de reeks kunnen we de vergelijkings-
stelling herformuleren als: "een reeks met een convergente majorant is zelf
convergent; een reeks met een divergente minorant is zelf divergent". (Be-
wijs deze herformulering.)
De beide volgende resultaten zijn belangrijk voor het'convergentie onderzoek wvan
reeksen met niet-negatieve termen. In 4.4 zullen ze in een iets andere vorm

nogmaals geformuleerd worden.

. . n/ .
Stelling: {Convergentiekenmmerk van Cauchy). Als 1i2\\v/;n = ¢ bestaat, dan 1y

n . n .
Za_ convergent als & < | en divergent als £ > }. (N.B. Als 11m\\w/g; niet bestaat
T .
n-<«

of gelijk is aan 1, dan kan geen conclusie getrokken worden,)

Bewijs.

(i) Laat & < 1, dan is & < 4(2+1) < 1. Op den duur (zeg voor n = N) is dan

\Q/Q; < $(2+1) =: d, dus a < an, Zan heeft een convergente meetkundige

reeks als majorant en is dus convergent.

(ii) Laat 2 > 1, dan is op den duur \Q/gn > 1, dus a > ] en het is niet zo

dat a, *0 als n ~» ta, is divergent. 0

a
. ] .
Stelling: (Convergentiekenmerk van d'Alembert)., Als lim = % bestaat, dan is

e
Xan convergent als & < 1 en divergent als £ > | (N.B., Zie Boven).

_ Bewij%. e -
R a ) .
(1) Laat £<T;dan is ! op den duur (zeg voor n = N) kleiner dan
n 2 : k
d := (% + 1). Dus G daN, 840 < daN+1 < qd ay seees By < d Byeeng

algemeen geldt voor n » N dat a_< a" = I8, heeft een convergente meetkundige

reeks als majorant en is dus convergent.

{ii) Als & » ), dan is a op den duur groter dan a en dan is het niet |

n+l
zo dat a, *0alsn**; e is divergent. 0
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Voor het toepassen van de vergelijkingsstelling zijn twee dingen nodig: al-
lereerst moeten we vooraf een idee hebben of de reeks convergeert dan wel diver—
geert, omdat we anders niet weten of we naar een majorant of een minorant

moeten zoeken. Ten tweede moeten we de beschikking hebben over reeksen waar-

van we al weten of ze convergeren of divergeren om ze als vergelijkings-

materiaal te kunnen gebruiken.

Voor het eerste helpt ervaring, voor het tweede de volgende stelling

4.2.3. stelling: (Integraalkenmerk). Laat £(x) een continue, ronotoon dalende, niet-
negatieve functie zijn op [1,=), dan is E:_l f({n) dan en slechts dan conver-
had N

gent als f f(x)dx := lim I f(x)dx bestaat.
1 Wy

ngijs:_ézie figuur). Als we wedergm £(1) + £(2) +...+ £(N) =: SN noemen en

IN ta J f(x)dx,dan zijn de rijen s],sz,sj.... en 11,12,13,... beide mono-

1
toon niet dalend. De begrensdheid (em dus convergentie) van een van beide

heeft de begrensdheid van de andere tot gevolg omdat

IN+I < SN < £(1) + IN"

d-w-z- .
N+1 ‘ - N
J E(x)dx = f(l) + £(2) +,..+ £(N) s £(1) + J f(x)dx .
o o | 1

i 2 ' 3 N-1 N N+)
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Met behulp van de terminologie uit 2,5,j0 kunnen we ook zeggen: 3f(n)
o0

convergeert dan en slechts dan als f(x)dx bestaat. ;
1 |
|
Voorbeelden:
N1+ LI i +... is convergent omdat
2 2
2 3
N
J'd—§=l—%+l als N> =,
;X
LY 1 + — + 1 +... is divergent omdat
2 /3
N ‘
J£}5=2(/ﬁ'—l)+m als N> w®,
x

1

2) 1 + -%- + % +... is divergent omdat

N
J%=ln N+ o als N>,
1

Stelling: z L is convergent als p > 1 en divergent als p < 1.
n=1l n

. . | . T,
Bewijs: Als p > 0, dan is -E een continue, monotoon dalende, niet-negatieve

functie op [I,«). Voor x p>0,p# 1 is
N
dx 1 i-p 1
— N -1
pr l-p( )+p_lvoorp>l.
1
Dus
o0
J-l-dx
4
1 X

is convergent voor p > I,

Yoor het geval p = | verwijzen we naar voorbeeld 5. Als p <0, dan is het niet zoci

i
— > 0alsns e, dus 7 L 5 4
P -s In=1 ¥ 1s divergent, 0
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[==]

i S, ‘ .
De reeksen Z —3 worden, naast de meetkundige reeksen, het meest gebruikt. in de
n={ n

vergelijkingsstelling.

We besluiten ceze paragraasf met nog enkele voorbeelden.

n: | sin i-f
6) } sin - is convergent. Limmers, liw 7= =1 (vgl. 2.2,2), Dus op den duur is
n=1 n 0o .y
2
n

L1 t
-.:111"—2- < 2'—2- .
n

0
is convergent en volgens de vergelijkingsstelling is X sin _3_2_
n=1 n

SNIN =

dus ook convergent.

. 1
5in —

(=]
FB] z sin 4 is divergent, Immers, lim i L dus, op den duur is
rl'_’l n nre -—
n
.1 I 1
_— e,
StLa 7w
o0 =]
¥ %ﬁ is divergent en volgens de vergelijkingsstelling is 2 sin ;ll- dus
n=1 n=1

ook divergent.

" . I 1 T
8) z . is convergent, want —= < =3 en ] =5 is convergent, We

2
n=1 1 + n ! +n n . n=[ n

kunnen deze reeks ook behandelen met het integraalkenmerk. We moeten dan laten

o

zien dat J —%—5 bestaat.
1 + x
t
Nu is
oo
dx .. f T T
f 5 lim (arctan N-arctan 1) TG

1 +x N3




4.3. Reeksen met zowel positieve als negatieve termen

4.3.1. Definitie: Een reeks heet alternerend, indien zijn termen beurtelings positief

en negatief zijn.

[+

Een alternerende reeks kan steeds geschreven worden als Z (-I)n-la (als
n

o . n"l
de eerste term positief is) of als )} (-l)nan (als de eerste term negatief -
n=1

is).,waarbij dan a > 0 voor alle n ¢ N.

4.3.2, StellinE:(kenmerk van Leibniz). Als voor een reeks X bn geldt:’
n=]

1) Z bn is alternerend,
n=1

2) limb_ =0
n
n-+><«

3 [b .l s [b_| o.d.d.

- -]
dan is de reeks b ~convergent.
n=]

Bewijs. Daar een-convergente reeks convergent blijft wanneer we aan het be-
gin van de reeks een aantal termen toevoegen, mogen we in het bewijs aanne-
men dat ’bn+li < [bnl voor alle n ¢ N. Omdat convergentie ook behouden blijft
vanneer de gehele reeks met -1 vermenigvuldigd wordt, mogen we ons bovendien

beperken tot het geval waarin de ecerste terﬁ.positief is., We moeten dus de

o
. n-1
convergentie aantonen van een reeks Z -1 a met a >0 voor allen ¢N,

n=

lim a, =0ena +] £ 8 voor alle n ¢ N. Voor de partiele sommen
n-»o n

N

n~}
= -l) a
Sy El ( a

n'

geldt — ”é‘ 0

- =
et = By map) + (agTag) ek (ag g agy ) *odpy ’
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zodat:derij(SzN_l) naar beneden begrensd is. Ook is

Somer T San-1 T T2yt agn S0

zodat de rij (SzN-I) monotoon niet-stijgend is. Uit beide resultaten volgt,

dat (SZN-I) convergent is (zie4.1.13), Stel S = 1lim SyN-1° Wegens

N0
Son " 8,no1 ~ 85y en lim &, =0 is dan ook lim S, =S, zodat de rij (S.)
2N 2N‘l 2N Noroo 2N o Noco 2N ’ N
convergeert. Dit houdt in, dat de reeks Z (-l) , convergeert. a
n=|

4.3.3. Opmerking. Voor het in het bewijs beschouwde geval geldt, dat de rij (S
monotoon niet-stijgend is met limiet S. Schrijven we 8 = S
dus R < 0. Ook geldt

2N—l)

on-1 ¥ R, dan is

R=~-g, + (a

N ) + (a

2N+~ 22N+2 aN+3 "~ Banes) 0 Z Ty s

zodat R inligt tussen O en gLYIE
De rij (SZN) is monotoon niet-dalend (ga na) met limiet S. Schrijven we nu
§ =S, *R, dan is R > 0 terwijl tevens ‘

R= a - +a _...B

N1~ Fone2 t o fones o=

Bowel ~ (Conez T fope3) 2N+

R ligt dus in tussen 0 en a

2N+1°
Voor N zowel oneven als even geldt zodoende S = S + R, waarblj R tussen 0
en (-1) a inligt. Anders gezegd: breekt men een reeks Z (~l) q0 Mt
n=1
lim a, = 0 en LI £ a  voor alle n ¢ N, af na N termen, dan krijgt men een
oo

benadering SN voor de som S met een fout R die tussen 0 en de eerstvolgende

term inligt.

7oen?
4.3.4. Voorbeeld. nzz i 1S convergent.
- 9 -n)°
) 3~— is convergent; voor zijn som S geldt S = ) 37— + R met
n - a=1 n
0 <R <—-—i—§~;

10
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We beschouwen nu het algemene geval van reeksen met zowel positieve als nega-

tieve termen.

' o = )
4- 050 i iti : bS i i a -
3.5. Definitie: De reeks zn=l a heet absoluut convergent indien La=i | n| conver
gent ig,

4.3.6. Stelling:” Een reeks die absoluut convergent is, is convergent.

o0 [>:]
iiss T ent zijn, ten bewij d L a
Bewijs: Laat ne=l |an| convergN 3 We moe ijzen dat dan n=l 3n
convergeert, d.w.z. dat SN = :n-l a  naar een limiet nadert als N + o,

We definieren:

Dan is PN monotoon niet dalend en krachtens het gegeven is de rij (PN) converger
zeg (PN) -+ P. Beschouw

Qe = (a, + la]|) + (a, + |a2|) oot (ay + |aN|_) = Sy + Py .

Nu is QN monotoon niet dalend, terwijl de rij (QN) tevens begrensd is, daar
Q 5 Clayl + la) D)+ clay) + fay 1) +oeor Clagl + lagh = 27y < 22

dus lim QN bestaat,
by

Omdat lim PN bestaat en lim QN bestaat, bestaat ook
N N

lim §, = lim (Q, - P,)) . 0
Moo K Noroo N N

Ogmerkingen:

1) Het is niet =zo dat elkeconvergente reeks ook absoluut convergeert. Als

voorbeeld nemen we 1 -‘%-+ % --% +-% +es,,Waarvan we in 4.1, voorbeeld. 6,
P

aangetoond hebben dat deze convergeert, terwijl 1 + 7 * 3 +,.. divergeert
(4.1, voorbeeld 4). '
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2) Het onderzoek naar absolute convergentie kan geschieden met de hulpmidde-
len uit 4,2. Het onderzoek naar convergentie van reeksen met niet uit-

sluitend positieve termen is in het algemeen zeer'lastlg. In het'geval van

een alternerende reeks hebben we stelling:. 4.3.2 tot onze beschikking. Voor

onze doeleinden zal het verder bijna steeds voldoende zijn slechts de
abgolute convergentie te onderzoeken.

4.4, Machtreeksen

Een cneindige reeks heet een machtreeks in x als hij luidt:

Al

2 3
0 + alx + a,x + a.,x tooag ()

i
hierin zijn 35283895000 reele getallen.
De (N+1;e term van de machtreeks is aNx ; de eerste term aoxo lezen we als ao
Merk op dat elke partiéle som een veelterm is

N
ag + ax toaat ayx .

We zullen zien dat machtreeksen als voorstellingen van een grote klasse func-
ties gebruikt kunnen worden. Allereerst onderzoeken we het convergentiege-—

drag voor verschillende waarden van x.

Gahol. Stellinﬁ: Als de machtreeks convergeert voor x = £,dan convergeert de machtreeks ab~

soluut voor elke x met [x| < |£].

Bewijs: Voor § = 0 valt er niets te bewijzen. Stel dus ¢ ¢ 0. Daar Eanﬁn con-
vergeert, is lim anin = 0, Op den duur is dus |an5n, < 1, Maar dan is vooér.voldoende
grote n n>e

la x| = [a g 2" < (Z[°

Veor elke x in (-|E| IEI) heeft Z|a p | dus een convergente meetkundlge reeks

als majorant; voor zulke x is Z|a xn| dus convergent, 0
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Gevolg: Voor een machtreeks zijn er dus drie mogelijkheden:

1) De machtreeks convergeert alleen voor x = 0+
2) Er is een getal R > 0 z3 dat de machtreeks 2bsoluut convergeert voor al-
le x € (~R,R) en divergeert voor |x| > R.

3) De machtreeks convergeert voor alle x.

Het getal R in het geval 2)heet de convergentiestraal van de machtreeks; in
de gevallen i) en 3)zeggen we ook wel dat de machtreeks convergentiestraal O,

resp. = heeft.

Voorbeelden:

1) 1+ x + 2%

+ D+ @Dt
Deze machtreeks heeft convergentiestraal 0; als x # 0 is m|x| > 1

voor voldoend grote m, zodat (n!)|x|™ + = als n + =,

2 3
2) 1 + x + X + X +... .
Deze machtreeks is een meetkundige reeks met reden x; R = |, want er is
convergentie voor |[x| < 1 en divergentie voor |[x| > I.

2 3
3)!+x+32-t-r+§1-+... .
Deze reeks convergeert voor elke waarde van x, dus R = =, Om de absolute

convergentie te bewijzen, merken we op dat:

" @- 1N - | x| >0
n. n-1 n
| x|

als n + o,

zodat de convergentie volgt uit het convergentiekenmerk vand'Alembert (4.2.2). "

We merken op dat voor |x| = R (R > 0) in het algemeen niets gezegd kan wor-

den. Dit blijkt uit de volgende drie voorbeelden.

4)1+%+3‘—2-+3‘-;+... .
1 2 3

Deze reeks convergeert absoluut voor |x| < 1 (dit volgt uit eerdere re-

n
sultaten) en divergeert voor |x| > 1 (als |x| > 1 gaat lﬁ%— niet naar 0
2

n+1 2 n
als n + o=, omdat —lil— a

n
. = x| > 1 op demn duur). We
@+ 2 P o+ 2m 41

hebben dus R = | en de reeks convergeert tevens voor x = R en x = =R,
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) 1 - x + xz - x3 N

Meetkundige reeks; deze convergeert voor |x| < | en divergeert voor

|x| 2 1. Dus R = 1 en de reeks divergeert voor x = R en x = -R,
x2 x3
6)x+2_+§—+|-c .

n
X n .
Deze recks convergeert absoluut voor [x]| < 1 (omdat lﬁl— < |x|™) en diver-
geert voor |x| > 1. Hier is dus R = |, en we bewezen eerder dat de reeks

divergeert voor x = R en convergeert voor x = -R.

_ @ n
Opgave. Onderzoek het gedrag van E i—ﬁl— .
: n=1

De waarde van de convergentiestraal is vaak niet meteen te zien. We bewijzen
nu twee stellingen die in wezen herformuleringen zijn van de laatste twee
stellingen uit 4.2.2.

We beschouwen daarbij nog steeds de machtreeks (i1).

4,4,2, Stelling: (Cauchy). Als voor de coefficienten a uit (1) geldt

lim Q} |an| =4,

e

dan is de convergentiestraal van (1) gelijk aan %-.

.. 1 . . \n/ n
Bewijs: Als |x| < Eudan is 1lim |anx J < 1 en volgens 4,2,voorbeeld 3, con-

nre
n 1 . n n n
vergeert Eianx . Als |x| > T dan is op den duur\\v/qzzg:T > 1, dus a x nadert
. n . .
nlet naar 0 en Eanx is divergent, 0

Opgave: Ga na dat bovenstaande stelling ook juist is voor £ = 0 en £ = =,

4.4.3, Stelling: (d'Alembert). Als voor de coéfficienten a uit (1) geldt

1im Ian+ll -
e an

dan is de convergentiestraal van (!) gelijk aan % .
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n+]
la l
P . . +1. .
Bewijs: Als |x[ < %, dan is lim ~ntl___ <1 en volgens het convergentie-

n+e ]a”xnl
h

kenmerk van d'Alembert (4.2.2), convergeert Z[ahxn JAls [x| > %, dan is
n+]
|an+lx ] n _. n .
op den duur - > 1, zodat a x' niet naar 0 nadert en Za x divergeert. c
Ia X | !
n .

Opmerking: Ook deze stelling heeft zin voor £ = O en 2 = =,

Voorbeelden:

7) E:=| Q"+ 3n)xn. Dan is Qk%Zn + 3n) + 3 als n + », Volgens stelling 4.4.2
van Cauchy geldt dus dat de convergentiestraal gelijk is aan 1/3.

8) E pt 1 x, Dan is =
aey B n

n

+1+
-l

n
+ 7 ~ ! als n > . Volgens stelling 4.4.3 van

d'Alembert geldt dus dat de convergentiestraal gelijk is aan 1.

bEmerking: We zullen veelvuldig te maken krijgen met machtreeksen die een
van (1) verschillende vorm hebben.
Voorbeeld:

(x = )"

1 n

9) . We vonden reeds dat deze reeks convergeert voor |x - 2| < 1,

ir~8
~

n

dus 1 € x $ 3,en divergeert voor alle andere waarden van x.

We beschouwen nu een machtreeks met convergentiestraal R > 0:

a+ax+ax2+ x3+
0 1 2 o R

voor waarden van x die voldoen aan [xl < R,
Voor elke x uit het interval (-R,R) heeft de machtreeks een som; noemen we
deze S(x), dan is S(x) dus een functie op (~R,R). Als voorbeeld vermelden we

de reeds eerder genoemde meetkundige reeks | + x + X2 4., = S(x) =

A 1 -x°
De nu volgende stelling is van groot belang; we zullen het bewijs-ervan
evenwel achterwege moeten laten.
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4,4.4, Hoofdstelling: Laat ag + ax+ azx2 + a3x3 +... convergentiestraal R > 0 heb-

ben, dan geldt:
2 3 . , . .
1) 5{x) = a, + ax + ax + a3x +... 15 continu en differentieerbaar
ap (-RIR) .

2) ' (x) = a, + 2a2x + 3a3x2 +.,. voor -R < x < R.

b
1 2 1 3

3) J S(t)dt = anx + E-alx + 3 2, Foua voor ~R < x <R,
¢
X
4) De machtreeksen voor S'(x)} en J S(t)dt, die volgens 2) en 3) door termsge-
0 | '
wijze differentiatie resp. integratie ontstaanzijn, hebben dezelfde con-

vergentiestraal R als de reeks voor S(x).

5) Als de machtreeks ook convergeert voor x = R,dan is S(x) continu op [O,R].

We zullen ons in 4.5 bezighouden met de vraag welke functies als som van
een machtreeks kunnen worden voorgesteld.

Voorbeelden:

10) 1 + 2x + 3x2 + 4x3 ... B 5 voor le < 1.

(1 - x)

Deze formule ontstaat nl. door termsgewijze differentiatie van

|
1 -x °* ]x' < 1.

2 .
1+x+x F e bl

11) Als we bovenstaande meetkundige reeks termsgewijze integreren komt er:

X

2 3 4
X X x - dt
*XrTtTte e Jl-t

=~ 1n (1 - %) voor |x| <1,
0
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12) Eveneens volgt uit 1 - x + x2 - x3 tove ™ dat

I +x
x2 x3 x4
1n(l+x)-x-2—+-§—-r+... voor|x|<l.

(Terzijde: uit bewering 5) van de hoofdstelling volgt dat dit ook nog goed

. 1
ig voor x = |, dus Iln 2 = | -5+ %—%4-..., zie 4.1svoorbeeld 6.)

2 3 4
X X X X

13) T3 + 53 + WA + 15 +... heeft convergentiestraal R = 1, We proberen

de som te bepalen door uit te gaan van:
x .
x+2—+-3—+...-'*ln(l-x) voor|x|<l.
2 3 4 x

Ttz t3g e T J 1m(l - t)dt =
0

« = x In(l - x) +x+ 1In(l - x)} .

De te bepalen som is dus voor x # 0, |x| < 1 gelijk aan - In (1 - x) +

+l+~l-n(1x—_-£)-;voorx-0i.sdesom0.
x2 x4 x5 x? x8 x10
14) Bepaal de som vanx+7+-z-+-5-+-7+—8—+—i-6- +++ » Deze reeks is voor

|x| < 1 te schrijven als

2 3 4 5 6 7 3 6 9
x+2—+—3—+-4—+5—+

mIN
+
--Jlx
g
|
I
1
|
1
|
i

= - In(l - x) +-% (i - x°) .

15) We bespreken nog een belangrijk voorbeeld.
Beschouw:

3 5 7 )

X X _x x|
f(x) X '3""+-5— 7 +9 ane »

De machtreeks heeft convergentiestraal R = 1. (Bewijs dit bijvoorbeeld m.b.v. d'A

berts stelling toegepast op een machtreeks in x2 2
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Als we termsgewijze differentiéren vinden we:

f'(x)=I-X2.+x4""x6+x8h°"=—-]-_2.’ |x|<l,
1 +x
dus
X
dt
f(x) = ~———5 = arctan X, voor x| <1,
1+t
0
' Er'volgt
x3 x> %
arctanx=x——ﬁ—+'—5--—7-+..., x| <1,
Deze reeks comvergeert ook voor |x| = 1, (Ga dit na).

Nemen we X = I,dan vinden we de berocemde (maar onpractische)

gelijkheid

1 ] .
- + s ~Tr "t {(Wallis),

13

1
7

L f—
L0 Lo

Taylorreeksen

In 2,8 bespraken we de formule van Taylor. Als RN(x,a) + 0 voor N - =,dan
kunnen we f(x) schrijven als de som van een convergente machtreeks in
{x - a). Deze reeks heet de Taylorreeks. In het speciale geval a = ( spreekt

men ook wel over de Maclaurinreeks,

<0

Uit Z anxn = Z bnxn op een open interval rond x = 0 volgt ag = bo, a = bl""
0 0

ceesdy = bN"" « Een functie heeft dus ten hoogste &&n convergente MacLaurin-

De voorbeelden | t/m &4 uit 2,8.2 leveren ons nu de volgende machreeksen.

L2 3 o 7
ex=1+x+§-r+£r+...= z_x_'_ voor alle x ¢ R,
2, 3. & . n,
n=0
x3 xs x7 s n x2n+l
sin x = x = 37+ =y - ST e = zo (1) TaTTyT voer alle x ¢ R,

o

2 4 6 ' n
X X X n X
s X = |l mmptmp~r+ 0= ) (=1) voor alle x ¢ R.
A S L o7 .
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x2 x3 x4 n-1 x"
1n(l+x)=x--—2-+-§-“-z-+-...= Z (-1 -I-l-voor |x|<l
n=1

(zie ook 4.4,voorbeeld 12),

Een andere belangrijke MacLaurinreeks is die van f(x) = (l-+x)d, waarbij 4 een
willekeurige constante is.

Als d een natuurlijk getal is, is RN(x,O) = 0 voor N = d, De MacLaurin-

reeks breekt dan af,

Laat d nu niet een natuurlijk getal zijn. We berekenen:

frx) = ag+0)dt £1(0) = d ,
x) = a@d- D0 0, £M0) = d@d~1) ,
EM(x) = dd-1)@-2)(1 +x0)%3 | £M(0) = d(d-1)(d-2) ,

£ gy = d(d-1)(d-2)(d=3)(1 fx)d4 , f(4)(0) = d(d=-1)(d=-2)(d-3)

Men kan bewijzen dat voor [x] < 1 de restterm naar nul nadert als N + «,

Voor |x| < ! hebben we dus de MacLaurinreeks:

Gemd e ]_d'_x . d(dz-_l) 2, d(d-13)‘(d-2) 3 .

+ d(d-1)(d-2)(d-3) x4 .

4: sea 0 B

Vanwegé het grote belang is het nuttig de belangrijkste reeksontwikkelingen
van buiten te kennen. Dit zijn de reeksen voor ex, sin x, co0s X, (1-+x)d,

In (! +x) en arctan x. Van deze hebben de reeksen van ex, sin X en cos X
convergentiestraal «; die van (l-bx)d, In{] +x) en arctan x hebben con-
vergentiestraal 1.

Bij het opstellen van reeksontwikkelingen maakt men vaak met profijt gebruik
van het feit dat men machtreeksen als veeltermen kan vermenigvuldigen; We

geven dit resultaat zonder bewijs.
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Stelling:
.. 2 3
Z1j f(x) = ag + ax tax o+ oagx 4.,
en
. 2 3
g(x) = by + byx + box" + bax” 4..y
dan 1is
= ' 2
f(x)g(x) = aobo + (aob1 + albo)x + (aob2 + albl + azbo)x +
+ (a.b, + ab, +ab + ab )x3 o0+ ( g b )x" +
03 12 2] 30 e akn-k LI ]
_ k=0
Voorbeelden:
X 2 3 .
e b4 X 2 3 1 2 1 3
1)I+x=(1+x+2—!-+‘§'+..u)(l—x+x—x +...}=‘+Ex —_3.x+

Deze ontwikkeling geldt voor |x| < I,

2) De ontwikkeling van - in de vorm van een machtreeks krijgen we door in de Mac.~

V1 =x2Z
Laurinreeks voor (1 + x)d te nemen d = —~} en x door -x2 te vervangen. Dit levert
IS 3 - Ly 42 - L= 3HLL (x%H?
(1=x7) P =1+ DEx) + CPE Dy (x7)7 +
+ 7,1 2.4

CHEDEDE D CDEDEDE P D
3

zl+%x2+1. 4, 1.3.5 6

2‘ 2!4.6

1.3.5.7 x8 +
2.4.6,8 T

X +

(2n) . 2n
=Ly, Xl <L
n=0 2" (n!)

Een toepassing van de hoofdstelling 4.4.4 .geeft (ga dit na):

X
]

arcsin x = j {1 - tz)_idt = L =3 (ZnJ; - x2n+1
3 0=0 2°M(n!)“(2n+1)

s lx] < 1.




3) In eerste benadering geldt in de buurt van x = 0: (1 + x)d & I + dx,dus
R 1,
bijv. Yl + x ® | + = X. We hebben

2
4) Ontwikkel } 7 We hebben
4 + x
2 4 6
! ] Xy2,=1 _ 1, _x" x _x ]
=g+ @) =g -t )
4 + x

deze ontwikkeling is geldig voor |x| < 2,

5) Voor x > | geldt:

1 1 G T R 31 5 1
-_— = (] - —-—) B o= = b = — _""'_"'-c- .
-] X% x2 x 2 x3 8 ,-(5 16 x7
Dit is een machtreeks in % . YVoor x < -1 geldt
2 -4 1 I .-} 1 1 3 5 -
(x - l) = S - (l - "-'-‘) B = = = - = T ass »
* 2 x 2x3 8x5 16x7

6) Als gevraagd wordt de Taylorreeks wvan eX rond x = 1n 2 staan ons twee
wegen open.

{i) e* = e In 2 e*” In 2, 2e* met £t = x - 1n 2, zodat uit

t

e =1+t + %-tz

+%t3 +Il.

volgt

e = 2 {1 +(x

2 : 3
1n 2 + & 21,n 2, & ﬂrln 2" 4.},

(ii) Uit de formule van Taylor volgt, daar

d x In2
— @ = a =2,
dx x= In2
dat
X ' (x - 1n 2)2 {(x = 1n 2)3
e = 2+ 2(x - 1ln 2} + 2 5T + 2 37 +i0s 4
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7} Ontwikkel sin x rond x a-% .

(1) f(x) = sin x; £'(x) = cos x; f"fx) = =sin x; £"'(x) = -cos x;
ch)(x) = sin x. Er volgt
B = VE @ = W @ T D - s DD -y

Dit levert
. ' 4
sinx = 420+ P -gra-ploha-plah D
+——++.co-) .

m

©(i1) f(x) = sin(x ~ + + %) = gin{x - %ﬁcos 3 + cos(x -'%Js%n % .

Met t = x - krijgen we

£(x) = }/2(sin t + cos t) =
= §/2(¢ -'-;7- +‘-§1- Fouat 1 “'%‘r*{-r“-u) =

= 4/5(1+t-—.--5-—'+?-+'£.---++ ced) .

8) Het loont vaak een eenvoudige uitdrukking van de te ontwikkelen functie
te zoeken.
Voorbeeld:

2 b 'xa T B
cos x sin x = (| - ET-+ IT T T +,..0(x - 3T + T - 71-+...) =

1 i 3 I | 1 5
TR GQTYIDE c Grtgmr e~

Veel eenvoudiger is het echter op te merken dat

3 5
?;) + (g’.‘) = +...}, X ¢ R,

cos X sin x = % sin 2x *-%{Zx - £




4.5.2. Toepassing van reeksontwikkelingen bij het bepalen van limieten

In deze en de volgende sectie gaan we nader in op de behandeling van een tweetal

limieten die we reeds in 2.2.2 vermeld hebben.

We behandelen eerst een tweetal voorbeelden:

7
1) 1lim X = 0,want voor positieve x is
X7 ex
x7 x7 x7 8.
0 <* = <=—==—=>0 als x + =
X 8 8 :
e I+ X #ouuh op +uu. 2o *
8. Y
2) lim Anx O,want voor x > | is
X X
0 < lnX _ ;nlx = T 1n xl 5 <=t 0 als x + =,
Vx e? M F 4 glnx+gzla’x+... Inx

In beide gevallen passen we verder de insluitstelling toe.

4.5.3. Stelling:
i) Voor elk reéel getal p geldt:

xP

lim — = 0 .
x

ii) Voor elk reéel getal a > 0 geldt:

Bewijs:
i) Als p £ 0 is de bewering triviaal. Zij daarom p > 0. Laat ¢ een natuurlijk

getal zijn dat groter is dan p, dan is voor x > 0

‘ q q
X X X
e = i +X+...+ _"+--o > T .
q. q.
Nu volgt
0 < 53 < EE ql = _ﬂl_ + 0 als x = = _omdat - >0 i
E . a-p yomdat ¢ — p is.

Het eerste deel van de stelling volgt nu uit de insluitstelling.
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ii) In analogie met voorbeeld 2 brengen we bewering ii) terug tot i) wolgens

In x t

lim X = lim T in = lim —— = 0
X+ x X+ e X t*+> oe
als £t = a In x; merk op dat t : = als x + = omdat a > O, O

We behandelen nog een aantal voorbeelden:

In x lim ln x
3) lim\}y}:=lime Xooa g % =e0= 1.
x> Ko
. . ~1n t |
4) lim x Inx = llm--—t-—=0 als t = —
X
x+0 t o
:vc2 x3
X = =t = - 2
5) tim S22 X) g 2 x3 =1im(1-5+§—- Y = 1.
x+0 % x+0 x-+0
2
x_l 1+;;+325-;—+ . =1 x
6) lim = = lim ;{ = lim (]+—2~,--r...)=]
x X x>0 x+0 '
9 15
: 3 3, x _x 4
8 - sineen® L K mx v ar gl
7 lim 55 lim A 5 =
x*0 (1 - cos(x")) x+0 []_1+_}2c_'__%t_+ 19
6
1 _x 4 1.4
Lin Lr-gr*t-- 0 @ 55
- _T.
o0l _x ., 9 @ 3
P
2 x3 x2 x4
X _ I+x+—-,—+~—,—+...—l+—-—,—---—,—+...
8) Lim & gos X - lim 20 3. - 21 4. -
0 X x-+0 X
= 1ip 22X _# = 1im I+ x +,,,
x+0 X x+0 x

Conclusie: deze limiet bestaat niet.

Opmerking. Vergelijk deze paragraaf 4.5 met 2.8, pp. 79-~82.




4,6, Numerieke sommatie

- -]

4.6.1. De som S van een convergente reeks z] U ianiet altijd in gesloten vorm te
berekenen, Evenwel, elke partiele sg; Sy = EI u, is te gebruiken als nume-
rieke benadering voor S. Bij deze benadering_maken we een fout, de zg. af-
breekfout E, bepaald door § = SN + E. Merk op, dat E = n=£+1 u,- Aan de hand
van voorbeelden introduceren we vier methoden om grenzen voor de afbreekfout

te geven:

»

a) Maak gebruik van een expliciete foimule voor E. In het geval van een Tay-

lorreeks bijv., kan de formule voor de restterm (zie 2.8.2) als zodanig
gebruikt worden. '

oo

b} Vergroot de termen van de reeks Z u_ zodanig dat er een meetkundige

reeks ontstaat, =N+
(=]
c) Vergelijk z u_met een integraal,
n
n=N+1] ® -
d} Tn het geval van een alternerende reeks E -n" a met lim a = 0 en
n=1 1>

a 2 3 2 0 voor alle n € N, geldt: E ligt in tussen O en de eerstvol-

gende term, dus tussen 0 en (-l)NaN+] (zie 4.3.3),

4.6.2. Voorbeelden.

I+ 1+ %T ‘ %T +... af te breken na de
1 .. : g

term T We krijgen met behulp van 2.8.2, voorbeeld 1)

1) We berekenen e door de reeks e =

0
| 1 e
70 ¥ 750 * so5p met 0 < 8 <1

= | + § + l-+ l +
€ Z

1
§ 2% "

Daar e8 < e < 3 1is dus

e = | + 1 + l-+ l-+ l_ + —l— + —l—
2 6 24 120 720

met een afbreekfout E waarvoor geldt

3

0 <E < <570

< 0,0006 .

2) Bereken 1ln 0,9.

Met behulp van de reeksontwikkeling voor In(l + x) (zie 4.4.4) volgt

in —% = 1n(l - lmJ = - %5-+ ! 5+ 1 3+ ! AR
2.10 3.10 4.10

Breek de reeks af na de tweede term dan vinden we als benadering:

In 0,9 = - %3 - 5%6 met afbreekfout E te schatten volgens
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==}
3) Bereken een benadering voor ) ~% . Breek de reeks af na N termen dan
n=1 n

geldt voor de afbreekfout (vergelijk 4.2.3)

T
E‘:‘.. E — fldx:
' n=N+1 n

n

Neem bijvoorbeeld N = 5, dan volgt

|

_._’_

]
et s

o) —

....I_.~|+
1 n3

-1 8

n

met een afbreekfout E waarvoor geldt: 0 < E < 0,02,

4) Uit de reeksontwikkeling voor arctan x (zie 4.4.4) volgt

arctan 4= = 4 - o PN +
1010 3.107 5.10° 7.107

Bij afbreken na de derde term is --%. IC}-7 s E <0 op grond van 4,3.3.

4.6.3. Doorgaans wordt de benadering SN voor S in decimale vorm berekend, door ie-
dere term uit SN af te ronden op een bepaald aantal decimalen en vervolgens
op te tellen. Bij afronden van iedere term op k decimalen maken we per term
een afrondingsfout die hoogstens } .lO-k is in absolute waarde. Bij N termen
krngen we zodoende een som B van N afrondingsfouten, waarvoor geldt
iB] s N.}. 1078 . Teneinde B klein te houden, gebruikt men (vooral bij grote
N) wat meer decimalen dan het aantal waarin we het eindantwoord wensen op te
geven. De verkregen som van de afgeronde termen wordt daarom uiteindelijk
nog eens afgerond op zeg p decimalen (p < k) waarbij nog een afrondingsfout
Amet |a] = 4.107P gemaakt wordt. De totale afrondingsfout is in absolute

waarde hoogstens

Al + |B] < 4.10P+Nn.1.107K,

De totale fout T in het e1ndantwoord bestaat uit de afbreekfout E en de to-

tale afrondingsfout; dit geeft

T} s [£] + |al + [8] .
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4.6,4. In 4.6.2, voorbeeld 1, geeft afronden van de termen op 4 decimalen en afron-

den van het eindantwoord op 3 decimalen het volgende beeld:

e = 1,0000 + 1,0000 +0,5000 +0,1667+0,0417 +0,0083 +0,0014
=2,7181 = 2,718

met hierin een totale fout T waarvoor geldt

1A

T < [E] + ja] « |B] <

[Fa8

0,0006 + 0,0005 + 7.%.0,0001 < 0,0015 .

Ga na, dat het laten staan van het eindantwoord in 4 decimalen niet zinvol

is. Ga ook na dat berekenen van de afzonderlijke termen in 3 decimalen een

grotere totale fout zou opleveren.

4,6.5. Afspraak. Zij S de som van een convergente reeks. De berekening van S met een

fout van ten hoogste o zal als volgt worden uitgevoerd:

1) Breek de reeks af na een voldoend aantal termen; hierbij krijgen we een
afbreekfout E.

2) Bereken van iedere term uit het overgehouden beginstuk de decimale vorm
en rond af tot op k decimalen. Hierbij krijgen we een som van afrondings-
fouten B. Neem k voldoende groot.

3) Rond de verkregen uitkomst voor de som van het beginstuk van de reeks af
op een geschikt aantal decimalen. Hierbij ontstaat eeﬂ afrondingsfout A.

4) Zorg ervoor, dat [E] + |A] + |B] < o.

4.6.6. Voorbeelden.

. . . . .1
1) Bereken een benadering voor SLn-+5 door de reeksontwikkeling voor sin 10
na twee termen af te breken. We vinden
_ 1

1
T — ]
10 51403

sin L
10.

1

5! !05
het eindantwoord in 7 decimalen op te geven. Om de fout B niet nodeloos

-7 . . .
met een afboreekfout E waarvoor 0 < E < < 10 ', Het is dus redelijk

groot te maken, berekenen we de afzonderlijke termen in 8 decimalen (wa-
ren er bijvoorbeeld 20 termen geweest, dan hadden we 9 decimalen kunnen

nemen). Dit geeft
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1
sin e~ 0, 10000000 - 0,00016667 =0,09983333 ~ 0,0998333

-7 - -
met ]A\ < 3,10 " en |B| £ 2.4.10 8 . 10 8. Voor de totale fout T geldt nu:

| =7 |
|T| < 1,6.1G ", Dus: sin oo 0,0998333 met een fout van ten hoogste
1,6.1077.
2) Ga uit van de betrekking arctan % + arctan % = arctan 1 = % (vegl, 0.6.4).

Met behulp van de reeksontwikkeling voor arctan x (zie 4.4.4) volgt

1 11 .
777 G 9 3@+ DY+ H@ r D -deh T b

Breek de reeks af na de derde term, dan vinden we als benadering voor u:

) +a

1.5
3

4,13 4,13 4]
o 3 - (e
"R 3(2) 3(3) * 5(2 )

Wl e

met een afbreekfout die in absolute waarde kleiner is als

2"+ @7 20,0047 ... < 5,107,

Schrijven we

m % 2,0000 +1,3333-0,1667 -0,0494 +0,0250 +0,0033 =

It

3,1455 = 3,146 ,

dan vinden we afrondingsfouten A en B met [A] < £.10_3 en |B| = 6.%'.10”4
= 0,3.10“3. Het resultaat wordt m x 3,146 met een fout hoogstens 6.10-3.
Voor de practische berekening van logaritmen is de reeksontwikkeling van
In(l + x) (zie 4.4.4) niet erg geschikt, omdat de reeks alleen snel conver—
geert voor kleine waarden van |x|.

Door aftrekken wvan de reeksen

_ ("l)nwl n x2 x3 x4
1n(1+x)—n£]—?—x-—x -2—*'—'3-“—5**'.--»
x2 x3 x4
In(l - x) SR S Ty T T s
volgt
] + x x3 x5
11‘1(1 _x) =2[_x+T+"§"+¢oc] 3

geldig voor [x! < 1, Stel hierin x = TER dan vinden we
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1 ] | 1 :
1n(1 +‘;) 2[2 + + +-lu:l »

Y1 30y + 13 sy e n?

geldig voor y > 0. De laatste reeksontwikkeling is zeer geschikt om logarit-

men te berekenen.

4.6.8. Voorbeeld. Met de hierboven afgeleide reéksontwikkeling volgt met y = 1

1 1 1
1n2~2[-+-—--§-+——-§]

3337 s
met een afbreekfout E die te schatten is volgens

- 2.1 . 1 1 -
0<E 2[: 7+ 9+-oo]<7{:-—7+_9'+ono}__T< 1,5;!0

7.3 9.3 3 3 4,37.7

Nu is
In 2 = 0,66667 + 0,02469 + 0,00165 ~ 0,6930
met een totale fout van ten hoogste

4+ 0,5.107% ’ 4

1,5.10° +3.4.10 ° < 2,2,10 7,

4.7. Fourierreeksen

Een Taylorreeks rond x = a heeft het nadeel dat de convergentie langzamer
wordt naarmate x verder van a verwijderd is. Soms is het nodig een functie
over een heel interval redelijk goed te benaderen met iets handelbaars.
Een methode om dat te bereiken is gebruik te maken van Fourierreeksen,
waarmee we hier heel vluchtig kennis zullen maken,

We beschouwen een functie f waarvoor (-m,m] < DOM £; (andere intervallen
kunnen we door een substitutie van de vorm y = ax +b overvoeren in (-m,n],
[~mym] of (-w,n); de waarde in een enkel punt is voor ons nu van geen be-

lang).

We proberen f op het interval {-m,w] te schrijven als de som van een zg.

trigoniometrische reeks:

f(x) = o+ a ccs :Ejr_b'lsinx+a2cos 2x + bzsin2x + L., =

(e =]
+ a +b sinnx) .,
a 21 ( LCOs nx+b )
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We gaan aan alle vragen van theoretische aard voorbij., We zullen slechts
aangeven hoe de coefficiénten %, A, bi bepaald kunnen worden.
!

Als we aannemen dat integratie en sommatie verwisseld mogen worden, dan vinden

we
m . T T
J £(x)dx = 2ra+ ) (a_ [ cos nxdx +b_ J sin nxdx) = 2ma.
n=1 4
-TF ) -1 )
Dus
o
2 J -
@ = 5= J f{x}d=x .
-

Als we gebruik maken van de formules:

m
]
J (cos nx)zdx =T (nz1),
-7
™
. 2
J (sin nx)"dx = =w (nz1),
-T
rw
J cos nx cos mxdx = 0 n21l,m21,m¢#n),
-1
T .
J sin nx sin mxdx = 0 (rzl,mz21,m#n),
—T‘r I
™
J cos nx sin mxdx = 0 mzi,m=z21),

]

(die direct volgen uit:
2
(cos nx)” = §{1 + cos 2nx)

{(sin nx)2 = }(l - cos 2nx)
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}(cos(n+m)x + cos(n-m)x)

€COS NX cos mx
sin nx sin mx = }(cos(n-m)x - cos(n+m)x)

cos nx sin mx = i(sin(ﬁ+m)x - sin(n~m)x) , )

dan vinden we

T
J f(xX)cos kxdx =

-7

m i T
o

‘ f
= q J cos kxdx + Z

n=1
-7 -1 -

; .
(an_ J cosnxcoskxdx+bn J sinnx cos kx dx)

13

nak .
Dus

T
J f(x)cos kxdx ,

=-n

|—

% T n

Evenzo velgt

i

J f(x)sin kxdx .

-

=T

m

20 heten de Fourier-

1
Deze as bk (k = l,...) alsmede ay = o J f(x)dx

coefficienten van £. -~

De Fourierreeks van f wordt nu als volgt gedefinieerd:

[=+]
5a0 + ) (an cos nx + bn sin nx),
n=|
We vermelden dat voor een groot aantal functies de zo gevonden Fourier-
reeks inderdaad convergeert en dat de som voor x ¢ (-m,n) gelijk is aan £(x).

Als lim f(x) = f(r), dan is de som voor x = 7 tevens gelijk aan £(r).
KT
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Voorbeelden:
1) £(x) = x, -T < X £ T,
™
an=% J X cos nxdx = 0 (n = 0,1,2,...).

(Voor een oneven functie zijn alle a's gelijk aan nul!)
i m

1 . -2 _
bn = - J X 8in nxdx = —ﬁj xd(cos nx) =

i
T
= —— X CO0S NX + — Jcosnxdx-
" 0
0
-2 n
-E(l) a
Er geldt
£) =2 ] (-7 X (r<x<m .

n=]
Als we voor x = -g- nemen, vinden we:

1 - =+

FE]

L R
3°35 7

{Vergelijk dit met4.4.4, voorbeeld 15.)

2) f(x) = x2 voor |x| s m.

Nu 1is:

1T .
1 2 . .
bn'? Ixunnxdx-o, (n=1,2,3,...) .

-7
(Voor een even functie zijn alle b's gelijk aan nul!)

T T

1 2 2 2 2 2

a, = = dex ;Jde 37 .
-T 0

Yoor n=1 is




m o
a = L J xzcos nxdx = 2 I xzcos nxdx =
n m m
w17 O
m
2 xzsin nx,T 4 [ .
= &[22 0 - — Jx31n nxdx =
L n ] ™
0
m
4 rx cos nxqT _ _4 Z 4 n
il [--—n———]o —3 J cos nxdx = 5 {-1)
T n
0 .
Er geldt nu
2 Tr2 o . cos nx
x=—+42(-1)———-—, “T SX ST,
3 2
n=1i n
Voor x = Tyresp, x = 0,komt er
w0 2 it n-1 2
1 i ' (~1) Sow
Z - =g resp. ): — =13
n=l n n=1 n



Hoofdstuk 5, Differentiaalrekening van vectorfuncties en van functies van

meer dan 8&n veranderlijke

2

. R7, ]R3, omgevingen; limieten

We zullen in deze paragraaf het limietbegrip dat we in het V.W.0., in R

hebben leren kennen uitbreiden tot:
R? = {(x,y) | x e R, y ¢ R}

en
1R3 = {(x,y,2) Ixe]R,yeR, z e R}.

Het getallenpaar (x,y), resp. getallentripel (x,y,z),wordt cpgevat als de
kentallen van een vector, R2 ' 123 zijn dan vectorruimten. In deze ruimten
kiezen we voorlopig als vaste bases,

® : g = (1,00, g, = (0,1)

]R3

E] = (1,0,0), 22 = (0,1,0), 23 = (030:1) .

De kentallen van de vectoren stemmen dan overeen met de componenten t.o.v,
de orthogonale bases {g].gz} c ]Rz, {g|,52.§3} c %,

In R2 en R3 is een afstand gedefinieerd die met de stelling van Pythagoras

eenvoudig berekend kan worden:

ig a = (al,az), b= (bl’bz)' dan is de afstand van a tot b in IR2 H

——

2 2
d(a,b) := l/(al -bl) + (a2 bz) H
is ¢ = (ci.cz.cz,’), d = (dx’dz'd:a)' dan is de afstand van ¢ tot d in ]R3
. 2 N2 2
d(c,d) := l/(t:l dl) + (c2 d2) + (c3 d3) .

Merk op dat deze afstand voldoet aan de zg. driehoeksongelijkheid:

d(a,b) < d(a,e) + d(c,b).

d(a,0) = Valz+a2+a§ noteren we als [EI, de lengte van a.

2
Dan is d{a,b) = Ja - b
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. . : 3
Open verzamelingen in Rz en R

Definitie, Zij a ¢ R2 (of a € R3) en § > 0, dan heet
B(a,68) := {x | d(a,x) < 8}

de open bol (schijf, bal) met middelpunt a en straal §.

Het begrip open bol is een analegon in 1{2 , R3 van het begrip open interval |
uit R.

'In R 1is het gebruikelijk een verzameling V.open te noemen, indien er bij
elke a € V een § > 0 bestaat 20 dat (a-§, a+48) c V, We gaan nu analoog

te werk.

2 (cf V ¢ R3) heet open indien bij elke

5.1.1. Definitie., Een verzameling V ¢ R
a ¢ Veen § > 0 bestaat 25 dat B(a,8) < V,
Gelijkwaardige formulering: V is open als V een vereniging is van open bol~

len,
5.1.2, Definitie. Is V open en a € V, dan heet V een omgeving van a.

Stelling. Een open bol is een open verzameling.
Bewijs. Zij b ¢ B(a,$), dan is d(a,b) < 6. Nu is: §, =& -d(a,b) > 0.
We zullen laten zien dat B(E,él) c B(a,8). Is ¢ ¢ B(l_:,dl) dan is d(b,c) < 61

-en derhalve d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) < d(a,b) + 61 = §, dus ¢ € B(a,d). 0

(Opmerking, Dankzij deze stelling zijn we niet in terminologische moeilijk-
heden, hoewel we het woord open op verschillende wijzen geintroduceerd heb-
ben,) '

Voorbeelden van open verzamelingen:

2 2 2
{(x],xz)en |l<x1+x2<4},

3 |l<x'17'+x2+x2

{(xl,xz,x3) e R 5 3

< 4} ,

2
V(a,s8) := {(xl,xz) e R l ]xl~a!| < §, Ixz—azl <8}, ace RZ, § >0

]
V(a,&) := {(x],xz,x3)e]113! le-a]|<5, ]xz-a2|<6, [x3—a3| < 6},§e]R3,6>(

Bevat een verzameling W een omgeving & van 2, (2 € &c W), dan heet a een

inwendig punt van W,
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5.1.3. Stelliﬂgz

1) R?, R? en ¢ zijn open.
2) De doorsnede van twee open verzamelingen is open.
3) Is a # b, dan zijn er open verzamelingen U en V met a € U, b ¢V,
Unvs=4g, .
4) W is dan en slechts dan open als bij elke a € W een 8§ > 0 bestaat zd
dat V(a,$) < w. )
Bewijs. De bewijzen zijn niet moeilijk; we volstaan met enkele opmerkingen,
2) Als g e VnlWen B(g,ﬁl) cV, 3(5,62) c W, dan is B(g,min{dpéz}) cVonW,
3) Als a # b, dan is B(a,}d(a,b)) n B(b,4d(a,b)) = 0.

4) B(a,6) < V(a,8) < B(a,6o¥K)  (a e R, k = 2,3, § > 0). a

Definitie: Een verzameling W ¢ B?

of W« R; heet gesloten indien E?\W resp.
R\ W open is, '

Voorbeelden: R?, I@ » @, {x | d(a,x) < &} zijin gesloten,

Definitie: Een verzameling U heet begrensd indien er een M > 0 bestaat zé
dat U < B{Q,M).

Voorbeeliden: B(a,6), V(a,d) zijn begrensd.

Rijen punten in '.Rz , R3

5.1.5, Definitie: lim a =a in R; (of R?) betekent dat voor elke omgeving U van

<=
a er een natuurlijk getal N bestaat met de eigenschap dat a € U voor elke

n>N (gn ligt o.d.d. in U; vgl. 4.1.,5).

o ~ 2 ) ) 3
Z1ij a = (an],anz), §-—(a1,az) e R™ of En'-(anl’anZ’anB)’ a (al,az,a3) e R”,




5.1.6, Stelling. De volgende beweringen zijn gelijkwaardig:

1) lim a_ = a.
nre® n

2) Voor elke ¢ > 0 geldt a ¢ B(a,e) o.d.d.
3) Voor elke e > 0 geldt a € V(a,e) o.d.d.

A)lm:@n-§)=0-

n-« -

5) lim d(a_,a) = O.
e n

6) lim 213 lim a ., = a, {en lim an3= a3) .
r1-+o -0 n+e

Bet bewijs van deze stelling is niet moeilijk; we laten het achterwege.

Definitie: Een rij (gn) heet begrensd indien {21’32""} een begrensde

verzameling is.

5,2, Coordinatenstelsels in ]R2 en R3

Tot nu toe hebben we meestal de analytische meetkunde bedreven met carte-=
+ Lld [ - 2

sische coordinaten in R~ en m? (x,y resp. x,y,z). Als men problemen be-

studeert met "cirkel~ of bolsymmetrie',dan zijn andere coordinaten vaak

handiger.

5.Z2.1. Poolcoordinaten in E;

We leggen een punt P in het vlak vast door zijn afstand tot & = (0,0) en

door de hoek die de Qerbindingslijn ¢F maakt met de positieve x-as (vgl. p. 159)

De afstand heet gewoonlijk r, de hoek ¢; uit de aard van de keuze volgt dat

r > 0, dat ¢ onbepaald is in ¢ en dat in andere punten ¢ slechts bepaald is tot
op veelvcuden van 2n {((r,p) en (r,¢+2ﬂ) is het zelfde punt).

¢ ncemt men wel de pool, de positieve x-as-de poolas, r de voerstraal van P

en ¢ het argument van P.



Het verband tussen cartesische codrdinaten (x,y) en poolcodrdinaten (r,o)
is
[x = ¢ cos ¢,

ly =r sin @,

rsin gl _ - . __ P

r cos ¢

Voor problemen waarin cirkelsymmetrie voorkomt zijn poolcodordinaten erg

a r 2 2 - v [ 3 e
handig. De cirkel x° + y* = a” heeft als vergelijking in poolcoordinaten:

r = a.

Krommen r = constant zijn cirkels om O} krommen ¢ = constant zijn half-rechten
door & (O zelf uitgezonderd).

Een vergelijking r = r(g) stelt in het algemeen een kromme voor.

We geven enkele voorbeelden:

1
= = 3 >0.
a) r m )

We zien dat r + » als ¢ + O,maar daar y = r gin ¢ = Sl: 2 y Beldt v »+ 1
als 9 + 0; er is dus een horizontale asymptoot y = 1. De kromme heet

hyperbolische spiraal.

_\
J

-
A | ‘




b) r = 2(l = cos ¢). De kromme heet cardiolde.
y

De kromme ontstaat (zie figuur) als de baan van het punt P op de rechter
cirkels als deze cirkel (met straal 1) zonder slip langs de vaste cirkel met

middeipunt (~i,0) en straal 1 rolt.
Y

symmetrie-as

In cartesische codrdinaten is de vergelijking van de cardioide:

(x2+y2+2x)2 = 4(32+y2),hetgeen veel ingewikkelder is.

5.2.2. Cylindercoordinaten in B?

Deze zijn de uitbreiding van poolcoordinaten in het (x,y)=vlak met een

z-coordinaat.



5.203'

-~ lal =

2z
F4
P(r,y,2)

|

[

i

I

:z

| r sin ¢
o T 7 y

I i

P r | 4
i
I

e e e h g e

De cylindercodrdinaten van P zijn (r,9,2z); de samenhang met cartesische

coordinaten is:

X =rcos g ,

1y =r sin g ,

= Z,

Cylindercodrdinaten zijn gemakkelijk bij meetkundige figuren die axiale

symmetrie hebben (omwentelingsfiguren!).
De cylinder x -Pyz = a~ heeft als vergelijking in cylindercoSrdinaten:

T = a, De kegel z2 = x2 + y2 heeft als vergelijking z2 = r2, z = + r.

Bolcodrdinaten in ﬁ;

Voor figuren met een punt van symmetrie (bolsymmetrie) zijn de volgende
codrdinaten erg handig.
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e P(p,g,q))

Een punt P in lfa wordt bepaald door: afstand p tot ©, hoek 8 van OP met de
positieve z~as, hoek ¢ van de projectie van &P op het (x,y)-vlak met de

positie x-as.

Krachtens definitie is p 2 0, 6 tussen 0 en m te nemen en g bepaald tot op
veelvouden van 2u. Voor © is 8 noch ¢ bepaald; voor de andere punten op de
z-as 1s & = 0 of 8 = v en ¢ onbepaald.

De samenhang met cartesische codrdinaten is

X = p gin 6 cos ¢,
y = p 8in 8 sin ¢ ,

zZ = p cog 9,

Uit de bekende eigenschappen van een rechthoekige driehoek volgt namelijk
T = p sin 0, PT = p cos 6 (zie figuur),

p = constant is de vergelijking van een bol om 0,

¢ = constant is de "helft” van een vliak door de z-as.

@ = constant is een halve kegel (uitgezonderd de top @) met de z~as als as.
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5.3. Parametervoorstellingen van krommen

. 5.3.1. Vectorfuncties

3.3.2,

Een vectorfunctie f van &&n reele variabele is een afbeelding f: A » R

waarbij A ¢ R. A heet de definitisverzameling van f; notatie DOM f.

In deze paragraaf beperken we ons tot de gevallen n = 2 en n = 3, Een vec-
torfunctie f is dan een afbeelding, waarbij aan elke t ¢ DOM f ¢ R een
vector £(t) = (x(t),y(t)) ¢ R resp. £(t) = (x(t),y(t),z(t)) ¢ B> wordt

toegevoegd. De functies x(t),y(t) resp. x(t),y(t),z(t) heten de comEonent-
functies of componenten van f(tr).

Voorbeelden. 1) f : [0,27) » Rz, f(t) = (cos t, sin t),.

2) £ : R »R%, £(t) = (a,t4b;,a,t4b,), (a;,a,) # (0,0).

3)f : R 4-R3, f£(t) = (cos t, sin t, t).

Parametervoorstelling van krommen. Kies in Rz resp. R3 het gebruikelijke

assenstelsel., De verzameling
S := {f(t) | t ¢ DOM £}

heet een kromme. Indien deze kromme in een vlak ligt spreken we van een

vliakke kromme, anders van een ruimtekromme.

De functie f(t) heet een parametervoorstelling van de kromme S, met para-

meter t.

De functie f uit voorbeeld ! is een parametervoorstelling van de cirkel met
middelpunt O en straal |. Immers,de kromme bestaat uit alle punten (x,y) ¢ R®
met ¥ = cos t, y = sin t voor zekere t ¢ [0,2n), Na eliminatie van t volgt
xz + y2 = 1, d.i, de vergelijking van de cirkel met middelpunt 0 en straal }.
Dezelfde functie f met DOM f beperkt tot [0,7], is een parametervoorstelling
van een halve cirkel met middelpunt 0 en straal 1. Deze halve cirkel is ook
de grafiek van de reele functie y = V{:;?. De parametervoorstelling voor de
halve cirkel is dus te herleiden tot een voorstelling door middel van een
reéle functie. Voor de volledige cirkel als boven is een dergelijke herlei=

ding niet mogelijk.

Opgave. Toon aan, dat £(t) = {a+r cos t, b+r sin t) met r > O een parameter-—

voorstelling is van de cirkel met middelpunt (a,b) en straal r.




De functie £ uit voorbeeld 2 is een parametervoorstelling van een rechte.

Deze rechte wordt ook beschreven door de vergelijking azx-aly==a2bl-a]b2,

zoals volgt door eliminatie van t uit de vergeiijkingen x = act +bl,
y = azt-+b2.
De functie f uit voorbeeld 3 is een parametervoorstelling van een zg.

schroeflijn. Deze schroeflijn bestaat uit alle punten (x,y,2) ¢ B? met

X = cos t, y = sin t, z = t voor zekere t ¢ R, Na eliminatie van t volgt
dat de schroeflijn ook beschreven wordt door de twee vergelijkingen x = cos z,
y = sin z., Elimineer z, dan is duidelijk dat de schroeflijn ligt op de cylin-

der met vergelijking x2 + yz =1,

Voorbeeld 4, De functie £ :L0,2m) € R? gegeven door £(t) = (a cos t, b sin t)
met a > C, b > 0, is een parametervoorstelling van een ellips. Immers,de

kromme bestaat uit alle punten (x,y) « R? met X = a cos t, y = b sin t voor

2 2
zekere t ¢ £0,27), Na eliminatie van t volgt 55 + Xf =1, d.i, de vergelij~-
king van een ellips, 8 b

Uit de parametervoorstelling volgt dat de ellips ontstaat door de y-codrdi-
. 2 . .
naten van de punten van de cirkel x° + y2 = a2 te vermenigvuldigen met b/a
of ook door de x-codrdinaten van de punten van de cirkel x2 + y2 = b2 te ver-

menigvuldigen met a/b.

Voorbeeld 5. De baan van een massapunt is te beschrijven door een parameter-
voorstelling,waarbij de tijd t als parameter wordt gebruikt.

Beschouw bijv. de beweging van een massapunt langs de cirkel met middelpunt
 en straal r. Op het tijdstip t = O zal het massapunt zich bevinden in het
punt (r,0). De beweging geschiedt met constante hoeksnelheid w, De positie
van het massapunt op het tijdstip t wordt dan gegeven door: x=r cos wut,

y = r sin wt. De functie f(t) = (r cos wt, r sin wt) is een parametervoor-
stelling van de baan van het massapunt,

Indien we de omlooptijd 27/w als tijdseenheid kiezen, dan wordt de parameter-

voorstelling van de baan: f(t) = (r cos 2r7, r sin 2n1), met parameter
T = wt/2m, '

We definiéren nu de begrippen continuiteit en differentieerbaarheid voor

een vectorfunctie,
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5.3.3. Definitie. Zij £ : DOM £f +iB; gegeven door f£(t) = (x(t),y(t)).
f heet continu in a € DOM £ als de componenten x,y continu zijn in a.
heet continu op een verzameling V <R als f continu is in elk punt van V.

£
f heet continu als £ continu is op DOM £.

5.3.4, Definitie. Zij £ : DOM £ +ZB? gegeven door f£(t) = (x(t),y(t)).

Zij a inwendig punt van DOM f dan heet f differentiecerbaar in a als de com-

ponenten x,y differentieerbaar zijn in a; f'(a) := (x'(a),y'(a)) heet de

Efseleide van £ in a.

f heet differentieerbaar op een interval I c R als f differentieerbaar

is in elk punt van I.

De definities van continulteit en differentieerbaarheid voor een vectorfunctie °
f : DOM £ + R’ zijn analoog.

In plaats van £'(t), x'(t), y'(t) gebruikt men ook vaak de notaties i(t),

x(t), v(v).

5.3.5. Raaklijn. Beschouw een vectorfunctie £ : DOM £ >R gegeven door
£(e) = (x(t),y(t),z(t)), waarbij DOM f een interval zal zijn.
Laat f differentieerbaar zijn in a ¢ DOM £, dan zijn de componenten xX,y,z,

differentieerbaar in a. Volgens 2,5.1 geldt dan:

x(a+h) = x(a) + x(a)h + ho(h),
y(ath) = y(a) + y(adh + ho(h),
z(a+h) = z(a) + Z(a)h + ht(h),

voor alle 1 in een omgeving V van 0, en

lim p(h) = 1im o(h) = lim t(h) = 0.
h0 h+0 h+0

In een omgeving van a is f(t) dan lineair benaderbaar door de functie

2(t) = £(a) + £(a)(t-a)
Indien i(a} ¥ 0,dan is % een parametervoorstelling van een rechte: de raak-
lijn aan de kromme in het punt f(a). De richtingsvector van deze raaklijn

is £(a) = (k(a),y(a),2(a)) # 0. Als %(a) = 0, dan is de raaklijn evenwijdig aan

het (y,z)-vlak; analoge uitspraken gelden indien y(a) = O resp. 2(a) = Q.
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Beschouw vervolgens een vlakke kromme gegeven door de parametervoorstelling
£(t) = (x(t),y(t)). Op dezelfde manier vinden we dan: als f differentieerbaar
is in a met afgeleide i(a) = (x(a),y(a)) # 0_dan heeft de kromme een raak-
lijn in het punt f(a) met richtingsvector i(a). Als x(a) = 0 is de raaklijn

evenwijdig aan de y-as, als §(a) = 0 is de raaklijn evenwijdig aan de x-as.

Zoals we reeds op p. 163 opgemerkt hebben, is de parametervoorstelling van een vlakke
kromme soms te herleiden tot een ﬁoorstellingdoormiddelvaneen“reéle functie g(x)

i.e. de kromme is Qe grafiek van y = g(x). We geven hierover de volgende

stelling.

5.3.6, Stelling. Zij de vectorfunctie £(t) = (x(t),y(t)) differentieerbaar met
continue afgeleide in een omgeving van het punt a en zij %(a) # 0O,

Dan bestaat er een omgeving V van a en een reele functie g(x) gedefinieerd
in x(V), zodat de kromme {f(t) | t € V} de grafiek is van y = g(x).

De afgeleide van g(x) in x(a)'wordt gegeven door

dg (x(a)) = L)
ax %(2)

Bewijs. De afgeleide X(t) is continu op een omgeving van a en %(a) # 0.
Daaruit volgt dat er een omgeving V van a bestaat zodat 6f x(t) > 0 voor
alle t ¢ V 8f x(t) < 0 voor alle t ¢ V. Volgens 2,5.6 is x(t) dan strikt
monotoon op V., De functie x(t) heeft nu een inverse functie, aan te geven

, dt I
door t(x), met afgeleide T (x(a)) = =, (vgl. p. 55).

x(a)
Substitueer t(x) in de component y(t), dan ontstaat de samengestelde functie

y{t(x)) =: g(x),gedefinieerd in x(V). Het is duidelijk dat de grafiek van
y = g(x) juist overeenstemt met de kromme {£(t) | t € V}.

De afgeleide van g(x) = y(t(x)} in x(a) is te bepalen met de kettingregel:

% @) - F @ F e - L -

Opmerking. In vervelg op 5.3.6 zijn ook de tweede en hogere afgeleiden van
g(x) in x(a) te bepalen. Zo volgt eenvoudig met behulp van de kettingregel
(ga dit na) dat
2 - -
d - - L] x(a
.._.,% (x(a)) = y(a)x(a) (a)x(a) ,
dx [%(a)]

waarin x(a), resp. y(a) de tweede afgeleide van x(t), resp. y(t) in a is.
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Voorbeeld 6. Cycloide.

Een cirkel met middelpunt M en straal a rolt over de x-as. Beschouw de
kromme beschreven door het punt P dat zich oorspronkelijk in & bevindt.
Deze kromme heet cycloide.

Neem als parameter de hoek t tussen de voerstraal MP en de verticaal.

Uit de figuur is eenvoudig af te lezen dat de codordinaten van P worden ge-
geven door (at-asin t,a-acos t). Hiermee hebben we tevens een parameter—

voorstelling van de cycloide gevonden, nl. £(t) =a(t-sint,1-cos t).

Opgave. Bepaal de punten van decycloide waar de raaklijn evenwijdig is aan

§é§ van de assen. Bewijs dat de ragklijn in £(t) aan de cvcloide gaat door

het punt (af,Za).
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5.4. Hoogtekaart, continuiteit, van functies van meer dan &én veranderlijke

5.4.1. We hebben op het V,W,0, continuiteit bestudeerd van functies van &&n
reéle veranderlijke, We zullen inm dit hoofdstuk de theorie uitbreiden
tot reéle functies van meer reéle veranderlijken.

Om de notatie simpel te houden zullen we ons bijna steeds beperken tot
functies van twee veranderlijken, z = f(x,y); bij de overgang naar drie of

meer veranderlijken zijn geen essentieel andere begrippen nodig.

Als men van een functie z = f(x,y) een "grafiek" zou willen tekenen dan
wordt dat een opperviak in 1R3. We geven een schets van een tweetal van

dergelijke grafieken.

Z z

2 2
Z=X’Y’ Z=X"-¥

Vanwege het lastige tekenen, maken we meestal een zg. hoogtekaart, d.w.z.
we tekenen in het platte vlak een aantal krommen, waarop de functie constant

is (vgl. pp. 169-170). Dergelijke krommen noemen wij hoogtelijnen of niveaulij

Deze wijze van voorstellen is volledig analoog aan wat in de topografie

gebruikelijk is,
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-
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Voor de voorbeelden op p. 168 waarvan we de grafieken wel getekend hebben, zien de
hoogtekaarten er aldus ult.

z=0-1-2-3-4 Y

2
ZnX +y2 z-xQ_ vz
Analoog aan de hoogtelijnen op een hoogtekaart, zou men u = f(x,y,z)

kunnen voorstellen door een stelsel van niveauvlakken,

Voorbeeld: u = x2 - y2 + z2,




5.4,2, Definitie. Een functie f: V + R, waarbij V ¢ E? (of V ¢ m?), heet

continu in 2 € V, indien er bij elke omgeving & van £(a) in R een omgeving

U van a in R? CR3) bestaat zo dat £(U n V) < @,

Wegens definitie 5.1.1 en stelling 5.1.3.kunnen we deze definitie naar believer
op de volgende beide wijzen interpreteren,

f(x,y) is continu in het punt (a,b) indien er bij elke ¢ > 0 een § > 0 bestaat
zodanig dat: )

|£(x,y) - £(a,b)| < ¢

voor alle (x,y) uit het definitiegebied met

e e —— . 3

VQx—a)z v -0)2 < s

of:
dezelfde bewering maar met\/(x—a)g + (y-b)2 < & vervangen door:

|x-al < & en |y=bl < 6.

De gebruikelijke eigenschappen (som van continue functies is continy, e.d.)
blijven geldig. (ga dit na). Het is belangrijk dat men discontinuiteiten leert vi
uit de hoogtekaart.
Voorbeeld:

Fx,y) = 22 (x,y) # (0,0)

x+y2

£(0,0) = 0.

De functie is voor alle x en y gedefinieerd. We tekenen (een gedeelte van) de hoo

kaart.
Y
-1 0 1
X
1 lO =1

In eike omgeving van de oorsprong komt dus zowel de waarde 1 als de waarde -1

voor: de functie is in (0,0) niet continu!



Alle andere hoogtelijnen zijn rechten met vergelijkingen y=ux, steeds met uit-

. 2a
zondering van het punt (0,0); de waarde op zo'n rechte is 1+a2 (een getal
tussen =1 en l).

Daarentegen is de functie

3
g(x,y) = 25  (xy) # (0,0
X +vy
g(0,0) = 0, -

wel continu in (0,0); immers,

3
X3 2) - X 3 lxyl < jxvy|l ¢
x“ +y

2

lgx,y) - 2(0,0)] =
. x +¥

voor bijvoorbeeld |x| < V&, |y| < /e; daarbij is e een willekeurig positief getal

5.5.

5:5.1,

Met behulp van het vorige voorbeeld kunnen we ook schrijven:

8,y) - 80,0 = |} - S = g ey | < e

X +y

en het is gemakkelijk in te zien (vgl. ook de hoogtekaart van £) dat f be-
grensd is (~1 s £(x,y) < 1).

Differentieerbaarheid van functies van twee of meer veféﬁﬂéfiijkeﬁhﬂﬁ

Meetkundig zal differentieerbaarheid van £(x,y) in het punt {(a,b) betekenen
dat het oppervlak z = f(x,y) in het punt (a,b, f£(a,b))een niet-verticaal
raakvlak heeft. We generaliseren de karakterisering van differentieerbaar-

heid zoals gegeven in 2,5,1.

Definitie. Zij f(z,y) gedefinieerd in een omgeving van (a,b).

f is differentieerbaar in (a,b) indien er getallen A en B en een

functie ¢(h,k), gedefinieerd voor (h,k) # (oho),bEStaan,zodanig dat:
£(ath, b+k) - f(a,b) = Ah + Bk +\Jh"+k“ e(h,k)

en
lim e{h,k) = 0.
(h,k)~>(0,0)
Hierbij moet lim begrepen worden in de zin van 5.1.5.
(h,k)=>(0,0)

Om de betekenis te achterhalen van de getallen A en B in deze definitie
nemen we achtereenvolgens k = 0 en h = 0.
Met k = 0 volgt
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A = lim f(_a+h,b¥l-f(a,b) :

b0

met h = (0 volgt

f(a,b+k)-f(a,b)
k »

B = lim
k0

d.w.z. A is de afgeleide van de functie f(x,b) in x = a (omdat b vast is, isdit e

functie van x alleen), B is de afgeleide van f(a,y) in y = b.

We noemen deze afgeleiden,waarbij slechts &&n van de argumenten varieert ,

partiéle afgeleiden, We gebruiken de notaties:

lim f(a+h’b;-f(a’b) =3 %m-f(a,b) =1 %£ (a,b) =: £ (a,b);
h>0 . X x X
evenzo
. f(a,b+k) ~ £(a,k) P af
lim 2 2 =;: — f(a,b) = — b) =: £ .
ko k 5y (@b oy (2P y(a:b)

De meetkundige betekenis van partiele afgeleiden blijkt uit de volgende

beschouwing:

z = f(x,y) stelt een oppervlak voor dat gaat door P = (a,b, f(a,bl)).

Als we dit doorsnijden met het vlak y = b is de doorsnijdingsfiguur een
kromme; fx(a,b) is de richtingscoefficient van de raaklijn aan deze kromme
in P (en uiteraard in het vlak y = b).

Evenzo is fy(a.b) de raaklijnrichting in P van de doorsnijdingskromme van het

vlak x = a met het oppervlak z = f(x,y).

Eveneens ziet men meetkundig in dat de vergelijking van het vlak door beide
raaklijnen (dat tevens het raakvlak in P aan het oppervlak is, als ten~

minste het oppervlak in P een raakvlak heeft) als vergelijking heeft:

z - f(a,b) = £ _(a,b) (x-a) + fy(a,b) (y-b). (1)

Zo zien we dat differentieerbaarheid inhoudt dat de functiewaarden in de
buurt van (a,b) "goed" benaderd worden door de overeenkomstige waarden van

een eerstegraadfunctie.

Elke rechte déor P = (a,b,f(a,b)) in het vlak (1) is een raaklijn aan-het
opperviak. Als § = (ath, b+k, f(a+h,b+k)) en Q = (a+h,b+k,f(a,b)+fx(a,b)h+fy(a,b)
dan is Q in (1) en S op het oppervlak. Het verschil van de tangen-—

ten van de hoeken die PS en PQ met het xy-vlak maken is ls(h,k)]. Omdat dit

naar 0 nadert als (h,k) -+ (0,0), raakt PQ aan het oppervlak.
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De situatie is getekend in de volgende figuren.

tan -g—x!-(a,b) : tan ﬁ-g—fy—(a,b)




5,5.2. Evenals in 2,.5.1 wvolgt uit de definitie van differentieerbaarheid in
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Als we na partiéle differentiatie het punt (a,b) laten varieren,krijgen we

. , of af 3f of
functies van x en y: T {(x,¥), 35-(x,y), meestal kortweg fx’ fy of W 3y

genoteerd.

Het berekenen van partiele afgeleiden gaat geheel met de techniek van het
differentiéren die we reeds kenmen; w:z beschouwen alle veranderlijken, behalve d

waarnaar gedifferentieerd wordt, als constanten.

Voorbeeld:
£(x,y) = 1n (1+x2+y™)

We hebben
L £.(1,1) = 2/3
ax I+x2+y4 . ’ x ! s
2Y: 4y>
_a_=_._.L_2 T £ (1,0 =4/3,

En (vgl. (1), p. 174)
£(1+h, 1+k)=£(1,1) =~ 4

h + .
3 k

N

. . 2
(De uitdrukking 3 h + % k wordt wel de totale differentiaal

van f in (1,]1) genoemd; het is een functie van twee veranderlijken, nl.
h en k.)

Opmerkingen..

(a,b) niet alleen het bestaan van de partiele afgeleiden in (a,b), maar

ook dat £ in (a,b).continu is (ga dit na).
Men zij er op bedacht dat uit het bestaan van de partiéle afgeleiden nog niet
volgt dat f differentieerbaar is. Voor het op p. 172 bekeken voorbeeld:

Exy) = S5 (x,y) # (0,03

X +y
£(0,0) = 0

geldt:
fx(o,o) = fy(0,0) = 0, doch f is in (0,0) niet continu, dus zeker niet

differentieerbaar in (0,0).

5.5.3, Partiele afgeleiden zijn in het algemeen weer functies van x en ¥y;

dzze kunnen vaak zelf weer partieel gedifferentieerd worden. We bekijken

alleen de notaties.
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Als we hebben f(x,y) met eerste partiele afgeleiden: %% (%,v), k23 (x,y)

oy
dan noteren we

5 af _ °f _. .
ax 3x 2 : fxx(x?Y) ' fxx ?

=3 fxy(x,y) =; f ,

w— T R e =g fyx(x,y) =: f s

= o os=t ——m = £ (% =: £
yy oY)

Als de tweede partiéle afgeleiden continu zijn,geldt steeds dat
fxy = fyx (het bewijs laten we achterwege ), zodat de tweede partiele
afgeleiden onafhankelijk zijn van de volgorde waarin de differentiaties

worden uitgevoerd.

Met het voorbeeld: f(x,y) = 1n (1+x2+y4) vinden we:

2 4 3
£ = 2(1-x"+y ) £ - f = ~-8xy ,
XX 2 4 2 Xy ¥ 2 4 2
(1+x7+y ") (1+x"+y ")
£ = 12y2(l+x2)~4y6
yy 2 4.2
Dus: (I+x74y )
2 - - -8 = 20
fxx(!’l) 9 ] fxy(]sl) fyx(l'l) = 9 ] fyy(]g]) 9 .

Evenals in 2.6.1, p. 69 kunnen we naast de benadering van "functie door raak-
vlak" nl.

f(x,y) = £(a,b) + (x-a) fx(aub) + (y~b) fy(asb)s

een betere benadering in de buurt van (a,b) vinden door ais benaderende

functie er een te nemen die in (a,b) niet alleen de waarde en eerste partiéle

afgeleiden met f gemeen heeft, maar waarvan ook alle tweede partiele

afgeleiden in (a,b) met die van f overeenstemmen. We krijgen dan (als fyx = f

f(x,y) = f(a,b) + (x-a) fx(a,b) + (y-b) fy(a)b) +

+ @) £ @) ¢ xra) (reb) £, (a,b) + b)) £ (ab).

Men kan ook voor functies van meer veranderlijken een formule als die van

Taylor (vgl.(2.8.1)) afleiden.

xy)



5.5.5. Zonder de (overigens standaard-) bewijzen uit te schrijven,vermelden we

nog enige toepassingen van de kettingregel.

Als z = f(x,y); x = ¢(t), ¥y = ¢(t),dan is z = £(p(t), V(L)) ook een
functie van t .

Er geldt:

dz 9z ax
dt ox dt

-—z—-gl- L] - » O
3y dat fx X + fy Yy .

Is bijvoorbeeld z = xy en is x = x(t), y = y(t), dan is

%% =.__ (x(t) y(£)) = x(t) y(t) + x(t) ¥(t) .

‘Het volgende voorbeeld laat ons het belang zien van een duidelijk onderscheid

dz oz
in de notaties ac en 5t

2
Door z = x+y , vy = In x is z pgegeven als functie van x en y, maar

ook als functle van x (nl. z = x+{1n x) ). Er geldt nu:

32 dz _ 2 1o x

._._=] 1+_——’——-.

3% ' dx X

Een ander gebruik van de kettingregel is het volgende:
Als z = £(x,y); x = ¢(u,v), ¥ = ¥(u,v) dan is z = f(g(u,v), ¥(u,v)) dus
ook een functie van u en v.

Nu geldt:

bz _ 3z dx Dz 3y . dz 0z dx 2z 3y

du 8x du 9y au ’ dv  3X 3v 3y ov
In andere notatie:

gz =2z X +tz yviyz =2z x +tz ¥y
u X u ¥y “u v X v vy v

Als voorbeeld nemen we het geval waarin x en y zeer bekende functies
zijn van twee veranderlijken die r en ¢ heten (zie 5,2,1),
Als z = f(x,y); X = r cos g, ¥y = T sin ¢, dan is

2z

= * + v 51
ST fx cos ¢ fy sin g

L8 = - f . T . 8in +f «r . cos gp.
30 X ¢ y v
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Zonder enige essentieel nieuwe ideeen te introduceren is de voorafgaande
theorie uit te breiden tot functies van drie of meer veranderlijken. Veel
in de praktijk voorkomende fysische problemen bevatten vier veranderlijken,
waarvan drie de coordinaten in de ruimte, x, y; Z, zijn en de vierde de
tijd, t. In het algemeen zal men proberen, bijvoorbeel& door het gebruiken
van symmetrie—argumenten, het aantal veranderlijken in een probleem zo

klein mogelijk te laten zijn.

Een toepassing van het partieel differentiéren is het differentiéren van

zg. impliciet gegeven functies (dat we overigens zonder het te vermelden

in 2,6.2 al gedaan hebben).

Door een vergelijking F(x,y) = O kan voor sommige waarden y als 'functig van X
beschouwd worden. Zo zijn door x2 + y2 - 1 = 0 de functies y](x) * Vl-x2
en yz(x)= f\ﬁ-xz bepaald (beide op [-1,1]), terwijl de vereniging van de
grafieken van yl(x) en yz(x) de verzameling is van alle punten die aan

x2+y2—l = 0 voldoen. We zeggen dat de functies yl(x) en yz(x) door

x2+y2—1 = (0 impliciet gegeven zijn. Vaak is het handig over de afgeleiden
van dergelijke impliciet gegeven functies te beschikken zonder ze eerst

expliciet te maken (d.w.z. zonder ze te schrijven als yl(i) = ey enz.).

Dit differentidren van impliciaste functies is niets anders dan het toe-

passen van de kettingregel op

F(x, y(x)) = 0.

We krijgen: x + 3y y'(x) 0.

Uit x2+y2—l = O volgt: 2x+2y y' = 0,dus y' = -x/y. (Controleer dat y](x)
en yz(x) hieraan voldoen op (-1, 1)).

..
We bespreken nog een voorbeeld namelijk de kromme met vergelijking x3-+y3 -3xy =0

We proberen de punten op de kromme te vinden waar de raaklijn horizontaal is.

Daar 3x2 + 3y2 y' = 3y =~ 3xy' = 0, volgt

v . ITX

¥ =%

}T

Horizontale raaklijnen kummen dus optreden als y = xz, d.w.z. in verband
. erps 6 3
met de oorspronkelijke vergelijking als x = 2x dus voor x = 0 en

3

.. 2
x = v2, Het punt (0,0) is een bijzonder punt omdat daar ook y -x = 0.
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Het andere punt is ( }E, ‘3/2;). _

7 We merken op dat er symmetrie is, d.w.z. %ls k%nshebbers voor verticale
raaklijnen vinden we weer (0,0) en ook ( V4, ¥2). Om de grafiek te kun-
nen tekenen gebruiken we deze symmetrie en snijden de kromme met 1lijnen

loodrecht op de symmetrie-as: y = -x+p.

s s 2 '
We krijgen x"(3p + 3) - 3xp(p + 1) +p3 = 0. Voor p=-1 is er geen snijpunt,

voor p = 0 15 (0,0) een dubbel snijpunt terwijl uit de discriminant:
3p2(p+l)(3-p) blijkt dat er slechts snijpunten optreden wvoor =1 < p £ 3.
De grafiek is nu na enig gepuzzel te tekenen; de kromme heet folium van

Descartes. Deze kromme heeft een scheve asymptoot x + y = -1,
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De methode van het differentiéren van impliciet gegeven functies kan uitge-

breid worden tot meer variabelen en tot meer vergelijkingen.

5.5.8. De vergelijking F(x,y,2z) = 0 beschrijft een oppervlak in'RJ. Door deze ver-

' gelijking is z impliciet gegeven als functie van x en y: 2z = z(x,y).
De partiele afgelgiden %& en %; kunnen we vinden door partiele differentiatie
van : ' '

F(x,y,z(x,y)) = 0

onder toepassing van de kettingrégel

IX 9z ax *oax ax/ 3z °*
.?-F_-l-.a.g a—zao -a..in-iﬂ
3y 23z 3y ' 3y ay/ 3z *
. aF
mits 3= ¥ 0.

Voorbeeld. Beschouw de vergelijking x - e’sin z = 0,

Partieel differentiéren naar x en naar y geeft

- 3z
1 e’cos z = 0,
|
~e”sin z - e'cos z 3z, o, |
3y

waaruit volgt

3z _ 1 3z - sin 2z tan
—— T ————— » —— - e, M ww z’
ax eYcos z oy cos z

mits cos z # O.

5.5.9, Het stelsel vergelijkingen

fF(x,y,z) = 0,
1G(x,y,z) =0

beschrijft een kromme inZRB.

Men kan y en z als impliciet gegeven functies van x beschouwen en vragen naar

de afgeleiden y'(x) en z'(x).
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Differentiatie naar x levert

8F+-3-F-: fl.z.+a_F iz—-o
dx 3z

X dy dx -~ °*
3G 3G dy . 3G dz _
% iy dx Y3z 3x 0.

3F 3G _ 3F . 9G , . .
3y 9z Y 3;"#015.

waaruit y' en z' zijn op te lossen,mits

Voorbeeld., Beschouw het stelsel wvergelijkingen

{ xz . Y2 + 22 -5,

Xy + yz =2,

Bereken y'({x), z'(x) en 2"(x) in (x,y,z) = (0,1,2).

Differentiatie naar x levert

2 + 2yy' + 222" =0 en y+ (x*+2)y’ +yz' =0,

In (0,1,2) wordt dit
2y'(0) + 42'(0) =0 en 1+ 2y'(0) + 2'(0) = 0,

met als oplossing y'(0) = -2/3 en 2'(0) = 1/3.

Nogmaals differentiéren geeft
¥ 2 " L] 2 " .
P+ (y")" +yy" + (2") + 22" =,

yl + (x+z)y" + (]+zl)y| + ylzl + yzll = 0'

Invullen van (x,y,z) = (0,1,2) en van de bekende waarden van y'(0)

geeft rwee vergelijkingen voor y"(0) en 2"(0), waaruit volgt z"(0) = -44/27.

Richtingsafgeleide en EradiEnt

en z'(0)

We brengen de definitie van het inwendig product (a,b) van twee vectoren a
en b in herinnering. InZR2 is (a,b) = lal |§|cos o = a]bl + a,b, , in R? is

(a,b) = la} |[blcos ¢ = ab + a2b2 *+ ajby , waarbij ¢ de hoek tussen de

vectoren is en a = (al,az) resp, (ai,a2,33), b = (bl’bz) resp. (bl

,b2,b3).

Twee vectoren a en b staan loodrecht op elkaar dan en slechts dan als

(Esb) = (.




5.6.1.

5.6.

2.

In HfB is nl(x—a)-bnz(y-b)*-n3(z-c) = 0 de vergelijking van een vlak V door
(a,b,c) en met n = (nl,nz,nB) als normaalvector d,w.,z, n staat loodrecht op
vlak V. Dit laatste is in te zien door de vergelijking in de vorm

(n,x-a) = 0 te schrijven met x = (x,y,z) en a = (a,b,c).

In ]R2 is analoog nl(X*a) + nz(y—b) = 0 de vergelijking van een rechte % met

n = (nl,nz) als normaalvector, d,w.z, n staat loodrecht op de rechte 2.

Gradient. Zij f een reéle functie van n veranderlijken, differentieerbaar in

a e« Bfl, dan verstaan we onder grad f(a) de vector uit RS
of

of
G~ @)s.ees T
1 n

(a)) .
In onze beschouwingen is n = 2 of n = 3.
Opmerking. In plaats van grad f gebruikt men ook de notatie Vf.

Richtingsafgeleide. Zij f een reele functie van n veranderlijken (n < 3),

gedefinieerd in een omgeving van a en x = a + tv een parametervoorstelling
van een rechte door a met richtingsvector v. Kies [gl = 1, dan is |t] de
afstand van x tot a. We beschouwen de samengestelde functie g{t) = f(a+ty).

Als g een afgeleide heeft in t = 0, met andere woorden, als

fla+ty) - £(a)
t

g' (0) = Lim &LE) ~ 9 _ 1in
=0 7 t+0

bestaat, dan noemen we g'(0) de richtingsafgeleide van f in a in de richting

van v.

Merk op dat fx(g), fy(g) en £ (a) richtingsafgeleiden zijn in de richting

van de coordinaatassen. .

5.6.3, Stelling: Zij f differentieerbaar in a, dan bestaat de richtingsafgeleide van

f in a in een willekeurige richting v ({v| = 1) en is gelijk aan (grad £(a),v).

Bewijs, Dit is een ommiddellijk gevolg van de kettingregel, 0




5.6.4,

Opgave. £ Rz + R zij gedefinieerd door

TXH voor x ¥ 0
X +y :
f(x) =
0 voor x = 0 .

a) Bewijs dat fx en fy oversl bestaan.,

b) Heeft £, behélve fx en fy‘ nog andere richtingsafgeleiden in (0,0)?

Meetkundige interpretatie. We beschouwen de differentieerbare functie f(x,y,z),

Door het punt a = (a,b,c) gaat het niveauvlak met vergelijking

f(x,y,z) = f(a,b,c). ' (1)

De vergelijking van het raakvlak aan het niveauvlak in het punt a kunnen we
opstellen door op te merken dat door de vergelijking (1) z impliciet als
functie van X en y is gegeven. We nemen aan dat fz(g) ¢ 0,

Volgens 5.5.1 is de vergelijking van het raakvlak

3 3z
zZ-c= a-:' (a,b) (x-a) + 3‘;‘ (a,b) (y-b) . (2
Uit (1) bepalen we door impliciet differentiéren %% en %; . Dit geeft
f (a) f (a)
9z X - Jz -
== (a,b) = - ’ —-(a,b)---%—)-,
ax szQS ay fz a

Invullen in (2) geeft tenslotte voor het raakvlak de vergelijking:

£.(a)(x-a) + fy(g)(y-b) + £ (a)(z=c) =0 .

Uit de vergelijking volgt dat de vector grad f(a) loodrecht op het niveau~
viak in a staat. De richtingsafgeleide in a in de richting v is

(grad £(a),v) = |grad f(g)!cos ¢, als ¢ de hoek is tussen v en grad f(a).
De richtingsafgeleide is dus maximaal als ¢ = 0, d.w.z. in de richting van
grad £(a). De vector grad f(a) geeft dus aan in welke richting f het sterkst
toeneemt. Loodrecht op grad f(a) is de richtingsafgeleide nul; dit geldt dus
voor richtingen in het raakvlak aan het niveauvlak.

Niveauvlakken snijden elkaar uiteraard niet,

Krommen loodrecht op alle niveauvlakken heten orthogonale trajectorien;

de raaklijn aan de orthogonale trajectorie door a heeft richtingsvecter

grad f(a).
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Voor n = 2 geldt een analoge meetkundige interpretatie, We hebben dan te

. . . 2, . ce s
maken met niveaulijnen in R” in plaats van met niveauvlakken. De raaklijn in

28 = (a,b) aan de niveaulijn f£(x,y) = f(a,b) wordt gegeven door de vergelij-

5.7,

king
fi(@)(x-a) + £ (a)8y -b) = 0.
Voorbeeld. £(x,y) = xy. Niveaulijnen zijn orthogonale hyperbolen met x-as

en y-as als asymptoten.,

Wegens grad f(x,y) = (y,x) geldt voor de orthogonale trajectorien:

dx _

dc 7

dy .

dc X%
er volgt

&y . x

dx ¥

met als oplossingen x2 - y2 = C; dat zijn orthogonale hyperbolen met y = x

en y = -x als asymptoten.

Partiéle differentisalvergelijkingen

In hoofdstuk drie bespraken we een belangrijke toepassing van het differenti-
eren van functies van &&n veranderlijke. Als toepassingen van het differen-
tiéren van functies van meer veranderlijken zijn eveneens differentiaalverge-
lijkingen van essentieel belang. Daarnaast is een heel belangrijke toepassing
van de differentiaalrekening het bepalen van extrema (zie 5.8 en 5.9).

Differentiaalvergelijkingen met partiéle afgeleiden, z.g. partiele dif-

ferentiaalvergelijkingen zijn voor de toegepaste wiskunde van het aller-

grootste belang. Het oplossen is echter in het algemeen zeer moeilijk; een
en ander valt dan ook buiten het bestek van deze syllabus. Veelal zal men

voor iedere vergelijking ad hoc een oplossing moeten vinden; Fourierreeksen
zijn daarbij een machtig hulpmiddel. We vermelden alleen erkele voorbeelden

van partiele differentiaalvergelijkingen.
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b)
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De warmte-vergelijking. Beschouwen we een lichaam waarvan niet alle punten

dezelfde temperatuur hebben. Zij u(x,y,z,t) de temperétuur op tijdstip t

in het punt (x,y,z),dan is onder zekere veronderstellingen:

waarin C een positieve constante is; uit deze vergelijking volgen alle

mogelijke temperatuurverdelingen.

De vitwijking u(x,t) van een trillende, homogeen veronderstelde, snaar

langs de x-as ten tijde t in het punt met coordinaat x voldoet aan

2 2

au_ C du (C > 0).
2 2

3t Ix

Talrijke andere verschijnselen leiden tot dezelfde vergelijking.

Golfvoortplanting in drie dimensies voldoet aan:

).

u =Cu_ +u_ +u
®X Yy 2z

tt

De vergelijking wvan Laplace.

u + u + u = 0.

XX vy 22

Deze vergelijking, ook wel geheten potentiaalvergelijking (omdat de tijd-~
onafhankelijke electrische potentiaal er aan voldoet),speelt een rol in
tal van problemen. Wij zien uit voorbeeld a) dat stationaire (d.w.z.

tijd onafhankelijke) temperatuurverdelingen er aan voldoen.

Oplossingen van de vergelijking van Laplace heten harmonische functies.



- 187 -

5.8. Extrema

We beschouwen functies van twee of drie variabelen. Locale, respectievelijk

globalesextrema worden gedefinieerd analoog alsbij functies van &8n variabele
(vgl. 2.1.4 en 2.1.6).

Een belangrijke rol speelt de volgende stelling, die we niet zullen bewijzen.

5.8.1. Stelling (Weierstrass). Zij V ¢ R" een begrensde en gesloten verzameling
en zij £ : V > R continu op V,dan heeft f op V een globaal maximum en een

globaal minimum.

Inwendige punten van de definitieverzameling van f waar f differentieerbaar

is en grad f = 0 heten stationaire punten.

5.8.2, Stelling, Als f een extremum heeft in cen inwend@gﬁpunt a van de definitie-

verzameling van f en als f differentieerbaar is in a, dan is grad f(a) = 0,

d.w.2. 2 is een stationair punt,

Bewijs. Kies een richting v met l\_rl = 1. De samengestelde functie g(t) :=f£(a+ ty) heeft
in t = 0 een extremum en is daar differentieerbaar met g'(0) = (grad f(a),v).

Volgens 2.5.3 is dan (grad £(a),v) = 0. Omdat dit geldt voor elke richting v,
is grad f(a) = 0. _ 0

Voorbeelden., 1) f(x,y) = x2 4 y2; grad f(x,y) = (2x,2y).
Het enige stationaire punt is (0,0). In dit punt heeft f een globaal mini-

wum wet functiewaarde 0O,

2) flx,y) = Vx +y heeft geen stationaire punten, maar wel een globaal minimum
in (0,0). Daar de partiele afgeleiden van f in (0 0) niet bestaan, is f in

(0,0) niet differentieerbaar.




3) £(x,y) = xy; grad £(x,y) = (y,x).
Het enige stationaire punt is (0,0), maar f heeft in Jat punt geen extremum,
Immers,£(0,0) = 0 en £(x,y) > O in het eerste en derde kwadrant en f(x,y) <0

in het tweede en vierde kwadrant. We noemen het punt (0,0) een zadelpunt.

Samenvattend kan men zeggen dat een functie f op een verzameling V extrema
kan hebben:

a). in inwendige punten van V die stationaire punten van f zijn,
b) in inwendige punten van V waar f niet differentieerbaar is,

¢) in punten van V die niet inwendig zijn (randpunten van V).

Voorbeeld 4. Bepaal de extrema van f(x,y) = 1 = xg - y2 op de verzameling

Vo= {(x,y) | x2 + y2 s 1},

V is begrensd en gesloten en f is continu, dus volgens 5.8.1 moet f een glo-
baal maximum en een globaal minimum hebben op V. Inwendige punten zijn de
punten met x2 + y2 < 1. Omdat grad f(x,y) = (-2x,-2y), is (0,0) het enige
stationaire punt en £(0,0) = |. Voor de randpunten van V (de punten met

x2 +y2 = 1) is f(x,y) = 0 en voor de inwendige punten is £(x,y) > 0.

Conclusie, Inelkpunt van de rand heeft f sen globaal minimum (waarde 0); er moe
ook een globaal maximum zijn dat niet op de rand kan liggen; er is slechts

€&n stationair punt nl. (0,0), dus in (0,0) heeft f een globaal maximum (waarde

Voorbeeld 5. Bepaal de extrema van f(x,y) = (x—y)(x2+y2-1) inZRz.
. 2
Nu is grad f(x,y) = (3x2—2xy+y“—l, -x2+2xy-3y2+l).

Er zijn vier stationaire punten:

P = (l /f, VZ), p2 = (—.% V2, ~ %-/5), functiewaarde 0;

rote—

P ! V6, - é v6), P4 = (—-% V6, %-/E), functiewaarde-é V6.
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In de hoogtekaart zijn de nul-n1veau113nen (nullijnen) getekend, die het
vlak in vier gebieden verdelen waar f tekenvast is. De tekenverdeling is
ook aangegeven in de hoogtekaart, Hieruit blijkt onmiddellijk dat PI en P2
zadelpunten zijn. Beschouw V := {(x,y) ] x £y en x2 + y2 <1}, OpV is
f(x,y) 2 0 en op de rand van V is f(x,y) = 0. Aangezien V begrensd en ge-
sloten is,moet f dus een maximum hebben in het inwendige van V; de enige

kandidaat is Pé' dus P4 is globaal maximum t.o.v. V. Het punt P, is t.o.v,

4
de geheleZR2 slechts een locaal maximum. Evenzo is P3 een locaal minimum,

Voorbeeld 6, Bepaal de extrema van f(x,y) = x + y2 op de verzameling

Vo= {((x,y) | x + y2 < 1}. Beschouw eerst de inwendige punten van Vv, dat

zijn punten met x2 + y2 < 1. Daar grad f(x,y) = (1,2y) ¢ (0,0) ziin er geen
stationaire punten in het inwendige van V. Aangezien V begrensd en gesloten
is en f continu, moeten de globale extrema op ‘de rand gezocht worden. We

tekenen de hoogtekaart.
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= /& ~
f2- ) F:0 P94 t=2

We zien direct dat het globale minimum van f de waarde -1 heeft en aangenomen
wordt in (-J,0). Om de beide globale maxima te bepalen zoeken we een getal ¢
z&,dat de parabool x-+y2==c raakt aan de cirkel x2 + yz = }. De voorwaarde
waaraan ¢ moet voldoen is dan dat de vierkantsvergelijking xz -x+c=1

een tweevoﬁdige wortel heeft. Met de discriminant volgt dan 1 - 4(c~1} = 0, dus
¢ = 5/4, De tweevoudige wortel is x = % . Het globale maximum wordt dus aan-
genomen in de punten (l,:t% ¥3); de waarde is 5/4.

We merken op dat het probleem de extrema te bepalen van f{x,y) = x + y2 op

de verzameling W := {(x,y) | xz + y2 = [}, dus op de rand van V,een andere op-
lossing heeft. Op W geldt yz = 1-x2 en -1 < x < 1; substitutie in f(x,y)
geeft f(x,y(x)) = -x2'+x-rl en -] s x < 1. Deze functie heeft voor x = % een
globaal maximum met waarde 5/4. Er zijn randminima voor x = -1, waarde -1 en
vok voor x = 1, waarde 1. De functie f(x,y) = x + y2 heeft dus op W de volgen-

de extrema: globale maxima met waarde 5/4 in (l , 1 Y3 en (l , = 1 V3,
2 2 2 2
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een globaal minimum met waarde =1 in (~1,0) en een locaal minimum met waarde +!|
in (1,0). Als we de extrema van f(x,y) op V bepalen,dan voldoet het locale
minimum niet; op de doorsnede van de x-as en V, d.w.z. op {(x,0) [-1 < x =1},
heeft £ in (1,0) een globaal maximum want £(x,0) = x s | = £(1,0).

Als we dus van een functie de extrema op de rand van V bepaald hebben (bijv.
door eliminatie zoals in dit voorbeeld of met de methode van 5.9),dan kunnen

we niet blindelings deze extrema ook tot extrema van £ op V verklaren.

Extrema met nevenvoorwaardeqi,Lagrange multiplicatoren

Beschouw het volgende probleem. Zoek de extrema van f(x,y), waarbij alleen die

punten in aanmerking komen die voldoen aan g{x,y) = 0.
De volgende stelling geeft een nodige voorwaarde voor een extremum.

Stelling. Als f een extremumheeft onder de nevenvoorwaarde g(x,y) = 0 in een
punt 2 waar f en g differentieerbaar zijn en waar grad g(a) # 0, dan is er
een getal ) zodat geldt '

grad f(a) + A grad g(a) = 0,

We bewijzen de stelling niet.

Meetkundig is de stelling als volgt plausibel te maken. De nevenvoorwaarde
g{x,y) = 0 is de vergelijking van een kromme K iniR?. Keeft £ in het punt
a € K een extremum, dan raakt de niveaulijn van f in a aan de kromme K, de
raaklijnen vallen dan samen evenals de normalen en dat betekent dat de vector

grad f(a) een veelvoud van grad g(a) is.
Men gebruikt de stelling aldus.
Los x, y en A op uit de vergelijkingen
g(x,y) = 0,
fx(x,y) + 2 gx(x,y) =0,
lfy(x.y) + A gy(xiy) =0.
Is (xo,yo,xo) een oplossing van dit stelsel vergelijkingen?dan kan er in
(xo,yo) een extremum optreden. In punten waar grad g = 0 is de methode niet

toepasbaar; zulke punten komen dus ook voor extrema in aammerking en’dienen

apart onderzocht te worden.

Dit is demultiplicatorenmethode van Lagrange (X heet de multiplicator).
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Voorbeeld, Bepaal de extrema van f(x,y) = x + y2 onder de nevehvoorwaarde

x +y =1 (vgl. voorbeeld 6).

1l + 2Ax 0

+ 2y

Los op

]
(=]
-

Oplossing:

A=o=h g (x,y) = (1,0) 5 £(1,0) =1,

3

A= b (x,y) = (-1,0); £(=1,0) = -]

(b, 4 /3) ; £(4, =4 VI) = 5/4.

A= -1 (x,y)

Met behulp van de stelling van Weierstrass concluderen we tot globale maxima
in (4, +4 v3), een globaal minimum in (-1,0) en een locaal winimum in (1,0)

(ga dit na).
Men kan de multiplicatorenmethode uitbreiden tot functies van meer variabelen

en meer nevenvoorwaarden.
Bijvoorbeeld: zoek extrema van f(x,y,2z) onder de voorwaarden g(x,y,z) = 0 en

h(x,y,2) = 0. Dit leidt tot het oplossen van x, ¥, Z, A, en Az uit het

1
stelsel vergelijkingen

(g = 0, h = 0,

fx * Al & * J\2 hx =0,

£ * A 8, v Ay b =0,

fz + Al 8, * lz hz = Q.

LY
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Hoofdstuk 6. Meervoudige integralen
e b
We zullen in dit hoofdstuk een uitbreiding geven van het begrip J f(t) gt
a
dat we in hoofdstuk 2 invoerden. De uitbreiding bestaat er in dat we het
interval [a,b] vervangen door andere scorten verzamelingen. De behandeling
zal volkomen intuitief zijn. En passant zullen we onze techniek voor het

berekenen van integralen wet diverse nuttige substituties uitbreiden.

Definities en voorbeelden .

Allereerst moeten we invoeren het begrip i-, 2- of 3~dimensionaal gebied.

De algemene definitie is lastig; we volstaan met voorbeelden.

I~dimensionale gebieden: [a,b] in R} [a,») in R;
een stuk van een kromme in B> of Rs.
2-dimensionale gebieden: een cirkelschijf, een massieve veelhoek in.Rz;
een stuk oppervlak in RS.
3-dimensionale gebieden: een massieve bol, een massief veelvlak,

een willekeurig lichaam in RB.

We zullen nu algemeen het begrip J f invoeren: de bepaalde integfaal over
G

een gebied G. Als dit gebied 2-of 3-dimensionaal is,spreken we van een
meervoudige integraal.

De wijze van werken is als in hoofdstuk 2.. We proberen het gebied te ver-

delen in kleine elementaire gebiedjes, die we brokken noemen. Voor deze

elementaire gebiedjes (in hoofdstuk 2 waren dat de deelintervallen van een
verdeling) is een maat (in hoofdstuk 2 de lengte) gedefinieerd. Van twee-
dimensionale Brokken is de maat de oppervlakte; van driedimensionale brok-
ken is het de inhoud. De maat van een elementair gebiedje E geven we aan
met p(E). Bij een verdeling van een gebied G (het gebied zal niet steeds
precies gelijk zijn aan de vereniging van de elementaire pebiedjes; als
het na limietovergang maar goed is, zijn we tevreden), nemen we in ieder
elementair deelgebiedje Ei een punt Pi » en berekenen de Riemann-som:

n

iil E(P,) u(E)
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waarbij El""’En de elementaire gebiedjes zijn waarin we G "verdeeld"
hebben, en Pi het in Ei gekozen punt is; f(Pi) is de waarde van de functie f
in P,.

i
Indien nu de Riemann-sommen voor steeds fijnere verdelingen een limiet heb-

ben (die onafhankelijk moet zijn vande gekozenverdelingen en tussenpunten enz.),

dan noemen we dit de integraal van f over het gebied G,

Een notatie is J fdu; ook wel JJ fdy of JJJ fdp als G 2- of 3-dimensionaal

is. Maar we zullen meestal andere notaties gebruiken. Voor nette functies

(bijv. continue) en nette gebieden (niet te wilde begrenzingen e.d.)
bestaat J fdu. '
G

We bekijken enkele soorten 2- en 3-dimensionale brokken en berekenen hun maat
(ten naaste bij; het is voldoende een getal te hebben dat met de maat d.i.

oppervlakte of inhoud overeenkomt als de afmetingen naar nul naderen).

Tweedimensionale brokken

a) In R2 is de rechthoek {(x,y) | X < X< Xy ¥, <Y< YZ}’ met

AX @ X, ~ X, en Ay = ¥, = ¥y een brok E met maat

u(E) = AX AY.

Daarbij is verondersteld dat Ax en Ay klein zijn. Als deze brokken gebruikt wordes

schrijft men
J fdy =: JJ £f(x,y)dxdy.

G

b) In Rz is het sectorstuk (poolcoordinaten) := {(r,p) | T, < T < Ty,

P, <9< mz} als Ar:= r, =T, en bp = 9, "9, klein 2zijn, een brok met
maat §(¢2-¢])(r22—r]2). Als r een getal tussen r, enr, voorstelt is dit
ongeveer:

rarhg.

¢
We noteren: J fdy =: JJ f(r,e) rdedp .

G G
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d)

e)
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2

P2

X3

Twee-dimensionale brokken

Driedimensionale brokken

Een recht balkje_met kleine ribbenlengten Ax, Ay en Az is een brok met
maat AxAyAz. .
Netatie van de meervoudige integraal:

J f(x,v,z) dxdydz.

Een wigstuk in cylindercodrdinaten: {(r, ¢, z) | X <r<r,,
z_ril A := ‘PZ - fpls
Az 3= z, =z, klein zijn, een brok met maat ongeveer tArAgAz (r is weer

9 <@ <9y 2, <z <z,} igals Ar =1

een getal tussen r, en rz).

1

Notatie: JJJ £(r, ¢, z) rdrdedz.

Een blokachtig stuk in bolcoordinaten:
{{, ¢, 8) I Py <p< Py @) <p < ¢2, BI < 8 < 62} is, als

Ap 3= Py pl. Ap 1= ¢2 - ¢1; A 3= 82 - 8! klein zijn,een brok, die bij

benadering is een balkje met zijdem Ap , plAB en o, sin 61A¢. Als p een

getal tussen P, en Pys 6 een getal tussen e] en 62 voorstelt,is de

maat van deze brok bij benadering
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Notatie:

£(p, ¢, 8) 02 sin 6 dp 46 dp.

| S

ya\
77
\/

1)

D

Drie-dimensionale brokken

Voor de bepaalde integraal J fdu gelden de eigenschappen I, IV, V, VI
G
en VII, die we 1in 2.5,7 wvoor de integraal over een interval formuleer-

den, nog steeds,mits we maar coveral lengte door maat vervangen.

Voorbeelden van meervoudige integralen:

Zij G een schijf imn R2 met massadichtheid f£(x,y) = 0 dan is de totale

massa

JJ £(x,y)dxdy = JJ f(r cos ¢, r 8in ¢) rdrdeg.

: . o 2
De integraal stelt ook voor het volume van het lichaam in R™ begrensd

door G, het oppervlak z = f(x,y) en de cylinder op de rand van G.

Z
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2) Zij G een lichaanm in R3 met een massadichtheid €£(x,y,z); zij ffr,w.z):=
f£(r cos 9, r sin ¢, z) en ?(p,¢,8) i= f(p sin ® cos 9, p sin ® sin ¢, p cos 8),

dan is de totale massa:

I S
JJJ f(x,y,2z)dxdydz = JJ} f(r,p,2) rdrdedz =

G
A = 2 .
= JJJ £(p,9,8) p~ sin & dpdgds.
G

De inhoud van G is:

JJJ dxdydz = JJJ rdrdpdz = JJJ pzsinﬁ dpdeds.
G G G

Nu volgen enkele voorbeelden uit de mechanica.

Y

~X

3) Het statisch moment van schijf G met massadichtheid £(x,y) t.o.v. de y-as is

JJ xf (x,y)dxdy.

4) Het traagheidsmoment t,o.v, de z-as van een lichaam L met massadichtheid

£{X,7,2) is:

JJJ (x2+y2)f(x.y,z)dxdydz = JJJ rz?(r.m,z)rdrdmdz.

5) Het traagheidsmoment t.o.v. het vlak z = 0 van een lichaam L met massa

dichtheid £(r,p,z) is:

;
JJJ sz(r,@,z)rdrdmdz.
i ‘
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6) Uit de momentenstelling volgt voor de coordinaten van het zwaartepunt

(€,n,2) van een lichaam L met massadichtheid f(x,y,2):

Mg= j]f x f(x,y,z).dxdydz,
L

Mnpn= JJJ y £(x,y,2z) dxdydz,
L

Mz = JJJ z £f{x,y,2) dxdydz,
L

waarbij M de totale massa van L is, dus M = JJJ f(x,y,2z) dxdydz.

L
6.2. Herhaalde integralen
Met alle formules uit 6,1 zijn we nog niet in staat om iets uit te rekenen.

We zullen een methode bespreken om integralen als in 4,1 uit te rekenen door

herhaald gebruik te makeh van de hoofdstelling (2.5.8). Daartoe beschouwen we
ook gebiedjes waarvan maar één afmeting klein is; deze noemen we repen.

. . . 2
Voorbeelden van tweedimensionale repen in B~ met hun maat:

Y2
r
Ar
q/
//
va / . 2
‘ -
2 /’/ A
pa ’
Ax
={Y2-¥1)Ax u 2rlgy-pq)Ar w =} (r5-rZ)ae
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53 . . o .
In R kunnen we verschillende soorten driedimensionale repen aangeven;

we volstaan nu met twee voorbeelden:

Z

bt e o e e — = ”,

u = (Yz‘yl)(zz“zl) Ax TRES] r(¢2—ml)(zz-zl)_Ar

De berekening van meervoudige integralen zullen wij nu terugbrengen tot de
berekening van een aantal enkelvoudipe integralen. Daartoe verdelen wij het

gebied G niet in brokken, doch in gelijksoortige repen. Aan elke reep kennen

wij toe de functiewaarde j f . De berekening geschiedt dan met behulp van
' reep ’

de volgende enigszins vaag geformuleerde, maar wel plausibele stelling.

Stelling. Jf = j Jf .
G over alle will.reep
repen in G
Deze stelling drukt uit, dat men de integraal van f over G niet alleen als
limiet van een som van bijdragen van een verdeling in brokken, maar ook als
limiet van een som van bijdragen van een verdeling in repen kan beschouwen,
waarbij de bijdrage over een reep zelf weer als limiet van een som te be-

schouwen is, Wij lichten dit op twee manieren tce voor de dubbelintegraal

J[ f(x,y) dxdy .
G
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le interpretatie. Interpreteer de dubbelintegraal als de inhoud vande door de

grafiek van f(x,y) afgeknotte cylinder boven de schijf G in het xOy-vlak,

waarbij wij ons G ingesloten denken door de krommen
y=y,(x) eny=y,(x),

die gedefinieerd zijnm voor a £ x < b. Verdeel G in repen evenwijdig aan de
y-as met breedte Ax, dan is de integraal van f(x,y) over zo'n reep, dus de
inhoud van de plak boven de reep

¥, (x)

J f = Ax J f(x,y) dy .
reep yl(x)

z

Y

Deze integraal is afhankelijk van de x~coordinaat van de reep. Vervolgens

integreren wij over x, dus over de repen, en komen zo tot

[
'[j f(x,y) dxdy =~ J dx I £(x,y) dy
J
G a yl(x)

Wanneer wij ons het gebied G ingesloten denken door de krommen

x = x}(y) en X = XZ(Y) »

die gedefinieerd zijn voor a s y £ B, en wanneer wij G verdelen in repen
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evenwijdig aan de x-as met breedte Ay, dan krijgen wij op analoge wijze

8 . xz(y)

JJ f(x,y) dxdy = J dy j f(x,y) dx
G . a xl(y)

De dubbeiintegraal is dus op twee manier herleid tot een herhaalde inte-

graal, die op de gewone wijze kan worden berekend.

Y

ey | Yaix}

Vi(xl

P IS R
S ..
x

2e interpretatie. Interpreteer de dubbelintegraal als de totale massa van de

schijf G met massadichtheid f(x,y). Dan is Jf de totale massa van de
reep
reep. Ook hier vindt men als de herleiding van dubbelintegraal tot herhaalde

integraal:

i _ b Yo () B %, ()
| “ f(x,y) dxdy = j dx J f(x,y) dy = J dy J £(x,y) dx.
| ¢ a y, (%) @ %, )

Is het gebied G begrensd door de in poolcodrdinaten gegeven lijnen ¢ = 9

en ¢ = ¢, en de krommen r = r](m), r = r2(¢) (zie figuur ), dan is

i

JJ f(x,y)dxdy JJ f(r cos ¢, r sin prdrd ¢ =
G G

9, rz( ()

dg f(r cos ¢, r sin @rdr .

%y r (g
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Evenzo:

r2 fpz(r)
JJ f(xy)dxdy = J rdr

f(r cos ¢, ¥ sin ¢)de ,
G rl ‘p] (r)

in het geval dat G bepaald wordt door de ongelijkheden

r, £r < r2 , ¢1(r) S gs mz(r) (zie figuur) .

3
e = - -
w2

We bespreken €en groot aantal voorbeelden.
VYoorbeeld |.

.2 Y
ﬁ) €y dxdy met G Py +
v

15 < 1 . Antwoord: 0 (ga dit na).
c a b

e

G
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—X
111_¥F
Verdeel G in repen evenwijdig aan de x~as. Dan

l-y2 2 1

ay? - §2 . , 2 L2
JJ e xydxdy = J y e dy J x e dx = _J y e’ dyei(e Y 1) =
0
1 1 2
- S T R N ) DS S N |
'ﬁeJydyaJ"dy e Ge~ P
0 _ 0
Voorbeeld 3. Zij G de driehoek die in het xOy-vlak wordt ingesloten door de
rechten y = 2x, 2y = X, x + y = 3,

OmJJ xydxdy over dit gebied te berekenen verdelen wij G eerst door de

rechte x = | in twee gebieden Gl en GZ’ die wij elk in repen evenwijdig aan
de y~as verdelen.




1 2x 2 3—x
=l I [ oo Jromere [ [ e -
1 1
G G, G 0 32X 1 ke
1 2
2_ 1 ‘ 2 2
- dex sathn’= Loly o dex - 2LG-0° - 1577 -
0 1
1 2
=2 | x3dx s 1 (3x3~24x2+36x)dx < 13
8 8 8
0 1

Behandelen we dit voorbeeld met poolcoordinaten, dan vinden we:

;
JJ xydxdy = JJ r3cos ¢ sin ¢ drdg =
G G
arctan 2 3(cos p+sin w)ql
= cos ¢ sin @dg r3dr
arctan i 0
arctan 2 2
_ 81 cos ¢ sin ¢ 81 | t
3 ( +s1i )4 4 - & J (t-l-])4
arctan j -Co8 ¢ ne 3
2
=§4lJ (g - ———pec = 2,
N (t+1) (c+1)
2

waarbij we t = tan ¢ gesubstitueerd hebben.

” /2

f .
Voorbeeld 4. Gevraagd J dx J sin(x+y)351“ Ydy .

0 o

De binnenste integraal is zeer moeilijk. Wij schrijven de herhaalde inte-

graal eerst als dubbelintegraal over het gebied G: de rechthoek 0 < x < T,

0=zys

LS
2

. Vervolgens verdelen wij G in repen evenwijdig aan de x-as, dan
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T 17/.2 /2 . ™

J dx J f(x,y) dy = JJ f(x,y) dxdy = J dy J f(x,y) dx =
0 0 G _ 0 0

n/2 ) T ni2
= J dy.e81n y J sin(x+y)dx = - J 21y dylcos(n+y)—cos y] =
0 0 o
/2

= 2 J e Yeos vy dy = 2 [e
0

. o™
gin —
- ¥ = 2¢e~1) .

0] «©

Voorbeeld 5. Gevraagd J y5 dy - J dxs .

0 2 X
¥y
Daar de binnenste integraal zeer moeilijk is, schrijven wij eerst een dubbel-

integraal. Het gebied G is het gebied boven de x—as, dat rechts van de

_parabool y2 = x ligt. Dit gebied verdelen wij in repen evenwijdig met de
y~as, dan

o o 5 - &
5
[Fo [ e[ Lgays [ 25 [ V-
0 2 1+x G i+x 0 l+x.0
y
) ) -] 4 w TT/Z
J dx 1.3 _1 de __1__] e _ 1 PR A
- 86 2% 8 24 2 2%
o 1+x 0 1+x 0 1+t 0

waarbij: xa = t = tan ¢,

Voorbeeld 6., We berekenen de voor de statistiek uiterst belangrijke inte-
graal

Nu is




Voorbeeld 7. Gevraagd J __jhﬁﬁtji over G: 4x2 + Y2 =

-2 —y? {
1% - J e © dx J e ¥ dy = Jj T+ YD gray =
0 0 G
2 TT/Z <0 _ 2
= JJ e rdrdg = J do J e rdr = % ,
0 0

Dus

6 (xP+y)

Wij voeren poolcoordinaten in. De vergelijking van de ellips 4x2 + yz'- I in

ooy . 2 . 2 . .
poolcoordinaten is ¢ (4 cosz¢ + 8in ¢9) = 1. De integraal gaat over imn

[ g ] e ] -

(X2+Y2) G r 76 T

TT/Z ] | .n./2 ®
= 4 J d(p J % = 2 J dQ) _1_2_ -

0 1 r 0 r \/ 1 .

¥ 2 . 2
\/4 c082¢+sin2m 4 cos p+sin’ g

n/2
=2 J (4 cosz¢+sin2¢)d¢ = %1 .

0

2 2 2

Voorbeeld 8. Gevraagd de inhoud die wordt ingesloten door de cylinders

X +y =] enx + z2 = }, Wij beschouwen het lichaam als de cylinder op

x2 + yz = | in het x0Y-vlak, die wordt afgeknot door de grafiek van

z = l~x2. De gevraagde inhoud is dus

3 JJ l-xz dxdy ,

G

waarbij G het eerste kwadrant van x2 + yz's 1 is.

Verdeel G in repen evenwijdig aan de y-as, dan volgt

— i

8 ” 1-x% dxdy = 8 J 1-x2 dx J dy = 8 J (1-x)dx = 8 -
G 0 0 0

w|oco

16

ﬂ3—.
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Voorbeeld 9. Gevraagd de inhoud van het lichaam dat wordt bepaald door
d<szst, 0x 12-— xz - y2 .

Dit lichaam blijkt te zijn een kegel met O als top en de z-as als as(vgl. p. 140).

De grondcirkel is de cirkel in z = 1, die als projectie op het x0y-vlak

heeft de cirkel x2 + y2 = 1, '

Noem deze projectie G, dan is de gevraagde inhoud (als functies worden z = |

en z -Vx2+y2 beschouwd) :
\’ 2 2 N
JJ l.dxdy - JJ X +y" dxdy =71 - JJ r * rdrdo =
G G

G
/2 1 .
= q -4 J dg f rzdr= = 4 .%.%;%“ (= oppervlakte "grondvlak" = -;— hoogte) .
0 0

Door de stelling van deze paragraaf (vgl. p.178) toe te passen op een drievoudige
integraal vinden we:

e [ f ]

over alle willekeurige
repen in G . reep

Op de binnenste integraal passen we de stelling nogmaals toe. Het resultaat

kan beschreven worden als volgt.,

. . s o3 .. s .
G zij het gebied inR . Op G zij gedefinieerd f(x,y,z). Laat G liggen tussen
en geraakt worden door de vlakken x = a en x = b, beide dus loodrecht op de
X~as.
Breng aan een willekeurig vlak loodrecht op de x—-as en laat de doorsnede
van dit vlak met G liggen tussen en geraakt worden door de vlakken

y=y,x) e y=y,(x).

Breng aan een willekeurige verticale rechte in het willekeurige vlak en

laat ‘deze rechte de doorsnede met G snijden in de punten

z = zl(x,y) en z = zz(x,y) .

Dan is
b ¥y () z, (%,y)
JJJ £{x,y,2)dxdydz = J dx J dy f{x,y,z)dz.
G a ¥y, () z, (x,y)

Een soortgelijke formule geldt voor andere volgorden en andere coordinaat~

systemen (cylindercpordinaten, bolcodrdinaten),




V1(x) Yz(x)

X

Voorbeeld 10. Gevraagd J” M—_B over het gebied G in het eerste octant
(x+ytz+])

dat wordt begrensd door de coordinaatvlakken en het vlak xty+z = |,

1 l-x 1=x~y
j J dxdydz 5 - J‘ ix J dy J dz .
(x+y+z+l) <=0 y=0 220 (x+y+z+1)
| 1-x zm]-x-y
a j dx J dy -1 5 -
0 0 2eeyrat)™
1 I-x 1 I-x
@ - -é- J dx J Cody + % J dx J _..EI.Y.___.,Z_ =
0 0 0 0 (xty+1)
1
1 ! -1 y=1-x
=-3 J (I~x)dx + 3 J dx e | o =
0 0 ¥

16 5 J dx[-z— —-—-—x+I] il in 2 "
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Voorbeeld 1. Gevraagd J” -Y% dxdydz over de oneindig lange balk, die wordt
X

beschreven door 0 <y <1, 0 sz<1, | < x.

Uj%dxdydz= lim J % J ydy J zdz=%.
X Noewdox 0

Voorbeeld 12, Gevraagd het traagheidsmoment t.o.v. de z-as van de homogene
kubus |x| < h, |y} < h, |z| < n.

~h h
T= JJJ (x2+y2)dxdydz = J dz J dy Jr (x2+y2) dx =
~h ~h -h
h
= 2h J dy (% ho+2hy%) = %—‘:’- B .
-~h

Voorbeeld 13, Gevraagd ” —&xdydz __ ver G |z] 2 3.

2
(xPey?ez?y

le manier: met cylindercoordinaten x = r cos ¢, ¥y = r sin g, z = z.

Dan volgt
© 2 [
Tir rdrdedz dz do j rdr _
' i g g2 2. 2.2
G (z7+r") 3 0 0 (27+r")
bl b o
"z“fdz | do=1m J -2
3 z +r =0 3 z

2e manier: met bolcodrdinaten x =p sin ® cos ¢, ¥y =p sin € sin ¢, z = p cos 9.

Nu hebben we 20 w/2 "
Ir” o sinsdododo | 2 J 4o J % sin 8 . .
J 4 2
G P 0 0 3/coss  °
on/2 @ n/2
= 4y J ds sin g |- 1 = g—“— J sin 8 cosh df = %3- .

p
0 3/cos0 )
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Voorbeeld 14, Gevraagd het traagheidsmoment t.o.v. de z-as van het lichaam G,
dat door het vlak z = x wordt afgesneden van de omwentelingsparaboloide

x2 + y2 = 2. Wij voeren cylindercoordinaten in; dan is de vergelijking van
het vlak z = r cos ¢ en van de parabololde z = rz. |

Voor de projectie van de snijfiguur geldt r = cos ¢.

n/2 cosg TCOSp
2 2, 3 3
T = {(x"+y )dxdydz = r drdedz = 2 do r dr dz =
0 0
r
/2 cosgQ /2
- 2 J do dr[r4 cos ¢—r5] - %g J cos6¢d¢ = %? (zie 2,9.6).
0 0 0

Stelling van Guldin. De inhoud van een omwentelingslichaam is gelijk aam
het product van de oppervlskte van een meridiaandcorsnede en de lengte

van de baan die het zﬁaartepunt van de meridisandoorsnede bij de wenteling

aflegt.

Bewijs. Stel dat het omwentelingslichaam L ontstaat door wenteling om de
z-as van de in het x0z-vlak gelegen schijf G. Wij gebruiken cylinder-

coordinaten.

Inhoud = JJJ dxdydz = JJJ rdrdgpdz = 21 JJ rdrdz = 2% IJ xdxdz .

L L G G

Voor de x-coordinaat £ van het zwaartepunt van G geldt

£ JJ dxdz = JJ xdzxdz ,
G G

Inhoud = 27§ . Opp. G.

dus

Voorbeeld 15. Gevraagd de inhoud van het lichaam, begrensd door

C x2+y2 - a]2+ z2 = b2 , (a>Db > 0)

Uit het onderzoek van de doorsnede met x = 0 en met z = Q blijkt, dat het

lichaam een torus is. De inhoud is dus

2na , sz - 2112ab2 .
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Enkele formules voor lengte en oppervlak

Naast de reeds behandelde voorbeelden kunnen we, uitgaande van hetzelfde
beginsel van verdelingen in brokken en limietovergang, formules afleiden
voor de lengte van gebogen krommer en voor de oppervlakte van ronde opper-

viakken. Formules voor de lengte van een kromme zijn uiteraard geen meer-
voudige integralen.

De lengte van de kromme met vergelijking y = f£(X) tussen de punten
(a,f(a)) en (b,£(b)) met a < b :

s = J 1 + l%%JZ dx .

Is x = x(t), y = y(t) een parametervoorstelling van een kromme, dan is de

lengte tussen

(x(a), y(a)) en (x(B), y(B)) met & < B :

) rsv/fdx Z . (g Z‘dt
S_‘J at at '

s

Is r = r(¢) de vergelijking van een kromme in poolcoordinaten,dan is de

lengte tussen (ml,r(ml)) en (qb,r(mz)) met ? < Py 3

9y . -
8 = J \/[—3—;} + {x(9)) do.,

9

Is r = r(t), ¢= ¢(t), o £ t < B een parametervoorstelling van een kromme

in poolcodrdinaten,dan is de lengte tussen
(9pla),r(a)) en (0(B),x(R)) ¢

:
s = Jr V&) + 2 ar

o

" b"':.‘iz. en '=.§.E
waarbij ¥ = = b =T
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Men kan de juistheid van de formules 6.3.1 t/m 6,3.4 inzien door de lengte

langs de kromme te benaderen door de lengte van een aantal koorden en de
stelling van Pythagoras toe te passen,

Dit alles wordt gesuggereerd door de volgende figuur,

y
|
I
!
o
l
|
! |
a=x, X,
Dus
2 2 2
(As)” = (ax)” + (Ay)” ,
2 .
Asg = 1 + [&J AX .
AK
Beschouw:
n Ay . 2
,z ] + —]_.' Ax .
1=} Ax, 1
1}
Limietovergang levert:
b
5 = J Vi + (y')2 dx dit is formule (6.3.1) .

a

. 2 2 2
Schrijft men, uitgaande van (4s)” = (4x)” + (ay)~,

2 2
Ax Ayl
AS’\/{'A'EJ * [z%) Ats

dan leidt dit via sommeren en limietovergang tot

9]
g = J V (}.{)2 + (§)2 dt dit is formule (6-3-2)-0

1
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Past men deze formule toe met de speciale parametervoorstelling

{x(¢) = r(9) cos ¢ »
y(e) = r(p) sin ¢ ,

waar ¢ de parameter is, dan vindt men formule 6.3,3.

Passen we 6.3.2 toe op de parametervoorstelling

{:(t> = r(t) cos p(t) ,

(t) = r(t) sin o(t) ,

dan volgt 6.3,4,

Toepassing van de driedimensionale versie van de stelling van Pythagoras

levert op dezelfde manier het volgende resultaat.

Is x = x(t), y =y(t), z=2(t), o <t < B een parametervoorstelling van

een kromme in RQ,dan is de lengte tussen
(x(a),y(a),z(e)) en  (x(B),y(B),z(B)) :

8
s = J Vil + )2+ (2 ae .

4]

Voorbeelden

1) De lengte van &8n boog van de cycloide: (5.3 voorbeeld 6)

x(t) at - a sin t
(0 £t < 2m)

y(t) = a-acos t

is 8a.
Immers x = a(l -cos t), § = a sin t. Toepassing van formule 6.3.2 geeft

27 2

w
{
s = V2 a J Y1-cos t dt = /2 a J Va2 sin2 Lt = 4a J sin udu = 8a

2
o 0 0

waarbij u = it,
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2) De lengte van de cardio'ic_le (3:2.1) r = 2(1 -cos ¢}, 0 < ¢ < 2m, volgt
met behulp van 6.3.3:

‘ 27 '
r =2 sin 9; s = 2V2 J Y1 =cos¢ dg= 16 ,
0

3) De lengte van een winding van de schroeflijn x = a cos ¢, y = a sin o,

z=bp, 0 £9 < 21 is gelijk aan 27 a2-+b2. (Behalve met 6.3.5 is dit ook

met elementaire stereometrie in te zien.)

4) De lengte van het stuk van de parabool y = ixz gelegen tussen x = 0 en

x =1 1is
1 1 r1 2
s = J v’x2+ldx=x¢x2+1:' - J —-}-{——-—dx=
0 . 0 0 ‘QZ.FI
1 I
= /2 - 5 + J dx = 2-s‘+ In (x+ Vx2+l)} =
0 Vx2+ 1 0
=VZ - s+ 1n(l1+/2) (vgl. p. 82).
Dus
s=4/2+ Lln(1+v2) .

5) Proberen we de lengte van de ellips x(¢) = a cos ¢, v{(¢) = b sin ¢,

0 =9 s 2r, te berekenen,dan stuiten we op de integraal
2w
5 '
§ = { \/a'"sinzqa +b2coszﬁp do .
0

Deze integraal, een zg. elliptische integraal, is niet in gesloten vorm

te berekenen. De waarden van elliptische integralen zijn in tabellenboeken

op te zoeken,
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<

6.3.6. We berekenen de eenvoudige formule voor de vlakke oppervlakte van het ge—
r(9) en vinden (vgl, p. 180, onderaan)

bied G bepaald door ?, L9 < Oos D<r
(1)

%2
o= 1 _J’ (r(9)) %o .
?
Voorbeelden
6) Het oppervlak binnen de cardioide r = 2(1 - cos ¢) (vgl. p. 139) is . __ .. -
27 '

2 I (1 - cos m)zdm = 61 .
0
Gevraagd de oppervlakte ® van de lemniscaat, die in poolcodrdinaten de vergelijking

7)
r = a’cos 2¢ heeft. (In rechthoekige coordinaten is de vergelijking

2 2_ 2
Z+yH =2l - yh)). .
Wij kunnen de grafiek tekenmen na opgemerkt te hebben dat er symmetrie t.o.v. de
x-as en t.o0.v. de y-as bestaat, en dat Ycos 2¢ slechts betekenis heeft als

5

7 T 3n
4S(p54 enTSrpST.
Dus
/4
azcos 29dg = a2 .

0
Gevraagd de oppervlakte ¢ van de lus van het folium van Descartes (zie

8)
5.5.7), waarvan de vergelijking in rechthoekige, resp. in poolcodrdinaten

- 3 cos ¢ sin g

luidt
x3 + y3 = 3xy resp. r 3 3
cos g +s8inTg
Formule (1) levert
"2 9 sin2 o 2
&=} J 3 g cos 2 do .
0 (cos™p +s8in"g)
Met de substitutie t = tan ¢ vinden we
9 t2de 5 [ aed+1) 3
¥=3 2 3 2
(7 +1) (7 +1)
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6.3.7, Als x = x(t), y = y(t), @ £ t s B,een gesloten kromme voorstelt (d.w. z.
x(a) = x(B), y(a) = y(B)),die voor toenemendet in positieve zin doorlopen
wordt (d.w.z., men heeft het binnengebied aan de linkerhand als men de

kromme in de zin van toenemende t doorloopt), dan is de omsloten opper-
viakte:
R B
¢ = f x(t)y' (t)dt = - J x"(t)y(t)de .

o e

De eerste formule wordt plausibel gemaakt met de volgende schets.

o}
|

(x(ti +dt), y(tl +dt))

Ql =
dy(t) /
P' p

(x(t), y(t)))

V! V= (x(t,), y(t

W= (x (t2+dt), y(t2 +dt))

< < <
a tl t2 B

opperviakte PQQ'P'

u

x(ti)dy(tl) = x(tl)y'(tl)dt

oppervlakte WVV'W' x(tz)(~dy(t2)) a5 -x(tz)yl(tz)dt .

L4

B
o= | xwywat .

’
o
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Voorbeeld 9. Het oppervlak van de ellips x = a cos m,'y = b sin ¢ is met

deze formule:

yAL
g = J acos 9 *bcospdyp = mab .
0

6.3.8. Is G het oppervlak 2 = f(x,y) waarbij (x,y) ¢ GO’ dan is de oppervlakte

van G:

Zij %,
het raakvlak V aan G in x, gegeven door

= (xo,yo,zo) € G en neem aan dat £ differentieerbaar is. Dan wordt

{(z ~ zo) = fx(xo.yo) (x -~ xo) + fy(xolyo) (y - YO)

oftewel (n, x - 50) = 0, waar n 3= (~fx,—fy,l) (afgeleiden genomen in

(xo,yo)). De vector n staat dus loodrecht op G. De hoek y die deze vec-~
tor met de positieve z-as maakt voldoet aan cos y = 11/7777257—?3. Laat

nu E0 een brok in GO zijn en laat (xo,yo) € EO. Met E0 correspondeert

een brok E := {(x,y,z) ¢ G | (x,y) EEO} van G en een brok

B = {(x,5,2) €V

[ (x,¥) ¢ Ej} van V. Men kan laten zien dat de opper~-
vilakte van Er

een benadering is voor de oppervlakte van E. De oppervlakte
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. u(E.)
1s gelijk aan T8 7

van Er « Derhalve vinden we, als u(E

~Vi+£2482 nxay
x Ty

u(E) = u(Er)

Voorbeeld 10. Gevraagd de oppervlakte € van de kegel z2

. . 2 2 .
binnen de cylinder x + y 2x ligt,

Voor z = Vx2+y2 is %;{_:__x__ en%ﬁ-=——z—-—- y dus
‘/x2+y2’ ‘/x2+y2

3z 2 3z
cea [ B ) -2 ]
£ b
G
Gaat men in 6.3.8. op cylindercoordinaten over (dan is z

[ e (o s

%

dan vindt men

&

{Ga dit na.)

Voorbeeld 11, De oppervlakte van de bol x2 + y2 + z2 =]

Gy = {(x,y)
2m 1

rdrde= 2 J de J

0 0 r’l-~r2

2

O“'——-

r/’?
J l-r2
0

v/ 2
Voorbeeld 12, We berekenen de oppervlakte van de torus ( x2 +y -

(a>b > 0) (zie 6.2,voorbeeld 15).

In cylindercoordinaten luidt de vergelijking

2

Z

bz.

(r- a)2 +
Impliciet differentieren levert

gz _

2{r~a) + 2z oy

0,

0)

2 dxdy =

AxAy

x?' + y2, die

2@1\' o

f(r cos ¢,r sin ¢)) »

is met
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dus
[_3&]2 _ (r'-a)2 3z 0
= Ly e — ’ Ll .
ar b2_ (r_a)Z g
Voor de oppervlakte vinden we
2n a+b 3 a+b .
2 J de J 1+ [%E-J rdr = 4nb J (bz-- (r- a)z)_érdr =
0 a-b a~b
/2 n/2
= 4mab J Ay + hnb> sinydy= 4nlab ,
-Tr/2 -'l'l'/2

waarbij we de substitutie r = a + b sin ¢ gebruikt hebben,
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