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week |
§50.1-0.4 (Notaties, getalverzamelingen, bewijs uit het ongerijmde,

volledige inductie).

l. Geef in verzamelingsnotatie de volgende verzamelingen:
"a) de verzameling van de reéle getallen, waarvan het kwadraat een natuur-
lijk getal is;
b) de verzameling van de kwadraten van de natuurlijke getallen;
¢) de punten in IRZ met gehele coordinaten, waarvan de afstand tot (0,0)
gelijk is aan J?; |
d) het inwendige van een kubus in 'R? met hoekpunten (1,1,1), (-1,1,1),
(=1,-1,1), (,-1,1), (1,=1,=1), (1,1,-1), (-1,1,=1) en (-1,-1,-1).
2. Schets de volgende deelverzamelingen van ZRz,_resp. ZB3.
a) {(x,y) ¢ G | x 21 v y < x};.
b) {(x,y) e R® | x2+y2 <1 A 16x2+y2 < 4}y
e) {(x,y) « R | 1x|+]y] 1};
d) {(x,y,z)e]R3 | x-y-z 20A 0sx<1 A y20 A z 20},

A

3. Bepaal de rationale oplossingen van de vergelijking
(2x2-x—1) (x3-2x) = 0,
4. Bewijs dat 21og3 irrationaal is.
5. Bewijs dat er geen grootste rationaal getal is dat kleiner is dan 1.

6. Bewijs met volledige inductie:

n x
a) } k= in(n+1) (n e N);
k=1 .
noog noy\2
SR =(zk) (e W),
k=1 k=1

7. Bewijs met volledige inductie:

n ' X
Z k(k+1) = %n(n+l)(n+2) (n ¢ ). : ﬁ
k=1 ‘ B




8, Bewijs dat
! 1 1 ( 1
1 - I -— l = el  n+2
( 22) ( 32) (n+l)2)_2(n+1) (n e W),
9. Bewijs dat de ne—afgelelde van de functie f tR >R met £f(x) = x eX
gelijk is aan f(n)(x) (x+n) e,
10. £ : R\ {~1,1} >R met £(x) = '2 heeft als n°~afgeleide
I-x
n
- g
f(n)(x) = %(n:) { 1 — + ( ])n_‘_]j;
" (1-x%) (1+x) "~
hierbij is n! := 1.2.3.....n.
Bewijs dit.
11. Gegeven is de functie £ : (0,®) + R met f(x) = x2 log x.
Bepaal de ne—afgeleide van f.
12. Bewijs dat de som van drie opeenvolgende derdemachten van natuurlijke pe-
tallen, deelbaar is door 9.
13. De torens van Hanoi:

We beschikken over drie staven A, B en C die, bevestigd op een voetstuk,

vertikaal omhoog staan. Staaf A is voorzien van n schijven (n ¢ IN) met in

het midden een gat en met een afnemende diameter (de grootste schijf ligt
onder).

a) Bewijs dat het mogelijk is de hele tbren schijven naar staaf B te ver-
plaatsen, door slechts &&n schijf tegelijk te verplaatsen van de ene
naar een andere staaf waarbij geen schijf op een kleinere wordt gelegd.

b) Bewijs dat het mogelijk is aan de onder a) genoemde opdracht te voldoen

door niet meer dan 2n~1_1 keer een schijf te verplaatsen.




week 2

§80.5-0.6 (Afbeeldingen, cyclometrische functies).

. Gegeven is de functie f : R + R met £(x) = x3-3x.

Schets de grafiek van de functie g : R -+ R.met resp. g(x) =
a) £(x), c) 3f(x), e) £(3+x),
b) £(-x), d) £(3x), f) 3+f(x).

1+x%

fR RN {1} >R, £(x) =-——, g :R\ {1} +R, g(x)=1l_x'

I-x
a) Bereken (f+g)(4), (fog)(4), (gof)(4).
b) Welke reele getallen behoren niet tot het definitiegebied van feg,

resp. gof?

. Gegeven zijn de volgende afbeeldingen van R naar R:

E(x) = x+2; g(x) = x°-3%; h(x) = (x-1)(x+2).

Ga van ieder van deze afbeeldingen na of ze injectief, surjectief of

bijectief zijn en bepaal zo mogelijk de bijbehorende inverse.

. Ga grafisch na of de functie f : (-1,1) + R injectief, surjectief of

bijectief is in de volgende gevallen:

a) f(x) = tan %X;‘

b) £(x) = ——— , £(0) = 0;
" sin 3 X

c) £(x) = cot Tx , £(0) = 03

&) £y = Il

e) £(x) = In(x+1),.

. Kies intervallen A en B zodanig dat de functie f : A - B een inverse heeft

in de volgende gevallen.

a) f(x) = x2+2x+3;
b) £(x) = x2;

e) £(x) = e*

d) £(x) = sin x;
e) f(x) = cos x;

£f) f(x) = tan x.

. -
Schets tevens de grafieken van f en f.




6.

8)

10.

11.

Bepaal

a) arcsin (~}v3);
b) arctan (¥3);

c) arccos (1);

d) arcsin (g);

e) arctan (10).

Geef de oplossingen van de volgende vergelijkingen met behulp van cyclo-
metrische functies:

a) sin x = §; b)) cos x = §; ¢) tan x = }.

Bewijs de volgende gelijkheden (gebruik daarbij bijvoorbeeld een schets

van een rechthoekige driehoek).

a) arcsin x + arccos x = g (x € [0,11);
b) arcsin x = arccos l-xz (x e [0,1]).

Bewiis met behulp van differentiéren:

X

Vi+x

a} arctan x = arcsin (x ¢ R);

({x ¢ R |x > O}).

Ll L
f
STE

b) arctan x + arctan

Bereken

arcsin + aresin

lm ;'m
we

arccos + arccos

i LAl

T
W
.

De inverse van f : A~ B is g : B > A; hierbij zijn A en B deelverzame-
lingen van R,
Dén geldt f(g(x)) = g(f(x)) = x voor xec A n.B.
a) Ga dit na voor
1) £ = x5

(ii) £(x) = tan x.

b} Bereken arctan(tan X} voor X € [g , Tf] .




week 3

§50.7-0.8; §1.1

(Z-notatie, ongelijkheden, kegelsneden, combinatoriek, binomium van Newton).

. Onderzoek de juistheid van de volgende uitspraken:

122 122 :
a) a, = a +a,+ a,
529 1 1 %2 k=3 k
n
b) } 1 =1;
k=1
sl
c) z 2 = 2n;
k=1
3 3
2 2
d) (] a) = § al ;
k=1 & k=1 k_
n
e) kzo (ak+] - ak) = an+1 - a,3
5 § 120
£) Z a, + a = a, ;
k=1 & g S*5 L K
7 P
g) } (a+b ) = '} (a,+b_);
k=1 s=1 K 57 gz k2 k S
57 o7
h) ) a .b_ = a, .b
k=1 s=1 5 ° g2 k=] X S

. Bepaal voor welke x ¢ R de volgende ongelijkheden gelden:
a) |x+7]| < |x|+9 ;
b) [x+7} < |x|-5 .

. Bewijs dat

3

lx4 - x + 3x2 + x + 2] < 40 voor |x} < 2.

. Bewijs dat

3

%~ + <+ 1] > 899 wvoor |x| > 10.

i



5. Bewijs dat
X-4 < 1
| x|~4

x2+]6

6. Bepaal de coefficient van x4 in de ontwikkeling van

a) (3x+5)12 ;
b? (2x2+ :—3];)5 :
c) (x2+x+2)7 .

7. Bereken

n

I D@ (@enufoh).
k=0
8. Bewijs:
a) k(;)=n(E::) (heN, ke N);

n-1

n
b) § k(E) =n.2°  (neWu {0}).
k=0

9. a) Op hoeveel verschillende manieren kan uit zeven personen een commissie
van vier leden samengesteld worden?
b) Op hoeveel verschillende manieren kan uit zeven personen een commissie

bestaande uit een voorzitter, een vice-voorzitter, een secretaris en een

penningmeester samengesteld worden?

10. Tien ingenieurs moeten naar drie congressen, waarbij resp. twee, drie en
vijf personen aanwezig moeten zijn. Op hoeveel manieren kunnen de taken
verdeeld worden als de data van de congressen samenvallen?

En op hoeveel manieren is dit mogelijk als er twintig ingenieurs zijn?

b1, Uit vijf ingenieurs en zeven sociologen moet een commissie gevormd worden,
bestaande uit twee ingenieurs en drie sociologen.

Op hoeveel verschillende manieren kan dit gedaan worden als:




a) elke ingenieur en elke sociolooog in deze commissie opgenomen kan
worden;

b) een bepaalde ingenieur 1id moet worden van deze commissie;

c) een bepaalde ingenieur en een bepaalde socioloog niet samen 1lid

mogen zijn van deze commissie.

In de voetbaltoto moet U de uitslagen voorspellen van 13 wedstrijden.

De uitsiag van de wedstrijd wordt aangegeven

met een 1 (wanneer de thuisspelende club wint),
met een 2 (wanneer de uitspelende club wint),
met een 3 (bij een gelijkspel).

Op hoeveel manieren kan de voetbaltoto worden ingevuld?

13,

14,

15.

16.

Het invullen van een lottoformuller bestaat uit het aankruisen van 6

verschillende getallen in een kolom van 41 verschillende getallen.

a) Op hoeveel manieren kan een lottoformulier ingevuld worden?

b) De uitslag wordt gegeven door 6 verschillende getallen van de voor-
geschreven 41. Hoeveel kolommen zijn er met de eigenschap dat precies

3 van de aangekruiste getallen overeenstemmen met de uitslag?

Stel de vergelijking op van de hyperbool met- brandpunten (a,a) en (-a,-a),
en met de eigenschap dat voor_ieder punt P op de kromme geldt dat de ab-
solute waarde van het verschil van de afstanden van het punt P tot de

brandpunten gelijk is aan 2a (a>0).

Bepaal de lengte van een zijde van het ingeschreven v1erkant van de

ellips x +3y2 27, waarvan de zijden evenwijdig met de assen ‘lopen,

Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de parabool y2 = 6%, die met

.. il
de positieve x—as een hoek i maakt,

o

y
b




week &

§§1.2-1.4 (Inleiding grafentheorie, algoritme voor de afstand tussen twee

knopen, bomen, algoritme voor optimale boom, gerichte grafen, bepaling

van de rang van een knoop).

Bepaal in de volgende enkelvoudige, samenhangende, gerichte grafen G],
G2, G3, G4 de afstand van knoop a naar knoop b en de afstand van knoop b

naar knoop a. Teken voorts een deelgraaf Gi' van G, (1 = 1,2,3,4) met de

volgende eigenschappen:

(1) Gi' bevat geen kringen;

(i1) de knopen van Gi' zijn dezelfde als de knopen van Gss

(iii) het aantal takken van Gi' is zo klein mogelijk;

(iv) elke knoop van Gi die vanuit a bereikbaar is, is in Gi' nog steeds

vanuit a bereikbaar en wel langs de kortste weg.




2. Bepaal in de volgende enkelvoudige, saﬁenhangende,.ongerichte grafen
Gl’ G2 de afstand van knpop a naar knqop b. Teken voorts een skelet van
Gi (i = 1,2) met de eigenschap dat elke knéop van dit skelet bereikbaar

is vanuit knoop a langs de kortste weg.

G




- 10 -

L ]

3. Gegeven zijn de volgende ongerichte grafen Gl’ GZ’ G3.
a a
ay 3 3
¢, I , G,
%1 : A
a a ;
1 2 a, a,

(1) Bepaal het aantal skeletten van G].

(ii) Bepaal het aantal skeletten van GZ‘

(iii) Bepaal het aantal skeletten van G3.

Als het kostprijsschema van 63 gegeven wordt door

a, aq a,
a 2 7 3
a, 3 6
a3 . i ,

bepaal dan een skelet van G3 met minimale kostprijs (optimale boom).




schema gegeven zijn, een optimale boom.

a)

b)

c)

- 11 -

23
1A
35
%
35 26

- Bepaal van de onderstaande grafen, die met behulp van bijgaand kostprijs-

3 & 35 & 2
'a] 10 9 o o0
a, 11 12 6 13
a3 7 9 ® IO
a4 9 9 9
aS 2 o
a6 9

a, a, ag ag a,
a-] 10 L 11 12 @
a, 11 6 8 6
a3 6 5 8 o
a4 3 8 4
as 7 2
g ©

a, a, ag a¢ a,
;l 10 12 w5
a2 11 13 11 o
a, 4 © 10 9
a, 10 9 8
35 l 2
36 | 3



- 12 =

5. Een ongerichte graaf is gegeven met behulp van bijgaand kostprijsschema.

32 33 aa ¢":I.5 8.6 87 &8 39

3g ag 12 2 4 2 6 2 3

a, 2 4 3 1 5 2 &

89 %% &1 % 3% a3 2 412 s
, a, I3 5 4

8 23 % g 2 3 3 1

8 5 6 3

a4 4 2

38 3

(i) Bepaal een optimale boom van deze graaf. Bepaal verder in deze boom
de goedkoopste weg van knoop a, naar knoop ag.

(1i) Bepaal de goedkoopste weg van knoop a, naar knooﬁ ag.

6. Nummer de knopen in de volgende gerichte grafen zodanig, dat voor elke

tak t geldt: nummer b(t) < nummer e(t).

a)

b)




_]3_

c)

d)

Bevatten bovenstaande grafen kringen? (vgl. stelling 1.4.1, p. 36 van de

syllabus wiskunde 17 en 27.)

/. Gegeven 2ijn een viertal gerichte grafen GI’ Gy G3, G4.

(i)  Bepaal van elke graaf‘Gi'de knopen met eindige rang.

(ii) Bepaal van elke graaf Gi de rang van de kpopen, die een eindige rang
hebben.

(iii) Geef verder, zo mogelijk, in elk van de vier grafen een kring aan.

a)




b)

G?_:
c)

G3:
d)

G




_15_

8. Gegeven is de volgende graaf

(i)

Nummer de knopen zodanig dat voor elke tak t geldt:

nummer b{t) < nummer e(t).

(ii) Bepaal de lengte van de kortste weg tussen a en b.

9. Gegeven is de volgende gerichte graaf

(1)
(ii)

2

11

A —_ —"9 14

Bepaal de wegen met minimale lengte van knbop 1 naar knoop 15.

Onderzoek of het mogelijk is in deze gerichte graaf een nummering

 van de knopen aan te brengen, zodanig dat voor elke tak t geldt:

nummer b{t) < nummer e(t).

Indien een dergelijke nummering bestaat), géef deze dan aan.
Indien een dergelijke nummering niet bestaat, geef dan aan waarom

dat niet het geval is, .
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week 5

§1.5 (Transportnetwerken, stelling van Ford-Fulkerson),

1. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.

2. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaéiteiten van de takken aan,

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi~ ;

: o i
nimale capaciteit. ;

3. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit.




4.

Gegeven is het volgende transportnetwerk
ﬂ M o

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

minimale capaciteit.

Gegeven is het volgende transportnetwérk

Xy 3 LA

S

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
(i) Geef in een boomstructuur alle bogen in de gerichte graaf aan, die van

i naar u lopen.

Met behulp van de algoritme, beschreven op pp. 39-40 van de syllabus
wiskunde 17 en 27, heeft men een toegelaten stroom f op het netwerk ge-

construeerd, die we aangeven m.b.v. het volgende schema,

c f
2 ixI 1
3 ix2 3
3 X %q 3
2 X X, 2
3 XX, 1
4 XaX, 0
3 X3U 3
3 X, X, 0
2 X, u 1




Verifieer dat de stroom f compleet is en geef een en ander aan in de
boomstructuur, zoals gevonden onder (i). Ts de stroomsterkte van f
maximaal? Zo nee, construeer dan, ultgaande van de stroom f, een toe-
laten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met minimale

capaciteit.

6. Gegeven is het volgende transportnetwerk

1 X 5
De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten wan de takken aan.

Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met mi-

nimale capaciteit,

7. Gegeven is het volgende transportnetwerk : 4

De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan,
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(1) Geef in een boomstructuur alle bogen 1in de gerichte graaf aan, die

van i1 naar u lopen,

Met behulp van de algoritme, beschreven op pp. 39-40 van de syllabus wis-
kunde 17 en 27, heeft men een toegelaten stroom f op het netwerk gecon-

strueerd, die we aangeven m.b.v. het volgende schema.

c f
2 ixl 1
3 ix2 3
3 X X, 1
2 XyXq 2
4 XX, 1
! XX 1
2. Xqu 2
2 X, Xs I
2 XXe 0
2 XU 2
3 XX, 0
4 XU 0 ;

Verifieer dat de stroom f compleet is en geef een en ander aan in de
boomstructuur, zoals gevonden onder (i). Is de stroomsterkte van f
maximaal? Zo nee,'constfueer dan, uitgaande van de stroom f, een toe-
gelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met minimale

capaciteit.
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8. Gegeven is het volgende transportnetwerk

%4 ‘¥
De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

mifimale capaciteit.

9. Gegeven is het volgende transportnetwerk

De cijfers bij de pijlen géven de capaciteiten van de takken aan.
Bepaal een toegelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met

minimale capaciteit,




—21_

10. Gegeven is het volgende transportnetwerk
L g X4 15 %8

7 *12
De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.

Bepaal een toegelaten Stroom met maximale stroomsterkte en een snede
met minimale capaciteit.

Il. Gegeven is het volgende transportnetwerk

) 9. X,
e -
10
1 A 7
1 1 ,: . *_q
2 7
A P of
x6 10 x7

| De cijfers bij de pijlen geven de capaciteiten van de takken aan.
| (i) Geef in een boomstructuur alle bogen in de gerichte graaf aan,

die van i naar u lopen.

Met behulp van de algoritme, beschreven op pag. 39-40 van de syllabus
| wiskunde 17 en 27, heeft men een toegelaten stroom f op het netwerk

| geconstrueerd, die we aangeven m.b.v. het volgende schema.
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¢ f
10 ixl 8
| ix4 0
2 ix6 2
9 XX, 8
8 XKy 8
8 X Xg 8
1 Xqu 0
7 X, Xe 7
7 XX, 7
1 XX 1
10 | XX 9
12 Xy Xg 10
13 Xgu 10

Verifieer dat de stroom f compleet is en geef een en ander aan in de
boomstructuur, zoals gevonden onder (i). Is de stroomsterkte van f

maximaal? Zo nee, construeer dan, uitgaande van de stroom f, een toe-

gelaten stroom met maximale stroomsterkte en een snede met minimale

capaciteit,
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week 6

§62.1-2.5 (Eigenschappen van functies, functielimieten, continuiteit,

differentieerbaarheid.)

Bereken, zo mogelijk, de volgende limieten:

7

1. 1im 2L
X+ X
7

2. 1lim ¥X*1
X0 x

3. lim (#x2+2x -X).
X-¥ca

4, lim \y?’x_ .
Ko

b4 .
5. lim vx .
x40

ex-l
6. lim .
x>0 x

7. 1im 1REEFD)

x+0

8. lim __Eiiﬂﬁéi__

0 Xx"+3x +2x2

9. 1im x2-2x+]

%1 x3-5x2+4x

10 .10
10. 1lim LE:E%E—;Zlu- .

x-+0

11. lim
x>0

l+ix—v1+x
x .

c0s3x-cos5x

12, 1lim 5

x>0 X




13.

15.

17.

19.

20.

. 1lim arctan

_'24_

. X
lim ———-
arcsin x

x>0

"l—

x+0

. . » m
lim sinmx sin ;
x+0

tin (L - 251
x+1 \ 17X —x

lim
x>0

. 1lim gin x 1n x .

x40

Onderzoek de continuiuteit van de functies f als

2

a) £(x) = L2 (x4 1),

£(1)

2
b) £(x) = £X2X3 (x4, x 4 -2),

X +x-2
£(1) = 4,
£(-2) = 0.
De functie f is als volgt gegeven:
f(x) = 2x+b2 voor x < 0,
f(x) = x+b voor x > 0,
£(0) = 0.

a) Voor welke b bestaat lim £(x)?
. X+
b) Voor welke b is f continu?




21.

22,

23.

24.

25.

26.

_25_

De functie f is als volgt gegeven:

f(x) = 2x+b voor x < 0,
f(x) = ;%5 voor (0 < x < 2,
f(x) = x° - x+b voor x > 2.

Gevraagd wordt a en b zodanig te bepalen dat £ continu is.

Onderzoek de differentieerbaarheid in x = 0 van de functies

wanneer
3 3

a) f(x) = x" c) £(x) = ¥ x;

b) £(x) = |x] ; d) f(x) = x|x|.

De functie f wordt gedefinieerd door

£(x) = (I1-x) arcsin \/;%T .

Bereken £'(l1).

De functie f is als volgt gegeven:
.
f(x) = - ¥ (x < 0),
f(0) = 0,
f(x) =x1lnx (x> 0).

Bepaal, indien mogelijk, £'(0).

De functie £ : R + R is als volgt gegeven:

x -
e T;T (x # 0,

f{x)
£(0)

Toon aan dat f differentieerbaar is in x = 0,

Bepaal de afgeleide van f voor alle x ¢ R.

Zij £(x) = —5x2 + 20x + 2 voor x € R.

Bereken de lineaire benadering van £{(0,98) rond 1i.

""%l";f-::"-‘;f:"’ . PRI .._‘_'__‘_'__‘..:‘u;‘:/“ e
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§2.5 (Techniek van het differentiéren, schetsen van grafieken,

integraalreke

ning).

1. Bereken de afgeleiden van de volgende functies (voor zover deze afge-

leiden bes

2
& ~x
a) (4+x2 )

taan):

2
s

b) sin? ix . 3

.2, 2
) S1in gx +62_

4
d) 1n
e) In |x +
£) log x
8) ~ip

1
h) (1+x)X

X

i) V' x

2. Schets de

grafieken van de volgende functies:

x=-2
a)y £(x) = 7 3
X
3
X
b) £00) = om7
c) £(x) = xe ;
Q) £(x) = x 2 &8
2
e) £(x) = "x3 ;
e
£) £f(x) = x 1ln x ;
g) £(x) = 1+ Iin x

D

. k)

1)

o)

p)

q)

r)

| 5
ye—— T
7 2x-1 (x2+2)
g'arctan x + 1 arctan —— ;
3 3 2
1-x
arctan X H
2
1-x

. / 2
X arcsin x + vV1-x H

1 .
In |cos x - H
cos X .
X :
In jtan = '
2 3
X
xe In x H

X .
le” (x sin x - x cos X + cos x) ;

i‘COS mx)é

In (1+cos mx

%

—elimBie
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Bepaal de volgende integralen:

3 ———
X +1 /
3.Jm-dx. 9.J 4 x dx .
[ x+2 2
4, J = dx . 10, | x° cos x dx
vx -1

;
6J € dx . 12, | x* 1n x dx .
2%
I+e
2 -
7.Jr1nxdx. 13 x 2 1n x dx
X
8. [ 1 dx 14, f arcsin x dx.
X in x

Bereken de volgende integralen:

€ i
15- —“—_'é"_dx -
x(1+1n"x)

e

e
16. J lnzx dx .
1
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week 8

§52.5-2.6 (Vervolg integraalrekening, oneigenlijke integralen, hogere afge~

leiden, buigpunten).

Bereken de volgende integralen:

1
1. J 2x arctan x dx .

0
2 : vx
: O I1+vVx

1
z

3. J x2 arcsin x dx .
0

Bereken, zo mogelijk, de volgende integralen:

[ dx
J, W

X
> Jz(x 1n x)

P 5 T U Y
.JO x+l  x+10 ’

0 V9-x

11
8. f In x dx .

9. J tan x dx .
10




12.

15,

16.
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Gegeven is dat de functie f continu is. De functie F wordt gedefinieerd

door
X

F(x) = x J f(r) de.
0

Bewijs dat

F(x) - xF'(x) + x°£(x) = 0.

™
a) Bereken J |x| sin x dx
i}

e
n [

2
J X cos x dx .
-1

b) Gegeven is dat de functies f en g continu zijn op het interval

(-a,al], a ¢ R. f is een even functie d.w.z. f£(x) f(-x) voor alle

x ¢ [-a,al, g is een oneven functie d.w.z. g(-x) = -g(x) voor alle

x ¢ [-a,al.
Bewijs dat
ra ra
(1) l f(x) dx = 2 J f(x)dx;
a 0

It

ra

(ii) l g(x) dx
a

]
o

Bereken voor a > 0 de oppervlakte van de figuur, die wordt ingesloten
door de grafieken van de functies f en g, waarbij

a3 x2
f(x) = 75 en g(x) = T

X t+a

De functie f : [0,7] » R is gedefinieerd door

-X
f(x) = e sin x .

N3

Bepaal de buigpunten en schets de grafiek van f.

Schets de grafiek van de functie f gedefinieerd door

f(x) = x4ex.




17.
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Bepaal in het bijzonder de buigpunten.

Bereken
grafiek
Bereken
a) f(x)
b) f(x)
c) fix)

d) f(x)

de oppervlakte van de figuur, die wordt ingesloten door de

van f en de negatieve x-as.

de tweede afgeleide van de volgende functies:

X
cos X3

il 1]
[¢+]
|
»

1
»
~~
—
=]
o
~—

)

o
g
!
¥
kL




_31-—
week 9
88 2.6-2.8 (Kromtestraal, hyperbolische functies, stelling van Taylor).

{. Bepaal de kromtestraal en het kromtemiddelpunt van de kromme met

vergelijking

in x = 0.

2. In welk punt is de grafiek van e® het sterkst gekromd?

Bepaal de kromming in dat punt,

3. a) Geef de vergelijking van de kromtecirkel van de grafiek van de
funetie f gedefinieerd door

fix) = x2

in x' = 1,
b) Eveneens van de functie g gedefinieerd door

gx) = ¥

in x = Q. : ¥

4. Bewijs de volgende formules:

coshzx + sinhzx;

It

a) cosh 2x

b) sinh 2x 2 sinh x cosh x.

5. Bepaal de afgeleide van log cosh x.
6. Bereken J dx met behulp van de substitutie x = cosh t.
;x -1

7. Schets de grafiek van cosh(xz—x). ' _ ﬁ
8. Bereken de kromming in een punt van de grafiek van de functie cosh x.

9. Zij £ de inverse functie van cosh x op [0,*), Bepaal de definitie-

verzameling van f. Toon aan dat f(x) = 1n(x + sz—l).

10. Zij g + R > (-1,1) en g(x) = tanh x. Toon aan dat’ __
“ 1+ ' o A
g(x) = 4 ln(ﬁ). :




12,

13.

15,

16,

-.-32_

+ Geef de Taylor ontwikkeling tot en met de term van de vierde graad

en de restterm van

a) sin x2 rond 0;
o

4?

¢) In{4+x) rond 2.

b) cos x rond

Bewijs:
X 2
a) e” > 1+x + §x° voor x e (0,®);.

b) eX < l+x + £x2 voor X ¢ (—=,0),.

Bepaal de Taylor-ontwikkeling tot en met de derde term en de restterm

van cosh x rond 0.
Bewijs dat de restterm niet-negatief is voor elke x.

Geef met behulp van de gevonden ontwikkeling een ondergrens voor cosh 10

Bewijs:

a)x—éx3< sin x < x voor x ¢ (0,2);

b) < arctan x < x voor X e {0,%),

I+x
Geef de Taylor—ontwikkeling tot en met de vierde term en de rest-
term voor 1ln %;ﬁ) rond 0.
Geef de Taylor~ontwikké1ing tot en met de vierde term en de rest-
term voor vx rond I.
Bewijs dat [R3| < 5%-voor X € (%,%).

Bereken vervolgens v5 in &én decimaal nauwkeurig.
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week 10

§2.9 (Techniek van het integreren, partiéle integratie,

p
1. Bepaal Jx cos x dx.

([ n

2, Geef een recurrente betrekking voor Jx sin x dx (n

2
3. Geef een recurrente betrekking voor J e * x" dx.
0

breuksplitsing).

il

o)
-
-

]
“

"
~

(zie voor n = 0 de syllabus wiskunde 17 en 27, p. 205, voorbeeld 6).

Bereken vervolgens daarmee | e=x2 7 dx.

1
4. Geef een recurrente betrekking voor J X" l—x2 dx

. 0
Bereken vervolgens de integraal voor n = 8.

5. Geef een recurrente betrekking voor an Inx dx (n

Bepaal de volgende integralen:
6. | —.
(2x+5)

J dx -
7. —— .
4x"~20%x+29

9. j dx.
(x+l)(x -4)

Ny
(x -1 (x-1)

J (2x +2x+1) .

(2. J x3+4x -x+3 dx
(x-2)(x +l)

3. f X +9x+29 dx

(x-4)(x +2x+3)

(n=0,1,2,..).

I
o
.
N
<
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week 11

§32.9-2.10 (Vervolg techniek van het integreren,

formule van Wallis, numerieke integratie).

Bepaal de volgende integralen:

J Cdx
i. —
sin x .
' .
sin x
2"J cos x(l-cos x) dx.
3 [ cos X dx
") sin x + cos x ’
f 2
4. | (l+tan x)~ dx.
J
p
d
5. ’6‘
! cos x
dx
6. J 2-sin x °
7 dx
' l+tan x °
sin X cos X
8. - dx.
cos 2X — sin 2x
9 f Xt dx
;x +2x+2

J /; +4x+9

.Bereken de volgende integralen:

el
11, f 2x—x2 dx .
Jo

goniometrische integralen,




12,

13,

14,

15.

16.

17.

18.

20.

21,

22.

J
|
|
|
Jy
|
|
|
|
j
|

[T E IS

14

3

1

0

1

0

o

m

o

=3

0

2

[w]

(=]

12
a) Bereken schattingen voor de integraal f x3dx met behulp van de “ﬁ

r
2
= arcsin x dx. :

. 2 4

sin x cos x dx.
. 7 6

sin x cos x dx;
. b 7

s$1n X Ccos X dX.

sinax‘dx.

. 5 5
sin"x cos x dx.

(samengestelde) trapeziumregel. -10 o

Gebruik als stapgrootte achtereenvolgens h = 2 en h = 1. Als de bijbe; it

horende trapezxumsommen worden aangegeven met T(2) en T(l), bereken dén

T (i) T(1) + -(T(l) - T(2))

(vgl. sectie 2.10.8 van de syllabus wiskunde 17 en 27). Vergelijk de

. . *
uitkomst van T (1) met de exacte waarde van de gegeven integraal.

12

b) Voer analoge berekeningen uit voor .de integraal I xadx.

10
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week 12

§3.1 (Inleiding differentiaalvergelijkingen, richtingsveld, isoklinen,

orthogonale trajectorian).

1. Gegeven is de differentiaalvergelijking
xy' - 2y = 1-2y'.

a} Schets enkele isokiinen.
b) Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking.

c) Bepaal de oplossing waarvoor geldt y(1) = 1.

2. Gegeven is de differentiaalvergelijking

xzy' + y2 = Q.

a) Schets de isokline door het punt (2,2).
b) Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking.

c) Schets de integraalkrommen door de punten (2,2) en (-2,2).

3. Gegeven is de differentiaalvergelijking

ay 2X7Y
dx

a) Schets het bijbehorende richtingsveld.

b) Bepaal met dit richtingsveld de integraalkromme door het punt (1,1).

4. Gegeven is de differentiaalvergelijking

a) Schets het bijbehorende richtingsveld.

b) Teken de isoklinen door de punten (2,1), (1,2) en (1,0).

c) Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking.

d) Bepaal de integraalkrommen door de punten (0,2), (3,4) en {(1,1).

e) Bewijs dat de punten (xl,ylj en (“k],yl) op dezelfde integraalkromme
liggen.

f) Bepaal de orthogonale trajectorien van de verzémeliﬁg integraalkrommen, .
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Bepaal de orthogonale trajectdrién van het stelsel hyperbolen met
vergelijking
X2-y2=C-

Bepaal de orthogonale trajectorien van het stelsel ellipsen met

vergelijking

x2 + 4y2 = C,

Bepaal de krommen met de volggnde eigenschap:
in ieder punt (x,y) van dé kromme gaat de raaklijn aan de kromme

door het punt (kx,0); hiefbij is k een constante met k < 1,

Bepaai de krommen met de volgénde eigenschap:

de driehoek PQR, waarbij P een willekeurig punt op de kromme is,
Q de projectie van P op de x~-as is en R het snijpunt van de raak-

lijn in P aan de kromme met de x-as is, heeft oppervlakte 1.
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Week 13

5§3.2-3.3 Scheiding van variabelen, lineaire differentiaalvergelijkingen

van de eerste orde).

Bepaal de algemene oplossing van de volgende differentiaalvergelijkingen:

1. xyy' - xy' - 2y = 0,

2, Xy2 +x - (yx2+y)y' = 0.
3. y" + xy = x.

4y y' o+ xe—xy = 2x e *,
5. y' +y sin x $,sin x;
b xy' + y = sin x.

7. y'cos x + y sin x = 1.

8. y' = - X inx

X ln x

1
' - =
9. y' + (I+x)y X e .,

2
X+x

o
-
+
~~
|
W=
S’
<
0

12, y' + vy =6 7,

14. Bepaal de algemene oplossing van de differentiaalvergelijking -

X

y' - xy = e (x+1).

Voor welke beginwaarde y(0) is de oplossing Begrensd op het interval
[0,=)?




15.

16.
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Een kamer is 4 meter lang, 3 meter breed en 2,5 meter hoog. In een
der ramen is een Vventilator aangebracht, die per seconde 0,! kubieke

meter lucht afzuigt. Tegelijkertijd komt eenzelfde hoeveelheid zuivere

~ lucht de kamer binnen (door deuren, ramen,enz.). Op het ogenblik dat

de ventilator wordt aangezet is het verontreinigingspercentage van de
lucht in de kamer 2%. We veronaerstellen, dat de lucht in de kamer

homogeen van samenstelling blijft.

Na hoeveel tijd is het verontreinigingspercentage van de lucht terug-
gebracht tot 0,577

Een motteballetje verliest massa door verdamping met een snelheid die
evenredig is met de grootte van zijn opperviak. Na 75 dagen heeft het
balletje nog maar-§7‘dee} van het oorspronkelijke gewicht. '

Na hoeveel dagen is het balletje geheel verdwenen?
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week 14

§3.4 (Lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde met

constante coefficiénten).

lc y-5y+6y 00

0. y-y=¢te .
11, ¥ +y =1+ ",
12. y+y=1¢t".

13. y + y = cos t.

14, vy + y tz + cog t.

15, y" - 4y' + 4y = x e?X 4 1.

16, y" - a2y = &* voor alle a ¢ R.
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17. y" + (l+a)y' + ay = e * voor alle a ¢ R.

Los de volgende differentiaalvergélijkingen op:

18. (y" - 3y' + 2y = 0,
y(0) =0,
y'(0) = 0,
19, (v" + 6y' + 9y = 0,
y(0) = 1,
y'(0) = 0.
re ] 2
20. o y" o+ 3y o+ 2y = %7,

y(1) = 0,
y'(1) = 0,

»
4
i
&
,
!
i
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