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WEEK ]

§§ 4.1-4.2 (Convergentie en divergentie van reeksen, reeksen met uit-

sluitend niet-negatieve termen, vergelijkingsstelling).

Bepaal de limiet van de volgende rijen.

(i) ’sind)

. ol
(;1) (n arcsin H)n=l ;

-]

Gid) BB e ®).

n

In de volgende zes opgaven is de algemene term van de reeks z a_  gegeven.
n=|
Bepaal met behulp van de definitie of de reeksen convergeren dan wel di-

vergeren. Bepaal in het geval van convergentie de som van de reeks.

n+!l
a = dx
n 3¢
X
n
n+l
- dx
a, el
n
!
an=—-;.
4
an-2n .
_ n+l Zn+1
a, = =1 n(n+1) °
1
a -

n  n{n+3) °

(i) Bewijs dat <~  (ne N).
2 2
3n" =2n n
(1i) Ga na of de reeks z —é-l-—--—- convefgent dan wel divergent is.

n=! 3n" -2n




10.

(i)

(i)

(1)

(ii)

(i)

(i)

(1)

(ii)

(1)

(ii)

- . T 1
-2 = siladd,
Bewijs dat sin T n° d.d

[~}

L0 . .
Ga na of de reeks E sin -~ convergent dan wel divergent is.

n=1
Bewijs dat Lo (n e W)
Inn ~ _3/4 '
2 n
w0 -7 .
Ga na of de reeks | Tn n convergent dan wel divergent is,
- n=} 2

Bewijs dat

n3 - IOOn2 +n + 1 5 _l_ 0.d.d
20n TErEe

n4 + n3 - 8n2 + 1

Ga na of de reeks

E n3—100n2+n+1

n=1 n4+n3 - 8n2+l

convergent dan wel divergent is.
Bewijs dat

] 1

<
v’Sn(n2 -1 2n3/2

Ga na of de reeks

(n 2 3) .,

0%

n=2 V5n(n%-1)
convergent dan wel divergent is.

Bewijs dat

] i
—— = o.d.d.
nln n n2

Ga na of de reeks

&

|
z Inn
n=l n

convergent dan wel divergent is.




WEEK, 2

§8 4.2-4.3 (Vergelijkingsstelling, convergentiekenmerken van Cauchy en

d'Alembert, integraalkenmerk, alternerende reeks, absolute convergentie).

Onderzoek of de volgende reeksen convergent of divergent zijn,

I
n=|l n + —
n
§ n:
n=] 5n
°E° I
n=1 51n n

.

n=1 nz(n-bl)

z (n2 -~ 2n)e—n .
n=1

o n

n+l

L Gavr
°§2+(—12“
n=1 nz

z Vﬁ+ '/E
n=1| n

E (1 - cos L)
n=1 n®

n-z-l YnZ +3n+2
E_(/g4-+n - /;4 - n) .

n=1




13.

lz‘l

i6.

17.

19,

20.

i

Zz nlnn

o 2

E Zne“n
n=1}

T n-l

zlnp (p e R).
n= n

n=1 ¥2n + 1 '

E (—l)n cos mn
n=| n
gt
n=i n + JH

Een kogel valt van een hoogte h op de grond en kaatst terug met een snelheid

die een fractie a.(O < g < 1} is van de snelheid waarmee de kogel de grond

raakt.

a) Na hoeveel tijd ligt de kogel stil?

b) Wat is de lengte van de baan die de kogel dan heeft doorlopen?




WEEK 3

§ 4.4 (Machtreeksen, convergentiestraal, onderzoek randpunten, som van
een machtreeks).

Bepaal de convergentiestraal van de volgende machtreeksen.

n=l n
o n 2n
nx
: .
aml n.
E 2nxn
n=1
o n+2

X
Zl n!(n-+2) )

Bepaal de convergentiestraal van de volgende machtreeksen. Bepaal tevens

het gedrag in de randpunten.

(-]

; —T




10.

15.

Igl

20.

21,

Bepaal de som van de volgende machtreeksen voor die waarden van x waarvoor de

machtreeksen convergent zijn.

P+ @+ ",
n=0

n+l 2n+l

(-1) x
Cn-1)(2n+1) °

n=1

!.

Onderzoek voor welke waarden van x de reeks

E (sin x)n COS X

n=1 B

convergent is en bepaal de som van de reeks.

Onderzoek voor welke waarden van x de volgende reeksen convergeren.

o n

] @ .

n=l1

of n (= )n-'l
n=1 P+x .

o en(x—xz)
ngl in n '

RGP ¢ R ) Rt

o0
nx ]
E a arctan — .
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1.

WEEK 4

§ 4.5 (Taylorreeksen, toepassing van reeksontwikkelingen bij het bepalen

van limieten).

Geef met behulp van stendaardreeksen de reeksontwikkelingen tot aan de

7 ,
term met X van de volgende functies.

co
I

L]

X
X

+

sin x
x(l+x2)

]

1 +x2

In{x + ¥ + xz) .

Bepaal de Taylorreeksen van de volgende functies, Geef tevens aan voor welke

waarden van x de reeksontwikkelingen geldig zijn.

cos x rond x = /3 .

1
— rond x =2,
Yx
Yx rond x =1,

a (x + 3)3 rond x = -1 .

sinh x rond x=0.

Bereken de volgende limieten met behulp van reeksontwikkelingen.

. l-—-cos x
lim > .
x-+0 X
lim lﬂil—:—ﬁl .

X

x+0




ex—l

12. lim e —— *

%50 In(l - x)
13, lin =DEX

x+0 .
14, 1ip 2UEX) X

%0 08 X

2 2

15. 1im In{l +x )3 arctan x )

x>0 X

. eX - 9 I + 3x
16, 1lim [ .

<0 08 X
17. 1im sin X - cos % .

—)1 x—i

3 A

X -x

18. lim e = f si; :rctan 2x .

x-+0

. |/1+x+x2-l-’sinx
19, lim % - .

x>0 X

20. lim arcs1n3x — X (vergelijk pag. 141 van de syllabus Wisk. 17 en 27) .

x+0 x
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WEEK 5

§8 4.6~4,7 (Numerieke sommatie, Fourierreeksen).

. . ! . .
Geef een reeksontwikkeling voor e Hoeveel termen van deze reeksontwikkeling

moeten voor de berekening van E-worden genomen, opdat de afbreekfout hoogstens

0,2.10°2 is?

Geef een reeksontwikkeling voor cos 0,1. Hoeveel termen van deze reeksont-
wikkeling moeten voor de berekening van cos 0,1 worden genomen, opdat de

afbreekfout hoogstens (),5.10_“5 ig?

Geef een reeksontwikkeling voor 1ln 0,6. Hoeveel termen van deze reeksont-
wikkeling moeten voor de berekening van 1ln 0,6 worden genomen, opdat de

afbreekfout hoogstens 0,4.10_2 is?

Hoeveel termen van de reeks X —%-moeten worden genomen, opdat de afbreek-

fout hoogstens 0,5.]0“l is? n=l n

Bereken % met een fout die hoogstens 10-3 is.

Bereken In 0,6 met een fout die hoogstens 10-2 is.
(-1)" . -2,
Bereken Z 37— met een fout die hoogstens 10 18.
n=1 n ' .

Bereken z ———— met een fout die hoogstens 2;10-3 is.

n=l (Zn+1)

Bereken In 3 met een fout die hoogstens 1,3.10_2 is (vergelijk pag. 149 van
de syllabus Wisk. 17 en 27).

4
Bereken J lﬂiégtﬁl

0

dx met een fout die hoogstens 10_2 is.

Bereken J dx met een fout die hoogstens 1,5.10 =6 is.
5 .




Bepaal
12, f(x) =
13, £(x) =
14, £(x) =
15, f(x) =
16, f(x) =

- 10 =~

de Fourierreeks van de volgende functies,

sin § x

sinh x

x sin x

X + ¢cos X

iA

1A

78

1A

< 7)),

< m) (vergelijk pag. 82-83 van de syllabus Wisk,
17 en 27). |

< M .

™)

< @)

< T) (vergelijk pag., 153 van de syllabus Wisk.
17 en 27),




WEEK 6
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§8 5.1-5.3 (Coordinatenstelsels in 3{2 en IlB: poolcoordinaten, cylinder-

coordinaten, bolcodrdinaten; parametervoorstellingen van krommen).

Schets

]

a) r
b)
)

d) r =

b=
il

a1
L}

eyr =
frr =

Schets

de krommen in Ilz die in poolcoardiFaten zijn gegeven door:

a

o3

R =3

L
9
2

c

’
cos ¢ ;

os 2 ¢ .

(omschrijf) de oppervlakken in E{3 die in cylindercoordinaten

zijn gegeven door:

de oppervlakken in I{3 die in bolcoordinaten zijn gegeven door:

a) z = 2
b)Y ¢ = 2
c)r =2
d) z =1
e) z = ¢
f) o =1
Schets

a) p = 2
b) 6 = 2
c) g =2
d} p = 8
Schets d

. 3 .. . . - ' . sy
e krommen in R~ die in cylindercoordinaten, respektievelijk in

bolcoordinaten, zijn gegeven door:

a) ,z
{4’
b) (z
{:

]




¢) fz = sin 29
lr =23

d) e = 1
lg®
8 =7

. Bepaal de vergelijking in cartesische coordinaten van

a) het oppervlak dat in bolcodrdinaten gegeven is door

p3 = cos B ;

b) de kromme die in poolcodrdinaten gegeven is door

r=gin ¢ + 2 cos ¢ .

Bepaal de vergelijking inpoolcodrdinaten van de kromme die in cartesische

coordinaten gegeven is door

(x2 + 2% + yz)2 = 4(x2 + yz).

. . 2
. Bepaal een parametervoorstelling van de volgende krommen in R .

a) y =mx +n ;

b)) x2 =y -4 ;

2,7
C)—é-“' 2.=l,
a b

d) 4x? - 9y° - 8x + 36y = ~4 .

Bepaal een parametervoorstelling van de volgende krommen in I{B.

a) {x +ty+z=2
XxX-y+2z=5;

b) x =y
{y=z;

) {"2+y2=4
X+y+z=2;

d) {xz + yz + z2 = 4

¥
(x = )% + 3% + 2% = 4
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12,

13.

_}3_

Schets de krommen gegeven door de vectorfunctie f: R -~ R3 in de

gevallen:

a) £(t) = (cos t, sin t, 2) ;

b) £(t) = (cos t, sin t, cos t) ;
c) f£(t) = (t,t,tz) .

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme

(2¢, t2 - 2t, t3 + 2t2)

in het punt dat correspondeert met t = |,

In welke punten van de kromme (% t4, % t3, t) is de raaklijn evenwijdig
aan het vlak met vergelijking x + 3y - 4z = 0,
Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn in het punt (0,2,0) aan

de kromme

X +y =4

X+ty+z=2,

Een kromme in I{Z is gegeven door de vectorfunctie £(t) = (t-2 sint,l -2 cos t), '

(t ¢ (-mrml).
a) Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in g(%).

b) Bepaal de punten van de kromme waar de -raaklijn horizontaal of ver-
ticaal is.

¢} Schets de kromme.

Op de cirkel (sin t, cos t) ligt het punt A(0,1). In A wikkelt men een koord
af langs de cirkel met de wijzers van de klok mee. Gevraagd de coordinaten

van het uiteinde wvan het koord.

, , 3 s .
Gegeven 1s een kromme in R~ met parametervoorstelling (t cos t, t sin t, t),
(¢t 2 0).

a) Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het
punt {cos 1, sin |, 1).

D) Schets de kromme.

-

2 A,




l6l

- 14 -

. . 2 . . .
Gegeven is een kromme in R wmet parametervoorstelling (sin t, sin 2t),

(t € f=m,m)).

a) Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn horizontaal is.
b) Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn verticaal is.

c) Schets de kromme.
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WEEK 7

5§ 5.3-5.5 (Parametervoorstellingen van krommen, hoogtekaart, continuiteit

en differentieerbaarheid van functies van twee veranderlijken).

. Zij (x(t), y(t)) = (2 cos t, 3 sin t), (t € [0,2m))

a) Bepaal y als functie van x rond het punt (I, % v¥3), en bereken daarna
y' (1) en y" (1),
b) Bereken y'(l) en y'"(i) zonder eerst y(x) te bepalen.

» Zij(x(t), y(t)) = (t + 2 cos t, 3 sin t), (t ¢ [0,271)) .

In een omgeving van het punt (x(%ﬂ, y(%)) is y te schrijven als een functie

van x. Bepaal y'(% + 1) en y"(% + 1),

Schets de hoogtekaarten van de functies £ 3 1{2 + R, gedefinieerd door:
a) f(x,y) = x =~y ;

B) fx,y) =L

c) £(x,y) = xy ;

d} £(x,y) = x2 + 2% + y2 H

e) f(x,y) = ln(x2 + yz) ;

£) f(x,y) = max(x,y) 3

g) £(x,y) = max({x|,|y|)

. De functie £ is gedefinieerd door

(£(x,y) = —L (x ¢ 1),

x -1

f(}sY) = .

a) Schets de hoogtekaart van f.

b) Is het mogelijk o zodanig te bepalen dat £ continu is in (1,0)7

. De functie f is gedefinieerd door

gy = 5L (x| £ 1),

x =1

Jf(l,Y) bl o 3

f(-l,y) =8
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a) Schets de hoogtekaart van £,

b) Toon aan dat het niet mogelijk is a en B zodanig te bepalen dat £

continu is in (1,1) en (-1,-1).

. De functie f is gedefinieerd door

f(x,y) = | (xy # 0) ,
£(x,0) = x ,
£(0,y) = y2 .

In welke punten is £ discontinu?

. De functie f is gedefinieerd door

3
X

£(x,y) = ~——
x+y

((x,y) # (0,0)) ,

£(0,0) = 0 .

Bewijs dat £ continu is in (0,0).

. De functie f is gedefinieerd door

f(x,y) = S2LXV . ((x,y) # (0,0)),
. o7 X,y

£(0,0) = 0,

Bewijs dat f continu is op ]Rz.

. De functie f is gedefinieerd door

: 2
£x,y) = 75 ((x,y) £ (0,0)) ,
X +y
f(0,0) =0 .

a) Bewijs dat voor alle m geldt

lim f(x,mx) = £(0,0) .
*+0

b) Kan men hieruit concluderen dat f continu is in (0,0)?1




10,

11.
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Toon met behulp van de definitie van differentieerbaarheid aan dat de
volgende functies differentieerbaar zijn in het punt (1,2)., Bepaal tevens

de vergelijking van het raakvlak aan het oppervlak in het punt (1,2,£(1,2)).

2 2

a) f(x,y) = x" + y° ;

b) f(x,y) 2x + y3 .

2
De functie f is gedefinieerd door f(x,y) =“%?-+ 2, (y# 0.
Teken in &én plaatje (in 1{3) de krommen (I,y,£(l,y)), (v € (0,4)) en

(x,2,£(%,2)), (x¢ (0,4)), en de raaklijnen aan die krommen in het punt
(1,2,£(1,2)). ‘

Geef de waarden van %g-en %% in (1,2) in de figuur aan.

Bepaal een parametervoorstelling van die raaklijnen.

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan het oppervlak in het punt
(1,2,£(1,2)).

. Beantwoord dezelfde vraag voor de functie f(x,y) = v2 - yz, uitgaande van

het punt (1,1,£(1,1)).
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WEEK 8 !

5§ 5.5 (Differentieerbaarheid, partiéle afgeleiden, raakvlak, kettingregel).

Lo , ) .
l. Bepaal de partiéle afgeleiden %§ en 3§-van de functies f met

a) f(x,y) = arctan ?-;

b) £(x,y) = x¥ ;
= .
C) f(xsy) - 2 2 y
X +y
2‘ X3 +2y
d) £(x,y) = xy“e

2, De functie f is gegeven door

f(x,y) = -21{—2 .

X + vy
Toon aan dat
af ' af _
X Yyt Ty

3. De functie f is gegeven door
fix,y) = x2 arctan i-- yz arctan_5 .
Toon aan dat

of af
X = +y 3; = 2f(x,y) .

4. Toon aan dat de eerste partiele afgeleiden van de functie f, gedefiniecerd door
f(x,y) = A2 + y2, in het punt (0,0) niet bestaan.

Geef daarvoor een meetkundige verklaring.

5. De functie f is gedefinieerd door

f(x,y).= 1 (XY # 0) ’
f(x,0) = x ,
£(0,y) = .
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a) Gegeven is z = xe

- 19 =

of 9f
Bepaal (3;)(0’0) en (3;)(0’0)

Opmerking. f is niet differentieerbaar in (0,0); zie daarvoor vraagstuk 6

van week 7.

. De functie f is gedefinieerd door

3
F(x,y) = L= ((x,y) 7 (0,0)) ,
X“ +y
f(O;O) =0 .
e 3 o
a) Bereken = en 3y in (0,0).

b) Onderzoek of f differentieerbaar is in (0,0).

Gegeven is het oppervlak met vergelijking z = 712 - xyz.

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan het opperviak in het punt (1,2,2).

Bepaal de punten van het oppervlak met vergelijking

2 2

z =15 + 4x2y2 - 8xy”~ + 2y

waar het raakvlak evenwijdig loopt aan het vlak met vergelijking 45x - 12y -3z = 1,

. Gegeven is het oppervlak met vergelijking z = sin(xy), ([x] = V2w, |y} = /Zm)

Bepaal de punten van dit oppervlak waar het raakvlak horizontaal is.

Geef in een schets de ligging van deze punten aan.

Zij z = x3y + 3x2/§- en y = -x2 + 3.,

3z 3z .
Bereken % B 5y in (x,y) (1,2).

Beschouw nu 2z als een functie van x, i.e. z(x) = z{x,y(x)), en bereken %&

voor x = |,

Xy met x = Iln t, y = sin t,

Bepaal %% met behulp van de kettingregel,




14,

. Bereken de lineaire benadering van £(2 — , 3 %) rond (2,3) als f(x,y) =x"y +xy - 3x}

- 20 -

L) Gegeven is z = arctan (x2 + yz) met x = et, y = tan t .

Bepaal %% met behulp van de kettingregel,

. 3 3 .
Gegeven is u = 1n(x3 +y +z)metx =1t sint t, y = tcos t, z = t,

Bepaal %% met behulp van de kettingregel.

Van de functie £ is gegeven:

- of X af X ]
f(O,l)“-—'-l ’—=ye ’ -— a -
b * ax oy : +y2

Als g(t) = f(x(t),y(t)), waarin x(t) = 1ln t en y(t) = t, bepaal dan g'(¢t)
en hieruit g(t).

Bepaal alle partiéle afgeleiden van de eerste en de tweede orde van de

functies

"

2x3y2 - 3xy + 5y + 7 ;

2
b) f(x,y) = e’

a) f{x,y)

1
12 °

Opmerking: £(2 -]-15__ .3 %—) = 14,09..

Bereken de lineaire en de kwadratische benadering van £¢0,1; 0,2) rond (0,0)

als

f(x,y) = yex—y .

Opmerking: vergelijk pag. 177 van de syllabus Wisk. 17 en 27;
£(0,1; 0,2) = 0,221... .
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WEEK 9

§§ 5.5-5.7 (Impliciet gegeven functies, richtingsafgeleide en gradient,

partiele differentiaalvergelijkingen).

Gegeven is de kromme met vergelijking x2 + Xy + y2 = 3.
Bepaal de punten van de kromme waar de raaklijn evenwijdig aan de x-as

loopt, respectievelijk de punten waar de raaklijn evenwijdig aan de y-as

loopt.

Bepaal de symmetrie—assen en maak een schets van de kromme.

a) Door de betrekkingen
x2 + y2 -4
Xx+y+z=2
.. . dy dz .
zijn y en z als functies van x bepaald. Bereken ix en = in het punt (0,2,0).
b) Bereken de richtingsvector van de raaklijn aan de kromme
[xz ey =y

Ix +y+z=2,
in het punt (0,2,0).

Opmerking. Vergelijk vraagstuk 12 van week 6.

Door de betrekkingen

JxB + 2y2 +z =0
[xz + xy2 + zl+ =1
zijn y en z bepaald als functies van x.

Bereken %% en %% in het punt (-1,1,-1).

Een kromme in }13 is gegeven door de betrekkingen
'sz - yz + 422 =16
(x +y+2z2=6,

Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan de kromme in het
punt (2,2,2) .
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Door de betrekking 23 + x22 +y2z+2=201in z in een omgeving van (1,2,-1)

impliciet gegeven als functie van x en y.

Az 0z
Bereken % o0 3y in het punt (i,2,-1).

Bepaal ook de vergelijking wan het raakvlak in (1,2,~1) aan het oppervlak

gegeven door

z3 + xz2 +yz +2=20.,

. . 2 s '
. Gegeven is de betrekking 2e™Y -z -2 cosy= 0. Beschouw z als functie van x en

y en bepaal de partiéle afgeleiden van de eerste en tweede orde van z in het

punt (0,0,1).

. Het oppervlak V in 333 is gegeven door de vergelijking

3x% + Sy2 = 8xy + 4xz - 4yz - 222 - 2x + 12y -1 =0

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan V in het punt (1,0,0).

Door de betrekkingen
x2 + y2 + 22 = 25
X +y+z=]

zijn y en z als functie van x bepaald.

Bereken y', z', y" en z" in het punt (4,-3,0).

. De functie f is gedefinieerd door

f(x,y) = x2 + 3xy - 4 .
a) Bereken de richtingsafgeleiden van f in (1,!) in de richtingen (1,0),

12 (1,-1), (0,~1).

b) Schets in &&n plaatje (in I{B)de krommen z = £(1,y), z = £(x,1) en
z = f£(x,-x), (xe (0,2), ye (0,2)).
Schets ook de raaklijnen aan deze krommen in het punt (1,1,0).

Geef in deze schets de waarden van de richtingsafgeleiden aan,

Opmerking: Vergelijk vraagstuk 1! van week 7.
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. Bepaal de richtingsafgeleide van

a) xy + yz + zx

il

in a = (1,2,3) in de richting van v

b) x3y + y3z + z3x

]

in a = (1,1,1) in de richting van v

— (l,-l,l) ’
/3

—_— (1,2,3) .

A
De functie f is gedefinieerd door
x 2
£(x,y) =~ ((x,y) # (0,0))
X +y
£(0,0) = 0 .

3f

-a) Bestaan 3£ en =- in het punt (0,0) ?

3x dy

1) Bestaan de andere richtingsafgeleiden in (0,0)7

¢) Is £ continu in (0,0) ?

. Bepaal de vergelijkingen van de orthogonale

stelsels krommen:

a) £x2 +1lny=2¢C;

b) x2 - y2 =C ;
2L =

c) 5 c .
X

De functie f is gegeven door

1

trajectorien van de volgende

f(x,y,z) =

/Qx-a)z + (y--b)2 +(z - C)2

Toon aan dat £ voldoet aan de vergelijking van Laplace

£ _+f +f =0,
XX vy ZZ
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WEEK 10

§§ 5.8-5.9 (Extrema, extrema met nevenvoorwaarden, Lagrange multipli-

catoren).

Schets de hoogtekaart van f en bepaal met behulp van de hoogtekaart de

aard, plaats en waarde van de extrema van f in de volgende gevallen:

a) £(x,y) = max(|x|,|y|) ;

x2 + 2x + y2 ;

b} £(x,y)

c) £(x,y) = sin(xy) ;

. ;
(x2 + yZ _ 1)2

d) f(x,y)

« De functie f is gedefinieerd door

2
f(x:Y) =Xy

Schets de hoogtekaart en bereken de extrema van deze functie.

. De functie £ is gedefinicerd door

f(X.y)=$ (x#0,y40) .

a) Schets de niveaulijnen voor x > 0 en y > 0

b) Bepaal de extrema van deze functie op de verzameling

V={(x,)]4sx<1; t=sy=<t},

. De functie f is gedefinieerd door

£{x,y) = xy .

a) Schets de niveaulijnen.

b) Bepaal de extrema van deze functie op de verzameling

V = {(x,y)|x? + y2 s 2}

2
.+ De functie f is gedefinieerd door f(x,y) = x~ - y.

a) Bepaal met behulp van de multiplicatorenmethode van Lagrange de extrema

van £ op {(x,y)[x2 + y2 = 4},

: 2
h) Bepaal de extrema van f op {(x,y)]x2 + vy 5 4},




10.

16.

. Bepaal de extrema van (x + l)2 + y2 onder de voorwaarde x3 =y,
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De functie f is gedefinieerd door £(x,y) = 4x2 + yz.

a) Bepaal de raakpunten van de niveaulijnen van f met de kromme gegeven
door |x| + {y| = 1.
b) Bepaal de extrema van f op |x| + |y| = 1

c¢) Bepaal de extrema van £ op {(x,y)||x| + |yl = 1}

2

. Bepaal de extrema van x2 + 2y2 op {(x,y)[x2 -2x +y =<0},

2 <4y,

Bepaal de extrema van x(x2 + y2 - 2x) op {(x,y)[x2 +y

Bepaal de extrema van xzy - 2y3 op {(x,y)[x2 + y2 <1} .

De functie f is gedefinieerd door f(x,y) = (y2 - xz)(xz + y2 - 2x) .

A

x} .
x < 3} .

a) Bepaal de extrema van f op {(x,y)|y2

[Fa

b) Bepaal de extrema van f op {(x,y)]yz'

c) Bepaal de extrema van f op E{Z.

Bepaal de extrema van 2xy + y op xz + 3y2 = %-.

. Bepaal de extrema van xy op x2 + y2 = 2x .

. Bepaal het minimum en het maximum van de afstand van een punt op de para-

bool 4y = x2 tot het punt (0,3)}.

Bepaal de extrema van x2 + y2 + 22 - 17x onder de voorwaarde 12x - 12y + =z

2

Bepaal de extrema van de functie xyz onder de voorwaarden

Eaylealeg,

X +y+2z=3,

0.
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WEEK 11

§8 6.1-6.2 (Dubbelintegraal, herhaalde integralen, verwisseling van

integratievolgorde).

. Bereken

Jf f(x,y)dxdy
G

in de volgende gevallen:
a) G = {(x,y)[0< x<1; 2 <y < 3} ;
fix,y) = xyex .

b) G= {(x,y)]0cx =1 ; l'syx=2};
£(x,y) = (x + y)", (n geheel en > 0).

A

) 6=y - Tsxsij2sysdly

f(x,y) = x3ex Y,

. Bereken de oppervlakte van het in het eerste kwadrant gelegen eindige gebied
G dat begrensd wordt door de volgende krommen:

2
a) y=xeny=x .,

b) y2 = x3 en y = x
2 2
c)y =4 -xeny =4~ 4x

. Maak een schets van G en bereken

Jf f(x,y)dxdy
G .

in de volgende gevallen:

a) G = {(x,y)[x = 0; x £y =2 =-x"}
£(x,y) = y/x .
b)G={(x,y)]1::xs2,x2—y221},

f(x,y) = x .
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c) G is het gebied in 1{2 dat begrensd wordt door de krommen y = 1,
y=2, x=yenx = 3y ;
f(x,y) =x +y .

d) G is het gebied in R’ dat begrensd wordt door de krommen Xy = 16,
y =X, y=0enx=8;
2
fF(x,y) = x°.

. Verwissel de integratievolgorde in de volgende herhaalde integralen:

2 2y
a) J dy J fx,y)dx .
¥y
2 2-x
b) J dx [ f(x,y)dy .
-6 %xz-l
. Bereken
1 1 9
f dy J e dx .
0 vy 5
Bereken ' ' ' _'f
1 1
J dy J y sin x
4 X
0 2
y
. Bereken
a X 2a a
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WEEK 12

§5§ 6.1-6.2 (Vervolg dubbelintegraal, poolcoordinaten, inhoudsberekeningen).

1, a) In Etz is het gebied G gegeven door

-2

Oy <x; x" +y <1,
Maak een schets van G en bereken

ff x2ydxdy .

G

b) In I{Z is het gebied G gegeven door

x 20 x2 + y2 -2y <0,

‘Maak een schets van G en bereken

[[ wanay

G

. Bereken

JJ f{x,y)dxdy
G

in de volgende gevallen:

a) G = {(x,y)lx2 +yi<1; x20; y20};

f(x,y) = =
2
B) 6 = {(x,y)[1 s x° + y* < 2} ;
o x2
f(x,y) = T3 7
xTHy)T
c) G = {(x,y)]l's x2 + y2 <3;x20 , y 20}
. P ) |
f(x,y) =-y28x i

F T O T L it P
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G is de cirkelsector van een cirkel met middelpunt (0,0) en straal 1,

de hoekpunten van de sector zijn (3v/2, }v2) en (4, 4/3) ;

f(x,y) = sz + y2 R

In R? is het gebied G gegeven door

I < x2 + y2 Sx+y.,

Maak een schets van G en bereken de oppervlakte van G.

aj

b)
c)

d)

e)

a)
b)

c)

. Schets de volgende lichamen en bereken hun inhoud,

Het afgeknotte prisma dat begrensd wordt door de vlakken x = 0, y = 0,
z=0, x + y=1lenz=x+ 2y,

9

iet lichaam dat begrensd wordt door x = 0, z = 0, y = 2, x = y° en z = xy.
Het lichaam dat begrensd wordt door z = 0, z = xy en (x - l)2 + (y - ])2 = 1

Het lichaam dat begrensd wordt door de vlakken z = Q en z = 2y,en de rechte

cylinder met grondvlak het in het eerste kwadrant gelegen gebied waarvoor

geldt 9 s x° s 36 - y2.

Het lichaam dat gelegen is binnen de bol x2 + y2 + 22 = 4 en binnen de

cylinder (x - 1)2 + y2 =1,

Maak een schets van L en bereken de inhoud van L in de volgende gevallen:

L = {(x,y,z)]x 20, y20; 220; y<%; x+y+z s 2; x2 + y2 < |}
L= {(x,y,z)[x 2 0; y20; x+yx2; -2<z<4é4- x2 - yz] .
L= {(x,y,z)[x 20; vy20; z20; (x+ y)2 + 2z < 4} ,

. Bereken de massa van de in het eerste kwadrant gelegen schijf, die wordt

begrensd door de krommen r = a en r = a{l - cos g¢).

a)

in het geval dat de massadichtheid 1 is;

b) in het'geval dat de massadichtheid sin ¢ is.
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7. Bereken het zwaartepunt van de halve cirkelschijf

{(X,y)]xz + y2 £ 1l; x =2 0}

a) in het geval dat de massadichtheid 1 is;

b) in het geval dat de massadichtheid sz + y2 is.

SNy




WEEK 13

§ 6.2 (Drievoudige integralen, cylindercodrdinaten, bolcoordinaten).

Bereken

in

a)

b)

c)

d)

e)

)

'g)

In

JJJf(x,y,z)dxdydz
L

de velgende gevallen:

L= {(X,Y,Z)[ -1 < x < l; -2

2
f{x,y,2) = x y222 .

tA
b
1A
N
-
t
L¥S)
1A
N
1A

3} ;

L= {{x,y,2)]]

1A
-]
I~
v
o
A
w
1A
[a]
1A
™~
IA
I
ot

f(x,y,2) = x +y + z ,

L = {(x,y,z);x >

v
o
ws
S
v
o
-
o
A
N
A
(STE]
-
]
+
g
I

< 41} ;

f(x,y,2) = (x2 + y7) cos z .

v
2
w«
v
o
-
™
v
o
s
N
+
«
1A
N
1A
~
—

L = {(x,y,2)[x

f(x,y,z) = x2 + v+ z .

L= {(X.y,z){xz +y° 4+ 2% <1} ;

2

f{x,y,2) = (x2 + 37+ zz)z .

2. 2. 2
L= {(xy,2)|x" +y~ + 2" 5 1} 3

2
f(x,y,z) = 27 .

2 2. 2
L= {{(x,y,2)|[x" + y" + z

A
N
Y
=)
N
v
w
+

<

N
-

f(x,y,2) = z .

E{3 is het lichaam L gegeven door
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Schets L en bereken

ijxyzdxdydz .
L

In E{B is het lichaam L gegeven door

x>+ y2 + 2% < 22

'22 s x2 + y2 < 322 .

Schets L en bereken de inhoud van L,

Bereken de massa van de bol met middelpunt (0,0,1) en straal 1; de massa-

dichtheid n(x,y,z} = z.

Bereken de massa en het zwaartepunt van het lichaam L dat begrensd wordt
2 2 2 . .
door x” + y” = z” en z = 1; de massadichtheid m(x,y,z) = xzz .

Bereken ook het traagheidsmoment van L ten opzichte van de z-as,

Bereken de massa van het lichaam L in het eerste octant, dat begrensd wordt

door x> + 2% = 4 en x + y = 2; de massadichtheid

\ 1
m(x,y,2) = ———mn,

&2 + z2

Bereken ook het traagheidsmoment van L ten opzichte van de y-as.
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WEEK 14

§ 6.3 (Berekening van lengte en oppervlakte).

Bereken de lengte van de kromme y = cosh x (-1 < x < 1),

(Vergelijk § 2.7.3 van de syllabus Wisk. 17 en 27.)

Bereken de lengte van de boog van de kromme

o
n

a(cos ¢ + ¢ sin g)

(0

[T E

a(sin ¢ - ¢ cos ¢)

“«
H

(Afwikkeling van een cirkel; vergelijk opgave 13 van week 6.)

Bereken de lengte van de doorsnijdingskromme van de parabolische cylinder
2x - y2_= 0 met het vlak x + 2z = 3 (voor zover deze kromme boven het

xy-vlak ligt).
Bereken de lengte van de kromme die in bolcoordinaten wordt gegeven door
g =1, ¢ = 1n tan % (%-2 8 > 0).

(Beweging op een bol inNW-richting.)

21). Bereken de oppervlakte

in o

De kromme K wordt gegeven door r2 = 4p (0 5 ¢
van het gebied dat ingesloten wordt door K, ¢ = 0 en g = % .
Bereken de oppervlakte van het gebied binnen de cirkel r = 2a cos ¢ en buiten

de cirkel r = a,

Teken de kromme r = 1 + cos g9 (0 £ ¢ < 27) en bereken de oppervlakte van het

gebied dat door deze kromme wordt ingesloten,

. De kromme K is in poolcoordinaten gegeven door

T
S0 £ XA

r =cos 2p (- %

Bereken de oppervlakte van het gebied dat ingesloten wordt door K.

BT Pmdea gt e
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geldt z 20, 0 <y =<3 -x x 2 0.

Bereken de oppervlakte van het oppervlak 3z = x2 - y2 dat gelegen is

binnen de cylinder x2 + y2 = 4,

Bereken de oppervlakte van het gedeelte van de paraboloide 2az = xz

=7

waarvan de projectie op het xy-vlak binnen de kromme r = avcos ¢ valt.

2
Bereken de oppervlakte van het deel van het bolopperviak x2 +y o+

2
dat wordt afgesneden door de cylinder (x2 + yz)2 = az(x2 -y ).

2

2

¥

. Bereken de oppervlakte van het deel van de cylinder y2 + 22 = 36, waarvoor
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4 juni 1975

Gegeven is de machtreeks

oo

Z n+2 n

n=0 @+ D) o

a) Bereken de convergentiestraal,

b) Bereken de som van de reeks voor die waarden van x, waarvoor de reeks con-

vergeert.
x2 :
Ontwikkel e in een machtreeks en bereken
0.5 x2
f e dx

met een fout, die kleiner is dan 10-3.

a) In R is de kromme K gegeven door de parametervoorstelling

 t2 + 3t -2,

2""t"’t20

£}

X

y

Bepaal een punt (x,y) op K waar de raaklijn aan K evenwijdig is aan de
Y~as.

b) Zij het oppervlak V gegeven door

-}ﬁ+ﬁ+z_2=]
12 3 7 *

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan V in het punt (-2,1,-3),

Bereken met de multiplicatorenmethode van Lagrange de extrema van

Ey) = (x - D7+ v - P

onder de voorwaarde x2 + y2.= l.

Bereken

I
i)
G

waarbij G gegeven is door y2 £x<1,0<yzxs.1,

-y'sin(xz)dxdy
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6. Bepaal het volume van het lichaam gegeven door

sz+y2+lSzSV9—xz-y2

.
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IZ_ipni 1975 (herkansing)

. Gegeven is de machtreeks

52
) nlg— :)n .
n=2

a) Voor welke waarden van x convergeert de reeks?

b) Bereken de som van de reeks voor die waarden van X, waarvoor de reeks con-

vergeert.
Bereken
Vl+x-£1'n(l+x)+cos%-2
lim 5 .
x*+0 X

De functie f: R® + R is gedefinieerd door

2
£(x,y) = %+ iy (y # 0) ,
£(x,0) = 0.

a) Schets de hoogtekaart van f.
b) Onderzoek de continuiteit van f in (0,0).
¢} Bereken de partiéle afgeleiden fx en fy in (0,0) en in (2,2).

d) Bereken de richtingsafgeleide van f in (2,2) in de richting %(3;4).

Bereken de globale extrema van

2 2
fx,y) = xy + xy" - x -y
: 2,42 4
onder de voorwaarde x° + y< = |,
InR3 is het lichaam L gegeven door

0 <z < x, 2+ y2 ~2y <0,

Schets L en bereken de inhoud van L,
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6. Bereken door verandering van de integratievolgorde

4 2 VyZ-x

fdxfj dy f dz .
0 X 0

P et L LT e

ealme g L
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5 januari 1976

. Onderzoek of de reeks

l n

He~—3 8
P
g-—-
ol =
+|—
o

It

convergent of divergent is.

2. a) Schrijf de eerste drie termen op van de Taylorreeks rond x = 0 van V& + x.
b) Bereken
lim Yh + X + Vh-x-4
%0 In(l +x) + In(0 =%
3. In 113 is de kromme K gegeven door de parametervoorstelling
X = t2 -1,
y = 2t ,
2
z =t + |

a) Bewijs dat de raaklijn aan K in het punt (0,2,2) de x-as snijdt in (-2,0,0).

b) Bewijs dat de kromme K ligt op een niveauvlak van de functie

f(x,y,2) = xz + y2 - z2 .

. Bepaai de extrema van f(x,y) = x2y + y3 + X op de verzameling

: 2 2
{Ge,y) | =7+ y° <1}
Bereken
In X gxd
”Y Vo
G
! I < x <

: S8y ,
waarbij G is gegeven door :
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&. Bereken

(] 2 s

L

waarbij L gegeven is door

sz + y2 <z £v¥V2 - x2 - y2 .
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19 januari 1976 (herkansing)

Onderzoek of de reeks

E nl 4 20 + 3

n=1 n3 - 3n2 + 1

convergent of divergent is.

Bereken
3
. et~ ¥ 1 + 3x
lim 1 - cos 2x '
x>0
De functie f : Hiz + R is gedefinieerd door
x2 + 2
f(x,y)*—“—;-;—g:— (X*Y?‘O)s

f(x,~x) = 0 ,

a) Schets een hoogtekaart van de functie f.
b) Is de functie f continu in (0,007
c) Bereken de gradient van f in die punten (x,y) waarvoor geldt dat
x +y # 0 is.
d) Bereken de richtingsafgeleide van f in het punt (1,1) in de richting

'(—L-, —LJ en laat zien dat dit getal gelijk is aan de lengte van de gra-

2z | -

dient in (1,1).

Bereken ook de richtingsafgeleide in het punt (1,1) in de richting
] 1

(=, - =),

V2 3

Gegeven is de begrensde kromme K gedefinieerd door de vergelijking

x2 - Xy + y2 = 3.

a) Bepaal, bijvoorbeeld met de multiplicatorenmethode van Lagrange, de ex-
. . 2 2 '
treme waarden van de functie x° + y~ op deze kromme K.
b) Bepaal de punten op X waar de raaklijn aan K evenwijdig is aan de x-as.
Bepaal ook de punten op K waar de raaklijn aan K evenwijdig is aan de
y-as.

c) Schets de kroomme K.
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5. In B.3 is het lichaam L gegeven door

Bereken jJJ ezdxdydz .
L

6. Bereken de oppervlakte van het deel van het cylinderoppervlak y2 + 22 =1,

dat in het eerste octant en tussen de vlakken x = 0 en x = y ligt.
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9 juni 1976

Gegeven is de machtreeks

oo

J (~1)%2n + 1)

n=0

2n+1
x

a) Voor welke waarden van x convergeert de reeks?
b} Bereken de som van de reeks voor die waarden van x, waarvoor de macht-

reeks convergeert.

Bereken

, e
lim S
x+0 {1l —cos x)

2 . s
In R is de kromme K gegeven door de parametervoorstelling

[ 2
x ,

te R
ly t3 + 7t .,

a) Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn aan K in het punt,

It
rt
+

dat correspondeert met t = 1 ,

Doe dit ook voor het punt, dat correspondeert met t = tye
b) Bepaal de raakpunten van de raaklijnen uit het punt (1,3) aan de kromme K.

Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie

f(x,y) = x2 - 2y2

op de verzameling

V= {(x,y) ¢ E{Z x2 - 2x + y2 < 0} .

. Bereken de inlioud van het deel van de ruimte gegeven door

0O<y=<x, 0<zc< ! .

(x2 +y2)2 + 1




- 44 -

6. De kromme K is in poolcoordinaten gegeven door

r = V1l + cos 29, (-

INTE

bl
gcps,-z—) .

Bereken de lengte van K.
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17 juni 1976 (herkansing)

1. Ontwikkel 22X

in een machtreeks en bereken

J sin X o
X
0

-1
met een afbreekfout, die kleiner is dan 10 °.

2. Bereken

2 2
x+X X =
. e - e =~ e + 1
lim arctan x - x '
x+0

3. In R” is het oppervlak V gegeven door de vergelijking

2 i
x"'-—-y"-i-22=1

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan V in het punt (2,2,1),

b) Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn in het punt (2,2,1)

aan de kromme

X+y+z=5,

~ "
“

x5 - y otz =1,

4. Bepaal plaats, aard en waarde van de extrema van de functie

2 2
Elx,y) = xy(x" + vy~ - 4)
op de verzameling

v = {(x,y) € R2 | % + y2 <9} ., | T

5. Bereken

1 1

f iy { arctan x 4 ;
X -.
O ;

¥




-~ 46 -

6. Bereken de opperviakte van dat deel van de kegel met vergelijking

I
-3
-~

.§I
_?;
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