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1.1,

I.2l

Hoofdstuk I. Oplossing van differentiaalvergelijkingen door machtreekstech-

nieken

Lineaire DV van de tweede orde

De standaardvorm van de lineaire differentiaalvergelijking (in het vervolg

aan te duiden met DV) van de tweede orde luidt

d%y d
+p(2) E + a2y =0.
2 z
dz
Hierin is y een complexe functie van de complexe variabele z. De functies
p(z) en q(z) zijn analytische functies van z in een gebied G in het complexe

z-vlak. Binnen G mogen p(z), gq(z) eventueel een eindig aantal polen bezitten.

Definitie, Een punt 2z, € G heet een gewoon punt van de DV als p(z) en q(z)

analytisch zijn in z = z4e
Een punt zy € G heet een singulier punt van de DV als p(z) en/of q(z) een
pool bezit in z = 24

Oplossing van de lineaire DV in de omgeving van een gewoon punt

Laat z = z, een gewoon punt zijn van de DV, dan laat zich een cirkel

|z-zOI = R aangeven, waarbinnen de functies p(z) en q(z) analytisch zijn.

Stelling. Zijn de functies p(z) en q(z) analytisch voor ]z-—zo| < R en zijn
3gs 8 willekeurige complexe getallen, dan bestaat er &&n en slechts &én

functie y = y(z) zodanig dat:

1) y{(z) voldoet aan de DV,
2) y(2z) voldoet aan de beginvoorwaarden y(zo) = 49, y'(zo) =a,,

3) y{(z) is analytisch voor |z-zO] < R.

Bewijs. Onderstel dat zg = C. (Dit is altijd te verwezenlijken door de
transformatie & = Z= Zgs EO = 0.) Dus p(z) en g(z) zijn analytisch voor
|z| < R,

We maken nu gebruik van een machtreekstechniek, Daartoe ontwikkelen we p(z),

q{(z) in machtreeksen,




zl’l
.z -

I e~18

o n
(1.2.1) p(z) =} pz , q(z)=
n
n=0 n=0
Deze machtreeksen (in het vervolg aan te duiden met MR) zijn absoluut con-
vergent voor |z| < R omdat p(z) en q(z) analytisch zijn voor |z| < R.

Probeer nu voor y(z),

o

(1.2.2) y(z) = z az =a
n

n=0
Hierin zijn a, en a, gelijk aan de onder punt 2) van de stelling ingevoerde
beginwaarden. De coefficiénten a,5,845+452 ,. .+ zijn nog te bepalen.
We gaan voorlopig formeel te werk: Neem aan dat de MR voor y(z) convergent
is en termsgewijs gedifferentieerd mag worden. Na substitutie van y(z) in de
DV worden de coefficienten 85r8g500038 500s zodanig bepaald dat y{(z) (for-
meel) aan de DV voldoet. Achteraf moet dan nog geverifieerd worden, dat de
gevonden MR+oplossing inderdaad convergeert en termsgewijs gedifferentieerd
mag worden.

De DV luidt

2
§—§+p(z)§§+q<z>y=o.
Z

Substitueer hierin de machtreeksen (1.2.1), (1.2.2), dan volgt,

(1.2.3) ) n(n-—i)anzn_2 + ¥ pnzn ) nanzn_] + 7 qnzn ] a 2% =0
n=2 n=0 n=1 n=0 n=0

Voer de vermenigvuldiging der MR in (1.2.3) uit en stel de coefficiénten van

de opvolgende machten van z gelijk aan nul:

Codff. van z° 2a, + pya; + qpa, = 0,

Coéff. van z 6ay + 2ppa, + pja; + qqa *+ qa; =0,

Coeff. van zn-2: n(n-—l)an + {po(n-~|)an_1 + pl(n--2)an_2 + .. F pn-2al} +
gty o Y Ay g e T Ap 35} = 0,

n-2 n-2
of: n{n-Da_+ jzo (n-j- ])pjan-j-] + .Z a5y = 0.




Uit de laatste vergelijking volgt,

n=2 n—1

De betrekking (1.2.4) welke geldt voor n = 2,3,4,..., heet een recurrente
betrekking voor de coefficient a . Nadat de coefficiénten 8558150058 be-
paald zijn laat zich a berekenen met behulp van (1.2.4). Bedenk dat ans @

gegeven zijn, dan zijn op deze wijze successievelijk de coefficiénten

85584500058 500, L€ berekenen. De MR y(z) = z anzn voldoet dan formeel
aan de DV. =0
(=]
We zullen nu bewijzen dat de MR y(z) = Z anzn absoluut convergent is
n=0

voor |z[ < R, Daartoe maken we gebruik van de majorantenmethode van Cauchy:

probeer een rij van coefficienten basbyseeesb ye.. te vinden, zodanig dat

n
[a_| <b_.
n n o oo
Als nu de MR z bnzn absoluut convergent is, dan is ook de MR Z anzn
n=0 - n=0
n .
absoluut convergent. De MR ngo bnz heet dan een majorant van de gegeven
n
MR Z az.

n=0
Verder maken we gebruik van de ongelijkheid van Cauchy (Ackermans-Van Lint

[1.17%7, p.438). 2ij 0 < r < R, en zij

M := max|p(z)| » N := max|q(z)] op de cirkel |z] =r ,
M N
dan geldt |pn| S an| £ = -
r r
Stel nu K := max(M,rN), dan is
K K
eyl =~ [qnl e
r T

Uitgaande van (1.2.4) laat zich nu de volgende ongelijkheid afleiden,

n-2 n-1
n(a-Dlagl < I @-j-0lpslla ;| + ]

j=0 j=1 |qj"l||an_j"’ )

*)

Cijfers tussen [ ] verwijzen naar de literatuurlijst op pag. 145-146+




n~-2 n—1|
K K
s ) @-j-D=la_. .l ) = la_.,l
j= S il 521 ol n-j-1
n-1 n 2la,_ |
<k ] BSdja . ] =K &

n

waarbij in de laatste som de nieuwe sommatievariabele £ = n~-j is ingevoerd.

Voer nu in de rij van coéfficienten bysbyseeisb e gedefinieerd door
by = |a0| s by = lall ’
n b

(1.2.5) n(a-Db =K }
=1

2-1
n-4
r

s, N =2,34,... .

Uit de laatste betrekking zijn b2’b3’°“’bn"“ successievelijk te berekenen.
Met volledige inductie is gemakkelijk te bewijzen dat [an| < b is veor
n=20,1,2,... .

o
. n .
We onderzoeken nu de convergentle van de MR z bnz . Ga daartoe uit wvan de
n=0

recurrente betrekking (1.2.5) voor bn en voor bn+1’

b

T Pg-1
nm-Db, =K ] ——,
=1 r
n+l 2b£_1
(e Dn by =K L
=1 r

Combinatie van deze betrekkingen geeft,

n ﬂbg-l n(n—l)bn
{(n+ Dn bn+1 = K Z '-—r—l':-i:-]-"' K(n+l)bn'-- +K(n+])bn.
=1 r
Daaruit volgt
bn+l =ln--l +_I§_
b T n+l n’
n
b
. n+l ]
lim 5 =3
e n

o

Volgens het criterium van d'Alembert heeft dan de MR ) bnzn een conver-
n=0

gentiestraal r, genoemde machtreeks is dus absoluut convergent voor |z] < r.




o
Cok de MR z anzn is dan absoluut convergent voor [z| <r, Nu was r wil-

n=0 o
lekeurig met 0 < r < R. De MR E anzn is daarom ook absoluut convergent
n=0m
voor |z| < R, De functie y(z) = E anzn is dan zeker analytisch voor
n=0

|z| < R. Voor |z| <R mag de MR voorts termsgewijs gedifferentieerd worden.
Aan de eerder gemaakte veronderstellingen is dus inderdaad voldaan. Dit be-
tekent dat de gevonden functie y(z) inderdaad voldoet aan de DV. Het is ver-

der triviaal dat y(z) voldoet aan de beginvoorwaarden y(0) = ag» y'(0) = a,.

We moeten tenslotte nog aantonen dat de verkregen oplossing &énduidig is.
Stel daartoe dat er een tweede functie y*(z) bestaat welke voldoet aan DV en
beginvoorwaarden en analytisch is voor |z[ < R, De functie y*(z) is dan te
ontwikkelen in een machtreeks

* * 2 * n
= + + + ... T + J.e
y (Z) &0 alz azz a_ z

Substitutie van y*(z) in de DV leidt tot een zelfde recurrente betrekking
* *
32, 33 - 33, "oy an—an en

y*(z) = y(2z). Er is dus &&n en slechts &&n functie y{z) die aan de gestelde

voor a: als (1.2.4). Daaruit volgt a; =

eigsen voldoet.

Hiermede is het bewijs voltooid. ]

Opmerking. In vele gevallen is het gebied G, waarin p(z), q(z) (afgezien van
polen) analytisch zijn, het hele complexe vlak. Is zy nu een gewoon punt van
de DV, dan zijn p(z) en q(z) analytisch voor |z-zo| < R, waarbij voor R de

afstand van z, tot de dichtsbijliggende pool van p{z) en/of q(z) te nemen is.

Voorbeeld. De DV van Legendre

.u—.._g_z_%q-wy‘:()
dz? 1 - z? 1 - 22

heeft twee singuliere punten, z = + 1. Alle overige punten zijn gewone pun-
ten,
We zoeken een oplossing in de omgeving van het gewone punt z = 0. Daartoe

schrijven we de DV als volgt,

2
(1-2z2) E~§ - 2z %% + yiv+ Dy =0
dz



en substitueren daarin de MR

oo

k
y(z) = z .
Lo

Deze substitutie leidt tot

(1-22) E k(k-—l)azkz—Zz Z k zk]+\)(v+1) Z azk=0,
k L 8
k=0 k=0 k=0
): k{k - 1)a zkz- E kik=-1a zk-2 z ka zk+u(v+1) z azk=0
k k k k
k=0 k=0 k=0 k=0

o

I k(k-l).:-lkzk_2 - Z (k-\))(k+v+l)akzk= 0.

k=0 k=0
De coefficiént van zk—2 (k 2 2) gelijk aan nul gesteld voert tot de verge-
lijking,
k(k - l)a.k - (k=v=2)(k+v- I)alk_2 =0,
(1.2.6) ez kv 1) k22,

4k k(k = 1) 8-2 ?

Door de recurrente betrekking (1.2.6) is ap uitgedrukt in a o5 analoog is

a uit te drukken in a enz.

k=4
Herhaalde toepassing van (1,.2.6) leidt tot

a. (k even)

0
T 8y T 7 a, (k oneven) °

ax

+ a

k-2

Onderscheid nu de gevallen, k even resp. k oneven.

a) k even, Dan is 2, uit te drukken in a, volgens

_(k-v-2)(k-v=-4) ... (= k+v=Dk+v-3) ... {v+1) a

A kk - D (k- 23 (Kk=3) 20 2.1 0"

Merk op dat de noemer gelijk is aan k!. Stel nu k = 2j, dan is

a _(2j-v=-2)(2)=v=4) o0 (=VI(2j+V=1)(2j+Vv=3) ... (v+ 1) -
2j (23): )

G-4v-DG= =2 o GG+ DG - o Uve b,
i 3y 27%




We voeren in Pochhammer's symbool (b)j’ b complex, j geheel 2 0, gedefinieerd

door

(b)Y :=1, (Mj:=b®+l)”.®+j—n voor j = 1,2,3,...

of ook, met behulp van de I'-functie (zie hoofdstuk II},

by, = LG+ )
J r(b)
Met deze notatie is aZj als volgt te schrijven,
-3v). +3). ,
L. 3v); (v + 1), 23,
2j (23): 0’

b) k oneven. We stellen k = 2j +1, dan is analoog als boven af te leiden,

-1
( 2\)+§)j(iv+1)j 22ja .

2541 T i+ D! 1

Voor de oplossing y(z) vinden we op deze wijze

y(z) = ) az.z2J + ) a 23%]
j=0 “J =

3=0 2j+1
o (=dv).(dv+id). L. .. o (hv+P.Uv+D), L. .
- J J 523 2] J J 523 _2j+1
a, 5o CEDN 277z + a, jZo RN 277z

of tewel, in korte notatie,

(1.2.7)  y(2) = agy, (2} + a,y,(z) ,

waarin a, en a, nog willekeurige constanten zijn die bepaald worden door de
beginvoorwaarden., De functies y](z) en y2(z) zijn ook oplossingen van de DV,
De algemene oplossing (1.2.7) is een lineaire combinatie wan de functies
y](z), yz(z). Men kan eenvoudig inzien dat de functies yl(z), yz(z) lineair
onafhankelijk zijn; de oplossingen yl(z), y2(z) vormen dan een zgn. funda-

mentaalsysteem van oplossingen.

Met behulp van het criterium van d'Alembert is af te leiden dat de conver-
gentiestraal van de MR voor yl(z), yz(z) gelijk 1 is, De reeksen zijn dus
absoluut convergent voor |z| < I en de functies ¥,(2z), y,(2) zijn analytisch
voor |z| < 1. Dit laatste is in overeenstemming met de stelling: voor de DV

van Legendre zijn de coefficiénten p(z), q(z) analytisch voor |z| < 1.




Men kan voorts bewijzen dat in het algemeen de MR voor y](z), y2(z) diver-

gent zijn voor z = + 1. De functies yl(z), yz(z) zijn dus in het algemeen

singulier in z + 1,

Een uitzondering op dit algemene resultaat treedt op indien v geheel, = 0

is. We moeten dan onderscheid maken tussen de gevallen v even resp. v oneven.

a) v even. Stel v = 2n, dan volgt voor y](z),

© (-n).(n+4).
y,(z) = jZO (%j)! 3

(24 .

Nu is

Alle termen met j 2 n+1 zijn dus nul en er volgt,

n (-n).(n+1),
y,(2) = ] d 1

M (22)"
Y '

y}(z) is nu een polynoom in z van de graad 2n; uiteraard is dit polynoom
analytisch in het gehele complexe z-vlak. We zullen later zien (hoofdstuk
IV) dat yl(z) = const.Pzn(z) waarin PZn(z) het polynoom van Legendre van
de graad 2n is. De functie yz(z) is voor v even slechts analytisch voor
lz| < 1.
b} v oneven. Stel v = 2n+ 1, dan breekt de MR voor yz(z) af tot
n n).n+D, ..o,
] 273 23223+1

YZ(Z) = jZO (23 T 1) 2 .

y2(z) is nu een polynoom in z van de graad 2n+ 1. Voor dit polynoom geldt
yz(z) = const.P2n+l(z), waarin P2n+l(z) het polynoom van Legendre van de
graad (2n+ 1) is., Uiteraard is de functie yz(z) analytisch voor elke z,

terwijl y,(z) analytisch is voor |z] < 1.

Conclusie. De DV van Legendre heeft twee oplossingen yl(z) en yz(z), welke
in het algemeen analytisch zijn voor |z| < 1. In geval v = n, geheel, = 0,
zal &én van deze oplossingen een polynoom zijn van de graad n, nl., het poly-
noom van Legendre Pn(z). Uiteraard is dit polynoom analytisch voor elke z.

We zullen deze conclusie nog gebruiken in § 5.3,



1.3.

Opgave 1.2.1. Toon aan dat in geval v niet geheel is, de MR voor yl(z), yz(z)

divergent zijn in z = % 1,

Opgave 1.2.2, De DV van Hermite wordt gegeven door

2
&y 2z dy 2vy = 0 .
d22 dz

Bepaal twee lineair onafhankelijke oplossingen van deze DV,
Laat zien dat in geval v = n, geheel, 2= 0, &én van deze oplossingen een po-

lyncom is van de graad n. Noteer dit polynoom als Hn(z), d.i. het n~de

Hermite polynoom. Normeer Hn(z) zodanig dat de coeéfficiént van 2" gelijk is

n
aan 27,

Oplossing van de algemene DV van eerste orde door een machtreekstechniek

De algemene gedaante van een DV van de eerste orde is

(13 - £(y,2)

waarin de variabelen y en z complex zijn.

Stelling. Zij de functie f(y,z) een analytische functie van y en z voor
|y-y0[ < R, Iz- zol < R, Dan bestaat er &&n en slechts &&n functie y = y(z)
welke

1) voldoet aan de DV,

2) voldoet aan de beginvoorwaarde y(zo) = Yqr

3) analytisch is in een omgeving van zj,.

Opmerking. De conditie 3) is zwakker gesteld dan in de overeenkomstige stel-
ling uit § 1.2. Het zal blijken dat de functie y = y(z) analytisch is voor

|z-zo| <R, waarbij in het algemeen R, < R is.

Bewijs. Door transformatie kunnen we ervoor zorgen dat Vo = 0, zg = 0 is,

Ontwikkel nu de functie f£(y,z) in een MR naar machten van y en z,

w -] . X
(1.3.2) f(y,z) = ) ) cjkyJ .
j=0 k=0
Deze MR is absoluut convergent voor |y| < R, |z| < R. Voor de coéfficiénten
cjk geldt een generalisering van de ongelijkheid wan Cauchy:

Zij 0 < r < R, dan bestaat er een constante M = M(r), zo dat



- 10 -

M

We proberen nu als oplossing de MR,

(1.3.4) y=y(= ] az .

N.B. De term met n = O ontbreekt in deze MR vanwege de (getransformeerde)
beginvoorwaarde y(0) = O.
Formele substitutie van de MR (1.3.2), (1.3.4) in de DV (1.3.1) leidt tot

@ o3 @

-1 - Q9 x
nzl na_2" jZO kzo cjk{zél azz} k-

L}

T )
co0 * {e10 QZ agz” + cyz} *

1 ')
+ {c20[ E aQZQ]Z + e E a z¥z + a2 1+
=1 2=1

+ - * [ ] L] - - L] L]

w0 n-1 o n-2
2 £
+ {e__ ( E a z ] +c _ ( az ] z + +
n-1,0 2e1 2 n~-2,1 01 2

+c L N

0,n-1

Gelijkstelling van de coéfficiénten van z" (n = 0,1,2,...) leidt tot het

volgende stelsel vergelijkingen voor de coefficienten a:

. 0 _
Coeff. van z P8 = ¢y s
. 1L
Coeff. van z : 232 = €109 + g1 *
. 2 . - 2
Coeff. van z : 3a3 €902 + €113, + 42 + C108s o
- n-1 _ n-—1 n-2
Coeff. van 2 H nan - anl’oal + Cn_z’la! + L) + Co’n_] + ) +
* Clofp-g = pn(cjk’al’aZ""’an-l) .

Hierin is pn(cjk’al’aZ""’an-l) een polynoom in cjk (j*+k < n-1), Ay58p5000,



Essentieel is dat in dit polynoom alleen maar plustekens voorkomen; het po-
lynocom p  is de som van een aantal termen.
Uit bovenstaande vergelijkingen zijn de coefficienten ys8ypenes8 y0ee SUCT

cessievelijk te bepalen., De MR y(z) =
n

fl ~18

anzn voldoet dan formeel aan de DV,
1

Te bewijzen is nu nog dat de genoemde MR absoluut convergent is in een omge-
ving van z = 0. Daartoe zullen we met behulp van de ongelijkheid van Cauchy

(1.3.3) de coéfficienten a_ als volgt afschatten,

lay = gyl <M,
M M
2Iazl < Iciollall + |C01| < ;’lall L
2
Sayl € Teyllag)? + ey layl + legyl + leollayl <
M 2 M M M
L A Y
r2 1 r2 1 r2 r 200
n]an| = |pn(cjk,a],a2,...,an_])[ <

A

Pn(lcjk|’|a||’,azls"'!|an_||) <
M .
Spn(;'j";'i ,!all,’azl,---,[an_ll) .
Bij de afleiding van de laatste ongelijkheid speelt de eigenschap, dat P de

som is van een aantal termen, een wezenlijke rol.

We maken nu weer gebruik van de majorantenmethode. We voeren in een rij van

coefficiénten bl’b2""’bn""’ als volgt gedefinieerd,

b, =M,
- X M
2b2 r bi T
(1.3.5) 3by=tpl ey s LT,
2 2 2
nbn = pn(-;ka ,bl,bz,--o,bn_l) .
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Deze coefficienten zijn weer successievelijk te berekenen. Met volledige in-
oo
ductie laat zich aantonen dat lan| < b, ig (ga dit na!). De MR ) bnzn is
n=1

o0

. n
dus een majorant van de MR z az .

n=|

o0

We zullen nu de convergentie van de MR z bnzn onderzoeken. We merken
n=1

daartoe op dat het stelsel vergelijkingen (1.3.5) voor de coéfficienten b

van dezelfde vorm is als dat voor de coefficienten a met vervanging van ik

door —a— . De codfficiénten c., komen voort uit de MR (1.3.2) voor £(y,z).

J+k. Jk
Vorm nu analoog een MR met coefficiénten jik i.e.
r
T ¢ M ik M
gly,z) := Z Z T YJZ = z. ? |yl < =z, |Z| ST,
j=0 k=0 a-DHa-%
T Y
en beschouw de DV
(1.3.6) dy . gly,z) = M .

4

z
a-Ha-3

Indien we in (1.3.6) substitueren y = z bnzn dan vinden we voor de coef-
n=1

ficienten bn juist het stelsel vergelijkingen (1.3.5).

De MR Z bnzn is dus een formele oplossing van de DV (1.3.6). Anderzijds
n=1
is deze DV ook rechtstreeks op te lossen. Schrijf daartoe (1.3.6) als volgt,

- - JMdz
(1 - 9dy —
T
dan is na integratie
y2 z
y - % - =" rM log(l --;) + C.

Uit de beginvoorwaarde y(0) = 0 volgt voor de integratieconstante C, C = 0,

zodat

y? - 2ry - 2r®M log(1 - %) =0,

y =il s {1+ 2 log(l - 53 .

De voorwaarde y(0) = 0 vereist het minteken, zodat de oplossing luidt,
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y = y*(z) =r[1 - {1 + 24 log(l - %)}£]==ngl bnzn .

De functie y*(z) is analytisch in de omgeving van z = 0. Deze omgeving strekt
zich uit tot het dichtstbijliggende singuliere punt van y*(z). Dit laatste is

het vertakkingspunt van de wortelvorm, waar geldt

1
1 + 2M log(l - %) =0, z=r1r[l - exp(- fﬁ)] .

De MR ) bnzn is dan absoluut convergent voor |z| < r[1 - exp(- ﬁ)]. Gok

n=1
i . I

de MR ¥ anzn zal dus absoluut convergent zijm voor |z| < r[l - exp(- i) J
n=}

Nuwas 0 < r < R en M = M(r). Definieer nu RI:= sup [l - exp(- EE%FT)I’

O<r<R
dan zal de MR y(z) =

ne-18

n . .
a_z absoluut convergent zijn voor |z| < Rl' De

n=1

functie y(z) is dan analytisch voor |z] < Ry Voorts mag de MR Z anzn

n=1
binnen de cirkel [z| < R, termsgewijs worden gedifferentieerd. Dit betekent

o
dat de functie y(z) = z anzn niet alleen formele oplossing van de DV is,
n=|
maar echt aan de DV voldoet.

Het bewijs van de eenduidigheid van de oplossing y = y(z) laat zich op ana-

loge wijze geven als bij de stelling uit § 1.2. (

Opmerking. Uit de definitie van Rl volgt dat in het algemeen R <R is., De
oplossing zal dus analytisch zijn binnen een cirkel met straal kleiner dan
die van de cirkels waarbinnen f(y,z) analytisch is. Dit wordt nog gelllus~.

treerd door het volgende voorbeeld.

Voorbeeld., Zij gegeven de DV

&y 2 -
o= 1+y°, y(0) = 0 .
De oplossing van deze DV wordt gegeven door y = tan z. Anderzijds is de DV
=]
op te lossen door een MR substitutie y(z) = I anzn. Dan vinden we,
n=1]

T n-1 - n] 2
1 na z =1 + [ ) a z ] ,
= n=1]

n=i
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2 3 = 22 3 -lo+
a, + 2a22 + 3a3z + 4a42 L U 1 + alz + 2a1a22 +

Gelijkstelling van de coéfficieénten van gelijke machten van z geeft,

a, = I,
2a2 =0, a, = 0
= a? = =1
333-31-1, 3.3 7
4a4 = Zala2 =0, a, = 0 , enz.

waarna volgt

y(z) = tan z = z + %-za + Lea s

. . . . . . m
De convergentiestraal van de MR is %- omdat tan z singulier i1s 1n z = % 3 .
. . . i .. .
De oplossing y(z) is dus analytisch voor |z| < 7 - Anderzijds is het rech-

terlid van de DV, i.e. ! +y?, analytisch is het hele complexe y- en z-vlak.

Opmerking. De voorgaande stelling laat zich gemakkelijk uitbreiden tot het

geval van een stelsel van n DV's van le orde:

_d-z_ = fl(yl:y23‘°'syn’z) ’

dy2
(T T U Ye®)

L dz = fn(yl’y2" . -syn,z) '

of in vectornotatie

dy
E’ = i(l’z)

waarin y, f vectorfuncties zijn met componenten Vi fi (i=1,2,...,n).

Als nu fl’fZ""’fn analytisch zijn in de omgeving van een zeker beginpunt,
dan is ook de oplossing yl(z),yz(z),...,yn(z) analytisch in een omgeving van
dat beginpunt. Voor de details zie Ince [2.1]1, chapter 12. Bedenken we dat
een DV van de n-de orde te herleiden is tot een stelsel van n DV's van de le
orde, dan 1s ook hier de uitgebreide stelling van toepassing: Indien bv. van
gen lineaire DV van n-de orde de coéfficiénten analytisch zijn, dan is ook

de oplossing analytisch,



'114.

Voorbeeld. De lineaire DV van tweede orde

2
-:—227- + p(z) % + q(z)y. =0
Z

is equivalent met het stelsel DV's

dy1

dz Y2 °

dy2

T - 9@y Ty,

Met behulp van de uitgebreide stelling volgt dan nog eens weer dat de oplos-
sing van de lineaire DV van tweede orde analytisch is in de omgeving van een

zeker punt, indien p(z), q(z) daar analytisch zijn.

Ook voor een stelsel partiéle DV's van eerste of van hogere orde laat zich met
behulp van machtreekstechnieken en majorantenmethode een analoge stelling
als boven bewijzen. De stelling staat bekend onder de naam stelling van

Cauchy-Kowalewski; voor formulering en bewijs zie Courant-Hilbert, Methods

of Mathematical Physics, Vol. II, Interscience, 1962, p.39-56.

Oplossing van de lineaire DV van tweede orde in de omgeving van een singu-
lier punt

We beschouwen weer de lineaire DV,

2
(1.4.1) E—% + p(z) %% + q(2)y =0 .
dz

Overeenkomstig de definitie uit § 1.1 is z = z, een singulier punt van de DV

als p(z) en/of q(z) een pool heeft in z = Zge

We maken nu onderscheid tussen reguliere singuliere punten en niet-reguliere

singuliere punten.

Definitie. Het punt z = z, heet een regulier singulier punt van de DV, in-

dien in z = z, de functie p(z) een pool van hoogstens orde | en de functie
q{z) een pool van hoogstens orde 2 heeft, m.a.w., indien (z-zo)p(z) en
(z-zo)zq(z) analytisch zijn in z = Zy- Alle overige singuliere punten van

de DV heten niet-reguliere singuliere punten.
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We onderzoeken nu de oplossing van de DV in de omgeving van een regulier

singulier punt z = z,- Onderstel dat 2g = 0 (door transformatie is dit

steeds te realiseren), waarna we de DV als volgt schrijven,

2
(1.4.2) 22 L+ 22p(2) %X + 22q(2)y = 0 .
2 K4
dz
Op grond van de definitie van regulier punt zijn nu zp(z) en z2q{(z) analy-

tisch in z = 0, dus deze functies zijn in (convergente) MR te ontwikkelen:
(1.6.3)  zp(z) = § p 2%, z%(z) = § qz",
n n
n=0 n=0

Laten deze machtreeksen absoluut convergent zijn voor |z| < R.

Probeer nu als oplossing van de DV
n ° A+n
{1.4.4) vy =y(z) =z z az = Z a z .

waarbij de exponent A en de coefficienten ags8ss+e»8 ..+ te bepalen zijn.

Zonder bezwaar kunnen we onderstellen, a, # 0. We gaan weer formeel te werk,
d.w.2z. we nemen aan dat de MR (l.4.4) absoluut convergent is en termsgewijs

gedifferentieerd mag worden.

Substitutie van de MR (1.4.3), (1.4.4) in de DV (1.4.2) geeft,

0 o« o«
] (x+n)(r+n-1a 270 4 T pz® ] (A+n)a M0 .
n L Fn L n
n=0 n=0 n=0
+ Z qnzn z a zA+n =0 .
n=0 n=0

Aan bovenstaande vergelijking wordt voldaan door de cocéfficienten van opvol-
gende machten van z gelijk nul te stellen. Dit leidt tot het volgende stel-

sel vergelijkingen voor de coefficienten a s

- by . _ -
Coeff. z : A(A l)a0 + Apoao * 4,8, 0,

. A+l ' -
Coeff. z" ": (}H-l))\al + {(A-l-l)poa1 * Ap]ao} + {qoa] + anO} =0,

cosfe. 22 (A+2)(h* 1a, + {1+ Dpga, + A+ Dpya; +pyay} +

* {qg2, + 93 + qya5} = 0,
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as A+
Cosff, z" i (A-Fn)(l+r1-1)an + {(A-bn)poan + (A+n-l)plan__l + ...t Apnao} +

+ {qoan tqa |t t qnao} =0,
n n
of [O+n)(A+n=-1)+ (;\+n)p0+q0]an+jzl(x+n-3)pjan_j+j£1 qan_s =0 .

Deze vergelijkingen zijn ook als volgt te schrijven,
2 - =
{32+ (pyg=Dr + q4lay =0,
2 =
{A+ D7+ (pp-DG+1) + qpta; + D) + q tay =0,

(+2)2+ (py- DO +2) +qgda, + {0+ py +q la; + {Apy+aylay = 0,

n
{(A"'n)z"' (PO- 1)(1"'1‘-)""210}3“ + 'Z

; {(A+n-J)pj+qj}an_. =0 .

1 ]

Voer nu in de functie F(A) := {A% + (po-l)x + qo} dan gaan de vergelijkin-

gen over in

[FO)ay =0,

F(o+Da, + {xp, *+q,la, =0,

(1_4.5” F(a+2)a, + {(A+1)p +q,}a; + {Ap,*+q,lag =0,

n
LF(A-i-n)an + jZ] {(J\+n—3)pj +q-_.|}an_j =0 .

Uit de eerste vergelijking van het stelsel (1.4.5) volgt wegens aj # 0,
= 32 - =
F(A) = 22 + (pg~ 1A +q5 =0 .

Deze kwadratische vergelijking noemt men de indiciaalvergelijking.

De wortels van deze vergelijking zijn A Ags waarbi]j we afspreken

Re A, 2 Re X,. We hebben op deze wijze twee mogelijke waarden voor )\ gevon-
den, nl, A = Al,lz. De coefficient a, mag willekeurig worden gekozen; neem

voorlopig ay = 1. Substitutie van A = A (1 =1,2) in (1.4.5) leidt tot de

verdere vergelijkingen
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F(Ai-l-l)al + (Aip1-+q])a0 =0,

n
F(A; +n)a_ + jzl TGy +n-3dps *+ q5da, 5 =0
Uit de le vergelijking is a, op te lossen mits F(x; + 1) # 0 is, uit de n-de
vergelijking is a op te lossen mits F(Ai-+n) # 0 is.
Uitgaande van ag = | zijn de coéfficiénten A s8yseresBiyens dan successieve-

1ijk te bepalen. We vinden op deze wijze twee series coefficiénten behorend

b1j Al en Az:
0 ll+n
A= = ag = 1,a|,a2,33,... opl. y](z) = z az
n=0
(1.4.6)
_ LI *x k k - S * A2+“
A= ;\2 = 3.0 = l,a]’azsa:,]!"' OP].- yz(z) n nzo anz

1

N.B. De keuze agy = | is geen beperking. Kiezen we a, = K, dan worden alle

coefficienten en dus ook y](z), ¥o(z) met de factor K vermenigvuldigd.

1’21 n = ],233,0-'

dan is Re s =2 0.

We onderzoeken nu de voorwaarde F(Ai-+n) # 0 voor 1

Voer daartce in de notatie s = Al = Ao

We schrijven nu F(A) = (l-ll)(l-lz) (Al en Az waren de wortels van
F()) = 0) dan volgt

F()\1+n) = n(n+A1-)\2) =n(n+s) ,
{(1.4.7)
F(J\2+n) = n(n-lI +;\2) = n({n-sg)
Het 1s duidelijk dat F(A]-*n) # 0 is voor n = 1,2,3,..., zodat de construc-

tie van de MR y, (z) steeds gelukt. F(A, +n) wordt nul als s = N met N geheel,
> 0, In dat geval kunnen er moeilijkheden optreden bij de comstructie van de

MR yz(z). Als s = 0, Ap = Ao dan zijn de twee MR y](z) en yz(z) identiek,

Conclusie.

1) Als s = A = X, niet geheel is, dan bezit de DV twee formele oplossingen,
vy =y,(2), vy = y,(2).

2) Als s = ll - l2 geheel, = 0 is, dan bezit de DV in elk geval &én formele

oplossing y = y](z) behorend bij A = Ay+ De berekening van de oplossing



..19_

il

¥4 (2) kan mislukken indien s > 0 is; indien s = 0 zijn de oplossingen

y =y,(2), y = y,(2) identiek.

We beperken ons voorlopig tot het geval dat s niet geheel is. We zullen dan
bewijzen dat de MR (1.4.6) voor yl(z), yz(z) absoluut convergent zijn voor
{z| < R. Het is voldoende het bewijs te geven voor de MR voor y](z),
.\]w n
v,(2) =z ¥ az .
n=0
Overeenkomstig (1.4.5), (1.4.7) wordt de coéfficiént a gegeven door de re-

currente betrekking,

n

(1.4.8) nn+s)a = - jzl { +n—_])pj + qj}an__j .

Zij nu m het kleinste gehele getal > |s|, dan is
ln(n-rs)[ >n(n - |s{) >0 voor n 2 nm .

vit (1.4.8) wvolgt nu voor n = m,

| <

n
(1.4.9) n(n-—|s|)|an| < |j£l {(Al-rn-j)pj + qj}an"j

n

1A
t~1

i {(lkll +I"j)[le + |qjl}|an_j| .

We passen nu de ongelijkheid van Cauchy toe: Zij 0 < r < R dan bestaat er

een constante K, zo dat

K K
|pa| L — |qa| S — .
NARE B it

Substitueer dit in (1.4.9), dan is

n la__.|
n(n-tsida | <K } dA]|+n—j+I)—J%l-, n2m.
j=1 r

We maken nu weer gebruik van de majorantenmethode., Construeer de rij van co-

efficienten bO’ l""’bn"" volgens het voorschrift,

by = ]a0|, b, = |a1|, ciay b= Iam_]| .

(1.4.10) n -
n(n-ls|)b =K ) (]Al|+t1-j +1) ——3;-, n>m.
j=1 r
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Met volledige inductie laat zich dan bewijzen dat |an[ < b is; de MR

oo =]

n . ;
E bnz is dus een majorant van de te onderzoeken MR Z anzn.

n=0 o n=0

We onderzoeken nu de convergentie van de MR Z bnzn. Ga daartoe uit van de
' n=0
recurrente betrekking (1.4.10) voor bn die we als volgt schrijven,

n-1 bR.
n(n-[sP)b_ =K Z (|l1| +e+1) =7
=0 r
Vervang hierin n dooxr n+1,
n b2
@+ D+1-1sDb =K J (r|+2+1) —F==
=0 r
n—1 b2 bn
=K££JdA”+£+I)§FTEn+KﬂA”+n+1)?.=

n(n-|s|) -]-:.I-l-+ K(|)\l| +n+1) Tn .

Daaruit volgt,

b R(A [ +n+1)

(n+ND{n+1-|s|)r’

n+l n(n=-|s|)
b, (+D@+1-1s])

i,
T

b
lim :+1 -1 .
e q r

oo
De MR Z bnzn heeft volgens het criterium van d'Alembert een convergen-

n=0
[=+]

tiestraal r en is dus absoluut convergent voor |z| < r. Ook de MR z anzn
n=0
is dan absoluut convergent voor |z] < r (voor elke r met 0 < r < R) en daar-

mee absoluut convergent voor |[z| < R. De som van de MR is een analytische

functie voor |z| < R; voorts mag de MR voor Iz[ < R termsgewijs gedifferen-
tieerd worden., Dit betekent dat de functie y](z) = z}\l EO anzn voor

|z| < R inderdaad een oplossing is van de DV. Op analogen;ijze kan aange-
toond worden dat ook de functie y,(z) = 2A2 ) a:zn voor |z| < R een op-

lossing is van de DV. n=0
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Beide oplossingen y,(2), yz(z) zullen in het algemeen meerwaardige functies

van z zijn binnen de cirkel [z| < R, Het punt z = 0 is het eventuele vertak-
kingspunt van de functies.

Men kan eenvoudig aantonen dat de oplossingen y](z), yz(z) lineair onafhan-

kelijk zijn. De functies yI(z), yz(z) vormen dan een fundamentaalsysteem van

oplossingen; de algemene oplossing van de DV is te schrijven als een lineai-

re combinatie van yl(z), yz(z).

Opgave 1.4.1. Bepaal twee lineair onafhankelijke oplossingen van de DV

2
z(z—])u+32ﬂ+y=0
2 dz
dz
in de omgeving van z = 1. Sommeer de gevonden MR (naar machten wvan z-1).
Bepaal evenzo twee lineair onafhankelijke oplossingen van de DV in de omge-
ving van z = 0; maak zonodig gebruik van de theorie uit § 1.5. Vergelijk

deze oplossingen met die in de omgeving van z = 1.

Opgave 1.4.2. De DV van Laguerre wordt gegeven door

2
23y -y Ly =0,
dz?
waarbij n geheel, = 0 is.
Toon aan dat deze DV een polynoom-oplossing bezit. Noteer dit polynoom als

Ln(z), d.i. het n-de Laguerre polynocom. Normeer L (z) zodanig dat Ln(O) =1,

Verschil s van de wortels der indiciaalvergelijking is geheel, > 0

We beschouwen nu het geval dat s = AL T A geheel, > 0 is. De constructie
Y w©

van de oplossing yl(z) =z 1 Z anzn behorend bij A = A» gaat ongewij-
n=0

zigd door (zie § 1.4). Vervolgens wordt een tweede oplossing van de DV ge-

zocht van de gedaante

y(2) = yi(2w(z) .

Substitutie van y(z) in de DV geeft,

+ d%y dy 2 dy
1 1 dw dew 1 dw \ —
(1'5']) {dzz w o+ 2 dz dz + Y] ;?} + P(z){dz w + Y] dZ} + Q(Z/Ylw =0,
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Bedenk dat yl(z) oplossing is van de DV dan is (1.5.1) te vereenvoudigen tot

dy
d%w | dw _
Y1“+{27:;+P(Z)Yn}zz'°’

dz2
dw faw 2 P
dzz dz Yy dz

Integratie van de laatste vergelijking geeft

log o 2 log y, - |p(e)dz + log B ,
dz 1

v exp[-jb(z)dz}

w—— = B ’

dz

g

W =

exp[~[p(z)dz]
B f dz + A ,

v

waarin A en B willekeurige constanten zijn.

Voor de oplossing van de DV vinden we uiteindelijk

exp[—fp(z)dz]

(1.5.2) vy(z) = Ayl(z) + Byl(z) J > dz .

Y1

De betrekking (1.5.2) is te beschouwen als de algemene oplossing van de DV;

ze bevat twee willekeurige constanten, A, B,
Schrijf deze algemene oplossing als y(z) = Ay](z) + Byz(z), dan wordt de

tweede oplossing y,{z) gegeven door
2

exp[-fb(z)dz]
(1.5.3) yz(z) 1= yl(z) { dz .
y%(Z)

We willen deze oplossing nader onderzoeken en ontwikkelen daartoe yz(z) in
een MR naar machten van z. Nu gelden voor |z| < R de volgende MR-ontwikke=-

lingen,
Po 2 .
p(z) = Tt P Y PyZ tpazt t ., (zie (1.4.3))

P2 , . P3
p(zidz = Pg log z + Pzt 2zt 5%t
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‘ Py
exp{-{po log z + P2+ > 2

exp[—fp(z)dz] 24+ ,..11=

P P
z 0 exp[~p,z- 7% z2 - ...1,

2 2)&l by n}2
yi(z) = 2 { Z a z } s (zie (1.4.6)).
n=0

Met behulp van deze ontwikkelingen vinden we,

exp[—fp(z)dz] -pO-ZJLl
5 =z glz) ,
y1€2)

waarin g(z) een korte schrijfwijze is voor

ex‘p[“piz- _2 22 - 110]

g(z) :=

Merk op dat g(z) analytisch is in een omgeving van z = 0, zodat g(z) te ont-

wikkelen is in een MR,

Il t~1 8
=]

glz) = %

n=0

welke absoluut convergent is in een omgeving van z = 0. De coéfficiénten van
deze MR zijn in principe uit te drukken in de coefficiénten P,» 2,3 20 is bv.
g0=l/a(23¥ol
Uit de indiciaalvergelijking volgt nog dat

Mthygmmpgt 1, mpy =2y =, - A - l=-s-1,

De tweede oplossing yz(z) laat zichdan als volgt voorstellen,

(1.5,4) yz(z) = y](z)]zus_lg(z)dz .
We onderscheiden nu twee gevallen:

1) s =0, Al = Az. Dan volgt uit (1.5.4),
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y,(2) = yI(Z)Jz—]g(Z)dz

ol Jatfe

« g
n
= goyl(z) log z + yl(z) n§1 1? z

A o aog
= goy](z) log z + = ! Z anzn z 1?-2“
n=0 n=1
oftewel
Al+] - n
(1.5.5) yz(z) = goy](z) log z + =z z kn+lz
=0
waarin
v n v %1 n - n - n
Zaz z-n—z=2knz=szn+lz
n=0 n=1 n=] n=0

gesteld is. De laatste MR zal absoluut convergent zijn in een omgeving van
z = 0,
Aangezien g9 # 0 is zal y2(z) een logarithmische singulariteit bezitten in
z = 0.

2) s geheel, > 0. Dan volgt uit (1.5.4),

yz(z) = yl(z)Jz_S-I{gszs + nZo gnzn}dz

n#s
_ -1 = n—-s—1
_yl(z)J{gsz + Z g,2 }dz
n=0
n#s
v By n-s
= yl(z) 8 log z + E oo Z .
n=0
n#s

Deze uitkomst is nog te herleiden tot

A o bl £
I n
yz(z) = gsyl(z) log z + z z a2 z
n=0 n=
n#s

T n=s
z =
n-s
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)\l—s oo n 0 4
= gsyl(z) log z + z z a_z Z
n=0 n=0

n#s
oftewel, wegens Al-s = Az,
12 ®
(1.5.6) yz(z) = gsyl(z) log z + 2 ) knzn
n=0
waarin
o0 o0 g o
Z anzn E — z" = Z k:zn
n=0 n=0 "7 8 n=0
n#s

gesteld is. De laatste MR is abscluut convergent in een omgeving van z = 0.

Indien nu # 0 is dan bezit de oplossin (z) een logarithmische singula-
g P g8, g g

riteit in z = 0. Is toevallig g = 0 dan vervalt de logarithmische term en
blijft alleen een MR-ontwikkeling over welke absoluut convergent is in een
omgeving van z = 0. De oplossing yz(z) is dan van dezelfde gedaante als de

tweede oplossing yz(z) afgeleid in (1.4.6) voor het geval s niet geheel.

Bij concrete voorbeelden kunnen we, in het geval dat s geheel, 2 0 is, even-
tueel uitgaan van de voorstelling (1.5.5) of (1.5.6) voor de tweede oplos-
sing yz(z). Substitutie in de DV leidt dan tot een recurrente betrekking
voor de coefficiénten k_ resp. k;, waaruit deze successievelijk zijn te be-

palen.

Opgave 1.5.1. Onderzoek de tweede oplossing van de DV van Laguerre ingevoerd
in opgave 1.4.2,

Het punt z = =

In de functietheorie wordt het complexe z-vlak aangevuld met &&n punt z = =
(Ackermans-Van Lint [1.1], p.251,449). We zullen nu de definities van gewoon

punt en (regulier) singulier punt van de lineaire DV van tweede orde,

2
(1.6,1) i—% + p(z) %% + q(z)y =0,
Z

uitbreiden tot het punt z = =,

Stel daartce z = 1/g, dan gaat de DV (1,6.1) na enig rekenwerk over in
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2
6.2y & {z__l_ i}ﬂz IS I
(1.6.2) prril Chal P e 16y

Definitie. Het punt z = « heet een gewoon punt resp. (regulier) singulier

punt van de DV (1,6.1), indien het punt z = O een gewoon punt resp. (regu-

lier) singulier punt van de DV (l1.6.2) is.

We kunnen deze definitie nog als volgt uitwerken:
1) Het punt z = « zal een gewoon punt zijn van de DV (1.6.1) indien de func-
ties 2. —L-p(lo en —L-q(lo analytisch zijn in ¢ = 0, oftewel, indien
4 r2 4 y L
de functies 2z - z%p(z) en z"q(z) analytisch zijn in z = =,
In alle overige gevallen is het punt z = » een singulier punt van de DV.

2) Het punt z = « zal een regulier singulier punt zijn van de DV (l.6.1) in-

dien de functie -% --J; pCé)} een pool van hoogstens orde I en de functie
L
-J: qéé) een pool van hoogstens orde 2 heeft in z = 0, oftwel, indien de
4
functies ¢ 2. vL-pCL) en r2 -L-q(l) analytisch zijn in g = 0. De
?;Czc CC

laatste voorwaarde is ook gelijkwaardig met de eis dat de functies zp(z)

en z2q(z) analytisch zijn in z = «.

Opgave 1.6.1. Voor de DV van Legendre

2
(.3 SX- 2z &, 00D, g
dz? 1-22 z |- zZ

is het punt z = = een regulier singulier punt; verifieer dit,

Voor de DV (1.6.1) kunnen we vervolgens met de machtreekstechniek een oplos-
sing bepalen in een omgeving van het punt z = w, d.i. in een gebied |z| > R.
Deze oplossing kan in eerste instantie worden verkregen door de DV (1.6.2)
op te lossen in een omgeving van £ = 0 via de MR-substitutie

(1.6.4) y@ = [ at™ resp. y@ = § a*m®

n=0 n=0
corresponderend met het geval dat = 0 een gewoon punt resp. regulier sin-
gulier punt van de DV (1.6.2) is. In de aldus verkregen oplossing (1.6.4)
moet dan [ = %- gesteld worden. Een snellere manier is om direct in de DV

(1.6.1) een MR van de gedaante
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=]

anz”n resp. y(z) = } 2 z
n=0 n=0

(1.6.5) y(z) = “Amm

e~ 8

te substitueren en vervolgens de coefficienten a  en de exponent ) op de be-

kende wijze te bepalen.

Slotopmerkingen

Zij het punt z = z, een niet-regulier singulier punt van de lineaire DV

2
:—§+p(2)%+q(Z)y=0-
Z

Los deze DV op met de machtreekstechniek en substitueer

y(z) = nZO an(z-zo)7th .

Men kan dan bewijzen dat de indiciaalvergelijking voor de exponent A hoog-

stens van de graad 1| is. De DV bezit dan ook hoogstens &&n analytische op-
lossing in de omgeving van z = zy. Voor een algemeen onderzoek van dergelijke
oplossingen zie bv. Ince [2.1], chapter 17. Men kan nu de reguliere singu-
liere punten karakteriseren als die singuliere punten waarvoor de bijbeho-

rende indiciaalvergelijking van de graad 2 is.

De voorgaande theorie voor de lineaire DV van tweede orde laat zich uitbrei-

den tot het geval van de lineaire DV van n—de orde,

Sy a
(1.7.1) T +p,(2) e *eeotp (@)t (2)y=0.

Het punt z = z, heet een gewoon punt van {1.7.1) indien pk(z) (k=1,2,...,n)
analytisch is in 2z = zg+ Het punt z = z, heet een regulier singulier punt
van de DV (1.7.1) indien pk(z) (k = 1,2,...,0) in z = zy een pool heeft van
hoogstens de orde k, oftewel, indien (z-—zo)kpk(z) analytisch is in z = zZye
Oplossingen 1in de omgeving van een gewoon punt resp. een regulier punt zijn
weer af te leiden met de machtreekstechniek., In het geval van een regulier

singulier punt vinden we dan weer een bijbehorende indiciaalvergelijking,

welke nu van de graad n is. Met de n wortels van deze vergelijking corres-

ponderen dan in het algemeen n lineair onafhankelijke oplossingen van de DV
(1.7.1). Speciale aandacht moet weer besteed worden aan het geval dat &én of
meerdere paren wortels der indiciaalvergelijking een geheel verschil bezit-

ten, Voor de details, zie Ince [2,1], chapters 15 and 16.
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Hoofdstuk II. Gamma functie en verwante functies

Ten behoeve van later gebruik wordt in dit hoofdstuk een samenvatting gege-
ven van de belangrijkste eigenschappen van de I'—functie, B-functie en y-
functie. Voor een uitvoeriger behandeling zij verwezen naar Voortgezette
Functietheorie [1.2], Sectie 6.6, Rainville [1.9], chapter 2, Whittaker-
Watson [1,3], chapter 12.

We definiéren de P-functie door de Eulerse integraal van de tweede soort
(1729),

(2.1) r(z) := Je—ttz—ldt .
0

Deze integraal is convergent voor Re z > 0; I'(z) is daarmee een analytische
functie van z voor Re z > 0.

Met behulp van partiéle integratie is eenvoudig af te leiden:
Eigenschap 1. T(z+1) = zI'(z), Re z > 0.
Herhaalde toepassing van deze eigenschap voert tot

Eigenschap 2. T{z+n) = (z+n-1){z+n~-2)... zT'(z2) = (z)nP(z),

voor Re z > 0, n geheel, 2 0.
Uitgaande van I{l) = 1 volgt dan

Eigenschap 3. T'(n+1) = nl, n geheel, = 0.

De functie I'(z) laat zich analytisch voortzetten in het linkerhalfvlak

Re z < 0 als volgt., Zij -n < Re z < -n+l, z # - n+ 1, met n geheel positief,

dan definisren we

Aldus voortgezet is I'(z) een analytische functie van z in het gehele com—

plexe z-vlak met uitzondering van de polen van eerste orde

z=0,"],"2,-.-,'n,... .

Het residu van I'(z) in de pool z = -n wordt gegeven door
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n
Res T(z) = L%él~ .
z=-n

We vermelden voorts nog:

m

Eigenschag 4, T(2)T(1-2) = <o oz °

Gevolg. (i) T(z) heeft geen nulpunten.
(ii) r(}) = /7.

Eigenschap 5 (verdubbelingsformule van Legendre).

2z-1

r(2z) = r{z)r(z+14%)

™

Voor het bewijs van deze eigenschap zij verwezen naar de geciteerde litera-

tuur,

Opgave 2.1, Druk de volgende integralen uit in termen van de r-functie:

©

(i) J exp(-atp)tz_ldt , a>0,p >0, Re 2> 03
0
(i1) f (log )P x T dx s, P >-ly,q>13
1
o] =]
(iii) f-s—’"i‘—-’ﬁdx, 0 <p< 23 [E’—S—}-{-dx,0<p<l.
0 xP 0 x

De B-functie wordt gedefinieerd door de Eulerse integraal van de eerste
soort (1772},

1
B{p,q) := J xp-](l-x)q_ldx s Re p >0, Re g > 0.
0

Het verband tussen B- en I'-functie wordt uitgedrukt door

. . I(pIT(q)
Eigenschap 6. B(p,q) T+ Q)

Opgave 2.2. Schrijf de B-functie als een convolutie,
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t
B(P,Q)tp+q—] = f Tp_l(t-—r)q-ldr S A (41,
0

Leid vervolgens eigenschap 6 af met behulp van Laplace transformatie.

Opgave 2.3. Druk de volgende integralen uit in termen van de B-functie:

b
(i) J (x-—a)p—l(b-x)q_ldx . Rep >0, Re q >0
a
n/2
(i1} I (sin ¢)P(cos )% , p > -1, q > -1;
0
]
(iii) I xa(l"xB)de y a>=1, B>0,v>-1;
0
= o1
(iv) I — dy , Rep>0, Regqg>0,
o @ +y)PTd

Opgave 2.4, Toon aan dat

(=]

p-1
I L—1+y dy = B(p,1-p) = I'{(p)r(t-p) , O <p<1,.
0

Bereken vervolgens de integraal met contour—integratie en leid aldus eigen-

schap 4 af,

Opgave 2.5. Druk de integraal

I
J (l-xz)p_ldx , Rep>0,
=1

op twee manieren uit in termen van B-functies en leid aldus eigenschap 5 af.

De functie y(z) is de logarithmische afgeleide van de I-functie, i.e.

p(z) = é% [log T(z)] = I;%f?—.

Men kan bewijzen (zie geciteerde literatuur) dat
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P(1) = -y

waarin vy de constante van Euler is, gedefinieerd door

. 1 1 1
y = lim [1 + T3t ...t oo log nl] = 0.577215... .
-+

Uitgaande van de eigenschappen I-5 voor de I—functie volgt voor y(z):

Eigenschap 7. (i) iz +1) = ¢(2) +'% H
. 1 1 1
(ii) Y(z+n) = Y(z) + —+ =7 *+ +o0 + s » 0 geheel, 2 05
(1ii) Yla+1) = —y+ 1 + %-+ ... +-% , n geheel, > 03

(iv) y(z) - p(1-2)

T cot wz ;

{(v) v(2z) = y(z) + Ly(z+4) + log 2 (verdubbelingsformule).
Opgave 2.6. Verifieer de eigenschappen 7.

Opgave 2.7. Toon aan dat {(z) analytisch is in het gehele complexe z-vlak
met uitzondering van de enkelvoudige polen z = 0,~1,~2,...,-n,... . Bepaal

het residu van ¢(z) in de pool z = -n.

Opgave 2.8. Druk de integraal

1
j t_zl‘(l--t)"i log t dt
0

uit in termen van de y-functie en werk de uitkomst nader uit.

Het gedrag van I'(z), {(z) voor grote waarden van |z| wordt beschreven door

de zgn.asymptotische ontwikkeling van deze functies:

Eigenschag 8.

log T'(z) ~ (z~4) log z - z + } log(2m) + miw = —d— &

122 36023
I

o——,,, (reeks van Stirling),
126025

z

r(z) = e zz“i vzm [1 + OG%)] (formule van Stirling),
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al = e ® ot 5y 4 0(;‘1-)3 ,

p(z) = log 2z --2—12-'!' 0('2'1-2') ’

geldig voor |z| + =, |arg z| < m-§, 6§ > 0 resp, n + =, n geheel.

Voor het bewijs van deze resultaten wordt verwezen naar-de geciteerde lite-
ratuur. De asymptotische ontwikkelingen uit eigenschap 8 zijn tevens te ge-
bruiken als benaderingsformules ten behoeve van de numerieke berekening van

r(z), ¢{(z) voor grote waarden van |z|.

Opgave 2.9. Leid af de asymptotische formule

I'(z+a) _

_b ]
T(z +D) 22 (1 + 01, |z| » =, |argz| cm-8, 6>0.

Qggave 2.10. Toon aan dat

W) = -y- =+ |

Opgave 2.11. Druk de som van de volgende reeksen uit in termen van de y-

functie:

=] [--3

. 1 . s |
@ I mraeey e WD 1 -

n=] n=l n?+a

OEgave 2.12. Toon aan dat

nn+a+b) _T(a+ 1Nrb+1)
(a+a)(n+b)  T(a+b+1)

n=1
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Hoofdstuk III. Besselfuncties

Besselfuncties van de eerste soort

De Besselfuncties vormen een belangrijke klasse van speciale functies met
vele toepassingen in de mathematische fysica. We zullen hier de Besselfunc-

ties invoeren als oplossingen van de DV van Bessel welke als volgt luidt,

2 2

(3.1.1) &y L 1dy |y -2 y=0,
2 z dz 2
dz z

Het punt z = O is een regulier singulier punt van de DV; alle overige punten
van het complexe z-vlak zijn gewone punten.
We onderzoeken nu de (twee) oplossingen van de DV in de omgeving van z = 0.

Schrijf daartoe de DV als volgt,

2

en substitueer hierin de MR, .

y=y(z =) az"'",

n
n=0
Dan volgt,
L (+n)Gi+n-Da 2T 7 (A+m)a 2P 4 (22 - v2) ] a 2o
n=0 R n=0 n n:O n
oftewel
J [O+m? - y2Ja 22y § a2 oo,
n
n=0 n:O

We stellen de coeéfficienten van opvolgende machten van z gelijk nul, dan

ontstaat er het stelsel vergelijkingen:



Codff. van z* & (Az—vz)ao =0,
X

Coeff. van z H: [+ 1)2 - \)z]aI =0 ,
Coeff. van zhz: [(r+2)2 - y2]a, + a5 =0 ,
2 0
(3.1.2) . A+3
Coeff. van z s [(A+3)2 - v2]a3 +a, = 0o,
Cotff. van z' % [(A+n)2 - v2]a_ + a =0
' : n n-2

De eerste vergelijking voert tot de indiciaalvergelijking

A2 - w2 =9 ,
met als wortels

)\1=v, )\2=-v ’

aangenomen dat Re v 2 0 is.

Het verschil s van de beide wortels is dan

We nemen voorlopig aan dat s = 2v niet geheel is.
Uit de tweede der vergelijkingen (3.1.2) volgt dat a = 0, omdat
(A+1)2 - v2 # 0 is voor A = £tv.

Evenzo volgt uit de derde en vierde der vergelijkingen (3.1.2),

ao a

2T T O ZrnOF2owy 23

= - ] =O’

(L +3)2 -2

en uwit de (n+ 1)-de vergelijking

a
_ n—-2
(A+n+v)(A+n-v} ?

(3.1.3) a, = n=z2.

Met behulp van (3.1.3) is a_ uit te drukken in a ., a _, in a _, enz.
Voor n oneven is a, uiteindelijk uit te drukken in a,. Wegens a, = 0 zal
daarom a, = ¢ zijn voor elke oneven n,

Voor n even, zeg n = 2m, is a5 uit te drukken in ag,

a
a. = - 22 -
2m (A+2m+v) (A +2m-v)
m )
=D A+ 2m+v) (A +2m=2+V),e . (A+ 2+ V) (A+2m-v) (X +2m=-2-v)...(A+2~v)
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Substitueer nu A = t v

1°. A = +v, Dan volgt,

D" a,
4m " Cm+2v(2m+2v-2) ... (2v+2)(2m)(2m-2) ... 2 =
m
) (-7 a, ]
2y mEv-1) ven (v+ Dmlm—1) ... |
-« a,
zzmcwn)m m!

De oplossing van de DV van Bessel wordt in dit geval,

v 2m v v -n" z, 2m
v, (z) = 2 a, z° = a.z —— (®) .
1 mZO 2 0 m£0 (v+ 1)m mf 2

De constante a, is nog willekeurig. We nemen hierveor

1

. v
3~ A TCv+1) '

Hiermee wordt de oplossing

Zv o (- Zz,2m _
2 mZO rv+ DG+ m! =

¥,(2)

v D" (E)v+2m
F(v+m+ 1)m! ‘2 :

m=0

We definieéren nu de Besselfunctie van de eerste socort van orde v, J\)(z), als
volgt:

oS0

(3.1.4) I (2) := Y

(-1)m (_z_)\)+2m
=0 m! F{v+m+1) *

2

2°. A =-v, Dan volgt analcog

a, = .
2m 22m mt (= v+ 1)
m

Voor de tweede oplossing van de DV van Bessel vinden we dan
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m
(-1) ) (_g_)Zm .

-v ¢ 2m _ _* -V
yZ(Z) z Z a, z = a_.z E m!(-\)*'lm

m=0 m=0

*
Voor de constante 3, nemen we

*

= ()7 ——

T(-v+1)?
dan volgt analoog

Yz(z) = Z

m=0

(-« (&~vrm
2

m! T(-v+m+1) =J_, @ .

v

We hebben hiermee voor het geval 2v niet geheel, twee oplossingen van de DV

van Bessel afgeleid, namelijk Jv(z) en J_U(z). In § 3.2 wordt bewezen dat

voor v niet geheel, Jv(z), J_v(z) lineair onafhankelijk zijn en dus een fun-

damentaalsysteem van oplossingen vormen. De algemene oplossing van de DV van

Bessel wordt dan gegeven door

y = AJ\)(Z) + BJ_v(z)

waarin A, B willekeurige constanten zijn.

We zullen nu terugkomen op het geval 2v geheel, = 0. Er doen zich dan twee
mogelijkheden voor, nl. v = n (n geheel, 2 0) of v = ¢ + } (2 geheel, = 0).

1°., v = n. De oplossing Jn(z) behorende bij de wortel A, =n van de indici~

aalvergelijking blijft van kracht. Voor gehele n is Jn(z) als volgt te

schrijven,
v (—l)m z,n+2m
J(2) = ] =37 ) .
n =0 mi(n+m)! 2
De constructie van de tweede oplossing behorend bij de wortel )‘2 = -n van

de indiciaalvergelijking mislukt in dit geval. Ga daartoe uit van het stel-

sel vergelijkingen (3.1.2) als volgt geschreven,

(J\+v)(}\-\))a0=0 s
(A+v+1)(A-v+a, =0,
(A+v+p)(l—v+p)ap va ,* 0, p=z2.

Substitueer hierin v =n, A = Ay = =1, dan is aan de eerste vergelijking
identiek voldaan en ag is willekeurig te kiezen, neem a, # 0.

De overige vergelijkingen gaan over in
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{(-2n+l)al =0 ,
*p(-2n+p)a,P + ap_2 =0, p=22.
Schrijf de laatste vergelijking uit voor even p dan zijn de coéfficiénten

Bysdyseecsdy o successievelijk te bepalen, uitgedrukt in ay. De genoemde

coefficiénten zijn ongelijk nul. Evenwel de vergelijking met p = 2n, i.e.

2n-0-a2n tay s = 0

is dan strijdig waarna de verdere constructie mislukt.

We onderzoeken nog de Besselfunctie J#n(z) gegeven door

o« - m
I (2) = ] —peml) &

m! T(-n+m+1!)

De factor T(-n+m+ 1) heeft een pool in m = 0,1,...,n-1, Daaruit volgt

) 0 , m=0,1,2,...,n~1

T(-n+m+1) ]
( m+1) -G]—-_—-n—)-f-, m=n,n+ly...

zodat
o0 - m -
J_n(zJ =) (-1) G—) nt2m

m! (m-n)!
m=n (m=x)

Vervang nu m door m+n, dan is

E (1)“‘+ z.n+2m

(3.1-5) J_'n(Z) m (m+n) (2)

= (-1)" I (2) .

Voor n geheel zijn dus beide functies Jn(z) en J_n(z) oplossingen van de DV

van Bessel, maar deze opleossingen zijn lineair afhankelijk. In § 3.4 zullen

we langs een andere weg een tweede oplossing van de DV van Bessel afleiden,

welke lineair onafhankelijk is van Jn(z).

2°. v = £ + }. De constructie van de oplossing J£+£(z) behorend bij de wor-

tel x, = & + } van de indiciaalvergelijking blijft gewoon doorgaan, d.i.
laat zich uitvoeren op de hiervoor aangegeven wijze. We onderzoeken nu de
tweede oplossing behorend bij de wortel Ap == 2= 4 wvan de indiciaalverge-
lijking. Het zal blijken dat voor dit speciale geval de constructie van de
tweede oplossing via de machtreekstechniek wel gelukt, ondanks het feit dat

s = 2v geheel, 2 0 is.
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Ga daartoe uit van de vergelijkingen (3.1.2) die we als volgt schrijven,
(A+\J)(A-v)a0 =0,
(A+v+l)()\-v+l)al =0,

(A+v+n)(A-v+n)a +a _, =0, nz2.

Substitueer hierin v = £ + §, A = Az = ~¢- 4, dan is aan de eerste verge-
1ijking identiek voldaan. De coefficient a, is willekeurig te kiezen., De

overige vergelijkingen gaan over in,

{(-2!?.)51l =0,
(3.1.6)

n(n-22-1a +a _, =0, nz2.,.

Beschouw nu eerst de vergelijkingen (3.1.6) met index n oneven,

fn =1 : (—22)a1 =0,
n=23 :3(2-22)a3+a1=0,
Wn = 28-1: (2% - 1)(-2)&125?‘_l *ay, 3= o,
no=20+1: 0eay)  + 850 4 = 0,
Ln = 2m+ 1: {(2m+ I)(2m—-29.)::12In+1 tayg s o, mz2 2

Uit deze vergelijkingen lezen we af:

(3.1.7) a) = a; = S YT o, 85041 is willekeurig,
terwijl voor m > %, a5+l is uit te drukken in 85041 volgens
(3.1.8)  appyy = - (2m+a?§1zszm-2n) -
- (_l)m-1 42041 -
(Zm+ 1) (2m-1)...(20 +3) (Zm-22) (2m=-20-2)...2
- (-1)T — 32041 ' .
2 (m-2)!(2 +_f)m—2

De uitkomst (3.1.8) is ook geldig voor m = X.
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Beschouw vervolgens de vergelijkingen (3.1.6) met index n even. Schrijf

n = 2m, dan volgt

v
—

(3.1.9) 2m(2m=- 2% - l)a.2m tag o, o, m

Merk op dat de coefficiént van 2, ongelijk nul is. Met behulp van (3.1.9)

is an uit te drukken in ajy als volgt (ga dit na),

4

mi(- 2+ 4)_ '

= (=131
(3.1.10) a, = (-1) o

Met behulp van (3.1.7), (3.1.8), (3.1.10) volgt nu voor de tweede oplossing,

@ = ] e et ey
m=0 =0
= a zul_if of (—l)m (-z—)zm + a z-'q‘_i y (_l)m-g 22m+1 =
V- -
0 =0 mi(- 2+ ;)m 2 29+ e, (m_ﬂ'):(g""%)m—z o 2m-22

-2~ v -n- —p-}+2
e bony T ol
o m
YA I +%)32£+1 ) (-1 (_Z_)z+$+2m _

m=0 m! F(l+m+%)

= AJ_Q_i(Z) + BJ2+£(Z) s
waarin A, B willekeurige constanten zijn. In geval v = £ + } 2ijn beide Bes-—
selfuncties J£+£(Z) en J__z_i(z) dus oplossing van de DV van Bessel. In § 3.2

zullen we aantonen dat deze oplossingen lineair onafhankelijk zijn,

Lineaire onafhankelijkheid van de Besselfuncties Jv(z) ; J__\)(z) (v niet geheel)

Laat de lineaire DV van tweede orde

da? d

(3.2.1) =L +p) E+qxdy=0
dz?

de oplossingen y = y](z), y = yz(z) bezitten. Een eenvoudig criterium voor

de lineaire onafhankelijkheid van y,(z), y,(z) laat zich formuleren met be-

hulp van de zgn. determinant van Wronski (Wronskiaan) W(y] ,yz) gedefinieerd door
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y,(2)  y,(2

(3.2.2)  W(y,y,) = = y,(2)y5(2) - y|(2)y,(2) .

vl yh)

Stelling (criterium voor lineaire onafhankelijkheid). De oplossingen yl(z),
yz(z) van de DV (3.2.1) zijn dan en slechts dan lineair onafhankelijk als
Wy ,y,) # 0 is.

Voor het bewijs zie Burkill [2.2], p.14~15, Ince [2.1], p.116-119.

Opmerking. Voor een lineaire DV wvan n-de orde (zie (1.7.1)) met oplossingen

y = yk(z) (k = 1,2,...,n) wordt de determinant van Wronski gedefinieerd door

Yl(z) YZ(Z) ees yn(z)

y, (2) y,(2) ver yi(2)
WY s¥gaeeeayg) =] 2 a .

. s a * . & & @ . « ) . .

y@ @) 2V )

2 L Yr(ln_l)(z)

Ock dan geldt het criterium: Indien W(yi,yz,...,yn) # 0 is, dan zijn de op-

lossingen yk(z) (k = 1,2,...,n) lineair onafhankelijk en omgekeerd.

Voor de Wronskiaan W(yl,yz) als ingevoerd in (3.2.2) laat zich de volgende

betrekking afleiden.

Identiteit van Abel (1827).

{(3.2.3) W(yl,yz) =C exp[-.[p(z)dz]

waarin C een constante is welke afhangt van de oplossingen yl(z), yz(z).
Afleiding. Bepaal de afgeleide

%g = y](z)yg(Z) - yT(Z)yz(Z) .

Elimineer y?(z), yg(z) met behulp van de DV (3.2.1) dan volgt

%% = =y (2)p(2)yy(z) + q(2)y,(2)] + y,(2)[p(2)y (2) + q(z)y,(2)}] = - pl2)¥W .

De oplossing van deze vergelijking luidt

W= W(yl,yz) = C exp[—-{p(z)dz] . U
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Voor de DV van Bessel 1s nu,
1 1
plz) = 2 exp[- Jp(z)dz] = exp[~ log z] = 2
Voor de Wronskiaan van de oplossingen J“(z), J,V(z) volgt dan,
(3.2.4) W ,3_)=2%
e vy z?

waarin de constante C nog bepaald moet worden. Daartoe onderzoeken we het
gedrag van W(Jv'J-u) in de omgeving van z = 0. Uit de definitie van Jv(z)

leiden we af dat

- ¥ (D" #2m _ 1z
1,2 = m-—)zo W T(v+m+ 1) @ = @ L1 eEDT .

Analoog vinden we dat
= ] 23"V 2
J-v(z) T T(v+ D) (2) [1+0(=5)1,

terwijl differentiatie van deze uitkomsten leidt tot

' - -l

JU(Z) = E?Tﬁ%rTT C%)v {1+0(z2)],
- _ - =-v-1

L@ = gy @ (1oEDT .

Substitueer dit in de Wronski determinant W(Jv’J-v)’

W ,J_) Jv(z)Jlu(z) - JG(z)J_v(z) =

_ v z,~1
= I‘(\)"'l)r("\.""]) (2) [1+0(22)] .

Nu is met behulp van de eigenschappen van de I'-functie (zie hoofdstuk II) in

te zien dat

2v _ 2v _ 2 sin vr
T{v+ 1)T(-v+1) I (VT - v) ™ !
zodat
_ _ o Sin vm
WQI LI ) = - 2 2=+ 0(z) .
Vergelijk dit met de exacte uitkomst (3.2.4) dan volgt C = - 2(sin vm)/7m en

daarmee
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_ _ 2 sin vr
(3.2.5) W(JU,J_\’)— —_—

Voor v niet geheel, is W(Jv’J—v) ¥ 0; .Jv(z), J_v(z) zijn dan lineair onaf-

hankelijk. Is v = n geheel, dan volgt uit (3.2.5) W(Jn,J_n) = 03 Jn(z),

J_n(z) 21jn dan lineair afhankelijk, zoals ook reeds bleek uit (3.1.5).

3.3. Analyticiteitseigenschappen van Jv(z)

De Besselfunctie Jv(z) is in § 3.1 gedefinieerd door

(—1)m (_z_)v+2m
m: T(v+m+1) ‘2 :

J (z) =
v mZO

Deel door z° dan volgt

Jv(Z) ] & (_})m (%)Zm .

z’ m=0 2 m! I'(v+m+1)

- . Voo .
. De £ hele £ .
Stelling unctie Jv(z)/z is een gehele functie van z en van v

Bewijs. We schrijven

J,(2) o
—= 1 w2,
z m=
waarin
m
um(v,z) = D (-g-)zm .

m! P(v+m+1)2Y
Beschouw nu de gebieden

G,=1z | lzl s A}, 6 ={v| Iv] =B},

in het complexe z-vlak, resp. v-vlak,
Voor elke m is de functie um(v,z) een analytische functie van z voor z ¢ G,

en een analytische functie van v voor v ¢ G+
o0

We bewijzen nu dat de reeks Z um(\),z) absoluut en uniform convergent is
m=0

voor z € Gv’ v € Gv' Maak daartoe gebruik van het criterium van d'Alembert

en beschouw het quotient,
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u_ g (Vs2) ) D™ gt tvsme 1) (_?.)2 } - (z/2)?
um(v,z) D+ 1)! T(v+m+2) 2 m+ Dv+m+1)
“wer| o 1z12/4 A%/4

uml T m+ ) [vem+1] T (m+1)|v+tm+ 1] °

Kies nu m 2 B, dan is,
[vém+1| 2m+1-|v] 2m+1-8B>0,

u
m+]

u
m

B A%/4
T (m+1)(m+1-B) °

Het rechterlid van de laatste ongelijkheid nadert tot nul indier m + =, Er

zal dan zeker een getal M 2z B bestaan zodat voor m = M geldt

um+1

u
m

s 4.

Deze ongelijkheid geldt voor elke z ¢ G, en voor elke v ¢ Gv'
o0
Volgens het criterium van d'Alembert is nu de reeks | um(v,z) absoluut

m=0 o

convergent. Omdat M onafhankelijk is van z en v is de reeks E um(vsz) te-

. m=0
vens uniform convergent voor z € G veG.
_-E_ z? v

De termen van de reeks zijn analytische functies van z en van v in de gebie-
den Gz resp. Gv' Volgens een stelling van Weierstrass (Ackermans-Van Lint
(I1.1], p.439) is dan ook de som van de reeks een analytische functie van z
en van v in de gebieden Gz, Gv’ i.e., voor |z| < A, |u| £ B, Aen B zijn wil-
lekeurig groot te kiezen. Daaruit volgt Jv(z)/zv is een analytische functie
van z en van v in het gehele complexe z-vlak, resp. het gehele complexe y-

. Vv . .
vlak. De functie Jv(z)/z is daarmee een gehele functie van z en van v. d

Opmerking. Volgens de stelling is
Jv(z) = zvg(v,z) .

waarin g(v,z) een gehele functie van z en van v is. In het algemeen is de

v

functie Jv(z) zelf niet een gehele functie van z: vanwege de factor z° zal

Jv(z) in z = 0 een vertakkingspunt bezitten. De functie Jv(z) wordt daardoor

een meerwaardige functie van z. Teneinde de functie Jv(z) éénwaardig te ma-

ken wordt in het z-vlak een snede of coupure aangebracht. Het is gebruikelijk
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deze snede te leggen langs de negatieve reéle as, waarna we in het openge-

sneden z-vlak definieren,
-m < arg z £ T ,

z’ = explv log z] = explv(log [z| +1i arg z)] = Izlv exp[iv arg z] .

In het opengesneden z-vlak is dan Jv(z) een 8énwaardige analytische functie

van 2.

Besselfuncties van de tweede soort

In het geval v = n, geheel, zijn de oplossingen Jn(z), J_n(z) van de DV van
Bessel lineair afhankelijk (zie § 3.1). We zullen in deze paragraaf een
tweede oplossing van de DV van Bessel met v = n afleiden welke lineair onaf-
hankelijk is van Jn(z). We zullen daarbij een andere methode volgen dan de
algemene methode, aangegeven in § 1.5.

Onderstel voorlopig dat v niet geheel is, dan bezit de DV van Bessel

2 2
£y, 14, [l-x.]yw
dz? z z?

de twee lineair onafhankelijke oplossingen JU(z), J_v(z). De algemene oplos—

sing van de DV luidt dan
y = AJ\)(Z) + BJ_\)(Z) ’
waarin A, B willekeurige constanten zijn die eventueel van v mogen afhangen.

We voeren nu in de Besselfunctie van de tweede soort en van orde v, Yv(z),
gedefinieerd door (Weber, 1873),

Jv(z) cos VT - J_v(z)

(3.4.1) Yv(z) =

sin vm

Voor v niet geheel is sin vm # 0, zodat deze definitie zinvol is. Het is

duidelijk dat Yv(z) een oplossing is van de DV van Bessel.

Stelling I. De functies Jv(z), Yv(z) zijn lineair onafhankelijk (v niet ge-
heel).

Bewijs. We bepalen de determinant van Wronski

1

cos uT
sin vn

W(Jv’Yv) = Sin ur

W(Jv,Jv) - W(Jv,J_v) =
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- _ ! _ 2 s8in vn} _ 2
sin v Tz Tz "

Deze determinant is # O zodat volgens de stelling uit § 3.2 de functies

Jv(z), Yv(z) lineair onafhankelijk zijn.

Gevolg., De algemene oplossing van de DV van Bessel is ook voor te stellen
Sevolg 8 g

door

y = AJv(z) + BYU(z) .

We zullen nu Yv(z) definieren voor v = n, geheel. Daartoe onderzoeken we de

volgende limiet,

J (2) cos vm — J_v(z)

(3.4.2) lim Yv(z) = lim
V=T v

sin v
Noem de teller van de laatste breuk T(v) en de noemer N(v), dan geldt voor
v + n,
—_ —_ = — n — -
T{v) » T(n) = Jn(z) cos nT J_n(z) -1 Jn(z) J“n(z) 0,
N{v) » N(n)} = sin n7 = 0 .

Voor v + n wordt de breuk van de vorm 0/0, d.i. onbepaald. De functies T(v)
en N(v) zijn evenwel analytische functies van v (zie § 3.3) zodat we de li-

miet (3.4.2) met behulp van reeksontwikkeling kunnen bepalen,

T + v-n)(§)  +O0L-m2] (4T

V=
lim ;E:; = 1im TR 2 = :§ .
V-1 v+n N(n) + (v-n)&;ﬂ + OL(v=-n)2] -
Vv=n dv =
v=n
De afgeleiden %% en %% zijn als volgt uit te werken,
4T BJv(z) ) aJ_U(z)
o = |——— cos vr - 7J (z) sin vy - —]——
vl v v av =
v=n | v=n
o 39,2 8J_ (2)
= [GD v v _ ¢
L v=n
dN . = = -1y
[dv]v=n = [ cos Vﬂ]v=n = ¢ cos nm = w{~1)" ,

Daaruit volgt
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- (_l)n — .

lim ¥ (z) = —
v T oV ov _
V=1

Vvl

[?Jv(z) aJ_ (z)

We definiéren nu de functie Yn(z) voor n geheel als volgt,

. ;oI (2 a 9.2
(3.4.2a) Y _(2) := ti: Y (2) = < e (-1) % ) en

We bewijzen nu de volgende stellingen voor de functie Y _(2) (n geheel):

Stelling IT. Yn(z) voldoet aan de DV van Bessel,

2
22 4% + z LA (zZ2-n2)y =0 .
dzz dz

Bewijs. De functies Jv(z), J_v(z) voldoen aan de DV,
2 ' 2.2 -
z Jtv(z) + ZJiv(z) + (2%~ )Jiv(z) o,

waarbij een accent differentiatie naar z aangeeft. Differentieer deze verge-

1ijkingen naar v,

3aJ ()" aJ (z))' 3J (2)
z2 | + oz |— + (22 -y2) ——%;:“— = 2vJv(Z) >

av v
, BJ_v(z) " aJ_U(z) ! - ath(z)
e v ] v + (22 -v4) el vI_ (z) .

Vermenigvuldig de laatste vergelijking met (-1)™ en trek ze af van de eerste

vergelijking,
3T (2) 3J ()" 3J (z) 3J (2]
A n_ -V v n -V
z ["ﬁ;‘“ - -1 ___33__% + z[;—53__'— -1 ___33__% +

3J_(z) 3J_ (z)
+ (z2-v2)[ ;v - -t -—75;——] = LI (2) - -n" J_ ()71 .

Stel v = n, dan volgt (zie (3.4.2a)),
n[zzY;(z)-rzY;(z) +(22-n2)Yn(2)3 = 2n[Jn(Z)"(‘1)n J_n(z)] =0 .

De functie Yn(z) is inderdaad oplossing van de DV van Bessel. a
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Stelling III. De functies Jn(z), Yn(z) zijn lineair onafhankelijk.

Bewijs. Met behulp van de reeds gevonden uitdrukking voor de Wronskiaan van

Jv(z) en Y“(z) volgt,

- 1 clim 2l
W(Jn,Yn) = lim W(Jv’Yv) = lim — = #0. 0

V- v-H

Conclusie. Voor elke v vormen de functies Jv(z), Yv(z) twee lineair onafhan-
kelijke oplossingen oftewel een fundamentaalsysteem van oplossingen van de

DV van Bessel.

Stelling IV. Y__(z) = -D" Y _(2).

Het bewijs wordt als opgave aan de lezer overgelaten.

We zullen nu, uitgaande van de definitie (3.4.2a), een machtreeksontwikkeling

afleiden voor de functie Yn(z) (n geheel, = 0).

aJv(z)
v v=0 -

Beschouw allereerst het geval n = 0, dan is

3t (2) 3aJ (z)
Yo(z) 2 l [ v - Ty } =
v=0

2o

T dv av
Uitgaande van de definitie van Jv(z),
[=-]

J(2) = ]

m=0

(-1)m (%g“+2m

m! T(v+m+1) ’

vinden we na differentiatie naar v,

aJv(Z) _ (_])'[ni 1 (_z_)\’+2m
v _m=0 m! 8v [T(v+m+ 1) ‘2

- E (-i?m [ 105(2/2) (E)v+2m _I'(v+m+1) (Eou+2nj
T(v+m+1) 2 r2®+m+1) 2

m
m=0 *

M
(-1) ) (%)v+2m

m! F(v+m+1 [108%) - g(v+m+1)] ,

m=0

Voor de definitie van de Y-functie zie hoofdstuk II. Stel nu v = 0 dan volgt

voor Yo(z),

% m
(.43 Yy =2 ] L e - ymend .
m=0 (m!)
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Met behulp van de bekende waarden (zie hoofdstuk II),

(3.4.4) Y1) = -y, Y(m+1) = - v + 1 +'% + ... * (m=21),

L
m

is de uitkomst (3.4.3) nog te herleiden tot,

(3.4.5)  Yy(2) = 2 {1og(}) +¥H,(2) - 3 Z CDZ

1, ,2.2m
—+---+—)(—-) .
LA (n ,) m’ 2

2

Merk op dat de laatste uitkomst van dezelfde gedaante is als de in § 1.5 af-
geleide MR-ontwikkeling (1.5.5) voor de tweede oplossing yz(z) van een line-

aire DV.

De functie Yo(z) bezit in z = 0 een logarithmische singulariteit; in de om-

geving van z = 0 zal gelden
2
Yo(z) = ;-[1036%) + y1 + 0(z2 log 2z) .

In het geval n geheel, > 0, laat zich voor Yn(z) de volgende machtreeksont-
wikkeling afleiden,

= 2 2o _ 1% (a-m-1)! ,zy-nt2m _
(3.4.6)  Y(2) = $0,() Tog(p) =5 L pr—— @
Ly __L_Ll___ z,.n+2m
--Emzo m‘(n+m)| [w(m+l) + w(n-l-m.pl)](i) .

Opgave 3.4.1. Geef een afleiding van de laatste reeksontwikkeling.

De gedaante van de ontwikkeling (3.4.6) is weer in overeenstemming met het
algemene resultaat (1.5.6) voor de tweede oplossing van een lineaire DV.
Eventueel is de uitkomst (3.4.6) nog verder te vereenvoudigen met behulp van
de bekende waarden (3.4.4) voor de w-fﬁnctie.

De functie Yn(z) zal singulier zijn in z = 05 uit (3.4.6) volgt, dat in de
omgeving van z = 0 geldt,

0{(z log z) , m=1

| z,—1
Y (z) =-=(Mm-1! (5 +
n T 2 {O(z—n+2) , nz2.



_49_

3.5, Hankelfuncties van de eerste en tweede soort

3.6.

Naast de Besselfuncties van eerste en tweede soort treden in vele toepassin-

gen op de Hankelfuncties of Besselfuncties van de derde soort, gedefinieerd

door
10 (2) = g () + i (@) ,
87 (2) 1= 3 (2) - 1Y () .
(1)( }, H ( )(z) heten de Hankelfuncties van de eerste, resp. tweede soort

van orde v.

De Hankelfuncties Hil)(z), Héz)(z) zijn oplossingen van de DV van Bessel. De
functies zijn tevens lineair onafhankelijk zoals onmiddellijk volgt na bere-
kening van de determinant van Wronski,

W(H(I) (2)) :’r; 0.,

Opgave 3.5.1., Verifieer de laatste uitkomst,

Genererende functie en integraalvoorstellingen voor Besselfuncties

De Besselfuncties J_(z) van gehele orde n worden ook wel Besselcoefficienten
genoemd. Door Schlomilch (1857) zijn de functies Jn(z) nl. ingevcerd als co-

efficienten in een Laurent-ontwikkeling. Beschouw daartoe de functie
1
F(z,t) = expEéz(t-uE)] s

welke analytisch is in t voor t # 0, Voor 0 < |t]| < = is deze functie te
ontwikkelen in een Laurentreeks (Ackermans~Van Lint [1.1], p.445-447). We

bewijzen nu de volgende stelling:

Stelling.
+0

(3.6.1)  F(z,t) = expiaz(t-%oj = ] 1@, o< t] <=
n=-—ce

Bewijs. We schrijven,

_ii . o k
eﬁzt t (%JJ o, z (-1) e k k _

- v 4
F(z,t) = e ZO ?T L T 2) t
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Stel nu n = j -k, dan loopt n van -« naar +eo,

+00

@ _ k . +co
Fiz,t) = ] & ] S @i 7o e,
n=-coo j ,k=0 1. . Nn=—c

j-k=n

. . . - . s n
waarin fn(z) een korte notatlie is voor de coefficient van t .

In geval n 2 0, stellen we j = k+n en er volgt,

o0 k
= v oD zynt2k
£n(2) = kZO Heror @ =@
In geval n < 0, stellenwe n=~m {m > 0) en vervolgens k = j +m, dan volgt
o j+m .
. =17 2, m2j W - -
fn(z) = JZO m (T,z-) = (=]} Jm(Z) = J_m(z) Jn(z) .

Daarmee is bewezen dat de Laurentreeks van F(z,t) gegeven wordt door
40,

Fz,t) = expliz(t-PI = | I ()t" . 0

n=—m

Opmerking. De functie F(z,t) heet de voortbrengende of genererende functie

van de Begsselcoéfficieénten Jn(z).

Opgave 3.6.1. Leid met behulp van de genererende functie de volgende recur-

rente betrekkingen af voor de Besselcoéfficiénten,

J__.(z) +J__.(2) %JH(Z) ’

n-1 n+l

J l(z) -J .. (2)

t
n- n+] 2Jn(z) ’

Opgave 3.6.2. Toon aan dat

(3.6.2) explix cos 8] = Jo(k} + 2 Z it Jn(x) cos nb .
n=]

Bereken de integraal

27
J expfix cos 6 - iy cos(8 ~a)1d®
0
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op twee manieren en leid aldus af het additietheorema van Neumann (1867},

JO(VQZ-*yz-ny cos a) = Jy(x)Jy(y) + 2 nzl Jn(x)Jn(y) cos na .
Opgave 3.6.3. Ontwikkel linkerlid en rechterlid van (3.6.2) naar machten van
cos § en leid aldus af,
(m+2k)(m+%k~-1)!

(3z)® = kzo T Jm+2k(z) , m geheel, 20 .

Cpgave 3.6,4., Ga uit van de relatie F(y+z,t) = F(y,t)+F(z,t) en leid af de

additieformule (Neumann, 1867),

4o
Jn(y-+z) = 2 Jm(y)Jn_m(z) .

m==w

Leid hieruit af de ontwikkeling (Hansen, 1843),

=]
= 12 2
1=30(z) +2 ] J(2) ,
n=1
waaruit o.m. volgt: |J0(x)| <1, |Jn(x)| < 4/2 voor x reéel, n geheel posi-
tief.

Uit de Laurentontwikkeling (3.6.1) leiden we de volgende integraalvoorstel-
ling af voor de Besselfuncties Jn(z) van gehele orde. Overeenkomstig
Ackermans-Van Lint [1.1], p.445-447, worden de coefficienten J (z) van de

Laurentreeks (3.6.1) ook gegeven door de volgende integraal,

| f exp[iz(t—%)]
dt ,

Jn(z) = 7 n+l

c t

waarbij C een willekeurige gesloten Jordankromme is, die in positieve zin

doorlopen wordt en het punt t = Q0 omsluit. Neem voor C de eenheidscirkel en

stel t = ele, dan volgt

2n ie_ -io am
o1 expliz(e™ " ~-e ~7)] . is 1 . . .
Jn(z) 5T I ei(n+l)9 ie™ de = T expliz sin 6 - inslde .
0 0
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De integrand in de laatste integraal is periodiek met periode 2n. We kunnen
daarom het integratie interval verschuiven naar [-m,m], waarna
i

_ o i . L
Jn(z) = 3= f cos{z sin 6 - nB)de + o f sin{z sin 6 - n6)de .

- -n
De laatste integraal is nul, want de integrand is een oneven functie van 6.
De integrand van de eerste integraal is even in 0. Er resulteert nu de inte-

Eyaalvoorstelliqg van Bessel (1824),

m
(3.6.3) Jn(z) = %- f cos(z sin & - n6)de ,
0

geldig voor n geheel,

Opgave 3.6.5. Toon aan dat de integraalvoorstelling van Bessel verder te re-

duceren is tot,

/2
Jn(z) = %- J cos nd cos{z sin @)de , {n even),
0
w2
Jn(z) = % sin né sin(z sin 0)de , {n oneven).
0

We bespreken vervolgens de integraalvoorstelling van Poisson (1823) voor de

Besselfunctie Ju(z),

v ]
(3.6.4) Jv(z) = F(2§;{iz- 3 J (1--t2)\"-i cos(zt)dt , Re v > =~} ,
0

Afleiding. Ontwikkel de functie cos(zt) in een MR en integreer termsgewijs,
dan volgt voor het rechterlid (RL) van (3.6.4),

2¢z/2)"

T(T(v+ 1) I (1- tz)v_£ cos{zt)dt =

0

RL =

1
2 /2 AV o -1 m 2m ) -
= I‘izg;(\))“k Z) mz() ((21:)[])? - I t m(l - tz)\J % dt .

0
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Stel in de laatste integraal t? = u, dan is,

I !
J 280y - ¢2)Vd gp o ) J -0V gy = r(‘;,‘(*vﬂ);&"f)“

0

Vervang voorts (2m)! door

' 22m 22111 '
Cm)! = TCm+1) = E T{m+ }I(m+1) = S0} F(m+ j)ml .

Substitueer deze uitkomsten in de reeks boven, dan volgt,

_ ° (-])m z, v+2m
RL = z m., [{v+m+1) ('f)

m=0

= Jv(z) . 0

Opgave 3.6.6. Leid af de eerste eindige integraal van Sonine (1880),

zv+l I ) 0
J +\)H(z) = —— JJ (ze)ye" ' (1-t2)¥dt, Re p > -1, Re v > -1 .
s 2’r(v+ 1) H

Integraalvoorstellingen van het Poisson-type voor Besselfuncties zijn syste-

matisch af te leiden met de methode van Laplace transformatie. Probeer als

oplossing van de DV van Bessel de contourintegraal

b
y = y(z) = 2¥ f o izt Y(t)dt ,

a

waarbij de functie Y(t) en de integratieweg van a naar b in het complexe t-
vlak nader te bepalen zijn. Substitueer deze integraal in de DV van Bessel

(3.1.1), dan cntstaat er

b b b
vlv=1z""2 J izt Y(t)dt + 2ivz’"! J elzt tY(e)dt - z° J 12t 2y(eyat +
a a 2
b b
+ vzV2 J 1%t y(ryae + 12V J 1%t ty(e)ae +
a
b
+zY J' eiZt Y(t£)dt - \J'zz\)-2 J e:i'Zt Y(t)dt =0 ,

a a
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b b
v izt 2 . vl izt _
z e {1 -t2)Y(t)dt + (2v+1)iz e tY(t)dt = 0 ,

a a

of na partiéle integratie in de eerste integraal,

b
'b .
. J elzt[a(_ig {(1-t2)Y(t)} + (2v+ l)tY(t)]dt} =0 .

a

iz""{~ eF2E (1 - £2)¥ (1)

a
Aan de laatste betrekking is voldaan indien

(3.6.5) “E?E {(1-£2)Y(£)} + (2v+)ev(e) =0 ,

b

1]

(3.6.6)  eXZF(1 - t2)y(t) 0.

a

De DV (3.6.5) heet de Laplace transform van de DV van Bessel; de algemene

oplossing van deze DV luidt

¥(e) = c(e2- vt

waarbij C een willekeurige constante is. Aan de voorwaarde (3.6.6) wordt dan
voldaan door bv., de keuze a = ~1, b =1 of a=+%1, b = % I +1io, aangenomen
dat Re v > =}, Re z > 0. Met deze keuze komen we tot de volgende drie oplos-

singen van de DV van Bessel,

1
y,(2) = c]z" J et o2y g Re v s - ,
=1
14+ic
yz(z) sz“ ! eiZt(tz- I)U_£ dt , Re v > -}, Rez >0,
1

=l+ie
y3(z) C32v { eIZt(tz- 1)\)-i dt , Rev>-}, Rez>0,
-1

waarin Ci» C2, C3 nog vrije constanten zijn.

Merk op dat voor ¢, = EZvF(i)F(v-fi)]-l de eerste integraal juist overeen-—

stemt met de integraalvoorstelling van Poisson voor Jv(z).

De tweede en derde integraal vormen bij passende keuze wvan CZ’ C3 integraal-

voorstellingen voor de Hankelfuncties Hsl)(z), Hsz)(z), i,e.
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. 1+iw
. =vmi v .
2ie (2/2) I P22 - )Y idt, Re v>-4, Re z>0 ,

T(T(v+}])

(3.6.7) Hél)(z) = -

-l+iw
J emt(tz— l)\)_i dt, Re v>-}, Re z>0 ;
-1

2ie VT (z/2)V

T(z)r(v+3)

3.6.8) 1P (2) =

voor het bewijs zij verwezen naar Watson [3.1], chapter 6,
Door middel van de substituties t := * 1 + is, s := t/z, zijn de integraal-

voorstellingen (3.6.7), (3.6.8) verder te herleiden tot

-

T(v+1)
0
3
Re Vo> "'i, -i'n' < argz <.i.-n-;
(3.6.10) 1S (2) = ([ 2 %Eij;iyﬂ._%ﬂ)] f et - v,

o

Re v > -}, —%17< arg z < v .

Hierin is voor de factor (1 * it/ZZ)v-i de hoofdwaarde te nemen, Het grotere
geldigheidsgebied van (3.6.9), (3.6.10) is gebaseerd op amalytische voort-

zetting.

Opmerking. De hier toegepaste methode van Laplace transformatie vormt een
generalisering van de "gewone" Laplace transformatie. Contourintegraal-op-
lossingen van lineaire DV's worden uitvoeriger besproken in Burkill [2,2],

chapter 6, Ince [2.1], chapters 8, 18.

3.7. Asymptotische ontwikkelingen der Besselfuncties

De in het voorafgaande afgeleide reeksontwikkelingen voor Ju(z), Yv(z) zijn
convergent voor elke z. Met behulp van deze reeksen zijn dus Jv(z)’ Yu(z) in
principe te berekenen voor elke waarde van z. Evenwel, de MR-ontwikkelingen

bieden geen enkel inzicht in het gedrag van Jv(z), Yv(z) voor grote waarden

van |z . Voorts is de numerieke berekening van Jv(z), Y (z) alleen praktisch
v
uitvoerbaar voor "niet te grote" waarden van [z| omdat anders een zeer groot

aantal termen van de reeksen in aanmerking moet worden genomen.
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We zullen nu zgn. asymptotische ontwikkelingen voor de Besselfuncties aflei-

den. Deze asymptotische ontwikkelingen beschrijven het gedrag van de Bessel-
functies voor grote waarden van |z|, Tevens zijn ze te gebruiken voor de nu-
merieke berekening van bv. Jv(z), Yv(z) voor grote waarden van |z].

We zullen eerst het begrip asymptotische ontwikkeling algemeen definiéren.

Laat de functie f(z) gedefinieerd zijn voor |z| > R. Zij voorts gegeven de

formele reeks

g
w [
+

A A
%=A+§+%+ o
Z A A

We voeren in de partiele som Sn(z),
n
§,(2) = Z

en de restterm Rn(z) ’

Rn(z) = f(z) -~ Sn(z) .

o

Definitie. De reeks kzo = heet de asymptotische ontwikkeligg van f(z) voor
=0 z

grote waarden van |z|, indien voor n = 0,1,2,... geldt

(3.7.1) lim ann(z) =0 .

| 2 |0

We noteren dit als volgt,
==
£(z) ~ § f% , (lz]| » =)
k=0 z

Uit (3.7.1) volgt, dat er bij elke ¢ > 0 een getal R, bestaat zodat voor
lz] > R, geldt,

|2"R ()] <¢,

oftewel

R (2)| = |[£(2) - 5 _(2)] < ==

2|®

Het verschil [f(z) - § _(z)] is dus willekeurig klein te maken door |z| vol-

doende groot te kiezen. We kunnen nu de partiele som Sn(z) opvatten als een
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benadering voor £(z), een benadering die des te beter wordt naarmate Iz[
groter is.
In sommige gevallen is het mogelijk een afschatting te geven voor de rest-

term Rn(z), bv,

IAn+1 I

(3.7.2) |Rn(z)[s -

z|
De absolute waarde van de fout, If(z) - Sn(z)|, is dan hoogstens gelijk aan
de absolute waarde van de (n+ 1)-de term van de asymptotische ontwikkeling
d.i, de eerste term die niet meer meedoet aan de som Sn(z). Stel dat we nu
de functie f(z) wensen te berekenen voor een zekere waarde van z, met een

fout < 8. Vorm dan de partiéle som Sn(z), waarbij n zodanig gekozen is dat

An+ 1
n+l
-4

is. De som Sn(z) zal dan minder dan § verschillen van de gevraagde functie-

waarde f(z).

o

Opmerking. Een asymptotische ontwikkeling Z - behoeft niet convergent te
k=0 z

zijn; in vele praktische gevallen is de asymptotische ontwikkeling divergent.

We illustreren dit door met elkaar te vergelijken de definitie van asymptoti-

sche ontwikkeling, i.e.

lim ann(z) =0, {n vast)

| 2|
o0
en de definitie van convergentie van een reeks ) ~ met som f(z), i.e.
k=0 2z
lim Rn(z) =0, (z vast).
e

Het is duidelijk dat het in de twee definities om totaal verschillende li-

mieten gaat.

Opgave 3.7.1. De exponentiale intqgraal El(x) wordt gedefinieerd door

0

-t

El(x) i= I E;— dt , x>0,

X
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Leid af met behulp van partiele integratie,

-t
' ! - - '
exEl(x) =Ll 2 —3'+...+(—1)n‘ -, (-1)"n! e* I 2 _de .
X 2 3 Y n
X X X X x

Toon aan dat E,(x) de volgende asymptotische ontwikkeling bezit,

D" - 1)!

o s (x+m).

-x
El(x) ~ g I
n=1 b4

Bereken e;El(x) voor x = 10 in 3 decimalen., Hoe groot is de minimale fout
bij berekening van de genocemde functiewaarde met behulp van de asymptotische

ontwikkeling?

Opgave 3.7.2. De Fresnel integralen worden gedefinieerd door

C{x) + iS(x) = I [cos($nt?) + i sin(irt2)]ldt = J exp(4wit)de .

Leid af de asymptotische ontwikkeling

n
. o 27
+ .
21 + EXP(éTTlxz) Z o+l n2n+l ]
n=0 (mi) x

1

C(x) + is(x) ~ (x + o) ,

We onderzoeken nu de asymptotiek van de Hankelfuncties Hél)(z), Hiz)(z) voor

grote waarden van |z|. Ga daartoe uit van de integraalvoorstellingen (3.6.9),
(3.6.10). Ontwikkel de factor (l+it/22)v_i in een Taylorreeks

*
+ Rn(tsz) ’

k

itov-  © 1) itk L xR G-v) ok
52 ) [v ] ; n

(1+ (—-—- + R = T
2 k=0 L K )2z k=0 & (2iz)

A . . , . .
waarbij Rn(t,z) de restterm voorstelt. Substitutie van deze ontwikkeling in

(3.6.9) wvoert tot

(3.7.2a)

n {(4-v), T'(v+k+})
Hél)(z) = \/#%-exp[i(z-—éuw-—in)]{ E k:kr(v-+£) I Tt Rn(z)} ,

k=0 (2iz)

waarin Rn(z) gegeven wordt door
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]

]
W iy e
0

-t i R:(t,z)dt .

Voor de restterm Rn(z) wordt in Watson [3.1], Section 7.2, de volgende af-

schatting afgeleid,

R (2)] = ¢ |z

waarbi j C, een constante is.

Het is du1delljk dat R (z) voldoet aan (3.7.1). De ontwikkeling (3.7.2a) 1is
daarom asymptotische ontw1kke11ng van H( )(z) De asymptotische ontwikkeling

van H( )(z) is op analoge wijze af te lelden uit de integraalvoorstelling
(3.6.10).

Conclusie. De asymptotische ontwikkelingen van de Hankelfuncties H( )(z),

H( )(z) worden gegeven door (Hankel, 1868),

- o (§F-v), (4+v)
H\()l)(z) ~ \’% expli(z - iv'rr- i“)j kzo 11:: : :

i)k’
(3.7.3) 4 (|z] + =, -7 < arg z < 2m) ;
,} o (J=v), (4 +v)
H\(’z)(z) ~ _”—22- exp[-i(z~jvnr—~{m] kgo 112: k (hz::-z)k
\

(|z] » =, =21 < arg z < ) .

Men kan gemakkelijk verifiéren dat de reeksen (3.7.3) divergent zijn voor
elke z behalve in het geval v = £ + }, 2 geheel. Aan het einde van deze pa-
ragraaf komen we op dit geval terug.

Voor het onderzoek van de restterm Rn(z) van de asymptotische ontwikkkelin-
gen (3.7.3) zij verwezen paar Watson [3.1], Section 7.3, Het blijkt dat in-
derdaad, onder zekere voorwaarden, voor Rn(z) een afschatting van de gedaan-
te (3.7.2) geldt.

We zullen de begintermenvan de asymptotische ontwikkelingen (3.7.3) nog uit-

schrijven
2 - g
Hsl)(z) = \’ﬁ% expli(z - évn"*")j[l ) UZiz * OGJ;)] ’
(3.7.4) r— 2 z
H\(JZ)(Z) = ?22_ exp [-i(z - i\HT_ *ﬂ')][ \)Zi—zi ¥ 0(2—12-)] )
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De asymptotische ontwikkelingen van de Besselfuncties Jv(z), Yv(z) zijn uit
(3.7.3), (3.7.4) af te leiden via de relaties,
1

21

3, = 1@ 18P @1, v @ = @@ - 18P @y

Voor de begintermen van de asymptotische ontwikkelingen van Jv (z), Yv(z)

vinden we dan met behulp van (3.7.4),

\I Z !
3,(2) = = [cos(z~ fvr = {m{1 + 0(;.;)} -

2 _
sin(z - jum - in){% + 0(—1-5) 1,
z

Y (2) = \};2; [sin(z~ jvr~fm){1 + o<;';)} +
+ cos(z - fum - iﬂ){vz_* + 0(—13-)}] s
V4

2z

geldig voor [z} + », -7 < arg z < .

Nemen we z = x, reeel en positief, dan geldt voor grote waarden van x,

Jv(x) = \Iw—i— cos(x—-dvr—-inr) ,
Yv(x) = \hrgf sin({x - jvr - im)

De Besselfuncties hebben dan een oscillerend karakter, waarbij de amplitude

van de oscillatie, d.i. v2/(mx), monotoon tot nul nadert voor x + .

In het geval dat v halftallig is, i.e. v = % + § met £ geheel, 2 0, zal gel-

den
(5 _\))k = (-2)1( =0

zodra k 2 241 is. De reeksen (3.7.3) breken dan af na de term met k = £.
Uit de afleiding van (3.7.3) is duidelijk dat de overblijvende eindige som-

(I)(z)9 H(2)(z)l dus

men exact gelijk zijn aan H2+i 2+}

2 (=), (a+1)
3.7.5) 8¢z = V= explilz-den-4m1 § e
k=0 : (2iz)

terwijl een analoge formule geldt voor Hgi(z).
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Speciaal in de gevallen £ = 0,} vinden we dan
(1), _ _aJ2 iz (N =_,’_2._ iz, 1,
{3.7.6) Hi (z) = -1 e . H3/2(z) — e {1 iz} .

TZ

Integralen van Besselfuncties

In deze paragraaf bespreken we enige methoden ter berekening van integralen

van Besselfuncties.

1°, Onbepaalde integralen. Als voorbeeld beschouwen we de onbepaalde inte-

graal

(3.8.1) Ik,8) = JzAu(kz)Bv(Ez)dz .

waarin Av(kz) en Bv(zz) Besselfuncties zijn van willekeurige soort en orde
(n (2)

H , H

v v

deze functies. A\J en Bv behoeven niet van dezelfde soort te zijn.

v, Au’ Bv kan betekenen Jv’ Yv’ of een lineaire combinatie van

We gaan ult van de DV van Bessel voor Av(z),

2
[2% Ji—-+ z éL + (z2-v2)JA (2z) =0 .
dzz z AV

Vervang z door kz dan volgt,

d2 d

{3.8.2) [22 —— + z Frihd (k222 = v2)]a (kz) =0 .
dzz 4 AV
Evenzo geldt,
, d2 d
(3.8.3) [22 — + 2 — + (2222-4v2)1B _(Rz) = 0 .
d22 dz . v

Vermenigvuldig nu (3.8.2) met Bv(ﬁz)/z, (3.8.3) met Av(kz)/z en vorm het

verschil,

d2 d2
Z[;;Z {Av(kz)}Bv(ﬁz) - Av(kz) E;; {Bv(kz)}} +

+ [é% {A (k2)}B (22) - A (kz) é% {Bv(gz)}] + (% -1%)zA (k2)B, (12) = 0 .

De eerste twee termen zijn te schrijven als de afgeleide van een product,

waarna volgt,
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ad—z {z[-ad; (A (kz)}B_(12) - A (kz) E%' (B,(22) )T} + (k2-22)zA (k2)B (22) = O

oftewel

(k2 - 22)zA (k2)B_(22) = a‘iz- [z{eh (kz)B! (22) - KA!(kz)B (22)}1 ,

waarbij het accent differentiatie naar het argument aangeeft.
Integreer de laatste betrekking naar z dan volgt,
1 - ]
z[ﬁAv(kz)Bv(zz) kAv(kz)Bv(Ez)]

(3.8.4) I(k,R) = JzA (kz)B (2z)dz = + C,
v AY kz _22

mits k # + £ is. C is een willekeurige integratieconstante.
We berekenen nu de integraal I{k,2) in geval k = & (het geval k = =g laat

zich analoog behandelen). Daartoe bepalen we de limiet,

lim I(k,2) = I(k,k) .
£k

Ontwikkel BU(Rz) in een Taylorreeks om het punt kz,
B,(¢2) = B (kz) + (2-K)zB|(kz) + 0((2 - k)?)

Differentieer deze reeks naar z, dan volgt,

zn;(zz) = kB\‘)(kz) + (E-k)[B\'J(kz) + sz:(kz)] + 0((2-Kk)2)

Substitueer deze Taylorreeksen in de uitkomst (3.8.4) voor I(k,%), dan volgt

na enig rekenen

(3.8.5)  1(k,8) = —%— (A, (kz)B! (kz) = A!(kz)B_(kz)] +

kz_g‘z

+ ﬁ [kzA! (kz)B! (kz) - A (kz){B'(kz) + keB!(kz)}] + C + 0(2-k) .

Deze uitkomst is verder te vereenvoudigen. Overeenkomstig § 3.2 is

A, (k2)B!(kz) - A! (kz)B, (kz) = W(A ,B) = o ,

waarin D een constante is. Substitueer dit in (3.8.5) en combineer de con-
stante D/(k% - 22) met C tot de nieuwe (willekeurige) constante c*. Voorts
laat de tweede afgeleide B;(kz) zich elimineren met behulp van de DV van

Bessel,
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kzzzBG(kz) + kzB! (kz) + (kzz?-vz)Bv(kz) =0 .

De vitkomst (3.8.5) voor I(k,%) gaat dan over in,

(k222 - vz)Av(kz)Bv(kz) + kzzzA\',(kz)B\',(kz)
k(k +4)

I(k,L) = + ¢+ o(e-k) .

Neem nu de limiet voor £ -+ k, dan volgt
(3.8.6) I(k,k) = [zAv(kz)Bv(kz)dz =

(k%22 - v2)A (kz)B (kz) + k222A'(kz)B'(kz)
= vV Y v v +C .
2k?2

Opgave 3.8.1. Bereken de onbepaalde integraal
dz
JAU“)B\,(Z) <,
waarin Au(z), Bv(z) Besselfuncties van willekeurige soort en orde p, resp. v
zijn.
Opgave 3.8.2. Onderzoek de convergentie van de integraal

dx
J Ju(x)J\J(x) gl
0

Bereken deze integraal.

2°, Oneindige integralen. Als voorbeeld beschouwen we de Laplace transform

v
van x Jv(x),

(3.8.7) f[vav(x)] = f e-pxig)Jv(x)dx . v reéel.
0

De integraal (3.8.7) is (absoluut) convergent mits v > -}, Re p > 0. Tevens

is de integraal uniform convergent op elk begrensd gesloten deelgebied van

het halfvlak Re p > 0. Volgens een stelling uit de functietheorie (zie bv.

Copson [1.71, p.110~111) is dan de Laplace transform (3.8.7) een analytische

functie van p voor Re p > 0,
We zullen nu deze Laplace transform berekenen. Neem voorlopig aan dat p re-

eel, positief is., Ontwikkel vav(x) in een machtreeks,
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3 (-" +2m _2v+2
QUJX)- Z m!P@+m+l)(Dv B

m=0

Substitueer deze ontwikkeling in de integraal (3.8.7) en integreer termsge-
wijs,
o0 o0

~PX_V ° (-n" v+2m -px _2v+2m
(3.8.8) f e Tk J (x)dx = mZO ST Cr ¢)) J e Phx dx

0 0

De laatste integraal is te berekenen via de substitutie px = t,

=] [- -]

-px _2v+2m _ 1 -t 2v+2m _I2v+2m+1)
{ e x dx p2\)+2m+1 ¢ de 2v+2m+l  °

Met behulp van de verdubbelingsformule voor de I'-functie is te schrijven,

2v+Z2m

r{2v+2m+1) = T(v+m+§)I(v+m+1) .

i3

Substitueer deze resultaten in (3.8.8) dan volgt na enig rekenen,

> 1y
(3.8.9) j e PXVT (x)dx = 27 T(v+4) ) N (""““m 1
0 v J p2V+1 =0 m! p2m

De laatste reeks stemt juist overeen met de binomiaalreeks (Ackermans-Van
Lint [1.1], p.314),

v e (= v i (v eme 1)
R R 2
1 +

2 mh 2m
p m= P
-SRI R D
= ; ;
m=0 m. p2m

Deze binomiaalreeks is absoluut convergent voor [1/p?| < I, d.i. voor p > 1.

We komen dus tot de volgende uitkomst

AV
(3.8.10) £[x°J (x)] = ZIGrD o, y™vE

m

voorlopig geldig voor v > ~4, p > 1,
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Opmerking. De in (3.8.8) toegepaste termsgewijze integratie is geoorloofd
omdat de resulterende binomiaalreeks absoluut convergent is; zie T.J.I'a.

Bromwich, Theory of infinite series, MacMillan, New York, 1959, p.500.

Men kan vervolgens inzien dat het resultaat (3.8,10) ook geldig is voor
Re p > 0. Immers het linkerlid was een analytische functie van p voor

Re p > 0. Het rechterlid van (3.8.10) is een meerwaardige functie van p met

vertakkingspunten p = * i. We dienen nu die tak van de functie te beschouwen

welke reéel en positief is voor p reeel., Daartoe brengen we in het complexe
p~vlak snedes aan langs de intervallen [i,i=) en (-ie=,-i] van de imaginaire

as. Definieer in het opengesneden p-vlak,

(p2-+1)'“'* - [p2-+1|'“'* exp [-i(v+ ) {arg(p +i) + arg(p-1i)1}1,

--21i<arg(p+i)53—2", —%T-<arg(p-i)5321.
De functie (;:'z'i-l)--\)_£ is dan analytisch in het opengesneden p-vlak en re-
eelwaardig voor p reeel. In het bijzonder is dus (pz-!-l)_\"—i analytisch voor
Re p > 0,
Rechterlid en linkerlid van (3.8.10) zijn nu beide analytisch voor Re p > 0

en stemmen overeen voor p > |, Volgens de identiteitsstelling (Ackermans-

Van Lint [1.1], p.443) stemmen dan rechterlid en linkerlid van (3.8.10)
overeen in het gehele halfvlak Re p > 0, i.e. (3.8.10) geldt voor v > -},
Re p > 0,

In het speciale geval v = 0 gaat (3.8.10) over in,

o

(3.8.11) LI (x)] = f e PXJ (x)dx = . Re p > 0 .
° 0 ° BT+T

Opgave 3.8.3. De functie y = Jo(x) voldoet aan de DV

2
d%y | sy -
xdx2+dx+xy 0.

Leid (3.8.11) af door Laplace transformatie van deze DV,

Opgave 3.8.4. Men kan aantonen dat de integraal (3.8.11) ook nog convergent

is voor Re p = 0, p # * i, Leid af via een limietovergang p + ia in (3.8.11),

de discontinue integ;alen van Weber (1873),
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* (1---a2)-i , 0<a=<l,
[ Jo(x) cos (ax)dx =

0 o, a>1,
. 0, 0<a<l,

J Jo(x) sin({ax)dx =
0

Opgave 3.8.5. Toon aan dat

oo

v 2
0 (2p?) 4p?

v>-l, =in < argp < in .

3.9, Recurrente betrekkingen voor Besselfuncties

We poneren de volgende twee betrekkingen,
(3.9.1) 2 (2% (2)} = 25 (2)
e dz v v-1 ’

(3.9.2) L 27V ()} = - 2%

dz (2)

W

{dine. , . . . ri
Afleiding. Ga uit van de machtreeksontwikkeling voor Jv(z) en differentieer

termsgewijs,

K - U D" v+2m _2v+2m
3z 29,@ =g [mz AT rarD B 2
w m
- (1) v+2m 2v+2m-1
I OTTTI)] H 2{v+m)z
m=0
Y T (-l)m z,v-1+42m _ v
z m£0 m! T(v+m) (2) Tz Jv-l(z) )
Op analoge wijze is de betrekking (3.9.2) af te leiden. 0

We schrijven de betrekking (3.9.1) uit,

v—1 Voy v
+ =
vz Jv(z) z Jv(z) z Jv-I(z)
oftewel

(3.9.3) zJL(z) + vJv(z) = zJU_!(z) .
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Evenzo volgt uit (3.9.2),

(3.9.4) zJL(z) - vJU(z) = = zJ (z) .

vt

Vorm het verschil en de som van {3.9.3) en (3.9.4), dan is

(3.9.5) 4 _ (&) +d, () =23 ),
(3.9.6) Jv-l(z) - Jv+l(z) = 2J;(z)

De betrekkingen (3.9,3)-(3.9.6) worden recurrente betrekkingen voor de Bes-

selfunctie Jv(z) genoemd; zie ook opgave 3.6.1 waar (3.9.5), (3.9.6) zijn

afgeleid voor orde v geheel.

Dezelfde recurrente betrekkingen gelden ook voor de Besselfunctie Y (z) en

voor de Hankelfuncties H(’)(z), (2)(z) Daartoe is het voldecende te bewij-
zen dat
(3.9.7) 4 {(z°Y (2)} = 2"Y  (2)
dz v v=1 ’
(3.9.8) = (2% () =- 2% . (2)
to dz Y : v+ |

Afleiding., We geven hier alleen de afleiding van (3.9.7) en wel voor het ge-

val v niet geheel. De Besselfunctie Yv(z) wordt dan gegeven door (3.4.1) en

er volgt,
d v _ cos vr d v - 1
dz {2 Yv(z)} " sin vt dz {z Jv(z)} sin vxm dz { (z)}
. COS VT WV _ 1 - V3
T sin ur 2 Jv-l(z) sin i -z —v+l(z)}
L Jv-l(z) cos(v-1)n - J_v+1(z) Y -
sin{v=1)n N
wvaarbij pebruik gemaakt is van de relaties (3.9.1}, (3.9.2) voor Jv(z). O

Conclusie, Zij Av(z) een Besselfunctie van willekeurige soort en orde v, dan

gelden de betrekkingen,

é% {szv(z)} = szv_l(z) s é% {z_vAv(z)} = -y ¥

-
~
N
~—
-

vt

oftewel
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1 d -V o _ vl
G A (@) =2 A _ (@), GpETA @)=z A, (@)

Passen we de operator (z—l d/dz) n keer toe (n geheel, > 0) dan volgt een-
voudig

] - v-n
{3.9.9)

1 d.n; —-v _ s_qgyT_-ven

G oMz VA (@) = CDP VAL () .

Opgave 3.9.1. Leid af de reeksontwikkeling van Lommel (1868),

@ m
@+ Vg (FTE - [ G hrimg o

mo m.

Besselfuncties van orde £ + }

In deze paragraaf beschouwen we de zgn. 'halftallige' Besselfuncties, dat
zijn Besselfuncties van orde (& + }), % geheel. Het blijkt dat de halftallige
Besselfuncties kunnen worden uitgedrukt in de elementaire functies sin z en

cos z. We merken eerst op dat uit de definitie (3.4.1) van Yu(z) volgt,

2+1

(3.10.1) ¥4 (2) = D3 (@) .

2+

(z).

We kunnen ons daarom beperken tot het onderzoek van de Besselfunctie J2+i

Beschouw eerst

0

LI
O R M
m=0 m! I‘(m+-2-)

Met behulp van de verdubbelingsformule voor de I'-functie is te schrijven

T(2m+2)/7 _ (2m+ 1)} V7

22m+ 1 B 2m+ | ’

m:rm+%)=rm+nrm+%>=

waarna volgt

(3.10.2) J (z) = \/ z (é;:?l)' Zmtl ﬁ%-sin z .

Analoog laat zich afleiden, j

(3.10.3) J_,(2) = = cos 2,

(
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waaruit met (3.10.1) volgt,

(3.10.4) Yi(z) = -\’ﬁ% cos z .

Met behulp van (3.10.2), (3.10.4) kunnen we nu de Hankelfuncties van orde }

samenstellen,

( | Hil)(z) = 3, + iY@ =i Z iz,
3.10.5
ng)(z) = 3,(2) - iY, () = +i\!—1-?—z e 1% |

Merk op dat deze uitkomst in overeenstemming is met (3.7.6).
De Besselfunctie J£+%(z) laat zich afleiden uit J+£(z) met behulp van de be-~
trekkingen (3.9.9). We vinden dan

E D@y - (0t @,

Z

oftewel met (3.10.2),

= oy f2 e+d 1 d. .2 sin z
(3.10.6) J2+£(z) = (-1) ~z (z dz) {——;——} , £ geheel, =2 0.

Evenzo laat zich afleiden,

_\{2 a+i, 1 d. % .cos z
(3.10.7) J_ﬂ_%(z) = \f;—z (z dz) {ﬁ—z——} ’ % geheel, =z 0.

Met behulp van (3.10.6), (3.10.7) is onmiddellijk in te zien dat J£+%(z),

J_E_*(z) zijn uit te drukken in elementaire functies,

J (z) ,

+ . .

L+ =210 2 (polynoom in i) ¢ L2 2 (polynocom in l) .

z z
J (2) Yz z
_2_%
. (1 (2) . s :
Ook de Hankelfuncties HR+£(Z), H£+é(z) zijn met behulp van (3.9.9) uit te
(1 (2)

drukken in Hi (z), Hi (z). Analoog als boven vinden we,

iz
(3.10.8) Hili(z) = (-] i\[—-?; zJH%(-;- a%)ﬂ{f-’z—} , & geheel, > 0

e (1
L+} Py L+4
gens (3.10.8) te schrijven als een product van e “/vz en een poelynoom in

1/z.

en een soortgelijke formule voor (z). De Hankelfunctie H ' {(z) is vol-
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Opgave 3.10.1. Bewijs (door volledige inductie) dat de voorstelling (3.10.8)

(1)
2+4
tische ontwikkeling van de Hankelfunctie.

voor H, 1(z) overeenstemt met de uitkomst (3.7.5) verkregen bij de asympto-

Nulpunten van Besselfuncties

Onder de nulpunten van de Besselfunctie Jv(z) verstaan we die waarden van z
waarvoor Jv(z) = 0 is. In deze paragraaf onderstellen we dat de orde v reeel

is. We bewijzen de volgende stellingen:

Stelling I. Alle nulpunten van Jv(z) (eventueel met uitzondering van z = 0)
zijn enkelvoudig.

Bewijs. Stel z = 2q # 0 zou een meervoudig nulpunt van Jv(z) zijn, dan was

minstens Ju(ZO) = JL(ZO) = 0, De functie y = Jv(z) was dan oplossing van de

DV wvan Bessel

sz

2
+ []—l]y:O’
22

dy , 1

dz? Z
en voldeed aan de beginvoorwaarden y(zo) = y'(zo) = 0. Anderzijds voldoeet
ook y(z) = 0 aan de DV en beginvoorwaarden. Daar Zg # 0 is, 1is z, een gewoon
punt van de DV van Bessel. Volgens de stelling uit § 1.2 is dan de oplossing
van DV plus beginvoorwaarden eenduidig, zodat Jv(z) = 0 zou zijn., We komen
tot een tegenspraak. De nulpunten van Jv(z) zijn enkelvoudig, behalve even-

tueel =z = 0, 0

Opmerking. Dezelfde stelling geldt voor de nulpunten van de Besselfuncties
(N (2)
YU(z), H\J (z) en Hv {z).

Stelling IT (Lommel, 1868). Zij v > -1, dan zijn alle nulpunten van Jv(z)

reeel,
Bewijs. We tonen eerst aan dat Jv(z) geen zulver imaginaire nulpunten heeft,

Stel daartoe z = iy, y reeel, dan is

. _ ¢iy\wv v 1 ¥+ 2m
Jvcly) (2) Z mi! T(v+m+1) 52 )
m=0
Voor v > ~] zijn de termen van de machtreeks alle positief; het is duidelijk
dat J (iy) # 0 is voor y # 0. De functie J (z) heeft geen zuiver imaginaire

nulpunten,
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Stel nu dat Jv(z) een complex (niet zuiver imaginair en niet reéel) nulpunt
z = a heeft, dan is Jv(a) = 0. Wegens Jv(a) = Jv(a) =0 is dan ook z = o
nulpunt van Jv(z). Voorts geldt a?-0a2 ¢ 0,

Met de methode van § 3.8 (zie (3.8.4)) berekenen we nu de volgende integraal

l - - -
_ tlad (at)J'(at) - aJ'(at)I (at)}]
J tJ, (at)J (at)dt = Y L 2 Y | =0
v io

. a2 - a2

wegens Jv(a) = Jv(a) = 0, Voor de convergentie van de integraal is nog nodig,
v > -l
Anderzijds is echter
1 1
j td (at)J (at)dt = J t|JU(ut)| dt = 0 ,
0 0

waaruit zou volgen Jv(at) 2 0voor 0 <t £1, hetgeen onjuist is. Voor

v > =1 heeft Jv(z) dus enkel reéle nulpunten, 0
Opmerking. De voorwaarde v > -1 is essentieel. Men kan bewijzen dat voor

v < -1, Jv(z) een eindig aantal complexe nulpunten heeft; zie bv. Watson
£3.1], Sectien 15.27.

Op grond van stelling IT kunnen we, in geval v > -1, ons beperken tot het
onderzoek van de nulpunten van Jv(x) met x reeel.
Wegens Jv(x) = 0(x") voor x - 0, zal voor v > 0 x = 0 een nulpunt zijn van

Jv(x). We zullen verder alleen de positieve nulpunten van Jv(x) beschouwen.

Uit de voorstelling

L= &Y ] CDZ (% m
A Y 20 m: T'(v+m+1) ‘2

volgt immers direct dat als x = Xy > 0 een nulpunt is, ook x = ~X, een nul-

punt van Jv(x) is.

Ter voorbereiding van stelling III bewijzen we eerst de volgende hulpstel-

ling.

Vergelijkingsstelling van Sturm (1836), Zij op het interval (a,b) p(x) een

reele oplossing van de DV
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2
{3.11.1) [ AN gl(x)y =0 ,
d 2
x
en P(x) een reéle oplossing van de DV
d2
(3.11.2) =L+ g,(x)y =0,
dx?

waarbij gl(x), gz(x) continu zijn op (a,b). Zij g‘(x) < gz(x) op (a,b). Tus-—
sen twee opeenvolgende nulpunten van ¢(x) in (a,b) ligt dan minstens &én

nulpunt van y(x}.

Bewijs. Laat ¢(x) opeenvolgende nulpunten X|s X, in (a,b) bezitten. Zonder
verlies aan algemeenheid mogen we dan aannemen g(x) > 0 op (xl,xz), waaruit
volgt w'(xl) > 0, ¢'(x2) < 0.

Onderstel nu dat Y(x) geen nulpunt bezit in (xl,xz) dan mogen we aannemen
dat bv. Y(x) > 0 is op (x],xz). We zullen aantonen dat deze onderstelling
tot een tegenspraak voert.

Ga daartoe uit van de DV's voor o(x), y(x),

p"(x) + g (x)o(x) =0, ¢"(x) + g, (x)Y(x) =0 .
Vermenigvuldig de eerste DV met ¢(x), de tweede DV met g(x) en vorm het ver-
schil,

P "X p(x) = Y"(®)e(x) = [g,(x) =g, (x) Jplx)y(x) .

Integreer over het interval [xl,xzj dan volgt

X
2
J Lg,(x) =g, (x)Jp(x)p(x)dx = ¢'(x)y(x,) — 9" (x4 (x) .

Xy

Het linkerlid van deze betrekking is positief wegens gl(x) < gz(x), p(r) » 0,
y(x) > 0 op (xl,xz); het rechterlid is niet-positief wegens ¢'(xl) > 0,
¢'(x2) < 0, w(xl) =0, ¢(x2) 2 0. We komen dus tot een tegenspraak. De func—

tie y(x) bezit minstens &&n nulpunt in (x},xz). a

Stelling ITI. Jv(x) bezit aftelbaar veel positieve nulpunten. De afstand

. < e s <
tussen twee opeenvolgende nulpunten van Jv(x) is = w indien |v| z i resp.

Bewijs. Uitgaande van de DV van Bessel is eenvoudig af te leiden dat de

functie w = xiJv(x) reéle oplossing is van de DV



- 73 -

(3.11.3) d% , [1 v d

l-w—_] w = 0 .
dx? x2

Onderscheid nu drie gevallen:

(i) Ivl < 1. Dan is 1 = (vZ~ 13/x% > 1 en we vergelijken (3.11,3) met de DV

2,
(3.11.4) ¥ 4w =0.

dx?
De algemene oplossing van deze DV i.e.
(3.11,5) w=A cos x + B sin %,

heeft aftelbaar veel nulpunten op onderlinge afstand w. Tussen elk tweetal
opeenvolgende nulpunten ligt volgens de stelling van Sturm minstens &&n nul-
punt van Jv(x). Bedenk voorts dat in een begrensd interval Jv(x) slechts
eindig veel nulpunten kan bezitten op grond van een bekende eigenschap van
analytische functies (zie Ackermans—-Van Lint [1.1], p.442). Jv(x) heeft
daarom aftelbaar veel positieve nulpunten.

Onderstel dat Jv(x) opeenvolgende nulpunten o, B bezit met afstand g-a 2 7.
Men kan dan een oplossing van (3.11.4) construeren die twee (of meer) nul-
punten bezit in het interval [a,R]. Op grond van de stelling van Sturm ligt
tussen deze nulpunten minstens &&n nulpunt van Jv(x). Dit is echter in te-
genspraak met de veronderstelling dat o, B opeenvolgende nulpunten van Jv(x)

zijn. De afstand tussen twee opeenvolgende nulpunten van Jv(x) is dus < 7.

(ii) |v| > 4. Voor x > [v| geldt dan | = (v%-{)/x? > 1/4v2. We vergelijken
(3.11.3) nu met de DV

2
(3.11.6) ¥ . 1 =0,
dx?  4y?

De algemene oplossing van deze DV heeft aftelbaar wveel nulpunten. Volgens de
stelling van Sturm bezit dan ook Jv(x) aftelbaar veel positieve nulpunten.
Anderzijds geldt 1 = (v¥~-1)/x% < 1. Vergelijk nu de DV's (3.11.3) en
(3.11,4) en pas de stelling van Sturm toe: Tussen twee opeenvolgende nulpun—
ten van Ju(x) ligt minstens &&n nulpunt van de functie (3.11.5). Omdat de
nulpunten van (3.11,5) onderlinge afstand w hebben moet de afstand tussen

twee opeenvolgende nulpunten van Jv(x), > 7w zijn.
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(iii) ivl = 4. Voor v = + } is afgeleid (zie (3.10.2), (3.10.3)),

Ji(x) = \/ﬁ% sin x , J_&(x) = \/ﬁ% cos X .

De nulpunten van deze functies zijn x = (n+1)n, resp. X
heel, = O, 0

(n+ §)n met n ge-

De nulpunten van Jv(x) zijn te rangschikken in een rij

]
8

(3.11.7) 0 < 3y, 1 <dy,2 S Iy n S s iig iy,n ,

waarbij j\J 0 het n-de positieve nulpunt van Jv(x) is.
H]

Opgave 3.1i.1, Toon aan dat
lim (j

1+

v+l - Jv,n) =T

Ter voorbereiding van stelling IV formuleren we nu de volgende hulpstelling:

Stelling;van Rolle. Zi} de functie £(x) differentieerbaar op [a,b] en z1j

f(a) = £(b)} = 0, dan bestaat er een punt ¢ met a < ¢ < b, zodanig dat
f£'(c) = 0.

Voor het bewijs, zie Ackermans~Van Lint [1.1], p.291. De stelling van Rolle
drukt uit dat tussen elke twee nulpunten van f(x) minstens &&n nulpunt van
£'(x) ligt.

Stelling IV. Tussen elke twee opeenvolgende positieve nulpunten van Jv(x)
ligt precies &&n nulpunt van Jv+1(x), en omgekeerd, tussen elke twee opeen-

volgende positieve nulpunten van Jv+|(x) ligt precies &&n nulpunt van Ju(x).

Bewijs. We maken gebruik van de relaties (3.9.1), (3.9.2),

(3.11.8) — {x"’Jv(x)} ==-x "3 (x),

v+l

3.11.9) £ =, @) = 2 G

n? Jy,n+)

Ga uit van twee opeenvolgende positieve nulpunten j\J
- ¥
tevens nulpunt van x vJv(x). Volgens de stelling van Rolle

van Jv(x) dan
zijn Jv,n’ v,n+l

ligt er dan tussen j en j minstens &&n nulpunt van de afgeleide
\), U,n+1 -_— 4

n
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d.w.z., van Jv+](x) (zie (3.11.8)). Stel nu dat Jv+1(x) twee nulpunten Al, Ao

zou bezitten met jv q S Ay <Ay < j
]

Dan zijn Aps Ay ook nulpunt van
v+

vyn+l’
Jv+l(x)' Met behulp van (3.11.9) en de stelling van Rolle volgt dat tus-

sen A, en Az minstens &&n nulpunt van Jv(x) zou liggen, Dit is in strijd met

het gegeven dat j en j opeenvolgende nulpunten van J (x} zijn. Tus~
VyT v,n+1 v

sen jv,n en jv,n+l ligt dus precies &&n nulpunt van Ju+i(x). Het bewijs van -

het omgekeerde gaat analoog. U

Voor v > -1 zijn de nulpunten van Jv(x), Jv+1(x) te rangschikken volgens

(3.11.10) 0 < Ju,1 ¢ Juet,1 S du,2 Sy, o0 S Jdy,n S duet,n S0

N.B. Verifieer dat inderdaad jv < is voor v > -1.
]

1 < Juer,
De nulpunten van de Besselfuncties Jv(x) zijn uitvoerig getabelleerd; zo is
bv.

= 8,6537
210,1735

11.7915,
= 13,3237,

2.4048, j, , ® 5.5201
»
+ 3.8317 7.0156

’ 30’4
> 31,4

’ 30’3

Jo,1
2

i » dy,2 7

Opgave 3.11.2. Toon aan dat tussen elke twee opeenvolgende positieve nulpun-
ten van Jv(x) precies &&n nulpunt van Yv(x) ligt, en omgekeerd.
Aanwijzing: Maak gebruik van de Wronski-relatie, W(Jv’Yv) = 2/%x (zie § 3.4);

schets tevens de grafiek van de functie Jv(x)/YU(x) voor x > 0O,

Opgave 3.11.3. Geef een asymptotische ontwikkeling voor jv n geldig voor
-
grote waarden van n. Onderzoek de nauwkeurigheid van deze ontwikkeling in

geval v = 0,] door vergelijken met de exacte waarden van jo a als
?

' Jl,n
hiervoor vermeld.

Opgave 3.11,4, Voor v > 0 geldt j ! > v waarbij j; 1 het kleinste

5 3
_ v, Jv,l ’
positieve nulpunt van J;(x) is; toon dit aan.

Opgave 3.11.5. Toon aan dat voor v = 0 alle nulpunten van J;(z) reeel zijn.
Onderzoek tevens de nulpunten van J;(z) in geval -1 < v < Q.
Toon aan dat tussen elke twee opeenvolgende positieve nulpunten van Jv(x)

precies &&n nulpunt van J;(x) ligt, en omgekeerd,

Opgave 3.11.6. Voer in de functie
G(z) := AJU(z) + zJG(z) »



- 76 ~

waarin v > =] en A een reele constante is. Bewijs dat alle nulpunten van
G(z) reéel en enkelvoudig (behalve eventueel z = 0) zijn, indien A+v 2 0
is. Toon aan dat tussen elke twee opeénvolgende positieve nulpunten van G{z)
precies &&n nulpunt van Jv(z) ligt, en omgekeerd.

Literatuur: Watson [3.1], Sections 15,23, 15.25.

3.12, Orthogonaliteitsbetrekkingen, Fourier-Bessel reeksen

In stelling III van de vorige paragraaf is bewezen dat voor v reeel de Bes-
selfunctie Ju(x) aftelbaar veel positieve nulpunten bezit, te rangschikken

volgens

0<j]<j2<.,.<jn<..., Jv(jn)=0'

Stelling. Zij v > -1, dan vormen de Besselfuncties

Jv(jlx)’ Jv(jzx),..., Jv(jnx),...

op het interval [0,1] een orthogonaal stelsel met gewichtsfunctie x, d.w.z.

1

(3.12.1) f xJ (03 (G xydx = 432 (5 )8
0

Hierin is §__ het Kroneckersymbool: § = 0 voor m # n, Som = 10
Bewijs. 1°. m # n. Met behulp van (3.8.4) vinden we dan,

xEjnJv(ij)JL(jnx) - jmJ;(jmx)Jv(jnx)]
J xJ (3. 1) (3. x)dx = .
v o™ vMn 2 .2
0 ) Jm T In 0

Pas vervolgens de recurrente betrekking (3.9.4) toe, i.e.

(3.12.2) AXJL(Ax) = vJv(Ax) - Ava+l(Ax) s

dan volgt
1 . . . . . . 1
xf3 J (. x)T (G x)-3 7T (G x)J _,(J x)]
. . - m v+l 'm vin nvm v+l - n
(3.12.3) J va(me)Jv(Jnx)dx T3
0 In~ In 0

Voor x + 0 is het rechterlid van (3.12.3) 0(x2v+2); wegens v > -1 is daarom
de bijdrage van de ondergrens x = 0 gelijk nul. Ook de bijdrage van de bo-

vengrens x = | is nul, wegens Jv(jm) = Jv(jn) = 0, We vinden dus,
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]

(3.12.4) I va(jmx)Jv(jnx)dx =0, m#n.
0

2°, m = n. Met behulp van (3.8.6) vinden we dan

) , i X 1
: (anxz- vAI2(5 k) + J2e2{3! (5 00 )2
J xJz(j x}dx = =
v 'm 2'2
Jm 0

0

c2 DD 2 . _ . . . 1
jox {Jv(me) + Jv+l(me)} Zvjmg Jv(me)Jv+l(me)

=2
sz 0
waarbij de afgeleide J;(jmx) geelimineerd is met behulp van (3.12.2).

Substitutie van onder~ en bovengrens leidt dan tot

|
(3.12.5) J xJS(jmx)dx = 332, G - 0
0

Analoog aan de theorie der Fourierreeksen kunnen we nu reeksen beschouwen

naar de Besselfuncties Jv(jmx) {fm=1,2,3,.4.), bv,

- -]

(3.12.6) ] aJ (j x) =8 .

m=]
Onderstel dat de reeks (3.12.6) uniform convergent is op [0,1], dan is de
coefficient a, uit te drukken in de som S(x). Vermenigvuldig daartoe (3.12.6)

met va(jnx) en integreer over [0,1], dan is

1 i

o0

[ xs03, 0 grax - 1% [ 3w, G006 mex = 4222, G
0

op grond van de orthogonaliteit der Besselfuncties Jv(jmx).

We kunnen nu a, opleossen,

1

2 .

(3.12.7) a, '33"_?7-; J xS(x)JU(Jnx)dx .
v+#1Yn’ 0

Deze formule is het analogon van de formules voor de ccefficiénten van een

Fourierreeks. De reeks (3.12,6) heet een Fourier-Bessel reeks. Voor v = * }

gaat deze reeks over in een Fourier-sinusreeks resp. Fourier-cosinusreeks.
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We kunnen vervolgens het omgekeerde probleem beschouwen, We gaan uit van een
functie f(x), gedefinieerd op het interval [0,1]. Bereken dan de bijbehoren-
de Fourier-Bessel coefficienten a  volgens

1
(3.12.8) a_ = —2z J xf(x)Jv(jnx)dx .

n 2 .
Jv+l(3n) c

en vorm de Fourier-Bessel reeks

(3.12.9) } anJv(Jnx) .
n=1
Men kan nu bewijzen dat onder zekere voorwaarden voor de functie f(x), de

Fourier-Bessel reeks (3.12.9) convergent is met som f(x), i.e,
o
(3.12.10) f(x) = nzl a J (3 % .

We vermelden nog de volgende stelling hierover (vergelijk deze stelling met
de hoofdstelling uit de theorie der Fourierreeksen, Ackermans-Van Lint [1.1],

p.390):
]

Stelling. Zij de functie f(x) gedefinieerd op [0,1] en zij J xif(x)dx ab-

0
soluut convergent. Laat f£(x) in het punt x = £, 0 < £ < 1, voldoen aan de

Dirichlet condities {Ackermans-Van Lint [1.1], p.390), dan is de Fourier-

Bessel reeks van f(x) convergent in x = £ met som j[£(£+0) + £(¢-0)1.

Voor het bewijs wordt verwezen naar Watson [3.1], chapter 18, speciaal Sec-
tion 18.24,

Opgave 3.12.1. Leid af de Fourier~Bessel reeks

[+

v 2

x=23J_C—)JU(an), 0x<1.

n=l “n v+l Jn

Opgave 3.12.2, Ontwikkel de functie log x in een Fourier-Bessel reeks naar

Besselfuncties JO(Jnx).

Opgave 3.12.3. Voor v 2 0 bezit JL(X) aftelbaar veel positieve nulpunten, te

rangschikken volgens
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i1 e ] Veaty =
0 < J] €dp S eee <Ig < eee s Jv(Jn) 0,
zie opgave 3.11,5,
Toon aan dat de Besselfuncties Jv(jég), m=1,2,3,..., op [0,1] een orthogo-

naal stelsel met gewichtsfunctie x vormen.

Laat zien dat in geval v = 0 de constante functie aan dit stelsel kan worden

toegeveegd.

Opgave 3.12,4, Voor v > =1, A+v 2 0 bezit de functie G(x) = AJv(x) + xJ;(x)

aftelbaar veel positieve nulpunten, te rangschikken volgens

0 <A <Ay < s <A < 0un G(x) =0,

zie opgave 3.11.6,
Toon aan dat de Besselfuncties Jv(Amx), m=1,2,3,.0., op [0,1] een orthogo-

naal stelsel met ggwichtsfunctie X vormen.

Gemodificeerde Besselfuncties

In een aantal mathematisch fysische problemen doet zich voor de gemodifi-

ceerde DV van Bessel,

2
(3.13.1) 22 L A gy _ (z2+v)y =0
dz? z

die verwant is met de DV van Bessel. Stel namelijk g = iz, dan gaat (3.13.1)

over in

2
;29_l+;%}é+ (z2-v2)y =0
dz?

d.i. de DV van Bessel met oplossingen Jv(;), J”v(;). De oorspronkelijke DV
(3.13.1) heeft dus oplossingen Jv(iz), J_u(iz).

Definitie. De gemodificeerde Besselfunctie van de eerste soort en orde v,

Iv(z), wordt gegeven door
(3.13.2) Iv(z) i= exp(—%vni)Jv(iz) .

Uitgaande van deze definitie laat zich voor Iv(z) de volgende MR-ontwikke-

ling afleiden,
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1 z, v+Zm

m! I'(v+m+ 1) (2

(3.13.3) I (2) = ]
m=0

De functie Iv(z) is weer een analxtische functie van z (in het opengesneden
z-vlak) en een gehele functie van v,
De gemodificeerde DV van Bessel (3.13.1) heeft nu tot oplossingen Iv(z),

I_v(z). De bijbehorende Wronski determinant laat zich berekenen,

_ _ 2 sin vn
W(Iv’Iﬂv) - nZ ’

De oplossingen Iv(z), I_v(z) zijn dus lineair onafhankelijk indien v niet

geheel is, lineair afhankelijk als v geheel is, Dit laatste volgt ook uit,

I,(2) =1 (2},
geldig voor n geheel.

Definitie. De gemodificeerde Besselfunctie van de tweede scort en orde v,

Kv(z),-wordt gegeven door,

I_U(z) - Iv(Z)

- v niet geheel
sin vrm ' g ’

(-1nH" {?I_U(z) alv(z)
3

(3.13.4) K (2) := %

(3.13.5) K (2) := ii? X (2) =

- s n geheel.
2 v v ven

De Wronski determinant wvan Iv(z) en Kv(z) wordt gegeven door,
- 1
W(IU’K\)) = "z" 7‘ 0 ’

zodat de oplossingen Iv(z) en Kv(z) lineair onafhankelijk zijn voor elke v.
Uit de definitie van Kv(z) is eenvoudig af te leiden de volgende betrekking

tussen Kv(z) en de Hankelfunctie,

n

W

Kv(z) = %; exp ($vmi)H (iz) .

Uit de in (3.7.3) gegeven asymptotische ontwikkeling voor de Hankelfunctie

laat zich dan voor Kv(z) afleiden,

@ (3-v), (§+v) k
- ™ -z k k (~1) _3 3
S TNT LT e Uzl mgncargz <z,

De beginterm van deze asymptotische ontwikkeling luidt,
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T -z 1 3 3
Kv(z) = \’iz e “[1 + 0}, |z| + o, ~F 7 <argz < T s
terwijl voor de functie Iv(z) kan worden afgeleid,

z
e

Iv(z) = 1+ 0(%)] s |z| »», ~dn <argz < §n .

2z

Stellen we z = x, reeel en positief, dan geldt voor grote waarden van x,

X
~ B ~ ro X
Iv(x) i~ N Kv(x) % \7x
2mx

De functie Iv(x) is dus exponentieel toenemend, de functie Kv(x) nadert ex~

ponentieel afnemend naar O indien x » .

Opgave 3.13.1. Verifieer de in deze paragraaf opgesomde eigenschappen van de
gemodificeerde Besselfuncties.

Leid een machtreeksontwikkeling af voor de functies Ko(z), Kn(z) met n ge~
heel (vergelijk (3.4.3, (3.4.6)), De functie Ko(z) heeft een logarithmische
singulariteit in z = Q.

Bepaal de genererende functie van de Besselfuncties In(z) en leid integraal-
voorstellingen af voor In(z), Iv(z), Kv(z), analoog aan de integraalvoor-
stellingen van Bessel en Poisson uit § 3.6.

Bereken de integraal

JzAu(kz)Bv(Rz)dz R

waarbij Av(kz), Bv(zz) gemodificeerde Besselfuncties zijn van de orde v.
Leid recurrente betrekkingen af voor de Besselfuncties Iv(z), Kv(z), zulks
naar analogie van § 3,9. Het zal blijken dat de recurrente betrekkingen voor
Iv(z) en Kv(z) verschillend zijn.

Toon aan dat de functies Iv(z), Kv(z) in geval v halftallig is, v = £ + },

zijn uit te drukken in elementaire functies.
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Hoofdstuk IV. Functies van Legendre

4.1, Definitie van de Legendre polynomen met behulp van de genererende functie

We beschouwen de functie

(4.1.1)  F(z,t) = m~mbe— ,  F(z,0) = 1.

Vi-2zt +t2

Deze functie is analytisch in t binnen een zekere cirkel C om t = Q. De
functie F(z,t) is singulier in de vertakkingspunten van de wortelvorm
YI-2zt+t%, d.i. int = z * ¥z2- 1. De straal van C zal daarom gelijk zijn

aan
min{|z + V22-1}|,|z - v22-1|} .

Binnen de cirkel C is F(z,t) te ontwikkelen in een MR naar machten van t.

Noem de coéfficiént van t© P (z), dan is

! = Z Pn(z)tn .

Y1 =22t + £2 n=0

We zullen aanstonds bewijzen dat de coéfficient P (z) een polynoom in z van

(4.1.2) F(z,t) =

de graad n is. We noemen Pn(z) het n-de polynoom van Legendre of het Legendre

polynoom van de graad n. De Legendre polynomen zijn aldus door (4.1.2) gede-

finieerd (Legendre, 1784). De functie F(z,t) heet de genererende functie van

de Legendre polynomen.

We zullen nu (4.1,2) verder uitwerken en een expliciete voorstelling aflei-

den voor Pn(z). Ontwikkel daartoe de wortelvorm in een binomiaalreeks,

1, .3 1
- o (==)(~F) .. (=5=1+1)
Flz,t) = (1-2z6+t2)78 = 2 _ 2 — 2 (- 2zt - )T
r=0 '
@ (})
= ] = Qze-t?)t
r=0 '

geldig voor |2zt-t?]| < 1.

Ontwikkel (2zt - tz)r met het binomium van Newton, dan is

€)) r 1 -
o o T @A e e -

©~3 8

(4.1.3) F(z,t) =

r=0
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-]

= —'q—-r( 1) (2z)
rZO kEO ki(r=k)

r-k r+k

Stel nu r+k = n en voer als nieuwe sommatievariabelen in, n en k. Dan loopt
n van 0 tot w; k varieert van O tot in (n evenr) of in-4} (n oneven). De bo-
vengrens voor k noteren we als [in], spreek uit: entier van in, d.i. het
grootste gehele getal < jn. De dubbelsom (4.1.3) gaat dan over in,

n [3n] (i)n—k n-2k

F(z,t) = ] t W( 1) (2z) .

n=0 k=0

Vergelijk dit resultaat met (4.1.2) dan volgt

C4nd () n-2k
(4.1-4) Pn(z) .- OW ( 1) (2 ) .

Met behulp van de verdubbelingsformule voor de I'-functie is af te leiden de

relatie

rp+4) _ Ir(pp+1 _ (2p)!
P T 22Prp+ 1) 2%Pp!

1

(4.1.5) (4

waarna (4.1.4) nog te vereenvoudigen is tot

C4n] _
(4.1.6) P_(2) = -nk (2n - Zk).! A7 =0,1,2,0..

k=0 2™k (n-k)!(n-2k)!

We constateren dat Pn(z) inderdaad een polynoom in z van de graad n is. De

eerste term van de som (4.1.6) is van de graad n; de laatste term is van de
graad n-2[4n], d.i. 1 (n oneven) of 0 (n even).

Indien n even resp. oneven is, bevat Pn(z) enkel even resp. oneven machten

van z. Pn(z) is dan een even resp. oneven functie van z.

We zullen de eerste zes Legendre polynomen nog uitschrijven,

Po(z) = l ’
P](z) =z,
Po(2) = §(322-1) ,
(4.1.6a)
Py(2) = $(523-32) ,
P,(2) = -é- (35z% - 3022 +3) ,
P (2) =% (6325 - 7023 + 152) .
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In (4.1.6) is Pn(z) gerangschikt naar afdalende machten van z. We herleiden
nu (4.1.6) tot een voorstelling waarin gerangschikt is naar opklimmende
machten van z,

In geval n even, n = 2m, zal gelden,

° k (4m = 2k)! 2m-2k
P, (z) = ] (1) z
Zm k=0 22M 1 (2m~ k) ! (2m - 2K)

Stel j = m-k dan volgt

B

. iy .
417y By (2) = ] (DT o EmEE) 22
j=0 2" (m=-3j)i(m+j)1(25)!
Evenzo geldt voor n oneven, n = 2m+ 1,
m . . ' .
(4.1.8) P,  .(2) = I _(Om+2j+2)! AL

0 22m+l

3 (m=-3)I(m+j+1)(25+1)!
Men kan gemakkelijk verifiéren dat (4.1.7), (4.1.8) overeenstemmen met de in

het voorbeeld uit § 1.2 gevonden polynoom-oplossingen van de DV van Legendre.

We berekenen vervolgens Pn(il), Pn(O) met behulp van de genererende functie

(4.1.2), Substitueer z = 1 in (4.1.2), dan wvolgt

F(l,t) = ! == [ P (D",
0

Vicze+eZ 17t 4e

Anderzijds is
To¢ E v, |t <1,

zodat we vinden
(4.1.9) Pn(l) = } ,
Evenzo is af te leiden

(4.1.10) P _(-1) = -nt.

Substitueer vervolgens z = 0 in de genererende functie (4.1.2},

L= § p(Of",

F(0,t) =
Y1+ t2 n=0
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terwijl anderzijds geldt,

1., 3 1 .
- © (-5)(-%) .o (Fx-n#¥1) ® (H

(1 +t2) b ) 2/ 72 ' 2 20 D D 2 le] <1 .
n=0 e n=0 fe

Vergelijk deze twee ontwikkelingen, dan volgt met (4.1.5),

n (2n)!

22n(n )

0y =0, (0)-(1)

P2n+1

Opgave 4.1.1. Bereken P;(tl), PA(O) met behulp van de genererende functie.

Tenslotte zullen we met behulp van de genererende functie, de functie

Pn(cos 8) ontwikkelen in een Fourierreeks. Ga daartoe uit van (4.1.2) en

substitueer z = cos 0,

F(cos 8,t) = {1 — 2t cos 6 + tz)‘_é = (1-tele- te—la-th)_i
= (1-te16)_£(1- tenla) i z P (cos B)t .
n=0
Anderzijds zijn de factoren (1-—teile)“i te ontwikkelen in binomiaalreeksen,
— o (4),
(-t THe ] ol el <1,
izg J°
]
. (1),
-10,- -ike k
(1-te ) b ) -ﬁgr“ 1 , el <1
k=0 '

Vermenigvuldig deze reeksen, dan volgt

@ e (.
Z P (cos o)t 7o} Jk
n=0 j=0 k=0 1%

k iGi-k)e j+k _

n n (i) (i)n_k 1(n_2k)e

= t kl(n ky! ’

n=0

018

waarin een nieuwe sommatievariabele n = j +k ingevoerd is,

Hieruit is onmiddellijk af te lezen,

B W im-208
A CEIV ‘

(4.1.11) Pn(cos g) =
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Deze uitkomst is nog te vereenvoudigen met behulp van (4.1.5). Voorts is
Pn(cos 8) reeel: we kunnen daarom in het rechterlid van (4.1.11) volstaan

met het reéle deel van de som, Er volgt dan

1 (2k) ' (2n - 2k) !

k=0 220 !)2[(a- k) ! ]2

(4.1.12) Pn(cos g) = cos({n-2k)s ,

d.i., de (eindige) Fourierreeks wvan Pn(cos 8).

Eventueel is (4.1.12) nog verder te vereenvoudigen. De eerste term (k = 0)
en de laatste term (k = n) bevatten beide een factor cos ns. Evenzo zijn al-
le andere termen - behalve eventueel de middelste - paarsgewijs te combine-
ren.

We zullen de Fourierreeks (4.1,12) nog uitwerken voor n = 0,1,2,3,
Po(cos 8) =1,
P](cos 8) = cos 8 ,
Pz(cos 8) = 1(3 cos 26 +1) ,
P3(cos 8) = %-(5 cos 36 + 3 cos 8) .

Uit de Fourierreeks (4.1.12) laat zich de volgende ongelijkheid voor het

Legendre polynoom Pn(x) afleiden,

n t _ 1
IPn(cos o) | < 2(2k).(2n 2k) |cos(n - 2k})e]|
k=0 2“7 (k!)2[(n-k)!1?
n ' _ '
< (k)1 (2n-2k)! _ P_(cos 0) = P (D=1,

k=0 2°%(k!)2[ (n - k)12
oftewel

(4.1.13) [P (0] =1, -lsxs<1,

Opgave 4.1.2. De Hermite polynomen Hn(z) worden gedefinieerd door middel van

de genererende functie
exp(2zt - t?) = } .._1.11_.1.1._ t? .

Leid een expliciete voorstelling af voor Hn(z). Laat zien dat Hn(z) overeen—

stemt met het polynoom ingevoerd in opgave 1.2.2.
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Opgave 4.1.3. De Laguerre polynomen Ln(z) worden gedefinieerd door middel

van de genererende functie

(-0 exp{— Iz_tt] = ] L (2)t".
n=0

Leid eenexpliciete voorstelling af voor Ln(z). Laat zien dat Ln(z) overeen-—

stemt met het polynoom ingevoerd in opgave 1.4.2.

Recurrente betrekkingen voor de Legendre polynomen Pn(z)

Voor de Legendre polynomen gelden de volgende recurrente betrekkingen,

() (n+ l)PnH(z) - (2n+ 1)zP (2z) + nPn_l(z) =0,
(11) 2P!(z) ~ B!_ (2) = nP_(2) ,

(I1I1) Plap(2) — 2P (2) = (n+ DP (2) ,

(IV) P!, (2) = B! (2) = (2n+ 1P (2) ,

(V) (2% - DP!(2) = nzP (2) - nP__, (z) .

Deze betrekkingen gelden voor n = 0,1,2,...; daarbij is per definitie,
P_l(z) = 0.

Afleiding. (I). Differentieer de genererende functie

F(z,t) = (1-2zt+t2)* = ! B (2)t"

n=0
naar t,
(4.2.1) aF(azc’t) - = 577 L “Pn(z“n-l ,
(1 -2zt +t?) n=0
oftewel

z~-t
(1~ 2zt +t2)

T = (1-2zt +t2) } nPn(z)tn-l ,
n=0

(z-t) ¥ P (2)t® = (1-2ze+¢2) | npP ()™}
n=0 n n=0 n

Gelijkstelling van de coéfficiénten van t" links en rechts geeft,
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an(z) - Pn- (z) = (nn+l)Pn+](z) - 2nan(z) + (n-l)Pn_I(z) .

1
oftewel

&1+1)Pn+l(z) - (2n-+l)an(z) + nPn_l(z) =0,

(I1I), Differentieer de genererende functie naar z,

F(z,t) - t
92 (1 -2zt +t2)

= BP'(z)t? .
3/2 nzo n

Combineer deze betrekking met (4.2.1) dan is

(z-t) ] Pl(2)t" = ] nP (2)t" .
n=0 =0

Stel de coéfficitnten van t” links en rechts aan elkaar gelijk, dan volgt,

zP&(z) - Pé_l(z) = nPn(z) .

{(II1). Differentieer (I) naar z,

(mﬂﬁ&ﬁd-(h+n%&)—Qmﬂu%&)+ﬂ;ﬁﬂ=0.'
Vermenigvuldig (II) met n,
1 - t = ne
nan(z) nPn_l(z) n Pn(z) .
Tel deze betrekkingen op en deel door (n+1) dan volgt,

P;+l(z) - zP;(z) = (n-Fl)Pn(z) .

(IV). Tel de betrekkingen (II) en (III) op, dan ontstaat er juist de relatie
(IV). De betrekking (IV) wordt ook wel geschreven als

I
JPn(z)dz = Sar 1 [Pn_'_l(?.) - Pn_l(z)] + C.

(V). Vermenigvuldig (II) met z en vervang in (III)} n door (n-1), dan ont-
staat er,

2°P!(2) =~ zP!_ (2) = nzP_(2) , -
Pé(z) - zP' (z) = nP (z)

n-1 n-l

Vorm nu het verschil van deze relaties,
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(22 - I)Pﬁ(z) = nan(z) - nP l(z) . |

n—
Uitgaande van (V) zullen we aantonen dat het Legendre polynoom Pn(z) voldoet

aan de DV van Legendre. Differentieer daartoe (V) naar z en maak gebruik van
(11),

L [(22- DRI(2)] = nB_(2) + nzP!(2) ~ nP!_ (2)

n-1

nPn(z) + nzP;(z) - h{zPA(z) - nPn(z)}

n(n-kl)Pn(z) .
De functie y = Pn(z) voldoet dus aan de DV,

2 0@2-1) I - nk+)y = 0

oftewel

2
(4.2.2) (1-22) i A 2z %l + a{n+l)y =0,
dz? 2

d.i. de DV van Legendre.

Opgave 4.2.1. Leid recurrente betrekkingen af voor de Hermite polynomen

Hn(z) gedefinieerd in opgave 4.1.2. Toon aan dat Hn(z) voldoet aan de DV van

Hermite als gegeven in opgave 1.2.2.

Opgave 4.2.2. Leid recurrente betrekkingen af voor de Laguerre polynomen

Ln(z) gedefinieerd in opgave 4.1.3. Toon aan dat Ln(z) voldoet aan de DV van

Laguerre als gegeven in opgave 1.4.2.

Formule van Rodrigues, integraalvoorstellingen van Schlafli en van Laplace

De formule van Rodrigues (1816) luidt

n
L 4 [2-1D)™, n=0,1,2,... .

(4.3.1) P (z) =
n 20! 42"

Afleiding. In § 4.1 is het polynoom P_(z) ingevoerd als de coéfficiént van
t" in de Taylorreeks (4.1.2). Volgens een bekend resultaat uit de functie-
theorie (Ackermans—Van Lint [1.1], p.436,441) is dan Pn(z) voor te stellen

door de volgende contourintegraal,
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1 4" -4
(4.3.2) B (2) = oy = [(1-2zt+¢t2) 2] =

dt

dt .

! (l-—2zt+t2)'i
2n1 tn+l

C
Hierin is C een willekeurige Jordankromme die in positieve zin doorlopen
wordt en het punt t = 0 omsluit, Neem voor C een cirkel met middelpunt z = 0
en straal kleiner dan min{|z + vz2Z-1|,|z - vzZ- 1|}. Herleid nu de inte-

grand in (4.3.2) tot een rationale functie door de transformatie

(4.3.3) (1-2zt+t2)5 =1-wt,

waarbij w de nieuwe integratievariabele zal zijn. Uit (4.3.3) volgt,

- - 2 - 2
(4.3.4) t = 2(z2¥) ’ (I-2zt+t2)i =1 Zevrvy s %* - 21 - 2zw 4w
1-W2 ]---w2 (I‘Wz)z

terwijl het punt t = 0 overgaat in w = z, Men kan nu bewijzen dat de trans-—
formatie (4.3.3) de cirkel C doet overgaan in een Jordankromme ¢® in het w-
vlak, die in positieve zin doorlopen wordt en het punt w = z omsluit, De in-

tegraal (4.3.2) gaat na de transformatie over in

1 (w2 - "
(4.3.3) Pn(z) © 271 J n n+! v ,
cx 2 (w=2)

d.i. de integraalvoorstelling van Schlafli (1881).

Met behulp van een bekende stelling uit de functietheorie (Ackermans-Van Lint
[1.1], p.436) volgt uit (4.3.5),

n
L4 r2-1n™ . 0

(4.3.6) P_(2) =
n 2Mn! dz

Opgave 4.3.1. Leid de formule van Rodrigues ook af door directe berekening.
Ontwikkel daartoe (z2- l)n met behulp van het binomium van Newton, voer de
differentiatie uit in (4.3.1) en verifieer dat de uitkomst overeenstemt met
(4-1-6)-

Opgave 4.3.2. Neem in (4.3.5) voor C¢* de cirkel met middelpunt z en straal
|22 -1|% en leid aldus af de integraalvoorstelling van Laplace (1825),

"
Pn(z) = %- j [z + (22-1)5 cos ¢]n dp .
0
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Opgave 4.3.3. Leid een formule van Rodrigues' type af voor het Hermite poly-
noom Hn(z) en voor het Laguerre polynoom Ln(z) als gedefinieerd in de opga-
ven 4.1,2, 4.1.3.

Nulpunten van Legendre polynomen

Het Legendre polynoom Pn(z) is een polyncom van de graad n. Volgens de
hoofdstelling van de algebra (Ackermans-Van Lint [1.1], p.450) heeft Pn(z)

dan precies n nulpunten., We bewijzen nu de volgende stelling:

Stelling. Het Legendre polynoom Pn(z) heeft n enkelvoudige nulpunten. Deze

nulpunten liggen in het interval -1 <z < 1,

Bewijs. a) We tonen eerst aan dat de nulpunten enkelvoudig zijn. Merk daar-
toe op dat de punten z = * 1 zeker geen nulpunten zijn van Pn(z), immers
Pn(l) =1, Pn(-l) = (-l)n, zie (4.1.9), (4.1.10). Stel nu dat z = g (o # £ 1)
een meervoudig nulpunt van Pn(z) zou zijn, dan was minstens Pn(a) = P;(a)==0.

De functie y = Pn(z) voldoet dan aan de DV van Legendre,
2
Gobel)  (1-22) SL -2z L +a@m+ 1)y = 0
dz2 z
Z
en aan de beginvoorwaarden ’
(4.4.2) y(@ =0, y'(a) =0 .

Anderzijds voldoet ook de functie y = 0 aan DV en beginvoorwaarden. Omdat

het punt z= o (o # * 1) een gewoon punt is van de DV, volgt met de stelling
uit § 1,2 dat de oplossing van (4.4.1}, (4.4.2) eenduidig is, Er zou dus
moeten gelden, Pn(z) = 0, Uit deze tegenspraak volgt dat de nulpunten van

Pn(z) enkelvoudig zijn.

b) De nulpunten liggen in het interval -1 < z < 1.
We maken gebruik van de formule van Rodrigues (4.3.!1) en de stelling van

Rolle (zie § 3.11)., We gaan uit van het polynoom P(x),

P(x) = (x2-1)" .

P(x) heeft nulpunten x = % 1; beide nulpunten zijn n-voudig. Vorm nu de af-
geleide P'(x),

Plx) = £ [&2- DR,
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Volgens de stelling van Rolle heeft P'(x) minstens &&n nulpunt x = g met
-1 < a <1, Voorts heeft P'(x) de (n-1)-voudige nulpunten x = +]. Omdat
P'(x) een polynoom van de graad 2n-1'is, zijn er in totaal (2n-1) nulpun-
ten. Daaruit volgt dat P'(x) precies &&n nulpunt x = a heeft met -1 < a < I.

De tweede afgeleide P"(x),

P(x) = S [(x2- )P
dx?

heeft twee (n-2)-voudige nulpunten x = + 1, minstens &&n nulpunt x = B, met
-1 < Bl < o en minstens &&n nulpunt x = 82 met o < 82 < 1 (stelling van
Rolle). Het totale aantal nulpunten is (2rn-2), zodat P"(x) precies &&n nul-
punt 8, € (-1,a) en precies &én nulpunt B, € (a,1) zal bezitten.
Op deze wijze gaan we door. Het is duidelijk dat na elke differentiatie het
aantal nulpunten van de afgeleide in het interval (-1,1)} met | toeneemt. Na

n differentiaties vinden we dat het Legendre polynocom Pn(x),

1 a° n
P (x) = —— — [(x*-1)"]
2'n! dx
precies n nulpunten bezit in het interval -1 < x < 1, B

Opgave 4.4.1., Toon aan dat de nulpunten van Pn(x) en Pn+l(x) om en om liggen
d.w.z., tussen twee opeenvolgende nulpunten van Pn+](x) ligt precies &&n nul-
punt van Pn(x).

Aanwijzing: Maak gebruik van de recurrente betrekking (I) uit § 4,2,

Orthogonaliteit der Legendre polynomen

Stelling. De Legendre polynomen Pn(x) (n=0,1,2,...) vormen op het interval

[-1,1] een orthogonaal stelsel met gewichtsfunctie I,

|
(4.5.1) J Pm(x)Pn(x)dx = ) .
-1

Bewijs. a) m #¥ n. De polynomen Pm(x), Pn(x) voldoen aan de DV van Legendre,

(I*-xz)P;(x) - 2xPé(x) + m(m-bl)Pm(x)

it
Q
-

]
o

(1 -xZ)P;(x) - 2xP!(x) + n(a+ DP_(x)
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Vermenigvuldig de eerste DV met Pn(x), de tweede DV met Pm(x) en vorm het
verschil,
(1= x2){P_(x)PM(x) = P (x)PL(x)} = 2x{P (x)B}(x) - P (x)P!(x)} +
+ {m(m+1) - n(n-+1)JPm(x)Pn(x) =0 ,

oftewel

_d_ I 1 - 1 - =

5 [ - x5 {P ()P (x) Pm(x)Pn(x)}] + (@-n)(m+n+ 1P (P (x) =0 .
Integreer nu over het interval [-1,1], dan is

| +1
(m-n)(m+n+1) J Pm(x)Pn(x)dx = = (l-xz){Pn(x)Pé(x) - Pm(X)P;(X)} = 0
-1
-1

Wegens m # n volgt dan

1
{(4,5.2) [ Pm(x)Pn(x)dx =0,
-1

b) m = n. Maak gebruik van de formule van Rodrigues (4.3.1), dan is

1
[ an(x)dx N W J D[ (%2 - 1)™ID™[ (2 ~ 1D)™dx ,

» 2%(m!)? _,

waarin D = d/dx.
Pas nu m keer partiéle integratie toe, dan zullen alle stoktermen wegvallen

(ga dit na) en er resulteert,

1 1

m
J P2(x)dx = f (2 - 1™ LG - D™ex
-1 27 {m!) -

Bereken vervolgens de afgeleide’

D2 (x2 - 1)B] = P x2™ - ("{‘)xz’“‘2 Foane # (=D = Cm)! ,

waarna
1 1

(2m) ! m
P2(x)dx = ——te I (1-x2)"dx .
_lj m 22m(m!)2 .
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De resterende integraal is te berekenen via de substitutie 1+x = 2t,

1 1
22m+l(m:)2

[ (1= x)™ gx = 27 f 0 - 0" dt = S
-1 0

We vinden dan uiteindelijk

1
(4.5.3) [ P;(x)dx =
-1

em!  2°"™'@h? 2 ]
22m(m!)2 Cm+1): 2m+1°

Opgave 4.5.1. Bereken de integralen

1 1
J Pm(x)Pn(x)dx . f me(x)Pn(x)dx .

Opgave 4.5.2. Leid een orthogonaliteitsbetrekking af voor de Hermite polyno-

men Hn(z) (n=20,1,2,...) en voor de Laguerre polynomen Ln(z) (n=0,1,2,...).

Deze polynomen zijn gedefinieerd in de opgaven 4.1.2, 4.1.3,

Reeksen naar Legendre polynomen

Naar analogie met de theorie der Fourierreeksen en der Fourier-Bessel reek-

sen (zie § 3.12) kunnen we reeksen naar Legendre polynomen beschouwen van
het velgende type,
(4.6.1) ] aP (x)=5(x), -l<xsI,

m=0
Onderstel dat de reeks (4.6.1) uniform convergent is op [-1,1], dan is de
coéfficient a_ uit te drukken in de som S(x). Vermenigvuldig daartoe (4.6.1)

met Pn(x) en integreer over [~1,1], dan is

1 1

J S()P (x)dx = ] a_ [ P (x)P (x)dx =
-1 -1

2 a
2n+1 “n ?

op grond van de orthogonaliteit der Legendre polynomen.

Hieruit is a_ op te lossen,
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i
a = (o +4) f S(x)Pn(x)dx .
-1

De laatste formule is weer te beschouwen als het analogon van de formules

voor de coéfficienten van een Fourierreeks.

We beschouwen vervolgens het omgekeerde probleem. Zij gegeven een functie
£(x), gedefinieerd op het interval [-1,1]. Bereken dan de coefficiénten a,
volgens
1
(4.6.2) a = (n+4) ! f(x)Pn(x}dx .
-1

<0
en vorm met deze coéfficiénten de reeks ) anPn(x).
n=0
Men kan nu bewijzen dat onder zekere voorwaarden voor de functie f(x), deze

reeks convergent is met som £(x), i.e.

o]
) aP (x)=f£(x), -l1sxsl.
n=0
We vermelden nog de volgende stelling hierover (vergelijk deze stelling met
de hoofdstelling uit de theorie der Fourierreeksen, Ackermans-Van Lint [1.1],
p.390):

1
Stelling. Zij de functie f(x) gedefinieerd op [(-1,1] en zij f £2(x)dx con—
-1
vergent, Laat £(x) in het punt x = £, -1 < § < 1 voldoen aan de Dirichlet

condities (Ackermans-Van Lint [1.1], p.390), dan is de reeks naar Legendre

polynomen van f(x) convergent in x = £ met som j[E(£+0) + £(g-0)].

Voor het bewijs wordt verwezen naar Rainville [1.9], p.176-179.
Voor een uitvoeriger onderzoek van de convergentie van reeksen naar Legendre
polynomen zie Robin [4.2], tome II, p.279-317, Hobson [4.3], p.318-342,

Opgave 4.,6.1. Leid af de somformule van Christoffel-Darboux (1856),

n a1 Pae (OB - BLGOP (D)
DRRCRERNCINO R — :

Deze formule speelt een belangrijke rol bij het bewijs van de hiervoor ge-
noemde stelling.

Aanwijzing: Maak gebruik van de recurrente betrekking (I) uit § 4,2.
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Indien de functie f(x) willekeurig vaak differentieerbaar is op [-1,1], laat

de formule (4.6.2) voor de coefficiént a_ zich als volgt vereenvoudigen.

Maak gebruik van de formule van Rodrigues (4.3,1) dan is

i
n
a = n+} f £f(x) d—n [(x2%~ l)n}dx .

o ofgs -1 dx

Pas nu n keer partiéle integratie toe, dan zullen alle stoktermen wegvallen
en er volgt

1
(4.6.3) a_ -n*} [ £ 0 -x2) dx .

We zullen enige voorbeelden geven van reeksontwikkelingen naar Legendre po-

lynomen:

Voorbeeld I. Beschouw de functie f(x) = *° met m geheel, = 0, We berekenen
de coefficient a, met behulp van formule (4.6.3). Bepaal daartoe de n-de af-

geleide van f£(x},

n 0O, n>m,
f(n)(x) - dn ) = m! m-n
dx — X n<m.
(m=-n). ’

Het is duidelijk dat a = 0 voor n > m. De reeksontwikkeling zal daarom af-

breken na de term met n = m. Voor n £ m geldt,

1
'

_n+i m! mn,, o0
{(4.6.4) a, === ~TCTEH f X (1-x2)"dx .
-1

2

De laatste integraal is nul, indien m-n oneven ia (integrand is oneven
functie van x). Daaruit volgt: a = 0 voor n < m, m—-n cneven.
Indien m—-n even is, stellen we m-n = 2k, n = m- 2k, De integraal (4.6.4)

laat zich dan berekenen via de substitutie x? = t,

]

_m=2k+1} m. 2k,, _ o\m-2k _
(#:6:3) apg T o oI NIOT C Jx (1-x5)" " dx <
0
I
_m=-2k+4 m! k=4, \m-2k , _
T TEk . @m0 Tn! f £ -7 Thde =

0
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_m-2k+} m! F(k+4)T(m-2k+1) _
o2k (m=2K) T(2k)! r(m_k+_g_)

mV/r  m-2k+}
]
2™ k! r(m-k+%)

waarbij nog gebruik gemaakt is van formule (4.1.5).
Voor de functie £(x) vinden we nu de volgende (eindige) reeks naar Legendre

polynomen (Legendre, 1785),

Hmj ol v [iin] m-2k+i

(4.6.6) f(x) =x"= ) a_ P, (x)=
w2k w2k B k=0 k! T(m-k+3)

k=0 2 w2

Omdat rechterlid en linkerlid van (4.6.6) polynomen zijn, zal de reeksont-
wikkeling (4.6.6) niet alleen gelden op [-1,1], maar voor elke (complexe) x.
Merk op dat in de reeksontwikkeling van x" slechts voorkomen de Legendre po-
lynomen Pm(x),Pmrz(x),...,P](x) {(m oneven) of Po(x) (m even).

Met behulp van (4.6.6) kan elk polynoom worden ontwikkeld naar Legendre po-

lynomen.

Voorbeeld II. We zullen nu de functie f(x} = elzx, -1 <x <1, z willekeurig

complex, ontwikkelem in een reeks naar Legendre polynomen.
De n-de afgeleide van £(x) wordt gegeven door

f(n) (x) = (iz)® e*¥* ,
zodat met (4.6.3) voor de coéfficienten a  volgt

!
= —i“; (iz)" Jelzx(l—xz)ndx :
'
2"'n -1

n

De laatste integraal is als volgt te herleiden,

i
I elzx(l -xz)ndx = J (elzx+e-1zx)(l -xz)ndx =
-1
1

= 2 J cos(zx)(l-—xz)n dx = T(J)T(n+ 1) -
0 (z/2)"

Jn+£(2)

2

op grond van de integraalvoorstelling van Poisson (zie (3.6.4)).

Voor de coefficient a vinden we dan
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J ., (2)
Bt} ;o0 y o+ - o I, (2) .
an o (1z) I‘(i)n. (T/i?ﬂ (2n+ ])1 7z n+i

2"n!
. . . izx
Tenslotte resulteert de volgende reeksontwikkeling voor e ,

(4.6.68) e 7 = \[L nzo 20+ 1Di% 3 (2P () .

Deze reeksontwikkeling is afkomstig van Bauer (1859).

Opgave 4.6.2. Ontwikkel de functie

0, -1 =x<0,
£(x) =

1, 0<x=s1,

in een reeks naar Legendre polynomen. Bepaal de som van deze reeks voor x=0.

Opgave 4.6.3. Ontwikkel de volgende functies in reeksen naar Legendre poly-
nomen: (1) (1-x)i; (ii) log(l-x).

Onderzoek de convergentie van deze reeksen in x = £ 1.

Opgave 4.,6.4, Toon aan dat

[4(n=1)]
P! (x) = Y (2n-4k-1)
k=0

P12

Leid hieruit af de ongelijkheid

[pr)| < PI(1) = fn(n+1) , -1 <x <]

Als toepassing van reeksontwikkelingen naar Legendre polynomen bespreken we

nog het volgende benaderingsprobleem. Zij gegeven een functie f(x), welke

kwadratisch integreerbaar is over het interval [-1,1]. We wensen nu op het
interval [-1,1] de functie f(x) te benaderen door een polynoom P(x) van

hoogstens de graad n, zodanig dat

1
(4.6.7) f [£(x) - P(x)]%dx minimaal is.
-1

Onder alle polynomen van hoogstens de graad n is P(x) dan de beste benade-

ring in het kwadraat-gemiddelde,of ook wel, beste benadering in de zin der

kleinste kwadraten, van de functie f(x).




_99_

Ter oplossing van dit benaderingsprobleem schrijven we
n
(4.6.8) P(x) = mzo a P (x),

waarin de coéfficienten a nog bepaald moeten worden., Substitueer (4.6.8) in
(4.6.7) dan volgt

1 1 1

n
(4.6.9) j [£(x) - P(x)1%dx = ] £2(x)dx - 2 ] a_ J £(x)P_(x)dx +
-1 -1 =0
1
E E f P, (x)P_(x)d
+ a, a X X)ax =
£=0 m=0 * U Km

-1

: n n a?
= J £2(x)dx - 2 Z a J f(x)Pm(x)dx + X ;rfi-,

-1 n=0 -1 m=0

op grond van de orthogonaliteit der Legendre polynomen.

Voer nu in de coefficient ¢ gegeven door

(m+}) J f(x)Pm(x)dx .
-1

(4.6.10) cn

Dan is (4.6.9) te herleiden tot

1 1 2

n ac n a
4.6, - 245 = J 2 - m m m
1 2

- 2
¢ n (am cm)

n
= 2 - m
J £ (x)dx E m + Tr .
- m=0 m=0
De laatste uitdrukking is minimaal indien a, =cp. We vinden dus voor de

beste benadering P(x),

n
(4.6.12) P(x) = ] c P (x)
m=0
waarin ¢, gegeven wordt door (4.6.10). Merk op dat het polyncom P{x) juist
de som is van de eerste n termen van de reeksontwikkeling naar Legendre po~

lynomen van de functie f(x).
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OEmerking. Als nevenresultaat volgt uit (4.6.11) de ongelijkheid van Bessel

2 1
z E—:—g = jf (x)dx
m=0

-1
voor de coéfficienten ¢, van de reeksontwikkeling naar Legendre polynomen
van de functie f(x). Vergelijk dit resultaat met de gelijknamige ongelijk-

heid uit de lineaire algebra en uit de theorie der Fourierreeksen, zie

Ackermans-Van Lint {1,171, p.194,388,

Opgave 4.6.5. Zij K de klasse van alle polynomen P(x) van de graad n, met

coafficiént van x° gelijk aan 1. Toon aan dat

1
j P2(x)dx , P(x) € K,
-1

minimaal 1s voor

2% (n!)?

P(x) = -—(—2-1'1—)":-— Pn(x) .

4.7. Legendre functies van de tweede soort

Van de EE van Legendre
s .
w.7.1)  (1-22) SL w2, Ly a1y =0
dz? z

hebben we tot dusver &&n oplossing gevonden, nl. y = Pn(z), het n~de Legendre

polynoom. Pn(z) wordt ook wel genoemd de Legendre functie van de eerste soort

van de graad n, We zullen nu een tweede oplossing van de DV (4.7.1) afleiden.

Deze oplossing wordt genoteerd als Qn(z) en heet de Legendre functie van de

tweede soort van de graad n (het woord graad is hier enigszins misleidend;

Qn(z) is namelijk niet een polynoom).
Voor de afleiding van Qn(z) maken we gebruik van de methode uit § 1,5, Sub-

stitueer in de DV (4.7.1) y = Pn(z)w(z), dan volgt
(1 - 22){P;(Z)W'+2PA(Z)W'-rPn(z)w”}-22{P;(z)w-+Pn(z)w'}‘+n(n-+I)Pn(z)w =0 .

Omdat Pn(z) oplossing is van de DV van Legendre zullen een drietal termen

wegvallen en er resulteert,
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Q 'zz)Pn(z)w" + {2(1-22)P! (2) = 22P (2) W' = 0 .

De laatste vergelijking is van te scheiden variabelen,

1
1 _ an(z) _ 22
7 s
v Pn(z) z2 - |

E

waaruit na integratie volgt
log w' = - 2 log Pn(z) - log(z?-1) + log B ,

. B
Pi(Z)(zz- 1)

w

Integreer de laatste uitkomst nogmaals, dan is

Z
w=A+8 J de ,
(¢~ 1)PA(L)

z

0

waarin A en B willekeurige integratieconstanten zijn. Ook zq is nog vrij te
kiezen.
Voor de oplossing van de DV van Legendre vinden we uiteindelijk

Z

y(z) = AP (z) + BPn(z) J dz .

2
(z? - NP ()

20

We definiéren nu de Legendre functie van de tweede soort van de graad n als

volgt,

o

(4.7.2) Q. (2) := P (z) f de . .
" i (€2 - DP2(D)

Z

We zullen nu eerst onderzoeken of de definitie (4.7.2) betekenis heeft en
voorts, of de functie Qn(z) eenvaardig is., Bij dit onderzoek moeten we let-

ten op a) de convergentie van de integraal (4.7.2), b) de singuliere punten

van de integrand. Het zal blijken dat we een zekere beperking moeten opleg-

gen aan de integratieweg opdat de functie Qn(z) inderdaad eenwaardig is.

.
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a) Convergentie van de integraal (4.7.2). Voor || - = geldt

(4.7.3)  B_(2) = 0™ , _ - oY) .
(z2- 1)P2(z)

-2 . .
n dz convergent is voor n = 0,1,2,..., is ook de

Daar de integraal sz C—Z
integraal (4.7.2) convergent.

De integrand [(Cz-l)Pi(C)]_l is een analytische functie van £ buiten het
interval -1 £ ¢ € 1, zie punt b). Daaruit volgt dat de Integraal (4.7.2) -
en de functie Qn(z) analytische functies van z zijn in het z-vlak ver-
minderd met het interval -1 < z < | langs de reele as. Deze analytische

functies zijn in het algemeen meerwaardig,

b) SinEuliefe punten van de integrand (4.7.2), De integrand in (4.7.2) heeft
twee enkelvoudige polen in de punten £ = * 1 en n dubbele polen in de nul-
punten g = aj (G =1,2,...,n) van het Legendre polynoom Pn(;). Volgens de
stelling uit § 4.4 liggen deze nulpunten in het interval -1 < ¢ < 1. We be-

rekenen nu de residuen van de integrand in g = +1,

(4.7.4)  Res { ' ] = lim—2"L =y,
t=1 {G2-DP2(D)] o1 (2~ DPi(D)

(4.7.5)  Res [ ! } = lim £+l = -4,
t=-1 [(£2- DPA()]  &o-1 (22 - D)P2(x)

Op soortgelijke wijze laat zich berekenen

(4.7.6) Res [ ! =0, j=1,2,...,0.
' gEa, (cz-l)P:(C_)

J

Opgave 4.7.1. Verifieer de laatste uitkomst.

Door het optreden van de singuliere punten r = 21, [ = ai zal in het alge-

meen de functie Qn(z) meerwaardig zijn. Immers, laat Cl een willekeurige in-
tegratieweg zijn van z naar . Beschouw dan daarnaast een tweede integratie-
weg C, bestaande uit C; plus een "lus" C beginnend en eindigend in z, die in

positieve zin om het singuliere punt z = g (R =1 of 8 = aj) loopt. We

‘
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vinden dan met (4.7.2) twee waarden voor Qn(z), aan te geven door Qn(z)|C
1

en Qn(z)|02, en er geldt

dg
ROINEE RIS XN -
nPle, ~ W@l =T o (2= 1R

| o, 8

]
= 271 Pn(z) Res [ !

> > } = < 7i Pn(z) s B
=B {(g°- I)Pn(g) -7 Pn(z) , B

n
2]

1

fl
I

Alleen een lus om Z = +1 of om £ = -1 blijkt aanleiding te geven tot meer-
waardigheid3van Qn(z). We merken nog op dat indien de lus C zowel het punt

£ =+1 als het punt £ = ~1 omsluit, de integraal langs C gelijk aan nul
wordt.

Het is nu gebruikelijk om de meerwaardigheid van Qn(z) als volgt op te hef-

fen. In het z-vlak brengen we een coupure of snede aan langs het interval

-1 £z <1, Zij nu 2z een punt buiten de snede dan wordt Qn(z) gedefinieerd
door (4.7.2), waarbij we afspreken dat de integratieweg de coupure niet zal
snijden, De integratieweg is verder willekeurig. Het is duidelijk dat Qn(z)

dan een &énwaardige analytische functie van z zal zijn in het z-vlak buiten

de snede -1 € z < I,

Opgave 4.7.2. Zij x een punt op de snede met -1 < x < 1, definieer dan

Q (x+1i0) = lim (x+1iy) , Q (x-10) = lim {(x+1iy) .
n g>+0 o y n* =0 % Y

Toon aan dat

{(4.7.6) Qn(x-+iO) - Qn(x-iO) = -'niPn(x) .

We onderzoeken vervolgens het gedrag van Qn(z) voor grote waarden van |z|,

(|z] + «). Ga daartoe uit van de definitie (4.7.2) en leg de integratieweg
langs de voerstraal door z naar =, Indien |z| "groot" is, zal langs de gehe-
le integratieweg |z| "groot" zijn. We onderzoeken nu het gedrag van de inte-

grand in (4.7.2) voor [gl + o, Uit formule (4.1.6) voor Pn(z) lezen we af,

4.7.7) B (2) = A"+ 0", z| > =,

waarin
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(2n)!

(4.7.8) A=
2™ (n1)?

Daaruit volgt voor de integrand (4.7.2),

! _ ] _ 1

(4-7-9) = - -
- 0P (2- DA+ 0?1 a7 0™
l = ;L_C—Zn—2 + O(E“Zn—ﬁ) , |Cl >,

Az 2n+2[l + O(C ) A2

Substitueer (4.7.7), (4.7.9) in de integraal (4.7.2), dan vinden we voor
Qn(z):

o

[az™ +0(z" %)) f [‘1;52“’2 + 0(;'2“"‘)] 4 =
A

(4.7.10) Qn(z)

Z

—-2n-1
(4" + O(zn_z)]["]'z' R 3)} -
A

i

-n-1

bz -n-3
A7Tn+1

+ 0(z ) lz| >« .

Conclusie. Voor grote waarden van |z| geldt,

(2n)! n n-2
(4.7.11) P_(2) = —=——— 2z + 0(z 7) , lz| » = ,
n 2% (n!)?
N, 12 e e
(4.7.12) Q@ = 5B T 0™ L 2| v e

We zien hieruit dat voor |z] > @ Pn(z) niet begrensd is (behalve voor
= (), terwijl Qn(z) = Q.

We berekenen tenslotte nog de determinant van Wronski W(Pn,Qn) van de cplos-
singen Pn(z), Qn(z) van de DV van Legendre. Maak daartoe gebruik van de

identiteit wvan Abel (3.2.3),
W(Pn,Qn) = C exp[-Jp(z)dz] .

waarin C een constante is, terwijl voor de DV van Legendre (4.7.1) p(z) ge-

geven wordt door
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p(z) = - 2z .

1 - z?2

Uit het laatste volgt,

Jp(z)dz = log(l - 2z2) , exp["Jp(z)dZ] Sp— )

1-2z2

zodat

(4.7.13) W(P_,Q) = c_ .,

1 - 22

Voor de bepaling van C onderzoeken we het gedrag van w(Pn’Qn) vaor |z{ -+ o,

Met behulp van (4.7.7), (4.7.10) laat zich afleiden

= ' - Dt =
W ,Q) = P (2)Q(z) - P} (2)Q,(2)
_ n n-2,-_ | n+l -n=2 -n-b4, o _
= {Az + O(z YIE X 9n+7 2 + 0(z )]
-n-l
n-1 n-3 1 2 -n=-3, . _
- [nAz +0(z" D Ig 57y + 0Cz )l =
c-z % 0,z e
Vergelijk dit met de exacte uitkomst (4.7.13) dan volgt C = | en

]

(4.7.14) W(P_,Q) =

| -22

De determinant van Wronski is # 0; Pn(z), Qn(z) zijn dus lineair onafhanke-

o

1ijk.

Integraal van Neumann voor Q {(z)

De integraal van Neumann voor Qn(z) (1848) luidrc,

I

4.8.1)  Q2) =} J
=1

Pn(t)

z-t

dt .

De integraal heeft betekenis voor elke z buiten het integratie-interval
[-1,1]. Breng nu in het z-vlak weer de snede -1 s z < ! aan, dan is de inte-
graal (4.8.1) buiten de snede een analytische functie van z (Ackermans-

Van Lint (I1.!]1, p.435).
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Met behulp van de formule van Rodrigues (4.3.1) is de integraal (4.8.1) ook
als volgt te schrijven,
1

_ 1 d" .. o_ . \nq _dt
Q,(2z) = ;E:T;T J E:E N

-1

Integreer nu n keer partieel, dan zullen alle stoktermen wegvallen en er re-
sulteert,
1

] (1-t2)"
{4.8.2) Q (z) = —— J -—_ dt .
n 2n-i-] y (z—t)nﬂ

Deze integraalvoorstelling is equivalent met de integraal van Neumann.

Afleiding van (4.8.2). We maken gebruik van de methode van Euler transforma-

tie (zie Ince [2.1], chapter 8, Burkill [2.2], chapter 6). Probeer als op-
lossing van de DV van Legendre, de contourintegraal

b

Y(t)

y =y(z) = J dt ,
(z - t)n+1

waarbij de functie Y(t) en de integratieweg van a naar b in het complexe t-

vlak nader te bepalen zijn. Substitueer deze integraal in de DV van Legendre

(4.7.1) dan ontstaat er

(l-—zz)y" - 2zy' + nin+ 1)y =

b 2

J I:(n+l)(n+2) 172 ) iz 4 Ao+ 1) j!Y(t)dt
a

|

(z~t)n+3 (z_t)n+2 (z-t)nH
b
= (n+1) J [(n+2)=2(n+1)zt +nt?] Y(t)+3 dt = 0
(z-t)"

a.

Vervang in de laatste integraal z door (z=-t) + t dan volgt

‘b .
(1} - t2)Y (L) tY(t)
(n+2) 222200 ey 2B g =0 .
af l: (z-t)n+3 (z - t)n+2:(

Na partiele integratie van de eerste term van deze integraal komen we tot
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b

. b
(1= t2Y(t) J d 5 dt _
e - [ {(1=-tDY(H} + 2(n+ 1NtY(t)] ————=—— =0,
(z-—t)n+2 dt (z-t)n+2

a

Aan de laatste betrekking is voldaan indien

(4.8.3) = {(1- DY} + 2+ Dex(e) = 0,

-ty |® _
(4.8.4) Tz—:t_)-m_ = Q

a

De DV (4.8.3) heet de Euler transform van de DV van Legendre; de algemene

oplossing van deze DV luidt

Y(t) = AQ1 - £2)"

waarbij A een willekeurige constante voorstelt. Aan de voorwaarde (4.8.4)
wordt dan voldaan door bv. de keuze a = b, i.e. de integratieweg is een (ge-
sloten) Jordankromme C die het punt 2z omsluit, of a = -1, b = I, Met deze

keuze komen we tot de volgende twee oplossingen van de DV van Legendre,

AL
N = a4
c (z-t)
I ».n
(1-t2)
O I e
2 2—1 (Z"t)n+l

waarin A,, A, nog vrije constanten zijn.

1

Merk op dat voor A, = - (27i) 27" de eerste integraal juist overeenstemt

1
met de integraalvoorstelling van Schlafli (4.3.5) voor Pn(z).

Conform (4.8.2) stellen we in de tweede integraal A, = 2-n"1. De resulteren-

de functie

o (-3t
(4.8.5) d(z) := ?{:]—' —ij m dt

is dus oplossing van de DV van Legendre. Dit betekent dat ®{z) te schrijven

is als een lineaire combinatie van Pn(z) en Qn(z),

{4.8.6) d(z) = CPn(z) + DQn(z) .
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We zullen nu de constanten C, D bepalen door onderzoek van het gedrag van
$(z) voor |z] - =,

Ontwikkel daartoe (z - t)_n“] in een MR naar machten van 1/z,

o0 (n+i)m

-n-1 -n—-1 t.,-n=-1 _ -n-| t.m
(4.8.7) (z-1t) =z {1 - EJ = gz X —T CE) s
m=0
geldig voor -1 <t < |, |z\ > 1, Substitueer (4.8.7) in (4.8.5) en integreer

termsgewijs, dan volgt
1
L Jtm(l_tz)ndt ,  lzl > 1.
jul
Z -

-n-1 o (n-i-l)m

(4.8.8) #(2) = =
2n+l 1=0 m!

De laatste integraal is nul voor m oneven. Voor m even, m = 2k, ig de inte-

graal te herleiden tot een B-integraal,

1 1

J 2201 - 2y ge = f oW qy = M-;—— .
F(n+k+§)

Substitueer deze uitkomst in (4.8.8) dan volgt

=1 e '
;0 1 Ik + 4)nl(n+ 1)2k 1

(4.8.9) o(z) 35
k=0 (2k)! T(n+k+3) z

n+l k

2

« on,~0"| "f (m+K)i(n+2k)! 1
o KTIm+ 2+ )] 2k

z| > 1,
z|

waarbij nog gebruik gemaagkt is van de verdubbelingsformule voor de I'-functie,
De MR-ontwikkeling (4.8.9) is absoluut convergent voor |z| > 1,

Uit (4.8.9) is onmiddellijk af te lezen,

_ 2n(n.’)2 -n~1 -n—3
(4.8.10) “Q(Z)-WZ + 0(z T, ]zl-*w.
Vergelijk deze uitkomst met (4.7.11), (4.7.12) dan volgt C=0, D=1 in
(4,8.6) en dus ¥(z) = Qn(z). a

Opmerking. Als nevenresultaat van de afleiding vinden we nog de volgende MR-
ontwikkeling voor Qn(z) (zie (4.8.9)),
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n+k)I(n+2k)! 1
kI(2n +2k + 1)! zZk ?

(4.8.11) Q. (2) = 22 " lz] > 1 .

'
k=0
Opgave 4.8.1, Bepaal twee lineair onafhankelijke oplossingen van de DV van

Legendre

2
(1—z2)9—§- 22 &L + n(a+ )y = 0
dz

in de omgeving van het punt z = » (zie § 1.6). Verifieer dat deze oplossin-

gen overeenstemmen met de machtreeksen (4.1.6), (4.8.11) voor Pn(z), Qn(z).

Opgave 4.8,2, Volgens de integraalformule van Cauchy (Ackermans—Van Lint

(1.13, p.434) is Qn(z) voor te stellen door

dt .

| Q (t) - ] o Q,(e)
271 t—-2 t 2wy t-z

¢ ¢,

(4.8.12) Q (2) =

Hierin zijn C], ¢, willekeurige Jordankrommen; C2 omsluit het interval
-1 £t <! en ligt binnen ¢, terwijl het punt z tussen C en G ligt., Leid

de integraal van Neumann af uit (4.8.12) door een passende keuze van Cl’ CZ'

Met behulp van de integraal van Neumann onderzoeken we vervolgens het gedrag
van Qn(z) in de omgeving van de punten z = + }. Schrijf daartce (4.8,1) als
volgt,

1 | 1
P_(t) P (z} - P _(t)
: J e N J zd—tt -4 J T
-1 -1 -

dt =

(4.8.13) Q (2)

i

z*l'-l_w (z) .

iPn(z) log z=-1 n-1

Hierbij moet voor log(z *!) de hoofdwaarde worden genomen, zodat

log z+1

pope il log(ﬂ[ + 1 arg(z+1) - i arg(z~-1) ,

z~1
waarbij met arg(z 1) de hoofdwaarde van het argument bedoeld is,
-n < arg(z+1) £ n. De functie Wn_‘(z) is per definitie gegeven door

1
Pn(z) - Pn(t)

(4.8.14) w__ (2) i= [ —— at .
~1
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Nu is P een polynoom van de graad n. Het verschil [Pn(z)-Pn(t)] zal zeker
deelbaar zijn door (z-t), waarbij het quotiént een polynoom in z en t is
van de graad n- 1. Integratie naar t voert tot de functie Wn_l(z), die even-
eens een polynoom in z is van de graad n—-1.

Uit de betrekking

(4.8.15) Q, (z) = 4P (z) log -::—i— - W, (2

is af te lezen dat Qn(z) een logarithmische singulariteit heeft in de punten

z =21,

1]

Voor n
Qn(z), afgeleid uit (4.1.6a), (4.8.13),

0,1,2,3 geven we nog de volgende expliciete uitdrukkingen voor

+ 1
i log gfrT s

[}

Qy(2)

z+ 1
z=1

-1,

Q](z) = 1z log

+ 1 3

Qz(Z) = %PZ(Z) ].Og:—_'i"" -2— Z

Q;(2) = #P4(2) log .Z_;_: - _3_ 22 +

wire

Opgave 4.8.3. Leid de voorstelling (4.8.15) ook af uit de definitie (4.7.2)

van Qn(z). Splits daartoe de integrand in (4.7.2) in partieelbreuken.

Opgave 4.8.4. Ontwikkel Wn—l(z) naar Legendre polynomen.

Toon aan dat

W (1) = pme1) - p() .

Aanwijzing: Leid eerst af dat Wn_l(z) voldoet aan een inhomogene DV van

Legendre.

Opgave 4.8.5. Onderzoek de convergentie van de integralen

o3 o

(1) J Pm(Z)Qn(Z)dz 3 (ii) [ Qm(z)Qn(Z)dz , (m#mn),
|

Bereken deze integralen.
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Opgave 4.8.6. Bewijs dat voor m < n geldt,

|
P (t)P (t)
P_(2)Q (2) = } f ——dt .

z—-t
-1

De Legendre functie Qn(z) is tot dusver gedefinieerd in het z-vlak met snede

-1 £z =1, We zullen deze definitie nog als volgt aanvullen. Zij x een punt

op de snede met -1 < x < |, dan definieren we
(4.8.16) Q_(x) := 4[Q (x+i0) + Q (x=i0)]
waarin

(4.8.17) Qn(x-FiO) = lim Qn(x-Piy) . Qn(x- i0) = lim Qn(x-Fiy) .
y-++0 y-+=0

Opgave 4.8.7. Leid uit (4.8.15) en (4.8.16) af,

| +x%

Q%) = 4P (x) log Tog ~ W _ () , ~l<x<l,

Opgave 4.8.8. Bereken de integraal

|

J Pm(x)Qn(x)dx .
-1

Recurrente betrekkingen voor de Legendre functies Qn(z)

Voor de Legendre functies Qn(z) gelden dezelfde recurrente betrekkingen als

voor de Legendre polynomen P (z) (zie § 4.2):

(D) (n+1Q ,,(z) - @n+1)2Q (2) + nQn_l(Z) =0,
(11) 2Q)(z) - Q' _,(2) =nQ (2) ,

(111) Q. (2) — 2Q (2z) = (n+1)Q (2) ,

(Iv) Q. (2) - q_(z) = Cn+1)Q.(2) ,

W (z2- Q) (z) = nzQ (2) - nQ _,(z) .

Deze betrekkingen gelden voor n = },2,3,..., (niet voor n = 0),
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Afleiding. Bij de afleiding maken we gebruik van de integraal van Neumann

{(4.8.1) en van de recurrente betrekkingen voor Pn(z).
(I). Met de integraal van Neumann volgt,

(n+1)Q_, ., (z) - (2n-+])an(z) + nQn_l(z) =

n+1

dt

5 YR, () - (2n+ DB (£) + nb__ (1)
z=t
-1
1

- J (n-rl)Pn+](t) - (2n-+1)tPn(t) + nPn_l(t) s -

z-t
-1

] ]
(n+14) J P (t)dt = - (n+4) f P_(t)de ,
-1 -1

op grond van de recurrente betrekking (I) voor Pn(z).

Voor n = 1,2,3,... is verder

1 1
J Pn(t)dt = J Pn(t)PO(t)dt =0,

op grond van de orthogonaliteit der Legendre polynomen.
(II1). Gebruik weer de integraal van Neumann,

1 1
an(t) g+ } J Pn_](t)

zQ'(z) - Q'_.(z) = - | J dt
" ! o @-o? ) @-0?
1 1
- )P P - P
. [ (z-t) n(t) it - ) [ tP_(t) n_l(t) i
-1 (z-t)? -1 (z-t)2
1
tP (t) ~ P (t)
- - (2) -} f z e
(z-1t)?

-1
Pas in de laatste integraal partiele integratie toe, dan volgt

tP_(t) - P__ (t)}+]
2Q)(2) - Q1_,(2) = - Q_(2) - § —= - +

z-t -
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dt =

tPp(e) + P (£) - P/ _ ()
* é z-t
-1
'@ e (0

— dt = nQn(z) ,

= - Q(2) +} J
-1

waarbij de stokterm wegvalt en gebruik gemaakt is van de recurrente betrek-

king (II) voor Pn(z).

(II1)-(V). De recurrente betrekkingen (III)-(V) volgen uit (1), (II) op de-
zelfde wijze als de overeenkomstige betrekkingen voor de Legendre polynomen
Pn(z) (zie § 4.2),

Geassocleerde Legendre functies

Naast de DV van Legendre treedt bij vele praktische toepassingen op, de ge-

assocleerde DV van Legendre

2 2
(4.10.1) (]-*zz)-c-l—z--Zz—g%-F{n(n*'l)' L }v=0
dz2 1 -z2

waarin n, m geheel, 2 0 zijn met m < n, In geval m = 0 gaat (4.10.1) over in

de DV van Legendre.
Tussen de geassocieerde DV van Legendre en de DV van Legendre bestaat het

volgende verband. Substitueer in (4.10.1),

(6.10.2) y = (22- )™ y(2) ,

dan gaat (4.10.1) (na enig rekenwerk) over in de volgende DV voor w,

2
(4.10,3) (1-22) 4w _ 2(m+ )z EIE+ (n-m){n+m+ 1)w =0 ,
d22 dz

Beschouw nu de DV van Legendre,
2
(4.10.4) (-2 £L -2 L v nm+)y =0 .
dz? z

Differentieer deze m keer naar z en stel dmy/dzm = v. Met de regel van

Leibniz (Ackermans-Van Lint [!.1], p.290) is af te leiden,




- 114 -

m m m-k k
-d—_ (1-22) E.EX = E k'(m-:-k)' d — [9.2.2.} d_k (l-zz) =
dz™ dz? k=g <+ \M *dz™ dz2) dz
2
= (1=-22) v _ 2mz %_ m(m- 1)v ,
dz?
m m m-k k
d d m! d d d dv
“— @z = ] (& S (22) = 22+ 2av .
az™ dz K=o ki{m—k)! dz™ k ‘dz dzk dz

Na m-voudige differentiatie van (4,10.4) vinden we dus de DV,

2
(4,10.5) (1-22) &Y _ 2(m +I)zi§+ (n-m)(n+m+1)}v =0 .

dz?

Deze DV is dezelfde als de DV (4.10.3) voor de functie w(z)}. We kunnen de

oplossingen van (4.10.3) nu onmiddellijk aangeven,

Met (4.10,2) volgen hieruit een tweetal oplossingen van (4.10.1),

We definiéren nu de geassocieerde Legendre functies van eerste en tweede

soort, Pﬁ(z), Qz(z), als volgt,

a™p (z) de (z)
(4.10.6) PR(z) o= (2= IR L ey e 2o pim B
dz dz

De functies P (z), Q (z) zijn oplossingen van de geassocieerde DV van
Legendre (4, 10 1). Vanwege onder meer de factor (z? - l)é dienen we in het

z-vlak een snede -1 = z < | aan te brengen. De functies Pn(z), Qn(z) zijn

dan eenwaardige analytische functies van z in het z-vlak met snede

=1

1A

z = 1,

Uit de formule van Rodrigues (4.3.1) volgt voor P:(z),

n+m
(z2- I 4__ [ (p2 - yP)

4,10.7) P™(z) =
( ) n(Z) 2 n! dzn+m

Analoog als in § 4.3 laat zich dan de volgende generalisering van de inte-

graalvoorstelling van Schlafli afleiden,

' 2 _ gaD
{4.10.8) PE(Z) = 1, _(B.:_& (22_ l)%m J (t 1) dt

’
2m1 2nn: (t__z)n+m+l
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waarin C een Jordankromme is, welke in positieve zin doorlopen wordt en het

punt t = z omsluit.

Opgave 4.10.1. Leid uit (4.10.8) af de integraalvoorstelling van Laplace

m
voor Pn(z),

m

] L
(4.10.9) Pg(z) = %-SEﬁEFQL f {z + (2%-1)% cos m}n cos mp do .
0

Evenzo volgt uit (4.8.2) de volgende integraalvoorstelling voor Qg(z),

1
_ (n+m)! } (-e"
(4.10.10) Q%(2) = (—l)m—zﬁ—l—“f- (22 - 1) I rmet 9
o, - (z=-t)

Tot dusver zijn de geassocieerde Legendre functies gedefinieerd in het z-

vlak met snede -1 < z < ]. Het is gebruikelijk deze definities als volgt uit
te breiden tot de punten van de snede. Zij x een punt op de snede met

=1 < x < 1, dan definieren we

it

P‘r‘:(x) $Lexp (Jumi)P] (x + i0) + exp(-gmi)pﬁ(x-ion ,

(4.10.11)

Qx) = 4 (-1 Lexp(~mmi)QT(x +10) + exp (hmmi)QT(x-i0)7 .

Voor de betekenis van P:(xi i0), Qﬁ(xi i0), vergelijk (4.8.17),

Men kan gemakkelijk verifieren dat P:(x), Qﬁ(x) cok gegeven worden door

d"P_(x) | d"Q_(x)
(4,10.12) PO(x) = -1P(1 - x2) P “m , Q) = D" -x2)£m+ ,
dx dx

-1 < x <1

De functies Pﬁ(x), Q:(x) voldoen aan de geassocieerde DV van Legendre

(4.10,1) (met z vervangen door x).

Opgave 4.10.2. Toon aan dat de geassocieerde Legendre functies Pg(x) met m

vast, n = m,m+i{,m+2,.,. een orthogonaal stelsel met gewichtsfunctie 1 vormen

op het interval[-1,11, en dat geldt



- 116 -

1
(4.10.13) I P‘r‘:(x)PT(x)dx =
-1

2 {n+m)!
2Zn+1 (n-m)! “nr ‘

Oggave 4,10,3., Toon aan dat

1

m k dx _ (n+m)!
JPn(x)Pn(x) | - x T m(n-m) . dmk '

-1

waarbijn zm, n = k, (m,k) # (0,0).
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Hoofdstuk V. Methode van separatie van variabelen

Aan de hand van een aantal voorbeelden van randwaardeproblemen uit de mathe-

matische fysica zal in dit hoofdstuk de methode van separatie van variabelen

besproken worden,

Trillende snaar van eindige lengte

We onderzoeken de beweging van een trillende snaar van lengte l. De uitwij-

king van de snaar ter plaatse x (0 < x £ 1) en ten tijde t wordt aangegeven
door u(x,t). De uiteinden x = 0, x = ! van de snaar zullen "vast" zijn.

Voorts zijn de beginuitwijking en de beginsnelheid van de snaar op het tijd-
stip t = 0 gegeven. Voor de functie u(x,t) laat zich dan het volgende rand-

waardeprobleem formuleren:

2 2
(5.1.1) 2838 _5  g<x<I,t>0,
ax? at2

(5.1.2) u(0,t) =0, u(l,t) =0, t =0, (randvoorwaarden)
(5.1.3) u(x,0) = o(x) , %% (x,0) = ¥(x) , 0 < x <1, (beginvoorwaarden).

We merken op dat de DV (5.1.1) en de randvoorwaarden (5,1.2) homogeen line-

air zijn, d.w.z. indien de functies ul(x,t), uz(x,t) voldoen aan {(5.1.1),
(5.1.2) dan voldoet ook elke lineaire combinatie Au](x,t) + Buz(x,t) daar-
aan. De beginvoorwaarden (5.1.3) bezitten deze eigenschap niet; deze voor-
waarden zijn niet-homogeen—lineair. Bij de verdere oplossing spelen de homo-
geen lineaire voorwaarden en de overige voorwaarden een essentieel verschil-
lende rol,

We construeren nu een voorraad functies die voldeen aan de DV (5.1.1) en aan

de homogeen lineaire voorwaarden (5.1.2). De overige voorwaarden (5.1,3)
worden voorlopig buiten beschouwing gelaten. Bij de constructie van de voor-

raad maken we gebruik van de methode van separatie van variabelen. De metho-

de van separatie bestaat hierin dat we oplossingen zoeken van de vorm
(5.1,4) u(x,t) = F(x)G(t) .
Substitutie van (5.1.4) in (5.1.1) leidt tot

F'(x)G(t) - F(x)G"(t) = 0 ,
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" (x) _ G"(t)

.13 Fny C e

We hebben hiermee de DV gesepareerd: het linkerlid van (5.1.5) is een func-
tie van x, het rechterlid van (5.1.5) is een functie van t. Rechterlid en
linkerlid kunnen alleen dan aan elkaar gelijk zijn, indien beide constant

zijn. Noem deze zgn. separatieconstante A (A is in het algemeen complex),

dan volgt uit (5.1.5),

(5.1.6) F"(x) - AF(x) =0, G"(t) - AG(t) =0 .

Substitueer vervolgens (5.1.4) in de randvoorwaarden (5.1.2), dan volgt
(5.1.7) F@) =0, F(1) =0.

We komen zo tot het volgende probleem voor F(x):

F'"(x) ~ AF(x) =0, 0 <x<1,
(5.1.8)
FO) =0, F{1) =0 .

Het probleem (5.1.8) heeft uiteraard de triviale oplossing F(x) = 0. We zul-
len nu in het volgende afleiden dat het probleem (5.1.8) voor bepaalde waar-
den van A een oplossing F(x) # 0 heeft. Deze waarden van X worden eigenwaar-
den genoemd en de bijbehorende oplossingen F(x) heten eigenfuncties. Het

probleem (5.1.8) is dus een eigenwaardeprobleem. We zullen nu de eigenwaar-

den en eigenfuncties van (5.1.8) bepalen. Onderscheid daartoe twee gevallen:
a) A = 0, De oplossing van de DV (5,1.8) luidt dan
F(x) = Ax + B .

Uit de voorwaarden F(0) = F(1) = 0 volgt A =B =0, zodat F(x}) = 0 is; » = 0

is dus geen eigenwaarde.

b) A # 0, A complex. Stel dan A = —p2 (p # 0) waarna de oplossing van de DV
(5.1.8) luidt,

F(x) = A sin px + B cos px .

Uit de voorwaarden F(0) = F(1) = 0 volgt,
B=0, Asinp=20.

We vinden nu een niet-triviale oplossing indien
sinp=0, p=nn (n=1,2,3,...)

De eigenwaarden en eigenfuncties van (5.1.8) worden dus gegeven door
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2,2

7 , F(x) =sinnmx, n=1,2,3,... .

(5.1.9) A

-1

Voor A = -nZ7? heeft de DV (5.1.6) voor G(t) tot oplossing,
G(t) = C cos nrt + D sin nwt .
De eerder genoemde voorraad wordt dus gevormd door de functies
(5.1.10) u(x,t) = sin nmx cos nrt , u(x,t) = sin nwx sin nnt , n=1,2,3,...

Deze functies voldoen aan de DV (5.1.1) en aan de randvcorwaarden {(5.1.2).

Vorm nu de wvolgende lineaire combinatie van functies uit de voorraad (5.1.10),

oo

(5.1.11) u(x,t) = z sinrnn{(Cn cos nmt + Dn sin nmwt) ,

n=1
waarin Cn’ D, nog te bepalen constante coefficienten zijn die van n mogen
afhangen.
Onderstel dat de reeks (5.1.11) convergent is en termsgewijs gedifferenti-
eerd mag worden naar x en naar t, dan voldoet (5.1.11) aan de DV (5.1.1) en
aan de randvoorwaarden (5.1.2).
De coefficienten Cn’ Dn worden zodanig bepaald dat (5.1.11) ook nog voldoet

aan de (niet-homogeen-lineaire) beginvoorwaarden (5.1.3), i.e.

o

(5.1.12) u(x,0) = z Cn sin nmx = ¢(x) , 0 <x=<1,
n=1
(5.1.13) %% (x,0) = E n1rDn sin nmx = ¥(x) , 0<x< 1.

n=1

De reeksen (5.1.12), (5.1.13) zijn dus de Fourier—sinusreeksen van ¢{x),

¥(x). De coefficiénten Cn’ D worden dan gegeven door de bekende formules,

r |
C,6 = 2 J ¢(x) sin nmx dx ,
(5.1.14)4 0
i
D=2 | wx) si d
n = prym X S1n NTX X
- 0

De oplossing u(x,t) van het randwaardeprobleem (5.1.1)-(5.1.3) wordt nu ge-
geven door de reeks (5.1.11) met coéfficiénten C,» D, gegeven door (5.1.14).

Achteraf dient nog geverifieerd te worden dat de gevonden reeks inderdaad
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convergent is en termsgewijs gedifferentieerd mag worden naar x en naar t.
Tevens moet gecontroleerd worden dat de functies ¢(x), ¥(x) gelijk zijn aan

de som van hun Fourierreeksen (5.1.12), (5.1.13).

Opgave 5.1.1. Bepaal de oplossing van het randwaardeprobleem voor de functie

ul(x,t}),

2 2
ﬂ-.?..&:o. D<x<l1l,t>0,
ax? a2
9
u(0,t) = 0 , 35 (1,£) =0, t=0,
u(x,0) = 8(x) , %:—(x,o)=‘l’(x) , Os<x<1,

Opgave 5.1.2. Bepaal de oplossing van het volgende warmtegeleidingsprobleem:

2
k-ELE = %E , 0<x<1l,t>0,
ax?
u(0,t) = 0 , u(i,t)y =0, t=0,
u(x,0) = ¢(x) , 0<x<1.

Opgave 5.1.3. Bepaal de oplossing van het volgende randwaardeprobleem voor

een trillende snaar:

2 2
A8 _38u, o, O<x<lI, t>»0,
ax? at2
u(b,t) = 0, u(l,t) = sin wt , tz20,

u(x,0) = 0 , %% (x,00) =0, O0sx<1,

waarbij w # mn, m = 1,2,3,... .
Aanwijzing: Maak eerst de randvoorwaarden homogeen lineair door aftrekken
van een geschikte particuliere oplossing; pas daarna de methode van separa-

tie toe.

Opgave 5.1.4., Bepaal de uitwijking van een rechthoekig membraan met zijden a

en b, dat langs de rand is ingeklemd en belast is door een gelijkmatig ver-

deelde belasting q.
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Beschrijf het membraan door 0 < x < a, 0 <y < b, Laat u(x,y) de uitwijking
ter plaatse (x,y) zijn. Voor de functie u(x,y) laat zich dan het volgende

randwaardeprobleem formuleren:

2 2
3w, 3% _ % , OD<x<a, 0 <y <b,
ax? Byz
u{x,0) = 0, u(x,b) =0, 0 <x<a,
u(O,y) =0, wufa,y) =0, 0<y=b.

Hierin is T de spanning in het membraam.
Aanwijzing: Maak eerst de DV homogeen lineair door aftrekken van een geschik-

te particuliere oplossing; pas daarna de methode van separatie toe.

Warmtegeleiding in een cylinder

Voer in cylindercoordinaten (r,¢,z) en beschouw de cylinder gegeven door
0sr=<l1,0<¢ <21, - <z <, Laat u(r,¢,z,t) de temperatuur zijn ter
plaatse (r,p,z) in de cylinder en ten tijde t, dan voldoet u(r,¢,z,t) aan de

warmtegeleidingsvergelijking

2 2 2
37u 1 du ¢ 4 3%u  3%u _ 3du

r or r2 3¢2 322 at

(5.2.1) Au

m
|
|

Het oppervlak van de cylinder wordt op de temperatuur u = 0 gehouden. Voorts
is de begintemperatuur van de cylinder gegeven, u(r,9,z,0) = ¥(r). Uit sym-
metrie-overwegingen is duidelijk dat u(r,p,z,t) niet zal afhangen van ¢ en
z. We schrijven daarom u(r,¢,z,t) = u(r,t) en komen tot het volgende rand-

waardeprobleem voor u(r,t):

2
(5.2.2) -§—§+%%§-=-§-§ Oszr<l, t>0,
T

(5.2.3) u(l,t) = (randvoorwaarde)

I
o
-
[ns
[\
o]
-

(5.2.4) u(r,0) = v¥(r) , O=<r=<1, (beginvoorwaarde).

We merken op dat de DV (5.2.2) en de randvoorwaarde (5.2.3) homogeen lineair

zijn; de beginvoorwaarde (5.2.4) is nie:-homogeen-lineair.

We construeren nu een voorraad functies van de vorm

u(r,t) = F(r}c(t)
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die voldoen aan de DV (5.2.2) en aan de homogeen lineaire voorwaarde (5.2.3).
De laatste voorwaarde (5.2.4) wordt voorlopig buiten beschouwing gelaten,
Na substitutie van de functie u(r,t) als boven in de DV (5,2.2) en na sepa-

ratie volgt

(5'2'5) F"(r) + F (r) = G'(t) =

1 L}
F(r) T F(r) G(t)

A,

waarin A weer de separatieconstante is.

Uitgaande van (5.2.3), (5.2.5) komen we nu tot het volgende eigenwaardepro-

bleem voor F{r):

F'(r) + 2 F'(x) = AF(x) =0, 0 <r<l,
(5.2.6)

F(1) = 0 , F(0) is eindig.
Het punt r = 0 is een singulier punt van de DV (5.2.6); deze singulariteit
is een gevolg van de transformatie naar cylindercoordinaten. We moeten daar-
om expliciet eisen dat F(0) eindig is.

We onderzoeken als mogelijke eigenwaarden:
a) A = 0. De DV (5.2.6) heeft dan tot oplossing,

F(r) = A+ B log r .

1l

Uit de voorwaarden F(1) = 0, F(0) is eindig, volgt evenwel A = B = 0, zodat

F(r) = 0 is; X = 0 is dus geen eigenwaarde.

b) A # 0, A complex. Stel dan A = - p2 en substitueer in de DV (5.2.6)

z = pr, dan gaat deze over in,

2
dz

d.i. de DV van Bessel, De algemene oplossing van de DV (5.2.6) luidt dus
F(r) = AJO(pr) + BYO(pr) .

Uit de voorwaarde, F(0) is eindig, volgt B = 0, De voorwaarde F(l) = 0 leidt

tot Jo(p) =0, p= jn (n =1,2,3,...), waarin jn het n-de (positieve) nul-

punt is wvan Jo(x).

De eigenwaarden en eigenfuncties van (5.2.6) worden dus gegeven door

(5.2.7) A = —j%, F(r) = J5(j,0) » 0= 1,2,3,...

Voor A = -jﬁ heeft de DV (5.2.5) voor G(t) tot oplossing,
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(5.2.8)  G(t) = C expl-j2t] .

De gezochte voorraad wordt dus gevormd door de functies

u(r,t) = I, x) exP[-jﬁt] , no= 1,23 ... .

Vorm nu een lineaire combinatie van functies uit deze voorraad,

(5.2.9)  u(r,t) = ] CJo(j ) expl-j2cl,
n=1

waarin de coefficiénten C, nog te bepalen zijn.

De reeks (5.2.9) voldoet dan formeel aan de DV (5.2,2) en aan de randvoor-
waarde (5.2.3). Vervolgens worden de coefficiénten Cn zodanig bepaald dat
(5.2.9) ook voldoet aan de (niet-homogeen-lineaire) beginvoorwaarde (5.2.4),

i.e,
(5.2.10) u(r,0) = HZ] CIpGam) =0(r) , O0=r=<1.

De reeks (5.2.10) is dus de Fourier-Bessel reeks van de functie ¢{r). Met
behulp van (3.12.8) volgt dan voor de coefficient C.»
!
2 .
(5.2.11) Cn = ;Z?T-; J r?(r)JO(Jnr)dr .
1497 0
De oplossing u(r,t) van het randwaardeprobleem (5,2.2)-(5.2.4) wordt nu ge-
geven door de reeks (5.2.9) met coefficiénten C_ gegeven door (5.2.11). Ach-
teraf dient nog geverifieerd te worden dat (i) de gevonden reeks inderdaad
convergent is en termsgewi]js gedifferentieerd mag worden naar r en naar t,

(ii) de functie ¥(r) gelijk is aan de som van haar Fourier-Bessel reeks
(5.2.10).

Opgave 5.2.1. Bepaal de oplossing van het randwaardeprobleem voor de functie

u(r,q),
2 2
o, %.§¥.+ 1 stu g, 0<r«<l, 0<p<qg,
ar2 r? 392

=
~
H
-
[an)
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|
o
-
[+
~~
a1
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o
-
o
A
~
1A
-
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Opgave 5.2.2. Bepaal de oplossing van het randwaardeprobleem (5.2.2)-(5.2.6)

indien de randvoorwaarde u(l,t) = O wordt vervangen door de zgn. stralings-

randvoorwaarde

31
o
-

9
= (1,t) = - hu(l,t) , ¢

waarin h een positieve constante is.

Aanwijzing: Maak gebruik van het resultaat vermeld in opgave 3.11.6.

Opgave 5.2,3, Bepaal de oplossing van het randwaardeprobleem voor de functie

u(r,z),
EEE + 1.25 + 332.: 0, 0 <r < 1, 0 <z < | s
ar? T or 3z2
u(l,z) =0, O<z<I,
u(r,0) = 0, wu(r,t) = ¥(r) , O0<zrc=s1l .,

Bepaal de oplossing van hetzelfde randwaardeprobleem, indien de randveoorwaar-

den worden vervangen door

u(l,z) ¢(z) , 0=z=1,

u(r,0) =0, u(r,!) =0, O0<rcs<1.

Opgave 5.2.4. Door een cylindrische geleider, beschreven door 0 < r < |,
0s¢<2m, ~h<z=<h((r, 9, z zijn cylindercoordinaten) vloeit een gelijk-
stroom ter sterkte J. Het soortelijk geleidingsvermogen van de cylinder is
0. De stroom treedt de cylinder binnen via een schijfvormige electrode gege-
ven door 0 < r = a < 1, z = h, en verlaat de cylinder via de tegenoverlig-
gende electrode 0 < r < a, z = -h, Ondersteld wordt dat de stroom gelijkma-
tig verdeeld is over de electrodes. Bepaal de stroomdichtheid J in de cylin-
der. Deze stroomdichtheid is af te leiden uit de electrostatische potentiaal
u volgens j = o grad u. Voor de functie u = u(r,z) laat zich dan het volgen-

de randwaardeprobleem formuleren:

32u + 1 3u aZu _

> T 5t + ;:Z = . 0<r<l,~-h<z<h,
'2 », O<r<a,
32 (r,ah) = 4 ™0 2,y =0, hszzn.
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5.3. Verstrociing van een vlakke golf aan een bol

Voer in bolcoordinaten (r,9,¢) en beschouw het boloppervlak B gegeven door
r=1,0<86<m 0<g¢ <2, Deze bol wordt getroffen door een vlakke sca-
laire golf
(5.3.1) uy = elkz-lwt = explikr cos OJe-lwt s
die zich voortplant in de richting van de positieve z-as. In (5.3.1) is

 k = w/c, waarbij w en ¢ de frequentie en de voortplantingssnelheid van de
golf voorstellen., De invallende golf (5.3.1) wordt verstrooid aan de bol.
Noem de verstrooide golf u = v(r,8) expl[-iwt]; uit symmetrie-overwegingen is
nl. duidelijk dat u niet afhangt van ¢. Voor de functie v(r,8) laat zich nu

het volgende randwaardeprobleem formuleren:

2 2
(5.3.2) av+k2v53—‘i+-§--g-‘£f-+_!_3"+ cos 8 %—‘é+k2v=0,
ar? 2 382 r2 gin @
r>1,0=<8<=<m,
(5.3.3) v(1,8) = — explik cos 8] , 0 <@ =%,

(5.3.4)  v(r,8) ~ A(9) -‘*—"P-[r—l‘-‘-r-]- , row 0<6sm

Toelichting: De verstrooide golf u voldoet aan de golfvergelijking; substi~
tutie van u = v exp[-iwt] leidt tot de Helmholtz vergelijking (5.3.2) voor
v. De voorwaarde (5.3.3) drukt uit dat op het boloppervlak B de totale golf

ugtu =90 is. De voorwaarde (5.3.4) heet de uitstralingsvoorwaarde van

Sommerfeld; ze drukt uit dat voor grote waarden vanr de verstrooide golf
zich gedraagt als een van B uitgaande bolgolf.

We zullen het randwaardeprobleem (5.3.2)-(5.3.4) oplossen met de methode van
separatie van variabelen. Construeer daartoe een voorraad functies van de

vorm
(5.3.5) v(r,8) = F(r)G(e) ,

die voldoen aan de DV (5.3.2) en aan de (homogeen lineaire) voorwaarde
(5.3.4). Substitueer (5.3.5) in de DV (5.3.2), dan is deze DV als volgt te

separeren,
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2 F"(r) F'(r) _ _G"(8) _ cos 8 G'(8) _
(5.3.6) r OB 2r ot kr? = (o) sIn G Glo) " A,

waarin A de separatieconstante is.
Uit (5.3.6) volgt een gewone DV voor G(8), geldig voor 0 < § < 7. De punten
6 =0, 8 = % zijn singuliere punten van deze DV; deze singulariteiten zijn

een gevolg van de transformatie naar bolcoordinaten. We moeten daarom expli-

fl

ciet eisen, dat G(8) eindig is voor 6 = 0, 6 = 7. Op deze wijze komen we tot

het eigenwaardeprobleem:

cos B .,
Sino G'(8) + XG(8) 0

L}

G'"(e) + s 0 <8 <m,

{5.3.7)
G(0), G{m) zijn eindig.

We stellen nu cos 6 = t en voeren t in als nieuwe onafhankelijke variabele.

Voor de functie G*(t) = G(B) ontstaat er dan het eigenwaardeprobleem,

2* *
-2y 456 (8) 5, 4G (t) *e) = -
(1=¢24) 2t Tt + AG(t) 0, l <t <l,

2
(5.3.7a) de

6" (-1), G*(1) zijn eindig.

Stellen we A = v{v+1) dan is de DV (5.,3.7a) juist de DV van Legendre. Vol-
gens het voorbeeld uit § 1.2 heeft deze DV in de omgeving van t = 0 twee op-
lossingen, die in het algemeen singulier zijn in t = £ 1. Slechts indien v = n
(n geheel, 2 0), A = n(n+ 1), zal &&n der oplossingen een polynoom zijn nl.
het Legendre polynoom Pn(t), en eindig zijn in t = 1,

We komen dus tot de volgende eigenwaarden en eigenfuncties van (5.3.7),

(5.3.8) A=n{n+1) , G(B) = Pn(t) = Pn(cos 8) , n=0,1,2,...

Substitueer nu A = n(n+1) in de DV (5.3.6) wvoor F(r),

n{n+1)

(5.3.9) F'"(r) + % F'(x) + {kz - }F(r) =0, r>1.

r2
Deze DV is te herleiden tot de DV van Bessel. Stel daartoe,

F(r) = rniﬂ(r) .

dan gaat (5.3.9) over in de volgende DV voor H(r),

H"(r) +-% H'(x) + {FZ - inééli} H(r) =0 .
r
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Stel vervolgens kr = z dan ontstaat er precies de DV van Bessel,

2 2
dH  1dH {] - Sﬂl;il_}ﬂ =0 .
dz? z dz z2

De oplossing van de oorspronkelijke vergelijking (5.3.9) is dus uit te druk-
ken in Besselfuncties van orde (n+}). Het blijkt voordelig om daarvoor in

dit geval de Hankelfuncties te kiezen, i.e.

(5.3.10) F(r) = Ar ! H (li(kr) + Br} (Zi(kr)

We eisen nu dat F(r)G(8) voldoet aan de uitstralingsvoorwaarde (5.3.4). Uit

de asymptotische ontwikkelingen van de Hankelfuncties volgt (zie (3.7.4)),

3 e « (2 eelitr b gnl

n+} T

(5.3.12) ¢} (zi(kr) ~ \/ﬁ% expl-i(kr - jnm - jm)] , T e,

r

Het is duidelijk dat de functie (5.3.11) wel voldoet aan de uitstralings-
voorwaarde, maar de functie (5.3.12) niet (met (5.3,12) correspondeert een
naar binnen lopende bolgolf). We moeten daarom in (5.3.10) B = 0 stellen,

waarna volgt,
(5.3.13) F(r) = Ar ¢ H (li(kr) :

Combineer nu de producten F(r)G(8) tot de volgende reeks,
(5.3.14) v(xr,8) = ) An i’ %(kr)P (cos 8)
n=0

Deze reeks voldoet formeel aan de DV (5.3.2) en aan de uitstralingsvoorwaar-

de (5.3,4). De coefficiénten A_ worden zodanig bepaald dat (5.3.14) ook nog

voldoet aan de randvoorwaarde (5.3.3) op het boloppervliak r = 1, i,e,
v (1)

(5.3.15) wv(1,8) = § A H',7(k)P_(cos 8) = - exp[ik cos 63, 0 <8 < .
neo ™ n+} n

Anderzijds volgt uit de reeksontwikkeling (4.6.6a) van Bauer,

(5.3.16) explik cos 8] = \,Zk z (2n + 1)i"® +£(k)Pn(cos 8) , 06 <mqm.,

n=0
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Uit (5.3.15), (5.3.16) lezen we onmiddellijk af,

(k)

N Jn+§ .

1 .
M
NG

= - \[
(5.3.17) An = > (Zn+1)

De verstrooide golf v(r,8) wordt nu gegeven door de reeks (5.3.14) met coéf-
ficienten A gegeven door (5.3.17), Men kan achteraf verifieren dat de gevon-—

den reeks inderdaad voldoet aan de voorwaarden (5.3.2)-(5.3.4).

Opgave 5.3.1. Geef de oplossing van het voorgaande verstrooiingsprobleem in-

dien de randvoorwaarde op het boloppervlak r = | luidt,
3 =
—a?(u0+u)-—0.

Opgave 5.3.2. Voer in cylindercoordinaten (r,¢,z) en beschouw het cylinder-
opperviak r = 1, 0 < ¢ < 2%, =®» < z < =, Deze cylinder wordt getroffen door

een vlakke scalaire golf

iwt

- Glkx—iut _ explikr cos gle *¥° .

UO—
Noem de verstrooide golf u = v(r,p) expl-iwt]. Voor de functie v(r,¢) laat

zich het volgende randwaardeprobleem formuleren:

2 2
Av+k2vsu+%'g'§+_l'u+kzv=0, r>1,0z2¢<2n,
ar? r? 392
v(1,p) = - explik cos ¢ , 0 2 ¢ < 27,

v(r,[p)ﬁA((p)-e—}—‘R[—il-{il, r - o 0<q)<21'[.

, 0 =
r
Geef de oplossing van dit randwaardeprobleem,.

Opgave 5.3.3. Bepaal de oplossing van het randwaardeprobleem voor de functie
u(r,0),

2 2
Au;i.}_‘.a,%_g% 1 3u, cos @ %—%:0,05r<l,0585ﬂ
312 r2 382 2 gin @
1, 0s6 <%,
u(l,8) =

o
L ]
[V
fal
D
1A
=
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De functie u(r,9) is te interpreteren als de stationaire temperatuursverde-
ling in een massieve bol, indien de bovenhelft van het uitwendige oppervlak
r = 1 op de temperatuur u = | en de onderhelft op de temperatuur u = 0 wordt

gehouden,

Opgave 5.3.4. Bepaal de electrostatische potentiaal veroorzaakt door een
eenheidslading die zich bevindt in een punt P (met bolcoordinaten r = a,

8 = 0) binnen het geaarde boloppervlak r = 1.

Opgave 5.3.5. Een cirkelvormige schijf met straal | wordt beschreven door
x2+y2 <1, z = 0. De schijf is electrisch geleidend en op de potentiaal
V = 1 gebracht. De potentiaal V is dan oplossing van het volgende randwaar-

deprobleem:
AV = 0 buiten de schijf,
V=1 op de schijf,
V(x,y,2) + 0 , x2+y2+z2 5w,

Bepaal V en de ladingsdichtheid op de schijf.
Aanwijzing: Maak gebruik van zgn. oblate sferoidale coordinaten £, n, ¢, die

als volgt met x, y, z samenhangen,

x=V(E2+1)(1-n2) cos 9 , v =V(E2+1)(1-n2) sing , z=¢n,

met £ 20, -l =sn=s1, 0= ¢ < 2m,

Onderzoek de coordinaatvlakken £ const., n = const,, ¢ = const, Druk de
Laplace operator A uit in termen van £, n, ¢.
Beschrijf het potentiaalprobleem nu in de coordinaten &, n, ¢ en bepaal de

oplossing met de methode van separatie van variabelen,

Dirichlet probleem voor het binnengebied van een bol

Voer in bolcoordinaten (r,6,¢9). Laat G het binnengebied zijn van de bol B
met straal 1, i.e. G = {(r,8,¢) | 0<r<l1,0<86 <7, 0<g¢<2n} We

stellen nu het zgn. Dirichlet probleem voor de Laplace vergelijking in het

gebied G. Gevraagd wordt de functie u = u(r,e,q) te bepalen welke voldoet

aan de volgende veoorwaarden:
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(5.4.1) Au = 2lu s 200 1 3%u ,_cos 8 3u i a2u _ .
o ) *
ar2 T 9T 12 562 y2 gip g I 12 gin2g 342
(r,8,9) € G .

(5.4.2) u{l,0,9) = £(8,9) , 0<6<m, 0 g < 21,

De functie £f(8,9) zal een gegeven functie zijn.

We construeren weer een voorraad functies wvan de vorm
(5.4.3)  u(r,8,¢) = F(r)G(e)H(9) ,

die voldoen aan de DV (5.4.1). Substitueer deze functie in (5.4.1) en deel

door F(r)G(8)H(¢), dan volgt

F'(r)  2F'(r) , 1 6'(8) , cose G'(8) . 1 H) .

A — =0,
F(x) r F(r) 2 68 r? sin p OO r?2 ginZg D(9)

Vermenigvuldig deze vergelijking met r? sin?6 en separeer,

. 2. 0.0 F"(x) F'(r) , 6"(8) . cos & G'(8)] _ _ B"(e) _
(5.4.4)  sin 9[’“ F() * 2T F() T G  sin 6 G(O) i) =~ "
waarin ) een separatieconstante is. Uit (5.4.4) volgt,
(5.4.5y H"(¢) + AH(p) =0 ,

5 F'(r) F'(r) . G"(8) cos & G'(8) _ X
G.4:6) T Fy P AR TG sin 6 GO L;2g
De laatste vergelijking is opnieuw te separeren,

2 F"(r) F'(r) _ _G"(8) _ cos & G'(8) A o
(.47 % w7yt 2T F G(6)  sin 6 G(8) in2s

waarin u een tweede separatieconstante is. De constanten X en u zullen vol-
gen uit een tweetal eigenwaardeproblemen.

We bepalen eerst de functie H(p). Deze volgt uit het eigenwaardeprobleem,

H"(¢) + AH(9) = 0 , 0 <¢ <21,
(5.4.8)

H(O) = H(27) , H'(0) = H'(2m) .

De laatste voorwaarde drukt uit dat de waarden van H(g), H'(p) voor ¢ = 2r
continu aansluiten bij de waarden voor ¢ = O.

We onderzoeken als mogelijke eigenwaarden:
a) » = 0. De DV (5.4.8) heeft dan tot oplossing

(5.4.9) H(p) = A + By .
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Uit de aansluitvoorwaarden (5.4.8) volgt B = 0, terwijl A willekeurig mag

zijn., We vinden dus de volgende eigenwaarde en eigenfunctie van (5.4.8),

(5.4.10) x =0, H(p) =1.

b) A#0, X complex. Stel dan X = p? (p # 0) waarna de oplossing van de DV
(5.4.8) luidrt,

(5.4.11) H(g) = A cos pp + B sin po .

Substitutie van deze oplossing in de voorwaarden (5.4.8) leidt tot de verge-

lijkingen,

It

A{l - cos 2p7) - B sin 2pm =0 ,

A sin 2pm + B(1 - cos 2pm) =0 .

Deze vergelijkingen zullen een niet-triviale oplossing bezitten indien

1 - cos 2pT - sin 2pmw
= 2(1 - cos 2pm) = 4 sin?pr =0 ,

sin 2pm 1 - cos 2pm

i.e. indien p = m, geheel is. De oplossing (5.4.11) zal dan voor elke A en B

voldoen aan de aansluitvoorwaarden (5.4.8).

Samengevat komen we tot de volgende eigenwaarden en eigenfuncties van (5.4.8),

(5.4,12) A = m2 , H(p) = ‘{CDS mp , m=0,1,2,.4. ,
sinmg , m=1§,2,3,...

We bepalen vervolgens de functie G(@). Substitueer in de DV (5.4.7) voor
G(e) X

m2, dan komen we tot het volgende eigenwaardeprobleem voor G(e):

cos 8

L1
G"(e) + sin ©

m2
G'(6) + (u - ]G(e) =0 , 0 <8 <m,
)

(5.4.13) s1n®@

G(0), G(w) zijn eindig.

We stellen nu cos 6 = t dan ontstaat er voor de functie G*(t) = G(p) het ei-

genwaardeprobleem,
2n% * 2
(1_t2)9_§_ﬁ_2t§§_(t_)+ b =B lg* ey =0, -1<t<l,
(5.4.14) dt? de 1 -t2

G (-1}, 6*(1) zijn eindig.
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De DV (5.4.14) stemt overeen met de geassocieerde DV van Legendre (4.10.1).

Analoog als in § 5.3 gedaan is voor de DV van Legendre, kan men aantonen dat

de DV (5.4.14) slechts dan een oplossing bezit die eindig is in t = =1, in-
dien p = n{n+1), n geheel, n > m. Deze oplossing wordt gegeven door G (t) =
= Pz(t), waarin Pz(t) de geassocieerde Legendre functie van de eerste soort
is (zie § 4.10).

De eigenwaarden en eigenfuncties van (5.4.13) worden dus gegeven door
(5.4,15) p=n(n+1) , G(B) = P:(cos 8) , n=m,m+l,m2,... .

Substitueer nu y = n(n+1) in de DV (5.4.7) voor F(r),
(5.4.16) r2F"(r) + 2rF'(xr) - n(a+ DF(r) =0, 0 <r<1.
De DV (5.4.16) is van het type Euler. De algemene oplossing luidt,

n -n-1

F(r) = Cr + Dr

Daar de functie F(r) eindig moet zijn voor r = 0, stellen we D = 0, waarna

volgt
(5.4.17) F(r) = Cr"

De gezochte voorraad wordt dus gevormd door de functies
u(r,8,9) = ran(cos 9) cos mp , ul(r,8,e) = rnP:(cos 8} sin mo ,

waarin m = 0,1,2,...3 n = m,m+},m+2,..., . Deze functies voldoen aan de DV

(5.4.1),

Eﬂ Combineer nu de functies uit de voorraad tot de volgende dubbelreeks,
» - n

. (5.4.18) u(r,8,0) = ) ) rnP:(cos 8)(A  cos mp + B sin mg)

! n=0 m=0

De reeks (5.4.18) voldoet dan formeel aan de Laplace vergelijking (5.4.1).
E_ De coefficienten Amn’ an worden zodanig bepaald dat (5.4.18) tevens voldoet

{ aan de randvoorwaarde (5.4.2), i.e.

© n
= m .
(5.4.19) u(l,8,9) = nZO mZO P (cos §)(A ~cos mp + B sin mg) = £(8,9) ,
0

0se<smw, 0<g<2nm.
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De functies Pz(cos 8) cos mgp, Pz(cos 8) sin mp, (n=0,1,2,...;3 m=0,1,...,n)

vormen nu op het boloppervlak 0 < 8 < w, 0 < ¢ < 27 een orthogonaal stelsel.

Met behulp van het resultaat van opgave 4.10.2 zijn de volgende orthogonali-

teitsbetrekkingen af te leiden,

2w
]
(5.4.20) J J Pﬁ(cos B)P:,(cos 8) cos mg cos m'yp sin §de dg

b (n+m)!
mn+ 3 {n-m)! Gmm‘ 8

=n on' *?

T 2%
t
(5.4.21) J I Pﬂ(cos S)P:,(cos 8) sin my sin m'¢ sin 6d6 dg
¢ 0

i

=

n+m!
n Z 3 En-—zgt Som’ Sant mz1,m" =21),

m 2T
]
(5.4.22) J J Pg(cos e)Pz.(cos 6) cos myp sin m'gp sin 6d6 dy
0 0

1l
(o]

Hierin is o = 2, Ny = 1 voor m 2 1, terwijl 6mm" Gnn' weer het Kronecker
symbool voorstelt; 8§, =1 voorm=m', § , =0 voorm # m',

mm mm
Met behulp van deze orthogonaliteitsbetrekkingen zijn de coefficienten A s

an te berekenen uit (5.4.19),

T 27
_n+ 4 (n-m)! m .
(5.4.23) Amn 7 tarm)] f(e,w)Pn(cos 8) cos mg sin 5dedy ,
n
0 0
T 2
- '
(5.4.24) an = ; } Ezi_ﬁg; J J f(e,m)PE(cos 8) sin mp sin 6de do ,
0 0

beide voor n = 0,1,2,.,,.; m = 0,1,2,...,n.

Opgave 5.4.,1. Bepaal de oplossing van het Dirichlet probleem voor de Laplace

vergelijking in een gebied begrensd door twee concentrische boloppervlakken,

i.e. bepaal de functie u = u(r,08,9) welke voldoet aan de volgende voorwaarden,

2 2 2
Au = 22U, 20u 1 9°u _cos 8 du l 3%u _

r2 sin 8 °%  r2 gin2e 3p2

»

a<re«<b,0=<0c<m,0c<gy<2r,
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u(a,0,0) = £(8,9) , u(b,8,9) = g(B,9) , 0 <6 <7 0 ¢ <27 .

Opgave 5.4.2. In het punt P (met bolcoordinaten r = a < 1, § = 0) bevindt

zich een electrische dipool met dipoolmoment | gericht evenwijdig aan de po-
sitieve x-as. De dipool bevindt zich binnen het geaarde boloppervliak B met
straal 1. Bereken de potentiaal V(r,6,¢) van het electrische veld binnen B.
Aanwijzing: De potentiaal van het veld ten gevolge van de dipool wordt gege-

ven door

1 38 1 1 3 1
V.(r,8,9) = = 5= o= (5) = = 7= — = ,
d 4w ax 'R 4n ox Ve2 + a2 - 2ar cos ©

waarin R de afstand van het punt (r,6,¢) tot P is., Toon aan dat op het bol-

oppervliak B geldt,
1+ nl
Vd(l,e,w) =- = nZO a Pn+](cos 8) cos 9 .

De gevraagde potentiaal V(r,9,9) is nu te schrijven als

v(r,8,9) = Vd(r,e,qn) + u(r,8,¢) ,

waarbij de functie u(r,0,¢) oplossing zal zijn van het randwaardeprobleem,

py 2%, 208u 1 2%u cos B  du, 1 82u _

= = »

gp2 T OT 2 302 12 gin 6 °%  £2 sin?e ap?
0O<re<l, 0s8=m,0<g<2n,

u(l,d,¢) = ~ Vd(l,e,tp) . 0<8<n, 059 <25 .

Eigentrillingen van een cirkelvormig membraan

Een cirkelvormig membraan wordt in poolcoordinaten (r,p) beschreven door
0<sr=<l, 0% ¢ < 2n, Het membraan kan transversale trillingen uitvoeren;
de uitwijking van het membraan ter plaatse (r,p) en ten tijde t wordt aange-

geven door u(r,p,t). De functie u(r,¢,t) voldoet aan de tweedimensionale

golfvergelijking,
2 2 2

(5.5.1) —§-‘2i+%%+-‘;3‘2‘-—'§3‘2‘=0, D<r<l,0so<2r,t>0,
ar r¢ d9 c< ot

waarin c de voortplantingssnelheid voorstelt. De rand r = | van het membraan

is vast, i.e,
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(5.5.2) u(l,p,t) =0, 0 <g<21, t20.

Gevraagd wordt de eigentrillingen van het membraan te bepalen, Deze eigen-

trillingen zijn oplossingen van (5.5.1), (5.5.2) van de volgende gedaante,

(5.5.3)  u(r,g,t) = ‘.;'(r,tp)nc.-_imt .

w is de frequentie van de eigentrilling.
Substitutie van (5.5.3) in (5.5.1), (5.5.2) leidt tot het volgende probleem

voor v{(r,q):

2 2
Py, Ll , 12,2y -0, 0sr<l,0s9<2n,
ar? rl a¢2

(5.5.4)
v(l,g) =0, 0 =<9 <21,

waarin w/c = k gesteld is.
0. We

111

Het probleem (5.5.4) heeft uiteraard de triviale oplossing v(r,p)
zullen in het volgende afleiden dat voor bepaalde waarden van k, het pro-
bleem (5.5.4) een oplossing v(r,p) # O bezit. Deze waardenvank heten eigen-

waarden en de bijbehorende oplossingen v(r,¢) heten eigenfuncties. Het pro-

bleem (5.5.4) is dus een eigenwaardeprobleem.

We zullen dit eigenwaardeprobleem oplossen met de methode van separatie van

variabelen. Zoek daartoe oplossingen van (5.5.4) van de vorm
(5.5.5)  v(r,9) = F(r)G(g)

Substitueer deze functie in de DV (5.5.4) en separeer,

2 F'(x) F'(r) , 2,2 - _ S"() _
(5.5.6) r (o) MR T e + kPr? = G(y) Ao

waarin A de separatieconstante is.
Uit (5.5.6) volgt een gewone DV voor G(g). De constante A moet zo bepaald
worden dat de waarden van G(p), G'(g) voor ¢ = 2m continu aansluiten bij de

waarden voor ¢ = 0. Dit leidt tot het volgende eigenwaardeprobleem voor G(o):

G'"(g) + XG(¢) = 0, 0 < g < 2m ,
{5.5.7)

G(0) = ¢(2n) , G'(0) G'(2x) .

Het eigenwaardeprobleem (5.5.7) is reeds onderzocht in § 5.4 (zie (5.4.8)).

Overeenkomstig (5.4.12) vinden we de volgende eigenwaarden en eigenfuncties,
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(5.5.8) A=m?, G(g) = {cos mp , m=0,1,2,... ,

.

sinmg , m=1,2,3,...

Substitueer vervolgens in de DV (5.5.6) voor F(r), A = m2, Uit de randvoor-
waarde (5.5.4) volgt dat F(1) = 0 moet zijn. We komen op deze wijze tot het

volgende eigenwaardeprobleem voor F(r):

2
F'(r) + %-F'(r) + [kz - ELJF(r) =0, 0D <r<t,

2
(5.5.9) r

F(l) = 0 , F(0) is eindig.
We onderzoeken als mogelijke eigenwaarden:
a) k = 0. De DV (5.5.9) is dan van het type Euler met algemene oplossing
C+Dlegr, m=20,

m -m
Cr™ + Dr s m

(5.5.10) F(r) = {

Y

] .

Uit de voorwaarden F(l!) = 0, F(0) is eindig, volgt evenwel C = D = 0 zodat

F(r) 2 0 is; k = 0 is dus geen eigenwaarde.

b) k # 0. De DV (5.5.9) gaat dan door de substitutie z = kr over in de DV
van Bessel,

De algemene oplossing van de DV (5.5.9) luidt daarom,

(5.5.11) F(r) = CJm(kr) + DYm(kr) .

Uit de voorwaarde F(0) is eindig,volgt D = 0. De voorwaarde F(l) = 0 leidt
tot

. (5.5.12) I (&) =0, k=j .

waarin j het n~-de (positieve) nulpunt is van J_(x).
m,n P m

De eigenwaarden en eigenfuncties van (5.5.9) worden dus gegeven door

(5.5.13) k=3 ., F) =Gy 0, n=1,2,3..

Combineer nu de resultaten (5.5.8), (5.5.13), De eigenwaarden en eigenfunc-

ties van het probleem (5.5.4) worden gegeven door

v(r,g) = ve  (r,9) 3= Jm(jm’nr) cos my ,

m=0,1,2,...}

(5.5.14) k=i, {

vir,o) vsmn(r,@) = J (3 nr) sinmp , n=1,2,3,... .

mm,
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Het cirkelvormige membraan heeft dus de volgende eigentrillingen,

U(I',(P,t) = vc (r,fp) exli’i:'"iw t],
(5.5.15) { ma o

u(r,g,t) = VSmn(r,m) exp[—immnt] ,

waarin de eigenfrequenties w . gegeven worden door

(5.5.16) © oo s ke = Jm,nc .

QEmerkingen. 1) Verifieer dat de laagste der eigenfrequenties (5.5.16) gege-
ven wordt door
5.5.17) w,, = 35 C
( ) woy = g,
waarin j0 | het eerste nulpunt van Jo(x) is. Deze laagste eigenfrequentie
¥

correspondeert met de grondtoon van het membraan.

2) De eigenfuncties vcmn(r,w), vsmn(r,w) vormen een orthogonaal stelsel over

het cirkelvormige gebied 0 < r s 1, 0 < ¢ < 2n, Met behulp van (3.12.1) zijn
de volgende orthogpnaliteitsbetrekkingen af te leiden,

1 27
2 .
(5.5.,18) f J vcmn(r,m)vcm.n,(r,m)rdx'dm = %nmﬂ Jm+l(3m,n)6mm' ann' .
0 ©
I 27
(5.5.19) I J vs_(2,0)ve_, o (z,0)rdrde = in anﬂ(jm,n)am, 8 0t s
0 0
I 2n
(5.5.20) J f vcmn(r,w)vsm,n,(r,m)rdx-dw =0,
0 0
Hierin is weer ng = 2, n, = l voor m = 1I.

Men kan bewijzen dat ook voor een membraan van willekeurige vorm de eigen-—

trillingen een orthogonaal stelsel vormen.

Opgave 5.5.1. Bepaal de eigentrillingen en eigenfrequenties van een cirkel-
vormig membraan met straal | waarvan de rand r = | en de voerstraal 0 < r < 1,

¢ = 0 vast zijn. Vergelijk de frequentie van de grondtoon met (5.5.17}.
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Opgave 5.5.2. Bepaal de eigentrillingen en eigenfrequenties van een bolvor-
mige akoestische resonator met straal I,

Deze eigentrillingen zijn te beschrijven door

-iwt
u(r,8,0,t) = v(r,0,0de = ,

waarbij v(r,9,9) oplossing is van het volgende eigenwaardeprobleem:

32y 2 3v

AV +K2y B — =t

L 32v cos 0O oV 1 32v
ar? T or rz

+ 35 + k2vy =0 ,
302 r2 sin @ r2 sin?p 392

0O<r<l1, 0<8<m,0<¢c<2r,

2 (,0,0) =0, 0s6sm0<gq<2n.

Warmtegeleiding in een staaf van eindige lengte met stralingsrandvoorwaarde

In een staaf van lengte | wordt de temperatuur ter plaatse x (0 sx<1)en
ten tijde t aangegeven door u{x,t). De functie u(x,t) zal voldoen aan de

warmtegeleidingsvergelijking

2
(s.6.1) T2=24,
ax?
Het uiteinde x = 0 van de staaf wordt op de temperatuur u=0 gehouden, Inhet

uiteinde x = 1 geldt de stralingsrandvoorwaarde au/3x = -hu, waarin h een

positieve constante is. Deze randvoorwaarde drukt uit dat de warmtestroom
3u/9x, die bij het uiteinde x = | naar buiten treedt, evenredig is met de
temperatuur in dat uiteinde. Voorts is de begintemperatuur van de staaf op
het tijdstip t = 0 gegeven,

Voor de functie u(x,t) laat zich aldus het volgende randwaardeprobleem for-

muleren:
2
{5.6.2) ii—‘=3—:-, 0 <x<l1l, t>0,
9x
(5.6.3) u(0,t) =0 , %% (1,t) = - hu(l,t) , t =0,

(5.6.4) u(x,0)

o(x) , 0 <x=<1,

We construeren weer een voorraad functies van de vorm

ux,t) = F(x)G(t) ,
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die voldoen aan de DV (5.6.2) en aan de homogeen lineaire voorwaarden
(5.6.3). De laatste voorwaarde (5.6.4) wordt voorlopig buiten beschouwing
gelaten.

Substitueer de functie u(x,t) als boven in (5.6.2) dan volgt na separatie

PG 6N
F(x) G{t) *

(5.6.5)

waarin A de separatieconstante is.
Uitgaande van (5.6.3), (5.6.5) komen we nu tot het volgende eigenwaardepro-

bleem voor F(x):

F'"(x) - AF(x) = 0 ,
(5.6.6)
F(0) =0, F'(1) =~ hF(1) .

Als mogelijke eigenwaarden onderzoeken we:

a) A = 0., De DV (5.6.6) heeft dan tot oplossing

F(x) = A+ Bx .

Uit de randvoorwaarden (5.6.6) volgt dat A = B = 0 moet zijn, zodat F(x) = 0

is; A = 0 is dus geen eigenwaarde,.

b) A # 0, A complex, Stel » = -p2 (p # 0), dan luidt de oplossing van de DV
(5.6.6),

F(x) = A cos px + B sin px .

Uit de voorwaarde F(C) = 0 volgt dat A = 0 moet zijn. De voorwaarde F'(l) =

i

- hF(1) leidt tot de transcendente vergelijking

(5.6,7) pcosp=-~hginp, cotp=-

o

We bewijzen nu het volgende lemma:

Lemma. De wortels van de vergelijking (5.6.7) zijn alle reeel.
Bewijs. We tonen eerst aan dat de vergelijking (5.6.7) geen zuiver imaginaire

wortels heeft. Stel daartoe in (5.6.7) p = iq, dan ontstaat de vergelijking

(5-6:8) COth q=-

FaB =y

De laatste vergelijking heeft geen reele wortels, omdat linkerlid en rechter-

1id van (5.6.8) van tegengesteld teken zijn voor reéle q.
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Stel nu dat de vergelijking (5.6.7) een complexe wortel p = o bezit, die
niet reéel en niet zuiver imaginair is. Dan is ook p = o wortel van de ver-

gelijking (5.6.7) en er geldt a? # a2, Voer nu in de functies

(5.6.9) y](x) = sin ox , yz(x) = sin ax .
Deze functies zullen voldoen aan de DV's,
(5.6.10) y] +a2, =0, yy+aly,=0,

en aan de randvoorwaarden

(5.6.11) y](O) =0, y;()=- hyl(i) » ¥,{0) =0, ypll) = - hyz(l) H

vergelijk met (5.6.6).
Vermenigvuldig nu de DV's (5.6.10) met yz(x), resp. yl(x) en vorm het ver-

schil,
(5.6.12) (yly, = y,vy) + (@®-a®)y,y, = 0 .
Integreer (5.6.12) over het interval [0,1], dan volgt met de randvoorwaarden
(5.6.11),
1 1
(5.6.13) (e?2-a?) |y, (®)y,(xdx = ~ [y Ry, (x) -y, ®y)x)]] =
1 2 1 2 1 2 0
0

= - [y |(Dyy (1) =y, (Dyy(N = hly, (Dy, (1) =y (Dy,(N1 =0 .

Daar o2 # o? is, zijn de functies yl(x), yz(x) orthogonaal op het interval
[0,1]. Anderzijds is echter (zie (5.6.9)),

i 1
! ¥ (x)y,(x)dx f |sin ax|%dx = 0 ,
0 0

waaruit zou volgen sin ax = 0 voor 0 < x < 1, hetgeen onjuist is. De wortels

van de vergelijking (5.6.7) zijn dus alle reéel, 0

We onderzoeken vervolgens de reele wortels van de vergelijking (5.6.7). Te-
ken daartoe de grafiek van de functies cot p en -h/p voor p > 0. Men kan on-
middellijk aflezen dat de twee grafieken oneindig veel snijpunten bezitten,
De vergelijking (5.6.7) bezit daarom aftelbaar veel positieve wortels die we

aangeven door




- 141 -

(5.6.14) 0 < P, <Py S ees SPLS een

De wortel P, ligt in het interval ((n- }{)m,nn); voor grote waarden van n

geldt P, * (n-})r. We vinden dus uiteindelijk de volgende eigenwaarden en
eigenfuncties van (5.6.6),

(5.6,15) A= - pi , F(x) = sin PXx, 1n= 1,2,3,... &
Opmerking. Ook de waarden p = =P, {n =1,2,3,...) 2zijn wortels van de

transcendente vergelijking (5.6.7). Evenwel de bijbehorende eigenwaarden en

eigenfuncties zijn dezelfde als in (5.6.15).

We bewijzen nog de volgende stelling over de eigenfuncties (5.6.15):

Stelling. De functies sin P X (n=1,2,3,...) vormen op het interval [0,1]

een orthogonaal stelsel met 5ewichtsfunctie 1, d.w.z.

! h2 + h + p2
(5.6.16) J sin p_x sin p_x dx = — R -
0 m n 2(h2+p§l) m

Bewijs. 1°, m # n. We stellen
DEWL]S n7zn
yl(x} = gin P X » yz(x) = sin P.X »

dan laat zich analoog als in het bewijs van het lemma afleiden dat

!

(5.6.17) (pi-pg) J ¥, (®)y,(x)dx = 0 .
0

Daar Py ¥# P, is, volgt hieruit de orthogonaliteit van de functies sin P>
sin P, X OP het interval [0,1].

2°. m = n. We berekenen de volgende integraal,

1 1

) sin me
(5.6.18) J sinp x dx = } J {1 - cos me;)dx = i1 - 2pm
De laatste uitkomst is nog verder te vereenvoudigen,
2 tan P 2(pm/h) 2p h

sin 2p_ = 2 tan p_ cos’p_ = = - = - ,
w . A tanzpm 1 + (pm/h)2 h? + p;
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waarbij gebruik gemaakt is van het gegeven dat p_ wortel is van de vergelij-

king (5.6.7). Voor de integraal (5.6.18) vinden we dan tenslotte,

!

h2 + h + p2
(5.6.19) J sinzpmx dx = —*-7;——?;JE . 0
0 2(n” +p2)
We keren nu terug tot het randwaardeprobleem (5.6.2)-(5.6,4), Voor A = -p2

n
heeft de DV (5.6.5) voor G(t) tot oplossing,

(5.6.20) G(t) = C exp[-p2t] .
De gezochte voorraad wordt dus gevormd door de functies
ul(x,t) = sin P ¥ exp[-pit] , n=1,2,3,...

Vorm nu een lineaire combinatie van functies uit deze wvoorraad,

— . 2
(5.6.21} u(x,t} = z C, sin p x exp[—pnt] .
n=1
De reeks (5.6.21) voldoet dan formeel aan de DV (5.6,2) en aan de randvoor-
waarden (5.6.3). De coefficienten C, worden zodanig bepaald dat (5.6.21) te-

vens voldoet aan de beginvoorwaarde (5.6.4), i.e.

tA
"
IA

(5.6.22) u(x,0) = E Cn sin P X = p(x) , O
n=1

De coefficienten Cn komen dus voort uit de reeksontwikkeling van ¢(x) naar

het orthogonale stelsel der functies sin P - Vermenigvuldig nu (5.6.22)

met sin p,X en integreer termsgewijs over [0,1], dan volgt met de orthogona-

liteitsbetrekkingen (5.6.16),

2(h? +p2)
(5.6.23) C = ———— J &(x) sinp xdx, m=1,2,3,...
m 2 > m
he + h + Pn 0

Tenslotte dient nog geverifieerd te worden dat de reeks (5.6.21) met coéffi-
ciEnten C, gegeven door (5.6.23), niet alleen formele oplossing maar tevens
echte oplossing van het randwaardeprobleem is. Daartoe moet aangetoond wor-
den dat (i) de reeks (5.6.21) inderdaad convergent is en termsgewijs gedif-
ferentieerd mag worden naar x en naar t, (ii) de functie &(x) gelijk is aan

de som van haar sinusreeks (5.6.22).
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Opgave 5.6.1, Bepaal de oplossing van het volgende warmtegeleidingsprobleem:

_3%u _ 2 3u _ du
s T ey 0Ercbie 0
Ju
'a_xf(]’t)"'_u(lyt) ’ t20,

u(r,0) = T 0O<r=<1,

De functie u(r,t) beschrijft de temperatuurverdeling in een massieve bol met
straal 1. Het oppervlak van de bol straalt warmte uit overeenkomstig de
stralingsrandvoorwaarde (vergelijk (5.6.3)). Op het tijdstip t = 0 heeft de

bol de constante temperatuur TO'

Opgave 5.6.2. De transversale trillingen van een balk met lengte 1 worden
beschreven door een DV van de vorm

" 2
2u ., 9% o, 0 <x<i, t>0.

axh at2
Hierin is u = u(x,t) de uitwijking van een punt x (0 £ x < |) van de centra-
le 1lijn op de tijd t. Het uiteinde x = 0 van de balk is ingeklemd, terwijl
het uiteinde x = 1 vrij zal zijn., De beginuitwijking van de balk op het
tijdstip t = 0 is gegeven, terwijl de beginsnelheid gelijk aan nul zal zijn.
Bepaal de oplossing van het corresponderende randwaardeprobleem voor de

functie u(x,t):

4 2
2u,38 g, 0<x<l,t>0,
ax™ at2
u(O,t)=O,-g—z(0,t)=0, t=0,
2 3
S ,y=0, 8 ,y=0, t=20,
9x? ax3
Ju
u(x,0) = £(x) , T (x,0) =0, O0=<xsl.,

Opgave 5.6.3. De transversale radiéle trillingen van een cirkelvormige plaat

met straal 1 en ingeklemde rand worden beschreven door
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2 2 2 2
A2u+.]_u__§._.+.]_.i u+_]-§_&=o, 0Q<sr<l, t >0,
b4 ge2  far2 T OF b4 5t2

U(lst)=%‘:'(lst)=0’ t=20,

Hierin is u = u(r,t) de uitwijking van de plaat; b“ = D/ph met D is de buig-
stijfheid, p is de dichtheid en h is de dikte van de plaat.

Leid af dat de eigentrillingen van de plaat worden gegeven door
ulr,t) = [T {pr) - I(p)Ty(pr)] explibZp?t] ,

waarin p wortel is van de transcendente vergelijking

JoP)T;(p) + I5(p)J;(p) = 0 .

Onderzoek de wortels van deze vergelijking.
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Aanvulling Toegepaste Analyse 1

Oplossing van de lineaire DV in de omgeving van een gewoon punt

Stel b gewoon punt; Sb gesloten cirkelgebied (dus rand inbegrepen), middel~
punt b, straal s zodanig dat ieder punt van Sb gewoon punt der DV is (het

definitiegebied der DV is S).

Zij z een variabel punt uit S_. Voer nieuwe afhankelijke variabele in door

b

de substitutie

z

y(z) = V(z)exp[-% J p(E)dE] .
b

Hierbij loopt integratieweg van b naar z geheel binnen S -

Daar p(z) analytisch op 5, is, hangt de integraal niet van de keuze der

b
integratieweg af.

De DV wordt getransformeerd in

)
-‘1—12’- v I(z)v = 0
dz
met
J(z) :i= q(z) = é%z—) - %{p(z)}2 ()

(verifieer dit!).

De functie J(z) is van dezelfde soort als p{z) en q{z):

analytisch binnen S met eventuele uitzondering van een eindig aantal polen.
Een gewoon punt van de oorspronkelijke DV is een gewoon punt van de nieuwe

Dv.




(Het omgekeerde geldt niet: neem p = l/z, q = —1/422 = J(z) = 0.)

We weten dus: J(z) is eenwaardig analytisch op het gesloten cirkelgebied Sb.

Idee: We gaan construeren een oplossing der DV (*) door middel van een

machtreeksontwikkeling om het punt b, geldig binnen S, , die voorgeschreven

b’
functiewaarde en afgeleide waarde aanneemt in punt b. Dit is het existentie-
gedeelte. Vervolgens laten we zien dat bij voorgeschreven v(b) en v'(b)

slechts &&n oplossing bestaat. Dat is eenduidigheidsbewijs.

Methode der successieve approximatie.

Beschouw een rij functies {vn(z)} (n=0,1,2,...), gedefinieerd door

vo(z) 1= aO + al(z-—b) .

z
v, (2) := f CEPMOINGIIE
. b
: 2
v_(2) i= f (€= 2) (v, (E)E , (n=2) .
b

Hierbij zijn a, en a, willekeurige complexe constanten.

De integratie-weg kunnen we rechtlijnig nemen. In principe kunnen we de rij

VgsVyeV expliciet construeren daar J gegeven is. De functies vn(z)

IRER
zijn kemnelijk eenwaardig-analytisch op S

b
We gaan een ruwe schatting van de functies v maken.

We weten: Sb is gesloten. Laat dan M en u zijn, respectievelijk, de maxi-~
mum-waarden van |J(z)| en |v0(z)| op Sb. (We kunnen ook bovengrenzen (of bovenste

grenzen) nemen.) Dan bewijzen we eerst:
n 2n, ,
|vn(z)| < uMt|z-b]“ /n! (n=0,1,2,...)

voor elke z uit 5,1 dus lz-b] = r




Bewijs met volledige inductie.
Ongelijkheid geldt voor n = O (duidelijk).
Stel ongelijkheid geldt voor n = 0,1,...,m~1 (m z I}.

Neem integratieweg rechtlijnig:

Z
[vp (2| = | J (€ = 2)3(€)v, _, (B)dE]
b
z Mm_]
I R NEIOIRS - ALt
b L
Mm Z
2m—-2
€ DT f & -2l -b] ™7 fag]
b
" | 2=b]
2m—2
SGIE_I)—IIZ_]J' J tm dt
0

< uMm |z--b|2m

T (@1 (2m-1)

(2m~1 2 m als m = 1)

uMm !z-—blzm

m!

1A

Dus bewijs klaar.

Bovendien kunnen we direct een uniforme schatting van vn(z) geven.

Omdat |z-b| £ r, geldt

b

uMn(rb)Zn
v (2)] < . (n = 0,1,2,...)
n It.

voor elke z uit gesloten gebied Sb.
r 2n

w ) 2
De reeks | __ uMn —PT— is convergent (en heeft tot som u exp(Mr }).
n-O n. b

De reeks Z:=O vn(z) heeft dus een majorante onafhankelijk van z, en is dus

zelf een convergente reeks als z ¢ Sb'




De reeks E; v (z) convergeert uniform in z op Sb.

=0
Verder is v (z) analytlsch op S . Volgens een bekende stelling is 20 v (z)
zelf een analytlsche functie van z voor elke z binnen het gebied (S zon-
der rand). Deze functie noemen we V(z):

[=+]
V(z) = z v {2} .
n
n=0
V(z) is eenwaardig-analytisch binnen S, . De successieve afgeleiden kunnen
we vinden door termsgewijze differentiatie. Alle zo verkregen reeksen zijn

uniform convergent. De hierna volgende bewerkingen zijn legitiem:

w7 @

dz o dz }
E (z)

dz 0 dz

Uit de definitie van vn(z) halen we

2
:.i.‘ig = a d VO = 0
dz 1 d22
dv] z
_a? = - J J(E)VO(E)dE ]
b
dzv]
5 = -J(Z)VO(Z) ;
dz
~ algemeen:
dvn z
rrihi J JEyv _ (8)de
b
d2v
2“ = -J(2)v__,(2) , (nz1)

dz




Derhalve geldt:

> = 0 - J(z) ; v _,(2)

It
n

-J(z) z v (z) -J{z)V .
o 0
Dus:
V(z) is een functie van z die eenwaardig-analytisch is binnen S _ en die

b
oplossing is van de DV

d2

LA J(z)v{z) = 0 .
2

dz

Er geldt bovendien:

V{b) = vo(b) + Vl(b> + vz(b) + .. = vo(b) =a,

%% () = vi(b) + vI(B) + v(B) + ... = VI(b) = a .

De genocemde oplossing heeft dus ook de gewenste beginvoorwaarden:

V(b) = ag, V'(b) = 2

Daarmee is existentiebewijs klaar. Dat wil zeggen:
Keer terug naar oorspronkelijke DV (#). Daarvoor hebben we oplossing ge-

vonden in de vorm

Z
¥(z} := exp[-é J p(E)dil +V(z) .
O, . _

Deze functie is eenwaardig-analytischbinnen 5, en voldoet aldaar aan

Y(b) = V(b) = aq

Y'(b) = V'(b) - ip(b)V(b) = a, - %P(b)ao .

We kunnen dan ook, bij voorgeschreven Y(b) = AO en Y'(b) = Al’ ag en a,

geschikt kiezen 89 = By a; = & ¢+ 5p(b)A0, en zodoende vinden:



Tenminste &&n oplossing van de DV (*) in omgeving van gewoon punt bij voor-
geschreven waarden van y en y' in dit punt, die eenwaardig-analytisch is
binnen een cirkel om b als middelpunt en zo grote straal dat elk punt van
de cirkel nog een gewoon punt is; m.a.w. die cirkel kunnen we laten op-

zwellen tot er een singulier punt van de DV op de rand komt,

Eenduidigheidsprobleem

Uit theorie van reele functies en differentiaalvergelijkingen is bekend dat
een homogene lineaire DV van de tweede orde precies twee ''lineair—onafhanke-
lijke" oplossingen heeft. In onze oplossing staan 2 willekeurige constanten.
We vermoeden dus dat de oplossing eenduidig is bij voorgeschreven functie~

en afgeleide- waarden in z = b. Dit vermoeden is juist,

Bewijs. Stel er waren twee oplossingen van het beschouwde type, V](z) en
Vz(z). Dan ig W(z) := Vl(z) - Vz(z) ook een oplossing, en daarvoor geldt
W(b) = W' (b) = 0. Uit de vergelijking W" + J{(z)W = 0 volgt dan W'(b) = O,
Door &&n keer te differentigéren:

W' o+ I {2)W + J(=2)W' =0
en z = b stellen, komt er W {(b) = 0.
Met volledige inductie, ook door n maal differentieren met regel van Leibnitz
volgt dat alle afgeleiden van W in het punt b gelijk nul zijn. Dan is W Z 0.
Dus Vl(z) = V2(Z) voor z in Sb.
Gaan we terug op onze DV (x), dan vonden we

4

Y(z) = V(2) exp[-% J p(E)dEI
. .
met a, = Ags a = %p(b)Ao + A1 is rond z = b de enige analytische oplossing
van DV (*) zodanig dat y(b) = AO, y'{b) = Al waarin AO en Al willekeurig.

Het existentiebewijs van Y(z) is in zekere zin constructief, maar voor de

expliciete berekening van Y(z) kunnen we handiger te werk gaan., We doen het
- . . 4 - =

niet via de rij functies {vn(z)} en de reeks ZD vn(z). Nu we eenmaal weten

dat er een oplossing is die analytisch is binnen 5., en die we dus in een

b!



machtreeks van z-b kunnen ontwikkelen, Y(z) = Z; An(z-b)n, gaan we zo'n
machtreeks formeel in DV (*) substitueren en trachten’Az,AB,... uit te

drukken in termen wvan AO en A! door alle machten van z-b nul te stellen.
Dat draait altijd uit op een recurrente betrekking, die soms eenvoudig,

maar meestal ingewikkeld is,

Dit proces =-machtreeksen—methode— gaat altijd op, voor welk gewoon punt
dan ook. We krijgen door het punt b "alle" punten van S te laten doorlopen
overal in S een oplossing der DV. Gaan we uit van een vast punt b, dan
krijgen we automatisch analytische voortzetting vam Y(z) als we nieuwe
punten b',b",... kiezen en de beginvoorwaarden daar geschikt kiezen. Men
moet niet denken dat we dan een oplossing in S krijgen die Zn gehzel S
eenwaardig analytisch is. De functie Y(z) kan bij het "draaien" om een
singulier punt der DV tot andere waarden komen. Wel is het zo dat singu-
lariteiten van Y(z) {en zijn analytische voortzettingen) slechts kunnen
{maar niet behoeven) optreden in de singuliere punten van de DV {(d.w.z.

in de polen van p en/of g, of de rand van S).
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Hoofds tuk I, Oplossen van differentisalvergelijkingen door machtreekstechniek

1.1. Lineaire differentiaalveggglijking van tweede orde

De standaardvorm van de (homogene) lineaire DV van de tweede orde is
y'+py' +qy =0,

of, uitvoeriger,

o, _
d d |
d—z)2£ + plz) £+ q(z)y =0. B | (%) .

Hierbij zijn p en q (gegeven) functies van z, gedefinieerd in een gebied
G van het complexe vlak en aldaar (eenwaardig—)anaiytisch, met eventuele

uitzondering van polen.

 Het oplossen van de DV bestaat uit het zoeken naar, en aanwijzen van,
een functie y = £(2) ( # 0) die in G (of temminste een deel daarvan)
voldoet aan £" + pf' + qf = 0 .

Beiangrijke vragen zijn:

(1) bestaat zo'n oplossing f; ‘ |
(2) waar is f analytisch;

(3) wanneer is f uniek ?

Definitie. Een punt zy (# ©) € G heet gewoon punt van de DV als p en g

analytisch zijn in 2 _
Een punt z, (# ) € G heet singulier punt van de DV als p en/of q een P

pool heeft in Zg+

et e AR A, o

Het zal blijken dat de oﬁlossingen rond een gewoon punt nogal verschillen
van die rond een singulier punt,

Vandaar dit onderscheid in gewone en singuliere punten van de DV.

1.2, Oplossing van de DV rond een gewoon punt

We gaan bewijzen:

P 3
A
¥




(1) Iedere oplossing y = £(z) van de DV rond een gewoon punt is aldaar

een (eenwaardig~) anaslytische functie.

(2) Voorgeschreven (eindige) waarden van functie en afgeleide in het

gewone punt karakteriseren een oplossing ondubbelzinnig.

Laat'zo een gewoon punt van de DV zijn. Dan kan men een getal R aangeven,
met 0 < R < =, zodanig dat in de cirkelschijf |z - zol < R de functies p

en q analytisch zijn. Elk punt ven deze schijf is gewoon punt van de DV,

Kies r met 0 < r <R, en zij S de gesloten cirkelschijf gedefinieerd door
|z - zOI = r. Voer een nieuwe afhankelijke variabele in door de substi-

tutie

. z .
y(z) = v(2) expl~ § f p(£)del .

Zg

Daar p analytisch op S is, hangt de waarde van de integraal niet af van

de keuze van de integratieweg, zolang de laatste maar binnen S loopt.

De DV wordt getransformeerd in

d2
*—% + J(z)v = 0
dz

m‘et‘
J(2) 3= qz) - 4 SBEEL 4 05))2

(ﬁerifieer dit!) .

De functie J(z) is van dezelfde soort als p en q¢ gedefinieerd in G en
aldaar analytisch met eventuele uitzondering van polen. Een gewoon punt
van de obrspronkelijke DV is een gewoon ﬁunt van de getransformeérde.
Het'omgekeérd geldt niet (voorbeeld: p = 1/z, q = - 1/422; J(z) = 0),

. We gaan uit van de getransformeerde DV (#+), en construeren-een oplossing

met behulp van successieve approximatie, Allereerst een toelichting hoe

(%*)

o RERAELS el ol L




men daaraan komt.

Stel we hebben een analytische functie v d1e in § aan (**x) voldoet. Dan
volgt uit v" = - Jv bij 1ntegrat1e

z
vi(z) = v'(zg) ~ [ J(EIv(Eldg .
%0
Nogmaals integreren geeft
z g
v(z) = v(zo) + v'(zo)(z - z4) - J dg I J(g)v(g)dg .
z4 zy.

De herhaalde integraal wordt tot een enkele omgevormd door partiéle inte-

grgtie:
Z z Z
J dg J J(E)v(g)dg (= J dgF(z))
ZO zo zo
‘ z z
= (¢ - z)F(D) - J (¢ ~ 2)F'(g)dz
24 z
-0
- 0 - f (z - 2)I{g)v(g)dg .
29

Daarmee vinden we

. : -4
v(z) *.V(zo) + V'(zo)(z - zo) + f (z - 2)J(Q)v(gidg ,

%5

- een identiteit geldig voor elké'énéijtische oﬁiossing v(z) van (**). De
identiteit kan worden opgevat als"integraalvergelijking" voor v, en deze

integraalvergelijking zou door successieve approximatie kunnen worden op-
gelost, als volgt:

B



Met v(zo) = bO’ v'(zo) = bl’ definieer
VO(Z) = bo + bl<z = zo) ’

z .
Vo (2) = J (z = 2)3(@Iv (5)dg (n = 0'7.1.---')
2o L 7 o
Dan voldoet (verifieer dit!)

-]

v(z) = z vn(z)

n=0

formeel aan de gencemde integraalvergelijking. Tot zover de toelichting.

Beschouw een rij functies {vn(z)} (n=20,1,2,...), gedefinieerd door
vo(z) 1= b0 +_b1(z - zo) ,

4

v_. ., (z) i= J (¢ - z)J(c)vn(c)dc (nz20).

n+l

%0

Hierbij zijn bo en b] willekeurige, maar eindige, complexe constanten.
De integratieweg kunnen we rechtlijnig nemen. In principe kunnen we de
rij VosVysVgseee expliciet construeren daar J bekend is. De functies

vn(z) zijn kennelijk eenwaardig-analytisch op S,

We gaan een (ruwe) schatting voor de functies v afleiden. S is gesloten;
laten dan M en u 2zijn, respectievelijk, de maximale waarden van ]J(z)] en
]vo(z)l op S. Dan bewijzen we de schatting

2n
| 77

|vn(z)[ < uMn[z -z n! (n=0,1,2,...) ,

0

voor z € § (|z - zol S r).

R

R

L R

P

¢
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Het bewijs gaat met volledige inductie. De ongelijkheid geldt voor n = 0
(duidelijk). Stel de ongelijkheid geldt voor n =m - 1 (m 2 1.
Neem integratieweg rechtlijnig:

z .
@ 1= 1 | @ - 23w, @l
%0
z A 2m-2 ;
o R IR P11 S P e |
Z
0
z 2m-2
s [le-elle - ol lal
>
lz-zol
s(—;‘;-:-i-)—!-lz - zol tzm—zdt

0

2
v |z-—zol a
m-1y; (-1
2m .
uMmlz—zol ;
< (2m-12m als m=21.)

s

m!

De schatting geldt dus voor n = m, en derhalve voor elke n > 0,

Bovendien kunnen we direct een uniforme schatting geven. Omdat [z - z0| <r,
geldt : ' A

Ivn(z)[ -3 uMnr2n1n3 - (n=0,1,2,...)

voor elke z uit S, ' | =

. De reeks E uMnr?'n/n! is convergent (en heeft tot som u exp(Mrz)).
n=0 ‘




o

De reeks Z v (z) heeft dus een convergente majorante, onafhankelljk van z,
en is dus nget alleen zelf een convergente reeks als z ¢ S maar is ook
uniform convergent op 8. Verder is vn(z) analytlsch op S. Volgens een be-
kende stelling is, onder deze oms tandigheden, z v (z) een analytische
functie van z voor elke z binnen het gebied (S zgnder rand). Deze functie

noemen we V{(z):

V(z) 1= [ v (2) .
n
n=0
Deze functie V(z) is eenwaardig-analytisch voor |z - zol <r.
Weer volgens een bekende stelling, kunnen we de afgeleiden vinden door
termsgewijze differentiatie. Alle zo verkregen reeksen zijn uniform
convergent, '

De hierna volgende bewerkingén zijn legitiem:

dv(z) - dvn(z)
dz o dz '

n=0

= 4% (z)
dZV(z) - Z " Vn
d22 n=0 dz

Uit de definitie van vn(z) halen we

dv, {(z) d2v {z) n.?
-—0__ = b _-O—-—.- = 0 ' E
. » H} .

dz | dzz ;
dv, (2) N - |
- *x - j J(C)VO(C_)dC (:«
zo N ;

dzvl (2) ‘
dZ , 3

algeﬁeen:




dvn(z) z
e = - J J(;)vn_i(c)d;
20
dzv“(Z) @v_ () ( )
———— = = J{z)v z) , n=1).
dz2 nol

Derhalve geldt:

2 2 :
dzv(z) ) d vo(z) . w d vn(z)
2

dz d22 n=] dz2

0-J(z) ) v _y(2)
n=1

- J(z) z vn(z) = - 'J(z)V(z) .
n=0

Dus: V(z) is een functie van z die eenwaardig-analytisch is binnen S en
die oplossing is van de DV
dzv(z)
d22

+ J(2)v(z) = 0,

Er geldt bovendien:
V(zo) = vo(zo) f v](zo) teoo = vo(zo) = b0 ,

dV(zo)
= t J = ' . -
T Vo(zo) +* VI(ZO) +ono vo(zo) . b] -

De gencemde oplossing voldoet dus aan de "beginvoorwaarden"

V(zp) = by, V'(zg) = b, .

Keer terug naar de oorspronkelijke DV(x). Daarvoor hebben we een oplossing

gevonden in de vorm
-
¥(z) = exp[- } f p(z)dzl . V(2)

%

s Lo




Deze functie is (eenwaardig-) analytisch binnen S en heeft beginwaarden

Y(zo) = V(zo) = bo )

Y'(z) =V'(25) = dplzg)Vizg) = b, = kplagdby -

Hebben we voorgeschreven waarden a, en a, van functie en afggleide, dan

kiezen we b0 en bl door
bo = 8y bl = a + ip(zo)ao .

Hiermee is punt (2) bijna afgehandeld. Het resultaat is de volgende

Hulpstelling.

Zijn a, en a, willekeurig gekozen, maar eindige complexe getallen, dan
heeft de DV (*) tenminste &&n oplossing y = £(z) die eenwaardig~analytisch
i - : - t -
is voor |z -zol < R en voldoet aan f(zo) ag £ (zo) a .
Punt (2) is bijna afgehandeld. Om punt (2) helemaal af te handelen moeten
we 'tenminste 8&n oplossing" in bovenstaande stelling zien te vervangen

door "&&n en slechts &&n oplossing".

Als we aannemen dat punt (1) bewezen is, is de &énduidigheid bij punt (2)
gemakkelijk te bewijzen.

Stel dat y = f](z) eny = fz(z) beide analytische oplossingen zijn met

de voorgeschreven beginwaarden a, en a,. Dan is f := f1(z) - fz(z) een

analytische oplossing met beginwaarden 0. Voor f geldt dus

£(zg) = 0, £'(zy) =0, £"+ pf' +qf =0 .

Uit de laatste betrekking (geldig in de omgeﬁing van zo) volgt f"(zo) = 0,
Door de laatste betrekking é&n keer te differentié:en (dat mag!) vindt

1y -
o 9ok f (zo) 0.

Herhaling van dit proces geeft

g

men bij substitutie z = z

(zo) = 0 (n = 0,1,2,...) .

Volgens de identiteitsstelling der complexe-functietheorie is dan f
identiek nul, en dus fl(z) = fz(z), en dus f ondubbelzinnig bepaald

door de beginwaarden van functie en afgeleide,




Rest ons nog het bewijsvan punt (1). Dat is niet al te moeilijk, omdat,
net als bij de reele analyse, de algemene oplossing van een homogene

lineaire DV van de tweede orde kan worden aangegeven gzodra &én spectale
oplessing bekend is.

Stel y = £(z) is een analytische oplossing van (*), met f(zo) =1, f'(zo) =
Die bestaat volgens de hulpstelling.

Om de algemene oplossing te vinden , stellen we
y = fe¥

en vinden voor Y de DV

‘ £*
¥+ (p o+ 25)Y = 0

of wel

[Eog {f (z) dY(z) Y| = - pl2) .

Integratie geeft

Zz

log[sz'] = -~ f p(g)de + constante,

%y

Z

sz' = 02 exp[~ f p(E)dgl .

20

Nogmaals integreren geeft

z c | 4

Y(z) = f dz — 2- expl - J p(glde] + ¢,
£7(z) o :
0 0

4

. waarbi} Cf en-02 integratie-constantén zijn.

ot (...ag.i..a;_i Fr
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De algemene oplossing van (*) wordt daarmee

z 4
¥ = C £(z) + Cyf(2) f dcf'z(c)exp[- f plg)de]
4 ) 2

0 0

Deze oplossing is in de omgeving van z, inderdaad eenwaardig-anglytisch,
omdat f(zo) # 0. Verwachte moeilijkheden bij integratie door eventuele
nulpunten van f kunnen ook worden weggepraat. Het residu van de inte-
grand moet nul zijn voor een nulpunt van £(z) binnen 3, want bovenstaande
algemene oplossing is analytisch in geheel S, niet alleen in de qmgeving
van z.. Immers, deze y heeft bepaalde, eindige waarden y(zo) en y'(zo),
en met deze beginwaarden kan men volgens de hulpstelling tenminste &é&n
analytische oplossing construeren, geldig voor S. Identiteit van functies
in de omgeving van z, impliceert dan identiteit in geheel §.

De punten (1) en (2) gaan we als stelling formulexen:

Stelling. 2ijn de functies p(z) en q(z) (eenwaardig~) analytisch voor
|z - 20[ < R en zijn 2 en a, willekeurige (éindige) complexe getallen,

dan bestaat er &én en slechts &n functie y = y(2z) zodanig dat

(1) y(z) voldoet aan (x) , _
(2) y(z) voldoet aan de beginvoorwaarden y(zo) = a,, y'(zo) = a,
(3) y(z) is (eenwaardig-) snalytisch voor |z - zO] < R,

Bovendien gelden de volgende uitspraken:

(4) iedere oplossing van (%) 1is (eenyaardig-) analytisch voor |z = zO[ <R,
(5) de oplossingsruimte is twee-dimensionaal: de algemene oplossing

bevat twee integfatieconstanten.

Opmerking. We kunnen R maximaal denken; de cirkelschijf lz - zol <R zo
lang laten zwellen dat hij tegen de rand van G en/of‘egn pool van p
en/of q aanstuit (waarom kunmnen we schijf met straal R nemen, in plaats — -

van S met straal r < R 7). N o

Het existentiebewijs bij de hulpstelling is in zekere zin constructief,

maar voor de expliciete berekening van de oplossing kunnen we handiger




-1y -

te werk gaan. We doen het niet via de rij functies {v_(2)} en de reeks ) v (2).

. . . =0
Nu we eermaal weten dat elke oplossing in ]z - zo] < R (eenwaard1g-) n
analytische functie van z is, die dus in een machtreeks Z a (z - zo)n
n=0
onthkkelbaar is, gaan we deze machtreeks formeel substitueren in de DV (%)

en zo trachten 85s8qsee uit te drukken in termen van'ao en a, door gelijke

machten van z - zj bij elkaar te vegen en de coéfficiénten nui te stellen.
Dat draait altijd uit op een recurrente betrekking, die soms eenvoudig
maar meestal ingewikkeld is.

Dit ptoces - methode der machtreeksen ~ gaat altijd op, voor welk gewoon
punt dan ook. We krijgen door het punt Zq "alle" punten van G te laten
doorlopen overal in G een oplossing der DV, Gaan we uit van een vast punt
Zy» dan krijgen we automatisch analytische voortzetting van de oplossing
y(z) als we een ketting van nieuwe punten zé,zg,... kiezen en de begin-
voorwaarden geschikt aanpassen. Echter, men moet niet denken dat we dan
een oplossing in G krijgen die in geheel G eenwaardig-analytisch is. De
functie y(z) kan bij het "draaien" om een s1ngu11er punt der DV tot andere
waarden komen. Wel is het zo dat singulariteiten van y(z) (en zijn ana-
lytische voortzettingen) slechts kunnen optreden (maar niet behoeven op

te treden) in de punten van de rand van G en/of in de polen van p en/of

'

Na deze stof wordt eerst hoofdstuk II over de gamma-functie behandeld.
Daarbij is het volgende "trucje" van belang.

Als we tegenkomen

u

ntl _ (n+ a)(n+ B)

u n+
n Y

(n=0,1,2,,..)

dan direct

T(n+ a)(n + B)
T'(n + ¥) }

u = const. *
n

met
P(Y)

const. = W o~

Bewijs is triviaal.
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Toepassing techniek der machtreeksen

Voorbeeld. De DV van Legendre {(pag 5)

y'+py' +qv =0,

met.
2z v(v + 1
pn——.—?’qﬂ—-(———.z_);
1-z - 1 -2z

P en g hebben polen in z = ¥ ], welke punten dus singuliere punten van de
DV zijn. Elk ander punt in het eindige z-vlak is gewoon punt der DV.

Opmerking. v is complexe parameter; v(v + 1) is invariant bij substitutie
v+- v =~ ], o

Ergo: hebben we een oplossing y = fv(z) dan is ook y = f—v-l(z) oplossing.
In het bijzonder is z = 0 een gewoon punt.

Teken de eenheidscirkel romd de oorsprong.Daarin alleen gewone punten.
Twee singuliere punten op de rand.

De R uit de algemene theorie is maximaal en = I, ‘

In de eenheidscirkel rond de ocorsprong is elke oplossing een eenwaardig-
analytische functie van z.

Als y(0) = 3gs y'(Q) = s dan oplossing ééhduidig bepaald:

-]

y=a0+élz+z_azn,

n=2

met nog onbekende a (n 2 2), die in ay en a uit te drukken zijn.

Convergentiestraal is tenminste 1.

Hint: Steeds noemers verdrijven:

DV schrijven als

(1 = 2y - 2zy' +v(v + Dy =0,
of
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J% Q1 - zz)y'] + v(v + 1)y = 0 (“zelf-geadjungeerd") ,

Formele sﬁbstitutie (met kracht van bewijs) voor [z] < 1):

y=- zaza

n=0
y' = Znanzn—l ,
n=0
y' = n(n'-l)anzn_z .
n=0
I ni{n - I)anzn-'2 - 2 n(n - l)a z0 - 2 2 na z°
n=0 . =0 n=0 "
+ v+ 1)} anzn =0,
n=0

Z n{n - ])anzn_2 + Z anzn{ -n{n=-1) - 2n + v(v + 1)} = 0,
n=0 n=0

| S vy . Po—

g T

v(iv + 1) =-n(n + 1)
n§O<n FD@E ey, (v-n)(v+n+1)

Coefficienten nul-stellen geeft

(n+ 1)n+ 2)a = (n=-v)(n+v+ l)an , (n=20,1,2,...)

n+2

“n+2 _ (a- W@+ v+ 1)

4 (n+ 1)(n + 2)

Valt uiteen in twee deelrijen, even en oneven index n

(a > 2n):

v v+l
a2n+2 (2n = \3)(2!1 Fyv+1) (n - "i‘)(n + ——2--)
a, (Zn + 1)(2n + 2) @ %ﬂ(n e

Met "trucje"

I'(n - ;Jr(n + 22,
a = gconst., ’
2n 1 .




[l oneven

r(5)

const = -

- Pregh

r

1
(-2-)

- 14 -

I'(n - %)rm +

80,

v+l
5 )

a = a

2n (¢]

v+

I(- (5=

T'(n + -;—)nl

- 2n
y(z) = Ja 2" =
n=0 Zn
i \ v+
T('f) ® I‘(n--z—)I‘(n + =) 2
I T Lo Ty z
' v v+l 1 2
Y(z)‘_“aOF("is 2 ) 212)-
(n>2n+ 1);
1 -v Vv
2m43 | (n+l - v)(2n+y +2)  BFFO@ez D)

32n+l

2onel T3

(2n + 2)(2n + 3)

I

(a+ @+ 1)

I‘(n+l

-V V]
7 )I‘(n+§-+ i)

rdGHrE e

]

IM(n + %)n!

3 l=v, ., v
' r(-f) - I‘(n_ M T)F(n ot D 2n+l]
y(z) = a R 3 z
I‘( 5 _‘)I‘(-E-H) n=0 T(n +-2-)n‘.
[ -y R
=‘a‘zF(-—i—u,-\i’-+l; 727 .

Algemene oplossing in de omgeving van z = 0 is

met

y(2) = agy,(z) + a,y,(2)

(beide invariant voor v » - y - 1)
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Y, is even in z, Yo is oneven in z;

hier is F de hypergeometrische functie van Gauss, in eerste instantie

gedefinieerd door een machtreeks

: 2
Vs e a‘b =z a{a + 1)h(b + 1) =
Flabjese) o= L+ STy S e ey AT

convergent voor |z < 1,

De machtreeksen van ¥, en y, zijn tenminste convergent voor |z| < I.
Buiten de eenheidscirkel zijn ze divergent, behalve in de uitzonderings-
gevallen v = geheel getal 2 O,

Voor v = 2n (n = 0,1,2,.,.) breekt v, af, en dit polynoom is evenredig
met Pzn(z). .

Voor v = 2n+! (n = 0,!,2,...) breekt Yy af, en dit polynoom is evenredig
met F2n+1(z).

Oplossing in omgeving van singulier punt.

Algemene opmerking.

Bij gewone punten louter (locaal) eenwaardig-analytische oplossingen van
de DV

y'+py' tqy =0,
en elke term links heeft zin voor elke oploésing.

De som is dan "toevallig" nul.

Bij singulier punt heel anders.

Illustratie:

Oplossing hiervam is -

y A2,
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zoals iedereen kan verifiéren.

‘Het is een kwestie van smaak of die oplossing ook geldt voor z = 0.

Hier geldt: elk der termen in het linkerlid is singulier voor z = 0,

maar hun som heeft een ophefbare singulariteit, en die sém is dan weer

nul.

Wanneer sprake is van een oplossing rond een singulier punt, dan moeten

we bedenken dat eigenlijk sprake.is van een gepuncteerde omgeving,

Em dat ook alleen maar als de oplossingen polen of andere singulariteiten
hebben die de eenwaardigheid aanhouden. _ - '

Het kan nog erger zijn. De singulariteiten in de DV kunnen oplossingen met
algebraische of logarithmische vertakkingspunten geven, En dan is in de om-

geving de oplossing zelfs niet meer eenwaardig.



	Inhoud
	I. Oplossing van differentiaalvergelijkingen door machtreekstechnieken
	II. Gamma functie en verwante functies
	III. Besselfuncties
	IV. Functies van Legendre
	V. Methode van separatie van variabelen
	Literatuur
	Aanvulling Toegepaste Analyse I



